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Загальна характеристика роботи
Актуальнiсть теми. Шарування з особливостями вiдiграють
значну роль принаймнi у двох рiзних роздiлах математики: в ди-
ференцiальнiй топологiї та у теорiї динамiчних систем.

Гладкi функцiї на многовидах породжують шарування кови-
мiрностi 1. Дiйсно, розглянемо гладку функцiю f на многовидiMn,
яка нi в якiй точцi не є локально постiйною. Нехай Σ — множина
критичних точок f на Mn.

З теореми про ранг слiдує, що для кожної регулярної точки f
iснує дифеоморфiзм деякого околу Ux точки x на окiл початку ко-
ординат в Rn, який вiдображає компоненти перетинiв множин рiв-
ня f з Ux у множини рiвня координатної проекцiї prn : Rn → R,
prn : (x1, . . . , xn) 7→ xn. Отже розбиття ∆0 множини M2 \Σ на ком-
поненти зв’язностi множин рiвня f є (n− 1)-вимiрним шаруванням
наM2 \Σ. Тому розбиття ∆ просторуM2 на компоненти зв’язностi
множин рiвня f є шаруванням з особливостями наMn з множиною
особливостей Σ.

Маючи таке розбиття, можна побудувати фактор-простiр
ΓK−R(f) = Mn/∆ (iнша назва — простiр Кронрода-Рiба).

Виявляється, що для гладких функцiй з iзольованими особли-
востями на замкнених многовидах простiр ΓK−R(f) має природну
структуру одновимiрного CW -комплексу (тобто топологiчного гра-
фу). Цей об’єкт називається графом Кронрода-Рiба i є досить попу-
лярним iнструментом дослiдження функцiй iз вказаного класу.

В той же час про будову простору ΓK−R(f) функцiї f на не-
компактному многовидi мало що вiдомо. Iснують приклади глад-
ких функцiй на площинi, що не мають особливостей, i простори
Кронрода-Рiба, яких навiть не є Хаусдорфовими (див. роздiли 3, 6
i 7).

Iншим природним джерелом шарувань з особливостями є гладкi
потоки (динамiчнi системи з неперервним часом). Гладким пото-
ком на многовидi Mn називається гладке вiдображення Φ : Mn ×
R→Mn, яке вiдповiдає наступним умовам:
1. Φ(x, 0) = x для кожного x ∈Mn;
2. Φ(Φ(x, t), τ) = Φ(x, t+ τ) для всiх x ∈Mn i t, τ ∈ R.
Орбiтою точки x ∈Mn називається наступна множина Orb(x) =

{Φ(x, t) | t ∈ R}. Очевидно, всi орбiти потоку є лiнiйно зв’язними.
Нерухомою точкою Φ називається точка, що збiгається зi своєю
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орбiтою. Позначимо множину всiх нерухомих точок через Σ.
Нехай ∆ — розбиття Mn на орбiти потоку Φ. Згiдно з теоремою

про трубку току для кожної точки x ∈ Mn, яка не є нерухомою,
iснують її вiдкритий окiл Ux, вiдкрита пiдмножина Vx ⊂ Rn−1 i
гомеоморфiзм φx : Ux → (−1, 1) × Vx, такi, що Φ(y, t) ∈ Ux для
кожного y ∈ φ−1x ({0} × Vx) i t ∈ (−1, 1), а також виконується спiв-
вiдношення φx ◦ Φ(y, t) = (t, φx(y)). Внаслiдок цього розбиття про-
стору Mn на орбiти потоку Φ утворює одновимiрне шарування з
особливостями на Mn, множиною особливостей якого є Σ.

Шарування, що породженi функцiями, i шарування, породженi
потоками, тiсно зв’язанi мiж собою.

Маючи гладку функцiю f : Mn → R, можемо побудувати її
потiк градiєнта, який складається з iнтегральних орбiт векторного
поля grad f . Для функцiй Морса узагальненням потоку градiєнта є
так званi градiєнтно-подiбнi потоки (такi потоки, що у кожнiй то-
чцi похiдна функцiї f вздовж орбiти потоку додатна i кожна крити-
чна точка f має окiл, у якому потiк спряжений з потоком градiєнту
функцiї виду

∑k
i=1 x

2
i −

∑n
i=k+1 x

2
i в околi початку координат).

При дослiдженнi стiйкостi потоку в околi iзольованої нерухомої
точки розглядається у якомусь розумiннi протилежна ситуацiя. Вi-
домо, що достатньою умовою стiйкостi потоку в iзольованiй неру-
хомiй точцi x0 є iснування функцiї Ляпунова f у деякому околi цiєї
точки (такої функцiї, що має в x0 локальний мiнiмум i похiдна якої
вздовж орбiт потоку є вiд’ємною в проколотому околi точки x0).

Неформально цю умову можна пояснити наступним чином.
• Для значень g(x) = c, що є близьким до g(x0), iснують ком-

поненти множин рiвня g−1(c), що обмежують околи точки x0, якi
стискаються до x0, коли c→ g(x0).
• Для кожного x, що є досить близьким до x0, додатня напiв-

орбiта Orb+(x) лежить у околi точки x0, межею якого є вiдповiдна
компонента множини рiвня g−1(g(x)).

У роботi [16] було доведено, що для стiйкостi потоку Φ за Ля-
пуновим у точцi x0 досить, щоб знайшлась злiченна база околiв x0,
обмежених гладкими гiперповерхнями (пiдмноговидами розмiрно-
стi n− 1) {Hi}i∈N, для яких виконується наступна умова: для всiх
x ∈ Hi, i ∈ N, скалярний добуток зовнiшньої нормалi до поверхнi
Hi у точцi x i вектору швидкостi руху вздовж орбiти потоку Φ
у точцi x є недодатним числом.
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З питанням iснування такого набору гiперповерхонь тiсно пов’я-
зана наступна задача. Нехай g : Rn → R — гладка функцiя i x0 —
її критична точка (не обов’язково iзольована). При яких умовах
на g iснує злiченна база околiв точки x0, обмежених гладкими
гiперповерхнями {Hi}i∈N, якi є компонентами зв’язностi множин
рiвня g? Цю задачу розв’язано у роздiлi 12.

Дуже цiкавою є розмiрнiсть n = 2, коли i функцiї, i потоки по-
роджують одновимiрнi шарування з особливостями. У цiй ситуацiї
можна уявити собi пару функцiй, таку, що потiк градiєнта однiєї
функцiї породжує всюди, крiм множини нерухомих точок, шарува-
ння, яке збiгається з шаруванням на компоненти зв’язностi множин
рiвня iншої функцiї на множинi її регулярних точок. Приклади та-
ких функцiй вiдомi. Зокрема цю властивiсть мають пари спряже-
них гармонiчних функцiй.

Топологiчним аналогом гармонiчних функцiй на двовимiрних
многовидах є псевдогармонiчнi функцiї (функцiї, що у кожнiй то-
чцi локально топологiчно еквiвалентнi гармонiчним функцiям). Двi
псевдогармонiчнi функцiї називаються спряженими, якщо у ко-
жнiй точцi ця пара функцiй локально топологiчно еквiвалентна
парi спряжених гармонiчних функцiй.

Важливiсть псевдогармонiчних функцiй пiдкреслюють наступнi
мiркування.
• Згiдно з теоремою про ранг у околi кожної регулярної точки

функцiя класу гладкостi Cp, p ≥ 1, гладко еквiвалентна до Re z (те
ж саме, що й координатна проекцiя).
• Вiдома така теорема (П. Чорч i Дж. Тимурiан; О. Пришляк).

Для кожної iзольованої критичної точки x0 (окрiм локальних екс-
тремумiв) функцiї f ∈ C3(M2,R) iснує окiл, у якому функцiя то-
пологiчно еквiвалентна до Re zk для деякого k ∈ N.

Отже, кожна функцiя f ∈ C3(M2,R), всi критичнi точки якої
iзольованi, є псевдогармонiчною у кожнiй точцi, крiм локальних
екстремумiв. Внаслiдок цього, вивчаючи властивостi псевдогармо-
нiчних функцiй, ми фактично вивчаємо топологiчнi властивостi
гладких функцiй з iзольованими особливостями на двовимiрних
многовидах.

У свiй час псевдогармонiчнi функцiї активно дослiджували
В. Карлан, М. Морс, Дж. Дженкiнс та iншi.

В. Бутбi та М. Морс i Дж. Дженкiнс незалежно довели, що на
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площинi кожна псевдогармонiчна функцiя має спряжену псевдо-
гармонiчну функцiю.

Приблизно у цей-же час Й. Токi сформулював i довiв крите-
рiй того, що функцiя на поверхнi є псевдогармонiчною в термiнах
властивостей розбиття поверхнi на її множини рiвня.

У тiй же роботi Й. Токi невдало намагався довести теорему про
iснування спряженої псевдогармонiчної функцiї для довiльної псев-
догармонiчної функцiї на поверхнi. Перешкода для цього розгляну-
та у роздiлi 11.

Питання про iснування спряженої псевдогармонiчної функцiї ва-
жливе з наступних причин. Нехай u, v : M2 → R — пара спряжених
псевдогармонiчних функцiй. Тодi вiдображення Ψ = u+ iv : M2 →
C — внутрiшнє i за теоремою Стоїлова на M2 iснує комплексна
структура, вiдносно якої вiдображення Ψ є голоморфним (а u та v
— спряженi гармонiчнi функцiї).

У свiй час В. Фокс розглянув узагальнення псевдогармонiчних
функцiй (Peano-interior functions), послабивши топологiчнi умови
на множини рiвня, якi належать Й. Токi. Ми називаємо клас фун-
кцiй, якi розглядав В. Фокс, F-функцiями. Також вiн намагався
розширити клас функцiй, розглядаючи функцiї на поверхнях з кра-
єм.

В. Фокс довiв теорему про променi, яка показує подiбнiсть F-
функцiй до гармонiчних функцiй i стверджує наступне. Кожна
множина рiвня такої функцiї f локально складається з парної
кiлькостi променiв, якi перетинаються у єдинiй точцi x i дiлять
маленький диск, що є її околом, на сектори. Кожен промiнь ме-
жує з двома секторами, на одному з яких функцiя приймає зна-
чення, бiльшi за f(x), на iншому — меншi за f(x).

Наслiдком з цiєї теореми є наступне твердження. Неперервне
вiдображення f : M2 → R на двовимiрному многовидi без краю
є F-функцiєю тодi й лише тодi, коли кожна компонента кожної
множини рiвня f є локально-скiнченним топологiчним графом. Це
дозволяє говорити про порядок ordf x функцiї f у точцi x (порядок
дорiвнює кiлькостi променiв у точцi x, подiленiй навпiл).

Але на вiдмiну вiд псевдогармонiчних функцiй F-функцiя f не
обов’язково породжує шарування з дискретною множиною особли-
востей на M2.

Якщо F-функцiя f не є псевдогармонiчною, то iснує x ∈ M2 з
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ordf x = 1, таке, що x не можна включити у листову карту вiдносно
розбиття на множини рiвня f . У типовому випадку множина таких
точок є одновимiрною.

З потоком Φ на поверхнiM2 можна пов’язати динамiчнi системи
з дискретним часом.

Наприклад, маючи локальну трансверсаль α, або набiр непе-
ретинних локальних трансверсалей α = ti∈Aαi, можемо означити
часткове вiдображення послiдування φ : X+ → X−, φ(x) = Φ(τ, x),
τ = min{t > 0 | Φ(t, x) ∈ α}. ТутX+ iX− — пiдмножини α, що скла-
даються з точок, додатнi (вiдповiдно, вiд’ємнi) напiворбiти яких
перетинаються з α.

Якщо X = ∩k≥0φk(X+) 6= ∅ (вiдповiдно, X = ∩k≤0φk(X−) ∩
∩k≥0φk(X+) 6= ∅), то обмеження f = φ|X : X → X визначає деяку
необертовну (вiдповiдно, обертовну) динамiчну систему з дискре-
тним часом (X, f) (а також розбиття {Xi = X ∩αi}i∈A простору X
у випадку, коли α = ti∈Aαi).

Зрозумiло, що пiдмножина N̂ ⊂M2, яка є об’єднанням всiх ор-
бiт Φ, що перетинають X, є iнварiантною пiдмножиною Φ. Нехай
Φ̂ : R × N̂ → N̂ — обмеження потоку Φ на N̂ . Можна перевiри-
ти, що у випадку, коли вiдображення f обертовне, потiк Φ̂ орбiтно
еквiвалентний неперервнiй надбудовi T над f (iснує гомеоморфiзм
N̂ → N , який вiдображає орбiти Φ̂ на орбiти T ).

Може виникнути ситуацiя, коли двi рiзнi д. с. з дискретним ча-
сом породжують неперервнi надбудови, якi є орбiтно еквiвалентни-
ми однiй i тiй же пiдсистемi початкового потоку. У зв’язку з цим
корисно знайти iнварiанти д. с. з дискретним часом, якi залежать
лише вiд класу орбiтної еквiвалентностi неперервної надбудови та-
кої системи.

Якщо dimX = 0, то властивостi динамiчної системи (X, f) тi-
сно пов’язанi з топологiчними властивостями фазового простору N
неперервної надбудови T над f . Дiйсно, у цьому випадку компонен-
тами лiнiйної зв’язностi простору N є орбiти потоку T , а потiк T
має ту ж саму динамiку, що й динамiчна система (X, f).

Структура дисертацiйної роботи. Дисертацiя складається зi
вступу, 17 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мi-
стить 122 найменування (на 12 сторiнках), та восьми додаткiв (об-
сягом 118 сторiнок). Повний обсяг роботи становить 469 сторiнок.
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Особистий внесок здобувача. Всi отриманi у дисертацiї ре-
зультати є новими.

З результатiв, надрукованих у спiльних зi спiвавторами статтях,
в основну частину дисертацiї увiйшли тiльки такi, що отриманi здо-
бувачем самостiйно, за винятком наступних, де вклад спiвавторiв є
рiвноцiнним.

Теорему 4.8.1 автор отримав разом з В. В. Шарком та
Ю. Ю. Сорокою.

Теорема 5.6.3 i теорема 5.7.1 отриманi у спiвпрацi з I. А. Юр-
чук.

Результати роздiлiв 6, 7 i 8 отриманi разом з С. I. Максимен-
ком. Зокрема, у спiвавторствi з ним доведенi теореми 6.2.7, 6.3.4,
7.1.6 i 8.4.4.

Теорема 14.2.1 отримана разом з М. А. Панковим i С. I. Ма-
ксименком.

У спiвавторствi з I. Ю. Власенком отримано теорему 15.2.1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи допо-
вiдалися на:
• семiнарах вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН Укра-

їни; керiвник семiнару – член-кореспондент НАН України, доктор
фiз.-мат. наук, професор, зав. вiддiлом топологiї В. В. Шарко;
• семiнарах лабораторiї топологiї при вiддiлi алгебри i топологiї

Iнституту математики НАН України; керiвник семiнару – доктор
фiз.-мат. наук, старший науковий спiвробiтник, зав. лабораторiєю
топологiї С. I. Максименко;
• семiнарах кафедри геометрiї Київського нацiонального унiвер-

ситету iменi ТарасаШевченка; керiвник семiнару – доктор фiз.-мат.
наук, професор О. О. Пришляк;
• 4-iй Мiжнароднiй конференцiї з геометрiї i топологiї (Черкаси,

2001);
• Мiжнароднiй конференцiї “Геометрiя в Одесi” (Одеса, 2008, 2013,

2015 та 2016);
• Мiжнароднiй конференцiї “Боголюбiвськi читання” (Київ, 2007;

Севастополь, 2013);
• Мiжнароднiй конференцiї “Analysis and Topology” (Львiв, 2008);
• Мiжнароднiй конференцiї “Infinite-Dimensional Analysis and To-
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pology” (Яремче, 2009);
• Мiжнароднiй конференцiї “Geometry «in large», topology and app-

lications”, присвяченiй 90-рiччю з дня народження О. В. Погорєлова
(Харкiв, 2009);
• Мiжнародної конференцiї “Динамiчнi системи та їх застосу-

вання” (Київ, 2012);
• Мiжнароднiй конференцiї Modern Advances in Geometry and To-

pology, присвяченiй 70-рiччю з дня народження О. А. Борисенка
(Харкiв, 2016).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 21 ро-
ботi у фахових виданнях, 20 з яких належать до перелiку, що за-
тверджений ДАК МОН України, [1]—[21], та 12 тезах конференцiй
([22]—[33]). З них 2 монографiї: [1] у спiвавторствi з I. Ю. Власен-
ком та С. I. Максименком i [2] у спiвавторствi з I. А. Юрчук; 15
статей у наукових журналах, 4 статтi у збiрниках наукових праць
Iнституту математики НАН України.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiйна робота виконувалась у лабораторiї топологiї у скла-
дi вiддiлу алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України.
Її тема пов’язана з тематикою наукових дослiджень, якi проводи-
лись у вiддiлi. Результати роботи отриманi у рамках цiєї темати-
ки, а саме у рамках програми НАН України “Сучаснi методи до-
слiджень математичних моделей в проблемах природничих наук”
№0107U002333, а також НДР “Топологiя многовидiв та їх засто-
сування” №00106U000658.

Основний змiст роботи
Дисертацiя присвячена вивченню одновимiрних шарувань з особли-
востями на поверхнях, а також об’єктiв, якi їх породжують – фун-
кцiй i динамiчних систем.

Роздiл 1 мiстить необхiднi означення i результати, що не є за-
гально вiдомими.

У роздiлi 2 ми вивчаємо, якими можуть бути множини рiвня
псевдогармонiчної функцiї на площинi. Вiдомо, що кожна компо-
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нента множини рiвня псевдогармонiчної функцiї є локально-скiн-
ченним топологiчним графом. На площинi додатково такий граф
не може мати циклiв, тобто буде деревом.

Ми розглядаємо питання про те, якi саме дерева можуть бути
представленi як компоненти множин рiвня псевдогармонiчної фун-
кцiї, а також бiльш широке питання, якi комбiнацiї дерев можуть
представляти множини рiвня псевдогармонiчної функцiї.

Нехай T — локально скiнченне дерево, S2 — двовимiрна сфера.
Зафiксуємо точку s ∈ S2.

Означення 2.1.2. Неперервне вiдображення Φ : T → S2 на-
зивається плоским, якщо воно вiдповiдає наступним властиво-
стям:
(i) Φ−1(s) = Vter, де Vter – множина термiнальних вершин (у

випадку Vter = ∅ це означає, що s /∈ Φ(T ));
(ii) множина Φ(T ) ∪ {s} замкнена в S2;
(iii) вiдображення Φ|T\Vter : T \ Vter → S2 є гомеоморфiзмом на

свiй образ.

Означення 2.1.3. Неперервне вiдображення Ψ : T \ Vter → R2

називається плоским, якщо iснують такi плоске вiдображення
Φ : T → S2 i гомеоморфiзм ψ : R2 → S2 \{s}, що Ψ = ψ−1 ◦Φ|T\Vter .

Розглянемо скiнченний лiс F = T1 t . . . t Tn (диз’юнктне об’єд-
нання скiнченної кiлькостi дерев, самi дерева можуть бути i нескiн-
ченними).

Означення 2.1.5. Неперервне вiдображення Ψ : F \ Vter → R2

називається плоским, якщо плоскими є всi вiдображення

Ψi = Ψ|Ti\Vter : Ti \ Vter → R2,

а також Ψ(Ti \ Vter) ∩Ψ(Tj \ Vter) = ∅ при i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.

Теорема 2.1.6. Припустимо, що порядок кожної вершини скiн-
ченного лiсу F або дорiвнює 1, або є парним числом > 2.

Нехай Ψ : F \ Vter → R2 — плоске вiдображення.
Тодi iснує псевдогармонiчна функцiя f : R2 → R, для якої Ψ(F \

Vter) = f−1(0).

У роздiлi 3 дослiджуються простори Кронрода-Рiба функцiй,
що належать до наступного класу.
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Нехай функцiя f є неперервною на двовимiрнiй поверхнi M2 i
вiдповiдає наступним властивостям.
(f.а) Множина локальних екстремумiв f є дискретною.
(f.б) На доповненнi до множини локальних екстремумiв f є псев-

догармонiчною функцiєю.
Назвемо регулярними точками f точки, в яких f топологiчно

еквiвалентна до Re z. Всi iншi точки M2 назвемо сингулярними
точками f .

Нехай F — розбиття поверхнi на компоненти множин рiвня f ,
ΓK−R(f) = M2/F — вiдповiдний простiр Кронрода–Рiба.

Ми пропонуємо наступнi умови, при виконаннi яких простiр
ΓK−R(f) має просту будову.
(f.1) Кожна компонента множини рiвня f може мiстити не бiльш,

нiж скiнченну кiлькiсть сингулярних точок.
(f.2) Нехай K є об’єднанням всiх компонент множин рiвня f , що

мiстять сингулярнi точки. Для довiльного компакта C ⊂ M2 мно-
жина f(C ∩K) скiнченна.
(f.3) Нехай для a ∈ f(M2) точки x1, x2 ∈M2 належать до рiзних

компонент множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи
U1 3 x1 i U2 3 x2, що не перетинаються i є насиченими вiдносно
розбиття F.

Скажемо, що неперервна функцiя f : M2 → R, яка вiдповiдає
умовам (f.а) та (f.б), є K-R–простою, якщо вона вiдповiдає також
умовам (f.1)–(f.3).

Граф з черенками — це локально-скiнченний топологiчний граф,
з якого вилучена деяка пiдмножина множини термiнальних вершин
(вершин порядку 1).

Теорема 3.1.6. Нехай неперервна функцiя f , яка вiдповiдає
умовам (f.а) та (f.б), є K-R-простою.

Тодi простiр ΓK−R(f) є графом з черенками.
Множина вершин графа ΓK−R(f) спiвпадає з образом множини

K сингулярних елементiв розбиття F.
Замкненi ребра ΓK−R(f) є образами замикань компонент до-

повнення M2 \K.
Черенки є образами замикань компонент доповнення M2 \ K,

що мають зв’язну межу.
Вiдносно того, чи будуть наведенi умови необхiдними, ми може-

мо сказати наступне.
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Твердження 3.1.7. Нехай функцiя f : M2 → R неперервна i
вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б).

Тодi умови (f.2) i (f.3) на функцiю f є необхiдними для того,
щоб простiр ΓK−R(f) був графом з черенками.

Умова (f.1) не є необхiдною для того, щоб простiр ΓK−R(f) був
графом з черенками. У додатку В ми наводимо вiдповiдний при-
клад.

Якщо функцiя f задана на площинi, то за рахунок теореми
Жордана про криву функцiя буде K-R-простою тодi i лише то-
дi, коли ΓK−R(f) є графом з черенками. Це твердження слiдує з
теореми 3.1.6, твердження 3.1.7 i наступної теореми.

Теорема 3.1.8. Нехай неперервна функцiя f : R2 → R вiдповiд-
ає умовам (f.а) i (f.б).

Якщо ΓK−R є графом з черенками, то f вiдповiдає умовi (f.1).

Роздiл 4 присвячено вивченню питання розрiзнення неперерв-
них функцiй на площинi з точнiстю до орiєнтованої топологiчної
еквiвалентностi.

У такiй загальнiй постановцi ця задача дуже складна, тому ми
обмежуємось класом функцiй, якi вiдповiдають таким умовам I.

a) Для кожного x ∈ R2 в околi точки x функцiя f топологiчно
еквiвалентна до Re zn, n ∈ N, в околi початку координат, тобто
f є псевдогармонiчною (якщо n = 1, тодi точку x називатимемо
регулярною точкою; якщо n > 1, тодi x називатимемо сингулярною
точкою).

б) Число сингулярних точок функцiї f є скiнченним.
в) Нехай для a ∈ R точки x1, x2 ∈ R2 належать рiзним компонен-

там множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1 3 x1
i U2 3 x2, такi, що для кожного b ∈ R i компоненти Fb множини рiв-
ня f−1(b) виконується спiввiдношення (Fb∩U1 = ∅)∨(Fb∩U2 = ∅).

Ми розглядаємо функцiї загального положення (рiзнi сингуляр-
нi точки знаходяться на рiзних множинах рiвня).

У якостi основи для побудови iнварiанту, який розрiзняє такi
функцiї, ми беремо так званий граф Кронрода-Рiба функцiї ΓK−R(f)
i надiляємо його додатковою комбiнаторною структурою.

Умови I гарантують, що ΓK−R(f) є графом з черенками (див.
теорему 3.1.6).



– 11 –

Додаткова структура на графi Кронрода-Рiба включає орiєнта-
цiю його ребер i частковий порядок на множинi вершин, якi поро-
дженi напрямком зростання функцiї f . Цим поняттям присвячений
пiдроздiл 4.3.

Iншою складовою додаткової структури на ΓK−R(f) є спiн у
вершинах цього графа. Спiном у вершинi називається вибраний
певним чином цикл ребер, якi їй iнцидентнi. Означенню цих понять
i дослiдженню властивостей спiна присвяченi пiдроздiли 4.4–4.6.

У пiдроздiлi 4.7 означенi поняття навантаженого i слабо на-
вантаженого графiв Кронрода-Рiба, а також поняття їх еквiвален-
тностi.

Означення 4.7.2. Нехай неперервнi функцiї f i g вiдповiдають
умовам I. Скажемо, що f i g пошарово еквiвалентнi (вiдповiдно,
орiєнтовно пошарово еквiвалентнi), якщо iснує гомеоморфiзм (вiд-
повiдно, орiєнтований гомеоморфiзм) площини на себе, який вi-
дображає компоненти множин рiвнiв f на компоненти множин
рiвнiв g.

Теорема 4.8.1. Нехай f, g : R2 → R — функцiї загального по-
ложення, що задовольняють умови I.

f i g є орiєнтовано пошарово еквiвалентними тодi i тiльки то-
дi, коли слабо навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f еквi-
валентний слабо навантаженому графу однiєї з функцiй g або −g.

f i g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки
тодi, коли їх навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентни-
ми.

У роздiлi 5 ми розглядаємо клас неперервних функцiй f , озна-
чених на замкненому одиничному диску D2 площини C, якi є псев-
догармонiчними у IntD2, i для яких обмеження f |∂D2 має лише
скiнченне число екстремумiв.

Кожнiй функцiї f з цього класу можна поставити у вiдповiд-
нiсть її комбiнаторну дiаграму P (f), яка будується наступним чи-
ном.

Вiзьмемо об’єднання межi ∂D2 i тих компонент лiнiйної зв’яз-
ностi множин рiвня f , що не гомеоморфнi замкненому iнтервалу.
Виявляється, що на цiй множинi можна означити структуру скiн-
ченного топологiчного графу. Його вершинами є сингулярнi точки
f в IntD2, локальнi екстремуми обмеження f на ∂D2, а також то-
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чки перетину компонент зв’язностi множин рiвня f , якi мiстяться
у P (f), з межовим колом ∂D2.

На графi P (f) задається додаткова структура. По-перше, на
множинi вершин P (f) можна задати строгий частковий порядок
за допомогою спiввiдношення (x < y)⇐⇒ (f(x) < f(y)). Крiм того,
P (f) мiстить видiлений цикл q(f), утворений ребрами, об’єднання
яких дає межу диску ∂D2. Цей цикл можна орiєнтувати у вiдпо-
вiдностi з додатною орiєнтацiєю кола ∂D2.

I. А. Юрчук довела таку теорему.
Двi псевдогармонiчнi функцiї f i g топологiчно еквiвалентнi

тодi й лише тодi, коли iснує iзоморфiзм комбiнаторних дiаграм
ϕ : P (f)→ P (g), який зберiгає строгий частковий порядок i орiєн-
тацiю на них.

Ми дослiджуємо питання: при яких умовах граф є комбiнатор-
ною дiаграмою деякої псевдогармонiчної функцiї?

Виявляється, що якщо вилучити з P (f) всi ребра, що належать
q(f), залишиться скiнченний лiс (скiнченне об’єднання дерев), всi
термiнальнi вершини якого належать циклу q(f).

Ми даємо вiдповiдь на питання, коли скiнченний лiс можна
вкласти у замкнений диск “належним чином”.

Нехай T є деревом з множиною вершин V i множиною ребер E.
Припустимо, що T невироджене (має принаймнi одне ребро). По-
значимо через Vter множину всiх вершин T порядку 1 (термiнальнi
вершини T ). Припустимо, що зафiксовано пiдмножину V ∗ ⊆ V , та-
ку, що Vter ⊆ V ∗. Нехай також ϕ : T → R2 є вкладенням, для якого
виконується наступна умова:

ϕ(T ) ⊆ D2 , ϕ(T ) ∩ ∂D2 = ϕ(V ∗) . (5.2.2)

Припустимо, що з усiх елементiв пiдмножини V ∗ вершин дерева
T утворено деякий простий абстрактний цикл C = (v1, . . . , vk),
див. пiдроздiл 5.5.

Припустимо, що вкладення ϕ : T → R2, вiдповiдає умовi (5.2.2).
Тодi з елементiв множини ϕ(V ∗) = ϕ(T )∩∂D2 можна утворити два
рiзних абстрактних цикли.

З одного боку, вiдображення ϕ|V ∗ : V ∗ → ϕ(V ∗) бiєктивне, тому
спiввiдношення

ϕ(C) = (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk))
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коректно означає деякий простий абстрактний цикл.
З iншого боку, обходячи коло S1 у додатному напрямку, ми мо-

жемо означити абстрактний цикл

S = (ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)))

природним чином: точки ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)) обходяться у вказа-
ному порядку при обходi кола.

Означення 5.5.6. Дерево T називається D-планарним, якщо
iснує вкладення ϕ : T → R2, яке вiдповiдає умовi (5.2.2) i таке, що
абстрактний цикл ϕ(C) збiгається з абстрактним циклом S.

Теорема 5.5.8. D-планарнiсть дерева T еквiвалентна насту-
пнiй умовi: для довiльного ребра e iснує рiвно два шляхи, кожний
з яких проходить через e i з’єднує деяку пару вершин з множини
V ∗, що є сусiднiми елементами простого абстрактного циклу C.

Означення 5.6.2. Скiнченний граф G ⊂ R3 називається D-
планарним, якщо iснують його пiдграф γ i вкладення ϕ : G→ D2,
для яких справедливе наступне:
• γ є простим циклом;
• G \ γ =

⋃k
i=1 Ti = F є скiнченним об’єднанням дерев;

• γ мiстить всi термiнальнi вершини F ;
• ϕ(γ) = ∂D2, ϕ(G \ γ) ⊆ IntD2.

Теорема 5.6.3. Нехай G є графом, γ ⊆ G є простим циклом,
таким, що G \ γ =

⊔
i Ti, де кожне Ti є деревом.

Тодi G є D-планарним тодi й лише тодi, коли виконуються
наступнi умови:
• кожне дерево Ti з пiдмножиною вершин V ∗i , на якiй цикл γ

iндукує простий абстрактний цикл Ci, є D-планарним;
• для кожної пари iндексiв m 6= n пiдмножина вершин V ∗n дерева

Tn належить єдинiй компонентi зв’язностi множини γ \ V ∗m.
За означенням всi комбiнаторнi дiаграми є D-планарними гра-

фами. Щоб D-планарний граф, на множинi вершин якого задано
строгий частковий порядок, був комбiнаторною дiаграмою деякої
псевдогармонiчної функцiї, вiн має вiдповiдати деяким додатковим
умовам. Графи, що їм вiдповiдають, ми називаємо ∆–графами.

Теорема 5.7.1. Якщо граф G є комбiнаторною дiаграмою де-
якої псевдогармонiчної функцiї f , то G є ∆–графом.
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Якщо граф G є ∆–графом, то частковий порядок на V (G) мо-
же бути продовжений так, що граф G з новим частковим поряд-
ком на множинi вершин буде iзоморфний комбiнаторнiй дiаграмi
деякої псевдогармонiчної функцiї f .

Не кожний строгий частковий порядок на вершинах ∆–графа
породжується якоюсь функцiєю. Справдi, якщо для деякої функцiї
f маємо (x < y)⇐⇒ (f(x) < f(y)), то x i y є непорiвняними тодi й
лише тодi, коли f(x) = f(y).

Ця умова фiгурує у нас як умова A4, i її можна виразити iна-
кше: вiдношення “бути непорiвняними” на множинi зi строгим
частковим порядком є транзитивним.

Теорема 5.7.2. Нехай G є ∆–графом.
G задовольняє умову A4 тодi й тiльки тодi, коли строгий час-

тковий порядок на графi G збiгається зi строгим частковим по-
рядком на дiаграмi P (f) деякої псевдогармонiчної функцiї f , що
вiдповiдає графу G.

У роздiлi 6 ми вивчаємо гомотопiчнi властивостi шарувань на
довiльних вiдкритих двовимiрних поверхнях Z, якi отриманi з сiм’ї
смуг {Sα}α∈A, склеєних вздовж деяких iнтервалiв, розташованих
на межi цих смуг. Будемо називати такi поверхнi смугастими.

Означення 6.1.1. Пiдмножину S ⊂ R× [−1, 1] будемо назива-
ти модельною смугою якщо
(1) R× (−1, 1) ⊂ S,
(2) перетин S∩(R×{−1, 1}) є (можливо, порожнiм) об’єднанням

вiдкритих обмежених iнтервалiв, замикання яких попарно не пе-
ретинаються.

Для модельної смуги S будемо вживати наступнi позначення:

∂−S := S ∩ R× {−1}, ∂+S := S ∩ R× {1}, ∂S := ∂−S ∪ ∂+S.

Назвемо множини ∂−S i ∂+S берегами модельної смуги S. Ком-
поненти зв’язностi множини ∂−S (вiдповiдно, ∂+S) назвемо нижнi-
ми (вiдповiдно, верхнiми) межовими iнтервалами.

Нехай зафiксовано деяку не бiльш, нiж злiченну, множину iнде-
ксiв A i набiр модельних смуг {Sα}α∈A. Нехай {Ic}c∈C — сiм’я всiх
межових iнтервалiв смуг з цього набору.
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Припустимо, що для деякої множини iндексiвB зафiксовано два
iн’єктивних вiдображення i, j : B→ C, таких, що i(B) ∩ j(B) = ∅.

Позначимо Xβ = Ii(β), Yβ = Ij(β), для кожного β ∈ B.
Означення 6.1.2. Смугастою поверхнею назвемо фактор-прос-

тiр

Z =
⊔
α∈A

Sα

/
{Yβ

φβ∼ Xβ}β∈B ,

де
(a)

⊔
α∈A

Sα є незв’язним об’єднанням модельних смуг;

(b) φβ : Yβ → Xβ, β ∈ B, є гомеоморфiзмом, що зберiгає або
обертає орiєнтацiю.

Нехай q :
⊔
α∈A Sα → Z — вiдображення проекцiї. Позначимо

Ŝα = q(Sα), ∂Ŝα = q(∂Sα), ∂±Ŝα = q(∂±Sα), α ∈ A.
Кожна смуга має природне шарування на паралельнi горизон-

тальнi лiнiї, що приводить до шарування ∆Z на Z, всi шари якого
є некомпактними. Будемо називати це шарування канонiчним.

Гомеоморфiзм h : Z → Z ′ смугастих поверхонь будемо називати
листовим гомеоморфiзмом, якщо вiн вiдображає листи шарування
∆Z на листи ∆Z′ .

Означення 6.2.6. Смугаста поверхня називається зведеною,
якщо вона вiдповiдає наступнiй властивостi.

Нехай Xβ ⊂ ∂εSγ i Yβ ⊂ ∂ε′Sγ′ для деяких γ, γ′ ∈ A, β ∈ B i
ε, ε′ ∈ {±}.

Тодi Xβ 6= ∂εSγ або Yβ 6= ∂ε′Sγ′ .

Теорема 6.2.7. Кожна зв’язна смугаста поверхня Z зi злiчен-
ною базою листово гомеоморфна цилiндру C, листу МебiусаM , або
зведенiй поверхнi.

Нехай H
(
∆Z

)
є групою всiх гомеоморфiзмiв Z, що вiдобража-

ють листи шарування ∆Z на листи ∆Z , а H0

(
∆Z

)
є компонен-

тою лiнiйної зв’язностi одиницi групи H
(
∆Z

)
вiдносно компактно-

вiдкритої топологiї.
Нехай також H0

(
∆Z

)′ є пiдгрупою групи H
(
∆Z

)
, яка складає-

ться з гомеоморфiзмiв h, таких, що h(ω) = ω для кожного листа
шарування ∆Z i h зберiгає орiєнтацiю на ω.
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Лема 6.3.1. Нехай S ⊂ R × [−1, 1] є модельною смугою i g ∈
H
(
∆S

)
. Тодi

g(x, y) =
(
λ(x, y), µ(y)

)
, (6.3.1)

де µ : [−1, 1]→ [−1, 1] є гомеоморфiзмом, i λ : S → R є неперервною
функцiєю, такою, що для кожного y ∈ (−1, 1) вiдповiднiсть x 7→
λ(x, y) є гомеоморфiзмом R→ R.

Лема 6.3.3. Група H0

(
∆Z

)′ стягувана.

Теорема 6.3.4. Нехай Z є зв’язною зведеною смугастою по-
верхнею i h ∈ H

(
∆Z

)
. При цих умовах h ∈ H0

(
∆Z

)
тодi i лише

тодi, коли виконуються три наступнi умови:
(a) h(Ŝα) = Ŝα для всiх α ∈ A;
(b) якщо gα : Sα → Sα, g(x, y) =

(
λ(x, y), µ(y)

)
, α ∈ A, є єди-

ним пiдняттям h|Ŝα виду (6.3.1), то µ зростає i λ(x, y) також
зростає для кожного фiксованого y ∈ (−1, 1);
(c) h лишає iнварiантним кожен лист ω ⊂ Σ(∆Z) i зберiгає його

орiєнтацiю.
Бiльш того, H0

(
∆Z

)′ є строгим деформацiйним ретрактом
H0

(
∆Z

)
, зокрема, H0

(
∆Z

)
також є стягуваним.

Роздiли 7 i 8 присвячено характерiзацiї смугастих поверхонь.
Нехай X є зв’язним некомпактним двовимiрним многовидом,

можливо з межею. Нехай на X задано шарування ∆ таке, що ко-
жен лист ω ∈ ∆ гомеоморфний R i має тривiально розшарований
насичений окiл. Скажемо, що таке шарування належить класу F .

Нехай Y = X/∆ є простором листiв, а вiдображення p : X → Y
є проекцiєю. Надiлимо Y фактор-топологiєю. Оскiльки кожен лист
шарування ∆ є замкненою пiдмножиною X, то Y є T1-простором.
Але, взагалi кажучи, простiр Y не є Хаусдорфовим.

Нехай ω є листом шарування ∆ i y = p(ω) ∈ Y . Скажемо, що ω
є спецiальним листом i y є спецiальною точкою простору Y , якщо
простiр Y не є Хаусдорфовим у точцi y, тобто y 6= ∩y∈V V , де V
пробiгає всi вiдкритi околи точки y.

Нагадаємо, що вiдображення просторiв, на яких заданi шарува-
ння, називається листовим, якщо воно вiдображає листи шарува-
ння у прообразi на листи шарування у образi.

Теорема 7.1.6. Нехай X є зв’язним двовимiрним многовидом
i ∆ є шаруванням на X, що належить до класу F . Нехай сiм’я
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Spec(∆) всiх спецiальних листiв шарування ∆ є локально скiнчен-
ною, i нехай Q є компонентою зв’язностi множини X \(Spec(∆)∪
∂X). Тодi справедливi такi твердження.
1. Q листово гомеоморфна або до стандартного цилiндру C, або

до стандартної стрiчки Мебiуса M , або до вiдкритої модельної
смуги R× (−1, 1). Крiм того, у перших двох випадках Q = X.
2. Нехай Q є листово гомеоморфною до вiдкритої модельної сму-

ги. Зафiксуємо листовий гомеоморфiзм φ : R × (−1, 1) → Q i по-
значимо

A = φ
(
R× (−1, 0]

)
, B = φ

(
R× [0, 1)

)
.

Тодi замикання A i B листово гомеоморфнi до модельних смуг.
З цiєї теореми слiдує, що топологiчна структура шарування ∆ ∈

F однозначно визначається комбiнаторикою склеювання модельних
смуг.

Наслiдок 7.1.7. Нехай X є зв’язним двовимiрним многовидом
i ∆ — шарування на X, що належить до класу F . Нехай сiм’я
Spec(∆) всiх спецiальних листiв шарування ∆ є локально скiнчен-
ною.

Тодi X листово гомеоморфний до деякої смугастої поверхнi, на
якiй задано канонiчне шарування.

Нехай знову Z — некомпактний двовимiрний многовид.
Для шарувань з класу F , якi означенi й дослiдженi у попере-

дньому роздiлi, вiдображення проекцiї pr : Z → Z/∆ на простiр
листiв є локально тривiальним розшаруванням з шаром R. Спецi-
альнi листи вiдображаються у точки простору Z/∆, в яких вiн не
є Хаусдорфовим. Бiльш того, поверхня Z з одновимiрним шарува-
нням ∆ з класу F допускає “смугасту структуру” тодi й лише тодi,
коли сiм’я спецiальних листiв є локально скiнченною.

У даному роздiлi ми розглядаємо бiльш загальний випадок, ко-
ли ∆ — одновимiрне шарування на Z таке, що кожен лист ω ∈ ∆
гомеоморфний R i є замкненою пiдмножиною Z.

Виявляється, що у цiй ситуацiї множини Spec(∆) не досить, щоб
видiлити шарування ∆, для яких Z листово гомеоморфна деякiй
смугастiй поверхнi.

Ми пропонуємо бiльш загальне поняття сингулярних листiв.
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Назвемо лист ω ⊂ IntX регулярним, якщо iснує його насичений
окiл U , такий, що пара (U,U) листово гомеоморфна парi

(
R×V ,R×

V ) для деякої вiдкритої пiдмножини V простору [0, 1) (вiдносно
шарування на горизонтальнi прямi на просторi R × [0, 1) ). Листи,
що не є регулярними, будемо називати сингулярними.

Скажемо, що пара (Z,∆) допускає смугастий атлас, якщо iснує
листовий гомеоморфiзм Z на деяку смугасту поверхню з канонi-
чним шаруванням на нiй.

Теорема 8.4.4. Наступнi умови еквiвалентнi:
(1) (Z,∆) допускає смугастий атлас;
(2) сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингулярних листiв, є

локально скiнченною.

У роздiлi 9 розглядаються рiзнi способи означення регулярної
точки неперервної функцiї на поверхнi.

НехайM2 — двовимiрна поверхня з краєм. Назвемо F-функцiєю
неперервну функцiю f : M2 → R, яка є постiйною на компонентах
зв’язностi краю ∂M2, а у внутрiшнiх точках є вiдкритим вiдобра-
женням i має ту властивiсть, що у кожнiй внутрiшнiй точцi x ∈M2

множина рiвня f−1(f(x)) є локально зв’язною.
Вперше такi функцiї розглянув В. Фокс як узагальнення псев-

догармонiчних функцiй i довiв для них теорему про променi, яка
показує подiбнiсть F-функцiй до гармонiчних функцiй (див. вище).

Внаслiдок цiєї теореми неперервне вiдображення f : M2 → R
на двовимiрнiй поверхнi з краєм M2, яке є постiйним на компо-
нентах її краю, є F-функцiєю тодi й лише тодi, коли f вiдповiдає
теоремi про променi у кожнiй внутрiшнiй точцi M2.

У даному роздiлi ми намагаємось далi розширити клас функцiй,
послаблюючи вимоги до їх локальної поведiнки, i дослiджуємо, як
це вплине на їх глобальнi властивостi.

Отже, нехай D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} — замкнений диск на площинi,
f : D → R — непрерервна функцiя.

Розглянемо, як можна було б розумним чином означити поняття
“регулярнi точки” неперервної функцiї. Ми пропонуємо два варiан-
ти такого означення.

Означення 9.1.1а Точка x ∈ IntD називається регулярною
для функцiї f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що для
кожного y ∈ Ux зв’язна компонента γy множини Ux ∩ f−1(f(y)),



– 19 –

яка мiстить точку y, гомеоморфна вiдкритому iнтервалу (0, 1).
Iнший пiдхiд вiдповiдає “теоремi про променi” у випадку, коли

променiв усього два.
Означення 9.1.1б Точка x ∈ IntD називається регулярною

для функцiї f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що зв’язна
компонента γx множини Ux ∩ f−1(f(x)), яка мiстить точку x,
гомеоморфна вiдкритому iнтервалу (0, 1), а множина Ux \ γx має
двi компоненти зв’язностi, на однiй з яких f бiльша за f(x), а на
iншiй — менша.

Точки диска, якi не є регулярними, будемо називати критични-
ми.

Маючи визначення регулярної точки неперервної функцiї f , ви-
значимо поняття сiдлової точки.

Означення 9.1.2. Точка x ∈ IntD називається сiдловою то-
чкою функцiї f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, в якому
f вiдповiдає теоремi про променi i кiлькiсть променiв бiльше 2, а
також кожна точка y ∈ Ux \ {x} є регулярною точкою функцiї f .

Говорячи про локальний екстремум функцiї f , ми маємо на
увазi нестрогий локальний екстремум.

Теорема 9.2.7. Нехай D — стандартний замкнений диск на
площинi, ∂D — його межове коло.

Iснує неперервна функцiя f : D → R, яка вiдповiдає вимогам:

(i) f(∂D) = 0;
(ii) f(z) > 0 для кожного z ∈ IntD;
(iii) f має в IntD рiвно два локальнi екстремуми;
(iv) f не має сiдлових точок в IntD.

Роздiл 10 присвячено побудовi контр-прикладу до гiпотези
В. Фокса про будову множини S-вiддiлених точок.

НехайM2 є двовимiрним орiєнтовним многовидом з краєм ∂M2.
F-функцiї були введенi В. Фоксом пiд назвою “Peano-interior

functions” як узагальнення псевдогармонiчних функцiй.
Фокс розширює клас функцiй, розглядаючи функцiї, якi є F-

функцiями у внутрiшнiх точках поверхнi i вiдповiдають певним те-
хнiчним умовам у точках її межi. Вiн доводить теорему про те, що
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кожну таку функцiю можна продовжити до F-функцiї, яка задана
на бiльшiй поверхнi C(M2) ⊃ IntM2, i є локально постiйною на
межi ∂C(M2).

Фокс дає таке означення. Функцiя f : M2 → R називається
вiддiленою зверху вiд IntM2 у точцi x ∈ ∂M2, або S-вiддiленою у
точцi x, якщо iснує окiл U точки x в M2, такий, що f(y) < f(x)
для всiх y ∈ U ∩ IntM2.

Аналогiчним чином означаються й точки, у яких функцiя вiд-
дiлена знизу вiд IntM2.

Нехай J є компонентою межi поверхнi M2. Позначимо через
D(S, J) множину всiх S-вiддiлених точок, що належать J . Оскiль-
ки функцiя f неперервна, то вона постiйна на кожнiй компонентi
зв’язностi множини D(S, J).

Взагалi кажучи, множина D(S, J) не є нi вiдкритою, анi замкне-
ною пiдмножиною J . Щоб зменшити кiлькiсть компонент зв’язностi
поверхнi C(M2), Фокс пропонує розглядати замiстьD(S, J) замкне-
ну множину D(S, J).

Фокс формулює в якостi нерозв’язаної проблеми таке питання:
чи завжди F-функцiя f постiйна на компонентах зв’язностi мно-
жини D(S, J)?

Ми будуємо приклад F-функцiї, означеної на квадратi M =
[0, 1]× [0, 1], який дає негативну вiдповiдь на це питання.

Теорема 10.1.3. Нехай M = [0, 1] × [0, 1]. Iснує F-функцiя f :
M → R, така що множина D(S, ∂M) зв’язна i f

(
D(S, J)

)
= [0, 1].

У роздiлi 11 дана характеризацiя спряжених псевдогармонi-
чних функцiях на поверхнях.

Нехай U i V — деякi неперервнi дiйснозначнi функцiї на поверх-
нi M2. Скажемо, що V є вiдкритою на множинах рiвня U , якщо
для кожного c ∈ U(M2) вiдображення V |U−1(c) : U−1(c) → R є
вiдкритим у просторi U−1(c) у топологiї, iндукованiй з M2.

Теорема 11.1.2. Нехай U — псевдогармонiчна функцiя на M2.
Для того, щоб дiйснозначна неперервна функцiя V : M2 → R була
спряженою псевдогармонiчною функцiєю для U на M2, необхiдно i
досить, щоб V була вiдкритою на множинах рiвня U .

Наслiдок 11.1.6. Нехай U, V : M2 → R — спряженi псевдогар-
монiчнi функцiї на M2. Тодi на M2 iснує комплексна структура,
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вiдносно якої U i V є спряженими гармонiчними функцiями на
M2.

У роздiлi 12 описано метод побудови сiм’ї вкладених гладких
замкнених гiперперповерхонь в Rn, що обмежують задану точку
i сходяться до неї. Ця задача пов’язана з дослiдженням стiйкостi
гладких потокiв за допомогою дисктерних аналогiв функцiї Ляпу-
нова.

Нехай z = F (x) — неперервна функцiя, означена в областi G ⊂
Rn. Точка y ∈ G є квазi-iзольованою для функцiї z = F (x), якщо
{y} є компонентою зв’язностi множини F−1(F (y)).

Гiперповерхнею в Rn будемо називати гладку поверхню без краю
розмiрностi n−1 в Rn. Скажемо, що гiперповерхня H обмежує то-
чку x ∈ Rn, якщо вона обмежує область з компактним замиканням,
яка мiстить точку x.

Означення 12.1.7. Нехай z = F (x) є Cr-гладкою функцiєю у
областi G ⊂ Rn i y ∈ G. Нехай F (y) = a. Функцiя z = F (x)
називається L-функцiєю у точцi y, якщо iснує послiдовнiсть (ai)
регулярних значень z = F (x), що вiдповiдає наступним властиво-
стям:
i. ai → a при i→∞;
ii. для кожного i iснує компонента зв’язностi Hn−1

i множини
F−1(ai), така, що Hn−1

i є гладкою гiперповерхнею, що обмежує
точку y;
iii. дiаметри Hn−1

i прямують до 0, при i→∞.

Теорема 12.2.1. Нехай G — область в Rn. Припустимо, що
F ∈ Cn(G).

Для того, щоб F була L-функцiєю у точцi x0 ∈ G, необхiдно й
достатньо, щоб x0 була квазi-iзольованою точкою F .

Наступний результат вiдомий як теорема, обернена до теореми
Жордана про криву: якщо для компактної множини знайдуться
двi компоненти зв’язностi її доповнення до R2, такi, що кожна
точка множини досяжна з обох цих компонент, то вказана мно-
жина є простою замкненою кривою.

У роздiлi 13 ми узагальнюємо цю теорему.
Нехай K є компактною пiдмножиною площини, що розбиває її

на двi компоненти зв’язностi. Назвемо таку множину двосторон-
ньою.
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Далi будемо позначати компоненти зв’язностi доповнення до
двосторонньої множини K через W1 i W2. Також позначимо через
Ai множину точок K, досяжних з Wi, i = 1, 2.

Пiдмножина R множини F ⊂ R2 називається досить щiльною
в F , якщо для довiльної вiдкритої множини U кожна компонента
зв’язностi множини F ∩ U мiстить точку з R.

Означення 13.2.3. Назвемо двосторонню множину K d-мно-
жиною, якщо обидвi пiдмножини A1 i A2 є досить щiльними у K.

Теорема 13.2.9. Кожна d-множина на площинi є простою за-
мкненою кривою.

Наслiдок 13.2.10. Нехай K — зв’язна двостороння пiдмно-
жина площини. Якщо множини K \A1 i K \A2 є нульвимiрними,
то K є простою замкненою кривою.

Теорему 13.2.9 можна сформулювати в iнших термiнах. А са-
ме, нехай (X, T ) — деякий топологiчний простiр. Позначимо через
LC(X) найслабшу топологiю наX, що вiдповiдає такiй властивостi:
для кожної вiдкритої пiдмножини W простору (X, T ) всi компо-
ненти зв’язностi W є вiдкритими у топологiї LC(X).

Теорема 13.4.4. Нехай K — двостороння пiдмножина площи-
ни. Якщо множини A1 i A2 є щiльними у K у топологiї LC(K),
то K є простою замкненою кривою.

У роздiлi 14 вивчаються властивостi k-вимiрних компактних
пiдмножин Rn.

Вiдомо, що для кожногоX ⊂ Rn рiвнiсть dimX = n виконується
тодi й лише тодi, коли X має непорожню внутрiшнiсть у Rn, тобто
мiстить n-вимiрний диск. Для k-вимiрних пiдмножин Rn (k < n)
аналогiчне твердження не виконується. Л. С. Понтрягiн побудував
пару компактних пiдмножин Rn, таку, що розмiрнiсть їх декартово-
го добутку менша за суму їх розмiрностей. З цього прикладу слiдує
iснування k-вимiрної компактної пiдмножини Rn, яка не мiстить
пiдмножини, гомеоморфної k-вимiрному диску.

Вiдомо, що у випадку n = 2k+ 1 множина Менгера Mn
k розмiр-

ностi k у Rn є унiверсальним k-вимiрним простором, тобто кожен
сепарабельний метричний простiр, розмiрнiсть якого не перевищує
k, може бути вкладений уMn

k . Бiльш того, М. А. Штанько довiв, що
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кожна k-вимiрна компактна пiдмножина Rn може бути вкладена у
Mn
k .
Для k = 0, . . . , n− 1 ми розбиваємо Mn

k певним чином на двi не-
перетиннi пiдмножини Cnk i Fnk . Для кожної k-вимiрної пiдмножини
X ⊂ Rn i ї ї вкладення f у Mn

k розглянемо множини

X1(f) = f(X) ∩ Cnk , X2(f) = f(X) ∩ Fnk .

Пара (X1(f), X2(f)) буде називатися представленням множини X,
асоцiйованим iз вкладенням f .

Теорема 14.2.1. Нехай X є k-вимiрною компактною пiдмно-
жиною Rn i iснує представлення множини X, для якого
dimX1(f) = k.

Тодi X мiстить пiдмножину, що гомеоморфна Ik.

Роздiл 15 присвячено дослiдженню властивостей динамiчних
систем з дискретним часом, якi зберiгаються при переходi вiд самої
динамiчної системи до деякої її iтерацiї.

Вiдомо, що для повних метричних просторiв центр Бiркгофа
BC динамiчної системи з дискретним часом на такому просторi
збiгається з замиканням множини точок, стiйких за Пуасоном, отже
зберiгається при переходi вiд гомеоморфiзму до деякої його iтерацiї.
У загальному випадку для неповних метричних просторiв центр
Бiркгофа може i не збiгатися з замиканням множини точок, стiйких
за Пуасоном.

Виявляється, що, не дивлячись на iтерацiйну нестiйкiсть неблу-
каючої множини, центр Бiркгофа динамiчної системи зберiгається
при переходi вiд вiдображення, що її породжує, до його iтерацiї.

Теорема 15.2.1. Для кожного гомеоморфiзму g : X → X Хаус-
дорфового топологiчного простору X виконується рiвнiсть
BC(gn) = BC(g).

У роздiлi 16 вивчаються перешкоди для того, щоб фазовий
простiр неперервної надбудови над динамiчною системою на мно-
жинi Кантора можна було вкласти у двовимiрну поверхню.

Нехай I = [0, 1] — вiдрiзок, Γ — множина Кантора, f : Γ → Γ
— гомеоморфiзм. Задамо на прямому добутку I × Γ вiдношення
еквiвалентностi ∼ за правилом (1, x) ∼ (0, f(x)), x ∈ Γ. Позначимо
через N фактор-простiр I × Γ по цьому вiдношенню. Нехай також
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S1 = I/{0, 1} — коло. Задамо проекцiю p : N → S1 за допомогою
формули p(t, x) = t, (t, x) ∈ N . Трiйка ξ = (N, p, S1) є локально-
тривiальним розшаруванням над S1 з шаром Γ i називається роз-
шаруванням Понтрягiна.

На просторi N природним чином можна задати потiк T : R ×
N → N за допомогою спiввiдношення T (t, (τ, x)) = ({t+τ}, f [t+τ ](x)).
Тут [·] i {·} — цiла i дробова частина числа, вiдповiдно. Цей потiк
називається динамiчною системою Понтрягiна.

Вiдомi приклади (приклад Данжуа, потоки Черрi на торi), коли
поведiнка потоку на двовимiрнiй поверхнi визначається його пове-
дiнкою на iнварiантнiй пiдмножинi N , що є простором деякого роз-
шарування Понтрягiна, причому обмеження потоку на N тополо-
гiчно спряжене вiдповiднiй динамiчнiй системi Понтрягiна. Отже,
виникає природне питання: при яких умовах динамiчна система
Понтрягiна продовжується з простору розшарування Понтрягi-
на, вкладеного у двовимiрну поверхню, до потоку на всiй поверхнi.
Щоб на нього вiдповiсти, необхiдно знати, коли простiр розшару-
вання Понтрягiна може бути вкладений у двовимiрну поверхню.

Твердження 16.1.2. Нехай ξ = (N, p, S1) i Tt : N → N — вiд-
повiдно розшарування Понтрягiна i спецiальний потiк, побудованi
по гомеоморфiзму f : Γ→ Γ.

Для довiльної простої замкненої кривої γ : S1 → N множина
γ(S1) збiгається з однiєю з перiодичних орбiт потоку Tt.

Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна, γ : S1 → N —
проста замкнена крива, z = γ(0). Нехай Fz : R→ N — орбiта точки
z потоку Tt. Нехай n > 0 – мiнiмальний перiод точки z. Позначимо
через π(p◦γ) = εn. Тут ε = 1, якщо орiєнтацiї кривої γ i перiодичної
орбiти Fz збiгаються, i ε = −1 у протилежному випадку.

Означення 16.2.3. Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Пон-
трягiна. Назвемо U -кривою просту замкнену криву γ : S1 → N ,
для якої iснує послiдовнiсть простих замкнених кривих βi : S1 →
N , i ∈ N, що вiдповiдає умовам:
(i) для довiльного вiдкритого околу U множини γ(S1) ⊂ N iснує

k ∈ N, таке, що βi(S1) ⊂ U при всiх i > k;
(ii) |π(p ◦ γ)| 6= |π(p ◦ βi)|, i ∈ N.
Назвемо U -криву γ RU -кривою, якщо iснує послiдовнiсть про-

стих замкнених кривих βi : S1 → N , i ∈ N, що вiдповiдає умовам
(i), (ii) i
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(iii) |π(p ◦ γ)| 6= 2|π(p ◦ βi)|, i ∈ N.

Означення 16.2.4. Топологiчний простiр N називається U -
простором (вiдповiдно, RU -простором), якщо у ньому iснує U -крива
(RU -крива).

Теорема 16.2.5. Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтря-
гiна.

Якщо N є U -простором (RU -простором), то вiн не може бу-
ти вкладений нi в який двовимiрний орiєнтовний многовид M2

(вiдповiдно, нi в який двовимiрний многовид M2, не обов’язково
орiєнтовний).

Зауважимо, що вiдомi приклади просторiв N , якi є U -простора-
ми, але можуть бути вкладенi у неорiєнтовану поверхню, див. [3].

У роздiлi 17 розглянуто клас A всiх одометрiв (групових обер-
тань над адичними групами). Вiдомо, що цей клас збiгається з кла-
сом всiх мiнiмальних дистальних динамiчних систем, фазовий про-
стiр яких гомеоморфний множинi Кантора або скiнченний. Вiдомо
також, що елементи класу A класифiкуються (з точнiстю до топо-
логiчної спряженостi) за допомогою гратки так званих супернату-
ральних чисел (Σ,≤).

Ми вивчаємо динамiчнi системи (X, f) з Хаусдорфовим компа-
ктним фазовим простором та їх проекцiї на елементи класу A.

Як виявляється, iснування нетривiальних проекцiй д. с. (X, f)
на елементи сiм’ї A пов’язане з iснуванням так званих перiодичних
розбиттiв д. с. (X, f) (скiнченних замкнених розбиттiв простору
X, елементи яких циклiчно переставляються пiд дiєю вiдображення
f : X → X).

Нехай P(X, f) ⊆ N — множина потужностей всiх перiодичних
розбиттiв д. с. (X, f). Тодi P(X, f) — топологiчний iнварiант д. с.
(X, f) i iснування нетривiальних проекцiй д. с. (X, f) на елементи
сiм’ї A еквiвалентне нерiвностi P(X, f) 6= {1}.

Позначимо через A(X, f) клас всiх елементiв A, на якi iснують
проекцiї динамiчної системи (X, f). Нехай Σ(X, f) — пiдмножина
множини супернатуральних чисел, що вiдповiдає класу A(X, f).
Нехай ще B(X, f) — сiм’я всiх проекцiй д. с. (X, f) на елементи
класу A.

Нехай h1 : (X, f) → (Y1, g1) та h2 : (X, f) → (Y2, g2) — проекцiї.
Скажемо, що h1 ∼ h2, якщо iснує iзоморфiзм динамiчних систем
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ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2), такий, що h2 = ψ ◦ h1. Позначимо через
B′0(X, f) фактор-сiм’ю всiх проекцiй з (X, f) на елементи класу A
по цьому вiдношенню еквiвалентностi. Введемо на B′0(X, f) бiнарне
вiдношення �. Нехай B1, B2 ∈ B′0(X, f). Скажемо, що B1 � B2,
якщо знайдуться представники h1 : (X, f)→ (Y1, g1) класу B1 i h2 :
(X, f) → (Y2, g2) класу B2, а також морфiзм ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2),
такi, що h2 = ψ ◦ h1.

До основних результатiв даного роздiлу можна вiднести насту-
пнi твердження.

Нехай (X, f) — динамiчна система з компактним Хаусдорфовим
фазовим простором i P(X, f) 6= {1}.

Твердження 17.3.45. Вiдношення � є вiдношенням частко-
вого порядку, i виконуються наступнi твердження:

(i) кожен елемент (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f) мажорується де-
яким елементом (h′, (A′, g′)) ∈ ObB′0(X, f), таким, що
Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f));
(ii) елемент (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f) є максимальним вiдносно

порядку � тодi й лише тодi, коли виконується рiвнiсть
Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).

Назвемо динамiчну систему (X, f) нерозкладною, якщо простiр
X не може бути представлений як незв’язна сума двох власних
iнварiантних замкнених пiдмножин д. с. (X, f).

Розглянемо пiдмножину Σ(X, f) = {N ∈ Σ | N ≤ Φ(P(X, f))}
множини (Σ,≤) i побудуємо по цiй частково впорядкованiй множинi
категорiю L(Σ(X, f)).

Теорема 17.3.59. Нехай Φ(P(X, f)) 6= E, B0(X, f) — скелет
категорiї B(X, f).

Наступнi твердження еквiвалентнi:
(i) динамiчна система (X, f) нерозкладна;
(ii) категорiї B0(X, f) i L(Σ(X, f)) iзоморфнi.

Висновки
У данiй роботi вивчались одновимiрнi шарування з особливостями
на поверхнях, а також об’єкти, якi їх породжують — функцiї та
динамiчнi системи. Було отримано такi основнi результати.
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• Означено поняття плоского вiдображення локально скiнченно-
го дерева та скiнченного лiсу, який складається з таких дерев,
у площину. Доведено, що довiльний образ скiнченного лiсу на
площинi пiд дiєю плоского вiдображення є множиною рiвня де-
якої псевдогармонiчної функцiї (роздiл 2).

• Розглянуто клас неперервних функцiй на некомпактних поверх-
нях, множини рiвня яких локально мають таку ж топологiчну
будову, як i гладкi функцiї з iзольованими особливостями. Зна-
йденi достатнi умови, при виконаннi яких простiр Кронрода–
Рiба такої функцiї є топологiчним графом з черенками. Дове-
дено, що у випадку, коли поверхня є площиною R2, цi умови є
також необхiдними (роздiл 3).

• Розглянуто псевдогармонiчнi функцiї загального положення на
площинi, якi мають скiнченну кiлькiсть сингулярних точок i
задовольняють додатково деякi умови I, якi гарантують, що
ΓK−R(f) є графом з черенками. На основi простору Кронрода–
Рiба побудовано повний топологiчний iнварiант, що розрiзняє
такi функцiї (роздiл 4).

• Для певного класу графiв доведено теорему реалiзацiї у якостi
комбiнаторної дiаграми деякої функцiї f , означеної на замкне-
ному двовимiрному диску D2, яка є псевдогармонiчною у IntD2

i для якої обмеження f на ∂D2 має лише скiнченне число екс-
тремумiв (роздiл 5).

• Означено клас смугастих поверхонь: двовимiрних поверхонь, якi
можуть бути склеєнi з горизонтальних смуг i на яких певним
чином задається одновимiрне канонiчне шарування. Для повер-
хонь з цього класу вивчено гомотопiчний тип груп H(∆) листо-
вих гомеоморфiзмiв Z (гомеоморфiзмiв, що вiдображають ли-
сти ∆ на листи) i доведено, що за виключенням двох випадкiв
компонента лiнiйної зв’язностi одиницi H0(∆) групи H(∆) є стя-
гуваною (роздiл 6).

• Для двовимiрного многовиду X, на якому задане одновимiрне
шарування ∆, що належить до класу F (X має структуру ло-
кально тривiального розшарування, шарами якого є листи ша-
рування ∆), доведено, що X листово гомеоморфний до деякої
смугастої поверхнi при виконаннi додаткової умови, що сiм’я
Spec(∆) всiх спецiальних листiв ∆ локально скiнченна (роз-
дiл 7).



– 28 –

• Отримано наступну характеризацiю смугастих поверхонь: дво-
вимiрний многовид X, на якому задано одновимiрне шарування
∆, кожен лист якого гомеоморфний R1 i є замкненою пiдмножи-
ною X, листово гомеоморфний деякiй смугастiй поверхнi тодi й
лише тодi, коли сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингуляр-
них листiв, є локально скiнченною (роздiл 8).

• Запропоновано означення регулярної та сiдлової точки непе-
рервної функцiї на поверхнi, якi є слабкiшими аналогами озна-
чень регулярної та сингулярної точки псевдогармонiчної фун-
кцiї. Побудовано приклад неперервної функцiї на замкненому
двовимiрному диску, яка є постiйною на його межi, має рiвно
два нестрогих локальних екстремуми всерединi диску i не має
сiдлових точок (роздiл 9).

• Побудовано контр-приклад до гiпотези Дж. Фокса, яка ствер-
джує, що F-функцiя f завжди постiйна на компонентах зв’яз-
ностi замикання множини своїх S-вiддiлених точок (роздiл 10).

• Знайдено необхiднi й достатнi умови для того, щоб неперервна
функцiя на поверхнi була спряженою псевдогармонiчною фун-
кцiєю до заданої псевдогармонiчної функцiї (роздiл 11).

• Нехай G — область в Rn, x0 ∈ G, F ∈ Cn(G). Доведено, що
точка x0 є квазi-iзольованою точкою рiвня F−1(F (x0)) тодi й
лише тодi, коли iснує вкладена послiдовнiсть гiперповерхонь, що
обмежують x0, яка збiгається до x0 i складається з компонент
лiнiйної зв’язностi регулярних множин рiвня F (роздiл 12).

• Узагальнено теорему, обернену до теореми Жордана про криву.
(роздiл 13)

• Запропоновано розбиття унiверсального простору Менгера Mn
k

на двi неперетиннi множини Cnk i Fnk . Доведено, що достатньою
умовою для того, щоб k-вимiрна компактна множина X ⊂ Rn
мiстила k-вимiрний диск, є iснування вкладення f : X → Mn

k ,
для якого розмiрнiсть множини f(X) ∩ Cnk дорiвнює k (роз-
дiл 14).

• Доведено, що для гомеоморфiзму g : X → X Хаусдорфового
топологiчного простору X i для кожного n ≥ 2 центри Бiркгофа
динамiчних систем (X, g) i (X, gn) збiгаються (роздiл 15).

• Знайдено умови на спiввiдношення мiж перiодами близьких пе-
рiодичних орбiт д. с. з дискретним часом на множинi Кантора,
при виконаннi яких фазовий простiр неперервної надбудови над
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д. с. не може бути вкладений у двовимiрну поверхню (вiдповiд-
но, у орiєнтовну двовимiрну поверхню) (роздiл 16).

• Для обертовної д. с. (X, f) з Хаусдорфовим компактним фазо-
вим простором X нами означенi i дослiдженi перiодичнi роз-
биття простору X, а також побудовано топологiчний iнварiант
P(X, f) ⊂ N — множину потужностей всiх перiодичних розбит-
тiв простору X. Вказано, як по P(X, f) знайти всi одометри,
на якi має проекцiї (X, f). Розглянуто категорiю, об’єктами якої
є проекцiї (X, f) на одометри. Описано скелет цiєї категорiї у
випадку, коли д. с. (X, f) нерозкладна (роздiл 17).
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Дисертацiя присвячена вивченню одновимiрних шарувань з осо-
бливостями на поверхнях, а також об’єктiв, якi їх породжують —
функцiй i динамiчних систем. Основним методом дослiджень є по-
будова комбiнаторних iнварiантiв.

Розглянуто клас неперервних функцiй на двовимiрних поверх-
нях, що є локально топологiчно еквiвалентними до гладких фун-
кцiй з iзольованими особливостями. Знайдено умови, при яких про-
стiр Кронрода-Рiба такої функцiї має просту будову.

Дослiджено одновимiрнi шарування на двовимiрних поверхнях,
всi листи яких гомеоморфнi R i є замкненими пiдмножинами вiд-
повiдної поверхнi. Означено смугастi поверхнi з канонiчними ша-
руваннями на них, якi є найбiльш простими представниками цього
класу. Знайдено необхiднi й достатнi умови, при виконаннi яких
поверхня листово гомеоморфна деякiй смугастiй поверхнi.

Для рiзних класiв псевдогармонiчних функцiй побудовано їх то-
пологiчнi iнварiанти, а також розглянуто питання реалiзацiї певних
класiв графiв з додатковою структурою в якостi таких iнварiантiв.

Розглянуто узагальнення псевдогармонiчних функцiй на двови-
мiрних поверхнях i вивчено локальну будову розбиття на компо-
ненти зв’язностi їх множин рiвня.

Отримано низку iнших результатiв, якi зв’язанi з будовою шару-
вань з особливостями i розбиттями на компоненти зв’язностi мно-
жин рiвня неперервних i гладких функцiй на многовидах.

Дослiджено низку iнварiантiв обертовних динамiчних систем з
дискретним часом. Зокрема доведено, що для довiльного гомеомор-
фiзму f : X → X Хаусдорфового топологiчного простору X центри
Бiркгофа динамiчних систем (X, f) i (X, fn) збiгаються для кожно-
го n > 1.

Розглянуто категорiю всiх проекцiй обертовної динамiчної си-
стеми (X, f) на одометри. Описано скелет цiєї категорiї у випадку,
коли динамiчна система (X, f) нерозкладна.

Ключовi слова: поверхня, шарування з особливостями, простiр
листiв, модельна смуга, група гомеотопiй, псевдогармонiчна фун-
кцiя, граф з черенками, граф Кронрода-Рiба, топологiчний iнварi-
ант, розмiрнiсть, динамiчна система, центр Бiркгофа, мiнiмальна
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множина, одометр.

Аннотация
Полулях Е. А. Топология сингулярных слоений на поверх-
ностях и смежные вопросы. — Квалификационная научная
работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.04 “Геометрия и тополо-
гия”. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвящена изучению одномерных слоений с осо-
бенностями на поверхностях, а также объектов, которые их поро-
ждают — функций и динамических систем. Основным методом ис-
следований является построение комбинаторных инвариантов.

Рассмотрен класс непрерывных функций на двумерных поверх-
ностях, которые локально топологически эквивалентны гладким
функциям с изолированными особенностями. Найдены условия, при
которых пространство Кронрода-Риба такой функции имеет про-
стое строение.

Исследованы одномерные слоения на двумерных поверхностях,
все листы которых гомеоморфны R и являются замкнутыми под-
множествами соответствующей поверхности. Определены полоса-
тые поверхности с каноническими слоениями на них, которые яв-
ляются наиболее простыми представителями этого класа. Найдены
необходимые и достаточные условия, при выполнении которых по-
верхность послойно гомеоморфна некоторой полосатой поверхно-
сти.

Для разных классов псевдо-гармонических функций построены
их топологические инварианты, а также рассмотрен вопрос реали-
зации определенных классов графов с дополнительной структурой
в качестве таких инвариантов.

Рассмотрены обобщения псевдо-гармонических функций на дву-
мерных поверхностях и изучено локальное строение разбиения их
множеств уровня на компоненты связности.

Получен ряд других результатов, связанных со строением слое-
ний с особенностями и разбиениями множеств уровня непрерывных
и гладких функций на многообразиях на компоненты связности.
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Исследован ряд инвариантов обратимых динамических систем с
дискретным временем. В частности, доказано, что для произволь-
ного гомеоморфизма f : X → X Хаусдорфового топологического
пространства X центры Биркгофа динамических систем (X, f) и
(X, fn) совпадают для каждого n > 1.

Рассмотрена категория всех проекций обратимой динамической
системы (X, f) на одометры. Описан скелет этой категории для
случая, когда динамическая система (X, f) неразложима.

Ключевые слова: поверхность, слоение с особенностями, про-
странство листов, модельная полоса, группа гомеотопий, псевдо-
гармоническая функция, граф с черенками, граф Кронрода-Риба,
топологический инвариант, размерность, динамическая система,
центр Биркгофа, минимальное множество, одометр.

Abstract
Polulyakh Ye. O. Topology of singular foliations on surfaces
and related questions. — Qualifying scientific work on the ri-
ghts of the manuscript.

Thesis for a degree of doctor of physical and mathematical sci-
ences by speciality 01.01.04 “Geometry and topology”. — Institute of
Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2018.

Dissertation is studying one-dimensional foliations with singularities
on the surfaces as well as objects generating them such as functions and
dynamical systems.

The main technique of exploration is constructing of combinatorial
invariants such as spaces of leaves of a foliation and related objects,
graphs which are the union of singular level sets of a function, etc.

The work presents the folowing new results.
We propose notions of a plain map of a locally finite tree and of

a finite forest into the plane. It is proved that an arbitrary image of
a finite forest in the plane under such a map is a level set of some
pseudo-harmonic function.

We consider a class of continuous functions on noncompact surfaces
such that topological structure of their level sets is similar to that of
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smooth functions with isolated singularities. The sufficient conditions
are found under which Kronrod-Reeb space of such a function is a
topological graph with stalks. We prove also that in the case of the
plane these conditions are necessary as well.

Pseudoharmonic functions in general position on the plane are di-
scussed such that they have a finite number of singular points and
comply with some additional conditions which guarantee that their
Kronrod-Reeb spaces are graphs with stalks. Based on the Kronrod–
Reeb space we construct a topological invariant that distinguishes func-
tions from this class.

For a certain class of graphs we prove the realization theorem as a
combinatorial diagram of some function defined on a closed disk such
that it is pseudo-harmonic in the interior points of the disk and its
restriction to the boundary of the disk has a finite number of extremums.

A class of striped surfaces is defined. We study a homotopic type of
groups of foliated homeomorphisms of surfaces from this class endowed
with canonical foliations. It is proved that with the exception of two
cases the component of linear connectivity containing unity is contracti-
ble.

Let X be a 2-manifold and ∆ be a foliation of dimension 1 on X
such that each leaf of ∆ is homeomorphic to R and has a saturated
neighbourhood trivially fibrated into leaves of ∆. We introduce the
notion of a special leaf of ∆. It is proved that under the additional
condition that the family Spec(∆) of all special leaves of ∆ is locally
finite it follows that X is foliated homeomorphic with a striped surface.

Let Z be a 2-manifold with a one dimesional foliation ∆ on it such
that each leaf ω ∈ ∆ is homeomorphic to R also being a closed subset
of Z. The notion of singular leaf of ∆ is introduced. We prove that Z
admits a foliated homeomorphism onto a striped surface if and only if
the family Sing(∆) of all singular leaves of ∆ is locally finite.

We introduce the notions of a regular and a saddle points of a conti-
nuous function on a surface which are weaker analogues of the notions
of a regular and a singular points of a pseudo-harmonic function. We
construct an example of a continuous function on the closed disk of
dimension two such that it is constant on its boundary, has exactly two
non strict local extremums inside the disk and has no saddle points.

A counter-example is constructed to the hypothesis of J. Fox that
any Peano-interior function is always constant on each component of
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connectivity of the closure of a set of its S-separated points.
Necessary and sufficient conditions are found for the continuous

function on the surface to be conjugate to a given pseudo-harmonic
function.

We give necessary and sufficient conditions to ensure that for a
critical point z of a smooth function f : Rn → R there exists a sequence
of components of connectivity of its level sets elements of which bound
z and such that it converges to z.

We generalize the theorem converse to Jordan’s curve theorem.
We provide conditions sufficient for a k-dimensional compact set to

contain a k-disk.
It is proved that Birkhoff centers of dynamical systems (X, g) and

(X, gn) coincide for any homeomorphism g : X → X of a Hausdorff
topological space X and each n ≥ 2.

We determine relations on periods for close enough periodic orbits
of dynamical systems on the Cantor set ensuring that a phase space
of a continuous suspension over such a dynamical system can not be
embedded into a two dimensional surface (respectively, into an ori-
entable two dimensional surface).

For an invertible dynamical system (X, f) on a Hausdorff compact
space X the category of all projections of (X, f) onto odometers is
considered. A skeleton of this category is described in the case when
(X, f) is indecomposable.

Keywords: surface, foliation with singularities, space of leaves, mo-
del stripe, homeotopy group, pseudo-harmonic function, graph with
stalks, Kronrod-Reeb graph, topological invariant, dimension, dynami-
cal system, Birkhoff center, minimal set, odometer.
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