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Анотацiя

Полулях Є. О. Топологiя сингулярних шарувань на поверхнях i сумiжнi пи-
тання. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.04 “Геометрiя i топологiя”. — Iнститут математики
Нацiональної Академiї Наук України, Київ, 2018.

Дисертацiя присвячена вивченню одновимiрних шарувань з особливостя-
ми на поверхнях, а також об’єктiв, якi їх породжують — функцiй, динамiчних
систем, тощо.

Основним методом дослiджень є побудова комбiнаторних iнварiантiв: про-
сторiв листiв шарувань i пов’язаних з ними об’єктiв; графiв, що є об’єднанням
сингулярних множин рiвня функцiй, тощо.

Текст дисертацiї складається зi вступу, 17 роздiлiв, висновкiв, списку ви-
користаних джерел та 8 додаткiв.

Опишемо бiльш детально задачi, якi вивчаються в роботi, а також основнi
результати.

Розглянемо одновимiрнi шарування на некомпактних двовимiрних поверх-
нях, всi листи яких є некомпактними вкладеними многовидами. Для вивчення
таких шарувань корисно отримати у якомусь сенсi їх “канонiчне представлен-
ня”, з яким зручно працювати. Для певного пiдкласу шарувань з цього класу
на роль “канонiчних представникiв” пiдходять смугастi поверхнi.

Нехай Z — некомпактний двовимiрний многовид, який отримано з сiм’ї
смуг R × (0, 1) з приєднаними до межi вiдкритими iнтервалами за допомо-
гою склейки цих смуг вздовж їх межових iнтервалiв. На кожнiй такiй смузi
означене шарування, яке має шарами паралельнi прямi R × t, t ∈ (0, 1), а
також межовi iнтервали. Звiдси ми отримуємо шарування ∆ на всьому Z.
Багато шарувань на поверхнях, всi шари яких гомеоморфнi прямiй, мають
таку “смугасту” структуру. Цей факт виявив В. Каплан (1940-41) для шару-
вань на площинi R2 на множини рiвня псевдогармонiчних функцiй R2 → R
що не мають особливостей.
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В роботi вивчено гомотопiчний тип груп H(∆) листових гомеоморфiзмiв
Z (гомеоморфiзмiв, що вiдображають листи ∆ на листи) i доведено, що за
виключенням двох випадкiв компонента лiнiйної зв’язностi одиницi H0(∆)

групи H(∆) є стягуваною (Роздiл 6).
Нехай X — некомпактний двовимiрний многовид, на якому задано одно-

вимiрне шарування ∆, кожен лист якого гомеоморфний R1 i має тривiально
розшарований насичений окiл. Назвемо лист ω шарування ∆ спецiальним,
якщо простiр листiв X/∆ не є Хаусдорфовим у точцi ω. Доведено, що X ли-
стово гомеоморфний до деякої смугастої поверхнi при виконаннi додаткової
умови що сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв ∆ локально скiнченна (Роз-
дiл 7).

Розглянемо бiльш загальний випадок, коли задано одновимiрне шаруван-
ня ∆ на X, кожен лист якого гомеоморфний R1 i є замкненою пiдмножиною
X. У цiй ситуацiї множини Spec(∆) не досить, щоб видiлити шарування ∆,
для яких X листово гомеоморфний деякiй смугастiй поверхнi. Назвемо лист
ω шарування ∆ сингулярним, якщо вiн вiдповiдає точцi простору X/∆, для
якої не iснує вiдкритого околу V такого, що пара (V , V ) гомеоморфна (J, J)

для деякої вiдкритої пiдмножини J простору [0, 1). Отримано наступну хара-
ктеризацiю смугастих поверхонь: X листово гомеоморфний деякiй смугастiй
поверхнi тодi й лише тодi, коли сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингу-
лярних листiв, є локально скiнченною (Роздiл 8).

Вiдомо, що для гладкої функцiї f з iзольованими особливостями на ком-
пактнiй поверхнi простiр Кронрода–Рiба ΓK−R(f), точками якого є компо-
ненти лiнiйної зв’язностi множин рiвня f , є топологiчним графом (графом
Кронрода–Рiба). На некомпактних поверхнях цей простiр не має таких гар-
них властивостей (наприклад, може не бути Хаусдорфовим простором).

Розглянуто клас неперервних функцiй на некомпактних поверхнях, мно-
жини рiвня яких локально мають таку ж топологiчну будову, як i гладкi
функцiї з iзольованими особливостями. Знайденi достатнi умови, при вико-
наннi яких простiр Кронрода–Рiба такої функцiї є топологiчним графом з
черенками (локально-скiнченним топологiчним графом, з якого вилучена де-
яка пiдмножина множини термiнальних вершин). Доведено, що у випадку,
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коли поверхня є площиною R2, цi умови є також необхiдними (Роздiл 3).
Псевдогармонiчною функцiєю на поверхнi називається неперервна фун-

кцiя, яка в кожнiй точцi локально топологiчно еквiвалентна до функцiї Re zn,
де n ∈ N залежить вiд точки. Нами розглянуто псевдогармонiчнi функцiї
загального положення на площинi (кожна множина рiвня таких функцiй мi-
стить не бiльше однiєї сингулярної точки), якi мають скiнченну кiлькiсть
сингулярних точок (в цих точках функцiя топологiчно еквiвалентна до Re zn,
n > 1) i задовольняють додатково деяким умовам I, якi гарантують, що
ΓK−R(f) є графом з черенками. На основi простору Кронрода–Рiба побудо-
вано повний топологiчний iнварiант, що розрiзняє такi функцiї (Роздiл 4).

Вiдомо, що компоненти лiнiйної зв’язностi псевдогармонiчної функцiї є
локально скiнченними топологiчними графами. Такi графи є нетривiальними
лише для компонент, що мiстять сингулярнi точки. Якщо таких компонент
вiдносно мало (вони утворюють скiнченну або локально скiнченну сiм’ю),
то їх об’єднання утворює топологiчний iнварiант псевдогармонiчної функцiї.
Якщо до такого графу додати iнформацiю про вiдносне розташування його
компонент на поверхнi, яка теж є топологiчно iнварiантною, то є шанс отри-
мати повний топологiчний iнварiант, що розрiзняє псевдогармонiчнi функцiї,
якi вiдповiдають деяким додатковим вимогам. Отже, побудова й дослiдження
iнварiантiв такого типу важливi для вивчення псевдогармонiчних функцiй.

На площинi компонента лiнiйної зв’язностi множини рiвня псевдогармо-
нiчної функцiї не може мати циклiв, тобто буде деревом. Ми розглядаємо
питання про те, якi саме дерева можуть бути представленi як компоненти
множин рiвня псевдогармонiчної функцiї, а також бiльш широке питання,
якi комбiнацiї дерев можуть представляти множини рiвня псевдогармонiчної
функцiї. Ми означаємо поняття плоского вiдображення локально скiнченно-
го дерева та скiнченного лiса, який складається з таких дерев, у площину.
Доведено, що довiльний образ скiнченного лiсу на площинi пiд дiєю плоского
вiдображення є множиною рiвня деякої псевдогармонiчної функцiї (Роздiл 2).

Ми розглядаємо клас неперервних функцiй f означених на замкненому
двовимiрному диску D2, якi є псевдогармонiчними у IntD2 i для яких обме-
ження f на ∂D2 має лише скiнченне число екстремумiв. Для таких функцiй
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вiдомий повний топологiчний iнварiант, який називається комбiнаторною дi-
аграмою P (f) i є топологiчним графом, що складається з межового кола ∂D
i тих компонентiв лiнiйної зв’язностi множин рiвня f , що не гомеоморфнi вiд-
рiзку. Крiм того, комбiнаторна дiаграма має певну додаткову структуру. Ми
доводимо для таких графiв теорему реалiзацiї у якостi комбiнаторної дiагра-
ми деякої функцiї з вказаного класу (Роздiл 5).

За означенням неперервна функцiя на двовимiрному многовидi M2, яка
має дискретну множину локальних екстремумiв, а на доповненнi до цiєї мно-
жини є псевдогармонiчною, породжує на M2 одновимiрне шарування з осо-
бливостями. Ми розглядаємо питання наскiльки можна розширити клас фун-
кцiй, щоб компоненти множин рiвня функцiї породжували шарування з осо-
бливостями.

Нами запропоновано означення регулярної та сiдлової точки неперервної
функцiї на поверхнi, якi є слабкiшими аналогами означень регулярної та син-
гулярної точки псевдогармонiчної функцiї. Побудовано приклад неперервної
функцiї на замкненому двовимiрному диску, яка є постiйною на його межi,
має рiвно два нестрогих локальних екстремуми всерединi диску i не має сi-
длових точок (Роздiл 9).

Одним з узагальнень псевдогармонiчних функцiй є F-функцiї, якi впер-
ше розглянув Дж. Фокс. Побудовано контр-приклад до гiпотези Дж. Фокса,
яка стверджує, що F-функцiя f завжди постiйна на компонентах зв’язностi
замикання множини своїх S-вiддiлених точок (Роздiл 10).

Спряженими псевдогармонiчними функцiями на поверхнi є пара непе-
рервних функцiй таких, що у кожнiй точцi поверхнi iснує локальна топо-
логiчна еквiвалентнiсть цiєї пари до пари спряжених гармонiчних функцiй.
Нами знайдено необхiднi й достатнi умови для того, щоб неперервна фун-
кцiя на поверхнi була спряженою псевдогармонiчною функцiєю до заданої
псевдогармонiчної функцiї (Роздiл 11).

Нехай G — область в Rn, x0 ∈ G, F ∈ Cn(G). Точка y ∈ G є квазi-
iзольованою для функцiї F , якщо {y} є компонентою зв’язностi множини
F−1(F (y)). Доведено, що x0 є квазi-iзольованою точкою рiвня F−1(F (x0)) то-
дi й лише тодi, коли iснує вкладена послiдовнiсть гiперповерхонь, що обме-
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жують x0, яка збiгається до x0 i складається з компонент лiнiйної зв’язностi
регулярних множин рiвня F (Роздiл 12).

Для того, щоб розбиття n-вимiрного многовиду на k-вимiрнi пiдмножини
породжувало k-вимiрне шарування, очевидно необхiдно, щоб кожен елемент
розбиття був локально подiбний до Rk. У випадку одновимiрного розбит-
тя двовимiрної поверхнi на це питання вiдповiдь дають теореми, зв’язанi з
теоремою, оберненою до теореми Жордана про криву. У випадку бiльших
розмiрностей спочатку треба з’ясувати, чи взагалi можна включити кожну
точку елемента розбиття у k-вимiрний диск, який мiститься у цьому елемен-
тi розбиття.

Нами узагальнено теорему, обернену до теоремиЖордана про криву (Роз-
дiл 13).

Для кожного X ⊂ Rn рiвнiсть dimX = n виконується тодi й лише тодi,
коли X має непорожню внутрiшнiсть у Rn, тобто мiстить n-вимiрний диск.
Для k-вимiрних пiдмножин Rn (k < n) аналогiчне твердження не виконує-
ться. Л. С. Понтрягiн побудував пару компактних пiдмножин Rn, таку що
розмiрнiсть їх Декартового добутку менша за суму їх розмiрностей. З цьо-
го прикладу слiдує iснування k-вимiрної компактної пiдмножини Rn, яка не
мiстить пiдмножини, гомеоморфної k-вимiрному диску.

Запропоновано розбиття унiверсального простору Менгера Mn
k на двi не-

перетиннi множини Cn
k i F n

k . Доведено, що достатньою умовою для того, щоб
k-вимiрна компактна множина X ⊂ Rn мiстила k-вимiрний диск є iснування
вкладення f : X →Mn

k , для якого розмiрнiсть множини f(X) ∩ Cn
k дорiвнює

k (Роздiл 14).
При дослiдженнi потокiв на поверхнях приходиться пов’язувати з ними

динамiчнi системи (д. с.) з дискретним часом (наприклад за допомогою вiд-
ображення послiдування на деякiй локальнiй трансверсалi). Може виникнути
ситуацiя, коли двi рiзнi д. с. з дискретним часом породжують неперервнi на-
дбудови, якi є орбiтно еквiвалентними однiй i тiй же пiдсистемi початкового
потоку. У зв’язку з цим корисно знайти iнварiанти д. с. з дискретним часом,
якi залежать лише вiд класу орбiтної еквiвалентностi неперервної надбудови
такої системи. Зокрема, корисно знайти iнварiантнi пiдмножини, якi є iтера-
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цiйно стiйкими (не змiнюють своїх властивостей при переходi вiд вiдображе-
ння, що породжує д. с. до його iтерацiї).

Нами доведено, що для гомеоморфiзму g : X → X Хаусдорфового тополо-
гiчного простору X i для кожного n ≥ 2 центри Бiркгофа динамiчних систем
(X, g) i (X, gn) збiгаються (Роздiл 15).

Iншим iнварiантом д. с. з дискретним часом, який залежить вiд класу
орбiтної еквiвалентностi її неперервної надбудови є спiввiдношення мiж перi-
одами близьких перiодичних орбiт. Нами знайдено умови на спiввiдношення
перiодiв, при виконаннi яких фазовий простiр неперервної надбудови над д.
с. з дискретним часом на множинi Кантора не може бути вкладений у двови-
мiрну поверхню (вiдповiдно, у орiєнтовну двовимiрну поверхню) (Роздiл 16).

Припустимо, що д. с. (X, f) з дискретним часом допускає нетривiальнi
проекцiї на одометри. Виникає питання, чи можна для неї означити аналог
перiодичної структури i дослiдити за його допомогою на якi одометри до-
пускає проекцiї д. с. (X, f), а також вказати, як пов’язанi мiж собою рiзнi
проекцiї цiєї д. с. на одометри.

Для обертовної д. с. (X, f) з Хаусдорфовим компактним фазовим просто-
ром X нами означенi i дослiдженi перiодичнi розбиття простору X, а також
побудовано топологiчний iнварiант P(X, f) ⊂ N — множину потужностей
всiх перiодичних розбиттiв простору X. Вказано, як по P(X, f) знайти всi
одометри, на якi має проекцiї (X, f). Розглянуто категорiю, об’єктами якої
є проекцiї (X, f) на одометри. Описано скелет цiєї категорiї у випадку, коли
д. с. (X, f) нерозкладна, тобто X не може бути представлений, як незв’язна
сума двох власних iнварiантних замкнених пiдмножин д. с. (X, f) (Роздiл 17).

Ключовi слова:

Поверхня, шарування з особливостями, простiр листiв, модельна смуга, група
гомеотопiй, псевдогармонiчна функцiя, граф Кронрода-Рiба, граф з черенка-
ми, топологiчний iнварiант, розмiрнiсть, динамiчна система, центр Бiркгофа,
мiнiмальна множина, одометр.
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Abstract

Polulyakh Ye. O. Topology of singular foliations on surfaces and related questions.
— Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for a degree of doctor of physical and mathematical sciences by speci-
ality 01.01.04 “Geometry and topology”. — Institute of Mathematics of National
Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

Dissertation is studying one-dimensional foliations with singularities on the
surfaces as well as objects generating them such as functions, dynamical systems,
etc.

The main technique of exploration is constructing of combinatorial invariants
such as spaces of leaves of a foliation and related objects, graphs which are the
union of singular level sets of a function, etc.

Text of dissertation is composed of the introduction, 17 chapters, the conclusi-
ons, the bibliography and 8 appendices.

Let us describe in more detail the problems we study and the main results.

Let us consider one-dimensional foliations on non-compact surfaces all leaves of
which are non-compact embedded submanifolds. In order to investigate foliations
of this type it is useful to get in a sense their “canonical form” convenient to work
with. For the certain subclass of foliations from this class the role of “canonical
representatives” is fit by the striped surfaces.

Consider a family of stripes R× (0, 1) with opened intervals adjoined to their
boundaries. Let Z be a non-compact two-dimensional manifold obtained by gluei-
ng of stripes along their boundary intervals. Each stripe has a foliation into parallel
lines R × t, t ∈ (0, 1), with boundary intervals also being leaves. So we have
induced foliation ∆ on Z. Many foliations on surfaces all leaves of which are
homeomorphic to a real line have this “striped” structure. This was discovered by
W. Kaplan (1940-41) for the class of foliations on the plane R2 onto level sets of
pseudo-harmonic functions R2 → R without singularities.

We study homotopic type of the group H(∆) of foliated homeomorphisms of
Z (homeomorphisms which send leaves of ∆ onto leaves) and prove that with the
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exception of two cases the component of linear connectivity of the unit H0(∆) of
H(∆) is contractible (Chapter 6).

Let X be a non-compact connected 2-manifold endowed with a one-dimensio-
nal foliation ∆ every leave of which is homeomorphic to R1 and has a trivially
layered saturated neigbourhood. A leaf ω of ∆ is called special if the space of leaves
X/∆ is not Hausdorff in the point ω. We prove that X is foliated homeomorphic
to a striped surface if additionally the family Spec(∆) of all special leaves of ∆ is
locally finite (Chapter 7).

Consider more general case when every leaf of a one-dimensional foliation ∆

on X is homeomorphic to R1 and is a closed subset of X. In this situation the
set Spec(∆) does not determine a class of foliations ∆ such that X is foliated
homeomorphic to a striped surface. A leaf ω of a partition ∆ is called singular if
it corresponds to a point of the space X/∆ with the following property: there does
not exist an open neighbourhood V of this point such that the pair (V , V ) were
homeomorphic to a pair (J, J) for some open subset J of [0, 1). The following
characterization of striped surfaces is obtained: X is foliated homeomorphic to
some striped surface if and only if the family Sing(∆) of all singular leaves is
locally finite (Chapter 8).

The Kronrod–Reeb space ΓK−R(f) of a continuous function f is a quotient
space points of which are components of linear connectivity of level sets of f .
It is known that the Kronrod–Reeb space of a smooth function f with isolated
singularities on a compact surface is a topological graph (called a Kronrod–Reeb
graph). In the case of non-compact surfaces this space does not have such good
properties (for instance it can be non-Hausdorff).

We consider continuous functions on non-compact surfaces such that their level
sets locally have the same topological structure as level sets of smooth functi-
ons with isolated singularities. We give the sufficiet conditions under which the
Kronrod–Reeb space of such function is a topological graph with stalks (i.e. locally-
finite topological graph from which some subset of the set of terminal vertices is
removed). We prove that in the case when the surface coincides with the plane
R2 these conditions are also necessary (Chapter 3).

A pseudo-harmonic function on a surface is a continuous function such that
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it is locally topologically equivalent to Re zn at each point, where n ∈ N depends
on the point.

We examine pseudo-harmonic functions in general position on the plane (each
level set of a function from this class contains no more than one singular point)
which have finitely many singular points (in these points a function is topologically
equivalent to Re zn, n > 1) and additionally meet certain conditions I to ensure
that ΓK−R(f) of such a function f is a graph with stalks. On the basis of the
Kronrod–Reeb space we build the complete topological invariant distinguishing
such functions. (Chapter 4).

It is known that all components of linear connectivity of level sets of a pseudo-
harmonic function are locally-finite topological graphs. These graphs are non-
trivial only for components that contain singular points. If the number of such
components is relatively small (they form a finite or locally-finite family), then
their union forms a topological invariant of a pseudo-harmonic function. If we add
to such a graph information about the relative location of its components on a
surface, which is also topologically invariant, then there is a chance to obtain a
complete topological invariant that distinguishes pseudo-harmonic functions that
meet some additional requirements. Therefore, constructing and exploring invari-
ants of this type is significant for the study of pseudo-harmonic functions.

A component of linear connectivity of a pseudo-harmonic function on the plane
could not have cycles, so it will be a tree. We consider the question of which
particular trees can represent components of the pseudo-harmonic function level
set, as well as the broader question of which tree combinations may represent
level sets of pseudo-harmonic functions. We define notion of the plain map of a
locally-finite tree into the plane. Also we define the plain map of a finite forest
which consists of such trees into the plane. We prove that an arbitrary image
of a finite forest under a plain map is a level set of a pseudo-harmonic function
(Chapter 2).

We consider the class of continuous functions f on a closed 2-disk D2 such that
they are pseudo-harmonic in IntD2 and restriction of f on ∂D2 has only finitely
many extremums. For such functions, a complete topological invariant is known
which is called the combinatorial diagram P (f). It is a topological graph which



12

consists of the boundary circle ∂D and of those components of linear connectivity
of level sets of f that are not homeomorphic to the interval. Moreover, the combi-
natorial diagram has a certain additional structure. We prove for such graphs the
theorem of realization as a combinatorial diagram of some function from the class
specified above (Chapter 5).

A continuous function on a two-dimensional manifoldM2 which has a discrete
set of local extrema and is pseudo-harmonic on a complement to this set generates
by definition one-dimensional foliation with singularities on M2. We consider the
question of how to extend the class of functions so that the components of the
level sets of a function yet induce one-dimensional foliation with singularities.

We propose the definitions of the regular and saddle points of a continuous
function on a surface, which are weaker analogues of the determinations of a
regular and singular point of a pseudo-harmonic function. We construct an example
of a continuous function on the closed 2-disk such that it is constant on the
boundary, has exactly two non-rigid local extrema inside the disk and do not have
saddle points (Chapter 9).

F-functions first considered by J. Fox are one of the generalizations of pseudo-
harmonic functions. We construct a counter-example to the hypothesis of J. Fox
which states that an F-function f is always constant on the components of con-
nectivity of the closure of the set of its S-separated points (Chapter 10).

A pair of continuous functions on a surface is called conjugate pseudo-harmonic
functions if there exists a local topological equivalence at every point of the surface
that matches them to a pair of conjugate harmonic functions. We present necessary
and sufficient conditions for the continuous function on the surface to be conjugate
to a given pseudo-harmonic function (Chapter 11).

Let G be a domain in Rn, x0 ∈ G, F ∈ Cn(G). A point y ∈ G is called a quasi-
isolated point of F if {y} is a component of the connectivity of the set F−1(F (y)).
We prove that the necessary and sufficient condition for x0 to be a quasi-isolated
point of F is the existence of a sequence of nested hypersurfaces bounding x0

which converges to x0 and consists of the components of linear connectivity of
regular level sets of F (Chapter 12).

In order for a partition of n-dimensional manifold onto k-dimensional subsets
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to induce a k-dimensional foliation it is obviously necessary that each element
of the partition be locally similar to Rk. In the case of 1-dimensional partition
of 2-manifold the answer to this question is given by theorems related to the
theorem converse to the Jordan’s curve theorem. In the case of larger dimensions
at first it is necessary to determine if, at all, it is possible to include each point of
the partition element in the k-dimensional disk contained in this element of the
partition.

We generalise the theorem converse to Jordan’s curve theorem (Chapter 13).
For X ⊂ Rn the equality dimX = n is hold if and only if X has a nonempty

interior in Rn, that is containes a n-dimensional disk. The analogue of this sta-
tement is not true for k-dimensional subsets of Rn (k < n). L. S. Pontryagin
constructed the pair of compact subsets of Rn such that the dimension of their
Cartesian product is less than the sum of their dimensions. This example implies
the existence of a k-dimensional compact subset of Rn such that it does not contain
a subset homeomorphic to the k-disk.

We construct the partition of the universal Menger spaceMn
k into two disjoint

subsets Cn
k and F n

k . It is proved that the sufficient condition for a k-dimensional
compact set X ⊂ Rn to contain a k-dimensional disk is the existence of an
embedding f : X → Mn

k such that the dimension of the set F (X) ∩ Cn
k is k

(Chapter 14).
In the study of flows on surfaces, it is necessary to associate with them dynami-

cal systems (d. s.) with discrete time (for example, by means of a first return map
on a certain local transversal). There may be a situation where two different d.
s. with discrete time generate continuous superstructures that are orbital equi-
valent to the same subsystem of the initial flow. In this connection, it is useful
to find invariants of d. s. with discrete time, which depend only on the class of
orbital equivalence of a continuous superstructure of such a system. In particular,
it is useful to find invariant subsets that are iteratively stable (do not change
their properties in the transition from the mapping that generates a d. s. to its
iteration).

We prove that the Birkhoff centers of the d. s. (X, g) and (X, gn) coincide for
any homeomorphism g : X → X of a Hausdorff topological space X and n ≥ 2
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(Chapter 15).
Another invariant of d. s. with a discrete time that depends on the class of

orbital equivalence of its continuous superstructure is the relation between peri-
ods of close periodic orbits. We have found conditions for the ratio of periods
under which the phase space of a continuous superstructure over d. s. with di-
screte time on the Cantor set can not be embedded in a two-dimensional manifold
(respectively, in a orientable two-dimensional manifold) (Chapter 16).

Assume that a d. s. (X, f) with discrete time admits non-trivial projections
onto odometers. The question arises whether it is possible to define for it an analog
of periodical structure and to investigate with its help onto which odometers can
be projected d. s. (X, f), as well as to indicate how the various projections of this
d. s. on odometers are interconnected.

For invertible d. s. (X, f) with the Hausdorff compact phase space X we define
and investigate periodic partitions of the space X. Also we build the topological
invariant P(X, f) ⊂ N, the set of powers of all periodic partitions of the space
X. We specify how to find all odometers on which this d. s. can be projected.
We consider a category whose objects are projections of (X, f) on odometers. We
give a description of the skeleton of this category in the case of indecomposable
(X, f), i. e. when the space X can not be presented as a disjoint union of two
proper closed invariant subsets of (X, f) (Chapter 17).

Keywords:

Surface, foliation with singularities, space of leaves, model stripe, homeotopy
group, pseudo-harmonic function, Kronrod-Reeb graph, graph with stalks, topo-
logical invariant, dimension, dynamical system, Birkhoff center, minimal set, odo-
meter.
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Вступ

Актуальнiсть теми

Шарування з особливостями вiдiграють значну роль принаймнi у двох рiзних
роздiлах математики: в диференцiальнiй топологiї та в теорiї динамi-
чних систем.

Гладкi функцiї на многовидах породжують шарування ковимiрностi
1. Дiйсно, розглянемо гладку функцiю f на многовидiMn, яка нi в якiй точцi
не є локально постiйною. Нехай Σ — множина критичних точок f на Mn.

З Теореми про ранг (див. [1]) слiдує, що для кожної регулярної точки f

iснує дифеоморфiзм деякого околу Ux точки x на окiл початку координат в
Rn, який вiдображає компоненти перетинiв множин рiвня f з Ux у множини
рiвня координатної проекцiї prn : Rn → R, prn : (x1, . . . , xn) 7→ xn. Отже
розбиття ∆0 множини M2 \ Σ на компоненти зв’язностi множин рiвня f є
(n − 1)-вимiрним шаруванням на M2 \ Σ. Тому розбиття простору M2 на
компоненти зв’язностi множин рiвня f є шаруванням з особливостями наMn

з множиною особливостей Σ.

Маючи таке шарування, можна побудувати простiр його шарiв ΓK−R(f)

(iнша назва — простiр Кронрода–Рiба), тобто фактор-простiр Mn/∆ з iнду-
кованою топологiєю.

Виявляється, що для гладких функцiй з iзольованими особливостями на
замкнених многовидах простiр ΓK−R(f) має природну структуру одновимiр-
ного CW -комплексу (тобто топологiчного графу). Цей об’єкт називається гра-
фом Кронрода–Рiба i є досить популярним iнструментом дослiдження фун-
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кцiй iз вказаного класу.
В той-же час про будову простору ΓK−R(f) функцiї f на некомпактному

многовидi мало що вiдомо. Iснують приклади гладких функцiй на площи-
нi, що не мають особливостей, i простори Кронрода-Рiба яких навiть не є
Хаусдорфовими (див [2], а також роздiли 3, 6 i 7).

Iншим природним джерелом шарувань з особливостями є гладкi потоки
(динамiчнi системи з неперервним часом). Гладким потоком на многовидiMn

називається гладке вiдображення Φ : Mn×R→Mn, яке вiдповiдає наступним
умовам:
1. Φ(x, 0) = x для кожного x ∈Mn;
2. Φ(Φ(x, t), τ) = Φ(x, t+ τ) для всiх x ∈Mn i t, τ ∈ R.
Орбiтою точки x ∈ Mn називається множина Orb(x) = {Φ(x, t) | t ∈ R}.

Очевидно, всi орбiти потока є лiнiйно зв’язними множинами. Нерухомою то-
чкою Φ називається точка, що збiгається зi своєю орбiтою. Позначимо мно-
жину всiх нерухомих точок через Σ.

Нехай ∆ — розбиттяMn на орбiти потоку Φ. Згiдно з Теоремою про трубку
току (див. [3]) для кожної точки x ∈ Mn, яка не є нерухомою, iснують її
вiдкритий окiл Ux, вiдкрита пiдмножина Vx ⊂ Rn−1 i гомеоморфiзм φx : Ux →
(−1, 1)× Vx, такi що Φ(y, t) ∈ Ux для кожного y ∈ φ−1

x ({0} × Vx) i t ∈ (−1, 1),
а також виконується спiввiдношення φx ◦Φ(y, t) = (t, φx(y)). Внаслiдок цього
розбиття простору Mn на орбiти потоку Φ утворює одновимiрне шарування
з особливостями на Mn, множиною особливостей якого є Σ.

Шарування, що породженi функцiями i шарування, породженi потоками,
тiсно зв’язанi мiж собою.

Маючи гладку функцiю f : Mn → R, можемо побудувати її потiк градiєн-
та, який складається з iнтегральних орбiт векторного поля grad f . Для фун-
кцiй Морса узагальненням потоку градiєнта є так званi градiєнтно-подiбнi
потоки (такi потоки, що у кожнiй точцi похiдна функцiї f вздовж орбiти
потоку додатна i кожна критична точка f має окiл, у якому потiк спряже-
ний з потоком градiєнту функцiї виду

∑k
i=1 x

2
i −

∑n
i=k+1 x

2
i в околi початку

координат), див. [4]—[6].
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При дослiдженнi стiйкостi потоку в околi iзольованої нерухомої точки роз-
глядається у якомусь розумiннi протилежна ситуацiя. Вiдомо, що достатньою
умовою стiйкостi потоку в iзольованiй нерухомiй точцi x0 є iснування функцiї
Ляпунова f в деякому околi цiєї точки (такої функцiї, що має в x0 локальний
мiнiмум i похiдна якої вздовж орбiт потоку є вiд’ємною в проколотому околi
точки x0).

Неформально цю умову можна пояснити наступним чином.

• Для значень g(x) = c, що є близькими до g(x0), iснують компоненти мно-
жин рiвня g−1(c), що обмежують околи точки x0, якi стискаються до x0, коли
c→ g(x0).
• Для кожної точки x, що є досить близькою до x0, додатня напiворбiта

Orb+(x) лежить у околi точки x0, межею якого є вiдповiдна компонента мно-
жини рiвня g−1(g(x)).

У роботi [7] було доведено, що для стiйкостi потоку Φ за Ляпуновим у
точцi x0 досить, щоб знайшлась злiченна база околiв x0, обмежених гладки-
ми гiперповерхнями (пiдмноговидами розмiрностi n − 1) {Hi}i∈N, для яких
виконується наступна умова: для всiх x ∈ Hi, i ∈ N, скалярний добуток зов-
нiшньої нормалi до поверхнi Hi у точцi x i вектору швидкостi руху вздовж
орбiти потоку Φ у точцi x є недодатним числом.

З питанням iснування такого набору гiперповерхонь тiсно пов’язана на-
ступна задача. Нехай g : Rn → R — гладка функцiя i x0 — її критична точка
(не обов’язково iзольована). При яких умовах на g iснує злiченна база околiв
точки x0, обмежених гладкими гiперповерхнями {Hi}i∈N, якi є компонента-
ми зв’язностi множин рiвня g? Цю задачу розв’язано у роздiлi 12.

Дуже цiкавою є розмiрнiсть n = 2, коли i функцiї i потоки породжують
одновимiрнi шарування з особливостями. У цiй ситуацiї можна уявити собi
пару функцiй, таку що потiк градiєнта однiєї функцiї породжує всюди крiм
множини нерухомих точок шарування, яке збiгається з шаруванням на ком-
поненти зв’язностi множин рiвня iншої функцiї на множинi її регулярних
точок. Приклади таких функцiй вiдомi. Зокрема цю властивiсть мають пари
спряжених гармонiчних функцiй.
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Топологiчним аналогом гармонiчних функцiй на двовимiрних многовидах
є псевдогармонiчнi функцiї (функцiї, що в кожнiй точцi локально топологiчно
еквiвалентнi гармонiчним функцiям). Двi псевдогармонiчнi функцiї назива-
ються спряженими, якщо в кожнiй точцi ця пара функцiй локально тополо-
гiчно еквiвалентна парi спряжених гармонiчних функцiй.

Важливiсть псевдогармонiчних функцiй пiдкреслюють наступнi мiркува-
ння.
• Згiдно Теоремi про ранг у околi кожної регулярної точки функцiя класу

гладкостi Cp, p ≥ 1, гладко еквiвалентна до Re z (те-ж саме, що й координатна
проекцiя).
• Вiдомо (див. Теорему 3.1.10), що для кожної iзольованої критичної

точки x0 (окрiм локальних екстремумiв) функцiї f ∈ C3(M2,R) iснує окiл,
у якому функцiя топологiчно еквiвалентна до Re zk для деякого k ∈ N.

Отже, кожна функцiя f ∈ C3(M2,R), всi критичнi точки якої iзольованi,
є псевдогармонiчною у кожнiй точцi крiм локальних екстремумiв. Внаслi-
док цього, вивчаючи властивостi псевдогармонiчних функцiй, ми фактично
вивчаємо топологiчнi властивостi гладких функцiй з iзольованими особливо-
стями на двовимiрних многовидах.

У свiй час псевдогармонiчнi функцiї активно дослiджували W. Kaplan,
M. Mors, J. Jenkins та iншi, див. [8]—[20].

W. Boothby, [13], та M. Mors i J. Jenkins, [21], незалежно довели, що на
площинi кожна псевдогармонiчна функцiя має спряжену псевдогармонiчну
функцiю.

Приблизно в цей-же час Y. Tôki, [14], сформулював i довiв критерiй то-
го, що функцiя на поверхнi є псевдогармонiчною в термiнах властивостей
розбиття поверхнi на її множини рiвня.

У тiй-же роботi Y. Tôki невдало намагався довести теорему про iснування
спряженої псевдогармонiчної функцiї для довiльної псевдогармонiчної фун-
кцiї на поверхнi. Перешкода для цього розглянута у роздiлi 11.

Питання про iснування спряженої псевдогармонiчної функцiї важливе з
наступних причин. Нехай u, v : M2 → R — пара спряжених псевдогармонi-
чних функцiй. Тодi вiдображення Ψ = u + iv : M2 → C — внутрiшнє i за
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Теоремою Стоїлова (див. [22]) на M2 iснує комплексна структура, вiдносно
якої вiдображення Ψ є голоморфним (а u та v — спряженi гармонiчнi фун-
кцiї).

У свiй час W. Fox розглянув узагальнення псевдогармонiчних функцiй
(Peano-interior functions), послабивши топологiчнi умови на множини рiвня,
якi належать Y. Toki, див. [23], [24]. Ми називаємо клас функцiй, якi роз-
глядав W. Fox, F-функцiями. Також вiн намагався розширити клас функцiй,
розглядаючи функцiї на поверхнях з краєм.

W. Fox довiв теорему про променi, яка показує подiбнiсть F-функцiй до
гармонiчних функцiй i стверджує наступне. Кожна множина рiвня такої
функцiї f локально складається з парної кiлькостi променiв, якi перетина-
ються у єдинiй точцi x i дiлять маленький диск, що є її околом, на сектори.
Кожен промiнь межує з двома секторами, на одному з яких функцiя при-
ймає значення, бiльшi за f(x), на iншому — меншi за f(x).

Наслiдком з цiєї теореми є наступне твердження. Неперервне вiдображе-
ння f : M2 → R на двовимiрному многовидi без краю є F-функцiєю тодi й
лише тодi, коли кожна компонента кожної множини рiвня f є локально-
скiнченним топологiчним графом. Це дозволяє говорити про порядок ordf x

функцiї f у точцi x (порядок дорiвнює кiлькостi променiв у точцi x, подiленiй
навпiл).

Але на вiдмiну вiд псевдогармонiчних функцiй F-функцiя f не обов’язково
породжує шарування з дискретною множиною особливостей на M2.

Справа у тому, що якщо у деякому околi точки x можна задати листову
карту вiдносно розбиття на компоненти зв’язностi множин рiвня f , то f вiд-
повiдає умовам Y. Toki у цiй точцi, а також ordf x = 1. Якщо в околi кожної
точки x з ordf x = 1 можна задати листову карту, то з умов Y. Toki слiдує,
що f — псевдогармонiчна.

Отже, якщо F-функцiя f не є псевдогармонiчною, то iснує x ∈ M2 з
ordf x = 1, таке що x не можна включити в листову карту вiдносно розбиття
на множини рiвня f . В типовому випадку множина таких точок є одновимiр-
ною.
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З потоком Φ на поверхнi M2 можна пов’язати динамiчнi системи з дис-
кретним часом.

Наприклад, маючи локальну трансверсаль α, або набiр диз’юнктних ло-
кальних трансверсалей α = ti∈Aαi, можемо означити часткове вiдображення
послiдування φ : X+ → X−, φ(x) = Φ(τ, x), τ = min{t > 0 | Φ(t, x) ∈ α}.
Тут X+ i X− — пiдмножини α, що складаються з точок, додатнi (вiдповiдно,
вiд’ємнi) напiворбiти яких перетинаються з α.

Якщо X = ∩k≥0φ
k(X+) 6= ∅ (вiдповiдно, X = ∩k≤0φ

k(X−) ∩ ∩k≥0φ
k(X+) 6=

∅), то обмеження f = φ|X : X → X визначає деяку необертовну (вiдповiдно,
обертовну) динамiчну систему з дискретним часом (X, f) (а також розбиття
{Xi = X ∩ αi}i∈A простору X у випадку, коли α = ti∈Aαi).

Зрозумiло, що пiдмножина N̂ ⊂ M2, яка є об’єднанням всiх орбiт Φ, що
перетинають X, є iнварiантною пiдмножиною Φ. Нехай Φ̂ : R × N̂ → N̂ —
обмеження потоку Φ на N̂ . Можна перевiрити, що у випадку, коли вiдобра-
ження f обертовне, потiк Φ̂ орбiтно еквiвалентний неперервнiй надбудовi T
над f (iснує гомеоморфiзм N̂ → N , який вiдображає орбiти Φ̂ на орбiти T ).

Якщо dimX = 0, то властивостi динамiчної системи (X, f) тiсно пов’язанi
з топологiчними властивостями фазового простору N неперервної надбудови
T над f . Дiйсно, у цьому випадку компонентами лiнiйної зв’язностi простору
N є орбiти потоку T , а потiк T має ту ж саму динамiку, що й динамiчна
система (X, f).

Структура дисертацiйної роботи та опис резуль-

татiв

Дисертацiя складається зi вступу, 17 роздiлiв, висновкiв, списку використа-
них джерел, що мiстить 122 найменування (на 12 сторiнках), та восьми до-
даткiв. Повний обсяг роботи становить 469 сторiнок.
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Роздiл 1

У цьому роздiлi наводяться попереднi вiдомостi, якi використовуються у на-
ступних роздiлах.

Роздiл 2

У цьому роздiлi ми вивчаємо якими можуть бути множини рiвня псевдогар-
монiчної функцiї на площинi. Вiдомо, що кожна компонента множини рiвня
псевдогармонiчної функцiї є локально-скiнченним топологiчним графом. На
площинi додатково такий граф не може мати циклiв, тобто буде деревом.
(Цикл на площинi обмежує область з компактним замиканням, в якiй непе-
рервна функцiя мусить мати локальнi екстремуми, внаслiдок чого функцiя з
такою компонентою множини рiвня не буде псевдогармонiчною.)

Ми розглядаємо питання про те, якi саме дерева можуть бути представ-
ленi як компоненти множин рiвня псевдогармонiчної функцiї, а також бiльш
широке питання, якi комбiнацiї дерев можуть представляти множини рiвня
псевдогармонiчної функцiї.

Нехай T — локально скiнченне дерево, S2 — двовимiрна сфера. Зафiксуємо
точку s ∈ S2.

Назвемо (див. Означення 2.1.2) неперервне вiдображення Φ : T → S2

плоским, якщо Φ(T )∪{s} є замкненою пiдмножиною сфери, пробразом точки
s є множина Vter термiнальних точок T , а на доповненнi до цiєї множини Φ є
гомеоморфiзмом.

Неперервне вiдображення Ψ : T \ Vter → R2 називається плоским (див.
Означення 2.1.3), якщо iснують такi плоске вiдображення Φ : T → S2 i
гомеоморфiзм ψ : R2 → S2 \ {s}, що Ψ = ψ−1 ◦ Φ|T\Vter .

Розглянемо скiнченний лiс F = T1 t . . . t Tn (диз’юнктне об’єднання скiн-
ченої кiлькостi дерев, самi дерева можуть бути i нескiнченими).

Неперервне вiдображення Ψ : F \ Vter → R2 називається плоским (див.
Означення 2.1.5), якщо плоскими є всi обмеження Ψ на дерева, з яких
складається F , i образи цих обмежень не перетинаються.

Основним результатом даного роздiлу є Теорема 2.1.6, яка стверджує
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наступне. Припустимо, що порядок кожної вершини скiнченного лiсу F або
дорiвнює 1, або є парним числом бiльшим 2. Тодi для кожного плоского вiд-
ображення Ψ : F \V0 → R2 iснує псевдогармонiчна функцiя f : R2 → R, така
що Ψ(F \ V0) = f−1(0).

Роздiл 3

Нехай функцiя f є неперервною на двовимiрнiй поверхнi M2 i вiдповiдає
наступним властивостям.
(f.а) Множина локальних екстремумiв f є дискретною.
(f.б) На доповненнi до множини локальних екстремумiв f є псевдогармонi-

чною функцiєю.
Назвемо регулярними точками f точки в яких f топологiчно еквiвалентна

до Re z. Всi iншi точки M2 назвемо сингулярними точками f .
Нехай F — розбиття поверхнi на компоненти множин рiвня f , ΓK−R(f) —

вiдповiдний простiр Кронрода–Рiба (фактор-простiр M2/F).
Ми пропонуємо наступнi умови, при виконаннi яких простiр ΓK−R(f) має

просту будову.
(f.1) Кожна компонента множини рiвня f може мiстити не бiльш нiж скiн-

ченну кiлькiсть сингулярних точок.
(f.2) Нехай K є об’єднанням всiх компонент множин рiвня f , що мiстять

сингулярнi точки. Для довiльного компакта C ⊂M2 множина f(C ∩K) скiн-
ченна.
(f.3) Нехай для a ∈ f(M2) точки x1, x2 ∈M2 належать до рiзних компонент

множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1 3 x1 i U2 3 x2, що
не перетинаються i є насиченими вiдносно розбиття F.

Скажемо, що неперервна функцiя f : M2 → R, яка вiдповiдає умовам (f.а)
та (f.б), є K-R–простою, якщо вона вiдповiдає також умовам (f.1)–(f.3).

Граф з черенками, це локально-скiнченний топологiчний граф, з якого
вилучена деяка пiдмножина множини термiнальних вершин (див. Означен-
ня 1.6.6).

Достатнi умови для того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом з черенками
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надає наступна Теорема 3.1.6. Нехай неперервна функцiя f , яка вiдповiд-
ає умовам (f.а) та (f.б), є K-R-простою. Тодi простiр ΓK−R(f) є графом з
черенками.

Вiдносно того, чи будуть наведенi умови необхiдними, ми можемо сказати
наступне.

Твердження 3.1.7. Нехай функцiя f : M2 → R неперервна i вiдповiдає
умовам (f.а) i (f.б). Тодi умови (f.2) i (f.3) на функцiю f є необхiдними для
того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом с черенками.

Умова (f.1) не є необхiдною для того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом с
черенками. У Додатку В ми наводимо вiдповiдний приклад.

Якщо функцiя f задана на площинi, то за рахунок теореми Жордана про
криву функцiя буде K-R-простою тодi i лише тодi, коли ΓK−R(f) є графом
с черенками. Це твердження слiдує з Теореми 3.1.6, Твердження 3.1.7 i такої
Теореми 3.1.8 Нехай неперервна функцiя f : R2 → R вiдповiдає умовам (f.а)
i (f.б). Якщо ΓK−R є графом с черенками, то f вiдповiдає умовi (f.1).

Роздiл 4

У цьому роздiлi дослiджується питання розрiзнення неперервних функцiй на
площинi з точнiстю до орiєнтованої топологiчної еквiвалентностi.

У такiй загальнiй постановцi ця задача дуже складна, тому ми обмежує-
мось класом функцiй, множини рiвня яких локально мають просту будову —
псевдо-гармонiчними функцiями.

Ми розглядаємо псевдо-гармонiчнi функцiї загального положення (рiзнi
сингулярнi точки знаходяться на рiзних множинах рiвня), якi до того ж ма-
ють скiнченну кiлькiсть сингулярних точок.

У якостi основи для побудови iнварiанту, який розрiзняє такi функцiї ми
беремо так званий граф Кронрода-Рiба функцiї ΓK−R(f) i надiляємо його
додатковою комбiнаторною структурою.

Вiдомо, що на компактних поверхнях графи Кронрода-Рiба функцiй з
простою локальною будовою (наприклад, функцiй Морса, або бiльш загально
— гладких функцiй з iзольваними особливостями) є топологiчними графами.
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Ситуацiя кардинально мiняється при переходi до некомпактних поверхонь
— вiдомi приклади гладких функцiй без особливостей на площинi, для яких
топологiчний простiр ΓK−R(f) навiть не є Хаусдорфовим (див. [25]).

У зв’язку з цим нам приходиться ще бiльше обмежувати клас функцiй,
який ми розглядаємо i вводити додаткову технiчну умову I, яка гарантує, що
ΓK−R(f) є графом з черенками.

Скажемо декiлька слiв про структуру роздiлу i основний результат, який
у ньому отримано.

У пiдроздiлах 4.1 i 4.2 ми визначаємо клас функцiй, який ми вивчаємо,
i означаємо поняття графа Кронрода-Рiба.

Додаткова структура на графi Кронрода-Рiба включає орiєнтацiю його
ребер i частковий порядок на множинi вершин, якi породженi напрямком
зростання функцiї f . Цим поняттям присвячений пiдроздiл 4.3.

Iншою складовою додаткової структури на ΓK−R(f) є спiн у вершинах
цього графа. Спiном у вершинi називається вибраний певним чином цикл
ребер, якi їй iнцидентнi. Означенню цих понять i дослiдженню властивостей
спiна присвяченi пiдроздiли 4.4–4.6.

У пiдроздiлi 4.7 означенi поняття навантаженого i слабо навантаже-
ного графiв Кронрода-Рiба, а також поняття їх еквiвалентностi. Крiм того
ми означаємо поняття орiєнтованої пошарової еквiвалентностi функцiй f i
g, бiльш слабке нiж їх орiєнтована топологiчна еквiвалентнiсть.

Нарештi, пiдроздiл 4.8 присвячений доведенню такої Теореми 4.8.1
(Є. О. Полулях, Ю. Ю. Сорока, В. В. Шарко).

Нехай f, g : R2 → R — функцiї загального положення, що задовольняють
умовам I.

Функцiї f i g є орiєнтовано пошарово еквiвалентними тодi i лише то-
дi, коли слабо навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f еквiвалентний
слабо навантаженому графу однiєї з функцiй g або −g.

Функцiї f i g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки
тодi, коли їх навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентними.
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Роздiл 5

У цьому роздiлi ми розглядаємо клас неперервних функцiй f означених на
замкненому одиничному диску D2 площини C, якi є псевдогармонiчними у
IntD2, i для яких обмеження f |∂D2 має лише скiнченне число екстремумiв.

Кожнiй функцiї f з цього класу можна поставити у вiдповiднiсть її ком-
бiнаторну дiаграму P (f), яка будується наступним чином.

Вiзьмемо об’єднання межi ∂D2 i тих компонент лiнiйної зв’язностi множин
рiвня f , що не гомеоморфнi замкненому iнтервалу. Виявляється, що на цiй
множинi можна означити структуру скiнченного топологiчного графу. Його
вершинами є сингулярнi точки f в IntD2, локальнi екстремуми обмеження f
на ∂D2, а також точки перетину компонент зв’язностi множин рiвня f , якi
мiстяться в P (f), з межовим колом ∂D2.

На графi P (f) задається додаткова структура. По-перше, на множинi вер-
шин P (f) можна задати строгий частковий порядок за допомогою спiввiдно-
шення (x < y) ⇐⇒ (f(x) < f(y)). Крiм того, P (f) мiстить видiлений цикл
q(f), утворений ребрами, об’єднання яких дає межу диску ∂D2. Цей цикл
можна орiєнтувати у вiдповiдностi з додатною орiєнтацiєю кола ∂D2.

I. А. Юрчук довела таку Теорему 5.4.1.

Двi псевдогармонiчнi функцiї f i g топологiчно еквiвалентнi тодi й лише
тодi, коли iснує iзоморфiзм комбiнаторних дiаграм ϕ : P (f) → P (g), який
зберiгає строгий частковий порядок i орiєнтацiю на них.

Ми дослiджуємо питання: при яких умовах граф є комбiнаторною дiагра-
мою деякої псевдогармонiчної функцiї.

Виявляється, що якщо вилучити з P (f) всi ребра, що належать q(f), зали-
шиться скiнченний лiс (скiнченне об’єднання дерев), всi термiнальнi вершини
якого належать циклу q(f).

Ми даємо вiдповiдь на питання, коли скiнченний лiс можна вкласти у
замкнений диск “належним чином”.

Нехай T є деревом з множиною вершин V i множиною ребер E. При-
пустимо, що T невироджене (має принаймнi одне ребро). Позначимо через
Vter множину всiх вершин T порядку 1 (термiнальнi вершини T ). Припусти-
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мо, що зафiксовано пiдмножину V ∗ ⊆ V , таку що Vter ⊆ V ∗. Нехай також
ϕ : T → R2 є вкладенням, для якого виконується наступна умова (5.2.2)

ϕ(T ) ⊆ D2 , ϕ(T ) ∩ ∂D2 = ϕ(V ∗) .

Припустимо, що з усiх елементiв пiдмножини V ∗ вершин дерева T утворе-
но деякий простий абстрактний цикл C = (v1, . . . , vk) (див. Пiдроздiл 4.4).

Припустимо, що вкладення ϕ : T → R2, вiдповiдає (5.2.2). Тодi з елементiв
множини ϕ(V ∗) = ϕ(T )∩∂D2 можна утворити два рiзних абстрактних цикли.

З одного боку, вiдображення ϕ|V ∗ : V ∗ → ϕ(V ∗) бiєктивне, тому спiввiдно-
шення

ϕ(C) = (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk))

коректно означає деякий простий абстрактний цикл.
З iншого боку, обходячи коло S1 у додатному напрямку ми можемо озна-

чити абстрактний цикл

S = (ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)))

природним чином: точки ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)) обходяться у вказаному порядку
при обходi кола.

Дерево T називається D-планарним (див. Означення 5.5.6), якщо iснує
вкладення ϕ : T → R2, яке вiдповiдає (5.2.2), i таке що абстрактний цикл
ϕ(C) збiгається з абстрактним циклом S.

Теорема 5.5.8 D-планарнiсть дерева T еквiвалентна наступнiй умовi:
для довiльного ребра e iснує рiвно два шляхи, кожний з яких проходить через
e i з’єднує деяку пару вершин з множини V ∗, що є сусiднiми елементами
простого абстрактного циклу C.

Згiдно з Означенням 5.6.2 скiнченний граф G ⊂ R3 називається D-
планарним, якщо iснують його пiдграф γ i вкладення ϕ : G→ D2, для яких
справедливо наступне:
• γ є простим циклом;
• G \ γ =

⋃k
i=1 Ti = F є скiнченним об’єднанням дерев;
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• γ мiстить всi термiнальнi вершини F ;
• ϕ(γ) = ∂D2, ϕ(G \ γ) ⊆ IntD2.

Теорема 5.6.3 (Є. О. Полулях, I. А. Юрчук) Нехай G є графом,
γ ⊆ G є простим циклом, таким що G \ γ =

⊔
i Ti, де кожне Ti є деревом.

Тодi G є D-планарним тодi й лише тодi, коли виконуються наступнi
умови:

• кожне дерево Ti з пiдмножиною вершин V ∗i , на якiй цикл γ iндукує про-
стий абстрактний цикл Ci, є D-планарним;
• для кожної пари iндексiв m 6= n пiдмножина вершин V ∗n дерева Tn нале-

жить єдинiй компонентi зв’язностi множини γ \ V ∗m.
За означенням всi комбiнаторнi дiаграми є D-планарними графами. Щоб

D-планарний граф, на множинi вершин якого задано строгий частковий по-
рядок, був комбiнаторною дiаграмою деякої псевдогармонiчної функцiї, вiн
має вiдповiдати деяким додатковим умовам, див. Означення 5.6.6 i 5.6.9.
Графи, що їм вiдповiдають ми називаємо ∆–графами.

Теорема 5.7.1 (Є. О. Полулях, I. А. Юрчук) Якщо граф G є комбi-
наторною дiаграмою деякої псевдогармонiчної функцiї f , то G є ∆–графом.

Якщо граф G є ∆–графом, то частковий порядок на V (G) може бути
продовжений так, що граф G з новим частковим порядком на множинi вер-
шин буде iзоморфний комбiнаторнiй дiаграмi деякої псевдогармонiчної фун-
кцiї f .

Не кожний строгий частковий порядок на вершинах ∆–графа породжує-
ться якоюсь функцiєю. Справдi, якщо для деякої функцiї f маємо (x < y)⇐⇒
(f(x) < f(y)), то x i y є непорiвняними тодi й лише тодi, коли f(x) = f(y).

Ця умова фiгурує у нас як умова A4 i її можна виразити iнакше: вiдно-
шення “бути непорiвняними” на множинi зi строгим частковим порядком
є транзитивним.

Теорема 5.7.2 Нехай G є ∆–графом. G задовольняє умову A4 тодi й
тiльки тодi, коли строгий частковий порядок на графi G збiгається зi стро-
гим частковим порядком на дiаграмi P (f) деякої псевдогармонiчної функцiї
f , що вiдповiдає графу G.
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Роздiл 6

Якiсна теорiя функцiй однiєї комплексної змiнної стосується топологiчної
класифiкацiї аналiтичних функцiй а також їх дiйсних складових — гармо-
нiчних функцiй i псевдогармонiчних функцiй, якi є топологiчним узагальне-
нням гармонiчних функцiй. Ця задача тiсно пов’язана з дослiдженням шару-
вань на множини рiвня таких функцiй.

Проблеми з цього класу розглядали С. Стоїлов [22] i Г. Т. Уайберн [26],
якi означили поняття внутрiшнього i, вiдповiдно, легкого вiдкритого вiдобра-
ження. Означенi ними класи вiдображень мають певнi суттєвi топологiчнi
властивостi аналiтичних функцiй.

Одночасно В. Каплан [8] дослiджував шарування на компоненти зв’яз-
ностi множин рiвня гармонiчних функцiй на площинi. Результати Каплана
пiзнiше були узагальненi на шарування з особливостями у роботах В. Бут-
бi [12], [13], М. Морса i Дж. Дженкiнса [21], М. Морса [15].

Скажемо, що неперервна функцiя f : Z → R узгоджена з одновимiрним
шаруванням ∆ на поверхнi Z, якщо

• кожен лист шарування ∆ є зв’язною компонентою деякої множини рiвня
f−1(c), c ∈ R;
• для кожного z ∈ Z iснують локальнi координати (u, v) такi що z = (0, 0)

i f(u, v) = u+ const.

Нехай ∆ є одновимiрним шаруванням на просторi R2, всi листи якого
некомпактнi. Узагальнюючи старий результат Е. Камке [27], В. Каплан [8],
[9] довiв, що iснує неперервна функцiя f : R2 → R, узгоджена з ∆. Бiльш
того, iснує не бiльш нiж злiченне покриття {Sα}α∈A площини R2, таке що

(1) кожна множина Sα складається з листiв шарування ∆;
(2) шарування на Sα еквiвалентне шаруванню площини R2, або пiвплощини,

на паралельнi прямi.

Iншими словами, R2 склеєна зi злiченної кiлькостi (горизонтальних) смуг
вздовж вiдкритих iнтервалiв на їх межах, див Рис. 0.0.1.

У роботi [11] В. Каплан також довiв iснування гомеоморфiзму h : R2 → R2,
такого що функцiя f◦h є гармонiчною. Цей результат був узагальнений на ша-
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Рис. 0.0.1:

рування з особливостями у роботах В. Бутбi [12], [13], М. Морса i Дж. Джен-
кiнса [21], М. Морса [15]. Див. також [21], [17], [18], [19], [20], [28].

У зв’язку з прогресом у теорiї Гамiльтонових динамiчних систем з ма-
лою кiлькостю ступенiв свободи за останнi двадцять рокiв виник iнтерес до
топологiчної класифiкацiї функцiй на поверхнях, див. А. Фоменко i А. Бол-
сiнов [29], А. Ошемков [30], В. Шарко [31], [32], Є. Полулях i I. Юрчук [33],
Є. Полулях [25].

Ми вивчаємо гомотопiчнi властивостi шарувань на довiльних вiдкритих
двовимiрних поверхнях Z, якi вiдповiдають властивостям (1) i (2), наведеним
вище. Отже така поверхня отримана з сiм’ї смуг {Sα}α∈A, склеєних вздовж
деяких iнтервалiв, розташованих на межi цих смуг. Будемо називати такi по-
верхнi смугастими. Ми показуємо, що не обмежуючи загальнiсть мiркувань
можна вважати, що кожна смуга є модельною, тобто вкладена у площину так,
що замикання її межових iнтервалiв обмеженi i попарно не перетинаються.

Кожна смуга має природне шарування на паралельнi горизонтальнi лi-
нiї, що приводить до шарування ∆Z на Z, всi шари якого є некомпактними.
Будемо називати це шарування канонiчним.

Нехай H
(
∆Z

)
є групою всiх гомеоморфiзмiв Z, що вiдображають листи

шарування ∆Z на листи ∆Z , а H0

(
∆Z

)
є компонентою лiнiйної зв’язностi оди-

ницi групи H
(
∆Z

)
вiдносно компактно-вiдкритої топологiї. Доведено (див.

Теорему 6.3.4 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях)), що за виклю-
ченням двох випадкiв H0

(
∆Z

)
є стягуваною. Отже, обчислення гомотопi-

чного типу H
(
∆Z

)
зводиться до пiдрахунку групи гомеотопiй π0H

(
∆Z

)
=

H
(
∆Z

)
/H0

(
∆Z

)
шарування ∆Z . В якостi прикладу ми характеризуємо сму-
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гастi поверхнi, що складаються з однiєї смуги (Теорема 6.2.7 (С. I. Ма-
ксименко, Є. О. Полулях)).

Роздiл 7

Нехай X є зв’язним некомпактним двовимiрним многовидом, можливо з ме-
жею. Нехай на X задано шарування ∆, таке що кожен лист ω ∈ ∆ гомеомор-
фний R i має тривiально розшарований окiл, насичений вiдносно ∆. Скажемо,
що таке шарування належить до класу F .

Шарування такого типу на площинi були дослiдженi В. Капланом [8] i во-
ни виявляються шаруваннями на компоненти зв’язностi множин рiвня псев-
догармонiчних функцiй на R2, див. В. Каплан [8, Теорема 42], В. Бутбi [12],
[13], М. Морс i Дж. Дженкiнс [21], М. Морс [15].

Каплан довiв, що площина розпадається на вiдкритi смуги, що розшаро-
ванi на паралельнi лiнiї i склеєнi вздовж вiдкритих iнтервалiв, якi лежать на
межi цих смуг. Однак, конструкцiя В. Каплана залежить вiд вибору iнтерва-
лiв, уздовж яких проводиться склейка, i не є однозначно визначенною.

Ми пропонуємо канонiчний спосiб розрiзання на вiдкритi смуги, що дає
однозначну конструкцiю, i узагальнюємо її на шарування на довiльних по-
верхнях. Ми також характеризуємо топологiчнi типи замикань смуг при до-
даткових обмеженнях на ∆.

Топологiчна структура шарувань з особливостями на поверхнях, зокрема
шарувань на орбiти потокiв, дослiджувалась у наступних роботах: А. Андро-
нов та Л. Понтрягiн [34], М. Пейксото [35], [36], С. Арансон i В. Грiнес [37], [38],
I. Бронштейн та I. Нiколаєв [39], С. Арансон, Є. Жужома i В. Медвєдєв [40],
Л. Плахта [4], [5], [6], А. Ошемков i В. Шарко [41], С. Арансон, В. Грiнес i
В. Кайманович [42], М. Фарбер [43], Н. Будницька i О. Пришляк [44], Н. Бу-
дницька i Т. Рибалкiна [45] i багатьох iнших.

Отриманi результати можна застосувати до шарувань з особливостями,
якi не мають компактних регулярних шарiв, що заданi на поверхнях, вилу-
чаючи сингулярностi.

Припустимо, що ∆ є шаруванням з класу F на поверхнi X. Нехай Y =
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X/∆ є простором листiв, а вiдображення p : X → Y є проекцiєю. Надiли-
мо Y фактор-топологiєю. Оскiльки кожен лист шарування ∆ є замкненою
пiдмножиною X, то Y є T1-простором. Але взагалi кажучи простiр Y не є
Хаусдорфовим.

Нехай ω є листом шарування ∆ i y = p(ω) ∈ Y . Скажемо, що ω є спецi-
альним листом i y є спецiальною точкою простору Y , якщо простiр Y не є
Хаусдорфовим у точцi y, тобто y 6= ∩y∈V V , де V пробiгає всi вiдкритi околи
точки y.

При додатковому припущеннi, що сiм’я всiх спецiальних листiв є локально
скiнченною (кожна точка простору X має окiл, який перетинає лише скiн-
ченну кiлькiсть спецiальних листiв) ми узагальнюємо результати Каплана на
шарування ∆ з класу F на довiльних поверхнях X i описуємо топологiчну
структуру компонент зв’язностi множини X\Spec(∆) i їх замикань в просторi
X, де Spec(∆) є об’єднанням всiх спецiальних листiв шарування ∆.

Нагадаємо, що вiдображення просторiв, на яких заданi шарування, нази-
вається листовим, якщо воно вiдображає листи шарування у прообразi на
листи шарування у образi.

Теорема 7.1.5 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях) Нехай X є зв’яз-
ним двовимiрним многовидом i ∆ є шаруванням на X, що належить до кла-
су F . Нехай сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв шарування ∆ є локально
скiнченною, i нехай Q є компонентою зв’язностi множини X \ (Spec(∆) ∪
∂X). Тодi справедливi такi твердження.

1. Q листово гомеоморфна або до стандартного цилiндру C, або до стан-
дартної стрiчки Мебiуса M , або до вiдкритої модельної смуги R × (−1, 1).
Крiм того, у перших двох випадках Q = X.
2. Нехай Q є листово гомеоморфною до вiдкритої модельної смуги. Зафi-

ксуємо листовий гомеоморфiзм φ : R× (−1, 1)→ Q i позначимо

A = φ
(
R× (−1, 0]

)
, B = φ

(
R× [0, 1)

)
.

Тодi замикання A i B листово гомеоморфнi до модельних смуг.

З цiєї теореми слiдує, що топологiчна структура шарування ∆ ∈ F одно-
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значно визначається комбiнаторикою склеювання модельних смуг.
Наслiдок 7.1.6 Нехай X є зв’язним двовимiрним многовидом i ∆ —

шарування на X, що належить до класу F . Нехай сiм’я Spec(∆) всiх спецi-
альних листiв шарування ∆ є локально скiнченною.

Тодi X листово гомеоморфний до деякої смугастої поверхнi, на якiй за-
дано канонiчне шарування.

Роздiл 8

Нехай знову Z — некомпактний двовимiрний многовид.
Для шарувань з класу F , якi означенi й дослiдженi у Роздiлi 7, вiдобра-

ження проекцiї pr : Z → Z/∆ на простiр листiв є локально тривiальним роз-
шаруванням з шаром R. Спецiальнi листи вiдображаються в точки простору
Z/∆, в яких вiн не є Хаусдорфовим. Бiльш того, поверхня Z з одновимiрним
шаруванням ∆ з класу F допускає “смугасту структуру” тодi й лише тодi,
коли сiм’я спецiальних листiв є локально скiнченною, див. Теорему 8.4.1.

У Роздiлi 8 ми розглядаємо бiльш загальний випадок, коли ∆ — одно-
вимiрне шарування на Z таке, що кожен лист ω ∈ ∆ гомеоморфний R i є
замкненою пiдмножиною Z.

Виявляється, що у цiй ситуацiї множини Spec(∆) не досить, щоб видiлити
шарування ∆, для яких Z листово гомеоморфна деякiй смугастiй поверхнi
(тобто iснує гомеоморфiзм, який вiдображає листи ∆ на листи канонiчного
шарування у своєму образi).

Ми пропонуємо бiльш загальне поняття сингулярних листiв, див. Означе-
ння 8.2.4, що вiдповiдають точкам простору Z/∆, для яких не iснує вiдкритих
околiв V таких що пара (V , V ) гомеоморфна (J, J) для деякої вiдкритої пiд-
множини J простору [0, 1).

Нашою метою є повна характеризацiя смугастих поверхонь.
Теорема 8.4.4 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях) Наступнi умови

еквiвалентнi:
(1) (Z,∆) допускає смугастий атлас;
(2) сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингулярних листiв є локально
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скiнченною.

Роздiл 9

Нехай M2 — двовимiрна поверхня з краєм. Назвемо F-функцiєю неперерв-
ну функцiю f : M2 → R, яка є постiйною на компонентах зв’язностi краю
∂M2, а у внутрiшнiх точках є вiдкритим вiдображенням i має ту властивiсть,
що у кожнiй внутрiшнiй точцi x ∈ M2 множина рiвня f−1(f(x)) є локально
зв’язною.

В роботi [23] W. Fox розглянув такi функцiї як узагальнення псевдогармо-
нiчних функцiй i довiв для них теорему про променi, яка показує подiбнiсть
F-функцiй до гармонiчних функцiй (див. вище).

Внаслiдок цiєї теореми неперервне вiдображення f : M2 → R на двови-
мiрнiй поверхнi з краєм M2, яке є постiйним на компонентах її краю, є
F-функцiєю тодi й лише тодi, коли f вiдповiдає теоремi про променi у ко-
жнiй внутрiшнiй точцi M2.

В даному роздiлi ми намагаємось далi розширити клас функцiй, посла-
блюючи вимоги до їх локальної поведiнки, i дослiджуємо як це вплине на їх
глобальнi властивостi.

Отже, нехай D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} — замкнений диск на площинi, f : D →
R — непрерервна функцiя.

Розглянемо, як можна було б розумним чином означити поняття “регуляр-
нi точки” неперервної функцiї. Ми пропонуємо два варiанти такого означення.

Означення 9.1.1а Точка x ∈ IntD називається регулярною для функцiї
f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що для кожного y ∈ Ux зв’язна
компонента γy множини Ux∩f−1(f(y)), яка мiстить точку y, гомеоморфна
вiдкритому iнтервалу (0, 1).

Iнший пiдхiд вiдповiдає “теоремi про променi” у випадку, коли променiв
усього два.

Означення 9.1.1б Точка x ∈ IntD називається регулярною для фун-
кцiї f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що зв’язна компонента γx
множини Ux ∩ f−1(f(x)), яка мiстить точку x, гомеоморфна вiдкритому
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iнтервалу (0, 1), а множина Ux \γx має двi компоненти зв’язностi, на однiй
з яких f бiльша за f(x), а на iншiй — менша.

Точки диска, якi не є регулярними будемо називати критичними.
Маючи визначення регулярної точки неперервної функцiї f , визначимо

поняття сiдлової точки.
Означення 9.1.2 Точка x ∈ IntD називається сiдловою точкою функцiї

f , якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, в якому f вiдповiдає теоремi про
променi i кiлькiсть променiв бiльше 2, а також кожна точка y ∈ Ux \ {x}
є регулярною точкою функцiї f .

Говорячи про локальний екстремум функцiї f , ми маємо на увазi нестро-
гий локальний екстремум.

Розглянемо тепер неперервну функцiю f : D → R, яка вiдповiдає двом
додатковим вимогам
(i) f(∂D) = 0, f(x) > 0 для всiх x ∈ IntD (тут ∂D позначає межове коло

диска D);
(ii) функцiя f має в IntD рiвно два локальних екстремума.
По аналогiї з гладким випадком виникає природне питання: чи вiрно, що

неперервна функцiя f , яка вiдповiдає вимогам (i) i (ii), має в IntD хоча б
одну сiдлову точку?

Основною цiллю даного роздiлу є побудова неперервної функцiї f : D →
R, яка вiдповiдає вимогам (i) i (ii) i не має в IntD жодної сiдлової точки неза-
лежно вiд того, за допомогою якого з означень 9.1.1а або 9.1.1б визначаються
її регулярнi точки (див. Теорему 9.2.7).

Роздiл 10

Нехай M2 є двовимiрним орiєнтовним многовидом з краєм ∂M2.
F-функцiї були введенi У. Фоксом у роботi [23] пiд назвою Peano-interior

functions як узагальнення псевдогармонiчних функцiй.
У статтi [24] Фокс розширює клас функцiй, розглядаючи функцiї, якi

є F-функцiями у внутрiшнiх точках поверхнi, i вiдповiдають певним технi-
чним умовам у точках її краю. Вiн доводить теорему, про те що кожну таку
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функцiю можна продовжити до F-функцiї, яка задана на бiльшiй поверхнi
C(M2) ⊃ IntM2, i є локально постiйною на межi ∂C(M2).

Вiн дає таке Означення 10.1.2. Функцiя f : M2 → R називається вiддi-
леною зверху вiд IntM2 у точцi x ∈ ∂M2, або S-вiддiленою у точцi x, якщо
iснує окiл U точки x в M2, такий що f(y) < f(x) для всiх y ∈ U ∩ IntM2.

Аналогiчним чином означаються й точки, у яких функцiя вiддiлена знизу
вiд IntM2.

Нехай J є компонентою межi поверхнi M2. Позначимо через D(S, J) мно-
жину всiх S-вiддiлених точок, що належать J . Оскiльки функцiя f неперерв-
на, то вона постiйна на кожнiй компонентi зв’язностi множини D(S, J).

Взагалi кажучи, множина D(S, J) не є нi вiдкритою, анi замкненою пiд-
множиною J . Щоб зменшити кiлькiсть компонент зв’язностi поверхнi C(M2),
Фокс в [24] пропонує розглядати замiсть D(S, J) замкнену множину D(S, J).
Його метод побудови продовження F-функцiї є конструктивним i є злiченною
процедурою приклеювання комiрцiв до частини межi поверхнi, продовження
на них функцiї, i вирiзань отворiв у цих комiрцях. Ця процедура є гаранто-
вано скiнченною лише тодi, коли ця функцiя постiйна на кожнiй компонентi
множини D(S, J).

В [24] Фокс формулює в якостi нерозв’язаної проблеми таке питання: чи
завжди F-функцiя f постiйна на компонентах зв’язностi множини D(S, J)?

Ми будуємо приклад F-функцiї, означеної на квадратi M2 = [0, 1]× [0, 1],
який дає негативну вiдповiдь на це питання, а саме на квадратi M2 iснує
F-функцiя f : M2 → R, така що множина D(S, ∂M2) зв’язна i f

(
D(S, J)

)
=

[0, 1] (див. Теорему 10.1.3).

Роздiл 11

Нехай U i V — деякi неперервнi дiйснозначнi функцiї на поверхнiM2. Скаже-
мо, що V є вiдкритою на множинах рiвня U , якщо для кожного c ∈ U(M2)

вiдображення V |U−1(c) : U−1(c)→ R є вiдкритим у просторi U−1(c) у топологiї,
iндукованiй з M2.

Теорема 11.1.2 Нехай U — псевдогармонiчна функцiя на M2. Для того,
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щоб дiйснозначна неперервна функцiя V : M2 → R була спряженою псевдо-
гармонiчною функцiєю для U на M2 необхiдно i досить, щоб V була вiдкри-
тою на множинах рiвня U .

Наслiдок 11.1.6 Нехай U, V : M2 → R — спряженi псевдогармонiчнi
функцiї на M2. Тодi на M2 iснує комплексна структура, вiдносно якої U i V
є спряженими гармонiчними функцiями на M2.

Роздiл 12

Нехай z = F (x) — неперервна функцiя, означена в областi G ⊂ Rn. Точка
y ∈ G є квазi-iзольованою для функцiї z = F (x), якщо {y} є компонентою
зв’язностi множини F−1(F (y)).

Гiперповерхнею в Rn будемо називати гладку поверхню без краю розмiр-
ностi n−1 в Rn. Скажемо, що гiперповерхня H обмежує точку x ∈ Rn, якщо
вона обмежує область з компактним замиканням, яка мiстить точку x.

Означення 12.1.7 (В. В. Шарко) Нехай z = F (x) є Cr-гладкою фун-
кцiєю у областi G ⊂ Rn i y ∈ G. Нехай F (y) = a. Функцiя z = F (x) на-
зивається L-функцiєю у точцi y, якщо iснує послiдовнiсть (ai) регулярних
значень z = F (x), що вiдповiдає наступним властивостям:
i. ai → a при i→∞;
ii. для кожного i iснує компонента зв’язностi Hn−1

i множини F−1(ai),
така що Hn−1

i є гладкою гiперповерхнею, що обмежує точку y;
iii. дiаметри Hn−1

i прямують до 0, при i→∞.
Наступна Теорема 12.2.1 вказує, як будувати послiдовностi вкладених

гiперповерхонь, що збiгаються до точки, за допомогою досить гладкої функцiї
на вiдкритiй областi G ⊂ Rn. Нехай G — область в Rn. Припустимо, що
F ∈ Cn(G). Для того, щоб F була L-функцiєю у точцi x0 ∈ G необхiдно й
достатньо, щоб x0 була квазi-iзольованою точкою F .

Роздiл 13

Вiдома теорема Жордана про криву стверджує, що доповнення площини до
простої замкненої кривої має двi компоненти зв’язностi, причому межа
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кожної з них збiгається з цiєю кривою. Це твердження дає необхiднi умо-
ви для того, щоб компактна пiдмножина площини була була гомеоморфним
образом кола. Але цi умови не є достатнiми. Контрприкладом є так звана
польська крива (невелика модифiкацiя цього прикладу подається у даному
роздiлi, див. Приклад 13.2.7).

Теорема Шенфлiса (див. [46]) стверджує, що довiльний гомеоморфiзм про-
стої замкненої кривої у площинi на одиничне коло продовжується до гомео-
морфiзму площини на себе. Очевидно, кожна точка одиничного кола на пло-
щинi досяжна з обох компонент зв’язностi доповнення до цього кола. Отже,
кожна точка простої замкненої кривої на площинi досяжна з обох компонент
зв’язностi доповнення до цiєї кривої. Виявляється, що умови на досяжнiсть
точок компактної множини у площинi з компонент зв’язностi доповнення до
цiєї множини є достатнiми для того, щоб множина була простою замкненою
кривою.

Цей результат вiдомий, як теорема, обернена до теореми Жордана про
криву (див. [47], [46]). К. Куратовський у своїй книжцi [47] дає дещо бiльш
сильне твердження: якщо для компактної множини знайдуться двi ком-
поненти зв’язностi її доповнення до R2, такi що кожна точка множини
досяжна з обох цих компонент, то вказана множина є простою замкненою
кривою.

Виявляється, що умови наведеної теореми можна дещо послабити у на-
ступному сенсi. Нехай K є компактною пiдмножиною площини i доповнення
площини до K має двi компоненти зв’язностi W1 i W2. Корисно розглядати
окремо множини A1, A2 точок K, що досяжнi з W1 i W2, вiдповiдно. I якщо
кожна з цих множин “гарно розташована” у K, то K є простою замкненою
кривою, див. Теорему 13.2.9.

Зокрема, якщо множина K зв’язна i її пiдмножини K \ A1 та K \ A2 є
нульвимiрними, то множини A1 i A2 “гарно розташованi” у K i K є простою
замкненою кривою, див. Наслiдок 13.2.10.

Виявляється, що поняття “гарно розташованої” пiдмножини пов’язано з
однiєю топологiчною властивiстю простору K. А саме, нехай (X, T ) — де-
який топологiчний простiр. Позначимо через LC(X) найслабшу топологiю
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на X, що вiдповiдає такiй властивостi: для кожної вiдкритої пiдмножини
W простору (X, T ) всi компоненти зв’язностi W є вiдкритими в тополо-
гiї LC(X). У цих термiнах множини A1 i A2 є “гарно розташованими” в K
якщо A1 i A2 є щiльними в K у топологiї LC(K), див. Означення 13.4.1 i
Теорему 13.4.4.

Роздiл 14

Нагадаємо, що для кожногоX ⊂ Rn рiвнiсть dimX = n виконується тодi й ли-
ше тодi, коли X має непорожню внутрiшнiсть у Rn, тобто мiстить n-вимiрний
диск. Для k-вимiрних пiдмножин Rn (k < n) аналогiчне твердження не вико-
нується. Л. С. Понтрягiн у роботi [48] побудував пару компактних пiдмножин
Rn, таку що розмiрнiсть їх Декартового добутку менша за суму їх розмiрно-
стей. З цього прикладу слiдує iснування k-вимiрної компактної пiдмножини
Rn, яка не мiстить пiдмножини, гомеоморфної k-вимiрному диску.

Вiдомо, що у випадку n = 2k+1 множина МенгераMn
k розмiрностi k у Rn

є унiверсальним k-вимiрним простором, тобто кожен сепарабельний метри-
чний простiр, розмiрнiсть якого не перевищую k, може бути вкладений уMn

k .
Бiльш того М. А. Штанько довiв, що кожна k-вимiрна компактна пiдмножина
Rn може бути вкладена у Mn

k .

Ми розбиваємоMn
k певним чином на двi неперетиннi пiдмножини Cn

k i F n
k .

Для кожної k-вимiрної пiдмножини X ⊂ Rn i її вкладення f уMn
k розглянемо

множини
X1(f) = f(X) ∩ Cn

k , X2(f) = f(X) ∩ F n
k .

Пара (X1(f), X2(f)) буде називатися представленням множини X, асоцiйо-
ваним iз вкладенням f .

Виявляється, див. Теорему 14.2.1 (С. I. Максименко, М. О. Пан-
ков, Є. О. Полулях), що достатньою умовою для того, щоб k-вимiрна
компактна множина X ⊂ Rn мiстила пiдмножину, яка гомеоморфна k-
вимiрному диску, є iснування представлення X, для якого розмiрнiсть мно-
жини X1(f) дорiвнює k.
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Роздiл 15

Вiдомо, що для повних метричних просторiв центр Бiркгофа BC динамi-
чної системи з дискретним часом на такому просторi збiгається з замика-
нням множини точок стiйких за Пуасоном, отже зберiгається при переходi
вiд гомеоморфiзму до деякої його iтерацiї. У загальному випадку, для непов-
них метричних просторiв центр Бiркгофа може i не збiгатися з замиканням
множини точок стiйких за Пуасоном (див. [49]).

Виявляється, що не дивлячись на iтерацiйну нестiйкiсть неблукаючої мно-
жини, центр Бiркгофа динамiчної системи зберiгається при переходi вiд вiд-
ображення, що її породжує, до його iтерацiї.

Теорема 15.2.1 (I. Ю. Власенко, Є. О. Полулях) Нехай X — Хаус-
дорфiв топологiчний простiр i g : X → X — гомеоморфiзм. Тодi BC(gn) =

BC(g).

Роздiл 16

Вiдомi приклади (приклад Данжуа, потоки Черрi на торi), коли поведiнка по-
току на двовимiрнiй поверхнi визначається його поведiнкою на iнварiантнiй
пiдмножинi N , що є простором деякого розшарування Понтрягiна (див. Пiд-
роздiл 1.8.24), причому обмеження потоку на N топологiчно спряжено вiдпо-
вiднiй динамiчнiй системi Понтрягiна (неперервнiй надбудовi над дискретною
динамiчною системою на множинi Кантора). Отже, виникають природнi пи-
тання: при яких умовах динамiчна система Понтрягiна продовжується з
простору розшарування Понтрягiна, вкладеного у двовимiрну поверхню, до
потока на всiй поверхнi, а також коли простiр розшарування Понтрягiна
може бути вкладений у двовимiрну поверхню.

В Теоремi 16.2.5 ми наводимо достатню умову того, що простiр N роз-
шарування Понтрягiна ξ не може бути вкладений нi в яку двовимiрну поверх-
ню, а також достатню умову, коли N не може бути вкладений у двовимiрну
орiєнтовану поверхню. Зауважимо, що вiдомi приклади просторiв N , що вiд-
повiдають цiй умовi, але можуть бути вкладенi у неорiєнтовану поверхню,
див [50].
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Роздiл 17

Важливу роль в дослiдженнi обертовних динамiчних систем (д. с.) с дискре-
тним часом (каскадiв) грає така iнформацiя:
— на якi мiнiмальнi динамiчнi системи iснує проекцiя даної динамiчної си-

стеми (X, f);
— як влаштованi цi проекцiї;
— як пов’язанi мiж собою рiзнi проекцiї д. с. (X, f) на мiнiмальнi д. с.;

зокрема, чи iснує для двох проекцiй h1 : (X, f) → (Y1, g1) i h2 : (X, f) →
(Y2, g2) морфiзм ψ : (Y1, g1)→ (Y2, g2) динамiчних систем, такий що h2 = ψ◦h1.

Отримати вiдповiдi на такi питання в загальному випадку важко. Щоб
наблизитись до розв’язку цiєї задачi, розглядають проекцiї даної д. с. не
на всi мiнiмальнi д. с., а на деякi “простi” класи таких д. с. (дистальнi i
рiвностепенно-неперервнi мiнiмальнi д. с., мiнiмальнi д. с., що допускають
єдину iнварiантну ергодичну мiру, i т. iн.).

Нехай розглядається деяка сiм’я A мiнiмальних динамiчних систем i до-
слiджуються властивостi проекцiї д. с. (X, f) на елементи цiєї сiм’ї. В деяких
випадках елементи класу всiх проекцiй д. с. (X, f) на д. с. з A вдається впо-
рядкувати в наступному сенсi.

Нехай h1 : (X, f) → (Y1, g1) та h2 : (X, f) → (Y2, g2) — проекцiї. Скажемо,
що h1 ∼ h2, якщо iснує iзоморфiзм динамiчних систем ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2),
такий що h2 = ψ ◦ h1. Позначимо через B фактор-сiм’ю всiх проекцiї з (X, f)

на елементи класу A по цьому вiдношенню еквiвалентностi. Введемо на B

бiнарне вiдношення �. Нехай B1, B2 ∈ B. Скажемо, що B1 � B2, якщо
знайдуться представники h1 : (X, f)→ (Y1, g1) класу B1 i h2 : (X, f)→ (Y2, g2)

класу B2, а також морфiзм ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2), такi що h2 = ψ ◦ h1. Легко
бачити, що вiдношення � означено коректно (тобто не залежить вiд вибору
представникiв з B1 i B2).

Важливо знати, чи є вiдношення � на класi B вiдношенням частково-
го порядку.1 У випадку позитивної вiдповiдi на це питання виникає задача

1Легко бачити, що якщо вiдношення � не є вiдношенням порядку на B, то для деякої
д. с. (Y, g) з A iснує морфiзм α : (Y, g) → (Y, g), такий що вiдображення α : Y → Y не є
iн’єктивним. Питання про iснування таких мiнiмальних динамiчних систем цiкаве саме по
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описати властивостi класу B з частковим порядком �, зокрема вказати кла-
си всiх його максимальних й мiнiмальних елементiв та знайти найбiльший i
найменший елементи (якщо вони iснують).

В даному роздiлi вивчається клас A всiх одометрiв (групових обертань
над адичними групами). Вiдомо, що цей клас збiгається з класом всiх мi-
нiмальних дистальних динамiчних систем, фазовий простiр яких гомеомор-
фний множинi Кантора або скiнченний. Вiдомо також, що елементи класу
A класифiкуються (з точнiстю до топологiчної спряженостi) за допомогою
гратки так званих супернатуральних чисел (Σ,≤).

Ми вивчаємо динамiчнi системи (X, f) з Хаусдорфовим компактним фа-
зовим простором та їх проекцiї на елементи класу A (вiдмiтимо, що завжди
iснує тривiальна проекцiя (X, f)→ ({pt}, Id) на динамiчну систему, фазовий
простiр якої є одноелементною множиною).

Як виявляється, iснування нетривiальних проекцiй д. с. (X, f) на елемен-
ти сiм’ї A пов’язано з iснуванням так званих перiодичних розбиттiв д. с.
(X, f) (скiнченних замкнених розбиттiв простору X, елементи яких циклiчно
переставляються пiд дiєю вiдображення f : X → X).

Нехай P(X, f) ⊆ N — множина потужностей всiх перiодичних розбиттiв
д. с. (X, f). Тодi P(X, f) — топологiчний iнварiант д. с. (X, f) i iснування не-
тривiальних проекцiй д. с. (X, f) на елементи сiм’ї A еквiвалентно нерiвностi
P(X, f) 6= {1}.

Позначимо через A(X, f) клас всiх елементiв A, на якi iснують проекцiї
динамiчної системи (X, f). Нехай Σ(X, f) — пiдмножина множини суперна-
туральних чисел, що вiдповiдає класу A(X, f). Нехай ще B(X, f) — сiм’я
всiх проекцiї д. с. (X, f) на елементи класу A, B′(X, f) — фактор-клас класу
B(X, f) по вiдношенню ∼ (див. вище).

До основних результатiв даного роздiлу можна вiднести наступнi твер-
дження.

Нехай (X, f) — динамiчна система з компактним Хаусдорфовим фазовим
простором i P(X, f) 6= {1}. Тодi

собi.
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— бiнарне вiдношення � на класi B′(X, f) є вiдношенням часткового по-
рядку, див. Твердження 17.3.45;
— iснує сюр’єктивне вiдображення Λ0 : (B′(X, f),�) → (Σ(X, f),≤), яке

зберiгає вiдношення порядку i таке, що клас всiх максимальних елементiв з
(B′(X, f),�) збiгається з повним прообразом найбiльшого елементу множини
(Σ(X, f),≤), див. Лему 17.3.46 i Наслiдок 17.3.48;
— впорядкований клас (B′(X, f),�) iзоморфний впорядкованiй множинi

(Σ(X, f),≤) тодi й лише тодi, коли д. с. (X, f) нерозкладна (тобто простiр
X не можна представити у виглядi незв’язної суми двох власних замкнених
iнварiантних пiдмножин), див. Теорему 17.3.59.

Особистий внесок здобувача

Всi отриманi в дисертацiї результати є новими.
З результатiв, надрукованих у спiльних зi спiвавторами статтях, в основну

частину дисертацiї увiйшли тiльки такi, що отриманi здобувачем самостiйно,
за винятком наступних, де вклад спiвавторiв є рiвноцiнним.

Теорему 4.8.1, автор отримав разом з В. В. Шарко та Ю. Ю. Сорокою.
Теорема 5.6.3 i Теорема 5.7.1, отриманi у спiвпрацi з I. А. Юрчук.
Результати Роздiлiв 6, 7 i 8 отриманi разом з С. I. Максименко. Зокрема,

у спiвавторствi з ним доведенi Теореми 6.2.7, 6.3.4, 7.1.5, 8.3.2 i 8.4.4.
Теорема 14.2.1 отримана разом з М. А. Панковим i С. I. Максименко.
У спiвавторствi з I. Ю. Власенко отримано Теорему 15.2.1.

Апробацiя результатiв дисертацiї

Результати роботи доповiдалися на
• семiнарах вiддiлу топологiї Iнституту математики НАНУкраїни; керiвник

семiнару – член-кореспондент НАН України, доктор фiз.-мат. наук, професор,
зав. вiддiлом топологiї В. В. Шарко;
• семiнарах лабораторiї топологiї при вiддiлi алгебри i топологiї Iнституту
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математики НАН України; керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, стар-
ший науковий спiвробiтник, зав. лабораторiєю топологiї С. I. Максименко;
• семiнарах кафедри геометрiї Нацiонального Унiверситету України iм. Т.

Г. Шевченко; керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, професор О. О. При-
шляк;
• 4-iй мiжнароднiй конференцiї з геометрiї i топологiї, (м. Черкаси, 2001);
• Мiжнароднiй конференцiї Геометрiя в Одесi, (Одеса, 2008, 2013, 2015 та

2016);
• Мiжнароднiй конференцiї Боголюбiвськi читання, (м. Киiв, Україна, 2007);
• Мiжнароднiй конференцiї Боголюбiвськi читання, (м. Севастополь, Ук-

раїна, 2013);
• Мiжнароднiй конференцiї Analysis and Topology, (м. Львiв, Україна,

2008);
• Мiжнароднiй конференцiї Infinite-Dimensional Analysis and Topology,

(с. Яремче, Україна, 2009);
• Мiжнароднiй конференцiї Geometry “in large”, topology and applications,

присвяченiй 90-рiччю з дня народження О. В. Погорєлова, (м. Харкiв, 2009);
• Мiжнародної конференцiї “Динамiчнi системи та їх застосування”, (м.

Київ, 2012);
• Мiжнароднiй конференцiїModern Advances in Geometry and Topology, при-

свяченiй 70-рiччу з дня народження О. А. Борисенко, (м. Харкiв, 2016).

Публiкацiї

Основнi результати дисертацiї опублiковано в 21 роботi у фахових виданнях,
20 з яких належать до перелiку, що затверджений ДАК МОН України [7],
[25], [33], [50]—[67] та 12 тезах конференцiй [68]—[79]. З них 2 монографiї: [51]
у спiвавторствi з I. Ю. Власенко та С. I. Максименко i [33] у спiвавторствi з
I. А. Юрчук; 15 статей у наукових журналах, 4 статтi у збiрниках наукових
праць Iнституту математики НАН України.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, плана-

ми, темами

Дисертацiйна робота виконувалась у лабораторiї топологiї у складi вiддiлу
алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України. Її тема пов’язана з
тематикою наукових дослiджень, якi проводились у вiддiлi. Результати робо-
ти отриманi в рамках цiєї тематики, а саме в рамках програми НАН України
“Сучаснi методи дослiджень математичних моделей в проблемах природни-
чих наук” №0107U002333, а також НДР “Топологiя многовидiв та їх засто-
сування” №00106U000658.

Подяки

Перш за все хочу згадати з вдячнiстю мого вчителя i наукового керiвника
Володимира Васильовича Шарко. Саме пiд його впливом сформувались мої
науковi iнтереси i пiдходи до розв’язку математичних задач. На жаль вiн не
дожив до моменту, коли дисертацiя була написана, але його поради вiдiграли
значну роль у розвитку основних напрямкiв дослiджень, якi лягли в основу
роботи.

Також хочу висловити щиру вдячнiсть своєму науковому консультанту
Сергiю Iвановичу Максименко. Коли не стало В. В. Шарко, вiн погодився
взяти на себе цю нелегку роль i допомiг довести справу до кiнця. Я не сумнi-
ваюся, що без його пiдтримки i допомоги ця дисертацiя не була б написана.

Хочу також окремо подякувати всiх людей окрiм вже згаданих, з якими
я спiвпрацював у рiзнi часи розв’язуючи математичнi задачi, частина з яких
лягла в основу даної працi. А саме, я дякую М. О. Панкову, I. Ю. Власенко,
I. А. Юрчук, Ю. Ю. Сороцi.

Також хочу подякувати всiм спрiвробiтникам вiддiлу топологiї i iншим
колегам, якi неодноразово слухали мої доповiдi на семiнарах вiддiлу i вислов-
лювали слушнi зауваження, зокрема це В. В. Сергейчук, В. В. Любашенко,
А. О. Пришляк, Т. В. Рибалкiна, Ю. В. Шарко, В. В. Круглов, Б. Г. Фещенко.
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Роздiл 1

Попереднi вiдомостi

1.1 Псевдогармонiчнi функцiї

НехайM2 — поверхня, тобто двовимiрний сепарабельний многовид, на якому
задано дiйснозначну функцiю f : M2 → R. Позначимо через

D = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1}

вiдкритий одиничний диск на площинi.

Означення 1.1.1 (див. [10], [14]) Функцiя f називається псевдогармонi-
чною в точцi p ∈ M2, якщо iснують окiл N точки p у M2 i гомеоморфiзм
T : D → N , такi що T (0, 0) = p i функцiя

u = f ◦ T : D → R2

гармонiчна i не є константою.
Окiл N називається простим околом точки p.

Ми можемо вибрати N i T з попереднього означення так, щоб вони вiдпо-
вiдали спiввiдношенню

u(z) = f ◦ T (z) = Re zn + f(p) , z = x+ iy ∈ D ,
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для деякого n = n(p) ∈ N (див. [10]).

Означення 1.1.2 (див. [10], [14]) Функцiя f називається псевдогармонiч-
ною на M2, якщо вона є псевдогармонiчною в кожнiй точцi p ∈M2.

Нехай f : M2 → R є псевдогармонiчною функцiєю на M2 i g : M2 → R —
деяка дiйснозначна функцiя.

Означення 1.1.3 (див. [14]) Функцiя g називається спряженою псевдогар-
монiчною функцiєю для f у точцi p ∈ M2, якщо iснують окiл N точки p у
M2 i гомеоморфiзм T : D → N , такi що T (0, 0) = p i

u = f ◦ T : D → R2 i v = g ◦ T : D → R2

є спряженими гармонiчними функцiями.

Окiл N i вiдображення T з попереднього означення можна вибрати так,
щоб

u(z) = f ◦ T (z) = Re zn + f(p) ,

v(z) = g ◦ T (z) = Im zn + g(p) , z = x+ iy ∈ D ,

для деякого n = n(p) ∈ N (див. [10]).

Означення 1.1.4 (див. [14]) Функцiя g називається спряженою псевдогар-
монiчною функцiєю для f наM2, якщо вона є спряженою псевдогармонiчною
функцiєю для f у кожнiй точцi p ∈M2.

1.2 Фундаментальнi покриття i неперервнiсть

Означення 1.2.1 (див. [80]) Покриття Γ топологiчного простору X на-
зивається фундаментальним, якщо довiльна множина, перетин якої з ко-
жною множиною B ∈ Γ є вiдкритим в B, сама є вiдкритою в X.

Вiдомо (див. [80]), що всi вiдкритi покриття, а також всi скiнченнi i
локально скiнченнi замкненi покриття є фундаментальними.
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1.3 Локальна зв’язнiсть областей у точках межi

Нехай U — вiдкрита пiдмножина площини. Наступнi означення (див. [46])
кориснi при вивченнi локальних властивостей множини FrU .

Означення 1.3.1 Проста неперервна крива ϕ : I → R2 називається надрi-
зом U у точцi x ∈ FrU , якщо ϕ(0) = x i ϕ((0, 1]) ⊂ U .

Означення 1.3.2 Назвемо точку x ∈ FrU досяжною з U , якщо iснує надрiз
U у точцi x.

Означення 1.3.3 Розрiзом областi U мiж точками x0, x1 ∈ FrU називає-
ться проста неперервна крива ψ : I → R2, така що ψ(0) = x0, ψ(1) = x1 i
ψ((0, 1)) ⊂ U .

Означення 1.3.4 Нехай X — топологiчний простiр, E ⊂ X. Множина E
називається локально зв’язною (локально лiнiйно зв’язною) в точцi x ∈ X,
якщо для кожного околу U точки x в X знайдеться окiл V цiєї точки, такий
що будь яку пару точок y′, y′′ ∈ V ∩E можна з’єднати зв’язною (вiдповiдно,
лiнiйно зв’язною) пiдмножиною множини U ∩ E.

Нагадаємо, що область на площинi, межею якої є проста замкнена крива,
називається Жордановою областю. Вiдоме наступне твердження (див. [46],
приклад VI.16).

Лема 1.3.5 (Теорема Керек’ярто) Якщо на площинi двi простi замкне-
нi кривi, J1 i J2, мають бiльше однiєї спiльної точки, то всi компоненти
зв’язностi доповнення площини до J1 ∪ J2 є Жордановими областями.

1.4 Означення й елементарнi властивостi роз-

мiрностi

Кожному регулярному топологiчному простору X можна поставити у вiдпо-
вiднiсть розмiрнiсть X, яка позначається indX. Означається вона за допо-
могою наступних умов:
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1. indX ∈ {−1} ∪ {0} ∪ N ∪ {∞} для кожного регулярного простору X;
2. рiвнiсть indX = −1 виконується тодi й лише тодi, коли X = ∅;
3. якщо iснує база U простору X, така що ind FrU ≤ n − 1 для кожного

U ∈ U , то indX ≤ n.
Iснує iнша функцiя розмiрностi dim, означена для кожного нормального

простору (так звана розмiрнiсть за покриттями). Але цi двi функцiї роз-
мiрностi збiгаються для сепарабельних метричних просторiв. Далi ми роз-
глядаємо тiльки пiдмножини Rn, отже ми можемо використовувати dim для
позначення функцiї розмiрностi.

Нам буде корисне наступне твердження.

Лема 1.4.1 (див. [81]) Нехай Y — пiдмножина сепарабельного метрично-
го простору X. Нерiвнiсть dimY ≤ n виконується тодi й лише тодi, коли
iснує база {Ui}∞i=1 простору X, така що dim FrUi ∩ Y ≤ n − 1 для кожного
i ∈ N.

Нагадаємо деякi основнi властивостi розмiрностi, див. наприклад [81].

Твердження 1.4.2 Якщо простори X i Y гомеоморфнi, то dimX = dimY .

Твердження 1.4.3 Якщо Y ⊂ X, то dimY ≤ dimX.

Теорема 1.4.4 Якщо сепарабельний метричний простiр X можна пред-
ставити у виглядi злiченного об’єднання Fσ-пiдмножин розмiрностi не бiль-
ше k, то dimX ≤ k.

Теорема 1.4.5 Якщо f : X → Y — замкнене вiдображення сепарабельного
метричного простору X у сепарабельний метричний простiр Y i iснує цiле
k ≥ 0, таке що dim f−1(y) ≤ k для кожного y ∈ Y , то dimX − dimY ≤ k.

1.4.6 Множина Менгера

Розiб’ємо одиничний куб In = [0, 1]n на 3n кубiв, вершини яких належать
до множини {0, 1/3, 2/3, 1}, а ребра паралельнi координатним осям i мають
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довжину 1/3. Розглянемо куби, що не перетинаються з k-вимiрними граня-
ми In i викинемо їх внутрiшностi у просторi In (в iндукованiй з Rn тополо-
гiї). Те, що залишиться, позначимо mn

k(In). Отримана множина є скiнченним
об’єднанням кубiв, внутрiшностi яких попарно неперетиннi.

Подiбна конструкцiя коректно означена для кожної скiнченної сiм’ї n-ви-
мiрних кубiв, що мають попарно неперетиннi внутрiшностi. Означимо
Mn

k (1) = mn
k(In)

Mn
k (i+ 1) = mn

k(Mn
k (i)), i ∈ N .

Нехай
Mn

k =
⋂
i∈N

Mn
k (i).

Кожна множина Mn
k (i) компактна, тому Mn

k — також компакт.

Твердження 1.4.7 (див. [81]) dimMn
k = k.

Множина Mn
k називається k-вимiрною пiдмножиною Менгера простору

Rn. Легко бачити, що Mn
n = In, а Mn

0 є декартовим добутком n множин
Кантора C.

1.5 Фактор-простори i фактор-вiдображення.

Нехай A — деяка множина.

Означення 1.5.1 Розбиттям множини A назвемо сiм’ю {Aα}α∈Λ непоро-
жнiх пiдмножин множини A, що вiдповiдає наступним умовам:
1) A =

⋃
α∈ΛAα;

2) Aα ∩ Aβ = ∅ при α, β ∈ Λ, α 6= β.

Означення 1.5.2 Розбиття {Ãγ}γ∈Σ множини A називається подрiбнен-
ням розбиття {Aα}α∈Λ, якщо для кожного γ ∈ Σ знайдеться таке α ∈ Λ,
що Ãγ ⊆ Aα.
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Зауваження 1.5.3 Нехай розбиття {Ãγ}γ∈Σ є подрiбненням розбиття
{Aα}α∈Λ множини A. З властивостi 2) означення 1.5.1 легко слiдує, що для
довiльних α ∈ Λ i γ ∈ Σ або Ãγ ⊆ Aα, або Ãγ ∩ Aα = ∅.

Зауваження 1.5.4 Iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж розбиттями мно-
жини A й вiдношеннями еквiвалентностi на A:
1) кожному розбиттю {Aα}α∈Λ можна поставити у вiдповiднiсть вiдно-

шення еквiвалентностi ρ за допомогою спiввiдношення

(a1 ρ a2)⇐⇒ (∃α ∈ Λ : a1, a2 ∈ Aα) ;

2) у зворотньому напрямку, довiльному вiдношенню еквiвалентностi σ на
множинi A вiдповiдає розбиття на класи еквiвалентностi.

Нехай A — множина, A = {Aα}α∈Λ — її розбиття.

Означення 1.5.5 Множина A/A, елементами якої є елементи розбиття
A, називається фактор-множиною множини A по розбиттю A.

Вiдображення pr : A→ A, що ставить у вiдповiднiсть кожному елемен-
ту a ∈ A елемент Aα ∈ A/A, такий що a ∈ Aα, називається вiдображенням
проекцiї.

Подiбним чином можна означити фактор-множину A/ρ по вiдношенню
еквiвалентностi ρ (див. Зауваження 1.5.4).

Нехай X — топологiчний простiр, H = {Hα}α∈Λ — його розбиття.
Задамо на множинi X/H топологiю за таким правилом: скажемо, що пiд-

множина B ⊆ X/H вiдкрита тодi й лише тодi, коли її повний прообраз pr−1(B)

є вiкритим у X. Ця топологiя називається фактор-топологiєю i є самою слаб-
кою топологiєю на просторi X, в якiй вiдображення pr : X → X/H неперерв-
не.

Нехай X i Y — топологiчнi простори, H — розбиття простору X, T — роз-
биття простору Y . Нехай f : X → Y — неперервне вiдображення, яке перево-
дить елементи розбиття H в елементи розбиття T. Тодi означено неперервне
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фактор-вiдображення fact f : X/H → Y/T, для якого є коммутативною на-
ступна дiаграма

X
f−−−→ Y

prX

y yprY
X/H −−−→

fact f
Y/T

Нехай знову f : X → Y — неперервне вiдображення топологiческого про-
сторуX у простiр Y . Позначимо через zer f розбиття просторуX, елементами
якого є повнi прообрази точок простору Y пiд дiєю вiдображення f . Нехай ще
T — розбиття простору Y , кожен елемент якого є одноточковою множиною.
Зрозумiло, що вiдображення prY = Id : Y → Y/T є тотожнiм.

Означення 1.5.6 Вiдображення fact f : X/ zer f → Y , для якого є комута-
тивною дiаграма

X
f−−−→ Y

prX

y ∥∥∥
X/ zer f −−−→

fact f
Y

називається взаємно-однозначним фактором вiдображення f .

Iн’єктивнiсть взаємно-однозначного фактора перевiряється безпосередньо.

Означення 1.5.7 Неперервне вiдображення f : X → Y називається фа-
кторним, якщо f(X) = Y i взаємно-однозначний фактор fact f : X/ zer f → Y

є гомеоморфiзмом.

Твердження 1.5.8 (див. [82]) Нехай для неперервного вiдображення f :

X → Y виконуються наступнi умови:
(1) f(X) = Y ;
(2) вiдображення f вiдкрите (замкнене).

Тодi вiдображення f є факторним.

Далi нам буде корисне наступне твердження.
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Лема 1.5.9 Нехай X, Y1, Y2 — топологiчнi простори, ϕ1 : X → Y1 i ϕ2 :

X → Y2 — неперервнi вiдображення.
Якщо вiдображення ϕ1 факторне, то наступнi умови еквiвалентнi:

(1) розбиття zerϕ1 простору X є подрiбненням розбиття zerϕ2;
(2) iснує неперервне вiдображення ψ : Y1 → Y2, таке що ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Доведення. 1. Нехай розбиття zerϕ1 є подрiбненням розбиття zerϕ2. Тодi
вiдображення ϕ2 переводить елементи розбиття zerϕ1 у точки простору Y2

i коректно означене фактор-вiдображення π = factϕ2 : X/ zerϕ1 → Y2, для
якого комутативна дiаграма

X
ϕ2−−−→ Y2

pr1

y ∥∥∥
X/ zerϕ1 −−−→

π
Y2

Нехай χ = factϕ1 : X/ zerϕ1 → Y1 — взаємно-однозначний фактор вiд-
ображення ϕ1, тобто є комутативною дiаграма

X
ϕ1−−−→ Y1

pr1

y ∥∥∥
X/ zerϕ1 −−−→

χ
Y1

Оскiльки вiдображення ϕ1 факторне, то χ— гомеоморфiзм просторуX/ zerϕ1

на Y1.
Розглянемо неперервне вiдображення

ψ = π ◦ χ−1 : Y1 → Y2 .

Маємо
ψ ◦ ϕ1 = π ◦ χ−1 ◦ ϕ1 = π ◦ χ−1 ◦ χ ◦ pr1 = π ◦ pr1 = ϕ2 ,

що й потрiбно було довести.

2. Нехай iснує неперервне вiдображення ψ : Y1 → Y2, таке що ϕ2 = ψ ◦ϕ1.
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Фiксуємо елемент H1 розбиття zerϕ1. За означенням, знайдеться y1 ∈ Y1,
таке що H1 = ϕ−1

1 (y1). Нехай y2 = ψ(y1) ∈ Y2. Тодi H2 = ϕ−1
2 (y2) = (ψ ◦

ϕ1)−1(y2) = ϕ−1
1 (ψ−1(y2)) ⊇ ϕ−1

1 (y1) = H1. Знову за означенням, H2 — елемент
розбиття zerϕ2.

З довiльностi у виборi елементу H1 розбиття zerϕ1 слiдує, що розбиття
zerϕ1 є подрiбненням розбиття zerϕ2. �

1.6 Графи

Розглянемо граф G = (V,E) з множиною вершин V i множиною ребер E.
Скажемо що граф G скiнченний, якщо множини його вершин i ребер є

скiнченними. Граф є локально-скiнченним, якщо кожна його вершина iнци-
дентна скiнченному числу ребер. Для локально-скiнченного графа кiлькiсть
ребер, яким iнцидентна вершина, називається порядком вершини.

Петлею називається ребро графа, кiнцi котрого спiвпадають. Термiналь-
ними вершинами називаються вершини порядку один. Позначимо множину
всiх термiнальних вершин через Vter.

Шляхом, що з’єднує вершини v′, v′′ ∈ V , називається скiнченна послiдов-
нiсть ребер ek = (vk−1, vk), k = 1, . . . , n, така що v′ = v0, v′′ = vn, i ek 6= el при
k 6= l. Шлях називається простим, якщо vi 6= vj при i 6= j, i, j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Наведемо декiлька вiдомих фактiв з теорiї графiв (див. [83], [84]), якi бу-
дуть нам кориснi далi.

Твердження 1.6.1 Нехай G — скiнченний граф.
Тодi кiлькiсть вершин G, якi мають непарний порядок, є парним числом.

Наслiдок 1.6.2 Нехай G — скiнченний граф, порядок кожної вершини якого
або дорiвнює 1, або є парним числом.

Тодi множина Vter термiнальних вершин G має парне число елементiв.

Нехай T — дерево (скiнченне, або нескiнченне).

Твердження 1.6.3 Якщо скiнченне дерево T невироджене (E 6= ∅), то
множина V0 вершин порядку 1 мiстить принаймнi два елементи.
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Твердження 1.6.4 Нехай v — вершина дерева T порядку n. Нехай T ′ —
граф, отриманий з T вилученням вершини v ∈ V i всiх ребер e1, . . . , en ∈ E,
що є сумiжними для цiєї вершини.

Тодi T ′ є незв’язною сумою n дерев T1, . . . , Tn, причому дерево Ti мiстить
вершину дерева T , сумiжну з ребром ei, вiдмiнну вiд v, i = 1, . . . , n.

Нехай G є локально-скiнченним (але не обов’язково скiнченним) графом
без петель. Розглянемо G як одновимiрний предсимплiцiальний комплекс,
нульвимiрными симплексами якого є вершини, а одновимiрними симплекса-
ми є ребра (див. [85]). Вiдмiтимо, що граф є симплiцiальним комплексом,
якщо вiн не мiстить кратних ребер. Розглянемо абстрактний полiедр |G|, що
вiдповiдає цьому комплексу. Топологiя на |G| породжується покриттям, еле-
ментами якого є замкненi симплекси комплекса G (пiдмножина A ⊂ |G| є за-
мкненою тодi й тiльки тодi, коли її перетин з кожним ребром G замкнений).
Говорячи про топологiю на графi G ми будемо мати на увазi топологiчний
простiр |G|.

Граф G, на якому задана топологiя описана вище, назвемо топологiчним
графом. Далi ми розглядатимемо тiльки такi графи, тому слово “топологi-
чний” будемо пропускати.

Замкненим ребром G назвемо вiдповiдний замкнений одновимiрний сим-
плекс, вiдкритим ребром назвемо вiдкритий симплекс (ребро без вершин, якi
є його кiнцями).

Вiдмiтимо, що маючи тiльки топологiчний простiр |G| не можна вiдновити
структуру графа G. Перешкодою є вершини порядку два.

Нагадаємо (див. [47]), що порядком ordpX топологiчного простору X в
точцi p називається iнфiнум кардинальних чисел n, таких що iснує як зав-
годно малий вiдкритий окiл U точки p, для якого потужнiсть множини FrU

не перебiльшує n.
Порядок довiльної вершини v топологiчного графу G збiгається з ordv |G|.

Кожна точка p ∈ |G|, яка не є вершиною має порядок 2. Таким чином у топо-
логiчному просторi |G| вершини графу G порядку 2 нiчим не вiдрiзняються
вiд точок, якi не є вершинами G.
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Рис. 1.6.1: Приклад: простори Q1 i Q5.

Легко бачити, що для того, щоб вiдновити по топологiчному простору |G|
граф G, досить знати додатково множину вершин V графу G.

“Стандартними околами” точок локально скiнченного топологiчного гра-
фу G, якi не є вершинами, можна вважати вiдкритi ребра, якi їх мiстять.
Для вершин G в якостi “стандартних околiв” у G вiзьмемо їх вiдкритi зiрки.
Бiльш формально це виглядає наступним чином.

Нехай n ∈ N фiксовано.
Позначимо Q̃n =

⊔n
i=1 Ji — незв’язне об’єднання n одиничних напiвiнтер-

валiв. Зафiксуємо гомеоморфiзми hi : [0, 1) → Ji, i = 1, . . . , n. Нехай Rn =⊔n
i=1 hi(0).
Розглянемо розбиття h простору Q̃n на одноточковi множини {x}, x /∈ Rn,

i множину Rn. Нехай Qn = Q̃n/h = Q̃n/Rn — фактор-простiр Q̃n по розбиттю
h (див. Рис. 1.6.1). Позначимо через prn : Q̃n → Qn вiдображення проекцiї.
Позначимо також qn = prn(Rn).

Виконується наступне просте твердження, перевiрку якого ми залишаємо
читачевi.

Твердження 1.6.5 (див. [60]) Для кожної вершини v ∈ G порядку n ∈ N
iснують її вiдкритий окiл Uv ⊂ G, який лежить в об’єднаннi її сумiжних
ребер, а також вкладення iv : Qn → G, для якого iv(Qn) = Uv, iv(qn) = v.

Для кожної точки w ∈ G\V iснує її вiдкритий окiл Uw в G, який лежить
на тому ж ребрi G, що й w i гомеоморфний вiдкритому iнтервалу.

Нарештi, означимо одне узагальнення топологiчного графу.
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Означення 1.6.6 Нехай V0 є пiдмножиною множини термiнальних вер-
шин Vter графа G (випадок V0 = ∅ не виключається).

Нехай замкнене ребро e ⊂ G iнцидентне деякiй термiнальнiй вершинi з
V0. Множина e\V0 називається черенком. Простiр G0 = G\V0 називається
топологiчним графом з черенками.

1.7 Шарування з особливостями

Позначимо Rk+ = {(x1, . . . , xk) ∈ Rk | xk ≥ 0}.

Означення 1.7.1 Нехай X є n-вимiрним топологiчним многовидом, n ≥ 1.
Нехай k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Листовою картою на X вимiрностi k (ковимiр-
ностi n − k) називається пара (U,ϕ), де пiдмножина U ⊂ X вiдкрита i
ϕ : U → (0, 1)k × Bn−k є гомеоморфiзмом. Тут Bn−k — деяка вiдкрита пiд-
множина Rn−k+ . Множини Py = ϕ−1

(
(0, 1)k × {y}

)
, y ∈ Bn−k, називаються

пластинками цiєї листової карти.

Означення 1.7.2 Нехай ∆ = {ωα |α ∈ A} — розбиття простору X на лi-
нiйно зв’язнi пiдмножини ωα. Припустимо, що X допускає атлас {Ui, ϕi}i∈Λ,
який складається з листових карт вимiрностi k, такий що для кожної пари
iндексiв α ∈ A та i ∈ Λ, кожна компонента лiнiйної зв’язностi перетину
ωα ∩ Ui є пластинкою. Тодi ∆ називається k-вимiрним шаруванням на X
(шаруванням ковимiрностi n − k) а {Ui, ϕi}i∈Λ називається листовим атла-
сом, асоцiйованим з ∆. Кожна множина ωα називається листом шарування,
а пара (X,∆) називається листовим многовидом.

Означення 1.7.3 Нехай Σ ⊂ X — деяка замкнена пiдмножина, ∆ — розби-
ття простору X, елементами якого є лiнiйно зв’язнi множини розмiрностi
≤ k. Нехай ∆0 — розбиття простору X \ Σ на компоненти зв’язностi пе-
ретинiв цього простору з елементами розбиття ∆. Якщо ∆0 є k-вимiрним
шаруванням на X \Σ, кажуть що на X задано k-вимiрне шарування з осо-
бливостями ∆. Множину Σ називають множиною особливостей цього ша-
рування.
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Означення 1.7.4 Нехай на просторах X1 i X2 зафiксовано шарування ∆1 i
∆2 (шарування ∆1 i ∆2 з особливостями i Σ1 та Σ2 — вiдповiднi множи-
ни особливостей). Гомеоморфiзм φ : X1 → X2 називається листовим, якщо
вiн вiдображає листи першого шарування на листи другого (i множину осо-
бливостей першого шарування на множину особливостей другого). У цьому
випадку простори X1 i X2 називають листово гомеоморфними.

1.8 Динамiчнi системи.

Нехай X — топологiчний простiр i f : X → X — гомеоморфiзм. Пару (X, f)

називають (дискретною) динамiчною системою, а X — її фазовим просто-
ром.

Кажуть, що пiдмножина A ⊂ X є iнварiантною множиною (X, f), якщо
f(A) = A.

Позначимо через Orbf (x) орбiту точки x пiд дiєю f , тобто множину
{fn(x)| n ∈ Z}. Нехай також

Orb+
f (x) = {fn(x)| n ∈ Z+} i Orb−f (x) = {fn(x)| n ∈ Z−}

позначають додатну i вiд’ємну напiворбiти точки x, вiдповiдно.

1.8.1 Множина неблукаючих точок

Означення 1.8.2 Точка x називається нерухомою (фiксованою) точкою
гомеоморфiзму f , якщо f(x) = x. Множину всiх нерухомих точок f по-
значимо Fix(f).

Означення 1.8.3 Назвемо точку x перiодичною перiоду n для гомеоморфi-
зму f , якщо fn(x) = x i fk(x) 6= x для k = 1, . . . , n− 1. Позначимо множину
всiх перiодичних точок f через Per(f).

Означення 1.8.4 Точка x називається майже перiодичною, якщо для ко-
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жного околу U точки x знайдеться таке n(U) ∈ N, що⋃
k∈Z

fkn(U)(x) ⊆ U .

Означення 1.8.5 Точка x називається рекурентною, якщо для довiльного
околу U точки x знайдеться таке n(U) ∈ N, що для кожного k ∈ Z викону-
ється нерiвнiсть

U ∩
k+n(U)−1⋃

i=k

f i(x) 6= ∅ .

Для кожного x означимо ω-граничну множину ωf (x) i α-граничну мно-
жину αf (x) за допомогою формул

ωf (x) =
⋂
N∈N

+∞⋃
N

fn(x) αf (x) =
⋂
N∈N

+∞⋃
N

f−n(x) .

Якщо зрозумiло про який гомеоморфiзм iде мова, ми будемо пропускати iн-
декс f i писатимемо α(x) i ω(x) замiсть αf (x) i ωf (x), вiдповiдно.

Наступна лема очевидна.

Лема 1.8.6 (див. [86]) Множини α(x) i ω(x) замкненi i є iнварiантними
множинами динамiчної системи. Також вони мiстяться в замиканнi орбi-
ти Orbf (x) точки x.

Зокрема, якщо y ∈ ω(x), то α(y) ∪ ω(y) ⊂ Orbf (y) ⊂ ω(x).

Означення 1.8.7 Точка x називається стiйкою за Пуасоном (див. [86]) для
динамiчної системи (X, f), якщо x ∈ α(x) ∩ ω(x).

Точка x називається стiйкою за Пуасоном у додатному (вiд’ємному) на-
прямку, якщо x ∈ ω(x) (вiдповiдно, x ∈ α(x)).

Зауваження 1.8.8 З Леми 1.8.6 легко слiдує, що точка x стiйка за Пуа-
соном у вiд’ємному (додатному) напрямку тодi й лише тодi, коли α(x) =

Orbf (x) (вiдповiдно, коли ω(x) = Orbf (x)).
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Нехай PS+(f) i PS−(f) — множини точок, стiйких за Пуасоном у додатно-
му i, вiдповiдно, вiд’ємному напрямку. Позначимо PS(f) = PS+(f) ∪ PS−(f).
Це множина всiх точок, стiйких за Пуасоном.

Зауваження 1.8.9 Iснує й iнша термiнологiя (див. [87], [88]), згiдно якiй
точки стiйкi за Пуасоном називаються рекурентними, а рекурентнi точки
називаються майже перiодичними.

Наступне означення було дано Бiркгофом у [89].

Означення 1.8.10 Точка x ∈ M називається блукаючою точкою (X, f),
якщо iснує такий її окiл U , що fm(U) ∩ U = ∅ для всiх m > 0.

Всi iншi точки називаються неблукаючими. Таким чином x є неблу-
каючою точкою f , якщо для її довiльного околу V iснує m ∈ Z таке, що
fm(V ) ∩ V 6= ∅.

Множину блукаючих точок f позначимо черезW (f). Оскiльки кожна блу-
каюча точка лежить у W (f) разом з деяким своїм околом, то W (f) — вiд-
крита пiдмножина X.

Множина неблукаючих точок f позначається Ω(f). Вона замкнена в X,
тому що є доповненням до вiдкритої множини W (f).

Очевидно, множина Per(f) перiодичних точок мiститься в Ω(f).
Вiдмiтимо, що неблукаюча множина залежить вiд того, на якому просторi

дiє динамiчна система на вiдмiннiсть вiд множини перiодичних точок. Так,
для iнварiантного пiдпростору A ⊆ X виконується нерiвнiсть Ω(f |A) ⊆ Ω(f),
але множини Ω(f |A) та Ω(f) взагалi кажучи можуть вiдрiзнятися навiть якщо
Ω(f) ⊆ A.

1.8.11 Центр Бiркгофа динамiчної системи.

Нехай f : X → X є гомеоморфiзмом. Наївне визначення центра Бiркгофа
f полягає в тому, щоб переходячи до динамiчних систем з меншим фазовим
простором, максимально проiтерувати конструкцiю неблукаючої множини.
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Покладемо Ω1(f) = Ω(f) i за iндукцiєю означимо

Ωn+1(f) = Ω(f |Ωn(f)).

Отримаємо послiдовнiсть вкладених замкнених пiдмножин простору X. По-
значимо перетин цих множин через Ωω(f). Нехай ν — найменший ординал
потужнiсть якого є бiльшою за |X|. За допомогою трансфiнiтної iндукцiї мо-
жемо визначити множини Ωλ(f) для всiх порядкових чисел λ. Тодi згiдно
Лемi Цорна спадний ланцюжок множин {Ωλ(f)} має зупинитись на деякому
ординалi γ, що є меншим за ν:

Ωγ(f) = Ω(f |Ωγ(f)).

Отримана замкнена iнварiантна множина називається центром (Бiркгофа) i
позначається BC(f).

Опишемо побудову BC(f) бiльш докладно.

База iндукцiї. Покладемо Ω1(f) = Ω(f).

Крок iндукцiї. Нехай λ — деяке порядкове число. Припустимо, що мно-
жини Ωα(f) вже означенi для всiх ординалiв α < λ.

Для того, щоб означити множину Ωλ(f), розглянемо два випадки:

(i) λ має попереднiй елемент (λ − 1) < λ в класi Ξ всiх ординалiв, тобто
для кожного β ∈ Ξ або β ≤ (λ− 1), або β ≥ λ.

Тодi нехай
Ωλ(f) = Ω

(
f |Ωλ−1(f)

)
.

Зокрема, Ωn+1(f) = Ω
(
f |Ωn(f)

)
для всiх n ∈ N.

(ii) λ є граничним ординалом (не має порядкового числа, що безпосередньо
йому передує). Тодi нехай

Ωλ(f) =
⋂
α<λ

Ωα(f) ,

зокрема, Ωω(f) = ∩n∈N Ωn(f).
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Таким чином ми отримали набiр замкнених iнварiантних пiдмножин
{Ωλ(f)}λ∈Ξ простору X. При цьому, за побудовою, спiввiдношення

Ωα(f) ⊇ Ωβ(f) i α ≤ β

рiвносильнi. Тому порядок, iндукований вiдношенням включення на сiм’ї мно-
жин {Ωλ(f)}, є повним порядком.

Лема 1.8.12 (див. [51], [90]) Iснує порядкове число γ таке, що

Ωγ+1(f) = Ωγ(f)

(отже i Ωα(f) = Ωγ(f) для всiх α > γ).

Скористаємося цiєю лемою i дамо наступне означення.

Означення 1.8.13 Нехай γ ∈ Ξ — найменший ординал, що вiдповiдає Ле-
мi 1.8.12 (вiн iснує, оскiльки Ξ цiлком впорядкована).

Замкнена iнварiантна пiдмножина

BC(f) = Ωγ(f)

динамiчної системи (X, f) називається її центром Бiркгофа, а порядкове
число γ називається глибиною центру динамiчної системи (X, f).

Зауваження 1.8.14 Вiдомо, що для компактного X множина Ω(f) непоро-
жня. З цього слiдує, що BC(f) 6= ∅ у випадку коли X — компакт (див. [90]).
Якщо ж X не є компактом, множини Ω(f) i BC(f) можуть бути поро-
жнiми.

Зауваження 1.8.15 Застосовуючи теорему Бера – Хаусдорфа (див. [91])
для топологiчних просторiв зi злiченною базою (зокрема, для сепарабельних
метричних просторiв) легко показати, що глибина центра довiльної дина-
мiчної системи з таким фазовим простором є злiченним трансфiнiтним
числом.
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Вiдмiтимо, що множина точок стiйких за Пуасоном завжди лежить у цен-
трi Бiркгофа. Внаслiдок цього, якщо множина точок стiйких за Пуасоном є
всюди щiльною пiдмножиною неблукаючої множини, то глибина центру не
перевищує 1.

1.8.16 Категорiя динамiчних систем з дискретним часом

Розглянемо категорiю K, об’єктами якої є динамiчнi системи, а морфiзмами
динамiчних систем (X, f) i (Y, g) є такi неперервнi вiдображення h : X → Y

їх фазових просторiв, для яких комутативна дiаграма

X
f−−−→ X

h

y yh
Y

g−−−→ Y

(1.8.1)

Далi ми будемо позначати морфiзм h об’єкта (X, f) в (Y, g) наступним
чином:

h : (X, f)→ (Y, g) .

Означення 1.8.17 Морфiзм h : (X, f) → (Y, g) називається вкладенням
динамiчної системи (X, f) до (Y, g), якщо вiдображення h є iн’єктивним. У
цьому випадку (X, f) називається пiдсистемою динамiчної системи (Y, g).

Означення 1.8.18 Морфiзм h : (X, f) → (Y, g) називається проекцiєю,
якщо h(X) = Y .

Динамiчна система (Y, g) називається фактор-системою динамiчної си-
стеми (X, f).

Динамiчна система (X, f) називається розширенням динамiчної систе-
ми (Y, g).

Означення 1.8.19 Динамiчнi системи (X, f) та (Y, g) називаються топо-
логiчно спряженими, якщо iснує такой морфiзм h : (X, f) → (Y, g), що вiд-
ображення h : X → Y є гомеоморфiзмом простору X на простiр Y .
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Позначимо через K0 повну пiдкатегорiю категорiї K, об’єктами якої є ди-
намiчнi системи з Хаусдорфовими компактними фазовими просторами.

Означення 1.8.20 Назвемо непорожню замкнену iнварiантну множину
A ⊆ X мiнiмальною множиною динамiчної системи (X, f), якщо A не мi-
стить власних замкнених iнварiантних пiдмножин цiєї динамiчної систе-
ми.

Легко бачити, що для об’єкта (X, f) категорiї K0 мiнiмальна множина A
характеризується тiєю властивiстю, що Orbf (x) = A для кожного x ∈ A.

Далi ми скористаємося наступною теоремою (див. [88], [89], [92])

Теорема 1.8.21 (Birkhoff) Кожен об’єкт (X, f) категорiї K0 вiдповiдає
наступним властивостям:
– для кожного x ∈ X множини α(x) i ω(x) мiстять деякi мiнiмальнi

пiдмножини динамiчної системи (X, f);
– для кожної рекурентної точки x ∈ X множина Orbf (x) є мiнiмальною;
– кожна точка x ∈ A довiльної мiнiмальної множини A є рекурентною.

Означення 1.8.22 Динамiчна система (X, f) називається мiнiмальною,
якщо її фазовий простiр X є мiнiмально множиною.

Далi нам буде потрiбна наступна лема.

Лема 1.8.23 Нехай (X, f), (Y1, g1), (Y2, g2) ∈ ObK0, ϕ1 : (X, f) → (Y1, g1) i
ϕ2 : (X, f)→ (Y2, g2) — морфiзми.

Нехай вiдображення ϕ1 : X → Y1 сюр’єктивне. Тодi наступнi умови еквi-
валентнi:
(1) розбиття zerϕ1 простору X є подрiбненням розбиття zerϕ2;
(2) iснує морфiзм ψ : (Y1, g1)→ (Y2, g2), такий що ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Доведення. 1. Нехай розбиття zerϕ1 простору X є подрiбненням розбиття
zerϕ2.

Вiдомо, що неперервне вiдображення компакта в Хаусдорфiв простiр за-
мкнене (див. [82]). Вiдомо також, що неперервне сюр’єктивнее замкнене вiд-
ображення є факторним (див. Твердження 1.5.8).
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Отже, сюр’єктивне вiдображення компактiв ϕ1 : X → Y1 є факторним i
ми знаходимось в умовах Леми 1.5.9.

Внаслiдок цього iснує неперервне вiдображення ψ : Y1 → Y2, таке що
ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Перевiримо комутативнiсть дiаграми

Y1
g1−−−→ Y1

ψ

y yψ
Y2 −−−→

g2
Y2

Нехай y1 ∈ Y1. Оскiльки вiдображення ϕ1 сюр’єктивне за умовами Леми, то
знайдеться x ∈ ϕ−1

1 (y1) ⊆ X. Тодi g2 ◦ ψ(y1) = g2 ◦ ψ ◦ ϕ1(x) = g2 ◦ ϕ2(x) =

ϕ2 ◦ f(x) = ψ ◦ ϕ1 ◦ f(x) = ψ ◦ g1 ◦ ϕ1(x) = ψ ◦ g1(y1).
З довiльностi у виборi точки y1 ∈ Y1 робимо висновок, що ψ ◦ g1 = g2 ◦ ψ i

ψ ∈ MorK0.

2. Нехай iснує морфiзм ψ : (Y1, g1)→ (Y2, g2), такий що ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.
Тодi ϕ2 = ψ ◦ ϕ1 : X → Y2 i подальшi мiркування повторюють другу

частину доведення Леми 1.5.9. �

1.8.24 Неперервнi надбудови

Нехай I = [0, 1] — вiдрiзок, X — Хаусдорфiв топологiчний простiр, f : X → X

— гомеоморфiзм. Задамо на прямому добутку I × X вiдношення еквiвален-
тностi ∼ за правилом (1, x) ∼ (0, f(x)), x ∈ X. Позначимо через N фактор-
простiр I × X по цьому вiдношенню. Нехай також S1 = I/{0, 1} — коло.
Задамо проекцiю p : N → S1 за допомогою формули p(t, x) = t, (t, x) ∈ N .
Проста безпосередня перевiрка показує, що трiйка ξ = (N, p, S1) є локально-
тривiальним розшаруванням над S1 з шаром X. У випадку, коли X = Γ —
множина Кантора, трiйка (Γ, p, S1) називається розшаруванням Понтрягiна,
див. [93].

Позначимо через pr1 : I ×X → I, H : I ×X → N i h : I → S1 — проекцiї.
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Легко бачити, що комутативна наступна дiаграма.

I ×X pr1−−−→ I

H

y yh
N −−−→

p
S1

(1.8.2)

На просторi N природним чином можна задати потiк T : R × N → N

за допомогою спiввiдношення T (t, (τ, x)) = ({t + τ}, f [t+τ ](x)). Тут [·] i {·} —
цiла i дробова частина числа, вiдповiдно. Цей потiк називається надбудовою
над динамiчною системою (X, f) або спецiальним потоком, побудованим по
f (див. [92]). У випадку, коли X = Γ, потiк T називається динамiчною систе-
мою Понтрягiна (див. [93]).
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Роздiл 2

Дерева як множини рiвня
псевдо-гармонiчних функцiй на
площинi

2.1 Означення i формулювання результатiв.

Нехай Γ = (V,E) — граф (можливо, нескiнченний) з множиною вершин V i
множиною ребер E.

Означення 2.1.1 Множину A ∈ Z будемо називати допустимим дiапазо-
ном, якщо вона має один з наступних альтернативних видiв:

• A = Z;
• A = {k ∈ Z |m ≤ k ≤M} для деяких m, M ∈ Z, m ≤M ;

• A = {k ∈ Z | k ≤M} для деякого M ∈ Z;
• A = {k ∈ Z |m ≤ k} для деякого m ∈ Z;
Ланцюжком називається послiдовнiсть ребер {ek = (vk−1, vk)}k∈A, яка

вiдповiдає наступним вимогам:

• множина iндексiв A є допустимим дiапазоном;

• ek 6= el при k 6= l, k, l ∈ A.
Ланцюжок називається простим, якщо vi 6= vj при i 6= j.
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Ланцюжок називається максимальним, якщо одночасно виконуються
спiввiдношення:

((k − 1 /∈ A) ∧ (k ∈ A))⇒ (vk−1 ∈ Vter) ,

((k ∈ A) ∧ (k + 1 /∈ A))⇒ (vk ∈ Vter) ,

тобто “перша” i “остання” вершини ланцюжка (коли вони є) мають порядок
1.

Припустимо, що граф T є деревом (кожну пару рiзних вершин T можна
з’єднати єдиним шляхом).

Нехай S2 — двовимiрна сфера. Зафiксуємо точку s ∈ S2, наприклад її
пiвнiчний полюс.

Означення 2.1.2 Неперервне вiдображення Φ : T → S2 називається пло-
ским, якщо воно вiдповiдає наступним властивостям:

(i) Φ−1(s) = Vter, де Vter – множина термiнальних вершин (у випадку
Vter = ∅ це означає, що s /∈ Φ(T ));

(ii) множина Φ(T ) ∪ {s} замкнена в S2;

(iii) вiдображення Φ|T\Vter : T \Vter → S2 є гомеоморфiзмом на свiй образ.

Означення 2.1.3 Неперервне вiдображення Ψ : T \ Vter → R2 називається
плоским, якщо iснують такi плоске вiдображення Φ : T → S2 i гомеомор-
фiзм ψ : R2 → S2 \ {s}, що

Ψ = ψ−1 ◦ Φ|T\Vter .

Зауваження 2.1.4 Якщо вiдображення Ψ : T \ Vter → R2 плоске, а Θ :

R2 → R2 — гомеоморфiзм, то i вiдображення Θ ◦ Ψ — плоске, тому що
Θ ◦Ψ = (ψ ◦Θ−1)−1 ◦Φ|T\Vter i ψ ◦Θ−1 : R2 → S2 \ {s} — гомеоморфiзм (тут
Φ i ψ — вiдображення з Означення 2.1.3).

Розглянемо скiнченний лiс F = T1 t . . . t Tn (диз’юнктне об’єднання скiн-
ченної кiлькостi дерев, самi дерева можуть бути i нескiнченними).
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Означення 2.1.5 Неперервне вiдображення Ψ : F \ Vter → R2 називається
плоским, якщо плоскими є всi вiдображення

Ψi = Ψ|Ti\Vter : Ti \ Vter → R2,

а також Ψ(Ti \ Vter) ∩Ψ(Tj \ Vter) = ∅ при i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.

Наступна теорема, яку буде доведено в Пiдроздiлi 2.4, є основним резуль-
татом даного роздiлу.

Теорема 2.1.6 ([61], див. також [59]) Припустимо, що порядок кожної
вершини скiнченного лiсу F або дорiвнює 1, або є парним числом > 2.

Нехай Ψ : F \ Vter → R2 — плоске вiдображення.
Тодi iснує псевдогармонiчна функцiя f : R2 → R, для якої Ψ(F \ Vter) =

f−1(0).

2.2 Властивостi плоских вiдображень дерев.

2.2.1 Образ дерева пiд дiєю плоского вiдображення.

Нехай Ψ : T \ Vter → R2 — плоске вiдображення дерева T , а Φ : T → S2 i
ψ : R2 → S2 \ {s} — вiдповiднi вiдображення з Означення 2.1.3.

Твердження 2.2.2 Кожна компактна пiдмножина площини R2 перетина-
ється лише з образом скiнченного пiдграфа дерева T .

Доведення. Згiдно з Означенням 2.1.2 маємо Φ(T \ Vter) ⊂ S2 \ {s}. Тому
визначено вiдображення

Φ0 : T \ Vter → S2 \ {s} ,

Φ0 : w 7→ Φ(w), w ∈ T \ Vter .

Зрозумiло, що Ψ = ψ−1 ◦ Φ|T\Vter = ψ−1 ◦ Φ0.
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S2 \ {s} є вiдкритою пiдмножиною сфери S2, також за Означенням 2.1.2
вiдображення Φ|T\Vter є гомеоморфiзмом на свiй образ. Тому вiдображення Φ0,
а разом з ним i вiдображення Ψ є вкладеннями простору T \Vter до просторiв
S2 \ {s} i R2, вiдповiдно.

За означенням множина Φ(T ) ∪ {s} замкнена в S2. Тому Φ0(T \ Vter) =

Φ(T \Vter) = Φ(T )∩S2\{s} i Ψ(T \Vter) є замкненими пiдмножинами просторiв
S2 \ {s} i R2, вiдповiдно.

Нехай A ⊂ R2 — деяка компактна множина. Тодi A0 = A ∩ Ψ(T \ Vter)
— компактна пiдмножина площини. Легким наслiдком Твердження 1.6.5 є
Хаусдорфовiсть простору T , тому образ AT = Ψ−1(A0) цiєї множини пiд дiєю
неперервного вiдображення Ψ−1 : Ψ(T \ Vter)→ T є компактом.

Вiдкритi околи Uw, w ∈ T , з Твердження 1.6.5 утворюють покриття про-
стору T . Очевидно, кожна з множин Uw перетинається лише зi скiнченним
числом ребер графа T . Користуючись компактнiстю множини AT ⊂ T , ви-
беремо з цього покриття скiнченне пiдпокриття цiєї множини. Зрозумiло, що
воно, а разом з ним i множина AT , будуть перетинатись лише зi скiнченним
пiдграфом T .

Отже, множина A перетинається лише з образом скiнченного пiдграфа T .
�

Лема 2.2.3 Нехай w ∈ T \Vter. Знайдуться окiл Uw точки w, який вiдповiдає
Твердженню 1.6.5, а також гомеоморфiзм Θ : R2 → R2, якi задовольняють
наступним умовам:

1а) Θ ◦ Ψ(Uw) = {t (cos(2πk/n), sin(2πk/n)) | t ≥ 0, k = 0, . . . , n − 1} ∩
{(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1}, якщо w ∈ V \ Vter — вершина порядку n > 1;

1б) Θ ◦Ψ(Uw) = (−1, 1)× {0}, якщо w ∈ T \ V ;

2) Θ ◦Ψ(T \ Vter) ∩ {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1} = Θ ◦Ψ(Uw).

Доведення цiєї леми наведене у Додатку А.1.



84

2.2.4 Компоненти доповнення площини до образу дере-

ва при плоскому вiдображеннi.

Твердження 2.2.5 Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2\Ψ(T \
Vter).

Якщо пiд дiєю Ψ образ деякої точки w ребра e, вiдмiнної вiд вершини,
належить FrQ, то образ його пiдмножини e \ Vter мiститься в FrQ.

Доведення. Нехай точка w належить ребру e дерева T . Позначимо I = [0, 1],
I̊ = (0, 1). Розглянемо вiдображення ϕe : I → Ie та ϕ̂e = pr ◦ ϕe : I → T . За
побудовою ϕ̂e(I) ∩ V = {ϕ̂e(0), ϕ̂e(1)}. Тому з Твердження 1.6.5 слiдує, що
“вiдкрите” ребро ϕ̂e(I̊) є зв’язним вiдкритим околом точки w в T .

Внаслiдок Леми 2.2.3 справедливе наступне спостереження: якщо Ψ(w′) ∈
FrQ для деякого w′ ∈ T \V , то iснує окiл V ′ 3 w′ в T , для якого Ψ(V ′) ⊂ FrQ;
у випадку Ψ(w′′) /∈ FrQ, w′′ ∈ T \V , знайдеться окiл V ′′ 3 w′′ в T , такий що
Ψ(V ′′) ∩ FrQ = ∅.

Позначимо A = {w′ ∈ ϕ̂e(I̊) |Ψ(w′) ∈ FrQ}, B = {w′′ ∈ ϕ̂e(I̊) |Ψ(w′′) /∈
FrQ}. З попереднього спостереження слiдує, що цi множини вiдкритi в T .
Очевидно також, що A ∩ B = ∅ i A ∪ B = ϕ̂e(I̊). Множина ϕ̂e(I̊) зв’язна
(вона є образом зв’язної множини I̊ пiд дiєю неперервного вiдображення),
тому одна з множин A або B порожня. За вибором точки w маємо B = ∅.
Отже Ψ ◦ ϕ̂e(I̊) ∈ FrQ i Ψ(e \ Vter) = Ψ(ϕ̂e(I) \ Vter) ⊂ Ψ ◦ ϕ̂e(I̊) ⊂ FrQ. �

Твердження 2.2.6 Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2\Ψ(T \
Vter), v ∈ V \ Vter, Ψ(v) ∈ FrQ.

Припустимо, що окiл Uv точки v i гомеоморфiзм Θ : R2 → R2 вiдповiда-
ють Лемi 2.2.3.

Тодi рiвно один з секторiв, на якi дiлиться вiдкритий диск D̊0 = {(x, y) ∈
R2 |x2 + y2 < 1} множиною Θ ◦Ψ(Uv), лежить в Θ(Q)

Доведення цього твердження див. у Додатку А.2.

Лема 2.2.7 ([60]) Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2 \Ψ(T \
Vter).
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Iснує простий максимальний ланцюжок C = {ek}k∈A, який має наступнi
властивостi:

• межа FrQ областi Q в R2 має вигляд Ψ(C \ Vter);
• межа Frψ(Q) в S2 має вид Φ(C) ∪ {s} i гомеоморфна колу.

Доведення цiєї Леми наведено у Додатку А.3.

Наслiдок 2.2.8 Нехай Q′ i Q′′ — двi рiзнi компоненти зв’язностi множини
R2 \Ψ(T \ Vter).

Спiльна частина їх межi FrQ′ ∩ FrQ′′ є зв’язною множиною.

Доведення. Нехай C ′ = {e′k}k∈A′ i C ′′ = {e′′l }l∈A′′ простi максимальнi лан-
цюжки з Леми 2.2.7, образи яких обмежують областi Q′ i Q′′, вiдповiдно.

Припустимо, що множина FrQ′∩FrQ′′ незв’язна. Тодi знайдуться вершини
v′, v′′ ∈ C ′ ∩ C ′′, образи яких лежать в рiзних компонентах зв’язностi FrQ′ ∩
FrQ′′. Зрозумiло, що v′, v′′ /∈ Vter.

З означення ланцюжка слiдує, що в C ′ iснує шлях P ′, який з’єднує вер-
шини v′ i v′′. Аналогiчно, v′ i v′′ в C ′′ можна з’єднати шляхом P ′′. За побу-
довою P ′ ∩ Vter = P ′′ ∩ Vter = ∅. Тому коректно визначенi зв’язнi множини
Ψ(P ′) ∈ FrQ′ i Ψ(P ′′) ∈ FrQ′′, якi з’єднують точки Ψ(v′) i Ψ(v′′).

Вiдмiтимо, що шляхи P ′ i P ′′ рiзнi. Дiйсно, якщо P ′ = P ′′, то Ψ(P ′) =

Ψ(P ′′) ⊂ FrQ′∩FrQ′′ i точки v′, v′′ належали б до однiєї компоненти зв’язностi
FrQ′ ∩ FrQ′′.

З iншого боку, з означення дерева слiдує, що двi його вершини не можна
з’єднати двома рiзними шляхами. �

2.2.9 Вiдношення сусiдства на множинi компонент зв’яз-

ностi доповнення R2 \Ψ(T \Vter). Вiдображення Sign.

НехайQ = {Qλ}λ∈Λ — набiр всiх компонент зв’язностi множини R2\Ψ(T \Vter).

Означення 2.2.10 Назвемо областi Q′, Q′′ ∈ Q сумiжними, якщо iснує ре-
бро e дерева T , таке що Ψ(e \ Vter) ⊂ FrQ′ ∩ FrQ′′.
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Скажемо, що областi Q0, Q1, . . . , Qn ∈ Q, n ≥ 1, утворюють ланцюжок в
Q, якщо Qk−1 i Qk сумiжнi для кожного k ∈ {1, . . . , n}.

Твердження 2.2.11 Нехай Q′, Q′′ ∈ Q.
Iснує ланцюжок Q′ = Q0, Q1, . . . , Qn = Q′′ елементiв Q, який їх з’єднує.

Доведення. Зрозумiло, що вiдношення на множинiQ “бути з’єднаними лан-
цюжком” транзитивне. Тому для доведення нам досить знайти скiнченну по-
слiдовнiсть елементiв Q, яка починається з Q′, закiнчується Q′′, i кожнi два
сусiднi елементи якої можна з’єднати ланцюжком елементiв Q.

Нехай v ∈ V \ Vter — деяка вершина T порядку n > 1. Знайдемо її окiл
Uv в T , а також гомеоморфiзм Θ : R2 → R2, якi вiдповiдають Лемi 2.2.3. З
Твердження 2.2.6 слiдує, що iснує рiвно n елементiв Q, межа яких мiстить
точку Ψ(v). З урахуванням Твердження 2.2.5 приходимо до висновку, що
елементи Q, яким вiдповiдають сусiднi сектори множини D̊0 \ Θ ◦ Ψ(Uv), є
сумiжними в сенсi Означення 2.2.10. Внаслiдок цього будь-якi двi областi з
Q, межа яких мiстить точку Ψ(v), можуть бути з’єднанi ланцюжком в Q.

Нехай C ′ = {e′k}k∈A′ i C ′′ = {e′′l }l∈A′′ простi максимальнi ланцюжки з Ле-
ми 2.2.7, образи яких обмежують областi Q′ i Q′′, вiдповiдно.

Нехай ланцюжок C ′ зводиться до єдиного ребра e. Тодi за означенням
вершини v1 i v2, iнцидентнi e в T , мають порядок 1. Внаслiдок цього e —
єдине ребро дерева T , C ′ = C ′′ = {e} i FrQ′ = FrQ′′ = Ψ(e \ {v1, v2}). Отже,
областi Q′ i Q′′ сумiжнi.

Нехай тепер множина ребер графа T мiстить бiльше одного елементу. Тодi
кожен iз ланцюжкiв C ′ i C ′′ мiстить бiльше одного ребра i знайдуться вершини
v′, v′′ ∈ V \ Vter, такi що Ψ(v′) ∈ FrQ′ i Ψ(v′′) ∈ FrQ′′. Дiйсно, якщо e′k−1, e

′
k ∈

C ′, то за означенням ланцюжка вони мають спiльну вершину v′ = v′k, i ї ї
порядок бiльше 1. Тодi з Леми 2.2.7 слiдує, що Ψ(v′) ∈ FrQ′. Аналогiчнi
мiркування справедливi i для C ′′.

З’єднаємо вершини v′ i v′′ в T шляхом

e1 = (v′, v1) = (v0, v1), e2 = (v1, v2), . . . , el = (vl−1, vl) = (vl−1, v
′′).
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З Леми 2.2.3 i Твердження 2.2.5 слiдує, що знайдуться Q̂1, . . . , Q̂l ∈ Q,
такi що Ψ(ek) ⊂ Fr Q̂k, k = 1, . . . , l. Очевидно, Ψ(vk−1) ∈ Ψ(ek−1) ∩ Ψ(ek) ⊂
Fr Q̂k−1 ∩Fr Q̂k. Зi сказаного вище робимо висновок, що областi Q̂k−1 i Q̂k мо-
жна з’єднати ланцюжком в Q, k = 2, . . . , l. Аналогiчнi мiркування доводять,
що ланцюжком в Q можна з’єднати областi Q′ i Q̂1, а також Q̂l i Q′′.

Отже, iснує ланцюжок в Q, який з’єднує Q′ i Q′′. �

Твердження 2.2.12 Припустимо, що порядок кожної вершини дерева T

або дорiвнює 1, або є парним числом бiльшим 2.
Тодi для довiльного замкненого ланцюжка Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 елементiв

Q число n парне.

Доведення цього твердження див. у Додатку А.4.

Лема 2.2.13 ([60]) Припустимо, що порядок кожної вершини дерева T або
дорiвнює 1, або є парним числом бiльшим 2.

Тодi iснує вiдображення Sign : Q → {−1, 1}, для якого виконується на-
ступна умова: якщо множина FrQλ1 ∩FrQλ2 мiстить бiльше однiєї точки,
то Sign(Qλ1) 6= Sign(Qλ2), λ1, λ2 ∈ Λ, λ1 6= λ2.

Доведення. Побудуємо функцiю Sign.
Зафiксуємо компоненту Q множини R2 \ Ψ(T \ Vter) i зiставимо їй який-

небудь знак, наприклад SignQ = 1.
Нехай для iншої компоненти Q′ iснує ланцюжок Q = Q0, Q1, . . . Qn = Q′

елементiв Q. Тодi

SignQ′ = (−1)n SignQ =

SignQ , якщо n парне ,

− SignQ , якщо n непарне .

Перевiримо коректнiсть цього означення.
Припустимо, що iснує два ланцюжки Q = Q0, Q1, . . . , Qn = Q′ i Q =

Q′0, Q
′
1, . . . , Q

′
m = Q′ елементiв Q, якi з’єднують Q з Q′. Тодi, очевидно, послi-

довнiсть

Q = Q0, Q1, . . . , Qn = Q′ = Q′m, Q
′
m−1, . . . , Q

′
1, Q

′
0 = Q′
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є замкненим ланцюжком елементiв Q довжини n + m. З Твердження 2.2.12
слiдує, що число n+m парне. Отже, числа n i m мають однакову парнiсть i
SignQ′ не залежить вiд вибору ланцюжка елементiв Q, який з’єднує Q з Q′.

Внаслiдок Твердження 2.2.11 вiдображення Sign визначене на всьому Q.
Якщо для деяких Qλ, Qµ ∈ Q перетин FrQλ ∩ FrQµ мiстить бiльше однiєї

точки, то Qλ i Qµ сумiжнi в Q.
Дiйсно, якщо FrQλ ∩ FrQµ мiстить двi вершини v′ i v′′, то з Леми 2.2.7 i

її Наслiдку 2.2.8 слiдує, що FrQλ ∩ FrQµ мiстить також образ єдиного шля-
ху в T , який з’єднує v′ i v′′ (зокрема, i образ кожного ребра цього шляху).
Якщо ж у FrQλ ∩ FrQµ лежить образ точки w ∈ T , яка не є вершиною, то з
Твердження 2.2.5 слiдує, що Ψ(e\Vter) ⊂ FrQλ∩FrQµ, де e — ребро T , якому
належить точка w.

Тодi SignQλ 6= SignQµ, тому що послiдовнiсть Qλ = Q0, Q1 = Qµ є за
означенням ланцюжком елементiв Q. �

2.3 Властивостi плоских вiдображень скiнчен-

ного лiсу

2.3.1 Дводольнi графи, якi є деревами

В цьому пiдроздiлi ми будемо вважати, що порядок вершин графу може бути
нескiнченним.

Зауваження 2.3.2 Якщо граф є деревом, кожне його ребро однозначно ви-
значається своїми кiнцями. Тому ми будемо записувати шлях, що з’єднує
вершини дерева v′ i v′′, як P (v′, v′′) = (v0, v1, . . . , vm), маючи на увазi, що
P (v′, v′′) є послiдовнiстю ребер ei = (vi−1, vi), i ∈ {1, . . . ,m}.

Означення 2.3.3 Граф G = (V,E) називається дводольним, якщо множи-
на його вершин V є сумою двох пiдмножин V ′ i V ′′, що не перетинаються,
i кожне ребро e ∈ E з’єднує деяку вершину з V ′ з якоюсь вершиною з V ′′.
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Вершини v1, v2 ∈ V будемо називати сусiднiми, якщо вони з’єднанi ребром,
тобто (v1, v2) ∈ E.

Нехай v ∈ V . Позначимо через

N(v) = {w ∈ V | (v, w) ∈ E} (2.3.1)

множину всiх вершин G, що є сусiднiми з v. Зрозумiло, що коли граф G

дводольний, то N(v′) ⊂ V ′′ для кожного v′ ∈ V ′, i навпаки, N(v′′) ⊂ V ′ для
кожного v′′ ∈ V ′′.

Зафiксуємо функцiї

fv : N(v)→ {−1, 1} , v ∈ V ′ . (2.3.2)

Для кожного ε : V ′ → {−1, 1} розглянемо набiр функцiй

ϕεv = ε(v) · fv : N(v)→ {−1, 1} , v ∈ V ′ . (2.3.3)

Скажемо, що функцiї ϕεv1 i ϕεv2 узгодженi, якщо

• або N(v1) ∩N(v2) = ∅;
• або ϕεv1(w) = ϕεv2(w) для кожної вершини w ∈ N(v1) ∩N(v2).

Твердження 2.3.4 Якщо дводольний граф G є деревом, то для довiльного
набору функцiй (2.3.2) знайдеться вiдображення ε : V ′ → {−1, 1}, таке що
для кожної пари вершин v1, v2 ∈ V ′ функцiї ϕεv1 i ϕεv2 узгодженi.

Доведення цього твердження див. у Додатку А.5.

2.3.5 Властивостi компонент доповнення до образу скiн-

ченного лiсу при плоскому вiдображеннi

Нехай граф F = T1t . . .tTn є скiнченним лiсом, а вiдображення Ψ : F \Vter →
R2 є плоским.
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Введемо наступнi позначення. Нехай

Q = {Qλ}λ∈Λ

є множиною всiх компонент зв’язностi доповнення R2 \ Ψ(F \ Vter), iндексо-
ваних за допомогою елементiв деякої множини Λ. Для кожного i ∈ {1, . . . , n}
нехай

Qi = {Qλ}λ∈Λi , Λi = {λ ∈ Λ | Qλ ∩Ψ(Ti \ Vter) 6= ∅}

є множиною тих компонент R2 \ Ψ(F \ Vter), якi межують з образом дерева
Ti.

НехайQ(i) — множина компонент доповнення R2\Ψ(Ti\Vter), i ∈ {1, . . . , n}.
Зрозумiло, що для будь-якого i ∈ {1, . . . , n} кожна множина, яка є еле-

ментом Q, мiститься в якiйсь множинi, що є елементом Q(i). З iншого боку,
справедливе наступне.

Твердження 2.3.6 Нехай i ∈ {1, . . . , n}. Кожна множина, яка є елемен-
том Q(i), мiстить рiвно одну пiдмножину, що є елементом Qi.

Доведення цього твердження див. в Додатку А.6.

Наслiдок 2.3.7 Для кожного i ∈ {1, . . . , n} iснує бiєктивна вiдповiднiсть
мiж множинами Qi та Q(i).

Отже, ми можемо iндексувати елементи Q(i) за допомогою Λi. Введемо
такi позначення.

Q(i) = {Q(i)
λ }λ∈Λi , Q

(i)
λ ⊃ Qλ , i ∈ {1, . . . , n} .

Наслiдок 2.3.8 Для кожної пари iндексiв i ∈ {1, . . . , n} та λ ∈ Λi виконує-
ться рiвнiсть

Qλ ∩Ψ(Ti \ Vter) = Q
(i)
λ ∩Ψ(Ti \ Vter) .

Бiльш того, кожна точка z ∈ Ψ(Ti \ Vter) ∩ FrQλ досяжна з областi Qλ за
допомогою простої неперервної кривої.
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Доведення. Очевидно, виконується нерiвнiсть Qλ∩Ψ(Ti\Vter) ⊆ Q
(i)
λ ∩Ψ(Ti\

Vter).
Нехай z ∈ (Q

(i)
λ ∩Ψ(Ti\Vter)) для деяких i ∈ {1, . . . , n} та λ ∈ Λi. Лема 2.2.7

гарантує нам, що точка z досяжна з областiQ(i)
λ . Тому iснує надрiз α : I → Q

(i)
λ

областi Q(i)
λ в точцi z ї ї межi.

З iншого боку, за означенням плоского вiдображення точка z вiддiлена вiд
замкненої множини Ri = (Ψ(F \ Vter) \Ψ(Ti \ Vter)). Тому iснує ε > 0, таке що
Uε(z) ∩Ψ(F \ Vter) = Uε(z) ∩Ψ(Ti \ Vter).

Не обмежуючи загальнiсть мiркувань, можемо вважати, що α(I) ⊂ Uε(z).
Тодi знайдеться µ ∈ Λi, для якого α(I) ⊂ Qµ. Причому α(t) ∈ Q(i)

λ ∩ Qµ для
кожного 0 < t ≤ 1. Внаслiдок цього Qµ ⊂ Q

(i)
λ i з Твердження 2.3.6 слiдує

рiвнiсть µ = λ. �

2.3.9 Граф G(Ψ)

Зiставимо плоскому вiдображенню Ψ наступний граф G(Ψ).
Вершинами графа G(Ψ) нехай будуть такi об’єкти.

1. Дерева T1, . . . , Tn.
2. Елементи Qλ множини Q.
ВершиниQλ i Ti з’єднаємо ребром, якщо λ ∈ Λi (тобто Ψ(Ti\Vter)∩Qλ 6= ∅).
Граф G(Ψ) = (V,E) є дводольним (можина його вершин розпадається в

суму двох пiдмножин, що не перетинаються, V = {Ti}t{Qλ}, а кiнцi кожного
ребра належать до рiзних пiдмножин з цiєї суми).

Зауважимо, що вершини графа G(Ψ) можуть мати нескiнченну порядок.

Лема 2.3.10 ([61]) Граф G(Ψ) є деревом.

Доведення цiєї леми наведено у Додатку А.7.

Наслiдок 2.3.11 Нехай Qλ ∩ Qµ 6= ∅ для деяких Qλ, Qµ ∈ Q. Тодi iснує
єдиний iндекс i ∈ {1, . . . , n}, такий що Qλ, Qµ ∈ Qi.
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Доведення. За означенням FrQλ ∪ FrQµ ⊂ Ψ(F \ Vter). Якщо Qλ ∈ Qi для
деякого i ∈ {1, . . . , n}, то FrQλ ∩ Ψ(Ti \ Vter) 6= ∅ i в графi G(Ψ) вершини
Qλ та Ti з’єднанi ребром. З урахуванням цього твердження наслiдка слiдує з
Леми 2.3.10. �

Означення 2.3.12 Назвемо множини Qλ, Qµ ∈ Q, λ 6= µ, сумiжними, якщо
множина FrQλ ∩ FrQµ мiстить бiльше однiєї точки.

Наслiдок 2.3.13 Нехай Qλ ∩Qµ 6= ∅ для деяких λ, µ ∈ Λ.
Тодi справедливе наступне.
Перетин FrQλ ∩ FrQµ = FrQ

(i)
λ ∩ FrQ

(i)
µ є зв’язною множиною (iндекс i

вiдповiдає Наслiдку 2.3.11).
Якщо Qλ i Qµ сумiжнi, то областi Q(i)

λ , Q(i)
µ ∈ Q(i) сумiжнi в сенсi Озна-

чення 2.2.10.

Доведення. Перше твердження слiдує з Наслiдкiв 2.3.8, 2.3.11 i Наслiд-
ку 2.2.8.

Друге твердження слiдує з першого i з Твердження 2.2.5. �

2.3.14 Вiдображення Sign для скiнченного лiсу

Лема 2.3.15 ([61]) Нехай порядок кожної вершини лiса F = T1 t . . . t Tn
або дорiвнює одиницi, або є парним числом бiльше 2.

Тодi iснує вiдображення Sign : Q → {−1, 1}, таке що для кожної пари су-
мiжних областей Qλ, Qµ ∈ Q виконується нерiвнiсть Sign(Qλ) 6= Sign(Qµ).

Доведення. Розiб’ємо множину вершин графа G(Ψ) на двi частини V1 =

{T1, . . . , Tn} та V2 = {Qλ}λ∈Λ, що не перетинаються.
За побудовою

N(Tk) = {Qλ |λ ∈ Λk} = Qk

для кожної вершини Tk ∈ V1 (див. (2.3.1)).
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Згiдно Лемi 2.2.13 для кожного k ∈ {1, . . . , n} iснує вiдображення Sign(k) :

Q(k) → {−1, 1}, для якого виконується наступна умова: якщо Q(k)
λ i Q(k)

µ сумi-
жнi, то Sign(k)(Q

(k)
λ ) 6= Sign(k)(Q

(k)
µ ).

Визначимо набiр вiдображень Signk : Qk → {−1, 1}, k ∈ {1, . . . , n}, за
допомогою наступного спiввiдношення Signk(Qλ) = Sign(k)(Q

(k)
λ ), λ ∈ Λk. Вна-

слiдок Твердження 2.3.4 iснує така функцiя ε : {1, . . . , n} → {−1, 1}, що
ε(r) Signr(Qλ) = ε(s) Signs(Qλ), якщо λ ∈ Λr ∩ Λs, r, s ∈ {1, . . . , n}. Отже,
коректно визначена функцiя

Sign : Q → {−1, 1} ,

Sign(Qλ) = ε(k) Signk(Qλ) , λ ∈ Λk , k ∈ {1, . . . , n} .

Нехай множини Qλ i Qµ сумiжнi для деяких λ, µ ∈ Λ. Згiдно Наслiд-
ку 2.3.11 iснує k ∈ {1, . . . , n}, таке що λ, µ ∈ Λk. Наслiдок 2.3.13 гарантує,
що множини Q(k)

λ та Q(k)
µ сумiжнi, отже з властивостей вiдображення Sign(k)

випливають наступнi спiввiдношення

Sign(Qλ) = ε(k) Signk(Qλ) = ε(k) Sign(k)(Q
(k)
λ ) 6=

6= ε(k) Sign(k)(Q(k)
µ ) = ε(k) Signk(Qµ) = Sign(Qµ) .

Лему доведено. �

2.4 Доведення Теореми 2.1.6

В цьому пiдроздiлi ми побудуємо псевдогармонiчну функцiю, множиною рiв-
ня якої є заданий образ скiнченного лiсу при плоскому вiдображеннi.

Ми скористаємось наступним топологiчним критерiєм того, що функцiя є
псевдогармонiчною (див. [14]).

Нехай X — топологiчний простiр, f : X → R — функцiя. Позначимо через
Lc = {z ∈ X | f(z) = c}, c ∈ f(X), множину рiвня функцiї f .
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Означення 2.4.1 (див. [14]) Сiм’я {Lc}c∈f(X) множин рiвня функцiї f на-
зивається одностайно локально зв’язною в точцi z ∈ X, якщо для кожного
околу W точки z знайдеться iнший її окiл W ′ ⊂ W , такий що для будь-
якого c ∈ f(X) кожну пару точок з Lc ∩W ′ можна з’єднати в W зв’язною
пiдмножиною множини Lc.

Якщо сiм’я {Lc}c∈f(X) одностайно локально зв’язна в кожнiй точцi z ∈
X, кажуть, що {Lc} одностайно локально зв’язна на X.

Теорема 2.4.2 (Tôki) Нехай X — двовимiрна поверхня. Функцiя f : X → R
є псевдогармонiчною на X тодi й лише тодi, коли виконуються наступнi
умови:

(1) функцiя f неперервна;

(2) вiдображення f вiдкрите;

(3) сiм’я {Lc}c∈f(X) множин рiвня функцiї f одностайно локально зв’яз-
на на X, можливо за виключенням деякого дисконтинуума E ⊂ X.

2.4.3 Деякi технiчнi результати

Лема 2.4.4 Розглянемо деяку сiм’ю {Ui}i∈N зв’язних вiдкритих пiдмножин
площини, а також неперервну функцiю f : R2 → R.

Припустимо, що виконуються наступнi умови.

1. Ui ∩ Uj = ∅ при i 6= j, i, j ∈ N.
2.

⋃
i∈N Ui = R2.

3. Для всiх i ∈ N та x ∈ FrUi точка x досяжна з Ui.

4. Для кожного i ∈ N функцiя f |Ui : Ui → R є вiдкритим вiдображен-
ням.

5. f−1(0) = R2 \⋃i∈N Ui. Внаслiдок зв’язностi кожного Ui та неперерв-
ностi функцiї f з цього слiдує, що для кожного i ∈ N функцiя f приймає
на Ui значення одного знаку.

6. Для кожного x ∈ R2 \ ⋃i∈N Ui знайдуться двi множини Uj та Uk,
такi що x ∈ FrUj ∩ FrUk i f приймає значення рiзних знакiв на Uj i Uk.
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7. Сiм’я {Lic}c∈f(Ui)
множин рiвня функцiї f |Ui : Ui → R одностайно

локально зв’язна на Ui, i ∈ N.
Тодi функцiя f вiдповiдає таким вимогам.

a) f : R2 → R є вiдкритим вiдображенням.

b) Нехай для деякого x ∈ R2 \ ⋃i∈N Ui iснують вiдкритий окiл V та
iндекси j, k ∈ N, j 6= k, такi що V ⊂ Uj ∪ Uk. Тодi сiм’я {Lc}c∈f(R2)

множин рiвня f одностайно локально зв’язна в точцi x.

Доведення цiєї леми див. у Додатку А.8.
Нехай D = {(x, y) ∈ R2 | (x − 1)2 + y2 ≤ 1} — замкнений диск радiусу 1

з центром в т. (0, 1). Позначимо також D′ = D \ {0} = {(x, y) ∈ D | x > 0},
D0 = IntD, FrD = D \D0.

Твердження 2.4.5 Iснує неперервна функцiя g : D′ → R, яка вiдповiдає
наступним властивостям.

(i) g(D′) = [0, 1), g(IntD) = (0, 1), FrD \ {0} = g−1(0).

(ii) Вiдображення g|IntD : IntD → R вiдкрите.

(iii) Сiм’я {Lc}c∈[0,1) множин рiвня функцiї g одностайно локально зв’яз-
на на D′.

Доведення цього твердження наведене у Додатку А.9.

Наслiдок 2.4.6 Нехай A є власною вiдкритою пiдмножиною межi FrD,
D̂ = IntD ∪ A.

Тодi iснує неперервна функцiя ĝ : D̂ → R, яка вiдповiдає таким власти-
востям.

(i) ĝ(D̂) = [0, 1), ĝ(IntD) = (0, 1), A = ĝ−1(0).

(ii) Вiдображення ĝ|IntD : IntD → R вiдкрите.

(iii) Сiм’я {L̂c}c∈[0,1) множин рiвня функцiї ĝ одностайно локально зв’яз-
на на D̂.

Доведення. За умовою наслiдку A 6= FrD. Не обмежуючи загальностi мiр-
кувань можемо вважати, що 0 /∈ A. Тодi D̂ ⊂ D′.
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Розглянемо функцiю g : D′ → R, яка вiдповiдає Твердженню 2.4.5. Нехай
ĝ = g|D̂ : D̂ → R.

Очевидно, ĝ задовольняє вимоги (i) та (ii) Наслiдка.
Для перевiрки умови (iii) помiтимо, що внаслiдок вiдкритостi A в FrD

для кожного z ∈ A iснує окiл W 0
z в R2, такий що Wz = W 0

z ∩ D̂ = W 0
z ∩ D′.

Тодi для кожного околу W точки z в D′ окiл W ∩Wz цiєї точки в D′ буде
пiдмножиною D̂. Для завершення доведення нам лишається зауважити, що
L̂c = Lc ∩ D̂ для кожного c ∈ [0, 1) i скористатись Означенням 2.4.1. �

2.4.7 Побудова функцiї f

Твердження 2.4.8 Набiр множин {Qλ}λ∈Λ утворює локально скiнченне за-
мкнене покриття площини.

Для кожного z ∈ Ψ(F \Vter) iснує принаймнi двi компоненти Qλ, Qµ ∈ Q,
якi є сумiжними i такi що z ∈ Qλ ∩Qµ.

Якщо z ∈ Ψ(F \ V ), то z ∈ Int(Qλ ∪Qµ).

Доведення цього твердження наведене у Додатку А.10.
Введемо наступнi поняття (див. [8]).
Вiдкритою кривою A назвемо гомеоморфний образ iнтервалу (0, 1) в R2.

Нехай множина A є образом вкладення α : (0, 1) → R2. Нехай A прямує до
нескiнченностi в обох напрямках, тобто |α(t)| → ∞ як при t → 0, так i при
t→ 1. Тодi по теоремi Жордана про криву (див. [46]) доповнення R2 \A має
двi компоненти зв’язностi. Будемо їх позначати D(A) i D∗(A).

Теорема 2.4.9 (див. [8]) Нехай Ai, i = 1, . . . , n, є вiдкритими кривими, що
не перетинаються i прямують до нескiнченностi в обох напрямках. Нехай
D∗(Ai) ∩ D∗(Aj) = ∅ для всiх i 6= j при належному виборi D(Ai) i D∗(Ai).

Тодi множину

n⋂
i=1

D(Ai) =
( n⋂
i=1

D(Ai)
)
∪
( n⋃
i=1

Ai

)
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можна гомеоморфно вiдобразити зi збереженням орiєнтацiї на об’єднання
внутрiшностi одиничного диску в R2 i n вiдкритих дуг A′1, . . . , A′n, що ле-
жать на його межi i не перетинаються. Причому дуга A′i буде образом
вiдкритої кривої Ai.

Нехай Qλ ∈ Q — компонента зв’язностi множини R2 \Ψ(F \ Vter).
Нехай λ ∈ Λi. Тодi Ai = Qλ∩Ψ(Ti\Vter) 6= ∅. Згiдно з Наслiдком 2.3.8 Ai =

Q
(i)
λ ∩Ψ(Ti\Vter) 6= ∅. З Леми 2.2.7 слiдує, що Ai є вiдкритою кривою i прямує

до нескiнченностi в обох напрямках. Отже Ai дiлить R2 на двi компоненти
зв’язностi. Позначимо через D(Ai) ту з них, яка мiстить Qλ, а через D∗(Ai)
— iншу.

Позначимо J(λ) =
{
i ∈ {1, . . . , n} | λ ∈ Λi

}
. Зрозумiло, що J(λ) 6= ∅.

Перевiримо, що D∗(Ai)∩D∗(Aj) = ∅ для кожної пари iндексiв i, j ∈ J(λ),
i 6= j.

Множини Ai та Aj зв’язнi i не перетинаються. Тому (Aj ⊂ D(Ai)) ∨ (Aj ⊂
D∗(Ai)). Якщо Aj ⊂ D∗(Ai), то D∗(Ai) ∩ Qλ 6= ∅, тому що множина D∗(Ai)
вiдкрита i Aj = FrQλ. А це неможливо. тому що ∅ 6= Qλ ⊂ D(Ai) ∩ D(Aj).

Отже Aj ⊂ D(Ai). Внаслiдок цього D∗(Aj)∩D(Ai) 6= ∅, тому що множина
D(Ai) вiдкрита i за побудовою Aj = FrD∗(Aj).

Аналогiчно, Ai ⊂ D(Aj) i D∗(Ai) ∩ D(Aj) 6= ∅.
Очевидно, D∗(Ai) = (D∗(Ai) ∩ D∗(Aj)) ∪ (D∗(Ai) ∩ D(Aj)) ∪ (D∗(Ai) ∩ Aj).

Якщо ми припустимо, що D∗(Ai) ∩ D∗(Aj) 6= ∅, то також має виконуватись
нерiвнiстьD∗(Ai)∩Aj 6= ∅. Дiйсно, в цьому випадку маємо непорожнi вiдкритi
множини D∗(Ai)∩D∗(Aj) i D∗(Ai)∩D(Aj), що не перетинаються. Їх об’єднання
не може спiвпадати зi зв’язною множиною D∗(Ai).

Отже, D∗(Ai) ∩ D∗(Aj) = ∅ для кожної пари iндексiв i, j ∈ J(λ), i 6= j.

Внаслiдок сказаного множини Ai, i ∈ J(λ), вiдповiдають вимогам Теоре-
ми 2.4.9.

З Наслiдку 2.3.8 слiдує, що⋂
i∈J(λ)

D(Ai) =
( ⋂
i∈J(λ)

D(Ai)
)
∪
⋃

i∈J(λ)

Ai = Qλ ∪
⋃

i∈J(λ)

Ai = Qλ .
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Отже, iснує гомеоморфiзм hλ множини Qλ на об’єднання внутрiшностi
одиничного диску в R2 i вiдкритих дуг A′i, i ∈ J(λ), що лежать на його межi
i не перетинаються. Причому A′i = hλ(Ai), i ∈ J(λ).

Очевидно, ми можемо замiсть стандартного одиничного диску взяти D =

{(x, y) ∈ R2 | (x−1)2+y2 ≤ 1} i вважати, що D̂ = hλ(Qλ) ⊂ D′, hλ(Qλ) = IntD,
hλ(Qλ) ∩ FrD =

⋃
i∈J(λ) hλ(Ai) =

⋃
i∈J(λ) A

′
i.

Скористаємося Наслiдком 2.4.6 i зафiксуємо неперервну функцiю gλ : D̂ →
R, яка вiдповiдає умовам (i)–(iii).

Нехай fλ : Qλ → R, fλ(z) = Sign(λ) · gλ ◦ hλ(z), z ∈ Qλ.
З умов (i)–(iii) Наслiдку 2.4.6 слiдує, що fλ має такi властивостi.

• FrQλ = f−1
λ (0).

• Вiдображення fλ|Qλ : Qλ → R вiдкрите.

• Сiм’я {Lλc}c∈fλ(Qλ) множин рiвня функцiї fλ одностайно локально зв’яз-
на на Qλ.

Побудуємо функцiю f : R2 → R за допомогою спiввiдношення

f(z) = fλ(z) , якщо z ∈ Qλ .

За означенням вiдкритi множини Qλ i Qµ не перетинаються при λ 6= µ,
λ, µ ∈ Λ. Внаслiдок цього Qλ ∩Qµ = FrQλ ∩ FrQµ. Отже, якщо z ∈ Qλ ∩Qµ,
λ 6= µ, то z ∈ FrQλ ∩ FrQµ i fλ(z) = fµ(z) = 0. Тобто функцiя f означена
коректно.

З Твердження 2.4.8 слiдує, що сiм’я {Qλ}λ∈Λ утворює замкнене локально
скiнченне покриття площини. За означенням функцiя f |Qλ = fλ : Qλ → R не-
перервна для кожного λ ∈ Λ, тому функцiя f : R2 → R неперервна (див. [80]).

Твердження 2.4.10 Сiм’я {Qλ}λ∈Λ вiдкритих зв’язних пiдмножин площи-
ни i функцiя f задовольняють умови Леми 2.4.4.

Доведення. Множина Λ злiченна, тому що простiр R2 має злiченну базу
топологiї i Qλ ∩Qµ = ∅ при λ 6= µ за означенням.

Очевидно, сiм’я {Qλ} вiдповiдає умовi 1).
Умова 2) є наслiдком Твердження 2.4.8.
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Умова 3) слiдує з Наслiдку 2.3.8.
Умови 4), 5) i 7) справедливi за побудовою функцiї f .
Умова 6) є наслiдком Твердження 2.4.8 i Леми 2.3.15. �

Твердження 2.4.11 Якщо z ∈ Ψ(F \V ), то сiм’я {Lc}c∈f(R2) множин рiвня
функцiї f одностайно локально зв’язна в точцi z.

Доведення. Це прямий наслiдок Леми 2.4.4 i Твердження 2.4.8. �

Твердження 2.4.12 Функцiя f псевдогармонiчна.

Доведення. З Означення 2.1.5 i Твердження 2.2.2 слiдує, що образи вер-
шин графу F пiд дiєю вiдображення Ψ утворюють дискретну пiдмножину E
площини.

Тому функцiя f вiдповiдає умовам (1)–(3) Теореми 2.4.2 внаслiдок Твер-
джень 2.4.10 i 2.4.11. �
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Роздiл 3

Графи Кронрода–Рiба функцiй на
некомпактних двовимiрних
поверхнях

3.1 Означення i формулювання результатiв

Нехай функцiя f є неперервною на двовимiрнiй поверхнi M2 i вiдповiдає
наступним властивостям.

(f.а) Множина локальних екстремумiв f є дискретною.
(f.б) Якщо точка x ∈ M2 не є локальним екстремумом f , то iснує окiл Ux

цiєї точки, в якому f топологiчно еквивалентна до функцiї Re zn у околi нуля
при деякому n ∈ N.

Нагадаємо, що неперервнi функцiї g1 : V1 → R та g2 : V2 → R називаються
топологiчно еквiвалентними, якщо для деяких гомеоморфiзмiв h : V1 → V2

та h′ : R→ R виконується рiвнiсть h′ ◦ g1 = g2 ◦ h.

Означення 3.1.1 Назвемо точки, в околi яких f еквiвалентна до Re z, ре-
гулярними точками f . Точки, такi що f у деякому їх околi еквiвалентна до
Re zn, n > 1, назвемо сiдловими точками. Точки площини, якi не є регуляр-
ними, будемо називати сингулярними точками f .
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Зрозумiло, що всi сингулярнi точки f iзольованi.
Таким чином, функцiя f породжує на поверхнi одновимiрне шарування з

особливостями. Множина його особливостей спiвпадає з множиною сингуляр-
них точок f . Регулярнi шари являють собою максимальнi зв’язнi пiдмножини
множин рiвня функцiї f , що складаються з регулярних точок. Позначимо це
шарування F0.

Твердження 3.1.2 Регулярнi шари F0 є вкладеними у M2 одновимiрними
многовидами без межi (колами або вiдкритими iнтервалами).

Доведення. Нехай x ∈ F0 для деякого F0 ∈ F0. Тодi у деякому околi Ux
регулярної точки x функцiя f топологiчно еквiвалентна до g(z) = Re z в околi
нуля. Нехай для гомеоморфiзмiв h : Ux → V (0) та h′ : R → R виконуються
рiвностi h(x) = 0 i h′◦f = g◦h. Не обмежуючи загальностi мiркувань, можемо
вважати множину V (0) опуклою. Тодi множина V (0)∩{0}×R, а разом з нею
i h−1(V (0) ∩ {0} × R), є зв’язними. Також зрозумiло, що всi точки множини
h−1(V (0)∩{0}×R) є регулярними точками f . фундаментальним виконується
такий ланцюжок рiвностей

h−1(V (0) ∩ {0} × R) = (g ◦ h)−1(0) = (h′ ◦ f)−1(0) = f−1(f(x)) ∩ Ux = F0 ∩ Ux .

Отже, для кожної регулярної точки x в M2 iснує карта h : Ux → V (0), яка
вiдображає окiл Ux∩F0 точки x в пiдпросторi F0 простору M2 з iндукованою
топологiєю на вiдкритий iнтервал V (0) ∩ {0} × R. �

Розглянемо ще розбиття F поверхнi на компоненти множин рiвня f . Зро-
зумiло, що шари F0 є пiдмножинами елементiв розбиття F.

Елементи розбиття F, що не мiстять сингулярних точок f , будемо називати
регулярними. Елементи F, що не є регулярними, назвемо сингулярними.

Фактор-простiр поверхнi по розбиттю F позначимо як ΓK−R(f). Нехай
πf : M2 → ΓK−R(f) є вiдображенням проекцiї.

Оскiльки f вiдображає елементи розбиття F у точки простору R, то iснує
(див. [80]) неперервне фактор-вiдображення f̂ : ΓK−R(f) → R, таке що f =

f̂ ◦ πf .
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Зауваження 3.1.3 Вiдомо, що для довiльної неперервної функцiї (яка не
обов’язково вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б)), визначеної на квадратi I2 або
на сферi S2, фактор-простiр ΓK−R(f) є дендритом (див. [94]).

З iншого боку для гладкої функцiї f з iзольованими особливостями, за-
даної на двовимiрнiй компактнiй поверхнi, на просторi ΓK−R(f) природним
чином можна означити структуру топологiчного графу (див. [95]), який
називається графом Кронрода-Рiба функцiї f .

Вершини графа Кронрода-Рiба вiдповiдають компонентам множин рiвня
функцiї, якi мiстять сингулярнi точки. Як демонструє наступний приклад,
образи таких компонент у просторi ΓK−R(f) можуть мати порядок два.

Розглянемо на площинi функцiю f̂(x, y) = sinπ(x−y) · sin π(x+y). Можна
показати, що це функцiя Морса. Вона мiє мiнiмуми в точках з координатами
(k,m + 1/2), максимуми в точках (k + 1/2,m), сiдла в точках (k,m), (k +

1/2,m + 1/2), k,m ∈ Z. Всi iншi точки площини є її регулярними точками.
Єдина сингулярна множина рiвня f̂−1(0) є зв’язною.

Легко бачити, що ця функцiя 1-перiодична по кожнiй координатi. Отже
коректно означена функцiя f : R2/Z2 → R, така що f̂ = f ◦ pr. Ми позначабо
через R2/Z2 ∼= T 2 двовимiрний тор, який є фактор-простором площини по
цiлочисельнiй гратцi, вiдображення pr : R2 → R2/Z2 є проекцiєю.

Пряма перевiрка показує, що кожна множина рiвня функцiї f зв’язна.
Також f має на торi один максимум pr(1/2, 0), один мiнiмум pr(0, 1/2) та двi
сiдловi точки, pr(0, 0) i pr(1/2, 1/2), котрi належать множинi рiвня f−1(0).
Множини рiвня функцiї f̂ i фундаментальна область тора R2/Z2 зображенi
на Рис. 3.1.

Простiр ΓK−R(f) гомеоморфний вiдрiзку, а πf (f−1(0)) є його внутрiшньою
точкою. Якщо вважати вершинами образи πf (f−1(−1)), πf (f−1(0)), πf (f−1(1))

сингулярних компонент множин рiвня f , то граф Кронрода-Рiба функцiї f є
деревом, що складається з двох ребер.

Наведенi аргументи мотивують наступне означення.

Означення 3.1.4 Нехай K є об’єднанням всiх компонент множин рiвня f ,
що мiстять сингулярнi точки, V = πf (K). Пара (ΓK−R(f), V ) називається
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Рис. 3.1.1: Множини рiвня функцiї f̂(x, y) = sinπ(x− y) · sinπ(x+ y).

графом Кронрода-Рiба функцiї f .

Далi ми будемо називати графом Кронрода-Рiба простiр ΓK−R(f), вважа-
ючи при цьому, що вказана множина його вершин V .

Для функцiї f на некомпактнiй поверхнi M2 простiр ΓK−R(f) може бу-
ти влаштований набагато складнiше, нiж у компактному випадку. Зокрема,
вiн як правило не компактний i може бути не Хаусдорфовим. Наприклад
для функцiї f : R2 \ {(0, 0)} → R, f(x, y) = y, образи πf

(
(−∞, 0) × {0}

)
та

πf
(
(0,∞) × {0}

)
компонент множини рiвня f−1(0) не є вiдокремлюваними у

просторi ΓK−R(f).
Ми пропонуємо розглянути наступнi умови, при виконаннi яких простiр

ΓK−R(f) має просту будову.
(f.1) Кожна компонента множини рiвня f може мiстити не бiльш нiж скiн-

ченну кiлькiсть сингулярних точок.
(f.2) Нехай K є об’єднанням всiх компонент множин рiвня f , що мiстять

сингулярнi точки. Для довiльного компакта C ⊂M2 множина f(C ∩K) скiн-
ченна.
(f.3) Нехай для a ∈ f(M2) точки x1, x2 ∈M2 належать до рiзних компонент

множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1 3 x1 i U2 3 x2, такi
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що для кожного b ∈ f(M2) i компоненти Fb множини рiвня f−1(b) виконується
спiввiдношення (Fb ∩ U1 = ∅) ∨ (Fb ∩ U2 = ∅).

Означення 3.1.5 Скажемо, що неперервна функцiя f : M2 → R, яка вiд-
повiдає умовам (f.а) та (f.б), є K-R–простою, якщо вона вiдповiдає також
умовам (f.1)–(f.3).

Сформулюємо основнi результати даного роздiлу.
Наступна теорема, яку ми доведемо в Пiдроздiлi 3.2.23, надає достатнi

умови для того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом з черенками.

Теорема 3.1.6 ([25]) Нехай неперервна функцiя f , яка вiдповiдає умовам
(f.а) та (f.б), є K-R-простою.

Тодi простiр ΓK−R(f) є графом з черенками.
Множина вершин графа ΓK−R(f) спiвпадає з образом множини K сингу-

лярних елементiв розбиття F.
Замкненi ребра ΓK−R(f) є образами замикань компонент доповненняM2\

K.
Черенки є образами замикань компонент доповнення M2 \K, що мають

зв’язну межу.

В Пiдроздiлi 3.3.1 буде доведене таке твердження.

Твердження 3.1.7 ([62]) Нехай функцiя f : M2 → R неперервна i вiдповiд-
ає умовам (f.а) i (f.б).

Тодi умови (f.2) i (f.3) на функцiю f є необхiдними для того, щоб простiр
ΓK−R(f) був графом с черенками.

Умова (f.1) не є необхiдною для того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом с
черенками. У Додатку В ми наводимо вiдповiдний приклад.

Якщо функцiя f задана на площинi, то за рахунок теореми Жордана про
криву функцiя буде K-R-простою тодi i лише тодi, коли ΓK−R(f) є графом
с черенками. Це твердження слiдує з Теореми 3.1.6, Твердження 3.1.7 i на-
ступної теореми, яку ми доведемо в Пiдроздiлi 3.3.2.
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Теорема 3.1.8 ([62]) Нехай неперервна функцiя f : R2 → R вiдповiдає умо-
вам (f.а) i (f.б).

Якщо ΓK−R є графом с черенками, то f вiдповiдає умовi (f.1).

3.1.9 Гладкi функцiї з iзольованими критичними точка-

ми.

Нехай f є гладкою функцiєю з iзольованими критичними точками на M2.
Якщо x ∈ M2 — регулярна точка функцiї f , то по теоремi про ранг, яка

є наслiдком з теореми про неявну функцiю (див. [1]), iснує дифеоморфiзм
деякого околу Ux точки x на окiл початку координат в R2, який вiдображає
компоненти перетину множин рiвня f з Ux у множини рiвня координатної
проекцiї π1 : R2 → R, π1 : (x1, x2) 7→ x1.

Вiдома така теорема.

Теорема 3.1.10 ([96], [97]) Для кожної iзольованої критичної точки x0 за
винятком локальных екстремумiв функцiї f ∈ C3(M2,R) iснує окiл, в якому
функцiя топологiчно еквiвалентна функцiї Re zk для деякого k ∈ N.

Внаслiдок цiєї теореми та теореми про ранг f вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б).
Таким чином для функцiй f ∈ C3(M2,R) справедливi аналоги Теореми 3.1.6,
Твердження 3.1.7 i Теореми 3.1.8.

Зауваження 3.1.11 Розглянемо функцiю f(x1, x2) = x3
1 +x1x

2
2 = x1(x2

1 +x2
2).

У початку координат вона має iзольовану критичну точку, але при цьому
точка 0 не є нi локальним екстремумом, анi сiдловою точкою. Тож згiдно
Теоремi 3.1.10 у критичнiй точцi 0 маємо для даної функцiї k = 1.

Отже iснують iзольованi критичнi точки гладких функцiй, що не є сингу-
лярними в сенсi Означення 3.1.1. Внаслiдок Теореми 3.1.6, якщо компонента
множини рiвня такої точки не мiстить iнших сингулярних точок, то її образ
у графi Кронрода-Рiба, див. Означення 3.1.4, не є вершиною.
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Зауваження 3.1.12 Якщо iзольована критична точка гладкої функцiї не
є сингулярною в сенсi Означення 3.1.1, то топологiчно структура множин
рiвня функцiї в околi цiєї точки нiчим не вiдрiзняється вiд аналогiчної стру-
ктури в околi регулярної точки. Але з точки зору гладкої структури така
критична точка не є регулярною.

Можливо в залежностi вiд цiлей дослiдження, для гладкої функцiї бiльш
правильно вважати вершинами графа Кронрода-Рiба f всi її критичнi точки
(точки, в яких grad f = 0).

3.2 Властивостi K-R-простих функцiй

3.2.1 Межовi множини неперервних кривих

Нехай неперервна функцiя f : M2 → R є K-R-простою, F0 i F — розбиття
площини на пiдмножини лiнiй рiвня f , означенi вище.

Нехай α : R→M2 є простою неперервною кривою. Позначимо

L′ =
⋂
b′>0

α({t ∈ R | t < −b′}) ,

L′′ =
⋂
b′′>0

α({t ∈ R | t > b′′}) .

Назвемо перетин
L =

⋂
a>0

α(R \ [−a, a]) = L′ ∪ L′′

межовою множиною кривої α. Iнакше можна сказати, що межова множина
складена з граничних точок послiдовностей виду {α(τi)}i∈N, таких що |τi| →
∞ при i→∞.

Зауваження 3.2.2 Кожна множина α([−a, a]), a > 0, є компактом як
образ компакта [−a, a] пiд дiєю неперервного вiдображення α у Хаусдорфiв
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простiр M2. Тому

L ∪ α(R) =
⋂
a>0

(
α(R \ [−a, a]) ∪ α([−a, a])

)
= α(R) .

Твердження 3.2.3 Нехай кожна точка множини L має як завгодно ма-
лий окiл, такий що α(R) перетинається з його межею не бiльше нiж у
скiнченнiй кiлькостi точок.

Тодi кожна з множин L′ i L′′ мiстить не бiльше однiєї точки.

Доведення. Нехай L′ 6= ∅. Тодi знайдеться x ∈ L′. Скористаємось тим, що
простiр M2 є регулярним i вiдповiдає першiй аксиомi злiченностi, i виберемо
послiдовнiсть {Uk}k∈N околiв точки x, якi задовольняють наступнi умови:
1. α(R) перетинається з межею Uk не бiльше нiж у скiнченнiй кiлькостi

точок для кожного k ∈ N;
2. Uk+1 ⊂ Uk, k ∈ N;
3.
⋂
k∈N Uk = {x}.

З умов (2) i (3) слiдує, що
⋂
k∈N Uk = {x}.

Припустимо, що FrUk ∩ α(R) 6= ∅. Нехай FrUk ∩ α(R) = {τ k1 , . . . , τ kn(k)}.
Позначимо tk = min(τ k1 , . . . , τ

k
n(k)) i Ak = α({t ∈ R | t < tk}).

Якщо FrUk ∩ α(R) = ∅, нехай Ak = α(R).
За побудовою множина Ak не порожня i Ak ∩FrUk = ∅. Також Ak зв’язна

як образ зв’язної множини пiд дiєю неперервного вiдображення α. Тому або
Ak ⊂ Uk, або Ak ∩ Uk = ∅.

Зрозумiло, що L′ ⊂ Ak, вiдповiдно x ∈ Ak i Ak ∩ Uk 6= ∅. Таким чином,
Ak ⊂ Uk, k ∈ N.

Отже,
L′ ⊂

⋂
k∈N

Ak ⊂
⋂
k∈N

Uk = {x} .

Для множини L′′ застосуємо подiбнi мiркування. �

Легко бачити, що означення межової множини не залежить вiд вибору
параметризацiї простої неперервної кривої. Таким чином, можна говорити
про межову множину для множини α(R).
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3.2.4 Властивостi регулярних шарiв F0 i регулярних еле-

ментiв розбиття F

Лема 3.2.5 Якщо шар F0 гомеоморфний iнтервалу, то кожна з пiдмножин
L′ i L′′ його межової множини або порожня, або є сiдловою точкою.

Доведення цiєї леми наведено в Додатку Б.1.

Наслiдок 3.2.6 Регулярнi елементи розбиття F є або вкладеними в M2

колами, або iнтервалами.
Якщо регулярний елемент розбиття гомеоморфний iнтервалу, то його

межова множина порожня.

Наслiдок 3.2.7 Нехай F є регулярним елементом розбиття F0. Припу-
стимо, що або множина F гомеоморфна колу, або F гомеоморфна iнтервалу
i її межова множина порожня.

Тодi множина F є регулярним елементом розбиття F.

Твердження 3.2.8 Нехай пiдмножина R регулярного елемента F розбит-
тя F0 гомеоморфна вiдрiзку.

Iснують вiдкритий окiл N множини R i гомеоморфiзми h : N → [−1, 1]2,
h′ : R→ R, такi що
1. 0 ∈ h(R) ⊂ {0} × (−1, 1);
2. h′ ◦ f = pr1 ◦h. Тут pr1 : [−1, 1]2 → R, pr1(x1, x2) = x1, — координатна

проекцiя.

Доведення цього твердження див. у Додатку Б.2.

3.2.9 Насиченi околи елементiв розбиття F

Твердження 3.2.10 Для довiльного вiдкритого U ⊂M2 множина

W (U) = {F ∈ F0 | F ∩ U 6= ∅}

вiдкрита в M2.
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Доведення. Нехай x ∈ W (U) ∩ F , F ∈ F0. Тодi F ∩ U 6= ∅.
Якщо F є сингулярним елементом F0, то F = {x} i x ∈ U ⊂ IntW (U).

Нехай F є регулярним елемент F0. Якщо x ∈ U , то x є внутрiшньою точкою
множини W (U).

Припустимо, що x /∈ U . Фiксуємо x′ ∈ U ∩ F . Згiдно Твердженню 3.1.2, F
є вкладеним уM2 iнтервалом або колом. В будь-якому випадку iснує пiдмно-
жина R ⊂ F , яка гомеоморфна вiдрiзку та мiстить точки x i x′.

Нехай вiдкритий окiл N множини R та гомеоморфiзми h i h′ задовольня-
ють Твердження 3.2.8. Легко бачити, що кожна множина h−1({c} × (−1, 1)),
c ∈ (−1, 1), є зв’язною, належить деякiй множинi рiвня f i складається з
регулярних точок (зокрема R ⊂ h−1({0} × (−1, 1)) ⊂ F ). Тому з включення
h−1(w) ∈ N ∩ U слiдує N ∩ h−1(pr−1

1 (pr1(w))) ⊂ W (U).

Координатна проекцiя pr1 є вiдкритим вiдображенням, тому множина

N ∩ (pr1 ◦h)−1(pr1 ◦h(N ∩ U))

вiдкрита в M2, мiстить R (а разом з ним i x) i є пiдмножиною W (U). �

Твердження 3.2.11 Простiр ΓK−R Хаусдорфiв.

Доведення цього твердження наведено у Додатку Б.3.

Нагадаємо (див. [80]), що множина A ⊂ M2 називається насиченою мно-
жиною вiдносно розбиття F, якщо для довiльного F ∈ F з нерiвностi F ∩A 6=
∅ слiдує включення F ⊂ A. Iншими словами, множина A є насиченою вiдно-
сно розбиття F, якщо A = π−1

f (πf (A)).

При доведеннi Твердження 3.2.11 ми побудували специфiчний окiл ком-
поненти множини рiвня f , див. (Б.3.3). Фактично ми довели наступне.

Твердження 3.2.12 Для кожної компоненти F множини рiвня f−1(c) iс-
нує насичений вiдносно розбиття F окiл W , такий що W ∩ f−1(c) = F .
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3.2.13 Компоненти доповнення M 2 \K та їх проекцiї пiд

дiєю πf .

Нагадаємо, що K є об’єднанням усiх сингулярних елементiв розбиття F. Не-
хай Q є компонентою множини M2 \K.

Твердження 3.2.14 Множина Q вiдкрита в M2.

Доведення. Доведемо спочатку, що множина K замкнена.
Нагадаємо (див. [98]), що топологiчний простiр X називається компактно

породженим, якщо пiдмножина A ⊂ X замкнена в X коли для кожного
компактного пiдпростору C ⊂ X замкнений перетин A∩C. Вiдомо ([98]), що
локально компактний простiр є компактно породженим. Таким чином простiр
M2 компактно породжений.

Нехай C ⊂M2 компактна множина. Вiдповiдно умовi (f.2) множина f(K∩
C) скiнченна. Нехай f(K ∩ C) = {c1, . . . , cm}.

Згiдно Твердженню 3.2.12 кожна компонента довiльної множини рiвня f
є його вiдкрито-замкненою пiдмножиною. Множини рiвня неперервної фун-
кцiї f замкненi, тому для кожної множини рiвня об’єднання довiльної сiм’ї
її компонент є замкненою множиною. Таким чином усi множини f−1(ci)∩K,
i = 1, . . . ,m, замкненi. Тодi й множина

K ∩ C = K ∩ C ∩
m⋃
i=1

f−1(ci)

замкнена.
З довiльностi у виборi компакта C ⊂M2 слiдує, що множина K замкнена

в M2.
Простiр M2 локально зв’язний. Тому (див. [47]) компонента Q вiдкритої

множини M2 \K сама є вiдкритою множиною. �

Твердження 3.2.15 Нехай неперервнi кривi α1, α2 : [0, 1]→ Q вiдповiдають
наступним властивостям.
1. α1(0), α2(0) ∈ F0 для деякого регулярного елемента F0 ∈ F.
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2. f ◦ α1(1) = f ◦ α2(1).
3. Функцiї f ◦ α1, f ◦ α2 : [0, 1]→ R є строго монотонними.
4. α1(t), α2(t) ∈ Q для всiх t ∈ [0, 1).
Тодi для довiльних τ1, τ2 ∈ [0, 1] з рiвностi f ◦ α1(τ1) = f ◦ α2(τ2) слiдує,

що точки α1(τ1) i α2(τ2) належать однiй компонентi множини рiвня f .

Доведення цього твердження наведено в Додатку Б.4.

Лема 3.2.16 Нехай точки x, y ∈ Q належать рiзним множиним рiвня f .
Тодi x i y можна з’єднати в Q простою неперервною кривою αx,y : [0, 1] →
M2 так, що функцiя f ◦ αx,y : [0, 1]→ R строго монотонна.

Доведення цiєї леми див. у Додатку Б.5

Наслiдок 3.2.17 Якщо перетин Q з деякою множиною рiвня f не поро-
жнiй, то вiн зв’язний.

Доведення. Нехай F1∪F2 ⊂ f−1(c)∩Q для деяких c ∈ R, F1, F2 ∈ F. Фiксуємо
x1 ∈ F1, x2 ∈ F2.

Оскiльки F1 є регулярною компонентою f−1(c), то iснує окiл U ⊂ Q точки
x1, такий що f |U топологiчно еквiвалентна Re z у деякому околi нуля. Отже
iснує y ∈ U , для якого f(y) 6= f(x1).

Скористаємося Лемою 3.2.16 i з’єднаємо точку y з точками x1 i x2 в Q

простими неперервними кривими α1 i α2 вiдповiдно, такими що функцiї f ◦α1

i f ◦ α2 строго монотоннi.
За побудовою α1(0) = α2(0) = y. Оскiльки f(x1) = f ◦ α1(1) = f ◦ α2(1) =

f(x2), то з Твердження 3.2.15 слiдує, що F1 = F2. �

3.2.18 Замикання компонент доповнення M 2 \K i їх про-

екцiї пiд дiєю πf .

Нехай як i ранiше Q є компонентою множини M2 \K.
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Лема 3.2.19 Нехай точки x, y ∈ Q належать рiзним множиним рiвня f .
Тодi x i y можна з’єднати в Q такою простою неперервною кривою αx,y :

[0, 1]→M2, що αx,y(t) ∈ Q для кожного t ∈ (0, 1) i функцiя f ◦αx,y : [0, 1]→ R
є строго монотонною.

Доведення цiєї леми див. у Додатку Б.6.

Наслiдок 3.2.20 Нехай FrQ має непорожнiй перетин з множиною рiвня
f−1(c).

Тодi FrQ ∩ f−1(c) мiститься в сингулярному елементi розбиття F i
виконується спiввiдношення

(f(Q) ⊂ {t ∈ R | t < c}) ∨ (f(Q) ⊂ {t ∈ R | t > c}) . (3.2.1)

Доведення. Справедливiсть спiввiдношення (3.2.1) було перевiрено при до-
веденнi Леми 3.2.19. З нього слiдує, що FrQ ∩ f−1(c) мiститься в об’єднаннi
сингулярних елементiв F.

Нехай FrQ∩F1 6= ∅, FrQ∩F2 6= ∅ для деяких F1, F2 ∈ F, F1, F2 ⊂ f−1(c).
Фiксуємо x1 ∈ FrQ ∩ F1, x2 ∈ FrQ ∩ F2.

Оскiльки множина Q не є порожньою, зi спiввiдношення (3.2.1) слiдує,
що знайдеться така точка y ∈ Q, що f(y) 6= c. Повторюючи мiркування з
Наслiдку 3.2.17, отримаємо з Леми 3.2.19 i Твердження 3.2.15 рiвнiсть F1 =

F2. �

Позначимо I = [0, 1], ∂I = {0, 1}.

Теорема 3.2.21 Для довiльної компоненти Q ⊂M2 \K iснують множина
J ∈ {(0, 1), (0, 1], [0, 1), I} та iн’єктивне неперервне вiдображення αQ : J →
Q, такi що
1. функцiя f ◦ αQ : J → R строго зростає на J ;
2. f ◦ αQ(J \ ∂J) = f(Q), f ◦ αQ(∂J) = f(FrQ);
3. вiдображення α̂Q = πf ◦ αQ : J → ΓK−R(f) є гомеоморфiзмом на свiй

образ πf (Q) = πf (Q).
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Доведення цiєї теореми наведено в Додатку Б.7
Позначимо через Q розбиття множини M2 \K на компоненти зв’язностi.

Твердження 3.2.22 Нехай F ∈ F, F ⊂ K. Тодi iснують насичений вiдносно
розбиття F окiл W множини F i скiнченний набiр компонент Q1, . . . , Qm ∈
Q, m = m(F ), якi вiдповiдають наступним властивостям:
• Qs ∩ F 6= ∅ при s = 1, . . . ,m;
• Q ∩W = ∅ для всiх Q ∈ Q \ {Q1, . . . , Qm}.

Доведення. Якщо F мiстить локальний екстремум f , то згiдно властиво-
стi (f.а) F є iзольованою точкою множини рiвня f i Твердження виконується.

Нехай F не мiстить локальных екстремумiв f . З властивостi (f.1) функцiї
f слiдує, що всi точки F є регулярними окрiм скiнченної множини x1, . . . , xk

сингулярних точок f .
Нехай Ui — вiдкритий окiл точки xi, i ∈ {1, . . . , k}, такий що обмеження

f на Ui топологiчно еквiвалентне Re zr для деякого r = r(i) > 1 в околi
початку координат. Скористаємось властивiстю (f.2) функцiї f i оберемо Ui
настiльки малим, що K ∩ Ui ⊂ F . Тодi iснують Qij ∈ Q, j = 1, . . . , 2r(i), такi
що F ∩Qij 6= ∅, j = 1, . . . , 2r(i), i

Ui ⊂ F ∪
2r(i)⋃
j=1

Qij .

Змiнимо нумерацiю множин Qij: нехай

{Qs}ms=1 = {Qij}i=1,...,k
j=1,...,2r(i)

.

Тодi Q ∩ Ui = ∅, i = 1, . . . , k, якщо Q ∈ Q \ {Qs}ms=1.
Розглянемо множину

W = {F̂ ∈ F | F̂ ∩
k⋃
i=1

Ui 6= ∅} .

Так само, як i у Твердженнi 3.2.11 доводиться, що ця множина вiдкрита.
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W є насиченням множини F ∪⋃k
i=1 Ui, отже W ⊂ F ∪⋃m

s=1Qs i W ∩Q = ∅
для довiльного Q ∈ Q \ {Qs}ms=1. А оскiльки W вiдкрита, то i W ∩Q = ∅ при
Q ∈ Q \ {Qs}ms=1. �

3.2.23 Доведення Теореми 3.1.6

Побудуємо по функцiї f топологiчний граф G.
Згiдно Теореми 3.2.21 для кожної компоненти Q множини M2 \K iснують

JQ ∈ {(0, 1), [0, 1), (0, 1], I} i вкладення α̂Q : JQ → ΓK−R(f). Нехай JQ ⊂ IQ =

[0, 1].
Розглянемо множину Ṽ =

⋃
Q∈Q ∂IQ всiх кiнцiв вiдрiзкiв IQ i введемо на

нiй наступне вiдношення. Нехай w1 ∈ ∂IQ1 , w2 ∈ ∂IQ2 . Скажемо, що w1 ∼ w2

тодi й тiльки тодi, коли w1 ∈ JQ1 , w2 ∈ JQ2 i α̂Q1(w1) = α̂Q2(w2).
Зрозумiло, що ∼ є вiдношенням еквiвалентностi. Отже воно породжує роз-

биття h множини Ṽ , елементами якого є класи еквiвалентностi.
Очевидно, розбиття h є подрiбненням розбиття

Ṽ =
(
Ṽ ∩

⋃
Q∈Q

JQ

)
t
(
Ṽ \

⋃
Q∈Q

JQ

)
.

Вiдмiтимо двi властивостi розбиття h.
• Нехай A ∈ h i A ⊂ Ṽ \⋃Q∈Q JQ. Тодi |A| = 1.
• Якщо A ∈ h i A ⊂ Ṽ ∩⋃Q∈Q JQ, то |A| <∞.
Перша властивiсть слiдує з означення вiдношення ∼.
Перевiримо виконання другої властивостi.
Припустимо, що A ∈ h i A ⊂ Ṽ ∩ ⋃Q∈Q JQ. Нехай w1 ∈ ∂IQ1 ∩ A, w2 ∈

∂IQ2 ∩ A i w1 6= w2. Згiдно Наслiдку 3.2.20 i Теоремi 3.2.21 це еквiвалентно
тому, що Q1 6= Q2 i αQ1(w1), αQ2(w2) ∈ F для деякого F ∈ F, такого що
F ⊂ K, F ∩Q1 6= ∅ i F ∩Q2 6= ∅.

Таким чином, множинi A можна зiставити сингулярний елемент F роз-
биття F, а кожному елементу w ∈ A вiдповiдає компонента Q ∈ Q, така що
F ∩Q 6= ∅. Причому, якщо w1, w2 ∈ A, w1 6= w2, то для вiдповiдних компонент
Q1, Q2 ∈ Q виконується нерiвнiсть Q1 6= Q2.
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З Твердження 3.2.22 слiдує, що iснує скiнченна сiм’я Q1, . . . , Qm ∈ Q така,
що F ∩ Qs 6= ∅, s = 1, . . . ,m, i F ∩ Q = ∅ для довiльного Q ∈ Q \ {Qs}ms=1.
Тому |A| = m i виконується друга властивiсть розбиття h.

Отже, iснує iн’єктивна вiдповiднiсть мiж елементами розбиття h, якi мi-
стяться в Ṽ ∩ ⋃Q∈Q JQ, i сингулярними елементами розбиття F. Помiтимо,
що для довiльного F ∈ F, F ⊂ K, iснує Q ∈ Q, таке що F ∩ Q 6= ∅, то-
му F ∩ αQ(JQ ∩ ∂IQ) 6= ∅ внаслiдок Теореми 3.2.21 i дана вiдповiднiсть є
бiєктивною.

Розглянемо фактор-множину V = Ṽ /h, елементами якої є елементи роз-
биття h. Позначимо через pr : Ṽ → V вiдображення проекцiї.

Розглянемо предсимплiцiальний комплекс G, 0-вимiрними симплексами
якого є елементи V , а одновимiрними симплексами є пари 〈v1, v2〉, такi що
∂IQ ∩ pr−1(v1) 6= ∅ i ∂IQ ∩ pr−1(v2) 6= ∅ для деякого Q ∈ Q, що залежить вiд
〈v1, v2〉.

Очевидно, що для кожного v ∈ V кiлькiсть одновимiрних симплексiв,
що мiстять 0-грань v, збiгається з потужнiстю множини pr−1(v). Ми знаємо,
що |pr−1(v)| < ∞, v ∈ V , тому комплекс G локально-скiнченний. Тобто G є
(абстрактним) графом.

Позначимо V0 = {v ∈ V | pr−1(v) ∩⋃Q∈Q JQ = ∅}. Тодi |pr−1(v)| = 1 для
кожного v ∈ V0 i V0 ⊂ Vter, де Vter є множиною термiнальних вершин G.

Розглянемо абстрактний полiедр |G|, що вiдповiдає комплексу G. Можна
вважати 1-симплексами |G| вiдрiзки IQ, Q ∈ Q. Нехай {w1, w2} = ∂IQ. Тодi
IQ = |〈v1, v2〉|, якщо w1 ∈ pr−1(v1), w2 ∈ pr−1(v2). Будемо ототожнювати кiнцi
вiдрiзкiв з їх образами пiд дiєю вiдображення проекцiї.

Згiдно Теоремi 3.2.21 для кожного Q ∈ Q визначене вкладення α̂−1
Q :

πf (Q) → JQ ⊂ IQ. Оскiльки
⋃
Q∈QQ = M2, то

⋃
Q∈Q πf (Q) =

⋃
Q∈Q πf (Q) =

ΓK−R(f). За означенням множини V для кожного x ∈ πf (Q1) ∩ πf (Q2) спра-
ведлива рiвнiсть α̂−1

Q1
(x) = α̂−1

Q2
(x) ∈ |G|, тому визначене вiдображення ϕ :

ΓK−R(f)→ |G|,

ϕ(x) = α̂−1
Q (x) , якщо x ∈ πf (Q) = πf (Q) . (3.2.2)
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Помiтимо, що за означенням всi множини πf (Q),Q ∈ Q, вiдкритi i попарно
не перетинаються. Тодi i πf (Q1) ∩ πf (Q2) = ∅, якщо Q1 6= Q2, Q1, Q2 ∈ Q.

Нехай F ∈ F, F ⊂ K. Згiдно Твердженню 3.2.22 iснують скiнченна сiм’я
{Q1(F ), . . . , Qm(F )} ⊂ Q i насичений окiл W множини F , такi що Q∩W = ∅
при Q ∈ Q \ {Q1(F ), . . . , Qm(F )}. Тодi i πf (Q) ∩ πf (W ) = ∅ при Q ∈ Q \
{Q1(F ), . . . , Qm(F )}.

Зi сказаного слiдує, що покриття {πf (Q)}Q∈Q простору ΓK−R(f) є локаль-
но-скiнченним.

Вiдомо (див. [80]), що замкнене локально-скiнченне покриття топологiчно-
го простору є фундаментальним. Вiдображення, обмеження якого на кожний
елемент такого покриття неперервне, саме є неперервним.

Таким чином, вiдображення ϕ неперервне.

Зрозумiло, що ϕ(ΓK−R(f)) =
⋃
Q∈Q JQ. Покриття {IQ}Q∈Q простору |G| є

фундаментальним за означенням топологiї на |G|. Внаслiдок цього покриття
{JQ}Q∈Q простору

⋃
Q∈Q JQ з iндукованою з |G| топологiєю також є фунда-

ментальним.

Легко бачити, що гарно означене вiдображення ψ :
⋃
Q∈Q JQ → ΓK−R(f),

ψ(u) = α̂Q(u) , якщо u ∈ JQ . (3.2.3)

Його обмеження на кожну з множин JQ, Q ∈ Q, неперервне, тому ψ є непе-
рервним вiдображенням.

Легко перевiрити, що ψ = ϕ−1. Отже ϕ — гомеоморфiзм простору ΓK−R(f)

на свiй образ
⋃
Q∈Q JQ.

За побудовою G0 = |G| \ V0 =
⋃
Q∈Q JQ = ϕ(ΓK−R(f)). Тому G0 є топологi-

чном графом с черенками.

Iншi твердження Теореми випливають безпосередньо з формул (3.2.2),
(3.2.3) i з Теореми 3.2.21.
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3.3 Необхiднi умови щоб простiр Кронрода-Рiба

був графом з черенками.

Нехай неперервна функцiя f : M2 → R вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б).
У цьому пiдроздiлi ми дослiдимо умови, необхiднi для того, щоб простiр

ΓK−R(f) був графом з черенками.
Спочатку ми доводимо, що умови (f.2) i (f.3) є необхiдними.
У Додатку В побудовано приклад, який демонструє, що умова (f.1) не є

необхiдною.
Проте виявляється, що для функцiї f на площинi умова (f.1) все ж є

необхiдною для того, щоб простiр ΓK−R(f) був графом з черенками.

3.3.1 Доведення Твердження 3.1.7.

Вiдомо, що полiедр предсимплiцiального комплексу є Хаусдорфовим просто-
ром (див. [80]). Внаслiдок цього топологiчнi графи i графи з черенками є
Хаусдорфовими просторами.

Нехай ΓK−R(f) є графом з черенками.
Припустимо, що для деякого компакта C ⊂M2 множина f(K∩C) нескiн-

ченна. Тодi множина πf (K ∩ C) також нескiнченна. Дiйсно, за означенням
простору ΓK−R(f) для довiльних x1, x2 ∈ M2 з нерiвностi f(x1) 6= f(x2) слi-
дує πf (x1) 6= πf (x2).

За означенням справедлива рiвнiсть V = πf (K), де V є множиною вершин
графа з черенками ΓK−R(f). Тому πf (K ∩ C) ⊂ V .

З iншого боку, оскiльки простiр ΓK−R(f) Хаусдорфiв, образ πf (C) ком-
пакта C сам є компактом. Внаслiдок цього пiдмножина πf (K ∩ C) множини
вершин V має граничну точку. Але це неможливо, оскiльки V є замкненою
дискретною пiдмножиною ΓK−R(f).

З отриманої суперечностi слiдує, що f вiдповiдає властивостi (f.2).
Нехай x1, x2 ∈ M2 i πf (x1) 6= πf (x2). Припустимо, що для довiльної пари

околiв U1 3 x1, U2 3 x2 iснує F ∈ F, таке що F ∩ U1 6= ∅ i F ∩ U2 6= ∅. Тодi
довiльнi околi V1 3 πf (x1), V2 3 πf (x2) мають непорожнiй перетин.
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Дiйсно, множини π−1
f (V1) i π−1

f (V2) є околами точок x1 i x2, вiдповiдно.
Внаслiдок цього iснує F ∈ F, для якого F ∩ π−1

f (V1) 6= ∅ i F ∩ π−1
f (V2) 6= ∅.

Нехай u = πf (F ). Тодi u ∈ V1 ∩ V2.

Внаслiдок довiльностi у виборi околiв V1 i V2 простiр ΓK−R(f) не є Хаус-
дорфовим i не може бути графом з черенками.

Отримана суперечнiсть доводить, що f вiдповiдає властивостi (f.3).

3.3.2 Функцiї на площинi R2.

Для доведення Теореми 3.1.8 нам знадобиться одне технiчне твердження, ко-
тре ми зараз i розглянемо.

Припустимо, що неперервна функцiя f : R2 → R вiдповiдає властиво-
стям (f.а) i (f.б).

Нехай x0 є сiдловою точкою множини рiвня f . Позначимо c = f(x0).

Нехай U є вiдкритим околом x0, D = {z ∈ C | |z| ≤ 1}, g = Re(zn) : C→ R,
n > 1. Нехай h : U → D i h′ : R → R — такi гомеоморфiзми, що h(x0) = 0,
h(U) = D i g ◦ h = h′ ◦ f .

З властивостi (f.б) функцiї f i Означення 3.1.1 слiдує, що для точки x0

названi U , n > 1, h та h′ завжди iснують.

Множина

g−1(0) = {z ∈ C | arg z = π(2k + 1)/2n, k = 0, . . . , 2n− 1}

розбиває D на 2n секторiв

Wk =
{
z ∈ D \ {0} | arg z ∈

(
π(2k − 1)/2n, π(2k + 1)/2n

)}
,

k = 0, . . . , 2n− 1 .

На кожному з них функцiя g знакопостiйна: g > 0 на Wk при парному k i
g < 0 на Wk при непарному k.

Оскiльки довiльний гомеоморфiзм h′ : R → R є строго монотонною фун-
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кцiєю, то iснує ε ∈ {−1, 1}, такое що

Sign(g ◦ h(x1)− g ◦ h(x2)) = ε Sign(f(x1)− f(x2)) , x1, x2 ∈ U .

Зокрема, Sign g ◦ h(x) = Sign(g ◦ h(x) − g ◦ h(x0)) = ε Sign(f(x) − f(x0)) =

ε Sign(f(x)− c).
Таким чином, множина f−1(c) розбиває U на 2n компонент зв’язностi

Ek = h−1(Wk), k = 0, . . . , 2n− 1 ,

на кожнiй з яких рiзнiсть f(x)− c, x ∈ Ek є знакопостiйною i має один знак
при парних k та протилежний знак при непарних k.

Позначимо S = FrU = U \ U , ∂D = {z ∈ C | |z| = 1}. Оскiльки множина
∂D гомеоморфна колу, то з теореми Жордана про криву (див. [47]) слiдує,
що ∂D = h(S).

Твердження 3.3.3 Нехай γ : I → R2 — проста замкнена крива, що вiдпо-
вiдає наступним вимогам:
• γ(0) = γ(1) = x0;
• або f ◦ γ(t) ≥ c = f(x0) для всiх t ∈ I, або f ◦ γ(t) ≤ c для всiх t ∈ I;
• γ(I) ∩ S = {x1, x2}, x1 6= x2;
• x1 ∈ Ek1, x2 ∈ Ek2, k1 6= k2.
Тодi iснує m ∈ {0, . . . , 2n−1}, таке що Em мiститься в диску Oγ, котрий

обмежує крива γ, i (f(x)− c)(f(x1)− c) < 0 для всiх x ∈ Em.

Доведення. Не обмежуючи загалу будемо вважати, що f ◦ γ(t) ≥ 0 для всiх
t ∈ I. Тодi f ◦ γ(xi) > 0, i = 1, 2.

Згiдно теоремi Жордана про криву (см. [46]) проста замкнена крива γ

обмежує множину Oγ, гомеоморфну вiдкритому диску.
Помiтимо, що якщо f(x) < 0 для кожного x ∈ Es при деякому s ∈

{0, . . . , 2n − 1}, то γ(I) ∩ Es = ∅. А оскiльки множина Es зв’язна, то або
Es ⊂ Oγ, або Es ∩Oγ.

Позначимо Ak = Ek∩FrU = Ek∩S, k = 0, . . . , 2n−1. За побудовою рiзнiсть
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f(x)− c знакопостiйна на кожнiй Ak, притому має один знак при парних k i
протилежний при нерпарних k.

Легко бачити, що в залежностi вiд вибору напрямку при обходi кола S
множини Ak проходяться послiдовно по зростанню або спаданню iндексiв.
Числа f(x1) i f(x2) за умовами Твердження мають один знак, тому iндекси
k1 i k2 мають однакову парнiсть. Внаслiдок цього кожна з двух дуг, L1 i L2,
на якi коло S розбивається множинами {x1, x2}, мiстить принаймнi одне Ai,
такое що f(x)−c < 0 для всiх x ∈ Ai. Нехай Ar ⊂ L1, As ⊂ L2, i f(x)−c < 0 для
всiх x ∈ Ar∪As. Вiдмiтимо, що тодi також f(x)−c < 0 i (f(x)−c)(f(x1)−c) < 0

для всiх x ∈ Er ∪ Es.
Безпосередня перевiрка показує, що множина Er∪Es∪{x0} розбиває U на

двi компоненти зв’язностi i точки x1 та x2 знаходяться в рiзних компонентах.
Точки x1 i x2 розбивають криву γ на двi дуги Γ1 та Γ2. Нехай x0 ∈ Γ1. Оскiльки
за побудовою Γ2 ∩ (Er ∪ Es ∪ {x0}) = ∅, то Γ2 \ U 6= ∅. Внаслiдок цього,
Oγ \ U 6= ∅.

Помiтимо, що хоча б одна з дуг L1 i L2 мiститься в Oγ. Дiйсно, в противно-
му випадку S ∩Oγ = FrU ∩Oγ = ∅. Тодi з Oγ \U 6= ∅ слiдує, що U ∩Oγ = ∅.
А це неможливо, оскiльки U є околом точки x0 ∈ γ(I) = FrOγ.

Нехай L1 ⊂ Oγ. Тодi Ar ⊂ Oγ i Er ⊂ Oγ, оскiльки множина Er зв’язна,
Er ∩Oγ 6= ∅ i Er ∩ FrOγ = ∅.

Випадок L2 ⊂ Oγ розглядається аналогiчно. �

Доведення Теореми 3.1.8. Нехай iснує F ∈ F, F ⊂ K, таке що F мiстить
нескiнченну кiлькiсть сингулярних точок f . Нехай u = πf (F ) ∈ V ⊂ ΓK−R(f).

Згiдно умовi (f.а) локальнi екстремуми f є iзольованими точками множин
рiвня. Внаслiдок цього всi сингулярнi точки, що мiстяться в F , є сiдловими
точками. Позначимо

QF = {Q ∈ Q | Q ∩ F 6= ∅} .

Для доведення теореми досить показати, що QF мiстить нескiнченну кiль-
кiсть елементiв. Дiйсно, всi множини Q ∈ QF зв’язнi i попарно не перетина-
ються. Тому всi πf (Q), Q ∈ QF , також зв’язнi i попарно не перетинаються.
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Крiм того, πf (Q) ∩ V = ∅, Q ∈ QF , оскiльки V = πf (K). Внаслiдок цього
кожна πf (Q) є зв’язною пiдмножиною деякого вiдкритого ребра. Оскiльки
u ∈ πf (Q) ∩ V , Q ∈ QF , то для довiльних Q1, Q2 ∈ QF при Q1 6= Q2 множи-
ни πf (Q1) i πf (Q2) мають належати рiзним ребрам ΓK−R(f). Отже, вершина
u буде iнцидентна нескiнченнiй кiлькостi ребер i ΓK−R(f) не буде локально
скiнченним графом.

Нехай ΣF є множиною всiх сингулярних точок f , що мiстяться в F .

Легко бачити, що оскiльки f вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б) а F є сингу-
лярною компонентою множини рiвня, то Q ∩ ΣF 6= ∅ для кожного Q ∈ QF .

Позначимо через QfinF множину всiх Q ∈ QF , для яких множина Q ∩ ΣF

скiнченна. Нехай QinfF — всi Q ∈ QF , для яких множина Q ∩ ΣF є нескiнчен-
ною.

Введемо ще наступнi позначення

Σfin
F = {x ∈ ΣF | ∃Q ∈ QfinF : x ∈ Q} ,

Σinf
F = ΣF \ Σfin

F = {x ∈ ΣF | (x ∈ Q⇒ Q ∈ QinfF ) ∀Q ∈ QF} .

Помiтимо, що внаслiдок властивостей (f.б) i (f.2) функцiї f кожна сингу-
лярна точка F межує зi скiнченною кiлькiстю множин з Q. Отже, множина
Σfin
F скiнченна. Iнакше множина QfinF ⊂ QF була б нескiнченною i простiр

ΓK−R(f) не був би графом з черенками.

Таким чином, згiдно припущенню про нескiнченнiсть множини ΣF , мно-
жина Σinf

F також є нескiнченною.

Оберемо Q0 ∈ QinfF . Нехай Σ0 = Q0 ∩ Σinf
F . Тодi множина Σ0 нескiнченна.

Як ми знаємо, означене неперервне фактор-вiдображення f̂ : ΓK−R(f) →
R, таке що f = f̂ ◦πf . З властивостi (f.б) функцiї f легко слiдує, що на ребрах
i черенках графа ΓK−R(f) вiдображення f̂ строго монотонне.

Зв’язна множина πf (Q0) мiститься в деякому ребрi або черенку графа
ΓK−R(f). Оскiльки u ∈ πf (Q0) \ πf (Q0), то Q0 мiститься в однiй з множин
H+ = {x ∈ R2 | f(x) > f̂(u)} або H− = {x ∈ R2 | f(x) < f̂(u)}.

Не обмежуючи загалу будемо вважати, що Q0 ⊂ H+ (iнакше функцiю f

можна замiнити на −f).
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Перевiримо, що для кожного x0 ∈ Σ0 iснує таке Q(x0) ∈ QinfF , що x0 ∈
Q(x0), Q(x0) 6= Q0 i Q(x0) ⊂ H+.

Скориставшись властивiстю (f.б) функцiї f , знайдемо такi окiл U точки
x0, n > 1, та гомеоморфiзми h : U → D, h′ : R→ R, що h(x0) = 0, h(U) = D i
g ◦ h = h′ ◦ f . Тут g = Re zn : C→ R. Позначимо S = FrU .

З Твердження 3.1.7 слiдує, що f вiдповiдає властивостi (f.2). Тому окiл U
можна обрати настiльки малим, що U ∩K ⊂ F .

Як ми знаємо, множина F розбиває диск U на 2n попарно неперетинних
зв’язних множин Ek, k = 0, . . . , 2n − 1, таких що x0 ∈ Ek для кожного k.
На кожнiй з цих множин рiзнiсть f(x) − f(x0) = f(x) − f̂(u) знакопостiйна
i має один знак на множинах з парними номерами i протилежний знак на
множинах з непарними номерами.

За вибором околу U виконуються спiввiдношення
⋃2n−1
k=0 Ek ⊂ R2 \K. Вна-

слiдок цього, для кожного k ∈ {0, . . . , 2n − 1} iснує Q(k) ∈ QF , такое що
Ek ⊂ Q(k). Бiльш того, Q(k) ∈ QinfF , тому що x0 ∈ Σinf

F .

Оскiльки x0 ∈ Q0, то знайдеться s ∈ {0, . . . , 2n − 1}, для якого Es ⊂
Q0 ⊂ H+. Iснує ще принаймнi один iндекс r 6= s, r ∈ {0, . . . , 2n − 1}, котрий
має з s однакову парнiсть. Тодi Er ⊂ H+. Виконується рiвно одна з двох
можливостей: або Er ⊂ Q0, або Er ∩Q0 = ∅.

Припустимо, що Er ⊂ Q0.

Очевидно, що точка x0 досяжна за допомогою простої неперервної кривої
як з Es, так i з Er (див. [46]). Крiм того, Q0 є вiдкритою зв’язною пiдмножи-
ною R2, отже вона лiнiйно зв’язна i будь-яку пару точок x′ ∈ Er, x′′ ∈ Es мо-
жна з’єднати в Q0 за допомогою простої неперервної кривої. Внаслiдок цього
знайдеться проста замкнена крива α : I → Q0∪{x0}, така що α(0) = α(1) = x0

i для деяких 0 < τ1 < τ2 < 1 виконуються спiввiдношення α(t) ∈ Es ∀t ∈ (0, τ1]

i α(t) ∈ Er ∀t ∈ [τ2, 1).

Нехай t1 = max{t ≤ τ2 | α(t) ∈ Es}. Оскiльки Er∩Es = {x0}, то 0 < t1 < τ2.
Нехай t2 = min{t ≥ t1 | α(t) ∈ Er}. З аналогiчних мiркувань, t1 < t2 < 1. Зi
спiввiдношень FrEs ⊂ F ∪ FrU = F ∪ S ⊂ (R2 \Q0) ∪ S робимо висновок, що
α(t1) ∈ S. Аналогiчно, α(t2) ∈ S.
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Розглянемо простi неперервнi кривi βi : I → D,

βi(t) = t · h ◦ α(ti) , i = 1, 2 .

Кривi αi = h−1 ◦ βi : I → U , i = 1, 2, з’єднують x0 з точками α(t1) i α(t2),
вiдповiдно. При цьому α1(t) ∈ Es ∩ U i α2(t) ∈ Er ∩ U для кожного t ∈ (0, 1).

За побудовою α(t) /∈ Er ∪ Es при всiх t ∈ (t1, t2), тому неперервна крива
γ : I → Q0 ∪ {x0},

γ(t) =


α1(3t) якщо t ≤ 1/3 ,

α((2− 3t)t1 + (3t− 1)t2) якщо t ∈ (1/3, 2/3) ,

α2(3− 3t) якщо t ≥ 2/3 ,

є простою.

Очевидно, γ(0) = γ(1) = x0. Оскiльки γ(t) ∈ Q0 при t ∈ (0, 1), то f ◦ γ(t) >

f(x0) при t ∈ (0, 1). Також за побудовою γ(I)∩S = {γ(1/3), γ(2/3)}, причому
γ(1/3) ∈ Es, γ(2/3) ∈ Er i r 6= s.

Отже, ми знаходимось в умовах Твердження 3.3.3 i iснує iндекс m ∈
{0, . . . , 2n− 1}, такий що Em мiститься в диску Oγ, що обмежений кривою γ,
i виконується спiввiдношення Em ⊂ H−.

Iснує Q ∈ QinfF , таке що Em ⊂ Q. Тодi Q ∈ H−. Оскiльки за побудовою
γ(I) ∩ H− = ∅, то Q ⊂ Oγ i множина Q компактна. Функцiя f вiдповiдає
властивостi (f.б), тому з компактностi Q слiдує, що Q ∈ QfinF . Проте x0 ∈
Σ0 ⊂ Σinf

F i за означенням QinfF ∩QfinF = ∅.
Отримана суперечнiсть доводить, що Er ∩Q0 = ∅.
Iснує Q(x0) ∈ QinfF , для якого Er ⊂ Q(x0). Тодi x0 ∈ Q(x0), Q(x0) 6= Q0 i

Q(x0) ⊂ H+.

Перевiримо, що Q(x0) 6= Q(x1) при x0 6= x1, x0, x1 ∈ Σ0.

Припустимо, що це не так i для деяких x0, x1 ∈ Σ0, x0 6= x1 маємо Q(x0) =

Q(x1).

Як i ранiше, скористаємось властивiстю (f.б) функцiї f i знайдемо вiдкри-
тий окiл U точки x0, n > 1, та гомеоморфiзми h : U → D, h′ : R→ R, такi що
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h(x0) = 0, h(U) = D i g ◦ h = h′ ◦ f . Нехай S = FrU .

Оберемо U настiльки малим, що U ∩K ⊂ F i x1 /∈ U .
Як i вище, множина F розбиває диск U на 2n попарно неперетинних

зв’язних множин Ek, k = 0, . . . , 2n − 1, таких що x0 ∈ Ek для кожного k.
На кожнiй з цих множин рiзнiсть f(x)− f(x0) знакопостiйна i має один знак
на множинах з парними номерами i протилежний знак на множинах з непар-
ними номерами.

Також згiдно вибору околу U виконуються спiввiдношення
⋃2n−1
k=0 Ek ⊂

R2 \K. Тому знайдуться iндекси r, s ∈ {0, 2n− 1}, r 6= s, що мають однакову
парнiсть, i такi що Er ⊂ Q(x0), Es ⊂ Q0. Очевидно, що Er ∪ Es ⊂ H+.

Множини Q0 i Q(x0) лiнiйно зв’язнi, а точки x0 i x1 досяжнi з кожної
з цих множин. Тому iснують простi неперервнi кривi µ0 : I → R2 \ H− i
µ1 : I → R2 \H−, що вiдповiдають таким умовам:

• µ0(0) = µ1(0) = x0, µ0(1) = µ1(1) = x1;

• µ0(t) ∈ Q0, µ1(t) ∈ Q(x0) при всiх t ∈ (0, 1);

• iснують τ1, τ2 ∈ (0, 1), такi що µ0(t) ∈ Es при t ∈ (0, τ1] i µ1(t) ∈ Er при
t ∈ (0, τ2].

Оскiльки Q0 ∩Q(x0) = ∅, то вiдображення α : I → R2 \H−,

α(t) =

µ0(2t) якщо t ≤ 1/2 ,

µ1(2− 2t) якщо t > 1/2 ,

є простою замкненою кривою, причому α(t) ∈ Es при t ∈ (0, τ1/2] i α(t) ∈ Er
при t ∈ [1− τ2/2, 1).

Застосовуючи мiркування, аналогiчнi до наведених вище (з очевидними
змiнами), знайдемо просту замкнену криву γ : I → R2 \H−, що задовольняє
Твердження 3.3.3.

З Твердження 3.3.3, як i вище, слiдує що знайдеться Q ∈ QF , таке що
x0 ∈ Q i замикання Q компактне. Тому Q ∈ QfinF , що суперечить вибору
точки x0, оскiльки x0 ∈ Σinf

F .

Отже, для кожного x0 ∈ Σ0 iснує Q(x0) ∈ QinfF , причому Q(x0) 6= Q(x1)
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при x0 6= x1, x0, x1 ∈ Σ0.
Внаслiдок цього множина Qinf

F ⊂ QF мiстить нескiнченну кiлькiсть еле-
ментiв i ΓK−R(f) не є графом с черенками. �
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Роздiл 4

Про топологiчну еквiвалентнiсть
псевдогармонiчних функцiй
загального положення на площинi

4.1 Умови I i функцiї загального положення

Нехай V1, V2 — областi на площинi. Нагадаємо, що неперервнi функцiї g1 :

V1 → R та g2 : V2 → R називаються топологiчно еквiвалентними, якщо
для деяких гомеоморфiзмiв h : V1 → V2 та h′ : R → R виконується рiвнiсть
h′ ◦ g1 = g2 ◦ h. Функцiї g1 та g2 орiєнтовано топологiчно еквiвалентнi, якщо
додатково гомеоморфiзми h та h′ зберiгають орiєнтацiю.

Нехай f : R2 → R неперервна функцiя, яка задовольняє наступним умо-
вам, якi позначимо I.

a) Для кожного x ∈ R2 в околi точки x функцiя f топологiчно еквiвален-
тна до Re zn, n ∈ N, в околi початку координат (якщо n = 1, тодi точку x
називатимемо регулярною точкою; якщо n > 1, тодi x називатимемо сингу-
лярною точкою).

б) Число сингулярних точок функцiї f є скiнченним.

в) Нехай для a ∈ R, точки x1, x2 ∈ R2 належать рiзним компонентам
множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1 3 x1 i U2 3 x2, такi
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що для кожного b ∈ R i компоненти Fb множини рiвня f−1(b) виконується
спiввiдношення (Fb ∩ U1 = ∅) ∨ (Fb ∩ U2 = ∅).

Означення 4.1.1 Скажемо, що f : R2 → R є функцiєю загального положе-
ння, якщо на кожнiй множинi рiвня мiститься не бiльше однiєї сингулярної
точки.

4.2 Простiр Кронрода-Рiба функцiї f

Розглянемо розбиття площини, елементами якого є компоненти множин рiвня
f . Елементи розбиття, якi мiстять сингулярнi точки, назвемо сингулярними.
Всi iншi компоненти множин рiвня будемо називати регулярними.

Фактор-простiр ΓK−R(f) площини по вказаному розбиттю називається
простором Кронрода-Рiба функцiї f . Позначимо через πf : R2 → ΓK−R(f)

вiдображення проекцiї.
Оскiльки f вiдображає елементи розбиття на компоненти своїх множин

рiвня в точки R, то iснує (см. [80]) неперервне фактор-вiдображення fK−R :

ΓK−R(f)→ R, таке що f = fK−R ◦ πf .
Позначимо через Σf i Kf множину сингулярних точок i об’єднання син-

гулярних компонент множин рiвня f . Число a ∈ f(R2) називається сингуляр-
ним значенням функцiї f , якщо f−1(a) ∩ Σf 6= ∅.

Зауваження 4.2.1 Нехай x ∈ R2, Fx — компонента множини рiвня f , яка
мiстить x. Оскiльки множина Fx ⊂ f−1(f(x)) зв’язна (див. [47]), то Fx =

Fx.
З умов I слiдує, що множина Kf є незв’язним об’єднанням скiнченної

кiлькостi замкнених сингулярних компонент множин рiвня f . Тому мно-
жина Kf \Fx замкнена i x має окiл, який не перетинається з цiєю множи-
ною.

З пунктiв а)-в) умови I i з Теореми 3.1.6, слiдує наступне твердження.
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Теорема 4.2.2 Простiр Кронрода-Рiба функцiї f : R2 → R1, що задовольняє
умовi I є графом з черенками, множина вершин якого збiгається з множи-
ною πf (Kf ).

Замкненi ребра ΓK−R(f) є образами замикання компонент множини R2 \
Kf , черенки є образами замикання компонент R2 \ Kf , що мають зв’язну
межу.

Зауваження 4.2.3 За означенням граф ΓK−R(f) локально-скiнчений, тому
з попереднього Зауваження i Теореми 4.2.2 слiдує, що цей граф скiнченний
коли f вiдповiдає умовам I.

4.3 Орiєнтацiя ребер графа Кронрода-Рiба i вiд-

ношення порядку на його вершинах, iндуко-

ванi f

Нехай f є функцiєю загального положення. Помiтимо, що на ребрах графу
ΓK−R(f) функцiя fK−R є строго монотонною.

Дiйсно, у противному випадку на деякому вiдкритому ребрi e функцiя
fK−R мала б (нестрогий) локальний екстремум. Внаслiдок цього обмеження
f |π−1(e) мало б у деякiй точцi x вiдкритої множини π−1(e) локальний екстре-
мум. Отже, f теж мала б локальний екстремум у точцi x. А це неможливо,
оскiльки за умовою I у деякому околi точки x функцiя f топологiчно еквi-
валентна до Re zn в околi початку координат для певного n ∈ N. А точка 0
очевидно не є локальним екстремумом Re zn нi при якому n ∈ N.

Отже, на кожному ребрi графу ΓK−R(f) визначений напрямок зростання
fK−R i функцiя f iндукує орiєнтацiю ребер на ΓK−R(f).

На множинi вершин ΓK−R(f) можна ввести декiлька рiзних вiдношень
строгого часткового порядку, пов’язаних з f .

Означимо порядок P1(f), поклавши v1 < v2, якщо fK−R(v1) < fK−R(v2), де
v1, v2 – вершини на графi. З означення 4.1.1 слiдує, що fK−R(v1) 6= fK−R(v2)
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при v1 6= v2. Тому для функцiй загального положення порядок P1(f) є лiнiй-
ним.

Зрозумiло, що порядок P1(f) узгоджений з орiєнтацiєю на ΓK−R(f) у на-
ступному сенсi. Якщо вершини v1 та v2 є вiдповiдно початком i кiнцем орiєн-
тованого ребра e, то v1 < v2.

Частковий порядок P2(f) на множинi вершин ΓK−R(f) визначимо насту-
пним чином. Скажемо, що вершина v1 передує v2, якщо iснує орiєнтований
шлях, для якого вершина v1 є початком, а v2 - кiнцем.

Вiдмiтимо, що порядок P2(f) є слабшим за P1(f), оскiльки ΓK−R(f) може
мiстити вершини, якi не можна з’єднати за допомогою орiєнтованого шляху.

Нехай f є функцiєю загального положення, ΓK−R(f) – її простiр Крон-
рода-Рiба. З огляду на Теорему 4.2.2 ми будемо називати ΓK−R(f) орiєнто-
ваним графом з черенками Кронрода-Рiба функцiї f , або скорочено графом
Кронрода-Рiба функцiї f .

4.4 Означення циклу

Для того, щоб означити додаткову структуру на графах Кронрода-Рiба, нам
буде потрiбне поняття циклу елементiв множини.

Отже, нехай A — деяка множина, A∞ — множина всiх скiнченних послi-
довностей елементiв A. Нехай h — розбиття множини A∞, породжене вiдно-
шенням

〈a1, a2, . . . , ar〉 ∼ 〈a2, . . . , ar, a1〉 , 〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞ .

Елементи фактор-множини Â = A/h будемо називати циклами на A.
Нехай p : A∞ → Â — проекцiя. Позначимо (a1, . . . , ar) = p (〈a1, . . . , ar〉),

〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞.
Якщо p (〈b1, . . . , br〉) = (a1, . . . , ar), назвемо послiдовнiсть 〈b1, . . . , br〉 пред-

ставником циклу (a1, . . . , ar).
Елементи ai, ai+1 ∈ A послiдовностi 〈a1, . . . , ar〉 будемо називати сусiднiми,

i ∈ {1, . . . , r − 1}.
Назвемо сусiднiми елементи ai, ai+1 ∈ A циклу (a1, . . . , ar), i ∈ {1, . . . , r −
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1}, а також елементи ar та a1.

4.5 Спiн

Нехай x ∈ R2 є сингулярною точкою функцiї f загального положення. Нехай
Fx 3 x — вiдповiдна компонента сингулярної множини рiвня f . Зафiксуємо
окiл U ⊂ Fx∩ (R2 \Kf ) точки x (див. Зауваження 4.2.1) та гомеоморфiзми h :

U → h(U) ⊂ C, h′ : R → R, якi зберiгають орiєнтацiю i такi що виконуються
рiвностi h(x) = 0 та h′ ◦ f = Re zn ◦ h для деякого n ≥ 2. Нехай V = h(U).

Позначимо

Zn = {z ∈ C | Re zn = 0} = {z ∈ C | arg z =
π

2n
(1 + 2k), k ∈ Z} . (4.5.1)

З означень слiдує, що h(f−1(f(x))) = Zn ∩ h(U).
Iснує ε > 0, для якого Uε(0) = {z ∈ C | |z| < ε} ⊂ V . Множина Uε(0) \ Zn

розпадається на 2n областей V1, . . . , V2n. Прообраз V̂s = h−1(Vs) кожної з них
є зв’язною пiдмножиною доповнення R2 \Kf в силу вибору U i h. Тому згiдно
з Теоремою 4.2.2 для кожного s = 1, . . . , 2n iснує ребро es графа ΓK−R(f),
таке що V̂s ⊂ π−1(es).

Отже, послiдовностi областей 〈V1, . . . , V2n〉 вiдповiдає послiдовнiсть
〈e1, . . . , e2n〉 ребер графа Кронрода-Рiба, а тому i цикл ребер (e1, . . . , e2n).

Означення 4.5.1 Нехай iндекси областей V1, . . . , V2n збiльшуються вiд 1 до
2n при обходi навколо початку координат у додатному напрямi, який ви-
значається орiєнтацiєю площини C.

Назвемо вiдповiдний їм цикл спiном у вершинi v = πf (x) графа Кронро-
да-Рiба ΓK−R(f) i позначимо його Cv.

Твердження 4.5.2 Означення спiна коректне.

Доведення зводиться до легкої безпосередньої перевiрки.

Означення 4.5.3 (див. [10]) Нехай у деякому околi сингулярної точки x ∈
R2 функцiя f топологiчно еквiвалентна до Re zn, n > 1, в околi початку
координат. Число n− 1 називається кратнiстю сингулярної точки x.
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4.6 Властивостi спiна.

Твердження 4.6.1 Нехай f є функцiєю загального положення, що задо-
вольняє умови I. Тодi кожна сингулярна компонента множини рiвня фун-
кцiї f є об’єднанням сингулярної точки f кратностi n − 1, (n > 1 — деяке
число, яке залежить вiд компоненти), i 2n променiв якi виходять з сингу-
лярної точки i прямують до нескiнченностi.

Доведення цього твердження див. у Додатку Г.1.

Наслiдок 4.6.2 Нехай x — сингулярна точка f , Fx — сингулярна компонен-
та множини рiвня f , яка мiстить x, Q — компонента зв’язностi множини
R2 \Kf .

Якщо Q ∩ Fx 6= ∅, то x ∈ Q.
Нехай H — компонента зв’язностi множини Fx \ {x}. Якщо Q∩H 6= ∅,

то H ⊂ Q.

Доведення. Нехай H — компонента зв’язностi множини Fx \ {x}. З Твер-
дження 4.6.1 слiдує, що x ∈ H. Отже, перше твердження Наслiдку слiдує з
другого.

Нехай x′ ∈ Q ∩H. Вiзьмемо деяке x′′ ∈ H.
Оскiльки множинаH гомеоморфна iнтервалу внаслiдок Твердження 4.6.1,

то в нiй iснує пiдмножина R, яка гомеоморфна вiдрiзку i мiстить x′ та x′′.
Користуючись компактнiстю множини R iз Зауваження 4.2.1 легко вивести,
що iснує окiл U множини R, для якого виконується спiввiдношення U ∩Kf ⊂
H.

З Твердження 4.6.1 слiдує, що H мiстить лише регулярнi точки f , тому до
R можна застосувати Твердження 3.2.8. Отже, iснують такi окiл N множини
R i гомеоморфiзм h : N → [−1, 1]2, що h(N ∩ Fx) = {0} × [−1, 1]. Зменшуючи
окiл N , можна вважати, що N ⊂ U i h(N ∩Kf ) = {0} × [−1, 1].

Розглянемо множини W1 = (−1, 0)× (−1, 1) i W2 = (0, 1)× (−1, 1), а також
їх прообрази Vi = h−1(Wi), i = 1, 2. Зрозумiло, що множини V1 i V2 зв’язнi.
Також за побудовою N ∩ (R2 \Kf ) = V1 ∪ V2.
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x′ ∈ N ∩Q, тому N ∩Q 6= ∅. Оскiльки Q ⊂ R2 \Kf , то Q ∩ (V1 ∪ V2) 6= ∅.
Нехай Q ∩ V1 6= ∅. Множина V1 ⊂ R2 \ Kf зв’язна, а Q є компонентою

зв’язностi R2 \Kf тому V1 ⊂ Q. Зрозумiло, що x′′ ⊂ R ⊂ V1 ⊂ Q.
Аналогiчно, якщо Q ∩ V2 6= ∅, то x′′ ⊂ V2 ⊂ Q.
Остаточно, H ⊂ Q внаслiдок довiльностi у виборi x′′ ∈ H. �

Твердження 4.6.3 Нехай f є функцiєю загального положення, що задо-
вольняє умови I. Нехай сингулярна компонента F її множини рiвня мi-
стить сингулярну точку x0 кратностi n− 1 для деякого n > 1.

Тодi множинi F в ΓK−R(f) вiдповiдає вершина, якiй iнцидентнi рiвно 2n

ребер, n > 1. Причому для n з цих ребер вершина є початком, для iнших n
ребер – кiнцем.

Доведення цього твердження наведено у Додатку Г.2.

Наслiдок 4.6.4 Нехай v — вершина ΓK−R(f), Cv = (e1, . . . , e2n) — спiн у
вершинi v. Тодi всi елементи циклу (e1, . . . , e2n) рiзнi i у цьому циклi при-
ймають участь усi ребра, iнцидентнi v у ΓK−R(f).

У кожнiй парi сусiднiх ребер циклу Cv ребра мають рiзнi орiєнтацiї вiд-
носно v (для одного ребра v є початком, для iншого – кiнцем).

Доведення. Це твердження слiдує з локального вигляду функцiї f у околi
сингулярної точки (див. умови I) i з Твердження 4.6.3. �

Наслiдок 4.6.5 Нехай x — сингулярна точка f , Fx — сингулярна компо-
нента множини рiвня f , x ∈ Fx.

Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2 \ Kf , яка межує з Fx.
Тодi множина Q ∩ Fx є об’єднанням сингулярної точки i двох променiв, що
виходять iз цiєї точки i прямують на нескiнченнiсть.

Нехай H — компонента зв’язностi множини Fx \ {x}. Тодi є рiвно двi
компоненти зв’язностi множини R2 \Kf , спiльна межа яких мiстить H.
Замикання будь якої iншої компоненти R2 \Kf не перетинається з H.
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Припустимо, що H мiститься у спiльнiй межi компонент Q′ i Q′′ мно-
жини R2 \Kf . Нехай e′ = πf (Q

′), e′′ = πf (Q
′′) — вiдповiднi їм ребра ΓK−R(f),

v = πf (Fx) — вершина, що вiдповiдає компонентi Fx множини рiвня f , Cv
— спiн у вершинi v. Тодi ребра e′ i e′′ є сусiднiми елементами циклу Cv.

Якщо ребра e′ i e′′ є сусiднiми елементами циклу Cv, то у спiльнiй межi
вiдповiдних їм областей Q′ i Q′′ мiститься компонента множини Fx \ {x},
причому така компонента єдина.

Доведення цього наслiдку див. у Додатку Г.3

4.7 Навантаженi графи Кронрода-Рiба

Можна побудувати приклади, якi демонструють, що граф Кронрода-Рiба не
є повним iнварiантом функцiї загального положення, див. Приклад Д.2 з на-
ступного пiдроздiлу. Тобто iснують топологiчно не еквiвалентнi функцiї, якi
мають iзоморфнi графи Кронрода-Рiба.

Нехай f задовольняє умовам I i є функцiєю загального положення. Наша
мета знайти додаткове навантаження на ΓK−R(f), яке б перетворювало його
на повний iнварiант f .

Означення 4.7.1 Слабо навантаженим графом Кронрода-Рiба називається
орiєнтований граф ΓK−R(f), для якого в кожнiй вершинi визначений спiн.

Виявляється, що орiєнтацiї ребер i спiна у вершинах ΓK−R(f) не досить,
щоб розрiзняти функцiї загального положення. Справа у тому, що частковий
порядок P2(f), що породжений орiєнтацiєю ребер ΓK−R(f), не є лiнiйним.
Тобто, не кожна пара вершин порiвняна по вiдношенню до цього порядку.

Легко будується приклад двох функцiй загального положення, якi мають
iзоморфнi слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба, але породжують рiзнi
лiнiйнi порядки на множинах вершин цих графiв.

Однак нижче ми доведемо, що слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба
розрiзняють функцiї вiдносно бiльш слабкої, нiж топологiчна, еквiвалентно-
стi, яку ми зараз i означимо.



134

Означення 4.7.2 Нехай неперервнi функцiї f i g вiдповiдають умовам I.
Скажемо, що f i g пошарово еквiвалентнi (вiдповiдно, орiєнтовно пошарово
еквiвалентнi), якщо iснує гомеоморфiзм (вiдповiдно, орiєнтований гомеомор-
фiзм) площини на себе, який вiдображає компоненти множин рiвнiв f на
компоненти множин рiвнiв g.

Лiнiйний порядок P1(f) є iнварiантом вiдносно орiєнтованої топологiчної
еквiвалентностi функцiй, але слабо навантажений граф Кронрода-Рiба з лi-
нiйним порядком P1(f) на множинi вершин все ще не є повним iнварiантом,
див. Приклад Д.3. Потрiбно додатково вiдстежувати поведiнку f “на нескiн-
ченностi”.

Граф з черенками не є справжнiм графом у комбiнаторному сенсi. Вiн
отриманий зi “справжнього графа” шляхом вилучення деякої пiдмножини
вершин порядку 1.

Зрозумiло, що маючи граф з черенками i його розбиття на вершини i
ребра, можна однозначно вiдновити на ньому комбiнаторну структуру графа,
“додавши назад” вилученi вершини порядку 1. Будемо називати такi вершини
вiртуальними. Множину вiртуальних вершин позначимо Vvirt.

Згадаємо, що на ΓK−R(f) визначена функцiя fK−R, така що fK−R ◦πf = f .
Для кожного ребра e визначенi двi величини m(e) = infx∈e fK−R(x) i M(e) =

supx∈e fK−R(x). Кожна з цих величин може бути як скiнченною, так i ±∞.
Нехай V — множина вершин ΓK−R(f). На множинi V ∪ Vvirt означимо

функцiю flim наступним чином. Якщо v є початком ребра e, нехай flim(v) =

m(e); якщо v є кiнцем e, нехай flim(v) = M(e).
Ми встановили вище, що fK−R строго монотонна на ребрах. Внаслiдок

цього flim = fK−R на множинi V “справжнiх” вершин ΓK−R(f). Оскiльки всi
вiртуальнi вершини мають порядок 1, то flim коректно визначена також на
Vvirt.

Нас буде цiкавити не вся множина Vvirt, а лише тi вiртуальнi вершини, на
яких flim набуває скiнченнi значення. Позначимо

Vfin = {v ∈ Vvirt | flim(v) 6= ±∞} .
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Множину Vext = V ∪ Vfin назвемо розширеною множиною вершин графа
ΓK−R(f).

Функцiя flim породжує на Vext вiдношення часткового порядку Pext(f), яке
визначається наступним чином. Нехай v1, v2 ∈ Vext. Якщо flim(v1) < flim(v2),
то v1 < v2. Якщо flim(v1) = flim(v2), то v1 i v2 непорiвняннi. Назвемо це
вiдношення розширеним вiдношенням порядку на Vext.

Зрозумiло, що Pext(f) збiгається з P1(f) на V . Також очевидно, що Pext(f)

узгоджене з орiєнтацiєю ребер ΓK−R(f) у тому сенсi, що кiнець ребра завжди
бiльше його початку.

Твердження 4.7.3 Вiдношення “бути непорiвнянними вiдносно Pext(f)” є
транзитивним на множинi Vext.

Доведення. Нехай v1 i v2, а також v2 i v3 непорiвняннi вiдносно Pext(f). Тодi
flim(v1) = flim(v2) i flim(v2) = flim(v3). Внаслiдок цього v1 i v3 непорiвняннi. �

Означення 4.7.4 Нехай на множинi A задане вiдношення ρ часткового по-
рядку. Якщо вiдношення “бути непорiвнянними вiдносно ρ” є транзитивним
на A, то вiдношення ρ називається функцiєподiбним.

Отже, вiдношення Pext(f) функцiєподiбне.

Означення 4.7.5 Навантаженим графом Кронрода-Рiба називається слабо
навантажений граф ΓK−R(f) разом iз пiдмножиною Vfin множини вiрту-
альних вершин i розширеним вiдношенням порядку Pext(f) на розширенiй
множинi вершин Vext = V ∪ Vfin.

Нехай ΓK−R(f) i ΓK−R(g) — орiєнтованi графи з черенками. Розгляне-
мо орiєнтованi комбiнаторнi графи Gf i Gg, якi їм вiдповiдають. Множи-
ною вершин Gf (Gg) є об’єднання звичайних i вiртуальних вершин ΓK−R(f)

(ΓK−R(g)), елементами множини ребер Gf (Gg) є ребра ΓK−R(f) (ΓK−R(g)).
Iнцидентнiсть вершин до ребер i орiєнтацiя ребер переноситься з вiдповiдного
графа з черенками.
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Означення 4.7.6 Комбiнаторним iзоморфiзмом орiєнтованих графiв з че-
ренками ΓK−R(f) i ΓK−R(g) називається iзоморфiзм орiєнтованих графiв Gf

i Gg, який вiдображає множину вiртуальних вершин графа ΓK−R(f) на мно-
жину вiртуальних вершин графа ΓK−R(g).

Означення 4.7.7 (Слабо) навантаженi графи Кронрода-Рiба функцiй f i g
еквiвалентнi, якщо iснує комбiнаторний iзоморфiзм ψ орiєнтованих графiв
з черенками ΓK−R(f) i ΓK−R(g), який зберiгає (слабке) навантаження.

Тобто iзоморфiзм ψ кожному спiну на ΓK−R(f) ставить у вiдповiднiсть
спiн на ΓK−R(g):

Cv = (e1, e2, ..., en) 7→ Cψ(v) = (ψ(e1), ψ(e2), ..., ψ(en)) .

Також у випадку, коли розглядаються навантаженi графи Кронрода-Рiба, ψ
iндукує iзоморфiзм розширених порядкiв на розширених множинах вершин.

Приклади, що iлюструють наведенi означення знаходяться у Додатку Д.

4.8 Основна теорема.

Основним результатом даного роздiлу є наступна теорема, див. [63].

Теорема 4.8.1 (Є. О. Полулях, Ю. Ю. Сорока, В. В. Шарко) Нехай
f, g : R2 → R — функцiї загального положення, що задовольняють умовам
I.

f i g є орiєнтовано пошарово еквiвалентними тодi i тiльки тодi, ко-
ли слабо навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f еквiвалентний слабо
навантаженому графу однiєї з функцiй g або −g.

f i g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
їх навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентними.

Доведення Теореми 4.8.1 знаходиться в Додатку Г.4.
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Роздiл 5

Псевдогармонiчнi функцiї на
замкненому диску

На початку роздiлу вiдмiтимо, що у зв’язку з обмеженням на обсяг роботи
всi результати цього роздiлу наведенi без доведень. Повнi доведення можна
знайти у спiльнiй книжцi [33] автора та I. А. Юрчук.

У цьому роздiлi ми розглядаємо клас неперервних функцiй f означених
на замкненому одиничному диску D2 площини C, якi є псевдогармонiчними
у IntD2, i для яких обмеження f |∂D2 має лише скiнченне число екстремумiв.

5.1 Означення регулярних i сингулярних точок

Нехай W ⊂ C є область, обмежена скiнченною кiлькiстю простих замкнених
кривих, функцiя f : W → R є неперервною i такою, що обмеження f |∂W має
скiнченну кiлькiсть локальних екстремумiв.

Означення 5.1.1 Назвемо z0 ∈ W регулярною точкою функцiї f , якщо iсну-
ють її вiдкритий окiл U ⊆ W точки z0 i гомеоморфiзм ϕ : U → IntD2, такi
що ϕ(z0) = 0 i f ◦ ϕ−1(z) = Re z + f(z0) для всiх z ∈ IntD2.

U називається простим околом точки z0.

Позначимо D2
+ = {z | |z| < 1 i Im z ≥ 0}.
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Означення 5.1.2 Назвемо z0 ∈ ∂W регулярною межовою точкою функцiї f ,
якщо iснують її вiдкритий окiл U в просторiW i гомеоморфiзм ψ : U → D2

+,
такi що ψ(z0) = 0, ψ(U∩f−1(f(z0))) = {0}× [0, 1), ψ(U∩FrW ) = (−1, 1)×{0}
i функцiя f ◦ ψ−1 є строго монотонною на iнтервалi (−1, 1)× {0}.

Окiл U називається простим.

Зауваження 5.1.3 Легко бачити, що в Означеннях 5.1.1 i 5.1.2 простi око-
ли можуть бути обранi як завгодно малi.

Якщо z0 ∈ IntD2 не є регулярною точкою функцiї f , будемо називати її
сингулярною.

Припустимо додатково, що f є псевдогармонiчною у W .
Тодi за означенням усi сингулярнi точки f є сiдловими. Тобто для кожної

сингулярної точки z0 ∈ W функцiї f iснують вiдкритий окiл U ⊆ W точки z0

i гомеоморфiзм ϕ : U → IntD2 такi, що ϕ(z0) = 0 i f ◦ϕ−1(z) = Re(zn)+f(z0),
n ≥ 2 для всiх z ∈ IntD2 (див. [10], [12], [99]). Число n − 1 будемо називати
кратнiстю сiдлової точки.

Сiм’я всiх одноточкових компонент зв’язностi множин рiвня f складає-
ться з локальних екстремумiв f , якi мiстяться у ∂W згiдно з означенням
псевдогармонiчної функцiї.

Точка межi ∂W , яка не є нi регулярною межовою точкою анi iзольованою
точкою множини рiвня f , називається сингулярною межовою точкою.

Означення 5.1.4 Число c є сингулярним значенням f якщо множина рiвня
f−1(c) мiстить сингулярнi точки.

Число c є регулярним значенням f якщо множина рiвня f−1(c) не мi-
стить сингулярних точок i гомеоморфна незв’язному об’єднанню вiдрiзкiв,
що перетинають межу ∂W тiльки у своїх кiнцях.

Означення 5.1.5 Число c є напiврегулярним значенням f якщо воно не є
нi регулярним анi сингулярним.

Зауваження 5.1.6 З означень слiдує, що множина рiвня, яка вiдповiдає на-
пiврегулярному значенню, мiстить лише сингулярнi межовi точки i ло-
кальнi єкстремуми f (вони мiстяться у ∂W i є iзольованими точками
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множин рiвня f). Множини рiвня, що вiдповiдають сингулярним значен-
ням, мiстять сингулярнi точки, i вони також можуть мiстити межовi
сингулярнi точки i локальнi екстремуми.

Вiдомо. що кожна множина рiвня псевдогармонiчної функцiї гомеоморфна
незв’язному об’єднанню дерев [10], [12], [21].

З Теореми 4.1 [99], див. також [10], слiдує, що для кожної межової син-
гулярної точки iснують її окiл (якiй називається простим) i гомеоморфiзм
цього околу на одиничний пiв-диск, що вiдображає цю точку у початок коор-
динат, а образ її множини рiвня складається зi скiнченного числа променiв,
якi виходять з початку координат.

a) b)

−
+

−
+

−
+

−

+ −

Рис. 5.1.1: У випадку a) сингулярна межова точка є регулярною точкою фун-
кцiї f |∂D2 , а у випадку b) сингулярна межова точка є локальним максимумом
f |∂D2 .

5.2 Властивостi дерев, вкладених у двовимiр-

ний диск

Нехай T є деревом з множиною вершин V i множиною ребер E. Припустимо,
що T невироджене (має принаймнi одне ребро). Позначимо через Vter мно-
жину всiх вершин T порядку 1. Припустимо, що для пiдмножини V ∗ ⊆ V

виконується наступна умова:

Vter ⊆ V ∗ . (5.2.1)
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Нехай також ϕ : T → R2 є вкладенням, для якого

ϕ(T ) ⊆ D2 , ϕ(T ) ∩ ∂D2 = ϕ(V ∗) . (5.2.2)

Лема 5.2.1 Множина R2\(ϕ(T )∪∂D2) має скiнченну кiлькiсть компонент
зв’язностi

U0 = R2 \D2, U1, . . . , Um ,

також для кожного i ∈ {1, . . . ,m} множина Ui є вiдкритим диском i обме-
жена простою замкненою кривою

∂Ui = Li ∪ ϕ(P (vi, v
′
i)) , Li ∩ ϕ(P (vi, v

′
i)) = {ϕ(vi), ϕ(v′i)}

де Li є дугою ∂D2, що з’єднує ϕ(vi) i ϕ(v′i), а ϕ(P (vi, v
′
i)) є образом єдиного

шляху P (vi, v
′
i) в T , який з’єднує vi i v′i.

5.3 Топологiчний iнварiант для псевдогармонiч-

ної функцiї на диску

Побудова iнварiанту для псевдогармонiчної функцiї, який називається її
комбiнаторною дiаграмою:

1) Побудуємо граф Кронрода-Рiба ΓK−R(f |∂D2) обмеження f на ∂D2. Вiн
iзоморфний колу з парною кiлькiстю вершин порядку 2 (вершини є локальни-
ми екстремумами обмеження f на ∂D2) i зафiксуємо орiєнтацiю на ΓK−R(f |∂D2),
що породжена орiєнтацiєю на D2.
2) Нехай ai є сингулярними значеннями f , а cj є напiврегулярними значен-

нями. Додамо до ΓK−R(f |∂D2) тi компоненти зв’язностi множин рiвня

f−1(a1) ∪ . . . ∪ f−1(ak) ∪ f−1(c1) ∪ f−1(c2) ∪ . . . ∪ f−1(cl) ,

що мiстять сингулярнi i сингулярнi межовi точки. Точки перетину цих ком-
понент з ΓK−R(f |∂D2) або є вершинами цього графу, або дiлять його ребра на
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зв’язнi частини. Додамо цi точки до числа вершин ΓK−R(f |∂D2). Покладемо

P (f) = ΓK−R(f |∂D2) ∪
⋃
i

f̂−1(ai) ∪
⋃
j

f̂−1(cj) ,

де f̂−1(ai) ⊂ f−1(ai), f̂−1(cj) ⊂ f−1(cj) є тими компонентами зв’язностi мно-
жин рiвня, що мiстять сингулярнi та сингулярнi межовi точки.
3) Означимо на вершинах графа P (f) частковий порядок порiвнюючи зна-

чення функцiї f : v1 < v2 ⇐⇒ f(x1) < f(x2), де v1, v2 ∈ P (f), а x1, x2 — точки,
що вiдповiдають вершинам v1, v2. Якщо значення функцiї збiгаються, будемо
вважати вершини непорiвнянними.

Цей частковий порядок є строгим, оскiльки вiн антирефлексивний, анти-
симметричний i транзитивний. Будемо називати P (f) комбiнаторною дiагра-
мою псевдогармонiчної функцiї f .

За побудовою P (f) є скiнченним графом на множинi вершин якого озна-
чене вiдношення строгого часткового порядку.
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Рис. 5.3.1: Приклад дiаграми деякої псевдогармонiчної функцiї.

Ми побудували комбiнаторний iнварiант функцiї f як пiдмножину D2.
Ми будемо розглядати його як абстрактний граф з фiксований вiдношенням
часткового порядку на множинi вершин V (P (f)).

Означення 5.3.1 Двi комбiнаторнi дiаграми P (f) i P (g) iзоморфнi, якщо
iснує iзоморфiзм φ : P (f)→ P (g), який зберiгає вiдношення строгого частко-
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вого порядку на їх вершинах (вiдображення φ
∣∣
V (P (f))

i φ−1
∣∣
V (P (g))

монотоннi)
а також орiєнтацiю.

На дiаграмi P (f) можна природним чином означити топологiю. Напри-
клад, це можна зробити через структуру CW-комплекса на P (f). Всi вершини
графа P (f) можна розглядати як нольвимiрнi клiтини, аналогiчно, всi ребра
можна вважати одновимiрними клiтинами. P (f) також можна розглядати як
пiдмножину R3 всi ребра якої є вiдрiзками прямих.

Означення 5.3.2 Скажемо, що гомеоморфiзм ϕ : P (f) → P (g) є реалiза-
цiєю iзоморфiзму φ : P (f) → P (g) комбiнаторних дiаграм, якщо ϕ|V (P (f)) =

φ
∣∣
V (P (f))

i для довiльного ребра e ∈ E(P (f)) з рiвностi φ(e) = e′ слiдує, що
ϕ(e) = e′.

Зауваження 5.3.3 Зрозумiло, що кожен iзоморфiзм φ комбiнаторних дiа-
грам реалiзується за допомогою деякого гомеоморфiзму, але цей гомеомор-
фiзм не визначений однозначно: для кожного ребра e ∈ E(P (f)) ми можемо
довiльним чином вибрати гомеоморфiзм ϕe : e→ φ(e), що збiгається з φ на
множинi e ∩ V (P (f)).

Ми побудували комбiнаторну дiаграму P (f) як пiдмножину D2, отже ко-
ректно означений “носiй” дiаграми у D2. Вiн збiгається з множиною

Pf = ΓK−R(f |∂D2) ∪
⋃
i

f̂−1(ai) ∪
⋃
j

f̂−1(cj) , (5.3.1)

де f̂−1(ai) i f̂−1(cj) є компонентами зв’язностi множин рiвня функцiї f , що
мiстять сингулярнi та сингулярнi межовi точки.

Аналогiчно, вершинам P (f) вiдповiдає множина Vf , що є “носiєм” його
вершин у D2. Функцiя f породжує вiдношення строгого часткового порядку
на цiй множинi за допомогою спiввiдношень x1 < x2 ⇔ f(x1) < f(x2). По-
значимо через M(f) ⊂ ∂D2 множину локальних екстремумiв f на D2. За
побудовою кожна точка цiєї множини вiдповiдає деякiй вершинi P (f), отже



143

M(f) ⊂ Vf . Iншi вершини P (f) характеризуються тiєю властивiстю, що ко-
жна з них є спiльним кiнцем принаймнi трьох ребер, отже у просторi P (f)

вона не має околу, гомеоморфного iнтервалу.

Означення 5.3.4 Cr-пiдграфом графу P (f) є такий пiдграф q(f), що:
• q(f) є простим орiєнтованим циклом;
• довiльна пара сусiднiх вершин vi, vi+1 ∈ q(f) є порiвнянною.

Нехай ϕ : P (f) → D2 є довiльним вкладенням топологiчного простору
P (f) у D2 таким, що ϕ(P (f)) = Pf . Зважаючи на сказане вище очевидно, що
включення M(f) ⊆ ϕ(V (P (f))) еквiвалентне до ϕ(V (P (f))) = Vf .

Далi, якщо прямо не вказано iнше, ми вважаємо, що для до-
вiльного вкладення P (f) у D2 орiєнтацiя Cr-пiдграфу збiгається з
орiєнтацiєю ∂D2.

Означення 5.3.5 Нехай ϕ : P (f) → D2 є вкладенням топологiчного про-
стору P (f) у D2. Воно сумiсне з f , якщо виконується наступне:
• ϕ(P (f)) = Pf ;
• M(f) ⊆ ϕ(V (P (f)));
• частковий порядок на (V (P (f))) = Vf , iндукований з часткового порядку

на V (P (f)) за допомогою ϕ, збiгається з частковим порядком, iндукованим
на цiй множинi з R функцiєю f .

Зрозумiло, що iснує принаймнi одне вкладення ϕ : P (f) → D2, сумiсне з
f . Якщо ψ : P (f) → P (f) є iзоморфiзмом P (f) на себе (наприклад, тотожне
вiдображення), що може бути реалiзованим за допомогою гомеоморфiзму ψ̂ :

P (f)→ P (f), то вкладення ϕ ◦ ψ̂ також сумiсне з f .
Нагадаємо, що вершини v1 i v2 деякого графу G називаються сусiднiми,

якщо вони є кiнцями одного й того ж ребра.
Нехай v — деяка вершина дiаграми P (f), а {vi}, i = {1, . . . , k}, є множиною

всiх вершин, сусiднiх до неї. Тодi iснують точки x i xi диску D2, що вiдпо-
вiдають вершинам v i vi. Позначимо через Xi ⊆ D2 множину, що вiдповiдає
ребру e(v, vi) (зрозумiло, що кожна Xi гомеоморфна сегменту). Розглянемо
наступнi можливостi:
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Випадок 1: x ∈ IntD2. Тодi f(x) = f(xi) = a, де i = {1, . . . , k} i число a є
сингулярним значенням. Тому вершини v, v1, v2, . . . , vk попарно непорiвняннi.
Оскiльки компонента множини рiвня сингулярного значення a є скiнченним
деревом, то всi вершини, якi вона мiстить попарно непорiвняннi.

Випадок 2: x ∈ ∂D2. У цьому випадку точка x або регулярна, або є локаль-
ним екстремумом неперервної функцiї f |∂D2 , яка монотонно зростає (спадає)
мiж сусiднiми локальними екстремумами. Отже, серед множин Xi є такi, на
яких функцiя монотонно зростає (спадає). Зрозумiло, що iснують рiвно двi
кривi Xj i Xk, якi є пiдмножинами кола ∂D2. Кiнцями цих кривих є точки
xj i xk. Як ми вже бачили у попередньому випадку, якщо множина Xi не
мiститься у ∂D2, то кiнцi вiдповiдного ребра не є порiвнянними. Тому з усiх
вершин {vi}, що сусiднi з v, лише vj i vk є порiвнянними з v. Для кожної з
вершин vj i vk iснують рiвно двi сусiднi вершини, якi з ними порiвняннi i так
далi. Отже, вешини v, vj, vk, . . . утворюють цикл (випадок двох або бiльшої
кiлькостi циклiв неможливий, оскiльки всi вершини i ребра цього ланцюжка
лежать на колi, що обмежує диск D2).

Очевидно, що v разом з обома вершинами vj i vk належить до q(f)–циклу.

Те, що дiаграма P (f) побудована по псевдогармонiчнiй функцiї, приводить
до низки її характеристик.

Основнi властивостi дiаграми P (f) :

C1) iснує єдиний Cr-пiдграф q(f) ∈ P (f);
C2) P (f) \ q(f) =

⋃
i

Ψi, Ψj

⋂
Ψi = ∅, де i 6= j, i кожне Ψi — це дерево, таке

що для кожного iндексу i двi довiльнi вершини v′, v′′ ∈ Ψi непорiвняннi;
C3) iснує вкладення ψ : P (f) → D2, для якого ψ(q(f)) = ∂D2 i ψ(P (f) \

q(f)) ⊂ IntD2;
C4) для кожної компоненти зв’язностi Θ множини D2 \ Pf функцiя f є

регулярною на множинi Θ.

Зi сказаного вище слiдують iснування Cr-пiдграфу i справедливiсть C2.
Єдинiсть q(f) випливає з iснування Cr-пiдграфу i C2. Умова C3 є наслiдком
того, що P (f) є дiаграмою функцiї f , що означена на D2. Cr-пiдграф q(f) ∈
P (f) єдиний, тому з означень легко бачити, що для кожного вкладення ψ :
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P (f)→ D2, що узгоджене з f , має виконуватись рiвнiсть ψ(q(f)) = ∂D2.
За означенням дiаграми P (f) кожне дерево Ψi вiдповiдає компонентi зв’яз-

ностi деякої сингулярної або напiврегулярної множини рiвня функцiї f . Кiль-
кiсть дерев збiгається з числом таких компонент, якi мiстять сингулярнi i
сингулярнi межовi точки. Позначимо через P c

f = Pf \ ∂D2 об’єднання цих
компонент.

Нехай ψ : P (f)→ D2 є вкладенням, що узгоджене з f . Якщо кiнцi v′ i v′′

деякого ребра e = e(v′, v′′) дiаграми P (f) непорiвняннi, то e̊ = e \ {v′, v′′} ∈
P (f) \ q(f) ⊆ ⋃i Ψi. Отже ψ(̊e) ⊆ Pf ∩ IntD2 ⊆ P c

f . Тому iснує c = c(e) ∈ R,
для якого ϕ(e) ⊂ f−1(c). Кожна зв’язна множина ψ(Ψi) належить до деякої
компоненти зв’язностi P c

f . Внаслiдок того, що вiдображення ψ є вкладенням
i ψ(q(f)) = ∂D2, виконуються рiвностi

ψ
(⋃

i

Ψi

)
= ψ

(
P (f) \ q(f)

)
= ψ(P (f)) \ ψ(q(f)) = Pf \ ∂D2 = P c

f .

За означенням кiлькостi компонент зв’язностi множин
⋃
i Ψi i P c

f збiгаються,
тому множина ψ(Ψi) є компонентою зв’язностi P c

f .
Зберемо разом наслiдки Властивостей C1–C3, що ми отримали вище.

Твердження 5.3.6 Нехай P (f) є комбiнаторною дiаграмою псевдогармонi-
чної функцiї f i ψ : P (f) → D2 є вкладенням, що узгоджене з f . Тодi вико-
нуються наступнi умови:
• ψ(q(f)) = ∂D2;
• для кожного дерева Ψi множина ψ(Ψi) є компонентою сингулярної або

напiврегулярної множини рiвня f .

Властивiсть C4 слiдує з наступних тверджень.

Твердження 5.3.7 Нехай P (f) є комбiнаторною дiаграмою псевдогармонi-
чної функцiї f i ψ : P (f)→ D2 є вкладенням для якого ψ(q(f)) = ∂D2.

Множина Fr Σ = Fr Σ є образом простого циклу Q дiаграми P (f) для
кожної компоненти зв’язностi Σ множини D2 \ ψ(P (f)).



146

Лема 5.3.8 Нехай P (f) є дiаграмою, яку побудовано по псевдогармонiчнiй
функцiї f i ψ : P (f)→ D2 є вкладенням, що узгоджене з f .

Тодi для кожної компоненти Θ доповнення D2 \ P (f) = D2 \ Pf її зами-
кання Θ гомеоморфне диску i f регулярна на Θ.

Лема 5.3.9 Нехай P (f) є комбiнаторною дiаграмою псевдогармонiчної фун-
кцiї; вкладення ψ1, ψ2 : P (f) → D2 вiдповiдають спiввiдношенню ψi(q(f)) =

∂D2, i = 1, 2.
Якщо образ ψ1(Q) простого циклу Q ⊂ P (f) є межею деякої компонен-

ти доповнення D2 \ ψ1(P (f)), то образ ψ2(Q) обмежує деяку компоненту
доповнення D2 \ ψ2(P (f)).

Наслiдок 5.3.10 В умовах Леми 5.3.9 iснує гомеоморфiзм Φ : D2 → D2

такий, що Φ ◦ ψ1 = ψ2.

5.4 Умови на топологiчну еквiвалентнiсть

Теорема 5.4.1 (I. А. Юрчук) Двi псевдогармонiчнi функцiї f i g тополо-
гiчно еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли iснує iзоморфiзм комбiнаторних
дiаграм ϕ : P (f) → P (g), який зберiгає строгий частковий порядок i орiєн-
тацiю на них.

На Рис. 5.4.1 зображено дiаграми двох псевдогармонiчних функцiй, що
мають по два локальних мiнiмума, по два локальних максимума на ∂D2 i по
однiй сингулярнiй межовiй точцi. При цьому цi двi функцiї не є топологiчно
еквiвалентними.

5.5 Критерiй D-планарностi дерева

Нехай T є скiнченним деревом, V — множина його вершин, Vter є множиною
його термiнальних вершин i V ∗ ⊆ V є пiдмножиною T , такою що Vter ⊆ V ∗.
Припустимо, що з усiх елементiв множини V ∗ утворено деякий цикл C =

(v1, . . . , vk) (див. Пiдроздiл 4.4).
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Рис. 5.4.1: Дiаграми топологiчно не еквiвалентних псевдогармонiчних фун-
кцiй.

Зауваження 5.5.1 Для графу G означене поняття циклу. Циклом у гра-
фi називається шлях, початок i кiнець якого збiгаються. Щоб уникнути
плутанини, тi об’єкти, якi означенi у Пiдроздiлi 4.4, будемо далi називати
абстрактними циклами.

Означення 5.5.2 Нехай G — граф, γ = e1, . . . , ek = v1, . . . , vk, v1 — деякий
цикл графу G. Тут ei — ребро з кiнцями vi та vi+1, i ∈ {1, . . . , k−1}; кiнцями
ребра ek є вершини vk i v1.

Скажемо, що цикл γ iндукує абстрактний цикл (v1, . . . , vk).

Означення 5.5.3 Нехай G i γ тi ж, що у попередньому означеннi. Нехай
V̂ — деяка пiдмножина множини {v1, . . . , vk} вершин, через якi проходить
γ.

Скажемо, що цикл γ iндукує абстрактний цикл (vs1 , . . . , vsi) на множинi
V̂ , якщо виконуються наступнi умови:
• 1 ≤ s1 < . . . < si ≤ k;
• vj ∈ V̂ тодi й тiльки тодi, коли j ∈ {s1, . . . , si}.
Iншими словами, γ розбивається на послiдовнiсть шляхiв

P (vs1 , vs2), . . . , P (vsi−1
, vsi), P (vsi , vs1),

кожний з яких з’єднує вершини з множини V̂ i перетинає цю множину
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тiльки по своїм кiнцям.

Очевидно, що Означення 5.5.2 є частинним випадком Означення 5.5.3 з
V̂ = {v1, . . . , vk}.

Зауважимо, що цикл γ не обов’язково простий (може мати самоперетини).
Тому вершини vs1 , . . . , vsi не обов’язково попарно рiзнi.

Означення 5.5.4 Абстрактний цикл C = (a1, . . . , am) називається про-
стим, якщо ai 6= aj при i 6= j, i, j ∈ {1, . . . ,m}.

Зауваження 5.5.5 За означенням, коли цикл γ в Означеннi 5.5.3 простий,
то вершини v1, . . . , vk попарно рiзнi. Внаслiдок цього для кожної пiдмножи-
ни V̂ ⊂ {v1, . . . , vk} абстрактний цикл, iндукований циклом γ на V̂ , теж є
простим.

Отже припустимо, що з усiх елементiв пiдмножини V ∗ вершин дерева T
утворено деякий простий абстрактний цикл C = (v1, . . . , vk).

Припустимо, що вкладення ϕ : T → R2, вiдповiдає (5.2.2). Тодi з елементiв
множини ϕ(V ∗) = ϕ(T )∩∂D2 можна утворити два рiзних абстрактних цикли.

З одного боку, вiдображення ϕ|V ∗ : V ∗ → ϕ(V ∗) бiєктивне, тому спiввiдно-
шення

ϕ(C) = (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk))

коректно означає деякий простий абстрактний цикл.
З iншого боку, обходячи коло S1 у додатному напрямку ми можемо озна-

чити абстрактний цикл

S = (ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)))

природним чином: точки ϕ(vσ(1)), . . . , ϕ(vσ(k)) обходяться у вказаному порядку
при обходi кола.

Означення 5.5.6 Дерево T називається D-планарним, якщо iснує вкладе-
ння ϕ : T → R2, яке вiдповiдає (5.2.2), i таке що абстрактний цикл ϕ(C)

збiгається з абстрактним циклом S.
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Рис. 5.5.1: Дерево злiва є D-планарним. Тут C = (1, . . . , 7).

Зауваження 5.5.7 Вiдомо, що скiнченне дерево має принаймнi двi термi-
нальнi вершини. Тому завжди множина V ∗ мiстить принаймнi два елемен-
ти.

Теорема 5.5.8 ([33]) D-планарнiсть дерева T еквiвалентна такiй умовi:
• для довiльного ребра e iснує рiвно два шляхи, кожний з яких проходить

через e i з’єднує деяку пару вершин з множини V ∗, що є сусiднiми елемен-
тами простого абстрактного циклу C.

5.6 Умови на граф

Нехай G ⊂ R3 є скiнченним зв’язним графом, на множинi вершин якого
задано строгий частковий порядок. Припустимо, що кожна вершина G має
порядок не менше 2.

Множина V ×V дiлиться на двi частини C1 i C2. Пара вершин v1, v2 мiсти-
ться у C1, якщо вершини порiвняннi (тобто справедлива одна з нерiвностей
v1 < v2 або v2 < v1), iнакше пара v1, v2 належить C2.
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Означення 5.6.1 Cr-цикл графа G — це пiдграф γ, який є простим циклом,
причому кожна пара сусiднiх вершин γ належить C1.

Далi ми розглядаємо такi умови на граф G ⊂ R3:
A1) iснує єдиний Cr-цикл γ;

A2) G \ γ = F =
k⋃
i=1

Ti, де F є лiсом, для якого виконуються умови:

• якщо vk < v (вiдповiдно, vk > v) для деякої вершини vk ∈ Ti ⊂ F , де
v ∈ G, то vl < v (вiдповiдно, vl > v) для кожної vl ∈ Ti ⊂ F ;
• deg(v) = 2s ≥ 4 для кожної вершини v ∈ G \ γ;
A3) Умова на строгий порядок на Cr-циклi γ: для кожної вершини v пiд-

графу γ i сусiднiх з нею вершин v1 i v2, таких що v1, v2 ∈ γ, справедливе
наступне:
• якщо deg(v) = 2, то deg(v1) > 2, deg(v2) > 2 i iснує єдиний iндекс i, для

якого v1, v2 ∈ Ti;
• якщо deg(v) = 2s > 2 (вiдповiдно, deg(v) = 2s + 1), то v1 < v > v2 або

v1 > v < v2 (вiдповiдно, v1 < v < v2 або v1 > v > v2).
A4) Умова на строгий порядок на G: якщо (v1, v2), (v2, v3) ∈ C2, то i (v1, v3) ∈

C2.
Зауважимо, що з A2 слiдує, що всi вершини кожної компоненти зв’язностi

Ti попарно непорiвняннi.
Якщо виконується A2, то очевидно iснує непорожня пiдмножина V ∗ вер-

шин графа F , яка мiстить множину Vter всiх термiнальних вершин F , i така
що V ∗ = V (F ) ∩ γ. Зрозумiло, що пiдмножина V ∗ вершин F розпадається на
пiдмножини V ∗k так що Vter(Tk) ⊂ V ∗k ⊂ Tk ⊂ F i V ∗ =

⋃
i

V ∗i .

Означення 5.6.2 Скiнченний граф G ⊂ R3 називається D-планарним, як-
що iснують його пiдграф γ i вкладення ϕ : G → D2, для яких справедливо
наступне:
• γ є простим циклом;
• G \ γ =

⋃k
i=1 Ti = F є скiнченним об’єднанням дерев;

• γ мiстить всi термiнальнi вершини F ;
• ϕ(γ) = ∂D2, ϕ(G \ γ) ⊆ IntD2.
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Теорема 5.6.3 (Є. О. Полулях, I. А. Юрчук, див. [33]) Нехай G є гра-
фом, γ ⊆ G є простим циклом, таким що G \ γ =

⊔
i Ti, де кожне Ti є

деревом.
Тодi G є D-планарним тодi й лише тодi, коли виконуються наступнi

умови:
• кожне дерево Ti з пiдмножиною вершин V ∗i , на якiй цикл γ iндукує про-

стий абстрактний цикл Ci, є D-планарним;
• для кожної пари iндексiв m 6= n пiдмножина вершин V ∗n дерева Tn нале-

жить єдинiй компонентi зв’язностi множини γ \ V ∗m.

Зауваження 5.6.4 Якщо G задовольняє A1 i A2, то G вiдповiдає вимогам
Теореми 5.6.3.

Припустимо, що G задовольняє A1 i A2. Розглянемо довiдьну пару вершин
v1, v2 з множини V ∗i , що належить пiдграфу Ti графа G. Множина γ \ (v1∪v2)

є об’єднанням двох неперетинних зв’язних множин γ1 i γ2.

Означення 5.6.5 Пара вершин v1, v2 ∈ V ∗i називається граничною, якщо
одна з множин γ1 або γ2 не мiстить вершин множини V ∗i , але мiстить
принаймнi одну вершину з множини V ∗ \ V ∗i .

Позначимо через ω(v1, v2) граничну пару, а через α — ту множину γk, що
не мiстить вершин V ∗i i мiстить елементи множини V ∗\V ∗i . Зрозумiло, що для
кожної вершини vj, j ∈ {1, 2}, граничної пари ω(v1, v2) iснує сусiдня вершина
ṽj, така що ṽj ∈ α.

Означення 5.6.6 Граф G називається спецiальним, якщо виконуються на-
ступнi умови:
S1) G задовольняє A1 i A2;
S2) G є D-планарним;
S3) для довiльної граничної пари ω(v1, v2) ∈ V ∗i пара сусiднiх вершин ṽ1, ṽ2

належить до однiєї множини V ∗k , де V ∗k ⊂ V ∗ \ V ∗i , ṽ1, ṽ2 ∈ α.

Зауваження 5.6.7 Якщо граф G є спецiальним i вершини v1, v2 утворю-
ють граничну пару, то пара ṽ1, ṽ2 є граничною парою дерева Tk ⊃ V ∗k .



152

Лема 5.6.8 Якщо граф G є спецiальним, то множина Θ = D2 \ ϕ(G) є
незв’язним об’єднанням областей Ui, таких що ∂U i мiстить одну або двi
невироджених дуги межi ∂D2, де ϕ : G→ D2 є вкладенням, для якого ϕ(γ) =

∂D2, ϕ(G \ γ) ⊂ IntD2.

Означення 5.6.9 Спецiальний граф G ⊂ R3 називається ∆–графом, якщо
вiн задовольняє A3.

Лема 5.6.10 Якщо v̂ = min{V }, v̌ = max{V } є вершинами ∆–графа G, то
v̂, v̌ ∈ γ i deg(v̂) = deg(v̌) = 2.

Припустимо, що на A задано два часткових порядка < i <′. Скажемо, що
частковий порядок <′ є продовженням порядку <, якщо тотожне вiдображе-
ння Id : (A,<)→ (A,<′) є монотонним.

Лема 5.6.11 Розглянемо ∆-граф G як CW -комплекс. Iснує неперервна фун-
кцiя g : G→ R на топологiчному просторi G, яка вiдповiдає умовам:

• g вiдображає частково впорядковану множину V (G) вершин графа G в
R монотонно;
• множина локальних екстремумiв обмеження g|γ збiгається з множи-

ною вершин G, якi мають парний порядок i належать циклу γ;
• кожне дерево Ti, i = 1, . . . , k графа F = G \ γ є пiдмножиною деякої

множини рiвня функцiї g.

Тодi частковий порядок <′, iндукований функцiєю g на множинi V (G)

векршин графа G, є продовженням часткового порядку < на V (G).

5.7 Теорема реалiзацiї

Теорема 5.7.1 (Є. О. Полулях, I. А. Юрчук, див. [33]) Якщо граф G є
комбiнаторною дiаграмою деякої псевдогармонiчної функцiї f , то G є ∆–
графом.
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Якщо граф G є ∆–графом, то частковий порядок на V (G) може бути
продовжений так, що граф G з новим частковим порядком на множинi вер-
шин буде iзоморфний комбiнаторнiй дiаграмi деякої псевдогармонiчної фун-
кцiї f .

Нехай G є ∆–графом. З Теореми 5.7.1 слiдує, що iснує псевдогармонiчна
функцiя f на диску, яка вiдповiдає графу G. Але, взагалi кажучи, ця функцiя
означена неоднозначно, оскiльки ми нiяк не обмежуємо вибiр монотонного
вiдображення g : V (G) → R. Отже, для непорiвнянних вершин v′ i v′′ графа
G не обов’язково виконується рiвнiсть g(v′) = g(v′′).

Неважко побудувати приклад ∆–графу G i двох вiдображень g1, g2 : G→
R, якi є монотонними на множинi вершин G i вiдповiдають Лемi 5.6.11, а
також задовольняють нерiвностi g1(v′) < g1(v′′) та g2(v′) > g2(v′′) для деякої
пари непорiвнянних вершин v′, v′′ ∈ V (G).

Теорема 5.7.2 ([33]) Нехай G є ∆–графом.
G задовольняє умову A4 тодi й тiльки тодi, коли строгий частковий

порядок на графi G збiгається зi строгим частковим порядком на дiаграмi
P (f) деякої псевдогармонiчної функцiї f , що вiдповiдає графу G.
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Роздiл 6

Смугастi поверхнi

6.1 Означення смугастої поверхнi

Означення 6.1.1 Пiдмножину S ⊂ R× [−1, 1] будемо називати модельною
смугою якщо

(1) R× (−1, 1) ⊂ S,
(2) перетин S ∩ (R×{−1, 1}) є (можливо, порожнiм) об’єднанням вiдкри-

тих обмеженних iнтервалiв замикання яких попарно не перетинаються.

Наприклад, R×(−1, 1) є модельною смугою, тодi як R×[−1, 1], R×(−1, 1],
R× [−1, 1) не є.

Для модельної смуги S будемо вживати наступнi позначення:

∂−S := S ∩ R× {−1}, ∂+S := S ∩ R× {1}, ∂S := ∂−S ∪ ∂+S.

Назвемо множини ∂−S i ∂+S берегами модельної смуги S. Компоненти
зв’язностi множини ∂−S (вiдповiдно, ∂+S) назвемо нижнiми (вiдповiдно,
верхнiми) межовими iнтервалами.

Нехай зафiксовано деяку не бiльш нiж злiченну множину iндексiв A i
набiр модельних смуг {Sα}α∈A. Нехай {Ic}c∈C — сiм’я всiх межових iнтервалiв
смуг з цього набору.
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Припустимо, що для деякої множини iндексiв B зафiксовано два iн’єктив-
них вiдображення i, j : B→ C, таких що i(B) ∩ j(B) = ∅.

Позначимо Xβ = Ii(β), Yβ = Ij(β), для кожного β ∈ B.

Означення 6.1.2 Смугастою поверхнею назвемо фактор-простiр

Z =
⊔
α∈A

Sα

/
{Yβ

φβ∼ Xβ}β∈B , (6.1.1)

де
(a)

⊔
α∈A

Sα є незв’язним об’єднанням модельних смуг;

(b) φβ : Yβ → Xβ, β ∈ B, є гомеоморфiзмом, що зберiгає або обертає орiєн-
тацiю.

Отже, смугаста поверхня, це поверхня, отримана з сiм’ї модельних смуг
шляхом ототожнення деяких пар межових iнтервалiв за допомогою гомео-
морфiзмiв. Дозволяється, щоб двi смуги склеювались уздовж бiльш нiж однiєї
пари межових компонент.

Можливо також склеювати пару iнтервалiв, якi належать межi однiєї сму-
ги S, навiть якщо вони лежать одночасно на нижнiй або на верхнiй частинi
межi ∂S.

Означення 6.1.3 Смугаста поверхня Z називається аффiнною, якщо ко-
жне вiдображення φβ : Yβ → Xβ, β ∈ B є аффiнним.

Зауваження 6.1.4 Для кожного β ∈ B межовi iнтервали Xβ, Yβ є горизон-
тальними, тому Xβ ⊂ R × {wβ}, Yβ ⊂ R × {yβ} для деяких wβ, yβ ∈ {−1, 1}.
Отже, в координатах вiдображення φβ : Yβ → Xβ виглядає наступним чином:

φβ(x, y) = (ψβ(x), wβ), (x, y) ∈ Yβ . (6.1.2)

Тут ψβ — деякий гомеоморфiзм iнтервала прямої. Якщо вiдображення ψβ

є аффiнним, то воно продовжується до аффiнного автоморфiзму прямої,
див. [83].
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Зауваження 6.1.5 Зауважимо, що якщо a < b i c < d, то iснує рiвно два
аффiнних гомеоморфiзма ψ+, ψ− : (a, b)→ (c, d), таких що ψ+ зберiгає орiєн-
тацiю, а ψ− обертає її. А саме,

ψ+(t) =
d− c
b− a

(
t− a

)
+ c, ψ−(t) =

c− d
b− a

(
t− a

)
+ d, (6.1.3)

для t ∈ (a, b).

Зауваження 6.1.6 Далi для спрощення мiркувань нам часто буде зручно
припускати, що вiдображення приклеювання є аффiнними. Зокрема ми це
суттєво використаємо при доведеннi Леми 6.3.3. Насправдi це обмеження не
є суттєвим, як показує Лема 6.1.8.

Нехай Z є смугастою поверхнею, яку означено за допомогою спiввiдноше-
ння (6.1.1), i

q :
⊔
α∈A

Sα −→ Z

є вiдображенням проекцiї. Тодi Z є некомпактним двовимiрним многовидом,
що може бути незв’язним, неорiєнтовним, i може мати нетривiальну межу.
Кожна зв’язна компонента межi ∂Z є iнтервалом. Також вiдмiтимо, що пiд-
множина U ⊂ Z вiдкрита тодi i лише тодi, коли q−1(U) вiдкрита в

⊔
α∈A

Sα.

Для кожного α ∈ A нехай

ξα : Sα ↪→ Z0 =
⊔
α∈A

Sα
q−→ Z

є композицiєю включення Sα у
⊔
α∈A Sα i проекцiї q. Назвемо ξα картою, що

вiдповiдає Sα.

Для зручностi введемо такi позначення:

Ŝα = ξα(Sα), ∂−Ŝα = ξα(∂−Sα), ∂+Ŝα = ξα(∂+Sα), ∂Ŝα = ξα(∂Sα).

Зокрема, образ Ŝα = ξα(Sα) будемо називати смугою поверхнi Z.
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Зауважимо, що кожна модельна смуга S допускає одновимiрне шарування
∆S, листами якого є зв’язнi компоненти ∂S i множини R× {t}, t ∈ (−1, 1).

У бiльш широкому загалi, нехай Z є смугастою поверхнею. Оскiльки її
смуги склеєнi за допомогою гомеоморфiзмiв листiв, шарування на смугах Z
породжують шарування ∆Z на Z. Назвемо його канонiчним.

Гомеоморфiзм h : Z → Z ′ смугастих поверхонь будемо називати листовим
гомеоморфiзмом, якщо вiн вiдображає листи шарування ∆Z на листи ∆Z′ .

Означення 6.1.7 Двi смугастi поверхнi Z ′ i Z ′′, що мають атласи q′ :

Z ′0 → Z ′ i q′′ : Z ′′0 → Z ′′, назвемо еквiвалентними, якщо iснує пара листових
гомеоморфiзмiв h : Z ′0 → Z ′′0 i k : Z ′ → Z ′′, для якої комутативна наступна
дiаграма.

Z ′0
h−−−→ Z ′′0

q′

y yq′′
Z ′ −−−→

k
Z ′′

(6.1.4)

Лема 6.1.8 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях, див. [66]) Кожна сму-
гаста поверхня Z еквiвалентна деякiй аффiннiй смугастiй поверхнi.

Доведення цiєї леми наведено в Додатку Е.1.

6.2 Канонiчне шарування на смугастiй поверхнi

Нехай Γ(∆) = Z/∆ є простором листiв i надiлений вiдповiдною фактор-
топологiєю, нехай p : Z → Γ(∆) є фактор-вiдображенням. За означенням
пiдмножина V ⊂ Γ(Z) вiдкрита тодi й лише тодi, коли її повний прообраз
p−1(V ) є вiдкритим у просторi Z. Отже, вiдкритi пiдмножини Γ(∆) — це вiд-
критi насиченi пiдмножини Z.

Лема 6.2.1 Γ(∆) є T1-простором.

Доведення. Ми маємо перевiрити, що кожна одноточкова множина {x} ⊂
Γ(∆) є замкненою в Γ(∆), тобто що кожен лист ω шарування ∆ замкнений у
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Z. Оскiльки Z =
⊔
α∈A Sα

/
{Yβ

φβ∼ Xβ}β∈B , див. (6.1.1), ми маємо довести, що

кожен лист у модельнiй смузi є замкненим. Це очевидно для листiв, пробрази
яких вiдносно вiдображення q лежать у внутрiшностi смуг IntSα = R×(−1, 1).

Якщо для деякого листа ω ∈ ∆ його прообраз q−1(ω) лежить в
⊔
α∈A Sα, то

для кожного α ∈ A пiдмножина q−1(ω) ∩ Sα замкнена в Sα згiдно пункту (2)
Означення 6.1.1. Отже q−1(ω) замкнена в Z0 i ω є замкненою пiдмножиною
Z. �

Зрозумiло, що для кожного листа ω маємо рiвно одну з наступних можли-
востей.

(a) ω належить до Ŝγ \ ∂Ŝγ для деякого γ ∈ A; у цьому випадку ω назива-
ється внутрiшнiм.
(b) ω ⊂ ∂Ŝγ ⊂ ∂Z для деякого γ ∈ A; у цьому випадку ω називається

межовим листом.
(c) ω ⊂ ∂εŜγ ∩ ∂ε′Ŝγ′ для деякого γ, γ′ ∈ A i ε, ε′ ∈ {±}. Тодi ω = ξγ(Xβ) =

ξγ′(Yβ) для деякого β ∈ B. Це можливiсть розпадається на наступнi непере-
тиннi випадки:
(c1) γ = γ′, Xβ = ∂εSγ, i Yβ = ∂ε′Sγ; отже ω = ∂−Ŝγ = ∂+Ŝγ = ∂Ŝγ;
(c2) γ 6= γ′, Xβ = ∂εSγ, i Yβ = ∂ε′Sγ′ , отже ω = ∂εŜγ = ∂ε′Ŝγ′ ;
(c3) Xβ 6= ∂εSγ або Yβ 6= ∂ε′Sγ′ , у цьому випадку ω називається особливим.

Наша мета — звести ситуацiю до випадку, коли вiдсутнi листи типiв (c1)
i (c2). Для цього нам потрiбна наступна лема.

Лема 6.2.2 Нехай S = R × (−1, 1) i T = S \
(
(−∞,−1] ∪ [1,+∞)

)
× 0. Тодi

iснує гомеоморфiзм h : S → T який є тотожнiм зовнi R × (−1
2
, 1

2
) i зберi-

гає горизонтальнi лiнiї, тобто h(x, y) = (α(x, y), y) для деякої неперервної
функцiї α, див. Рис. 6.2.1.

Доведення. Нехай гомеоморфiзм σ : R → (−1, 1) задано за допомогою рiв-
ностi

σ(x) =
2

π
arctanx.
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Розглянемо ще функцiю τ : (−1, 1)→ [0, 1],

τ(y) =

16y4 − 8y2 + 1, |y| < 1
2
,

0, |y| ≥ 1
2
.

Легко бачити, що τ неперервна i τ−1(1) = 0.

h

S T

T0

T1

Рис. 6.2.1:

Означимо h : S → T за допомогою формули

h(x, y) = (x(1− τ(y)) + σ(x)τ(y) , y) , (x, y) ∈ R× (−1, 1).

Перевiрку того, що h насправдi є гомеоморфiзмом i має вiдповiднi властиво-
стi, ми залишаємо читачевi. �

Наслiдок 6.2.3 Нехай S = R2 i T = R2 \
(
(−∞,−1] ∪ [1,+∞)

)
× {2n}n∈Z.

Тодi iснує гомеоморфiзм h : S → T , що є тотожнiм зовнi R × ∪n∈Z(2n −
1
2
, 2n+ 1

2
) i зберiгає горизонтальнi лiнiї, тобто h(x, y) = (α(x, y), y) для деякої

неперервної функцiї α, див. Рис. 6.2.2.

Рис. 6.2.2:

Зауваження 6.2.4 Вiдмiтимо, що T з Леми 6.2.2 є смугастою поверхнею,
яку склеєно з двох смуг T0 i T1 так, що ω = (−1, 1) × 0 є листом типу (c2),
див. Рис. 6.2.1. Лема 6.2.2 стверджує, що цi двi смуги можна замiнити однiєю
так, що вiдповiдний лист типу (c2) стає внутрiшнiм, тобто має тип (a).
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Бiльш того, Наслiдок 6.2.3 показує, що навiть нескiнченна послiдовнiсть
смуг, якi склеєнi так як показано на Рис. 6.2.2, також можна замiнити однiєю
смугою.

Нехай межа модельної смуги S має вигляд ∂+S = (−2, 2), ∂−S = (−2, 2),
див. Рис. 6.2.3.

∼S

Рис. 6.2.3:

Означимо наступнi два гомеоморфiзми φc, φm : ∂+S → ∂−S за допомогою
рiвностей

φc(t, 1) = (t,−1), φm(t, 1) = (−t,−1),

для всiх t ∈ (−2, 2). Нехай також C = S/φc, M = S/φm є фактор-просторами
простору S, якi отримано ототожненням межових компонент смуги за допо-
могою вiдображень φc i φm, вiдповiдно. З Леми 6.2.2 слiдує, що C є вiдкритим
цилiндром, аM є вiдкритим листом Мебiуса. Бiльш того, лист шарування ∆Z ,
отриманий склеюванням ∂+S з ∂−S має тип (c1).

Лема 6.2.5 Якщо Z зв’язна i має лист типу (c1), то вона листово гомео-
морфна однiй з поверхонь C або M .

Доведення. Нехай ω = ∂−Ŝγ = ∂+Ŝγ є листом типу (c1) для деякого γ ∈ A.
Нехай також

(a, b)× {−1} = ∂−Sγ та (c, d)× {1} = ∂+Sγ

є компонентами межi Sγ, так що

Sγ = (a, b)× {−1}
⋃

R× (−1, 1)
⋃

(c, d)× {1}.
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Оскiльки ω = ∂−Ŝγ = ∂+Ŝγ, то

Sγ = q−1(Ŝγ) ⊂
⊔
α∈A

Sα.

Але Sγ є вiдкрито-замкненою пiдмножиною
⊔
α∈A

Sα, i з означення фактор-

топологiї на Z слiдує, що Ŝγ є вiдкрито-замкненою пiдмножиною Z, внаслiдок
чого вона збiгається з Z.

Таким чином Z отримана шляхом склеювання (c, d)×{+1} з (a, b)×{−1}
за допомогою аффiнного гомеоморфiзму φγ. Якщо φγ зберiгає орiєнтацiю, то
Z гомеоморфна до C. Iнакше Z гомеоморфна M . �

Означення 6.2.6 Смугаста поверхня називається зведеною, якщо вона не
має листiв типiв (c1) i (c2), тобто кожен лист типу (c) має тип (c3).

Теорема 6.2.7 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях, див. [64]) Кожна
зв’язна смугаста поверхня Z зi злiченною базою листово гомеоморфна ци-
лiндру C, листу Мебiуса M , або зведенiй поверхнi.

Доведення цiєї теореми наведене в Додатку Е.2.

6.3 Група гомеоморфiзмiв, якi зберiгають ша-

рування ∆Z

Нехай Z є смугастою поверхнею. Позначимо через H
(
∆Z

)
групу листових

гомеоморфiзмiв поверхнi Z, тобто таких гомеоморфiзмiв, що для кожного
h ∈ H

(
∆Z

)
i кожного листа ω ∈ ∆Z образ h(ω) також є листом ∆Z .

Нехай також H′0
(
∆Z

)
є пiдгрупою групи H

(
∆Z

)
, яка складається з го-

меоморфiзмiв h, таких що h(ω) = ω для кожного листа шарування ∆Z i h
зберiгає орiєнтацiю на ω.

Надiлимо H
(
∆Z

)
вiдповiдною компактно-вiдкритою топологiєю. Нехай

H0

(
∆Z

)
є компонентою лiнiйної зв’язностi одиницi H

(
∆Z

)
, тобто вона скла-

дається з гомеоморфiзмiв h ∈ H
(
∆Z

)
, якi iзотопнi у H

(
∆Z

)
до idZ .
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Нехай Σ(∆Z) є об’єднанням листiв типiв (b) i (c3). Очевидно, h(Σ(∆Z)) =

Σ(∆Z) для кожного h ∈ H
(
∆Z

)
.

Спочатку розглянемо випадок, коли Z є модельною смугою.

Лема 6.3.1 Нехай S ⊂ R× [−1, 1] є модельною смугою i g ∈ H
(
∆S

)
. Тодi

g(x, y) =
(
λ(x, y), µ(y)

)
, (6.3.1)

де µ : [−1, 1]→ [−1, 1] є гомеоморфiзмом, i λ : S → R є неперервною функцi-
єю, такою що для кожного y ∈ (−1, 1) вiдповiднiсть x 7→ λ(x, y) є гомеомор-
фiзмом R→ R.

Доведення. Оскiльки g зберiгає листи ∆S, тобто лiнiї R× y, y ∈ (−1, 1), то
µ не залежить вiд x. Бiльш того, з того що g гомеоморфно вiдображає листи
на листи слiдує, що вiдображення x 7→ λ(x, y) є гомеоморфiзмом R × y →
R × µ(y) для кожного y ∈ (−1, 1). Нарештi, функцiя µ : (−1, 1) → (−1, 1) є
строго монотонною, сюр’єктивною i неперервною. Тому вона продовжується
до гомеоморфiзму вiдрiзка [−1, 1] на себе. �

Доведення наступної леми просте i ми залишаємо його читачевi.

Лема 6.3.2 Нехай Ŝ ⊂ Z є смугою, що мiстить листи з Σ(∆Z), вiдобра-
ження ξ : S → Ŝ задає вiдповiдну карту, i h ∈ H

(
∆Z

)
. Якщо h(Ŝ) = Ŝ, то

h пiднiмається до гомеоморфiзму g : S → S модельної смуги S, для якого
ξ ◦ g = h ◦ ξ.

Лема 6.3.3 Група H′0
(
∆Z

)
стягувана.

Доведення цiєї леми наведено в Додатку Е.3.

Теорема 6.3.4 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях, див. [64]) Нехай Z

є зв’язною зведеною смугастою поверхнею i h ∈ H
(
∆Z

)
. При цих умовах

h ∈ H0

(
∆Z

)
тодi i лише тодi, коли виконуються три наступнi умови:

(a) h(Ŝα) = Ŝα для всiх α ∈ A;
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(b) якщо gα : Sα → Sα, g(x, y) =
(
λ(x, y), µ(y)

)
, α ∈ A, є єдиним пiднят-

тям h|Ŝα виду (6.3.1), то µ зростає i λ(x, y) також зростає для кожного
фiксованого y ∈ (−1, 1).
(c) h лишає iнварiантним кожен лист ω ⊂ Σ(∆Z) i зберiгає його орiєнта-

цiю.
Бiльш того, H′0

(
∆Z

)
є строгим деформацiйним ретрактом H0

(
∆Z

)
, зокре-

ма, H0

(
∆Z

)
також стягувана.

Доведення цiєї теореми див. у Додатку Е.4.
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Роздiл 7

Шарування на некомпактних
поверхнях, всi листи яких
некомпактнi.

7.1 Вступ

Нехай X — двовимiрний многовид, можливо незв’язний i з межею, на якому
задано одновимiрне шарування ∆. Скажемо, що ∆ належить до класу F ,
якщо воно вiдповiдає наступним трьом умовам.

1. Кожен лист ω шарування ∆ є замкненою пiдмножиною X.

2. Кожна компонента зв’язностi ω межi ∂X є листом шарування ∆.

3. Нехай ω ∈ ∆ є листом, а також J = [0, 1), якщо ω ⊂ ∂X, i J =

(−1, 1) у противному випадку. Тодi iснують вiдкритий окiл U листа ω i
гомеоморфiзм φ : R × J → U , такi що φ(R × 0) = ω i φ(R × t) є листом
шарування ∆ для всiх t ∈ J , див. Рис. 7.1.1.
Грубо кажучи, одновимiрне шарування ∆, це розбиття простору X, яке

виглядає як розбиття R2 на паралельнi прямi у околi кожної точки x ∈ X.
Тодi ∆ належить до класу F , якщо воно виглядає як розбиття R2 на пара-
лельнi прямi у околi кожного листа ω ∈ ∆. Зокрема, кожен лист шарування
∆ гомеоморфний до R.
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ω

U
φ

R2 × [0, 1)

ω

U
φ

R2 × (0, 1)

(a) лист на межi (b) лист у внутрiшностi

Рис. 7.1.1:

Нашою метою є описати топологiчну структуру шарувань, якi належать
до класу F з точнiстю до листових гомеоморфiзмiв, див. Теорему 7.1.5 нижче.
Шарування такого типу на площинi були дослiдженi В. Капланом [8] i вони
виявляються шаруваннями на компоненти зв’язностi множин рiвня псевдо-
гармонiчних функцiй на R2, див. В. Каплан [8, Теорема 42], В. Бутбi [12],
[13], М. Морс i Дж. Дженкiнс [21], М. Морс [15]. Ми покращимо конструкцiю
Каплана i узагальнюємо її на шарування на довiльних поверхнях.

Топологiчна структура шарувань з особливостями на поверхнях, зокрема
шарувань на орбiти потокiв, дослiджувалась у наступних роботах: А. Андро-
нов та Л. Понтрягiн [34], М. Пейксото [35], [36], С. Арансон i В. Грiнес [37], [38],
I. Бронштейн та I. Нiколаєв [39], С. Арансон, Є. Жужома i В. Медвєдєв [40],
Л. Плахта [4], [5], [6], А. Ошемков i В. Шарко [41], С. Арансон, В. Грiнес i
В. Кайманович [42], М. Фарбер [43], Н. Будницька i О. Пришляк [44], Н. Бу-
дницька i Т. Рибалкiна [45] i багатьох iнших.

Вилучаючи сингулярностi, можна застосувати отриманi результати до ша-
рувань з особливостями, що заданi на поверхнях i не мають компактних ре-
гулярних шарiв.

Спецiальнi листи

Припустимо, що ∆ є шаруванням з класу F на поверхнi X. Нехай Y = X/∆

є простором листiв, а вiдображення p : X → Y є проекцiєю. Надiлимо Y

фактор-топологiєю, так що пiдмножина V ⊂ Y вiдкрита тодi й лише тодi,
коли її повний прообраз p−1(V ) вiдкритий в X. Насиченням S(U) множини
U ⊂ X вiдносно ∆ є об’єднання всiх листiв ∆, що перетинають U . Еквiвален-
тно, S(U) = p−1(p(U)).
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Оскiльки кожен лист шарування ∆ є замкненою пiдмножиною X, то Y є
T1-простором. Але взагалi кажучи простiр Y не є Хаусдорфовим.

Лема 7.1.1 Якщо ∆ ∈ F , то проекцiя p : X → Y є вiдкритим вiдображен-
ням.

Доведення. Нам потрiбно довести, що для кожного вiдкритого V ⊂ X його
насичення S(V ) є також вiдкритим. Таким чином, для кожного x ∈ S(V ) нам
потрiбно знайти вiдкриту насичену множину W , для якої x ∈ W = S(W ) ⊂
S(V ). Нехай ω є листом, що мiстить x. Припустимо, що J = [0, 1), якщо
ω ⊂ ∂X, i J = (−1, 1) у противному випадку. Тодi за означенням класу F
iснує листовий гомеоморфiзм φ : R× J → U , такий що φ−1(x) = (t, 0) ∈ R× 0

для деякого t ∈ R. Внаслiдок цього φ−1(V ∩ U) є вiдкритим околом точки
(t, 0), тому iснує ε > 0, таке що для множини K = J ∩ (−ε, ε) виконується
включення t × K ⊂ φ−1(V ∩ U). Але K вiдкрита в J , тому R × K вiдкрита
в R × J . Отже множина φ(R ×K) є насиченою i вiдкритою в U , яка в свою
чергу вiдкрита в X. Тому φ(R × K) вiдкрита в X i x ∈ φ(R × K) ⊂ S(V ).
Внаслiдок цього S(V ) вiдкрита в X. �

Означення 7.1.2 Нехай ω є листом шарування ∆ i y = p(ω) ∈ Y . Скажемо,
що ω є спецiальним листом i y є спецiальною точкою простору Y , якщо
простiр Y не є Хаусдорфовим у точцi y, тобто y 6= ∩y∈V V , де V пробiгає
всi вiдкритi околи точки y.

Приклад 7.1.3 Розглянемо шарування на R2, зображене на Рис. 7.1.2(a).
Воно розбивається листами α, β, γ i δ, якi зображенi жирними лiнiями, на
п’ять “смуг” A, B, C, D i E, розшарованих на “параллельнi” лiнiї,
див. Рис. 7.1.2(b). Крiм того, простiр листiв Y має структуру, зображену
на Рис. 7.1.2(c), на якому смуги зображенi жирними лiнiями, а тонкi лiнiї
лише вказують на те, що α належить до замикання A i B, β належить до
замикань B i C i т. iн.. Зокрема, простiр Y не є Хаусдорфовим у точках α, β,
γ i δ. Точнiше, пiдпростiр Y \ {α, β, γ, δ} є Хаусдорфовим, проте кожен окiл
α перетинається з довiльним околом β, i аналогiчна властивiсть виконується
для пар {β, γ} i {γ, δ}. Отже листи α, β, γ i δ є спецiальними.
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α β γ δ

A B C D E

α β γ δ

A B C D E

A B C D E

α β γ δ

(a) Шарування ∆ (b) Розбиття на смуги (c) Простiр Y = X/∆

Рис. 7.1.2:

Кожна модельна смуга S (див. Означення 6.1.1) допускає природне одно-
вимiрне шарування на параллельнi лiнiї R × t i на межовi iнтервали з ∂S.
Нагадаємо, що воно називається канонiчним. З Леми 6.2.2 слiдує, що це ша-
рування належить до класу F .

Модельну смугу виду R× (a, b) будемо називати вiдкритою.

Приклад 7.1.4 Шарування з Прикладу 7.1.3 розбивається на п’ять мо-
дельних смуг так що

A ∼= E ∼= R× (0, 1)
⋃

(0, 1)× 1,

B ∼= C ∼= D ∼= R× (0, 1)
⋃ (

(0, 1) ∪ (2, 3)
)
× 1.

Розглянемо модельну смугу, у кожному березi якої мiститься єдиний ме-
жовий iнтервал. Нагадаємо, що стандартний цилiндр C i стандартна стрi-
чка Мебiуса M отриманi з цiєї модельної смуги склеюванням її межових iн-
тервалiв за допомогою гомеоморфiзму, який, вiдповiдно, зберiгає або обертає
орiєнтацiю. З Леми 6.2.2 слiдує, що канонiчнi шарування ∆C i ∆M на C i M ,
вiдповiдно, належать до класу F .

Шарування, асоцiйованi з регулярними функцiями

Неперервну функцiю f : R2 → R назвемо регулярною, якщо для кожного z ∈
R2 iснують локальнi координати (u, v), в яких z = (0, 0) i f(u, v) = u+ const.

Тодi розбиття ∆ простору R2 на зв’язнi компоненти множин рiвня f−1(t),
t ∈ R функцiї f єшаруванням у звичайному сенсi, тобто воно локально гомео-
морфне до розбиття R2 на параллельнi прямi. Скажемо, що ∆ є шаруванням,
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що асоцiйоване з f .

Вiдмiтимо, що f не має локальних екстремумiв, отже всi листи f гомео-
морфнi R. Дiйсно, якщо ∆ лист ω, який є простою замкненою кривою, то
по теоремi Жордана ω обмежує двовимiрний диск. Оскiльки f постiйна на ω,
вона мусить досягати локального екстремуму всерединi диску, що призводить
до суперечностi.

Нехай пiдмножина J ⊂ R є зв’язною, тобто є вiдкритим, замкненим, або
напiв-вiдкритим iнтервалом. Тодi перерiзом σ : J → R2 шарування ∆ будемо
називати неперервну криву, яка перетинає кожен лист не бiльш, нiж в однiй
точцi. Легко перевiрити, що σ є перерiзом тодi й лише тодi, коли композицiя
f ◦ σ : J → R є строго монотонною.

Назвемо насиченням перерiзу σ : J → R2 насичення його образу S(σ(J))

i позначимо його S(σ), див. [8, §1.4]

Каплан [8, Theorem 30] довiв, що насичення S(σ) перерiзу σ : [a, b] → R2

шарування ∆ листово гомеоморфне до простору R× [a, b], який розшаровано
на горизонтальнi прямi. Однак, цей результат може вводити в оману, оскiльки
множина S(σ) не обов’язково замкнена в X.

Наприклад, розглянемо шарування, зображене на Рис. 7.1.2(b). Нехай
крива σ : [a, b] → R2 є перерiзом, що перетинає спецiальний лист α i для
якого σ(a) ∈ A та σ(b) ∈ B. Тодi S(σ) \ S(σ) = β.

Конструкцiя Каплана

У [8, Теорема 29] В. Каплан довiв, що шарування ∆, асоцiйоване з регулярною
функцiєю f належить до класу F . Насправдi, вiн зiставив шаруванню ∆ сiм’ю
пар ξ = {(ωi, σi)}bi=−a для деяких a, b ∈ N ∪ {∞}, де
• ωi є листом, що є спецiальним при i 6= 0;
• σ0 : (−1, 1) → R2, σi : [0, 1) → R2 для i > 0, i σi : (−1, 0] → R2 для i < 0,

це деякi “гарнi” перерiзи шарування ∆;
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• σi(0) ∈ ωi для кожного i,

σi[0, 1) ∩ S
(
i−1∪
j=0

σj[0, 1)
)

= σi(0), i > 0,

σi(−1, 0] ∩ S
(

0∪
j=i+1

σj(−1, 0]
)

= σi(0), i < 0.

Каплан довiв, що сiм’я ξ визначає ∆ з точнiстю до листового гомеоморфiзму.
Як вiдмiчено вище, S(σ0) є листово гомеоморфним до R× (0, 1), у той час

як S(σi), i 6= 0, листово гомеоморфнi до смуги R × [0, 1). Отже, ξ визначає
щонайбiльш злiченну сiм’ю смуг {Vi = S(σi)} таку що Vi+1 приклеєна до Vi
вздовж iнтервалу ωi на їх спiльнiй межi.

Метою Каплана було зменшити кiлькiсть смуг наскiльки це можливо, див.
перший параграф [8, Роздiл 3.1]. Проте, вибiр сiм’ї ξ тодi стає неоднозначним
i залежить вiд конкретного вибору спецiальних листiв i перерiзiв. Це проiлю-
стровано на Рис. 7.1.3(b), на якому зображенi двi рiзнi сiм’ї смуг i перерiзiв
для одного шарування.

(a) Шарування
(b) Двi рiзнi максимальнi сiм’ї

перерiзiв (позначенi
штрихованими лiнiями)

Рис. 7.1.3:

З iншого боку, розрiзання R2 вздовж спецiальних листiв є однозначною
процедурою, яка дає канонiчне розбиття площини R2.

При додатковому припущеннi, що сiм’я всiх спецiальних листiв є локально
скiнченною (кожна точка простору X має окiл, який перетинає лише скiн-
ченну кiлькiсть спецiальних листiв) ми узагальнюємо результати Каплана на
шарування ∆ з класу F на довiльних поверхнях X i описуємо топологiчну
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структуру компонент зв’язностi множини X\Spec(∆) i їх замикань в просторi
X, де Spec(∆) є об’єднанням всiх спецiальних листiв шарування ∆.

Теорема 7.1.5 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях, див. [65]) Нехай X
є зв’язним двовимiрним многовидом i ∆ є шаруванням на X, що належить
до класу F . Нехай сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв шарування ∆ є
локально скiнченною, i нехай Q є компонентою зв’язностi множини X \
(Spec(∆) ∪ ∂X). Тодi справедливi такi твердження.

1. Q листово гомеоморфна або до стандартного цилiндру C, або до стан-
дартної стрiчки Мебiуса M , або до вiдкритої модельної смуги R × (−1, 1).
Крiм того, у перших двох випадках Q = X.
2. Нехай Q є листово гомеоморфною до вiдкритої модельної смуги. Зафi-

ксуємо листовий гомеоморфiзм φ : R× (−1, 1)→ Q i позначимо

A = φ
(
R× (−1, 0]

)
, B = φ

(
R× [0, 1)

)
.

Тодi замикання A i B листово гомеоморфнi до модельних смуг.

З цiєї теореми слiдує, що топологiчна структура шарування ∆ ∈ F одно-
значно визначається комбiнаторикою склеювання модельних смуг.

Доведення Теореми 7.1.5 буде наведено у пiдроздiлах 7.4 та 7.6.

Наслiдок 7.1.6 (С. I. Максименко, Є. О. Полулях, див. [66]) Нехай X
є зв’язним двовимiрним многовидом i ∆ — шарування на X, що належить
до класу F . Нехай сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв шарування ∆ є
локально скiнченною.

Тодi X листово гомеоморфний до деякої смугастої поверхнi, на якiй за-
дано канонiчне шарування.

Доведення наслiдку наведено у Додатку Ж.1.
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7.2 Спецiальнi точки просторiв, що не є Хаус-

дорфовими

У цьому пiдроздiлi Y — це топологiчний простiр.

Означення 7.2.1 Нехай βy — сiм’я, яка складається зi всiх околiв точки
y ∈ Y . Множина

hcl(y) := ∩
V ∈βy

V

називається Хаусдорфовим замиканням точки y. Скажемо, що y є спецi-
альною точкою простору Y , якщо y 6= hcl(y). Множина всiх спецiальних
точок Y буде позначатись V.

Вiдмiтимо, що простiр Y є Хаусдорфовим тодi й лише тодi, коли V = ∅.

Лема 7.2.2 1) Нехай y, z ∈ Y . Тодi включення y ∈ hcl(z) i z ∈ hcl(y) еквi-
валентнi, проте, взагалi кажучи, hcl(y) 6= hcl(z).

2) Нехай вiдображення f : Y → Z неперервне i простiр Z Хаусдорфiв. Тодi
f(hcl(y)) = f(y) для кожного y ∈ Y .

3) Пiдпростiр Y \ V всiх точок, що не є спецiальними, є Хаусдорфовим.

Доведення. 1) Нехай y ∈ hcl(z) = ∩
V ∈βz

V , тобто y належить замиканню

кожного околу точки z, що в свою чергу означає, що кожен окiл точки y

перетинає довiльний окiл точки z. Остання властивiсть є симетричною по
вiдношенню до точок y i z, тому також z ∈ hcl(y).

2) Нехай z ∈ hcl(y), причому f(y) 6= f(z). Оскiльки простiр Z Хаусдор-
фiв, iснують вiдкритi неперетиннi околиWf(y) iWf(z) точок f(y) i f(z). Тодi їх
прообрази Vy = f−1(Wf(y)) i Vz = f−1(Wf(z)) є вiдкритими неперетинними око-
лами точок y i z, вiдповiдно. Отже z не може належати hcl(y), що суперечить
припущенню.

3) Нехай y, z ∈ Y \V — двi рiзнi точки. Тодi y = hcl(y) 6= z, внаслiдок чого
iснують два неперетиннi околи Vy i Vz точок y i z, вiдповiдно. Отже, простiр
Y \ V Хаусдорфiв. �
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Нехаусдорфовi одновимiрнi многовиди

Нехай топологiчний простiр Y вiдповiдає аксиомi T1 i кожна точка цього
простору має вiдкритий окiл, гомеоморфний вiдкритiй пiдмножинi просто-
ру [0, 1). Зауважимо, що Y може не бути Хаусдорфовим. Тодi, як звичай-
но, множину точок, що мають вiдкритий окiл, гомеоморфний до (0, 1) по-
значимо IntY i назвемо внутрiшнiстю Y , а доповнення до цiєї множини
∂Y := Y \ IntY буде називатися межею Y .

Лема 7.2.3 Припустимо, що множина V спецiальних точок Y є локально
скiнченною. Тодi кожна компонента зв’язностi W множини Y \V є вiдкри-
тою в Y i гомеоморфна однiй з наступних множин: [0, 1), (0, 1), [0, 1], S1.
Якщо має мiсце один з двох останнiх випадкiв, тобто W є компактом, то
W є компонентою зв’язностi простору Y .

Кожна компонента зв’язностi Y \ (V ∪ ∂Y ) гомеоморфна (0, 1).

Доведення. Оскiльки Y є T1-простором, кожна точка y ∈ Y є замкненою
множиною. Також з локальної скiнченностi V слiдує, що множина V є замкне-
ною, тому з пункту 3) Леми 7.2.2 слiдує, що Y \V є Хаусдорфовим простором,
який локально гомеоморфний до [0, 1). Отже, кожна компонента зв’язностi
W множини Y \ V є одновимiрним многовидом, внаслiдок чого вона гомео-
морфна до одного з наступних просторiв [0, 1), (0, 1), [0, 1], S1. Крiм того,
оскiльки простiр Y \V локально зв’язний, то множинаW вiдкрита у просторi
Y \ V , який сам є вiдкритою пiдмножиною Y . Тому W вiдкрита у Y .

Припустимо, що множина W компактна, отже гомеоморфна [0, 1] або S1.
Покажемо, що у цьому випадку W є також замкненою пiдмножиною Y . З
цього буде слiдувати, що W є компонентою зв’язностi Y .

Нехай послiдовнiсть {yi}i∈N ⊂ W є збiжною до деякого z ∈ Y . Нам треба
перевiрити, що z ∈ W . Оскiльки W є компактом, то ця послiдовнiсть збiгає-
ться також до деякого y ∈ W . Отже, для двох довiльних околiв Vy i Vz точок
y i z, вiдповiдно, iснує n > 0, таке що yn ∈ Vy ∩ Vz. Тому Vy ∩ Vz 6= ∅, з чого
слiдує, що z ∈ hcl(y) = {y}, тобто z = y ∈ W .

Останнє твердження ми залишаємо читачевi. �
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Припустимо, що простiр Y зв’язний i не гомеоморфний колу.
Позначимо Ŷ = Y \ (V ∪ ∂Y ). Нехай {Wα}α∈A є сiм’єю всiх компонент

зв’язностi цього простору. Тодi у вiдповiдностi з Леммою 7.2.3 кожна множина
Wα ∈ A вiдкрита у Y i гомеоморфна вiдкритому iнтервалу.

Для кожного α ∈ A зафiксуємо точку xα ∈ Wα i розглянемо множину
Z =

⋃
α∈A xα. Позначимо Ŷ 0 = Ŷ \ Z = Y \ (Z ∪ V ∪ ∂Y ). Нехай {Ŵβ}β∈B є

сiм’єю всiх компонент зв’язностi простору Ŷ 0. Зрозумiло, що B = A × {0, 1}
оскiльки кожна множина Wα \ xα має двi компоненти зв’язностi.

Нарештi, розглянемо точку y ∈ V ∪ ∂Y i пiдпростори Ŷy = Ŷ ∪ {y} та
Ŷ 0
y = Ŷ 0 ∪ {y} простору Y з iндукованою торологiєю.
Як легко бачити, якщо z ∈ Y ′ ⊂ Y , то hclY ′(z) ⊂ hcl(z). Тут hclY ′(z) є

Хаусдорфовим замиканням точки z у пiдпросторi Y ′ простору Y в iндукова-
нiй топологiї. Отже, пiдпростори Ŷ та Ŷ 0 простору Y є Хаусдорфовими. З
Леми 7.2.2 слiдує, що Ŷ 0

y ∩ hcl(y) ⊂ Ŷy ∩ hcl(y) = {y}, тому простори Ŷy та Ŷ 0
y

також Хаусдорфовi.

Лема 7.2.4 Припустимо, що множина V спецiальних точок простору Y є
локально скiнченною.

Нехай y ∈ ∂Y . Тодi iснує єдина K ∈ {Ŵβ}β∈B, така що y ∈ K у про-
сторi Y . В цьому випадку V := {y} ∪ K є вiдкритим околом y в Y i iснує
гомеоморфiзм ψ : [0, 1)→ V для якого ψ(0) = y.

Нехай y ∈ V\∂Y . Тодi iснують два рiзних елементи K,L ∈ {Ŵβ}β∈B, такi
що y ∈ K ∩ L i y /∈ M для всiх iнших M ∈ {Ŵβ}β∈B. Крiм того, множина
V := K ∪ {y} ∪ L є вiдкритим околом точки y в Y i iснує гомеоморфiзм
µ : (−1, 1)→ V , такий що µ(0) = y.

Доведення цiєї леми наведено в Додатку Ж.2.

7.3 Розбиття i фактор-простори

Розглянемо розбиття ∆ топологiчного просторуX. Нехай Y = X/∆ є фактор-
простором, а p : X → Y є вiдображенням проекцiї. Надiлимо Y фактор-
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топологiєю, так що пiдмножина V ⊂ Y вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли її
повний прообраз p−1(V ) є вiдкритим у X.

Насиченням S(U) пiдмножини U ⊂ X вiдносно ∆ є об’єднання всiх ω ∈ ∆,
таких що ω ∩ U 6= ∅. Еквiвалентно, S(U) = p−1(p(U)). Пiдмножина U є
насиченою, якщо U = S(U). Очевидно, якщо A∩S(B) = ∅, то й S(A)∩S(B) =

∅.

Лема 7.3.1 1) Y є T1-простором тодi й лише тодi, коли кожен елемент
ω ∈ ∆ замкнений.

2) Наступнi умови еквiвалентнi:
(а) вiдображення p : X → Y вiдкрите;
(б) для кожного x ∈ X iснує вiдкритий окiл U , насичення S(U) якого є

вiдкритим;
(в) iснує вiдкрите покриття β = {Ui}i∈Λ простору X таке, що для ко-

жного i ∈ Λ обмеження p|Ui : Ui → Y є вiдкритим вiдображенням.
3) Якщо вiдображення p вiдкрите, то для кожної насиченої множини B

виконуються спiввiдношення

X \B = S(X \B), (7.3.1)

p(B) = p(B). (7.3.2)

Зокрема, S(A) i X \ S(A) є насиченими для кожної пiдмножини A ⊂ X.
4) Нехай β = {Wi}i∈Λ — сiм’я пiдмножин простору Y , i α = {p−1(Wi)}i∈Λ

— сiм’я прообразiв цих множин у просторi X. Якщо β локально скiнченна,
то i α вiдповiдає цiй властивостi. З iншого боку, якщо α локально скiнченна
i вiдображення p вiдкрите, то β також локально скiнченна.

5) Нехай топологiчний простiр Xнормальний i α = {ωi}i∈N — локально
скiнченна сiм’я попарно неперетинних замкнених пiдмножин X. Тодi для
кожного i ∈ N iснує окiл Ui множини ωi, такий що Ui ∩ Uj = ∅ для i 6= j.

6) Нехай f : A → B — вiдображення топологiчних просторiв. Припусти-
мо, що {Ki}i∈Λ є локально скiнченним покриттям A замкненими множина-
ми. Якщо кожне з обмежень f |Ki : Ki → B неперервне, то й f неперервне.
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Крiм того, припустимо, що вiдображення f бiєктивне, сiм’я {ψ(Ki)}i∈Λ

локально скiнченна, множина f(Ki) замкнена в B, i обмеження f |Ki : Ki →
f(Ki) є гомеоморфiзмом для кожного i ∈ Λ. Тодi f також гомеоморфiзм.

Доведення цiєї леми наведено в Додатку Ж.3.

Означення 7.3.2 Скажемо, що розбиття ∆ є локально тривiальним, якщо
для кожного ω ∈ ∆ iснують вiдкритий окiл U , топологiчний простiр J ,
точка t0 ∈ J , i гомеоморфiзм φ : ω × J → U , такi що φ(ω × t) є елементом
∆ для кожного t ∈ J , а також φ(x, t0) = x для всiх x ∈ ω.

Зокрема, шарування, що належить до класу F , є локально тривiальним
розбиттям.

Зауважимо, що у позначеннях Означення 7.3.2 множина U насичена i вiд-
крита в X, тому з Леми 7.1.1 слiдує, що її образ V = p(U) є вiдкритою
пiдмножиною Y i наступна дiаграма є комутативною:

ω × J φ

∼=
//

q2

��

U = p−1(V )

p

��
J

ξ

1−1
// V

(7.3.3)

Тут q2 є проекцiєю на другий множник, а ξ — iндуковане бiєктивне фактор-
вiдображення, але не обов’язково ξ є гомеоморфiзмом.

Лема 7.3.3 Наступнi умови еквiвалентнi:
1. фактор-вiдображення p : X → Y є локально-тривiальним розшаруван-

ням;
2. розбиття ∆ є локально тривiальним i фактор-вiдображення p : X → Y

є вiдкритим.

Доведення. (1)⇒(2). Нехай p є локально-тривiальним розшаруванням. Тодi
розбиття ∆ є локально-тривiальним. Дiйсно, нехай ω ∈ ∆ i y = p(ω) ∈ Y .
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Оскiльки p є локально-тривiальним, то iснує окiл V точки y, для якого є
комутативною наступна дiаграма:

ω × V φ

∼=
//

q2

��

Uω = p−1(V )

p

��
V

ξ=idV // V

(7.3.4)

У цiй дiаграмi φ є гомеоморфiзмом. Вона збiгається з (7.3.3) для J = V , отже
розбиття ∆ є локально-тривiальним.

Доведемо, що вiдображення p є вiдкритим. Вiдмiтимо, що вiдображення
координатної проекцiї q2 у дiаграмi (7.3.4) є вiдкритим. Оскiльки φ є гомео-
морфiзмом, i за вибором множина V = p(Uω) вiдкрита в Y , то обмеження
p|Uω також є вiдкритим вiдображенням. Але тодi β = {Uω}ω∈∆ є вiдкритим
покриттям простору X i кожне обмеження p|Uω є вiдкритим вiдображенням.
Отже, з 2) i з Лемми 7.3.1 слiдує, що вiдображення p є вiдкритим.

(2)⇒(1). Припустимо, що вiдображення p є вiдкритим i розбиття ∆ ло-
кально-тривiальне. Ми стверджуємо, що тодi у (7.3.3) вiдображення ξ є вiд-
критим, внаслiдок чого це вiдображення є гомеоморфiзмом. З цього буде ви-
пливати, що p є локально-тривiальним розшаруванням.

Нехай пiдмножина T ⊂ J є вiдкритою. Тодi φ◦q−1
2 (T ) вiдкрита в U . Оскiль-

ки p вiдкрите вiдображення, то ξ(T ) = p ◦ φ ◦ q−1
2 (T ) вiдкрита в V . Отже

вiдображення ξ є вiдкритим. �

Означення 7.3.4 Елемент ω ∈ ∆ назвемо спецiальним, якщо його образ
y = p(ω) ∈ Y є спецiальною точкою простору Y , тобто y 6= hcl(y) := ∩

V ∈βy
V ,

де βy є сiм’єю всiх околiв точки y, див. Означення 7.2.1.

Позначимо

hcl(ω) =
⋂
N(ω)

S (N(ω)), hclS(ω) =
⋂
NS(ω)

NS(ω),

де N(ω) пробiгає всi вiдкритi околи множини ω i NS(ω) пробiгає всi насиченi
вiдкритi околи множини ω.
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Лема 7.3.5 Нехай ω ∈ ∆ i y = p(ω). Тодi

hcl(ω) ⊂ hclS(ω) ⊂ p−1(hcl(y)).

Якщо вiдображення p вiдкрите, то

hcl(ω) = hclS(ω) = p−1(hcl(y)), p(hclS(ω)) = hcl(y).

Доведення. Спочатку встановимо, як зв’язанi мiж собою hcl(ω) i hclS(ω).
Вiдмiтимо, що сiм’я A = {S(N(ω))}, яка складається з насичень всiх вiдкри-
тих околiв множини ω, включає сiм’ю B = {NS(ω)} всiх насичених вiдкритих
околiв множини ω. Тому перетин hcl(ω) множин з бiльшої сiм’ї A мiститься
у перетинi hclS(ω) множин з меншої сiм’ї B, тобто hcl(ω) ⊂ hclS(ω).

Якщо вiдображення p вiдкрите, так що насичення вiдкритої множини є
вiдкритою множиною, то A = B, отже hcl(ω) = hclS(ω).

Опишемо зв’язок мiж hclS(ω) i hcl(y). За означенням фактор-топологiї на
Y , вiдображення p – це бiєкцiя мiж сiм’ями B i βy. Крiм того, якщо NS(ω) ∈ B
є насиченим вiдкритим околом множини ω i V = p(NS(ω)) є вiдкритим околом
точки y, тодi з неперервностi p слiдує, що p(NS(ω)) ⊂ V . Отже p(hclS(ω)) ⊂
hcl(y) i hclS(ω) ⊂ p−1(hcl(y)).

Якщо вiдображення p вiдкрите, то p(NS(ω)) = p(NS(ω)) = V внаслi-
док (7.3.2), звiдки

p(hclS(ω)) = p
( ⋂
NS(ω)∈B

NS(ω)
)

= p
( ⋂
V ∈βy

p−1(V )
)

=
⋂
V ∈βy

V = hcl(y). (7.3.5)

Остаточно, оскiльки перетин насичених множин hclS(ω) є насиченою множи-
ною, то з (7.3.5) слiдує, що hclS(ω) = p−1(hclS(y)). �

Лема 7.3.6 Припустимо, що виконуються наступнi умови:
(a) p : X → Y є локально-тривiальним розшаруванням з шаром R;
(b) множина Spec(∆) спецiальних елементiв простору X є локально скiн-

ченною;
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(c) Y є T1-простором, кожна точка якого має окiл, гомеоморфний деякiй
вiдкритiй множинi простору [0, 1).

Тодi кожна компонента зв’язностi Q множини X \ Spec(∆) є вiдкритою в
X i листово гомеоморфна однiй з п’яти наступних смугастих поверхонь:
модельним смугам R× (0, 1), R× [0, 1), R× [0, 1], або стандартному цилiн-
дру C, або стандартному листу Мебiуса M . Бiльш того, в останнiх трьох
випадках, Q також є замкненою в X.

Доведення. З (a) i Лемми 7.3.3 слiдує, що вiдображення p вiдкрите. Тому
Spec(∆) = p−1(V) згiдно Лемi 7.3.5 i p(Spec(∆)) = V , де V є множиною спе-
цiальних точок простору Y . Тодi з (b) i пункту 4) Леми 7.3.1 випливає, що
сiм’я точок V також є локально скiнченною. Внаслiдок (c) кожна точка з Y
є замкненою множиною, отже множина V замкнена у Y .

Нехай W є компонентою зв’язностi Y \ V . Тодi множина W вiдкрита в Y
i є вiдкрито-замкненою пiдмножиною Y \ V . Отже Q = p−1(W ) є вiдкритою
в X i вiдкрито-замкненою в X \ Spec(∆), тобто Q є компонентою зв’язностi
множини X \ Spec(∆). Крiм того, з (a) слiдує, що обмеження p : Q → W

є локально-тривiальним розшаруванням з шаром R. Також W гомеоморфна
одному з просторiв: (0, 1), [0, 1), [0, 1], S1 внаслiдок Леми 7.2.3. Тому у трьох
перших випадках (коли W є зтягуваним) Q пошарово гомеоморфна добутку
R × W , а у останньому випадку, коли W ∼= S1, Q пошарово гомеоморфна
стандартному цилiндру C або стандартному листу Мебiуса M .

Нам лишилось перевiрити, що кожна компонента зв’язностi Q множини
X \ Spec(∆) може бути представлена у виглядi Q = p−1(W ) для деякої ком-
поненти зв’язностi W множини Y \V . Нехай W = p(Q). Ми стверджуємо, що
W є вiдкрито-замкненою пiдмонжиною Y \V . Справдi, нехай W ′ є компонен-
тою зв’язностi множини Y \ V , що мiстить W . Тодi, як було вiдмiчено вище,
p−1(W ′) є зв’язною i мiстить Q, внаслiдок чого Q = p−1(W ′), отже W = W ′.
�
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7.4 Доведення твердження (1) Теореми 7.1.5

Нехай X є двовимiрним многовидом i ∆ є одновимiрним шаруванням на X,
що належить до класу F , множина Spec(∆) спецiальних листiв якого є ло-
кально скiнченною. Нехай також Y = X/∆ є простором листiв з вiдповiдною
фактор-топологiєю, а p : X → Y — вiдображення проекцiї.

Ми стверджуємо, що p вiдповiдає умовам (a)-(c) Леми 7.3.6. Дiйсно, вiд-
ображення p вiдкрите внаслiдок Леми 7.1.1, а внаслiдок Леми 7.3.3 воно є
локально-тривiальним розшаруванням з шаром R, отже умова (a) виконана.
Умова (b) виконується за припущенням, а умова (c) прямо слiдує з означення
класу F .

Отже, згiдно з Лемою 7.3.6 кожна компонента зв’язностi X \ Spec(∆) є
листово гомеоморфною до одного з просторiв: R× (0, 1), R× [0, 1), R× [0, 1],
C, M .

Застосовуючи наведенi мiркування до поверхнi X \ ∂X, приходимо до ви-
сновку, що кожна компонента зв’язностi простору X \(Spec(∆)∪∂X) листово
гомеоморфна до одного з просторiв: R× (0, 1), C, або M . Твердження (1) Те-
ореми 7.1.5 доведене.

7.5 Трапецiї

Результат цього пiдроздiлу буде викорисаний для доведення твердження (2)
Теореми 7.1.5.

Нехай c < d i неперервнi функцiї α, β : (c, d]→ R вiдповiдають нерiвностi
α(y) < β(y) для кожного y ∈ (c, d]. Тодi пiдмножину

T = {(x, y) ∈ R2 | α(y) ≤ x ≤ β(y), c < y ≤ d}

будемо називати напiв-вiдкритою трапецiєю, або просто трапецiєю. У цьому
випадку [α(d), β(d)] × d є верхньою основою T , d є рiвнем верхньої основи,
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(d− c) є висотою T , а множина

roof(T ) := {(α(y), y)}y∈(c,d] ∪ [α(d), β(d)]× d ∪ {(β(y), y)}y∈(c,d]

є дахом T , див. Рис. 7.5.1a).

висота

дах верхня основа

нижня основа

α β
d

c
T T

U
d = r1
r2

r3

r4

a ba0b0a1a2a3 b2 b3b1

r0

a) Напiв-вiдкрита трапецiя b) Конструкцiя трапецiї

Рис. 7.5.1: Напiв-вiдкрита трапецiя

Зауважимо, що коли φ : R × (c, d] → R × (c, d] є гомеоморфiзмом, що
зберiгає другу координату, тобто φ(R× y) = R× y для кожного y ∈ (c, d], то
множина φ(T ) також є трапецiєю.

Взагалi кажучи, α i β можуть бути необмеженими, або не мати границь,
коли y → c+0. Припустимо додатково, що iснують скiнченнi або несконченнi
границi

lim
y→c+0

α(y), = a lim
y→c+0

β(y) = b,

такi що a < b. Тодi назвемо (a, b) × c (нижньою) основою T . Якщо a i b
скiнченнi, то назвемо T трапецiєю з обмеженною основою, а множину

T = T ∪ [a, b]× c

назвемо замкненою трапецiєю. Зокрема, якщо функцiї α i β постiйнi, трапецiя
T буде називатися прямокутником.

Лема 7.5.1 Нехай J = (a, b)×0 ⊂ R2 є вiдкритим iнтервалом, N = J ∪ R×
(0,+∞), i U є вiдкритим околом J у N . Тодi iснує напiв-вiдкрита трапецiя
T ⊂ U з основою J , див. Рис. 7.5.1b).
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Доведення. Зафiксуємо двi послiдовностi {ai}∞i=0, {bi}∞i=0 ⊂ (a, b), такi що
lim
i→∞

ai = a, lim
i→∞

bi = b, i

· · · < ai+1 < ai < · · · < a0 < b0 < · · · < bi < bi+1 < · · ·

Нехай також Ji = [ai, bi]× 0. Оскiльки U є вiдкритим околом Ji i множина Ji
компактна, то знайдеться ri > 0, таке що Ji × [0, ri] ⊂ U . Можемо вважати,
що lim

i→∞
ri = 0 i послiдовнiсть {ri} є строго спадною. Позначимо d = r1. Нехай

α, β : (a, b)→ (0, d] — єдина пара неперервних функцiй, така що для кожного
i ≥ 0 виконуються умови:
• α(ai) = β(bi) = ri+1;
• обмеження α|[ai+1,ai] i β|[bi,bi+1] лiнiйнi.

Легко перевiрити, що функцiї α i β строго монотоннi i оберненi до них функцiї
α−1 i β−1 визначають напiв-вiдкриту трапецiю T ⊂ U з основою J . �

Твердження 7.5.2 Нехай Ti ⊂ R× (c, d], i ∈ N, є напiв-вiдкритою трапецi-
єю, верхня основа якої знаходиться на рiвнi di ∈ (c, d], причому Ti ∩ Tj = ∅
при i 6= j i lim

i→∞
di = c. Тодi iснує гомеоморфiзм η : R × (c, d] → R × (c, d],

такий що
• η(R× y) = R× y для кожного y ∈ (c, d];
• η(Ti) є напiв-вiдкритим прямокутником.

Доведення цього твердження наведено в Додатку Ж.4.

Гомеоморфiзми трапецiй, якi зберiгають рiвнi.

Нехай вiдображення q2 : R2 → R, q2(x, y) = y, є проекцiєю на другу коорди-
нату i

S = {(x, y) ∈ R | α(y) ≤ x ≤ β(y), a < y ≤ b},
T = {(x, y) ∈ R | γ(y) ≤ x ≤ δ(y), c < y ≤ d},

двi трапецiї зi скiнченними основами. Тут α, β : (a, b]→ R i γ, δ : (c, d]→ R —
такi неперервнi функцiї, що α < β i γ < δ.
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Нехай A ⊂ S i B ⊂ T — деякi пiдмножини. Тодi скажемо, що вiдображення
ξ : A→ B зберiгає рiвнi, якщо

q2 ◦ ξ(x, y) = q2 ◦ ξ(x′, y)

для всiх x, x′, y, таких що (x, y), (x′, y) ∈ A.

Лема 7.5.3 Кожний гомеоморфiзм ξ : roof(S)→ roof(T ), що зберiгає рiвнi,
мiж дахами трапецiй, продовжується до гомеоморфiзму ξ : S → T , що
зберiгає рiвнi. Крiм того, якщо S i T мають скiнченнi основи, то ξ також
продовжується до гомеоморфiзму ξ : S → T , що зберiгає рiвнi, їх замикань.

Доведення. Оскiльки ξ зберiгає рiвнi, коректно означено гомеоморфiзм σ :

(a, b] → (c, d], σ(y) = q2 ◦ ξ(α(y), y). Тодi ξ продовжується до гомеоморфiзму
S → T наступним чином:

ξ(x, y) =

(
γ(σ(y)) +

δ(σ(y))− γ(σ(y))

β(y)− α(y)
(x− α(y)), σ(y)

)
.

Крiм того, якщо додатково S i T мають скiнченнi основи, так що α i β означенi
i неперервнi на [a, b], а γ i δ означенi i неперервнi на [c, d], то наведенi рiвностi
означають гомеоморфiзми σ : [a, b]→ [c, d] i ξ : S → T . �

7.6 Доведення твердження (2) Теореми 7.1.5

Нехай ∆ є розбиттям поверхнi X класу F таким, що сiм’я Spec(∆) всiх спецi-
альних листiв є локально скiнченною. Нехай також Spec(∆)∗ = Spec(∆)∪∂X є
об’єднанням всiх спецiальних i межових листiв X, Q є зв’язною компонентою
множини X \Spec(∆)∗ гомеоморфною до модельної смуги, а φ : R× (−1, 1)→
Q є листовим гомеоморфiзмом. Позначимо, див. Рис. 7.6.1:

A = φ
(
R× (−1, 0]

)
, K = φ

(
R× 0

)
, B = φ

(
R× [0, 1)

)
. (7.6.1)
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Нам потрiбно довести, що замикання A i B листово гомеоморфнi деяким
модельним смугам. Досить перевiрити це тiльки для A.

φ B

A

B0

A0

−1

0

1

R× (−1, 1) Q ω

K

Рис. 7.6.1:

Лема 7.6.1 1) A \Q = A \ A i B \Q = B \B.
2) Q \Q = (A \ A) ∪ (B \B) ⊂ Spec(∆)∗.
3) Нехай ω є листом у A \ A, J = (−1, 1)× 0 ⊂ R2, i N = J ∪ R× (0, 1].
(a) Тодi Q ∪ ω є вiдкритою пiдмножиною Q i A ∪ ω є вiдкритим у A.
(b) Iснує листовий гомеоморфiзм ψ : N → A ∪ ω, такий що ψ(J) = ω.
(c) Нехай U ⊂ X є вiдкритим околом листа ω i R ⊂ ψ−1(U) є пiдмно-

жиною, що має компактне замикання в R2. Припустимо, що виконуються
спiввiдношення

J ⊂ R, R \R ⊂ R× 0, U ∩ (A \ A) = ω.

Тодi ψ(R) замкнена в X. Зокрема, якщо T — трапецiя з основою J , то мно-
жина ψ(T ∪ J) замкнена в X.

Доведення цiєї леми див. у Додатку Ж.5.
Згiдно умовi 5) Леми 7.3.1 iснує сiм’я U = {Uω}ω∈Spec(∆)∗ , що складається

з околiв елементiв Spec(∆)∗, така що замикання елементiв U попарно непере-
тиннi в X.

Нехай {ωi}i∈Λ — всi листи, що мiстяться у A\A. Тодi множина Λ не бiльш
нiж злiченна i можна вважати, що або Λ = {1, . . . , k} для деякого скiнченного
k, або Λ = N.

Згiдно Лемi 7.6.1 для кожного i ∈ Λ iснує листовий гомеоморфiзм φi :

N → A ∪ ωi, такий що ψi(J) = ωi.
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Тодi ψ−1
i (Uωi) є вiдкритим околом множини J = (−1, 1) × 0, отже згiдно

Лемi 7.5.1 iснує трапецiя Ti ⊂ ψ−1
i (Uωi) ∩ R× (0, 1) з основою J . Нехай

T̂i = Ti ∪ J.

Тодi згiдно Лемi 7.6.1 множина ψi(T̂i) замкнена в A.

−1 J 1
0

1
N ψ−1

i (Uωi)
ψi

φ A
M

ai Ji bi

0
di

−1

X

Uωi
ωi

Ti

Si

ψi(Ti)

Рис. 7.6.2:

Позначимо Si = φ−1◦ψi(Ti). Тодi {Si | i ∈ Λ} є сiм’єю трапецiй у R×(−1, 0].
Припустимо, що верхня основа трапецiї Si мiститься у R × di для деякого
di ∈ (−1, 0). Якщо Λ є нескiнченним, то зменшуючи при необхiдностi Ti (отже
i Si), можемо вважати, що lim

i→∞
di = −1. Згiдно з Твердженням 7.5.2 можна

змiнити φ так, що Si = [ai, bi] × (−1, di] є “напiв-вiдкритим прямокутником”
для деяких ai, bi ∈ R. Тодi [ai, bi] ∩ [aj, bj] = ∅ для i 6= j ∈ Λ. Нехай також
Ji = (ai, bi)× {−1} i

M := R× (−1, 0]
⋃
∪
i∈Λ

Ji.

Тодi M є модельною пiвсмугою. Нашою метою є побудова листового го-
меоморфiзму мiж M i A.

Позначимо Ŝi = Si ∪ Ji, i ∈ Λ, i

Z := M \ ∪
i∈Λ

(
Ŝi \ roof(Si)

)
⊂ R× (0, 1].

Лема 7.6.2 {Z}∪{Ŝi}i∈Λ є локально скiнченним покриттямM замкненими
множинами.

Доведення. Очевидно, що множина Ŝi замкнена вM . Крiм того, Ŝi\roof(Si)

вiдкрита в M , тому Z є також замкненою в M . Отже, залишається тiльки
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довести, що кожна z = (x, y) ∈M має вiдкритий окiл V , який перетинає лише
скiнченну кiлькiсть елементiв Ŝi.

Якщо y = −1, то z ∈ (ai, bi) × {−1} ⊂ Ŝi для деякого i ∈ Λ. Отже V =

Ŝi \ roof(Si) є вiдкритим околом z у N , що перетинається тiльки з Ŝi.
Припустимо, що y > −1. Зафiксуємо деяке t, для якого −1 < t < y. Тодi

V = R× (t, 0] є вiдкритим околом z у M . За припущенням lim
i→∞

di = −1, тому

iснує n > 0, таке що −1 < di < t для кожного i > n, отже Ŝi ∩ V = ∅. �

Лема 7.6.3 {φ(Z)}∪{ψi(T̂i)}i∈Λ є локально скiнченним покриттям множи-
ни A замкненими множинами.

Доведення. З 3c) Леми 7.6.1 слiдує, що кожна ψi(T̂i) є замкненою в X. Крiм
того,

φ(Z) = φ
(
M \ ∪

i∈Λ

(
Ŝi \ roof(Si)

))
= A \ ∪

i∈Λ
ψi
(
T̂i \ roof(Ti)

)
,

i також очевидно, що T̂i \ roof(Ti) є вiдкритою в N . Але ψi є гомеоморфiзмом
N на вiдкриту пiдмножину A ∪ ωi множини A згiдно з 3b) Леми 7.6.1. Тому
ψi(T̂i \ roof(Ti)) є вiдкритою в A, отже φ(Z) замкнена в A.

Лишається довести, що сiм’я {ψi(T̂i)}i∈Λ є локально скiнченною. Нехай
q ∈ A.

Якщо q ∈ ωi, то Uωi є вiдкритим околом q, що перетинає рiвно одну мно-
жину ψi(T̂i).

Припустимо, що q ∈ A\A i нехай z = (x, y) = φ−1(q) ∈ R×(−1, 0] ⊂M . Тодi
згiдно Лемi 7.6.2 iснує вiдкритий окiл V точки z в R× (−1, 0], який перетинає
тiльки скiнченну кiлькiсть множин Ŝi. Але вiдображення φ : R× (−1, 0]→ A

є гомеоморфiзмом, отже φ(V ) вiдкритим околом q в A, який перетинає лише
скiнченну кiлькiсть множин ψi(T̂i) = φ(Si) ∪ ωi. �

Вiдмiтимо, що композицiя ψ−1 ◦φ|Si : Si → Ti є гомеоморфiзмом, що зберi-
гає рiвнi, проте взагалi кажучи вiн не може бути продовжений до гомеомор-
фiзму мiж їх основами. Але ψ−1◦φ породжує гомеоморфiзм, що зберiгає рiвнi,
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roof(Si)→ roof(Ti), i внаслiдок цього згiдно Лемi 7.5.3 вiн продовжується до
гомеоморфiзму, що зберiгає рiвнi ξi : Si → Ti.

Означимо вiдображення η : M → A за допомогою спiввiдношення

η(z) =

ψi ◦ ξi(z), z ∈ Ŝi для деякого i ∈ Λ,

φ(z), z ∈ Z.

Ми стверджуємо, що η i є потрiбний нам гомеоморфiзм.
Дiйсно, зрозумiло, що вiдображення η бiєктивне. Крiм того, {Z}∪ {Ŝi}i∈Λ

є локально скiнченним замкненим покриттям M згiдно Лемi 7.6.2, а у вiдпо-
вiдностi з Лемою 7.6.3 образи елементiв цього покриття {φ(Z)} ∪ {ψi(T̂i)}i∈Λ

утворюють локально скiнченне замкнене покриття A. Нарештi, обмеження
η|Z i η|Ŝi є гомеоморфiзмами. Тодi η є гомеоморфiзмом згiдно 6) Леми 7.3.1.

Теорему 7.1.5 доведено.
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Роздiл 8

Характеризацiя смугастих
поверхонь

8.1 Вступ

В попередньому роздiлi ми розглянули одновимiрнi шарування ∆ на двови-
мiрних многовидах Z, якi вiдповiдають наступнiй властивостi: Z допускає
структуру локально тривiального розшарування з шаром R, яка узгодже-
на з ∆, тобто кожен лист ω ∈ ∆ є шаром цього розшарування. Клас всiх
шарувань, що вiдповiдають цiй властивостi ми позначили через F .

В термiнах так званих спецiальних листiв, див. Означення 7.3.4, ми довели
наступне. Якщо для многовиду Z, на якому задане шарування ∆ з класу F ,
сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв є локально скiнченною, то iснує смуга-
ста поверхня з канонiчним шаруванням на нiй, яка є листово гомеоморфною
до Z з шаруванням ∆ (див. Наслiдок 7.1.6).

Виявляється, що для шарувань з класу F вiдображення проекцiї pr : Z →
Z/∆ на простiр листiв є локально тривiальним розшаруванням з шаром R.
Спецiальнi листи вiдображаються в точки простору Z/∆, в яких вiн не є Ха-
усдорфовим. Бiльш того, поверхня Z з одновимiрним шаруванням ∆ з класу
F допускає “смугасту структуру” тодi й лише тодi, коли сiм’я спецiальних
листiв є локально скiнченною, див. Теорему 8.4.1 нижче.
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А саме, якщо компонента зв’язностi X многовиду Z не є листово гомео-
морфною стандартному цилiндру або листу Мебiуса, то розбиття X на смуги
— це набiр замкнених пiдмножин {Qi}, де {Qi} — сiм’я компонент зв’язностi
множини X \ Spec(∆) (див. Теорему 7.1.5). Отже, склейка смуг вiдбувається
по їх межовим iнтервалам, що є листами ∆ з множини Spec(∆) ∩ (X \ ∂X).

У цьому роздiлi ми перейдемо до розгляду бiльш загального випадку.
Нехай Z — некомпактний двовимiрний многовид i ∆ — одновимiрне ша-

рування на Z таке, що кожен лист ω ∈ ∆ гомеоморфний R i є замкненою
пiдмножиною Z.

Наведений вище пiдхiд у цьому випадку перестає працювати, як показує
наступний приклад.

S

X Y
∂(S)

φ

q pr

Z

Z/∆

Рис. 8.1.1: Склеювання межових iнтервалiв, якi лежать в одному березi смуги

Приклад 8.1.1 Розглянемо смугу S = (R× (−1, 1))∪X∪Y , де X = (−2,−1)×
{−1}, Y = (1, 2) × {−1}, а також гомеоморфiзм φ : Y → X, φ(t,−1) =

(−t,−1), t ∈ (1, 2).
Нехай многовид Z є фактор простором S вiдносно склеювання по φ (ото-

тожнення точок y ∈ Y i φ(y) ∈ X), q : S → Z — вiдображення проекцiї i ∆

— канонiчне шарування на Z (див. Пiдроздiл 6.1). Нехай ще Z/∆ — простiр
листiв шарування ∆ i pr : Z → Z/∆ — проекцiя. Див. Рис. 8.1.1.

Позначимо ω0 = q(X ∪ Y ).
З одного боку легко бачити, що Z/∆ = [0, 1), 0 = pr(ω0). Очевидно, це

Хаусдорфiв простiр. Отже, лист ω0 не є спецiальним.
З iншого боку, лист ω0 не виглядає “регулярним”. Дiйсно, не iснує наси-

ченого вiдносно ∆ околу цього листа в Z, який мав би структуру прямого
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добутку, узгоджену з ∆ (таку, щоб прообрази точок вiдносно однiєї з про-
екцiй були листами ∆). Щоб побачити це, вiдмiтимо наступний простий
факт. Нехай лист ω має насичений окiл U зi структурою прямого добутку,
яка узгоджена з ∆. Тодi для кожної точки z ∈ ω сiм’я листiв ∆, якi мiстяться
в U є одностайно локально зв’язною в точцi z ∈ ω, тобто для кожно-
го околу W точки z в U знайдеться iнший її окiл W ′ ⊂ W , такий що для
будь-якого ω′ ∈ ∆ кожну пару точок з ω′ ∩W ′ можна з’єднати в W зв’язною
пiдмножиною множини ω′ (див. Означення 2.4.1). Але для кожної точки
z ∈ ω0 i достатньо малого її околу W у Z множина ω0 роздiляє W , причому
всi листи ∆, близькi до ω0, пiдходять до z одночасно з двох сторiн вiдносно
ω0.

Ми пропонуємо бiльш загальне поняття сингулярних листiв, див. Означе-
ння 8.2.4, що вiдповiдають точкам простору Z/∆, для яких не iснує вiдкритих
околiв V таких що пара (V , V ) гомеоморфна (J, J) для деякої вiдкритої пiд-
множини J простору [0, 1).

Нашою метою є повна характеризацiя смугастих поверхонь: ми доводимо,
що поверхня Z з одновимiрним шаруванням ∆ на нiй допускає “смугасту
структуру” тодi й лише тодi, коли сiм’я всiх сингулярних листiв шарування
є локально скiнченною, див. Теорему 8.4.4.

8.2 Попереднi вiдомостi

Простiр шарiв шарування

Поверхня з шаруванням — це пара (Z,∆), яка складається з двовимiрного
многовиду Z i одновимiрного шарування ∆ на Z, такого що кожна компонента
зв’язностi множини ∂Z є листом ∆.

Гомеоморфiзм h : Z → Z ′ поверхонь з шаруваннями (Z,∆) i (Z ′,∆′) нази-
вається листовим, якщо для кожного листа ω ∈ ∆ його образ h(ω) є листом
∆′.

Якщо множина U вiдкрита, позначимо через ∆U iндуковане шарування
U , листами якого є компоненти зв’язностi перетинiв ω ∩ U по всiх ω ∈ ∆.
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Розглянемо множину Y = Z/∆ всiх листiв ∆ i природну проекцiю pr :

Z → Z/∆, що ставить у вiдповiднiсть кожному z ∈ Z лист шарування ∆,
який мiстить z. Надiлимо Y топологiєю фактор-простору, так що пiдмножина
U ⊂ Y вiдкрита тодi й лише тодi, коли pr−1(U) вiдкрита в Z. Вiдомо, що
вiдображення pr вiдкрите, див. [100, Твердження 1.5] або [101, Теорема 4.10].

Нагадаємо, що Хаусдорфовим замиканням hcl(y) точки y ∈ Y називається
перетин замикань всiх околiв цiєї точки. Очевидно, y ∈ hcl(y). Бiльш того,
простiр Y є Хаусдорфовим тодi й лише тодi, коли {y} = hcl(y) для кожного
y ∈ Y . Точка y ∈ Y спецiальна, якщо {y} 6= hcl(y), див. Означення 7.2.1.

Нагадаємо також, що для листа ω ∈ ∆ ми ввели у попередньому роздiлi
наступнi позначення:

hcl(ω) =
⋂
N(ω)

S(N(ω)), hclS(ω) =
⋂
NS(ω)

NS(ω),

де N(ω) пробiгає всi вiдкритi околи множини ω, а NS(ω) пробiгає всi вiдкритi
насиченi околи ω.

Лема 7.3.5 дозволяє переписати Означення 7.3.4 у наступному виглядi:
Лист ω ∈ ∆ називається спецiальним, якщо виконується якась з насту-
пних еквiвалентних умов:
• ω 6= hcl(ω);
• ω 6= hclS(ω);
• y = pr(ω) є спецiальною точкою Y , тобто y 6= hcl(y).

Означення 8.2.1 Нехай a < b ∈ R. Припустимо, що J = [a, b) або J = (a, b).
Нехай також γ : J → Z — неперервне вiдображення, для якого γ(J ∩ {a}) ∈
∂Z.

Тодi γ називається перерiзом шарування ∆, якщо вiдображення pr ◦γ :

J → Z/∆ є iн’єктивним, тобто для вiдмiнних u, v ∈ J їх образи γ(u) i γ(v)

належать до вiдмiнних листiв ∆. Назвемо γ локальним перерiзом ∆, якщо
вiдображення pr ◦γ : J → Z/∆ локально iн’єктивне.

У роботi [102] для n-вимiрних многовидiв, n ≥ 2, з одновимiрними ша-
руваннями на них була доведена одна загальна теорема, частинний випадок
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якої для поверхонь з шаруваннями формулюється наступним чином.

Теорема 8.2.2 (див. [102, Теорема 2.8]) Нехай (Z,∆) — зв’язна поверх-
ня з шаруванням, яка має злiченну базу i така що кожен лист шарування
∆ некомпактний i є замкненою пiдмножиною Z. Припустимо також, що
сiм’я всiх спецiальних листiв є локально скiнченною. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi одна однiй:
(А) вiдображення проекцiї pr : Z → Z/∆ на простiр листiв є локально

тривiальним розшаруванням з шаром R i простiр Z/∆ локально гомеомор-
фний [0, 1) (хоча вiн не обов’язково Хаусдорфiв);
(Б) для кожного листа ω iснує вiдкритий насичений окiл, листово гомео-

морфний R× V , де V — вiдкрита пiдмножина простору [0, 1);
(В) через кожен лист шарування ∆ проходить деякий перерiз.

Зауваження 8.2.3 Еквiвалентнiсть умов (А) i (Б) слiдує з Леми 7.3.3.

Означення 8.2.4 (див. [67]) Назвемо лист ω ⊂ IntZ регулярним, якщо
iснує його насичений окiл U , такий що пара (U,U) листово гомеоморфна
парi

(
R× [−1, 1],R× (−1, 1)), причому листовий гомеоморфiзм вiдображає ω

на R× 0.
Аналогiчно, лист ω ⊂ ∂Z називається регулярним якщо iснує його наси-

чений окiл U такий що пара (U,U) листово гомеоморфна парi
(
R× [0, 1],R×

[0, 1)) i листовий гомеоморфiзм вiдображає ω на R× 0.
Листи, що не є регулярними, будемо називати сингулярними.

Позначимо через Spec(∆) i Sing(∆) сукупностi всiх спецiальних i, вiдпо-
вiдно, сингулярних листiв шарування ∆.

Лема 8.2.5 Кожен регулярний лист не є спецiальним, тобто кожен спе-
цiальний лист є сингулярним i Spec(∆) ⊂ Sing(∆).

Доведення. Нехай лист ω ⊂ IntZ є регулярним i лежить у внутрiшнiй ча-
стинi Z, так що iснують насичений окiл U i листовий гомеоморфiзм

φ : (U,U)→
(
R× [−1, 1],R× (−1, 1)

)
,
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такi що φ(ω) = R×0. Тодi множина Ut = φ−1
(
R×(−t, t)

)
для кожного t ∈ (0, 1)

є вiдкритим насиченим околом листа ω i Ut = φ−1
(
R× [−t, t]

)
. Отже

hcl(ω) ⊂ ∩
t∈(0,1)

Ut = φ−1
(
∩

t∈(0,1)
R× [−t, t]

)
= φ−1

(
R× 0

)
= ω,

i ω не є спецiальним.
Випадок ω ⊂ ∂Z розглядається аналогiчно. �

Смуги

Нагадаємо, що пiдмножина S ⊂ R2 називається смугою, якщо iснують u <
v ∈ R, такi що
(i) R× (u, v) ⊂ S ⊂ R× [u, v];
(ii) S є вiдкритою пiдмножиною простору R× [u, v].

Для такої смуги будемо використовувати наступнi позначення:

∂−S := S ∩ R× {u}, ∂+S := S ∩ R× {v},
∂S := ∂−S ∪ ∂+S, IntS := R× (u, v).

Вiдмiтимо, що межа ∂S вiдкрита в просторi R×{u, v}, отже вона є незв’язним
об’єднанням не бiльш нiж злiченної сiм’ї вiдкритих (можливо, необмежених)
iнтервалiв.

Зрозумiло, що на кожнiй смузi S є природне одновимiрне орiєнтовне ша-
рування, елементами якого є горизонтальнi прямi R × t, t ∈ (u, v), а також
межовi iнтервали (компоненти зв’язностi межi ∂S). Назвемо це шарування
канонiчним.

Смугастий атлас

Нехай Z — двовимiрний топологiчний многовид, а Z0 =
⊔
α∈A

Sα — не бiльш

нiж злiченна сiм’я смуг, якi попарно не перетинаються. Назвемо смугастим
атласом на Z вiдображеня q : Z0 → Z, що вiдповiдає наступним умовам:
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(1) q є вiдображенням проекцiї, тобто воно неперервне, сюр’єктивне, а та-
кож пiдмножина U ⊂ Z є вiдкритою тодi й лише тодi, коли мнгожина q−1(U)∩
Sα вiдкрита в Sα для кожного α ∈ A;
(2) iснує двi неперетиннi сiм’ї X = {Xβ}β∈B i Y = {Yβ}β∈B попарно вiдмiн-

них межових iнтервалiв з Z0, якi iндексовано однiєю й тiєю ж множиною B,
такi що
(а) вiдображення q iн’єктивне на Z0 \ (X ∪ Y), а також на X та Y ;
(б) q(Xβ) = q(Yβ) для кожного β ∈ B;
(в) обмеження q|Xβ : Xβ → q(Xβ) й q|Yβ : Yβ → q(Yβ) є вкладеннями i їх

образи замкненi в Z;
Вiдмiтимо, що кожен смугастий атлас q iндукує на Z одновимiрне шарува-

ння, отримане з канонiчних шарувань на вiдповiдних смугах Sλ. Назвемо його
канонiчним шаруванням, асоцiйованим зi смугастим атластом q i позначимо
його ∆. Очевидно, що кожен лист шарування ∆ є гомеоморфним образом R
i є замкненою пiдмножиною Z.

Поверхню з шаруванням (Z,∆) назвемо смугастою поверхнею, якщо iснує
смугастий атлас на Z, для якого ∆ є канонiчним шаруванням.

Вiдмiтимо також, що для кожного β ∈ B означено “гомеоморфiзм склей-
ки”

φβ =
(
q|Xβ

)−1 ◦ q|Yβ : Yβ → Xβ, (8.2.1)

отже смугасту поверхню отримано з сiм’ї смуг склейкою вздовж певних ме-
жових iнтервалiв за допомогою гомеоморфiзмiв φβ, див. Означення 6.1.2 та
Рис 8.2.1.

Sα Sα′

X Y
∂σ(Sα) ∂σ′(Sα′)

φ

Рис. 8.2.1: Склеювання межових iнтервалiв

Дозволяється склеювати двi смуги бiльш нiж по однiй парi межових iнтер-
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валiв, також дозволяється склеювати межовi iнтервали, що належать однiй
смузi, навiть якщо вони розташованi з одного боку однiєї смуги.

Стандартнi шарування на цилiндрi й листi Мебiуса

Нехай S = R × [0, 1], s = ±1, i гомеоморфiзм φs : R × {0} → R × {1} за-
дано за допомогою спiввiдношення φs(x, 0) = (sx, 1). Вiдображення проекцiї
q : S → S/φs визначає смугастий атлас, що складається з однiєї смуги. Бу-
демо називати вiдповiдну смугасту поверхню S/φs стандартним вiдкритим
цилiндром, якщо s = +1, i стандартним листом Мебiуса у випадку s = −1.

Типи листiв канонiчного шарування

Розглянемо смугастий атлас q :
⊔
α∈A

Sα → Z. Для того, щоб видiлити окремо

листи шарування ∆, якi є образами склейки пари межових iнтервалiв, що
належать спiльному берегу однiєї смуги, розглянемо бiльш тонке розбиття
сiм’ї листiв на типи, нiж те, що було нами введене у Пiдроздiлi 6.2. Отже, ко-
жен лист ω асоцiйованого канонiчного шарування ∆ вiдповiдає рiвно одному
з наступних типiв:
(a) ω ⊂ q(IntSα) для деякого α ∈ A.
(b) ω ⊂ q(∂σSα) ⊂ ∂Z для деякого α ∈ A and σ ∈ {−,+}. У цьому випадку

ω називається межовим листом. Цей тип дiлиться на такi пiдтипи:
(b1) ω = q(∂σSβ), отже ∂σSβ складається з єдиного листа;
(b2) ω ( q(∂σSβ), тому ∂σSβ мiстить бiльше одного листа.
(c) ω = q(Xβ) = q(Yβ) для деякого β ∈ B, де Xβ ⊂ ∂σSα, Yβ ⊂ ∂σ′Sα′ для

певних α, α′ ∈ A, а також σ, σ′ ∈ {−,+}. Цей тип розпадається на наступнi
пiдтипи:
(c1) α = α′, X = ∂σSα i Y = ∂σ′Sα, отже σ′ = −σ i ми склеюємо рiзнi

сторони однiєї смуги Sα i кожна зi сторiн складається з єдиного межового
iнтервалу;
(c2) α 6= α′, X = ∂σSα, i Y = ∂σ′Sα;
(c3) X 6= ∂σSα або Y 6= ∂σ′Sα′ . У цьому випадку ω називається особливим
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листом. Цей тип дiлиться на такi пiдтипи:
(c31) α = α′, σ′ = σ, i X ∪ Y = ∂σSα;
(c32) α = α′, σ′ = σ, i X ∪ Y 6= ∂σSα;
(c33) всi iншi можливостi.

Sα

X

Y

∂σ(Sα)

φ
∂−σ(Sα)

Рис. 8.2.2: Тип (c1) (α′ = α, σ′ = −σ)

Sα

X Y
∂σ(Sα)

φ

Рис. 8.2.3: Типи (c31) та (c32) (α′ = α, σ′ = σ)

Отже, типи (c31) i (c32) вiдповiдають склеюванню межових iнтервалiв,
що належать однiй сторонi спiльної смуги.

Наступна лема характеризує спецiальнi, регулярнi й сингулярнi листи ка-
нонiчних шарувань смугастих поверхонь за допомогою типiв (a)–(c). Зокрема,
вона показує, що рiзниця мiж сингулярними i спецiальними листами канонi-
чного шарування — це листи типу (c31). Доведення леми зводиться до простої
безпосередньої перевiрки, яку ми залишаємо читачевi.

Лема 8.2.6 Нехай q :
⊔
α∈A

Sα → Z — смугастий атлас, i ∆ — канонiчне

шарування на Z. Тодi виконуються наступнi твердження.
(1) Лист ω ∈ ∆ є спецiальним, тобто ω 6= hcl(ω), тодi й тiльки тодi,

коли вiн належить одному з типiв (b2), (c32), або (c33).
(2) Для довiльного листа ω ∈ ∆ наступнi властивостi еквiвалентнi:
(i) ω ∈ ∆ допускає перерiз;
(ii) ω ∈ ∆ має вiдкритий насичений окiл, листово гомеоморфний R × V ,

де V — вiдкрита пiдмножина [0, 1);
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(iii) ω не належить до типiв (c31) i (c32).
(3) Лист ω ∈ ∆ є регулярним, див. Означення 8.2.4, тодi й лише тодi,

коли вiн має один з типiв (a), (b1), (c1), або (c2).
(4) Вiдповiдно, лист ω ∈ ∆ є сингулярним тодi й тiльки тодi, коли вiн

належить до типiв (b2), (c31), (c32) або (c33).

Означення 8.2.7 Смугастий атлас q, що не мiстить листiв типiв (c1) i
(c2), назвемо зведеним (див. також Означення 6.2.6).

Позначимо D = q
( ⊔
α∈A

∂Sα
)
.

Наслiдок 8.2.8 (див. також [66, Лема 7.2]) Сiм’ї Spec(∆), Sing(∆), ∂Z
i D є локально скiнченними, також Spec(∆) ⊂ Sing(∆) i ∂Z ∪ Sing(∆) ⊂ D.
Бiльш того, смугастий атлас q є зведеним тодi й лише тодi, коли ∂Z ∪
Sing(∆) = D.

Лема 8.2.9 Нехай кожен лист шарування ∆ допускає перерiз, отже вiд-
повiдає кожнiй з еквiвалентних умов (А)-(В) Теореми 8.2.2. Якщо атлас q
є зведеним, то для листа ω ⊂ IntZ наступнi умови еквiвалентнi:
(i) ω має тип (c33);
(ii) ω є спецiальним, тобто ω 6= hcl(ω);
(iii) ω є сингулярним;
(iv) ω має тип (c), отже ω = q(Xβ) = q(Yβ) для деякого β ∈ B.

Якщо додатково кожен сингулярний лист мiститься в ∂Z, то вiдсутнi
листи типу (c), отже q є гомеоморфiзмом i Z є незв’язним об’єднанням
смуг.

Доведення. Стрiлки (i)⇒(ii)⇒(iii) слiдуєть безпосередньо з (1) i (4) Ле-
ми 8.2.6.

(iii)⇒(iv). Нехай ω — сингулярний лист, що мiститься у IntZ. Тодi згiдно
з твердженням (4) Леми 8.2.6 вiн має один з типiв (c31), (c32)або (c33), отже
ω має тип (c).

(iv)⇒(i). Припустимо, що лист ω має тип (c). Атлас є зведеним, тому ω не
може бути типу (c1) або (c2). Бiльш того, оскiльки ω допускає перерiз, то з
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твердження (i) Леми 8.2.6 слiдує, що ω також не може мати типу (c31) або
(c32). Отже ω має тип (c33).

Для доведення останнього твердження помiтимо, що за побудовою атласу
кожен лист типу (c) мiститься в IntZ. Бiльш того, внаслiдок еквiвалентностi
(iii)⇔(iv) кожен такий лист має також бути сингулярним. Отже, якщо кожен
сингулярний лист ω шарування ∆ мiститься в ∂Z, то q не має листiв типу
(c). Iншими словами, q не може склеювати нiяких листiв, отже q є гомеомор-
фiзмом i Z є незв’язним об’єднанням смуг. �

8.3 Розрiзання поверхнi з шаруванням вздовж

iзольованих листiв

Означення 8.3.1 Нехай (Z,∆) — поверхня з шаруванням. Лист ω називає-
ться iзольованим, якщо для кожного z ∈ ω iснує листова карта (див. Озна-
чення 1.7.1), яка мiстить цю точку i перетинає ω по дузi. Iншими словами,
iснують вiдкритий окiл W точки z i вкладення φ : (−1, 1) × (−1, 1) → Z,
такi що

• φ
(
(−1, 1)× (−1, 1)

)
= W ,

• φ−1(ω) = (−1, 1)× 0,
• φ(−1, 1)× t мiститься в деякому листi шарування ∆ при кожному t ∈

(−1, 1).

Теорема 8.3.2 (С. Максименко, Є. Полулях, див. [67]) Нехай (Z,∆) —
поверхня з шаруванням, а Σ ⊂ IntZ — локально скiнченна сiм’я, яка скла-
дається з iзольованих листiв. Тодi iснують поверхня з шаруванням (Z̃, ∆̃)

i неперервне вiдображення p : Z̃ → Z, якi вiдповiдають наступним власти-
востям.

(1) p — вiдображення проекцiї, тобто пiдмножина A ⊂ Z вiдкрита тодi
й лише тодi, коли p−1(A) вiдкрита в Z̃;
(2) обмеження p : Z̃ \ p−1(Σ)→ Z \ Σ є листовим гомеоморфiзмом;
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(3) для кожного листа ω ∈ Σ його прообраз p−1(ω) складається з двох
листiв ω̃1, ω̃2 ⊂ ∂Z̃ шарування ∆̃, причому вiдображення p|ω̃i : ω̃i → ω, i =

1, 2, є гомеоморфiзмами.

Доведення. Позначимо U = Z \Σ. Нехай j : U ⊂ Z — вiдображення включе-
ння. Для кожного листа ω ∈ Σ i точки z ∈ ω позначимо Uz = (−1, 1)× (−1, 1),

U−z = (−1, 1)× (−1, 0], U+
z = (−1, 1)× [0, 1).

Нехай φz : Uz → Z — вкладення, яке вiдповiдає Означенню 8.3.1, так що
• множина φz(Uz) вiдкрита в Z,
• φ−1

z (ω) = (−1, 1)× 0,
• φz(−1, 1)× t мiститься в деякому листi шарування ∆.

Оскiльки сiм’я Σ локально скiнченна, додатково можемо вважати, що
• φ−1

z (Σ) = φ−1
z (ω) = (−1, 1)× 0.

Нехай
N = U

⊔
t

z∈ω∈Σ,
σ=±

Uσ
z

є незв’язним об’єднанням U з множинами U−z i U+
z по всiм ω ∈ Σ i z ∈ ω. Тодi

означене природне вiдображення p̂ : N → Z,

p̂|U = j : U ⊂ Z,

p̂|Uσz = φz|Uσz = φz,σ : Uσ
z → Z, (z ∈ Σ, σ = ±).

Лема 8.3.2.1 p̂ є вiдображенням проекцiї.

Доведення. Оскiльки p̂ неперервне i сюр’єктивне, а обмеження p̂|U i p̂|Uσz є
вкладеннями, досить лише перевiрити, що для пiдмножини A ⊂ Z наступнi
умови є еквiвалентними:
(а) множина A вiдкрита;
(б) A∩ p̂(U) вiдкрита в p̂(U) i A∩φz,σ(Uσ

z ) вiдкрита в φz,σ(Uσ
z ) для всiх z ∈ Σ

i σ = ±.
Iмплiкацiя (а)⇒(б) очевидна.
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(б)⇒(а) Зрозумiло, що множини φz,−(U−z ) i φz,+(U+
z ) утворюють скiнченне

замкнене покриття φz(Uz) для кожного z ∈ ω ∈ Σ. Отже, якщо обидва пере-
тини A∩φz,−(U−z ) i A∩φz,+(U+

z ) вiдкритi вiдповiдно в φz,−(U−z ) i φz,+(U+
z ), то

A ∩ φz(Uz) вiдкрита в Uz.

Оскiльки множини p̂(U) i φz(Uz), z ∈ ω ∈ Σ, вiдкритi в Z, i їх перетини з
A також вiдкритi, то A є вiдкритою пiдмножиною Z. �

Зараз ми представимо p̂ у виглядi такої композицiї двох неперервних вiд-
ображень

p̂ = p ◦ q : N
q−−−→ Z̃

p−−−→ Z, (8.3.1)

щоб p задовольняло твердженню Теореми 8.3.2.

Для кожного z ∈ Σ розглянемо сiм’ю

Vz = {Uσ
x | z ∈ φx(Uσ

x ), x ∈ Σ, σ = ±}

всiх Uσ
x , образ яких в Z мiстить z. Вiдмiтимо, що для кожного Uσ

x ∈ Vz iснує
ε > 0, таке що виконується рiвно одна з наступних умов:

або φ−1
x

(
φz
(
0× [0, ε]

))
⊂ Uσ

x , або φ−1
x

(
φz
(
0× [−ε, 0]

))
⊂ Uσ

x .

Отже Vz є незв’язним об’єднанням двох пiдсiмей, див. Рис. 8.3.1:

V−z =
{
Uσ
x ∈ Vz | φ−1

x

(
φz
(
0× [−ε, 0]

))
⊂ Uσ

x для деякого ε > 0
}
,

V+
z =

{
Uσ
x ∈ Vz | φ−1

x

(
φz
(
0× [0, ε]

))
⊂ Uσ

x для деякого ε > 0
}
.

Бiльш того, на N означене наступне розбиття:

F = {Fx}x∈U
⊔
{Gx,σ}x∈Σ,σ=±,
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де

Fx = j−1(x)
⋃

∪
z∈Σ,σ=±

φ−1
z,σ(x), (x ∈ U),

Gx,σ = {φ−1
z,ν(x) | Uν

z ∈ Vσx , z ∈ Σ, ν = ±}, (x ∈ Σ, σ = ±).

Нехай Z̃ = N/F — множина елементiв F i q : N → Z̃ — вiдображення
проекцiї. Надiлимо Z̃ вiдповiдною фактор-топологiєю: такою, щоб пiдмножи-
на A ⊂ Z̃ була вiдкрита тодi й лише тодi, коли її прообраз q−1(A) вiдкитий в
N . Безпосередня перевiрка показує, що вiдображення q вiдкрите.

φz

φx

Uz
Ux

Uσ
x ∈ V+

zU+
z

φz,+ φx,σ

ω
z φ−1

x (z)

Рис. 8.3.1:

Вiдмiтимо, що

p̂(Fx) = x, (x ∈ U), p̂(Gx,σ) = x, (x ∈ Σ, σ = ±),

отже p̂ iндукує вiдображення p : Z̃ → Z, що й дає бажану композицiю p̂ = p◦q,
див. (8.3.1).

Перевiрку властивостей (1)-(3) ми залишаємо читачевi. �

8.4 Основнi результати

В цьому роздiлi ми будемо вважати, що (Z,∆) — поверхня з шаруванням,
яка має злiченну базу i така, що кожен лист шарування ∆ гомеоморфний
R i є замкненою пiдмножиною Z. Нехай також Spec(∆) i Sing(∆) — сiм’ї всiх
спецiальних i, вiдповiдно, сингулярних листiв шарування ∆.
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Наступне твердження характеризує смугастi поверхнi, що не мають листiв
типiв (c31) i (c32).

Теорема 8.4.1 (див. Наслiдок 7.1.6 i [66, Теорема 7.4].) Наступнi умо-
ви еквiвалентнi:
(1) (Z,∆) допускає смугастий атлас, який не має листiв типiв (c31) i

(c32);
(2) Сiм’я Spec(∆) є локально скiнченною i шарування ∆ задовольняє ко-

жну з еквiвалентних умов (А)-(В) Теореми 8.2.2.

Доведення. (1)⇒(2). Згiдно з Наслiдком 8.2.8 сiм’я Spec(∆) є локально скiн-
ченною. Також оскiльки q не має листiв типiв (c31) i (c32), з твердження (2)
Леми 8.2.6 слiдує, що кожен лист шарування ∆ допускає перерiз, iншими
словами, виконується умова (В) Теореми 8.2.2.

Iмплiкацiя (2)⇒(1) випливає з Наслiдку 8.2.8 i твердження (2) Леми 8.2.6.
�

Наступне розширення Теореми 8.4.1 дозволяє обмежитись перевiркою iсну-
вання перерiзiв тiльки для листiв шарування, якi лежать у внутрiшностi Z.

Теорема 8.4.2 Нехай сiм’я Sing(∆) є локально скiнченною, а також ко-
жен лист шарування ∆, який мiститься в IntZ допускає перерiз. Тодi ко-
жен лист, що лежить в ∂Z, також допускає перерiз. Отже, згiдно Теоре-
мi 8.4.1 (Z,∆) є смугастою поверхнею.

Ми доведемо цю теорему в §8.5. З неї слiдує наступна характеризацiя
вироджених випадкiв смугастих поверхонь.

Теорема 8.4.3 Нехай Z є зв’язною, сiм’я Sing(∆) є локально скiнченною,
а також Sing(∆) ⊂ ∂Z. Тодi Z листово гомеоморфна або стандартному
цилiндру, або стандартному листу Мебiуса, або смузi з канонiчним шару-
ванням на нiй.

Доведення. Нехай (Z,∆) не є нi стандiртним цилiндром, анi стандартним
листом Мебiуса. Перевiримо, що тодi вона листово гомеоморфна смузi з ка-
нонiчним шаруванням на нiй.
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Spec(∆) ⊂ Sing(∆) згiдно Лемi 8.2.5, отже сiм’я Spec(∆) також локально
скiнченна. Бiльш того, оскiльки Spec(∆) ⊂ Sing(∆) ⊂ ∂Z, то кожен лист в
IntZ є регулярним, отже вiн допускає перерiз. Тодi (Z,∆) допускає зведе-
ний атлас q за Теоремою 8.4.2. Оскiльки Sing(∆) ⊂ ∂Z, то Z є незв’язним
об’єднанням смуг внаслiдок Леми 8.2.9. Але Z зв’язна, отже вона листово
гомеоморфна смузi. �

Наступне твердження характеризує всi смугастi поверхнi.

Теорема 8.4.4 (С. Максименко, Є. Полулях, див. [67]) Наступнi умо-
ви еквiвалентнi:
(1) (Z,∆) допускає смугастий атлас;
(2) сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингулярних листiв є локально

скiнченною.

Доведення. Iмплiкацiя (1)⇒(2) мiститься в Наслiдку 8.2.8.
(2)⇒(1). Нехай сiм’я Sing(∆), що складається зi всiх сингулярних листiв,

є локально скiнченною. За припущенням кожен лист ω шарування ∆ гомео-
морфний R i є замкненою пiдмножиною Z. Тому кожна листова карта пере-
тинає ω по дискретнiй сiм’ї дуг. Отже кожен сингулярний лист є iзольованим,
внаслiдок чого згiдно Теоремi 8.3.2 iснують поверхня з шаруванням (Z̃, ∆̃) i
вiдображення проекцiї q : Z̃ → Z, такi що
а) обмеження q : Z̃\q−1(Sing(∆))→ Z\Sing(∆) є листовим гомеоморфiзмом,

а також
б) для кожного листа ω ∈ Sing(∆) прообраз q−1(ω) складається з двох ли-

стiв ω̃1, ω̃2 ⊂ ∂Z̃ шарування ∆̃, таких що вiдображення q|ω̃i : ω̃i → ω, i = 1, 2,
є гомеоморфiзмами.

Нехай Sing(∆̃) — сiм’я всiх сингулярних листiв шарування ∆̃. Оскiль-
ки сiм’я Sing(∆) є локально скiнченною, а для вiдображення p на множи-
нi Sing(∆̃) прообраз кожної точки складається рiвно з двох точок, то сiм’я
Sing(∆̃) також є локально скiнченною. Бiльш того, Sing(∆̃) ⊂ ∂Z̃, отже згiдно
Теоремi 8.4.3 кожна компонента зв’язностi простору Z̃ є смугою з канонiчним
шаруванням на нiй. Отже q є смугастим атласом для (Z,∆). �
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8.5 Доведення Теореми 8.4.2

Лема 8.5.1 Нехай (Z,∆) — зв’язна смугаста поверхня зi злiченною базою,
така що ∂Z = ∅. Припустимо, що δ : [0, 1] → Z — локальний перерiз,
точки δ(0) й δ(1) належать одному й тому ж листу шарування ∆. Тодi
виконується рiвно одна з двох наступних умов:
(а) або Z є стандартним цилiндром чи листом Мебiуса i збiгається з на-

сиченням S(δ([0, 1])) образу δ;
(б) або δ перетинається з сингулярним листом ω ∈ ∆.

Доведення. Розглянемо вiдображеняя проекцiї на простiр листiв pr : Z →
Z/∆. Тодi припущення на δ означає, що вiдображення pr ◦δ : [0, 1] → Z/∆ є
локально iн’єктивним i задовальняє рiвнiсть pr ◦δ(0) = pr ◦δ(1). Отже, pr ◦δ
iндукує неперервне вiдображення кола α : S1 = [0, 1]/{0, 1} → Z/∆.

(а) Припустимо, що Z є стандартним цилiндром чи листом Мебiуса, отже
простiр листiв Z/∆ гомеоморфний одиничному колу S1. Тодi вiдображення
α : S1 → S1 є неперервним i локально iн’єктивоним, отже воно має бути i
сюр’єктивним. А це означає, що δ перетинає кожен лист шарування ∆, тобто
Z = S(δ([0, 1])).

(б) Нехай Z не є нi стандартним цилiндром, анi листом Мебiуса. Тодi
з [64, Theorem 3.7] слiдує, що Z допускає зведений атлас q :

⊔
α∈A

Sα → Z, тобто

атлас, що не має листiв типiв (c1) i (c2). Нехай D = q
( ⊔
α∈A

∂Sα
)
i Sing(∆) сiм’я

свiх сингулярних листiв шарування ∆. Оскiльки ∂Z = ∅, то з Наслiдка 8.2.8
випливає, що D = ∂Z ∪ Sing(∆) = Sing(∆).

Отже, нам потрiбно довести, що образ δ перетинає D.
Припустимо, що δ([0, 1]) ∩ D = ∅. Тодi δ([0, 1]) ⊂ q(IntSα) для деякого

α ∈ A. Розглянемо наступну композицiю вiдображень:

β = π ◦ q−1 ◦ δ : [0, 1]
δ−→ q(IntSα)

q−1

−−−→ IntSα = R× (u, v)
π−−→ (u, v),

де π – це проекцiя на другу координату.
Зрозумiло, що вiдображення β : [0, 1] → (0, 1) неперервне. Вiдповiдно до
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умов Леми β є локально iн’єктивним (отже, строго монотонним), а також
β(0) = β(1). Одночасно цi двi умови виконуватись не можуть, тому δ([0, 1])

перетинає D = Sing(∆). �

Зараз ми можемо довести Теорему 8.4.2. Нехай ∂Z 6= ∅. Не обмежуючи
загальностi мiркувань, можемо вважати, що Z зв’язна.

Нехай Spec(∆) — сiм’я всiх спецiальних листiв ∆. Тодi Spec(∆) ⊂ Sing(∆)

згiдно Лемi 8.2.5, тому сiм’я Spec(∆) є локально скiнченною. Бiльш того,
кожен лист, що належить IntZ, задовольняє властивiсть (В) Теореми 8.2.2.
Отже, згiдно Теоремi 8.4.1 поверхня з шаруванням (IntZ,∆IntZ) допускає
смугастий атлас.

Припустимо, що iснує лист ω шарування ∆ який лежить в ∂Z i не допускає
перерiзiв. Тодi ω є сингулярним, як слiдує з Леми 8.2.6.

Нехай x ∈ ω. Очевидно, iснує листова карта φ : (−1, 1) × [0, 1) → Z, така
що φ(0, 0) = x. Зафiксуємо лист ω0 ∈ ∆IntZ . Оскiльки кожен лист шарування
∆ замкнений в Z за припущенням, ми можемо вважати, що ω0 не перетинає
образ φ в Z. Означимо δ : [0, 1) → Z за допомогою спiввiдношення δ(t) =

φ(0, t), t ∈ [0, 1). Тодi δ([0, 1)) ∩ ω0 = ∅.
Оскiльки ω не допускає перерiзiв, то для кожного ε ∈ (0, 1] крива δ((0, ε)) ⊂

IntZ перетинає деякий лист шарування ∆ бiльш нiж в однiй точцi. Отже,
iснують aε < bε ∈ (0, ε), такi що δ(aε) i δ(bε) належать одному й тому ж ли-
сту. Оскiльки кожен лист, що мiститься в IntZ, допускає перерiз, то δ((0, ε))
є локальним перерiзом. Отже, крива δ : [aε, bε] → IntZ також є локальним
перерiзом.

Припустимо, що IntZ є стандартним цилiндром або листом Мебiуса. Тодi
S(δ([aε, bε])) = IntZ згiдно твердженню (а) Леми 8.5.1, тобто композицiя

p ◦ δ : [aε, bε]
δ−→ IntZ

p−−→ IntZ/∆IntZ = S1

є сюр’єктивною, що неможливо, оскiльки p(ω0) /∈ p ◦ δ([aε, bε]) за вибором ω0.
Таким чином, IntZ не є нi стандартним цилiндром, анi листом Мебiуса.

Отже, згiдно Лемi 8.5.1 iснує точка cε ∈ [aε, bε], образ якої лежить на деякому
сингулярному листi ωε ⊂ IntZ. Внаслiдок цього x ∈ ∂Z є точкою накопичення
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множини Sing(∆) ∩ IntZ ⊂ Sing(∆) \ ω.
За умовою кожен елемент сiм’ї сингулярних листiв є замкненою пiдмно-

жиною Z, а сама сiм’я Sing(∆) — локально скiнченна. Тому для кожної пiд-
сiм’ї Sing(∆) об’єднання її елементiв є замкненою пiдмножиною Z. Зокрема,
множина ⋃

ω′∈Sing(∆)\ω

ω′

замкнена в Z, а це суперечить тому, що x ∈ ω є точкою накопичення цiєї
множини.

Отримана суперечнiсть завершує доведення Теореми 8.4.2.
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Роздiл 9

Про сiдловi точки неперервних
функцiй на замкненому
двовимiрному диску

9.1 Вступ.

Нехай D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} — замкнений диск на площинi, f : D → R —
непрерервна функцiя.

Iснує принаймнi два рiзних способа визначення поняття регулярної точки
неперервної функцiї.

Означення 9.1.1а Точка x ∈ IntD називається регулярною для функцiї f ,
якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що для кожного y ∈ Ux зв’язна
компонента γy множини

Ux ∩ f−1(f(y)) ,

яка мiстить точку y, гомеоморфна вiдкритому iнтервалу (0, 1).

Iнший пiдхiд дається наступним означенням.

Означення 9.1.1б Точка x ∈ IntD називається регулярною для функцiї f ,
якщо iснує такий вiдкритий окiл Ux 3 x, що
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• зв’язна компонента γx множини Ux ∩ f−1(f(x)), яка мiстить точку x,
гомеоморфна вiдкритому iнтервалу (0, 1);
• множина Ux \ γx = U−x ∪ U+

x має двi компоненти зв’язностi U−x i U+
x ,

причому

f(x) < f(y) ∀y ∈ U+
x ;

f(x) > f(y) ∀y ∈ U−x .

Точки диска, якi не є регулярними будемо називати критичними.
Маючи визначення регулярної точки неперервної функцiї f , визначимо

поняття сiдлової точки.

Означення 9.1.2 Точка x ∈ IntD називається сiдловою точкою функцiї f ,
якщо iснують такi вiдкритий окiл Ux 3 x i гомеоморфiзм h : Ux → IntD,
що
• при деякому n > 1 компонента зв’язностi γx множини Ux ∩ f−1(f(x)),

яка мiстить точку x, вiдповiдає рiвностi

h(γx) = h(Ux) ∩ {z ∈ IntD |Rezn = 0} ;

• кожна точка y ∈ Ux \ {x} є регулярною точкою функцiї f .

Нагадаємо, що локальним екстремумом функцiї f називається точка x,
яка має окiл Ux, такий що або для всiх y ∈ Ux виконується нерiвнiсть f(y) ≤
f(x), або справедлива нерiвнiсть f(y) ≤ f(x) для кожного y ∈ Ux.

Розглянемо тепер неперервну функцiю f : D → R, яка вiдповiдає двом
додатковим вимогам
(i) f(∂D) = 0, f(x) > 0 для всiх x ∈ IntD (тут ∂D позначає межове коло

диска D);
(ii) функцiя f має в IntD рiвно два локальних екстремума.
По аналогiї з гладким випадком виникає природне питання: чи вiрно, що

неперервна функцiя f , яка вiдповiдає вимогам (i) i (ii), має в IntD хоча б
одну сiдлову точку?
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Основною цiллю данної роботи є побудова неперервної функцiї f : D → R,
яка вiдповiдає вимогам (i) i (ii) i не має в IntD жодної сiдлової точки незале-
жно вiд того, за допомогою якого з означень 9.1.1а або 9.1.1б визначаються
її регулярнi точки.

9.2 Побудова функцiї f з двома екстремумами

i без сiдлових точок в IntD.

Розiб’ємо процес побудови f на декiлька крокiв за наступним планом.

Спочатку побудуємо неперервну функцiю g : R2 → R, яка має рiвно три
критичнi точки — два локальнi максимумаM1 = (0, 1),M2 = (0,−1) i сiдлову
точку S = (0, 0). Також подбаємо, щоб для деякого c ∈ R функцiя g мала
лiнiю рiвня γ = g−1(c), яка обмежує диск, що мiстить точки M1, M2 i S.

Потiм побудуємо iн’єктивне вiдображення F : R2 \ {(0, 0)} → R2 \ {0} ×
[−1, 1], яке є гомеоморфiзмом на свiй образ, i продовжимо обернене вiдобра-
ження F−1 : R2 \ {0} × [−1, 1] → R2 \ {(0, 0)} до неперервного вiдображення
F̂ , так щоб F̂ ({0} × [−1, 1]) = (0, 0).

Визначимо неперервну функцiю f̂ = g ◦ F̂ : R2 → R i доведем, що нi одна
точка вiдрiзка R2 \ {0}× [−1, 1] не є нi локальним екстремумом, анi сiдловою
точкою функцiї f̂ .

Обмежимо f̂ на замкнену область D̂, межею якої слугує проста замкнена
крива γ̂ = F (γ) = (g ◦ F̂ )−1(c) = f̂−1(c). Фiксуємо гомеоморфiзм H0 : D̂ → ∂D

i продовжимо його до гомеоморфiзму H : D̂ → D, скориставшись теоремою
Шенфлiса (див. [46], [103]).

Позначимо f ′ = f̂ ◦H−1 : D → R. Тодi функцiя f(x) = f ′(x)−c, x ∈ D, має
вiдповiдати умовам (i) i (ii) i нi одна з її сингулярних точок не буде сiдловою.
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9.2.1 Функцiя g з двома локальними максимумами i однi-

єю сiдловою точкою.

Нехай ρ – стандартна вiдстань на площинi. Розглянемо функцiю g : C→ R,

g(z) = max(1− ρ(z,M1), 1− ρ(z,M2)) =

{
1− ρ(z,M1) , якщо Im z ≥ 0 ,

1− ρ(z,M2) , якщо Im z ≤ 0 .

Зрозумiло, що функцiя g неперервна, точки M1 i M2 є її локальними ма-
ксимумами i кожна точка множини C \ R × {0} є регулярною точкою цiєї
функцiї як в сенсi означення 9.1.1а, так i в сенсi означення 9.1.1б.

Щоб дослiдити поведiнку g в точках прямої R× {0}, знайдемо лiнiї рiвня
функцiї g.

Очевидно, що при 0 < c < 1 множина

gc = g−1(c) = {z | ρ(z,M1) = 1− c} ∪ {z | ρ(z,M2) = 1− c}

є незв’язним об’єднанням двох кiл з центрами в точках M1 i M2.
При c = 0 маємо

g0 = {z | ρ(z,M1) = 1} ∪ {z | ρ(z,M2) = 1} = {z | |z − i| = 1} ∪ {z | |z + i| = 1}

i g0 є об’єднанням двох кiл, якi перетинаються в єдинiй точцi S = 0.
При c < 0 множина

gc = {z | ρ(z,M1) = 1− c , Im z ≥ 0} ∪ {z | ρ(z,M2) = 1− c , Im z ≤ 0}

складається з двох дуг зi спiльними кiнцями.
З теоремиЖордана про криву слiдує, що при c < 0 проста замкнена крива

gc розбиває площину на двi зв’язнi компоненти, одна з яких гомеоморфна вiд-
критому диску, а друга необмежена. Позначимо їх через U0

g,c i U∞g,c, вiдповiдно.
Легко бачити, що

U0
g,c = {z | g(z) > c} , U∞g,c = {z | g(z) < c} .
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Зi сказаного робимо висновок, що кожна точка множини (R \ {0}) × {0}
є регулярною точкою функцiї g як в сенсi означення 9.1.1а, так i в сенсi
означення 9.1.1б.

Точка ж S = 0 є сiдловою точкою функцiї g. В означеннi 9.1.2 для точки S
треба взяти n = 2, US = Uε(S) = {z | ρ(z, S) < ε} при ε ∈ (0, 1). Для того, щоб
побудувати непрервне вiдображення h, яке б вiдповiдало означенню 9.1.2, нам
буде потрiбне наступне твердження i його наслiдок.

Лема 9.2.2 Нехай [a, b] ⊆ R i α, β : [a, b]→ R — неперервнi функцiї. Нехай

K = { (x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b], y ∈ [min(α(x), β(x)), max(α(x), β(x))] } .

Вiдображення G : [a, b]× [0, 1]→ K,

G(x, t) = (x, tβ(x) + (1− t)α(x)) (9.2.1)

є факторним.

Наслiдок 9.2.3 Нехай [a, b] ⊆ R i αi, βi : [a, b] → R, i = 1, 2, — неперервнi
функцiї. Нехай

Ki = { (x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b], y ∈ [min(αi(x), βi(x)), max(αi(x), βi(x))] } ,
Ci = { x ∈ [a, b] | αi(x) = βi(x) } , i = 1, 2 .

Якщо C1 ⊆ C2, то вiдображення H : K1 → K2,

H(x, y) =


(
x,

(y − α1(x))β2(x) + (β1(x)− y)α2(x)

β1(x)− α1(x)

)
, α1(x) 6= β1(x) ,

(x, α2(x)) , α1(x) = β1(x) ,

(9.2.2)
непрерервне.

Якщо C1 = C2, то H гомеоморфно вiдображає K1 на K2.

Перед доведенням леми нагадаємо деякi топологiчнi поняття (див. [80]).
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Нехай h : X → Y — деяке неперервне вiдображення. Нехай f i h — деякi
розбиття просторiв X i Y вiдповiдно i вiдображення h переводить елементи
розбиття f в елементи розбиття h. тодi однозначно визначене i неперервне
вiдображення facth : X/f→ Y/h, для якого комутативна наступна дiаграма

X
h−−−→ Y

prX

y yprY

X/f −−−→
facth

Y/h

Нехай тепер h — розбиття простору Y на окремi точки, zerh = f — розби-
ття простору X на прообрази точок простору Y . В цьому випадку Y/h ∼= Y ,
а вiдображення facth, для якого виконується рiвнiсть h = facth ◦prX назива-
ється взаємно-однозначним фактором вiдображення h. Неперервне вiдобра-
ження h називається факторним, якщо його взаємно-однозначний фактор є
гомеоморфiзмом (в цьому випадку простiр Y можна розглядати як фактор-
простiр простору X по розбиттю zerh).

Доведення леми 9.2.2. Легко бачити, що вiдображення pr1 ◦G : (x, t) 7→ x

та ϕ(x, t) = pr2 ◦G(x, t) = tβ(x) + (1 − t)α(x), (x, t) ∈ [a, b] × I, проекцiй на
вiсi координат неперервнi, тому що можуть бути представленi як композицiї
неперервних вiдображень. Внаслiдок цього i вiдображення G неперервне в
кожнiй точцi (x, t) ∈ [a, b]× I.

Зрозумiло, що пiдпростiр K площини R2 хаусдорфiв i G([a, b] × I) = K.
Простiр [a, b]× I є компактом, тому вiдображення G замкнене, а це є доста-
тньою умовою його факторностi (див.[80]). �

Доведення наслiдка 9.2.3. Розглянемо вiдображення Gi : [a, b] × I → Ki,
i = 1, 2, якi вiдповiдають лемi 9.2.2. Можемо дивитися на простори Ki, як
на фактор-простори простору [a, b] × I по розбиттям zerGi, а Gi вважати
вiдображеннями проекцiї.

Для кожного x ∈ [a, b] при x /∈ Ci кожна точка вiдрiзка {x} × I є елемен-
том розбиття zerGi, а при x ∈ Ci весь вiдрiзок {x} × I стає елементом zerGi,
i = 1, 2. Включення C1 ⊆ C2 гарантує нам, що розбиття zerG1 є подрiбне-
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нням розбиття zerG2. Тому iснує неперервне вiдображення Ĥ, яке замикає
комутативну дiаграму

[a, b]× I Id−−−→ [a, b]× I
G1

y yG2

K1 −−−−−→
Ĥ=fact Id

K2

Нехай (x, t) ∈ [a, b]× I, (x, yi) = Gi(x, t), i = 1, 2. Тодi Ĥ(x, y1) = (x, y2). З
формули (9.2.1) знаходимо yi − αi(x) = t(βi(x)− αi(x)), i = 1, 2.

Якщо α1(x) 6= β1(x), то t = (y1 − α1(x))/(β1(x)− α1(x)) i

y2 =
(y1 − α1(x))β2(x) + (β1(x)− y1)α2(x)

β1(x)− α1(x)
.

Якщо ж α1(x) = β1(x), то зi спiввiдношення C1 ⊆ C2 слiдує, що α2(x) =

β2(x) i y2 = α2(x).

Очевидно, для будь-якої точки (x, y1) ∈ K1 знайдеться її прообраз (x, t) ∈
G−1

1 (x, y1) ⊆ {x} × I ⊆ [a, b] × I. Тому вiдображення Ĥ = fact Id вiдповiдає
формулi (9.2.2), тобто Ĥ = H.

Якщо C1 = C2, то як легко бачити, розбиття zerG1 i zerG2 спiвпадають.
Тому вiдображення H бiєктивне. Множина K1 = G1([a, b] × I) є компактом
(як образ компакта [a, b] × I в Хаусдорфовому просторi K1) i простiр K2

хаусдорфiв, тому вiдображення H є гомеоморфiзмом. �

Повернемось до функцiї g : R2 → R. Доведемо, що точка S = 0 є сiдловою
для g. Ми вже перевiрили, що всi близькi до S точки є регулярними для g,
тому нам достатньо побудувати гомеоморфiзм h : US → R2, який заданий на
деякому околi US точки S i вiдображає множину g0∩US на h(US)∩{z |Rez2 =

0}.

Розглянемо квадрат [−1, 1]× [−1, 1] ⊆ R2 i неперервнi функцiї ϕ1, ψ1, ϕ2,
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ψ2, η1, η2 : [−1, 1]→ [−1, 1],

ϕ1(x) = −1 +
√

1− x2 , ψ1(x) = 1−
√

1− x2 ,

ϕ2(x) = −|x| , ψ2(x) = |x| ,
η1(x) = −1 , η2(x) = 1 .

Зрозумiло, що множина

Θ1 = {(x, ϕ1(x)) |x ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, ψ1(x)) |x ∈ [−1, 1]}

утворює перетин ([−1, 1]× [−1, 1]) ∩ g0, а множина

Θ2 = {(x, ϕ2(x)) |x ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, ψ2(x)) |x ∈ [−1, 1]}

утворює дiагоналi квадрата [−1, 1] × [−1, 1] (перетин квадрата з множиною
{z |Rez2 = 0}).

K1
1

K2
1

K3
1

K1
2

K2
2

K3
2

η1

η2

ϕ1

ψ1

η1

η2

ϕ2

ψ2
h

Рис. 9.2.1: Заштрихованi областi K2
1 i K2

2

Застосуємо наслiдок 9.2.3 послiдовно до пар функцiй η1, ϕ1 i η1, ϕ2; ϕ1,
ψ1 i ϕ2, ψ2; ψ1, η2 i ψ2, η2. Отримаємо розбиття квадрата на три замкнених
областi K1

1 , K2
1 , K3

1 , i три гомеоморфiзми Hi : Ki
1 → Ki

2, i = 1, 2, 3, якi узго-
дженi на спiльних частинах областей K1

1 , K2
1 , K3

1 . Отже, коректно визначене
неперервне взаємно-однозначне вiдображення h[−1, 1]2 → [−1, 1]2,

h(x, y) = Hi(x, y), якщо (x, y) ∈ Ki
1 ,
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i це вiдображення переводить множину Θ1 в Θ2 (див. малюнок 9.2.1).

9.2.4 Вiдображення F : R2 \ {0} → R2.

Розглянемо наступнi функцiї на вiдрiзку J = [−1, 1]:

ϕ̃1(x) = −1−
√

1− x2 , ϕ1(x) = −1 +
√

1− x2 ,

ψ̃1(x) = 1 +
√

1− x2 , ψ1(x) = 1−
√

1− x2 ,

ϕ2(x) = −|x| , ψ2(x) = |x| ,
η1(x) = −1 , η2(x) = 1 ,

а також функцiї на множинi J \ {0}

ν(x) = (1− |x|)2 sin
−π
x
,

ν1(x) = ν(x)− |x| , ν2(x) = ν(x) + |x| .

Графiки цих функцiй наведенi на малюнках 9.2.2 i 9.2.3.

ν

−1

−0.5

0

0.5

1

−1 −0.5 0 0.5 1

Рис. 9.2.2: Функцiя ν. Пунктиром показано функцiї ±(1− |x|)2

Розглянемо також наступнi пiдмножини площини

K− = {(x, y) |x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), ϕ2(x)]} ,
K̂− = {(x, y) |x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), η1(x)]} ,
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K+ = {(x, y) |x ∈ J, y ∈ [ψ2(x), ψ̃1(x)]} ,
K̂+ = {(x, y) |x ∈ J, y ∈ [η2(x), ψ̃1(x)]} ,
L = R2 \ {(x, y) |x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), ψ̃1(x)]} .

ν1

ν2

Рис. 9.2.3: Функцiї ν1 i ν2

Застосуємо наслiдок 9.2.3 при [a, b] = J , α1 = ϕ̃1, β1 = ϕ2, α2 = ϕ̃1, β2 = η1.
Отримаємо гомеоморфiзм

F− : K− → K̂− ,

який для кожного x ∈ J лiнiйно вiдображає вiдрiзок {x} × [ϕ̃1(x), ϕ2(x)] на
вiдрiзок {x} × [ϕ̃1(x), η1(x)].

Аналогiчно, при α1 = ψ2, β1 = ψ̃1, α2 = η2 i β2 = ψ̃1 наслiдок 9.2.3 дасть
нам гомеоморфiзм

F+ : K+ → K̂+ .

Розглянемо також гомеоморфiзм

FL = IdL : L→ L .

Розглянемо iще для кожного n ∈ Z \ {0} множини

In =

[
min

(
1

n
,

1

n+ 1

)
, max

(
1

n
,

1

n+ 1

)]
,
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K−n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [ϕ2(x), ϕ1(x)]} ,
K̂−n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [η1(x), ν1(x)]} ,
K0
n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [ϕ1(x), ψ1(x)]} ,

K̂0
n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [ν1(x), ν2(x)]} ,

K+
n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [ψ1(x), ψ2(x)]} ,

K̂+
n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [ν2(x), η2(x)]} ,

Kn = K−n ∪K0
n ∪K+

n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [−|x|, |x|]} ,
K̂n = K̂−n ∪ K̂0

n ∪ K̂+
n = {(x, y) |x ∈ In, y ∈ [−1, 1]} .

Нехай n ∈ Z \ {0}. Для вiдрiзку [a, b] = In i функцiй α1 = ϕ2, β1 = ϕ1,
α2 = η1, β2 = ν1 наслiдок 9.2.3 дасть нам гомеоморфiзм

F−n : K−n → K̂−n ,

який при кожному x ∈ In вiдображає вiдрiзок {x} × [ϕ2(x), ϕ1(x)] лiнiйно на
вiдрiзок {x} × [η1(x), ν1(x)].

Аналогiчно, користуючись наслiдком 9.2.3 спочатку для функцiй ϕ1, ψ1,
ν1, ν2, потiм для функцiй ψ1, ψ2, ν2, η2, отримаємо вiдповiдно гомеоморфiзми

F 0
n : K0

n → K̂0
n , F+

n : K+
n → K̂+

n .

Помiтимо, що гомеоморфiзми F−n , F 0
n i F+

n узгодженi на спiльнiй частинi
областi визначення, тобто F−n = F 0

n на множинiK−n ∩K0
n i F 0

n = F+
n на множинi

K0
n ∩K+

n . Тому визначене вiдображення Fn : Kn → K̂n,

Fn(x, y) =


F−n (x, y) , якщо (x, y) ∈ K−n ,
F 0
n(x, y) , якщо (x, y) ∈ K0

n ,

F+
n (x, y) , якщо (x, y) ∈ K+

n .

Нагадаємо деякi факти з загальної топологiї (див. [80]).

Фундаментальним покриттям простору X називається таке покриття
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{Vα}α∈A, що довiльна множина U ⊆ X вiдкрита (замкнена) в X, коли для
кожного α ∈ A множина U ∩ Vα вiдкрита (замкнена) в просторi Vα в iндуко-
ванiй з X топологiї. Вiдомо, що кожне вiдкрите покриття, а також локально-
скiнченне замкнене покриття є фундаментальним.

Нехай {Vα}α∈A — деяке покриття простору X i {Θα : Vα → Y }α∈A — сiм’я
вiдображень, якi узгодженi на спiльнiй частинi областi визначення, тобто

Θα
∣∣
Vα∩Vβ

= Θβ

∣∣
Vα∩Vβ

,

якщо Vα ∩ Vβ 6= ∅, α, β ∈ A.
Нехай вiдображення Θ : X → Y визначене за допомогою спiввiдношення

Θ(x) = Θα(x) , якщо x ∈ Vα .

Тодi якщо всi Θα неперервнi i покриття {Vα} фундаментальне, то i Θ не-
перервне.

Покриття K−n , K0
n, K+

n множини Kn є замкненим i скiнченним, тому воно
фундаментальне i вiдображення Fn неперервне. Легко бачити, що Fn взаємно-
однозначно вiдображає компакт Kn на K̂n, отже це вiдображення є гомеомор-
фiзмом.

Розглянемо множини

K =
⋃

n∈Z\{0}

Kn = {(x, y) |x ∈ J \ {0}, y ∈ [−|x|, |x|]} ,

K̂ =
⋃

n∈Z\{0}

K̂n = {(x, y) |x ∈ J \ {0}, y ∈ [−1, 1]} .

Легко бачити, що сiм’я множин {Kn}n∈Z\{0} утворює локально-скiнченне
замкнене покриття простору K i сiм’я вiдображень {Fn} вiдповiдає умовам

Fn
∣∣
Kn∩Km

= Fm
∣∣
Kn∩Km

, m, n ∈ Z \ {0}

(за побудовою Kn ∩Km 6= ∅ тiльки якщо |m− n| ≤ 1). Тому покриття {Kn}



218

фундаментальне i вiдображення FK : K → K̂,

FK(x, y) = Fn(x, y), якщо (x, y) ∈ Kn, n ∈ Z \ {0} ,

неперервне.

Кожне з вiдображень Fn є гомеоморфiзмом Kn на K̂n, тому визначенi
неперервнi вiдображення

F̂n = F−1
n : K̂n → Kn , n ∈ Z \ {0} .

Безпосередня перевiрка показує, що виконуються спiввiдношення

F̂n
∣∣∣
K̂n∩K̂m

= F̂m
∣∣∣
K̂n∩K̂m

, m, n ∈ Z \ {0} .

Отже, визначене вiдображення F̂K : K̂ → K,

F̂K(x, y) = F̂n(x, y), якщо (x, y) ∈ K̂n, n ∈ Z \ {0} .

Як i вище, сiм’я множин {K̂n}n∈Z\{0} утворює фундаментальне покриття про-
стору K̂ i вiдображення F̂K неперервне.

Якщо (x, y) ∈ Kn, то FK(x, y) ∈ K̂n i

F̂K ◦ FK(x, y) = F̂K ◦ Fn(x, y) = F̂n ◦ Fn(x, y) = F−1
n ◦ Fn(x, y) = (x, y) .

Тому F̂K ◦ FK = IdK .

Аналогiчно, FK ◦ F̂K = IdK̂ . Отже, F̂K = F−1
K i вiдображення FK : K → K̂

є гомеоморфiзмом.

Очевидно,

FK
∣∣
{−1}×J

= F−1

∣∣
{−1}×J

= Id , FK
∣∣
{1}×J

= F1
∣∣
{1}×J

= Id .
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Тому виконуються спiввiдношення

FK
∣∣
K∩L

= FL
∣∣
K∩L

, FK
∣∣
K∩K±

= F±|K∩K± , FL
∣∣
K∩K±

= F±|L∩K± .

K−

KL

K+

K̂−

K̂ L

K̂+

ϕ̃1

ψ1

ϕ2

ψ2

ϕ̃1

ψ1

η1

η2

F

Рис. 9.2.4: Вiдображення F . Заштриховано областi K i K̂

Позначимо

M+ = K+ \ {(0, 0)} ; M̂+ = K̂+ \ {(0, 1)} ;

M− = K− \ {(0, 0)} ; M̂− = K̂− \ {(0,−1)} .

Очевидно, F±(M±) = M̂±, тому визначене вiдображення (див. малюнок 9.2.4)

F : R2 \ {0} = K ∪M+ ∪M− ∪ L→ R2 ,

F (x, y) =


(x, y), якщо (x, y) ∈ L ;

F±(x, y), якщо (x, y) ∈M± ;

FK(x, y), якщо (x, y) ∈ K .

Набiр множин {K,M+,M−, L} є скiнченним замкненим покриттям про-
стору R2\{0}, тому це покриття фундаментальне i вiдображення F неперерв-
не.
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За побудовою F (R2 \ {0}) = K̂ ∪ M̂+ ∪ M̂− ∪ L = R2 \ ({0} × J).

Як i вище перевiряється, що вiдображення F−1
L , (F±)−1 i F̂K = F−1

K узго-
дженi на перетинi своїх областей визначення i покриття K̂, M̂+, M̂−, L просто-
ру R2 \ ({0}×J) фундаментальне. Тому визначене i неперервне вiдображення

F̂0 : R2 \ ({0} × J)→ R2 ,

F̂0(x, y) =


(x, y), якщо (x, y) ∈ L ;

(F±)−1(x, y), якщо (x, y) ∈ M̂± ;

F̂K(x, y), якщо (x, y) ∈ K̂ .

Проста безпосередня перевiрка показує, що F̂0(R2 \ ({0}× J)) = R2 \ {0}, F̂0 ◦
F = Id, F ◦ F̂0 = Id. Тому F гомеоморфно вiдображає R2 \{0} на R2 \({0}×J)

i F̂0 = F−1.

Довизначимо вiдображення F̂0 на {0} × J до вiдображення F̂ : R2 → R2

за допомогою спiввiдношення

F̂ (x, y) =

F̂0(x, y), якщо (x, y) ∈ R2 \ ({0} × J) ;

(0, 0), якщо (x, y) ∈ {0} × J .

Перевiримо неперервнiсть вiдображення F̂ .

Нехай U ⊆ R2 — вiдкрита множина.

Якщо 0 /∈ U , то F̂−1(U) = F̂−1
0 (U) — вiдкрита пiдмножина простору R2 \

({0}×J), який сам є вiдкритим пiдпростором площини. Тому множина F̂−1(U)

вiдкрита в R2.

Припустимо тепер, що 0 ∈ U . За побудовою F±(0, 0) = (0,±1) = F̂−1(0, 0)∩
K±. Тому F̂ ∣∣

K̂±
= (F±)−1 i iснують такi δ+, δ− > 0, що F̂−1(U) ∩ K̂± ⊇

Bδ±(0,±1). Тут Bε(z0) = {z | |z − z0| < ε} — вiдкритий шар радiуса ε > 0 з
центром в точцi z0.

Легко бачити, що для кожного ε > 0 iснує m ∈ N, для якого Vm ⊆ Bε(0, 0),
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де
Vm =

⋃
i∈Z\{0} ,
|i|>m

Ki ,

тому iснує таке s ∈ N, що V̂s ⊆ F̂−1(U), де

V̂s = F̂−1(Vs) = F (Vs) =
⋃

i∈Z\{0} ,
|i|>s

K̂i .

За побудовою V̂s = ((−1/s, 0) ∪ (0, 1/s))× J . Нехай δ = min(δ+, δ−, 1/s). Тодi

Bδ({0} × J) = (Bδ(0, 1) ∩ K̂+) ∪ (Bδ(0,−1) ∩ K̂−)∪
∪
(
((−δ, 0) ∪ (0, δ))× J

)
∪ F̂−1(0, 0) ⊆ F̂−1(U) ,

i множина F̂−1(U) вiдкрита в R2, тому що вона є об’єднанням двох вiдкритих
множин

F̂−1(U) = F̂−1(U \ {(0, 0)}) ∪Bδ({(0, 0)} × J) .

9.2.5 Функцiя f̂ = g ◦ F̂ : R2 → R не має сiдлових точок.

Вiдображення F̂ ∣∣
R2\{0}×J

= F−1 є гомеоморфiзмом на свiй образ, тому точки

q1 = F̂−1(0, 1) = F (0, 1) i q2 = F̂−1(0,−1) = F (0,−1) будуть локальними
мiнiмумами функцiї f̂ , а всi точки з множини R2 \ ({0} × J ∪ {q1, q2}) будуть
регулярними точками цiєї функцiї.

Доведемо, що множина {0}×J не мiстить локальних екстремумiв функцiї
f̂ .

Нехай y ∈ [−1, 1]. Тодi рiвняння sin(−π/x) = y має наступнi розв’язки

xm = xm(y) =
π

2πm− arcsin y
, m ∈ Z .

Очевидно, xm → ±0 вiдповiдно при m → ±∞. Тому ν1(xm) = (1 − |xm|)2y −
|xm| → y i ν2(xm) = (1− |xm|)2y + |xm| → y.
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Отже, для кожної точки (0, y) ∈ {0}×J i кожного ε > 0 iснує N ∈ N, таке,
що ν1(xm(y)), ν2(xm(y)) ∈ Bε(0, y) при всiх m ∈ Z, |m| > N .

Розглянемо множини

µ̂+(y,m) = {xm} ×
(
[−1, ν1(xm)) ∪ (ν2(xm), 1]

)
,

µ̂−(y,m) = {xm} × (ν1(xm), ν2(xm)) , |m| > 1 .

За побудовою маємо

µ+(y,m) = F̂ (µ̂+(y,m)) = {xm} ×
(
[−1, ϕ1(xm)) ∪ (ψ1(xm), 1]

)
⊆ g−1((0, 1)) ,

µ−(y,m) = F̂ (µ̂−(y,m)) = {xm} × (ϕ1(xm), ψ1(xm)) ⊆ g−1((−∞, 0)) .

Тому f̂(z) > 0 для всiх z ∈ µ̂+(y,m), а для кожного z ∈ µ̂−(y,m) справедлива
нерiвнiсть f̂(z) < 0.

Очевидно, при фiксованих (0, y) ∈ {0} × J i ε > 0, а також при достатньо
великих по модулю m ∈ Z маємо µ̂±(y,m) ∩Bε(0, y) 6= ∅.

Отже, для кожної точки (0, y) ∈ {0} × J в її довiльному околi знайдуться
як точки, в яких функцiя f̂ вiд’ємна, так i точки, в яких ця функцiя приймає
додатнi значення. Зважаючи на те, що f̂({0} × J) = g(0, 0) = 0, робимо
висновок, що множина {0} × J не мiстить локальних екстремумiв функцiї f̂
i єдиними локальними екстремумами цiєї функцiї є точки q1 i q2.

Розглянемо множину рiвня f̂0 = f̂−1(0) = F̂−1(g0) = F (g0) ∪ {0} × J .
Очевидно, множина g0 = g−1(0) є об’єднанням графiкiв функцiй ϕ̃1, ϕ1, ψ1, ψ̃1

на вiдрiзку J = [−1, 1]. Тому множина f̂0 є об’єднанням графiкiв функцiй ϕ̃1,
ψ̃1 на вiдрiзку J , графiкiв ν1, ν2 на множинi [−1, 0)∪ (0, 1], а також множини
{0} × J .

За побудовою в околi множини {0} × J функцiї ν1 i ν2 ведуть себе як
sin(1/x), тому {0} × J є компонентою лiнiйної зв’язностi множини f̂0 i для
кожної точки z ∈ {0}× J i її достатньо малого вiдкритого околу Uz множина
γz (компонента зв’язностi точки z в множинi f̂0 ∩ Uz) належить до {0} × J .
Тому множина γz гомеоморфна або iнтервалу, або напiвiнтервалу, i не може
бути вiдображена на перетин деякого околу початку координат з множиною
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{z |Rezn = 0} при n ≥ 2.
Зi сказаного робимо висновок, що нi одна точка вiдрiзка {0} × J не є

сiдловою для функцiї f̂ .

9.2.6 Функцiя f на крузi з двома локальними екстрему-

мами i без сiдлових точок.

Розглянемо множину

f̂−1 = f̂−1(−1) = F̂−1(g−1(−1)) = F (g−1) .

Легко бачити, що g−1 = g−1(−1) є пiдмножиною L, тому F (g−1) = g−1 i
f̂−1 = g−1.

В пiдроздiлi 9.2.1 ми встановили, що множина g−1 гомеоморфна колу i
обмежує диск U0

g,−1, який мiстить обидва локальнi екстремуми функцiї g i її
сiдлову точку (0, 0) ∈ g−1(0). За побудовою обидва екстремума q1 i q2 функцiї
f̂ належать до множини

{0} ×
(
(ϕ̃1(0), η1(0)) ∪ (η2(0), ψ̃1(0))

)
= {0} ×

(
(−2,−1) ∪ (1, 2)

)
,

яка лежить в U0
g,−1.

Зафiксуємо гомеоморфiзм

H0 : g−1 → ∂D = {z ∈ C | |z| = 1}

i, скориставшись теоремою Шенфлiса (див. [46], [103]), продовжимо його до
гомеоморфiзму

H : g−1 ∪ U0
g,−1 → D .

Розглянемо функцiю f : D → R,

f(x, y) = f̂ ◦H−1(x, y) + 1 = g ◦ F̂ ◦H−1(x, y) + 1 , (x, y) ∈ D .

Очевидно, ∂D = f−1(0) i f(x, y) > 0 для всiх (x, y) ∈ IntD. За побудовою
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обидвi точки (F ◦ H−1)−1(0, 1) = H ◦ F (0, 1) = H(q1) i (F ◦ H−1)−1(0,−1) =

H ◦ F (0,−1) = H(q2) належать до IntD. Тому функцiя f вiдповiдає умовам
(i) i (ii) з роздiлу 9.1.

Зрозумiло, що властивiсть точки бути сiдловою точкою неперервної фун-
кцiї є топологiчним iнварiантом. Вiдображення H−1 є гомеоморфiзмом i фун-
кцiя f̂ не має сiдлових точок. Тому i функцiя f̂ ◦H−1, а разом з нею i f , не
має сiдлових точок в IntD.

Отже, ми довели наступне твердження.

Теорема 9.2.7 ([56]) Нехай D — стандартний замкнений диск на площинi,
∂D — його межове коло.

Iснує неперервна функцiя f : D → R, яка вiдповiдає вимогам:

(i) f(∂D) = 0;
(ii) f(z) > 0 для кожного z ∈ IntD;
(iii) f має в IntD рiвно два локальнi екстремуми;
(iv) f не має сiдлових точок в IntD.

9.3 Прикiнцевi зауваження.

Зауваження 9.3.1. Неважко довести, що для функцiї f̂ кожна точка мно-
жини {0}×(−1, 1) є регулярною в сенсi означення 9.1.1а (це є наслiдком того,
що за побудовою при c 6= 0 кожна лiнiя рiвня f̂−1(c) в множинi K̂ ∪ K̂+ ∪ K̂−
локально є графiком неперервної функцiї). Тому точки (0, 1) i (0,−1) є iзо-
льованими критичними точками для f̂ , але вони не є анi локальними екстре-
мумами, нi сiдловими точками.

З iншого боку, вище показано, що в сенсi означення 9.1.1б кожна точка
вiдрiзку {0} × [−1, 1] є критичною.

Зауваження 9.3.2. Розглянемо на площинi множину

R = {z | |z − i/2| = 1/2} ∪ {z | |z − i| = 1}
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i функцiю g̃ : C → R, g̃(z) = ±ρ(z,R), z ∈ C, причому знаки розставимо як
на малюнку 9.3.1.

−

+

−

Рис. 9.3.1: Знаки функцiї g̃

Легко бачити, що ця функцiя має локальний максимум в точцi (0, 3/2),
локальний мiнiмум в точцi (0, 1/2), точка (0, 0) є її сiдловою точкою, а всi iншi
точки регулярнi як в сенсi означення 9.1.1а, так i в сенсi означення 9.1.1б.

Стартучи з цiєї функцiї, за допомогою описаного вище метода можна побу-
дувати функцiю f̃ : D → R, яка вiдповiдає теоремi 9.2.7 i має один локальний
максимум i один локальний мiнiмум в IntD.



226

Роздiл 10

Про поведiнку F-функцiй на
замиканнi множини своїх
S-вiддiлених точок

10.1 Вступ

Нехай M є двовимiрною орiєнтовною поверхнею з краєм ∂M . Позначимо
IntM = M \ ∂M .

Припустимо, що f : M → R — деяка функцiя. Нехай x ∈ A ⊂M . Введемо
наступнi позначення для множин рiвня f :

Mx = Mf(x) = {y ∈M | f(y) = f(x)} ,

Ax = Af(x) = A ∩Mx .

Означення 10.1.1 Функцiю f : M → R назвемо F-функцiєю, якщо
(i) f неперервна;
(ii) f вiдкрита на IntM ;
(iii) для кожного x ∈ IntM множина Mx є локально-зв’язною в точцi x.

F-функцiї були введенi У. Фоксом в роботi [23] пiд назвою Peano-interior
functions як узагальнення псевдогармонiчних функцiй.
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У статтi [24] Фокс будує продовження F-функцiї, що задана на поверхнi
M , до F-функцiї, яка задана на бiльшiй поверхнi C(M) ⊃ IntM , i є локально
постiйною на межi ∂C(M). Вiн дає таке означення.

Означення 10.1.2 Функцiя f : M → R називається вiддiленою зверху вiд
IntM в точцi x ∈ ∂M , або S-вiддiленою в точцi x, якщо iснує окiл U точки
x в M , такий що f(y) < f(x) для всiх y ∈ U ∩ IntM .

Нехай J є компонентою межi поверхнi M . Позначимо через D(S, J) мно-
жину всiх S-вiддiлених точок, що належать J . Оскiльки функцiя f неперерв-
на, то вона постiйна на кожнiй компонентi зв’язностi множини D(S, J).

Взагалi кажучи, множина D(S, J) не є нi вiдкритою, анi замкненою пiд-
множиною J . Щоб зменшити кiлькiсть компонент зв’язностi, Фокс в [24] про-
понує розглядати замiсть D(S, J) замкнену множину D(S, J). Його метод по-
будови продовження F-функцiї працює лише тодi, коли ця функцiя постiйна
на кожнiй компонентi множини D(S, J).

У той-же час, в [24] Фокс формулює в якостi нерозв’язаної проблеми та-
ке питання: чи завжди F-функцiя f постiйна на компонентах зв’язностi
множини D(S, J)?

Нижче ми будуємо приклад F-функцiї, означеної на квадратi M = [0, 1]×
[0, 1], який дає негативну вiдповiдь на це питання. Ми доводимо наступне
твердження.

Теорема 10.1.3 ([58]) Нехай M = [0, 1]× [0, 1]. Iснує F-функцiя f : M → R,
така що множина D(S, ∂M) зв’язна i f

(
D(S, J)

)
= [0, 1].

10.2 Означення й позначення

Нагадаємо деякi означення та конструкцiї.
Нехай Γ ⊂ [0, 1] — стандартна множина Кантора, g0 : [0, 1]→ R — Канто-

ровi сходи — неперервна непостiйна неспадна функцiя на вiдрiзку, локально
постiйна на множинi [0, 1] \ Γ.

Введемо наступнi позначення.
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Нехай i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1}. Iснує єдине розкладення числа (2k − 1)/2i

у суму виду
2k − 1

2i
=

i∑
s=1

βs
2s

=
i−1∑
s=1

βs
2s

+
1

2i
,

де βs ∈ {0, 1}, s ∈ {1, . . . , i}. Помiтимо, що βi = 1, оскiльки число (2k − 1)

непарне.

Позначимо

ri2k−1 =
i∑

s=1

2βs
3s

=
i−1∑
s=1

2βs
3s

+
2

3i
, li2k−1 =

i−1∑
s=1

2βs
3s

+
1

3i
,

I i2k−1 = (li2k−1, r
i
2k−1) .

Зокрема, I1
1 = (1/3, 2/3), I2

1 = (1/9, 2/9), I2
3 = (7/9, 8/9), . . ..

За означенням,
Γ = [0, 1] \

⋃
i∈N, k∈{1,...,2i−1}

I i2k−1 .

Нагадаємо, що на множинi [0, 1] \ Γ функцiя g0 означається за допомогою
спiввiдношень

g0(x) =
2k − 1

2i
, якщо x ∈ I i2k−1 ,

а на множину Γ вона однозначно продовжується по неперервностi.

10.3 Побудова F-функцiї, що вiдповiдає Теоре-

мi 10.1.3

Нехай M = [0, 1] × [0, 1]. Розглянемо функцiю f0 : ∂M → R, означену насту-
пним чином

f0(x, y) =

g0(x), якщо y = 0,

x, якщо y = 1 або x ∈ {0, 1}.
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Ця функцiя аффiнна на верхнiй сторонi квадрата, є сходами Кантора на ни-
жнiй сторонi i постiйна на кожнiй из бокових сторiн. Зрозумiло, що f0 непе-
рервна на ∂M = ({0, 1} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0, 1}).

Позначимо через
âi2k−1 = (ri2k−1, 0) ∈M

правий кiнець iнтервалу I i2k−1 × {0}, i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1}.
Позначимо ще

Bi = [0, 1]× [1/2i, 1/2i−1] , i ∈ N .

Очевидно, M = ([0, 1]× {0}) ∪⋃i∈NB
i.

Будемо послiдовно по iндукцiї продовжувати функцiю f0 на полоси Bi.
Позначимо

Di = ∂M ∪
⋃

s∈{1,...,i}

Bs , i ∈ N .

Домовимося для довiльних точок z1, z2 ∈ R2 позначати через [z1, z2] пря-
молiнiйний вiдрiзок, що їх з’єднує.

База iндукцiї. Нехай i = 1.
Розглянемо точки a1

0 = (0, 1), a1
2 = (1, 1). Нехай a1

1 = (1/2, 1) — середина
вiдрiзку [a1

0, a
1
2]. Розглянемо вiдрiзок J1

1 = [a1
1, â

1
1].

Позначимо b1
0 = (0, 1/2), b1

2 = (1, 1/2). Нехай b1
1 — точка перетину вiдрiзкiв

[b1
0, b

1
2] i J1

1 . Позначимо через S1
1 i S1

2 чотирикутники з вершинами (a1
0, a

1
1, b

1
1, b

1
0)

та (a1
1, a

1
2, b

1
2, a

1
1), вiдповiдно.

Означимо функцiю f1 : D1 → R наступним чином.
Нехай f1(z) = f0(z), якщо z ∈ ∂M . Тодi f1(a1

1) = 1/2. Покладемо f1(z) =

g0(â1
1) = 1/2, якщо z ∈ B1 ∩D1. Тодi f1(b1

1) = 1/2.
Нехай [α1

m−1, α
1
m] є перетином горизонтального вiдрiзку [0, 1] × {y}, y ∈

[1/2, 1], i трапецiї S1
m, m = 1, 2. В точках α1

k(y) ∈ ({0} × [0, 1]) ∪ J1
1 ∪ ({1} ×

[0, 1]) функцiя f1 вже означена, f1(α1
k(y)) = k/2, k = 0, 1, 2. Вiзьмемо аффiнне

продовження f1 на вiдрiзок [α1
m−1(y), α1

m(y)], m = 1, 2.
Легко бачити, що f1(x, 1) = f0(x, 1), x ∈ [0, 1].
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З побудови також зрозумiло, що обмеження f |S1
m
неперервне для m = 1, 2.

Крiм того, функцiя f1|∂M = f0|∂M також неперервна. Оскiльки множини S1
1 ,

S1
2 i ∂M утворюють скiнченне замкнене покриття простору D1, то функцiя
f1 неперервна на D1 (див. [80]).

Крок iндукцiї. Нехай i > 1.
Позначимо через pr1, pr2 : R2 → R координатнi проекцiї pr1(x, y) = x,

pr2(x, y) = y, (x, y) ∈ R2.
Припустимо, що ми вже побудували набiр неперетинних вiдрiзкiв

Js2k−1 = [as2k−1, â
s
2k−1], s ∈ {1, . . . , i− 1}, k ∈ {1, . . . , 2s−1} ,

таких що pr1(as2k−1) ∈ (0, 1), pr2(as2k−1) = 1/2s−1 для всiх s i k.
Нехай також вже побудована неперервна функцiя fi−1 : Di−1 → R, що

вiдповiдає наступним умовам:
• fi−1|∂M = f0;
• fi−1( · , y) : [0, 1]→ R монотонно зростає вiд 0 до 1 при кожному фiксова-

ному y ∈ [1/2i−1, 1];
• Js2k−1∩Di−1 ⊂ f−1

i−1((2k−1)/2s), s ∈ {1, . . . , i−1}, k ∈ {1, . . . , 2s−1} (зокрема,
fi−1(âs2k−1) = g0(âs2k−1)).

Нехай k = (2m − 1)2i−s−1 ∈ {1, . . . , 2i−1}. Позначимо через bi−1
k точку пе-

ретину вiдрiзкiв [0, 1]× {1/2i−1} i Js2m−1. Вiдмiтимо, що (2m− 1)/2s = k/2i−1.
Нехай також bi−1

0 = (0, 1/2i−1), bi−1
2i−1 = (1, 1/2i−1). З властивостей функцiї fi−1

слiдує, що

fi−1(bi−1
k ) =

k

2i−1
, k ∈ {0, 1, . . . , 2i−1} .

Припустимо, що на додаток до попереднiх властивостей функцiя fi−1 вiд-
повiдає ще такiй умовi:
• функцiя fi−1 аффiнна на кожному вiдрiзку [bi−1

k−1, b
i−1
k ], k ∈ {1, . . . , 2i−1}.

Нашою метою є побудова неперервної функцiї fi : Di → R i набору непе-
ретинних вiдрiзкiв J i2k−1 = [ai2k−1, â

i
2k−1], k ∈ {1, . . . , 2i−1}, якi б вiдповiдали

умовам
a) fi|Di−1 = fi−1;
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b) набор вiдрiзкiв Js2k−1, s ∈ {1, . . . , i}, k ∈ {1, . . . , 2s−1}, i функцiя fi задо-
вольняють вимоги, подiбнi до наших припущень, що перерахованi вище.

Позначимо ai2k = bi−1
k , k ∈ {0, . . . , 2i−1}. Нехай ai2k−1 є серединою вiдрiзку

[ai2k−2, a
i
2k] = [bi−1

k−1, b
i−1
k ], k ∈ {1, . . . , 2i−1}. З аффiнностi функцiї fi−1 на цих

вiдрiзках слiдує, що

fi−1(aik) =
k

2i
, k ∈ {0, 1, . . . , 2i} . (10.3.1)

Нехай k = (2m−1)2i−s ∈ {1, . . . , 2i−1}. Позначимо âik = âs2m−1. Зрозумiло,
що g0(âik) = g0(âs2m−1) = (2m− 1)/2s = k/2i.

Позначимо J ik = [aik, â
i
k], k ∈ {1, . . . , 2i − 1}. З побудови легко слiдує, що

якщо число k = (2m− 1)2i−s є парним, то J ik ⊂ Js2m−1. Тому

(
[0, 1]×

[
0, 1

2i−1

])
∩
(
i−1⋃
s=1

2s−1⋃
m=1

Js2m−1

)
=

2i−1⋃
k=1

J i2k . (10.3.2)

Функцiї g0, fi−1( · , 1/2i−1) : [0, 1] → R є неспадними за побудовою. При
цьому виконуються рiвностi

0 < fi−1(ai1) < · · · < fi−1(ai2i−1) < 1 ,

0 < g0(âi1) < · · · < g0(âi2i−1) < 1 .

Внаслiдок цього вiдрiзки J ik, k ∈ {1, . . . , 2i − 1}, попарно неперетиннi. Отже
(див. рiвнiсть (10.3.2)), вiдрiзки з набору Js2k−1, s ∈ {1, . . . , i}, k ∈ {1, . . . , 2s−1},
попарно неперетиннi.

Покладемо fi|Di−1 = fi−1 : Di−1 → R, зокрема

fi(z) =

0, якщо pr1(z) = 0,

1, якщо pr1(z) = 1.

Нехай ще fi(z) = k/2i, якщо z ∈ J ik ∩Bi, k ∈ {1, . . . , 2i − 1}.
Нехай bi0 = (0, 1/2i), bi2i = (1, 1/2i). Позначимо через bik точку перетину

вiдрiзкiв [bi0, b
i
2i ] = [0, 1]× {1/2i} та J ik, k ∈ {1, . . . , 2i − 1}.
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Рис. 10.3.1: Множини Js2m−1 i чотирикутники Sik, на якi вони дiлять смуги Bi.

Вiдрiзки J ik розбивають прямокутник

Bi = [0, 1]× [1/2i, 1/2i−1]

на трапецiї Si1, . . . , Si2i (див. Рис. 10.3.1). Вершинами чотирикутника Sik є то-
чки aik−1, a

i
k, b

i
k, b

i
k−1, k ∈ {1, . . . , 2i} (Рис. 10.3.2).

Нехай [αik−1(y), αik(y)] є перетином горизонтального вiдрiзку [0, 1] × {y},
y ∈ [1/2i, 1/2i−1], з чотирикутником Sik. В точках

αik(y) ∈ ({0} × [0, 1]) ∪ ({1} × [0, 1]) ∪
2i−1⋃
m=1

J im ,

функцiя fi вже означена,

fi(α
i
k(y)) =

k

2i
, k ∈ {1, . . . , 2i} . (10.3.3)

Також згiдно нашим попереднiм припущенням функцiя fi означена i є
аффiнною на верхнiй сторонi [aik−1, a

i
k] кожної трапецiї Sik, k ∈ {1, . . . , 2i}.
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Рис. 10.3.2: Чотирикутник Sik.

Продовжимо fi аффiнним чином на вiдрiзки

[αik−1(y), αik(y)], y ∈ [1/2i, 1/2i−1], k ∈ {1, . . . , 2i} .

Вiдмiтимо, що зокрема, fi аффiнна на кожному вiдрiзку [bik−1, b
i
k].

Легко бачити, що fi неперервна на кожному Sik. Також неперервна згiдно
нашему прприпущенню i функцiя fi|Di−1 = fi−1. Оскiльки множини Di−1,
Sik, k ∈ {1, . . . , 2i}, утворюють скiнченне замкнене покриття простору Di, то
функцiя fi неперервна на Di.

Зрозумiло, що fi|∂M = fi−1|∂M , оскiльки ∂M ⊂ Di−1. Тому fi|∂M = f0.

За побудовою fi зростає вiд (k − 1)/2i до k/2i на кожному з вiдрiзкiв
[αik−1(y), αik(y)], y ∈ [1/2i, 1/2i−1], див. (10.3.3). Об’єднуючи це зауваження
з нашими попереднiми припущеннями вiдносно функцiї fi−1 приходимо до
висновку, що функцiя fi( · , y) : [0, 1] → R зростає вiд 0 до 1 при кожному
фiксованому y ∈ [1/2i, 1].

Для кожного k ∈ {1, . . . , 2i− 1} iснує єдине розкладення k = (2m− 1)2i−s.



234

За побудовою J ik ∩Bi = Js2m−1 ∩Bi. Отже,

Js2m−1 ∩Bi ⊂ f−1
i ( k

2i
) = f−1

i (2m−1
2s

),

s ∈ {1, . . . , i}, m ∈ {1, . . . , 2s−1} .

З попереднiх припущень тепер видно, що

Js2m−1 ∩Di ⊂ f−1
i (2m−1

2s
), s ∈ {1, . . . , i}, m ∈ {1, . . . , 2s−1} .

Зокрема, fi(âs2k−1) = g0(âs2k−1).

Повторимо наведену побудову для кожного i ∈ N. Отримаємо набiр непе-
рервних функцiй fi : Di → R, таких що fi|Ds = fs при s < i.

Очевидно, M =
⋃
i∈ND

i, тому означена функцiя

f : M → R,

f(z) = fi(z), якщо z ∈ Di .

Оскiльки для кожного z, такого що pr2(z) > 0, iснує s ∈ N, для якого
z ∈ IntDs в просторiM , то функцiя f є неперервною на множинi [0, 1]×(0, 1].
Неперервнiсть f на нижнiй сторонi квадрату ми перевiримо нижче.

Паралельно з функцiями fi ми побудували набiр точок ai2k−1, i ∈ N, k ∈
{1, . . . , 2i−1}, що вiдповiдають умовам pr1(ai2k−1) ∈ (0, 1), pr2(ai2k−1) = 1/2i−1.
Також ми побудували набiр неперетинних вiдрiзкiв J i2k−1 = [ai2k−1, â

i
2k−1], та-

ких що
J i2k−1 ⊂ f−1(2k−1

2i
), i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1} .

За побудовою для кожного фiксованого y ∈ (0, 1] функцiя f( · , y) : [0, 1]→
R зростає вiд 0 до 1 на вiдрiзку [0, 1].

Фiксуємо s ∈ N, а також m ∈ {1, . . . , 2s−1}. Розглянемо вiдрiзок Js2m−1 =

[as2m−1, â
s
2m−1] i прямокутники

Rs = [0, 1]× [0, 1
2s−1 ] , Rs

0 = [0, 1]× (0, 1
2s−1 ) .
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Нехай αs2m−1(y) є точкою перетину вiдрiзкiв Js2m−1 та [0, 1]×{y}, y ∈ [0, 1/2s−1].

Вiдрiзок Js2m−1 розбиває полосу Rs
0 на двi частини

Qs
2m−1(−) = {z ∈ Rs

0 | pr1(z) < pr1(αs2m−1(pr2(z)))} ,
Qs

2m−1(+) = {z ∈ Rs
0 | pr1(αs2m−1(pr2(z))) < pr1(z)} ,

(10.3.4)

що лежать, вiдповiдно, по лiву i праву сторону вiд нього. За побудовою

f(Qs
2m−1(−)) ⊂ [0, 2m−1

2s
) f(Qs

2m−1(+)) ⊂ (2m−1
2s

, 1] . (10.3.5)

Доведемо, що f неперервна в кожнiй точцi z ∈ [0, 1]× {0}.
Нехай спочатку z ∈ (0, 1)× {0}. Тодi f(z) = g0(z) = α ∈ (0, 1).

Фiксуємо ε > 0. Оскiльки всi числа (2k − 1)/2i, i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1},
рiзнi i при фiксованому i ∈ N розбивають [0, 1] на вiдрiзки довжини 1/2i, то
iснують s ∈ N та m ∈ {1, . . . , 2s−1}, для яких

α− ε < 2m− 1

2s
< α <

2m+ 1

2s
< α + ε .

Неперетиннi вiдрiзки Js2m−1 та Js2m+1 розбивають прямокутник Rs на три
частини. Розглянемо множину

T = {z ∈ Rs | pr1(αs2m−1(pr2(z))) < pr1(z) < pr1(αs2m+1(pr2(z)))}

точок Rs, що лежать мiж вiдрiзками Js2m−1 та Js2m+1. Це трапецiя з вершинами
as2m−1, as2m+1, âs2m+1, âs2m−1.

За побудовою точка z лежить на нижнiй основi цiєї трапецiї, причому
z /∈ {âs2m−1, â

s
2m+1}. Внаслiдок цього знайдется окiл U точки z у просторi M ,

що належить T .

Функцiя f |[0,1]×{0} = g0 неспадна, тому

f(U ∩ ([0, 1]× {0})) ⊆ [f(âs2m−1), f(âs2m+1)] = [2m−1
2s

, 2m+1
2s

] .

Об’єднуючи це зауваження i спiввiдношення (10.3.4) та (10.3.5) робимо ви-
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сновок, що
f(U) ⊂ f(T ) = [2m−1

2s
, 2m+1

2s
] ⊂ (α− ε, α + ε) .

Оскiльки ε > 0 може бути обрано довiльним чином, то функцiя f неперервна
в точцi z.

Якщо z — одна из точок {(0, 0), (1, 0)}, то неперервнiсть f в z доводиться
аналогiчно, з очевидними змiнами.

Отже, функцiя f неперервна на M .

Знайдемо тепер множину D(S, ∂M) S-вiддiлених точок i її замикання
D(S, ∂M).

Легко бачити (див. (10.3.4)), що для кожного x ∈ [0, rs2m−1) = [0, pr1(âs2m−1))

iснує вiдкритий окiл U(z) точки z = (x, 0) вM , такий що U(z)∩IntM ⊂ Qs
2m−1.

Отже, для довiльного y ∈ U(z) ∩ IntM виконується нерiвнiсть f(y) < (2m −
1)/2s.

Таким чином, всi точки напiвiнтервала

As2m−1 = [ls2m−1, r
s
2m−1)× {0} = (Is2m−1 × {0}) \ {âs2m−1}

є S-вiддiленими, оскiльки належать за побудовою множинi рiвня f−1((2m −
1)/2s). Точка âs2m−1 не є S-вiддiленою, тому що для довiльного околу V цiєї
точки

V ∩ IntM ∩ f−1(2m−1
2s

) ⊃ V ∩ IntM ∩ Js2m−1 6= ∅ .

Помiтимо ще, що всi точки множини {1} × [0, 1] = f−1(1) також є S-
вiддiленими.

В роботi [24] доведено наступне просте твердження: якщо точка z ∈ ∂M є
S-вiддiленою, то z є точкою локального максимума функцiї f |∂M . Внаслiдок
цього для нашого приклада

D(S, ∂M) = ({1} × [0, 1]) ∪
⋃

i∈N, k∈{1,...,2i−1}

Ai2k−1 .
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З iншого боку легко бачити, що

D(S, ∂M) = ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, 1]) .

Ця множина зв’язна i f |D(S,∂M) 6≡ Const.

Для завершення побудови приклада нам лишається перевiрити, що f є
F-функцiєю.

Неперервнiсть f ми вже довели.

Перевiримо, що f вiдкрита на IntM = (0, 1)× (0, 1).

Нехай z = (x, y) ∈ IntM . За побудовою функцiя f( · , y) : [0, 1]→ R строго
монотонна, тому для кожного досить малого ε > 0 виконуються нерiвностi

f(x− ε, y) < f(z) < f(x+ ε, y)

i образ множини

Iε(z) = {w ∈M | x− ε < pr1(w) < x+ ε, pr2(w) = y}

мiститься у iнтервалi (f(x − ε, y), f(x + ε, y)) 3 f(z). Оскiльки функцiя f

неперервна, то она приймає на iнтервалi Iε(z) всi промiжнi значення i

f(Iε(z)) = (f(x− ε, y), f(x+ ε, y)) .

Зрозумiло, що для кожного околу U точки z знайдеться ε > 0, таке що Iε(z) ⊂
U . Тому f(U) мiстить разом з точкою f(z) також її вiдкритий окiл (f(x −
ε, y), f(x+ ε, y)).

Таким чином f є вiдкритим у точцi z ∈ IntM . Внаслiдок довiльностi у
виборi z вiдображення f є вiдкритим на IntM .

Доведемо тепер локальну зв’язнiсть множин рiвня f у точках множини
IntM .
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Нехай z = (x, y) ∈ IntM . Тодi iснує i ∈ N, для якого

z ∈ (0, 1)× ( 1
2i
, 1) ⊂

i⋃
s=1

Bs .

За побудовою для кожного s ∈ N множина M z ∩ Bs = f−1(f(z)) ∩ Bs є пря-
молiнiйним вiдрiзком, таким що pr2(M z ∩Bs) = [1/2s, 1/2s−1]. Тому множина

M z ∩
( i⋃
s=1

Bs
)

є скiнченною ламаною лiнiєю, отже вона локально-зв’язна. Оскiльки (0, 1)×
(1/2i, 1) є вiдкритою пiдмножиною

⋃i
s=1B

s у просторi M , то M z є локально-
зв’язною в кожнiй точцi множини (0, 1)× (1/2i, 1). Зокрема, i у точцi z.

Внаслiдок довiльностi у виборi z ∈ IntM кожна множина рiвня функцiї f
є локально-зв’язною в точках IntM .

Таким чином, функцiя f є F-функцiєю.
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Роздiл 11

Про спряженi псевдогармонiчнi
функцiї

Означення 11.1.1 Нехай U i V — деякi неперервнi дiйснозначнi функцiї на
поверхнi M2. Скажемо, що V є вiдкритою на множинах рiвня U , якщо для
кожного c ∈ U(M2) вiдображення

V |U−1(c) : U−1(c)→ R

є вiдкритим у просторi U−1(c) у топологiї, iндукованiй з M2.

Теорема 11.1.2 ([57]) Нехай U — псевдогармонiчна функцiя на M2. Для
того, щоб дiйснозначна неперервна функцiя V : M2 → R була спряженою
псевдогармонiчною функцiєю для U на M2 необхiдно i досить, щоб V була
вiдкритою на множинах рiвня U .

Нагадаємо наступне

Означення 11.1.3 (див. [22]) Вiдображення G : M2
1 → M2

2 поверхнi M2
1 у

поверхню M2
2 називається внутрiшнiм, якщо воно вiдповiдає таким умовам:

1) G вiдкрите, тобто образ кожної вiдкритої пiдмножини M2
1 є вiдкри-

тим у M2
2 ;

2) для кожного p ∈ M2
2 повний прообраз G−1(p) не мiстить нiякого неви-

родженого континууму (замкненої зв’язної пiдмножини M2
1 ).
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Зауваження 11.1.4 I. Берштейн у статтi [104] розглядає аналог внутрi-
шнiх вiдображень для випадку вiдображень G : Xr → Xs просторiв, що ма-
ють розмiрностi r i s (не обов’язково r = s), i доводить таку теорему: для
того, щоб дiйсна функцiя v : M2 → R була спряженою псевдогармонiчною
функцiєю для псевдогармонiчної функцiї u : M2 → R необхiдно й досить,
щоб вiдображення v було внутрiшнiм на кожнiй компонентi зв’язностi всiх
множин рiвня u.

Для доведення Теореми 11.1.2 нам потрiбна наступна

Лема 11.1.5 Нехай U — псевдогармонiчна функцiя на M2. Нехай дiйснозна-
чна неперервна функцiя V є вiдкритою на множинах рiвня U .

Тодi вiдображення F : M2 → C,

F (p) = U(p) + iV (p) , p ∈M2

є внутрiшнiм.

Доведення цiєї леми див. у Додатку И.
Доведення Теореми 11.1.2. Необхiднiсть. Нехай U, V : M2 → R є спря-
женими псевдогармонiчними функцiями на M2 (див. Означення 1.1.3 i 1.1.4).

Очевидно, V неперервна на M2. Припустимо, що всупереч твердженню
Теореми iснує таке число c ∈ R, що V не є вiдкритою на множинi рiвня
Γc = U−1(c) ⊂ M2, тобто вiдображення Vc = V |Γc : Γc → R не є вiдкритим на
Γc у топологiї iндукованiй з M2.

Перевiримо, що Vc має в деякiй точцi p ∈ Γc локальний екстремум.
Вiдмiтимо, що простiр Γc локально лiнiйно зв’язний, тобто для кожної

точки a ∈ Γc i ї ї вiдкритого околу Q iснує окiл Q̂ ⊆ Q точки a, такий що
кожну пару точок b1, b2 ∈ Q̂ можна з’єднати неперервною кривою в Q. Це
зразу слiдує з зауваження, що йде за Означенням 1.1.1.

Оскiльки за нашим припущенням вiдображення Vc не є вiдкритим, то iснує
вiдкрита пiдмножина O множини Γc, образ якої R = Vc(O) не є вiдкритою
пiдмножиною R. Отже iснує точка d ∈ R \ IntR. Зафiксуємо p ∈ V −1

c (d) ∩O.
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Покажемо, що p є точкою локального екстремуму Vc. Зафiксуємо окiл
Ô ⊆ O точки p, такий що кожна пара точок b1, b2 ∈ Ô може бути з’єднана не-
перервною кривою βb1,b2 : I → Γc, яка вiдповiдає спiввiдношенням β(0) = b1,
β(1) = b2 i β(I) ⊆ O. Оскiльки образ лiнiйно зв’язної множини пiд дiєю не-
перервного вiдображення також є лiнiйно зв’язним, то виконуються наступнi
включення

(
Vc(b1), Vc(b2)

)
⊂ Vc(I) якщо Vc(b1) < Vc(b2) ,(

Vc(b2), Vc(b1)
)
⊂ Vc(I) якщо Vc(b2) > Vc(b1) .

Очевидно, точка p не є внутрiшньою точкою множини Vc(Ô), оскiльки за
побудовою вона не є внутрiшньою точкою Vc(O) i Vc(Ô) ⊆ Vc(O). Внаслiдок
цього не iснує пари точок b1, b2 ∈ Ô, таких що Vc(b1) < Vc(p) < Vc(b2) i або
V (b) ≤ V (p) для всiх b ∈ Ô або V (b) ≥ V (p) для всiх b ∈ Ô. Тобто p є точкою
локального екстремума Vc.

Оскiльки V є спряженою псевдогармонiчною функцiєю для U в точцi p
(див. Означення 1.1.3), то iснують окiл N точки p в M2 i гомеоморфiзм T :

D → N , такi що вiдображення f : D → C

f(z) = u(z) + iv(z) , z ∈ D

є голоморфним на D. Тут u = U ◦ T : D → R i v = V ◦ T : D → R.
Не обмежуючи загальностi ми можемо вибрати окiл N настiльки малим,

щоб або V (b) = Vc(b) ≤ Vc(p) = V (p) для кожного b ∈ N ∩Γc, або V (b) ≥ V (p)

для всiх b ∈ N ∩ Γc.
Нехай для визначенностi p є локальним максимумом функцiї Vc i V (b) ≤

V (p) для кожного b ∈ N ∩ Γc. Випадок коли p є локальним мiнiмумом Vc

розглядається аналогiчно.
З одного боку, зi сказаного вище слiдує, що

(
{U(p)} × (V (p),+∞)

)
∩ f(D) = ∅,

оскiльки за побудовою u−1(U(p)) = T−1(Γc ∩N) i v(z) = V (T (z)) ≤ V (p) для
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всiх z ∈ T−1(Γc ∩N). Тому точка U(p) + iV (p) = f(T−1(p)) не є внутрiшньою
точкою множини f(D).

З iншого боку вiдомо, що голоморфне вiдображення f є вiдкритим, отже
точка f(T−1(p)) має бути внутрiшньою точкою областi f(D).

Отримали суперечнiсть з нашим початковим припущенням, отже V вiд-
крита на множинах рiвня U .

Достатнiсть. Нехай U — псевдогармонiчна функцiя на M2 i неперервна
функцiя V : M2 → R є вiдкритою на множинах рiвня U .

З Леми 11.1.5 слiдує, що вiдображення F : M2 → C, F (p) = U(p) + iV (p),
p ∈M2 є внутрiшнiм.

Нехай p ∈M2 i N є простим околом точки p вM2. Тодi iснує гомеоморфiзм
T : D → N . Зрозумiло, що для вiдкритої множини N вiдображення FN =

F |N : N → C є внутрiшнiм i його композицiя FN ◦ T = F ◦ T : D → C з
гомеоморфiзмом T теж є внутрiшнiм вiдображенням.

З теореми Стоїлова слiдує, що iснує комплексна структура на D, така що
вiдображення F ◦T є голоморфним у цiй комплекснiй структурi (see [22]). Але
з теореми про унiформiзацiю (див. [105]) слiдує, що однозв’язна область має
єдину комплексну структуру. Отже, вiдображення F ◦ T голоморфне на D у
стандартнiй комплекснiй структурi. Внаслiдок цього функцiї u = Re(F ◦T ) =

U ◦ T i v = Im(F ◦ T ) = V ◦ T є спряженими гармонiчними функцiями на D.
Тому V є спряженою псевдогармонiчною функцiєю для U в точцi p.

Враховуючи довiльнiсть у виборi p ∈M2, приходимо до висновку, що V є
спряженою псевдогармонiчною функцiєю для U на M2. �

Наслiдок 11.1.6 Нехай U, V : M2 → R — спряженi псевдогармонiчнi фун-
кцiї на M2.

Тодi на M2 iснує комплексна структура, вiдносно якої U i V є спряже-
ними гармонiчними функцiями на M2.

Доведення. Це твердження слiдує з Теореми 11.1.2, Леми 11.1.5 i теореми
Стоїлова, яка стверджує, що на M2 iснує комплексна структура, вiдносно
якої внутрiшнє вiдображення F (p) = U(p) + iV (p), p ∈ M2 є голоморфним
(див. [22]). �
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Роздiл 12

Квазi-iзольованi точки гладких
функцiй в Rn

12.1 Послiдовностi вкладених гiперповерхонь

Нехай Rn — n-вимiрний Евклiдiв простiр зi стандартною метрикою ρ. Для
обмеженої множини A ⊂ Rn покладемо

diam(A) = sup
x,y∈A

ρ(x,y) .

Означення 12.1.1 Нехай Hn−1 ⊂ Rn — зв’язна замкнена гiперповерхня
(гладкий компактний пiдмноговид вимiрностi n − 1, що має порожню гра-
ницю). Скажемо, що Hn−1 обмежує точку p у Rn, якщо p /∈Hn−1 i кожен
шлях γ, що з’єднує p i x ∈ Rn перетинає Hn−1, якщо ρ(p,x) > diam(Hn−1).

Вiдмiтимо, що замкнена зв’язна гiперповерхня у Евклiдовому просторi
завжди є орiєнтованою i розбиває простiр на двi компоненти, одна з яких
обмежена, а iнша – нi [106]. Назвемо обмежену компоненту доповнення вну-
трiшньою компонентою.

Означення 12.1.2 Назвемо послiдовнiсть зв’язних замкнених гiперповер-
хонь Hn−1

i вкладеною, якщо Hn−1
i+1 мiститься у внутрiшнiй компонентi

доповнення Rn \Hn−1
i для кожного i ∈ N.
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Нехай Hn−1 ⊂ Rn — гiперповерхня, що обмежує точку p у Rn. Позначимо
через

d(p,Hn−1) = max
y∈Hn−1

{||p− y||}

Хаусдорфову вiдстань мiж точкою p i Hn−1.

Означення 12.1.3 Послiдовнiсть вкладених гiперповерхонь {Hn−1
i }, така

що кожна Hn−1
i обмежує точку p збiгається до p у Rn, якщо d(p,Hn−1

i )→
0 при i→∞.

Регулярним значенням гладкої функцiї F називається таке значення, що
дифференцiал F ненольовий у кожнiй точцi з прообразу цього значення.

Максимальнi зв’язнi пiдмножини (впорядкованi за включенням) непоро-
жнього топологiчного простору називаються його компонентами зв’язностi.

Означення 12.1.4 Нехай z = F (x) — неперервна функцiя, означена в обла-
стi G ⊂ Rn. Точка y ∈ G є квазi-iзольованою для функцiї z = F (x), якщо
{y} є компонентою зв’язностi множини F−1(F (y)).

Твердження 12.1.5 Нехай z = F (x) — неперервна функцiя, означена у
областi G ⊂ Rn(n ≥ 2) i y ∈ G. Для того, щоб точка y була локальним
екстремумом функцiї F необхiдно й достатньо, щоб y була iзольованою то-
чкою множини F−1(F (y)).

Доведення. Необхiднiсть очевидна.
Достатнiсть слiдує з наступних мiркувань. Розглянемо область U ⊂ G,

таку, що F−1(F (y)) ∩ U = y. Нехай y1 i y2 — двi точки у G, такi що F (y1) >

F (y) > F (y2). Розглянемо неперервний шлях γ(t) в U , для якого γ(0) = y2,
γ(1) = y1 i γ(t) ∩ y = ∅. Нехай F (γ(t)) — обмеження функцiї z = F (x) на
шлях γ(t). Оскiльки F (γ(1)) > F (γ(0)) i функцiя F (γ(t)) неперервна, то iснує
t0, таке що F (γ(t0)) = F (y). Але це суперечить вибору шляху γ(t).

Отже, для кожного y1 ∈ U маємо або F (y1) > F (y) i тодi y є локальним
мiнiмумом, або F (y1) < F (y) i точка y є локальним максимумом. �
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Твердження 12.1.6 Припустимо, що z = F (x) є Cr-гладкою функцiєю на
областi G ⊂ Rn i точка y ∈ G є квазi-iзольованою для функцiї z = F (x).
Тодi y є критичною точкою функцiї z = F (x).

Доведення. Нехай z не є критичною точкою F . Тодi у околi U ∩G точки y

iснує гладка замiна координат, яка робить F лiнiйною на U . Але це суперечить
припущенню, що y є квазi-iзольованою точкою. �

Означення 12.1.7 (В. В. Шарко) Нехай z = F (x) є Cr-гладкою функцiєю
у областi G ⊂ Rn i y ∈ G. Нехай F (y) = a. Функцiя z = F (x) називається
L-функцiєю у точцi y, якщо iснує послiдовнiсть (ai) регулярних значень z =

F (x), що вiдповiдає наступним властивостям:
i. ai → a при i→∞;
ii. для кожного i iснує компонента зв’язностi Hn−1

i множини F−1(ai),
така що Hn−1

i є гладкою гiперповерхнею, що обмежує точку y;
iii. дiаметри Hn−1

i прямують до 0, при i→∞.

Твердження 12.1.8 Нехай F є L-функцiєю у точцi y ∈ G. Тодi y є крити-
чною точкою функцiї z = F (x).

Доведення. Припустимо протилежне. Нехай точка y є регулярною точкою
функцiї z = F (x). Тодi у околi U точки y iснує гладка замiна координат,
яка робить F лiнiйною на U . Це суперечить iснуванню гладкої гiперповерхнi
Hn−1

i , що обмежує точку y. �

12.2 Iснування послiдовностей вкладених гiпер-

поверхонь

Наступна теорема вказує, як будувати послiдовностi вкладених гiперповер-
хонь, що збiгаються до точки, за допомогою досить гладкої функцiї на вiд-
критiй областi G ⊂ Rn.
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Теорема 12.2.1 ([7]) Нехай G — область в Rn. Припустимо, що F ∈ Cn(G).
Для того, щоб F була L-функцiєю у точцi x0 ∈ G необхiдно й достатньо,

щоб x0 була квазi-iзольованою точкою F .

Доведення цiєї теореми наведено у Пiдроздiлi 12.3.

Наслiдок 12.2.2 Нехай z = F (x) є Cn-гладкою функцiєю у областi G ⊂ Rn.
Позначимо через Σ(F (x)) множину критичних точок функцiї z = F (x).

Нехай y ∈ G — квазi-iзольована точка функцiї z = F (x). Припустимо
також, що y не є iзольованою точкою множини рiвня F−1(F (y)).

Тодi y ∈ Σ(F (x)) i y не є iзольованою точкою множини Σ(F (x)).

Доведення. Помiтимо, що y є критичною точкою F вiдповiдно до Твердже-
ння 12.1.6.

Нехай y є iзольованою критичною точкою. Тодi iснує ε > 0, таке що вiд-
критий диск U = {x ∈ Rn | ρ(x,y) < ε} ⊂ G не мiстить iнших критичних
точок F .

Оскiльки y є квазi-iзольованою, то з Теореми 12.2.1 слiдує, що F є L-
функцiєю у точцi y. Отже, iснують регулярне значення a функцiї F i гiпер-
поверхня Hn−1 ⊂ U ∩ F−1(a), такi що y мiститься у внутрiшнiй компонен-
тi W множини Rn \Hn−1. Легко бачити, що W ⊂ U . Помiтимо також, що
y /∈ F−1(a), оскiльки y є критичною точкою F i не може мiститися в регу-
лярнiй множинi рiвня.

Компакт W має внутрiшнiсть W i межу Hn−1. Функцiя F неперервна на
W , отже вона досягає своїх максимального та мiнiмального значень на W .
Нехай

M = max
x∈W

F (x) , m = min
x∈W

F (x) .

Якщо m = M , то F є постiйною на W , що неможливо, оскiльки Hn−1 ⊂
F−1(a) i y /∈ F−1(a). Отже, або m 6= a, або M 6= a.

Припустимо, що m 6= a.
Очевидно, ∅ 6= F−1(m) ∩ W ⊂ W i (F−1(m) ∩ W ) ⊂ Σ(F (x)), оскiльки

кожна точка цiєї множини є локальним мiнiмумом F . Отже, якщо F (y) 6= m
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то U мiстить iншi критичнi точки F , вiдмiннi вiд y. Якщо F (y) = m, то
множина F−1(m) ∩W = F−1(F (y)) ∩W є пiдмножиною Σ(F (x)) i також мi-
стить бiльше однiєї точки, оскiльки y не є iзольованою точкою своєї множини
рiвня. Це суперечить нашому початковому припущенню, що y є iзольованою
критичною точкою F .

Випадок M 6= a розглядається аналогiчно.
З довiльностi у виборi ε > 0 слiдує, що y не є iзольованою точкою множини

Σ(F (x)). �

12.3 Доведення Теореми 12.2.1.

Перед тим, як перейти до доведення теореми, розглянемо декiлька допомi-
жних тверджень.

12.3.1 Замкненi гiперповерхнi у Rn.

Означення 12.3.2 (see. [47]) Нехай X — метричний простiр i A ⊂ X.
Позначимо через LC(A) множину всiх x ∈ A, що вiдповiдають наступнiй
властивостi: iснує вiдкритий окiл G точки x як завгодно малого дiаметру,
такий що множина G ∩ A зв’язна.

Нехай ρ — метрика на Rn. Позначимо через Uε(A) ε-окiл множини A ⊂ Rn:

Uε(A) = {x ∈ Rn | inf
y∈A

(ρ(x, y) < ε} .

Лема 12.3.3 Нехай W — область у Rn. Припустимо, що межа R = Fr(W )

зв’язна i R ⊂ LC(W ).
Тодi Wε = W ∩ Uε(R) зв’язна для кожного ε > 0.

Доведення. Зафiксуємо ε > 0.
Нехай x1, x2 ∈ Wε. Вiзьмемо найближчi точки множини R до x1 i x2.

Позначимо їх x0
1 i x0

2, вiдповiдно. Нехай також γ1, γ2 : R→ Rn є неперервними
кривими, що вiдповiдають спiввiдношенням
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• γ1(0) = x1, γ1(1) = x0
1, γ2(0) = x0

2, γ2(1) = x2;
• γ1[0, 1) ∪ γ2(0, 1] ⊂ Wε.

Наприклад, можемо взяти γ1(t) = (1− t)x1 + tx0
1, γ2(t) = (1− t)x0

2 + tx2, t ∈ I.
Скористаємось включенням R ⊂ LC(W ) i виберемо для кожного x ∈ R

вiдкритий окiл G(x) у Rn, який мiститься у Uε(x), i такий що множина V (x) =

G(x) ∩W є зв’язною. Тодi V (x) ⊂ Wε, x ∈ R.
Вiдомо (див. [47]), що маючи вiдкрите покриття зв’язного простору мо-

жна з’єднати кожну пару точок цього простору скiнченним ланцюжком з
елементiв цього покриття. Отже, парi точок x0

1, x0
2 ∈ R можна поставити у

вiдповiднiсть послiдовнiсть точок y1, . . . , ys, таку що x0
1 ∈ G(y1), x0

2 ∈ G(ys) i

G(yi) ∩G(yi+1) ∩R 6= ∅ для всiх i ∈ {1, . . . , s− 1} .

Оскiльки x0
1 ∈ G(y1), то γ1[0, 1) ∩ G(y1) 6= ∅. З нерiвностi γ1[0, 1) ⊂ Wε

слiдує, що γ1[0, 1) ∩ V (y1) 6= ∅. Аналогiчно, γ2(0, 1] ∩ V (ys) 6= ∅.
Нехай i ∈ {1, . . . , s−1}. Непорожня множина G(yi)∩G(yi+1)∩R мiститься

у FrW . Тому її окiл G(yi) ∩G(yi+1) у Rn перетинає W i V (yi) ∩ V (yi+1) 6= ∅.
Отже, усi члени об’єднання

R = γ1[0, 1) ∪ V (y1) ∪ . . . ∪ V (ys) ∪ γ2(0, 1]

зв’язнi i кожна пара сусiднiх множин у цiй послiдовностi має спiльну точку.
Внаслiдок цього множина R зв’язна. Бiльш того, за побудовою вона належить
до Wε i мiстить точки x1 = γ1(0) та x2 = γ2(1).

З довiльностi у виборi x1, x2 ∈ Wε слiдує, що множина Wε є зв’язною. �

Наслiдок 12.3.4 Припустимо, що N є зв’язною замкненою гiперповерхнею
в Rn. Нехай W є компонентою зв’язностi доповнення Rn \N .

Тодi перетин Wε = W ∩ Uε(N) зв’язний для кожного ε > 0.

Доведення. Замкнена гiперповерхня в Rn роздiляє Rn (див. [106]), тому Rn\
(W ∪N) 6= ∅.
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Розглянемо наступнi функцiї.

χ(x) =

{
1, коли x ∈ W ,

−1, iнакше ,
Φ(x) = ρ(x,N) ,

Ψ(x) = χ(x) · Φ(x) .

Очевидно, Φ неперервна в Rn i обидвi функцiї χ i Ψ є неперервними у всiх
точках вiдкритої множини (Rn \N) ⊆ (Rn \ FrW ).

Зрозумiло, що N = Ψ−1(0). Бiльш того, Φ(x) = |Ψ(x)|, x ∈ Rn. Отже,
Ψ−1(−ε, ε) = Φ−1(−ε, ε) вiдкрита для кожного ε > 0. Тому Ψ також неперерв-
на у кожнiй точцi x ∈ N .

Розглянемо двi пiдмножини N .

N1 = {x ∈ N | ∃ ε > 0 : Ψ(y) ≤ 0 ∀ y ∈ Uε(x)}∪
∪ {x ∈ N | ∃ ε > 0 : Ψ(y) ≥ 0 ∀ y ∈ Uε(x)} ,

N2 = {x ∈ N | ∀ ε > 0 ∃ y1, y2 ∈ Uε(x) : Ψ(y1)Ψ(y2) < 0} .

Очевидно, N1 ∩N2 = ∅ i N1 ∪N2 = N .

За означенням гiперповерхнi для кожної точки x ∈ Rn iснують окiл Vx в Rn
i диффеоморфiзм ψx : Vx → Rn, такi що ψx(V ) = Rn, ψx(V ∩N) = Rn−1×{0}.

За побудовою функцiя Ψ на кожнiй компонентi зв’язностi доповнення Rn\
N має фiксований знак. Отже, кожна x ∈ N мiститься в однiй з множин N1

або N2 разом зi своїм околом Vx ∩ N , i обидвi множини N1 та N2 вiдкритi в
N . Бiльш того, якщо x ∈ N2 то рiвно одна з двох компонент множини Vx \N
належить до W . Внаслiдок цього N2 ⊂ LC(W ).

Вiдповiдно до умов Наслiдку, множина N є зв’язною. Отже, або N1 = ∅
або N2 = ∅.

Зрозумiло, що W ⊆ (W ∪ N). Бiльш того, FrW 6= ∅, оскiльки Rn \ (W ∪
N) 6= ∅. Легко перевiрити, що FrW = N2. Отже N2 6= ∅, тому N1 = ∅ i
N = N2 ⊂ LC(W ). Остаточно, оскiльки FrW ⊆ FrW ⊆ N , то N = FrW i ми
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можемо застосувати Лему 12.3.3. �

Лема 12.3.5 Нехай N1 i N2 — замкненi гiперповерхнi в Rn, що не перети-
наються.

Нехай V1 i V2 — компоненти зв’язностi множин Rn \ N1 i Rn \ N2, вiд-
повiдно.

Тодi множина V1 ∩ V2 є зв’язною.

Доведення. Нехай x1, x2 ∈ V1 ∩V2. Перевiримо, що множина V1 ∩V2 мiстить
зв’язну пiдмножину, якiй належать x1 i x2.

Вiдомо, що вiдкритi зв’язнi пiдмножини Rn є лiнiйно зв’язними. Отже,
множини V1 i V2 лiнiйно зв’язнi.

Нехай γ : I → Rn — неперервна крива, що з’єднує x1 i x2 у V1, тобто
γ(0) = x1, γ(1) = x2 i γ(I) ⊂ V1.

Оскiльки N2 — замкнена гiперповерхня (компактна i без краю), вона має
скiнченну кiлькiсть компонент зв’язностi. Позначимо їх N1

2 , . . . , N
m
2 .

Нехай τ ′1 = inf{t ∈ I | γ(t) ∈ N2}. ОскiлькиN2 замкнена в Rn, то γ(τ ′1) ∈ N2.
Бiльш того τ ′1 > 0, тому що x1 = γ(0) ∈ V1∩V2. Нехай γ(τ ′1) ∈ Nσ(1)

2 . Позначимо
τ ′′1 = sup{t ∈ I | γ(t) ∈ Nσ(1)

2 }. Тодi
• γ(τ ′′1 ) ∈ Nσ(1)

2 ,
• τ ′′1 < 1, оскiльки x2 = γ(1) ∈ V1 ∩ V2,
• γ(t) /∈ Nσ(1)

2 для всiх t > τ ′′1 .
Якщо γ(τ ′′1 , 1] ∩ N2 6= ∅, то iснує τ ′2 = inf{t > τ ′′1 | γ(t) ∈ N2}. Помiтимо,

що τ ′2 > τ ′′1 . Дiйсно, компакти N
σ(1)
2 i N \ Nσ(1)

2 мають неперетиннi околи,
тому iснує ε > 0, таке що γ(t) ∈ N

σ(1)
2 за умови виконання спiввiдношень

t ∈ γ−1(N2) i |t− τ ′′1 | < ε.
Як i вище, перевiряється що γ(τ ′2) ∈ Nσ(2)

2 для деякого σ(2) ∈ {1, . . . ,m}.
За означенням γ(τ ′′1 , τ

′
2) ∩N2 = ∅.

Позначимо τ ′′2 = sup{t ∈ I | γ(t) ∈ Nσ(2)
2 }. Тодi

• γ(τ ′′2 ) ∈ Nσ(2)
2 ,

• τ ′′2 < 1,
• γ(t) /∈ Nσ(1)

2 ∪Nσ(2)
2 для кожного t > τ ′′2 .
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Припустимо, що ми вже знайшли числа

0 < τ ′1 ≤ τ ′′1 < τ ′2 ≤ τ ′′2 < · · · < τ ′k ≤ τ ′′k < 1 , (12.3.1)

такi що

(a)
(
γ[0, τ ′1) ∪ γ(τ ′′1 , τ

′
2) ∪ · · · ∪ γ(τ ′′k−1, τ

′
k)
)
∩N2 = ∅;

(b) γ(τ ′i), γ(τ ′′i ) ∈ Nσ(i)
2 , i ∈ {1, . . . , k};

(c) γ(t) /∈ Nσ(1)
2 ∪ · · · ∪Nσ(i)

2 when t > τ ′′i , i ∈ {1, . . . , k}.
Нехай γ(τ ′′k , 1] ∩N2 6= ∅. Позначимо τ ′k+1 = inf{t ∈ (τ ′′k , 1] | γ(t) ∈ N2}.

Оскiльки γ(τ ′′k ) ∈ Nσ(k)
2 i компакти

k⋃
i=1

N
σ(i)
2 i N2 \

( k⋃
i=1

N
σ(i)
2

)
не перетинаються, то τ ′k+1 > τ ′′k . Зрозумiло також, що γ(τ ′′k , τ

′
k+1) ∩N2 = ∅.

Оскiльки N2 є компактом, то γ(τ ′k+1) ∈ N2. Отже iснує σ(k+ 1), для якого
γ(τ ′k+1) ∈ Nσ(k+1)

2 . Позначимо τ ′′k+1 = sup{t ∈ I | γ(t) ∈ Nσ(k+1)
2 }. Тодi

• γ(τ ′′k+1) ∈ Nσ(k+1)
2 ;

• τ ′′k+1 < 1;
• γ(t) /∈ Nσ(1)

2 ∪ · · · ∪Nσ(i)
2 якщо t > τ ′′i , i ∈ {1, . . . , k + 1}.

Внаслiдок цього послiдовнiсть

0 < τ ′1 ≤ τ ′′1 < τ ′2 ≤ τ ′′2 < · · · < τ ′k+1 ≤ τ ′′k+1 < 1

вiдповiдає властивостям, аналогiчним до (a)–(c).

Помiтимо, що з (b) i (c) слiдує, що всi чисала σ(i) попарно рiзнi, σ(i) ∈
{1, . . . ,m}, i ∈ {1, . . . , k}. Отже, якщо послiдовнiсть (12.3.1) задовольняє вла-
стивостям (a)–(c), то k ≤ m. Тому iснує k ≤ m, таке що якщо послiдов-
нiсть (12.3.1) вiдповiдає (a)–(c), то вона також задовольняє наступну умову:

γ(τ ′′k , 1] ∩N2 = ∅ .

Для зручностi ми змiнимо нумерацiю компонент зв’язностi N2 так, щоб
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виконувались рiвностi σ(i) = i, i ∈ {1, . . . , k}. Тодi послiдовнiсть (12.3.1) вiд-
повiдає наступним властивостям:

(a′)
(
γ[0, τ ′1) ∪ γ(τ ′′1 , τ

′
2) ∪ · · · ∪ γ(τ ′′k−1, τ

′
k) ∪ γ(τ ′′k , 1]

)
∩N2 = ∅;

(b′) γ(τ ′i), γ(τ ′′i ) ∈ N i
2, i ∈ {1, . . . , k};

(c′) γ(t) /∈ N1
2 ∪ · · · ∪N i

2 якщо t > τ ′′i , i ∈ {1, . . . , k}.
Помiтимо, що всi множини N1, N1

2 , . . . , N
m
2 компактнi i попарно непере-

тиннi. Тому iснує ε > 0, таке що:

Uε(N1) ∩ Uε(N i
2) = ∅ , i ∈ {1, . . . ,m} ;

Uε(N
i
2) ∩ Uε(N j

2 ) = ∅ , i 6= j , i, j ∈ {1, . . . ,m} .

Нехай Wi, i ∈ {1, . . . ,m}, є компонентою зв’язностi множини Rn \N i
2, для

якої виконується нерiвнiсть Wi ∩ V2 6= ∅. Легко бачити, що V2 ⊆ Wi для
кожного i. Отже, компонента Wi визначена однозначно для кожного i, бiльш
того x1, x2 ∈ Wi, i ∈ {1, . . . ,m}.

Помiтиимо, що множини

K ′i = γ[0, τ ′1) ∪
(⋃
j<i

N j
2

)
∪
( ⋃

2≤j≤i

γ(τ ′′j−1, τ
′
j)
)
,

K ′′i = γ(τ ′′i , 1]

є зв’язними для всiх i ∈ {1, . . . ,m}, оскiльки всi N j
2 зв’язнi i виконуються

умови (b′).

Також справедливе спiввiдношення K ′i ∪K ′′i ⊂ Wi, i ∈ {1, . . . , k}. Дiйсно,
з одного боку з (a′) слiдує, що K ′i ∩N i

2 = ∅, а з (c′) випливає K ′′i ∩N i
2 = ∅; з

iншого боку, x1 = γ(0) ∈ K ′i ∩Wi i x2 = γ(1) ∈ K ′′i ∩Wi.

Внаслiдок цього

γ(τ ′′i−1, τ
′
i) ∪ γ(τ ′′i , τ

′
i+1) ⊂ Wi , i ∈ {1, . . . , k} .

Разом з умовою (b′) це спiввiдношення приводить до нерiвностей

γ(τ ′′i−1, τ
′
i) ∩Wi,ε 6= ∅ , γ(τ ′′i , τ

′
i+1) ∩Wi,ε 6= ∅ , i ∈ {1, . . . , k} . (12.3.2)
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Тут τ ′′0 = 0, τ ′k+1 = 1, Wi,ε = Wi ∩ Uε(N i
2), i ∈ {1, . . . , k}.

З Наслiдку 12.3.4 i спiввiдношень (12.3.2) випливає, що множина

K = γ[0, τ ′1) ∪W1,ε ∪ γ(τ ′′1 , τ
′
2) ∪ . . . ∪ γ(τ ′′k−i, τ

′
k) ∪Wk,ε ∪ γ(τ ′′k , 1]

є зв’язною. Дiйсно, всi множини в цьому об’єднаннi є зв’язними, а з (12.3.2)
слiдує, що кожнi двi сусiднi множини у цьому ланцюжку перетинаються.

Додатково, за вибором ε > 0 маємо

Wi,ε ∩ (N1 ∪N2) = ∅ , i ∈ {1, . . . ,m} .

Тому з вибору γ i з умов (a′) слiдує, що K ∩ (N1 ∪N2) = ∅.
Отже, ми побудували зв’язну множину K, яка мiстить точки x1 = γ(0) та

x2 = γ(1) i не перетинається з поверхнями N1 та N2.
Внаслiдок довiльностi у виборi точок x1, x2 ∈ V1 ∩ V2 множина V1 ∩ V2 є

зв’язною. �

Наслiдок 12.3.6 В умовах Леми 12.3.5 множина V1 ∩ V2 є компонентою
зв’язностi доповнення Rn \ (N1 ∪N2).

Доведення. Згiдно Лемi 12.3.5 множина V1 ∩ V2 є зв’язною. Бiльш того, з
умов Леми 12.3.5 легко слiдує, що ця множина не перетинається з N1 ∪ N2.
Отже, iснує компонента W доповнення Rn \ (N1 ∪N2), що мiстить V1 ∩ V2.

Припустимо, що наслiдок не виконується. Тодi W 6= (V1 ∩ V2) i iснує x ∈
W ∩ ((Rn \ V1) ∪ (Rn \ V2)).

Нехай x ∈ (Rn \ V1). Оскiльки W ∩ V1 ⊃ W ∩ (V1 ∩ V2) = V1 ∩ V2 6= ∅, то
множиаW ∪V1 зв’язна. За побудовоюW ∩N1 = ∅, томуW ∪V1 ⊂ (Rn\N1). У
цьому випадку (W∪V1) ) V1, оскiльки x ∈ W \V1 згiдно нашому припущенню.
Отримали суперечнiсть з Лемою 12.3.5, яка стверджує, що V1 є компонентою
зв’язностi доповнення Rn \N1. Отже наше припущення хибне i x ∈ V1.

Включення x ∈ V2 перевiряється аналогiчно.
Внаслiдок цього W = V1 ∩ V2. Наслiдок доведено. �
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Наслiдок 12.3.7 Нехай x0 ∈ Rn. Нехай N — замкнена гiперповерхня в Rn

i W — компонента доповнення Rn \ N , така що x0 ∈ W . Припустимо, що
множина W обмежена.

Тодi iснує компонента зв’язностi N0 множини N , така що компонента
зв’язностi W0 доповнення Rn \N0, яка мiстить x0, є обмеженою.

Доведення. Оскiльки N є компактом, она обмежена в Rn. Без обмеження
загальностi мiркувань ми можемо припустити, що N мiститься у одиничному
диску B з центром у початку координат.

Позначимо через S одиничну сферу FrB. Зрозумiло, що S ⊂ Rn\N . Обме-
женiстьW означає що x0 i зв’язна множина S мiстяться в рiзних компонентах
доповнення Rn \N .

Нехай N1, . . . , Nm — компоненти зв’язностi множини N . Нехай Wi є ком-
понентою доповнення Rn \Ni, для якої x0 ∈ Wi, i ∈ {1, . . . ,m}.

Припустимо, що Наслiдок не виконується. Це еквiвалентно твердженню,
що S ⊂ Wi для всiх i ∈ {1, . . . ,m}. Послiдовно застосовуючи Лему 12.3.5 i
Наслiдок 12.3.6 до пар множин

N ′(i) =
i⋃

j=1

Nj , N ′′(i) = Ni+1 , i ∈ {1, . . . ,m− 1} ,

перевiримо, що множинаW1∩· · ·∩Wm ⊂ Rn\N зв’язна. Отже, x0 i S мiстяться
у однiй компонентi зв’язностi доповнення Rn \N . Але це суперечить умовам
Наслiдка. �

12.3.8 Доведення Теореми 12.2.1

Не обмежуючи загальностi, ми можемо вважати, що F (x0) = 0.
На протязi доведення ми будемо використовувати наступнi позначення:

Bδ = {y ∈ Rn | ρ(y, x0) ≤ δ} .

B̊δ = Int(Bδ) = {y ∈ Rn | ρ(y, x0) < δ} .
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Необхiднiсть. Нехай F є L-функцiєю у точцi x0.

Виберемо послiдовнiсть {ai}i∈N регулярних значень F , а також послiдов-
нiсть {Hn−1

i ⊂ F−1(ai)}i∈N компонент зв’язностi множин рiвня F , якi вiдпо-
вiдають означенню 12.1.7.

Позначимо через C компоненту зв’язностi множини F−1(0), що мiстить
x0.

Припустимо, що C 6= {x0} всупереч твердженню Теореми. Тодi iснує x1 ∈
C, x1 6= x0. Позначимо δ = ρ(x0, x1)/2.

Оскiльки послiдовнiсть {Hn−1
i } збiгається до x0, то для деякого iндексу

M ∈ N маємо Hn−1
M ⊂ Bδ.

З одного боку, за означенням точка x0 мiститься в обмеженiй компонентi
зв’язностi доповнення Rn\Hn−1

M . Але з виборуHn−1
M легко слiдує, що x1 мiсти-

ться в необмеженiй компонентi доповнення. Внаслiдок цього зв’язна множина
C повинна перетинатися з Hn−1

M .

З нерiвностi Hn−1
M ∩C 6= ∅ легко слiдує, що Hn−1

M ∪C ⊂ F−1(0). Множина
Hn−1

M ∪ C зв’язна i не збiгається з Hn−1
M , оскiльки {x0, x1} ⊂ C \Hn−1

M . Це
суперечить вибору Hn−1

M , що є компонентою зв’язностi вiдповiдної множини
рiвня F .

Отримана суперечнiсть доводить, що C = {x0} i x0 є квазi-iзольованою
точкою F .

Достатнiсть. Нехай x0 є квазi-iзольованою точкою F .

З Теореми Сарда [107] слiдує, що множина регулярних значень F є за-
лишковою i всюди щiльною. Отже iснує спадна послiдовнiсть додатнiх цiлих
чисел {εi}i∈N, яка вiдповiдає наступним властивостям:

• limi→∞ εi = 0;
• всi числа ±εi є регулярними значеннями F .

Позначимо через U i компоненту зв’язностi вiдкритої множини Qi = {x ∈
G | − εi < F (x) < εi}, для якої x0 ∈ U i. Очевидно, U j ⊂ U i якщо i < j.

Зафiксуємо δ > 0 досить мале, щоб виконувалось включення Bδ ⊂ G.
Позначимо через U i

δ компоненту зв’язностi U i ∩ Bδ, таку що x0 ∈ U i
δ. Нехай
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також
Ki
δ = U i

δ , i ∈ N .

З неперервностi F очевидно слiдує, що

Ki
δ ⊂ {x ∈ G | − εi ≤ F (x) ≤ εi} .

Також за побудовою маємо U j
δ ⊂ U i

δ i K
j
δ ⊂ Ki

δ при i < j.
Розглянемо множину

Kδ =
⋂
i∈N

Ki
δ .

З одного боку x0 ∈ Kδ ⊆ F−1(0), оскiльки εi → 0 якщо i→∞.
З iншого боку, {Ki

δ} є послiдовнiстю вкладених зв’язних компактiв. Тому
множина Kδ є зв’язною.

Отже, з умов Теореми слiдує, що Kδ = {x0}.
Тодi iснує m ∈ N, таке що U r

δ ⊂ Kr
δ ⊂ B̊δ для всiх r ≥ m.

Згадаємо, що за побудовою U i є компонентою зв’язностi вiдкритої пiд-
монжини Qi множини G. Простiр Rn є локально зв’язним, тому множина
U i вiдкрита в Rn (див. [47]). З цього слiдує, що множина U i

δ вiдкрита в Bδ.
Дiйсно, простiр Bδ локально зв’язний, оскiльки є гомеоморфним образом за-
мкненого диску. Множина U i

δ є компонентою зв’язностi U i ∩Bδ, отже U i ∩Bδ

вiдкрита в Bδ.
Таким чином, якщо виконується включення U i

δ ⊂ B̊δ = Int(Bδ), то множи-
на U i

δ вiдкрита в Rn.
З iншого боку вiдомо (див. [47]), що для будь якої пари множин A i B,

якi пов’язанi спiввiдношенням A ⊂ B ⊂ A, зi зв’язностi A слiдує зв’язнiсть
B. Отже, множина Ki

δ ∩ U i є зв’язною. Дiйсно, множина U i
δ зв’язна i U i

δ ⊂
Ki
δ ∩ U i ⊂ U i

δ = Ki
δ.

Внаслiдок цього Ki
δ ∩ U i = U i

δ, оскiльки Ki
δ ∩ U i ⊆ Ki

δ ∩ (U i ∩ Bδ) i U i
δ є

компонентою зв’язностi множини U i ∩Bδ.
Отже, компакт Ki

δ задовольняє спiввiдношення Ui \ U i
δ = Ui \ Ki

δ, тому
множина Ui \ U i

δ є вiдкритою в Rn.
З попереднього можемо зробити висновок, що U r

δ = U r для r ≥ m. Дiйсно,
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U r = U r
δ t (U r \ U r

δ ), бiльш того у нашому випадку обидвi множини U r
δ 3 x0 i

(U r \ U r
δ ) вiдкритi. Тому зi зв’язностi U r слiдує, що (U r \Kr

δ ) = ∅.
Нехай r ≥ m.

Розглянемо множинуNr = FrU r. Множина U r вiдкрита, отжеNr∩U r = ∅.
З iншого боку U r є компонентою зв’язностi множини Qr = {x ∈ Mn | − εr <
F (x) < εr}, тому U r ∩Qr = Kr

δ ∩Qr = U r. Внаслiдок цього Nr ⊆ F−1(−εr) ∪
F−1(εr).

Як −εr, так i εr є регулярними значеннями F . Тому за Теоремою про неяв-
ну функцiю (див. [3]) простiр Nr у кожнiй точцi є локально диффеоморфним
до Rn−1. Отже, Nr є замкненою гiперповерхнею в Rn.

Застосовуючи до Nr Наслiдок 12.3.7, приходимо до висновку, що iснує
компонента зв’язностi N0

r множини Nr, яка вiдповiдає наступнiй властиво-
стi: якщо компонента зв’язностi Wr доповнення Rn \ N0

r мiстить x0, то Wr є
обмеженою.

Ми вже довели, що Nr ⊂ Kr
δ ⊂ B̊δ, тому Wr ⊂ B̊δ i Wr ⊂ Bδ.

Нехай Bδ1 = Bδ. Ми вже знайшлиm1 = m ∈ N, для якого iснує компонента
зв’язностi N0

m1
гiперповерхнi Nm1 , яка вiдповiдає наступнiй властивостi: якщо

компонента зв’язностi Wm1 доповнення Rn \N0
m1

мiстить x0, то її замикання
Km1 = Wm1 є пiдмножиною Bδ1 .

Припустимо, що для деякого k ∈ N вже означенi наступнi об’єкти:

• додатнi числа δ1, . . . , δk, такi що δi+1 < δi/2, i ∈ {1, . . . , k − 1};
• сiм’я Bδ1 , . . . , Bδk околiв точки x0, Bδi = {y ∈ Rn | ρ(y, x0) ≤ δi} ⊂ G,

i ∈ {1, . . . , k};
• послiдовнiсть чисел m1 < · · · < mk;
• компоненти зв’язностi N0

mi
гiперповерхонь Nmi ⊆ F−1(−εmi) ∪ F−1(εmi),

i ∈ {1, . . . , k};
• замикання Kmi компонент зв’язностi Wmi множин Mn \N0

mi
, i = 1, . . . , k.

Припустимо, що цi об’єкти пов’язанi за допомогою таких спiввiдношень:

Bδi ⊃ Kmi ⊃ Wmi 3 x0 , i ∈ {1, . . . , k} ,
Wmi ⊃ Bδi+1

, i ∈ {1, . . . , k − 1} .
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Зафiксуємо δk+1 ∈ (0, δk/2), такi що Bδk+1
= {y ∈ Rn | ρ(y, x0) ≤ δk+1} ⊂

Wmk ⊂ G.
Повторюючи мiркування наведенi вище, знайдемо mk+1 > mk, таке що

x0 ∈ Umk+1 ⊂ Umk+1 ⊂ IntBδk+1
. Тодi множина Nmk+1

= FrUmk+1 є замкненою
гiперповерхнею в Rn i Nmk+1

⊂ IntBδk+1
. Також iснує компонента зв’язностi

N0
mk+1

цiєї гiперповерхнi, що вiдповiдає наступнiй властивостi: якщо компо-
нента зв’язностi Wmk+1

доповнення Rn \ N0
mk+1

мiстить x0, то її замикання
Kmk+1

є пiдмножиною Bδk+1
.

Продовжуючи цей процес по iндукцiї, ми побудуємо послiдовнiсть замкне-
них зв’язних гiперповерхонь {N0

mi
, i ∈ N}, послiдовнiсть компонент зв’язностi

{Wmi} множин Rn \ N0
mi
, i послiдовнiсть їх замикань {Kmi = Wmi}, якi

пов’язанi за допомогою спiввiдношень

G ⊃ Bδi ⊃ Kmi ⊃ Wmi ⊃ Bδi+1
3 x0 , i ∈ N . (12.3.3)

Усi Bδi є замкненими n-вимiрними дисками, отже всi множини Kmi є ком-
пактами. За побудовою гiперповерхнi N0

mi
обмежують множини Kmi . Зi спiв-

вiдношень (12.3.3) слiдує, що Kmi ⊃ Kmj 3 x0 при i < j, отже x0 ∈
⋂
i∈NKmi .

Очевидно, що limi→∞ δi = 0. Внаслiдок цього сiм’я множин {Bδi} утворює ба-
зу околiв точки x0 в Rn. Отже, {x0} =

⋂
i∈NKmi . Нарештi, гiперповерхнi N0

mi

попарно неперетиннi, оскiльки N0
mi
⊂ F−1(−εmi) ∪ F−1(εmi) i за побудовою

|εmi | 6= |εmj | при i 6= j.
Отже, сiм’я {Hn−1

i = N0
mi
}i∈N зв’язних замкнених гiперповерхонь вiдпо-

вiдає умовам Означення 12.1.7.

Теорему доведено.
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Роздiл 13

Про теорему, обернену до теореми
Жордана про криву

13.1 Перерiзи компонент зв’язностi доповнення

до простих пiдмножин площини.

Нехай K є компактною пiдмножиною площини, що розбиває її на двi компо-
ненти зв’язностi. Назвемо таку множину двосторонньою.

Далi будемо позначати компоненти зв’язностi доповнення до двосторон-
ньої множини K через W1 i W2. Також позначимо через Ai множину точок
K, досяжних з Wi, i = 1, 2.

Твердження 13.1.1 Нехай множина K є двосторонньою.
Якщо множини A1 i A2 щiльнi в K, то K є спiльною межею компонент

зв’язностi свого доповнення до площини, тобто

K = FrW1 = FrW2 . (13.1.1)

Доведення. Очевидно, FrWi ⊆ K, i = 1, 2.
З iншого боку, Ai ⊆ FrWi, i = 1, 2. Отже K = Ai ⊆ FrWi, i = 1, 2, оскiльки

множини FrWi замкненi за означенням. �
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Для зручностi дамо наступне

Означення 13.1.2 Нехай множина K є двосторонньою. Якщо A1 i A2 є
щiльними в K, скажемо що K — проста множина.

Твердження 13.1.3 Кожна проста множина зв’язна.

Доведення. Це твердження є безпосереднiм наслiдком попереднього твер-
дження i наступної теореми: якщо областi W1 i W2 на площинi не перети-
наються, але FrW1 ⊆ FrW2, то множина FrW1 зв’язна (див. [46], теоре-
ма V.14.1). �

Позначення 13.1.4 Нехай F ⊂ R2, x ∈ F i множина U є околом точки x

(не обов’язково вiдкритим). Позначимо через F (U, x) компоненту зв’язностi
множини F ∩ U , що мiстить точку x.

Твердження 13.1.5 Нехай F — деяка пiдмножина площини, U1, U2 два
околи точки x ∈ F i U2 ⊂ U1.

Тодi F (U2, x) ⊆ F (U1, x).

Доведення. За означенням компонента зв’язностi точки x у F ∩U1 є макси-
мальною зв’язною пiдмножиною F ∩ U1, що мiстить x.

Зв’язна множина F (U2, x) належить до F∩U1 i мiстить x. Отже, F (U2, x) ⊆
F (U1, x). �

Теорема 13.1.6 Припустимо, що K — проста множина, x ∈ K. Нехай для
деякого ε > 0 точки y1, y2 ∈ K(Uε(x), x), y1 6= y2, досяжнi з компоненти
зв’язностi W1 доповнення до K. Нехай крива

αi : I → R2

є надрiзом W1 у точцi yi, i = 1, 2.
Для кожного ε1 > ε iснує розрiз

β : I → R2
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множини W1 з кiнцями y1, y2, такий що
(i) β(I) ⊂ Uε1(x);
(ii) αi([0, τi]) ⊂ β(I), i = 1, 2, для деяких τ1, τ2 ∈ (0, 1).

Доведення Теореми 13.1.6 розiб’ємо на декiлька крокiв.
Нехай зафiксовано ε1 > ε. Виберемо деяке ε2 ∈ (ε, ε1).

1. Iснує розрiз β0 : I → R2 множини W1, який задовольняє твердження (ii)
теореми.

Оскiльки y1, y2 ∈ Uε2(x), то iснує τ0 ∈ (0, 1), яке вiдповiдає спiввiдношен-
ням αi([0, τ0]) ⊂ Uε2(x), i = 1, 2, i α1([0, τ0]) ∩ α2([0, τ0]) = ∅.

Точки z1 = α1(τ0), z2 = α2(τ0) мiстяться у вiдкритiй зв’язнiй множинi W1.
Вiдомо, що областi у R2 є лiнiйно зв’язними. Отже, iснує проста дуга

γ : I → W1,

яка з’єднує точки z1 i z2.
Позначимо

τi = min{τ |αi(τ) ∈ γ(I)} , i = 1, 2 .

Непорожнi замкненi множини {0} = α−1
i (yi) i α−1

i (γ(I)) не перетинаються,
тому τi ∈ (0, τ0], i = 1, 2.

Однозначно визначенi числа ti ∈ [0, 1], такi що αi(τi) = γ(ti), i = 1, 2.
Розглянемо просту дугу

β0 : I → R2 ,

β0(t) =


α1(4tτ1) , t ∈ [0, 1/4] ,

γ(2(t− 1/4)t2 + 2(3/4− t)t1) , t ∈ [1/4, 3/4] ,

α2(4(1− t)τ2) , t ∈ [3/4, 1] .

Ця крива є дає потрiбний нам перерiз.
Якщо додатково β0(I) ⊂ Uε1(x), то теорему доведено. Отже, будемо вва-

жати далi, що
β0(I) \ Uε1(x) 6= ∅ .



262

2. Розглянемо один спецiальний випадок. Нехай K ⊂ Uε(x). Зрозумiло, що
тодi K ⊂ Uε1(x).

Справедливе наступне твердження (див. [46], Теорема V.9.3).

Лема 13.1.7 Якщо замкнена множина F 6= R2 мiститься в областi D i
D1, D2, . . . є компонентами зв’язностi R2 \F , то компонентами зв’язностi
D \ F є множини D ∩D1, D ∩D2, . . ..

Внаслiдок цього тверддження точки z1 = α1(τ0), z2 = α2(τ0) мiстяться
в однiй компонентi зв’язностi вiдкритої множини Uε1(x) \ K (а саме у W1 ∩
Uε1(x)). Отже, iснує проста дуга

γ : I → W1 ∩ Uε1(x)

з кiнцями z1 i z2.
Повторюючи мiркування з попереднього кроку, приходимо до висновку,

що iснує розрiз
β0 : I → Uε1(x)

множини W1 ∩ Uε1(x) з кiнцями y1, y2, який задовольняє твердження (ii) те-
ореми.

Отже, якщо K ⊂ Uε(x), то теорема виконується.
Далi будемо вважати, що

K \ Uε(x) 6= ∅ .

3. Множина K(Uε(x), x) ∪ β0(I) є зв’язною i дiлить площину на двi областi
V1 i V2, одна з яких мiститься у W1.

Спочатку доведемо наступну лему.

Лема 13.1.8 Нехай K є простою множиною. Для кожної власної замкненої
пiдмножини K̃ $ K її доповнення R2 \ K̃ є зв’язним.
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Доведення. Нехай y ∈ K \ K̃. Тодi iснує ε(y) > 0, таке що Uε(y)(y) ∩ K̃ = ∅.
Вiдповiдно до Твердження 13.1.1 iснують z1, z2 ∈ Uε(y)(y), такi що zi(y) ∈ Wi,
i = 1, 2.

Позначимо через Ji(y) вiдрiзок з кiнцями y i zi(y), i = 1, 2. Очевидно,
Ji(y) ∩ K̃ = ∅, i = 1, 2. Множина

Q(y) = W1 ∪W2 ∪ J1(y) ∪ J2(y)

є зв’язною i Q(y) ∩ K̃ = ∅.
Зафiксуємо точку z ∈ W1. Оскiльки z ∈ Q(y) для кожного y ∈ K \ K̃, то

множина
Q =

⋃
y∈K\K̃

Q(y) = R2 \ K̃

зв’язна. �

Оскiльки множина K(Uε(x), x)∪β0(I) є об’єднанням зв’язних множин, що
мають спiльну точку, y1 = β0(0), то вона є зв’язною.

За означенням K(Uε(x), x) є компонентою зв’язностi множини Uε(x) ∩K.
Отже, вона замкнена в Uε(x) ∩K. Множина Uε(x) ∩K замкнена в R2, тому
K(Uε(x), x) теж замкнена в R2.

З Леми 13.1.8 слiдує, що доповнення

Q = R2 \K(Uε(x), x)

є зв’язним.
Очевидно, крива β0 є розрiзом множини Q.
Справедливе наступне твердження (див. [46], Теорема V.2.7).

Лема 13.1.9 Якщо обидва кiнцi розрiзу L областi D ⊂ R2 належать однiй
компонентi зв’язностi множини R2 \ D, то D \ L має двi компоненти
зв’язностi, причому межа кожної з них мiстить L.

Внаслiдок цiєї леми множина

Q \ β0(I) = R2 \ (K(Uε(x), x) ∪ β0(I))
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має двi компоненти зв’язностi V1 i V2, причому

β0(I) ⊂ (FrV1 ∩ FrV2) . (13.1.2)

Оскiльки
W2 ∩

(
K(Uε(x), x) ∪ β0(I)

)
= ∅ , (13.1.3)

то (V1∪V2)∩W2 6= ∅. Не обмежуючи загальностi, припустимо щоW2∩V2 6= ∅.
Множина W2 зв’язна, тому зi спiввiдношення (13.1.3) слiдує, що W2 ⊂ V2.

Iнакше ми отримали б розбиття W2 ∩ V1, W2 ∩ V2 множини W2.

Спiввiдношення (13.1.1) приводить до рiвностi W1 = R2 \ W2. З iншого
боку, W2 ⊂ V2 ⊆ R2 \ V1. Отже,

V1 ⊆ R2 \ V2 ⊂ R2 \W2 = W1 .

4. Приступимо до побудови перерiзу β множини Q∩Uε1(x), який мiститься у
β0(I) ∪ V1.

Вiдомо, що для кожної простої неперервної кривої на площинi iснує го-
меоморфiзм R2 на себе, який вiдображає цю криву на прямолiнiйний вiдрiзок
(див. [46], параграф VI.17). Зафiксуємо гомеоморфiзм

f0 : R2 → R2,

що вiдображає криву β0 на вiдрiзок [−2, 2]× {0}.
Легко бачити, що iснує такий гомеоморфiзм ϕ : R→ R, що композицiя

f = (ϕ× id) ◦ f0 : R2 → R2

вiдповiдає наступним вимогам:

f(y1) = f ◦ β0(0) = (−2, 0), f(y2) = f ◦ β0(1) = (2, 0);
f ◦ β0(1/4) = f ◦ α1(τ1) = (−1, 0), f ◦ β0(3/4) = f ◦ α2(τ2) = (1, 0).
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Якщо вони виконуються, очевидно (див. крок 1) що

f ◦ β0([0, 1/4]) = f ◦ α1([0, τ1]) = [−2,−1]× {0} ⊂ f(Uε2(x)) ,

f ◦ β0([3/4, 1]) = f ◦ α2([0, τ2]) = [1, 2]× {0} ⊂ f(Uε2(x)) .

Оскiльки f є гомеоморфiзмом i множина Uε2(x) вiдкрита в R2, то iснує
δ1 > 0, для якого виконуються спiввiдношення

Uδ1(f ◦ β0(1/4)) ⊂ f(Uε2(x)) i Uδ1(f ◦ β0(3/4)) ⊂ f(Uε2(x)) .

Зафiксуємо також δ2 > 0, таке що

Uδ2([−1, 1]× {0}) ∩ f(K(Uε(x), x)) = ∅ .

Ми можемо це зробити, оскiльки множини f(K(Uε(x), x)) i f ◦ β0([1/4, 3/4])

неперетиннi.

Нехай δ = min(δ1, δ2).

Розглянемо наступнi пiдмножини Uδ([−1, 1]× {0}).

P1 = ({−1} × [0, δ/2]) ∪ ([−1, 1]× {δ/2}) ∪ ({1} × [0, δ/2]) ,

P2 = ({−1} × [−δ/2, 0]) ∪ ([−1, 1]× {−δ/2}) ∪ ({1} × [−δ/2, 0]) .

Виберемо параметризацiю µi : I → Pi, i = 1, 2, яка перетворює цi ламанi на
простi неперервнi кривi i вiдповiдає спiввiдношенням

µ1(0) = µ2(0) = f ◦ β0(1/4) = (−1, 0) ,

µ1(1) = µ2(1) = f ◦ β0(3/4) = (1, 0) .

Розглянемо додатково вiдрiзок J ⊂ Uδ((−1, 0)) з кiнцями (−1 − δ/2, 0) ∈
f ◦ α1([0, τ1]) and (−1, δ/2) ∈ µ1(I).

Нехай µ : S1 → R2 — проста замкнена крива, яку означено за допомогою
спiввiдношення

µ(t) =

{
µ1(2t) , t ∈ [0, 1/2] ,

µ2(2− 2t) , t ∈ [1/2, 1] .
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Крива µ робиває площину на двi областi. Позначимо обмежену компоненту
зв’язностi доповнення R2 \µ(S1) через Vin, а необмежену компоненту — через
Vo. Очевидно,

Vin = (−1, 1)× (−δ/2, δ/2) ⊂ Uδ([−1, 1]× {0}) .

Отже, f(K(Uε(x), x)) ⊂ V0.

Вiдрiзок [−1, 1]× {0} = f ◦ β0([1/4, 3/4]) розбиває прямокутник Vin на двi
областi. Позначимо через V +

in область, що мiститься у верхнiй пiв-площинi, а
iншу область позначимо V −in .

За побудовою Vin ∩ f(K(Uε(x), x)) = ∅. Отже, вiдповiдно до спiввiдно-
шення (13.1.2), маємо Vin ∩ f(FrV1) = Vin ∩ f(FrV2) = f ◦ β((1/4, 3/4)) =

(−1, 1) × {0}. Внаслiдок цього одна з областей V +
in , V

−
in мiститься у f(V1), а

iнша є пiдмножиною f(V2).

Припустимо, що V +
in ∈ f(V1). Iнакше ми можемо замiнити f на i ◦ f , де

i : R2 → R2, i : (x1, x2) 7→ (x1,−x2), є iнверсiєю вiдносно осi абсцис.

Оскiльки

µi(I) ∩ f
(
K(Uε(x), x) ∪ β0(I)

)
= µi(0) ∪ µi(1) , i = 1, 2 ,

то
µ1((0, 1)) ⊂ f(V1) , µ2((0, 1)) ⊂ f(V2) .

5. Розглянемо просту замкнену криву

γ : S1 → R2 ,

γ(t) = x+ ε2 exp(2πit) ,

яка є межею околу Uε2(x).

Позначимо
θ = f−1 ◦ µ : R2 → R2 .
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Перевiримо, що кривi γ i θ вiдповiдають умовам Леми 1.3.5.

Оскiльки β0(I) \ Uε1(x) 6= ∅ (див. крок 1) i ε2 < ε1, то β0(I) \ Uε2(x) 6= ∅.
За побудовою β0(I) \ Uε2(x) ⊂ β0((1/4, 3/4)) ⊂ f−1(Vin).

Зафiксуємо z0 ∈ β0(I) \Uε2(x). Межа областi f−1(Vin) є Жордановою кри-
вою θ. Отже θ(S1) \ Uε2(x) 6= ∅. Дiйсно, множина f−1(Vo) не обмежена, тому
iснує z′0 ∈ f−1(Vo) ∩ (R2 \ Uε2(x)). Множина R2 \ Uε2(x) лiнiйно зв’язна, отже
знайдеться проста неперервна крива ψ : I → R2 \ Uε2(x), що з’єднує точки
z0 i z′0. Областi f−1(Vo) i f−1(Vin) неперетиннi, z0 ∈ f−1(Vin), z′0 ∈ f−1(Vo), i
θ(S1) = Fr f−1(Vin) = Fr f−1(Vo). Тому ψ(I) ∩ θ(S1) 6= ∅.

Нехай z1 мiститься у ψ(I) ∩ θ(S1) ⊂ θ(S1) \ Uε2(x).

З iншого боку, за побудовою z2 = β0(1/4) = θ(0) ∈ Uε2(x).

Точки z1 i z2 розбиваютьЖорданову криву θ на двi простi дуг зi спiльними
кiнцями

θi : I → R2 , i = 1, 2 ,

такi що

θi(0) = z1 ∈ Uε2(x) , θi(1) = z2 ∈ R2 \ Uε2(x) , i = 1, 2 ;

θ1(I) ∩ θ2(I) = {z1} ∪ {z2} ,

Легко бачити, що θi∩FrUε2(x) 6= ∅, i = 1, 2. Внаслiдок цього, перетин γ(S1)∩
θ(S1) мiстить принаймнi двi точки i ми можемо застосувати Лему 1.3.5 до
пари кривих γ i θ = f−1 ◦ µ.

6. Нехай VK компонента зв’язностi доповнення площини до θ(S1)∪γ(S1), яка
мiстить множину K(Uε(x), x).

Нехай проста замкнена крива

η : S1 → R2

є межею Жорданової областi VK .
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За побудовою зв’язна множина

K0 = K(Uε(x), x) ∪ β0([0, 1/4) ∪ (3/4, 1]) =

= K(Uε(x), x) ∪ α1([0, τ1)) ∪ α2([0, τ2))

мiститься у VK . Внаслiдок цього β0(1/4), β0(3/4) ∈ FrVK = η(S1). Аналогiчно,

(K0 ∪ f−1(J)) \ f−1((−1, δ/2))

є пiдмножиною VK , тому x0 = f−1((−1, δ/2)) ∈ FrVK = η(S1). Оскiльки x0 ∈
f−1 ◦ µ1((0, 1)) ⊂ V1, то V1 ∩ FrVK 6= ∅.

Точки β0(1/4) i β0(3/4) дiлять криву η на двi дуги

ηi : I → R2 , i = 1, 2 ,

такi що
ηi(0) = β0(1/4) , ηi(1) = β0(3/4) , i = 1, 2 ,

η1(I) ∩ η2(I) = {β0(1/4)} ∪ {β0(3/4)} .

Нехай η1 — та з дуг, що мiстить точку x0.

7. Перевiримо, що η1((0, 1)) ⊂ V1.

Множина V1 зв’язна, отже досить буде довести, що η1((0, 1)) ∩ FrV1 = ∅.
Ми отримаємо дещо сильнiше спiввiдношення

η1((0, 1)) ∩
(
K(Uε(x)) ∪ β0(I)

)
= ∅ .

Оскiльки K0 ⊂ VK , то η1(I) ∩K0 = ∅ i

η1((0, 1)) ∩
(
K(Uε(x)) ∪ β0([0, 1/4] ∪ [3/4, 1])

)
= ∅ .

З iншого боку, множини K(Uε(x), x) i β0((1/4, 3/4)) мiстяться в рiзних
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компонентах R2 \ θ(S1), а саме,

K(Uε(x), x) ⊂ VK ⊂ f−1(Vo) ,

β0((1/4, 3/4)) ⊂ f−1(Vin) .

Отже,

η1((0, 1)) ∩ β0((1/4, 3/4)) ⊂ VK ∩ f−1(Vin) ⊂ f−1(Vo) ∩ f−1(Vin) = ∅ .

8. Нагадаємо, що V1 ⊂ W1 i дуги α1, α2 є надрiзами областi W1 в точках y1 i
y2, вiдповiдно. Оскiльки

αi([0, τi)) ⊂ VK ⊂ Uε2(x) , i = 1, 2 ,

η1(I) ⊂ FrVK ,

α1(τ1) = η1(0) , α2(τ2) = η1(1) ,

то проста дуга
β : I → R2 ,

β(t) =


α1(4tτ1) = β0(t) , t ∈ [0, 1/4] ,

η(t/2 + 1/4) , t ∈ [1/4, 3/4] ,

α2(4(1− t)τ2) = β0(t) , t ∈ [3/4, 1]

є розрiзом областi W1, який вiдповiдає Теоремi 13.1.6. �

13.2 d-множини i теорема, обернена до теореми

Жордана про криву.

Означення 13.2.1 Нехай F ⊂ R2. Скажемо, що пiдмножина R множини
F є досить щiльною в F , якщо для кожного x ∈ F i довiльного вiдкритого
околу U точки x виконується спiввiдношення F (U, x) ∩R 6= ∅.
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Зауваження 13.2.2 Зрозумiло, що означення досить щiльної пiдмножини
можна переформулювати наступним чином: пiдмножина R множини F ⊂
R2 є досить щiльною в F , якщо для довiльної вiдкритої множини U кожна
компонента зв’язностi множини F ∩ U мiстить точку з R.

Означення 13.2.3 Назвемо двосторонню множину K d-множиною якщо
обидвi пiдмножини A1 i A2 є досить щiльними в K.

Наведемо кiлька простих властивостей d-множин.

Твердження 13.2.4 Нехай K є d-множиною.
Для кожної точки x ∈ K i її вiдкритого околу U множини A1 i A2 є

щiльними в K(U, x).
Зокрема, множини A1 i A2 є щiльними в K.

Доведення. Нехай y ∈ K(U, x) i V — деякий вiдкритий окiл точки y. Позна-
чимо V0 = V ∩ U .

З умови d слiдує, що iснують y1, y2 ∈ K(V0, y), такi що yi ∈ Ai, i = 1, 2.
Але K(V0, y) ⊆ K(U, y) = K(U, x). Отже, y1, y2 ∈ K(U, x) ∩ V . �

З Твердження 13.2.4 слiдує, що d-множини є простими множинами.

Наслiдок 13.2.5 Рiвностi (13.1.1) виконуються для кожної d-множини.

Вiдома теорема Жордана про криву каже, що доповнення площини до
простої за- мкненої кривої має двi компоненти зв’язностi, причому межа
кожної з них збiгається з цiєю кривою.

Виникає природне питання: за яких умов двостороння пiдмножинаK пло-
щини буде Жордановою кривою?

Вiдповiдь дає теорема, обернена до теореми Жордана про криву, яка
стверджує, що двостороння пiдмножина площини, кожна точка якої дося-
жна з обох компонент зв’язностi доповнення, є простою замкненою кривою
(див. [46], теорема VI.16.1).

Виявляється, що вимога цiєї теореми щоб кожна точка множини K була
досяжна з обох компонент зв’язностi доповнення надлишкова.
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Як же можна послабити цю вимогу?
Тривiальна безпосередня перевiрка показує, що для довiльної областi в

R2 множина точок досяжних з неї є щiльною пiдмножиною межi цiєї областi.
Отже, з урахуванням Твердження 13.1.1 природно вимагати, щоб множини
Ai точок, якi досяжнi зi зв’язних компонент доповнення Wi, i = 1, 2, були
щiльними у K. Цю вимогу не можна послабити, як показує наступний при-
клад.

Приклад 13.2.6

K = {одиничне коло у R2} +

+ {iзольована точка у W1} +

+ {iзольована точка у W2} .

Але навiть якщо множини A1 i A2 є щiльними в K, множина K не обов’яз-
ково є Жордановою кривою.

Приклад 13.2.7 Розглянемо об’єднання K таких множин

K1 = {0} × [−1, 1] ,

K2 =
{

(x, y) ∈ R2 |x ∈ (0, 1], y = sin π
x
− sinπx

}
,

K3 =
{

(x, y) ∈ R2 |x ∈ (0, 1], y = sin π
x

+ sin πx
}
.

Можна показати, що множина K є простою i кожна точка кривої K2∪
K3 досяжна з обох компонент зв’язностi доповнення.

Проте множинаK не є лiнiйно зв’язною (компонентами її лiнiйної зв’яз-
ностi є множини K1 i K2 ∪K3).

Також K не є d-множиною. Якщо ε < 1, то

K(Uε(0), 0) = {0} × (−ε, ε)

для кругового околу Uε(0), i ця множина не мiстить точок, досяжних з
обмеженої компоненти зв’язностi доповнення до K.

Цей приклад пояснює, чому потрiбно розглядати d-множини.
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Нехай F — деяка пiдмножина площини. Оскiльки топологiя площини має
злiченну базу, iснує злiченна пiдмножина, що є щiльною в F .

Виникає природне питаня: якою має бути мiнiмальна потужнiсть досить
щiльної пiдмножини F?

Наступний приклад показує, що iснує проста пiдмножина R2, така що
кожна досить щiльна її пiдмножина має потужнiсть континуум.

Приклад 13.2.8 (Див. [47], роздiл 48.I, приклад. 4) Нехай C0 — множина
Кантора, розташована на осi ξ1 площини (ξ1, ξ2) i C1 — ця ж множина,
розташрвана на лiнiї ξ2 = 1. З’єднаємо кожну точку множини C0 з вiд-
повiдною точкою в C1 за допомогою вертикального вiдрiзку. Додамо до C0

сумiжнi iнтервали довжин 1/3, 1/33, . . ., а до C1 додамо сумiжнi iнтерва-
ли довжин 1/32, 1/34, . . .. Отримаємо континуум K0, доповнення до якого є
зв’язним.

Нехай

K1 =
{

(ξ1, ξ2) ∈ R2 | (ξ1 − 1/2)2 + (ξ2 − 1)2 = 1/4, ξ2 ≥ 1
}
.

Дуга K1 є розрiзом доповнення площини до K0, отже континуум

K = K0 ∪K1

є двостороннiм (див. Лему 13.1.9). Легко перевiрити, що множина K задо-
вольняє рiвнiсть (13.1.1), отже множина K є простою. Також з мiркувань,
що наведенi далi, можна вивести, що K не є d-множиною.
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Легко бачити, що для вiдкритої множини

V = R× (0, 1)

кожна компонента зв’язностi множини V ∩ K = C × (0, 1) має вигляд
{c} × (0, 1), де c ∈ C — деякий елемент множини Кантора C.

Отже, множина V ∩K має континуум компонент зв’язностi i з Заува-
ження 13.2.2 випливає, що кожна досить шiльна пiдмножина K повинна
мати потужнiсть континуум.

Зараз нашою метою є доведення наступної теореми та її наслiдку.

Теорема 13.2.9 ([52]) Кожна d-множина на площинi є простою замкне-
ною кривою.

Наслiдок 13.2.10 Нехай K — зв’язна двостороння пiдмножина площини.
Якщо множини K\A1 i K\A2 є нульвимiрними, то K є простою замкненою
кривою.

Теорему 13.2.9 буде доведено у Пiдроздiлi 13.3.
Наслiдок 13.2.10 випливає з Теореми 13.2.9 i двох наступних лем.

Лема 13.2.11 Нехай F є компактною зв’язною пiдмножиною площини. Не-
хай X — замкнений окiл точки x ∈ F , такий що F \X 6= ∅.

Тодi F (X, x) ∩ FrX 6= ∅.

Доведення. Зафiксуємо y ∈ F \ X. Вiдомо (див. [46], теорема IV.5.1), що
для кожного ε > 0 точки x i y можна з’єднати у множинi F за допомогою
ε-ланцюжка, тобто iснує скiнченна послiдовнiсть x = z1, z2, . . . , zk = y точок
F , така що

ρ(zi, zi+1) < ε , i = 1, . . . , k − 1 .

Для кожного n ∈ N оберемо 1/n-ланцюжок точок F

xn1 , . . . , x
n
k(n) , n ∈ N ,
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який з’єднує точки x i y.
Оскiльки y /∈ X, то для кожного n ∈ N послiдовнiсть {xni }k(n)

i=1 мiстить
елемент, який не належить до X. Отже, для всiх n ∈ N визначенi iндекси
j(n) ∈ {1, . . . , k(n)− 1}, такi що
(i) xni ∈ X, i = 1, . . . , j(n);
(ii) xnj(n)+1 /∈ X.

Множина F ∩ X компактна, оскiльки вона є замкненою пiдмножиною ком-
пактної множини F . Тому послiдовнiсть {xnj(n)}n∈N має граничну точку x0 ∈
X ∩F . Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що xnj(n) → x0 (у против-
ному випадку ми можемо перейти до пiдпослiдовностi).

Оскiльки xnj(n)+1 /∈ X i ρ(xnj(n), x
n
j(n)+1) → 0, то ρ(xnj(n),R2 \X) → 0. Отже,

ρ(x0,R2 \X) = 0 i x0 ∈ FrX.
З iншого боку, для кожного ε > 0 iснують n1 ∈ N i n > n1, такi що 1/n1 < ε

i ρ(xnj(n), x0) < ε. Тодi точки x i x0 можна з’єднати у F ∩ X за допомогою ε-
ланцюжка

x = xn1 , x
n
2 , . . . , x

n
j(n), x0 .

Внаслiдок цього, (див. [46], теорема IV.5.4) точки x i x0 належать до однiєї
компоненти зв’язностi множини F ∩X. �

Лема 13.2.12 Нехай K — зв’язна двостороння пiдмножина площини. Як-
що множини B1 = K \ A1 i B2 = K \ A2 є нульвимiрними, то K є d-
множиною.

Доведення. Зафiксуємо x ∈ K i вiдкритий окiл U точки x. Покажемо, що
K(U, x) ∩ A1 6= ∅.

Множина K дiлить площину на двi компоненти зв’язностi. Отже вона
мiстить бiльше однiєї точки. Вiзьмемо ε > 0, таке що U2ε(x) ⊂ U i K\U2ε(x) 6=
∅.

Згiдно Лемi 13.2.11 iснує y ∈ K(Uε(x), x) ∩ FrUε(x). З Твердження 13.1.5
слiдує, що y ∈ K(U, x). Крiм того, y ∈ K \ Uε(x).

Множина B1 є нульвимiрною. Тому простiр B1 допускає базу вiдкритих
околiв {Vα}α∈Λ, таких що FrVα = ∅ у просторi B1 (в iндукованiй топологiї)
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для кожного α ∈ Λ.
Нехай x ∈ B1. Тодi x ∈ Vβ i Vβ ⊂ Uε(x) для деякого β ∈ Λ.
Vβ є вiдкрито-замкненою пiдмножиною простору B1. Якщо V = B1 \ Vβ 6=

∅, то множини V i Vβ утворюють розбиття простору B1.
Припустимо, що K(U, x) ⊂ B1. Оскiльки y /∈ Uε(x) то y ∈ V i V 6= ∅. Тому

множини Vβ ∩ K(U, x) i V ∩ K(U, x) утворюють розбиття множини K(U, x),
що суперечить її зв’язностi.

Отже, K(U, x) ∩ A1 6= ∅. Спiввiдношення K(U, x) ∩ A2 6= ∅ доводиться
подiбним чином.

З довiльностi вибору точки x ∈ K i ї ї околу U робимо висновок, що K є
d-множиною. �

13.3 Досяжнiсть точок простої пiдмножини пло-

щини з компоненти зв’язностi доповнення

до неї.

Теорема 13.2.9 є безпосереднiм наслiдком теореми, оберненої до теоремиЖор-
дана про криву, i наступного твердження.

Теорема 13.3.1 Нехай K — проста пiдмножина площини. Якщо для де-
якого x ∈ K i кожного вiдкритого околу U точки x множина K(U, x) ∩ A1

непорожня, то точка x досяжна з W1.

Доведення. Якщо вiдомо, що точка x досяжна з W1, теорема виконується.
Тому далi ми будемо вважати, що (K(U, x) ∩ A1) \ {x} 6= ∅ для кожного
вiдкритого околу U точки x.

Зафiксуємо x1 ∈ (K(U1(x), x) ∩ A1) \ {x}.
Нехай для деякого n ∈ N вже обранi n попарно рiзних точок x1, . . . , xn,

таких що xi ∈ K(U1/i(x), x) ∩ A1 i xi 6= x, i = 1, . . . , n. Нехай

ε1 = min
i∈{1,...,n}

ρ(xi, x) , ε = min(ε1,
1

n+ 1
) .
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Зафiксуємо xn+1 ∈ (K(Uε(x), x)∩A1) \ {x}. З Твердження 13.1.5 слiдує вклю-
чення xn+1 ∈ K(U1/(n+1)(x), x).

Повторюючи цю процедуру по черзi для всiх n ∈ N, отримаємо послiдов-
нiсть {xn}n∈N, яка має попарно рiзнi елементи i вiдповiдає такiй умовi:

xn ∈ (K(U1/n(x), x) ∩ A1) \ {x} , n ∈ N .

Фiксуємо для кожного n ∈ N надрiз αn : I → R2 областi W1 у точцi xn (тобто
просту неперервну криву, для якої αn(0) = xn i αn((0, 1]) ⊂ W1).

Справедливе наступне твердження.

Лема 13.3.2 Iснує сiм’я розрiзiв {βn : I → R2}∞n=2 областi W1, яка задоволь-
няє наступнi вимоги:
(i) розрiз βn з’єднує точки xn i xn+1, n ≥ 2;
(ii) βn(I) ⊂ U1/(n−1)(x), n ≥ 2;
(iii) для кожного n ≥ 2 iснує τn > 0, таке що α2([0, τ2]) ⊂ β2(I) i αn([0, τn]) ⊂

(βn−1(I) ∩ βn(I)), n ≥ 3.

Доведення. З Твердження 13.1.5 слiдує, що

K(U1/(n+1)(x), x) ⊂ K(U1/n(x), x) ⊂ K(U1/n(x), x)

для всiх n ∈ N. Отже, xn, xn+1 ∈ K(U1/n(x), x), n ∈ N.
Застосуємо для кожного n ≥ 2 Теорему 13.1.6 до величин ε = 1/n, ε1 =

1/(n − 1), точок y1 = xn, y2 = xn+1 i надрiзiв αn, αn+1. Отримаємо послiдов-
нiсть {βn}∞n=2 розрiзiв областi W1 i двi послiдовностi додатних чисел {τ ′n}∞n=2,
{τ ′′n}∞n=2, якi зв’язанi спiввiдношеннями
(i) βn(I) ⊂ U1/(n−1)(x), n ≥ 2;
(ii) (αn([0, τ ′n]) ∪ αn+1([0, τ ′′n ])) ⊂ βn(I), n ≥ 2.

Припустимо, що τ2 = τ ′2, τn = min(τ ′n, τ
′′
n−1), n ≥ 3. Тодi послiдовностi {βn} i

{τn} вiдповiдають Лемi 13.3.2. �

Нехай {βn}∞n=2 i {τn}∞n=2 — сiм’ї розрiзiв i, вiдповiдно, параметрiв з Ле-
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ми 13.3.2. З цiєї леми слiдує, що для кожного n ≥ 2

αn(τn) ∈ U1/(n−1)(x)

i точки αn(τn) та αn+1(τn+1) мiстяться у спiльнiй компонентi зв’язностi множи-
ни U1/(n−1)(x)∩W1. Отже, точки αn(τn) i αn+1(τn+1) можна з’єднати у множинi
U1/(n−1)(x) ∩W1 простою ламаною лiнiєю Jn зi скiнченною кiлькiстю ланок
(див. [46], теорема V.6.3). Позначимо

Qn =
n⋃
k=2

Jk , A =
∞⋃
n=2

Qn =
∞⋃
n=2

Jn .

Очевидно, множина Qn є зв’язною i замкненою для кожного n ≥ 2. Тому
множина A зв’язна, оскiльки може бути представлена як об’єднання зв’язних
множин, що мають спiльну точку α2(τ2).

Оскiльки A \Qn ⊂ U1/(n−1)(x), n ≥ 2, то A = A∪ {x}. Множина A зв’язна,
тому що вона є замиканням зв’язної множини, i за побудовою A \ {x} ⊂ W1.

Подальше доведення базується на наступному твердженнi (див. [46], тео-
рема VI.14.3).

Лема 13.3.3 Нехай a ∈ R2 i A є об’єднанням послiдовностi вiдрiзкiв, xnyn,
таких що xn → a, yn → a. Тодi якщо точки a та b (b 6= a) належать
спiльнiй компонентi зв’язностi множини A, то iснує проста дуга у A з
кiнцями в точках a i b.

З цiєї леми слiдує iснування простої неперервної кривої α : I → A, що
з’єднує точки x i α2(τ2). Оскiльки A\{x} ⊂ W1, то крива α є надрiзом областi
W1 у точцi x. �

13.4 Прикiнцевi зауваження

Теореми 13.2.9 i 13.3.1 можна переформулювати по iншому. Для цього роз-
глянемо iншу топологiю на двостороннiй пiдмножинi площини.
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Означення 13.4.1 Нехай (X, T ) — топологiчний простiр. Нехай {Uα}α∈A
— база вiдкритих множин у X.

Для кожного α ∈ A нехай {Vαβ}β∈B(α) — сiм’я всiх компонент зв’язностi
множини Uα.

Топологiю, яку породжують елементи сiм’ї {Vαβ}α∈A, β∈B(α) позначимо
LC(X, T ) (або LC(X), якщо початкова топологiя на X зрозумiла з кон-
тексту).

Зауваження 13.4.2 Цю топологiю неформально характеризує така вла-
стивiсть: для кожної вiдкритої пiдмножини W простору (X, T ) всi ком-
поненти зв’язностi W вiдкритi в топологiї LC(X, T ).

Бiльш того, як видно з Означення 13.4.1, LC(X, T ) є найбiльш слабкою
топологiєю на X, яка вiдповiдає цiй властивостi.

Отже, це альтернативне означення топологiї LC(X, T ).

Зауваження 13.4.3 Можна легко перевiрити, що простiр (X, T ) є локаль-
но зв’язним тодi й лише тодi, коли топологiї T та LC(X, T ) збiгаються.

Використовуючи Означення 13.4.1, можна сформулювати теореми 13.2.9
i 13.3.1 у наступнiй формi.

Теорема 13.4.4 ([52]) Нехай K — двостороння пiдмножина площини. Як-
що множини A1 i A2 є щiльними у K у топологiї LC(K), то K є простою
замкненою кривою.

Теорема 13.4.5 Нехай K — проста пiдмножина площини. Тодi множини
A1 i A2 замкненi у топологiї LC(K).

Для спецiального класу просторiв топологiя LC(X, T ) згадується у [47],
роздiл 6, пiдроздiл 49.VII (див. також [108]).

А саме, нехай (X, ρ) — метричний простiр, що вiдповiдає наступнiй вла-
стивостi: для довiльних a, b ∈ X iснує зв’язна пiдмножина A ⊂ X мака що
a, b ∈ A i

diamA = sup
x,y∈A

ρ(x, y) <∞ .
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Тодi коректно означена i є метрикою так звана вiдносна вiдстань

ρr : X ×X → R+ ,

ρr(a, b) = inf{diamA | a, b ∈ A i A зв’язна} .

Твердження 13.4.6 Топологiя, iндукована метрикою ρr збiгається з то-
пологiєю LC(X).

Доведення. Фiксуємо x ∈ X. Для ε > 0 позначимо через X(Uε(x), x) компо-
ненту зв’язностi точки x у множинi Uε(x).

Тодi у вiдповiдностi з Означенням 13.4.1 сiм’я {X(Uε(x), x)}ε>0 утворює
базу вiдкритих околiв точки x у топологiї LC(X).

З iншого боку, позначимо

V r
ε (x) = {y ∈ X | ρr(x, y) < ε}

для кожного ε > 0.
Легка безпосередня перевiрка дає нерiвностi

V r
ε/3(x) ⊆ X(Uε(x), x) ⊆ V r

3ε(x)

для всiх ε > 0. �
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Роздiл 14

Представлення компактних
пiдмножин Rn

14.1 Структура множини Mn
k

Дамо iнше означення множини Mn
k . Застосуємо для цього трiйкову систему

числення.

Вiдомо, що у трiйковiй системi числення кожне число u ∈ I може бути
представлене у виглядi послiдовностi {ui}i∈N елементiв множини {0, 1, 2} так,
що виконується рiвнiсть

u =
∑
i∈N

3−iui .

Така послiдовнiсть називається трiйковим зображенням u. Трiйкове зобра-
ження не завжди єдине (насправдi їх не бiльше двох).

Точка x = (x1, . . . , xn) ∈ In може бути представлена за допомогою n по-
слiдовностей {xjr}r∈N, j ∈ {1, . . . , n} чисел з множини {0, 1, 2}. Будемо запи-
сувати таке зображення наступним чином x =

(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
.

Нехай i ∈ N, Ai = {0, 1, 2}n×i. Елемент α ∈ Ai будемо записувати у виглядi
α =

(
(α1

r), . . . , (α
n
r )
)
, αjr ∈ {0, 1, 2}, j ∈ {1, . . . , n}, r ∈ {1, . . . , i}.

Одиничний куб In розбивається на 3ni кубiв, вершини яких належать до
множини {s/3i}3i

s=0, а ребра паралельнi координатним осям i мають довжину
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3−i. Назвемо елементи цього розбиття кубами рангу i.
Елементам α =

(
(α1

r), . . . , (α
n
r )
)
множини Ai можна зiставити елементи

множини кубiв рангу i за наступним правилом

Ii,α = {x =
(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
∈ In | xjr = αjr ∀j = 1, . . . , n, r = 1, . . . , i} .

Iнакше це можна записати таким чином:

Ii,α =
n∏
j=1

[bj, bj + 3−i] , де bj =
i∑

r=1

3−rαjr .

Зрозумiло, що така вiдповiднiсть елементiв множини Ai i кубiв рангу i є
бiєктивною.

Нехай |A| позначає потужнiсть множини A.
Безпосередня перевiрка показує для кожного i ∈ N куб Ii,α рангу i мiсти-

ться в множинi Mn
k (i) тодi й лише тодi, коли

∣∣{j | (αjr = 0) ∨ (αjr = 2)}
∣∣ ≥ (n− k) для кожного r ∈ {1, . . . , i} .

Отже, x ∈ Mn
k (i) тодi й тiльки тодi, коли iснує трiйкове зображення x =(

(x1
r), . . . , (x

n
r )
)
, для якого

∣∣{j | (xjr = 0) ∨ (xjr = 2)}
∣∣ ≥ (n− k) для кожного r ∈ {1, . . . , i} . (14.1.1)

Позначимо через N n
s сiм’ю всiх пiдмножин J множини {1, . . . , n}, таких

що |J | = s. Тодi зi спiввiдношення (14.1.1) слiдує таке твердження: x ∈Mn
k (i)

тодi й лише тодi, коли iснують трiйкове зображення x =
(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
i

J(r) ∈ N n
n−k, r = 1, . . . , i, якi вiдповiдають умовi

xjr = 0 або xjr = 2 для всiх j ∈ J(r) i r = 1, . . . , i . (14.1.2)

Внаслiдок цього x ∈Mn
k тодi й лише тодi, коли iснують трiйкове зображення

x =
(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
i J(i) ∈ N n

n−k, такi що xji = 0 або xji = 2 для кожного
j ∈ J(i), i ∈ N.
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Скажемо, що x ∈ Mn
k має скiнченний порядок, якщо iснують трiйкове

зображення x =
(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
i m ∈ N, якi вiдповiдають наступнiй умовi:

∃J ∈ N n
n−k : (xjr = 0) ∨ (xjr = 2) ∀j ∈ J, i ≥ m. (14.1.3)

Назвемо порядком x ∈Mn
k найменше m, що вiдповiдає умовi (14.1.3), якщо x

має скiнченний порядок, або ∞ у протилежному випадку. Порядок x будемо
позначати ord(x).

Для кожного i ∈ N означимо

Cn
k (i) = {x ∈Mn

k | ord(x) ≤ i} .

Очевидно, Cn
k (i) ⊂ Cn

k (i+ 1), i ∈ N.

Доведемо, що всi множини Cn
k (i), i ∈ N, компактнi.

Нехай J = {j1, . . . , js} ∈ N n
s i a = (a1, . . . , as) ∈ Rs. Позначимо через lJ(a)

перетин In з (n− s)-вимiрною площиною

{x = (x1, . . . , xn) | xj1 = a1, . . . , xjs = as} .

Легко бачити, що множина lJ(a) гомеоморфна In−s.

Безпосередня перевiрка показує, що

Cn
k (1) =

⋃
J∈Nnn−k

⋃
a∈Cn−k

lJ(a) , (14.1.4)

де Cn−k — добуток n − k примiрникiв множини Кантора C. Ця множина
представлена у виглядi скiнченного об’єднання пiдмножин, гомеоморфних
Cn−k × Ik, отже є компактом.

Нехай тепер i > 1 i α =
(
(α1

r), . . . , (α
n
r )
)
∈ Ai. Розглянемо афiнне вiдобра-

ження ψi,α : In → Ii,α, яке зiставляє точцi x =
(
(x1

r), . . . , (x
n
r )
)
∈ In точку
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y =
(
(y1
r), . . . , (y

n
r )
)
за правилом

yjr =

αjr, якщо r ≤ i,

xjr−i, якщо r > i.

Легко бачити, що

Cn
k (i) =

⋃
α∈Ai;Ii,α⊂Mn

k (i)

ψi,α(Cn
k (1)) , (14.1.5)

отже є скiнченним об’єднанням компактiв, кожен з яких гомеоморфний Cn
k (1).

Оскiльки dimCn
k (1) = k, то з Тверджень 1.4.2 i 1.4.3 слiдує, що

dimCn
k (i) = k для кожного i ∈ N . (14.1.6)

Означимо
Cn
k =

⋃
i∈N

Cn
k (i) = {x ∈Mn

k | ordx <∞} ,

F n
k = Mn

k \ Cn
k = {x ∈Mn

k | ordx =∞} .

Тодi Cn
k i F n

k є вiдповiдно Fσ i Gδ пiдмножинами Mn
k . Неважко перевiрити,

що обидвi пiдмножини всюди щiльнi у Mn
k .

Твердження 14.1.1 dimCn
k = k.

Доведення. Це прямий наслiдок спiввiдношення (14.1.6) i Твердження 1.4.3.
�
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14.2 k-вимiрнi компактнi пiдмножини Rn, якi мi-

стять множину, гомеоморфну Ik, та їх пред-

ставлення

Нехай X — k вимiрна компактна пiдмножина Rn i f — вкладення X у Mn
k .

Означимо
X1(f) = f(X) ∩ Cn

k , X2(f) = f(X) ∩ F n
k .

Пара X(f) = (X1(f), X2(f)) називається представленням множини X, ассо-
цiйованим iз вкладенням f .

Теорема 14.2.1 (С. Максименко, М. Панков, Є. Полулях, див. [53])
Нехай X є k-вимiрною компактною пiдмножиною Rn i iснує представлення
X(f) множини X, для якого dimX1(f) = k.

Тодi X мiстить пiдмножину, що гомеоморфна Ik.

Доведення цiєї теореми спирається на наступну лему.

Лема 14.2.2 Нехай Y є k-вимiрною компактною пiдмножиною Cn
k (1).

Тодi Y мiстить пiдмножину, що гомеоморфна Ik.

Доведення. Для кожного J ∈ N n
n−k означимо

CJ =
⋃

a∈Cn−k
lJ(a) .

Спiввiдношеняя (14.1.4) показує, що

Cn
k (1) =

⋃
J∈Nnn−k

CJ .

Нехай YJ = Y ∩ CJ . Тодi
Y =

⋃
J∈Nnn−k

YJ .
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Для кожного J ∈ N n
n−k множина YJ є компактом i внаслiдок Теореми 1.4.4

iснує J ∈ N n
n−k, для якого dimYJ = k.

Доведемо, що множина YJ мiстить пiдмножину, гомеоморфну Ik. Роз-
глянемо проекцiю pr множини YJ на (n − k)-вимiрну координатну площи-
ну, породжену осями xj1 , . . . , xjn−k , де {j1, . . . , jn−k} = J . Легко бачити, що
pr(YJ) ⊂ Cn−k i вiдображення pr : Yj → Cn−k замкнене. Нагадаємо, що
dimCn−k = 0, отже внаслiдок Теореми 1.4.5 iснує y ∈ Cn−k ⊂ Rn−k, таке
що dim pr−1(y) = k. Оскiльки pr−1(y) ⊂ lJ(y) i lJ(y) гомеоморфна Ik, то з рiв-
ностi dim pr−1(y) = k слiдує, що внутрiшнiсть пiдмножини pr−1(y) простору
lJ(y) непорожня, тобто pr−1(y) мiстить пiдмножину, що гомеоморфна Ik. �

Доведення Теореми 14.2.1. Кожне Cn
k (i) може бути представлене, як скiн-

ченне об’єднання пiдмножин, що гомеоморфнi Cn
k (1), див. рiвнiсть (14.1.5),

отже
Cn
k =

⋃
i∈N

Cn
k (i) =

⋃
s∈N

Cs ,

де кожна множина Cs гомеоморфна Cn
k (1). Нехай Ys = Y ∩Cs. Тодi Y =

⋃
i∈N Yi

i Теорема 1.4.4 гарантує iснування iндекса i ∈ N, для якого dimYi = k.
Для завершення доведення Теореми лишається застосувати Тверджен-

ня 1.4.2 i Лему 14.2.2. �
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Роздiл 15

Iтерацiйна стiйкiсть центра
Бiркгофа динамiчної системи

Вiдомо, що при переходi вiд динамiчної системи з дискретним часом, що по-
роджена гомеоморфiзмом g топологiчного простору на себе, до системи, що
породжена деякою його iтерацiєю gn = g ◦ . . . ◦ g, неблукаюча множина може
змiнюватись. Приклади такої поведiнки наведено у роботах [109], [110]. З iн-
шого боку, множини рекурентних точок (див. [111]), ланцюгово рекурентних
точок (див. [112]) i граничнi множини не змiнюються, коли ми переходимо вiд
g до gn. Виникає природне запитання, що вiдбувається при такому переходi
з центром Бiркгофа динамiчної системи.

Ми доводимо, що при переходi вiд динамiчної системи, що породжена го-
меоморфiзмом Хаусдорфового топологiчного простору на себе, до системи,
породженої деякою iтерацiєю цього гомеоморфiзму, центр Бiркгофа не змi-
нюється.

15.1 Неблукаючi множини i iтерацiї гомеомор-

фiзмiв

Лема 15.1.1 Нехай g : X → X — гомеоморфiзм. Тодi Ω(gn) ⊆ Ω(g) для
кожного n ∈ N.
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Доведення. Нехай x ∈ Ω(gn) i Ux — довiльний окiл x. Тодi за означенням
знайдеться l ∈ Z \ {0}, для якого (gn)l(Ux) ∩ Ux = gnl(Ux) ∩ Ux 6= ∅. Отже,
x ∈ Ω(g), оскiльки окiл Ux довiльний i N(Ux) = nl ∈ Z \ {0}. �

Нижче ми доведемо наступну теорему i використаємо її для доведення
iтерацiйної стiйкостi центра Бiркгофа.

Теорема 15.1.2 Нехай простiр X є Хаусдорфовим. Тодi для кожного гомео-
морфiзму g : X → X i для n ≥ 2 виконується рiвнiсть Int(Ω(g)\Ω(gn)) = ∅.

Наслiдок 15.1.3 Якщо Ω(g) = X, то Ω(gn) = Ω(g) = X для всiх n ≥ 2.

Доведення. Оскiльки множина Ω(gn) замкнена, то множина Ω(g) \ Ω(gn) =

X \ Ω(gn) вiдкрита в X. Але по Теоремi 15.1.2 вона не має внутрiшнiх точок
в X. Отже X \ Ω(gn) = ∅. �

Для доведення Теореми 15.1.2 нам будуть потрiбнi деякi додатковi поняття
i допомiжнi результати.

Означення 15.1.4 Скажемо, що точка x зачеплена з точкою y пiд дiєю
гомеоморфiзму g, якщо для як завгодно малих околiв Vx та Vy точок x i y,
вiдповiдно, iснує t ∈ Z \ {0}, для якого gt(Vx)) ∩ Vy 6= ∅. Iнакше кажучи, g-
орбiта довiльного околу точки x перетинається з довiльним околом точки
y.

Якщо при цьому число t завжди можна вибрати додатним (вiд’ємним),
то точка x називається ω-зачепленою (α-зачепленою) з y.

Приклад 15.1.5 Неблукаюча точка зачеплена сама з собою.

Лема 15.1.6 Нехай простiр X є Хаусдорфовим, g : X → X — гомеоморфiзм
i нехай x ∈ Ω(g) \ Ω(gn).

Тодi iснує k ∈ {1, . . . , n}, таке що точка x зачеплена з gk(x) пiд дiєю gn.

Зауваження 15.1.7 Очевидно, для того, щоб точки x i gk(x) були заче-
пленi пiд дiєю g досить, щоб виконувалась наступна умова: для довiльного
околу U точки x iснує N 6= k таке, що U ∩ gk−N(U) 6= ∅.
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Доведення леми 15.1.6. Припустимо, що x ∈ Ω(g) \ Ω(gn).
Оскiльки x /∈ Ω(gn), то iснує окiл W точки x, такий що W ∩ gnM(W ) = ∅

для всiх M ∈ Z.
Нехай U — деякий окiл точки x, який мiститься у W . З одного боку x ∈

Ω(g), тому iснує m ∈ Z \ {0}, для якого U ∩ gm(U) 6= ∅. З iншого боку
U ⊂ W , отже m 6≡ 0 mod n i iснують s ∈ {1, . . . , n − 1} та N ∈ Z, для яких
U ∩ gs−nN(U) 6= ∅. Очевидно, s− nN 6= 0.

Нехай тепер U та V — околи точки x, такi що V ⊂ U ⊂ W . Нехай для
чисел s = s(V ) ∈ {1, . . . , n− 1} i N = N(V ) ∈ Z виконується спiввiдношення
V ∩ gs−nN(V ) 6= ∅. Очевидно, тодi U ∩ gs−nN(U) 6= ∅.

Нарештi, нехай {Uα}α∈A — деяка база околiв точки x (кожен окiл V точки
x мiстить деякий окiл Uα, α = α(V ) ∈ A). Не обмежуючи загальнiсть мiрку-
вань можемо вважати, що Uα ⊂ W для всiх α ∈ A. Тодi для кожного α ∈ A
знайдуться s(α) ∈ {1, . . . , n − 1} i N(α) ∈ Z, для яких виконується рiвнiсть
Uα ∩ gs(α)−nN(α)(U) 6= ∅.

Позначимо Ai = {α ∈ A | s(α) = i}. Легко перевiрити, що оскiльки множи-
на {1, . . . , n− 1} скiнченна, то iснує k ∈ {1, . . . , n− 1}, таке що сiм’я {Uα}α∈Ak
є базою околiв точки x.

Внаслiдок цього для кожного околу U точки x знайдеться α ∈ Ak, для
якого x ∈ Uα ⊂ U . Отже U ∩ gk−nN(α)(U) 6= ∅. З довiльностi вибору околу U
слiдує, що x i gk(x) зачепленi пiд дiєю gn (див. Зауваження вище). �

Нехай g : X → X — гомеоморфiзм, n ≥ 2 i K = {k1, . . . , ks} — скiнченна
послiдовнiсть чисел, не обов’язково попарно рiзних, таких що ki ∈ {0, . . . , n−
1}, i = 1, . . . , s.

Означення 15.1.8 Скажемо, що точка x ∈ K є K-зачепленою пiд дiєю
гомеоморфiзму gn, якщо для кожного околу U точки x знайдуться такi
цiлi числа N1, . . . , Ns вiдмiннi вiд 0, що

U ∩
s⋂
i=1

gki−nNi(U) 6= ∅ .
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Зауваження 15.1.9 K-зачепленiсть точки x пiд дiєю gn означає, що x од-
ночасно зачеплена з точками gk1(x), . . . , gks(x).

Якщо 0 ∈ K, то x зачеплена пiд дiєю gn з собою, тобто x ∈ Ω(gn).

Лема 15.1.10 Нехай простiр X — Хаусдорфiв, x ∈ Int(Ω(g) \ Ω(gn)) i K =

{k1, . . . , ks} — скiнченна послiдовнiсть чисел, таких що ki ∈ {0, . . . , n − 1},
i = 1, . . . , s.

Припустимо, що точка x є K-зачепленою пiд дiєю gn. Тодi знайдеться
таке k′ ∈ {1, . . . , n− 1}, що x є K ′-зачепленою пiд дiєю gn, де

K ′ = {k1, . . . , ks, k
′, k1 + k′, . . . , ks + k′} (mod n)

i всi суми беруться по модулю n.

Доведення. Нехай U — деякий окiл точки x. Оскiльки множина Int(Ω(g) \
Ω(gn)) є вiдкритою, не обмежуючи загальнiсть можна вважати, що U ⊂
Int(Ω(g) \ Ω(gn)).

Нехай N1, . . . , Ns — такi цiлi числа, вiдмiннi вiд 0, що виконується нерiв-
нiсть

V0 = U ∩
s⋂
i=1

gki−nNi(U) 6= ∅ .

Тодi V0 ⊂ U ⊂ Int(Ω(g) \ Ω(gn)). Нехай y ∈ V0.
Легко бачити, що орбiта точки y пiд дiєю g не є перiодичною, оскiльки

y /∈ Ω(gn). Отже скориставшись тим, що простiр X є Хаусдорфовим, можемо
знайти такий вiдкритий окiл V точки y, що V ⊂ V0 i V ∩ gr(V ) = ∅ для всiх
r 6= 0, для яких виконується нервнiсть

|r| ≤ 2n

(
max

i∈{1,...,s}
|Ni|+ 2

)
. (15.1.1)

Скористаємось Лемою 15.1.6 (див. також Зауваження 15.1.7) i знайдемо
числа k′ ∈ {1, . . . , n− 1} i M ∈ Z, такi що V ∩ gk′−nM(V ) 6= ∅. Тодi

∅ 6= V0 ∩ gk
′−nM(V0) = U ∩

s⋂
i=1

gki−nNi(U) ∩ gk′−nM(U) ∩
s⋂
i=1

g(ki+k
′)−n(Ni+M)(U) .
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Нехай [·] i {·} позначають цiлу i дробову частину числа, вiдповiдно. Тодi
для кожного i ∈ {1, . . . , s} маємо

(ki + k′)− n(Ni +M) = n

([
ki + k′

n

]
+

{
ki + k′

n

})
− n(Ni +M)

=
(
ki + k′ (mod n)

)
− n

(
Ni +M −

[
ki + k′

n

])
.

Позначимо

k′i = ki + k′ (mod n) , Mi =

(
Ni +M −

[
ki + k′

n

])
.

Тодi

∅ 6= U ∩
s⋂
i=1

gki−nNi(U) ∩ gk′−nM(U) ∩
s⋂
i=1

gk
′
i−nMi(U)

i, оскiльки Ni 6= 0 при i = {1, . . . , s}, то для завершення доведення нам досить
показати, що всi числа M,M1, . . . ,Ms вiдмiннi вiд нуля.

Нехай i ∈ {1, . . . , s}. Очевидно, що |ki+k′| < 2n. Тому |Mi| ≥ |Ni+M |−1 ≥
|M | − |Ni| − 1.

З iншого боку, оскiльки k′ − nM 6= 0, то зi спiввiдношення (15.1.1) отри-
маємо |k′ − nM | > 2n

(
maxi∈{1,...,s} |Ni|+ 2

)
. Тому

n(|M |+ 1) > |nM |+ |k′| > |k′ − nM | > 2n

(
max

i∈{1,...,s}
|Ni|+ 2

)
> 2n(|Ni|+ 2) ,

отже |M | > 2|Ni|+ 3 > 0, внаслiдок чого |Mi| > |Ni|+ 2 > 0. �

Доведення Теореми 15.1.2. Нехай x ∈ Int(Ω(g) \ Ω(gn)). Тодi згiдно Ле-
мi 15.1.6 (див. також Зауваження 15.1.7) iснує таке k1 ∈ {1, . . . , n − 1}, що
точка x є K1-зачепленою пiд дiєю gn, де K1 = {k1}.

З Леми 15.1.10 слiдує iснування такого k2 ∈ {1, . . . , n − 1}, що x є K2-
зачепленою пiд дiєю gn, де

K2 = {k1, k2, k1 + k2} (mod n)
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i сума k1 + k2 береться по модулю n.

Аналогiчно, iснує k3 ∈ {1, . . . , n− 1}, таке що x є K2-зачепленою пiд дiєю
gn, де

K3 = {k1, k2, k1 + k2, k3, k1 + k3, k2 + k3, k1 + k2 + k3} (mod n)

i всi суми беруться по модулю n. Помiтимо, що елементами послiдовностi K3

є суми всiх непорожнiх пiдпослiдовностей послiдовностi {k1, k2, k3}, взятi по
модулю n.

Аналогiчнi мiркування на s-му кроцi приводять до числа ks ∈ {1, . . . , n−
1}, послiдовностi {k1, . . . , ks}, а також послiдовностi Ks, елементами якої є
суми всiх непорожнiх пiдпослiдовностей послiдовностi {k1, . . . , ks}, взятi по
модулю n. Причому точка x є Ks-зачепленою пiд дiєю gn.

Тодi для досить великого s iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {k1, . . . , ks}
довжини n, всi елементи якої однаковi. Сума цiєї пiдпослiдовностi по моду-
лю n дорiвнює нулю i є елементом послiдовностi Ks. Отже, послiдовнiсть Ks

мiстить 0 i x ∈ Ω(gn) (див. Зауваження 15.1.9).

Отримана суперечнiсть завершує доведення. �

15.2 Iтерацiйна стiйкiсть центра Бiркгофа

Вiдомо, що для повних метричних просторiв центр Бiркгофа збiгається з
замиканням множини точок стiйких за Пуасоном, отже зберiгається при пе-
реходi вiд гомеоморфiзму до деякої його iтерацiї. У загальному випадку, для
неповних метричних просторiв центр Бiркгофа може i не збiгатися з замика-
нням множини точок стiйких за Пуасоном (див. [49]).

Виявляється, що не дивлячись на iтерацiйну нестiйкiсть неблукаючої мно-
жини, центр Бiркгофа динамiчної системи зберiгається при переходi вiд вiд-
ображення, що її породжує, до його iтерацiї.

Теорема 15.2.1 (I. Ю. Власенко, Є. О. Полулях, див. [51], [55]) Для
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кожного гомеоморфiзму g : X → X Хаусдорфового топологiчного просто-
ру X виконується рiвнiсть BC(gn) = BC(g).

Доведення цiєї теореми спирається на Наслiдок 15.1.3 i двi леми, якi ми
зараз розглянемо.

Лема 15.2.2 BC(fn) ⊆ BC(f) для кожного n ∈ N.

Лема 15.2.3 Нехай g : X → X — гомеоморфiзм. Якщо пiдпростiр A ⊂ X є
iнварiантним вiдносно g, тобто g(A) = A, то BC(g|A) ⊆ BC(g).

Перед тим, як доводити леми, вiдмiтимо одне просте твердження.

Твердження 15.2.4 (див. [86]) Нехай g : X → X — гомеоморфiзм i пiд-
простiр A ⊂ X є iнварiантним вiдносно g. Тодi Ω(g|A) ⊆ Ω(g).

Доведення. Нехай x ∈ Ω(g|A) i V ⊂ X — деякий окiл точки x в X. Оскiльки
U = V ∩ A є околом точки x в A i точка x є неблукаючою для (A, g|A),
то iснує m ∈ Z \ {0}, для якого U ∩ gm∣∣

A
(U) 6= ∅. Але тодi V ∩ gm(V ) ⊃

(V ∩ A) ∩ gm(V ∩ A) 6= ∅. �

Доведення леми 15.2.2. Нехай простiр X i вiдображення g вiдповiдають
умовам Леми. Фiксуємо n ∈ N.

Нагадаємо, що при побудовi центра Бiркгофа динамiчної системи (X, g)

виникає сiм’я її замкнених iнварiантних пiдмножин, поiндексованих за допо-
могою ординалiв:

Ω(g) = Ω1(g) ⊇ Ω2(g) ⊇ · · · ⊇
⊇ Ωω(g) ⊇ Ωω+1(g) ⊇ · · · .

(15.2.1)

Ця сiм’я впорядкована за включенням. При цьому за побудовою спiввiд-
ношення

Ωα(g) ⊇ Ωβ(g) та α ≤ β

рiвносильнi, а множина iндексiв сiм’ї (15.2.1) приймає значення в класi орди-
налiв Ξ.
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Аналогiчно, для динамiчної системи (X, gn) розглянемо сiм’ю

Ω(gn) = Ω1(gn) ⊇ Ω2(gn) ⊇ · · · ⊇
⊇ Ωω(gn) ⊇ Ωω+1(gn) ⊇ · · · .

(15.2.2)

Вона має за побудовою тi ж властивостi, що й сiм’я (15.2.1).
Скористаємося трансфiнiтною iндукцiєю для доведення того, що

Ωλ(g) ⊇ Ωλ(g
n) ∀λ ∈ Ξ . (15.2.3)

База iндукцiї. Нехай λ = 1. Тодi спiввiдношення

Ω1(g) = Ω(g) ⊇ Ω(gn) = Ω1(gn)

Слiдує з Леми 15.1.1.

Крок iндукцiї. Нехай λ ∈ Ξ. Припустимо, що для всiх α < λ справедлива
нерiвнiсть Ωα(g) ⊇ Ωα(gn).

Розглянемо два випадка.
(i) Для елемента λ iснує попереднiй елемент λ̂ < λ, тобто для довiльного

β ∈ Ξ або β ≤ λ̂, або β ≥ λ.
Для спрощення позначень покладемо X = Ωλ̂(g) i X ′ = Ωλ̂(g

n). Цi мно-
жини iнварiантнi вiдносно g i за припущенням iндукцiї X ⊇ X ′. Внаслiдок
цього

Ωλ(g) ≡ Ω(g|X)
Твердж. 15.2.4

⊇ Ω(g|X′)
Лема 15.1.1
⊇ Ω(gn

∣∣
X′

) ≡ Ωλ(g
n) .

(ii) Елемент λ не має попереднього.
Тодi за побудовою

Ωλ(g) =
⋂
β<λ

Ωβ(g) ⊇
⋂
β<λ

Ωβ(gn) = Ωλ(g
n) .

Ця нерiвнiсть випливає з включень Ωβ(g) ⊇ Ωβ(gn), β < λ.
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Отже, спiввiдношення (15.2.3) справедливо по iндукцiї.
Нехай λ, λ′ ∈ Ξ — глибина центрiв динамiчних систем (X, g) i (X, gn), вiд-

повiдно. Позначимо β = max(λ, λ′). Тодi BC(g) = Ωβ(g) ⊇ Ωβ(gn) = BC(gn).
�

Доведення Леми 15.2.3. Воно майже дослiвно повторює мiркування дове-
дення Леми 15.2.2 лише з тiєю рiзницею, що замiсть gn потрiбно розглянути
звуження g|X′ , а замiсть посилання на Лему 15.1.1 про те, що Ω(g) ⊇ Ω(gn)

треба скористатися Твердженням 15.2.4, яке говорить, що Ω(g) ⊇ Ω(g|X′).
Деталi ми лишаємо читачевi. �

Доведення Теореми 15.2.1. Розглянемо обмеження гомеоморфiзма g на
свiй центр Бiркгофа BC(g), який ми позначимо для простоти B. Оскiльки
B = Ω(g|B), то B = BC(g|B). Крiм того по Теоремi 15.1.2 маємо Ω(gn

∣∣
B

) = B,
отже B = BC(gn

∣∣
B

). Таким чином

B = BC(g|B)
Насл. 15.1.3

= BC(gn
∣∣
B

)
Лема 15.2.3
⊆ BC(gn)

Лема 15.2.2
⊆ B .

Внаслiдок цього BC(gn) = B = BC(g). �
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Роздiл 16

Про вкладення фазових просторiв
динамiчних систем Понтрягiна у
двовимiрнi поверхнi

16.1 Деякi властивостi розшарувань Понтрягi-

на

Твердження 16.1.1 Нехай ξ = (N, p, S1) i Tt : N → N — вiдповiдно роз-
шарування Понтрягiна i спецiальний потiк, побудованi по гомеоморфiзму
f : Γ→ Γ.

Нехай U — власна вiдкрита пiдмножина S1. Тодi iснує тривiалiзацiя ϕ :

U×Γ→ p−1(U) розшарування ξ над U (гомеоморфiзм, для якого виконується
рiвнiсть pr1 = p ◦ ϕ, де pr1 : U × Γ→ U — проекцiя).

Якщо множина U додатково є зв’язною, то кожна тривiалiзацiя ϕ роз-
шарування ξ над U вiдповiдає такiй властивостi: для кожної множини
U × {x}, x ∈ Γ, iснує орбiта потоку Tt, яка мiстить множину ϕ(U × {x}).

Доведення. Нехай U — вiдкрита власна пiдмножина S1.
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Спочатку припустимо, що h(0) /∈ U . Позначимо

W0 = S1 \ {h(0)} = I \ {0, 1} = (0, 1) (16.1.1)

З означення ξ i з комутативної дiаграми (1.8.2) легко слiдує, що вiдображення

ψ0 = H|W0×Γ
: W0 × Γ→ H(W0 × Γ) = p−1(W0)

є тривiалiзацiєю ξ над W0, зокрема p ◦ ψ0 = pr1 : W0 × Γ→ W0.

Тодi зважаючи на те, що U ⊂ W0 за попереднiм припущенням, вiдобра-
ження ϕ = ψ0

∣∣
U×Γ

= H|U×Γ
є тривiалiзацiєю ξ над U .

Нехай тепер h(0) ∈ U . Оскiльки за умовами твердження U 6= S1, то зна-
йдеться τ ∈ (0, 1), таке що s = h(τ) /∈ U .

Легко бачити, що для кожного t ∈ R вiдображення Tt : N → N разом
з вiдображенням Rt : S1 → S1, Rt(h(u)) = h(u + t mod 1), u ∈ [0, 1), дають
iзоморфiзм розшарування ξ на себе (обернений морфiзм задається парою вiд-
ображень (T−t, R−t)).

Позначимо
Wτ = S1 \ {h(τ)} = Rτ (W0) . (16.1.2)

Тодi p−1(Wτ ) = Tτ (p
−1(W0)).

Нехай R−τ × idΓ : S1 × Γ→ S1 × Γ,

R−τ × idΓ : (u, x) 7→ (R−τ (u), x) , (u, x) ∈ S1 × Γ .

Зрозумiло, що це вiдображення є гомеоморфiзмом iR−τ×idΓ(Wτ×Γ) = W0×Γ.

Розглянемо вiдображення

ψτ = Tτ ◦ ψ0 ◦ (R−τ × idΓ)
∣∣
Wτ×Γ

: Wτ × Γ→ p−1(Wτ ) .
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Помiтимо, що

p ◦ ψτ = p ◦ Tτ ◦ ψ0 ◦ (R−τ × idΓ)
∣∣
Wτ×Γ

= Rτ ◦ p ◦ ψ0 ◦ (R−τ × idΓ)
∣∣
Wτ×Γ

= Rτ ◦ pr1 ◦(R−τ × idΓ)
∣∣
Wτ×Γ

= Rτ ◦R−τ ◦ pr1

= pr1 : Wτ × Γ→ Wτ .

Оскiльки U ⊂ Wτ , то вiдображення ϕ = ψτ
∣∣
U×Γ

: U × Γ → p−1(U) дає
потрiбну нам тривiалiзацiю ξ над U .

Зауважимо, що для тривiалiзацiї ψ0 надW0 за означенням потоку Tt кожна
множина ψ0(W0 × {x}), x ∈ Γ, мiститься у деякiй орбiтi Tt. З попереднiх
мiркувань легко слiдує, що аналогiчне твердження справедливе також для
кожного ψτ , τ ∈ [0, 1).

Нехай U — зв’язна вiдкрита власна пiдмножина S1, а ϕ : U × Γ→ p−1(U)

— деяка тривiалiзацiя ξ над U . Як i ранiше, знайдеться τ ∈ [0, 1), таке що
h(τ) /∈ U . Тодi U ⊂ Wτ i p−1(U) ⊂ p−1(Wτ ).

Розглянемо вiдображення θ = pr2 ◦ψ−1
τ ◦ϕ : U×Γ→ Γ. Тут pr2 : Wτ×Γ→ Γ

— проекцiя на другий множник.
Нехай x ∈ Γ. Оскiльки множина U×{x} зв’язна, то пiдмножина θ(U×{x})

множини Кантора Γ також зв’язна. Отже iснує y ∈ Γ, для якого ψ−1
τ ◦ ϕ(U ×

{x}) ⊂ Wτ × {y}. Але множина ψτ (Wτ × {y}) мiститься в деякiй орбiтi Tt.
Внаслiдок цього ϕ(U ×{x}) ⊂ ψτ (Wτ ×{y}) теж мiститься в деякiй орбiтi Tt.
�

Твердження 16.1.2 Нехай ξ = (N, p, S1) i Tt : N → N — тi ж, що й у
попередньому твердженнi.

Для довiльної простої замкненої кривої γ : S1 → N множина γ(S1) збi-
гається з однiєю з перiодичних орбiт потоку Tt.

Доведення. Нехай γ : S1 → N — проста замкнена крива. Доведемо спочатку,
що її образ γ(S1) є пiдмножиною деякої орбiти спецiального потоку Tt.

Нехай u ∈ S1, s = p ◦ γ(u) ∈ S1. Очевидно, знайдеться τ = τ(u) ∈ [0, 1),
таке що h(τ) 6= s. Тодi s ∈ Wτ . Оскiльки множина p−1(Wτ ) вiдкрита в N
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i простiр S1 локально зв’язний, то iснує зв’язний окiл U(u) ∈ S1 точки u,
такий що γ(U(u)) ⊂ p−1(Wτ ). Тодi pr2 ◦ψ−1

τ ◦ γ(U(u)) — зв’язна пiдмножина
множини Кантора Γ, отже iснує x ∈ Γ, для якого γ(U(u)) ⊂ ψτ (Wτ ◦ {x}).
Внаслiдок цього γ(U(u)) є пiдмножиною деякої орбiти потоку Tt.

Нехай v1, v2 ∈ S1. Очевидно набiр множин {U(u)}u∈S1 утворює вiдкрите
покриття зв’язного простору S1. Знайдеться скiнченний ланцюжок, утворе-
ний елементами цього покриття, що з’єднує v1 з v2 (див. [47]). Тобто знайде-
ться скiнченна послiдовнiсть u1, . . . , um ∈ S1, така що v1 ∈ U(u1), v2 ∈ U(um)

i U(ui) ∩ U(ui+1) 6= ∅ для кожного i ∈ {1, . . . ,m − 1}. Оскiльки рiзнi орбiти
потоку Tt не перетинаються i кожна з множини γ(U(ui)), i = 1, . . . ,m, мiсти-
ться в якiйсь орбiтi потоку Tt, то точки γ(v1) i γ(v2) належать до спiльної
орбiти названого потоку.

Внаслiдок довiльностi у виборi v1, v2 ∈ S1 множина γ(S1) мiститься в
деякiй орбiтi потоку Tt. Iншими словами, iснує z ∈ N , таке що γ(S1) ⊂⋃
t∈R Tt(z).

Зауважимо, що за вибором околiв U(u) для кожного u ∈ S1 iснує t(u) ∈ R,
таке що

γ(U(u)) ⊂
⋃

t∈(t(u),t(u)+1)

Tt(z) .

Запишемо орбiту точки z у виглядi Fz : R → N , Fz(t) = Tt(z), t ∈ R. Тодi
попереднє спiввiдношення перепишеться у виглядi γ(U(u)) ⊂ Fz(t(u), t(u)+1),
u ∈ S1.

Оскiльки S1 — компакт, то знайдеться скiнченне пiдпокриття покриття
{U(u)}u∈S1 . Отже iснують T1, T2 ∈ R, такi що γ(S1) ⊂ Fz([T1, T2]).

Припустимо, що Fz
∣∣

[T1,T2]
— iн’єктивне вiдображення.

Вiдомо, що вiдображення Fz неперервне. Оскiльки [T1, T2] — компакт, то
F̃ = Fz

∣∣
[T1,T2]

: [T1, T2] → Fz([T1, T2]) ⊂ N є вкладенням. Тому вiдображення

F̃−1 ◦ γ : S1 → [T1, T2] теж є вкладенням, що неможливо.

З цiєї суперечностi легко слiдує, що орбiта Fz перiодична i γ(S1) збiгається
з Fz(R). Подробицi ми залишаємо читачевi. �

Вiдомо, що унiверсальним накриваючим простором для кола S1 є пряма
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R. Нехай pr : R → S1 = I/{0, 1} — накриття, таке що pr−1(t) = t + Z для
кожного t ∈ [0, 1). Тодi згiдно з властивiстю пiдняття шляхiв для кожної
неперервної замкненої кривої α : S1 → S1 i точки τ ∈ pr−1(α(0)) однозначно
визначене пiдняття α̂ : I → R цiєї кривої в R, для якого α̂(0) = τ (див. [113]).

Поставимо у вiдповiднiсть кривiй α i точцi τ число π(α) = α̂(1) − α̂(0).
Нескладно перевiрити, що π(α) не залежить вiд вибору τ ∈ pr−1(α(0)).

Оскiльки крива α замкнена, то π(α) ∈ Z, причому це число залежить
тiльки вiд гомотопiчного класу [α] вiдображення α : S1 → S1.

Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна, γ : S1 → N — проста
замкнена крива, z = γ(0). Нехай Fz : R → N — орбiта точки z потоку Tt.
Згiдно з Твердженням 16.1.2 ця орбiта перiодична i Fz(R) = γ(S1). Нехай
n > 0 – мiнiмальний перiод точки z.

Твердження 16.1.3 n ∈ N i |π(p ◦ γ)| = n.

Доведення. Легко бачити, що за означенням для кожного w ∈ N i чисел
t1, t2 ∈ R рiвнiсть p ◦ Fw(t1) = p ◦ Fw(t2) виконується тодi й лише тодi, коли
t2 − t1 ∈ Z. Внаслiдок цього n ∈ N.

Оскiльки орбiта Fz перiодична, то для вiдображення Fz
∣∣

[0,n]
: [0, n] → N

iснує iн’єктивне неперервне фактор-вiдображення β : S1 ∼= [0, n]/{0, n} → N .
Безпосередньо з означення потоку Tt слiдує, що π(p ◦ β) = n.

З iншого боку, гомеоморфiзм β−1 ◦ γ : S1 → S1 iзотопний або тотожному
вiдображенню idS1 , або iнволюцiї σ : S1 → S1, σ(t) = 1− t, t ∈ [0, 1). Оскiльки
π залежить лише вiд гомотопiчного класу свого аргументу, то π(p ◦ γ) =

±π(p ◦ β). �

Твердження 16.1.4 Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна, по-
будоване по гомеоморфiзму f : Γ → Γ, а γ : S1 → N — проста замкнена
крива.

Знайдеться вiдкритий окiл W ⊂ N множини γ(S1), такий що для ко-
жної простої замкненої кривої γ1 : S1 → N справедливе спiввiдношення

π(p ◦ γ1) = 0 (mod |π(p ◦ γ)|) .
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Доведення. Нехай z = γ(0) ∈ N . Позначимо через Fz : R → N орбiту пото-
ку Tt, для якої z = Fz(0). Згiдно з Твердженням 16.1.2 ця орбiта перiодична
i Fz(R) = γ(S1). Нехай n > 0 – мiнiмальний перiод точки z. З Тверджен-
ня 16.1.3 слiдує, що n = |π(p ◦ γ)| ∈ N.

Нехай (τ, x) ∈ H−1(z) ⊂ I × Γ.

Розглянемо динамiчну систему (Γ, f). Зрозумiло, що точка x є перiоди-
чною з мiнiмальним перiодом n. Фiксуємо вiдкритий окiл U точки x, такий
що множини U, f(U), . . . , fn−1(U) попарно неперетиннi.

Нехай x̃ ∈ Γ — точка, для якої виконується спiввiдношення Of (x̃) ⊂⋃n−1
k=0 f

k(U). Вiдмiтимо, що fn(U)∩fk(U) = ∅ при k ∈ {1, . . . , n−1}, оскiльки
fn(U)∩fk(U) = f(fn−1(U)∩fk−1(U)) = ∅. Внаслiдок цього для кожного i ∈ Z
маємо f i(x̃) ∈ fk(U), де k = i (mod n).

Отже якщо точка x̃ перiодична з мiнiмальним перiодом m ∈ N, то m = 0

(mod n).

Позначимо

V =
(
fn−1(U) ∩ f−1(U)

)
∪
n−2⋃
k=0

fk(U) ,

W̃ = {0} × f(V ) ∪ {1} × V ∪
n−1⋃
k=0

(0, 1)× fk(U) .

Легко бачити, що множина W̃ вiдкрита в I × Γ i насичена, отже її образ
W = H(W̃ ) ⊂ N є вiдкритим околом множини Fz(R) = γ(S1).

Нехай γ1 : S1 → N — проста замкнена крива, така що γ1(S1) ⊂ W . З
Тверджень 16.1.2 i 16.1.3 слiдує, що Fw(R) = γ1(S1) i орбiта Fw : R → N

точки w = γ1(0) перiодична з мiнiмальним перiодом m = |π(p ◦ γ1)| ∈ N.

Нехай (s, y) ∈ H−1(w) ⊂ I × Γ. Тодi мiнiмальний перiод точки y вiдносно
динамiчної системи (Γ, f) дорiвнюєm. Оскiльки Fw(R) ⊂ W , тоH−1(Fw(R)) ⊂
W̃ i Of (y) ⊂ ⋃n−1

k=0 f
k(U). Внаслiдок цього m = 0 (mod n). �
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16.2 Основний результат

Твердження 16.2.1 Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна, X, Y
— Хаусдорфовi простори, а η = (X, q, S1) — деяке розшарування над колом.

Нехай Φ : N → Y i Ψ : X → Y — вкладення.
Припустимо, що γ : S1 → Y — проста замкнена крива, причому γ(S1) ⊂

Φ(N) ∩Ψ(X) i π(q ◦Ψ−1 ◦ γ) 6= 0.
Тодi iснує вiдкритий окiл W множини γ(S1), який вiдповiдає наступнiй

властивостi: для кожної простої замкненої кривої γ1 : S1 → Y , образ якої
мiститься в W ∩ Φ(N) ∩Ψ(X), виконується спiввiдношення∣∣∣∣π(p ◦ Φ−1 ◦ γ1)

π(p ◦ Φ−1 ◦ γ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣π(q ◦Ψ−1 ◦ γ1)

π(q ◦Ψ−1 ◦ γ)

∣∣∣∣ .
При доведеннi Твердження 16.2.1 ми скористаємося наступним простим

спостереженням.

Лема 16.2.2 Нехай α1, α2 : I → R — два неперервнi шляхи. Якщо для ко-
жного t ∈ I виконується спiввiдношення (|α2(t)− α1(t)| mod 1) < 1/4, то
|(α2(1)− α1(1))− (α2(0)− α1(0))| < 1/2.

Доведення.Функцiя g(t) = α2(t)−α1(t) неперервна, причому g(t) ∈ ⋃k∈Z(k−
1/4, k+1/4) для кожного t ∈ I. Множина I зв’язна, отже є зв’язною i множина
g(I). Внаслiдок цього знайдеться k0 ∈ Z, для якого g(I) ∈ (k0− 1/4, k0 + 1/4).
Тому |g(1)− g(0)| < 1/2. �

Доведення Твердження 16.2.1. Нехай pr : R→ S1 = I/{0, 1}— накриття,
таке що pr−1(t) = t+ Z для кожного t ∈ [0, 1). Позначимо

Ṽ (t) =
⋃
k∈Z

(k + t− 1

8
, k + t+

1

8
), V (t) = pr(Ṽ (t)).

Зрозумiло, що для кожного t ∈ [0, 1) i довiльних τ1, τ2 ∈ Ṽ (t) виконуються
спiввiдношення (|τ2 − τ1| mod 1) < 1/4.

Вiдображення Ψ є вкладенням, тому для кожного t iснує вiдкрита пiд-
множина V̂ (t) простору Y , для якої V̂ (t) ∩ Ψ(X) = Ψ (p−1(V (t))). Оскiльки
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множини V (t) покривають S1, то p−1(V (t)) покривають X = p−1(S1), а мно-
жини V̂ (t) покривають Ψ(X), зокрема γ(S1) ⊂ ⋃t∈[0,1) V̂ (t).

Нехай z ∈ Φ−1(γ(S1)) ⊂ N , s = p(z) ∈ S1. Нехай U — власна вiдкрита
пiдмножина кола, яка мiстить точку s. Згiдно з Твердженням 16.1.1 iснує
тривiалiзацiя φ : U × Γ→ p−1(U). Нехай φ−1(z) = (s, x).

Нехай розшарування Понтрягiна ξ побудовано по гомеоморфiзму f : Γ→
Γ, i T : R × N → N — вiдповiдна динамiчна система Понтрягiна. Оскiльки
потiк T є неперервною надбудовою над динамiчною системою (Γ, f), то для
вiдображення T1 = T (1, ·) : N → N виконується рiвнiсть T1(p−1(s)) = p−1(s) i
вiдображення

f̂ = T1
∣∣
p−1(s)

: p−1(s)→ p−1(s)

є гомеоморфiзмом i породжує динамiчну систему, яка є топологiчно спряже-
ною з (Γ, f) (iснує гомеоморфiзм g : Γ → p−1(s), такий що g ◦ f = f̂ ◦ g).
Внаслiдок цього вiдображення

f̃ = φ−1 ◦ f̂ ◦ φ∣∣
{s}×Γ

: {s} × Γ→ {s} × Γ

є гомеоморфiзмом i топологiчно спряжене з f (за допомогою вiдображення
φ ◦ g).

Згiдно з Твердженням 16.1.2 орбiта T (R×{z}) = Fz(R) точки z перiодична
i має мiнiмальний перiод n = |π(p◦Φ−1◦γ|). Зрозумiло, що (s, x) є перiодичною
точкою динамiчної системи ({s} × Γ, f̃) з мiнiмальним перiодом n.

Зафiксуємо вiдкритий окiл A0 точки (s, x) у просторi {s} × Γ, такий що
f̃k(A0) ∩ A0 = ∅ для кожного k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Розглянемо компактну множину T ([0, n] × {z}) = Φ−1 ◦ γ(S1). Оскiльки
φ є вкладенням вiдкритої пiдмножини U × Γ в N , вiдображення Φ, Tt та
T−1
t = T−t є неперервними i простiр U ×Γ має топологiю прямого добутку, то

для кожного τ ∈ [0, n] iснують t ∈ [0, 1) i вiдкритий окiл U(τ)×A(τ) ⊂ U × Γ

точки (s, x), якi задовольняють спiввiдношення

T
(
τ, φ(U(τ)× A(τ))

)
⊂ Φ−1(V̂ (t)).
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Iснує скiнченний набiр τi, i = 1, . . . , l, такий що множини Q̃i = T
(
τi, φ(U(τi)×

A(τi))
)
утворюють вiдкрите покриття компакту Φ−1 ◦ γ(S1).

Нехай A = A0 ∩
⋂l
i=1A(τi). Легко бачити, що множини

Qi = T (τi, φ(U(τi)× A)), i = 1, . . . , l,

теж утворюють покриття Φ−1 ◦ γ(S1).

Оскiльки Φ : N → Y — вкладення, то iснує така вiдкрита пiдмножина
W ⊂ Y , що

Φ−1(W ) =
⋃l

i=1
Qi.

Нехай γ1 : S1 → Y — проста замкнена крива, така що γ1(S1) ⊂ W ∩Φ(N)∩
Ψ(X).

Згiдно з Твердженням 16.1.2 множина Φ−1 ◦ γ1(S1) ⊂ N є носiєм перiоди-
чної орбiти потоку T . Нехай її мiнiмальний перiод дорiвнює m. З Твердження
16.1.3 слiдує, що m = |π(p ◦ Φ−1 ◦ γ1|).

Оскiльки A ⊂ A0, то φ ◦ f̃k({s} × A) ∩ {s} × A = ∅ при k = 1, . . . , n −
1. Отже аргументи, подiбнi до наведених при доведеннi Твердження 16.2.1,
дозволяють зробити висновок, що

Φ−1 ◦ γ1(S1) ∩ p−1(s) ⊂
n−1⋃
k=0

φ ◦ f̃k({s} × A)

i m = 0 (mod n). Нехай z0 ∈ Φ−1 ◦ γ1(S1) ∩ φ ◦ f̃k({s} × A) для деякого
k ∈ {1, . . . , n− 1}. Тодi z1 = T (−k, z0) ∈ Φ−1 ◦ γ1(S1) ∩ φ({s} × A).

Розглянемо два неперервних шляхи β, β1 : [0,m] → N , β(τ) = T (τ, z),
β1(τ) = T (τ, z1), τ ∈ [0,m].

Очевидно, β(τ) = β(τ mod n) для всiх τ ∈ [0,m]. Крiм того за вибором
множини A маємо β1(kn) = φ ◦ f̃kn(φ−1(z1)) ∈ φ({s} × A), k ∈ {0, 1, . . . , (m −
1)/n}. Внаслiдок цього для кожного τ ∈ [0,m] iснує таке i(τ) ∈ {1, . . . , l}, що
β(τ), β1(τ) ∈ Qi(τ).
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Позначимо

α = q ◦Ψ−1 ◦ Φ ◦ β : [0,m]→ S1,

α1 = q ◦Ψ−1 ◦ Φ ◦ β1 : [0,m]→ S1.

З попереднього слiдує, що для кожного τ ∈ [0,m] iснує t(τ) ∈ [0, 1), таке
що α(τ), α1(τ) ∈ V (t(τ)). Нехай α̃, α̃1 : [0,m] → R — пiдняття шляхiв α i α1,
вiдповiдно. Тодi α̃(τ), α̃1(τ) ∈ Ṽ (t(τ)) для кожного τ ∈ [0,m], отже

(
|α̃1(τ)− α̃(τ)| mod 1

)
<

1

4
, τ ∈ [0,m].

Застосовуючи Лему 16.2.2, приходимо до висновку, що |π(α1) − π(α)| < 1/2.
Оскiльки шляхи α i α1 замкненi, то числа π(α) i π(α1) цiлi, отже π(α) = π(α1).

За побудовою β1 — проста замкнена крива, отже Ψ−1 ◦Φ◦β1 — теж проста
замкнена крива. Крiм того Ψ−1 ◦ Φ ◦ β1([0,m]) = Ψ−1 ◦ γ1(S1), тому π(α1) =

±π(q ◦Ψ−1 ◦ γ1) (див. доведення Твердження 16.1.3).
Крива β

∣∣
[0,n]

є простою замкненою кривою. β — це крива β
∣∣

[0,n]
, пройдена

m/n разiв поспiль. Оскiльки Ψ−1 ◦ Φ ◦ β([0, n]) = Ψ−1 ◦ γ(S1), то π(α| [0,n]
) =

±π(q ◦Ψ−1 ◦ γ) i π(α) = ±π(q ◦Ψ−1 ◦ γ) ·m/n. Отже

|π(q ◦Ψ−1γ1)| = |π(α1)| = |π(α)| =
∣∣∣∣π(p ◦ Φ−1 ◦ γ1)

π(p ◦ Φ−1 ◦ γ)

∣∣∣∣ |π(q ◦Ψ−1γ)|.

�

Означення 16.2.3 Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна. На-
звемо U -кривою просту замкнену криву γ : S1 → N для якої iснує послiдов-
нiсть простих замкнених кривих βi : S1 → N , i ∈ N, що вiдповiдає умовам:
(i) для довiльного вiдкритого околу U множини γ(S1) ⊂ N iснує k ∈ N,

таке що βi(S1) ⊂ U при всiх i > k;
(ii) |π(p ◦ γ)| 6= |π(p ◦ βi)|, i ∈ N.
Назвемо U-криву γ RU -кривою, якщо iснує послiдовнiсть простих за-

мкнених кривих βi : S1 → N , i ∈ N, що вiдповiдає умовам (i), (ii) i
(iii) |π(p ◦ γ)| 6= 2|π(p ◦ βi)|, i ∈ N.
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З Твердження 16.2.1 слiдує коректнiсть наступного означення.

Означення 16.2.4 Топологiчний простiр N називається U -простором (вiд-
повiдно, RU -простором), якщо в ньому iснує U-крива (RU-крива).

Теорема 16.2.5 ([50]) Нехай ξ = (N, p, S1) — розшарування Понтрягiна.
Якщо N є U-простором (RU-простором), то вiн не може бути вкладе-

ний нi в який двовимiрний орiєнтовний многовид M2 (вiдповiдно, нi в який
двовимiрний многовид M2, не обов’язково орiєнтовний).

Зауваження 16.2.6 В роботi [50] побудовано клас розшарувань Понтрягi-
на, який мiстить континуум елементiв i вiдповiдає наступним властиво-
стям: тотальнi простори розшарувань Понтрягiна з цього класу попарно
не гомеоморфнi i є RU-просторами.

В цiй же роботi побудовано злiченну сiм’ю ξk = (Nk, pk, S
1), k ∈ N, роз-

шарувань Понтрягiна, тотальнi простори яких попарно не гомеоморфнi, є
U-просторами (але не RU-просторами) i простiр Nk може бути вкладений
у двовимiрний замкнений неорiєнтований многовид, що має (неорiєнтова-
ний) рiд не менше нiж k.

Для доведення Теореми16.2.5 нам будуть потрiбнi двi наступнi леми.

Лема 16.2.7 Нехай V — цилiндр з екватором γ : S1 → V . Припустимо, що
V є простором розшарування µ = (V, q, S1), для якого γ є перерiзом (тобто
q ◦ γ = idS1). Нехай pr : R → S1 — накриття S1, для якого pr−1(t) = t + Z,
t ∈ [0, 1).

Тодi для кожної простої замкненої кривої β : S1 → V виконується спiв-
вiдношення |π(q ◦ β)| ∈ {0, 1}.

Доведення. Лема спирається на наступне твердження (див. [114] , Теоре-
ма 4.2). Нехай β — проста замкнена крива в двовимiрному многовидi M2,
яка не є межею листа Мебiуса або диску. Нехай елемент δ ∈ π1(M2, ∗) пред-
ставлений однократним обходом кривої β i нехай δ = ηk, де η ∈ π1(M2, ∗),
k ≥ 0. Тодi δ = η.
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Нехай ∗ = γ(0). Очевидно, група π1(V, ∗) породжується елементом η, який
представлений однократним обходом γ.

Тодi з наведеного вище твердження легко слiдує, що або крива β гомо-
топна нулю i π(β) = 0, або один з елементiв ±η ∈ π1(V, ∗) представлений
однократним обходом кривої β i |π(β)| = |π(γ)| = 1. �

Лема 16.2.8 Якщо в умовах попередньої леми V — лист Мебiуса з еква-
тором γ, то |π(q ◦ β)| ∈ {0, 1, 2} для довiльної простої замкненої кривої
β : S1 → V .

Доведення. Нехай V — лист Мебiуса з екватором γ(S1). Вiдомо, що iснує
дволистне накриття g : Ṽ → V , причому простiр Ṽ гомеоморфний цилiндру
з екватором g−1(γ(S1)).

Для кожної простої замкненої кривої β : S1 → V множина g−1(β(S1))

є одновимiрним пiдмноговидом Ṽ i має одну або двi компоненти зв’язностi.
Внаслiдок цього β накривається деякою простою замкненою кривою β̃ : S1 →
Ṽ , причому або |π(q ◦ g ◦ β̃)| = |π(q ◦ β)|, якщо множина g−1(β(S1)) має двi
компоненти зв’язностi, або |π(q◦g◦ β̃)| = 2|π(q◦β)|, якщо множина g−1(β(S1))

зв’язна.
Нехай екватор цилiндра Ṽ є носiєм простої замкненої кривої γ̃ : S1 → Ṽ ,

що накриває криву γ. Оскiльки множина g−1(γ(S1)) зв’язна, то |π(q◦g◦γ̃)| = 2.
З твердження, яке ми використали при доведеннi попередньої леми ви-

пливає, що для для простої замкненої кривої β̃ : S1 → Ṽ , що накриває просту
замкнену криву β : S1 → V , виконується одна з двох рiвностей |π(q◦g◦β̃)| = 0

або |π(q ◦ g ◦ β̃)| = |π(q ◦ g ◦ γ̃)| = 2. Внаслiдок цього |π(q ◦ g ◦ β)| ∈ {0, 1, 2}. �

Доведення Теореми 16.2.5. Нехай M2 — двовимiрний многовид, γ : S1 →
M2 — проста замкнена крива.

Вiдомо (див. [103], Теорема 6.6.1), що кожен двовимiрний топологiчний
многовид зi злiченною базою триангульовний. Також вiдомо (див. [114], Тео-
рема A1), що для довiльного вкладення γ : S1 →M2 iснує обiймаюча iзотопiя
(ambient isotopy) H простору M2, яка змiнює γ на вiдтинково лiнiйне вкла-
дення γ̃ i є нерухомою за межами деякої компактної множини.
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Подрiбнюючи триангуляцiю просторуM2, знайдемо (замкнений) регуляр-
ний окiл Ṽ полiедра γ̃(S1). Вiдомо (див. [115], Наслiдок 3.30), що окiл Ṽ є
регулярним околом полiедра γ̃(S1) тодi й тiльки тодi, коли
(i) Ṽ є компактним многовидом з краєм;
(ii) Ṽ ↘ γ̃(S1) (Ṽ вдавлюється на γ̃(S1)).
З умови (ii) слiдує, що Ṽ має гомотопiчний тип кола. Отже з (i) випливає,

що Ṽ або (замкнений) цилiндр, або лист Мебiуса з екватором γ̃(S1).
Iзотопiя простору M2, обернена до H, змiнює Ṽ на деякий (топологiчний)

компактний пiдмноговид V з краєм, який гомеоморфний цилiндру або листу
Мебiуса i такий, що множина γ(S1) є його екватором.

Зрозумiло, що V є околом множини γ(S1). Легко бачити, що на V можна
означити структуру розшарування над колом µ = (V, q, S1), для якого крива
γ буде перерiзом. Нехай pr : R→ S1 — накриття S1, таке що pr−1(t) = t+ Z,
t ∈ [0, 1). Тодi π(q ◦ γ) = ±1.

Якщо V є цилiндром, то з Леми 16.2.7 слiдує, що для кожної простої
замкненої кривої β : S1 → V виконується спiввiдношення∣∣∣∣π(q ◦ β)

π(q ◦ γ)

∣∣∣∣ ∈ {0, 1};
якщо ж V — лист Мебiуса, то внаслiдок Леми 16.2.8 маємо∣∣∣∣π(q ◦ β)

π(q ◦ γ)

∣∣∣∣ ∈ {0, 1, 2}.
Теорема тепер випливає безпосередньо з означення U -простору (RU -прос-

тору) i Твердження 16.2.1. Подробицi ми залишаємо читачевi. �
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Роздiл 17

Про проекцiї на одометри
динамiчних систем з компактним
фазовим простором

На початку роздiлу вiдмiтимо, що у зв’язку з обмеженням на обсяг роботи
всi результати цього роздiлу наведенi без доведень. Повнi доведення можна
знайти у роботi [54], див. також [116].

17.1 Перiодичнi розбиття.

17.1.1 Означення перiодичного розбиття.

Нехай заданi компактний Хаусдорфiв простiр X i гомеоморфiзм f : X → X.

Означення 17.1.2 Назвемо скiнченний набiр W (m) = {W (m)
i }m−1

i=0 пiдмно-
жин простору X перiодичним розбиттям динамiчної системи (X, f) довжи-
ни m, якщо вiн вiдповiдає наступним умовам:
(i) всi W (m)

i є вiдкрито-замкненими пiдмножинами простору X;
(ii) W (m)

i = f(W
(m)
i−1 ), i = 1, . . . ,m− 1 i W (m)

0 = f(W
(m)
m−1);

(iii) W (m)
i ∩W (m)

j = ∅ при i 6= j;
(iv) X =

⋃m−1
i=0 W

(m)
i .
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Означення 17.1.3 Назвемо множину всiх довжин всiх можливих перiоди-
чних розбиттiв динамiчної системи (X, f) множиною перiодiв динамiчної
системи (X, f) i позначимо її P(X, f).

Базовi властивостi множини P(X, f) описуються наступними двома твер-
дженнями.

Твердження 17.1.4 Нехай m ∈ P(X, f) i m дiлиться на d ∈ N. Тодi d ∈
P(X, f).

Твердження 17.1.5 Нехай m1,m2 ∈ P(X, f) i D — найменше спiльне кра-
тне чисел m1 i m2. Тодi D ∈ P(X, f).

17.1.6 Основнi властивостi перiодичних розбиттiв.

Ясно, що для кожного m ∈ P(X, f), m > 1, iснує бiльше одного перiодично-
го розбиття динамiчної системи (X, f) довжини m. Дiйсно, зафиксувавши
розбиття W (m) = {W (m)

i }m−1
i=0 для довiльного k ∈ {1, . . . ,m − 1} можна побу-

дувати перiодичне розбиттяW (m)(k) = {W (m)
i (k)}m−1

i=0 за допомогою циклiчної
перестановки iндексiв елементiв розбиття W (m)

i ,

W
(m)
j (k) = W

(m)
i при j ≡ i+ k ( mod m) , j = 0, . . . ,m− 1 .

Означення 17.1.7 Нехай m ∈ P(X, f). Два перiодичних розбиття динамi-
чної системи (X, f) назвемо еквiвалентнiми, якщо одне розбиття можна
отримати з другого за допомогою циклiчної перестановки iндексiв.

Означення 17.1.8 Назвемо динамическую систему (X, f) нерозкладною,
якщо вона вiдповiдає властивостi:
(A) якщо X = X1 ∪ X2, X1 ∩ X2 = ∅ i X1, X2 — замкненi iнварiантнi

пiдмножини динамiчної системи (X, f), то або X1 = ∅, або X2 = ∅.

Зауваження 17.1.9 Нехай K — замкнена iнварiантна множина динамi-
чної системи (X, f), W (m) = {W (m)

i }m−1
i=0 — перiодичне розбиття довжини

m.
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Для кожного i = 0, . . . ,m− 1

f(W
(m)
i ∩K) = f(W

(m)
i ) ∩ f(K) = f(W

(m)
i ) ∩K ,

тому зокрема W (m)
i ∩K 6= ∅, i = 0, . . . ,m− 1, i якщо K вiдкрито-замкнена

пiдмножина X, то набiр множин {V (m)
i = W

(m)
i ∩ K}m−1

i=0 задовольняє вла-
стивостi (i) – (iii) Означення 17.1.2.

Твердження 17.1.10 Нехайm ∈ P(X, f),m > 1. Динамiчна система (X, f)

нерозкладна тодi й лише тодi, коли iснує єдине з точнiстю до циклiчної пе-
рестановки iндексiв перiодичне розбиття W (m) довжини m.

Нехай m1,m2 ∈ P(X, f), d i D — вiдповiдно найбiльший спiльний дiльник
i найменше спiльне кратне чисел m1 та m2.

Розглянемо два перiодичних розбиття {W (m1)
i }m1−1

i=0 i {W (m2)
j }m2−1

j=0 простору
X довжин m1 та m2.

Твердження 17.1.11 Нехай для деяких k ∈ {0, . . . ,m1−1}, l ∈ {0, . . . ,m2−
1} перетин W 1

k ∩W 2
l не порожнiй.

Тодi набiр множин {V (D)
s = f s(W

(m1)
k ∩W (m2)

l )}D−1
s=0 вiдповiдає умовам (i)

— (iii) Означення 17.1.2.

Позначимо

V (D)
s (k, l) = f s(W

(m1)
k ∩W (m2)

l ) , s = 0, . . . , D − 1 ,

A(k, l) =
D−1⋃
s=0

V (D)
s (k, l) .

З Твердження 17.1.11 слiдує, що A(k, l) — вiдкрито-замкнена iнварiантна пiд-
множина динамiчної системи (X, f) i якщо множина V (D)

0 (k, l) не порожня,
то набiр множин {V (D)

s (k, l)}D−1
s=0 є перiодичним розбиттям динамiчної системи

(A(k, l), f |A(k,l)) довжини D.
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Зауваження 17.1.12 Якщо динамiчна система (X, f) нерозкладна, то або
A(k, l) = ∅, або ж A(k, l) = X i тодi {V (D)

s (k, l)}D−1
s=0 — перiодичне розбиття

динамiчної системи (X, f) довжини D i D ∈ P(X, f).
З властивостi (iv) Означення 17.1.2 слiдує, що знайдутбся k, l, для яких

множина A(k, l) не порожня. Отже Твердження 17.1.5 виконується для
нерозкладних динамiчних систем.

Якщо динамiчна система (X, f) не є нерозкладною, взагалi кажучи не
обов’язково A(k, l) ∈ {∅} ∪ {X}.

Означення 17.1.13 Нехай m1,m2 ∈ P(X, f). Перiодичнi розбиття W (m1) i
W (m2) динамiчної системи (X, f) називаються узгодженими, якщо для до-
вiльних k ∈ {0, . . . ,m1−1}, l ∈ {0, . . . ,m2−1} або A(k, l) = ∅, або A(k, l) = X.

Зауваження 17.1.14 З Твердження 17.1.11 легко слiдує, що якщо m2 = m1,
то узгодженiсть розбиттiв {W (m1)

i }m1−1
i=0 та {W (m2)

j }m2−1
j=0 означає, що цi два

розбиття еквiвалентнi.

Зауваження 17.1.15 Безпосередньо з означень еквiвалентностi й узгод-
женостi перiодичних розбиттiв слiдує наступне твердження.

Нехай перiодичнi розбиття W (m1) i W (m2) узгодженi. Тодi якщо перiоди-
чне розбиття W̃ (m2) еквiвалентно розбиттю W (m2), то перiодичнi розбит-
тя W (m1) й W̃ (m2) узгодженi.

Твердження 17.1.16 Нехай m1,m2 ∈ P(X, f) i m2 дiлиться на m1.
Перiодичнi розбиття W (m1) i W (m2) узгодженi тодi й тiльки тодi, коли

розбиття {W (m2)
j } простору X є подрiбненням розбиття {W (m1)

i }.

Твердження 17.1.17 Нехай m1, m2 ∈ P(X, f). Для довiльного перiодичного
розбиття W (m1) динамiчної системи (X, f) довжини m1 знайдеться узго-
джене з ним перiодичне розбиття W (m2) довжини m2.

Наслiдок 17.1.18 Нехай динамiчна система (X, f) нерозкладна. Тодi до-
вiльнi два перiодичних розбиття динамiчної системи (X, f) узгодженi.
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Зауваження 17.1.19 Взагалi кажучи, якщо динамiчна система (X, f) не є
нерозкладною, взявши довiльне фiксироване розбиттяW (m2), можна побуду-
вати бiльше одного перiодичного розбиття довжини m2, що є узгодженим
iз заданим заздалегiдь розбиттям W (m1) довжини m1.

Приклад 17.1.20 Розглянемо скiнченну множину X = {0, 1, . . . , 11} з дис-
кретною топологiєю i гомеоморфiзм f : X → X, f(x) = x + 2 (mod 12).
Зрозумiло, що динамiчна система (X, f) не є нерозкладною, оскiльки має
iнварiантнi множини

X1 = {x ∈ X | x – непарне} i X2 = {x ∈ X | x – парне} .

Нехай m1 = 3, W (3)
1 = {1, 2, 7, 8},W (3)

2 = f
(
W

(3)
1

)
,W

(3)
3 = f 2

(
W

(3)
1

)
.

Нехай також m2 = 2, W (2)
1 = {1, 2, 5, 6, 9, 10}, W (2)

2 = f
(
W

(2)
1

)
.

Перiодичнi розбиття W (3) i W (2) узгодженi, оскiльки множина V (6)
1 =

W
(3)
1 ∩W (2)

1 = {1, 2} породжує перiодичне розбиття довжини 6 простору X.
Розглянемо iнше перiодичне розбиття W̃ (2), яке складається з множин

W̃
(2)
1 = {2, 3, 6, 7, 10, 11}, W̃ (2)

2 = f
(
W̃

(2)
1

)
.

Вiдмiтимо, що W̃ (2)
1 =

(
W

(2)
1 ∩X2

)
∪ f 3

(
W

(2)
1 ∩X1

)
.

Перiодичнi розбиття W (3) i W̃ (2) також узгодженi, оскiльки множи-
на Ṽ (6)

1 = W
(3)
1 ∩ W̃ (2)

1 = {2, 7} = {2, f 3(1)} породжує перiодичне розбиття
довжини 6 простору X.

Але перiодичнi розбиття W (2) i W̃ (2) не є узгодженими, тому що мно-
жина Ṽ (2)

1 = W
(2)
1 ∩W̃ (2)

1 = {2, 6, 10} породжує перiодичне розбиття довжини
2 простору X2, але не простору X.

Зауваження 17.1.21 Очевидно, вiдношення узгодженостi двох перiодич-
них розбиттiв рефлексивне i симетричне. Однак попереднiй приклад пока-
зує, що це вiдношення взагалi кажучи не є транзитивним.

17.1.22 Правильнi послiдовностi перiодичних розбиттiв.

У цьому пiдроздiлi ми подаємо низку тверджень, що пов’язанi з дослiдженням
питання про транзитивнiсть вiдношення узгодженостi перiодичних розбиттiв
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i будуть використанi далi.
Зараз нам будуть потрiбнi наступнi об’єкти.

Означення 17.1.23 Нехай задана послiдовнiсть чисел {ni ∈ P(X, f)}i∈N.
Назвемо послiдовнiсть {W (ni)}i∈N перiодичних розбиттiв динамiчної си-

стеми (X, f) правильною, якщо она вiдповiдає наступним умовам:
1) nk дiлить nk+1, k ∈ N;
2) розбиття {W (nk)

sk } i {W (nk+1)
sk+1 } узгодженi для всiх k ∈ N.

Зауваження 17.1.24 З Твердження 17.1.16 легко слiдує, що довiльна пра-
вильна послiдовнiсть {W (nk)}k∈N перiодичних розбиттiв динамiчної систе-
ми (X, f) вiдповiдає умовi
3) перiодичнi розбиття {W (nk)

sk } i {W (nl)
sl } узгодженi для всiх k, l ∈ N.

Дiйсно, нехай k, l ∈ N, k < l. Згiдно з Твердженням 17.1.16 розбиття
{W (ni)

si } простору X є подрiбненням розбиття {W (ni+1)
si+1 } для кожного i ∈ N.

Внаслiдок цього розбиття {W (nl)
sl } є подрiбненням розбиття {W (nk)

sk } i, ви-
користовуючи Твердження 17.1.16 знову, приходимо до висновку, що розби-
ття {W (nl)

sl } i {W (nk)
sk } узгодженi.

Твердження 17.1.25 Нехай задана послiдовнiсть чисел {ni ∈ P(X, f)}i∈N,
яка вiдповiдає умовi 1) Означення 17.1.23.

Iснує правильна послiдовнiсть {W (nk)}k∈N перiодичних розбиттiв дина-
мiчної системи (X, f).

Означення 17.1.26 Назвемо правильнi послiдовностi перiодичних розбит-
тiв {W (ni)

si }ni−1
si=0 , i ∈ N, i {W (mj)

τj }mj−1
τj=0 , j ∈ N, динамiчної системи (X, f)

узгодженими, якщо перiодичнi розбиття {W (ni)
si } й {W (mj)

τj } узгодженi для
всiх i, j ∈ N.

Твердження 17.1.27 Нехай {W (ni)
si }ni−1

si=0 , i ∈ N, — правильна послiдовнiсть
перiодичних розбиттiв динамiчної системи (X, f).

Нехай mj ∈ P(X, f), j ∈ N, i mj дiлить mj+1 для кожного j ∈ N.
Тодi знайдеться правильна послiдовнiсть {W (mj)

τj }mj−1
τj=0 , j ∈ N, перiоди-

чних розбиттiв динамiчної системи (X, f), узгоджена з послiдовнiстью
{W (ni)

si }, i ∈ N.
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З Наслiдку 17.1.18 слiдує, що якщо динамiчна система (X, f) нерозкла-
дна, то довiльнi двi правильнi послiдовностi перiодичних розбиттiв цiєї ди-
намiчної системи узгодженi.

Нехай задана послiдовнiсть чисел {ni ∈ P(X, f)}i∈N, що вiдповiдає умовi
1) Означення 17.1.23.

Якщо динамiчна система (X, f) не є нерозкладною, то знайдуться два
неузгоджених перiодичних розбиття W (n1) i W̃ (n1) динамiчної системи (X, f)

(див. Твердження 17.1.10 i Зауваження 17.1.14).

Очевидно, правильнi послiдовностi перiодичних розбиттiв {W (ni)}i∈N та
{W̃ (ni)}i∈N, що побудованi за допомогою iндуктивного застосування Твердже-
ння 17.1.17, починаючи з розбиттiв W (n1) i W̃ (n1), вiдповiдно, не будуть узго-
дженi.

17.1.28 Перiодичнi розбиття i рекурентнi точки динамi-

чної системи.

Нехай (X, f) — динамiчна система.

Лема 17.1.29 Нехай для деякої рекурентної точки x ∈ X знайдеться за-
мкнений окiл U , що вiдповiдає такiй властивостi: iснує n ∈ N, для якого⋃

k∈Z

fkn(x) ⊂ U .

Нехай
m = min{n ∈ N | fnk(x) ∈ U ∀k ∈ Z} . (17.1.1)

Тодi динамiчна система (Orbf (x), f) має перiодиче розбиття {Wi}m−1
i=0

довжини m, для якого x ∈ W0 ⊆ U .
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17.2 Супернатуральнi числа i пiдмножини мно-

жини натуральних чисел.

17.2.1 Супернатуральнi числа.

Означення 17.2.2 Нехай S ⊂ N — множина всiх простих чисел, впоряд-
кованих за зростанням. Послiдовнiсть

N = (N2, N3, . . . , Np, . . .) , Np ∈ Z+ ∪ {∞} , p ∈ S ,

називається супернатуральним числом.

Множину всiх супернатуральних чисел будемо позначати через Σ.
Введем на множинi Σ вiдношення часткового порядка. Скажем, що

M ≤ N , M,N ∈ Σ ,

якщо Mp ≤ Np для кожного p ∈ S (будемо вважати, що k ≤ ∞ для кожного
k ∈ Z+). Елементарна перевiрка показує, що це означення коректне.

Задамо на множинi Σ бiнарную операцiю. Для M = (Mp) i N = (Np)

покладемо
M ·N = K = (Kp) ;

Kp =

{
Mp +Np , якщо Mp 6=∞ i Np 6=∞ ,

∞ , у протилежному випадку .

}
, p ∈ S .

Тривiально перевiряється, що (Σ, ·) напiвгрупа з одиницею E = (Ep = 0).

Зауваження 17.2.3 Безпосередня перевiрка показує, що рiвняння M ·X =

N має розв’язок в (Σ, ·) тодi й лише тодi, коли M ≤ N .
Але цей розв’язок може бути i не єдиним.

Приклад 17.2.4 Нехай M = N = (Np),

Np =

{
∞ , при p = 2 ,

0 , при p 6= 2 .
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Тодi X(n) = (X
(n)
p ),

X(n)
p =

{
n , при p = 2 ,

0 , при p 6= 2 .

є розв’язком рiвняння M ·X = N при довiльному n ∈ Z+ ∪ {∞}.

Так само, як i у напiвгрупi (N, ·), для довiльних двохM , N ∈ Σ означенi їх
найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне. Легко бачити, що

нсд(M,N) = (dp) , dp = min(Mp, Np) , p ∈ S , (17.2.1)

нск(M,N) = (Dp) , Dp = max(Mp, Np) , p ∈ S . (17.2.2)

Тут ми скористалися наступними домовленостями:

max(a,∞) =∞ , min(a,∞) = a , a ∈ Z+ ∪ {∞} .

Означимо мономорфiзм Φ0 : (N, ·)→ (Σ, ·).
Нехай n ∈ N. Розглянемо розкладення

n = pα1
1 . . . pαkk

числа n на простi множники (ми припускаємо, що pi 6= pj при i 6= j). Покла-
демо Φ0(n) = (Φ0(n)p),

Φ0(n)p =

{
αi , якщо p = pi ∈ {p1, . . . , pk} ,
0 , у протилежному випадку .

Зауваження 17.2.5 Вiдмiтимо, що для всiх m, n ∈ N

Φ0(нсд(m,n)) = нсд(Φ0(m),Φ0(n)) ,

Φ0(нск(m,n)) = нск(Φ0(m),Φ0(n)) .
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17.2.6 Допустимi пiдмножини множини натуральних чи-

сел.

Нехай A ⊆ N. Для кожного p ∈ S нехай

Φ(A)p = sup{k ∈ Z+ | ∃a ∈ A : pk дiлить a} = sup
a∈A

Φ0(a)p .

Позначимо через Φ вiдображення Φ : A 7→ Φ(A) = (Φ(A)p) з класу всiх
непорожнiх пiдмножин множини N натуральних чисел в множину Σ супер-
натуральних чисел.

Зауваження 17.2.7 Легко перевiряється, що вiдношення порядку на мно-
жинi Σ, яке ми означили вище, перетворює вiдображення Φ в iзотонне,
iншими словами для довiльних A,B ⊆ N з A ⊆ B слiдує Φ(A) ≤ Φ(B).

Приклад 17.2.8 Нехай A = {a} — одноелементна множина. З означення
легко слiдує, що Φ({a}) = Φ0(a).

Приклад 17.2.9 Нехай A = {a1, . . . , aj} — скiнченна пiдмножина N. Роз-
глянемо розкладення чисел a1, . . . , aj на простi множники

ai =
∏
p∈S

pnp(i) , i = 1, . . . , j

(тут np(i) ∈ Z+, p ∈ S, i = 1, . . . , j).
За означенням

Φ(A)p = max{np(1), . . . , np(j)} , p ∈ S ,

тобто Φ({a1, . . . , aj}) = Φ({D}), де D ∈ N — найменше спiльне кратне чисел
a1, . . . , aj.

Зауваження 17.2.10 Нехай A ⊆ N. З означення слiдує, що Φ({a}) ≤ Φ(A)

для кожного a ∈ A.
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Зауваження 17.2.11 Внаслiдок спiввiдношень (17.2.1) i (17.2.2) для довiль-
них непорожнiх A, B ⊆ N

Φ(A ∪B) = нск(Φ(A),Φ(B)) .

Крiм того, якщо A ∩B 6= ∅, то

Φ(A ∩B) ≤ нсд(Φ(A),Φ(B)) .

Означення 17.2.12 Назвемо непорожню пiдмножину A ⊆ N допустимою,
якщо вона вiдповiдає наступним умовам:
(i) якщо a ∈ A i d ∈ N дiлить a, то d ∈ A;
(ii) для довiльних a, b ∈ A їх найменше спiльне кратне D також лежить

в A.
Позначимо набiр всiх допустимих множин через R.

Зауваження 17.2.13 Внаслiдок Тверджень 17.1.4 i 17.1.5 для кожної ди-
намiчної системи (X, f) множина P(X, f) є допустимою.

Лема 17.2.14 Нехай A ∈ R. Тодi

A = {a ∈ N | Φ({a}) ≤ Φ(A)} = {a ∈ N | Φ0(a) ≤ Φ(A)} .

Безпосередньо з Леми 17.2.14 випливає наступне.

Твердження 17.2.15 Вiдображення

Φ|R : R → Σ

є бiєктивним.

Зауваження 17.2.16 Нехай A,B ∈ R. Очевидно, 1 ∈ A ∩ B 6= ∅. З Ле-
ми 17.2.14 слiдує спiввiдношення

Φ(A ∩B) = нсд(Φ(A),Φ(B)) .
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Означення 17.2.17 Нехай A ⊆ N. Назвемо послiдовнiсть {ai ∈ A}i∈N пра-
вильною, якщо ai дiлить ai+1 для кожного i ∈ N.

Зауваження 17.2.18 Внаслiдок Зауваження 17.2.7 для довiльного A ⊆ N i
довiльної правильної послiдовностi {ai ∈ A}i∈N

Φ({ai | i ∈ N}) ≤ Φ(A) .

Твердження 17.2.19 Нехай A ∈ R. Тодi знайдеться правильна послiдов-
нiсть {bi ∈ A}i∈N, така що Φ({bi | i ∈ N}) = Φ(A).

Твердження 17.2.20 Нехай A ⊆ N. Нехай заданi двi правильнi послiдовно-
стi {ai ∈ A}i∈N й {bj ∈ A}j∈N.

Наступнi умови еквiвалентнi:
1) Φ({ai | i ∈ N}) ≤ Φ({bj | j ∈ N});
2) для кожного i ∈ N знайдеться j ∈ N, таке що ai дiлить bj.

Наслiдок 17.2.21 Нехай A ⊆ N. Нехай {ai ∈ A}i∈N — правильна послiдов-
нiсть.

Для довiльної пiдпослiдовностi {bj}j∈N послiдовностi {ai}i∈N справедлива
рiвнiсть

Φ({ai | i ∈ N}) = Φ({bj | j ∈ N}) .

17.3 Розширення одометрiв i перiодичнi розби-

ття.

17.3.1 Означення одометра.

Нехай {ni ∈ N}i∈N — правильна послiдовнiсть, яка не є обмеженою.
Розглянемо послiдовнiсть скiнченних циклiчних групп Zni = Z/niZ i гру-

пових гомоморфiзмiв
ϕi : Zni+1

→ Zni ,

ϕi : 1 7→ 1 .
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Вiзьмемо зворотну границю A =
←−
lim
i→∞

Zni цiєї послiдовностi груп i гомоморфi-
змiв. Отримаємо абелеву группу (A,+).

Надiлимо кожну множину Zni = {0, 1, . . . , ni− 1} дискретною топологiєю.
Кожне з вiдображень ϕi є неперервним у цiй топологiї. Простiр A з топологiєю
T зворотної границi гомеоморфний множинi Кантора Γ.

Легко бачити, що в групi (A,+) операцiї додавання й переходу до проти-
лежного елементу неперервнi в топологiї T , таким чином A перетворюється
в топологiчну группу.

Зауваження 17.3.2 Нагадаємо, що зворотну границю A =
←−
lim
i→∞

Zni можна
уявляти як пiдмножину

A = {~a = (ai ∈ Zni) | ϕi(ai+1) = ai , i ∈ N} (17.3.1)

прямого добутку ∏
i∈N

Zni . (17.3.2)

В такому записi операцiя додавання в A означається покомпонентно,
тобто ~a+~b = (ai + bi) для довiльних ~a = (ai), ~b = (bi) ∈ A.

Вiдомо, що топологiя прямого добутку (17.3.2) задається за допомогою
бази, яка складається з так званих цилiндричних множин

U(xi1 , . . . , xik) = {(ai) | ais = xis , s = 1, . . . , k} ;

xis ∈ Znis , i1 < . . . < ik , k ∈ N .

З означення множини A (див. спiввiдношення (17.3.1)) слiдує, що

U(xi1 , . . . , xik) ∩ A = U(xik) ∩ A

для довiльних k ∈ N, i1 < . . . < ik i xis ∈ Znis . Отже, набiр множин

Vxj = U(xj) ∩ A = {(ai) ∈ A | aj = xj} =

= {(ai) ∈ A | aj = xj , ak = ϕk ◦ . . . ◦ ϕj−1(xj) при k < j } ;

j ∈ N , xj ∈ Znj
(17.3.3)
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є базою топологiї простору A.
Розглянемо елемент ~e = (1) = (1, . . . , 1, . . .) ∈ A. Цей елемент називається

генератором групи A i вiдповiдає такiй властивостi: породжена цим елемен-
том циклiчна пiдгрупа 〈~e〉 є щiльною в A у топологiї T .

Очевидно, що вiдображення зсуву на елемент ~e

g : A→ A ,

g : ~x 7→ ~x+ ~e

є гомеоморфiзмом.

Означення 17.3.3 Динамiчна система (A, g) називається одометром.

Зауваження 17.3.4 Внаслiдок того, що пiдгрупа 〈~e〉 є щiльною в A, кожна
орбiта д. с. (A, g) є щiльною в A, тобто одометр завжди є мiнiмальною
динамiчною системою.

Лема 17.3.5 Для довiльних k ∈ N i xk ∈ Znk набiр множин {W (nk)
j =

Vxk+j}j=0,...,ni−1 є перiодичним розбиттям динамiчної системи (A, g) довжи-
ни nk.

17.3.6 Правильнi послiдовностi перiодичних розбиттiв i

асоцiйованi з ними розбиття фазового простору

динамiчної системи.

Нехай (X, f) — динамiчна система з компактним фазовим простором, {ni ∈
P(X, f)}i∈N — необмежена правильна послiдовнiсть. Нехай {W (ni)} — пра-
вильна послiдовнiсть перiодичних розбиттiв динамiчної системи (X, f).

Нехай x ∈ X. Помiтимо, що в силу властивостей перiодичних розбиттiв
для кожного i ∈ N iснує єдине αi(x) ∈ Zni , таке що x ∈ W (ni)

αi(x), тобто коректно
означено вiдображення

F : X →
∏
i∈N

Zni ,
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F : x 7→ (αi(x)) , x ∈ X .

Кожному x ∈ X поставимо у вiдповiднiсть пiдмножину

H(x) =
⋂
i∈N

W
(ni)
αi(x) 3 x

простору X. З Означень 17.1.2, 17.1.23 i Твердження 17.1.16 слiдує, що
1) всi H(x) — непорожнi замкненi множини;
2) H(x) = H(y), якщо F (x) = F (y), або ж H(x) ∩H(y) = ∅, якщо F (x) 6=

F (y);
3) F (f±1(x)) = F (x)±~e для всiх x ∈ X (нагадаємо, що ~e = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈

A).
Для кожного ~a = (ai) ∈ F (X) фiксуємо x ∈ F−1(~a) й позначимо H~a =

H(x). З 2) слiдує, що множина H~a не залежить вiд вибору x ∈ F−1(~a).
З 1) i 2) слiдує, що набiр множин H = {H~a}~a∈F (X) = zer(F ) є розбиттям

просторуX, елементи якого — повнi прообрази точок простору F (X), а також
комутативна дiаграма

X
F−−−→ F (X)

pr

y ∥∥∥
X/ zer(F ) X/H

factF−−−→ F (X)

Твердження 17.3.7 Вiдображення F неперервне.

Оскiльки X — компакт, factF — неперервне взаїмно-однозначне вiдобра-
ження X/H на F (X) i простiр F (X) Хаусдорфiв, то factF є гомеоморфiзмом
(див. [82]).

Для кожного ~a ∈ F (X) з 2) i 3) легко отримати рiвнiсть f(F−1(~a)) =

F−1(~a+ ~e). Таким чином, якщо ми позначимо

g : F (X)→ F (X) , g : ~a 7→ ~a+ ~e ;

f = fact f : X/H→ X/H , f : H~a 7→ H~a+~e ;
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то отримаємо комутативну дiаграму

(X, f)
F−−−→ (F (X), g)

pr

y ∥∥∥
(X/H, f)

factF−−−→ (F (X), g)

(17.3.4)

Задамося тепер питанням: що собою представляє множина F (X)?
Фiксуємо x ∈ X i розглянемо множину

F (Orbf (x)) = {F (x) + n~e | n ∈ Z} = F (x) + 〈~e〉 .

Зрозумiло, що F (x) + 〈~e〉 ⊆ F (Orbf (x)) ⊆ F (x) + 〈~e〉 = F (x) + 〈~e〉 = F (x) +A

(A — адична группа, побудована по послiдовностi {ni}, див. вище).
Оскiльки Orbf (x) — компакт, то множина F (Orbf (x)) замкнена в

∏
i∈N Zni .

Множина F (x) + 〈~e〉 є щiльною в F (x) + A, тому F (Orbf (x)) = F (x) + A.
Нехай теперь y — iнша точка простору X. Orbf (x) — замкнена iнварiантна

пiдмножина динамiчної системи (X, f). Отже (див. Зауваження17.1.9),W (ni)
si ∩

Orbf (x) 6= ∅ для всiх i ∈ N, si ∈ Zni .
Нехай F (y) = (βi). Можна перевiрити, що множина H(βi) ∩ Orbf (x) не

порожня i F (y) = F (H(βi)) ∈ F (Orbf (x)) = F (x) + A.
В результатi отримаємо

F (X) = F (x) + A ,

тобто F (X) — сумiжний клас групи
∏

i∈N Zni по пiдгрупi A.

Зауваження 17.3.8 Очевидно, F (X) = A тодi й лише тодi, коли⋂
i∈N

W
(ni)
0 6= ∅ . (17.3.5)

Означення 17.3.9 Назвемо правильну послiдовнiсть {W (ni)}i∈N перiодич-
них розбиттiв динамiчної системи (X, f) когерентною, якщо вона задоволь-
няє спiввiдношення (17.3.5).
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З Твердження 17.1.25, Зауваження 17.1.14 й конструкцiї, яку наведено
вище, слiдує

Твердження 17.3.10 Нехай (X, f) — динамiчна система с Хаусдорфовим
компактним фазовим простором.

Для будь-якої необмеженої правильної послiдовностi {ni ∈ P(X, f)}i∈N
iснує проекцiя π : (X, f) → (A, g) на одометр (A, g), побудований по послi-
довностi {ni}i∈N.

Нехай теперь {ni ∈ P(X, f)}i∈N — правильна послiдовнiсть i пропустимо,
що {W (ni)} i {W̃ (ni)} — двi узгодженi правильнi послiдовностi перiодичних
розбиттiв динамiчної системи (X, f). Тодi (див. Зауваження 17.1.14 й Означе-
ння 17.1.7) перiодичнi розбиття W (ni) i W̃ (ni) еквiвалентнi для кожного i ∈ N.
Внаслiдок цього

H = H({W (ni)}i∈N) = H({W̃ (ni)}i∈N) = H̃ .

Твердження 17.3.11 Нехай {ni ∈ P(X, f)}i∈N i {mj ∈ P(X, f)}j∈N — двi
правильнi послiдовностi.

Нехай {W (ni)}i∈N i {W̃ (mj)}j∈N — правильнi послiдовностi перiодичних
розбиттiв динамiчної системи (X, f).

Нехай послiдовностi {W (ni)} i {W̃ (mj)} не є узгодженими.

Тодi H(x) \ H̃(x) 6= ∅ i H̃(x) \H(x) 6= ∅ для кожного x ∈ X.

Твердження 17.3.12 Нехай {W (ni)}i∈N i {W̃ (mj)}j∈N — правильнi послiдов-
ностi перiодичних розбиттiв динамiчної системи (X, f), H i H̃ — розбиття
простору X, iндукованi цими послiдовностями.

Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) розбиття H̃ є подрiбненням розбиття H (вiдповiдно, H = H̃),
2) Φ({ni | i ∈ N}) ≤ Φ({mj | j ∈ N}) (вiдповiдно, Φ({ni | i ∈ N}) =

Φ({mj | j ∈ N})) i послiдовностi {W (ni)} та {W̃ (mj)} узгодженi.
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17.3.13 Основнi властивостi одометрiв

Покажемо на прикладi одометрiв, як працюють твердження, наведенi вище.

Твердження 17.3.14 Нехай p : (X, f) → (Y, g) — проекцiя динамiчної си-
стеми (X, f) на (Y, g). Якщо n ∈ P(Y, h) i W (n) = {W (n)

i }i∈Zn — перiодичне
розбиття динамiчної системи (Y, g), то n ∈ P(X, f) i W̃ (n) = {W̃ (n)

i =

p−1(W
(n)
i )}i∈Zn — перiодичне розбиття динамiчної системи (X, f).

Наслiдок 17.3.15 Якщо (Y, h) — фактор-система д. с. (X, f), то P(Y, h) ⊆
P(X, f).

Скористаємося Зауваженням 17.2.7 i отримаємо ще таке твердження.

Наслiдок 17.3.16 В умових Наслiдку 17.3.15 виконується нерiвнiсть
Φ(P(Y, h)) ≤ Φ(P(X, f)).

Тож, якщо динамiчнi системи (X, f) i (Y, g) топологiчно спряженi, то
Φ(P(X, f)) = Φ(P(Y, g)). Внаслiдок цього Φ(P(X, f)) ∈ Σ є топологiчним
iнварiантом динамiчної системи (X, f) ∈ K0.

Твердження 17.3.17 Нехай (A, g) — одометр, побудований по правильнiй
послiдовностi {ni}i∈N.

Тодi Φ({P(A, g)}) = Φ({ni | i ∈ N}).
Нехай {W (mj)} — правильна послiдовнiсть перiодичних розбиттiв дина-

мiчної системи (A, g).
Набiр множин {W (mj)

rj | rj ∈ Zmj , j ∈ N} є базою топологiї простору A
тодi й лише тодi, коли Φ({mj | j ∈ N}) = Φ({P(A, g)}).

Тепер з Твердження 17.3.10, Наслiдку 17.3.16, Твердження 17.3.17, Заува-
ження 17.2.13 й Твердження 17.2.19 слiдує таке твердження:

Теорема 17.3.18 Нехай (X, f) — динамiчна система з Хаусдорфовим ком-
пактним фазовим простором, (A, g) — одометр.

Наступнi твердження еквiвалентнi:
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(i) iснує проекцiя π : (X, f)→ (A, g);
(ii) виконується нерiвнiсть Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)).

Щоб сформулювати наступне твердження, нам потрiбно дати два означе-
ння.

Нехай (X, f) — динамiчна система з компактним метричним фазовим про-
стором (X, ρ).

Означення 17.3.19 Пара точок x, y ∈ X, x 6= y, називається дистальною,
якщо iснує δ > 0, таке що ρ(fn(x), fn(y)) > δ для кожного n ∈ Z.

Динамiчна система (X, f) називається дистальною, якщо довiльна пара
точок x, y ∈ X, x 6= y, дистальна.

Означення 17.3.20 Динамiчна система (X, f) називається рiвностепенно
неперервною, якщо сiм’я вiдображень {fn}n∈Z є рiвностепенно неперервною
вiдносно метрики ρ, тобто якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0, таке що
якщо ρ(x, y) < δ для деяких x, y ∈ X, то ρ(fn(x), fn(y)) < ε для кожного
n ∈ Z.

Легко бачити, що дистальнiсть i рiвностепенна неперервнiсть динамiчної
системи (X, f) не залежать (через компактнiсть X) вiд вибору метрики, яка
породжує задану топологiю на X, тобто дистальнiсть i рiвностепенна непе-
рервнiсть є топологiчними властивостями динамiчної системи (X, f) з метри-
зовним компактним фазовим простором X.

Теорема 17.3.21 (див. [117]) Нехай (Γ, f) — мiнiмальна динамiчна систе-
ма на множинi Кантора Γ.

Тодi наступнi умови рiвносильнi:
1. д. с. (Γ, f) топологiчно спряжена з одометром;
2. д. с. (Γ, f) дистальна;
3. д. с. (Γ, f) рiвностепенно неперервна.

Коли ми означали одометр, побудований по правильнiй послiдовностi
{ni}i∈N, ми вимагали, щоб ця послiдовнiсть була необмеженою. Фактично
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цю вимогу можна переписати в наступному виглядi:

Φ({ni | i ∈ N}) ∈ Σ \ Φ0(N) .

Подивимося, що змiниться, якщо Φ({ni | i ∈ N}) = Φ0(m) ∈ Φ0(N). У
цьому випадку A =

←−
lim
i→∞

Zni = Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}, ~e = 1 ∈ Zm, i динамiчна
система (A, g) складається з єдиної перiодичної орбiти довжини m.

Розширимо означення одометрiв i включимо в нього випадок, коли
Φ({ni | i ∈ N}) ∈ Φ0(N).

Тривiально перевiряється, що все сказане в Пiдроздiлах 17.3.6 i 17.3.13,
крiм Теореми 17.3.21, виконується i для нашого нового означення.

Теорема 17.3.22 (див. [118]—[120]) 1. Для кожного N ∈ Σ iснує одо-
метр (A, g), такий що Φ(P(A, g)) = N .

2. Одометри (A1, g1) i (A2, g2) топологiчно спряженi тодi йлише тодi,
коли Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)).

Твердження 17.3.23 Нехай (A, g) — динамiчна система, топологiчно спря-
жена з одометром. Для довiльної пари точок x, y ∈ A iснує єдиний морфiзм
hx, y : (A, g)→ (A, g), такий що hx, y(x) = y, i цей морфiзм є iзоморфiзмом.

17.3.24 Одна категорна конструкцiя.

Нехай L — деяка категорiя.

Означення 17.3.25 Скажемо, що категорiя L має властивiсть LU (Li-
fting Upstairs), якщо для довiльних об’єктiв A, B ∈ ObL i для будь-яких
морфiзмiв α ∈ HL(A,B) та eB ∈ HL(B,B) ∩ IsoL знайдеться морфiзм
eA ∈ HL(A,A) ∩ IsoL, такий що

αeB = eAα .

Означення 17.3.26 Скажемо, що категорiя L має властивiсть LD (Li-
fting Downstairs), якщо для довiльних об’єктiв A, B ∈ ObL i для будь-
яких морфiзмiв α ∈ HL(A,B) та fA ∈ HL(A,A) ∩ IsoL знайдеться морфiзм
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fB ∈ HL(B,B) ∩ IsoL, такий що

fAα = αfB .

Нехай L — категорiя. Для кожної пари об’єктiв A, B ∈ ObL означимо
на множинi HL(A,B) бiнарне вiдношення ∼. Скажемо, що α ∼ β, α, β ∈
HL(A,B), якщо iснують такi eA ∈ HL(A,A)∩ IsoL i eB ∈ HL(B,B)∩ IsoL, що

eAα = βeB .

Якщо L вiдповiдає однiй з властивостей LU або LD, можна показати, що
∼ є вiдношенням еквiвалентностi. Клас еквiвалентностi морфiзма α будемо
позначати [α].

Твердження 17.3.27 Нехай категорiя L вiдповiдає однiй з властивостей
LU або LD.

Тодi коректно визначена категорiя L̄, об’єктами якої є об’єкти категорiї
L i для будь-якої пари об’єктiв A, B ∈ L̄ множина морфiзмiв HL̄(A,B) є
множиною класiв еквiвалентностi морфiзмiв з HL(A,B).

Зауваження 17.3.28 Наведена конструкцiя є частинним випадком фактор-
категорiї (див. [121]).

17.3.29 Основнi властивостi одометрiв (продовження).

Нехай (A1, g1), (A2, g2) — динамiчнi системи, топологiчно спряженi з одоме-
трами, π1, π2 : (A1, g1)→ (A2, g2) i h : (A2, g2)→ (A2, g2) — морфiзми.

Позначимо через F множину всiх морфiзмiв f : (A1, g1) → (A1, g1), для
яких комутативна дiаграма

(A1, g1)
f−−−→ (A1, g1)

π1

y yπ2
(A2, g2) −−−→

h
(A2, g2)
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З Твердження 17.3.23 слiдує, що h ∈ IsoK0 i F ⊆ IsoK0.

Твердження 17.3.30 Множина F не порожня.
Для довiльних y ∈ A2 i x1 ∈ π−1

1 (y) виконується рiвнiсть

F = {hx1, x2 | x2 ∈ π−1
2 (h(y))} .

Розглянемо повну пiдкатегорiю A категорiї K0, об’єктами якої є всi дина-
мiчнi системи, топологiчно спряженi с одометрами.

Твердження 17.3.31 Категорiя A вiдповiдає властивостям LU i LD.

Означення 17.3.32 Повна пiдкатегорiя Z категорiї K, яка мiстить рiвно
по одному представнику з кожного класу iзоморфних об’єктiв категорiї K,
називається скелетом категорiї K.

Фiксуємо скелет A0 категорiї A.

Зауваження 17.3.33 З Теореми 17.3.22 слiдує, що для кожного N ∈ Σ ка-
тегорiя A0 мiстить рiвно один об’єкт (A, g), такий що Φ(P(A, g)) = N .

Зауваження 17.3.34 Внаслiдок Теореми 17.3.18 для довiльних двох об’єк-
тiв (A1, g1) i (A2, g2) категорiї A0 наступнi твердження еквiвалентнi:
(i) Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2));
(ii) HA0((A1, g1), (A2, g2)) 6= ∅.

Скористаємось Твердженням 17.3.27 i побудуємо по категорiїA0 категорiю
Ā0.

Наслiдок 17.3.35 Нехай (A1, g1), (A2, g2) ∈ ObA0.
Якщо π1, π2 ∈ HA0((A1, g1), (A2, g2)), то [π1] = [π2].

Наслiдок 17.3.36 Нехай (A1, g1), (A2, g2) ∈ Ob Ā0.
Тодi
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(i) Якщо Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)), то потужнiсть множини
HĀ0

((A1, g1), (A2, g2)) рiвна одиницi;
(ii) в протилежному випадку HĀ0

((A1, g1), (A2, g2)) = ∅.

Побудуємо по частково впорядкованiй множинi Σ категорiю L(Σ), об’єкта-
ми якої є елементи множини Σ, а морфiзмами — всi пари елементiв (M,N), та-
кi щоM ≥ N . Для довiльних двох елементiвM , N ∈ Σ множина HL(Σ)(M,N)

складається з одного морфiзма (M,N), якщо M ≥ N i є порожньою у проти-
лежному випадку.

Теорема 17.3.37 Вiдповiднiсть Ψ0 : Ob Ā0 → ObL(Σ),

Ψ0 : (A, g) 7→ Φ(P(A, g)) , (A, g) ∈ Ob Ā0 ,

однозначно продовжується до функтора Ψ : Ā0 → L(Σ).
Функтор Ψ задає iзоморфiзм категорий Ā0 i L(Σ).

17.3.38 Розширення одометрiв. Загальний випадок.

Нехай (X, f) — динамiчна система с Хаусдорфовим компактним фазовим про-
стором.

Нагадаємо, що для довiльної динамiчної системи (A, g) ∈ ObA в категорiї
K0 iснує морфiзм h : (X, f) → (A, g) тодi й лише тодi, коли Φ(P(A, g)) ≤
Φ(P(X, f)) (див. Теорему 17.3.18).

Розглянемо повну пiдкатегорiю A(X, f) категорiї A, об’єктами якої є ди-
намiчнi системи (A, g) ∈ ObA, такi що Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)).

Як слiдує з Зауваження 17.3.33 категорiя A(X, f) вiдповiдає властивостям
LU i LD.

Фiксуємо скелет A0(X, f) категорiї A(X, f) i використовуючи Тверджен-
ня 17.3.27 побудуємо категорiю ¯A0(X, f).

Твердження 17.3.39 Нехай (A1, g1), (A2, g2) ∈ Ob ¯A0(X, f).
Тодi
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(i) якщо Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)), то потужнiсть множини
H ¯A0(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) рiвна одиницi;
(ii) в протилежному випадку H ¯A0(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) = ∅.

Розглянемо пiдмножину Σ(X, f) = {N ∈ Σ | N ≤ Φ(P(X, f))} мно-
жини (Σ,≤) i побудуємо по цiй частково впорядкованiй множинi категорiю
L(Σ(X, f)).

Теорема 17.3.40 Вiдповiднiсть

Ψ0(X, f) : Ob ¯A0(X, f)→ ObL(Σ(X, f)) ,

Ψ0(X, f) : (A, g) 7→ Φ(P(A, g)) , (A, g) ∈ Ob ¯A0(X, f) ,

однозначно продовжується до функтора

Ψ(X, f) : ¯A0(X, f)→ L(Σ(X, f)) .

Функтор Ψ(X, f) є iзоморфiзмом категорiй ¯A0(X, f) i L(Σ(X, f)).

Означимо категорiю B(X, f) наступним чином:
— об’єктами B(X, f) є пари (h, (A, g)), де (A, g) — об’єкт категорiї A(X, f),

h ∈ MorK0((X, f), (A, g));
— для довiльних двох (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ ObB(X, f) множина

HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) складається зi всiх таких трiйок
((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))), що виконуються спiввiдношення
π ∈ HA(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) i h2 = π ◦ h1.

Лема 17.3.41 Нехай (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ ObB(X, f).
Тодi

(i) множина HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) мiстить не бiльше одного
елементу;
(ii) якщо множина HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) не порожня, то

Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)).
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Лема 17.3.42 Нехай (h, (A, g)) ∈ ObB(X, f), N ∈ Σ(X, f) i виконується
нерiвнiсть Φ(P(A, g)) ≤ N .

Тодi знайдеться (h1, (A1, g1)) ∈ ObB(X, f), таке що
(i) Φ(P(A1, g1)) = N ;
(ii) HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h, (A, g))) 6= ∅.

Означимо “стираючий” функтор Θ : B(X, f) → A(X, f) за допомогою
спiввiдношень

Θ : (h, (A, g)) 7→ (A, g) , (h, (A, g)) ∈ ObB(X, f) ;

Θ : ((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))) 7→ π ,

((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))) ∈ Mor(B(X, f)) .

Розглянемо повний прообраз B′(X, f) скелета A0(X, f) пiд дiєю функтора
Θ. Проста безпосередня перевiрка показує, що B′(X, f) є повною пiдкатего-
рiєю категорiї B(X, f).

Зауваження 17.3.43 Нехай L′ — повна пiдкатегорiя категорiї L. Нехай A,
B ∈ ObL′. За означенням HL′(A,B) = HL(A,B).

Внаслiдок цього об’єкти A i B iзоморфнi в L′ тодi й лише тодi, коли вони
є iзоморфними в L.

Нехай B′0(X, f) — скелет категорiї B′(X, f). Очевидно, B′0(X, f) — повна
пiдкателогия категорiї B(X, f).

Твердження 17.3.44 Категорiя B′0(X, f) є скелетом категорiї B(X, f).

Означимо на класi ObB′0(X, f) бiнарне вiдношення �. Скажемо, що

(h1, (A1, g1)) � (h2, (A2, g2)) ,

якщо
HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅ .
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Твердження 17.3.45 ([54]) Вiдношення � є вiдношенням часткового по-
рядка i виконуються наступнi твердження:

(i) кожен елемент (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f) мажорується деяким елемен-
том (h′, (A′, g′)) ∈ ObB′0(X, f), таким що Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f));
(ii) елемент (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f) є максимальним вiдносно порядка �

тодi й лише тодi, коли виконується рiвнiсть Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).

Лема 17.3.46 ([54]) Нехай (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f) i Φ(P(A, g)) ≤ N для
деякого N ∈ Σ(X, f).

Iснує такiй об’єкт (h′, (A′, g′)) ∈ ObB′0(X, f), що
(i) Φ(P(A′, g′)) = N ;
(ii) HB(X,f)((h

′, (A′, g′)), (h, (A, g))) 6= ∅.

За означенням Θ(ObB′0(X, f)) = ObA0(X, f) = Ob ¯A0(X, f), отже коре-
ктно означено вiдображення

Λ0 = Ψ0 ◦Θ : ObB′0(X, f)→ ObL(Σ(X, f)) = (Σ(X, f),≤) .

Наслiдок 17.3.47 Вiдображення Λ0 зберiгає вiдношення порядка.
Повний прообраз Λ−1

0 (Φ(P(X, f))) найбiльшого елементу множини
(Σ(X, f),≤) збiгається з класом всiх максимальних елементiв з
(ObB′0(X, f),�).

Наслiдок 17.3.48 Вiдображення Λ0 : ObB′0(X, f) → ObL(Σ(X, f)) одно-
значно продовжується до функтора

Λ : B′0(X, f)→ L(Σ(X, f)) .

Для довiльних двох об’єктiв B, B′ ∈ ObB′0(X, f) вiдображення

ΛB,B′ : HB′0(X,f)(B,B
′)→ HL(Σ(X,f))(Λ(B),Λ(B′))

є iн’єктивним.
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Зауваження 17.3.49 1). З Леми 17.3.41 слiдує, що необхiдною умовою для
того, щоб два об’єкти (h1, (A1, g1)) i (h2, (A2, g2)) ∈ ObB(X, f) були iзомор-
фними, є рiвнiсть Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)).

2). З Наслiдку 17.3.23 випливає таке твердження: якщо виконується
рiвнiсть Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)), то об’єкти (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈
ObB(X, f) iзоморфни тодi й лише тодi, коли принаймнi одна з множин

HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) ,

HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1)))

не порожня.

17.3.50 Розширення одометрiв. Нерозкладнi динамiчнi

системи.

Виникає природне бажання якось “порiвняти” категорiї B(X, f) i L(Σ(X, f)).
Нижче ми побачимо, що у випадку, коли динамiчна система (X, f) нероз-

кладна, категорiя L(Σ(X, f)) iзоморфна скелету категорiї B(X, f) (i iзомор-
фiзм задається функтором Λ).

Якщо ж динамiчна система (X, f) не є нерозкладною, взагалi кажучи не-
зрозумiло, як “порiвнювати” категорiї B(X, f) i L(Σ(X, f)), как показує на-
ступна лема.

Лема 17.3.51 Нехай (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f), N ∈ Σ(X, f) i виконується
строга нерiвнiсть Φ(P(A, g)) � N .

Об’єкт (h′, (A′, g′)) ∈ ObB′0(X, f), що вiдповiдає Лемi 17.3.46, визначе-
ний однозначно тодi й лише тодi, коли динамiчна система (X, f) є нероз-
кладною.

Зауваження 17.3.52 Очевидно, множина (Σ,≤) має найменший елемент
E = (Ep = 0)p∈S = Φ0(1).

Отже, для довiльної динамiчної системи (X, f) об’єкт E є правим нулем
категорiї L(Σ(X, f)).
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В категорiї A0(X, f) елементу E вiдповiдає динамiчна система ({pt}, Id)

з фазовим простором, що є одноточковою множиною (вiдповiдає в тому
сенсi, що Φ(P({pt}, Id)) = E).

Твердження 17.3.53 В категорiї B′0(X, f) є правий ноль 0R ∈ ObB′0(X, f).

Зауваження 17.3.54 Оскiльки за означенням скелета категорiї будь-якi
два рiзних об’єкта категорiї B′0(X, f) не iзоморфнi, то правий ноль визна-
чено однозначно.

Наступнi два твердження є наслiдками Леми 17.3.51.

Наслiдок 17.3.55 Нехай Φ(P(X, f)) 6= E, N ∈ Σ(X, f) i N 6= E.
Знайдеться (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f), таке що Φ(P(A, g)) = N i еквiва-

лентнi наступнi твердження:
(i) об’єкт (h, (A, g)) ∈ ObB′0(X, f), для якого Φ(P(A, g)) = N , визначено

однозначно;
(ii) динамiчна система (X, f) нерозкладна.

Зауваження 17.3.56 Iншими словами Наслiдок 17.3.55 можна сформулю-
вати так:
— вiдображення Λ0 : ObB′0(X, f)→ ObL(Σ(X, f)) сюр’єктивне;
— якщо Φ(P(X, f)) 6= E, то iн’єктивiсть вiдображення Λ0 еквiвалентна

тому, що динамiчна система (X, f) нерозкладна.

Наслiдок 17.3.57 Якщо динамiчна система (X, f) нерозкладна, то для до-
вiльних двох об’єктiв (h1, (A1, g1)) i (h2, (A2, g2)) категорiї B′0(X, f) нерiв-
нiсть

HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅

виконується тодi й лише тодi, коли справедлива нерiвнiсть Φ(P(A1, g1)) ≤
Φ(P(A2, g2)).

Лема 17.3.58 Нехай Φ(P(X, f)) 6= E. Тодi наступнi твердження еквiва-
лентнi:
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(i) категорiя B′0(X, f) має лiвий ноль 0L ∈ ObB′0(X, f);
(ii) динамiчна система (X, f) нерозкладна.

Теорема 17.3.59 ([54]) Нехай Φ(P(X, f)) 6= E, B0(X, f) — скелет катего-
рiї B(X, f).

Наступнi твердження еквiвалентнi:
(i) динамiчна система (X, f) нерозкладна;
(ii) категорiї B0(X, f) i L(Σ(X, f)) iзоморфнi.
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Висновки

В данiй роботi вивчались одновимiрнi шарування з особливостями на поверх-
нях, а також об’єкти, якi їх породжують — функцiї, динамiчнi системи, тощо.
Було отримано такi основнi результати.

• Означено поняття плоского вiдображення локально скiнченного дерева та
скiнченного лiса, який складається з таких дерев, у площину. Доведено,
що довiльний образ скiнченного лiсу на площинi пiд дiєю плоского вiдобра-
ження є множиною рiвня деякої псевдогармонiчної функцiї. (Роздiл 2.)

• Розглянуто клас неперервних функцiй на некомпактних поверхнях, мно-
жини рiвня яких локально мають таку ж топологiчну будову, як i гладкi
функцiї з iзольованими особливостями. Знайденi достатнi умови, при ви-
конаннi яких простiр Кронрода–Рiба такої функцiї є топологiчним графом
з черенками. Доведено, що у випадку, коли поверхня є площиною R2, цi
умови є також необхiдними. (Роздiл 3.)

• Розглянуто псевдогармонiчнi функцiї загального положення на площинi,
якi мають скiнченну кiлькiсть сингулярних точок i задовольняють дода-
тково деяким умовам I, якi гарантують, що ΓK−R(f) є графом з черенка-
ми. На основi простору Кронрода–Рiба побудовано повний топологiчний
iнварiант, що розрiзняє такi функцiї. (Роздiл 4.)

• Для певного класу графiв доведено теорему реалiзацiї у якостi комбiна-
торної дiаграми деякої функцiї f означеної на замкненому двовимiрному
диску D2, яка є псевдогармонiчною у IntD2 i для якої обмеження f на
∂D2 має лише скiнченне число екстремумiв. (Роздiл 5.)

• Означено клас смугастих поверхонь: двовимiрних поверхонь якi можуть
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бути склеєнi з горизонтальних смуг i на яких певним чином задається
одновимiрне канонiчне шарування. Для поверхонь з цього класу вивчено
гомотопiчний тип груп H(∆) листових гомеоморфiзмiв Z (гомеоморфi-
змiв, що вiдображають листи ∆ на листи) i доведено, що за виключенням
двох випадкiв компонента лiнiйної зв’язностi одиницi H0(∆) групи H(∆)

є стягуваною. (Роздiл 6.)
• Для двовимiрного многовиду X, на якому задане одновимiрне шаруван-

ня ∆, що належить до класу F (X має структуру локально тривiального
розшарування, шарами якого є листи шарування ∆), доведено, що X ли-
стово гомеоморфний до деякої смугастої поверхнi при виконаннi додатко-
вої умови що сiм’я Spec(∆) всiх спецiальних листiв ∆ локально скiнченна.
(Роздiл 7.)

• Отримано наступну характеризацiю смугастих поверхонь: двовимiрний
многовидX, на якому задано одновимiрне шарування ∆, кожен лист якого
гомеоморфний R1 i є замкненою пiдмножиною X, листово гомеоморфний
деякiй смугастiй поверхнi тодi й лише тодi, коли сiм’я Sing(∆), що скла-
дається зi всiх сингулярних листiв є локально скiнченною. (Роздiл 8.)

• Запропоновано означення регулярної та сiдлової точки неперервної фун-
кцiї на поверхнi, якi є слабкiшими аналогами означень регулярної та син-
гулярної точки псевдогармонiчної функцiї. Побудовано приклад неперерв-
ної функцiї на замкненому двовимiрному диску, яка є постiйною на його
межi, має рiвно два нестрогих локальних екстремуми всерединi диску i не
має сiдлових точок. (Роздiл 9.)

• Побудовано контр-приклад до гiпотези Дж. Фокса, яка стверджує, що F-
функцiя f завжди постiйна на компонентах зв’язностi замикання множи-
ни своїх S-вiддiлених точок. (Роздiл 10.)

• Знайдено необхiднi й достатнi умови для того, щоб неперервна функцiя на
поверхнi була спряженою псевдогармонiчною функцiєю до заданої псев-
догармонiчної функцiї. (Роздiл 11.)

• Нехай G — область в Rn, x0 ∈ G, F ∈ Cn(G). Доведено, що точка x0 є
квазi-iзольованою точкою рiвня F−1(F (x0)) тодi й лише тодi, коли iснує
вкладена послiдовнiсть гiперповерхонь, що обмежують x0, яка збiгається
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до x0 i складається з компонент лiнiйної зв’язностi регулярних множин
рiвня F . (Роздiл 12.)

• Узагальнено теорему, обернену до теореми Жордана про криву.
(Роздiл 13.)

• Запропоновано розбиття унiверсального простору Менгера Mn
k на двi не-

перетиннi множини Cn
k i F n

k . Доведено, що достатньою умовою для то-
го, щоб k-вимiрна компактна множина X ⊂ Rn мiстила k-вимiрний диск
є iснування вкладення f : X → Mn

k , для якого розмiрнiсть множини
f(X) ∩ Cn

k дорiвнює k. (Роздiл 14.)
• Доведено, що для гомеоморфiзму g : X → X Хаусдорфового топологiчно-

го простору X i для кожного n ≥ 2 центри Бiркгофа динамiчних систем
(X, g) i (X, gn) збiгаються. (Роздiл 15.)

• Знайдено умови на спiввiдношення мiж перiодами близьких перiодичних
орбiт д. с. з дискретним часом на множинi Кантора, при виконаннi яких
фазовий простiр неперервної надбудови над д. с. не може бути вкладений
у двовимiрну поверхню (вiдповiдно, у орiєнтовну двовимiрну поверхню).
(Роздiл 16.)

• Для обертовної д. с. (X, f) з Хаусдорфовим компактним фазовим про-
стором X нами означенi i дослiдженi перiодичнi розбиття простору X, а
також побудовано топологiчний iнварiант P(X, f) ⊂ N — множину поту-
жностей всiх перiодичних розбиттiв простору X. Вказано, як по P(X, f)

знайти всi одометри, на якi має проекцiї (X, f). Розглянуто категорiю,
об’єктами якої є проекцiї (X, f) на одометри. Описано скелет цiєї катего-
рiї у випадку, коли д. с. (X, f) нерозкладна. (Роздiл 17.)
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Додаток А

Доведення окремих тверджень
Роздiлу 2

А.1 Доведення Лемми 2.2.3

а) Нехай w ∈ V \ Vter — вершина порядку n > 1.

Нехай v1, . . . , vn — всi вершини, сумiжнi w, а e1 = (w, v1), . . . , en = (w, vn)

— всi ребра, iнцидентнi вершинi w.

(i) Припустимо спочатку, що vk /∈ Vter, k = 1, . . . , n.

Образи ребер ek, k = 1, . . . , n, пiд дiєю вiдображення Ψ є простими не-
перервними кривими, тому що Ψ є вкладенням T \ Vter у площину (див. до-
ведення Твердження 2.2.2). Зафiксуємо параметризацiю χk : [0, 1] → Ψ(ek),
χk(0) = Ψ(w), χk(1) = Ψ(vk), кривої Ψ(ek) в R2, k = 1, . . . , n.

Нехай ρ — стандартна метрика в R2,

d = min
k∈{1,...,n}

ρ(χk(0), χk(1)) = min
k∈{1,...,n}

ρ(Ψ(w),Ψ(vk)) .

Розглянемо коло S = {z ∈ R2 | ρ(Ψ(w), z) = d/2} радiуса d/2 з центром в
точцi Ψ(w). Зрозумiло, що всi Ψ(vk) лежать за межами S, тому для кожного
k = 1, . . . , n, iснує єдине значення параметра τk = min{t |χk(t) ∈ S} ∈ (0, 1),
при якому вiдбувається перша зустрiч кривої χk з колом S. За означенням
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χk(t) ∈ {z ∈ R2 | ρ(Ψ(w), z) < d/2}, коли t ∈ [0, τk), k = 1, . . . , n.

Не обмежуючи загальностi мiркувань, змiнимо нумерацiю вершин i ре-
бер так, щоб при обходi кола S в додатному напрямi ми проходили точки
χ1(τ1), χ2(τ2), . . . , χn(τn) послiдовно.

Позначимо αk = χ([0, τk]), k = 1, . . . , n. Нехай βk — сегмент кола S,
який при обходi кола в додатному напрямку з’єднує точку χk(τk) з точкою
χi+1(τi+1), k = 1, . . . , n− 1, а βn — сегмент кола мiж точками χn(τn) i χ1(τ1).

Розглянемо коло S0 = {z ∈ R2 | ρ(0, z) = 1}. Позначимо

rk = (cos(2πk/n), sin(2πk/n)) ∈ S0, k = 1, . . . , n .

Розглянемо набiр вiдрiзкiв α̂k = {rkt | t ∈ [0, 1]}, k = 1, . . . , n, якi з’єднують по-
чаток координат з точками r1, . . . , rn. Нехай β̂k = {(cos(2πt/n), sin(2πt/n)) | t ∈
[k, k + 1]}, k = 1, . . . , n.

При обходi кола S0 в додатному напрямi ми проходимо точки r1, . . . , rn

в тому ж порядку, що проходяться точки χ1(τ1), χ2(τ2), . . . , χn(τn) при обходi
кола S в додатному напрямi. Тому iснує гомеоморфiзм µ0 : S → S0, такий що
µ0(χk(τk)) = rk, µ0(βk) = β̂k, k = 1, . . . , n.

Зафiксуємо гомеоморфiзми вiдрiзкiв µk : αk → α̂k, такi що µk(Ψ(w)) = 0,
µk(χk(τk)) = rk, k = 1, . . . , n.

Позначимо C = S ∪⋃n
k=1 αk, C0 = S0 ∪

⋃n
k=1 α̂k.

Легко бачити, що коректно визначене вiдображення µ : C → C0,

µ(z) =

µ0(z), якщо z ∈ S ,
µk(z), коли z ∈ αk, k = 1, . . . , n .

Компактнi пiдмножини S, α1, . . . , αn утворюють фундаментальне покриття
простору C (див. [80]) i обмеження µ на кожну з цих множин неперервне,
тому i вiдображення µ є неперервним. Крiм того, як легко бачити, µ є бiє-
ктивним вiдображенням компакта C на C0. Зi сказаного робимо висновок, що
µ є гомеоморфiзмом.

Позначимо γn = αn ∪ α1 ∪ βn, γk = αk ∪ αk+1 ∪ βk, k = 1, . . . , n − 1. Без-
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Рис. А.1.1: Вiдображення θ0.

посередньо перевiряється, що всi γk є Жордановими кривими. Нехай Dk —
замкнений диск, обмежений кривою γk, нехай також D̊k = Dk\γk, k = 1, . . . , n.

З того, що перетин γk ∩ γm є зв’язною множиною при всiх k 6= m, k,m ∈
{1, . . . , n}, слiдує, що D̊k ∩ D̊m = ∅ при k 6= m.

Також D̊k ∩ C = ∅, k = 1, . . . , n, внаслiдок попереднього спостереження i
того, що C =

⋃n
k=1 γk =

⋃n
k=1 Fr D̊k.

Позначимо γ̂n = α̂n∪ α̂1∪ β̂n, γ̂k = α̂k∪ α̂k+1∪ β̂k, k = 1, . . . , n−1. Очевидно,
всi γ̂k є Жордановими кривими. Нехай D0,k — замкнений диск, обмежений
кривою γ̂k, нехай також D̊0,k = D0,k \ γ̂k, k = 1, . . . , n.

Зрозумiло, що D̊0,k∩D̊0,m = ∅ при k 6= m; також D̊0,k∩C = ∅, k = 1, . . . , n.
Вiдомо (див. [46]), що гомеоморфiзм µ|γk : γk → γ̂k, k = 1, . . . , n, простих

замкнених кривих можна продовжити до гомеоморфiзму дискiв θk : Dk →
D0,k, k = 1, . . . , n, обмежених даними кривими.

Позначимо D (вiдповiдно, D0) замкнений диск, обмежений колом S (вiд-
повiдно, S0).

Елементарно перевiряється, що D =
⋃n
k=1 Dk, D0 =

⋃n
k=1D0,k, i коректно

визначене бiєктивне вiдображення θ0 : D → D0, θ0(z) = θk(z), якщо z ∈ Dk.
Компактнi пiдмножини D1, . . . , Dn утворюють фундаментальне покриття

простору D (див. [80]) i обмеження θ0 на кожну з цих множин неперервне за
побудовою, тому i вiдображення θ0 є неперервним. Крiм того з бiєктивностi
неперервного вiдображення θ0 компакта D на D0 слiдує, що θ0 є гомеоморфi-
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змом.
Вiдома теорема про продовження (див. [46]) стверджує, що гомеоморфiзм

двох Жорданових кривих на площинi можна продовжити до гомеоморфiзма
площини на себе. Користуючись цiєю теоремою, знайдемо гомеоморфiзм θ̃1 :

R2 → R2, такий що θ̃1|S = θ0|S = µ0 : S → S0. Позначимо через θ1 обмеження
θ̃1 на множину D′ = {z | ρ(z,Ψ(w)) ≥ d/2} — замикання зовнiшностi кривої S.

Зрозумiло, що коректно визначене бiєктивне вiдображення θ : R2 → R2,

θ(z) =

θ0(z), якщо z ∈ D ,

θ1(z), коли z ∈ D′ .

Множини D i D′ утворюють скiнченне замкнене покриття простору R2, яке
є фундаментальним, тому вiдображення θ є неперервним. Крiм того легко
бачити, що обидва вiдображення θ0 i θ1 замкненi, внаслiдок чого вiдобра-
ження θ також замкнене. Тому обернене вiдображення θ−1 неперервне i θ є
гомеоморфiзмом.

Повторюючи з очевидними змiнами мiркування Твердження 1.6.5, прихо-
димо до висновку, що множина

U0,w =
n⋃
k=1

Ψ−1 ◦ χk
(
[0, τk)

)
є вiдкритим околом вершини w в T , який належить до об’єднання сумiжних
ребер цiєї вершини i гомеоморфний множинi Qn. Останнє твердження слiдує з
того, що за побудовою Q̂n = θ◦Ψ(U0,w) = (

⋃n
k=1 α̂k)\S0 =

⋃n
k=1{rkt | t ∈ [0, 1)},

а ця множина очевидно гомеоморфна Qn.
Розглянемо замкнену пiдмножину Xw = T \ U0,w дерева T . Зрозумiло,

що множина X̃w = Xw \ Vter замкнена в T \ Vter, а її образ Yw = θ ◦ Ψ(X̃w)

замкнений в θ ◦Ψ(T \ Vter). Множина θ ◦Ψ(T \ Vter) є замкненою в R2, тому i
Yw = (θ ◦Ψ(T \ Vter)) \ Q̂n — замкнена пiдмножина площини.

Позначимо D̊a(0) = {z | ρ(z, 0) < a}, a > 0. За побудовою 0 = θ◦Ψ(w) /∈ Yw,
тому iснує δ > 0, для якого Yw ∩ D̊δ(0) = ∅. Очевидно, можна вважати, що
δ ≤ 1.
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Позначимо Q̂n(δ) = Q̂n ∩ Dδ(0). За побудовою 0 = θ ◦ Ψ(w) ∈ Q̂n(δ) =

Dδ(0) ∩ θ ◦ Ψ(T \ Vter) ⊆ θ ◦ Ψ(U0,w), Тому множина Uw = (θ ◦ Ψ)−1(Q̂n(δ))

лежить в об’єднаннi ребер графа T , iнцидентних вершинi w.
Очевидно, Q̂n(δ) — вiдкрита пiдмножина θ ◦Ψ(T \Vter), тому Uw є вiдкри-

тою пiдмножиною простору T \ Vter, який сам є вiдкритим пiдпростором T .
Отже, множина Uw є вiдкритим околом вершини w в T .

Нарештi, θ◦Ψ гомеоморфно вiдображає простiр T \Vter на свiй образ (див.
доведення Твердження 2.2.2), тому пiдмножина Uw простору θ ◦ Ψ(T \ Vter)
гомеоморфна множинi Q̂n(δ), а разом з нею, i множинi Qn. Враховуючи те,
що Qn вiдкрита пiдмножина простору T \Vter, який у свою чергу є вiдкритим
пiдпростором T , ми приходимо до висновку, що пiдпростiр Uw простору T

гомеоморфний Qn.
Нехай L : R2 → R2, L(z) = z/δ, Θ = L ◦ θ. Легко бачити, що окiл Uw

вершини w ∈ V \ Vter i гомеоморфiзм Θ задовольняють вимоги нашого твер-
дження.

(ii) Нехай тепер w ∈ V \ Vter, а сумiжнi вершини графа T вiдповiдають
таким вимогам: v1, . . . , vm ∈ Vter; vm+1, . . . , vn ∈ V \ Vter.

Розглянемо вiдрiзки Iek , з T̂0, якi вiдповiдають ребрам ek = (w, vk), пара-
метризованi за допомогою гомеоморфiзмiв ϕek : [0, 1]→ Iek , k = 1, . . . ,m. Для
простоти можна вважати, що w = pr ◦ ϕek(0), vk = pr ◦ ϕek(1), k = 1, . . . ,m.

Очевидно, pr ◦ ϕek([0, 1/2]) ⊂ T \ Vter. Тому вiдображення χ′k : [0, 1] →
Ψ ◦ pr ◦ϕek([0, 1/2]), χ′k(t) = Ψ ◦ pr ◦ϕek(t/2), t ∈ [0, 1], є простою неперервною
кривою для кожного k = 1, . . . ,m.

Розглядаючи замiсть вершин vk ∈ Vter точки v′k = pr ◦ ϕek(1/2) ∈ T \
Vter, а також кривi χ′k, k = 1, . . . ,m, i повторюючи попереднi мiркування з
очевидними змiнами, знайдемо окiл Uw вершини w ∈ V \ Vter i гомеоморфiзм
Θ, якi задовольняють вимоги нашого твердження.

б) Нехай точка w ∈ T \V лежить на ребрi e. Розглянемо вiдрiзок Ie i його
параметризацiю ϕe : [0, 1] → Ie. За побудовою (pr ◦ ϕe)−1(V ) = {0, 1}, тому
знайдуться 0 < t1 < t2 < 1, такi що (pr ◦ ϕe)−1(w) ∈ (t1, t2). Зрозумiло, що
pr ◦ ϕe([t1, t2]) ⊂ T \ Vter, тому вiдображення χ : [0, 1] → R2, χ(t) = Ψ ◦ pr ◦
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ϕe(t2t+ t1(1− t)) є простою неперервною кривою. Причому Ψ(w) = χ(t0) для
деякого t0 ∈ (0, 1).

Вiдомо (див. [46]), що кожна проста дуга на площинi є дугою деякої Жор-
данової кривої. Зафiксуємо Жорданову криву γ, дугою якої є χ. Нехай γ0

— Жорданова крива, що обмежує прямокутник [−1, 1] × [0, 1]. Легко знайти
гомеоморфiзм η : γ → γ0, такий що η ◦Ψ(w) = 0, η ◦ χ([0, 1]) = [−1, 1]× {0}.

Скористаємось теоремою про продовження (див. [46]) i продовжимо η до
гомеоморфiзму площини θ.

Множина Uw = pr ◦ ϕ((t1, t2)) = Ψ−1(χ((0, 1))) = (θ ◦ Ψ)−1((−1, 1) × {0})
вiдкрита в T i гомеоморфна iнтервалу (див. доведення Твердження 1.6.5).

Задовольнити вимогу 2 твердження, яке ми доводимо, допомагають мiр-
кування, абсолютно аналогiчнi (з очевидними змiнами) тим, якими ми ско-
ристались у випадку w ∈ V \ Vter.

Лему 2.2.3 доведено.

А.2 Доведення Твердження 2.2.6

Нехай порядок вершини v дорiвнює n > 1. З урахуванням Зауваження 2.1.4,
не обмежуючи загальностi мiркувань ми можемо вважати, що вiдображен-
ня Θ тотожне i множина Ψ(Uv) = {t (cos(2πk/n), sin(2πk/n)) | t ∈ [0, 1), k =

0, . . . , n − 1} дiлить диск D̊0 на сектори, кожен з яких лежить в доповненнi
R2 \ Ψ(T \ Vter). З умови 0 = Ψ(v) ∈ FrQ слiдує, що принаймнi один з цих
секторiв лежить в Q.

Нехай ek = (v, vk) — ребро дерева T , образ якого мiстить множину

αk = {t (cos(2πk/n), sin(2πk/n)) | t ∈ (0, 1)} ,

k = 1, . . . , n. Позначимо через Qk вiдкритий сектор диска D̊0, обмежений
кривими αk i αk+1, k = 1, . . . , n − 1. Позначимо через Qn сектор, обмежений
кривими αn i α1.

Припустимо, що Ql, Qm ∈ Q для деяких l, m ∈ {1, . . . , n}, l < m.
Легко знайти просту замкнену криву γ : I → R2, γ(0) = γ(1) = 0 = Ψ(v) ∈
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Рис. А.2.1: Крива γ.

FrQ, яка вiдповiдає таким умовам:

• γ(I̊) ⊂ Q;

• iснують β′ ∈ (2πl/n, 2π(l+1)/n) i τl ∈ I̊, такi що γ(t) = (t cos β′, t sin β′) ∈
Ql при t ∈ [0, τl);

• iснують β′′ ∈ (2πm/n, 2π(m + 1)/n) i τm ∈ I̊, такi що γ(t) = ((1 −
t) cos β′, (1− t) sin β′) ∈ Qm при t ∈ (τm, 1].

Нехай крива γ обмежує диск W (див. Рис. А.2.1).
0 = Ψ(v) /∈ γ([τl, τm]), тому iснує ε > 0, таке що Dε(0) ∩ γ([τl, τm]) =

{(x, y) |x2 + y2 ≤ ε} ∩ γ([τl, τm]) = ∅. Зрозумiло, що ε < τl i 1 − ε > τm.
Позначимо a′ = γ(ε), a′′ = γ(1− ε), Sε(0) = FrDε(0) = {(x, y) |x2 + y2 = ε}. За
побудовою {a′, a′′} = γ(I) ∩ Sε(0).

Легко бачити, що або областi D̊ε(0) = {(x, y) |x2 +y2 < ε} iW не перетина-
ються, або принаймнi одна з двох дуг, на якi коло Sε(0) дiлиться точками a′ i
a′′, лежить вW . Зi спiввiдношення 0 ∈ FrW ∩D̊ε(0) слiдує, щоW ∩D̊ε(0) 6= ∅,
внаслiдок чого одна з компонент множини Sε(0) \ {a′, a′′} лежить в W .

Позначимо N ′ = {k ∈ N | (1 ≤ k ≤ l) ∨ (m < k ≤ n)}, N ′′ = {k ∈ N | l < k ≤
m}. Зрозумiло, що при 1 ≤ l < m ≤ n обидвi множини непорожнi.

Помiтимо, що одна з дуг множини Sε(0) \ {a′, a′′} перетинається з αk для



359

кожного k ∈ N ′, iнша дуга перетинається з αk для всiх k ∈ N ′′. Ми вже
довели вище, що одна з цих дуг є пiдмножиною W , отже iснує j ∈ {1, . . . , n},
таке що αj ∩W 6= ∅. За побудовою зв’язна множина αj не перетинається з
FrW = γ(I), отже αj ⊂ W .

Розглянемо вiдображення ϕj = ϕej : I → Ij = Iej та ϕ̂j = pr ◦ ϕj : I → T ,
якi реалiзують вкладення ребра ej в простiр T . Для простоти будемо вважати,
що ϕ̂j(0) = v, ϕ̂j(1) = vj.

За побудовою ∅ 6= αj ⊂ W ∩Ψ ◦ ϕ̂j(I̊). З iншого боку FrW ∩Ψ(T \ Vter) =

γ(I) ∩Ψ(T \ Vter) = Ψ(v) = Ψ ◦ ϕ̂j(0) i Ψ ◦ ϕ̂j(I̊) ∩Ψ ◦ ϕ̂j(0) = ∅, тому зв’язна
множина Ψ ◦ ϕ̂j(I̊) лежить в W .

За означенням плоского вiдображення

Φ ◦ ϕ̂j|I̊ = ψ ◦Ψ ◦ ϕ̂j|I̊ : I̊ → S \ {s} .

Тому, якщо vj ∈ Vter, то за означенням Φ(vj) = Φ ◦ ϕ̂j(1) = s, внаслiдок чого
s ∈ Φ ◦ ϕ̂j(I̊), i множина Ψ ◦ ϕ̂j(I̊) має бути необмеженою. Але ця множина
мiститься в обмеженiй областi W , отже vj /∈ Vter i визначена точка Ψ(vj) =

Ψ ◦ ϕ̂j(1) ∈ W . Зi спiввiдношень Ψ(vj) 6= Ψ(v) i FrW ∩ Ψ(T \ Vter) = Ψ(v)

слiдує, що Ψ(vj) ∈ W .

Розглянемо множину ψ(W ). Це вiдкритий диск на сферi, обмежений кри-
вою ψ ◦ γ. Зрозумiло, що ψ(W ) = ψ(W ) ∪ ψ ◦ γ(I) ⊂ ψ(R2) = S \ {s}. Тому
s /∈ ψ(W ). Отже, з одного боку ψ◦γ(I)∩Φ(T \Vter) = ψ◦γ(I)∩ψ◦Ψ(T \Vter) =

ψ ◦ Ψ(v) = Φ(v), з iншого боку Φ(Vter) = s /∈ ψ ◦ γ(I). Об’єднуючи цi спiввiд-
ношення, отримаємо Frψ(W ) ∩ Φ(T ) = Φ(v).

Вилучимо з дерева T вершину v i сумiжнi їй ребра e1, . . . , en. Отримаємо
незв’язний граф T ′, який є диз’юнктним об’єднанням дерев T1, . . . , Tn, причо-
му vi є вершиною дерева Ti, i = 1, . . . , n (див Твердження 1.6.4). Зi сказаного
вище слiдує, що Φ(T ′) ∩ Frψ(W ) = ∅.

Множина Φ(Tj) зв’язна, Φ(Tj)∩Frψ(W ) = ∅ i ∅ 6= {Φ(vj)} ⊂ Φ(Tj)∩ψ(W ).
Внаслiдок цього Φ(Tj) ⊂ ψ(W ). Так як s = Φ(Vter) i s /∈ ψ(W ), то Tj ⊂ T \Vter
i коректно визначена множина Ψ(Tj).

Ψ(Tj) = ψ−1(Φ(Tj)) є пiдмножиною компакта W , тому дерево Tj є скiн-
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ченним (див. Твердження 2.2.2). За побудовою всi вершини дерева Tj крiм vj

мають в Tj той самий порядок, що й у T . Вершина ж vj має в Tj порядок на
1 менше, нiж в T . Отже або дерево Tj має єдину вершину vj i vj ∈ Vter, або до
Tj можна застосувати Твердження 1.6.3. У будь-якому випадку iснує верши-
на v′ дерева Tj, яка має в T порядок 1. Але це протирiчить спiввiдношенню
Tj ⊂ T \ Vter.

Отримане протирiччя доводить, що два рiзних сектори, на якi дiлиться
вiдкритий диск D̊0 множиною Θ◦Ψ(Uv), не можуть одночасно належати Θ(Q).

Твердження 2.2.6 доведено.

А.3 Доведення Леми 2.2.7

1) Перевiримо, що iснує ребро T , образ якого мiститься в FrQ.
З Твердження 2.2.2 слiдує, що образ множини вершин дерева T в R2 є

дискретною множиною. Тому знайдеться w ∈ T \ V , така що Ψ(w) ∈ FrQ.
Нехай e0 — ребро дерева T , яке мiстить точку w. З Твердження 2.2.5 слiдує,
що Ψ(e0 \ Vter) ⊂ FrQ.

Зараз ми побудуємо простий максимальний ланцюжок {ek}k∈A, такий що
Ψ(ek \ Vter) ⊂ FrQ для кожного k ∈ A.

Нехай для деякого k ∈ Z, k ≥ 0, вже побудовано шлях

e0 = (v−1, v0), . . . , ek = (vk−1, vk),

такий що Ψ(eλ \ Vter) ⊂ FrQ для кожного λ ∈ {0, . . . , k}.
Якщо vk ∈ Vter, то позначимо M = k i на цьому зупинимось.
Якщо vk /∈ Vter, то порядок n вершини vk бiльше одиницi i цiй вершинi

iнцидентне принаймнi ще одне ребро крiм ek. Скористаємось Лемою 2.2.3
i знайдемо гомеоморфiзм Θ : R2 → R2, такий що Θ ◦ Ψ(vk) = 0 i множина
Ψ(T \Vter) дiлить диск D̊0 на n секторiв. Внаслiдок Твердження 2.2.6 перетин
Q ∩ D̊0 спiвпадає з одним iз цих секторiв. Нехай це буде сектор Qj.

Межа сектора Qj за побудовою належить об’єднанню образiв двох ребер,
iнцидентних вершинi vk. Кожне iнше ребро iнцидентне vk має точку, яка не є



361

вершиною i її образ не належить FrQ. Тому воно може перетинатися з множи-
ною FrQ лише по пiдмножинi своїх кiнцiв (див. Твердження 2.2.5). Внаслiдок
цього ek — одне з двох ребер, образи яких межують з Qj. Позначимо iнше
через ek+1 = (vk, vk+1). З Твердження 2.2.5 слiдує, що Ψ(ek+1 \ Vter) ⊂ FrQ,
оскiльки ek+1 має точку, яка не є вершиною i образ якої лежить в FrQ.

Вiдмiтимо, що в силу сказаного вибiр ребра ek+1 не залежить вiд вибору
гомеоморфiзму Θ.

Будемо повторювати цю процедуру до тих пiр, поки не зупинимось, або
ж до нескiнченностi.

За допомогою аналогiчної iндуктивної процедури або виберемо ребра

em = (vm−1, vm), . . . , e−1 = (v−2, v−1), m < 0, vm−1 ∈ Vter ,

або знайдемо ek = (vk−1, vk) для кожного k < 0.
Об’єднуючи побудованi ланцюжки для k ≥ 0 i для k < 0, отримаємо послi-

довнiсть ребер C = {ek = (vk−1, vk)}k∈A, для якої виконується спiввiдношення
Ψ(ek \ Vter) ⊂ FrQ, k ∈ A.

Очевидно, набiр iндексiв A є допустимим дiапазоном. За побудовою ek 6=
ek+1 для всiх допустимих значень iндекса. Тому з означення дерева слiдує,
що ek 6= el при k 6= l, k, l ∈ A, i послiдовнiсть ребер C є ланцюжком.

Вiдмiтимо, що в деревi кожен шлях є простим, тому наш ланцюжок теж
є простим. Нарештi, за побудовою ланцюжок C максимальний.

2) Побудуємо неперервне вiдображення γ : [−1, 1] → S2, для якого вико-
нується рiвнiсть γ([−1, 1]) = Φ(C)∪{s}, i перевiримо, що γ — проста замкнена
крива.

Введемо декiлька позначень. Нехай k ∈ A, ϕk = ϕek : I → Ik = Iek ⊂ T̂0 —
вкладення з означення простору T , ϕ̂k = pr ◦ϕk : I → T , χk = Φ◦ ϕ̂k : I → S2.
Можемо вважати, що ϕ̂k(0) = vk−1, ϕ̂k(1) = vk.

Розглянемо декiлька можливостей.
(i) |A| = 1. Тодi C = e = (v′, v′′) i v′, v′′ ∈ Vter. Нехай ϕe : I → Ie ⊂ T̂0 —

вкладення, χe = Φ ◦ pr ◦ ϕe : I → S2. Означимо γ : [−1, 1] → S2 наступним
чином: γ(t) = χe((t + 1)/2), t ∈ [−1, 1]. Легко бачити, що це потрiбне нам
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вiдображення. З означення плоского вiдображення слiдує, що воно є простою
замкненою кривою.

(ii) |A| > 1. Не обмежуючи загальнiсть мiркувань можемо вважати, що
0 ∈ A i 1 ∈ A.

Побудуємо окремо обмеження γ+ = γ|[0,1] i γ− = γ|[−1,0].
Припустимо спочатку, що iснує M = maxk∈A k. Тодi з означень слiдує, що

vk /∈ Vter при k = 0, . . . ,M − 1 i vM ∈ Vter. Означимо для t ∈ [0, 1]

γ+(t) = γ(t) = χk (Mt− k + 1) , якщо t ∈
[
k − 1

M
,
k

M

]
.

З означення простого ланцюжка слiдує, що якщо ek∩ ej 6= ∅ при j < k, то
k = j+ 1 i ek ∩ ej = vk−1. Внаслiдок цього γ+ є простою неперервною кривою,
що з’єднує точки Ψ(v0) i s = Ψ(vM).

Нехай тепер N ⊂ A. Тодi vk /∈ Vter для всiх k ∈ N. Означимо для t ∈ [0, 1]

γ+(t) = γ(t) =

χk
(
2k(t− 1) + 2

)
якщо t ∈

[
2k−1−1

2k−1 , 2k−1
2k

]
,

s якщо t = 1 .

Повторюючи попереднi мiркування (з очевидними змiнами), легко бачити
наступне. По перше, γ(t) 6= s для кожного t ∈ [0, 1). По друге, для кожного
τ ∈ (0, 1) вiдображення γ|[0,τ ] : [0, τ ] → S2 є простою неперервною кривою.
Отже, вiдображення γ+ iн’єктивне i неперервне для всiх t < 1.

Очевидно, для кожного вiдкритого околу W видiленої точки s ∈ S2 про-
образ ψ−1(S2 \W ) є компактною пiдмножиною площини. З Твердження 2.2.2
i означення плоского вiдображення слiдує, що iснує N(W ) ∈ N, таке що
Φ(ek) ⊂ W для всiх k ≥ N(W ). Внаслiдок цього вiдображення γ+ неперервне
при t = 1.

Таким чином, i в цьому випадку γ+ є простою неперервною кривою, що
з’єднує точки Ψ(v0) i s = Ψ(vM).

Зрозумiло, що γ+([0, 1]) =
⋃
k>0,k∈A Φ(ek) ∪ {s}.

Аналогiчно будується i проста неперервна крива γ− : [−1, 0] → S2, яка
з’єднує точки s i Ψ(v0), i така що γ−([−1, 0]) =

⋃
k≤0,k∈A Φ(ek) ∪ {s}.
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Враховуючи те, що C — простий ланцюжок, зрозумiло, що γ−([−1, 0]) ∩
γ+([0, 1]) = {Ψ(v0), s}. Отже, вiдображення γ : [−1, 1]→ S2,

γ(t) =

γ−(t) якщо t ∈ [−1, 0) ,

γ+(t) якщо t ∈ [0, 1] ,

є простою замкненою кривою i вiдповiдає спiввiдношенню γ([−1, 1]) = Φ(C)∪
{s}.

3) Перевiримо рiвнiсть γ([−1, 1]) = Frψ(Q).
Згадаємо, що за побудовою Ψ(ek \ Vter) ⊂ FrQ для кожного k ∈ A. Тому

Φ(ek \ Vter) ⊂ Frψ(Q) для кожного k ∈ A. Внаслiдок цього γ((−1, 1)) = Φ(C \
Vter) ⊂ Frψ(Q). З неперервностi γ слiдує, що γ([−1, 1]) ⊆ Frψ(Q).

Множина S = γ([−1, 1]) дiлить сферу S2 на двi вiдкритi областi W1 i W2,
i вона є їх спiльною межею (див. [46]). Вiдкрита зв’язна множина ψ(Q) є
пiдмножиною однiєї з цих областей. Нехай ψ(Q) ⊆ W1. Щоб довести рiвнiсть
S = Frψ(Q), нам достатньо перевiрити, що W1 ∩ Φ(T ) = ∅.

Якщо всi вершини дерева T лежать в C, то зрозумiло, що T = C i ψ(Q) =

W1.
Нехай iснує вершина v ∈ V , яка не лежить в C. Тодi знайдеться k ∈ A, таке

що vk /∈ Vter. Дiйсно, якщо всi вершини T , якi лежать в C мають порядок 1, то
за означенням C зводиться до єдиного iзольованого ребра дерева T i T = C.

З’єднаємо в T вершини v i vk шляхом

g1 = (v, w1) = (w0, w1), g2 = (w1, w2), . . . , gn = (wn−1, wn) = (wn−1, vk).

Очевидно, iснують iндекси l ∈ {1, . . . , n} i j ∈ A, такi що wl = vj ∈ C i
wi /∈ C при i < l. Тодi для шляху P = g1, . . . , gl справедливе включення
Φ(P \ {v, wl}) ⊂ S2 \ S.

Вiдмiтимо, що vj /∈ Vter. Дiйсно, або vj = vk, або l < n i вершина vj

iнцидентна принаймнi двом ребрам gl i gl+1. Внаслiдок цього j + 1 ∈ A.
Фiксуємо окiл U точки vj i гомеоморфiзм Θ : R2 → R2, якi вiдповiдають

Лемi 2.2.3. Ми вже знаємо, що рiвно один iз секторiв, на якi дiлиться вiдкри-
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тий диск D̊0 = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1} множиною Θ ◦Ψ(U), лежить в Θ(Q).
Позначимо його Qj. За побудовою цей сектор обмежений в D̊0 образами ребер
Θ ◦Ψ(ej \ Vter) i Θ ◦Ψ(ej+1 \ Vter).

Диск D̊0 розбивається множиною Θ ◦ Ψ((ej ∪ ej+1) \ Vter) на двi вiдкритi
областi, Qj i Q̂j. Згiдно з побудовою ланцюжка C, якщо g — ребро, iнцидентне
вершинi vj, то або g лежить в C, або D̊0 ∩Θ ◦Ψ(g \ (Vter ∪ {vj})) ⊂ Q̂j. Ребро
gl не належить ланцюжку C, тому D̊0 ∩Θ ◦Ψ(gl \ {v, vj}) ⊂ Q̂j.

Позначимо B = ψ ◦ Θ−1(D̊0), Rj = ψ ◦ Θ−1(Qj), R̂j = ψ ◦ Θ−1(Q̂j). Вiд-
ображення ψ ◦Θ−1 є гомеоморфiзмом площини на S2 \ {s}. Легко бачити, що
Φ(C)∩B = Φ(ej∪ej+1)∩B, тому вiдкритий диск B розбивається кривою S на
двi компоненти Rj i R̂j, причому Rj ⊂ ψ(Q) ⊆ W1 i R̂j ⊂ W2. З попереднього
слiдує, що Φ(gl \ {v, vj}) ⊂ R̂j. Тому Φ(P \ {v, wl}) ⊂ W2.

Якщо v /∈ Vter, то Φ(v) ∈ W2 ∩ (S2 \ S) = W2. Тодi i всi ребра дерева T , якi
iнцидентнi вершинi v, лежать в W2 = S2 \W1.

Якщо ж v ∈ Vter, то за побудовою g1, єдине ребро iнцидентне v, теж лежить
в W2 i не перетинається з W1.

Отже, для всiх вершин i ребер дерева T , якi не належать до C, їх образи в
S2 мiстяться в S2 \W1. Внаслiдок цього ψ(Q) = W1 i Frψ(Q) = S = γ([−1, 1]).

Для завершення доведення Леми остається згадати, що за означенням Ψ =

ψ−1 ◦Φ, ψ гомеоморфно вiдображає R2 на S2 \ {s} i Φ−1(s) = Vter. Тому межа
FrQ областi Q в R2 має вигляд ψ−1(S \ {s}) = Ψ ◦Φ−1(S \ {s}) = Ψ(C \ Vter).

Лему 2.2.7 доведено.

А.4 Доведення Твердження 2.2.12

Скажемо, що замкнений ланцюжок Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 простий, якщо Qk 6=
Ql при k 6= l, k, l = 1, . . . , n.

1) Спочатку доведемо Твердження для випадку, коли ланцюжок
Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 простий.

Iснують ребра e1, . . . , en дерева T , такi що Ψ(ek\Vter) ⊂ FrQk−1∩FrQk, k =

1, . . . , n. Зафiксуємо для кожного k точку wk ∈ ek \ V . З простоти ланцюжка
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елементiв Q i з Леми 2.2.3 слiдує, що wk 6= wl при k 6= l.
Вiдомо, що для довiльної пари рiзних точок Жорданової кривої на двови-

мiрнiй сферi iснує розрiз областi, обмеженої даною кривою мiж цiєю парою
точок (див. [46]). Тому з Леми 2.2.7 слiдує, що точки Φ(wk−1) i Φ(wk) мо-
жуть бути з’єднанi розрiзом ν̂k : I → ψ(Qk) областi ψ(Qk), k = 1, . . . , n.
Зрозумiло, що ν̂k(I) ⊂ S2 \ {s} для кожного k, тому проста неперервна крива
νk = ψ−1 ◦ ν̂k : I → R2 є розрiзом областi Qk мiж точками Ψ(wk−1) i Ψ(wk),
k = 1, . . . , n.

З того, що ланцюжок Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 є простим, слiдує, що кривi з
сiм’ї {νk} можуть перетинатися лише в точках Ψ(w1), . . . ,Ψ(wn). Внаслiдок
цього вiдображення µ : I → R2,

µ(t) = νk(nt− k + 1) , коли t ∈
[
k − 1

n
,
k

n

]
,

є простою замкненою кривою. Позначимо через W вiдкриту область в R2,
яку обмежує крива µ.

Вiдмiтимо, що за побудовою µ(I)∩Qk = νk(I) i µ(I)∩FrQk = FrW∩FrQk =

{νk(0), νk(1)} = {Ψ(wk−1),Ψ(wk)}.
Нехай ek = (v′k, v

′′
k), k = 1, . . . , n. Перевiримо, що рiвно одна з двох вершин

v′k, v
′′
k ∈ V мiститься в множинi Ψ−1(W ) (див. Рис. А.4.1).
Якщо v′k, v′′k ∈ Vter, то ek — єдине ребро дерева T , Q = {Qk−1, Qk} i iснує

єдиний (з точнiстю до циклiчної перестановки iндексiв) замкнений простий
ланцюжок Qk−1, Qk, Qk+1 = Qk−1. Внаслiдок цього n = 2 i Твердження вико-
нується.

Далi ми будемо вважати, що принаймнi одна з двох вершин v′k, v
′′
k має

порядок бiльше 1.
За означенням плоского вiдображення, Φ(ek) — неперервний образ вiдрiз-

ка, причому обмеження Φ|ek\Vter iн’єктивне. З нашого попереднього припуще-
ння слiдує, що обмеження Φ на ek також iн ’єктивне. Ребро ek є компактом,
тому обмеження Φ|ek є гомеоморфiзмом на свiй образ.

Нехай γk : [−1, 1] → S2 — Жорданова крива, яка обмежує область Q̂k =

ψ(Qk) в S2 (див. Лему 2.2.7). За побудовою вона мiстить точки Φ(wk−1) =
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Рис. А.4.1: Взаємне розташування областi Ŵ i образа ребра дерева T , яке
перетинається з її межею.

γk(τk−1) i Φ(wk) = γk(τk). Змiнивши при необхiдностi параметризацiю кривої
γk, ми можемо вважати, що τk−1 < τk.

Також з Леми 2.2.7 слiдує, що Φ(ek) ⊂ γk([−1, 1]). Тому Φ(v′k) = γ(t′k) i
Φ(v′′k) = γ(t′′k) для деяких t′k, t′′k ∈ [−1, 1]. Змiнюючи позначення вершин v′k i
v′′k , будемо вважати, що t′k < t′′k. Ми перевiрили вище, що вiдображення, Φ(ek)

— гомеоморфний образ вiдрiзка, причому точки Φ(v′k) i Φ(v′′k) є образами його
кiнцiв. Тому Φ(ek) = γk([t

′
k, t
′′
k]).

З того, що wk−1 /∈ ek i wk ∈ (ek \ V ) слiдує, що виконуються нерiвностi
−1 ≤ τk−1 < t′k < τk < t′′k ≤ 1.

Жорданова крива µ̂ = ψ ◦ µ дiлить сферу S2 на двi областi Ŵ i Ŵ ′.
Зрозумiло, що s /∈ µ̂(I). Нехай s ∈ Ŵ ′. Тодi з означень слiдує, що Ŵ = ψ(W ).

За побудовою Qk ∩µ(I) = νk(I̊) 6= ∅, тому Q̂k ∩ µ̂(I) 6= ∅. Внаслiдок цього
Q̂k ∩ Ŵ 6= ∅.

Вiдмiтимо, що γk([−1, 1]) ∩ µ̂(I) = Fr Q̂k ∩ Fr Ŵ = {Φ(wk−1),Φ(wk)} =

{γk(τk−1), γk(τk)}. Ця множина дiлить Жорданову криву γk на двi дуги, при-
чому за побудовою точки Φ(v′k) = γk(t

′
k) i Φ(v′′k) = γk(t

′′
k) належать рiзним

дугам. Точка Φ(v′′k) лежить на тiй же дузi, що й точка s = γk(−1) = γk(1),
тому Φ(v′′k) ∈ Ŵ ′.

Якщо ми припустимо, що й Φ(v′k) ∈ Ŵ ′, то γk([−1, 1]) \ {γk(τk−1), γk(τk)} ⊂
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Ŵ ′. Тодi γk([−1, 1]) ⊂ S2 \ Ŵ i Fr Q̂k ∩ Ŵ = ∅. Внаслiдок цього або Ŵ ⊂ Q̂k,
або Q̂k ∩ Ŵ = ∅. Ми знаємо, що µ( t+r−1

n
) = νr(t) ∈ Qr при r 6= k для кожного

t ∈ (0, 1). Тому FrW∩Int(R2\Qk) 6= ∅ iW∩(R2\Qk) 6= ∅. Отже Ŵ∩(S2\Q̂k) 6=
∅ i має виконуватися спiввiдношення Q̂k ∩ Ŵ = ∅, що неможливо.

Отримане протирiччя доводить, що (ek∩V )∩Φ−1(Ŵ ) = (ek∩V )∩Ψ−1(W ) =

{v′k}, k = 1, . . . , n.
Вiдмiтимо, що для рiзних iндексiв k i l вершини v′k i v′l можуть спiвпадати.

Також можуть спiвпадати при k 6= l вершини v′′k i v′′l .
Нехай e∩Ψ−1(W ) 6= ∅ для деякого ребра e дерева T . Тодi або e спiвпадає

з одним iз ребер e1, . . . , en, або e ⊂ Ψ−1(W ). Перевiримо це.
Вiдображення ψ за означенням iн’єктивне, тому

Φ−1(Ŵ ) = Φ−1(ψ(W )) = (ψ ◦Ψ)−1(ψ(W )) = Ψ−1(ψ−1(ψ(W ))) = Ψ−1(W ) .

Аналогiчно, Φ−1(Fr Ŵ ) = Ψ−1(FrW ).
Нехай e /∈ {e1, . . . , en}. Тодi e ∩ Ψ−1(FrW ) = e ∩ Φ−1(Fr Ŵ ) = ∅. З iншого

боку, множина e зв’язна. Отже, з нерiвностi Φ(e)∩Ŵ 6= ∅ слiдує, що Φ(e) ⊂ Ŵ

i визначено Ψ(e) = ψ−1 ◦ Φ(e) ⊂ ψ−1(Ŵ ) = W .
Розглянемо пiдграф Γ0 дерева T , ребрами якого є всi ребра дерева T , якi

перетинаються з множиною Ψ−1(W ). З Твердження 2.2.2 слiдує, що граф Γ0

скiнченний. Додамо до Γ0 скiнченну множину вершин u1, . . . , un. Вилучимо з
Γ0 ребра e1, . . . , en i додамо замiсть них ребра g1 = (v′1, u1), . . . , gn = (v′n, un).
Отримаємо скiнченний граф Γ.

Зi сказаного вище легко слiдує, що вершини u1, . . . , un мають в Γ порядок
1, всi iншi вершини належать множинi Ψ−1(W ) i мають в Γ той же порядок,
що й у T . Отже, з означення плоского вiдображення слiдує, що порядок 1 в
графi Γ мають тiльки вершини u1, . . . , un, всi ж iншi вершини мають парний
порядок бiльше 2. Тому з Наслiдка 1.6.2 слiдує, що число n має бути парним.

2) За допомогою iндукцiї по довжинi ланцюжка доведемо Твердження
для довiльного замкненого ланцюжка Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 елементiв Q.

База iндукцiї. За означенням ланцюжка елементiв Q областi Qk−1 i Qk

мають бути сумiжними, отже Qk−1 6= Qk для кожного k = 1, . . . , n. Внаслi-



368

док цього всi замкненi ланцюжки довжини n ≤ 3 є простими i для таких n
Твердження вiрне.

Крок iндукцiї. Припустимо, що при деякому n > 3 вiдомо, що довжина
кожного замкненого ланцюжка Q′0, Q′1, . . . Q′m = Q′0 є парним числом, якщо
m < n.

Нехай iснує замкнений ланцюжок Q0, Q1, . . . , Qn = Q0 елементiв Q дов-
жини n.

Якщо ланцюжок простий, ми вже перевiрили, що n має бути парним чи-
слом i крок iндукцiї завершено.

Якщо ланцюжок не є простим, знайдуться l 6= m, l,m ∈ {1, . . . , n}, для
яких Ql = Qm. Змiнюючи циклiчно нумерацiю елементiв ланцюжка, можемо
вважати, що Q0 = Qk для деякого k ∈ {1, . . . , n− 1}. З означення ланцюжка
слiдує, що насправдi 2 ≤ k ≤ n− 2.

Очевидно, послiдовностi Q0, Q1, . . . , Qk = Q0 i Qk, Qk+1, . . . , Qn = Q0 = Qk

елементiв Q утворюють два замкнених ланцюжка, довжини яких k i n − k,
вiдповiдно. Згiдно вибору k виконуються нерiвностi k < n i n − k < n. Тому
згiдно з припущенням iндукцiї числа k i n−k мають бути парними. Внаслiдок
цього i n = k + (n− k) є парним числом.

Твердження 2.2.12 доведено.

А.5 Доведення Твердження 2.3.4

Побудуємо ε : V ′ → {−1, 1}.
Зафiксуємо вершину v0 ∈ V ′.
Нехай v ∈ V ′. Граф G є деревом, тому iснує єдиний шлях

(v0, w1, v1, . . . , wn, vn = v) , vi ∈ V ′ , wi ∈ V ′′ , i ∈ {1, . . . , n} ,

який з’єднує v0 з v в G (очевидно, n залежить вiд v).
Позначимо

r(v) =
∣∣{i ∈ {1, . . . , n} : fvi−1

(wi) 6= fvi(wi)
}∣∣ , ε(v) = (−1)r(v) .
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Для v = v0 будемо вважати, що n = 0. Тому r(v0) = 0 i ε(v0) = 1.

Перевiримо, що функцiї з набору {ϕεv, v ∈ V ′} попарно узгодженi.

Нехай v(1), v(2) ∈ V ′. Якщо N(v(1)) ∩N(v(2)) = ∅, то ϕε
v(1)

i ϕε
v(2)

узгодженi
за означенням.

Нехай w ∈ N(v(1))∩N(v(2)). З того, що G є деревом, слiдує рiвнiсть {w} =

N(v(1)) ∩N(v(2)). Дiйсно, якщо iснує iнша вершина w′ ∈ N(v(1)) ∩N(v(2)), то
замкнений шлях (v(1), w, v(2), w′, v(1)) утворює цикл, а це неможливо.

Розглянемо шляхи P (v0, v
(1)) i P (v0, v

(2)).

Помiтимо, що принаймнi один iз них проходить через вершину w. Дiй-
сно, якщо це не так, то сума шляхiв P (v0, v

(1)) i P (v0, v
(2)) мiстить шлях

P (v(1), v(2)), який не проходить через w. Разом зi шляхом

P ′(v(1), v(2)) = (v(1), w, v(2))

вiн утворює цикл, а це неможливо, тому що G є деревом.

Не обмежуючи загальнiсть мiркувань, можемо вважати, що через вер-
шину w проходить шлях P (v0, v

(1)). Внаслiдок того, що G є деревом, шлях
P (v0, v

(1)) мiстить також ребро (w, v(1)) ∈ E. Тому

P (v0, v
(1)) = (v0, w1, v1, . . . , wm−1, vm−1, wm = w, vm = v(1)) .

Розглянемо два випадки.

1) Шлях P (v0, v
(1)) не проходить через вершину v(2). Тодi

P (v0, v
(2)) = (v0, w1, v1, . . . , wm−1, vm−1, w, v

(2)) ,

r(v(k)) =

r(vm−1) , якщо fvm−1(w) = fv(k)(w) ,

r(vm−1) + 1 , якщо fvm−1(w) 6= fv(k)(w) ,
k = 1, 2 .

Легко бачити, що fv(1)(w) = fv(2)(w) тодi й тiльки тодi, коли r(v(1)) = r(v(2)).
Тому рiвнiсть fv(1)(w) = fv(2)(w) рiвносильна рiвностi ε(v(1)) = ε(v(2)). Внаслi-
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док цього

ϕεv(1)(w) = ε(v(1))fv(1)(w) = ε(v(2))fv(2)(w) = ϕεv(2)(w) (А.5.1)

i ϕε
v(1)

узгоджена з ϕε
v(2)

.
2) Шлях P (v0, v

(1)) проходить через v(2). Тодi вiн має мiстити також ребро
(v(2), w), тому

P (v0, v
(1)) = (v0, w1, v1, . . . , wm−1, vm−1 = v(2), w, v(1)) ,

r(v(1)) =

r(v(2)) , якщо fv(2)(w) = fv(1)(w) ,

r(v(2)) + 1 , якщо fv(2)(w) 6= fv(1)(w) ,

i рiвнiсть (А.5.1) знову виконується. Отже, у цьому випадку також ϕε
v(1)

узго-
джена з ϕε

v(2)
.

Приймаючи до уваги довiльнiсть у виборi вершин v(1) i v(2), приходимо до
висновку, що функцiя ε вiдповiдає вимогам Твердження.

Твердження 2.3.4 доведено.

А.6 Доведення Твердження 2.3.6

Згiдно з Означенням 2.1.5, позначимо Ψi = Ψ|Ti\Vter . Нехай Ψi разом з вiд-
ображеннями Φi : Ti → S2 i ψi : R2 → S2 \ {s} вiдповiдають Означенню 2.1.3.

Нехай Q ∈ Q(i). Позначимо Q̂ = ψi(Q). Згiдно Лемi 2.2.7 межа Fr Q̂ гомео-
морфна колу S1. З цього слiдує (див. [46]), що

• область Q̂ локально-зв’язна в кожнiй точцi межi Fr Q̂;

• кожна точка ẑ ∈ Fr Q̂ досяжна з Q̂.

Отже, внаслiдок рiвностi FrQ = ψ−1
i (Fr Q̂\{s}) кожна точка z ∈ FrQ досяжна

з Q.
1. Доведемо, що Q мiстить деяку множину Qλ з Qi.
З Означень 2.1.2-2.1.5 слiдує, що кожна множина Ψ(Tj \ Vter), i = 1, . . . , n,

є замкненою в R2.
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Фiксуємо z ∈ FrQ ⊂ Ψ(Ti \ Vter). Помiтимо, що точка z вiддiлена вiд
замкненої множини

Ri = Ψ(F \ Vter) \Ψ(Ti \ Vter) =
⋃

j∈{1,...,n}
j 6=i

Ψ(Tj \ Vter) . (А.6.1)

Тому iснує ε > 0, для якого Uε(z) ∩Ψ(F \ Vter) = Uε(z) ∩Ψ(Ti \ Vter).
Ми знаємо, що точка z досяжна з Q, тобто iснує проста неперервна крива

α : I → R2, така що α(0) = z i α(t) ∈ Q ⊂ R2 \Ψ(Ti \ Vter) при кожному t > 0.
Не обмежуючи загальностi мiркувань ми можемо вважати, що α(t) ∈

Uε(z), t ∈ I. Тодi зв’язна множина A = {α(t) | t > 0} мiститься в Uε(z) \
Ψ(F \ Vter). Отже, iснує λ ∈ Λ, для якого A ⊂ Qλ ⊂ Q.

З iншого боку, за побудовою z ∈ A ∩ Ψ(Ti \ Vter) ⊂ Qλ ∩ Ψ(Ti \ Vter) 6= ∅.
Внаслiдок цього λ ∈ Λi i Qλ ∈ Qi.

2. Нехай для деяких λ, µ ∈ Λi виконується включення Qλ ∪ Qµ ⊂ Q.
Доведемо, що Qλ = Qµ.

Зафiксуємо w1 ∈ Qλ ∩ Ψ(Ti \ Vter) i w2 ∈ Qµ ∩ Ψ(Ti \ Vter). Зрозумiло, що
w1, w2 ∈ FrQ. Розглянемо точки ŵ1 = ψi(w1), ŵ2 = ψi(w2) ∈ Fr Q̂.

Зi спiввiдношення Fr Q̂ ∼= S1 слiдує, що iснує проста дуга L̂ ⊂ Fr Q̂ з
кiнцями ŵ1 i ŵ2, яка не мiстить видiленої точки s сфери S2. Тодi множина
L = ψ−1

i (L̂) ⊂ FrQ ⊂ Ψ(Ti \ Vter) є простою дугою з кiнцями w1 i w2.
Компакт L не перетинається з замкненою множиною Ri (див. (А.6.1)),

тому L вiддiлений вiд Ri i iснує a > 0, для якого Ua(L) ∩Ri = ∅.
Множина ψi(Ua(L)) є вiдкритим околом компакта L̂, тому iснує ε > 0, таке

що L̂ ⊂ Uε(L̂) ⊂ ψi(Ua(L)). Позначимо U(L) = ψ−1
i (Uε(L̂)). Це вiдкритий окiл

дуги L.
Область Q̂ локально-зв’язна в точках ŵ1, ŵ2 ∈ Fr Q̂ (див. вище). Тому iснує

δ > 0, таке що довiльну пару точок з Uδ(ŵk) ∩ Q̂ можна з’єднати зв’язною
множиною в Uε(ŵk) ∩ Q̂, k = 1, 2.

Нехай U(wk) = ψ−1
i (Uδ(ŵk), k = 1, 2. Множина U(w1) є вiдкритим околом

точки w1 ∈ FrQλ, тому iснує z1 ∈ Qλ ∩ U(w1). Аналогiчно, знайдеться z2 ∈
Qµ ∩ U(w2). Позначимо ẑk = ψi(zk) ∈ Uδ(ŵk), k = 1, 2.
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L

l′w1

w2

w′2

w′1

z2 ∈ Qµ

z1 ∈ Qλ

U(w1)

U(w2)

Q

U(L)

Рис. А.6.1: Множина B.

Вiдомо (див. [46]), що для кожної дуги L простої замкненої кривої γ в S2

i для довiльного ε > 0 кожна з компонент доповнення S2 \ γ має розрiз l мiж
кiнцями дуги L, котрий мiститься в Uε(L).

Отже, знайдеться розрiз l̂ областi Q̂ мiж точками ŵ1 i ŵ2, такий що l̂ ⊂
Uε(L̂).

Зрозумiло, що iснують точки ŵ′k ∈ (Uδ(ŵk)\{ŵk})∩ l̂, k = 1, 2. Нехай l̂′ ⊂ l̂

– проста дуга з кiнцями ŵ′1 i ŵ′2. Очевидно, що l̂′ ⊂ Uε(L̂) ∩ Q̂.
Скористаємося локальною зв’язнiстю областi Q̂ в точках ŵ1 та ŵ2 i зна-

йдемо зв’язнi множини Âk, якi з’єднують точки ẑk та ŵ′k в Q̂∩Uε(ŵk), k = 1, 2.
За побудовою Â1, Â2 ⊂ Uε(L̂)∩ Q̂. Отже, зв’язна множина B̂ = Â1∪ l̂′∪ Â2

є пiдмножиною Uε(L̂) ∩ Q̂ i мiстить точки ẑ1 та ẑ2.
Таким чином, зв’язна множина B = ψ−1

i (B̂) мiстить точки z1 та z2 i є
пiдмножиною U(L) ∩ Q ⊂ U(L) ∩ (R2 \ Ψ(Ti \ Vter)) (див. Рис. А.6.1). За
побудовою U(L) ∩Ri ⊂ Ua(L) ∩Ri = ∅, тому

B ⊂ R2 \Ψ(F \ Vter) .

Зi спiввiдношень z1 ∈ B ∩ Qλ i z2 ∈ B ∩ Qµ слiдує, що множина B ∪
Qλ ∪Qµ зв’язна. Очевидно, вона мiститься в доповненнi R2 \Ψ(F \ Vter). Але
за означенням множини Qλ i Qµ є компонентами R2 \ Ψ(F \ Vter). Тому має
виконуватись рiвнiсть Qλ = B ∪Qλ ∪Qµ = Qµ.

Твердження 2.3.6 доведено.
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А.7 Доведення Леми 2.3.10

Припустимо, що граф G(Ψ) мiстить цикл

Tk1 , Qλ1 , . . . , Tkm , Qλm , Tkm+1 = Tk1 .

Не обмежуючи загальностi мiркувань, можемо вважати, що цей цикл простий
(всi його вершини рiзнi). Тодi Qλi ∩ Qλj = ∅ при i 6= j. Аналогiчно i Ψ(Tki \
Vter) ∩Ψ(Tkj \ Vter) = ∅ при i 6= j.

Скористуємося Наслiдком 2.3.8 та Лемою 2.2.7 i для кожного i ∈ {1, . . . ,m}
виберемо точки w′i ∈ Ψ(Tki \ Vter) ∩ Qki i w′′i ∈ Ψ(Tki+1

\ Vter) ∩ Qki , так щоб
виконувались наступнi умови.

• Якщо Tki складається з єдиного ребра, то w′i = w′′i−1 (w′1 = w′′m при
i = 1).

• Якщо Tki мiстить бiльше одного ребра, то Ψ−1(w′i),Ψ
−1(w′′i−1) ∈ V (i

Ψ−1(w′′m) ∈ V при i = 1).

Знову використаємо Наслiдок 2.3.8 i для кожного i ∈ {1, . . . ,m} знайдемо
розрiз αi : I → Qki областi Qki мiж точками w′i, w′′i ∈ FrQki .

Якщо w′i+1 6= w′′i (w′1 6= w′′m при i = m), то точки Ψ−1(w′i+1) та Ψ−1(w′′i )

є вершинами дерева Tki . Тому є шлях Pi в Tki , що їх з’єднує. Зрозумiло, що
вiн не мiстить вершин з Vter. Отже, образ цього шляха в Φ(Tki \ Vter) є носiєм
простої неперервної кривої βi : I → R2.

Проходячи послiдовно кривi αi, βi, отримаємо просту замкнену криву γ.
Вона обмежує замкнений диск D.

Зрозумiло, що для кожного i ∈ {1, . . . ,m} точка αi(1/2) ∈ Qλi лежить на
межi диска D, а множина Qλi є вiдкритим околом цiєї точки. Внаслiдок цього
Qλi ∩ IntD 6= ∅, i ∈ {1, . . . ,m}.

Вiдкритi множини Qλ ∩ IntD, λ ∈ Λ, попарно не перетинаються, тому
непорожня множина

(R2 \Ψ(F \ Vter)) ∩ IntD =
⋃
λ∈Λ

(Qλ ∩ IntD)
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не є зв’язною. Отже, Ψ(F \ Vter) ∩ IntD 6= ∅.
Диск D є компактом, тому для кожного i ∈ {1, . . . ,m} множина Ti ∩

Ψ−1(D) мiститься у скiнченному пiдграфi дерева Ti (див. Твердження 2.2.2)
i iснує скiнченне число ребер e1, . . . , eq графа F , таких що Ψ(ej) ∩ IntD 6= ∅,
i = 1, . . . , q, та

Ψ(F \ Vter) ∩ IntD ⊆
q⋃
j=1

Ψ(ej) .

Очевидно, iснує найменший пiдграф R графа F , який мiстить всi ребра
e1, . . . , eq. Нехай R0 є невиродженою (мiстить принаймнi одне ребро) зв’язною
компонентою R. Зрозумiло, що R0 є деревом. Перевiримо наступнi твердже-
ння.

1. Всi ребра R лежать в Ψ−1(D).

2. Рiвно одна вершина R0 лежить в Ψ−1(FrD). Всi iншi вершини R0 на-
лежать до Ψ−1(IntD).

Почнемо з першого твердження. Помiтимо, що коли Tki мiстить рiвно одне
ребро e, то Ψ(e) ∩ IntD = ∅. Дiйсно, Ψ(e \ Vter) ∩ FrD = {w′i}. З iншого боку,
обидва кiнця ребра e за означенням мiстяться в Vter, тому обидвi компоненти
множини Ψ(e\Vter)\{w′i} мають непорожнiй перетин з околом нескiнченностi
R2 \D, див. Лему 2.2.7. Зi сказаного слiдує, що e /∈ {e1, . . . , eq}.

Якщо Tki мiстить бiльше одного ребра, то або w′′i−1 = w′i i Ψ−1(FrD)∩Tki =

{Ψ−1(w′i)} ⊂ V , або за побудовою Pi = Ψ−1(FrD)∩Tki = Ψ−1 ◦βi(I) є шляхом,
що з’єднує вершини Ψ−1(w′′i−1) та Ψ−1(w′i). Отже, у множину Pi входять лише
цiлi ребра графа F .

За побудовою F ∩ Ψ−1(FrD) ⊂ ⋃m
i=1 Tki , тому ej ∩ Ψ−1(FrD) ⊂ V для

кожного ребра ej графа R. З нерiвностi Ψ(ek) ∩ IntD 6= ∅ випливає, що
Ψ(ek) ⊂ IntD = D.

Перевiримо друге твердження. Оскiльки граф R0 зв’язний, то iснує i ∈
{1, . . . ,m}, таке щоR0 ⊂ Tki . Ми вже встановили вище, що Pi = Ψ−1(FrD)∩Tki
є зв’язним пiдграфом дерева Tki i не має спiльних ребер з R0.

Припустимо, що iснують двi вершини v1 6= v2 графа R0, такi що Ψ(v1),
Ψ(v2) ∈ FrD ∩ Ψ(R0). Тодi знайдуться шляхи P ′ та P ′′ в графах Pi та R0,
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вiдповiдно, якi з’єднують v1 з v2. Множини ребер графiв Pi та R0 не перети-
наються, тому P ′ 6= P ′′ i iснують два рiзних шляхи, якi з’єднують вершини
v1 i v2 в Tki . А це неможливо, оскiльки Tki є деревом.

Отже, рiвно одна вершина R0 (позначимо її v) лежить в Ψ−1(FrD), а всi
iншi вершини належать до Ψ−1(IntD).

Зi сказаного вище слiдує, що порядок кожної вершини R0 крiм v спiвпадає
з порядком цiєї вершини в Tki . Дiйсно, якщо вершина w графа R0 належить до
Ψ−1(IntD), то образи всiх її сумiжних ребер в Tki мають непорожнiй перетин
з IntD. Внаслiдок цого всi ребра графа Tki , сумiжнi w, є ребрами пiдграфа
R0.

Вiдомо, див. 1.6.3, що в деревi R0 є вершина v′ 6= v, яка має порядок 1.
Тому порядок v′ в Tki також дорiвнює 1. А це неможливо, бо v′ /∈ Vter згiдно
з означенням плоского вiдображення.

З отриманого протирiччя робимо висновок, що граф G(Ψ) не мiстить ци-
клiв.

Перевiримо зв’язнiсть графа G(Ψ).

Зрозумiло, що для кожного Qλ ∈ Q iснує компонента Ti(λ) графа F , така
що Qλ∩Ti(λ) 6= ∅. За означенням графа G(Ψ) його вершини Qλ i Ti(λ) з’єднанi
ребром.

Внаслiдок сказаного кожна компонента графа G(Ψ) мiстить вершину виду
Ti.

Припустимо, що G1 i G2 – двi рiзнi компоненти G(Ψ). Нехай G1 мiстить
вершину Ti, а G2 мiстить вершину Tj. Позначимо через V (G1) множину вер-
шин компоненти G1. Тодi Ti ∈ V (G1), Tj /∈ V (G1). Введемо ще наступнi по-
значення.

C1 =
⋃

Tk∈V (G1)

Ψ(Tk \ Vter) , Ĉ1 =
⋃

Tk /∈V (G1)

Ψ(Tk \ Vter) .

Всi множини Ψ(Tk \Vter), k ∈ {1, . . . , n}, замкненi i попарно не перетинаю-
ться за означенням плоского вiдображення. Тому множини C1 i Ĉ1 замкненi
та не перетинаються.
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Зафiксуємо wi ∈ Ψ(Ti \ Vter) ⊂ C1, wj ∈ Ψ(Tj \ Vter) ⊂ Ĉ1 i з’єднаємо цi двi
точки простою неперервною кривою γ : I → R2, γ(0) = wi, γ(1) = wj.

Оскiльки множина γ−1(C1) 3 0 замкнена в I i wj = γ(1) /∈ C1, то 1 > τ1 =

max{t ∈ I | γ(t) ∈ C1}. Нехай γ(τ1) ∈ Ψ(Tr \ Vter) для деякого r ∈ {1, . . . , n}.
З iншого боку, замкненi множини γ−1(Ĉ1) 3 1 та γ−1(C1) не перетинаються,
тому iснує τ2 = min{t ∈ (τ1, 1]) | γ(t) ∈ Ĉ1}. За побудовою γ(τ2) ∈ Ψ(Ts \ Vter)
для деякого s ∈ {1, . . . , n}.

З одного боку Tr ∈ V (G1). Також Ts /∈ V (G1), оскiльки γ(τ2) /∈ C1.
З iншого боку, γ(t) ∈ R2 \ Ψ(F \ Vter) для кожного t ∈ (τ1, τ2). Множина

{γ(t) | τ1 < t < τ2} зв’язна як образ зв’язної множини при неперервному вiд-
ображеннi, тому знайдеться Qλ ∈ Q, таке що γ(t) ∈ Qλ, t ∈ (τ1, τ2). Очевидно,
γ(τ1), γ(τ2) ∈ Qλ. Внаслiдок цього вершина Qλ з’єднана ребром з кожною з
вершин Tr та Ts. Отже, вершини Tr та Ts графа G(Ψ) мають належати до
однiєї компоненти зв’язностi.

З отриманої суперечностi робимо висновок, що граф G(Ψ) зв’язний.
Лему 2.3.10 доведено.

А.8 Доведення Леми 2.4.4

а) Перевiримо, що вiдображення f є вiдкритим.
Нехай множина W ∈ R2 вiдкрита. Згiдно з умовою 4 даної Леми всi мно-

жини f(W ∩ Ui) вiдкритi, тому множина

f

(
W ∩

⋃
i∈N

Ui

)
=
⋃
i∈N

f(W ∩ Ui)

є вiдкритою.
Нехай x ∈ W ∩ R2 \⋃i∈N Ui. Тодi f(x) = 0 згiдно з умовою 5. Вiдповiдно

до умови 6 знайдемо iндекси j, k ∈ N, такi що x ∈ FrUj ∩ FrUk, а також f

вiд’ємна на Uj i додатна на Uk. Скористаємося умовою 3 i знайдемо надрiзи
αj : [0, 1] → Uj i αk : [0, 1] → Uk областей Uj i Uk, вiдповiдно, в точцi x їх
спiльної межi. Тодi f ◦αj(0) = f ◦αk(0) = f(x) = 0, f ◦αj(t) < 0 i f ◦αk(t) > 0
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при t > 0.

Зафiксуємо окiл Wx ⊂ W точки x. Кривi αj i αk неперервнi, тому знайду-
ться tj, tk ∈ (0, 1], такi що αj(t) ∈ Wx при t ≤ tj i αk(t) ∈ Wx при t ≤ tk. За
побудовою cj = f ◦ αj(tj) < 0 i ck = f ◦ αk(tk) > 0.

Позначимо Vf(x) = (cj, ck). Множина

A = {αj(t)|t ∈ [0, tj]} ∪ {αk(t)|t ∈ [0, tk]} ⊂ Wx

зв’язна, тому i її образ f(A) є зв’язною множиною. Очевидно, cj, ck ∈ f(A),
тому i Vf(x) = (cj, ck) ⊂ f(A) ⊂ f(Wx) ⊂ f(W ). Зрозумiло, що множина Vf(x)

є вiдкритим околом точки f(x) = 0.

Отже, для довiльної точки x ∈ W ∩ R2 \⋃i∈N Ui знайдуться її вiдкритий
окiл Wx ⊂ W i вiдкритий окiл Vf(x) ї ї образа f(x), такi що Vf(x) ⊂ f(Wx).
Позначимо для зручностi H = W ∩

(
R2 \⋃i∈N Ui

)
. З очевидної рiвностi

W = {x ∈ H} ∪
⋃
i∈N

(W ∩ Ui) =
⋃
x∈H

Wx ∪
⋃
i∈N

(W ∩ Ui)

слiдує, що

f(W ) =
⋃
x∈H

f(Wx) ∪
⋃
i∈N

f(W ∩ Ui) ⊃
⋃
x∈H

Vf(x) ∪
⋃
i∈N

f(W ∩ Ui) ⊃

⊃ {f(x)|x ∈ H} ∪
⋃
i∈N

f(W ∩ Ui) = f(W ) .

Отже,
f(W ) =

⋃
x∈H

Vf(x) ∪
⋃
i∈N

f(W ∩ Ui)

i множина f(W ) вiдкрита.

Вiдкритiсть вiдображення f слiдує з довiльностi у виборi вiдкритої мно-
жини W ∈ R2.

б) Нехай x ∈ R2 \⋃i∈N Ui i iснують вiдкритий окiл V та iндекси j, k ∈ N,
j 6= k, такi що V ⊂ Uj ∪ Uk. Перевiримо, що сiм’я {Lc}c∈f(R2) множин рiвня f
одностайно локально зв’язна у точцi x.
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З умови 1 слiдує, що Ul∩ (Uj ∪Uk) = ∅ для кожного l /∈ {j, k}, l ∈ N. Тому

Ul ∩ V = ∅, коли l /∈ {j, k} . (А.8.1)

Внаслiдок умови 6 i попереднього спiввiдношення f приймає значення
рiзних знакiв на Uj i Uk. Не обмежуючи загальнiсть мiркувань, можемо вва-
жати, що f вiд’ємна на Uj i додатна на Uk, тобто f(Uj) ⊂ (−∞, 0) i f(Uj) ⊂
(0,+∞).

Помiтимо, що з умови 6 i рiвностi (А.8.1) також слiдує, що V \ (Uj ∪Uk) ⊂
(FrUj ∩ FrUk). Внаслiдок цього f−1(0) ∩ V ⊂ (FrUj ∩ FrUk).

Розглянемо вiдкритий окiл W точки x в R2. Позначимо W0 = W ∩ V .

Користуючись умовою 7, знайдемо вiдкритий окiл Qj ⊂ W0 ∩ Uj точки
x у просторi Uj, який має наступну властивiсть: для будь-якого c ∈ f(Uj)

кожну пару точок з Ljc ∩Qj можна з’єднати у W0∩Uj зв’язною пiдмножиною
множини Ljc. Виберемо також вiдкритий окiл Qk ⊂ W0∩Uk точки x в просторi
Uk такий, що для будь-якого c ∈ f(Uk) кожну пару точок з Lkc ∩ Qk можна
з’єднати у W0 ∩ Uk зв’язною пiдмножиною множини Lkc .

З означення iндукованої топологiї на пiдпросторi слiдує, що знайдуться
вiдкритi околи W ′

j i W ′
k точки x в R2, такi що Qj = W ′

j ∩ Uj i Qk = W ′
k ∩ Uk.

Позначимо W ′ = V ∩W ′
j ∩W ′

k.

Нехай y1, y2 ∈ W ′ ∩ Lc для деякого c ∈ f(R2).

Якщо c ≥ 0, то y1, y2 ∈ Uj. Тому за означенням y1, y2 ∈ Ljc. З вибору
околу W ′ слiдує, що y1, y2 ∈ Qj. Внаслiдок цього iснує зв’язна пiдмножина
C ⊂ Ljc ∩W0 ∩ Uj, яка мiстить цi точки. Очевидно, Ljc ⊂ Lc, тому пару точок
y1, y2 можна з’єднати у W зв’язною пiдмножиною множини Lc.

Коли c ≤ 0, маємо y1, y2 ∈ Uk. Повторюючи попереднi мiркування, прихо-
димо до висновку, що i в цьому випадку точки y1 i y2 можна з’єднати у W
зв’язною пiдмножиною множини Lc.

Враховуючи довiльнiсть у виборi вiдкритого околу W точки x, робимо
висновок, що сiм’я {Lc}c∈f(R2) множин рiвня f одностайно локально зв’язна
у точцi x.

Лему 2.4.4 доведено.
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А.9 Доведення Твердження 2.4.5

Розглянемо спочатку функцiю g0 : (R \ {0})× R→ R,

g0(x, y) =
x2 + y2

2x
, x ∈ R \ {0} , y ∈ R .

Легко бачити, що множиною рiвня g−1
0 (c), c 6= 0, цiєї функцiї є коло (x −

c)2 + y2 = c2 радiуса |c| з центром в т. (c, 0), з якого виключено початок
координат. Зокрема, g0(D′) = (0, 1], g0(IntD) = (0, 1) i FrD \ {0} = g−1

0 (1).
Зауважимо також, що D′ = {z ∈ (R \ {0})× R | g0(z) ∈ (0, 1]}.
Нехай

g1(z) = 1− g0(z) , z ∈ (R \ {0})× R .

Тодi g1(D′) = [0, 1), g1(IntD) = (0, 1) i FrD \ {0} = g−1
1 (0). Отже, функцiя g1

вiдповiдає умовi (i).
Також виконується спiввiдношення

D′ = {z ∈ (R \ {0})× R | g1(z) ∈ [0, 1)} . (А.9.1)

Легко бачити, що функцiя g1 : (R \ {0}) × R → R є гладкою i не має
критичних точок на областi визначення.

Згiдно з Теоремою про ранг (див. [1]) для кожного z ∈ (R \ {0}) × R
iснує окiл Uz, такий що функцiя g1|Uz : Uz → R топологiчно еквiвалентна
координатнiй проекцiї π1 : R2 → R, π1(x, y) = x, у деякому околi початку
координат. Тобто iснують вкладення χz : Uz → R2 i гомеоморфiзм ηz : R→ R,
такi що χz(z) = 0 i наступна дiаграма є комутативною

Uz
g1|Uz−−−→ R

χz

y yηz
R2 −−−→

π1
R

З цього миттєво слiдує, що вiдображення g1 вiдкрите.
Перевiримо, що сiм’я множин рiвня функцiї g1 одностайно локально зв’яз-
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0 x

y

D′

Рис. А.9.1: Множини рiвня функцiї g.

на на областi визначення цiєї функцiї.
Нехай W — окiл точки z в (R \ {0}) × R. Множина χz(Uz ∩W ) є околом

точки 0 = χz(z), тому iснує δ > 0, таке що Vδ(0) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 <

δ2} ⊂ χz(Uz ∩W ). Тодi W ′ = χ−1
z (Vδ(0)) ⊂ W i z ∈ W ′.

Зрозумiло, що для кожного c ∈ g1(W ′) виконується включення

χz(g
−1
1 (c)) ⊂ π−1

1 (ηz(c)) = {ηz(c)} × R ,

тому множина

W ′ ∩ g−1
1 (c) = χ−1

z

(
Vδ(0) ∩ ({ηz(c)} × R)

)
⊂ W

є зв’язною, як образ iнтервала пiд дiєю неперервного вiдображення χ−1
z . Отже

для будь якого c ∈ g1(W ′) кожну пару точок з множини W ′ ∩ g−1
1 (c) можна

з’єднати в W зв’язною пiдмножиною множини g−1
1 (c).

Внаслiдок довiльного вибору точки z та її околу W сiм’я множин рiвня
функцiї g1 одностайно локально зв’язна на множинi (R \ {0})× R.

Розглянемо функцiю g = g1|D′ : D′ → R (див. Рис А.9.1).
Зi сказаного вище слiдує, що g вiдповiдає умовi (i).
Вiдображення g|IntD = g1|IntD : IntD → R вiдкрите, тому що g1 вiдкри-

те вiдображення i IntD є вiдкритою пiдмножиною його областi визначення.
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Отже, умова (ii) також виконується для g.
Справедливiсть умови (iii) для g слiдує з одностайної локальної зв’язностi

сiм’ї множин рiвня функцiї g1 i з того, що D′ є повним прообразом множини
[0, 1) (див. рiвнiсть (А.9.1)).

Твердження 2.4.5 доведено.

А.10 Доведення Твердження 2.4.8

Нехай z ∈ R2. Щоб перевiрити першу частину твердження, нам потрiбно зна-
йти окiл Uz 3 z, який перетинається лише зi скiнченною кiлькiстю елементiв
{Qλ}.

За означенням R2 = Ψ(F \ Vter) ∪
⋃
λQλ.

Припустимо, z ∈ Qµ для якогось µ ∈ Λ. Внаслiдок того, що всi Qλ вiдкритi
i попарно не перетинаются, справедлива рiвнiсть Qµ ∩Qλ = ∅ i окiл Uz = Qµ

вiдповiдає нашим вимогам.
Нехай z ∈ Ψ(F \ Vter). Тодi iснує i ∈ {1, . . . , n}, для якого z ∈ Ψ(Ti \ Vter).

Як i при доведеннi Твердження 2.3.6 помiтимо, що точка z вiддiлена вiд
замкненої множини Ri (див. (А.6.1)). Тому iснує її окiл Ũ , такий що Ũ ∩
Ψ(F \ Vter) = Ũ ∩Ψ(Ti \ Vter).

Розглянемо плоске вiдображення Ψi = Ψ|Ti\Vter : Ti \ Vter → R2. Нехай Uz
є околом точки z, який вiдповiдає Лемi 2.2.3 вiдносно Ψi. Помiтимо, що його
можна вибрати як завгодно малим, тому можемо вважати, що Uz ⊂ Ũ .

Позначимо ∆z = {λ ∈ Λi | Q(i)
λ ∩ Uz 6= ∅}.

Лема 2.2.3 i Твердження 2.2.6 стверджують, що окiл Uz гомеоморфний
одиничному диску, роздiленому на сектори скiнченною кiлькiстю променiв,
якi з’єднують образ точки z з його межею. Образом дерева F в диску є
об’єднання цих променiв, а образами множин Q(i)

µ , µ ∈ ∆z, є сектори, причому
образом кожної множини Q(i)

µ є рiвно один сектор.
Зi сказаного випливають такi наслiдки:

• z ∈ Q(i)
µ , µ ∈ ∆z;

• є принаймнi два iндекси λ, µ ∈ ∆z, для яких образи компонент Q(i)
λ i
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Q
(i)
µ є сусiднiми секторами в диску, отже областi Q(i)

λ i Q(i)
µ є сумiжними

(див. Означення 2.2.10 i Твердження 2.2.5);

• якщо z ∈ Ψi(Ti \ V ) = Ψ(Ti \ V ), то число секторiв i променiв дорiвнює
2, тобто ∆z = {λ, µ} i Uz ⊂ Q

(i)
λ ∪Q

(i)
µ ∪ (Q

(i)
λ ∩Q

(i)
µ ).

В силу вибору околу Ũ з нерiвностi Qµ ∩ Uz 6= ∅ слiдує, що µ ∈ Λi. Тодi
Твердження 2.3.6 i його Наслiдок 2.3.8 гарантують, що Qµ ∩ Uz = Q

(i)
µ ∩ Uz.

Зокрема, z ∈ Uz ⊂
⋃
λ∈∆z

Qλ. З означення сiм’ї {Qλ} i з попереднього
спiввiдношення слiдує, що Uz ∩Qµ = ∅ для кожного µ /∈ ∆z. Внаслiдок цього
сiм’я {Qλ}λ∈Λ утворює локально скiнченне замкнене покриття площини.

З урахуванням сказаного вище, Наслiдок 2.3.13 гарантує наступне:

• z ∈ Qµ, µ ∈ ∆z;

• є принаймнi два iндекси λ, µ ∈ ∆z, для яких областi Qλ i Qµ є сумi-
жними;

• якщо z ∈ Ψ(F \ V ), то ∆z = {λ, µ} i Uz ⊂ (Qλ ∪Qµ).

Твердження 2.4.8 доведено.
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Додаток Б

Доведення окремих тверджень
Роздiлу 3

Б.1 Доведення Леми 3.2.5

Внаслiдок Твердження 3.1.2 регулярнi шари F0 є вкладеними в M2 однови-
мiрними многовидами без межi (колами або iнтервалами).

Нехай елемент розбиття F ∈ F0, що мiститься у множинi рiвня f−1(c),
гомеоморфний iнтервалу. Фiксуємо вкладення α : R→ M2, α(R) = F . Нехай
L′ i L′′ — тi ж, що й вище. Помiтимо, що L′ ∪ L′′ ⊂ F , див. Зауваження 3.2.2.
З неперервностi f слiдує, що L′ ∪ L′′ ⊂ f−1(c).

Нехай x є регулярною точкою множини рiвня f−1(c). З Означення 3.1.1
слiдує, що точка x має окiл U , всi точки якого є регулярними, i такий що
множина A = U ∩ f−1(c) є гомеоморфним образом iнтервала (зокрема, вона
зв’язна). Тому множина A є пiдмножиною одного з елементiв розбиття F0.
Нехай A ⊂ F ′, F ′ ∈ F0.

Якщо F ′ 6= F , то F ∩ U = ∅. Тодi F ∩ U = ∅ i x /∈ L′ ∪ L′′.
Нехай F ′ = F . Тодi A ⊂ α(R), зокрема x = α(t0) для деякого t0 ∈ R.
Множина α−1(U) є вiдкритим околом точки t0 в R. Тому знайдутся t1, t2 ∈

R, такi що t1 < t0 < t2 i iнтервал Q = (t1, t2) мiститься в α−1(U). Оскiльки
вiдображення α є вкладенням, то множина α(Q) є вiдкритим околом точки
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x у просторi α(R) в iндукованiй з M2 топологiї. Отже, iснує вiдкритий окiл
V точки x в M2, для якого V ∩ α(R) = α(Q). Тодi справедлива рiвнiсть

V ∩
(
α({t ∈ R | t < t1}) ∪ α({t ∈ R | t > t2})

)
= ∅ .

З цього слiдує, що x /∈ L′ ∪ L′′.
Отже ми довели, що регулярна точка множини рiвня f−1(c) не може на-

лежати межовiй множинi шара F ∈ F0.
Нехай x є сингулярною точкою множини рiвня f−1(c). Тодi або x є локаль-

ним екстремумом, або сiдловою точкою f .
Згiдно умовi (f.а) множина локальних екстремумiв f є дискретною. Тому

кожна точка локального екстремума є iзольованою точкою множини рiвня f
i не може належати межовiй множинi.

Отже, межова множина шара F ∈ F0 складається тiльки з сiдлових точок.
Нехай x є сiдловою точкою. З Означення 3.1.1 випливає, що точка x має

окiл Ux, в якому f топологiчно еквiвалентна функцiї Re zn в околi нуля для
деякого n > 1. Легко бачити, що iснують як завгодно малi околи точки x,
такi що межа кожного з них перетинається з множиною рiвня f−1(c) рiвно
в 2n точках. Отже межi таких околiв перетинаються з F = α(R) ⊂ f−1(c) у
скiнченнiй кiлькостi точок i ми знаходимося в умовах Твердження 3.2.3.

Лему 3.2.5 доведено.

Б.2 Доведення Твердження 3.2.8

Позначимо поверхню M2 без множини локальных екстремумiв f через G∗. З
властивостей (f.а) i (f.б) слiдує, що G∗ є двовимiрною поверхнею i всi особливi
шари F0 на G∗ є сiдловими точками.

Тому ми можемо застосувати Лему 3.1 з [16], яка стверджує, що iсну-
ють такi вiдкритий окiл N множини R i гомеоморфiзм h : N → [−1, 1]2, що
0 ∈ h(R) ⊂ {0} × (−1, 1) i розбиття множини N , елементами якого є кри-
вi h−1({c} × [−1, 1]), c ∈ [−1, 1], пiдпорядковане розбиттю F0 (кожна крива
h−1({c} × [−1, 1]) мiститься в деякому елементi розбиття F0).
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Зрозумiло, що кожна множина h−1({c} × [−1, 1]) є пiдмножиною деякої
множини рiвня f . Тому (див. [80]) iснує неперервне фактор-вiдображення
g : [−1, 1]→ R, яке замикає комутативну дiаграму

[−1, 1]2
h−1

−−−→ N

pr1

y yf
[−1, 1] −−−→

g
R

Доведемо iн’єктивнiсть вiдображення g.
Нехай для t1 < t2 виконується рiвнiсть g(t1) = g(t2) = c. Позначимо W =

(t1, t2)× (−1, 1) ⊂ [−1, 1]2, V = h−1(W ).
Якщо ми припустимо, що g(t) = c для всiх t ∈ (t1, t2), то отримаємо

рiвнiсть c = f(x), x ∈ V . Проте згiдно властивостi (f.а) функцiя f не може
бути постiйною на вiдкритiй множинi V . Таким чином, g(t) 6= c для деякого
t ∈ (t1, t2).

Неперервна функцiя g на компактi [t1, t2] досягає своїх максимального та
мiнiмального значень. Ми вже перевiрили, що принаймнi одне з них вiдрi-
зняється вiд c. Не обмежуючи загалу мiркувань будемо вважати, що g(t0) =

max{g(t) | t ∈ [t1, t2]} 6= c для деякого t0 ∈ (t1, t2).
Позначимо w0 = (t0, 0) ∈ W , x0 = h−1(w0) ∈ V . За побудовою g ◦ pr1(w) ≤

g◦pr1(w0) для всiх w ∈ W . Отже f(x) ≤ f(x0) для кожного x ∈ V i x0 є точкою
локального максимума f . Проте V ⊂ N ⊂ G∗ i G∗ не мiстить локальних
екстремумiв f .

Отримана суперечнiсть доводить строгу монотоннiсть g. Без обмеження
загалу будемо вважати функцiю g такою, що зростає. Образ g є компактною
пiдмножиною R. Нехай g([−1, 1]) = [a1, a2]. Продовжимо g на R наступним
чином

ĝ(t) =


a1 + (t+ 1) при t < −1 ,

g(t) при t ∈ [−1, 1] ,

a2 + (t− 1) при t > 1 .

Легко бачити, що ĝ : R→ R є гомеоморфiзмом.
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Нехай h′ = ĝ−1 : R→ R. Оскiльки за побудовою f(N) = g([−1, 1]) = [a1, a2]

i ĝ−1|[a1,a2] = g−1|[a1,a2], то h′ ◦ f = pr1 ◦h.
Твердження 3.2.8 доведено.

Б.3 Доведення Твердження 3.2.11

Нехай F ′, F ′′ ∈ F, F ′ ⊂ f−1(c′), F ′′ ⊂ f−1(c′′). Припустимо, що c′ 6= c′′. Тодi
множини πf (f−1({c | c < (c′ + c′′)/2})) i πf (f−1({c | c > (c′ + c′′)/2})) є вiдкри-
тими околами точок πf (F ′) i πf (F ′′) простору ΓK−R що не перетинаються.

Нехай F ′ i F ′′ — двi рiзнi компоненти множини рiвня f−1(c).

З умови (f.а) слiдує, що локальнi екстремуми є iзольованими точками мно-
жини рiвня f .

Нехай F ′ є регулярним елементом розбиття F або точкою локального екс-
тремума f . Зафiксуємо довiльну точку x1 ∈ F ′.

Якщо F ′ є сингулярним елементом F i не зводиться до точки локального
екстремума, то вiн мiстить хоча б одну сiдлову точку f . Нехай x1, . . . , xm — це
всi сiдловi точки f , що належать множинi F ′ (згiдно умовi (f.1) їх скiнченна
кiлькiсть).

Подiбним чином виберемо скiнченний набор точок y1, . . . , yn ∈ F ′′.
Зафiксуємо вiдкриту множину Q ⊂ M2 з компактним замиканням, таку

що
x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ Q .

Згiдно умовi (f.2) знайдеться таке ε > 0, що множинаQ∩f−1((c−ε, c)∪(c, c+ε))

перетинається тiльки з регулярними елементами розбиття F. З неперервностi
f слiдує, що f−1((c− ε, c+ ε)) є вiдкритим околом множини рiвня f−1(c).

Позначимо Q̂ = Q∩f−1((c−ε, c+ε)). Зрозумiло, що x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈
Q̂.

Нехай U ′ij i U ′′ij є околами точок xi i yj, що вiдповiдають умовi (f.3), i =

1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Зменшуючи за необхiдностi цi околи можна вважати,
що U ′ij, U

′′
ij ⊂ Q̂. Аналогiчно, скориставшись умовами (f.б) околи U ′ij i U ′′ij
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можна зменьшити так, щоб виконувались спiввiдношення

U ′ij ∩ f−1(c) ⊂ F ′ , i = 1, . . . ,m ,

U ′′ij ∩ f−1(c) ⊂ F ′′ , j = 1, . . . , n .
(Б.3.1)

Для кожного i = 1, . . . ,m множина V ′i =
⋂n
j=1 U

′
ij є околом точки xi, ана-

логiчно для кожного j = 1, . . . , n множина V ′′j =
⋂m
i=1 U

′′
ij є околом точки yj.

При цьому для всiх F ∈ F виконуються спiввiдношення

(F ∩ V ′i = ∅) ∨ (F ∩ V ′′j = ∅) , i = 1, . . . ,m , j = 1, . . . , n . (Б.3.2)

Розглянемо множини

W ′ = {F ∈ F | F ∩
n⋃
i=1

V ′i 6= ∅} ,

W ′′ = {F ∈ F | F ∩
n⋃
j=1

V ′′j 6= ∅} .

Очевидно, що F ′ ⊂ W ′, F ′′ ⊂ W ′′, π−1
f (πf (W

′)) = W ′ i π−1
f (πf (W

′′)) = W ′′. Зi
спiввiдношень (Б.3.2) слiдує, що W ′ ∩W ′′ = ∅. Тому πf (W ′) ∩ πf (W ′′) = ∅.

Для завершения доведення нам досить показати, що множиниW ′ iW ′′ вiд-
критi в M2. Тодi за означенням фактор-топологiї (див. [80]) множини πf (W ′)

i πf (W ′′) будуть також вiдкритими.

Розглянемо множини

W̃ ′ = {F0 ∈ F0 | F0 ∩
n⋃
i=1

V ′i 6= ∅} ,

W̃ ′′ = {F0 ∈ F0 | F0 ∩
n⋃
j=1

V ′′j 6= ∅} .

Згiдно Твердженню 3.2.10 вони вiдкритi в M2. Оскiльки U ′ij, U
′′
ij ⊂ Q̂, то

W ′,W ′′, W̃ ′, W̃ ′′ ⊂ f−1((c − ε, c + ε)), причому множини W ′ ∩ f−1((c − ε, c) ∪
(c, c+ ε)) i W ′′ ∩ f−1((c− ε, c)∪ (c, c+ ε)) складаються з регулярних елементiв
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розбиття F (якi в свою чергу є регулярними елементами розбиття F0).

Зi спiввiдношень (Б.3.1) слiдує, що

W ′ ∩ f−1(c) = F ′ . (Б.3.3)

Якщо F ′ є регулярним елементом розбиття F або точкою локального екс-
тремума f , то F ′ ⊂ W̃ ′. Тодi множина W ′ = W̃ ′ вiдкрита в M2.

Нехай F ′ є сингулярним елементом розбиття F, який не зводиться до то-
чки локального екстремума. Тодi всi сингулярнi елементи розбиття F0, що
мiстяться в F ′ є сiдловими точками. Це точки x1, . . . , xm.

Згiдно Лемi 3.2.5 i Наслiдку 3.2.7 всi регулярнi елементи F0, якi мiстяться
в F ′, гомеоморфнi iнтервалу i мають непорожнi межовi множини. Якщо ре-
гулярний елемент F0 ∈ F0 лежить в F ′, то його межова множина L мiстить
одну з точок x1, . . . , xm. З Зауваження 3.2.2 отримаємо спiввiдношення

F0 ∩
m⋃
i=1

V ′i 6= ∅ .

фундаментальним F ′ ⊂ W̃ ′ ∩ f−1(c). А оскiльки W̃ ′ ⊂ W ′, то W̃ ′ = W ′ i
множина W ′ вiдкрита в M2.

До множини W ′′ можемо застосувати подiбнi мiркування.

Твердження 3.2.11 доведено.

Б.4 Доведення Твердження 3.2.15

Позначимо x1 = α1(0), x2 = α2(0), y1 = α1(1), y2 = α2(1), c0 = f(x1) = f(x2),
c1 = f(y1) = f(y2). Не обмежуючи загалу, будемо вважати, що c0 < c1.

Змiнимо для зручностi параметризацiю кривої α2.

Функцiї f ◦ α1 i f ◦ α2 строго монотоннi i f ◦ α1(k) = f ◦ α2(k), k = 0, 1,
отже f ◦α1([0, 1]) = f ◦α2([0, 1]) = [c0, c1] i визначене неперервне вiдображення
γ = (f ◦α2)−1 ◦f ◦α1 : [0, 1]→ [0, 1]. Причому γ бiєктивне i лишає нерухомими
кiнцi вiдрiзка [0, 1]. Замiнимо α2 на α′2 = α2 ◦ γ : [0, 1] → Q i отримаємо
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пару неперервних кривих α1 i α′2, якi задовольняють всi умови Твердження,
а також наступну умову.
• f ◦ α1(t) = f ◦ α′2(t) для всiх t ∈ [0, 1].

Далi замiсть α′2 будемо писати α2, маючи на увазi, що ця умова виконується.
Зi строгої монотонностi функцiй f◦α1 i f◦α2 слiдує, що f◦α1(τ1) 6= f◦α2(τ2)

при τ1 6= τ2.
Розглянемо множину

T = {t ∈ [0, 1] | ∀τ ∈ [0, t] ∃Fτ ∈ F : α1(τ), α2(τ) ∈ Fτ} .

Для завершення доведення нам досить показати, що T = [0, 1].
Очевидно, 0 ∈ T , оскiльки α1(0), α2(0) ∈ F0.
Перевiримо, що множина T вiдкрита в просторi [0, 1].
Нехай a ∈ T . Тодi за означенням [0, a] ⊂ T . Якщо a = 1, то T = [0, 1].
Припустимо, що a < 1. Тодi α1(a), α2(a) ∈ Fa для деякого регулярного

елемента Fa ∈ F.
Якщо α1(a) = α2(a), то внаслiдок умови (f.б) знайдеться окiл U точки

α1(a) в M2, такий що на U функцiя f топологiчно еквiвалентна функцiї Re z

у околi (−1, 1)× (−1, 1) початку координат. Легко бачити, що всi непорожнi
перетини множин рiвня f з U є зв’язними. Оскiльки α1 i α2 неперервнi, iснує
ε > 0, такое що α1(τ), α2(τ) ∈ U при всiх τ ∈ [a, a + ε). Тому точки α1(τ) i
α2(τ) належать однiй компонентi зв’язностi множини рiвня f при кожному
τ ∈ [a, a+ ε) i [0, a+ ε) ⊂ T .

Нехай α1(a) 6= α2(a). Оскiльки елемент Fa ∈ F, який мiстить точки α1(a)

i α2(a) є регулярним, то вiн гомеоморфний колу або iнтервалу (див. Наслi-
док 3.2.6). У будь-якому випадку, знайдеться пiдмножина R ∈ Fa, що гомео-
морфна вiдрiзку i мiстить точки α1(a) i α2(a). Оберемо окiл N ⊃ R, N ⊂ Q,
що вiдповiдає Твердженню 3.2.8. Як i вище, всi непорожнi перетини множин
рiвня f з N є зв’язними. Оскiльки α1(a), α2(a) ∈ R, то знайдеться ε > 0, такое
що α1(τ), α2(τ) ∈ N при всiх τ ∈ [a, a + ε). Таким чином i в цьому випадку
[0, a+ ε) ⊂ T i множина T вiдкрита в [0, 1].

Перевiримо, що множина T замкнена.
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Нехай b ∈ T . З a ∈ T слiдує, що [0, a] ⊂ T . Тому [0, b) ⊂ T . Оберемо
зростаючу послiдовнiсть {tk ∈ [0, 1]}k∈N, таку що tk → b при k →∞. Оскiльки
tk ∈ T при всiх k ∈ N, то для кожного k знайдеться Fk ∈ F, яке мiстить точки
α1(tk), α2(tk).

α1 i α2 неперервнi, тому для довiльної пари околiв V1 i V2 точок α1(b) i α2(b)

вiдповiдно, iснує m ∈ N, для якого α1(tm) ∈ V1 i α2(tm) ∈ V2. Тодi (Fm ∩ V1 6=
∅) ∧ (Fm ∩ V2 6= ∅). За побудовою f ◦ α1(b) = f ◦ α2(b). Тому з умови (f.3)
випливає, що α1(b), α2(b) ∈ Fb для деякого Fb ∈ F. фундаментальним b ∈ T i
множина T замкнена.

Таким чином T є непорожньою вiдкрито-замкненою пiдмножиною зв’яз-
ного простору [0, 1]. Отже, T = [0, 1].

Твердження 3.2.15 доведено.

Б.5 Доведення Леми 3.2.16

Вiдкрита зв’язна пiдмножина Q локально лiнiйно зв’язного простору M2 є
лiнiйно зв’язною (див. [47]). Тому iснує проста неперервна крива α : [0, 1]→ Q,
така що α(0) = x, α(1) = y.

Згiдно властивостi (f.б) функцiї f для кожного t ∈ [0, 1] знайдуться окiл
Ut ⊂ Q точки α(t) i гомеоморфiзми ht : Ut → (−1, 1) × (−1, 1), h′t : R → R,
такi що pr1 ◦ht = h′t ◦ f .

Оберемо скiнченне пiдпокриття вiдкритого покриття {α−1(Ut)}t∈[0,1] вiд-
рiзка [0, 1]. Нехай воно складається з прообразiв множин Uk = Utk , k =

1, . . . ,m. Нехай hk : Uk → (−1, 1) × (−1, 1) i h′k : R → R, — вiдповiднi го-
меоморфiзми, для яких pr1 ◦hk = h′k ◦ f , k = 1, . . . ,m.

Знайдемо число Лебега d покриття {α−1(Uk)}mk=1. Зафiксуємо натуральне
n > 1/d. Набор точок τr = r/n, r = 0, . . . , n вiдповiдає такiй властивостi:
для кожного r = 1, . . . , n iснує k(r) ∈ {1, . . . ,m} таке що τr−1, τr ∈ α−1(Uk(r)).
Позначимо xr = α(τr). Тодi xr−1, xr ∈ Uk(r), r = 1, . . . , n.

Для кожного r = 1, . . . , n з’єднаємо точки hk(r)(xr−1), hk(r)(xr) ∈ (−1, 1)2

за допомогою вiдрiзка прямої µr : [0, 1] → (−1, 1)2, µr(t) = thk(r)(xr−1) + (1 −
t)hk(r)(xr), t ∈ [0, 1]. Очевидно, що функцiя pr1 ◦µr або строго монотонна,
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або постiйна. А оскiльки вiдображення h′r : R → R є гомеоморфiзмом, то i
функцiя (h′r)

−1 ◦ pr1 ◦µr має цю властивiсть.

Позначимо α1
r = h−1

k(r) ◦ µr : [0, 1] → Uk(r). Зрозумiло, що α1
r є простою

неперервною кривою, що з’єднує точки xr−1 i xr. З рiвностей

(h′k(r))
−1 ◦ pr1 ◦µr = (h′k(r))

−1 ◦ h′k(r) ◦ f ◦ (h−1
k(r) ◦ µr) = f ◦ α1

r

слiдує, що функцiя f ◦ α1
r або постiйна, або строго монотонна.

Означимо α1 : [0, 1]→ Q наступним чином

α1(t) = α1
r(tn− r + 1) , якщо t ∈ [(r − 1)/n, r/n] .

За побудовою α1
r(1) = α1

r+1(0) = xr, r = 1, . . . , n − 1, тому наше означення
коректне i крива α1 неперервна. Вiдмiтимо, що α1

r може мати самоперетини.

Отже, є скiнченна кiлькiсть максимальних вiдрiзкiв, що не перекриваю-
ться, на частинi з яких функцiя f ◦ α1 строго монотонна, а на iншiй частинi
вiдрiзкiв вона постiйна. За допомогою iндукцiї змiнимо нашу криву так, щоб
залишились вiдрiзки строгої монотонностi тiльки одного типу (або зростання,
або зменшення f ◦ α1).

Крок iндукцiї.

Припустимо, що для неперервної кривої αk : [0, 1]→ Q, αk(0) = x, αk(1) =

y, вiдрiзок [0, 1] можна представити у виглядi суми скiнченної кiлькостi вiд-
рiзкiв, що не перекриваються, кожний з яких є або максимальним вiдрiзком
строгої монотонностi функцiї f ◦ αk, або максимальним вiдрiзком, на якому
вона постiйна.

Припустимо, що знайдутся точки 0 ≤ t′1 < t′′1 ≤ t′2 < t′′2 ≤ 1, такi що
при умовi t′′1 6= t′2 вiдрiзок [t′′1, t

′
2] є максимальним вiдрiзком, на якому f ◦ αk

постiйна, а вiдрiзки [t′1, t
′′
1] i [t′2, t

′′
2] є максимальними вiдрiзками строгої мо-

нотонностi рiзних типiв. Не обмежуючи загалу будемо вважати, що на пер-
шому з них f ◦ αk зростає, а на другому спадає. Тодi f ◦ αk(t′1) < f ◦ αk(t′′1),
f ◦ αk(t′′1) = f ◦ αk(t′2) i f ◦ αk(t′2) > f ◦ αk(t′′2).

Нехай f ◦αk(t′1) ≤ f ◦αk(t′′2) (випадок f ◦αk(t′1) ≥ f ◦αk(t′′2) розглядається
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аналогiчно). За теоремою про промiжне значення iснує t0 ∈ [t′1, t
′′
1), для якого

f ◦ αk(t0) = f ◦ αk(t′′2).

Згiдно з нашим припущенням функцiя f ◦ αk постiйна на вiдрiзку [t′′1, t
′
2],

тому точки αk(t′′1) i αk(t′2) належать однiй компонентi зв’язностi множини рiв-
ня функцiї f i можна застосувати Твердження 3.2.15 до неперервних кривих

β1(t) = αk((1− t)t′′1 + tt0) ,

β2(t) = αk((1− t)t′2 + tt′′2) , t ∈ [0, 1] .

фундаментальним точки β1(1) = αk(t0) i β2(1) = αk(t′′2) належать однiй ком-
понентi зв’язностi F множини рiвня функцiї f . Оскiльки носiй кривої αk нале-
жить Q, то елемент F ∈ F регулярний i iснує неперервна крива β : [0, 1]→ F ,
β(0) = αk(t0), β(1) = αk(t′′2).

Розглянемо неперервну криву αk+1 : [0, 1]→ Q,

αk+1(t) =

β
(
t−t0
t′′2−t0

)
, якщо t ∈ [t0, t

′′
2] ,

αk(t) , в противному випадку .

Легко бачити, що вiдрiзок [0, 1] можна представити у виглядi суми скiнченної
кiлькостi вiдрiзкiв, що не перекриваються, кожний з яких є або максимальним
вiдрiзком строгої монотонностi функцiї f ◦αk+1, або максимальним вiдрiзком,
на якому вона постiйна. Замiсть двох вiдрiзкiв строгої монотонностi [t′1, t

′′
1] i

[t′2, t
′′
2] функцiї f ◦ αk нова функцiя f ◦ αk+1 має один вiдрiзок [t′1, t0] (або нi

одного, якщо t′1 = t0). Всi iншi максимальнi вiдрiзки строгої монотонностi
функцiй f ◦ αk i f ◦ αk+1 збiгаються.

Таким чином загальна кiлькiсть максимальних вiдрiзкiв строгої монотон-
ностi функцiї f ◦ αk+1 меньше, нiж у функцiї f ◦ αk. Тому стартуючи з не-
перервної кривої α1, ми можемо застосувати шаг iндукцiї лише скiнченну
кiлькiсть разiв.

Отже, iснує p ∈ N, таке що до кривої αp шаг iндукцiї вже не може бути
застосований. Легко бачити, що на всiх максимальних вiдрiзках строгої мо-
нотонностi f ◦ αp має мiсце монотоннiсть одного типа. Без обмеження загалу
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ми можемо вважати, що на кожному з них f ◦ αp зростає.

За побудовою iснує таке розбиття 0 = t0 < t1 < . . . < tl = 1 вiдрiзка [0, 1],
що f◦αp або постiйна, або строго зростає на кожному [tr−1, tr], r = 1, . . . , l. При
цьому для кожної пари сусiднiх вiдрiзкiв на одному з них функцiя постiйна,
а на iншому зростає.

Фiксуємо tr, такое що на вiдрiзку [tr−1, tr] функцiя f ◦ αp постiйна. Нехай
[tr−1, tr] ⊂ (f ◦ αp)−1(cr). Будемо вважати, що tr−1 6= 0 i tr 6= 1. Зв’язна
множина αp([tr−1, tr]) ⊂ Q належить деякiй множинi рiвня функцiї f , тому
знайдеться регулярний елемент Fr ∈ F, що мiстить αp([tr−1, tr]).

Fr є вкладеним у M2 iнтервалом або колом згiдно Твердженню 3.2.3. У
будь-якому випадку, якщо αp(tr−1) 6= αp(tr), то iснує пiдмножина R ⊂ Fr ⊂ Q,
яка гомеоморфна вiдрiзку i мiстить точки αp(tr−1) i αp(tr). Нехай вiдкритий
окiл N множини R i гомеоморфiзми h i h′ вiдповiдають Твердженню 3.2.8.

Не обмежуючи загалу ми можемо вважати, що N ⊂ Q.

Користаючись неперервнiстю кривої αp, знайдемо точки t′ ∈ (tr−2, tr−1) i
t′′ ∈ (tr, tr+1), такi що [t′, t′′] ⊂ (αp)−1(N). Нехай f ◦ αp(t′) = c′, f ◦ αp(t′′) = c′′.
У точках t′ i t′′ неспадна функцiя f ◦ αp строго зростає, тому c′ < cr < c′′,
[0, c′] = (f ◦ αp)−1({c ∈ R | c ≤ c′}), [c′′, 1] = (f ◦ αp)−1({c ∈ R | c′′ ≤ c}).

Оскiльки h ◦ αp(tr) ∈ {0} × (−1, 1) ⊂ N , то h′(cr) = h′ ◦ f ◦ αp(tr) =

pr1 ◦h ◦ αp(tr) = 0. З монотонностi гомеоморфiзма h′ слiдує, що числа h′(c′) i
h′(c′′) мають рiзнi знаки. Не обмежуючи загалу можемо вважати, що h′(c′) <
0 < h′(c′′).

З’єднаємо точки u′ = h ◦ αp(t′), u′′ = h ◦ αp(t′′) у (−1, 1)2 вiдрiзком прямої
µ : [0, 1] → (−1, 1)2, µ(t) = tu′′ + (1 − t)u′, t ∈ [0, 1]. Оскiльки pr1 ◦µ(0) =

pr1(u′) = pr1 ◦h ◦ αp(t′) = h′ ◦ f ◦ αp(t′) = h′(c′) i pr1 ◦µ(1) = h′(c′′), то функцiя
pr1 ◦µ строго монотонна i pr1 ◦µ([0, 1]) = [h′(c′), h′(c′′)].

Розглянемо просту неперервну криву βr = h−1 ◦ µ : [0, 1]→ N , яка з’єднує
точки αp(t′) i αp(t′′). Зi строгої монотонностi функцiй h′ i h′ ◦ f ◦ βr = h′ ◦ f ◦
h−1 ◦ µ = pr1 ◦µ слiдує строга монотоннiсть функцiї f ◦ βr.
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Замiнимо криву αp на α̂ : [0, 1]→ Q,

α̂(t) =

βr
(
t−t′
t′′−t′

)
якщо t ∈ (t′, t′′) ,

αp(t) у противному випадку.

Легко бачити, що функцiя f ◦ α̂ строго зростає на вiдрiзку [tr−2, tr+1]. На
iнших вiдрiзках [ts−1, ts] ця функцiя збiгається з f ◦ αp.

Якщо на [tr−1, tr] функцiя f ◦ αp постiйна, то неможливе одночасне вико-
нання рiвностей tr−1 = 0 i tr = 1, оскiльки по умовi Леми f ◦ αp(0) = f(x) 6=
f(y) = f ◦ αp(1). Тому знайдеться принаймнi один вiдрiзок [ts−1, ts], що є
сусiднiм з [tr−1, tr], i на якому функцiя f ◦ αp строго зростає.

Зрозумiло, що для випадкiв r = 1 i r = l можна очевидним чином змiнити
попереднi мiркування i побудувати криву α̂, таку що функцiя f◦α̂ буде строго
монотонна на вiдрiзку [t0, t2] або [tl−2, tl], а на всiх iнших вiдрiзках [ts−1, ts] ця
функцiя буде збiгатися з f ◦ αp.

Отже, переходячи вiд αp до α̂, ми зменшуємо на одиницю число макси-
мальних вiдрiзкiв, на яких композицiя цього вiдображення з f постiйна. По-
вторюючи цю процедуру скiнченну кiлькiсть разiв, ми отримаємо неперервну
криву αx,y : [0, 1]→ Q, αx,y(0) = x, αx,y(1) = y, для якої функцiя f ◦αx,y строго
монотонна на [0, 1].

Оскiльки функцiя f ◦ αx,y строго монотонна за побудовою, то крива αx,y
не може мати точок самоперетину i є простою неперервною кривою.

Лему 3.2.16 доведено.

Б.6 Доведення Леми 3.2.19

Якщо x, y ∈ Q, то доведення зводиться до застосування Леми 3.2.16.
Припустимо, що принаймнi одна з точок x, y належить FrQ. Роздiлимо

доведення на декiлька крокiв.
Крок 1. Нехай x ∈ FrQ, c = f(x). Доведемо, що iснує неперервна крива

β : [0, 1] → Q, така що β(0) = x, β(t) ∈ Q для всiх t ∈ (0, 1] i функцiя f ◦ β
строго монотонна.
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FrQ ⊂ K згiдно з означенням Q, тому точка x належить деякiй сингуляр-
нiй компонентi F ∈ F.

Нехай x є точкою локального екстремума f . Не обмежуючи загалу будемо
вважати, що f має в x локальний максимум. Тодi згiдно умовi (f.а) iснує
вiдкритий окiл U 3 x, такий що f(x′) < f(x) для кожного x′ ∈ U \ {x}.

Скористаємось неперервнiстю f та властивiстю (f.2) цiєї функцiї i оберемо
окiл U настiльки малим, що U \{x} ⊂M2\K. Ми можемо обрати U зв’язним.
Тодi, як легко бачити, U \ {x} ⊂ Q.

Оберемо злiченну базу вкладених околiв точки x так, щоб виконувались
наступнi вимоги:
• всi W k ⊂ U гомеоморфнi замкненим дискам якi обмеженi колами Sk =

Fr(Wk);
• W k+1 ⊂ Wk, k ∈ N.
Нехай vk ∈ Sk ⊂ U , f(vk) = max{f(v) | v ∈ Sk}. Зрозумiло, що vk → x

при k → ∞. Тому f(vk) → f(x). Оскiльки f(vk) < f(x) при всiх k ∈ N,
то з послiдовностi {vk} можна обрати пiдпослiдовнiсть, на елементах якої
значения f монотонно зростають. Не обмежуючи загалу будемо вважати, що
f(vk) < f(vk+1), k ∈ N.

Скористаємось Лемою 3.2.16 i для кожного k ∈ N з’єднаємо точки vk та
vk+1 неперервною кривою βk : [0, 1] → Q, βk(0) = vk, βk(1) = vk+1, такою що
функцiя f ◦ βk є строго зростаючою. Оскiльки f ◦ βk(t) > f(vk) при t > 0 i
βk(1) = vk+1 ∈ Sk+1 ⊂ Wk, то βk(t) ∈ Wk для всiх t ∈ (0, 1]. Отже, βm(t) ∈ Wk

при довiльних m > k i t ∈ [0, 1].
Розглянемо вiдображення β : [0, 1]→ U ,

β(t) =

x при t = 0 ,

βk(2− 2kt) при t ∈
[
1/2k, 1/2k−1

]
.

Оскiльки βk+1(0) = βk(1), k ∈ N, то це означення є коректним i крива β

неперервна при t > 0. За побудовою β(t) ∈ Wk при t ∈ [0, 1/2k−1], k ∈ N.
Оскiльки сiм’я {Wk} є базою околiв точки x, то β неперервна i при t = 0.

На кожному вiдрiзку [1/2k, 1/2k−1], k ∈ N функцiя f ◦β монотонно спадає,
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отже вона монотонно спадає на [0, 1]. Нам лишається вiдмiтити, що β(t) ∈
U \ {x} ⊂ Q при t > 0.

Нехай тепер x ∈ FrQ не є точкою локального екстремума f . Згiдно власти-
востi (f.б) функцiї f iснують n ∈ N, окiл U 3 x i гомеоморфiзми h : U → W ,
h′ : R→ R, такi що h(x) = 0 i h′ ◦f = gn ◦h. Ми позначили W = {z ∈ C | |z| <
1}, gn : C→ R, gn(z) = Re zn.

Скористаємось неперервнiстю f та властивiстю (f.2) i оберемо U настiльки
малим, що U \f−1(c) ⊂M2\K. Множина f−1(c)∩U = h−1(g−1

n (0)∩W ) зв’язна
i мiстить точку з K, отже U ∩K = U ∩ f−1(c).

Нехай u ∈ U ∩ Q, v = h(u) ∈ W . Розглянемо криву β̂ : [0, 1] → W ,
β̂(t) = tv, t ∈ [0, 1], яка з’єднує точки 0 = h(x) i v в W . Оскiльки f(u) 6= f(x),
то gn(v) = Re vn 6= 0 i функцiя gn ◦ β̂(t) = tngn(v) строго монотонна на [0, 1].

Розглянемо неперервну криву β = h−1 ◦ β̂ : [0, 1] → U , що з’єднує точки
x i u. Оскiльки gn ◦ β̂ = gn ◦ h ◦ β = h′ ◦ f ◦ β i функцiя h′ : R → R строго
монотонна, то f ◦ β теж є строго монотонною на областi свого визначення.

f ◦β(t) 6= f(x) = c при t 6= 0. фундаментальним β(t) ∈M2\K при t ∈ (0, 1]

згiдно вибору околу U . А оскiльки u = β(1) ∈ Q, то β(t) ∈ Q для всiх t ∈ (0, 1].
Крок 2. Нехай x ∈ FrQ, y ∈ Q. Доведемо, що iснує проста неперервна

крива αx,y, що з’єднує точки x i y та вiдповiдає вимогам Леми.
Нехай u ∈ Q — точка, з якою можна з’єднати x за допомогою неперервної

кривої β : [0, 1] → Q, β(0) = x, β(1) = u, що вiдповiдає вимогам кроку 1. Не
обмежуючи загалу будемо вважати, що f(x) < f(u) = f ◦ β(1).

Перевiримо, що для довiльного v ∈ Q виконується нерiвнiсть f(x) < f(v).
Припустимо, що f(x) ≥ f(v) для деякого v ∈ Q. Згiдно Лемi 3.2.16 точки

u i v можна з’єднати за допомогою неперервної кривої γ : [0, 1]→ Q, γ(0) = u,
γ(1) = v, такої що функцiя f ◦γ строго монотонна. За теоремою про промiжне
значення iснує t0 ∈ (0, 1], таке що f ◦ γ(t0) = f(x).

Розглянемо неперервнi кривi µ1, µ2 : [0, 1]→ Q,

µ1(t) = β(1− t) , µ2(t) = γ(tt0) , t ∈ [0, 1] .

Очевидно, що функцiї f ◦µ1 i f ◦µ2 строго монотоннi, а також µ1(t), µ2(t) ∈ Q
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при t < 1. Оскiльки µ1(0) = µ2(0) = u i f ◦ µ1(1) = f ◦ µ2(1) = f(x), то
кривi µ1 i µ2 вiдповiдають Твердженню 3.2.15. Отже iснує F ∈ F для якого
µ1(1), µ2(1) ∈ F . А це неможливо, оскiльки µ2(1) ∈ Q, µ1(1) = x ∈ K.

Отримане суперечнiсть доводить, що f(x) < f(v). Зокрема, якщо x ∈ FrQ,
то f−1(f(x)) ∩Q = ∅.

Отже, f(x) < f(y). Якщо f(y) ≤ f(u), по теоремi про промiжне значення
iснує t0 ∈ (0, 1], для якого f ◦β(t0) < f(y). Якщо f(y) > f(u), вiзьмемо t0 = 1.
Скористаємося Лемою 3.2.16 i з’єднаємо точки β(t0) та y за допомогою простої
неперервної кривої β̂ : [0, 1]→ Q, такої що функцiя f ◦ β̂ монотонно зростає.

Розглянемо неперервну криву αx,y : [0, 1]→ Q,

αx,y(t) =

β(2tt0) при t ∈ [0, 1/2] ,

β̂(2t− 1) при t ∈ [1/2, 1] .

Функцiя f ◦ αx,y зростає на кожному з промiжкiв [0, 1/2] i [1/2, 1], тому во-
на зростає на [0, 1]. фундаментальним крива αx,y не має самоперетинiв. За
побудовою також αx,y(t) ∈ Q при t ∈ (0, 1].

Крок 3. Нехай x, y ∈ FrQ. Доведемо iснування кривої αx,y, яка вiдповiдає
Лемi.

За умовами Леми f(x) 6= f(y). Не обмежуючи загалу будемо вважати, що
f(x) < f(y).

Зафiксуємо точку v ∈ Q. Вище вже доведено, що f(v) 6= f(x) i f(v) 6= f(y).
Нехай неперервнi кривi βx, βy : [0, 1] → Q задовольняють вимоги кроку 2,
причому βx(0) = x, βy(0) = y, βx(1) = βy(1) = v.

Перевiримо, що f(v) ∈ (f(x), f(y)).

Припустимо, що f(v) < f(x) (випадок f(v) > f(y) розглядається ана-
логiчно). За теоремою про промiжне значення iснує t0 ∈ (0, 1), для якого
f ◦ βy(t0) = f(x). Тодi точки βy(t0) ∈ Q i x ∈ FrQ належать спiльнiй множинi
рiвня f , що неможливо, як було доведено вище.
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Отже, f(x) < f(v) < f(y). Розглянемо неперервну криву αx,y : [0, 1]→ Q,

αx,y(t) =

βx(2t) при t ∈ [0, 1/2] ,

βy(2− 2t) при t ∈ [1/2, 1] .

Безпосередня перевiрка показує, що вона вiдповiдає всiм вимогам леми.
Лему 3.2.19 доведено.

Б.7 Доведення Теореми 3.2.21

Для доведення теореми нам буде потрiбне одне технiчне твердження.

Твердження Б.7.1 Нехай неперервнi вiдображення χ1 : X1 → Y , χ2 : X2 →
Y , ϕ : X1 → X2 топологiчнох просторiв X1, X2, Y зв’язанi спiввiдношенням
χ1 = χ2 ◦ ϕ.

Припустимо, що χ1 є вкладенням, а множина ϕ(X1) замкнена в X2.
Тодi вiдображення ϕ замкнене.

Доведення твердження Б.7.1. Нехай множина R ⊂ X1 замкнена.
Оскiльки χ1 є вкладенням, то множина χ1(R) замкнена в χ1(X1) у то-

пологiї, яку iндуковано з Y . Отже, χ1(R) = χ1(R) ∩ χ1(X1) i χ−1
2 (χ1(R)) =

χ−1
2 (χ1(R)) ∩ χ−1

2 (χ1(X1)).
З iншого боку, ϕ(R) = χ−1

2 (χ1(R)) ∩ ϕ(X1) = χ−1
2 (χ1(R)) ∩

(
χ−1

2 (χ1(X1)) ∩
ϕ(X1)

)
= χ−1

2 (χ1(R)) ∩ ϕ(X1).
Множина ϕ(X1) замкнена за умовами Твердження, а χ−1

2 (χ1(R)) замкнена
як прообраз замкненої множини пiд дiєю неперервного вiдображення. Тому i
перетин ϕ(R) цих множин замкнений в X2.

Внаслiдок довiльностi у виборi замкненої множини R ⊂ X1 вiдображення
ϕ є замкненим. �

Помiтимо, що множина f(Q) вiдкрита. Дiйсно, Q складається з регуляр-
них точок i є вiдкритою множиною згiдно Твердженню 3.2.14. Тому для ко-
жного x ∈ Q iснує окiл Ux ⊂ Q, на якому f топологiчно еквiвалентна Re z.
Отже, знайдеться ε = ε(Ux) > 0, таке що f(Ux) ⊃ (f(x)− ε, f(x) + ε).
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Множина Q зв’язна за означенням. Тому зв’язними є також множини Q,
f(Q) i f(Q).

Зрозумiло, що вiдкрита зв’язна множина f(Q) ∈ R гомеоморфна iнтерва-
лу (0, 1). Отже f(Q) гомеоморфна зi збереженням орiєнтацiї однiй з множин
(0, 1), [0, 1), (0, 1] або [0, 1]. Нехай f(Q) гомеоморфна множинi J , яка належить
до цього списку.

Побудуємо неперервну криву αQ : J → Q, для якої функцiя f ◦αQ : J → R
буде строго зростаючою, i таку що f ◦ αQ(J) = f(Q).

Фiксуємо точку y ∈ Q, для якої виконуються нерiвностi

inf
x∈Q

f(x) < f(y) < sup
x∈Q

f(x) .

Нехай 0 ∈ J . Тодi a0 = infx∈Q f(x) ∈ f(Q). Оберемо x0 ∈ Q ∩ f−1(a0). Тодi
x0 ∈ FrQ згiдно нашим попереднiм мiркуванням i f(x0) < f(y). Скориста-
ємось Лемою 3.2.19 i знайдемо просту неперервну криву α0 : [0, 1/2] → Q,
такую що α0(0) = x0, α0(1/2) = y i функцiя f ◦ α0 строго зростає.

Нехай теперь 0 /∈ J . Позначимо y1 = y i оберемо yk ∈ Q, k ≥ 2, так,
що послiдовнiсть {f(yk)} монотонно спадає i прямує до a0. Скористаємось
Лемою 3.2.16 i для кожного k ∈ N знайдемо просту неперервну криву βk :

[0, 1]→ Q, таку що βk(0) = yk+1, βk(1) = yk i функцiя f ◦ βk строго зростає.
Розглянемо криву α0 : (0, 1/2]→ Q,

α0(t) = βk(2
k+1t− 1) , якщо t ∈ [2−(k+1), 2−k] , k ∈ N .

Оскiльки βk+1(1) = βk(0), k ∈ N, то ця крива коректно означена i неперервна.
Легко бачити, що функцiя f ◦α0 строго зростає на (0, 1/2]. фундаментальним
α0 є простою неперервною кривою.

Аналогiчно будується i крива α1 : J ∩ [1/2, 1] → Q, така що α1(1/2) = y,
функцiя f ◦ α1 монотонно зростає i α1(t) ∈ Q при t < 1.

Нехай

αQ(t) =

α0(t) якщо t ≤ 1/2 ,

α1(t) якщо t ≥ 1/2 .
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Отримали неперервну криву αQ : J → Q, яка вiдповiдає умовам (1) i (2)
Теореми.

Розглянемо вiдображення α̂Q = πf ◦ αQ : J → ΓK−R(f). Внаслiдок моно-
тонностi f ◦ αQ вiдображення α̂Q iн’єктивне.

Застосовуючи Наслiдки 3.2.17 i 3.2.20, отримаємо з уже доведеного спiв-
вiдношення f ◦ αQ(J) = f(Q) рiвнiсть α̂Q(J) = πf (Q).

Множина π−1
f (πf (Q)) є об’єднанням елементiв розбиття F, якi перетинаю-

ться с Q. Множина Q збiгається з π−1
f (πf (Q)) за означенням. З Наслiдку 3.2.20

i властивостей кривої αQ отримаємо наступне спiввiдношення:

π−1
f (πf (FrQ)) =

⋃
τ∈J∩∂I

Fτ .

Тут Fτ — єдина компонента множини рiвня f−1(f ◦αQ(τ)), яка перетинається
з FrQ. Множини рiвня функцiї f замкненi, тому їх компоненти теж замкненi.
Оскiльки множина J ∩ ∂I мiстить не бiльше двох елементiв, то π−1

f (πf (FrQ))

є замкненою.
Отже, множина π−1

f (πf (Q)) = Q∪FrQ∪π−1
f (πf (FrQ)) = Q∪π−1

f (πf (FrQ))

замкнена. фундаментальним множина πf (Q) замкнена в ΓK−R(f) за означе-
нням фактор-топологiї.

Разом з включеннями πf (Q) ⊂ πf (Q) ⊂ πf (Q) замкненiсть πf (Q) дає рiв-
ностi α̂Q(J) = πf (Q) = πf (Q).

Розглянемо трiйку неперервних вiдображень f◦αQ : J → R, f̂ : ΓK−R(f)→
R i α̂Q : J → ΓK−R(f).

За побудовою J зв’язна i f ◦ αQ строго зростає на J . фундаментальним
вiдображення f◦αQ є вкладенням. Також множина α̂Q(J) є замкненою. Отже,
ми знаходимося в умовах Твердження Б.7.1 i вiдображення α̂Q є замкненим.
А оскiльки воно неперервне i iн’єктивне, то α̂Q є гомеоморфiзмом на свiй
образ πf (Q).

Теорему 3.2.21 доведено.
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Додаток В

Приклад до Роздiлу 3

Наведемо приклад функцiї f : M2 → R, яка не є K-R – простою, але її простiр
ΓK−R(f) є графом з черенками.

Для того, щоб означити поверхнюM2 i функцiю f на нiй, нам знадобиться
ряд допомiжних конструкцiй.

Розглянемо неперервнi функцiї xn : R → R, n ∈ Z, y+, y− : R → R, див.
Рис. В.0.1,

xn(t) =

n+ [t/2] + 2{t/2} , якщо {t/2} ≤ 1/2 ,

n+ [t/2] + 1 , якщо {t/2} > 1/2 ,

y+(t) =

[t/2] , при {t/2} ≤ 1/2 ,

[t/2] + 2{t/2} − 1 , при {t/2} > 1/2 ,

y−(t) =− y+(t) .

Тут [·] i {·} позначають цiлу та дробову частину числа, вiдповiдно.

Розглянемо наступнi пiдмножини площини R2:

Z = (R× Z) ∪ (Z× R) ,

Z+
n =

⋃
k∈Z

(
[k + n, k + n+ 1]× {k}

)
∪
(
{k + n+ 1} × [k, k + 1]

)
,
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2k 2k + 1 2k + 2

n+ k

n+ k + 1

2k 2k + 1 2k + 2

k

k + 1

Функцiя xn(t) Функцiя y+(t)

Рис. В.0.1: Графiки функцiй xn(t) i y+(t)

Z−n =
⋃
k∈Z

(
[k + n, k + n+ 1]× {−k}

)
∪
(
{k + n+ 1} × [−k − 1,−k]

)
,

n ∈ Z .

Тут використанi позначення A× {s} = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ A, y = s}, {s} × A =

{(x, y) ∈ R2 | x = s, y ∈ A}.
Z є сiткою з вузлами, що мають цiлочисельнi координати. Z+

n i Z−n — “ви-
схiднi сходи” та “спаднi сходи”, вiдповiдно. Легко бачити, що Z =

⋃
k∈Z Z

+
n =⋃

k∈Z Z
−
n .

Розглянемо неперервнi кривi α+
n : R→ Z+

n , α−n : R→ Z−n , n ∈ Z,

α+
n (t) = (xn(t), y+(t)) , α−n (t) = (xn(t), y−(t)) , t ∈ R .

Безпосередньо перевiряється, що вiдображення α+
n i α−n є вкладеннями.

Побудуємо спочатку допомiжнi поверхню M̂2 i функцiю f̂ : M̂2 → R.
Для цього розглянемо множину Z ⊂ R2, а також двi сiм’ї замкнених напiв-

площин

B+
n = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0} , B−n = {(x, y) ∈ R2 | y ≤ 0} , n ∈ Z ,

i функцiї f+
n : B+

n → R, f−n : B−n → R, n ∈ Z,

f+
n (x, y) = y , f−n (x, y) = y .
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Позначимо

∂B+
n ={(x, y) ∈ B+

n | y = 0} ,
∂B−n ={(x, y) ∈ B−n | y = 0} , n ∈ Z .

Зрозумiло, що ∂B+
n = (f+

n )−1(0), ∂B−n = (f−n )−1(0), n ∈ Z.
Приклеїмо кожну B+

n до Z за допомогою вiдображення γ+
n : ∂B+

n → Z+
n ⊂

Z,
γ+
n (x, 0) = α+

n (x) , x ∈ R , n ∈ Z .

Аналогiчно, приклеїмо кожну B−n до Z за допомогою вiдображення γ−n :

∂B−n → Z−n ⊂ Z,
γ−n (x, 0) = α−n (x) , x ∈ R , n ∈ Z .

Отримаємо простiр M̂2. Позначимо через i0 : Z → M̂2, i+n : B+
n → M̂2,

i−n : B−n → M̂2, n ∈ Z, природнi вкладення.
Означимо функцiю f̂ : M̂2 → R наступним чином:

f̂(u) =


f+
n ((i+n )−1(u)) , якщо u ∈ i+n (B+

n ) ,

f−n ((i−n )−1(u)) , якщо u ∈ i−n (B−n ) ,

0 , якщо u ∈ i0(Z) .

Безпосередньо перевiряється, що простiр M̂2 є орiєнтовною двовимiрною
поверхнею. Зокрема, справедливе наступне.

Якщо u = i0(r + τ, s) ∈ i0(Z), де r, s ∈ Z, τ ∈ (0, 1), то

(r, r + 1)× {s} = α−r+s
(
(−2s,−2s+ 1)

)
= α+

r−s
(
(2s, 2s+ 1)

)
i окiл точки u

Uu = i−r+s
(
(−2s,−2s+ 1)× (−1, 0]

)
∪ i+r−s

(
(2s, 2s+ 1)× [0, 1)

)
гомеоморфний диску.
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Аналогiчно, якщо u = i0(r, s+ τ), де r, s ∈ Z, τ ∈ (0, 1), то

{r} × (s, s+ 1) = α−r+s
(
(−2s− 1,−2s)

)
= α+

r−s−1

(
(2s+ 1, 2s+ 2)

)
i окiл точки u

Uu = i−r+s
(
(−2s− 1,−2s)× (−1, 0]

)
∪ i+r−s−1

(
(2s+ 1, 2s+ 2)× [0, 1)

)
гомеоморфний диску.

Нарештi, якщо u = i0(r, s), де r, s ∈ Z, то

{r} × (s, s+ 1) ∪ (r, r + 1)× {s} = α−r+s
(
(−2s− 1,−2s+ 1)

)
,

(r − 1, r)× {s} ∪ {r} × (s, s+ 1) = α+
r−s−1

(
(2s, 2s+ 2)

)
,

(r − 1, r)× {s} ∪ {r} × (s− 1, s) = α−r+s−1

(
(−2s,−2s+ 2)

)
,

{r} × (s− 1, s) ∪ (r, r + 1)× {s} = α+
r−s
(
(2s− 1, 2s+ 1)

)
,

i окiл

Uu = i−r+s
(
(−2s− 1,−2s+ 1)× (−1, 0]

)
∪ i+r−s−1

(
(2s, 2s+ 2)× [0, 1)

)
∪

∪ i−r+s−1

(
(−2s,−2s+ 2)× (−1, 0]

)
∪ i+r−s

(
(2s− 1, 2s+ 1)× [0, 1)

)
гомеоморфний диску.

Функцiя f̂ коректно означена, неперервна та вiдповiдає умовам (f.а) i (f.б).
Її єдиною сингулярною множиною рiвня є f̂−1(0) = i0(Z). Ця множина зв’язна.

Якщо u ∈ i0(Z\(Z×Z)), то в околi Uu функцiя f̂ топологiчно еквiвалентна
функцiї Re z в околi нуля i u є регулярною точкою f̂ .

Якщо u ∈ i0(Z × Z), то в околi Uu функцiя f̂ топологiчно еквiвалентна
функцiї Re z2 в околi нуля i u є сiдловою точкою f̂ .

Оскiльки

f̂−1(a) =


⋃
n∈Z i

−
n (R× {a}) при a < 0 ,

i0(Z) при a = 0 ,⋃
n∈Z i

+
n (R× {a}) при a > 0 ,
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то простiр ΓK−R(f̂) є об’єднанням злiченної кiльклстi напiв-iнтервалiв, якi
мають спiльний кiнець πf̂ ◦ i0(Z).

Зафiксуємо m ∈ N.
Задамо на просторi M̂2 наступне вiдношення ∼:
i−n (x, y) ∼ i−n+km(x, y) для всiх x ∈ R, y ≤ 0, n, k ∈ Z;
i+n (x, y) ∼ i+n+km(x, y) для всiх x ∈ R, y ≥ 0, n, k ∈ Z;
i0(v, w) ∼ i0(v + km,w) для всiх (v, w) ∈ Z, k ∈ Z.
Оскiльки для всiх τ ∈ R, k ∈ Z за означенням справедливi рiвностi

i−n (τ, 0) = γ−n (τ, 0) = i0 ◦ α−n (τ) = i0(xn(τ), y−(τ)) ,

i−n+km(τ, 0) = i0(xn+km(τ), y−(τ)) = i0(xn(τ) + km, y−(τ)) ,

i+n (τ, 0) = γ+
n (τ, 0) = i0 ◦ α+

n (τ) = i0(xn(τ), y+(τ)) ,

i+n+km(τ, 0) = i0(xn+km(τ), y+(τ)) = i0(xn(τ) + km, y+(τ)) ,

то вiдношення ∼ визначене коректно.

Легко бачити, що ∼ є вiдношенням еквiвалентностi. Отже воно породжує
розбиття простору M̂2 на класи еквiвалентностi i визначає фактор-простiр
M2

m = M̂2/ ∼. Нехай πm : M̂2 →M2
m — вiдображення проекцiї. За означенням

функцiї f̂ , якщо u1 ∼ u2, то f̂(u1) = f̂(u2) для всiх u1, u2 ∈ M̂2. Тому означена
i неперервна функцiя fm : M2

m → R, така що f̂ = fm ◦ πm.
Можна показати, що M̂2 є накриттям простору M2

m i вiдображення πm є
локальним гомеоморфiзмом. Внаслiдок цього M2

m є двовимiрною поверхнею.

Можна показати також, що M2
m є орiєнтовною при парному m i неорiєн-

товною при непарному m.

Оскiльки властивостi (f.а) i (f.б) функцiї f̂ є локальними, то функцiя fm :

M2
m → R також їм вiдповiдає. Причому регулярними точками функцiї fm

є в точностi проекцiї регулярних точок функцiї f̂ . Всi точки πm ◦ i0(r, s),
(r, s) ∈ Z× Z, є сингулярними.

Вiдмiтимо, що πm◦i−n (B−n ) = πm◦i−s (B−s ) при n ≡ s (mod m) i πm◦i−n (B−n )∩
πm ◦ i−s (B−s ) = ∅ при n 6≡ s (mod m).

Аналогiчно, πm ◦ i+n (B+
n ) = πm ◦ i+s (B+

s ) при n ≡ s (mod m) i πm ◦ i+n (B+
n )∩
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πm ◦ i+s (B+
s ) = ∅ при n 6≡ s (mod m).

Тому

f−1
m (a) =


⋃m−1
n=0 πm ◦ i−n (R× {a}) при a < 0 ,

πm ◦ i0(Z) при a = 0 ,⋃m−1
n=0 πm ◦ i+n (R× {a}) при a > 0 ,

i простiр ΓK−R(fm) є об’єднанням 2m напiв-iнтервалiв iз спiльним кiнцем πfm◦
πm ◦ i0(Z), тобто цей простiр є графом з черенками.

З iншого боку, оскiльки πm ◦ i0(r, s) 6= πm ◦ i0(r, s + j), j ∈ Z, то сингу-
лярна компонента πm ◦ i0(Z) множини рiвня f−1

m (0) має нескiнченну кiлькiсть
сингулярних точок i функцiя fm не є K-R – простою.
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Додаток Г

Доведення окремих тверджень
Роздiлу 4.

Г.1 Доведення Твердження 4.6.1

Нехай F — сингулярна компонента зв’язностi множини рiвня f . З означення
функцiї загального положення слiдує, що iснує єдина сингулярна точка x0 ∈
F .

Розглянемо множину F0 = F \{x0}. Нехай H — компонента зв’язностi цiєї
множини.

Перевiримо, що x0 ∈ H. За означенням H є замкненою пiдмножиною
простору F0 в iндукованiй з R2 топологiї. Оскiльки F0 не мiстить iнших син-
гулярних точок окрiм x0, то цей простiр є локально зв’язним (з умов I слiдує,
що в околi кожної точки F0 локально гомеоморфний iнтервалу) i H є його
вiдкритою пiдмножиною. Нехай x0 /∈ H. З одного боку, H = H ∩F0 = H ∩F i
H замкнена в F . З iншого боку, множина F0 вiдкрита в F i H вiдкрита в F0 за
припущенням. Тому множинаH вiдкрита в F . Отже,H є вiдкрито-замкненою
в F , що неможливо, оскiльки за означенням F є зв’язною множиною i H —
її власна пiдмножина.

Отже, для кожної компоненти зв’язностiH множини F0 точка x0 мiститься
в її замиканнi.
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Згiдно з Твердженням 3.1.2, H є або вкладеним у R2 вiдкритим iнтерва-
лом, або колом. Якщо H гомеоморфна колу, то H є компактом i H = H 63 x0.
Ми щойно довели, що таке неможливо. Отже, кожна компонента зв’язностi
H множини F0 є гомеоморфним образом iнтервалу.

Згiдно з Зауваженням 3.2.2 i Лемою 3.2.5 має виконуватися включення
H ⊂ H ∪ {x0}. По доведеному x0 ∈ H, отже H = H ∪ {x0}.

Нехай α : R → R2 — вкладення, таке що α(R) = H. Розглянемо (див.
пiдроздiл 3.2.1) множини

L′ =
⋂
τ∈R

α(−∞,−τ) , L′′ =
⋂
τ∈R

α(τ,+∞) .

Лема 3.2.19 стверджує, що кожна з цих множин або порожня, або збiгається
з {x0}.

Випадок L′ = L′′ = ∅ неможливий. Дiйсно, з одного боку H ∪L′ ∪L′′ = H

згiдно Зауваженню 3.2.2. З iншого боку ми довели, що x0 ∈ H \H.
Припустимо, що L′ = L′′ = {x0}. Тодi, як легко бачити, множина H гомео-

морфна колу. За Теоремою Жордана, див. [47], це коло є межею вiдкритого
диску W . Нехай D = W . Оскiльки D є компактом, то функцiя f |D набуває
в деяких точках мiнiмальне i максимальне значення m та M , вiдповiдно. З
умов I слiдує, що функцiя f не є постiйною на вiдкритiй множинi W , тому
m 6= M i одне з цих двох значень вiдрiзняється вiд f(x0). Нехай m 6= f(x0).
Оскiльки H ⊂ F ⊂ f−1(f(x0)), то iснує точка x ∈ W , така що f(x) = m. Тодi,
очевидно, x є локальним мiнiмумом функцiї f . А це протирiчить умовам I.

Отже, одна з множин L′, L′′ порожня, а iнша збiгається з {x0}. Внаслiдок
цього множина H є променем, який виходить з т. x0 i прямує до нескiнчен-
ностi.

Нехай n − 1 — кратнiсть сингулярної точки x0. Тодi у деякому околi U
точки x0 функцiя f топологiчно еквiвалентна до g(z) = Re zn в околi нуля.
Нехай h : U → h(U) ⊂ C та h′ : R → R такi гомеоморфiзми, що h(x0) = 0 та
h′ ◦ f = g ◦ h. Зменшуючи за необхiдностi окiл U , ми можемо вважати, що
h(U) = Ua(0) = {z ∈ C | |z| < a} для деякого a > 0. Не обмежуючи загалу
можемо вважати, що h(U) = U1(0).
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Розглянемо множину

F0 ∩ U = (F ∩ U) \ {x0} = h−1 ((Zn ∩ U1(0)) \ {0}) .

Очевидно, вона має 2n компонент зв’язностi.
Нехай знову H є компонентою зв’язностi множини F0. Оскiльки x0 ∈ H,

то H перетинається принаймнi з однiєю компонентою зв’язностi множини
F0 ∩U . Припустимо, що H перетинається з двома рiзними компонентами цiєї
множини у точках x′ та x′′, вiдповiдно.

З вибору околу U слiдує, що множина F ∩ U лiнiйно зв’язна, тому iснує
дуга R0 ⊂ F ∩ U з кiнцями у точках x′ i x′′. Зрозумiло, що x0 ∈ R0.

З iншого боку, iснує дуга R1 ⊂ H, яка з’єднує точки x′ i x′′. Очевидно,
x0 /∈ R1. Легко бачити, що разом дуги R0 i R1 утворюють коло S ⊂ F ⊂
f−1(f(x0)). Як було показано вище, у внутрiшностi диску, межею якого є S,
має мiститись локальний екстремум функцiї f . Але це протирiчить умовам
I.

Зрозумiло, що кожна компонента множини F0 ∩ U має мiститися у де-
якiй компонентi бiльшої множини F0. Отже H ∩ U — компонента зв’язностi
множини F0 ∩ U i F0 має рiвно 2n компонент.

Твердження 4.6.1 доведено.

Г.2 Доведення Твердження 4.6.3

Нехай U — окiл т. x0, в якому f топологiчно еквiвалентна до функцiї Re zn

в деякому околi 0. Нехай h : U → h(U) ⊂ C i h′ : R → R — вiдповiднi
гомеоморфiзми.

Не обмежуючи загалу (див. Зауваження 4.2.1), будемо вважати, що U ∩
Kf ⊂ F i h(U) ⊃ U1(0). Нехай D = h−1

(
U1(0)

)
.

Позначимо через V1, . . . , V2n компоненти зв’язностi множини U1(0)\h(F ) =

U1(0) \ Zn. Нехай Wi = h−1(Vi), i = 1, . . . , 2n. Зрозумiло, що всi Wi зв’язнi,
лежать у R2 \Kf i мiстять x0 у межi. Також з властивостей Re zn слiдує, що
для половини iндексiв виконується спiввiдношення f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)), а
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для iншої половини f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞).
Нехай Qi — компонента зв’язностi множини R2 \ Kf , для якої Wi ⊂ Qi.

З Теореми 4.2.2, а також з монотонностi f на ребрах ΓK−R(f) слiдує, що
вершина v = πf (F ) є початком ребра ei = πf (Qi), якщо f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞).
Також v є кiнцем ei, якщо f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)).

Наслiдок 4.6.2 стверджує, що для кожної компоненти зв’язностi Q мно-
жини R2 \ Kf , яка межує з множиною F , виконується спiввiдношення x0 ∈
Q. Оскiльки U ∩ (R2 \ Kf ) ⊂

⋃2n
i=1Qi, то Q збiгається з однiєю з множин

Q1, . . . , Q2n. Отже, вершинi v графа Кронрода-Рiба функцiї f iнцидентно не
бiльше нiж 2n ребер.

Для завершення доведення нам досить перевiрити, що Qi 6= Qj при i 6= j.
Нехай це не так i Wi ∪Wj ⊂ Qi при деяких i 6= j.
Зафiксуємо xi ∈ Wi, xj ∈ Wj, i з’єднаємо їх у Qi простою неперервною кри-

вою γ : [0, 1]→ Qi ⊂ R2. Це можливо, тому що вiдкрита зв’язна пiдмножина
Qi площини є лiнiйно зв’язною. Вiдкритiсть Qi слiдує з наступних мiркувань.
Множина R2 \Kf вiдкрита в силу Зауваження 4.2.1, тому всi її компоненти
зв’язностi теж вiдкритi, оскiльки простiр R2 є локально-зв’язним (див. [47]).

Нехай xi = γ(0), xj = γ(1). Позначимо

ti = sup{t ∈ [0, 1] | γ(t) ∈ Wi}, tj = inf{t ∈ [ti, 1] | γ(t) ∈ Wj} .

За побудовою Wi ∩Wj ⊂ Kf , тому Wi ∩Wj ∩ Qi = ∅ i ti < tj. Позначимо
yi = γ(ti), yj = γ(tj).

Не обмежуючи загалу, можемо вважати, що γ(t) /∈ D при t ∈ (ti, tj).
Дiйсно, якщо γ(τ) ∈ D для деякого τ ∈ (ti, tj), то знайдеться k ∈ {1, . . . , 2n},
таке що γ(τ) ∈ Wk. Оскiльки γ(τ) ∈ Wk ∩ Qi, то з вiдкритостi множини Qi

слiдує, що Wk ∩ Qi 6= ∅, внаслiдок чого Wk ⊂ Qi. За побудовою k /∈ {i, j} i
замiсть пари областей Wi ∪Wj ⊂ Qi можемо розглянути Wi ∪Wk ⊂ Qi.

Нехай γ̃(t) = γ(ti+(tj−ti)t), t ∈ [0, 1]. За побудовою γ̃ — проста неперервна
крива, γ̃(0) = yi, γ̃(1) = yj i γ̃(t) /∈ D при всiх t ∈ (0, 1).

Нехай γi i γj — прямолiнiйнi вiдрiзки, що з’єднують в U1(0) точку 0 з h(yi)

та h(yj), вiдповiдно. Позначимо γ̃i = h−1 ◦ γi, γ̃j = h−1 ◦ γj.
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Проходячи послiдовно кривi γ̃i, γ̃ та γ̃j, отримаємо просту замкнену криву
µ, яка проходить через x0 i лежить у Qi за виключенням цiєї точки. Нехай E
— вiдкритий диск, межею якого є µ.

Позначимо S = Fr(U1(0)) = {z ∈ C | |z| = 1}, S̃ = h−1(S) = FrD.
Коло S̃ розбивається точками yi та yj на двi дуги S ′ та S ′′. Оскiльки

x0 ∈ µ ∩ IntD 6= ∅ i γ̃(1/2) ∈ µ ∩ (R2 \ D) 6= ∅ за побудовою, то одна з цих
дуг лежить в E, iнша не перетинає E.

Нехай S ′ ⊂ E. Кiнцями цiєї дуги є точки yi ∈ W i ∩ Qi та yj ∈ W j ∩ Qi.
Точки h(yi) та h(yj) мiстяться в рiзних секторах множини U1(0) \ Zn. З виду
функцiї Re zn в околi 0 легко слiдує, що дуга h(S ′) мiстить точки множини
h(F ) = h(U) ∩ Zn. Вiдповiдно, S ′ ∩ F 6= ∅. Наприклад F ∩ FrWi ∩ S ′ 6= ∅ i
F ∩ FrWj ∩ S ′ 6= ∅. Тому iснує x′ ∈ F ∩ E. Очевидно, x′ 6= x0.

З Твердження 4.6.1 слiдує, що iснує промiнь β : [0,+∞) → F ⊂ R2, який
виходить з т. x0 = β(0), проходить через точку x′ при деякому t′ > 0 i прямує
на нескiнченнiсть. За побудовою µ перетинається з F в єдинiй точцi x0, тому
β(t) ∈ E для кожного t > 0, що неможливо, оскiльки множина E компактна.

Внаслiдок отриманої суперечностi при i 6= j виконується нерiвнiсть Qi 6=
Qj.

Твердження 4.6.3 доведено.

Г.3 Доведення Наслiдку 4.6.5

Нехай U ⊂ Fx ∪ (R2 \ Kf ) — окiл т. x0, в якому f орiєнтовано топологiчно
еквiвалентна до функцiї Re zn в деякому околi 0. Нехай h : U → h(U) ⊂ C i
h′ : R→ R — вiдповiднi гомеоморфiзми.

Не обмежуючи загалу будемо вважати, що h(U) = U1(0) = {z ∈ C | |z| <
1}.

Позначимо через V1, . . . , V2n компоненти зв’язностi множини U1(0)\h(Fx) =

U1(0) \ Zn в порядку обходу в додатному напрямку навколо початку коорди-
нат. Нехай Wi = h−1(Vi), i = 1, . . . , 2n.

Позначимо через T1, . . . , T2n компоненти зв’язностi множини U1(0)∩ (Zn \
0) = h(U∩(Fx\{x})) таким чином, щоб компонента Ti лежала у спiльнiй межi
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Vi та Vi+1, а T2n — у спiльнiй межi V2n та V1. Нехай Ri = h−1(Ti), i = 1, . . . , 2n.
Нехай H1, . . . , H2n — компоненти множини Fx \ {x}. З Твердження 4.6.1

слiдує, що кожна з них мiстить рiвно одну з множин R1, . . . , R2n. Змiнивши
нумерацiю множин Hi, можемо вважати, що Ri = Hi ∩ U , i = 1, . . . , 2n.

Аналогiчно, застосовуючи Твердження 4.6.3 можемо вважати, що для
компонент Q1, . . . , Q2n множини R2\Kf , якi межують з Fx, виконуються спiв-
вiдношення Wi = Qi ∩ U , i = 1, . . . , 2n.

Розглянемо Qk для деякого k ∈ {2, . . . , 2n}. Оскiльки U є вiдкритою мно-
жиною, легко бачити, що Qk ∩ U = Wk ∩ U ⊃ Rk−1 ∪ Rk i Qk ∩ Rm = ∅ при
n /∈ {k−1, k}. Тому з Наслiдка 4.6.2 слiдує, що Hk−1∪Hk ⊂ Qk i Hm∩Qk = ∅
при m /∈ {k − 1, k}.

Аналогiчно, коли k = 1 маємоH2n∪H1 ⊂ Q1 iHm∩Q1 = ∅ приm /∈ {1, 2n}.
Внаслiдок цього для довiльної компоненти Q множини R2 \Kf , яка межує

з Fx, iснують двi компоненти H ′ i H ′′ множини Fx \ {x}, такi що Q ∩ Fx =

H ′ ∪H ′′ ∪ {x}.
Позначимо v = πf (Fx), ei = πf (Qi), i = 1, . . . , 2n. З вибору множин Wi =

Qi ∩ U слiдує, що Cv = (e1, . . . , e2n).
Розглянемо Hk для деякого k ∈ {1, . . . , 2n− 1}. По вже доведеному Hk ⊂

Qk ∩ Qk+1 i Hk ∩ Qm = ∅ при m /∈ {k, k + 1}. Очевидно, ребра ek i ek+1 є
сусiднiми у циклi Cv.

Аналогiчно, коли k = 2n маємо H2n ⊂ Q2n ∩ Q1 i H2n ∩ Qm = ∅ при
m /∈ {1, 2n}. Ребра e2n i e1 є сусiднiми у циклi Cv.

Для завершення доведення лишається зауважити, що для кожної ком-
поненти зв’язностi H множини Fx \ {x} виконується спiввiдношення H ∈
{H1, . . . , H2n}.

Наслiдок 4.6.5 доведено.

Г.4 Доведення Теореми 4.8.1

Для доведення теореми нам будуть потрiбнi наступнi три леми.
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Лема Г.4.1 Нехай f — функцiя загального положення, що вiдповiдає умо-
вам I.

Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2 \Kf .
Тодi знайдеться гомеоморфiзм φ : Q → R × f(Q) ⊂ R2, такий що f =

pr2 ◦φ (тут pr2 : R2 → R — проекцiя на другу координату).

Доведення. З умов I, а також з Твердження 3.2.14 i Наслiдку 3.2.20 слiдує,
що

f(Q) = Int f(Q) , f(FrQ) = f(Q) ∩ Fr f(Q) . (Г.4.1)

МножинаQ, а разом з нею i множина f(Q) зв’язнi. Тому iснують a, b ∈ R∪±∞
такi, що f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b} ∩ R.

Якщо a ∈ f(FrQ), то |a| <∞ i згiдно з Наслiдком 3.2.20, iснує сингулярна
компонента Fa множини рiвня f−1(a), така що f−1(a) ∩Q ⊂ Fa.

З Наслiдку 4.6.5 слiдує, що Ha = Q ∩ f−1(a) є об’єднанням сингулярної
точки i двох променiв, що виходять з цiєї точки i прямують на нескiнчен-
нiсть. З цього i з теореми Жордана про криву легко слiдує, що множина Ha

гомеоморфна R i розбиває площину на двi компоненти зв’язностi, замикання
кожної з яких гомеоморфне замкненiй пiвплощинi. Ha є спiльною межею цих
двох компонент.

Аналогiчно, якщо b ∈ f(FrQ), то |b| <∞ i iснує сингулярна компонента Fb
рiвня f−1(b), яка мiстить множинуHb = f−1(b)∩Q. МножинаHb гомеоморфна
R i розбиває R2 на двi пiвплощини, для яких Hb є спiльною межею.

Таким чином, маємо три можливостi.
1) f(FrQ) = ∅. Тодi FrQ = ∅ i Q є вiдкрито-замкненою пiдмножиною

R2. Тому Q = R2 i f не має сингулярних точок у R2. Наслiдок 3.2.17 ствер-
джує, що для кожного x ∈ Q множина f−1(f(x))∩Q зв’язна. Внаслiдок цього
можемо застосувати Теорему 1 з [28], що й доводить Лему у даному випадку.

2) Множина f(FrQ) не порожня i зв’язна. Тодi або FrQ = Ha, або FrQ =

Hb.
Нехай FrQ = Ha. У цьому випадку Q є одною з двох компонент зв’язностi

множини R2 \ Ha. Позначимо iншу компоненту Qa. Позначимо також через
x0 ∈ Ha ⊂ Fa сингулярну точку функцiї f .
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Зафiксуємо гомеоморфiзм χ : Qa → R × (−∞, a]. Розглянемо неперервну
функцiю fa = pr2 ◦χ : Qa → R. За побудовою f(x) = fa(x) на множинi Q∩Qa,
а тому функцiя g : R2 → R, означена за допомогою формули

g(x) =

f(x), якщо x ∈ Q ,
fa(x), якщо x ∈ Qa ,

буде неперервною на R2.
Зрозумiло, що для кожного x ∈ R2 \Ha у деякому околi точки x функцiя

g топологiчно еквiвалентна до координатної проекцiї pr2.
Також для кожного x ∈ Ha у деякому околi точки x у просторi Qa функцiя

fa орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi точки 0 у просторi
R× (−∞, 0].

З першої умови I слiдує, що для кожного x ∈ Ha \ {x0} функцiя f у
деякому околi точки x орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi 0
у R2. Оскiльки за побудовою f(y) > f(x) для кожного y ∈ Q, то функцiя f |Q
у околi x орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi 0 у просторi
[0,+∞).

Внаслiдок цього для кожного x ∈ Ha \ {x0} функцiя g топологiчно еквiва-
лентна до pr2.

Iснує окiл U0 точки x0, в якому f топологiчно еквiвалентна до gn = Re zn

в околi 0. Нехай h : U0 → h(U0) ⊂ C i h′ : R→ R — вiдповiдна пара гомеомор-
фiзмiв, для яких gn ◦ h = h′ ◦ f .

З Тверджень 4.6.1 i 4.6.3 слiдує, що образ h(U0 ∩ Q) збiгається з пере-
тином h(U0) i замикання одного з секторiв V , що є компонентою зв’язностi
множини C \ Zn = C \ g−1

n (0). Тому на множинi h(U0 ∩ Q) означене непе-
рервне вiдображення ĥ(z) = n

√
z, яке вiдображає V на пiвплощину. Нехай iще

ĥ′(t) = Sign t · n
√
|t|.

Легко бачити, що пара вiдображень ĥ ◦ h i ĥ′ ◦ h′ реалiзує орiєнтовану
топологiчну еквiвалентнiсть функцiї f |Q в околi U0 ∩ Q точки x0 до функцiї
pr2 у деякому околi 0 в просторi R× [0,+∞). Внаслiдок цього в околi точки
x0 функцiя f також топологiчно еквiвалентна до pr2.
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За побудовою g−1(t) = f−1(t) ∩ Q при t ∈ (a, b). Тому множина g−1(t)

зв’язна при t > a, див. Наслiдок 3.2.17. Аналогiчно, g−1(t) = χ−1(R×{t}) при
t ≤ a, тому множина g−1(t) зв’язна також при t ≤ a.

Отже, ми можемо застосувати Теорему 1 з [28] до функцiї g.
Отримаємо гомеоморфiзм φ0 : R2 → R × (−∞, b), такий що g = pr2 ◦φ0.

Тодi обмеження φ1 = φ0|Q : Q → R × (−∞, b) є вкладенням i φ1(Q) = [a, b).
Тому φ1 iндукує гомеоморфiзм φ : Q → R × [a, b), φ(x) = φ1(x), x ∈ Q, який
вiдповiдає вимогам Леми.

3) f(FrQ) = {a, b}. Тодi FrQ = Ha ∪ Hb, множини Ha ⊂ Fa i Hb ⊂ Fb

гомеоморфнi R i кожна з них розбиває R2 на двi пiвплощини. Позначимо
через Qa i Qb тi компоненти зв’язностi множин R2 \Ha i R2 \Hb вiдповiдно,
якi не перетинаються з Q. Оскiльки Ha ⊂ f−1(a), Hb ⊂ f−1(b), то Ha∩Hb = ∅
i R2 = Qa ∪Q ∪Qb, причому Qa ∩Q = Ha, Qb ∩Q = Hb.

Зафiксуємо гомеоморфiзми χa : Qa → R×(−∞, a] та χb : Qb → R×[b,+∞).
Розглянемо неперервнi функцiї fa = pr2 ◦χa : Qa → R i fb = pr2 ◦χb : Qb → R.
Очевидно, fa|Ha = f |Ha i fb|Hb = f |Hb , тому коректно означена функцiя g :

R2 → R,

g(x) =


fa(x), якщо x ∈ Qa ,

f(x), якщо x ∈ Q ,
fb(x), якщо x ∈ Qb .

Оскiльки замкненi множини Qa, Q i Qb утворюють скiнченне замкнене по-
криття R2 i на кожнiй з них g неперервна, то g неперервна на R2.

Мiркування, аналогiчнi до наведених у попередньому випадку, доводять
наступне. По перше, у деякому околi кожної точки площини функцiя g топо-
логiчно еквiвалентна до координатної проекцiї. По друге, всi множини рiвня
g зв’язнi.

Отже, можемо застосувати Теорему 1 з [28] до g.
Як i ранiше, отримаємо гомеоморфiзм φ0 : R2 → R2, такий що g = pr2 ◦φ0.

Тодi обмеження φ1 = φ0|Q : Q→ R2 iндукує гомеоморфiзм φ : Q→ R× [a, b] =

φ1(Q), який вiдповiдає вимогам Леми.
Лему Г.4.1 доведено. �
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Зауваження Г.4.2 За рахунок додаткової пiдкрутки за допомогою вiдобра-
ження I : R2 → R2, I (x, y) = (−x, y), завжди можна добитися щоб гомео-
морфiзм φ з Леми Г.4.1 був орiєнтований.

Лема Г.4.3 Нехай f є функцiєю загального положення, що задовольняє умо-
вi I. Тодi її граф Кронрода-Рiба є деревом з черенками.

Доведемо спочатку одне допомiжне твердження.

Твердження Г.4.4 Нехай G є локально скiнченним топологiчним графом,
V0 — пiдмножина множини Vter термiнальних вершин G. Нехай H = G \V0

— граф з черенками.
Якщо H не мiстить циклiв, то G є деревом.

Доведення. Нехай iснує цикл

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0)

в G. Тут vi, i = 0, . . . , n, — вершини, ej — ребра, vj−1 та vj iнцидентнi ребру
ej, j = 1, . . . , n.

Тодi vi /∈ Vter для кожного i. Отже, vi /∈ V0 i vi ∈ H, i = 0, . . . , n. Внаслiдок
цього цикл C мiститься в H.

З наведених аргументiв слiдує, що якщо в H немає циклiв, то й G не
мiстить циклiв. �

Доведення Леми Г.4.3. Припустимо, що в ΓK−R(f) iснує простий (без са-
моперетинiв) цикл

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0) .

Тут vi — вершини, ej — вiдкритi ребра простору ΓK−R(f), такi що vj−1, vj ∈ ej,
j = 1, . . . , n.

Нагадаємо, що через Kf ми позначили об’єднання сингулярних компонен-
тiв рiвня функцiї f . Нехай Fi = π−1

f (vi) — вiдповiднi сингулярнi компоненти
рiвнiв f , Qj = π−1

f (ej) — компоненти зв’язностi доповнення R2 \Kf .
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З Теореми 4.2.2, Твердження 4.6.1 i Наслiдку 4.6.4 слiдує, що кожна ком-
понента множини R2 \ F0 мiстить прообраз рiвно одного вiдкритого ребра
графа ΓK−R(f), яке iнцидентне вершинi v0.

Тому множини Q1 i Qn належать до рiзних компонент зв’язностi множини
R2 \ F0.

Розглянемо множину

C0 =
n−1⋃
i=1

vi ∪
n⋃
j=1

ej

i ї ї прообраз

π−1
f (C0) =

n−1⋃
i=1

Fi ∪
n⋃
j=1

Qj .

Очевидно, множина C0 зв’язна. Перевiримо, що множина π−1
f (C0) теж

зв’язна.
Нехай s ∈ {1, . . . , n − 1}. З Теореми 4.2.2 слiдує, що iснують точки xs ∈

Qs ∩ Fs i ys ∈ Qs+1 ∩ Fs. Множини Qs, Fs, Qs+1 зв’язнi, тому зв’язнi також
множини Qs ∪ {xs} ⊂ Qs, Qs+1 ∪ {ys} ⊂ Qs+1. Отже, зв’язна i множина

Ws = Qs ∪ Fs ∪Qs+1 = (Qs ∪ {xs}) ∪ Fs ∪ (Qs+1 ∪ {ys}) .

Множина π−1
f (C0) =

⋃n−1
s=1 Ws теж зв’язна внаслiдок того, що Ws ∩Ws+1 ⊃

Qs+1 6= ∅, s = 1, . . . , n− 2.
Помiтимо, що π−1

f (C0) ∩ F0 = ∅, оскiльки Ws ∩ F0 = ∅ для кожного s =

1, . . . , n−1. АлеQ1∪Qn ⊂ π−1
f (C0) i зв’язна множина π−1

f (C0) має перетинатись
принаймнi з двома рiзними компонентами множини R2 \ F0.

Отримана суперечнiсть доводить, що ΓK−R(f) не мiстить циклiв. Отже,
ΓK−R(f) є деревом з черенками внаслiдок Твердження Г.4.4.

Лему Г.4.3 доведено. �

Розглянемо наступну конструкцiю. Нехай a < b i c < d — деякi дiйснi
числа, α, β : R → R i χ : [a, b] → [c, d] — неперервнi вiдображення. Нехай
χ̂ : [a, b]→ [0, 1],

χ̂(t) =
χ(t)− c
d− c , t ∈ [a, b] ,
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є композицiєю χ i аффiнного вiдображення вiдрiзка [c, d] на [0, 1].
Розглянемо вiдображення Φ : R× [a, b]→ R× [c, d],

Φ(x, y) =
(
α(x)(1− χ̂(y)) + β(x)χ̂(y), χ(y)

)
, (x, y) ∈ R× [a, b] . (Г.4.2)

З неперервностi α, β i χ слiдує, що Φ неперервне.

Лема Г.4.5 Нехай вiдображення α, β i χ є сюр’єктивними i строго зроста-
ють.

Тодi Φ є гомеоморфiзмом, зберiгає орiєнтацiю i вiдображає горизонталь-
нi прямi на горизонтальнi прямi.

Доведення цiєї леми ми лишаємо читачу.
Перейдемо безпосередньо до доведення Теореми 4.8.1.
Необхiднiсть. Нехай iснує гомеоморфiзм h : R2 → R, який вiдображає

компоненти множин рiвня f на компоненти множин рiвня g. Вiдомо, що образ
зв’язної множини пiд дiєю неперервного вiдображення зв’язний. Внаслiдок
того, що h i h−1 бiєктивнi та неперервнi, образами рiзних компонент є рiзнi
компоненти.

Отже, означене бiєктивне неперервне фактор-вiдображення η : ΓK−R(f)→
ΓK−R(g) просторiв Кронрода-Рiба. Зрозумiло, що гомеоморфiзм h−1 поро-
джує фактор-вiдображення, обернене до η. Тому η є гомеоморфiзмом.

Нехай x ∈ R2, Fx — компонента множини рiвня функцiї f , яка мiстить x. З
умов I слiдує, що порядок ordx(Fx) топологiчного простору Fx у точцi x бiль-
ше 2 тодi й тiльки тодi, коли x є сингулярною точкою f (див. [47]). Внаслiдок
цього множини Σg i Kg сингулярних точок i сингулярних комонент зв’язностi
множин рiвня g є образами вiдповiдних множин Σf i Kf , якi вiдносяться до
функцiї f .

Зi сказаного слiдує, що η вiдображає множину вершин графа з черенками
ΓK−R(f) на множину вершин ΓK−R(g).

Зрозумiло, що h вiдображає компоненти зв’язностi множини R2 \ Kf на
компоненти множини R2 \Kg. Тому з Теореми 4.2.2 слiдує, що η є iзоморфi-
змом графiв з черенками.
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Нехай h зберiгає орiєнтацiю на площинi. За умовами Теореми f i g є фун-
кцiями загального положення, тому кожна їх сингулярна компонента лiнiї
рiвня мiстить рiвно одну сингулярну точку. Отже множини Σf i Σg знахо-
дяться у бiєктивнiй вiдповiдностi з множинами вершин графiв з черенками
ΓK−R(f) i ΓK−R(g).

Оскiльки h зберiгає порядок обходу навколо точок площини, то η вiдобра-
жає спiн у кожнiй вершинi ΓK−R(f) на спiн в образi цiєї вершини, а отже η є
еквiвалентнiсть графiв зi спiнами.

До сих пiр ми не згадували про орiєнтацiю ребер. Нехай ΓK−R(g) — граф
з черенками функцiї g, у кожнiй вершинi якого задано спiн. Нехай e — де-
яке ребро цього графа. Тодi орiєнтацiя всiх ребер ΓK−R(g), що породжена
напрямком зростання функцiї gK−R, однозначно вiдновлюється по орiєнтацiї
ребра e. Перевiримо це.

Якщо ребро e iнцидентне деякiй вершинi v, ми можемо скористатися На-
слiдком 4.6.4 i маючи спiн Cv вiдновити орiєнтацiю всiх ребер, що iнцидентнi
v.

Нехай e′ — iнше ребро ΓK−R(g). Зафiксуємо шлях

P (e, e′) = (e = e1, . . . , en = e′),

який з’єднує e i e′. Нехай вiн послiдовно проходить через вершини v1, . . . , vn−1

(vi є спiльним кiнцем ребер ei та ei+1). За допомогою спiнiв Cv1, . . . ,Cvn−1

ми можемо послiдовно вiдновити орiєнтацiї ребер e2, . . . , en = e′. Згiдно з
Лемою Г.4.3 ΓK−R(g) є деревом з черенками, тому шлях P (e, e′), який з’єднує
e i e′ визначений однозначно. Отже, орiєнтацiя ребра e′ залежить тiльки вiд
орiєнтацiї ребра e.

Внаслiдок сказаного на графi зi спiнами ΓK−R(g) можливi рiвно двi рiзних
орiєнтацiї ребер.

Очевидно, функцiя −g вiдповiдає умовам I i є функцiєю загального поло-
ження. Слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба ΓK−R(g) i ΓK−R(−g) iзомор-
фнi як графи з черенками, мають однаковi спiни у вiдповiдних вершинах i
вiдрiзняються тiльки орiєнтацiєю ребер. Оскiльки η є еквiвалентнiстю графiв
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зi спiнами, то це вiдображення iндукує еквiвалентнiсть слабо навантаженого
графа Кронрода-Рiба ΓK−R(f) до ΓK−R(g), або ΓK−R(−g).

Це доводить необхiднiсть твердження Теореми для орiєнтовано пошарово
еквiвалентних функцiй f i g.

Нехай функцiї f та g орiєнтовано топологiчно еквiвалентнi, тобто iснують
гомеоморфiзми h : R2 → R2 та k : R → R, що зберiгають орiєнтацiю i такi,
що k ◦ f = g ◦ h. Тодi гомеоморфiзм h : R2 → R2 вiдображає множини рiвня
функцiї f на множини рiвня g. Зрозумiло, що будучи бiєктивним, h вiдобра-
жає компоненти множин рiвня f на компоненти множин рiвня g. Отже f i g
орiєнтовано пошарово еквiвалентнi, внаслiдок чого слабо навантажений граф
Кронрода-Рiба ΓK−R(f) еквiвалентний до ΓK−R(g), або ΓK−R(−g).

Нехай як i вище η : ΓK−R(f) → ΓK−R(g) є фактор-вiдображенням гомео-
морфiзму h вiдносно проекцiй πf i πg. Тодi виконується рiвнiсть

k ◦ fK−R = gK−R ◦ η . (Г.4.3)

Враховуючи що функцiя k монотонно зростає легко бачити, що η зберi-
гає напрямок зростання iндукованої функцiї на ребрах графа Кронрода-Рiба.
Отже, слабо навантажений граф Кронрода-Рiба ΓK−R(f) еквiвалентний до
ΓK−R(g).

Зрозумiло, що η iндукує бiєктивне вiдображення множини Vvirt(f) вiрту-
альних вершин ΓK−R(f) на множину Vvirt(g) вiртуальних вершин ΓK−R(g).
Щоб не нагромаджувати позначень, ми його теж будемо позначати η.

Нехай e — ребро ΓK−R(f), ẽ = η(e) — вiдповiдне йому ребро ΓK−R(g).
Нехай як i ранiше

m(e) = inf
x∈e

fK−R(x) , M(e) = sup
x∈e

fK−R(x) ,

m(ẽ) = inf
x∈ẽ

gK−R(x) , M(ẽ) = sup
x∈ẽ

gK−R(x) .

Функцiя k монотонно зростає, тому m(ẽ) = k ◦m(e) i M(ẽ) = k ◦M(e). Отже
на множинi вершин ΓK−R(f) (включаючи вiртуальнi) виконується рiвнiсть
k ◦ flim = glim ◦ η.



421

Враховуючи те, що k : R → R є гомеоморфiзмом, маємо η(Vfin(f)) =

Vfin(g). Отже η(Vext(f)) = Vext(g) i η iндукує iзоморфiзм розширених вiдно-
шень порядку на розширених множинах вершин.

Це доводить необхiднiсть твердження Теореми для орiєнтовано топологi-
чно еквiвалентних функцiй f i g.

Достатнiсть. Розглянемо двi функцiї f : R2 → R та g : R2 → R. Бу-
демо вважати, що для слабо навантажених графiв Кронрода-Рiба ΓK−R(f),
ΓK−R(g) цих функцiй заданий комбiнаторний iзоморфiзм ψ, що зберiгає спiни.

Нехай Kf i Kg - множини сингулярних компонент зв’язностi рiвнiв фун-
кцiй f та g вiдповiдно.

Вiзьмемо вершину v ∈ ΓK−R(f) i вiдповiдну вершину w = ψ(v) ∈ ΓK−R(g).
Нехай Fv = π−1

f (v) i F̃w = π−1
g (w) — сингулярнi компоненти множин рiвня f i

g, якi вiдповiдають вершинам v i w.
Побудуємо гомеоморфiзм h0

v : Fv → F̃w, такий, що для будь-якої ком-
поненти доповнення U ⊂ R2 \ Kf , якiй вiдповiдає ребро e графа ΓK−R(f),
виконується рiвнiсть

h0
v(FrU ∩ Fv) = Fr Ũ ∩ F̃w , (Г.4.4)

де Ũ — компонента доповнення R2 \ Kg, якiй вiдповiдає ребро ψ(e) графа
ΓK−R(g).

Оскiльки f є функцiєю загального положення, то множина Fv мiстить
єдину сингулярну точку xv функцiї f . Аналогiчно, F̃w мiстить єдину сингу-
лярну точку x̃w функцiї g. З Твердження 4.6.3 слiдує, що кратностi xv i x̃w
збiгаються. Нехай вони дорiвнюють n− 1 для деякого n > 1. Тодi з Твердже-
ння 4.6.1 випливає, що кожна з множин Fv i F̃w складається з сингулярної
точки i 2n променiв, що з неї виходять i прямують на нескiнченнiсть.

Нехай Cv = (e1, . . . , e2n). Позначимо через Qi = π−1
f (ei), i = 1, . . . , 2n, ком-

поненти R2 \Kf , якi межують з Fv. Скористаємось Наслiдком 4.6.5 i оберемо
нумерацiю компонент зв’язностi множини Fv \ {xv} так, щоб компонента Hi

мiстилась у FrQi ∩FrQi+1 при i = 1, . . . , 2n− 1, а також H2n ⊂ FrQ2n ∩FrQ1.
За попереднiм припущенням Cw = (ψ(e1), . . . , ψ(e2n)). Позначимо Q̃i =
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π−1
f (ψ(ei)), i = 1, . . . , 2n, — компоненти R2 \Kg, якi межують з F̃w. Знову На-

слiдок 4.6.5 гарантує нам можливiсть обрати нумерацiю компонент зв’язностi
множини F̃w \ {x̃w} так, щоб компонента H̃i мiстилась у Fr Q̃i ∩ Fr Q̃i+1 при
i = 1, . . . , 2n− 1, а також H̃2n ⊂ Fr Q̃2n ∩ Fr Q̃1.

Для кожного i = 1, . . . , 2n зафiксуємо гомеоморфiзм

h0
v,Hi

: {xv} ∪Hi → {x̃w} ∪ H̃i

променя Hi = {xv} ∪Hi на промiнь H̃i = {x̃w} ∪ H̃i.
Зрозумiло, що h0

v,Hi
(xv) = x̃w, а також Hi ∩ Hj = {xv} при i 6= j. Тому

коректно означене вiдображення h0
v : Fv → F̃w,

h0
v(x) = h0

v,Hi
(x) , якщо x ∈ Hi , i ∈ {1, . . . , 2n} .

Набiр множин {Hi} утворює скiнченне замкнене покриття Fv, отже вiдобра-
ження h0

v неперервне. З того, що всi h0
v,Hi

є гомеоморфiзмами слiдує, що озна-
чене i неперервне обернене вiдображення (h0

v)
−1. Отже, h0

v є гомеоморфiзмом.
За побудовоюHi−1∪Hi∪{xv} = FrQi, i = 2, . . . , 2n, такожH2n∪H1∪{xv} =

FrQ2n (див. Наслiдки 4.6.2 i 4.6.5). Аналогiчно, H̃i−1 ∪ H̃i ∪ {x̃w} = Fr Q̃i,
i = 2, . . . , 2n, також H̃2n ∪ H̃1 ∪ {x̃v} = Fr Q̃2n. Тому виконується спiввiдноше-
ння (Г.4.4).

Нагадаємо, що за означенням множини Kf i Kg є прообразами множин
вершин графiв ΓK−R(f) i ΓK−R(g) вiдносно проекцiй πf i πg, вiдповiдно. Тому
означене вiдображення h0 : Kf → Kg,

h0(x) = h0
πf (x)(x) .

Множини Fv, v ∈ πf (Kf ), попарно не перетинаються, є замкненими i їх
скiнченне число (див. Зауваження 4.2.1). Те ж стосується i їх образiв вiдносно
h0. Звуження h0 на кожну з множин Fv є гомеоморфiзмом на свiй образ F̃ψ(v).
Тому вiдображення h0 є гомеоморфiзмом.

Зараз ми продовжимо h0 до вiдображення h : R2 → R2, яке компонен-
там зв’язностi множин рiвня функцiї f ставить у вiдповiднiсть компоненти
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множин рiвня g.

Позначимо через Qf i Qg множини, елементами яких є компоненти зв’яз-
ностi множин R2 \Kf i вiдповiдно R2 \Kg.

НехайQ ∈ Qf , e = πf (Q) — вiдповiдне ребро ΓK−R(f). Згiдно до Леми Г.4.1
i Зауваження Г.4.2 iснує гомеоморфiзм φ : Q → R × f(Q), який зберiгає
орiєнтацiю i такий що f = pr2 ◦φ.

Нехай Q̃ ∈ Qg, для якої πg(Q̃) = ψ(e). Тодi iснує гомеоморфiзм φ̃ : Q̃ →
R× g

(
Q̃
)
, який зберiгає орiєнтацiю i такий що g = pr2 ◦φ̃.

Множина f(Q) = fK−R(e) зв’язна. Зi спiввiдношень (Г.4.1) слiдує, що мно-
жина f(Q) гомеоморфна iнтервалу, пiвiнтервалу або вiдрiзку, f(Q) = Int f(Q)

гомеоморфна вiдкритому iнтервалу.

Нагадємо, що fK−R строго монотонна на ребрi e. Тому якщо f(Q) мiстить
кiнець iнтервала f(Q), вiн вiдповiдає вершинi графа ΓK−R(f), яка iнцидентна
ребру e. Якщо не мiстить, то кiнець iнтервала вiдповiдає вiртуальнiй вершинi.

Аналогiчне справедливо i для множин g(Q̃) та g
(
Q̃
)
.

Оскiльки iзоморфiзм ψ зберiгає орiєнтацiї ребер i вiдображає множину
вiртуальних вершин ΓK−R(f) на множину вiртуальних вершин ΓK−R(g), то
зi сказаного вище слiдує, що iснує строго зростаюче бiєктивне вiдображення
χ : f(Q)→ g

(
Q̃
)
.

Отже, нехай a, b ∈ R∪±∞, a < b, f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b}∩R. Нехай
також c, d ∈ R ∪ ±∞, c < d, g(Q̃) = (c, d), g(Fr Q̃) ⊂ {c, d} ∩ R.

Множина f(FrQ) може мати не бiльше двох елементiв. Розглянемо всi
можливi випадки.

(a) Припустимо, що FrQ = ∅. Тодi обидва кiнцi ребра e = πf (Q) вiрту-
альнi. Внаслiдок цього Fr Q̃ = ∅, ΓK−R(f) = e, ΓK−R(g) = ψ(e), Q = Q̃ = R2

(див. доведення Леми Г.4.1).

Розглянемо вiдображення

Φ = id× χ : R× f(R2)→ R× g(R2) .

Тут id : R→ R — тотожне вiдображення. Зрозумiло, що Φ є гомеоморфiзмом
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i зберiгає орiєнтацiю. Тому i

h = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ

має подiбнi властивостi.
Очевидно, φ вiдображає компоненти зв’язностi множин рiвня f на гори-

зонтальнi прямi, а φ̃−1 вiдображає горизонтальнi прямi на компоненти мно-
жин рiвня g. Тому h задає пошарову еквiвалентнiсть f i g.

(b) Нехай множина f(FrQ) мiстить рiвно один елемент. Тодi з Наслiд-
ку 3.2.20 слiдує, що множина FrQ зв’язна, отже iснує єдина компонента
зв’язностi Fv множини Kf , така що Fv ∩ Q 6= ∅. Тут v — вершина ΓK−R(f),
для якої Fv = π−1

f (v).
Тодi множина g(Fr Q̃) теж мiстить один елемент. Отже, для вершини w =

ψ(v) i вiдповiдної компоненти зв’язностi F̃w = π−1
g (w) множини Kg має вико-

нуватись спiввiдношення Q̃ ∩Kg ⊂ F̃w.
Нехай Cv — спiн при вершинi v графа ΓK−R(f). Позначимо через e′ ребро,

яке передує e у цьому циклi. Нехай e′′ — ребро, яке слiдує за e. Розглянемо
вiдповiднi елементи Q′ = π−1

f (e′) i Q′′ = π−1
f (e′′) множини Qf .

Нехай xv ∈ Fv — сингулярна точка f . Позначимо H ′ та H ′′ компоненти
множини Fv \ {xv}, для яких виконуються спiввiдношення H ′ ⊂ Q′ ∩Q, H ′′ ⊂
Q ∩Q′′.

Аналогiчно, нехай x̃w ∈ F̃w — сингулярна точка g, Cw — спiн при вершинi
w графа ΓK−R(g). Нехай ребро ẽ′ = πg(Q̃

′) передує ẽ у циклi Cw, ẽ′′ = πg(Q̃
′′)

слiдує за ẽ. Позначимо через H̃ ′ та H̃ ′′ компоненти множини F̃w \ {x̃w}, такi
що H̃ ′ ⊂ Q̃′ ∩ Q̃, H̃ ′′ ⊂ Q̃ ∩ Q̃′′.

З Наслiдка 4.6.5 випливає, що Q∩Fv = H ′∪H ′′∪{xv}, Q̃∩ F̃w = H̃ ′∪ H̃ ′′∪
{x̃w}. Оскiльки ψ зберiгає спiни, то ẽ′ = ψ(e′), ẽ′′ = ψ(e′′). Вiдображення h0

побудовано таким чином, що h0(Fv) = h0
v(Fv) = F̃w, h0(xv) = x̃w, h0(H ′) = H̃ ′,

h0(H ′′) = H̃ ′′.
Отже, h0(Q ∩ Fv) = Q̃ ∩ F̃w. Очевидно, обмеження h0 на Q ∩ Fv iндукує

гомеоморфiзм
h0
v,Q : Q ∩ Fv → Q̃ ∩ F̃w .
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Припустимо, що f(FrQ) = {a}. З iснування χ слiдує, що g(Fr Q̃) = {c}.
Нехай q ∈ R. Введемо наступнi позначення.

R−q = (−∞, 0)× {q} ⊂ R2 ,

R+
q = (0,+∞)× {q} ⊂ R2 .

Зi спiввiдношень (Г.4.1) слiдує, що φ(Q ∩ Fv) = R× {a}.
Не обмежуючи загалу можемо вважати, що φ(xv) = (0, a), φ̃(x̃w) = (0, c).

Будемо також вважати, що додатний напрямок обходу навколо точки на пло-
щинi є напрямок проти годинникової стрiлки.

При обходi навколо точки xv ми рухаємося у областi Q вiд множини H ′ у
напрямку множини H ′′. Аналогiчно, при обходi навколо точки (0, a) = φ(xv)

ми рухаємося у областi R× (a, b) = φ(Q) вiд R+
a у напрямку R−a . Оскiльки φ

зберiгає орiєнтацiю, то φ(H ′) = R+
a , φ(H ′′) = R−a .

Аналогiчно, φ̃(Q̃∩ F̃w) = R×{c}, (0, c) = φ̃(x̃w), φ̃(H̃ ′) = R+
c i φ̃(H̃ ′′) = R−c .

Розглянемо вiдображення

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 .

Очевидно, Φa є гомеоморфiзмом на свiй образ R × {c}. Також справедливi
рiвностi Φa(R

−
a ) = φ̃ ◦ h0(H ′′) = φ̃(H̃ ′′) = R−c i Φa(R

+
a ) = R+

c .
Нехай ia : R→ R2, ia(t) = (t, a), t ∈ R. Означимо функцiю

α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R .

Тут pr1 : R2 → R — проекцiя на першу координату.
Легко бачити, що α є гомеоморфiзмом. Тому ця функцiя або строго зро-

стає, або строго спадає. Оскiльки для множини R− = {t ∈ R | t < 0} ви-
конуються спiввiдношення ia(R

−) = R−a i pr1(R−c ) = R−, то за побудовою
α(R−) = R− i функцiя α зростає.

Означимо вiдображення Φ : R× [a, b)→ R× [c, d),

Φ(x, y) = (α(x), χ(y)) , (x, y) ∈ R× [a, b) .
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З властивостей α i χ слiдує, що це гомеоморфiзм, який зберiгає орiєнтацiю.
Також за побудовою Φ(x, y) = Φa(x, y) для всiх (x, y) ∈ R× {a}.

Нарештi, нехай
hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

За побудовою hQ є гомеоморфiзмом i зберiгає орiєнтацiю. Оскiльки
φ(FrQ) = R× {a}, то

hQ|FrQ = φ̃−1 ◦ Φa ◦ φ = h0 .

За означенням множина R2 \Kf є об’єднанням усiх регулярних компонент
рiвня функцiї f . Внаслiдок цього кожна компонента рiвня f , яка перетинає-
ться з Q, мiститься в Q. Аналогiчно, якщо компонента зв’язностi рiвня g має
непорожнiй перетин з Q̃, вона мiститься в цiй областi.

Отже, з властивостей φ i φ̃−1 слiдує, що hQ для кожної точки x ∈ Q

вiдображає компоненту зв’язностi множини f−1(f(x)), яка мiстить x, на ком-
поненту множини рiвня g, що мiстить точку hQ(x).

Випадок f(FrQ) = {b} розглядається аналогiчно.

(c) Нехай множина f(FrQ) мiстить два елементи. Тодi обидва кiнця ре-
бра e не вiртуальнi. Позначимо їх v′ i v′′. Як i ранiше, застосовуючи Наслi-
док 3.2.20 приходимо до висновку, що для компонент зв’язностi Fv′ = π−1

f (v′) i
Fv′′ = π−1

f (v′′) множини Kf справедливi спiввiдношення Fv′∩Q 6= ∅, Fv′′∩Q 6=
∅, FrQ ⊂ Fv′ ∪ Fv′′ .

Вершини w′ = ψ(v′) i w′′ = ψ(v′′) графа ΓK−R(g) є кiнцями ребра ψ(e),
тому компоненти зв’язностi F̃w′ = π−1

f (w′) i F̃v′′ = π−1
f (w′′) множини Kg вiд-

повiдають спiввiдношенням F̃w′ ∩ Q̃ 6= ∅, F̃w′′ ∩ Q̃ 6= ∅, Fr Q̃ ⊂ F̃w′ ∪ F̃w′′ .
Нехай як i вище гомеоморфiзми φ : Q → R × [a, b] i φ̃ : Q̃ → R × [c, d]

зберiгають орiєнтацiю i вiдповiдають спiввiдношенням f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃.
Не обмежуючи загалу, ми можемо вважати, що φ(Fv′ ∩Q) = {a}, φ(Fv′′ ∩

Q) = {b}.
Iзоморфiзм ψ зберiгає орiєнтацiю ребер. Оскiльки вона визначається на-

прямком зростання функцiй f i g, то φ̃(F̃w′ ∩ Q̃) = {c}, φ̃(F̃w′′ ∩ Q̃) = {d}.
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Як i у попередньому випадку, з Наслiдка 4.6.5 слiдує, що коректно визна-
ченi вiдображення

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 ,

Φb = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{b} : R× {b} → R2 ,

якi гомеоморфно вiдображають R × {a} i R × {b} на R × {c} та R × {d},
вiдповiдно.

Нехай ia : R→ R2, ia(t) = (t, a), ib : R→ R2, ib(t) = (t, b), t ∈ R. Як i вище
перевiряється що функцiї

α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R ,

β = pr1 ◦Φb ◦ ib : R→ R ,

є бiєктивними i такими, що строго зростають.

Зафiксуємо також гомеоморфiзм χ : [a, b]→ [c, d], такий що χ(a) = c.

З Леми Г.4.5 слiдує, що вiдображення Φ : R× [a, b]→ R× [c, d], означене за
допомогою формули (Г.4.2), є гомеоморфiзмом, зберiгає орiєнтацiю, а також
вiдображає горизонтальнi прямi на горизонтальнi прямi.

Оскiльки χ̂(a) = 0 i χ̂(b) = 1, то з (Г.4.2) випливає, що Φ(x, y) = Φa(x, y)

для всiх (x, y) ∈ R× {a} i Φ(x, y) = Φb(x, y) для кожного (x, y) ∈ R× {b}.
Означимо

hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

За побудовою hQ є гомеоморфiзмом i зберiгає орiєнтацiю. Оскiльки
φ(FrQ) = R× {a, b}, то аналогiчно до попереднього випадку

hQ|FrQ = h0 .

Як i вище перевiряється, що hQ вiдображає кожну компоненту зв’язностi мно-
жини рiвня f , яка перетинається з Q, на деяку компоненту множини рiвня
g.

Поєднуючи випадки (a) – (c), для кожного Q ∈ Qf ми отримали гомео-
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морфiзм hQ ї ї замикання на замикання деякого Q̃ ∈ Qg, який вiдображає
компоненти зв’язностi множин рiвня f , що належать Q, на компоненти мно-
жин рiвня g.

Нехай Q′ i Q′′ — два рiзнi елементи Qf . Тодi за означенням Q′ ∩ Q′′ =

FrQ′ ∩FrQ′′ ⊂ Kf . Отже, за побудовою для кожного x ∈ Q′ ∩Q′′ виконується
рiвнiсть hQ′(x) = hQ′′(x) = h0(x). Крiм того з Наслiдка 4.6.2 випливає, що
R2 =

⋃
Q∈Qf Q.

Внаслiдок цього коректно означене вiдображення h : R2 → R2,

h(x) = hQ(x), якщо x ∈ Q, Q ∈ Qf . (Г.4.5)

Оскiльки граф ΓK−R(f) скiнченний (див. Зауваження 4.2.3), то набiр множин
{Q | Q ∈ Qf} утворює скiнченне замкнене покриття площини i на кожному
елементi цього покриття h неперервне за означенням. Тому h неперервне на
R2 (див. [80]).

За побудовою h|Kf = h0 i h бiєктивно вiдображає Kf на Kg. Також h

бiєктивно вiдображає кожну множину Q ∈ Qf на деякий елемент сiм’ї Qg.
Нехай Q′, Q′′ ∈ Qf , Q′ 6= Q′′, Q̃′ = h(Q′), Q̃′′ = h(Q′′). Нехай e′ = πf (Q

′),
e′′ = πf (Q

′′), ẽ′ = πg(Q̃′), ẽ′′ = πg(Q̃′′) — вiдповiднi ребра графiв ΓK−R(f) i
ΓK−R(g). Оскiльки ẽ′ = ψ(e′), ẽ′′ = ψ(e′′) i ψ — комбiнаторний iзоморфiзм, то
Q̃′ i Q̃′′ — рiзнi елементи Qg. Отже, Q̃′ ∩ Q̃′′ = ∅.

Очевидно, для кожного Q ∈ Qf виконуються спiввiдношення

R2 \Q = Kf ∪
⋃

Q′∈Qf ,Q′ 6=Q

Q′ .

Зi сказаного вище слiдує, що

h(R2 \Q) = Kg ∪
⋃

Q̃′∈Qg ,Q̃′ 6=h(Q)

Q̃′ .

Внаслiдок цього h(Q) ∩ h(R2 \ Q) = ∅ для всiх Q ∈ Qf i вiдображення h

бiєктивне.
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Отже, означене вiдображення h−1. Оскiльки h(Q) ∈ Qg i h−1|h(Q) = h−1
Q для

кожногоQ ∈ Qf , всi h−1
Q неперервнi за побудовою i сiм’я {Q̃ | Q̃ ∈ Qg} утворює

скiнченне замкнене покриття площини, то вiдображення h−1 неперервне i h
є гомеоморфiзмом.

Ми довели вище, що всi вiдображення h|Q, Q ∈ Qf i h0 ставлять у вiдпо-
вiднiсть компонентам зв’язностi множин рiвня f компоненти множин рiвня
g. Отже, h є пошаровою еквiвалентнiстю f i g.

Аналогiчно, якщо для слабо навантажених графiв Кронрода-Рiба ΓK−R(f)

i ΓK−R(−g) заданий комбiнаторний iзоморфiзм, що зберiгає спiни, то функцiї
f i −g пошарово еквiвалентнi. Але зрозумiло, що розбиття R2, елементами
якого є компоненти зв’язностi множин рiвнiв функцiї −g, збiгається з анало-
гiчним розбиттям на компоненти множин рiвнiв g. Тому i у цьому випадку
функцiї f i g пошарово еквiвалентнi.

Припустимо тепер, що навантаженi графи Кронрода-Рiба ΓK−R(f) та
ΓK−R(g) є еквiвалентними. Це означає, що слабо навантаженi графи Крон-
рода-Рiба функцiй f i g еквiвалентнi i комбiнаторний iзоморфiзм ψ, який
зберiгає слабке навантаження, також iндукує iзоморфiзм ψ̂ частково впоряд-
кованих розширених множин вершин Vext i Ṽext графiв ΓK−R(f) i ΓK−R(g)

вiдносно порядкiв Pext i P̃ext, вiдповiдно.

Нагадаємо, що частковий порядок Pext (вiдповiдно, P̃ext) iндукується на
множинi Vext (вiдповiдно, Ṽext) зi стандартного лiнiйного порядку на прямiй
за допомогою вiдображення flim : Vext → R (вiдповiдно, glim : Ṽext → R).

Позначимо Af = flim(Vext), Ag = glim(Ṽext). З Твердження 4.7.3 слiдує, що
iснує бiєктивне зростаюче вiдображення k̂ : Af → Ag, таке що комутативна
дiаграма

Vext
ψ̂−−−→ Ṽext

flim

y yglim
Af −−−→

k̂
Ag

Множини Af i Ag скiнченнi (див. Зауваження 4.2.3) i мають однакову кiль-
кiсть елементiв m. Нехай Af = {a1, . . . , am}, a1 < . . . < am; Ag = {b1, . . . , bm},
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b1 < . . . < bm. Очевидно, bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.

Означимо вiдображення k : R→ R за допомогою спiввiдношення

k(t) =


t+ (b1 − a1), якщо t < a1 ,

1
ai+1−ai

[
bi(ai+1 − t) + bi+1(t− ai)

]
, якщо t ∈ [ai, ai+1] ,

t+ (bm − am), якщо t > am .

Зрозумiло, що k є гомеоморфiзмом i k(ai) = bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.

Оскiльки слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба функцiй f i g еквiва-
лентнi, ми можемо побудувати гомеоморфiзми h0 : Kf → Kg i hQ : Q → Q̃,
Q ∈ Qf , як ми це зробили при доведеннi пошарової еквiвалентностi f i g.

При побудовi вiдображень hQ є певна неоднозначнiсть. Виявляється, що цi
вiдображення можна вибрати таким чином, що гомеоморфiзм h, визначений
за допомогою (Г.4.5), дасть разом iз k топологiчну еквiвалентнiсть f i g.

Дiйсно, нехай Q ∈ Qf , e = πf (Q) — вiдповiдне ребро графа ΓK−R(f),
v′, v′′ ∈ V ∪ Vvirt — вершини, якi з’єднує ребро e. Тодi вершини w′ = ψ(e′)

i w′′ = ψ(e′′) графа ΓK−R(g) з’єднанi ребром ψ(e). Нехай Q̃ = π−1
g (ψ(e)) —

вiдповiдний елемент Qg.

Вище ми побудували hQ у виглядi φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ, де φ i φ̃ — вiдображення з
Леми Г.4.1, а Φ має вигляд Φ(x, y) = (η(x, y), χ(y)), (x, y) ∈ R × f(Q) (див.
формулу (Г.4.2)). Отже, комутативна наступна дiаграма:

Q
hQ−−−→ Q̃

φ

y yφ̃
R× f(Q)

Φ−−−→ R× g(Q̃)

pr2

y yp̃r2

f(Q)
χ−−−→ g(Q̃)

Лема Г.4.1 стверджує, що f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃. Тому комутативна на-
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ступна дiаграма:
Q

hQ−−−→ Q̃

f

y yg
f(Q)

χ−−−→ g(Q̃)

(Г.4.6)

У цiй конструкцiї в якостi χ : f(Q) → g(Q̃) можна взяти довiльне непе-
рервне бiєктивне зростаюче вiдображення.

Функцiя fK−R строго монотонна на ребрах ΓK−R(f). Отже, не обмежую-
чи загалу ми можемо вважати, що flim(v′) < flim(v′′). Оскiльки ψ зберiгає
орiєнтацiю ребер, то glim(w′) < glim(w′′).

Нехай v′ /∈ Vext. Тодi за означенням flim(v′) ∈ ±∞. Оскiльки flim(v′) <

flim(v′′), то flim(v′) = −∞. За означенням ψ(Vext) = Ṽext, тому w′ = ψ(v′) /∈ Ṽext
i по аналогiї з попереднiм glim(w′) = −∞.

Якщо v′ ∈ Vext, то flim(v′) = ar для деякого r ∈ {1, . . . ,m}. Тодi

glim(w′) = glim ◦ ψ(v′) = k̂ ◦ flim(v′) = k ◦ flim(v′) = br .

Так само, або flim(v′′) = glim(w′′) = +∞, або flim(v′′) = as i glim(w′′) =

k ◦ flim(v′′) = bs для деякого s ∈ {1, . . . ,m}.
Внаслiдок сказаного виконується рiвнiсть k(f(Q)) = g(Q̃). Отже, можемо

взяти
χ(t) = k(t), t ∈ f(Q) .

Тодi зi спiввiдношень (Г.4.5) i (Г.4.6) слiдує, що k ◦ f = g ◦ h.
Теорему 4.8.1 доведено.
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Додаток Д

Приклади до роздiлу 4

Нехай n ≥ 2. Розглянемо наступнi гармонiчнi функцiї на площинi

φn(x, y) = Re zn , µn(x, y) = Re
zn(−z2n + 3)

2
, z = x+ iy ∈ C .

За означенням множина Zn, див. рiвнiсть (4.5.1), є сингулярною компо-
нентою рiвня функцiї φn. Оскiльки функцiz Re z3n також дорiвнює нулю на
цiй множинi, то i µn = 0 на Zn.

Вiдмiтимо, що функцiя ξn(z) = zn(−z2n + 3)/2 є з точнiстю до постiйного
множника первинною для функцiї ζn(z) = zn−1(z2n − 1). Тому сингулярними
точками функцiй ξn i µn = Re ξn є нулi ζn. Легко бачити, що всi розв’язки
рiвняння ζn(z) = 0 вичерпуються числами 0 i εk, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, де ε —
деякий примiтивний корiнь з 1 степенi 2n. Оскiльки ξn(εk) = ±1 для всiх k, то
єдиною сингулярною точкою множини рiвня µ−1

n (0) є 0. Легко перевiрити, що
кратнiсть цiєї сингулярної точки функцiї µn дорiвнює n − 1. З цього слiдує,
що множина Zn є сингулярною компонентою рiвня функцiї µn.

Вiдмiтимо, що знак функцiї µn ми пiдiбрали таким чином, щоб вона вiд-
повiдала наступнiй властивостi. Множина Zn має такий вiдкритий окiл On,
що знаки чисел φn(x) i µn збiгаються для кожного x ∈ On.

Сингулярнi компоненти множин рiвня функцiй φ2(x, y) i µ2(x, y) зображенi
на Рис. Д.0.1. Знаками “+” i “−” позначенi тi компоненти доповнення до
множин Kφ2 i Kµ2 , на яких цi функцiї додатнi i, вiдповiдно, вiд’ємнi.
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Рис. Д.0.1: Сингулярнi компоненти множин рiвня функцiй φ2(x, y) i µ2(x, y)

Позначимо

Wn,k =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ arg(x+ iy) ∈
[
πk

n
− π

2n
,
πk

n
+

π

2n

]}
,

k ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1} .

Нехай I — деяка пiдмножина множини {0, 1, . . . , 2n− 1}. Означимо

fn,I(x) =

φn(x), якщо x ∈ Wn,k i k ∈ I ,
µn(x), якщо x ∈ Wn,k i k /∈ I .

(Д.0.1)

ОскiлькиWn,k∩Wn,s ⊂ Zn при рiзних k i s, то функцiю fn,I : R2 → R означено
коректно.

Zn є спiльною компонентою множин рiвня φ−1
n (0) i µ−1

n (0), а також у околi
On цiєї множини знаки φn i µn збiгаються. З цього i з того, що функцiї φn
i µn є псевдо-гармонiчними, легко вивести, що функцiя fn,I також псевдо-
гармонiчна.

Приклад Д.1 Нехай n = 2, I = {0, 1}. На Рис. Д.0.2 зображено сингулярнi
компоненти множин рiвня функцiї f2,{0,1}, а також її простiр ΓK−R(f2,{0,1}).
Бiлими кружечками позначенi термiнальнi вершини графа Кронрода-Рiба,
якi належать до V0.

Позначимо через Qi компоненти множини R2 \ Kf2,{0,1}, що межують
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Q1

Q0

Q3

Q2

f = −1

f = 1

f = 0

q1

q0

q3

q2

v0

flim = +∞

flim = −∞

Рис. Д.0.2: Функцiя f2,{0,1} i ї ї простiр ΓK−R(f2,{0,1}).

з сингулярною компонентою Z2 рiвня f−1
2,{0,1}(0) цiєї функцiї. Нехай iнде-

кси вибрано так, що Qk ⊂ W2,k. Нехай q0, . . . , q3 — вiдповiднi ребра графу
Кронрода-Рiба, а v0 — вершина цього графа, яка вiдповiдає множинi Z2. Тодi
Cv0 = (q0, q1, q2, q3).

Q0

Q2

Q5Q4

Q1

Q3

Рис. Д.1.1: Функцiя f3,{0,1} i ї ї простiр ΓK−R(f3,{0,1})

Приклад Д.2 Нехай n = 3, I ′ = {0, 1}. На Рис. Д.1.1 зображено сингулярнi
компоненти множин рiвня функцiї f3,{0,1}, а також її простiр ΓK−R(f3,{0,1}).

Нехай iще I ′′ = {0, 3}. На Рис. Д.2.1 зображено сингулярнi компоненти
множин рiвня функцiї f3,{0,3}. Її простiр ΓK−R(f3,{0,3}) збiгається з вiдповiд-
ним простором функцiї f3,{0,1}, хоча цi двi функцiї не є топологiчно еквiва-
лентними.
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Q0

Q2

Q5Q4

Q1

Q3

Рис. Д.2.1: Функцiя f3,{0,1}

Як i у попередньому прикладi, розглянемо для f3,{0,1} компоненти Qk

доповнення R2 \ Kf3,{0,1}, якi межують з множиною Z3, а також вiдпо-
вiднi їм ребра qk графа Кронрода-Рiба i вершину v0, що вiдповiдає Z3. Тодi
Cv0 = (q0, q1, q2, q3, q4, q5). Зрозумiло, що q0 i q1 – це єдинi два ребра, якi iнци-
дентнi v0 i не є черенками. Цi два ребра є сусiднiми у циклi Cv0.

Що стосується функцiї f3,{0,3} i її графа Кронрода-Рiба, то єдинi ребра,
якi iнцидентнi v0 i не є черенками, це q0 i q3. Цi два ребра не є сусiднiми
у циклi Cv0 = (q0, q1, q2, q3, q4, q5). Тому слабо навантаженi графи Кронрода-
Рiба функцiй f3,{0,1} i f3,{0,3} не еквiвалентнi.

Нехай функцiя f : R2 → R є псевдо-гармонiчною, а неперервна функцiя
β : R → R строго зростає на R i β(0) = 0. Легко перевiрити, що функцiя
f̂ = β◦f : R2 → R є псевдо-гармонiчною. Вона має те ж розбиття на множини
рiвня, що й f . Також знаки чисел f(z) i f̂(z) збiгаються для кожного z ∈ R2.

Скористуємось цим зауваженням i узагальнимо клас функцiй fn,I . Отже,
нехай n > 1, I ⊂ {0, 1, . . . , 2n−1}. Розглянемо ще неперервнi функцiї αk : R→
R, k ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}, що строго зростають на R i для яких 0 є нерухомою
точкою. Позначимо α = {α0, α1, . . . , α2n−1}.

Означимо

fn,I,α(x) =

αk ◦ φn(x), якщо x ∈ Wn,k i k ∈ I ,
αk ◦ µn(x), якщо x ∈ Wn,k i k /∈ I .
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Аргументи, аналогiчнi наведеним вище доводять, що це означення коректне
i функцiя fn,I,α є псевдо-гармонiчною.

Приклад Д.3 Нехай n = 2, I = ∅, α = {α0, . . . , α3}, α0 = arctan, αk = id

при k 6= 0.
Розглянемо функцiї f2,I = φ2 i f2,I,α.

flim = +∞

flim = −∞

flim = π
2

Рис. Д.3.1: Навантаженi графи Кронрода-Рiба функцiй φ2 i f2,I,α

Легко бачити, що слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба цих функцiй
еквiвалентнi (кожен з них складається з п’яти вершин, чотири з яких є
вiртуальними, i чотирьох ребер).

Але Vfin = ∅ для функцiї φ2, в той час як для f2,I,α множина Vfin мi-
стить один елемент, див. Рис Д.3.1. Отже, навантаженi графи Кронрода-
Рiба функцiй φ2 i f2,I,α не еквiвалентнi.
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Додаток Е

Доведення окремих тверджень
Роздiлу 6

Е.1 Доведення Леми 6.1.8

Нехай R = [a, b] × [c, d] — замкнений прямокутник. Слiдуючи термiнологiї
з [65], будемо називати множину

roof(R) = {a, b} × [c, d] ∪ [a, b]× {d}

дахом R, а множину
J = [a, b]× {c}

(нижньою) основою R.
Також будемо казати, що вiдображення η : R → R зберiгає рiвнi, якщо

pr2 ◦η(u) = pr2(u) для кожного u ∈ R. Тут pr2 — проекцiя на другу коорди-
нату.

Лема Е.1.1 Нехай µ : J → J — гомеоморфiзм основи J замкненого прямо-
кутника R на себе, який зберiгає кiнцi вiдрiзку J .

Iснує гомеоморфiзм ξ : R→ R, такий що
(i) ξ зберiгає рiвнi;
(ii) ξ|J = µ : J → J ;
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(iii) вiдображення ξ|roof(R) : roof(R)→ roof(R) є тотожним.

Доведення. Вiдомо, що множина гомеоморфiзмiв вiдрiзку на себе, якi за-
фiксованi на кiнцях вiдрiзку, є опуклою (це легко слiдує з того, що такi вiд-
ображення зберiгають порядок точок). Тобто для кожної пари гомеоморфi-
змiв α, β : [a, b] → [a, b], такої що α(a) = β(a) (i α(b) = β(b)), вiдображення
ht(α, β) : [a, b]→ [a, b],

ht(α, β)(x) = tβ(x) + (1− t)α(x), x ∈ [a, b],

також буде гомеоморфiзмом для кожного t ∈ [0, 1].
Очевидно, µ(x, c) = (ν(x), c), (x, c) ∈ J , для деякого гомеоморфiзму ν :

[a, b]→ [a, b]. Розглянемо вiдображення ξ : R→ R,

ξ(x, y) =

(
y − c
d− cx+

d− y
d− c ν(x), y

)
, (x, y) ∈ R.

Легко бачити, що воно неперервне.
Нехай id : [a, b] → [a, b] — тотожне вiдображення. Для кожного y ∈ [c, d]

позначимо t(y) = y−c
d−c . Зрозумiло, що t ∈ [0, 1] i 1− t(y) = d−y

d−c . Отже,

ξ(x, y) =
(
ht(y)(ν, id)(x), y

)
, (x, y) ∈ R

i для кожного y ∈ [c, d] вiдображення

ξ(·, y) : [a, b]× {y} → [a, b]× {y}

є гомеоморфiзмом.
Внаслiдок цього ξ є бiєктивним неперервним вiдображенням компакта R

на себе. Тому ξ є гомеоморфiзмом.
(i) За побудовою ξ зберiгає рiвнi.
(ii) t(y) = 0 при y = c, тому ξ(x, c) = (ν(x), c) = µ(x, c), x ∈ [a, b].
(iii) Аналогiчно, t(d) = 1 i ξ(x, d) = (x, d), x ∈ [a, b]. Крiм того за умовою

Леми ν(a) = a i ν(b) = b, тому ξ(a, y) = (a, y) i ξ(b, y) = (b, y) для кожного y ∈
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[c, d]. Внаслiдок цього вiдображення ξ|roof(R) : roof(R)→ roof(R) є тотожним.
�

Наслiдок Е.1.2 Твердження Леми Е.1.1 лишається справедливим, якщо
замiнити замкнений прямокутник R на прямокутник

R̂ = (a, b)× {c} ∪ [a, b]× (c, d]

зi скiнченною основою Ĵ = (a, b)×{c} (див. [65]), а гомеоморфiзм µ на гомео-
морфiзм µ̂ : Ĵ → Ĵ , який зберiгає порядок точок iнтервалу Ĵ .

Доведення. Дiйсно, якщо µ̂ зберiгає порядок точок на Ĵ , то limt→a µ̂(t, c) =

(a, c) i limt→b µ̂(t, c) = (b, c), отже µ̂ однозначно продовжується до неперерв-
ного вiдображення µ : J → J , яке зберiгає кiнцi вiдрiзку J = [a, b] × {c}.
Оскiльки µ очевидно є бiєктивним i J є компактом, то µ — гомеоморфiзм.

Застосуємо Лему Е.1.1 до замкненого прямокутника R = [a, b] × [c, d] i
гомеоморфiзму µ. Тодi вiдображення ξ̂ = ξ|R̂ : R̂ → R̂ є гомеоморфiзмом i
вiдповiдає умовам, аналогiчним до умов (i)–(iii) цiєї Леми. �

Припустимо, що S — модельна смуга з межею

∂S =
⊔
λ∈Λ

Jλ,

де Jλ, λ ∈ Λ, — межовi iнтервали.
Нехай Lλ, λ ∈ Λ, — деякий набiр скiнченних вiдкритих iнтервалiв i µλ :

Lλ → Jλ, λ ∈ Λ, — набiр гомеоморфiзмiв.

Лема Е.1.3 Iснує листовий гомеоморфiзм ξ : S → S, що зберiгає рiвнi (тоб-
то pr2 ◦ξ = pr2), який вiдповiдає наступним умовам:
1. ξ(Jλ) = Jλ для всiх λ ∈ Λ;
2. вiдображення θλ = ξ ◦ µλ : Lλ → Jλ є аффiнним для кожного λ ∈ Λ.

Доведення. Розглянемо окремо двi пiвсмуги

M− = S ∩ R× [−1, 0], M+ = S ∩ R× [0, 1].
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Нехай для простоти ∂S = ∂−S ⊂ R×{−1} ⊂M−. Отже, Jλ = (aλ, bλ)×{−1},
λ ∈ Λ.

Оскiльки множина iндексiв Λ не бiльш нiж злiченна, можемо вважати, що
або Λ = {1, . . . , k} для деякого k ∈ N, або Λ = N. Зафiксуємо послiдовнiсть
чисел dλ ∈ (−1, 0), λ ∈ Λ, яка прямує до −1 у випадку Λ = N. Розглянемо
набiр прямокутникiв

Rλ = Jλ ∪ [aλ, bλ]× (−1, dλ], λ ∈ Λ.

Позначимо Uλ = (aλ, bλ)× [−1, dλ), λ ∈ Λ.

Зрозумiло, що Rλ = ([aλ, bλ]× [−1, dλ]) ∩M−, λ ∈ Λ, тому всi Rλ замкненi
в M−. З iншого боку, легко бачити, що всi Uλ вiдкритi в M−. Тому множина

R0 = M− \
⋃
λ∈Λ

Uλ

замкнена в M− i набiр {Rλ}λ∈Λ∪{0} утворює замкнене покриття M−.

Оскiльки за означенням межовi iнтервали Jλ, λ ∈ Λ, попарно неперертин-
нi, то Uλ ∩ Uj = ∅ при λ 6= j. Внаслiдок цього

Uλ ∩Rj = ∅ при λ 6= j, λ ∈ Λ, j ∈ Λ ∪ {0}. (Е.1.1)

Вiдмiтимо також, що оскiльки limλ→∞ dλ = −1 у випадку, коли множи-
на iндексiв Λ нескiнченна, то для кожного c ∈ (−1, 0) вiдкрита пiдмножина
Vc = R × (c, 0] простору M− перетинається лише зi скiнченною кiлькiстю
прямокутникiв Rλ.

Очевидно,
M− =

⋃
λ∈Λ

Uλ ∪
⋃

c∈(−1,0)

Vc,

тому замкнене покриття {Rλ}λ∈Λ∪{0} простору M− є локально скiнченним.

Для кожного λ ∈ Λ iснує рiвно два аффiнних гомеоморфiзма Aλ, Bλ :

Lλ → Jλ, див. Зауваження 6.1.5. Легко бачити, що один з гомеоморфiзмiв
Aλ ◦ µ−1

λ , Bλ ◦ µ−1
λ : Jλ → Jλ зберiгає порядок точок на Jλ, а iнший — обертає.
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Нехай θλ : Lλ → Jλ — такий аффiнний гомеоморфiзм, що вiдображення
θλ ◦ µ−1

λ зберiгає орiєнтацiю на Jλ. Тодi згiдно Наслiдку Е.1.2 iснує гомеомор-
фiзм ξλ : Rλ → Rλ, такий що ξλ|Jλ = θλ ◦µ−1

λ , i який вiдповiдає умовам (i)–(iii)
Леми Е.1.1.

Позначимо ще ξ0 = idR0 — тотожне вiдображення R0 на себе.

Оскiльки Rλ = roof(Rλ) ∪ Uλ, λ ∈ Λ, то з (Е.1.1) слiдує, що Rλ ∩ Rj ⊂
roof(Rλ) при λ 6= j, λ ∈ Λ, j ∈ Λ ∪ {0}. Отже

ξλ|Rλ∩Rj = ξj|Rλ∩Rj = idRλ∩Rj ,

якщо Rλ ∩Rj 6= ∅, i коректно означене вiдображення ξ− : M− →M−,

ξ−(x) = ξλ(x), якщо x ∈ Rλ, λ ∈ Λ ∪ {0}.

За означенням кожне ξλ неперервне. Внаслiдок того, що замкнене покри-
ття {Rλ}λ∈Λ∪{0} простору M− є локально скiнченним, вiдображення ξ− також
неперервне.

Легко бачити, що вiдображення ζ− : M− → M−, ζ−(x) = ξ−1
λ (x), якщо x ∈

Rλ, λ ∈ Λ∪{0}, неперервне i є оберненим до ξ−. Отже, ξ− є гомеоморфiзмом.

За означенням ξ− зберiгає рiвнi i вiдповiдає умовi (1) Леми Е.1.3.

З iншого боку, вiдображення ξ−◦µλ = ξλ◦µλ = θλ◦µ−1
λ ◦µλ = θλ є аффiнним

гомеоморфiзмом для кожного λ ∈ Λ.

Вiдмiтимо, що ξ−|R0 = idR0 за побудовою, зокрема ξ−|R×{0} = idR×{0}.

Аналогiчнi до попереднiх мiркування приводять до вiдображення ξ+ :

M+ → M+, яке має властивостi, подiбнi до вiдображення ξ−, зокрема
ξ+|R×{0} = idR×{0}.

Тодi вiдображення ξ : S → S,

ξ(x) =

ξ−(x), x ∈M−,
ξ+(x), x ∈M+,

вiдповiдає всiм вимогам Леми. �
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Перейдемо безпосередньо до доведення Леми 6.1.8. Розглянемо смуга-
сту поверхню

Z =
⊔
α∈A

Sα

/
{Yβ

φβ∼ Xβ}β∈B

з атласом q : Z0 → Z, де Z0 =
⊔
α∈A Sα.

Нехай α ∈ A, Λ ⊂ C, Sα — модельна смуга, Jλ, λ ∈ Λ, — набiр її межових
iнтервалiв.

Розглянемо також набiр {Lλ}λ∈Λ iнтервалiв

Lλ =

Jα, якщо λ /∈ i(B),

Yβ, якщо λ = i(β) ∈ i(B) (тодi Jλ = Xβ),

i набiр гомеоморфiзмiв µλ : Lλ → Jλ,

µλ =

id, якщо λ /∈ i(B),

φβ, якщо λ = i(β) ∈ i(B).

Знайдемо листовий гомеоморфiзм ξα : Sα → Sα, який вiдповiдає Ле-
мi Е.1.3.

Зрозумiло, що ξα ◦ µλ = id, якщо λ /∈ i(B). Зокрема

ξα|Yβ = ξα ◦ µλ = idYβ : Yβ → Yβ, якщо λ = j(β) ∈ j(B).

Для кожного λ = i(β) ∈ i(B) позначимо

θβ = ξα ◦ µλ = ξα ◦ φβ : Yβ → Xβ.

Вiдповiдно Лемi Е.1.3 всi θβ є аффiнними гомеоморфiзмами.

Розглянемо аффiнну смугасту поверхню

Z ′ =
⊔
α∈A

Sα

/
{Yβ

θβ∼ Xβ}β∈B
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з атласом q′ : Z0 → Z ′, а також листовий гомеоморфiзм ξ : Z0 → Z0,

ξ|Sα = ξα, α ∈ A.

Оскiльки за побудовою

ξ|Yβ = idYβ : Yβ → Yβ, ξ|Xβ = θβ ◦ φ−1
β : Xβ → Xβ,

для всiх β ∈ B, то коректно означене неперервне фактор-вiдображення ψ :

Z → Z ′, для якого комутативна дiаграма

Z0
ξ−−−→ Z0

q

y yq′
Z −−−→

ψ
Z ′

Розглянемо вiдображення

ζ : Z0 → Z0, ζ|Sα = ξ−1
α , α ∈ A.

Проста безпосередня перевiрка показує, що для ζ визначене неперервне фак-
тор-вiдображення i воно збiгається з ψ−1 : Z ′ → Z.

Отже, пара гомеоморфiзмiв (ξ, ψ) задає топологiчну еквiвалентнiсть атла-
сiв q i q′. За побудовою вiдображення ξ листове. Оскiльки шарування на сму-
гастiй поверхнi iндукується з канонiчних шарувань на модельних смугах, то
вiдображення ψ також листове. Тому пара (ξ, ψ) задає еквiвалентнiсть сму-
гастих поверхонь Z i Z ′. Зважаючи на те, що Z ′ аффiнна смугаста поверхня,
Лему 6.1.8 доведено.

Е.2 Доведення Теореми 6.2.7

За означенням Z складається не бiльше нiж зi злiченної кiлькостi смуг.

Означимо граф G наступним чином:



444

• вершинами G є смуги Z, що мiстять листи типiв (c1) або (c2);
• якщо iснує лист ω типу (c1), такий що ω = ∂−Ŝγ = ∂+Ŝγ для деякого

γ ∈ A, тодi ми вважаємо, що ω є петлею у вершинi Ŝγ;
• двi вершини Ŝγ i Ŝγ′ з’єднанi ребром у G тодi i лише тодi, коли iснує лист

ω типу (c2), для якого ω = ∂−Ŝγ або ω = ∂+Ŝγ i, аналогiчно, ω = ∂−Ŝγ′ або
ω = ∂+Ŝγ′ .

Зрозумiло, що кожна вершина G має степiнь 1 або 2. Внаслiдок цього
кожна компонента зв’язностi G має форму (i)-(v), що показанi на Рис. Е.2.1.

(i) скiнченний
шлях

(ii) петля (iii) цикл

(iv) шлях,
нескiнченний в один

бiк

(v) шлях,
нескiнченний в
обидва боки

Рис. Е.2.1:

Нехай G непорожнiй i пiдграф K є компонентою зв’язностi G. Розглянемо
випадки (i)-(v), зображенi на Рис. Е.2.1.

(i) Нехай K є скiнченним незамкненим шляхом з n ребер. Як вiдмiчено
у Зауваженнi 6.2.4, кожен лист типу (c2) можемо вважати внутрiшнiм пiсля
замiни розбиття Z на смуги, яка не змiнює шарування ∆Z . Це означає, що ко-
жне окреме ребро K з рiзними кiнцями може бути редуковано. Застосовуючи
n разiв Лему 6.2.2, можемо редукувати всi ребра K одне за одним.

(ii) НехайK є петлею, отже її ребро вiдповiдає листу типу (c1). Тодi згiдно
Лемi 6.2.5 простiр Z є листово гомеоморфним C або M .

(iii) Нехай K є циклом з n ребер. Тодi за допомогою мiркувань, аналогi-
чних (i), K зводиться до петлi.
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(iv) Нехай K є шляхом, що нескiнченний в одному напрямку. Ми не мо-
жемо застосувати аргументи, подiбнi до (i), оскiльки потрiбно розглянути
нескiнченну послiдовнiсть ребер.

Нехай Ŝ0, Ŝ1, . . . є нескiнченною послiдовнiстю смуг у Z, якi вiдповiдають
вершинам K, причому ωi, i ≥ 0, є листом типу (c2) i вiдповiдає ребру, що
з’єднує вершини Ŝi i Ŝi+1 у K. Мiняючи ролями ∂−Si i ∂+Si, можемо вважати,
що

ωi = ∂+Ŝi = ∂−Ŝi+1, i ≥ 0.

Вiдмiтимо, що кожна Si вкладена у Z. Позначимо T = ∪∞i=1Ŝi, тобто Ŝ0

пропущено. Тодi з Наслiдка 6.2.3 випливає, що T є листово гомеоморфною до
модельної смуги, яка має тiльки одну компоненту межi.

Лема Е.2.0.1 ω0 роздiляє Z таким чином, що T \ ω0 є компонентою зв’яз-
ностi множини Z \ ω0.

Доведення. Нам досить довести, що T \ω0 є вiдкрито-замкненою пiдмножи-
ною Z \ ω0.

1) Спочатку перевiримо вiдкритiсть множини T \ ω0. Нехай x ∈ T \ ω0.
a) Якщо x ∈ Int Ŝi ⊂ T для деякого i ≥ 1, то Int Ŝi є вiдкритим околом

точки x у T .
b) Якщо x ∈ ωi = ∂+Ŝi = ∂−Ŝi+1, i ≥ 1, то x має вiдкритий окiл U , який

перетинає тiльки Si i Si+1, отже U ⊂ T .
Внаслiдок цього T \ ω0 є вiдкритою пiдмножиною Z \ ω0.

2) Перевiримо, що T \ ω0 замкнена у Z \ ω0.
За побудовою q−1(Ŝi) = q−1(ωi−1)∪q−1(ωi)∪Si, причому q−1(ωi) ⊂ Si∪Si+1.

Отже,
q−1(T ) =

⋃
i∈N

q−1(Ŝi) = q−1(ω0) ∪
⋃
i∈N

Si .

Множини q−1(ω0) i
⋃
i∈N Si, очевидно, замкненi в Z0, отже T замкнена в Z i

T \ ω0 замкнена в Z \ ω0. �

З цiєї леми слiдує, що ми можемо замiнити T модельною смугою, отже
ситуацiя зводиться до випадку, колиK складається з єдиного ребра з рiзними
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кiнцями. Тодi з випадку (i) слiдує, що це ребро також може бути редуковане.

(v) Нарештi, нехай K є шляхом, що нескiнченний у обидва боки. Повто-
рюючи аргументи пункту (iv), можемо редукувати кожну нескiнченну в один
бiк частину K до єдиної модельної смуги, а тодi за допомогою (i) редуку-
вати всi ребра K. З цього також слiдує, що Z є листово гомеоморфною до
вiдкритої модельної смуги R× (−1, 1).

Оскiльки кожна смуга Ŝα може бути вiднесена щонайбiльше до однiєї ком-
поненти зв’язностi графа G, то ми можемо застосувати випадки (i)-(v) послi-
довно до кожної компоненти зв’язностi G. Це дозволяє редукувати всi листи
типу (c2), або довести, що Z є листово гомеоморфною однiй з поверхонь C
або M .

Теорему 6.2.7 доведено.

Е.3 Доведення Леми 6.3.3

Нехай ξ : S → Ŝ є смугою поверхнi Z i h ∈ H′0
(
∆Z

)
. За припущенням h(Ŝ) =

Ŝ, тому згiдно Лемi 6.3.2 обмеження h|Ŝ пiдiймається до гомеоморфiзма g :

S → S, такого що ξ ◦ g = h ◦ ξ. Бiльш того, з Леми 6.3.1 i припущення, що h
зберiгає листи i орiєнтацiї на них, слiдує рiвнiсть

g(x, y) =
(
λ(x, y), y

)
,

у якiй вiдповiднiсть x 7→ λ(x, y), y ∈ (−1, 1), є автоморфiзмом R, що збе-
рiгає орiєнтацiю. Оскiльки g є гомеоморфiзмом i за побудовою зберiгає ко-
жну компоненту межi ∂S, то i для кожної компоненти межi ∂S вiдповiднiсть
x 7→ λ(x, y) є автоморфiзмом цiєї компоненти, що зберiгає орiєнтацiю.

Тодi iзотопiю G : S× [0, 1]→ S мiж g i idS можемо означити за допомогою
формули:

G(x, y; t) =
(
(1− t)λ(x, y) + tx, y

)
(Е.3.1)

для (x, y) ∈ S ⊂ R× [−1, 1].
Покажемо, що формули для G на рiзних смугах узгодженi з аффiнними
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вiдображеннями склеювання φβ для всiх β ∈ B. Точнiше, нехай ξ : S → Ŝ i
ξ′ : S ′ → Ŝ ′ є смугами поверхнi Z. Припустимо, що для деяких w,w′ ∈ {−1, 1}

Y ⊂ ∂S ∩ (R× {w}) , X ⊂ ∂S ′ ∩ (R× {w′}) ,

це двi компоненти межi, якi склеєнi за допомогою аффiнного гомеоморфiзму
φ : Y → X. Тодi φ(x,w) = (ψ(x), w′), де ψ — деякий аффiнний гомеоморфiзм
iнтервалiв прямої, див. Зауваження 6.1.4.

Припустимо, що g : S → S та g′ : S ′ → S ′ є вiдповiдними пiдняттями
вiдображень h|Ŝ та h|Ŝ′ . Тодi g(x, y) = (λ(x, y), y), (x, y) ∈ S, i g′(x, y) =

(λ′(x, y), y), (x, y) ∈ S ′.

Також нехай G i G′ є вiдповiдними iзотопiями для вiдображень g i g′, що
заданi за допомогою формули (Е.3.1).

За означенням φ ◦ g = g′ ◦ φ, тому ψ ◦ λ(x,w) = λ′(ψ(x), w′). Оскiльки
вiдображення φ (а разом з ним i ψ) є аффiнним, то позначивши через pr1

проекцiю на першу координату, отримаємо

ψ ◦ pr1 ◦G(x,w; t) = ψ((1− t)λ(x,w) + tx)

= (1− t)ψ ◦ λ(x,w) + tψ(x) = (1− t)λ′(ψ(x), w′) + tψ(x) .

Отже,

φ ◦G(x,w; t) = (ψ ◦ pr1 ◦G(x,w; t), w′)

= ((1− t)λ′(ψ(x), w′) + tψ(x), w′)

= G′(ψ(x), w′; t) = G′ ◦ φ(x,w; t) .

Тому iзотопiї (Е.3.1) узгодженi на рiзних модельних смугах, внаслiдок чого
вони породжують iзотопiю мiж h i idZ у H′0

(
∆Z

)
. Нескладно перевiрити, що

така iзотопiя неперервна у (h, t) ∈ H′0
(
∆Z

)
× I, тому вона породжує стягува-

ння H′0
(
∆Z

)
.

Лему 6.3.3 доведено.
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Е.4 Доведеняя Теореми 6.3.4

Нехай Q ⊂ H
(
∆Z

)
є пiдгрупою, яка складається з вiдображень, що вiдповiд-

ають (a), (b), (c). Перевiримо, що H0

(
∆Z

)
= Q.

Включення H0

(
∆Z

)
⊂ Q. Приустимо, що h ∈ H0

(
∆Z

)
, отже iснує iзотопiя

ht : Z → Z, t ∈ I, така що h0 = idZ , h1 = h, i ht ∈ H
(
∆Z

)
для кожного t ∈ I.

(c) Оскiльки ht(Σ(∆Z)) = Σ(∆Z) i кожен лист ω ⊂ Σ(∆Z) є компонентою
лiнiйної зв’язностi простору Σ(∆Z), то

h(ω) = h1(ω) = ht(ω) = h0(ω) = ω, t ∈ I.

Бiльш того, обмеження ht|ω : ω → ω є їзотопiєю мiж idω i h|ω, тому h|ω зберiгає
орiєнтацiю.

(a) Далi, h також залишає iнварiантною кожну компоненту Z \ Σ(∆Z).
Але кожна така компонента є внутрiшнiстю деякої смуги, тож h(Ŝα) = Ŝα

для кожного α ∈ A. Це доводить (a).
(b) Бiльш того, нехай (gα)t : IntSα → IntSα є пiдняттям ht|Int Ŝα

. Тодi
(gα)t =

(
λt(x, y), µt(y)

)
, де λt i µt є неперервними у (x, y, t). Крiм того, {µt}t∈I

є iзотопiєю мiж µ0 = id(−1,1) i µ1 = µ. Тому µ зростає.
Аналогiчно, для кожного фiксованого y ∈ (−1, 1) вiдповiднiсть x 7→ λt(x, y)

також є iзотопiєю мiж idR i x 7→ λ(x, y). Отже, остання функцiя також зро-
стає.

Для доведення оберненного включення H0

(
∆Z

)
⊃ Q нам потрiбна насту-

пна лемма:

Лема Е.4.1 H′0
(
∆Z

)
є строгим деформацiйним ретрактом Q.

Доведення. Нехай h ∈ Q, α ∈ A, i gα : Sα → Sα є пiдняттями для h, див.
Лему 6.3.2. Тодi згiдно (c)

gα(x, y) =
(
λα(x, y), µα(y)

)
,

причому µ зростає i λα(x, y) зростає по x при кожному фiксованому y ∈
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(−1, 1). Означимо iзотопiю Fα : Sα × I → Sα як

Fα(x, y, t) =
(
λα(x, y), ty + (1− t)µα(y)

)
. (Е.4.1)

Тодi Fα фiксовано на ∂Sα, (Fα)0 = gα i (Fα)1 зберiгає кожен лист шарування
∆Sα разом з орiєнтацiєю. Отже, сiм’я iзотопiй {Fα}α∈A породжує iзотопiю
F (h) : Z × I → I вiдображення h до дифеоморфiзму, який зберiгає кожен
лист ∆Z разом з його орiєнтацiєю. Iншими словами, F (h)0 = h, F (h)t ∈ Q

для всiх t ∈ I, i F (h)1 ∈ H′0
(
∆Z

)
.

Проста безпосередня перевiрка показує, що вiдображення F : Q× I → Q,
задане формулою F (h, t) = F (h)t, неперервне. Крiм того, якщо h ∈ H′0

(
∆Z

)
,

то у (Е.4.1) µα(y) = y, отже Fα(x, y, t) = gα(x, y), i тодi F (h, t) = h для
кожного t ∈ I. Iнакше кажучи, F є деформацiєю, яка фiксована на H′0

(
∆Z

)
,

тому H′0
(
∆Z

)
є строгим деформацiйним ретрактом Q. �

Оскiльки H′0
(
∆Z

)
зв’язна (навiть стягувана), з цiєї леми слiдує, що Q

також зв’язно. Але idZ ∈ Q, тому Q ⊂ H0

(
∆Z

)
. Теорему 6.3.4 доведено.

Теорему 6.3.4 доведено.
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Додаток Ж

Доведення окремих тверджень
Роздiлу 7

Ж.1 Доведення Наслiдку 7.1.6

Якщо X \ (Spec(∆)∪∂X) листово гомеоморфний стандартному цилiндру або
листу Мебiуса, то наслiдок виконується, див. Теореми 7.1.5 i 6.2.7. Отже, не
обмежуючи загалу далi можемо вважати, що кожна компонента зв’язностi Qα

множини X \ (Spec(∆) ∪ ∂X) = tα∈AQα листово гомеоморфна до вiдкритої
модельної смуги R× (−1, 1).

Зафiксуємо сiм’ю листових гомеоморфiзмiв φα : R× (−1, 1)→ Qα, α ∈ A.
Тодi згiдно Теоремi 7.1.5 для кожного α ∈ A замикання Ŝ−α = φα(R× (−1, 0))

i Ŝ+
α = φα(R× (0, 1)) листово гомеоморфнi до модельних смуг. (Зауважимо,

що φα(A) ⊂ φα(A) ⊂ φα(A), отже φα(A) = φα(A) для кожного A ⊂ R× (−1, 1)

i α ∈ A.)

Позначимо через q±α : Ŝ±α → X, α ∈ A, вкладення. Розглянемо незв’язне
об’єднання X ′ =

⊔
α∈A Ŝ

−
α t Ŝ+

α i вiдображення q : X ′ → X,

q(x) = q±α (x), якщо x ∈ Ŝ±α , α ∈ A. (Ж.1.1)

Очевидно, це вiдображення неперервне.
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Для кожного α ∈ A зафiксуємо модельнi смуги S−α , S+
α , а також листовi

гомеоморфiзми ψ−α : S−α → Ŝ−α i ψ+
α : S+

α → Ŝ+
α . Крiм того, позначимо

φ−α = φα
∣∣
R×(−1,0)

: R× (−1, 0)→ X,

φ+
α = φα

∣∣
R×(0,1)

: R× (0, 1)→ X.

Зрозумiло, що образ φ±α належить до Ŝ±α ∩ Qα. Внаслiдок цього означенi
iн’єктивнi листовi вiдображення (ψ±α )−1 ◦ φ±α .

Оскiльки листами канонiчного розшарування в просторi R × (−1, 0) є
горизонтальнi прямi, а листи канонiчного розшарування у S−α є пiдмножи-
нами горизонтальних прямих, то означене неперервне фактор-вiдображення
χ−α : (−1, 0)→ R, яке замикає комутативну дiаграму

R× (−1, 0)
(ψ−α )−1◦φ−α−−−−−−→ S−α

pr2

y ypr2

(−1, 0) −−−→
χ−α

R

Тут pr2 — проекцiя на другу координату. Не обмежуючи загальностi мiрку-
вань, ми можемо вважати, що pr2(S−α ) = [−1, 0].

Перевiримо, що вiдображення χ−α є монотонним.

Припустимо що χ−α має локальний екстремум у точцi t0. Тодi або знайде-
ться τ ∈ (−1, 0), близьке до χ−α (t0) i таке, що χ−α (t1) = χ−α (t2) = τ для деяких
t1 6= t2, або вiдображення χ−α локально постiйне в t0.

Розглянемо перший випадок. Оскiльки за означенням кожна множина R×
{τ}, τ ∈ (−1, 0), є листом канонiчного шарування на S−α , то прообраз листа
R×{τ} має мiстити два рiзних листа R×{t1} i R×{t2} канонiчного шарування
на R×(−1, 0) i вiдображення (ψ−α )−1◦φ−α не може бути одночасно iн’єктивним
i листовим.

Якщо ж вiдображення χ−α локально постiйне в t0, то прообраз множини
R × {χ−α (t0)} має мiстити континуум рiзних листiв канонiчного шарування
на R× (−1, 0). Але за означенням модельної смуги кожна множина R× {τ},
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τ ∈ [−1, 0] є об’єднанням не бiльш нiж злiченної кiлькостi листiв канонiчного
шарування на S−α . Отже i в цьому випадку вiдображення (ψ−α )−1 ◦φ−α не може
бути одночасно iн’єктивним i листовим.

Внаслiдок монотонностi χ−α його образ має бути вiдкритою пiдмножиною
R.

З iншого боку, Ŝ−α = φ−α (R× (−1, 0)), тому

R× (−1, 0) ⊂ S−α ⊂ (ψ−α )−1 ◦ φ−α (R× (−1, 0)) = R× χ−α ((−1, 0)).

Отже, χ−α ((−1, 0)) = (−1, 0), ψ−α (R× (−1, 0)) = Int Ŝ−α ⊂ Qα i

ψ−α (∂S−α ) = ∂Ŝ−α = Frφ−α (R× (−1, 0)) ⊂
⊂ φ−α (R× {0}) ∪ FrQα ⊂ φ−α (R× {0}) ∪ (Spec(∆) ∪ ∂X).

Зокрема, якщо χ−α зростає, то

∂+Ŝ
−
α = φα(R× {0}) ⊂ Qα ,

∂−Ŝ
−
α ⊂ FrQα ⊂ Spec(∆) ∪ ∂X .

Аналогiчнi мiркування справедливi й для вiдображення (ψ+
α )−1 ◦ φ+

α .

Вiдмiтимо, що Int Ŝ−α ∩ Ŝ+
α = φα(R × (−1, 0)) ∩ φα(R × (0, 1)) = ∅ для

кожного α ∈ A. Крiм того Int Ŝ ′∩ Int Ŝ ′′ ⊂ Qα′ ∩Qα′′ = ∅ якщо Ŝ ′ ∈ {Ŝ−α′ , Ŝ+
α′},

Ŝ ′′ ∈ {Ŝ−α′′ , Ŝ+
α′′} i α′ 6= α′′.

Нехай ω ∈ ∆ — деякий лист. Згiдно умови 3 на клас F iснують вiдкрита
пiдмножина Jω простору R+ = [0,+∞) i листовий гомеоморфiзм νω : R×Jω →
Vω на деякий вiдкритий окiл Vω множини ω у просторi X. (Множина R× Jω
розшарована на горизонтальнi прямi.)

Оскiльки сiм’я листiв шарування ∆, що належать Spec(∆), локально скiн-
ченна, то сiм’я листiв, якi належать Spec(∆)′ = Spec(∆) ∪ ∂X теж локаль-
но скiнченна. Тому iснують такi Jω i Vω, що (Vω \ ω) ∩ Spec(∆)′ = ∅, отже
Vω \ ω ⊂

⋃
α∈AQα.

Не обмежуючи загальностi мiркувань можемо вважати, що множина Jα
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зв’язна.
Зрозумiло, що ω ⊂ ∂X тодi й лише тодi, коли множина Vω \ ω зв’язна. У

цьому випадку iснує рiвно один iндекс α ∈ A, такий що ω ⊂ Qα.
Якщо множина Vω \ ω не є зв’язною, вона має двi компоненти зв’язностi,

отже iснує не бiльше двох iндексiв α′, α′′ ∈ A, таких що ω ⊂ Qα′ ∩ Qα′′ . У
цьому випадку ω ∩Qα = ∅, якщо α 6= α′, α′′.

Внаслiдок сказаного замкнене покриття {Qα}α∈A простору X i його по-
дрiбнення {Ŝ±α }α∈A є локально скiнченними. Отже цi покриття є фундамен-
тальними, див. [80]. (Множина A ⊂ X замкнена тодi й лише тодi, коли всi
перетини A ∩ Qα, i вiдповiдно A ∩ Ŝ±α , замкненi). З цього випливає, що вiд-
ображення (Ж.1.1) факторне, отже X є фактор-простором простору X ′.

Вiдмiтимо, що всi множини Ŝ±α є насиченими вiдносно розбиття ∆, тобто
мiстять всi листи ∆, з якими мають непорожнiй перетин.

Зi сказаного вище легко слiдує, що для кожного листа ω ∈ ∆ може вико-
нуватись рiвно одна з двох можливостей.
(i) ω∩

(
Spec(∆) ∪⋃α∈A φα(R× {0})

)
= ∅. Тодi або ω ⊂ Ŝ∩∂X, або ω ⊂ Int Ŝ

для деякого Ŝ ∈ {Ŝ±α }α∈A. Зменшуючи за необхiдностi Jω можна добитись,
щоб окiл Vω листа ω не перетинав iнших елементiв набору {Ŝ±α } крiм Ŝ. Отже
у цьому випадку iснує єдина множина з набору {Ŝ±α }α∈A, яка мiстить ω.
(ii) ω ⊂ Spec(∆) ∪ ⋃α∈A φα(R × {0}). Тодi зменшуючи за необхiдностi Jω

можна добитись, щоб кожна з двох компонент зв’язностi множини Vω \ ω
перетинала рiвно одну множину з набору {Ŝ±α }. Нехай це будуть множини Ŝ ′

i Ŝ ′′. З одного боку ω за попереднiм припущенням лежить на межi кожної
з множин Ŝ ′ i Ŝ ′′. З iншого боку, вiдкритий окiл Vω множини ω вiдповiдає
спiввiдношенню Vω ⊂ Ŝ ′ ∪ Ŝ ′′. Внаслiдок цього Ŝ ′ 6= Ŝ ′′. Отже, iснує рiвно двi
множини з набору {Ŝ±α }α∈A, якi мiстять ω, i ω є пiдмножиною спiльної межi
цих двох множин.

За побудовою всi вiдображення q±α є листовими, тому ∂Ŝ±α є об’єднанням
образiв межових iнтервалiв модельних смуг S±α . Крiм того всi q±α є вкладен-
нями. Внаслiдок цього виконуються властивостi Означення 6.1.2 i спiввiдно-
шення (6.1.1).

Наслiдок 7.1.6 доведено.
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Ж.2 Доведення Леми 7.2.4

Розглянемо Хаусдорфiв пiдпростiр Ŷy простору Y . Нехай C є компонентою
зв’язностi цього пiдпростору, що мiстить y.

Вiдмiтимо, що за означенням кожна точка множини ∂Y має в Y окiл
гомеоморфний [0, 1), отже ця множина є локально скiнченною. А разом з
нею є локально скiнченною i множина V ∪ ∂Y . Оскiльки V ∪ ∂Y замкнена
згiдно Лемi 7.2.3, то (V \{y})∪∂Y також є замкненою множиною i не мiстить
точку y. Тому множина Ŷy вiдкрита в Y .

Зрозумiло, що простiр Ŷy локально зв’язний. Тому його компонента C

вiдкрита в Ŷy, отже C вiдкрита також i в Y .
Множина V локально скiнченна, тому y має окiл у Ŷy, гомеоморфний вiд-

критiй пiдмножинi простору [0, 1). Оскiльки Ŷy \ {y} = Ŷ , то у всiх iнших
точках простiр Ŷy локально гомеоморфний вiдкритому iнтервалу згiдно Ле-
мi 7.2.3. Внаслiдок цього у випадку y ∈ ∂Y компонента C гомеоморфна [0, 1).
Якщо ж y ∈ IntY , то C є зв’язним одновимiрним многовидом без краю.

Нехай y ∈ ∂Y . Тодi C гомеоморфна [0, 1). Зафiксуємо гомеоморфiзм φ :

[0, 1)→ C. Оскiльки згiдно зi сказаним вище C\{y}— одновимiрний многовид
без краю, то φ(0) = y.

Вiдмiтимо, що φ(0, 1) є зв’язною пiдмножиною Ŷ . Тому iснує γ ∈ A, таке
що φ(0, 1) ⊂ Wγ ⊂ Ŷ . З iншого боку, Wγ ⊂ C, оскiльки Wγ ∩ C 6= ∅ i Wγ —
зв’язна пiдмножина Ŷy. Отже φ(0, 1) = Wγ

Нехай s = φ−1(xγ). Оскiльки множина Wγ \{xγ} є об’єднанням компонент
зв’язностi простору Ŷ 0, то зв’язнi множини φ(0, s) i φ(s, 1) є компонентами
цього простору. Отже, φ(0, s) = Ŵδ для деякого δ ∈ B.

Зрозумiло, що множина V = φ[0, s) = {y} ∪ Ŵδ вiдкрита у Ŷy i має поро-
жнiй перетин з Ŵβ якщо β 6= δ. Внаслiдок цього, y не мiститься у замиканнi
множини Ŵβ якщо β 6= δ.

Оскiльки пiдпростiр Ŷy вiдкритий у Y , то вiдображення ψ : [0, 1) → V ,
ψ(t) = φ(st), t ∈ [0, 1), вiдповiдає Лемi.

Припустимо, що y ∈ V \ ∂Y . Тодi множина C гомеоморфна iнтервалу
(−1, 1) або колу S1.
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У першому випадку зафiксуємо гомеоморфiзм φ : (−1, 1) → C такий що
φ(0) = y. По аналогiї з тим, як це було зроблено у випадку y ∈ ∂Y , легко
перевiрити, що множини φ(−1, 0) i φ(0, 1) є рiзними компонентами зв’язностi
простору Ŷ , наприклад φ(−1, 0) = Wγ′ , φ(0, 1) = Wγ′′ , γ′ 6= γ′′. Нехай φ(r) =

xγ′ , φ(s) = xγ′′ для деяких −1 < r < 0 < s < 1. Тодi, як i вище, φ(−r, 0) =

W̃δ′ i φ(0, s) = W̃δ′′ для деяких δ′, δ′′ ∈ B, δ′ 6= δ′′. Отже, y не мiститься в
замиканнi множини W̃β, якщо β /∈ {δ′, δ′′}, множина V = φ(−r, s) вiдкрита в
Y i вiдображення µ : (−1, 1)→ V ,

µ(t) =

φ(rt), t < 0,

φ(st), t ≥ 0,

вiдповiдає Лемi.

Припустимо, що множина C гомеоморфна колу. Нехай φ : S1 → C є гомео-
морфiзмом, φ(q) = y для q ∈ S1. Аналогiчно до попереднього, φ(S1\{q}) = Wγ

для деякого γ ∈ α. Нехай s = φ−1(xγ). Очевидно, що s 6= q. Вiдомо, що довiль-
на пара рiзних точок робиває коло S1. Нехай S ′ i S ′′ є компонентами зв’язностi
множини S1\{q, s}. Легко бачити, що зв’язнi множини φ(S ′) i φ(S ′′) є рiзними
компонентами зв’язностi простору Ŷ 0, мiстять y у своєму замиканнi в про-
сторi Y , i нiяка iнша компонента зв’язностi Ŷ 0 не володiє цiєю властивiстю.
Нарештi, пряма безпосередня перевiрка показує, що множина φ(S1 \ {s}) вiд-
крита в Y i що вiдображення µ = φ◦ ξ : (−1, 1)→ φ(S1 \{s}) вiдповiдає Лемi.
Тут ξ : (−1, 1)→ S1 \ {q} — довiльний гомеоморфiзм, такий що ξ(0) = q. Ми
залишаємо деталi читачевi.

Ж.3 Доведення Леми 7.3.1

Перша частина твердження 6) вiдома, див. [80]. Твердження 1), 2), i друга
частина твердження 6) простi i ми залишаємо їх читачевi.

3) Нехай вiдображення p є вiдкритим i множина B ⊂ X насичена. Тодi
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X \B також насичена, тобто S(X \B) = X \B, внаслiдок чого

X \B ⊂ S(X \B) ⊂ S(X \B) = X \B.

Тому
B ⊃ X \ S(X \B) ⊃ B.

ОскiлькиX\B вiдкрита, то S(X\B) також вiдкрита, отже множинаX\S(X\
B) є замкненою i мiстить B. Тому вона мусить мiстити також замикання B,
отже B = X \ S(X \B), звiдки слiдує (7.3.1).

Доведемо (7.3.2). Оскiльки вiдображення p неперервне, то пiдмножина
p−1(p(B)) є замкненою i мiстить B. Тому вона мiстить B i виконується спiв-
вiдношення p(B) ⊂ p(B).

В протилежний бiк, з (7.3.1) слiдує, що множина B є насиченою i замкне-
ною. Тодi за означенням фактор-топологiї пiдмножина p(B) є замкненою i
мiстить p(B). Отже, вона також мiстить p(B), тобто p(B) ⊃ p(B).

4) Припустимо, що сiм’я β є локально скiнченною i x ∈ X. Нам потрiбно
знайти окiл U точки x, який перетинає тiльки скiнченну кiлькiсть елементiв
α. Нехай y = p(x). Оскiльки сiм’я β є локально скiнченною, то iснує окiл V то-
чки y, який перетинає тiльки скiнченну кiлькiсть елементiв Wi1 , . . . ,Wik ∈ β.
Тодi p−1(V ) є вiдкритим околом точки x i перетинає тiльки наступнi елементи
p−1(Wi1), . . . , p

−1(Wik) сiм’ї α.
В протилежний бiк, припустимо, що сiм’я α є локально скiнченною i вiд-

ображення p вiдкрите. Нехай y ∈ Y i x ∈ X зв’язанi рiвнiстю p(x) = y.
Тодi iснує окiл U точки x, який перетинає тiльки скiнченну кiлькiсть елемен-
тiв, наприклад p−1(Wi1), . . . , p

−1(Wik), сiм’ї α. Тому його насичення S(U) =

p−1(p(U)) також перетинає тiльки p−1(Wi1), . . . , p
−1(Wik).

Оскiльки вiдображення p вiдкрите, то образ p(U) є вiдкритим околом то-
чки y. Ми стверджуємо, що p(U) перетинає тiльки елементиWi1 , . . . ,Wik сiм’ї
α. Дiйсно, якщо p(U)∩Wi 6= ∅ для деякого i ∈ Λ, то p−1(p(U))∩p−1(Wi) 6= ∅,
що можливо тiльки коли i ∈ {i1, . . . , ik}.

5) Для кожного i ∈ N розглянемо наступну пiдсiм’ю αi = {ωj}j≥i сiм’ї α,
так що α = α1 i αi+1 ⊂ αi для всiх i ∈ N. Тодi кожна αi також локально
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скiнченна, внаслiдок чого об’єднання Ai =
∞∪
j=i

ωi є замкненою пiдмножиною

X.
Оскiльки простiр X нормальний i множини ω1 та A2 замкненi i непере-

тиннi, то iснує вiдкритий окiл U1 множини ω1, такий що U1 ∩ A2 = ∅. Тому
множини ω2 i U1 ∪A3 неперетиннi i замкненi, внаслiдок чого iснує вiдкритий
окiл U2 множини ω2, який не перетинає U1 ∪ A3. Повторюючи цi мiркування
i далi, ми побудуємо для кожного i ∈ N вiдкритий окiл Ui множини ωi, такий
що Ui не перетинає

(
∪i−1
j=1Uj

)
∪ Ai+1. Тодi Ui ∩ Uj = ∅ для всiх i 6= j ∈ N.

Лему 7.3.1 доведено.

Ж.4 Доведення Твердження 7.5.2

Нам буде зручно уявляти, що для функцiї f : [a, b]→ R ї ї графiк є пiдмножи-
ною {(f(y), y) | y ∈ [a, b]} ⊂ R2, так що ми переставляємо координати мiсця-
ми, порiвняно зi стандартним означенням. Зокрема, для q ∈ R вертикальний
сегмент q × [a, b] може вважатися графiком постiйної функцiї [a, b] 7→ q.

Нам будуть потрiбнi наступнi три леми.

Лема Ж.4.1 (див. [122, Лема 6.1.1]) Нехай ∆k = {(y1, . . . , yk) ∈ Rk | y1 <

y2 < . . . < yk} i q1 < q2 < . . . < qk ∈ R. Тодi iснує C∞ функцiя uk : R×∆k → R,
що вiдповiдає наступним властивостям:
(a) для кожного (y1, . . . , yk) ∈ ∆k вiдповiднiсть x 7→ uk(x; y1, . . . , yk) є го-

меоморфiзмом R→ R, що зберiгає орiєнтацiю;
(b) uk(x; q1, . . . , qk) = x для всiх x ∈ R;
(c) uk(yi; y1, . . . , yk) = qi для i = 1, . . . , k.

Доведення. Побудова функцiї uk подiбна до [122, Лема 6.1.1]. Наприклад,
можна означити

u1(x; y1) = x− y1 + q1, u2(x; y1, y2) = q1 +
q2 − q1

y2 − y1

(x− y1).

Залишаємо подробицi читачевi. �
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Лема Ж.4.2 Нехай γi : (c, s] → R, i = 1, . . . , k — скiнченна сiм’я неперерв-
них функцiй, причому якщо i 6= j, то γi(y) 6= γj(y) для кожного y ∈ (c, s].
Тодi iснує гомеоморфiзм φ : R× (c, s]→ R× (c, s] такий що
(1) φ(R× y) = R× y для всiх y ∈ (c, s];
(2) φ нерухомий на R× s;
(3) φ вiдображає графiк {(γi(y), y) | y ∈ (c, s])} функцiї γi, i ∈ {1, . . . , k}, на

вертикальний вiдрiзок γi(s)× [a, s].

Доведення. Не обмежуючи загалу, можемо вважати, що γi < γj при i < j.
Нехай uk : R × ∆k → R — функцiя з Леми Ж.4.1, побудована для чисел
qi = γi(s), i ∈ {1, . . . , k}. Тодi гомеоморфiзм φ, що вiдповiдає (1)-(3), може
бути означений за допомогою наступного спiввiдношення:

φ(x, y) =
(
uk(x; γ1(y), . . . , γk(y)), y

)
.

Справдi, умова (1) очевидно виконується. Крiм того, з властивостi (b) функцiї
uk слiдує, що

φ(x, s) =
(
uk(x; γ1(s), . . . , γk(s)), s

)
= (x, s)

що доводить умову (2). Нарештi, з властивостi (c) функцiї uk слiдує, що

φ(γi(y), y) =
(
uk(γi(y); γ1(y), . . . , γk(y)), y

)
= (γi(s), y),

отже умова (3) теж виконана. �

Лема Ж.4.3 Нехай послiдовнiсть {di}i∈N ⊂ (c, d] прямує до lim
i→∞

di = c. Не-
хай для кожного i ∈ N фiксовано неперервну функцiю γi : (c, di] → R так,
що графiки функцiй γi та γj не перетинаються, якщо i 6= j. Тодi iснує го-
меоморфiзм η : R× (c, d]→ R× (c, d], такий що
• η(R× y) = R× y для всiх y ∈ (c, d];
• η вiдображає графiк {(γi(y), y) | y ∈ (c, di]} функцiї γi на вертикальний

вiдрiзок qi × (c, di] для деякого qi ∈ R, i ∈ N.
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Доведення. Не обмежуючи загалу, додатково ми можемо вважати, що по-
слiдовнiсть {di}i∈N незростаюча. Вилучимо з {di}i∈N елементи, що повторю-
ються, i позначимо те що заилшилось через {si}i∈N. Отже, iснує зростаюча
послiдовнiсть iндексiв 1 = j1 < j2 < · · · < jn < · · · , для якої

si = dji = dji+1 = · · · = dji+1−1 > si+1 = dji+1
= · · · .

Тодi згiдно Лемi Ж.4.2 iснує гомеоморфiзм φ1 : R × (c, s1] → R × (c, s1],
нерухомий на R × s1, який лишає незмiнною другу координату i вiдображає
графiки функцiй γj1 , . . . , γj2−1 на вертикальнi вiдрiзки. Продовжимо φ1 за
допомогою тотожного вiдображення на R×[s1, d] до гомеоморфiзму на всьому
просторi R× (c, d].

Позначимо через γ1
i образ графiка функцiї γi пiд дiєю φ1. Тодi знову iснує

гомеоморфiзм φ2 : R × (c, d] → R × (c, d], який не змiнює другу координату,
є нерухомим на R × [s2, d], i вiдображає графiки функцiй γ1

j1
, . . . , γ1

j3−1 на
вертикальнi вiдрiзки.

Отже, композицiя φ2 ◦φ1 не змiнює другу координату i вiдображає графi-
ки функцiй γj1 , . . . , γj3−1 на вертикальнi вiдрiзки. Позначимо через γ2

i образ
графiка функцiї γi пiд дiєю φ2 ◦ φ1.

За допомогою подiбних мiркувань ми побудуємо нескiнченну сiм’ю го-
меоморфiзмiв φ1, . . . , φk, . . . множини R × (c, d], таку що φk не змiнює дру-
гу координату, є нерухомим на R × [sk, d], i вiдображає графiки функцiй
γk−1
j1

, . . . , γk−1
jk+1−1 на вертикальнi вiдрiзки.

Оскiльки lim
i→∞

si = c, то коректно означена нескiнченна композицiя

η = · · · ◦ φm ◦ φm−1 ◦ · · · ◦ φ1 : R× (c, d]→ R× (c, d],

i вона є гомеоморфiзмом, що вiдповiдає твердженню Леми. �

Щоб вивести Твердження 7.5.2, припустимо що Ti визначається за допо-
могою функцiй αi, βi : (c, di] → R. Позначимо γ2i−1 = αi i γ2i = βi. Тодi
iснування вiдображення η слiдує з Леми Ж.4.3.
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Ж.5 Доведення Леми 7.6.1

1) Позначимо Ao = A \K i Bo = B \K. Тодi K ⊂ Ao, отже

A = Ao ∪K = Ao ∪K = Ao.

Крiм того, оскiльки Ao i Bo вiдкритi в X i неперетиннi, то A∩Bo = Ao∩Bo =

∅, звiдки A \Q = A \ (A ∪Bo) = A \ A. Доведення для B подiбне.

2) З (1) слiдує, що Q \Q = (A \Q) ∪ (B \Q) = (A \ A) ∪ (B \B).
Доведемо, що Q \ Q ⊂ Spec(∆)∗. Припустимо, Q \ Q 6⊂ Spec(∆)∗. Тодi

iснує компонента зв’язностi P множини X \ Spec(∆)∗ вiдмiнна вiд Q i така,
що Q ∩ P 6= ∅. Але P вiдкрита в X, отже P ∩ Q 6= ∅ i тому P = Q, що
суперечить припущенню.

3a) Вiдмiтимо, що сiм’я Spec(∆)∗ \ {ω} є локально скiнченною, так само
як i Spec(∆)∗. Отже множина

W := X \ (Spec(∆)∗ \ ω) = (X \ Spec(∆)∗) ∪ ω

вiдкрита в X. З 2) слiдує, що Q = Q∩ (X \ Spec(∆)∗), тому множина Q∪ω =

Q ∩
(
(X \ Spec(∆)∗) ∪ ω

)
= Q ∩W вiдкрита в Q.

Аналогiчно, з 1) слiдує, що A = A ∩ Q, тому множина A ∪ ω = A ∩ Q ∩(
(X \ Spec(∆)∗) ∪ ω

)
= A ∩W вiдкрита в A.

3b) Вiдмiтимо, що множина A ∪ ω насичена i p(A ∪ ω) гомеоморфна [0, 1]

згiдно Лемi 7.2.4. Оскiльки p : A ∪ ω → p(A ∪ ω) є локально-тривiальним
розшаруванням з шаром R, то A∪ω листово гомеоморфна до R× [0, 1], отже
i до N .

3c) Достатньо довести, що множина ψ(R) замкнена в множинi A, яка в
свою чергу замкнена в X, внаслiдок чого ψ(R) також замкнена в X.

Нехай послiдовнiсть {zi}i∈N ⊂ ψ(R) має граничну точку z ∈ A. Ми має-
мо довести, що z ∈ ψ(R). Переходячи до збiжної пiдпослiдовностi, можемо
вважати, що {zi} збiгається до z. Нехай (xi, yi) = ψ−1(zi) ∈ R. Оскiльки R є
компактом, послiдовнiсть {(xi, yi)} має граничну точку (x̄, ȳ) ∈ R. Не обме-
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жуючи загалу можемо вважати, що {(xi, yi)} збiгається до (x̄, ȳ).
Якщо (x̄, ȳ) ∈ R, то z = lim

i→∞
zi = lim

i→∞
ψ(xi, yi) = ψ(x̄, ȳ) ∈ ψ(R). У протиле-

жному випадку (x̄, ȳ) ∈ R \R ⊂ R× 0, отже ȳ = 0 i lim
i→∞

yi = ȳ = 0. Внаслiдок

цього z 6∈ A = ψ
(
R× (0, 1]

)
. Тому z ∈ U ∩ (A \ A) = ω = ψ(J) ⊂ ψ(R).

Лему 7.6.1 доведено.



462

Додаток И

Доведення Леми 11.1.5

Доведемо спочатку одне допомiжне твердження. Позначимо I = [0, 1], I̊ =

(0, 1) = I \ {0, 1}.

Твердження И.1.1 В умовах Леми 11.1.5 виконується наступне тверд-
ження.

Нехай γ : I →M2 — проста неперервна крива i γ(I) ⊆ U−1(c) для деякого
c ∈ R. Якщо множина γ(I̊) є вiдкритою в U−1(c) у топологiї iндукованiй з
M2, то функцiя V ◦ γ : I → R є строго монотонною.

Доведення. Припустимо, що всупереч Твердженню для деяких τ1, τ2 ∈ I,
τ1 < τ2 виконується рiвнiсть V ◦ γ(τ1) = V ◦ γ(τ2).

Оскiльки функцiя V ◦ γ неперервна i множина [τ1, τ2] є компактом, то
коректно означенi числа

d1 = min
t∈[τ1,τ2]

V ◦ γ(t) , d2 = max
t∈[τ1,τ2]

V ◦ γ(t) .

Зафiксуємо s1, s2 ∈ [τ1, τ2], такi що di = V ◦ γ(si), i = 1, 2.
Позначимо W = (τ1, τ2). Очевидно, це вiдкрита пiдмножина I̊.
Спочатку розглянемо випадок d1 = d2. Тодi [τ1, τ2] ⊆ (V ◦γ)−1(d1). Отже, V

вiдображає вiдкриту пiдмножину γ(W ) множини рiвня U−1(c) на одноточкову
множину {d1}, яка не є вiдкритою пiдмножиною R. Внаслiдок цього V не є
вiдкритим на множинах рiвня U .
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Припустимо тепер, що d1 6= d2. Оскiльки V ◦ γ(τ1) = V ◦ γ(τ2) згiдно з
попереднiм припущенням, то одна з точок s1 або s2 мiститься у W .

Нехай s1 ∈ W (випадок s2 ∈ W розглядається аналогiчно). Тодi V ◦γ(W ) ⊆
[d1,+∞) i V не може вiдобразити вiдкриту пiдмножину γ(W ) множини рiвня
U−1(c) на вiдкриту пiдмножину R, оскiльки її образ мав би мiстити межову
точку d1 = V ◦ γ(s1).Отже, в цьому випадку V не є вiдкритою на множинах
рiвня U .

Отримана суперечнiсть показує, що наше початкове припущення не вiрне
i функцiя V ◦ γ є строго монотонною на I. �

Перейдемо безпосередньо до доведення Леми 11.1.5. Нехай Q є вiдкри-
тим околом точки p ∈M2.

Ми збираємось перевiрити, що множина F (Q) мiстить окiл точки F (p). У
той же час ми доведемо, що p є iзольованою точкою множини рiвня F−1(F (p)).

Без обмеження загальностi можемо вважати, що U(p) = V (p) = 0.
Нехай N є простим околом точки p i T : D → N — гомеоморфiзм, такий

що для деякого n ∈ N виконується наступна рiвнiсть u(z) = U ◦T (z) = Re zn,
z ∈ D (див. Означення 1.1.1 i зауваження, яке за ним слiдує). Зрозумiло, що
не обмежуючи загальностi ми можемо вважати, що N досить мала i мiститься
в Q.

Зауважимо, що для довiльної множини рiвня Γ функцiї U перетин Γ ∩
T (D) = Γ∩N вiдкритий у Γ. Внаслiдок цього оскiльки T є гомеоморфiзмом,
то вiдображення v = V ◦ T : D → R вiдкрите на множинах рiвня u = U ◦ T :

D → R (див. Означення 11.1.1).
Розглянемо двi можливостi.

Випадок 1. Нуль є регулярною точкою гладкої функцiї u = U ◦ T , тобто
n = 1 i u(z) = Re z, z ∈ D.

У цьому випадку u−1(u(0)) = u−1(U(p)) = T−1(U−1(U(p))) = {0}× (−1, 1).
Згiдно з Твердженням И.1.1 функцiя v є строго монотонною на кожному
вiдрiзку, що мiститься у цьому iнтервалi, отже вона строго монотонна на
{0}×(−1, 1). Внаслiдок цього для точок z1 = 0− i/2 i z2 = 0+ i/2 виконується
наступна нервнвсть v(z1) · v(z2) < 0.
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Вiдмiтимо, що зi сказаного вище слiдує, що V монотонна на дузi β =

T ({0}×(−1, 1)) = U−1(U(p))∩N . I оскiльки F−1(F (p))∩N ⊂ β, то F−1(F (p))∩
N = {p}, тому p є iзольованою точкою множини рiвня F−1(F (p)).

Рис. И.1.1:

Нехай d1 = v(z1) < 0 i d2 = v(z2) > 0 (Випадок d1 > 0 i d2 < 0 розглядає-
ться аналогiчно). Позначимо

ε =
1

2
min(|d1|, |d2|) > 0 .

Функцiя v неперервна, тому iснує δ > 0, для якого виконуються наступнi
iмплiкацiї

|z − z1| < δ ⇒ |v(z)− d1| < ε ,

|z − z2| < δ ⇒ |v(z)− d2| < ε .

Розглянемо окiлW = (−δ, δ)×(−1/2, 1/2) початку координат, який зобра-
жено на Рис. И.1.1. Легко бачити, що для кожного x ∈ (−δ, δ) виконуються
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наступнi спiввiдношення

u(x+ iy) = x , y ∈ (−ε, ε) ,
v(x− i/2) < v(z1) + ε < −2ε+ ε = −ε ,
v(x+ i/2) > v(z2)− ε > 2ε− ε = ε .

З двох останнiх рядкiв i з неперервностi v на вiдрiзку {x}× [−1/2, 1/2] слiдує,
що v({x} × [−1/2, 1/2]) ⊇ (−ε, ε). Отже

F ◦ T ({x} × [−1/2, 1/2]) ⊇ {x} × (−ε, ε) , x ∈ (−δ, δ) .

Оскiльки T (W ) ⊆ N ⊆ Q за вибором N , то

0 = F (p) ∈ (−δ, δ)× (−ε, ε) ⊆ F ◦ T (W ) ⊆ F (Q) .

Випадок 2. Початок координат є сiдловою точкою функцiї u = U ◦ T ,
тобто u(z) = Re zn, z ∈ D для деякого n > 1.

У цьому випадку

u−1(u(0)) = T−1(U−1(U(p))) = {0} ∪
2n−1⋃
k=0

γk ,

де γk = {z ∈ D | z = a · exp(πi(k − 1/2)/n), a ∈ (0, 1)}, k = 1, . . . , 2n− 1.

Як i вище, з Твердження И.1.1 слiдує, що функцiя v = V ◦ T є строго
монотонною на кожнiй дузi γk, k = 1, . . . , 2n− 1. Оскiльки v неперервна i 0 є
граничною точкою для кожного γk, то v(z) 6= v(0) для всiх z ∈ ⋃k γk. Отже,
0 = (F ◦ T )−1(F ◦ T (0)) i F−1(F (p)) ∩N = {p}, тобто p є iзольованою точкою
множини рiвня F−1(F (p).

Позначимо через

Rk =
{
z ∈ D

∣∣ z = aeiϕ, a ∈ [0, 1), ϕ ∈
[
π(k−1/2)

2
, π(k+1/2)

2

]}
,

k = 0, . . . , 2n− 1
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сектори, на якi диск D дiлиться множиною рiвня u−1(u(0)).

Також позначимо

Dl = {z ∈ D | Re z ≤ 0} , Dr = {z ∈ D | Re z ≥ 0} .

Розглянемо вiдображення Φ : D → D, означене як Φ(z) = zn, z ∈ D.
Легко бачити, що для кожного k ∈ {0, . . . , 2n−1} в залежностi вiд парностi Φ

гомеоморфно вiдображає сектор Rk на Dl або на Dr. Означимо вiдображення
Φk : Rk → Dr наступним чином

Φk =

Φ|Rk , якщо k = 2m,

Inv ◦ Φ|Rk , якщо k = 2m+ 1 ,
k = 0, . . . , 2n− 1 ,

де Inv : D → D означено як Inv(z) = −z, z ∈ D. Очевидно, всi Φk є гомео-
морфiзмами.

Розглянемо зворотнi вiдображення ϕk = Φ−1
k : Dr → D, k = 0, . . . , 2n − 1.

За побудовою всi вони є вкладеннями. Бiльш того, легко бачити, що

uk(z) = u ◦ ϕk(z) =

Re z , якщо k = 2m,

−Re z , якщо k = 2m+ 1 .

Зафiксуємо k ∈ {0, . . . , 2n−1}. Зрозумiло, що ϕk гомеоморфно вiдображає
область

D̊r = {z ∈ D | Re z > 0}

на область

R̊k =
{
z ∈ D

∣∣ z = aeiϕ, a ∈ (0, 1), ϕ ∈
(
π(k−1/2)

2
, π(k+1/2)

2

)}
,

отже за допомогою мiркувань, подiбних до тих, що передують випадку 1, ми
можемо перевiрити, що вiдображення v̊k = v◦ϕk|D̊r : D̊r → R вiдкрите на мно-
жинах рiвня функцiї ůk = u ◦ ϕk|D̊r : D̊r → R. Як i вище, з Твердження И.1.1
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слiдує, що функцiя v̊k є строго монотонною на кожнiй дузi

αc = ů−1
k (̊uk(c+ 0i)) = {z ∈ D̊r | Re z = c} , c ∈ (0, 1) .

Ми вже знаємо, що функцiя v є строго монотонною на дугах γk i γs, де
s ≡ k+ 1 (mod 2n). Отже, функцiя vk = v ◦ϕk : Dr → R строго монотонна на
дугах

α− = ϕ−1
k (γk) = {z ∈ Dr | Re z = 0 i Im z < 0} ,

α+ = ϕ−1
k (γs) = {z ∈ Dr | Re z = 0 i Im z > 0} .

Перевiримо, що vk є сторго монотонною на дузi

α0 = α− ∪ {0} ∪ α+ = u−1
k (uk(0)) = {z ∈ Dr | Re z = 0} .

Оскiльки vk(0) = v(0) = V (p) = 0 у вiдповiдностi до наших початкових
припущень i 0 є граничною точкою як для α− так i для α+, то vk має на
кожнiй з цих двох дуг фiксований знак.

Iснують двi можливостi:

• або vk має однаковi знаки на α− i α+, тодi vk|α0 має локальний екстремум
у точцi 0;
• або vk має рiзнi знаки на α− i α+, тодi vk є строго монотонною на α0.

Припустимо, що vk має однаковi знаки на α− i α+.

Будемо вважати, що vk вiд’ємна на кожнiй з дуг α− i α+. Випадок, коли
vk додатна на α− i α+ розглядається аналогiчно.

Позначимо z1 = 0− i/2 ∈ α−, z2 = 0 + i/2 ∈ α+. Нехай

ε̂ = 1
2

min(|vk(z1)|, |vk(z2)|) > 0 .

Оскiльки vk неперервна, то iснує δ̂ > 0 для якого виконуються наступнi iм-
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плiкацiї
|z − z1| < δ̂ ⇒ |vk(z)− vk(z1)| < ε̂ ,

|z − z2| < δ̂ ⇒ |vk(z)− vk(z2)| < ε̂ ,

|z| = |z − 0| < δ̂ ⇒ |vk(z)− vk(0)| = |vk(z)| < ε̂ .

(И.1.1)

Нехай c ∈ (0, δ̂). Тодi точка w0 = c + i0 розташована на кривiй αc мiж
точками w1 = c−i/2 та w2 = c+i/2. З (И.1.1) слiдує, що vk(w1) < −ε̂, vk(w2) <

−ε̂ i vk(w0) ∈ (−ε̂, 0). Але цi три спiввiдношення не можуть виконуватися
одночасно, оскiльки (як ми вже довели) vk строго монотонна на αc.

Отримана суперечнiсть показує, що vk має рiзнi знаки на α− i α+. Отже,
vk є строго монотонною на α0.

Рис. И.1.2:

Повторюючи мiркування з випадку 1, знайдемо такi εk > 0 i δk > 0, що
множина

Ŵk = [0, δk)×
(
−1

2
, 1

2

)
вiдповiдає спiввiдношенням

F ◦ T ◦ ϕk(Ŵk) ⊇ [0, δk)× (−εk, εk) , якщо k = 2m,

F ◦ T ◦ ϕk(Ŵk) ⊇ (−δk, 0]× (−εk, εk) , якщо k = 2m+ 1 .
(И.1.2)
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Позначимо Wk = ϕk(Ŵk),

W =
2n−1⋃
k=0

Wk , δ = min
k=0,...,2n−1

δk > 0 , ε = min
k=0,...,2n−1

εk > 0 .

Легко перевiрити, що W є вiдкритим околом точки 0 у D. З (И.1.2) i з
наших початкових припущень слiдує, що

F (Q) ⊇ F (N) ⊇ F ◦ T (W ) ⊇ (−δ, δ)× (−ε, ε) .

Отже ми довели, що для довiльної точки p ∈ M2 i ї ї вiдкритого околу Q
множина F (Q) мiстить окiл точки F (p). Тому вiдображення F : M2 → C є
вiдкритим.

У той же час ми показали, що довiльне p ∈M2 є iзольованою точкою своєї
множини рiвня F−1(F (p)). Внаслiдок цього кожна множина рiвня F−1(F (p))

не може мiстити невиродженого континууму.
Отже, вiдображення F є внутрiшнiм.
Лему 11.1.5 доведено.
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