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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню гомотопiчних типiв
груп автоморфiзмiв несингулярних шарувань на двовимiрних некомпа-
ктних поверхнях та автоморфiзмiв сингулярних шарувань зi скiнченним
числом особливих точок на площинi.

Актуальнiсть теми. (Сингулярнi) шарування на многовидах при-
родно виникають у рiзних контекстах, наприклад, як розв’язки диферен-
цiальних рiвнянь, розбиття на орбiти дiй груп Лi або на множини рiвня
гладкої функцiї чи гладкого вiдображення. Тому теорiя шарувань має
застосування у багатьох роздiлах математики та фiзики.

Базовим «локальним» фактом цiєї теорiї є теорема Фробенiуса1,2,3,
яка дає необхiднi i достатнi умови iнтегровностi поля k-вимiрних площин
в Rn i була доведена ще у 1840 роцi.

Далi, одним з перших «глобальних» результатiв про iснування шару-
вань на всьому многовидi була теорема Пуанкаре-Хопфа (1926), наслiд-
ком з якої є те, що на замкнутому многовидi iснує одновимiрне шарува-
ння (фактично векторне поле без особливостей) тодi i лише тодi, коли
Ейлерова характеристика цього многовиду дорiвнює нулю.

Загальне питання про iснування шарувань вищих розмiрностей на
компактних многовидах та їх топологiчних властивостей було постав-
лене у роботi G. Ehresmann i G. Reeb (1944). G. Reeb (1952) вперше
побудував «нетривiальний» приклад шарування корозмiрностi 1 на за-
повненому торi D2×S1, яке зараз називають шаруванням Рiба. С. П. Но-
вiков (1965) довiв, що двовимiрне шарування на тривимiрному многови-
дi, унiверсальне накриття якого не є стягуваним, має компактний шар. З
цього результату, зокрема, випливало, що кожне 2-шарування на 3-сферi
має компоненту Рiба.

Далi, у другiй половинi 60-х рокiв з’явилися iншi приклади шарувань
корозмiрностi 1 на замкнутих многовидах, наприклад, I. Tamura (1972),
J. L. Arraut (1973) та iн.

1Deahna F. Über die Bedingungen der Integräbilitat linearer Differentialglei-
chungen erster Ordnung zwischen einer beliebigen Anzahl veranderlicher GroBen //
J. Reine Angew. Math. – 20. – 1840. – Pp. 340-350.

2Clebsch A. Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialglei-
chungen // J. Reine Angew. Math. – 1866. – 65. – Pp. 257-268.

3Frobenius G. Über das Pfaffsche Problem // J. Reine Agnew. Math. – 1877. –
82. – Pp. 230-315.
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Також A. Haefliger (1970) показав, що на некомпактних многовидах
завжди iснують шарування корозмiрностi 1.

H. J. Sussman (1973) та P. Stefan (1980) узагальнили теорему Фробенi-
уса на шарування з особливостями. Робота W. Thurston4 та її узагальне-
ння, отриманi J. Mather та D. B. A. Epstein (1974 – 1977), давали iнфор-
мацiю про гомотопiчнi властивостi деяких класiв груп дифеоморфiзмiв
многовидiв. Зокрема, W. Ling (1974), A. Banyaga (1977), T. Rybicki (1995-
1996), K. Fukui та H. Imanishi (2001), K. Abe та K. Fukui (2005), J. Lech та
T. Rybicki (2007), J. Lech (2008) та iншi встановили досконалiсть деяких
груп пошарових дифеоморфiзмiв та гомеоморфiзмiв.

З точки зору диференцiальної геометрiї цiкавими є питання про iсну-
вання шарувань iз заданими обмеженнями на кривину, див., напр., книгу
P. Molino5. В Українi цiєю тематикою займаються харкiвськi математики
О. А. Борисенко, Д. В. Болотов, В. В. Круглов.

Найбiльш повний опис топологiчної структури шарувань i, зокрема,
поведiнки траєкторiй векторних полiв був отриманий на многовидах ма-
лих розмiрностей Є. О. Леонтович та А. Г. Майєром (1937), К. Р. Мейє-
ром (1968), M. M. Пейското (1973), С. Х. Арансоном та В. З. Грiне-
сом (1986), О. А. Гiрик (1993), Д. М. Полтавцем (1993), I. У. Брон-
штейном та I. Г. Нiколаєвим (1997), Л. П. Плахтою (2003), M. Фарбе-
ром (2004), Н. В. Будницькою та О. О. Пришляком (2009), Н. В. Будни-
цькою та Т. В. Рибалкiною (2012), та багатьма iншими математиками.
Топологiчна класифiкацiя векторних полiв Морса-Смейла на тривимiр-
них многовидах знайдена О. О. Пришляком (1997).

W. Kaplan та H. Whitney займалися вивченням властивостей несин-
гулярних C0-шарувань на площинi у 40-50-x рр. XX ст. Їх результати
були поширенi на сингулярнi шарування з iзольованими особливостями
в роботах W. Boothby6, M. Morse та J. Jenkins7, M. Morse8.

4Thurston William. Foliations and groups of diffeomorphisms // Bull. Amer.
Math. Soc. – 1974. – 80. – Pp. 304–307.

5Molino Pierre. Riemannian foliations // Progress in Mathematics. – 1988. –
73. – P. 339.

6Boothby William M. The topology of regular curve families with multiple saddle
points // American Journal of Mathematics. – 1951. –73. – Pp. 405–438.

7Jenkins James, Morse Marston. Contour equivalent pseudoharmonic functions
and pseudoconjugates // American Journal of Mathematics. – 1952. – 74. – Pp.
23–51.

8Morse Marston. The existence of pseudoconjugates on Riemann surfaces //
Fund. Math. – 1952. – 39. – Pp. 269–287.
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Зокрема, W. Kaplan9 довiв, що кожне C0-шарування ∆ на площинi
має такi властивостi:

1) канонiчна проекцiя на простiр шарiв R2 → R2�∆ є локально три-
вiальним розшаруванням, а сам простiр шарiв R2�∆ є (взагалi
кажучи, негаусдорфовим) одновимiрним многовидом;

2) iснує неперервна функцiя f : R2 → R без локальних екстремумiв,
лiнiї рiвня якої є шарами шарування ∆;

3) iснує не бiльш нiж злiченна сiм’я шарiв {ωi}i шарування ∆ така,
що R2 \ {ωi}i =

⊔
Si є диз’юнктним об’єднанням вiдкритих пiд-

множин Si пошарово гомеоморфних до R× (0, 1) з шаруванням на
паралельнi прямi R× t, t ∈ (0, 1).

Таким чином, ∆ «склеєне» з не бiльш нiж злiченного числа повер-
хонь Si, внутрiшностi яких пошарово гомеоморфнi R × (0, 1), уздовж їх
граничних iнтервалiв. Вiдмiтимо, що при цьому вибiр шарiв ωi є неодно-
значним, а пошаровий гомеоморфiзм Si ∼= R× (0, 1) не обов’язково про-
довжується до вкладення Si в R× [0, 1].

C. I. Максименко та Є. О. Полулях10,11,12 розглядали клас шарувань
∆ на некомпактних поверхнях X, у яких кожен шар є некомпактною
замкнутою пiдмножиною. Пiдмножину S ⊂ R × [0, 1] назвемо смугою,
якщо R × (0, 1) ⊆ S i S є вiдкритою в топологiї R × [0, 1]. Остання умо-
ва еквiвалентна тому, що її межа ∂S = S ∩ (R × {0, 1}) є диз’юнктним
об’єднанням щонайбiльше злiченної кiлькостi вiдкритих iнтервалiв. На-
звемо шар ω ∈ ∆ регулярним, якщо вiн має вiдкритий окiл V , такий, що
пара (V , V ) пошарово гомеоморфна парi

(
R× [0, 1],R× (0, 1)

)
.

У роботi12 C. I. Максименка та Є. О. Полуляха показано, що шару-
вання з некомпактними замкнутими шарами на некомпактнiй поверхнi
можна склеїти iз смуг у сенсi 3) тодi i лише тодi, коли сiм’я його не-
регулярних шарiв є локально скiнченною. Такi поверхнi було названо
смугастими, а вiдповiднi шарування на них – канонiчними. Розрiзання
смугастої поверхнi на смуги задає так званий смугастий атлас, а те, як

9Kaplan W. Regular curve-families filling the plane, I // Duke Math. J. – 1940. –
7. – P. 154–185.

10Maksymenko S., Polulyakh E. Foliations with all non-closed leaves on non-
compact surfaces // Meth. Funct. Anal. and Top. – 2016. – 22, 3.– Pp. 266–282.

11Maksymenko S., Polulyakh E. One-dimensional foliations on topological mani-
folds // Proceedings of the International Geometric Center. – 2016. – 9. – Pp. 1–23.

12 Maksymenko S., Polulyakh E. Characterization of striped surfaces // Proceedi-
ngs of the International Geometric Center. – 2017. – 10, 2. – Pp. 22–38.
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цi смуги склеюються уздовж граничних iнтервалiв, можна закодувати
певним графом з додатковою iнформацiєю: вершини графа – це смуги,
а ребра – шари, уздовж яких вiдбувається склеювання.

У iншiй роботi13 цих же авторiв, дослiджувалось питання про го-
мотопiчний тип груп пошарових гомеоморфiзмiв канонiчних смугастих
поверхонь i було доведено, що компоненти зв’язностi таких груп, за ви-
ключенням двох випадкiв, є стягуваними.

Залишалось вiдкритим питання про алгебраїчну структуру фактор-
групи всiх гомеоморфiзмiв шарувань по пiдгрупi, що складається з го-
меоморфiзмiв, iзотопних тотожному вiдображенню. Ця фактор-група на-
звана групою гомеотопiй за аналогiєю з групою класiв вiдображень
(mapping class group) для пошарових гомеоморфiзмiв.

Один з основних результатiв представленої дисертацiйної роботи ото-
тожнює групи гомеотопiй смугастих поверхонь з групами автоморфiзмiв
графiв їх атласiв, а також описує групи гомеотопiй канонiчних шарувань
деякого класу смугастих поверхонь, названих кореневоподiбними.

Структура шарувань з iзольованими особливостями на компактних
2- та 3-многовидах, зокрема, топологiчна класифiкацiя функцiй Морса,
дослiджувалась у роботах A. Т. Фоменка, С. В. Матвєєва, О. В. Болсiно-
ва14, A. О. Ошемкова15, В. В. Шарка16,17, С. I. Максименка18, В. О. Ман-

13Maksymenko S., Polulyakh E. Foliations with non-compact leaves on
surfaces // Proceedings of Geometric Center. – 2015. – 8, 3–4. – Pp. 17–30.

14Болсинов А. В., Матвеев С. В., Фоменко А. Т. Топологическая класси-
фикация интегрируемых гамильтоновых систем с двумя степенями свободы.
Список систем малой сложности // УМН. – 1990. – 45, 2(272). – С. 49–77.

15Ошемков А. А. Функции Морса на двумерных поверхностях. Кодирование
особенностей // Новые результаты в теории топологической классификации
интегрируемых систем, Сборник статей, Тр. МИАН. – 1994. – 205.– С. 131–
140.

16Sharko V. V. Classification of Morse functions on surfaces // Low-Dimensional
Topology and Combinatorial Group Theory. – 1996. – Pp. 19–25.

17Шарко В. В. Гладкая и топологическая эквивалентность функций на по-
верхностях // Укр. мат. журн. – 2003. – 55, 5. – С. 687–700.

18Максименко C. I. Еквiвалентнiсть m-функцiй на поверхнях // Некоторые
проблемы современой математики. Працi Iнс-ту математики НАН України. –
1998. – 25. – С. 128–134.
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турова19, О. О. Пришляка20, Є. О. Полуляха та I. A. Юрчук21 та багатьох
iнших.

З iншого боку, топологiчна структура функцiй на некомпактних по-
верхнях є менш дослiдженою, див., напр., працю В. В. Шарка22.

Однiєю iз задач дисертацiйної роботи є встановлення топологiчної
класифiкацiї псевдогармонiчних функцiй загального положення на пло-
щинi зi скiнченним числом сингулярних точок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами. Робота ви-
конана на кафедрi геометрiї, топологiї i динамiчних систем Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Результати дисер-
тацiї частково використанi при виконаннi державної науково-дослiдної
теми кафедри, номер державної реєстрацiї 16БФО38-01.

Метою роботи є дослiдження гомотопiчних типiв груп автоморфi-
змiв несингулярних шарувань на двовимiрних некомпактних поверхнях
та автоморфiзмiв сингулярних шарувань на площинi зi скiнченним чи-
слом особливих точок.

Об’єкт дослiдження: автоморфiзми некомпактних поверхонь, що збе-
рiгають структуру шарування, тобто шар шарування переводять в шар.

Предмет дослiдження: групи гомеотопiй несингулярних шарувань
некомпактних поверхонь, а також топологiчна еквiвалентнiсть псевдо-
гармонiчних функцiй на площинi, лiнiї рiвня яких визначають сингуляр-
не шарування зi скiнченним числом особливих точок.

Завдання дослiдження:

1) отримати необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв сму-
гастої поверхнi;

2) обчислити гомотопiчний тип груп пошарових гомеоморфiзмiв ка-
нонiчних шарувань смугастих поверхонь;

3) дослiдити властивостi автоморфiзмiв просторiв шарiв кореневопо-
дiбних смугастих поверхонь;

19Manturov V. O. Atoms, height athoms, chord diagrams and knots, enumerati-
ng atoms of small complexity by using mathematica 3.0 // Topological methods in
the theory of Hamiltonian systems, Factorial. – 1998. – Pp. 203–212.

20Prishlyak A. O. Morse functions with finite number of singularities on a
plane // Methods Funct. Anal. Topology. – 2002. – 8, 1. – Pp. 75–78.

21Polulyakh E. and Yurchuk I. On the Pseudo-harmonic functions defined on the
disk // Працi Iнс-ту математики НАН України. – 2009. – 151 с.

22Шарко В. В. Гладкие функции на некомпактных поверхностях // Про-
блеми топологiї та сумiжнi питання, Працi Iнс-ту математики НАН України. –
2006. – 3, 3. – С. 443–473.
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4) визначити алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонi-
чних шарувань на кореневоподiбних смугастих поверхнях, тобто
поверхнях, граф яких є кореневим деревом скiнченного дiаметру;

5) з’ясувати, коли двi псевдогармонiчнi функцiї загального положен-
ня на площинi є пошарово та топологiчно еквiвалентними.

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у
наступному:

• отримано необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв сму-
гастої поверхнi;

• для атласу смугастої поверхнi визначено граф, що описує iнфор-
мацiю про склеювання цiєї поверхнi зi смуг, та встановлено iзомор-
фiзм мiж групою гомеотопiй її канонiчного шарування та групою
автоморфiзмiв графа атласу;

• описано алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонiчних
шарувань кореневоподiбних смугастих поверхонь;

• встановлено зв’язок мiж групами гомеотопiй канонiчних шарувань
кореневоподiбних смугастих поверхонь та групами гомеотопiй їх
просторiв шарiв;

• отримано необхiднi та достатнi умови пошарової та топологiчної
еквiвалентностей двох псевдогармонiчних функцiй загального по-
ложення на площинi, множини лiнiй рiвня яких утворюють син-
гулярне шарування зi скiнченним числом особливостей i простiр
шарiв яких є гаусдорфовим.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-
тацiї носять теоретичний характер. Отриманi у нiй результати можуть
бути використанi в дослiдженнях з топологiї, алгебри, теорiї особливо-
стей гладких вiдображень, теорiї шарувань.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи алгебри,
алгебраїчної, геометричної та диференцiальної топологiї, а також теорiї
особливостей.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану до-
слiджень та постановка задач належать науковому керiвниковi. Всi ре-
зультати здобувачем отримано самостiйно, а у роботах, якi опублiкованi
у спiвавторствi, внесок усiх авторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiда-
лись на таких конференцiях та семiнарах:
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• 3rd EUMLS Conference «Mathematics for Life Sciences» (м. Рiвне,
2015);

• 10-та лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2015);

• 11-та Лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2016);

• Мiжнародна конференцiя «Геометрiя та топологiя в Одесi – 2016»
(м. Одеса, 2016);

• Modern Advances in Geometry and Topology in honor of professor
A. A. Borisenko for his 70th birthday (м. Харкiв, 2016);

• The International Conference dedicated to the 120-th anniversary of
Kazimierz Kuratowski (м. Львiв, 2016);

• Науковий семiнар лабораторiї топологiї вiддiлу алгебри та тополо-
гiї Iнституту математики НАН України (м. Київ);

• Семiнар кафедри геометрiї, топологiї та динамiчних систем Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Ки-
їв, 2017).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 5 стат-
тях [1, 2, 7, 10, 11] у наукових виданнях, якi входять до перелiку фахо-
вих видань МОН України, серед них три статтi [1, 7, 10] — у журналах,
що входять до мiжнародних наукометричних баз даних (Web of Science,
Scopus) та двi одноосiбних статтi [7, 10].

Також результати роботи представленi у матерiалах конференцiй [3–
6,8, 9].

Структура й об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається
з анотацiї (двома мовами), вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку
використаних джерел, що мiстить 84 найменувань, та додатка.

Повний обсяг роботи — 126 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Перший роздiл мiстить допомiжнi теоретичнi вiдомостi, що вико-
ристовуються в iнших роздiлах дисертацiї. Пiдроздiли 1.1-1.3 присвяченi
одновимiрним шаруванням на топологiчних многовидах. У них наведенi
деякi базовi означення та приклади, введено поняття пошарових гомео-
морфiзмiв, тобто гомеоморфiзмiв, якi переводять шар шарування у шар,
та їх груп гомеотопiй, що є аналогами груп класiв вiдображень для поша-
рових гомеоморфiзмiв. Дослiдженню останнiх груп присвячений роздiл 3
дисертацiйної роботи.
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Пiдроздiл 1.5 мiстить означення та твердження, що використовувати-
муться у роздiлi 4: дається поняття топологiчної еквiвалентностi функцiй
та поняття простору Кронрода-Рiба.

У другому роздiлi вводяться означення та основнi властивостi
об’єктiв дослiдження: смуга, смугастий атлас та смугаста поверхня.

Означення 2.1.0.1 Пiдмножину S ⊂ R2 назвемо смугою, якщо

(1) R× (u, v) ⊆ S ⊂ R× [u, v];

(2) S — вiдкрита в топологiї R× [u, v]

для деяких u < v ∈ R.
Позначимо

∂−S := S ∩ R× {u}, ∂+S := S ∩ R× {v},
∂S := ∂−S ∪ ∂+S, IntS := R× (u, v).

Називатимемо ∂S межею S, а ∂−S i ∂+S — берегами S. Межа ∂S є
диз’юнктним об’єднанням щонайбiльше злiченної кiлькостi вiдкритих
(можливо необмежених) iнтервалiв.

Кожна смуга S має орiєнтоване одновимiрне шарування на горизон-
тальнi прямi R×t, t ∈ (u, v) i межовi iнтервали ∂S. Назвемо це шарування
канонiчним.

Нехай Z1 i Z2 — некомпактнi поверхнi з одновимiрними шаруваннями
∆1 i ∆2 вiдповiдно. Гомеоморфiзм φ : Z1 → Z2 називається пошаровим,
якщо вiн вiдображає шари шарування ∆1 на шари ∆2. У цьому випадку
поверхнi Z1 i Z2 називають пошарово гомеоморфними.

Теорема 2.1.1.1. Кожний монотонний гомеоморфiзм h : ∂S1 → ∂S2

мiж межами двох смуг S1 i S2 продовжується до пошарового гомео-
морфiзму смуг ĥ : S1 → S2.

Означення 2.4.0.1. Смугастий атлас на поверхнi Z — це вiдобра-
ження q : Z0 → Z з такими властивостями:

1) Z0 =
⊔
λ∈Λ

Sλ — щонайбiльше злiченна сiм’я попарно диз’юнктних

смуг;

2) вiдображення q є факторним, тобто неперервним, сюр’єктивним,
i таким, що пiдмножина U ⊂ Z буде вiдкритою тодi i лише тодi,
коли q−1(U) ∩ Sλ вiдкрита у Sλ для кожного λ ∈ Λ;

3) iснують двi диз’юнктнi сiм’ї X = {Xγ}γ∈Γ i Y = {Yγ}γ∈Γ попарно
рiзних межових iнтервалiв Z0, занумерованих однiєю i тiєю ж
множиною iндексiв Γ, такi, що
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a) q — iн’єктивне на Z0 \ (X ∪ Y);

b) q(Xγ) = q(Yγ) для кожного γ ∈ Γ;

c) звуження q|Xγ : Xγ → q(Xγ) i q|Yγ : Yγ → q(Yγ) є вкладення-
ми iз замкненими образами.

Означення 2.4.0.2. Поверхню Z, надiлену смугастим атласом, на-
зиватимемо смугастою поверхнею.

Зауважимо, що смугаста поверхня Z є некомпактним двовимiрним
многовидом, який може бути незв’язним та неорiєнтованим, а кожна ком-
понента його межi є вiдкритим iнтервалом.

Крiм того, Z допускає одновимiрне шарування, одержане з канонi-
чних шарувань вiдповiдних модельних смуг Sλ. Назвемо таке шарування
канонiчним шаруванням, асоцiйованим зi смугастим атласом q, i позна-
чимо його через ∆. Очевидно, кожен шар ∆ є гомеоморфним образом
R.

Означення 2.4.0.5. Смугастi атласи q : Z0 → Z i q′ : Z′0 → Z′

на поверхнях Z i Z′ назвемо еквiвалентними, якщо iснують пошаровi
(вiдносно вiдповiдних канонiчних шарувань) гомеоморфiзми h : Z0 → Z′0
i k : Z → Z′, що роблять комутативною таку дiаграму:

Z0
h−−−−−→ Z′0

q

y yq′
Z −−−−−→

k
Z′

(1)

У третьому роздiлi введено поняття графу смугастого атласу, який
несе «комбiнаторну» iнформацiю про склейки смуг.

А саме, графом смугастого атласу q : t
λ∈Λ

Sλ → Z на Z називається

четвiрка
G = (Λ, H, ξ, σ),

що складається з таких об’єктiв.

• Λ — множина вершин графа G.

• H =
⊔
λ∈Λ

(
d−1(λ) t d+1(λ)

)
— сiм’я щонайбiльше злiченних лiнiйно

впорядкованих попарно не перетинних множин.
Множини d−1(λ) та d+1(λ) назвемо пiвребрами iнцидентними λ i
покладемо d(λ) = d−1(λ) t d+1(λ).
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• ξ : H → H — iнволюцiя, тобто бiєкцiя така, що ξ2 = idH . Якщо
при цьому X 6= ξ(X) для деякого X ∈ H, то невпорядковану пару
{X, ξ(X)} назвемо замкненим ребром графа G. У протилежному
випадку X — нерухома точка ξ i її називатимемо напiввiдкритим
ребром графа G.

• σ : E → {±1} вiдображення з множини

E =
{
{X, ξ(X)} | X ∈ H, X 6= ξ(X)

}
всiх замкнених ребер графа G в {±1}, яке називається орiєнтацiєю
склейок.

Означення 3.1.2.1. Нехай G = (Λ, H, ξ, σ) i G′ = (Λ′, H ′, ξ′, σ′) —
графи смугастого атласу деякої смугастої поверхнi. Тодi пiд iзоморфi-
змом цих графiв розумiтимемо чотири вiдображення:

ν : Λ→ Λ′, ε : H → H ′, l, τ : Λ→ {±1},

що мають такi властивостi:

1) ν i ε — бiєкцiї, що задовольняють тотожностi

ε(ds(λ)) = d′τ(λ)·s(ν(λ))

для всiх λ ∈ Λ i s ∈ {±1}, де d′±1(λ′) ⊂ H ′ — множина пiвребер
графа G′, iнцидентних λ′ ∈ Λ. Крiм того, обидвi бiєкцiї

ε|d−1(λ) : d−1(λ)→ d′−τ(λ)(ν(λ)),

ε|d+1(λ) : d+1(λ)→ d′τ(λ)(ν(λ)),

є зростаючими для l(λ) = +1 i спaдними для l(λ) = −1.

2) ξ′ ◦ ε = ε ◦ ξ, зокрема, ε iндукує бiєкцiю мiж замкненими ребрами
графа G i G′.

3) Нехай {X,Y } — замкнене ребро G, де X ∈ d(λ) i Y = ξ(X) ∈ d(µ)

для деяких λ, µ ∈ Λ. Тодi

l(λ) · σ(X,Y ) = σ′(ε(X), ε(Y )) · l(µ). (2)

Зауважимо, що множина Aut(G) всiх автоморфiзмiв графа G є гру-
пою вiдносно операцiї множення: якщо

a′ = (ν′, ε′, l′, τ ′), a = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G),
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то їх добуток a′′ = a′a = (ν′′, ε′′, l′′, τ ′′) визначений таким чином:

ν′′ = ν′ ◦ ν, ε′′ = ε′ ◦ ε, (3)

l′′(λ) = l′(ν(λ)) · l(λ), τ ′′(λ) = τ ′(ν(λ)) · τ(λ), (4)

для всiх λ ∈ Λ.
У пiдроздiлi 3.1, використовуючи теорему 2.1.1.1, встановлено необ-

хiднi та достатнi умови еквiвалентностi двох смугастих атласiв.
Теорема 3.1.3.1. Кожна еквiвалентнiсть смугастих атласiв iн-

дукує iзоморфiзм мiж їх графами. Навпаки, кожен iзоморфiзм графiв
смугастих атласiв визначає деяку еквiвалентнiсть мiж самими атла-
сами.

Позначимо черезH(∆) групу усiх пошарових гомеоморфiзмiв h : Z →
Z, тобто таких гомеоморфiзмiв, що h(ω) ∈ ∆ для кожного шару ω ∈ ∆.
Нехай також Hid(∆) — нормальна пiдгрупа групи H(∆), що складає-
ться з пошарових гомеоморфiзмiв, iзотопних тотожному вiдображенню
idZ у H(∆). Фактор-група H(∆)/Hid(∆) тотожна з множиною π0H(∆)

компонент зв’язностi H(∆) вiдносно компактно-вiдкритої топологiї, i її
природно називати групою гомеотопiй шарування ∆ за аналогiєю з гру-
пами гомеотопiй многовидiв.

Зауважимо, що кожен гомеоморфiзм смугастої поверхнi h : Z → Z з
H(∆) також iндукує автоморфiзм графа смугастого атласу ρ(h) : G→ G,
а вiдповiднiсть h 7→ ρ(h) є гомоморфiзмом груп ρ : H(∆)→ Aut(G).

Нехай S = R × [0; 1] — смуга з визначеним на нiй канонiчним шару-
ванням. Нехай також задано гомеоморфiзми ϕ1, ϕ2 : R × {0} → R × {1}
за допомогою формул: ϕ1(x; 0) = (x, 1), ϕ2(x; 0) = (−x, 1). Тодi фактор-
простiр Z1 = S�ϕ1 є вiдкритим цилiндром, Z2 = S�ϕ2 — стрiчкою
Мебiуса, а фактор вiдображення pi : S → Zi — смугастими атласами на
Zi, i = 1, 2. Зокрема, Zi є смугастою поверхнею.

Теорема 3.5.0.2. Нехай q : t
λ∈Λ

Sλ → Z — смугастий атлас зв’язної

поверхнi Z, G її граф, i ∆ вiдповiдне канонiчне шарування.

1. Якщо Z пошарово гомеоморфна або вiдкритому цилiндру Z1, або
стрiчцi Мебiуса Z2, то група Hid(∆) гомотопiчно еквiвалентна
до кола S1.

2. У протилежному випадку, Hid(∆) є стягуваною.

В обох випадках гомоморфiзм ρ iндукує iзоморфiзм

ρ : π0H(∆) ∼= Aut(G).
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Позначимо через F — клас смугастих поверхонь, для яких виконую-
ться умови:

1) граф є направленим деревом скiнченного дiаметру;

2) з кожної вершини виходить не бiльш як злiченне число ребер i
на множинi цих ребер зафiксовано лiнiйний порядок, iзоморфний
порядку на деякiй пiдмножинi цiлих чисел;

3) у кожну вершину входить не бiльше одного ребра.

Вiдмiтимо, що канонiчне шарування ∆ смугастої поверхнi з класу
F є орiєнтованим. Нехай H+(∆) —пiдгрупа у H(∆), яка складається з
гомеоморфiзмiв h, таких, що для кожного шару ω звуження вiдображе-
ння h : ω → h(ω) зберiгає орiєнтацiю. Нехай також H+

id(∆) — пiдгрупа
групи H+(∆), що складається з пошарових гомеоморфiзмiв, iзотопних
тотожному вiдображенню idZ в H+(∆), а π0H+(∆) = H+(∆)/H+

id(∆) —
вiдповiдна група гомеотопiй.

Клас груп гомеотопiй канонiчних шарувань на смугастiй поверхнi,
яка належить класу F, позначимо через P, тобто

P = {π0H+(∆) | ∆ — канонiчне шарування деякої поверхнi Z ∈ F}.

Також визначимо iнший клас груп G.
Означення 3.3.2.1 Нехай G — мiнiмальний клас груп, що задоволь-

няють такi умови:

1) 1 ∈ G;

2) якщо Gi ∈ G для i ∈ N, то
∏
i∈N

Gi ∈ G;

3) якщо G ∈ G, то вiнцевий добуток G o Z ∈ G.

Вiдмiтимо, що довiльну групу G класу G можна отримати з одини-
чної групи за допомогою скiнченного числа операцiй злiченних добуткiв
та вiнцевих добуткiв з Z. При цьому одна й та ж група може бути отри-
мана так багатьма рiзними способами. Наприклад,

Z ∼= 1 o Z ∼= 1× (1 o Z) ∼= (1× 1× 1) o Z.

Надалi нас цiкавитимуть найкоротшi такi записи серед усiх можли-
вих для даної групи.

Нехай A = {1,Z, (, ) ,×, o}—множина символiв, яку назвемо алфа-
вiтом. Пiд словом розумiтимемо не бiльш нiж злiченну впорядковану
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множину символiв з алфавiту A. Введемо поняття допустимого слова α
та його висоти h(α), яка може приймати значення вiд 0 до +∞.

1) слово 1 є допустимим, причому h(1) = 0;

2) якщо слово α—допустиме, то (α) також допустиме, i h(α) = h((α));

3) якщо слово α—допустиме, то (α)oZ також допустиме, а його висота
h((α) o Z) = 1 + h(α);

3) якщо {αi}i∈Λ⊂N —не бiльш нiж злiченна множина допустимих слiв,
то слово α′ = (α1)× (α2)× ... є також допустимим i

h(α′) = 1 + max
i∈Λ
{h(αi)}.

НехайW — множина допустимих слiв. Зрозумiло, що кожне допусти-
ме слово α ∈ W визначає деяку групу ξ(α) з класу G. Iншими словами,
ми отримали сюр’єктивне вiдображення ξ : W → G. Слово α назвемо
представленням групи ξ(α) в алфавiтi A.

Нехай W ′ = {α | α ∈W,h(α) <∞}—множина слiв скiнченної висо-
ти, а G′ = ξ(W ′) —пiдклас у G, який мiстить групи, що допускають
представлення скiнченної висоти в алфавiтi A.

Теорема 3.3.2.5. Класи P та G′ збiгаються.

У пiдроздiлi 3.4 встановлено зв’язок груп гомеотопiй канонiчних ша-
рувань смугастих поверхонь класу F та їх просторiв шарiв.

Нехай q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z — смугастий атлас на поверхнi Z i ∆ —

вiдповiдне канонiчне шарування. Позначимо через L = Z�∆ простiр
шарiв i нехай π : Z → L — фактор-вiдображення. Простiр L можна
розглядати як «негаусдорфовий» граф, у якого «розщепленi» вершини.
Ребрами цього графа є внутрiшностi смуг Sλ, а вершинами — граничнi
iнтервали. Покладемо ∂+eλ = π(∂+Sλ) i ∂−eλ = π(∂−Sλ).

Нехай K – це група гомеоморфiзмiв L, що переводять ребра в ребра зi
збереженням орiєнтацiї та лiнiйного порядку вершин на ∂+e, тобто, для
g ∈ K такого, що g(eλ) = eµ, а обмеження вiдображення g : ∂+eλ → ∂+eµ
повинно зберiгати лiнiйний порядок вершин. Позначимо також через K0

групу гомеоморфiзмiв графа L з K, що iзотопнi тотожному вiдображен-
ню K.

Кожен гомеоморфiзм смугастої поверхнi h : Z → Z з H+(∆) iнду-
кує фактор-вiдображення, що є гомеоморфiзмом ρ̂(h) : L → L простору
шарiв. Зауважимо, що вiдповiднiсть h 7→ ρ̂(h) є гомоморфiзмом груп
ρ̂ : H+(∆)→ K.
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Теорема 3.4.2.5. Нехай Z ∈ F i ∆ — канонiчне шарування. Тодi
гомоморфiзм ρ̂ : H+(∆)→ K iндукує iзоморфiзм груп π0H+(∆) та π0K.

Четвертий роздiл присвячений дослiдженню топологiчної еквiва-
лентностi псевдогармонiчних функцiй на площинi.

Нехай X та Y – некомпактнi поверхнi. Неперервнi функцiї f : X → R
i g : Y → R називаються топологiчно еквiвалентними, якщо iснують
гомеоморфiзми h : X → Y i g : R → R такi, що виконується рiвнiсть
k◦f = g◦h. При цьому f та g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними,
якщо гомеоморфiзм k можна вибрати так, щоб вiн зберiгав орiєнтацiю.
Скажемо, що f i g пошарово еквiвалентнi, якщо iснує гомеоморфiзм
площини, який вiдображає компоненти зв’язностi множин рiвнiв f на
компоненти множин рiвнiв g.

У пiдроздiлi 4.1 розглядаються неперервнi функцiї f : R2 → R, мно-
жини лiнiй рiвня яких утворюють несингулярнi шарування площини.
Справедливе таке твердження.

Теорема 4.1.0.1. Нехай f : R2 → R — неперервна функцiя i
∆ =

{
f−1(p) | p ∈ R

}
розбиття R2 на лiнiї рiвня функцiї f . Припу-

стимо, що виконуються двi умови:

1. Для кожного p ∈ f(R2), що належить образу f , вiдповiдна лiнiя
рiвня f−1(p) гомеоморфна образу вiдкритого iнтервалу. Зокрема,
f−1(p) є лiнiйно зв’язною множиною.

2. ∆ — несингулярне шарування на R2.

Тодi образ f (R2) є вiдкритим iнтервалом (a, b), a, b ∈ R ∪ ±∞, i iснує
гомеоморфiзм ϕ : R × (a, b) → R2 такий, що f ◦ ϕ(x, y) = y. Iншими
словами, f топологiчно еквiвалентна до проекцiї R2 на пряму.

У пiдроздiлi 4.2 розглянуто псевдогармонiчнi функцiї загального по-
ложення (рiзнi сингулярнi точки знаходяться на множинах рiзних рiв-
нiв), якi, до того ж, мають скiнченну кiлькiсть сингулярних точок, а їх
простори Кронрода-Рiба є гаусдорфовими.

Нагадаємо, що функцiя f : R2 → R називається псевдогармонiчною,
якщо в околi кожної точки вона топологiчно еквiвалентна до Re zn у
деякому околi початку координат на комплекснiй площинi (n ∈ N за-
лежить вiд точки). Розбиття площини на компоненти звязностi множин
лiнiй рiвня цих функцiй утворюватимуть сингулярнi шарування.

Нехай f : R2 → R — псевдогармонiчна функцiя загального положен-
ня, яка задовольняє наступним умовам (введеним у роботi Є. О. Полу-
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ляха23), i якi позначимо через N .
a) Число сингулярних точок функцiї f є скiнченним.
б) Нехай для a ∈ R, точки x1, x2 ∈ R2 належать рiзним компонентам

множини рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1, x1 ∈ U1 та
U2, x2 ∈ U2, такi, що для кожного b ∈ R i компоненти Fb множини рiвня
f−1(b) виконується спiввiдношення Fb ∩ U1 = ∅ або Fb ∩ U2 = ∅.

Надалi розглядатимемо лише псевдогармонiчнi функцiї загального
положення, що задовольняють умову N .

Розглянемо розбиття площини на компоненти зв’язностi множин
рiвня f . Вiдповiдний фактор-простiр ΓK−R(f) називається простором
Кронрода-Рiба функцiї f . Нехай також πf : R2 → ΓK−R(f) — вiдповiдне
фактор-вiдображення. Надiлимо ΓK−R(f) фактор-топологiєю вiдносно
πf .

Для функцiй Морса на замкнутих поверхнях, ΓK−R(f) є скiнченним
одновимiрним CW-комплексом. З iншого боку, для бiльш загальних фун-
кцiй, зокрема функцiй на некомпактних поверхнях, ΓK−R(f) може бути
навiть негаусдорфовим.

Оскiльки f вiдображає шари шаруванння в точки R, то iснує непе-
рервне фактор-вiдображення fK−R : ΓK−R(f)→ R, таке, що

f = fK−R ◦ πf .

У пiдроздiлi 4.2 встановлено деякi властивостi простору Кронрода-
Рiба ΓK−R(f).

Нехай G — граф i V0 є пiдмножиною множини листiв G. Нехай також
e ⊂ G — (замкнене) ребро G, iнцидентне деякому листу з V0. Множину
e \ V0 назвемо черешком, а простiр G0 = G \ V0 — графом з черешками.

Простiр Кронрода-Рiба псевдогармонiчної функцiї загального поло-
ження f , що задовольняє умову N , є деревом з черешками23.

У пунктi 4.3 будуються iнварiанти, що допомагають розрiзняти такi
функцiї : навантаженi та слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба.

Очевидно, що напрямок зростання функцiї fK−R уздовж ребер
ΓK−R(f) задає орiєнтацiю цих ребер.

Крiм того, для кожної вершини v можна визначити циклiчний по-
рядок на множинi iнцидентних їй ребер, так, що два сусiднiх ребра в
циклi мають протилежну орiєнтацiю. Такий циклiчний порядок назвемо
спiном �v вершини v.

23 Полулях Е. А. Графы Кронрода-Риба функций на некомпактных двумер-
ных поверхностях. I // Укр. мат. журн. - 2015. - 67,3. — С. 375-396.
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Означення 4.3.0.1. Слабо навантаженим графом Кронрода-Рiба
називається орiєнтований граф ΓK−R(f), для якого в кожнiй верши-
нi визначений спiн.

Нехай V — множина вершин ΓK−R(f), Vvirt — деяка множина його
вершин степеня 1. На множинi V ∪Vvirt означимо функцiю flim таким чи-
ном. Якщо v є початком ребра e, нехай flim(v) = m(e) = infx∈e fK−R(x);
якщо v є кiнцем e, нехай flim(v) = M(e) = supx∈e fK−R(x). Кожна з
цих величин може бути як скiнченою, так i ±∞. Функцiя fK−R є стро-
го монотонною на ребрах. Внаслiдок цього flim = fK−R на множинi V
«справжнiх» вершин ΓK−R(f). Оскiльки всi вiртуальнi вершини мають
порядок 1, то flim коректно визначена також на Vvirt.

Нас буде цiкавити не вся множина Vvirt, а лише тi вiртуальнi верши-
ни, на яких flim набуває скiнченнi значення. Позначимо

Vfin = {v ∈ Vvirt | flim(v) 6= ±∞} .

Множину Vext = V ∪Vfin назвемо розширеною множиною вершин графа
ΓK−R(f).

Нарештi, ми маємо вiдношення часткового порядку на розширенiй
множинi Vext вершин дерева ΓK−R(f).

Означення 4.3.0.5. Навантаженим графом Кронрода-Рiба назива-
ється слабо навантажений граф ΓK−R(f) разом iз пiдмножиною Vfin
множини вiртуальних вершин i розширеним вiдношенням порядку на
розширенiй множинi вершин Vext = V ∪ Vfin.

Означення 4.3.0.7. Графи Кронрода-Рiба функцiй f i g еквiва-
лентнi, якщо iснує комбiнаторний iзоморфiзм ψ орiєнтованих графiв
ΓK−R(f) i ΓK−R(g), який зберiгає спiни i порядок мiж розширеними
множинами вершин.

У пiдроздiлi 4.4 для псевдогармонiчних функцiй загального положе-
ння, що задовольняють умову N , встановлено справедливiсть такої тео-
реми.

Теорема 4.4.3.1. Нехай f, g : R2 → R — псевдогармонiчнi функцiї
загального положення, що задовольняють умови N .

f i g є орiєнтовано пошарово еквiвалентними тодi i тiльки тодi,
коли слабо навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f еквiвалентний
слабо навантаженому графу однiєї з функцiй g або −g.

f i g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки тодi,
коли їх навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентними.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню автоморфiзмiв несингулярних
шарувань на двовимiрних некомпактних поверхнях. У роботi отриманi
такi результати:

• отримано необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв сму-
гастої поверхнi;

• для атласу смугастої поверхнi визначено граф, що описує iнфор-
мацiю про склеювання цiєї поверхнi зi смуг та встановлено iзомор-
фiзм мiж групою гомеотопiй її канонiчного шарування та групою
автоморфiзмiв графа атласу;

• описано алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонiчних
шарувань кореневоподiбних смугастих поверхонь;

• встановлено зв’язок мiж групами гомеотопiй канонiчних шарувань
кореневоподiбних смугастих поверхонь та групами гомеотопiй їх
просторiв шарiв;

• отримано необхiднi та достатнi умови пошарової та топологiчної
еквiвалентностi двох псевдогармонiчних функцiй загального поло-
ження на площинi, множини лiнiй рiвня яких утворюють сингу-
лярне шарування зi скiнченним числом особливостей, а їх простори
шарiв є гаусдорфовими.
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АНОТАЦIЇ

Сорока Ю. Ю. Автоморфiзми шарувань на двовимiрних не-
компактних поверхнях. — Квалiфiкацiйна наукова праця на
правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 «Гео-
метрiя та топологiя» — Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню гомотопiчних типiв
груп автоморфiзмiв несингулярних шарувань на двовимiрних некомпа-
ктних поверхнях та автоморфiзмiв сингулярних шарувань на площинi зi
скiнченим числом особливих точок.



– 19 –

У роботi описано алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй кано-
нiчних шарувань кореневоподiбних смугастих поверхонь, а також вста-
новлено зв’язок мiж групами гомеотопiй пошарових гомеоморфiзмiв ка-
нонiчних шарувань кореневоподiбних смугастих поверхонь та групами
гомеотопiй їх просторiв шарiв. Для атласу смугастої поверхнi визначено
граф, що описує iнформацiю про склеювання поверхнi зi смуг, та вста-
новлено iзоморфiзм мiж групою гомеотопiй пошарових гомеоморфiзмiв
її канонiчного шарування та групою гомеотопiй автоморфiзмiв графа її
атласу. Також встановлено необхiднi та достатнi умови пошарової та то-
пологiчної еквiвалентностей двох псевдогармонiчних функцiй загального
положення на площинi, множини лiнiй рiвня яких утворюють сингуляр-
нi шарування зi скiнченним числом особливостей, а їх простори шарiв є
гаусдорфовими.

Ключовi слова: автоморфiзми шарувань, групи гомеотопiй, псев-
догармонiчнi функцiї, топологiчна еквiвалентнiсть функцiй.

Сорока Ю. Ю. Автоморфизмы слоений на двумерных не-
компактных поверхностях. — Квалификационная научная ро-
бота на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук (доктора философии) по специальности 01.01.04
«Геометрия и топология» — Институт математики НАН Украины, Ки-
ев, 2018.

Диссертационная работа посвящена исследованию гомотопических
типов групп автоморфизмов несингулярных слоений на двумерных не-
компактных поверхностях и автоморфизмов сингулярных слоений с ко-
нечным числом особых точек на плоскости.

Свойства несингулярных слоений плоскости изучались в работах
В. Каплана. Он показал, что каждое одномерное слоение на плоскости
«склеено» из не более чем счётного числа поверхностей, внутренности ко-
торых послойно гомеоморфны R× (0, 1), вдоль их граничных компонент.
С. И. Максименко, Е. А. Полулях в своих работах исследовали свойства
слоений с некомпактными замкнутыми слоями на некомпактных поверх-
ностях, которые можно склеить из не более чем счетного числа полос
R × (0, 1) ⊂ S, вдоль открытых интервалов. Такие поверхности назва-
ны полосатыми, а соответствующие слоения на них — каноническими.
Разрезания полосатой поверхности на полосы задает полосатый атлас.
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В диссертационной работе рассматриваются послойные гомеоморфи-
змы таких полосатых поверхностей Z, то есть гомеоморфизмы h : Z → Z,
переводящие слой слоения ∆ в слой. В работе изучаются гомотопиче-
ские типы групп всех послойных гомеоморфизмов H(∆) несингулярных
слоений на двумерных некомпактных поверхностях, для которых опре-
делен полосатый атлас. Для этого рассматривается группа гомеотопий
π0H(∆) = H(∆)�Hid(∆), являющаяся аналогом группы классов отобра-
жений для послойных гомеоморфизмов, где Hid(∆) — подгруппа H(∆),
состоящая из гомеоморфизмов, изотопных id в H(∆).

С каждым полосатым атласом поверхности можно связать граф G

с дополнительной комбинаторной информацией о склейках поверхности
из полос. Полосам соответствуют вершины графа, а рёбрам — интерва-
лы склеивания и компоненты границы. На рёбрах, инцидентных каждой
вершине, определены линейные порядки и знаки — плюс или минус, не-
сущие информацию о сохранении или изменении ориентации слоев при
склеиваниях. В работе построен изоморфизм между группами гомеото-
пий канонических слоений полосатых поверхностей и группами автомор-
физмов графов их атласов.

Также рассмотрено класс F полосатых поверхностей, граф которых
является корневым деревом конечного диаметра. Установлено, что груп-
па G является изоморфной группе гомеотопий канонических слоений
полосатой поверхности класса F тогда и только тогда, когда G можно
получить из единичной группы с помощью композиции конечного числа
операций следующих типов: счётных прямых произведений и сплетений
с группой Z. Также построен изоморфизм между группами гомеотопий
канонических слоений полосатых поверхностей класса F и группами го-
меотопий специальных гомеоморфизмов их пространств слоев.

Робота также посвящена исследованию топологической эквивален-
тности псевдогармонических функций на плоскости. Получены необ-
ходимые и достаточные условия топологической эквивалентности двух
псевдогармонических функций общего положения на плоскости, множе-
ства линий уровня которых образуют сингулярные слоения с конечным
числом особенностей, а пространства слоев являются хаусдорфовыми.

Ключевые слова: автоморфизмы слоений, группы гомеотопий,
псевдогармонические функции, топологическая эквивалентность фун-
кций.
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dimensional noncompact surfaces. — Manuscript.

The thesis for obtaining the Degree of a Candidate of Physical
and Mathematical Sciences (Doctor of Philosophy) in specialty 01.01.04
«Geometry and topology» — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine,
Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to study of the homotopy types of automorphisms
groups of nonsingular foliations on two-dimensional noncompact surfaces and
automorphisms of singular foliations on the plane with finitely many singular
points.

We describe an algebraic structure of the class of homeotopy groups
of canonical foliations of rooted tree-like striped surfaces, and establish
a connection between homeotopy groups of foliated homeomorphisms of
canonical foliations on rooted tree-like striped surfaces and homeotopy groups
their spaces of leaves. For an atlas of a striped surface we define a graph
describing the information about gluing of the surface from strips and establi-
sh an isomorphism between the homeotopy group of the canonical foliation
of that striped surface and the group of automorphisms of its graph. We also
obtain necessary and sufficient conditions for foliated and topological equi-
valences of two pseudo harmonic functions of general position on the plane,
whose level-sets form singular foliations with finite number of singularities
and their space of leaves are Hausdorff.

Keywords: automorphisms of foliations, homeotopy groups,
pseudoharmonic functions, topological equivalence of functions.
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