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АНОТАЦIЯ

Сорока Ю. Ю. Автоморфiзми шарувань на двовимiрних некомпактних по-

верхнях. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 «Геометрiя та топологiя» —

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2017.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню гомотопiчних типiв груп ав-

томорфiзмiв несингулярних шарувань на двовимiрних некомпактних поверхнях

та автоморфiзмiв сингулярних шарувань зi скiнченим числом особливих точок

на площинi.

Важливою частиною сучасної математики є теорiя шарувань, яка виникла

як геометричний погляд на розв’язки диференцiальних рiвнянь та iнтегровних

систем i згодом переросла в потужний роздiл геометрiї, що вивчався G. Reeb,

A. Haefliger, W. Turston, P. Molino, C. П. Новiковим та багатьма iншими мате-

матиками.

Шарування застосовуються в теорiї динамiчних систем i виникають у до-

слiдженнi питань топологiчних властивостей потокiв векторних полiв. Iсторiя

вивчення цього питання веде ще до робiт А. Пуанкаре. Основою для тополо-

гiчної класифiкацiї на двовимiрних поверхнях є теорiя Пуанкаре-Бенедiксона.

Загалом вивченням потокiв на двовимiрних многовидах займалися багато мате-

матикiв Є. О. Леонтович, А. Г. Майер, М. Пейското, С. Х. Арансон, В. З. Грiнес,

I. У. Бронштейн, I. Г. Нiколаєв, В. В. Шарко, О. О. Пришляк, Д. М. Полтавець,

О. А. Гiрик та iншi.

Топологiчна частина теорiї функцiй комплексної змiнної пов’язана з тополо-

гiчною класифiкацiєю аналiтичних та псевдогармонiчних функцiй, i зокрема з

дослiдженням шарувань їх лiнiй рiвня. Такi питання розглядалися в роботах

С. Стоїлова, G. T. Whyburn, A. Т. Фоменка i О. В. Болсiнова, A. О. Ошемкова,
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В. О. Мантурова, В. В. Шарка, О. О. Пришляка, С. I. Максименка, Є. О. По-

луляха та I. A. Юрчук.

Властивостi несингулярних шарувань площини вивчалися в роботах В. Капла-

на.1,2 Вiн показав, що кожне одновимiрне шарування на площинi «склеєне» з

не бiльше нiж злiченного числа поверхонь, внутрiшностi яких пошарово гомео-

морфнi R× (0, 1), уздовж їх компонент межi. С. I. Максименко, Є. О. Полулях

в своїх роботах3,4 дослiджували властивостi шарування з некомпактними за-

мкнутими шарами на некомпактнiй поверхнi, якi можна склеїти з не бiльше нiж

злiченного числа смуг R× (0, 1) ⊂ S, замикання яких вкладається в R× [0, 1],

вздовж вiдкритих iнтервалiв. Такi поверхнi названо смугастими, а вiдповiднi

шарування на них – канонiчними. Розрiзання смугастої поверхнi на смуги задає

так званий смугастим атлас.

В дисертацiйнiй роботi розглядаються пошаровi гомеоморфiзми таких смуга-

стих поверхонь Z, тобто гомеоморфiзми h : Z → Z, що переводять шар шару-

вання ∆ в шар. Зокрема, в роздiлi 2 доведено, що будь-яка смуга є пошарово

гомеоморфною модельнiй смузi S ⊂ R × [u, v], тобто смузi кожна компонента

зв’язностi межi якої ∂S є обмеженим iнтервалом i замикання межових iнтер-

валiв ∂S в R× [u, v] є диз’юнктним. В пiдроздiлi 2.3 доведено, що для модель-

них смуг S монотонний гомеоморфiзм межi ∂S продовжується до пошарового

гомеоморфiзму всiєї смуги. Цей результат використовується для доведення те-

ореми 3.1.3.1 про необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi двох смугастих

атласiв.

Роздiл 3 присвячений вивченню гомотопiчних типiв груп усiх пошарових го-

1 Kaplan W. Regular curve-families filling the plane, I // Duke Math. J. – 1940. – vol.7. – Pp.
154–185.

2 Kaplan W. Regular curve-families filling the plane, II // Duke Math J. – 1941. –vol.8. – Pp.
11–46.

3 Maksymenko S., Polulyakh E. Foliations with non-compact leaves on surfaces // Proceedings
of Geometric Center. – 2015. – vol.8., no. 3–4. – Pp. 17–30.

4 Maksymenko S., Polulyakh E. Foliations with all non-closed leaves on non-compact surfaces //
Meth. Funct. Anal. and Top. – 2016. – vol.22, no. 3. - Pp. 266–282.
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меоморфiзмiвH(∆) несингулярних шарувань на двовимiрних некомпактних по-

верхнях для яких визначений смугастий атлас. Для цього розглядається група

гомеотопiй π0H(∆) = H(∆)�Hid(∆), що є аналогом групи класiв вiдображень

для пошарових гомеоморфiзмiв, де Hid(∆) — пiдгрупа H(∆), що складається з

гомеоморфiзмiв iзотопних id вH(∆). С. I. Максименком та Є. О. Полуляхом до-

ведено, що, окрiм двох шарувань спецiального вигляду на цилiндрi та на стрiчцi

Мебiуса, тотожна компонента зв’язностi Hid(∆) групи H(∆) є стягуваною.

З кожним смугастим атласом поверхнi можна пов’язати граф G з додатковою

комбiнаторною iнформацiєю про склейки поверхнi зi смуг. Смугам вiдповiдати-

муть вершини графа, ребрам — iнтервали склеювання та компоненти межi. На

ребрах, iнцидентних кожнiй вершинi, визначенi лiнiйний порядок та знак —

плюс або мiнус, що несе iнформацiю про зберiгання чи змiну орiєнтацiї шарiв

пiд час склеювання. В пiдроздiлi 3.3 побудовано iзоморфiзм мiж групами го-

меотопiй канонiчних шарувань смугастих поверхонь та групами автоморфiзмiв

графiв її атласiв.

В пiдроздiлi 3.4 розглянуто клас F смугастих поверхонь, граф яких є коре-

невим деревом скiнченного дiаметру. Встановлено, що група G є iзоморфною

групi гомеотопiй канонiчних шарувань смугастої поверхнi класу F тодi i ли-

ше тодi, коли G можна отримати з одиничної групи за допомогою композицiї

скiнченного числа операцiй таких типiв: злiченних прямих добуткiв та вiнце-

вих добуткiв з групою Z. Також доведено iзоморфiзм мiж групами гомеотопiй

канонiчних шарувань смугастих поверхонь класу F та групами гомеотопiй спе-

цiальних гомеоморфiзмiв їх просторiв шарiв.

Роздiл 4 присвячений дослiдженню топологiчної еквiвалентностi псевдогар-

монiчних функцiй на площинi. В пiдроздiлi 4.1 розглядаються такi функцiї

f : R2 → R, множини лiнiй рiвня яких утворюють несингулярнi шарування

площини. В теоремi 4.1.0.1 встановлено умови топологiчної еквiвалентностi цих

функцiй до проекцiй R2 на пряму. Також розглянуто псевдогармонiчнi функцiї
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загального положення (рiзнi сингулярнi точки знаходяться на рiзних множи-

нах рiвня) на площинi, якi до того ж мають скiнченну кiлькiсть сингулярних

точок, а їх простори Кронрода-Рiба є гаусдорфовими. Множини лiнiй рiвня цих

функцiй утворюватимуть сингулярнi шарування у яких всi особливi шари є

мульти-сiдлами. В пiдроздiлi 4.3 для таких функцiй будуються iнварiанти, що

допомагають розрiзняти їх: навантаженi та слабо навантаженi графи Кронрода-

Рiба. Показано, що двi псевдогармонiчнi функцiї загального положення f i g,

що задовольняють додаткову умову, є орiєнтовано пошарово еквiвалентними

тодi i тiльки тодi, коли слабо навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f

еквiвалентний слабо навантаженому графу Кронрода-Рiба однiєї з функцiй g

або −g. Також f i g є топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли їх

навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентними.

Ключовi слова: одновимiрнi шарування, некомпактнi поверхнi, автомор-

фiзми шарувань, групи гомеотопiй, простiр Кронрода-Рiба, псевдогармонiчнi

функцiї загального положення, топологiчна еквiвалентнiсть функцiй.

ABSTRACT

Soroka Yu. Yu. Automorphisms of foliations on two-dimensional noncompact

surfaces. — Manuscript.

The thesis for obtaining the Degree of a Candidate of Physical and Mathematical

Sciences (Doctor of Philosophy) in specialty 01.01.04 «Geometry and topology» —

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to study of the homotopy type of the automorphisms group of

nonsingular foliations on two-dimensional noncompact surfaces and automorphisms

of singular foliations with a finite number of singular points on the plane.

An important branch of modern mathematics is the theory of foliations, ari-

sen from geometric point on the solutions of differential equations and integrable

systems, and later turned into a powerful branch of geometry studied by G. Reeb,
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A. Haefliger, W. Turston, P. Molino, C. P. Novikov and many other mathematicians.

Foliations are used in the theory of dynamical systems and the problems of

topological properties of flows of vector fields arise in the investigated issues. The

history of studying this issue leads to the work of A. Poincare. The basis for the

topological classification on two-dimensional surfaces is the Poincare-Benedickson

theory. In general, many mathematicians E.O. Leontovich, A. G. Mayer, M. M. Pei-

xoto, V. V. Sharko, O. O. Pryshlyak, D. M. Poltavets, O. A. Girik and others were

involved in the study of flows in two-dimensional manifolds. .

Topological part of the theory of functions of a complex variable concerns wi-

th the topological classification of analytic and pseudohharmonic functions and is

also related with the study of level-sets foliations of those functions. Such questi-

ons were solved in the works of S. Stoilov, G. T. Whyburn, A. T. Fomenko and

O. V. Bolsinov, A. O. Oshemkov, V. V. Sharko, O. O. Pryshlyak, S. I. Maksymenko,

E. O. Polulyakh and I. A. Yurchuk.

Properties of the nonsingular foliations on the plane were studied in works by

W. Kaplan.1,2 He shown that each one-dimensional foliation on the plane is «glued»

of at most countably many surfaces whose interiors are foliated homeomorphic wi-

th R × [0, 1] along their boundary components. In works3,4 S. I. Maksymenko,

Ye. O. Polulyakh studied the properties of foliations with non-compact closed leaves

on non-compact surfaces that can be glued of at most countably many strips R ×

(0, 1) ⊂ S whose closures are embedded in R× [0, 1] along the open intervals. Such

surfaces are called striped, and the corresponding foliations on them are canonical.

A decomposiion of surface onto the strips defined a striped atlas on it.

1 Kaplan W. Regular curve-families filling the plane, I // Duke Math. J. – 1940. – vol.7. – Pp.
154–185.

2 Kaplan W. Regular curve-families filling the plane, II // Duke Math J. – 1941. –vol.8. – Pp.
11–46.

3 Maksymenko S., Polulyakh Ye. Foliations with non-compact leaves on surfaces // Proceedings
of Geometric Center. – 2015. – vol.8., no. 3–4. – Pp. 17–30.

4 Maksymenko S., Polulyakh Ye. Foliations with all non-closed leaves on non-compact surfaces
// Meth. Funct. Anal. and Top. – 2016. – vol.22, no. 3. - Pp. 266–282.
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In the thesis, we consider foliated homeomorphisms of such striped surfaces Z,

that is, homeomorphisms h : Z → Z, which maps the leaf of ∆ into the leaf. In

particular, in Section 2 it is proved that any strip is a foliated homeomorphic to

modele strip S ⊂ R × [u, v], that is, the strip for each boundary component of ∂S

is bounded. The interval and closure of the boundary intervals ∂S in R× [u, v] are

mutually disjoint. In subsection 2.3, it is proved that for model strip S monotonous

homeomorphisms of the boundary ∂S extends to the foliated homeomorphism of

the entire strip. This result is used to prove the theorem 3.1.3.1 giving the necessary

and sufficient conditions for the equivalence of two striped atlases.

Section 3 is devoted to the study of the homotopy type of a group of all foliated

homeomorphisms H(∆) of nonsingular foliations on two-dimensional non-compact

surfaces. For this purpose we study the homeotopy group π0H(∆) = H(∆)�Hid(∆),

which is an analogue of the group of mappings for foliated homeomorphisms, where

Hid(∆) is a subgroup H(∆) consisting of homeomorphisms isotopic to id in H(∆).

S. I. Maksymenko and Ye. O. Polulyakh proved that identity component Hid(∆) of

the group H(∆) is contactible except for two specific foliations on a cylinder and a

Moebius band.

To each striped atlas on a surface one can associate a certain graph G which

additional information encoding the gluing of a surface from strips. Strips correspond

to vertices of the graph, while edges correspond to the gluing intervals and the

boundary components. On the edges incident to each vertex the linear order and

the sign (plus or minus) are specified that holds information about the preserving

or reversing of the orientation during the gluing.

In subsection 3.3, we establish an isomorphism between the homeotopy group of a

canonical foliation of a striped surface and the group of automorphisms of its atlas.

In 3.4 we consider a class F of striped surfaces having an atlas whose graphs

are rooted tree of finite diametre. It is shown that a group G is isomorphic to a

homeotopy group of a caninical foliations of a striped surface from class F if and
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only if G can be obtained from the unit group using a composition of a finite number

of operations of the following types: counted direct products and wreath products

with the group Z. We also establish an isomorphism between the homeotopy groups

of canonical foliations of striped surfaces from class F and the homotopy group of

special groups of homeomorphisms of the coresponding spaces of leaves.

Section 4 is devoted to the investigation of the topological equivalence of pseudo-

harmonic functions on a plane. In subsection 4.1 we consider functions f : R2 → R

that do not contain critical points. Their level sets will form nonsingular foliati-

ons of the plane. The conditions for the topological equivalence of these functi-

ons to the projections R2 on the line are established in the theorem 4.1.0.1. Also

pseudoharmonic functions of the general position (distinct singular points belong to

distinct level sets), which in addition have a finite number of singular points, and

their Kronrod-Reeb spaces are Hausdorff spaces, are also considered. The sets of

level sets of these functions will form singular foliations in which all special foliati-

ons are multi-saddles. In paragraph 4.4 for such functions, we construct invariants

that help to distinguish them: weighted and weakly weighted Kronrod-Reeb graphs.

It is shown that two pseudoharmonic functions of the general position f and g sati-

sfying an additional condition are oriented in a foliated equivalent if and only if

the weakly weighted Kronrod-Reeb graph of f is equivalent to a weakly weighted

Kronrod-Reeb graph of one of the functions g or −g. Also, f and g are topologically

equivalent if and only if their weighted Kronrod-Reeb graphs are equivalent.

Keywords: one-dimensional foliations, noncompact surfaces, automorphisms of

foliations, homeotopy groups, Kronrod-Reeb space, pseudoharmonic functions of

general position, topological equivalence of functions.
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ВСТУП

Дисертацiя присвячена вивченню автоморфiзмiв шарувань на двовимiрних не-

компактних поверхнях.

Актуальнiсть теми

Шарування на многовидах природно виникають в рiзних контекстах, напри-

клад, як розв’язки диференцiальних рiвнянь та iнтегровних систем, розбиття

многовиду на орбiти дiй груп Лi або на множини рiвня гладкої функцiї чи глад-

кого вiдображення.

Базовим «локальним» фактом теорiї шарувань є твердження [8, 7, 11], яке

дає необхiднi i достатнi умови iнтегровностi поля k-вимiрних площин в Rn. Воно

доведене ще в 1840 роцi i зараз називається теоремою Фробенiуса.

Одним з перших «глобальних» результатiв про iснування шарувань на всьому

многовидi була теорема Пуанкаре-Хопфа, наслiдком з якої є те, що на компа-

ктному многовидi iснує одновимiрне шарування (фактично векторне поле без

особливостей) тодi i лише тодi, коли елерова характеристика цього многовиду

дорiвнює нулю.

Робота G. Ehresmann i G. Reeb [9] стала поштовхом для дослiдження iсну-

вання шарувань з шарами вищих розмiрностей. «Тривiальними» прикладами

таких шарувань є шарування на шари локально тривiальних розшарувань, i,

зокрема, прямi добутки. G. Reeb [44] вперше побудував «нетривiальний» при-

клад шарування корозмiрностi 1, яке зараз називають шаруванням Рiба.

С. П. Новiков (1965) довiв, що двовимiрне шарування на тривимiрному мно-

13
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говидi, унiверсальне накриття якого не є стягуваним, має компактний шар. З

цього результату, зокрема, випливало, що кожне 2-шарування на 3-сферi має

компоненту Рiба.

Далi, у другiй половинi 60-х рокiв з’явилися iншi приклади шарувань ко-

розмiрностi 1 на замкнутих многовидах, наприклад, J. Tamura [54, 56, 55],

J. L. Arraut [2].

Також A. Haefliger [13] показав, що на некомпактних многовидах завжди iсну-

ють шарування корозмiрностi 1.

Робота W. Thurston [57] та її узагальнення отриманi J. Mather [30, 29, 33, 32,

31, 34] давали iнформацiю про гомотопiчнi властивостi груп дифеоморфiзмiв

многовидiв. Зокрема, W. Ling [23], A. Banyaga [3], T. Rybicki [46], K. Fukui та

H. Imanishi [12], K. Abe та K. Fukui [1], J. Lech та T. Rybicki [21], J. Lech [22]

встановили досконалiсть деяких груп дифеоморфiзмiв та гомеоморфiзмiв, що

зберiгають шари шарувань.

З точки зору диференцiальної геометрiї цiкавими є питання про iснування ша-

рувань iз заданими обмеженнями на кривину, див. напр. книгу P. Molino [35]. В

Українi цiєю тематикою займались харкiвськi математики О. А. Борисенко [63],

Д. В. Болотов [60, 61], В. В. Круглов [18, 19].

Найбiльш повний опис топологiчної структури шарувань, i зокрема, поведiн-

ки траєкторiй векторних полiв, був отриманий на многовидах малих розмiрно-

стей Є. О. Леонтович та А. Г. Майером [68], К. Р. Мейер [69], M. M. Пейско-

то [37], С. Х. Арансоном та В. З. Грiнесом [59], О. А. Гiрик [66], Д. М. Пол-

тавцем [74], Л. П. Плахтою [38, 39] I. У. Бронштейном та I. Г. Нiколаєвим [6],

M. Фарбером [10], Н. В. Будницькою та О. О. Пришляком [64], Н. В. Будни-

цькою та Т. В. Рибалкiною [65], та багатьма iншими математиками.

Топологiчна класифiкацiя векторних полiв Морса-Смейла на тривимiрних

многовидах знайдена О. О. Пришляком [76, 77, 78].
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W. Kaplan [16, 17] та H. Whitney [58] займалися вивченням властивостей не-

сингулярних C0 шарувань на площинi в 40-50-x. Їх результати були поширенi

на сингулярнi шарування з iзольованими особливостями в роботах W. Boothby

[4, 5], M. Morse and J. Jenkins [14], M. Morse [36].

Зокрема, W. Kaplan [16, 17] довiв, що кожне C0-шарування ∆ на площинi має

такi властивостi:

1) канонiчна проекцiя на простiр шарiв R2 → R2�∆ є локально тривiальним

розшаруванням, а сам простiр шарiв R2�∆ є (взагалi кажучи, негаусдор-

фовим) одновимiрним многовидом;

2) iснує неперервна функцiя f : R2 → R без локальних екстремумiв, лiнiї

рiвня якої є шарами шарування ∆;

3) iснує не бiльш нiж злiченна сiм’я шарiв {ωi}i шарування ∆ така, що

R2 \ {ωi}i =
⊔
Si

є диз’юнктним об’єднанням вiдкритих пiдмножин Si пошарово гомеомор-

фних до R× (0, 1) з шаруванням на паралельнi прямi R× t, t ∈ (0, 1).

Таким чином, ∆ «склеєне» з не бiльш нiж злiченого числа поверхонь Si, внутрi-

шностi яких пошарово гомеоморфнi R× (0, 1), уздовж їх граничних iнтервалiв.

Вiдмiтимо, що при цьому вибiр шарiв ωi є неоднозначним, а пошаровий го-

меоморфiзм Si ∼= R × (0, 1) не обов’язково продовжується до вкладення Si в

R× [0, 1].

C. I. Максименко та Є. О. Полулях [24, 25, 27] на некомпактних поверхнях

X, у яких кожен шар є некомпактною замкнутою пiдмножиною. Пiдмножину

S ⊂ R× [0, 1] назвемо смугою якщо R× (0, 1) ⊆ S i S є вiдкритою в топологiї

R× [0, 1]. Остання умова еквiвалентна тому, що її межа ∂S = S ∩ (R× {0, 1})

є диз’юнктним об’єднанням щонайбiльше злiченної кiлькостi вiдкритих iнтер-
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валiв. Назвемо шар ω ∈ ∆ регулярним, якщо вiн має вiдкритий окiл V , такий,

що пара (V , V ) пошарово гомеоморфна парi
(
R× [0, 1],R× (0, 1)

)
.

В роботi [27] показано, що шарування з некомпактними замкнутими шарами

на некомпактнiй поверхнi можна склеїти iз смуг у сенсi 3) тодi i лише тодi, коли

сiм’я його нерегулярних шарiв є локально скiнченною. Такi поверхнi названо

смугастими, а вiдповiднi шарування на них – канонiчними. Розрiзання смуга-

стої поверхнi на смуги задає так званий смугастим атлас, а те, як цi смуги

склеюються уздовж граничних iнтервалiв можна закодувати певним графом з

додатковою iнформацiєю: вершини графа – це смуги, а ребра – шари, уздовж

яких вiдбувається склеювання.

В роботi [26] дослiджувалось питання про гомотопiчний тип груп пошарових

гомеоморфiзмiв канонiчних смугастих поверхонь i було доведено, що компонен-

ти зв’язностi таких груп, за виключенням двох випадкiв, є стягуваними.

Залишалось вiдкритим питання про алгебраїчну структуру фактор-групи

всiх гомеоморфiзмiв шарувань по пiдгрупi, що складається з гомеоморфiзмiв

iзотопних тотожному вiдображенню. Ця фактор-група називається групою го-

меотопiй i є аналогом групи класiв вiдображень (mapping class group) для по-

шарових гомеоморфiзмiв.

Один з основних результатiв представленої дисертацiйної роботи ототожнює

групи гомеотопiй смугастих поверхонь з групами автоморфiзмiв графiв їх атла-

сiв, а також описує групи гомеотопiй деякого класу «кореневоподiбних» смуга-

стих поверхонь.

Структура шарувань з iзольованими особливостями на компактних 2- та 3-

многовидах, зокрема, топологiчна класифiкацiя функцiй Морса, дослiджува-

лась в роботах A. Т. Фоменка i О. В. Болсiнова [62], A. О. Ошемкова [73],

В. В. Шарка [48, 83], О. О. Пришляка [42, 43], С. I. Максименка [70, 71], Є. О. По-

луляха та I. A. Юрчук [41], Є. О. Полуляха [75], та багатьох iнших.
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З iншого боку, топологiчна структура функцiй на некомпактних поверхнях є

менш дослiдженою, див. напр. В. В. Шарка [47, 83].

Однiєю iз задач дисертацiйної роботи є встановлення топологiчної класифiка-

цiї псевдогармонiчних функцiй загального положення на площинi зi скiнченним

числом сингулярних точок.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами

Робота виконана на кафедрi геометрiї, топологiї i динамiчних систем Київського

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Результати дисертацiї час-

тково використанi при виконаннi державної науково-дослiдної теми кафедри,

номер державної реєстрацiї 16БФО38-01.

Мета i завдання дослiдження

Метою роботи є дослiдження гомотопiчних типiв груп автоморфiзмiв несингу-

лярних шарувань двовимiрних некомпактних поверхонь та автоморфiзмiв син-

гулярних шарувань на таких поверхнях зi скiнченним числом особливих точок.

Об’єкт дослiдження: автоморфiзми некомпактних поверхонь, що зберiгають

структуру шарування, тобто шар шарування переводять в шар.

Предмет дослiдження: групи гомеотопiй несингулярних шарувань некомпа-

ктних поверхонь, а також пошарова та топологiчна еквiвалентнiсть псевдогар-

монiчних функцiй на площинi, лiнiї рiвня яких визначають сингулярне шару-

вання зi скiнченною кiлькiстю особливостей.

Завдання дослiдження:

1) отримати необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв смугастої по-

верхнi;

2) обчислити гомотопiчний тип груп пошарових гомеоморфiзмiв канонiчних

шарувань смугастих поверхонь;
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3) визначити алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонiчних шару-

вань кореневоподiбних смугастих поверхонь, тобто поверхонь, граф яких є

кореневим деревом скiнченного дiаметру;

4) дослiдити властивостi автоморфiзмiв просторiв шарiв кореневоподiбних сму-

гастих поверхонь;

5) з’ясувати, коли двi псевдогармонiчнi функцiї загального положення на пло-

щинi є пошарово та топологiчно еквiвалентними.

Методи дослiдження

У роботi використовуються методи алгебри, алгебраїчної, геометричної та ди-

ференцiальної топологiї та теорiї особливостей.

Наукова новизна одержаних результатiв

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у наступ-

ному:

• отримано необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв смугастої по-

верхнi;

• для атласу смугастої поверхнi визначено граф, що описує iнформацiю про

склеювання цiєї поверхнi зi смуг та встановлено iзоморфiзм мiж групою го-

меотопiй її канонiчного шарування та групою автоморфiзмiв графа атласу;

• описано алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонiчних шару-

вань кореневоподiбних смугастих поверхонь;

• встановлено зв’язок мiж групами гомеотопiй канонiчних шарувань корене-

воподiбних смугастих поверхонь та групами гомеотопiй їх просторiв шарiв;
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• отримано необхiднi та достатнi умови пошарової та топологiчної еквiвален-

тностей двох псевдогармонiчних функцiй загального положення на площи-

нi, множини лiнiй рiвня яких утворюють сингулярне шарування зi скiнчен-

ним числом особливостей, а простiр шарiв яких є гаусдорфовим.

Практичне значення одержаних результатiв

Результати дисертацiї носять теоретичний характер. Отриманi в нiй результати

можуть бути використанi в дослiдженнях з топологiї, алгебри, теорiї особливо-

стей гладких вiдображень, теорiї шарувань.

Особистий внесок здобувача

Визначення загального плану дослiджень та постановка задач належать науко-

вому керiвниковi. Всi результати здобувачем отримано самостiйно, а у роботах,

якi опублiкованi у спiвавторствi, внесок усiх авторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв

Результати дисертацiї доповiдались та обговорювались на таких конференцiях

та семiнарах:

• 3rd EUMLS Conference «Mathematics for Life Sciences» (Rivne, 2015);

• 10-та Лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2015);

• 11-та Лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2016);

• Мiжнародна конференцiя «Геометрiя та топологiя в Одесi – 2016» (м. Оде-

са, 2016);

• Modern Advances in Geometry and Topology in honor of professor A. A. Bori-

senko for his 70th birthday (Kharkiv, 2016);
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• The International Conference dedicated to the 120-th anniversary of Kazimierz

Kuratowski (Lviv, 2016);

• Науковий семiнар лабораторiї топологiї вiддiлу алгебри та топологiї Iнсти-

туту математики НАН України (м. Київ);

• Семiнар кафедри геометрiї, топологiї та динамiчних систем Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Київ, 2017).

Публiкацiї

Основнi результати дисертацiї опублiковано в 5 статтях [49, 84, 53, 82, 28] в

наукових виданнях, якi входять до перелiку фахових видань МОН України,

серед них три статтi [49, 53, 82] — в журналах, що входять до мiжнародних

наукометричних баз даних (Web of Science, Scopus).

Також результати роботи представленi в матерiалах конференцiй [80, 50, 40,

81, 52, 51].

Структура та обсяг дисертацiї

Дисертацiйна робота складається з анотацiї (двома мовами), вступу, чотирьох

роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 84 найменувань,

та додатку. Повний обсяг роботи 126 сторiнок.

Подяки

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвниковi, доктоpу фiзи-

ко-математичних наук, завiдувачу лабораторiї топологiї Iнституту математики

НАН України Максименку Сергiю Iвановичу, i кандидату фiзико-математи-

чних наук, старшому науковому спiвробiтнику лабораторiї топологiї Iнституту

математики НАН України Полуляху Євгенiю Олександровичу за спiвпрацю,
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пiдтримку та увагу до роботи. А також всiм учасникам семiнару лаборато-

рiї топологiї Iнституту математики НАН України за цiннi зауваження пiд час

обговорення результатiв дисертацiї.



Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

1.1 Шарування на многовидах

Нехай X є n-вимiрним многовидом, n ≥ 2.

1.1.1 Одновимiрнi шарування на многовидах

Означення 1.1.1.1. Пошаровою картою на X розмiрностi 1 називається

пара (U,ϕ), де U — вiдкрита пiдмножина X, ϕ : U → (a, b) × Bn−1 є гомео-

морфiзмом, а Bn−1 — деяка вiдкрита пiдмножина Rn−1
+ i a < b ∈ R ∪ {±∞}.

Множини Py = ϕ−1
(
(a, b) × {y}

)
, y ∈ Bn−1, називаються пластинками цiєї

пошарової карти.

Означення 1.1.1.2. Нехай ∆ = {ωα |α ∈ A} — розбиття простору X на лi-

нiйно зв’язнi пiдмножини ωα. Припустимо, що X має сiм’ю {(Ui, ϕi)}i∈Λ, яка

складається з пошарових карт розмiрностi 1, таку, що для кожної пари iнде-

ксiв α ∈ A та i ∈ Λ кожна компонента лiнiйної зв’язностi перетину ωα ∩ Ui
є пластинкою. Тодi ∆ називається одновимiрним (регулярним) шарува-

нням на X (шаруванням розмiрностi 1), а (Ui, ϕi)i∈Λ називається по-

шаровим атласом, асоцiйованим з ∆, а кожна множина ωα — шаром

шарування.

Нехай p : R×Rn−1
+ → Rn−1

+ — проекцiя i (U,ϕ) та (V, ψ) — двi пошаровi карти

такi, що U ∩ V 6= ∅. Тодi маємо таку комутативну дiаграму:

22
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R× Rn−1
+ ⊃ ϕ(U ∩ V )

ψ◦ϕ−1−−−→ ψ(U ∩ V ) ⊂ R× Rn−1
+yp yp

Rn−1
+ ⊃ p ◦ ϕ(U ∩ V )

q−−→ p ◦ ψ(U ∩ V ) ⊂ Rn−1
+

де q — вiдображення iндуковане вiдображенням переходу ψ ◦ ϕ−1.

Скажемо, що вiдображення переходу ψ◦ϕ−1 зберiгає орiєнтацiю шарiв, якщо

для довiльного x ∈ p ◦ ϕ(U ∩ V ) звуження

R× x ∩ ϕ(U ∩ V )
ψ◦ϕ−1−−−→ R× q(x) ∩ ψ(U ∩ V )

є строго зростаючим.

Означення 1.1.1.3. Пошаровий атлас називатимемо орiєнтованим, якщо

всi вiдображення переходу цього атласу зберiгають орiєнтацiю шарiв. Шару-

вання асоцiйоване з орiєнтовним атласом називають орiєнтованим шару-

ванням.

Розглянемо декiлька прикладiв шарувань.

Приклад 1.1.1.4. Шарування на торi. Нехай s : R2 → R — субмерсiя, визна-

чена формулою s(x, y) = x− ay, a ∈ R. Позначимо через ∆s шарування шари

якого є зв’язними компонентами лiнiй рiвня s. Нехай f : R2 → T 2 = S1×S1 —

унiверсальне накриття тора, визначене за формулою f(x, y) = (e2πix, e2πiy).

Тодi шарування ∆s iндукує шарування ∆ на T 2, тобто якщо (U,ϕ) є пошаро-

вою картою ∆s такою, що f |U є iн’єктивним, то (f(U), ϕ ◦ (f |U)−1) є поша-

ровою картою ∆. Якщо a — рацiональне число, то кожен шар є компактним,

якщо a — iррацiональне, то кожен шар ∆ гомеоморфний R i скрiзь щiльний

в T 2.

Приклад 1.1.1.5. Нехай ∆ — шарування X × [0, 1], де X = (0, 1), на горизон-

тальнi вiдрiзки X × {t} , t ∈ [0, 1]. Тодi неперервне сюр’єктивне вiдображення

f : X × [0, 1] → M таке, що f(x, 0) = f(−x, 1), iндукує шарування на стрi-
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чцi Мебiуса M . Всi шари ∆ гомеоморфнi S1, що обмотують M двiчi, окрiм

середньої лiнiї, що обмотує один раз.

Приклад 1.1.1.6. Шарування вiдкритого цилiндра. Одним з тривiальних при-

кладiв шарувань цилiндра є добуток C = S1 × R, де отримуємо шарування з

компактними шарами, коли S1×{r} , r ∈ R та некомпактними шарами, коли

{s} × R, s ∈ S1.

Приклад 1.1.1.7. Шарування площини R2, що складається з кривих y =

log |secx|+ c, та вертикальних прямих cosx = 0.

Рис. 1.1.1.1: y = log |secx|+ c

Приклади 1.1.1.4 — 1.1.1.7 визначають регулярнi (несингулярнi) шарування

многовидiв, тобто їх шари є пiдмноговидами однакової розмiрностi. Однак, при-

родно вивчати i бiльш загальнi розбиття многовидiв. Вiдмiнний вiд регулярного

шар може виникати, наприклад, при розглядi шарування визначеного лiнiями

рiвня деякої гладкої функцiї на двовимiрному многовидi X2, яка має критичнi

точки. Дiйсно, нехай f : X2 → R — гладка функцiя класу Ck i Σ — множина

її критичних точок. Тодi розбиття X2 \ Σ на компоненти зв’язностi множин

f−1(c) \ Σ, c ∈ R є шаруванням на X2 \ Σ в сенсi означення 1.1.1.2.

Нерегулярнi шарування називають сингулярними шаруваннями. Загального

означення для таких шарувань не iснує. Надалi пiд сингулярними шарування-

ми на многовидi X розумiтимемо шарування на вiдкритiй всюди щiльнiй пiд-

множинi U в X, а точки доповнення X \ U називатимемо особливими точками

сингулярного шарування.
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На кожному некомпактному многовидi можна визначити одновимiрне шару-

вання [13]. Компактний многовид має одновимiрне шарування тодi i лише тодi,

коли його ейлерова характеристика дорiвнює нулю [72, С. 224].

Зауважимо, що надалi ми розглядатимемо шарування визначенi на некомпа-

ктних поверхнях, усi шари яких є некомпактними.

1.1.2 Простiр шарiв шарування

Нехай X, Y — топологiчнi простори. Нагадаємо, що неперервне вiдображення

f : X → Y називається факторним, якщо:

1) f є сюр’єктивним;

2) множина в Y буде вiдкритою тодi i тiльки тодi, коли її повний прообраз є

вiдкритим.

Нехай ∆ — одновимiрне шарування на многовидi X. Тодi простором шарiв

є фактор-простiр X, одержаний ототожненням точок з X, якщо вони лежать

на одному шарi ∆. Позначимо через π : X → X�∆ — вiдповiдне фактор-

вiдбраження.

Надiлимо X�∆ фактор-топологiєю, тобто множину U в X�∆ вважатимемо

вiдкритою тодi i тiльки тодi, коли її прообраз π−1(U) є вiдкритим в (X,∆). В

загальному випадку X�∆ не обов’язково є гаусдорфовим топологiчним про-

стором.

В роздiлi 4 нам буде потрiбне твердження викладене в [79, Роздiл 1 §2, 3].

Лема 1.1.2.1. Нехай f : X → Y — факторне вiдображення i φ : X → X —

неперервне вiдображення таке, що для довiльної точки a ∈ Y iснує точка

ba ∈ Y :

φ
(
f−1(a)

)
⊂ f−1(ba). (1.1)

Тодi вiдображення ψ : Y → Y , ψ(a) = ba є неперервним.



26

Зокрема, якщо φ гомеоморфiзм, то ψ теж гомеоморфiзм. Крiм того, має

мiсце наступна рiвнiсть ψ ◦ f = f ◦ φ.

1.2 Несингулярнi шарування площини

Шарування на площинi, що не мiстять сингулярних точок, тобто задовольня-

ють умову регулярностi детально дослiджувались в роботi W. Kaplan [16] як

регулярнi сiм’ї кривих. В нiй доведено таку теорему, яка узагальнює результати

роботи E. Kamke [15].

Теорема 1.2.0.1. [16]. Нехай ∆ — несингулярне шарування площини. Тодi

iснує неперервна функцiя f : R2 → R з властивостями:

1) для кожного c ∈ R рiвняння f(x, y) = c визначає щонайбiльше злiченну

кiлькiсть кривих ∆;

2) в околi довiльної точки (x0, y0) iснують точки для яких f(x, y) > 0 та

точки f(x, y) < 0.

Зокрема, f(x, y) не має локальних екстремумiв.

Згiдно теореми 1.2.0.1 шари несингулярного шарування ∆, що є розбиттям

площини на зв’язнi компоненти лiнiй рiвня функцiї f не є компактними, бо в

протилежному випадку за теоремою Жордана такий шар обмежував би двови-

мiрний диск всерединi якого функцiя досягала б свого екстремального значен-

ня. Крiм того, кожен шар ω шарування ∆ дiлить площину на двi рiзнi областi

зi спiльною межею ω.

Наведемо декiлька необхiдних для пункту 4.1 означень та тверджень.

Для несингулярних шарувань можливi два вiдношення мiж трьома шарами

ω1|ω3|ω2 та |ω1, ω3, ω2|. (Рис. 1.2.0.1, 1.2.0.2)

Означення 1.2.0.2. [16] Три рiзних шари ω1, ω2, ω3 шарування ∆ знаходя-

ться у вiдношеннi ω1|ω3|ω2, якщо ω1 i ω2 належать до рiзних компонент
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w1

w3

w2

Рис. 1.2.0.1: ω1|ω3|ω2

w3

w1 w2

Рис. 1.2.0.2: |ω1, ω3, ω2|

доповнення R2 \ ω3.

Означення 1.2.0.3. [16] Три рiзних шари ω1, ω2, ω3 шарування ∆ знаходя-

ться у вiдношеннi |ω1, ω3, ω2|, якщо ω1 i ω2 належать до однiєї компоненти

доповнення R2 \ ω3.

Об’єднання всiх шарiв ∆, що перетинають пiдмножину U ⊂ R2 називається

насиченням U i позначається Sat(U).

Означення 1.2.0.4. [16] Нехай p, q ∈ R2. Дуга [p, q], тобто гомеоморфний

образ вiдрiзка [0, 1], що з’єднує цi точки, називається локальним перерiзом

шарування ∆, якщо iснує вiдкрита пiдмножина U в R2, що мiстить [p, q] i

така, що кожна крива в насиченнi Sat(U) множини U перетинає [p, q] в U

щонайбiльше один раз.

Теорема 1.2.0.5. [16] Нехай ω1, ω2 два рiзних шари шарування ∆, що з’єднанi

локальним перерiзом [p, q], p ∈ ω1 , q ∈ ω2, i S — множина шарiв, що пере-

тинають [p, q] у всiх точках, окрiм p i q. Тодi S вiдкрита множина i умова

ω1|ω3|ω2 еквiвалентна умовi, що ω3 мiститься в S.

Крiм того, iснує гомеоморфiзм φ : R × [0, 1] → ω1 ∪ S ∪ ω2 такий, що

ω1 = φ(R× 0), ω2 = φ(R× 1), i φ(R× t) є кривою, що належить до ∆ для всiх

t ∈ (0, 1).
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1.3 Групи гомеотопiй пошарових гомеоморфiзмiв

Означення 1.3.0.1. Нехай на многовидах X1 i X2 зафiксовано одновимiрнi

шарування ∆1 i ∆2, вiдповiдно. Гомеоморфiзм φ : X1 → X2 називається по-

шаровим, якщо вiн вiдображає шари шарування ∆1 на шари ∆2. У цьому

випадку простори X1 i X2 називають пошарово гомеоморфними.

Нехай X — це n-вимiрний многовид, n ≥ 2 з визначеним на ньому однови-

мiрним шаруванням ∆. Позначимо через H(∆) — групу пошарових гомеомор-

фiзмiв h : X → X.

Якщо шарування орiєнтоване, то через H+(∆) будемо позначати групу го-

меоморфiзмiв, що зберiгають орiєнтацiю шарiв.

Надiлимо H(∆) компактно вiдкритою топологiєю i нехай H+
id(∆) тотожна

компонента зв’язностiH(∆). Вона складається з усiх гомеоморфiзмiв h ∈ H(∆)

iзотопних idX в H(∆).

Тодi H+
id(∆) є нормальною пiдгрупою H(∆) i фактор групу H(∆)/H+

id(∆)

можна ототожнити з множиною π0H(∆) всiх компонент зв’язностi групи H(∆).

Називатимемо її групою гомеотопiй шарування ∆, тобто π0H(∆) = H(∆)/H+
id(∆).

1.4 Вiнцевий добуток

Нехай задано двi групи H i S. Позначимо через Map(H,S) групу всiх вiдобра-

жень (не обов’язково гомоморфiзмiв) ϕ : H → S вiдносно операцiї поточкового

множення. Тодi група H дiє на Map(H,S) за допомогою правила: результатом

дiї ϕ ∈Map(H,S) на h ∈ H є вiдображення:

ϕ ◦ h : H −→ H −→ S.

Напiвпрямий добуток Map(H,S) oH, що вiдповiдає цiй дiї, позначають S oH

i назвивають вiнцевим добутком груп S i H. Отже,

S oH = Map(H,S)oH
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це декартовий добуток Map(H,S)×H з множенням заданим формулою

(ϕ1, h1) · (ϕ2, h2) =
(
(ϕ1 ◦ h2) · ϕ2, h1 · h2

)
для (ϕ1, h1), (ϕ2, h2) ∈Map(H,S)oH.

Нехай ε : H → S постiйне вiдображення в одиницю групи S. Тодi пара (ε, idH)

є одиничним елементом SoH. Крiм того, якщо (ϕ, h) ∈ SoH i ϕ−1 ∈Map(H,S) —

обернений елемент для ϕ, то (ϕ−1 ◦ h−1, h−1) є оберненим елементом для (ϕ, h)

в S oH.

Справедлива така точна послiдовнiсть:

1→Map(H,S)
i−−→ S oH π−−−→ H → 1,

де i(ϕ) = (ϕ, e), e одиниця в H, i π(ϕ, h) = h. Крiм того, π має перерiз s : H →

S oH, визначений за допомогою формули s(h) = (ε, h).

Приклад 1.4.0.1. Дiедральна група Dih4 iзоморфна вiнцевому добутку Z2 oZ2.

Приклад 1.4.0.2. Нехай P — силiвська p-пiдгрупа симетричної групи Spn

степеня pn, n > 1. Тодi P iзоморфна iтерованому вiнцевому добутку з n копiй

Zp: Wn = ((Zp o Zp) o ...o)Zp . Тут W1 = Zp i Wk := Wk−1 o Zp для всiх k > 2.

Наприклад, силiвська 2-пiдгрупа групи S4 є групою Z2 o Z2. [45, С. 176]

1.5 Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй та їх простiр
Кронрода-Рiба

Нехай X1 та X2 — n-вимiрнi многовиди.

Означення 1.5.0.1. Неперервнi функцiї f : X1 → R i g : X2 → R називаються

топологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомеоморфiзми h : X1 → X2

i g : R→ R такi, що виконується рiвнiсть k ◦ f = g ◦ h.

Функцiї f та g орiєнтовано топологiчно еквiвалентнi, якщо додатко-

во гомеоморфiзм k зберiгає орiєнтацiю. Скажемо, що f i g пошарово еквiва-
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лентнi, якщо iснує гомеоморфiзм h : X1 → X2, який вiдображає компоненти

зв’язностi множин рiвнiв f на компоненти множин рiвнiв g.

В загальному, питання топологiчної еквiвалентностi функцiй є складним. То-

му часто вiдокремлюють певний клас функцiй та будують iнварiант, що допо-

магає розрiзняти функцiї цього класу. Зокрема, таким iнварiантом є простiр

Кронрода-Рiба.

Розглянемо шарування ∆, елементами якого є компоненти множин зв’язностi

рiвня гладкої функцiї f : X → R, де X — n-вимiрний многовид. Шари, якi мi-

стять критичнi точки, називатимемо сингулярними. Всi iншi компоненти зв’язностi

множин рiвня будемо називати регулярними.

Фактор-простiр ΓK−R(f) по вказаному розбиттю ∆, надiлений вiдповiдно

фактор-топологiєю, називається простором Кронрода-Рiба функцiї f . Позна-

чимо через πf : X → ΓK−R(f) вiдображення проекцiї.

Оскiльки f приймає постiйнi значення на шарах шарування ∆, то iснує (див. [79])

неперервне вiдображення fK−R : ΓK−R(f)→ R, таке що f = fK−R ◦ πf
Для довiльної неперервної функцiї на квадратi I2 чи на сферi S2 простiр

ΓK−R є дендритом [67]. З iншої сторони, вiдомо, що для функцiї f з iзольо-

ваними критичними точками, визначеної на замкнутiй поверхнi, простiр ΓK−R

можна надiлити структурою топологiчного графа, який називатимемо графом

Кронрода-Рiба функцiї f .

Iншими словами, ΓK−R є одновимiрним CW - комплексом (нульвимiрними

клiтинами якого є вершини, а одновимiрними — ребра з визначеною тополо-

гiєю).

Зауважимо, що для функцiй з iзольованими критичними точками на неком-

пактних поверхняx простiр Кронрода-Рiба може бути негаусдорфовим.
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1.6 Висновки

В роздiлi 1, для зручностi, наводяться допомiжнi теоретичнi вiдомостi, що бу-

дуть використовуватися в подальшому викладi роботи.



Роздiл 2. Модельнi смуги та смугаста поверх-

ня

В цьому роздiлi вводяться означення та основнi властивостi об’єктiв дослiдже-

ння: смуги, смугастого атласу та смугастої поверхнi.

2.1 Модельнi смуги

Означення 2.1.0.1. Пiдмножину S ⊂ R2 назвемо смугою, якщо

1) R× (u, v) ⊂ S ⊂ R× [u, v];

2) S — вiдкрита в топологiї R× [u, v]

для деякого u < v ∈ R.

Позначимо

∂−S := S ∩ R× {u}, ∂+S := S ∩ R× {v},

∂S := ∂−S ∪ ∂+S, IntS := R× (u, v).

Називатимемо ∂S межею S, а ∂−S i ∂+S — берегами S. Легко бачити, що

∂S є вiдкритою пiдмножиною в R × {u, v}, i тому є диз’юнктним об’єднанням

щонайбiльше злiченної кiлькостi вiдкритих (можливо необмежених) iнтервалiв.

Якщо, додатково до (1) i (2), виконуються такi умови:

3) кожна компонента зв’язностi ∂S є обмеженим iнтервалом,

4) замикання межових iнтервалiв ∂S в R× [u, v] — попарно диз’юнктнi,
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то S називатимемо модельною смугою.

Очевидно, що кожна смуга S має орiєнтоване одновимiрне шаруванням на го-

ризонтальнi прямi R×t, t ∈ (u, v) i межовi iнтервали ∂S. Назвемо це шарування

канонiчним.

Наступне твердження дозволяє редукувати будь-яку смугу до технiчно бiльш

зручної форми.

Твердження 2.1.0.2. Кожна смуга є пошарово гомеоморфна модельнiй смузi.

Це твердження буде доведене в пiдроздiлi 2.2.

2.1.1 Монотонний гомеоморфiзм ∂S.

Зауважимо, що межу смуги можна розглядати як частково впорядковану мно-

жину, що складається з диз’юнктного об’єднання двох непорiвнюванних мiж

собою лiнiйно впорядкованих множин ∂−S i ∂+S.

Iншими словами, для (a, x), (b, y) ∈ ∂S ми покладаємо, що (a, x) < (b, y) тодi

i лише тодi, коли a < b i x = y.

Бiльш загально, нехай A,B ⊂ ∂S — двi пiдмножини. Скажемо, що A < B тодi

i лише тодi, коли a < b для всiх a ∈ A i b ∈ B. Зокрема, це визначає лiнiйний

порядок на межових iнтервалах ∂−S та ∂+S. Таким чином, якщо Iα = (a, b)×{x}

i Iβ = (c, d)× {y} є межовими iнтервалами ∂S, де x, y ∈ {u, v}, то Iα < Iβ тодi

i лише тодi, коли x = y i b < c.

Нехай тепер S1 i S2 двi модельнi смуги, A ⊂ ∂S1 i B ⊂ ∂S2 — пiдмножини,

i h : A → B — бiєкцiя. Скажемо, що h зберiгає (обертає) порядок, якщо для

будь-яких a, a′ ∈ A матимемо, що h(a) < h(a′) (h(a) > h(a′)) тодi i лише тодi,

коли a < a′. В обох випадках h називатимемо монотонним.

Очевидно, якщо h : S1 → S2 є пошаровим гомеоморфiзмом мiж двома сму-

гами, тодi його звуження h|∂S1
: ∂S1 → ∂S2 є монотонним. Справедливим є i

обернене твердження.
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Теорема 2.1.1.1. Кожний монотонний гомеоморфiзм h : ∂S1 → ∂S2 мiж

межами двох смуг S1 i S2 продовжується до пошарового гомеоморфiзму смуг

ĥ : S1 → S2.

Доведення теореми 2.1.1.1 буде наведене в пунктi 2.3.

2.2 Доведення Твердження 2.1.0.2

Означення 2.2.0.1. Пiвсмугою назвемо смугу, у якої ∂−S = R × {u} або

∂+S = R× {v}.

Для доведення Твердження 2.1.0.2 у випадку пiвсмуг необхiдна така лема:

Лема 2.2.0.2. Нехай S пiвсмуга з R×[0, 1) ⊂ S ⊂ R×[0, 1]. Тодi iснує пiвсмуга

S ′ i пошаровий гомеоморфiзм h : S → S ′ такий, що

• R× [0, 1) ⊂ S ′ ⊂ S ⊂ R× [0, 1];

• замикання межових iнтервалiв ∂+S
′ обмеженi в R2 та попарно не пере-

тинаються;

• h — нерухомий на R× 0 гомеоморфiзм;

• h зберiгає другу координату.

Доведення. а) Спочатку побудуємо смугу S
′, замикання межових iнтервалiв

∂+S
′ якої є обмеженими, хоча необов’язково диз’юнктними.

Для цього зафiксуємо будь-якi a < b ∈ R i розглянемо таку пiвсмугу:

T = R× [0, 1) ∪ (a, b)× {1}.

Тодi згiдно [24, Лема 3.2] iснує гомеоморфiзм h : R × [0, 1] → T , що зберiгає

другу координату i є нерухомим на R × 0. Отже, S ′ = h(S) є пiвсмугою з

∂S ′ ⊂ ∂T = (a, b)× 1.
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б) Надалi для спрощення мiркувань замiнимо S на S ′ i припустимо, що ме-

жовi iнтервали ∂+S
′ є обмеженими в R2. Побудуємо смугу, замикання межових

iнтервалiв якої вже будуть попарно диз’юнктними.

Розглянемо таку пiдмножину в R7:

A = { (a, u, b, c, v, d, t) | a < u < b, c < v < d, t ∈ [a, b] }

i визначимо функцiю γ : A→ R за допомогою формули

γ(a, u, b, c, v, d, t) =


t− a
u− a

(v − c) + c, t ∈ [a;u],

t− u
b− u

(d− v) + v, t ∈ [u; b].

Тодi γ є неперервною, i для будь-якого набору перших шести параметрiв a, u, b, c,

v, d вiдображення t 7→ γ(a, u, b, c, v, d, t) гомеоморфно вiдображає вiдрiзок [a, b]

на [c, d] i переводить u в v.

Лема 2.2.0.3. Нехай T замкнений трикутник на площинi R2 з вершинами

A(xa, ya), B(xb, yb), O(xo, yo) такими, що ya = yb > yo, i C точка на вiдкрито-

му iнтервалi (A,B). Нехай також

T ′ = T \ {A,B} , T ′′ = T ′ \ {A ∪ [B,C]} .

Тодi iснує гомеоморфiзм f : T ′ → T ′′, що зберiгає другу координату.

Зокрема, f є нерухомим на сторонах (A,O], [O,B) i вiдображає iнтервал

(A,B) на (A,C).

Доведення. Не втрачаючи загальностi, припустимо, щоA(−1, 0),B(1, 1),O(0, 0)

i C(0, 1). Тодi f можна задати формулою:

f(x, y) =


(
γ(−y, y2, y,−y, 0, y, x), y

)
, 0 6 y < 1,(

x+1
2 − 1, 1

)
, y = 1.

Очевидно, f вiдображає криву x = y2 на сегмент прямої x = 0. Бiльше того,

отримаємо f [Ay, Qy] = [Ay, Cy], i f [Qy, By] = [Cy, By], див. рис. 2.2.0.1,
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A AB BC

O O

Ay Ay

Qy Qy
By By

Рис. 2.2.0.1: Трикутники T ′ i T ′′

Повертаючись до доведення Леми 2.2.0.2 припустимо, що

∂+S =
N⋃
i=1

(ai, bi)× {1},

де N є або деяке скiнченне число або +∞. Зафiксуємо строго монотонну по-

слiдовнiсть {uj}∞j=1 ⊂ [−1, 1] таку, що lim
j→∞

uj = 1 i для кожного i визначимо

трикутник Ti з вершинами Ai(ai, 1), Bi(bi, 1), Oi(
ai+bi

2 , ui), i нехай C(ai+bi2 , 1).

Визначимо також таку модельну пiвсмугу:

Si = S \
⋃
j≤i

[Cj, Bj)× {1},

i покладемо

S0 = S, S ′ = S \
N⋃
i=1

[Ci, Bi)× {1} =
N⋂
i=1

Si.

Тодi замикання межових iнтервалiв S ′ є попарно диз’юнктними.

Позначимо T ′i = Ti \ {Ai, Bi} i T ′′i = Ti \ {Ai ∪ [Bi, Ci]}. Тодi за Лемою 2.2.0.3

iснує гомеоморфiзм fi : T ′i → T ′′i , що зберiгає другу координату i є тотожним

на сторонах (Ai, Oi] i [Oi, Bi). Продовжимо fi за допомогою тотожного вiдобра-

ження на доповненнi до трикутника Ai, Oi, Bi до гомеоморфiзму fi : Si−1 → Si.

Тодi пошаровий гомеоморфiзм ϕ : S → S
′ можна визначити як композицiю

всiх fi:

ϕ = · · · ◦ fi+1 ◦ fi ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 : S = S0
f1−→ S1

f2−→ · · · fi−→ Si
fi+1−−→ · · ·S ′.

Якщо N є скiнченним числом, то ϕ коректно визначене.
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Для нескiнченного N перевiримо, що для кожної точки z ∈ S послiдовностi

вкладень {
gj = fj ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 : S → Sj ⊂ S

}
j∈N

«стабiлiзуються» на деякому околi Uz точки z, тобто gj = gj+1 на U для всiх

достатньо великих j.

Нехай z = (x, y) ∈ S. Якщо y < 1, тодi iснує i таке, що y < ui. Позначимо

U = R × (0, ui). Тодi fj(U) = U для всiх j. Бiльш того, fj є нерухомим на U

для всiх j > i. Отже gj = gi на U для всiх j > i.

Припустимо y = 1, тодi (x, y) ∈ (ai, bi) × {1} для деякого i, тодi кожнi fj

з j 6= i є нерухомим на трикутниках T ′i . Тодi U = T ′i \
(
(Ai, Oi] ∪ [Oi, Bi)

)
є

вiдкритим околом (x, y) в S, i gj = gi = fi на U для j > i. Таким чином, ϕ є

гомеоморфiзмом. Лема 2.2.0.2 доведена.

Покажемо справедливiсть Твердження 2.1.0.2.

Нехай S смуга, у якої Int(S) = R× (−1, 1). Розглянемо двi пiвсмуги

A = S ∩ R× [−1, 0], B = S ∩ R× [0, 1].

Тодi за Лемою 2.2.0.2 можна знайти двi пiвсмуги A′ i B′, та пошаровi гомео-

морфiзми f : A→ A′ i g : B → B′ такi, що

• R×(−1, 0] ⊂ A′ ⊂ A ⊂ R× [−1, 0] та R× [0, 1) ⊂ B′ ⊂ B ⊂ R× [0, 1],

• замикання межових iнтервалiв ∂−A′ i ∂+B
′ є обмеженими у R2 i попарно

диз’юнктними;

• f i g нерухомi на R× 0 i зберiгають другу координату.

Тодi S ′ = A′ ∪ B′ є модельною смугою i пошаровий гомеоморфiзм h : S → S ′

можна визначити за допомогою формул: h|A′ = f i h|B′ = g.
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2.3 Доведення Теореми 2.1.1.1

Нехай S1 i S2 двi смуги i h : ∂S1 → ∂S2 — монотонний гомеоморфiзм. Доведемо,

що h можна продовжити до пошарового гомеоморфiзму мiж S1 i S2.

Не втрачаючи загальностi, припустимо, що h(∂−S1) = ∂−S2, h(∂+S1) = ∂+S2,

i звуження h|∂−S1
i h|∂+S1

є зростаючими.

Випадок 1.

Припустимо, що S1 i S2 — двi пiвсмуги для яких

∂+S1 =
K⊔
i=1

Xi × {1}, ∂+S2 =
K⊔
i=1

X ′i × {1},

∂−S1 = ∂−S2 = R× {0},

де K ∈ {0, 1, . . . ,+∞}, кожен Xi × {1} є межовим iнтервалом ∂+S1, X ′i —

межовим iнтервалом ∂+S2, замикання Xi i X ′i є обмеженими,

Xi ∩Xj = ∅, X ′i ∩X ′j = ∅, (2.1)

для всiх i 6= j, i h(Xi × {1}) = X ′i × {1}.

Продовжимо h до гомеоморфiзму h : S1 → S2, що зберiгає другу координату

i є нерухомим на R× 0.

Фiксуємо будь-яку строго зростаючу послiдовнiсть {uj}∞j=0 ⊂ [0, 1) таку, що

u0 = 0 i lim
j→∞

uj = 1. Для кожного uj = 0, 1, . . . ,∞ побудуємо нижче описаний

гомеоморфiзм ψj : R→ R.

Оскiльки h(R × 0) = R × 0, то можна записати, що h(x, 0) = (ψ0(x), 0) для

єдиного гомеоморфiзму ψ0 : R→ R.

Далi зауважимо, що iснує єдиний гомеоморфiзм

h :
K⊔
i=1

Xi →
K⊔
i=1

X ′i
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такий, що h(Xi) = X ′i. Тодi для j ≥ 1 визначимо ψj :
j⊔
i=1

Xi →
j⊔
i=1

X ′i так,

щоб ψj(x) = h(x). Припустимо, що h зберiгає порядок межових iнтервалiв,

тобто Xi < Xj тодi i лише тодi, коли X
′

i < X
′

j, i, j ∈ 1, . . . , K. Тодi, можемо

застосувати нижче наведену Лему 2.3.0.1 i продовжити ψj до гомеоморфiзму

ψj : R→ R.

Лема 2.3.0.1. Нехай α = {Xi}ni=1 i β = {X ′i}ni=1 двi сiм’ї вiдкритих iнтер-

валiв прямої R, що мають такi властивостi:

(1) замикання Xi i X ′i є обмеженими, i Xi ∩ Xj = X ′i ∩ X ′j = ∅ для всiх

i 6= j = 1, . . . , n;

(2) α i β «однаковi впорядкованi», тобто Xi < Xj тодi i лише тодi, коли

X ′i < X ′j для всiх i 6= j = 1, . . . , n.

Нехай також для кожного i = 1, . . . , n задано зберiгаючий орiєнтацiю гомео-

морфiзм ψi : Xi → X ′i. Тодi iснує гомеоморфiзм прямої ψ : R → R такий, що

ψ|Xi
= ψi.

Доведення. Покладемо, щоXi = (ai, bi) iX
′

i = (ci, di) для деяких ai, bi, ci, bi ∈ R.

Згiдно з умовою (2) матимемо:

a1 < b1 < a2 < b2 < . . . < an < bn, c1 < d1 < c2 < d2 < . . . < cn < dn.

Тодi гомеоморфiзм ψ можна задати формулою:

ψ(x) =



x− a1 + c1, x ∈ (−∞, a1],

ψi(x), x ∈ (ai, bi), i = 1, . . . , n,

ci+1−di
ai+1−bi (x− bi) + di, x ∈ [bi, ai+1], i = 1, . . . , n− 1,

x− bn + dn, x ∈ [bn,+∞).

Лема 2.3.0.1 доведена.
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Визначимо h : S1 → S2 за допомогою формули:

h(x, y) =



(
ψj(x), y

)
, y = uj,

j = 0, . . . , K(
εj(y)ψj(x) + (1− εj(y))ψj+1(x), y

)
, y ∈ (uj, uj+1),

j = 0, . . . , K − 1,

(2.2)

де εj(y) =
uj+1−y
uj+1−uj .

Очевидно, що h є бiєкцiєю, яка зберiгає другу координату i гомеоморфно

вiдображає S1 \ ∂+S1 на S2 \ ∂+S2.

Залишається перевiрити, що h гомеоморфiзм. Оскiльки ψj = ψj+1 = h на Xi

для i ≤ j, це слiдує з формули (2.2), що

h(x, y) = (h(x), y).

для всiх (x, y) ∈ Xi×(ui, 1]. Тобто h гомеоморфно вiдображає вiдкриту множину

Xi × (ui, 1] з S1 на вiдкриту множину X ′i × (ui, 1] з S2. Оскiльки сiм’я

{Xi × (ui, 1]}Ki=1 ∪ {S1 \ ∂+S1}

утворює вiдкрите покриття S1, то h є гомеоморфiзмом.

Випадок 2.

Припустимо S1 i S2 — це пiвсмуги.

Вважатимемо, що R × [0, 1) ⊂ Si ⊂ R × [0, 1], i = 1, 2. Тодi за Лемою 2.2.0.2

знайдемо пiвсмугу S ′i i гомеоморфiзм φi : Si → S ′i такi, що

• R× [0, 1) ⊂ S ′i ⊂ Si ⊂ R× [0, 1];

• замикання межових iнтервалiв у ∂+S
′
i обмеженi та попарно не перетинаю-

ться;

• φi є нерухомим на R× 0 i зберiгає другу координату.
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Отже, композицiя h′ = φ2 ◦ h ◦ φ−1
1 : ∂S ′1 → ∂S ′2 є гомеоморфiзмом, що зберi-

гає порядок та орiєнтацiю межових iнтервалiв i збiгається з h на R× 0. Таким

чином, використовуючи Випадок 1, гомеоморфiзм продовжується до пошаро-

вого гомеоморфiзму h′ : S ′1 → S ′2. Тому φ−1
2 ◦ h′ ◦ φ1 : S1 → S2 є шуканим

продовженням h.

Випадок 3.

Розглянемо загальний випадок, коли S1 i S2 — смуги. Не втрачаючи загальностi,

вважатимемо, що

R× (−1, 1) ⊂ Si ⊂ R× [−1, 1]

для i = 1, 2.

Аналогiчно доведенню Твердження 2.1.0.2 розглянемо двi пiвсмуги

Ai = Si ∩ R× [−1, 0], Bi = Si ∩ R× [0, 1].

Очевидно,

∂−Ai = ∂−Si, ∂+Ai = ∂−Bi = R× 0, ∂+Bi = ∂+Si.

Визначимо два гомеоморфiзми f : ∂A1 → ∂A2 i g : ∂B1 → ∂B2 за допомогою

правил:

f |∂−A1
= h|∂−A1

, f |∂+A1
= g|∂−B1

= idR×0, f |∂+B1
= h|∂+S1

.

Тодi, використовуючи Випадок 2, f i g продовжимо до пошарового гомеомор-

фiзму f : A1 → A2 i g : B1 → B2. Шукане продовження h : S1 → S2 гомеомор-

фiзму h можна задати формулою: h|A′ = f i h|B′ = g.

Теорема 2.1.1.1 повнiстю доведена.

2.4 Смугастий атлас

Нехай Z — двовимiрний топологiчний многовид.
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Означення 2.4.0.1. Смугастий атлас на Z — це вiдображення q : Z0 → Z

для якого виконуються такi умови:

(1) Z0 =
⊔
λ∈Λ

Sλ — щонайбiльше злiченна сiм’я попарно диз’юнктних смуг;

(2) q — фактор вiдображення, тобто неперервне сюр’єктивне вiдображення,

що володiє властивiстю: пiдмножина U ⊂ Z є вiдкритою тодi i лише

тодi, коли q−1(U) ∩ Sλ вiдкрита у Sλ для кожного λ ∈ Λ;

(3) iснують двi диз’юнктнi сiм’ї X = {Xγ}γ∈Γ i Y = {Yγ}γ∈Γ попарно рiзних

межових iнтервалiв Z0 занумерованих однiєю i тiєю ж множиною iнде-

ксiв Γ таких, що

(а) q — iн’єктивне на Z0 \ (X ∪ Y);

(б) q(Xγ) = q(Yγ) для кожного γ ∈ Γ;

(в) звуження q|Xγ
: Xγ → q(Xγ) i q|Yγ : Yγ → q(Yγ) є вкладеннями зi

замкненими образами.

Означення 2.4.0.2. Поверхню Z надiлену смугастим атласом називатимемо

смугастою поверхнею.

Зауважимо, що смугаста поверхня Z є некомпактним двовимiрним многови-

дом, який може бути незв’язним та неорiєнтованим, а кожна компонента його

межi є вiдкритим iнтервалом.

Крiм того, Z допускає одновимiрне шарування одержане з канонiчних ша-

рувань вiдповiдних модельних смуг Sλ. Назвемо таке шарування канонiчним

шаруванням асоцiйованим зi смугастим атласом q i позначимо його через ∆.

Очевидно, кожен шар ∆ є гомеоморфним образом R.

Означення 2.4.0.3. Скажемо, що одновимiрне шарування ∆′ на Z i смуга-

стий атлас q : Z0 → Z узгодженi, якщо q гомеоморфно вiдображає кожен

шар канонiчного шарування кожної смуги у Z0 на деякий шар ∆′.
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Отже, канонiчне шарування асоцiйоване зi смугастим атласом узгоджене з

цим атласом. Зауважимо, що смугаста поверхня може мати багато атласiв узго-

джених з її канонiчним шаруванням.

Зауваження 2.4.0.4. Завдяки (c) для кожного γ ∈ Γ маємо гомеоморфiзм

φγ : Yγ → Xγ визначений як

φγ =
(
q|Xγ

)−1 ◦ q|Yγ . (2.3)

Таким чином, можна вважати, що смугаста поверхня одержана з сiм’ї

модельних смуг склеєних вздовж певних межових iнтервалiв за допомогою

гомеоморфiзмiв φγ. Тут також дозволяється склейка двох смуг уздовж бiльш

нiж однiєї пари межових компонент. Крiм того, можливе склеювання разом

межових компонент однiєї смуги S.

Означення 2.4.0.5. Два смугастих атласи q : Z0 → Z i q′ : Z ′0 → Z ′ на

смугастих поверхнях Z i Z ′ назвемо еквiвалентними, якщо iснують два

пошарових гомеоморфiзми h : Z0 → Z ′0 i k : Z → Z ′, якi роблять комутатив-

ною таку дiаграму:
Z0

h−−→ Z ′0

q

y yq′
Z −−→

k
Z ′

(2.4)

Повертаючись до означення смугастої поверхнi, зауважимо, що для кожного

γ ∈ Γ iнтервали Xγ, Yγ є горизонтальними, i тому

Xγ = (a, b)× {xγ}, Yγ = (c, d)× {yγ}

для усiх xγ, yγ ∈ {u, v} i a, b, c, d ∈ R∪{±∞} з a < b i c < d. Отже, φγ : Yγ → Xγ

можна задати таким чином:

φγ(s, yγ) = (ψγ(s), xγ), s ∈ (c, d), (2.5)

де ψγ : (c, d)→ (a, b) певний гомеоморфiзм.
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Зауваження 2.4.0.6. Якщо a < b i c < d, то iснує рiвно два афiнних гомео-

морфiзми ψ+, ψ− : (c, d)→ (a, b) визначених формулами

ψ+(t) =
b− a
d− c

(
t− c

)
+ a, ψ−(t) =

a− b
d− c

(
t− c

)
+ b, (2.6)

для t ∈ (a, b). Очевидно, ψ+ зберiгає орiєнтацiю, а ψ− змiнює її.

Означення 2.4.0.7. Смугастий атлас q : Z0 → Z називатимемо афiнним,

якщо

() Z0 складається з модельних смуг;

() кожен гомеоморфiзм склеювання φγ : Yγ → Xγ, γ ∈ Γ є афiнним, тобто

гомеоморфiзм ψγ у (2.5) визначений однiєю з формул (2.6).

Теорема 2.4.0.8 ([28]). Кожен смугастий атлас q : Z0 → Z смугастої по-

верхнi Z еквiвалентний афiнному. Крiм того, iснує афiнний атлас q′ : Z0 → Z

i пошаровий гомеоморфiзм h : Z0 → Z0, який робить таку дiаграму комута-

тивною:

Z0

q′   

h // Z0

q~~
Z

2.5 Висновки

В роздiлi 2 означенi поняття смуг, модельних смуг, смугастого атласу та до-

ведено, що кожна смуга є гомеоморфною модельнiй, а також сформульованi

достатнi умови того, коли iснує гомеоморфiзм мiж двома смугами.



Роздiл 3. Групи гомеотопiй несингулярних ша-

рувань на двовимiрних некомпактних

поверхнях

В даному роздiлi дослiджується гомотопiчний тип груп гомеоморфiзмiв шару-

вань на смугастих поверхнях.

3.1 Граф смугастого атласу

Нехай q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z смугастий атлас на поверхнi Z.

3.1.1 Поняття графу смугастого атласу

Атласу q поставимо у вiдповiднiсть деякий граф G, надiлений «комбiнаторною»

iнформацiєю щодо склейок смуг за допомогою q. Зауважимо, що такий граф

може мати кратнi ребра та петлi, а також вiдкритi пiвребра.

1. Вершинами графа G є смуги t
λ∈Λ

Sλ.

2. Для зручностi назвемо кожен межовий iнтервалX деякої смуги Sλ пiвребром

iнцидентним вершинi Sλ. Множину всiх пiвребер ∂±Sλ позначимо d±(Sλ).

Також покладемо d(Sλ) = d−(Sλ) ∪ d+(Sλ).

3. Ребра графа G можуть бути двох типiв.

а) Якщо двi смуги S1 i S2 є склеєними вздовж їх межових iнтервалiв Xγ i

Yγ, то вершини S1 i S2 графа G з’єднанi за допомогою ребра eγ. Таким
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чином, формально, ребро eγ є невпорядкованою парою пiвребер (Xγ, Yγ)

i називатимемо його замкненим ребром графа G.

б) Якщо X — межовий iнтервал деякої смуги Sλ, яка не склеєна з жодною

iншою смугою вздовж цього iнтервалу, то X є межовим iнтервалом Z.

Вважатимемо, що X пiввiдкрите ребро з однiєю вершиною, що вiдповiдає

Sλ.

Додамо також до графу G iнформацiю про напрямки склейок межових iн-

тервалiв, i розташування межових iнтервалiв вздовж кожної смуги.

Для гомеоморфiзма f : (a, b) → (c, d) визначимо число or(f) = +1, якщо f

зберiгає орiєнтацiю, i or(f) = −1 в протилежному випадку. Очевидно, що якщо

g : (c, d)→ (e, f) iнший гомеоморфiзм, то or(g ◦ f) = or(g) · or(f).

4. Кожному замкненому ребру (Xγ, Yγ), що вiдповiдає склейцi компонент межi,

φγ : Yγ → Xγ поставимо у вiдповiднiсть число σ(Xγ, Yγ) := or(φγ) i назвемо

орiєнтацiєю склейки.

5. Нагадаємо, що для кожної смуги Sλ множина її межових iнтервалiв є не бiль-

ше нiж злiченною частково впорядкованою множиною, яка є диз’юнктним

об’єднанням двох лiнiйно впорядкованих пiдмножин, ∂−Sλ i ∂+Sλ. Таким чи-

ном маємо лiнiйний порядок на кожнiй множинi d−(Sλ) i d+(Sλ) для всiх

пiвребер iнцидентних вершинi Sλ графа G.

Отже, формально, граф смугастого атласу — це четвiрка

G = (Λ, H, ξ, σ),

яка складається з таких об’єктiв.

• Λ множина вершин графа G.

• H =
⊔
λ∈Λ

(
d−1(λ) t d+1(λ)

)
сiм’я попарно неперетинних щонайбiльше злiчен-

но лiнiйно впорядкованих множин, d−1(λ) та d+1(λ), назвемо їх пiвребрами

iнцидентними λ. Також позначимо через d(λ) = d−1(λ) t d+1(λ).
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• ξ : H → H — iнволюцiя, тобто бiєкцiя така, що ξ2 = idH . У цьому випадку

якщо X 6= ξ(X) для деякого X ∈ H, то невпорядковану пару {X, ξ(X)} на-

звемо замкненим ребром графа G. В протилежному випадкуX — нерухома

точка ξ i назвемо її пiввiдкритим ребром графа G.

• σ : E → {±1} вiдображення з множини

E =
{
{X, ξ(X)} | X ∈ H, X 6= ξ(X)

}
всiх замкнених ребер графа G до {±1}, назвемо його орiєнтацiєю склейок .

Еквiвалентно, σ можна розглядати як вiдображення σ : H \Fix(ξ)→ {±1}

таке, що σ ◦ ξ = σ.

3.1.2 Iзоморфiзм графiв смугастого атласу

Означення 3.1.2.1. Нехай G = (Λ, H, ξ, σ) i G′ = (Λ′, H ′, ξ′, σ′) графи двох

смугастих атласiв деяких смугастих поверхонь. Тодi пiд iзоморфiзмом цих

графiв розумiтимемо чотири вiдображення

ν : Λ→ Λ′, ε : H → H ′, l, τ : Λ→ {±1},

що мають такi властивостi.

(а) ν i ε — бiєкцiї, що задовольняють тотожностi

ε(ds(λ)) = d′τ(λ)·s(ν(λ))

для всiх λ ∈ Λ i s ∈ {±1}, де d′±1(λ
′) ⊂ H ′ множина пiвребр графа G′

iнцидентних λ′ ∈ Λ. Крiм того, обидвi бiєкцiї

ε|d−1(λ) : d−1(λ)→ d′−τ(λ)(ν(λ)),

ε|d+1(λ) : d+1(λ)→ d′τ(λ)(ν(λ)),

є зростаючими для l(λ) = +1 i спaдними для l(λ) = −1.
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(б) ξ′ ◦ ε = ε ◦ ξ, зокрема, ε iндукує бiєкцiю мiж замкненими ребрами графа

G i G′.

(в) Нехай {X, Y } замкнене ребро G з X ∈ d(λ) i Y = ξ(X) ∈ d(µ) для деяких

λ, µ ∈ Λ. Тодi

l(λ) · σ(X, Y ) = σ′(ε(X), ε(Y )) · l(µ). (3.1)

Зауважимо, що множина Aut(G) всiх автоморфiзмiв графа G є групою вiд-

носно операцiї множення: якщо

a′ = (ν ′, ε′, l′, τ ′), a = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G),

то їх добуток a′′ = a′a = (ν ′′, ε′′, l′′, τ ′′) визначений таким чином:

ν ′′ = ν ′ ◦ ν, ε′′ = ε′ ◦ ε, (3.2)

l′′(λ) = l′(ν(λ)) · l(λ), τ ′′(λ) = τ ′(ν(λ)) · τ(λ), (3.3)

для всiх λ ∈ Λ.

Нехай 1 : Λ → {±1} — стала функцiя, що досягає значення +1. Тодi

(idΛ, idH ,1,1) є одиницею групи Aut(G) i (ν, ε, l, τ)−1 = (ν−1, ε−1, l, τ).

Для множини X позначимо через Σ(X) групу перестановок на X. Для групи

A нехай також AX група всiх вiдображень X → A вiдповiдно до поточкового

множення. Тодi група Σ(X) природним чином дiє справа на AX за допомогою

правила: результат дiї бiєкцiї ν : X → X з Σ(X) на вiдображення a : X → A,

що належить до AX , є композицiєю вiдображень

a ◦ ν : X
ν−−−→ X

a−−−→ A.

Вiдповiдний напiвпрямий добуток AXoΣ(X) називатимемо вiнцевим добутком

Σ(X), та A над X i позначатимемо через A oX Σ(X). Отже, згiдно означення,

A oX Σ(X) є прямим добутком множин AX × Σ(X) вiдносно множення:

(a′, ν ′)(a, ν) =
(
(a′ ◦ ν) · a, ν ′ ◦ ν),
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де через · позначимо множення уAX . Зауважимо, що iснує природний сюр’єктивний

гомоморфiзм η : A oX Σ(X) → Σ(X), η(a, ν) = ν, чиє ядро AX × idX . Бiльше

того, також матимемо включення 1 × Σ(X) ⊂ A oX Σ(X), де 1 : X → A стале

вiдображення у одиницi A. Iншими словами коротка точна послiдовнiсть

1→ AX → A oX Σ(X)
η−−−→ Σ(X)→ 1

володiє перерiзом s : Σ(X) → A oX Σ(X), s(ν) = (1, ν), тобто таким гомомор-

фiзмом, що η ◦ s = id(Σ(X)).

Перепишемо (3.2) i (3.3) у виглядi:

(ν ′, ε′, l′, τ ′) (ν, ε, l, τ) =
(
ν ′ ◦ ν, ε′ ◦ ε, (l′ ◦ ν) · l, (τ ′ ◦ ν) · τ

)
Тодi Aut(G) є пiдгрупою групи(

{±1}2 oΛ Σ(Λ)
)
× Σ(H).

3.1.3 Еквiвалентнiсть смугастих атласiв

Теорема 3.1.3.1. Кожна еквiвалентнiсть смугастих атласiв iндукує iзомор-

фiзм мiж їх графами. I навпаки, кожен iзоморфiзм графiв смугастих атласiв

визначає еквiвалентнiсть мiж самими атласами.

Доведення. Нехай

q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z, q′ : Z ′0 = t
λ′∈Λ′

S ′λ′ → Z ′

смугастi атласи на поверхнях Z i Z ′, G = (Λ, H, ξ, σ) та G′ = (Λ′, H ′, ξ′, σ′) їх

графи.

1) Припустимо, що пара гомеоморфiзмiв (h, k) визначає еквiвалентнiсть атла-

сiв, так, що комутативною є дiаграма (2.4). Тодi h iндукує бiєкцiю мiж ком-

понентами зв’язностi Z0 i Z ′0, а отже, i бiєкцiю ν : Λ → Λ′ мiж вiдповiдними

множинами iндексiв (що переводять вершини G i G′) так, що h(Sλ) = S ′ν(λ).
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Зокрема, h визначає також бiєкцiю мiж компонентами межi Z0 i Z ′0, що є

множинами пiвребер графiв G i G′, тому отримуємо бiєкцiю ε : H → H ′.

Залишається визначити функцiї l, τ : Λ → {±1}. Вiзьмемо λ ∈ Λ i роз-

глянемо звуження h|Sλ : Sλ → S ′ν(λ). Припустимо, що IntSλ = R × (a, b) i

IntSν(λ) = R × (c, d) для деяких a < b, c < d ∈ R. Оскiльки h|Sλ залишає

шари горизонтальними лiнiями, матимемо, що

h|Sλ(x, y) = (α(x, y), β(y))

де

• α : Sλ → R — неперервна функцiя така, що для кожного y ∈ (a, b) вiдпо-

вiднiсть x 7→ α(x, y) є гомеоморфiзмом αy : R→ R;

• β : (a, b)→ (c, d) —гомеоморфiзм.

Очевидно, всi гомеоморфiзми αy є зростаючими чи спадними одночасно для

всiх y ∈ (a, b), тобто or(αy) не залежить вiд y ∈ (a, b). Тому покладемо

l(λ) = or(αy), τ(λ) = or(β).

Ми стверджуємо, що (ν, ε, l, τ) є iзоморфiзмом графiв G i G′ в сенсi Означе-

ння 3.1.2.1.

Зауважимо, що звуження h|∂Sλ : ∂Sλ → ∂S ′ν(λ) є монотонним гомеоморфiз-

мом, що задовольняє умови (a) i (b) Означення 3.1.2.1. Перевiримо умову (c).

Нехай {X, Y } замкнене ребро графа G з X ∈ d(λ) i Y = ξ(X) ∈ d(µ) для

деяких λ, µ ∈ Λ, i X ′ = ε(X) i Y ′ = ε(Y ). Це значить, що X ⊂ ∂Sλ i Y ⊂ ∂Sµ є

компонентами межi з q(X) = q(Y ), X ′ = h(X) ⊂ ∂S ′ν(λ), i Y
′ = h(Y ) ⊂ ∂S ′ν(µ).

Тодi отримуємо таку комутативну дiаграму:

Y
h|Y−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

or(h|Y )=l(µ)
Y ′

φ

yor(φ)=σ(X,Y ) or(φ′)=σ′(X ′,Y ′)

yφ′
X

or(h|X)=l(λ)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
h|X

X ′
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де φ та φ′ гомеоморфiзми склейки. Тут

l(µ) · σ′(X ′, Y ′) = or(h|Y ) · or(φ′) = or(φ′ ◦ h|Y ) =

= or(h|X ◦ φ) = or(h|X) · or(φ) = l(λ) · σ(X, Y ).

2) Доведемо обернене твердження. Зауважимо, що згiдно Теореми 2.4.0.8,

можна припустити, що обидва атласи q i q′ є афiнними.

Нехай (ν, ε, l, τ) — iзоморфiзм мiж графами G i G′ в сенсi Означення 3.1.2.1.

Нехай також λ ∈ Λ i λ′ = ν(λ). Побудуємо гомеоморфiзм hλ : Sλ → S ′λ′ за

таким правилом.

(i) Спершу припустимо ∂Sλ = ∅, тобто d(λ) = ∅. Оскiльки ε бiєктивно

вiдображає d(λ) на d′(λ′), то d′(λ′) = ∅, i тому також ∂S ′ν(λ) = ∅. Не втрачаючи

загальностi, вважатимемо, що Sλ = S ′λ′ = R × (−1, 1). Тодi визначимо hλ за

допомогою формули:

hλ(x, y) =
(
l(λ)x, τ(λ)y).

(ii) Тепер припустимо, що ∂Sλ 6= ∅. Нехай X ∈ d(λ) — пiвребро в G iнциден-

тне вершинi λ, тобто X є компонентою межi смуги Sλ. Тодi ν(X) є межовим

iнтервалом смуги S ′ν(λ). Оскiльки ми припустили, що Sλ i S ′ν(λ) модельнi смуги,

то iнтервали X i ν(X) є обмеженими. Визначимо hλ на X як єдиний афiнний

гомеоморфiзм ψX : X → ν(X) з or(ψX) = l(λ).

Сiм’я всiх {ψX}X∈d(λ) визначає гомеоморфiзм hλ : ∂Sλ → ∂S ′ν(λ). Вiдповiд-

но до властивостi (a) Означення 3.1.2.1, hλ є монотонним, i тому згiдно Те-

ореми 2.1.1.1 гомеоморфiзм h продовжується до пошарового гомеоморфiзму

hλ : Sλ → S ′ν(λ).

Отже, ми одержали пошаровий гомеоморфiзм h : t
λ∈Λ

Sλ → t
λ′∈Λ′

S ′λ′ визначе-

ний за допомогою рiвностi h|Sλ = hλ для λ ∈ Λ.

Гомеоморфiзм h iндукує пошаровий гомеоморфiзм k : Z → Z ′ такий, що

пара (h, k) є еквiвалентнiстю смугастих атласiв q i q′.
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Нехай D ⊂ Z0, (вiдповiдно D′ ⊂ Z ′0), множина межових iнтервалiв на якому

q, ( q′) не є iн’єктивним. Тодi h визначає гомеоморфiзм Z0 \D на Z ′0 \D′, звiдки

визначимо k : q(Z0 \D)→ q′(Z ′0 \D′) за допомогою рiвностi k = q′ ◦ h ◦ q−1.

Тому залишається показати, що h є узгодженим з q i q′ на D i D′, тобто для

кожної пари межових iнтервалiв X ⊂ ∂Sλ i Y ⊂ ∂Sµ з q(X) = q(Y ), матимемо,

що q′(h(X)) = q′(h(Y )) i справедлива така комутативна дiаграма:

q(X) X
qoo

h|X=ψX //

φ
��

X ′
q′ //

φ′

��

q′(X ′)

q(Y ) Y
qoo

h|Y =ψY // Y ′
q′ // q′(Y ′)

(3.4)

де φ i φ′ є гомеоморфiзмами склейок. Тодi для кожного z ∈ D покладемо

k(q(z)) = q′ ◦ h(z).

В термiнах графiв матимемо, що {X, Y } замкнене ребро графа G таке, що

X ∈ d(λ), Y = ξ(X) ∈ d(µ), X ′ = ε(X) i Y ′ = ε(Y ). Таким чином, за допомогою

(b)

Y ′ = ε(Y ) = ε ◦ ξ(X) = ξ′ ◦ ε(X) = ξ′(X)

i тому {X ′, Y ′} замкнене ребро графа G′, тобто q′(h(X)) = q′(h(Y )).

Отже, отримуємо дiаграму (3.4). Однак необхiдно перевiрити ще комутатив-

нiсть її центрального квадрата, що складається з афiнних гомеоморфiзмiв. Тодi

згiдно (c) отримаємо, що or(φ′ ◦ ψX) = or(ψY ◦ φ).

Оскiльки φ′ ◦ ψX , ψY ◦ φ : X → Y ′ є афiнними гомеоморфiзмами, то вони

тотожнi один одному, i тому дiаграма (3.4) є комутативною.

Отже, (h, k) — еквiвалентнiсть смугастих атласiв, що визначає iзоморфiзм

(ν, ε, l, τ) мiж G i G′.

3.1.4 Обчислення групи Aut(G) для деяких смугастих атласiв

Розглянемо декiлька iлюстративних прикладiв. Зауважимо, що для збереження

формалiзму, розлядатимемо в цьому пунктi вiдображення f : A→ B, деA може
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бути порожньою множиною. Кожному вiдображенню f : A → B вiдповiдає

його графiк {(a, f(a)) | a ∈ A} ⊂ A×B. Таким чином, вiдображення ∅→ B з

порожньої множини є порожньою пiдмножиною порожньої множини ∅×B.

Приклад 3.1.4.1. Нехай S = R× (−1, 1) i q = idS : S → S смугастий атлас,

що складається з однiєї смуги, див рис. 3.1.4.1(a). Тодi Λ = {∗} складається

з однiєї точки, H = ∅, а отже ξ : H → H та σ : H \ Fix(ξ) → {±1} є

вiдображеннями порожньої множини.

Нехай (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тодi ν = idΛ id ε = idH однозначно визначенi,

в той час, як l, τ : {∗} → {±1} можуть бути довiльними вiдображеннями.

Звiдси легко бачити, що Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.

(a) (b)

Рис. 3.1.4.1: Смугастi атласи складаються з однiєї смуги i є тотожними

вiдображеннями

Приклад 3.1.4.2. Нехай S = R × (−1, 1) ∪ {(−2,−1) ∪ (1, 2)} × {1} i зно-

ву q = idS : S → S смугастий атлас, що складається з однiєї смуги, див.

рис. 3.1.4.1(b). Тодi Λ = {∗} складається з однiєї точки, H = {a, b} = d+1(∗),

де a = (−2,−1)×{1}, b = (1, 2)×{1}, i a < b в сенсi лiнiйного порядку d+1(∗).

Оскiльки цi iнтервали склеюються, то отримуємо, що ξ = idH : H → H, а

отже σ : H \ Fix(ξ)→ {±1} є вiдображенням з порожньої множини.

Нехай x = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тодi ν = idΛ. А так як H = d+1(∗) i також

d−1(∗) = ∅, то ε(d+1(∗)) = d+1(∗), звiдки τ(∗) = +1.

Якщо ε(a) = a, то ε = idH , звiдки l(∗) = +1, а тому x є одиницею групи

Aut(G). Припустимо ε(a) = b. Тодi ε(b) = a, отже ε обертаюча порядок



54

бiєкцiя H = d+1(∗), звiдки l(∗) = −1. Таким чином, Aut(G) складається з

двох елементiв, тобтоAut(G) ∼= {±1}.

Приклад 3.1.4.3. Нехай S = R×[0, 1], φ : R×{0} → R×{+1} — гомеоморфiзм

заданий формулою φ(x, 0) = (x, 1). Тодi фактор-простiр Z = S/φ є вiдкритим

цилiндром R × S1, а фактор-вiдображення q : S → Z є смугастим атласом,

див. Рис. 3.1.4.2(a).

У цьому випадку Λ = {∗} знову складається з однiєї точки, H = {a, b},

де a = R × {0}, b = R × {1}, а ξ : H → H i σ : H → {±1} визначаються

формулами: ξ(a) = b, ξ(b) = a, σ(a) = σ(b) = or(φ) = +1.

Нехай x = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тодi ν = idΛ. Оскiльки G має єдине ребро

{a, b}, ε зберiгає його нерухомим, тому з (3.1) слiдує, що l(a) = l(b).

Припустимо, що ε(a) = a. Тодi ε = idH , а тому τ(∗) = +1. В iншому

випадку, ε(a) = b, ε(b) = a i τ(∗) = −1. Зауважимо, що в обох випадках,

спiльне значення l(a) = l(b) можна взяти довiльним.

Це означає, що Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.

Приклад 3.1.4.4. Нехай, як i вище, S = R × [0, 1]. Однак зараз гомеомор-

фiзм φ : R× {0} → R× {+1} змiнює орiєнтацiю та визначається формулою

φ(x, 0) = (−x, 1). Тодi фактор-простiр Z = S/φ є вiдкритою стрiчкою Мебiуса

(див Рис. 3.1.4.2(b)). Легко перевiрити, що також Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.

(a) (b)

Рис. 3.1.4.2: Пошаровий вiдкритий цилiндр i стрiчка Мебiуса
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3.2 Редукований смугастий атлас

Означення 3.2.0.1. Ребро {X, Y } графа G назвемо неiстотним, якщо

X = ∂εS i Y = ∂ε′S
′ для деяких рiзних смуг S, S ′ атласу i деяких ε, ε′ ∈ {±},

див. Рис. 3.2.0.1. Смугастий атлас назвемо редукованим, якщо його граф не

має неiстотних ребер.

Рис. 3.2.0.1: Неiстотне ребро

Наступне твердження доведене в [24]. Переформулюємо його у термiнах сму-

гастих атласiв та їх графiв.

Теорема 3.2.0.2. [24, Теорема 3.7]. Кожна смугаста поверхня зi злiченною

базою має редукований атлас.

Основнi спостереження в цiй теоремi проiлюстрованi на Рис. 3.2.0.1. Оскiльки

X = ∂εS i Y = ∂ε′S
′, то склеювання S i S ′ вздовж X i Y дає знову смугу, яку

ми позначимо через S1 (див. [24, Лему 3.2]). Iншими словами, можна замiнити

S та S ′ в атласi q на S1. На графi ми викидаємо замкнене ребро мiж S i S ′.

Такi методи також дозволяють усунути навiть злiченнi шляхи неiстотних ребер.

Оскiльки поверхня передбачає наявнiсть злiченної бази, це дозволяє видалити

всi неiстотнi ребра.

Зауважимо однак, що якщо у нас є скiнченний цикл неiстотних ребер, то

можна видалити їх всi, крiм одного. Це дає двi спецiальнi поверхнi: вiдкри-

тий цилiндр i стрiчку Мебiуса (Приклад 3.1.4.3 i 3.1.4.4) у яких ми склеюємо

X = ∂−S з Y = ∂+S. Але вiдповiднi замкненi ребра {X, Y } не є неiстотними,

оскiльки тепер X i Y належать до однiєї смуги.
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3.3 Група гомеотопiй канонiчного шарування смугастої
поверхнi

Нехай Z — зв’язна смугаста поверхня з канонiчним шаруванням ∆. Розглянемо

H(∆) — групу усiх пошарових гомеоморфiзмiв h : Z → Z i групу гомеотопiй її

канонiчного шарування π0H(∆) = H(∆)/Hid(∆).

Наступне твердження про гомотопiчний тип групи Hid(∆) доведене в [24].

Переформулюємо його у термiнах смугастих атласiв i їх графiв.

Теорема 3.3.0.1. [24, Теорема 4.4]. Нехай q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z редукований

смугастий атлас на зв’язнiй поверхнi Z, G —граф смугастого атласу, i ∆ —

вiдповiдне канонiчне шарування. Для простоти покладемо Int(Sλ) = R× (0, 1)

для всiх λ ∈ Λ.

Припустимо також, що Z не є пошарово гомеоморфним вiдкритому цилiн-

дру чи стрiчцi Мебiуса. Тодi мають мiсце такi твердження.

(1) Нехай Σ = q( t
λ∈Λ

∂Sλ). Тодi k(Σ) = Σ для кожного k ∈ H(∆). Отже, k

iндукує гомеоморфiзм h : Z0 → Z0 такий, що q ◦ h = k ◦ q, тобто (h, k) є

самоеквiвалентнiстю атласу q.

(2) Нехай k ∈ H(∆). Тодi k належить до Hid(∆) тодi i лише тодi, коли

(a) k iндукує гомеоморфiзм h : Z0 → Z0 такий, що q◦h = k◦q i h(Sλ) = Sλ;

(b) для кожного λ ∈ Λ звужений гомеоморфiзм h : Sλ → Sλ задано за до-

помогою формул: h(x, y) = (α(x, y), β(y)), де вiдповiднiсть x 7→ αy(x)

є зростаючим гомеоморфiзмом R в R для кожного y ∈ (0, 1), i також

β : [0, 1]→ [0, 1] є зростаючим гомеоморфiзмом;

(c) h залишає iнварiантними кожну компоненту межi смуги Sλ разом з

її орiєнтацiєю.

Iншими словами, k ∈ Hid(∆) тодi i лише тодi, коли (h, k) є самоеквiва-

ленцiєю смугастого атласу q, що iндукує тотожнiй автоморфiзм G.
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Кожен гомеоморфiзм смугастої поверхнi h : Z → Z з H+(∆) iндукує авто-

морфiзм графа смугастого атласу ρ(h) : G → G. Зауважимо, що вiдповiднiсть

h 7→ ρ(h) є гомоморфiзмом груп ρ : H+(∆)→ Aut(G).

Використовуючи Теорему 3.3.0.1, покажемо справедливiсть такої теореми:

Теорема 3.3.0.2. Нехай q : Z0 t
λ∈Λ

Sλ → Z редукований смугастий атлас

зв’язної поверхнi Z, G — граф смугастого атласу, i ∆ — вiдповiдне канонiчне

шарування.

(i) Якщо Z пошарово гомеоморфна або вiдкритому цилiндру або стрiчцi Ме-

бiуса, то Hid(∆) гомотопiчно еквiвалентна колу S1.

(ii) В протилежному випадку, Hid(∆) — стягувана.

В обох випадках матимемо природний iзоморфiзм ρ : π0H(∆) ∼= Aut(G).

Доведення. Твердження (i) та (ii) доведенi в [24, Теорема 4.4]. Доведемо, що ρ

iзоморфiзм.

Спершу припустимо, що Z є або вiдкритим цилiндром, або стрiчкою Мебiуса.

Кожен гомеоморфiзм k ∈ H(∆) iндукує гомеоморфiзм h = (α(x, y), β(x, y)),

де вiдповiдностi x 7→ αy(x), x 7→ βy(x) є зростаючими чи спадними гомеомор-

фiзмами R в R для кожного y ∈ (0, 1). Таким чином iснує гомоморфiзм груп

ϕ : H(∆)→ {±1}×{±1}. Оскiльки kerϕ = Hid(∆), то π0H(∆) = {±1}×{±1}

Припустимо тепер, що, що Z не є нi вiдкритим цилiндром нi стрiчкою Ме-

бiуса. У цьому випадку згiдно (1) Теореми 3.3.0.1 кожен k ∈ H(∆) володiє

самоеквiвалентнiстю (h, k) атласу q. Тому певний автоморфiзм ρ(k) графа G,

такий, що вiдповiднiсть k 7→ ρ(k) є гомоморфiзмом ρ : H(∆)→ Aut(G).

Згiдно Теореми 3.1.3.1 кожен автоморфiзм γ графа G iндукований завдяки

деякiй еквiвалентностi (h, k) атласу q. У цьому випадку γ = ρ(k). Тобто ρ є

сюр’єктивним. Крiм того, згiдно (2) Теореми 3.3.0.1 ker(ρ) = Hid(∆).
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Таким чином, отримуємо шуканий iзоморфiзм:

π0H(∆) = H(∆)/Hid(∆) = H(∆)/ ker(ρ) ∼= Aut(G).

Теорему доведено.

3.4 Групи гомеотопiй канонiчних шарувань
кореневоподiбних смугастих поверхонь

Нехай Ji = (2i− 1, 2i), i ∈ Z. Позначимо через

[0] = ∅, [n] = {1, 2, ..., n} , n ∈ N − N = {−1,−2, ...} .

Означення 3.4.0.1. Модельну смугу S назвемо стандартною, якщо

∂−S = J1 × {−1}, ∂+S = ∪
i∈A

Ji × {1},

де A одна з множин [0], [1], . . . ,N,−N,Z.

A = [n] A = N

A = −N A = Z

Рис. 3.4.0.1: Стандартнi модельнi смуги

3.4.1 Клас F кореневоподiбних смугастих поверхонь

Нехай F — клас смугастих поверхонь, якi мають атлас q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z, що

задовольняє таким умовам:
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1) кожна Sλ ⊂ R× [−1, 1], λ ∈ Λ, є стандартною модельною смугою;

2) граф G атласу q є деревом скiнченного дiаметра.

Зокрема, кожну модельну смугу Sλ атласу q можна розглядати як вершину

графа G, що має одне вхiдне ребро i не бiльше нiж злiченну кiлькiсть вихiдних

ребер, якi є лiнiйно впорядкованими вiдповiдно до A.

Оскiльки G є зв’язним та має скiнченний дiаметр i не мiстить циклiв, то iснує

єдина вершина, що не мiстить вхiдного ребра. Назвемо цю вершину коренем i

вiдповiдно смугу — кореневою смугою.

Отже, кожну поверхню Z ∈ F дiаметра d можна iндуктивно представити

таким чином (див. Рис. 3.4.1.1):

S ∪
∂+S

(⋃
i∈A

Zi
)
→ Z, (3.5)

де

• S коренева смуга Z,

∂−S = J × {−1}, ∂+S = ∪
i∈A

Ji × {1},

де J, Ji — обмеженi iнтервали, замикання яких попарно не перетинаються,

i ∈ A, A одна з множин [0], [1], . . . ,N,−N,Z.

• Zi є або порожньою, або смугастою поверхнею, що належить до класу F i

граф її атласу Gi має дiаметр менший нiж d.

Рис. 3.4.1.1: Смугаста поверхня Z ∈ F граф якої G має дiаметр 3.
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3.4.2 Групи гомеотопiй шарувань поверхонь класу F

Нехай Z — поверхня з класу F. Тодi її канонiчне шарування ∆ є орiєнтова-

ним. Позначимо через H+(∆) пiдгрупу усiх пошарових гомеоморфiзмiв H(∆),

що складається з гомеоморфiзмiв h : Z → Z таких, що для кожного шару ω

звуження вiдображення h : ω → h(ω) зберiгає орiєнтацiю.

Розглянемо групу гомеотопiй (див. пiдроздiл 1.3)

π0H+(∆) = H+(∆)/H+
id(∆).

Клас груп гомеотопiй шарувань на смугастiй поверхнi, яка належить класу F

позначимо через P, тобто

P = {π0H+(∆) | ∆ канонiчне шарування деякої смугастої поверхнi Z ∈ F}.

Також визначимо iнший клас груп G.

Означення 3.4.2.1. Нехай G — мiнiмальний клас груп, що задовольняють

такi умови:

1) 1 ∈ G;

2) якщо Gi ∈ G для i ∈ N, то
∏
i∈N

Gi ∈ G;

3) якщо G ∈ G, то G o Z ∈ G.

Вiдмiтимо, що довiльну групу G класу G можна отримати з одиничної гру-

пи 1 за допомогою скiнченного числа операцiй злiченних добуткiв та вiнцевих

добуткiв з Z. При цьому одна й та ж група може бути отримана так багатьма

рiзними способами. Наприклад,

Z ∼= 1 o Z ∼= 1× (1 o Z) ∼= (1× 1× 1) o Z.

Надалi нас цiкавитимуть найкоротшi такi записи серед усiх можливих для

даної групи.
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Нехай A = {1,Z, (, ) ,×, o}—множина символiв, яку назвемо алфавiтом. Пiд

словом розумiтимемо не бiльше нiж злiченну впорядковану множину символiв

з алфавiту A. Введемо поняття допустимого слова α та його висоти h(α).

1) слово 1 є допустимим, причому h(1) = 0;

2) якщо слово α—допустиме, то (α) також допустиме, i h(α) = h((α));

3) якщо слово α—допустиме, то α oZ = (α) oZ також допустиме, а його висота

h((α) o Z) = 1 + h(α);

3) якщо {αi}i∈Λ⊂N—не бiльш нiж злiченна множина допустимих слiв, то слово

α′ = (α1)× (α2)× ... є також допустимим i h(α′) = 1 + max
i∈Λ
{h(αi)}.

НехайW — множина допустимих слiв. Зрозумiло, що кожне допустиме слово

α ∈ W визначає деяку групу ξ(α) з класу G. Iншими словами, ми отримали

сюр’єктивне вiдображення ξ : W → G. Слово α назвемо представленням групи

ξ(α) в алфавiтi A.

Приклад 3.4.2.2. Нижче наведенi приклади представлення груп {1}, Z i Z oZ

в алфавiтi A та їх висоти:

h(1) = 0, h(1× 1) = 1,

h(1 o Z) = 1, h((1× 1) o Z) = 2,

h
(

(1 o Z) × (1 o Z)
)

= 2, h
(

((1× 1) o Z) × (1 o Z)
)

= 3.

Нехай W ′ = {α | α ∈ W,h(α) <∞}—множина слiв скiнченної висоти. Тодi

G′ = ξ(W ′) — пiдклас в G, що й складається з груп, що мають представлен-

ня скiнченої висоти, мiстить групи, що допускають представлення скiнченної

висоти в алфавiтi A.

Наша мета довести таку теорему:

Теорема 3.4.2.3. Класи P та G′ збiгаються.
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3.4.3 Допомiжнi твердження

Нехай Z — смугаста поверхня класу F зi смугастим атласом (3.5), i S — коренева

смуга Z. Нехай ∂+S = ∪i∈AJi × {1}.

Зауважимо, що якщо h ∈ H+(∆), то h(S) = S. Отже, iснує єдине число

η(h) ∈ Z таке, що у картi для S:

h(Ji × {1}) = Ji+η(h) × {1}

для всiх i ∈ A. Легко перевiрити, що вiдповiднiсть h 7→ η(h) є гомоморфiзмом

η : H+(∆)→ Z. (3.6)

Очевидно, η може бути ненульовим гомоморфiзмом лише тодi, коли A = Z.

Розглянемо такi двi пiдгрупи групи H+(∆):

QS =
{
h ∈ H+(∆) | h(ω) = ω, для кожного ω з ∆ визначеного на S

}
,

H+(∆, S) =
{
h ∈ H+(∆) | h|S = id|S

}
.

Очевидно, що

H+(∆, S) ⊂ QS ⊂ ker(η). (3.7)

Лема 3.4.3.1. Вкладення (3.7) є гомотопiчними еквiвалентностями.

Доведення. Спершу побудуємо деформацiю ker(η) в QS. Нехай h ∈ ker(η).

Оскiльки h(S) = S, то h переставляє шари шарування ∆. Тодi для S шари

∆ є лiнiями y = const, звiдси

h(x, y) = (α(x, y), β(y)) ,

де α, β : S → R неперервнi функцiї такi, що β не залежить вiд x, i для кожного

y ∈ (0, 1) вiдповiднiсть x 7→ α(x, y) є зберiгаючим орiєнтацiю гомеоморфiзмом

R в R.
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Отже, h ∈ QS тодi i лише тодi, коли β(y) = y для всiх y ∈ [0, 1]. Визначимо

вiдображення H : ker(η)× [0, 1]→ ker(η) за допомогою формули:

H(h, t)(z) =


(α(x, y), (1− t)β(y) + ty) , z = (x, y) ∈ S,

z, z ∈ Z \ S.

Отримаємо, що H0 = idker(η) , Ht(QS) ⊂ QS для всiх t ∈ [0, 1], i також

H(h, 1) ∈ QS.

Отже, H є деформацiєю ker(η) в QS, i тому включення QS ⊂ ker(η) є гомо-

топiчною еквiвалентнiстю.

Тепер покажемо, що перше включення також є гомотопiчною еквiвалентнi-

стю. Нехай h ∈ QS, тодi

h(x, y) = (α(x, y), y)

для всiх (x, y) ∈ S. Зауважимо, що h ∈ H+(∆, S) тодi i лише тодi, коли

α(x, y) = x i β(y) = y для всiх (x, y) ∈ S.

Нехай

h(x, y) = (αi(x, y), βi(y))

звуження вiдображення h на кореневу смугу Si поверхнi Zi у вiдповiднiй

картi Si. Оскiльки ∂−Si = J × {−1}, ми бачимо, що якщо h ∈ H+(∆, S), то

αi(x,−1) = x для всiх x ∈ J i i ∈ A.

Зафiксуємо неперервну функцiю ε : [−1, 1]→ [0, 1] таку, що

ε(y) =


1, y ∈ (−1,−0.8),

0, y ∈ (0, 1);

i визначимо гомотопiю G : QS × [0, 1]→ QS за допомогою формули

G(h, t)(z) =


((1− t)α(x, y) + tx, y) , z = (x, y) ∈ S,(
(1− tε(y))αi(x, y) + tε(y)x, β(y)

)
, z = (x, y) ∈ Si,

z z 6∈ S ∪ (∪i∈ASi) .
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Оскiльки ∂−Si склеєна з межовою компонентою Ji×{1} за допомогою афiнного

гомеоморфiзму, а формули для G є афiнними для деяких фiксованих t i y, то

цi формули узгодженi на Ji×{1} i ∂−Si, див. [24]. Це означає, що G неперервне

вiдображення.

Крiм того, легко бачити, що G0 = idQS , Gt(H
+(∆, S)) ⊂ H+(∆, S) для всiх

t ∈ [0, 1], та G1(QS) ⊂ H+(∆, S). Звiдси G є деформацiєю QS в H+(∆, S). Тому

включення H+(∆, S) ⊂ QS є також гомотопiчною еквiвалентнiстю.

Припустимо Zi непорожня для деякого i ∈ A. Нехай ∆i канонiчне шарування

на Zi i Si коренева смуга Zi. Позначимо через H+(∆i, ∂−Si) пiдгрупу H+(∆i),

що складається з гомеоморфiзмiв нерухомих на ∂−Si.

Якщо Zi = ∅, то покладемо, що H+(∆i, ∂−Si) = {1}.

Наслiдок 3.4.3.2. Має мiсце iзоморфiзм:

π0 ker η ∼=
∏
i∈A

π0H
+(∆i, ∂−Si).

Доведення. Очевидно, матимемо канонiчний iзоморфiзм:

α :H+(∆, S)→
∏
i∈A

H+(∆i, ∂−Si), α(h) = (h|Zi)i∈A.

Тодi з Леми 3.4.3.1 отримаємо таку послiдовнiсть iзоморфiзмiв:

π0 ker η ∼= π0H
+(∆, S) ∼= π0

∏
i∈A

H+(∆i, ∂−Si) =
∏
i∈A

π0H
+(∆i, ∂−Si).

Лема доведена.

Теорема 3.4.3.3. 1) Якщо η нульовий гомоморфiзм, то група π0H+(∆) є iзо-

морфною
∏
i∈A

π0H
+(∆i, ∂−Si).

2) Припустимо образ η є kZ для деякого k ≥ 1, тодi A = Z. Тодi група

π0H+(∆) є iзоморфною
(
k−1∏
i=0

π0H
+(∆i, ∂−Si)

)
o Z.
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Доведення. 1) Припустимо, що η нульовий гомоморфiзм, тобтоH+(∆) = ker(η).

Тодi з Леми 3.4.3.2 отримаємо, що

π0H+(∆) ∼=
∏
i∈A

π0H
+(∆i, ∂−Si).

2) Припустимо, що Imη = kZ. Тодi матимемо епiморфiзм η̂ : H+(∆) → Z

визначений за допомогою формули η̂(h) = η(h)/k i такий, що

h(Zr) = Zr+k·η̂(h), r = 0, 1, . . . , k − 1.

Нехай

X =
k−1⋃
i=0

Zi, ∂−X =
k−1⋃
i=0

∂−Si,

i ∆X — орiєнтоване шарування на X iндуковане шаруванням ∆. Позначимо

через H+(∆X , ∂−X) групу гомеоморфiзмiв X нерухомих на ∂−X, якi вiдобра-

жають шари шарування ∆X на шари, зберiгаючи їх орiєнтацiю. Тодi отримаємо

природний iзоморфiзм:
k−1∏
i=0

H+(∆i, ∂−Si) ∼= H+(∆X , ∂−X)

що дає iзоморфiзм
k−1∏
i=0

π0H
+(∆i, ∂−Si) ∼= π0H

+(∆X , ∂−X).

Таким чином для доведення Теореми 3.4.3.3 ми повиннi побудувати iзомор-

фiзм:

β : π0H+(∆) −→ π0H
+(∆X , ∂−X) o Z ≡ Map

(
Z, π0H

+(∆X , ∂−X)
)
o Z.

Зафiксуємо будь-який гомеоморфiзм g ∈ H+(∆) для якого η̂(g) = 1, а тому

g−η̂(h) ◦ h (Zi) = Zi,

для всiх h ∈ H+(∆) та i ∈ Z. Тодi g−η̂(h)◦h ∈ ker(η). Отже, отримуємо коректно

визначену функцiю:

ϕh : Z→ π0H
+(∆X , ∂−X), ϕh(j) =

[
g−j−η̂(h) ◦ h ◦ gj

∣∣
X

]
.
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Задамо наступне вiдображення:

β : π0H+(∆) −→ π0H
+(∆X , ∂−X) o Z

за допомогою формули

β(h) = (ϕh, η̂(h)) , h ∈ π0H+(∆).

Покажемо, що вiдображення β є iзоморфiзмом. Спершу зауважимо, що компо-

зицiя операцiй в H+(∆X , ∂−X) o Z визначена за допомогою правила:

(ϕh1, n) · (ϕh2,m) = (ϕmh1 · ϕh2, n+m),

де ϕmh (j) = ϕh(j +m).

Доведемо, що β — гомоморфiзм. Нехай h1, h2 ∈ H+(∆). Тодi

β(h1) ◦ β(h2) =
(
ϕh1, η̂(h1)

)
·
(
ϕh2, η̂(h2)

)
=
(
ϕ
η̂(h2)
h1
· ϕh2, η̂(h1) + η̂(h2)

)
=
([
g−j−η̂(h1)−η̂(h2) ◦ h1 ◦ gj+η̂(h2) ◦ g−j−η̂(h2) ◦ h2 ◦ gj|X

]
, η̂(h1 ◦ h2)

)
=
([
g−j−η̂(h1◦h2) ◦ h1 ◦ h2 ◦ gj|X

]
, η̂(h1 ◦ h2)

)
=
(
ϕh1◦h2, η̂(h1 ◦ h2)

)
= β(h1 ◦ h2).

Доведемо, що β — iн’єктивне вiдображення.

Нехай гомеоморфiзм h ∈ H+(∆) такий, що [h] ∈ ker β. Потрiбно показати,

що h iзотопний idZ в H+(∆).

Оскiльки [h] ∈ ker β, то β(h) = (ϕh, η̂(h)) = (ε, 0), де ε : Z → [idX ] — стале

вiдображення, що є одиницею в π0H
+(∆X , ∂−X). Оскiльки η(h) = 0, то з Ле-

ми 3.4.3.1 отримуємо, що h iзотопний вH+(∆) до гомеоморфiзму нерухомого на

S. Таким чином, можемо вважати, що h є нерухомим на S, тобто h ∈ H+(∆, S).

Тодi

ϕh(j) =
[
g−j ◦ h ◦ gj|X

]
= ε(j) = [idX ] ∈ π0H

+(∆X , ∂−X) (3.8)

для кожного j ∈ Z. Iншими словами, g−j ◦h ◦ gj|X iзотопний idX вiдносно ∂−X.
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Достатньо довести, що для кожного i ∈ Z звуження h|Zi iзотопнiH+(∆i, ∂−Si)

до idZi вiдносно ∂−Si.

Вiдмiтимо, що iснує єдине r ∈ {0, k − 1} таке, що i = r + jk. Тодi матимемо

таку комутативну дiаграму:

Zi = Zr+jk
g−j−−→ Zr

h

y yg−j◦h◦gj
Zi = Zr+jk

g−j−−→ Zr

Таким чином, з (3.8) отримуємо, що [h|Zi] = [idZi] ∈ H+(∆i, ∂−Si). Звiдси h

iзотопний idZ в H+(∆).

Доведемо, що β сюр’єкцiя. Нехай (ϕ, n) ∈ π0H
+(∆X , ∂−X) o Z. Для ко-

жного j ∈ Z зафiксуємо гомеоморфiзм hj ∈ H+(∆X , ∂−X) такий, що

[hj] = ϕ(j) ∈ π0H
+(∆X , ∂−X),

i визначимо гомеоморфiзм ĥ поверхнi Z за допомогою формули:

ĥ =


idS, на S,

[gj ◦ hj ◦ g−j] на gj(X),

i покладемо h = gn ◦ ĥ. Тодi легко показати, що β([h]) = (ϕ, n), а тому β

сюр’єкцiя. Отже, β є iзоморфiзмом.

3.4.4 Доведення Теореми 3.4.2.3

Доведемо, що P = G′.

1. Спершу покажемо, що G′ ⊂ P.

Нехай G ∈ G′, тодi G має представлення α в алфавiтi A скiнченної ви-

соти k = h(α). Покажемо, що iснує смугаста поверхня Z ∈ F з канонiчним

шаруванням ∆ така, що G ∼= π0H+(∆).

Якщо k = h(α) = 0, то G одинична група та α = 1.
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Нехай S — модельна смуга з ∂−S = J1 × {−1} i ∂+S = ∅. Тодi S ∈ F. Нехай

також ∆ — канонiчне шарування на S. Таким чином, π0H
+(∆) = 1, тобто

G = 1 ∈ P.

Припустимо, що ми показали справедливiсть нашого твердження для всiх k,

що меншi нiж деяке k̄ > 0. Доведемо твердження для k = k̄. З означення висоти

слiдує, що

(i) або α =
∏
i∈N

Gi, де кожна група Gi має представлення αi в алфавiтi A висоти

h(αi) < k,

(ii) або α = G o Z, i G має представлення α′ в алфавiтi A висоти h(α
′
) < k.

У випадку (i) згiдно iндуктивного припущення для кожного i ∈ N iснує сму-

гаста поверхня Zi ∈ F з шаруваннями ∆i такими, що Gi = π0H
+(∆i).

Нехай S — модельна смуга з ∂−S = J1 × {−1} i ∂+S = ∪i∈N Ji × {1}, i Si —

коренева смуга Zi, i ∈ N. Визначимо смугасту поверхню

Z = S ∪
∂+S

(
∪
i∈N

Zi
)

одержану за допомогою приклеювання кожної Zi до S ототожненням ∂−Si ⊂ Zi

з Ji × {1} ⊂ ∂+S. Тодi за Теоремою 3.4.3.3 η — тривiальний гомоморфiзм, i

π0H
+(∆) ∼=

∏
i∈N π0H

+(∆i).

У випадку (ii) також згiдно iндуктивного припущення iснує смугаста поверх-

ня Ẑ ∈ F з канонiчним шаруванням ∆̂ така, що G = π0H
+(∆̂).

Вiзьмемо злiченне число копiй Ẑi, i ∈ Z, поверхнi Ẑ. Нехай Ŝi — коренева

смуга Ẑi i ∆̂i — канонiчне шарування на Ẑi.

Нехай також S — модельна смуга ∂−S = J1 × {−1} i ∂+S = ∪i∈Z Ji × {1}.

Розглянемо наступну смугасту поверхню

Z = S ∪
∂+S

(
∪
i∈N

Ẑi
)

одержану ототожненням ∂−Ŝi ⊂ Ẑi з Ji × {1} ⊂ ∂+S, i ∈ Z.
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Тодi для кожної пари i, j ∈ Z iснує h ∈ H+(∆) такий, що h(Ẑi) = Ẑj. Тому

гомоморфiзм η (див (3.6)) є епiморфiзмом. Отже, за Теоремою 3.4.3.3

π0H
+(∆) ∼=

∏
i∈Z

π0H
+(∆̂i) ∈ P,

а тому G′ ⊂ P.

2. Покажемо, що P ⊂ G′.

Нехай Z ∈ F — смугаста поверхня зi смугастим атласом (3.5), канонiчним

шаруванням ∆ та графом смугастого атласу G(Z) для якого diamG(Z) = k.

Доведемо, що π0H+(∆) має скiнченне представлення в алфавiтi A, що означає,

що π0H+(∆) ∈ G′.

Якщо k = 0, то Z стандартна модельна смуга з

∂−Z = J1 × {−1}, ∂+Z = ∪
i∈A

Ji × {1}, A ∈ {[0], [1], . . . ,N,−N,Z}.

З Теореми 3.4.3.3 випливає, що π0H+(∆) ∼= Z, якщо A = Z, i π0H+(∆) ∼= 1 в

протилежному випадку. В обох випадках π0H+(∆) ∈ G.

Припустимо, що ми показали, що наше твердження справедливе для всiх k,

якi меншi нiж деяке k̄ > 0. Доведемо твердження для k = k̄. Нехай

Z = S ∪
∂+S

(⋃
i∈A

Zi
)
∈ F

так, що G(Z) має дiаметр k. Тодi G(Zi) має дiаметр менший нiж k, i тому

згiдно iндуктивного припущення π0H
+(∆i, ∂−Si) ∈ G. Крiм того, вiдповiдно до

Теореми 3.4.3.3 матимемо, що

(i) якщо Im(η) = 0, то π0H+(∆) ∼=
∏
i∈A

π0H
+(∆i, ∂−Si) ∈ G,

(ii) якщо Im(η) = kZ, то π0H+(∆) ∼=
(
k−1∏
i=0

π0H
+(∆i, ∂−Si)

)
o Z ∈ G.

Отже, P ⊂ G′, i тому P = G′. Теорема 3.4.3.3 доведена повнiстю.
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3.5 Зв’язок груп гомеотопiй шарувань смугастих
поверхонь класу F та їх просторiв шарiв

3.5.1 Простiр шарiв смугастої поверхнi

Нехай q : Z0 = t
λ∈Λ

Sλ → Z редукований смугастий атлас на поверхнi Z i ∆ —

вiдповiдне канонiчне шарування. Позначимо через L = Z�∆ простiр шарiв i

нехай π : Z → L — фактор-вiдбраження. Надiлимо L фактор-топологiєю, тоб-

то множину U в L вважатимемо вiдкритою тодi i тiльки тодi, коли її прообраз

π−1(U) є вiдкритим в Z. В загальному випадку L є негаусдорфовим топологi-

чним простором.

Множину eλ = π◦qλ(Int(Sλ)) називатимемо ребром. Очевидно, що eλ є вiдкри-

тою в L i гомеоморфною вiдкритому iнтервалу. Таким чином, L можна розгля-

дати як «негаусдорфовий» граф, у якого «розщепленi» вершини. Цi вершини

вiдповiдають граничним iнтервалам модельних смуг.

Нехай V — множина вершин i E = {eλ, λ ∈ Λ} - множина ребер графа L.

Покладемо ∂+eλ = π(∂+Sλ) i ∂−eλ = π(∂−Sλ). Введемо орiєнтацiю на графi

L, орiєнтувавши кожне ребро вiд ∂−eλ до ∂+eλ. Також для кожного ребра eλ

зафiксуємо зберiгаючий орiєнтацiю гомеоморфiзм:

ψλ : (−1, 1)→ eλ. (3.9)

Рис. 3.5.1.1: Смугаста поверхня Z та граф L

Зауважимо, що лiнiйний порядок на iнтервалах з ∂+Sλ (∂−Sλ) визначає i

лiнiйний порядок вершин в образi ∂+eλ (∂−eλ).
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Точку x ∈ L називатимемо спецiальною, якщо {x} 6= ∩V , де V — пробiгає

базу вiдкритих околiв точки x. Очевидно, що L є гаусдорфовим тодi i лише

тодi, коли L не має спецiальних точок. Якщо точка x належить ребру, то x

є неспецiальною вершиною. З результатiв [24, Лема 3.2] слiдує, що вершина v

є неспецiальною тодi i лише тодi, коли v = ∂−eν = ∂+eµ, ν, µ ∈ Λ. Оскiльки

атлас q редукований, то простiр шарiв не мiстить неспецiальних вершин, якi

вiдповiдають шарам, що лежать у внутрiшностi поверхнi.

Пiд спецiальними шарами шарування розумiтимемо шари ω, для яких ви-

конується умова ω 6=
⋂
N(ω)

Sat(N(ω)), де N(ω) пробiгає множину всiх вiдкритих

околiв ω.

Згiдно [25, Лема 3.5], шар спецiальний тодi i лише тодi, коли спецiальною є

вiдповiдна точка в просторi шарiв.

3.5.2 Групи гомеотопiй просторiв шарiв

Нехай H(L) — група гомеоморфiзмiв графа L. За означенням групи H+(∆)

гомеоморфiзм h ∈ H+(∆) зберiгає вiдношення еквiвалентностi. Тому згiдно

леми 1.1.2.1 вiдповiдне факторне вiдображення ρ̂(h) : L→ L є гомеоморфiзмом.

Тобто, кожен гомеоморфiзм смугастої поверхнi h : Z → Z з H+(∆) iндукує

гомеоморфiзм графа ρ̂(h) : L→ L.

Зауважимо, що вiдповiднiсть h 7→ ρ̂(h) є гомоморфiзмом груп

ρ̂ : H+(∆)→ H(L).

Нехай K – це група гомеоморфiзмiв графа L, що переводять ребра в ребра зi

збереженням орiєнтацiї та лiнiйного порядку вершин на ∂+, тобто, якщо g ∈ K

i g(eλ) = eµ, то обмеження вiдображення g : ∂+eλ → ∂+eµ зберiгає лiнiйний

порядок вершин. Позначимо також через K0 групу гомеоморфiзмiв графа L з

K, що iзотопнi тотожному вiдображенню в K.

Лема 3.5.2.1. K = ρ̂(H+(∆)).



72

Доведення. 1. Спочатку встановимо справедливiсть включення

ρ̂(H+(∆)) ⊂ K.

Нехай h ∈ H+(∆) та h iндукує гомеоморфiзм ρ̂(h) = g. Згiдно теореми 3.4.3.3

гомеоморфiзм h ∈ H+(∆) переставляє спецiальнi шари кожної модельної смуги

Sλ з атласу смугастої поверхнi Z. Тому iснує таке цiле число k, що для будь-

якого спецiального шару ωs ∈ ∂+Sλ, s ∈ Aλ виконується умова h(ωs) = ωs+k,

де Aλ ∈ {[0], [1], . . . ,N,−N,Z} — множина iндексiв iнтервалiв ∂−Sλ модельної

смуги Sλ. Нехай eλ — ребро, що вiдповiдає Sλ i vk = π(ωk) – вiдповiдна вершина

в ∂+eλ. Тодi g(vs) = vs+k для всiх k ∈ Z. Тому гомеоморфiзми групи K дiйсно

зберiгають лiнiйний порядок вершин на ∂+eλ для кожного ребра eλ ∈ L.

2. Доведемо включення K ⊂ ρ̂(H+(∆)). Нехай g ∈ K. Покажемо, що iснує

гомеоморфiзм q ∈ H+(∆) такий, що g = ρ̂(q).

(а) Спочатку доведемо, що iснує гомеоморфiзм h визначений на
⊔
λ∈Λ

Sλ та-

кий, що дiаграма 3.10 комутативна:⊔
λ∈Λ

Sλ
q−−→ Z

π−−→ Lyh yg⊔
λ∈Λ

Sλ
q−−→ Z

π−−→ L

(3.10)

Нехай eλ, eµ — два ребра для яких виконується умова: g(eλ) = eµ. Зафiксуємо

гомеоморфiзми ψλ : (−1, 1) → eλ, ψµ : (−1, 1) → eµ, див. (3.9), тодi гомеомор-

фiзм g iндукує гомеоморфiзм вiдрiзкiв ψgλ : [−1, 1] → [−1, 1], що визначається

формулою:

ψgλ(t) =


ψ−1
µ ◦ g ◦ ψλ(t), якщо t ∈ (−1, 1),

t, якщо t ∈ {−1, 1} .
(3.11)
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Iншими словами, ми маємо таку комутативну дiаграму

[−1, 1] ⊃ (−1, 1)
ψλ−−→ eλ

ψ̂λ

y yg
[−1, 1] ⊃ (−1, 1)

ψµ−−→ eµ

Вiдмiтимо, що гомеоморфiзм g вiдображає множину ∂+eλ в ∂+eµ зi збереженням

лiнiйного порядку. Тому стандартнi модельнi смуги Sλ та Sµ, що вiдповiдають

ребрам eλ i eµ збiгаються, тобто ∂+Sλ = ∂+Sµ =
⋃
i∈A Ji × {1}, де A одна з

множин [n], N,−N, Z.

Нехай vs = π (Js × {1}), s ∈ A. Тодi g iндукує монотонну бiєкцiю A на себе.

Якщо A = Z, то iснує цiле число k = kλ(g) таке, що g(vs) = vs+k. У всiх iнших

випадках g(vs) = vs i ми покладемо k = 0.

Тому гомеоморфiзм hλ можна задати наступним чином:

hλ(x, y) = (x+ 2ky, ψgλ(y)) , (x, y) ∈ Sλ (3.12)

При цьому має мiсце така комутативна дiаграма:

Sλ
qλ−−→ q(Sλ)

π−−→ eλyhλ yg
Sµ

qµ−−→ q(Sµ)
π−−→ eµ

Визначивши hλ для кожної модельної смуги смугастої поверхнi Z, отримаємо

шуканий гомеоморфiзм h.

(б) Доведемо, що всi гомеоморфiзми hλ узгодженi на межi ∂eλ, тобто, що

гомеоморфiзм h iндукує гомеоморфiзм q для якого комутативною є така дiа-

грама: ⊔
λ∈Λ

Sλ
q−−→ Z

π−−→ Lyh yq yg⊔
λ∈Λ

Sλ
q−−→ Z

π−−→ L

(3.13)
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Нехай a, b ∈
⊔
λ∈Λ

Sλ, a 6= b i q(a) = q(b). Оскiльки образи точок a, b при

факторному вiдображеннi q тотожнi, то цi точки лежать на межi стандартних

модельних смуг. Нехай, для визначеностi, a = (x1,−1) ∈ J1 = (1, 2) ⊂ ∂−Sλ1

i b = (x2, 1) ∈ Jj = (2j − 1, 2j) ⊂ ∂+Sλ2, λ1, λ2 ∈ Λ. Тодi з формули (3.12),

отримуємо, що:

hλ1(x1,−1) = (x1,−1),

hλ2(x2, 1) = (x2 + 2k, 1).

Згiдно наших позначень афiннi гомеоморфiзми, що приклеюють модельнi

смуги ϕ1 : J1 → Jj i ϕ2 : hλ1(J1)→ hλ2(Jj), визначаються формулами:

ϕ1(t) = t+ 2j, t ∈ J1,

ϕ2(t) = t+ 2j + 2k, t ∈ h(J1).

Тодi hλ2 ◦ ϕ1 ◦ h−1
λ1

(t) = ϕ2(t), t ∈ h(J1). Отже, q(h(a)) = q(h(b)) i дiаграма

(3.13) є комутативною.

Наступнi леми дають характеризацiю груп K0 та H0.

Лема 3.5.2.2. Гомеоморфiзм g ∈ H(L) належить групi K0 тодi i лише тодi,

коли виконуються умови:

1) g(e) = e, де e - довiльне ребро графа;

2) g зберiгає орiєнтацiю ребер;

3) g(v) = v для кожної вершини v.

Доведення. Достатнiсть. Нехай g ∈ H(L) i виконуються умови 1) – 3) леми.

Завдяки умовам 2) та 3) гомеоморфiзм g належить групi K. Крiм того з умов

1) та 2) випливає, що для кожного ребра eλ графа L функцiя g|eλ — строго

зростаюча. Тому, iзотопiю Ψ(z, t) : L× [0, 1]→ L мiж idL та g можна визначити
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формулою:

ψt(z) =


ψλ
(
(1− t)ψ−1

λ (z) + tψ−1
λ (g(z))

)
, якщо z ∈ eλ, eλ ⊂ E,

z, якщо z ∈ V ;

де t ∈ [0, 1]. Отже, g ∈ K0.

Необхiднiсть. Нехай g ∈ K0. Тодi iснує iзотопiя gt : K → K , t ∈ [0, 1] та

g0 = idL, g1 = g, то виконується рiвнiсть

gt(E) = E, gt(V ) = V. (3.14)

Так, як g0 = id, то gt залишає iнварiантною кожну компоненту зв’язностi мно-

жин E та V , тобто кожне ребро та кожну вершину. Це доводить властивостi 1)

та 3).

Крiм того, для довiльного ребра e обмеження gt|e : e→ e, t ∈ [0, 1] є iзотопiєю

g0|e = idG i g1|e = g, тому gt|e — зберiгає орiєнтацiю ребра.

Лема 3.5.2.3. H+
id(∆) = ρ̂−1(K0) i ρ̂(H+

id(∆)) = K0.

Доведення. Якщо h ∈ H+
id(∆), то згiдно [24, Теореми 4.4.], для ρ̂(h) виконуються

всi умови леми 3.5.2.2 i ρ̂(h) ∈ K0, тобто ρ̂(H+
id(∆)) ⊂ K0.

Тому для того, щоб показати справедливiсть леми, достатньо довести, що

ρ̂−1(K0) ⊂ H+
id(∆), тобто, що кожен гомеоморфiзм g ∈ K0 є образом деякого

вiдображення h з H+
id(∆). Нехай g ∈ K0. Тодi на смузi Sλ гомеоморфiзм h

можна визначити за допомогою формули (3.12), де kλ(g) = 0.

Таким чином, h ∈ H+
0 (F ) i K0 ⊂ ρ̂(H+

id(∆)).

Оскiльки H+
id(∆) = ρ̂−1(K0) i ρ̂ — сюр’єктивне вiдображення, то отримуємо,

що ρ̂(H+
id(∆)) = K0.

Теорема 3.5.2.4. Нехай Z ∈ F i ∆ - канонiчне шарування. Тодi гомоморфiзм

ρ̂ : H+(∆)→ K iндукує iзоморфiзм груп π0H+(∆) та π0K.
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Доведення. Групи H+
id(∆) та K0 є нормальними пiдгрупами вiдповiдно в групах

H+(∆) та K. Бiльше того, згiдно Леми 3.5.2.3, H+
id(∆) = ρ̂−1(K0), а тому ρ̂

iндукує iзоморфiзм фактор-груп:

H+(∆)�H+
id(∆) ∼= H+(∆)�ρ̂−1(K0) =

H+(∆)� ker ρ̂

ρ̂−1(K0)� ker ρ̂
= K�K0.

Теорему доведено.

3.6 Висновки

В даному роздiлi, ми обчислили гомотопiчний тип груп пошарових гомеомор-

фiзмiв канонiчних шарувань смугастих поверхонь та описали алгебраїчну стру-

ктуру груп гомеотопiй гомеоморфiзмiв кореневоподiбних смугастих поверхонь.

Результати цього роздiлу також пов’язують групу гомеотопiй π0H(∆) канонi-

чного шарування ∆ з групою автоморфiзмiв Aut(G) графа G редукованого

смугастого атласу.



Роздiл 4. Топологiчна еквiвалентнiсть псевдо-

гармонiчних функцiй загального по-

ложення на площинi

Даний роздiл присвячений топологiчнiй еквiвалентностi функцiй. Розглянуто

псевдогармонiчнi функцiї загального положення, множини лiнiї рiвня яких ви-

значають несингулярнi та сингулярнi шарування площини.

4.1 Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй до проекцiї R2

на пряму

Нехай f : R2 → R неперервна функцiя у якої компоненти зв’язностi лiнiй рiвня

утворюють несингулярнi шарування ∆. Властивостi таких шарувань розгляда-

лися в попереднiх роздiлах.

Таким чином, лiнiї рiвня функцiї f обов’язково «локально паралельнi», однак

їх глобальна поведiнка може бути складнiшою.

Рис. 4.1.0.1: Лiнiї рiвня

g(x, y) = y

Рис. 4.1.0.2: Лiнiї рiвня

f(x, y) = arctan(x− tg2(y))

Одним з основних прикладiв несингулярних шарування площини є проекцiя

g : R2 → R задана формулою g(x, y) = y, її лiнiї рiвня є паралельними прямими
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y = const. (Рис. 4.1.0.1)

З iншого боку, розглянемо функцiю f(x, y) = arctan(x− tg2(y)) (Рис. 4.1.0.2).

Її лiнiї рiвня не є зв’язними, однак розбиття на зв’язнi компоненти лiнiй рiвня

функцiї f також утворюють несингулярне шарування площини.

Теорема 4.1.0.1 показує, що зв’язнiсть лiнiй рiвня є характерною властивiстю

проекцiї.

Теорема 4.1.0.1. Нехай f : R2 → R неперервна функцiя i ∆ =
{
f−1(p) | p ∈ R

}
розбиття R2 на лiнiї рiвня функцiї f . Припустимо, що виконанi двi такi умо-

ви.

1. Для кожного p ∈ f(R2), що належить образу f , вiдповiдна лiнiя рiвня

f−1(p) є гомеоморфною образу вiдкритого iнтервалу. Зокрема, f−1(p) є

лiнiйно зв’язною множиною.

2. ∆ є несингулярним шаруванням площини R2.

Тодi образ f (R2) є вiдкритим iнтервалом (a, b), a, b ∈ R ∪ ±∞, та iснує го-

меоморфiзм ϕ : R× (a, b)→ R2 такий, що f ◦ ϕ(x, y) = y. Iншими словами, f

топологiчно еквiвалентна до проекцiї R2 на пряму.

Доведення використовує результати [16], якi наведенi в пiдроздiлi 1.2.

Доведення. Спочатку покажемо справедливiсть такої леми.

Лема 4.1.0.2. Нехай [p, q] — локальний перерiз ∆. Тодi звуження f на [p, q] є

строго монотонним. Зокрема, [p, q] перетинає кожен шар з ∆ щонайбiльше

в однiй точцi.

Доведення. Припустимо, що iснує точка x ∈ [p, q] вiдмiнна вiд p i q, яка є ло-

кальним екстремумом функцiї f |[p,q]. Нехай c = f(x). Вкладення f−1(c) ⊂ R2 є

власним, тобто

(i) f−1(c) розбиває R2 на двi зв’язнi компоненти, позначимо їх R1 та R2, i
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(ii) iснує r-окiл U точки x вiдносно ∆ такий, що U ∩ f−1(c) є зв’язною кривою,

що розбиває U на двi компоненти, позначимо їх U1 i U2, такi, що U1 ⊂ R1 i

U2 ⊂ R2.

Не втрачаючи загальностi, припустимо [p, q] ⊂ U такий, що [p, q] \ {x} склада-

ється з двох пiввiдкритих дуг [p, x) ⊂ U1 i (x, q] ⊂ U2. Отже, x є iзольованим

локальним екстремумом звуження f |[p,q], звiдки iснує точка y ∈ [p, x) ⊂ R1 i

z ∈ (x, q] ⊂ R2 така, що f(y) = f(z) 6= f(c). Таким чином,

y, z ∈ f−1(f(y)) ⊂ R2 \ f−1(c) = R1 ∪R2.

Згiдно умови (1) Теореми 4.1.0.1 f−1(f(y)) є зв’язною, i обидвi точки y та z

належать або до R1 або до R2. Отримуємо суперечнiсть, звiдси x не є локальним

екстремумом функцiї f .

Для [c, d] ⊂ R покладемо Dc,d = f−1[c, d]. Тодi з Леми 4.1.0.2 та Теоре-

ми 1.2.0.5 слiдує, що для кожного локального перерiзу [p, q] iснує гомеоморфiзм

ϕ : R × [f(p), f(q)] −→ f−1[f(p), f(q)] = Df(p),f(q)

такий, що f ◦ ϕ(x, y) = y для всiх (x, y) ∈ R× [f(p), f(q)].

Це також означає, що образ f(R2) є вiдкритою i лiнiйно зв’язною пiдмно-

жиною R, тобто вiдкритим iнтервалом (a, b), де a i b можуть бути нескiнчен-

ними. Отже, ми можемо знайти двосторонню строго зростаючу послiдовнiсть

{ci}i∈Z ⊂ R таку, що lim
k→−∞

ci = a, lim
k→+∞

ck = b, i для кожного k ∈ Z гомеомор-

фiзм

ϕk : R × [ck, ck+1] −→ f−1[ck, ck+1] = Dck,ck+1
,

що задовольняє умову f ◦ ϕk(x, y) = y.

Визначимо гомеоморфiзм ϕ : R× (a, b)→ R2 таким чином.

Покладемо

ϕ(x, y) = ϕ0(x, y), (x, y) ∈ R× [c0, c1].
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Тепер, якщо ϕ визначений на R× [ck−1, ck] для деякого k ≥ 1, тодi продовжимо

його до R× [ck, ck+1] за допомогою формули

ϕ(x, y) = ϕk(ϕ
−1
k ◦ ϕ(x, ck), y), (x, y) ∈ R× [ck, ck+1].

Аналогiчно, продовжимо ϕ на R×(a, c0]. Легко бачити, що ϕ гомеоморфiзм для

якого виконується умова f ◦ ϕ(x, y) = y, (x, y) ∈ R× (a, b).

4.2 Псевдогармонiчнi функцiї загального положення на
площинi

Нагадаємо, що функцiя f : R2 → R називається псевдогармонiчною, якщо для

кожної точки x ∈ R2 паросток f в точцi x топологiчно еквiвалентний до парос-

тка функцiї Re zn в точцi z ∈ C, де n ∈ N залежить вiд x. При n = 1 точку x

називатимемо регулярною, а при n > 1 — сингулярною.

Означення 4.2.0.1. Скажемо, що псевдогармонiчна функцiя f : R2 → R1 є

функцiєю загального положення, якщо на кожнiй множинi рiвня мiс-

титься не бiльше однiєї сингулярної точки.

4.2.1 Умова N

Нехай f : R2 → R псевдогармонiчна функцiя загального положення, яка задо-

вольняє наступним умовам, введеним в роботi [75], i якi позначимо N .

a) Число сингулярних точок функцiї f є скiнченним.

б) Нехай для a ∈ R, точки x1, x2 ∈ R2 належать рiзним компонентам множи-

ни рiвня f−1(a). Тодi знайдуться вiдкритi околи U1 3 x1 i U2 3 x2, такi що для

кожного b ∈ R i компоненти Fb множини рiвня f−1(b) виконується спiввiдноше-

ння Fb ∩ U1 = ∅ або Fb ∩ U2 = ∅.
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4.2.2 Простiр Кронрода-Рiба псевдогармонiчних функцiй на

площинi

Означення 4.2.2.1. Нехай G — топологiчний граф, V0 — пiдмножина мно-

жини листiв Vl графа G (випадок V0 = ∅ ми не виключаємо).

Нехай також e ⊂ G — (замкнене) ребро G, iнцидентне деякому листу з

V0. Множину e \ V0 назвемо черешком. Простiр G0 = G \ V0 називається

топологiчним графом з черешками.

Нехай f : R2 → R псевдогармонiчна функцiя загального положення, яка за-

довольняє умовiN , ΓK−R(f) — її простiр Кронрода-Рiба, а πf : X → ΓK−R(f) —

вiдображення проекцiї.

Позначимо через Σf i Kf множину сингулярних точок i об’єднання сингу-

лярних компонент множин рiвня f вiдповiдно. Число a ∈ f(R2) називається

сингулярним значенням функцiї f , якщо f−1(a) ∩ Σf 6= ∅.

Теорема 4.2.2.2. [75, Теорема 1] Простiр Кронрода-Рiба псевдогармонiчної

функцiї f : R2 → R, що задовольняє умови N є графом з черешками. Мно-

жина його вершин збiгається з множиною πf(Kf), замкненi ребра ΓK−R(f)

є образами замикання компонент множини R2 \ Kf , а черешки є образами

замикання компонент R2 \Kf , що мають зв’язну межу.

Лема 4.2.2.3. Нехай f є псевдогармонiчною функцiєю загального положення,

що задовольняє умовi N . Тодi її простiр Кронрода-Рiба є скiнченним деревом

з черешками.

Справедливiсть даної леми буде наведена нижче, див. пiдроздiл 4.2.6.
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4.2.3 Орiєнтацiя ребер графа Кронрода-Рiба i вiдношення порядку

на його вершинах, iндукованi f

Нехай f є функцiєю загального положення, що задовольняє умову N . Зауважи-

мо, що на ребрах графу ΓK−R(f) функцiя fK−R є строго монотонною. Дiйсно,

у протилежному випадку на деякому вiдкритому ребрi e функцiя fK−R мала б

(нестрогий) локальний екстремум. Внаслiдок цього обмеження f |π−1f (e) у деякiй

точцi x вiдкритої множини π−1
f (e) повинне мати локальний екстремум. Отже,

f теж мала б локальний екстремум у точцi x. А це неможливо, оскiльки за

умовою N у деякому околi точки x функцiя f топологiчно еквiвалентна до

Re zn в околi початку координат для певного n ∈ N. А точка 0, очевидно, не є

локальним екстремумом Re zn нi при якому n ∈ N.

Отже, на кожному ребрi графу ΓK−R(f) визначений напрямок зростання

fK−R i функцiя f iндукує орiєнтацiю на ΓK−R(f).

На множинi вершин ΓK−R(f) можна ввести декiлька рiзних вiдношень стро-

гого часткового порядку, пов’язаних з f .

Порядок P1(f).

Визначимо порядок P1(f), поклавши v1 < v2, якщо fK−R(v1) < fK−R(v2), де

v1, v2 – вершини на графi. З означення 4.2.0.1 слiдує, що fK−R(v1) 6= fK−R(v2)

при v1 6= v2. Тому для функцiй загального положення порядок P1(f) є лiнiйним.

Зрозумiло, що порядок P1(f) узгоджений з орiєнтацiєю на ΓK−R(f) у наступ-

ному сенсi. Якщо вершини v1 та v2 є вiдповiдно початком i кiнцем орiєнтованого

ребра e, то v1 < v2.

Порядок P2(f).

Частковий порядок P2(f) на множинi вершин ΓK−R(f) визначимо наступним

чином. Скажемо, що вершина v1 передує v2, якщо iснує орiєнтований шлях, для

якого вершина v1 є початком, а v2 - кiнцем.

Вiдмiтимо, що порядок P2(f) є слабшим за P1(f), оскiльки ΓK−R(f) може



83

мiстити вершини, якi не можна з’єднати за допомогою орiєнтованого шляху.

4.2.4 Спiн у вершинах графа Кронрода-Рiба

Для того, щоб означити додаткову структуру на графах Кронрода-Рiба, нам

буде потрiбне поняття циклу елементiв множини.

Отже, нехай A — деяка множина, A∞ — множина всiх скiнчених послiдовно-

стей елементiв A. Нехай h — розбиття множини A∞, породжене вiдношенням

〈a1, a2, . . . , ar〉 ∼ 〈a2, . . . , ar, a1〉 , 〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞ .

Елементи фактор-множини Â = A/h будемо називати циклами на A.

Нехай p : A→ Â — проекцiя. Введемо позначення

(a1, . . . , ar) = p (〈a1, . . . , ar〉) , 〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞.

Назвемо послiдовнiсть 〈b1, . . . , br〉 представником циклу (a1, . . . , ar), якщо

p (〈b1, . . . , br〉) = (a1, . . . , ar).

Елементи ai, ai+1 ∈ A послiдовностi 〈a1, . . . , ar〉 будемо називати сусiднiми,

i ∈ {1, . . . , r − 1}.

Назвемо сусiднiми елементи ai, ai+1 ∈ A циклу (a1, . . . , ar), i ∈ {1, . . . , r− 1},

а також елементи ar та a1.

Нехай x ∈ R2 є сингулярною точкою функцiї f загального положення. Зафi-

ксуємо її окiл U ⊂ R2 \Kf та гомеоморфiзми h : U → h(U) ⊂ C, h′ : R → R,

якi зберiгають орiєнтацiю i такi, що виконуються рiвностi h′ ◦ f = Re zn ◦ h для

деякого n ≥ 2 та h(x) = 0. Нехай V = h(U).

Позначимо

Zn = {z ∈ C | zn = 0} = {z ∈ C | arg z =
πk

n
, k ∈ Z} .

Iснує ε > 0, для якого Uε(0) = {z ∈ C | |z| < ε} ⊂ V . Множина Uε(0) \ Zn
розпадається на 2n областей V1, . . . , V2n. Прообраз V̂s = h−1(Vs) кожної з них
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очевидно є зв’язною пiдмножиною доповнення R2 \ Kf . Тому згiдно з Теоре-

мою 4.2.2.2 для кожного s = 1, . . . , 2n iснує ребро es графа ΓK−R(f), таке, що

V̂s ⊂ π−1(es).

Отже, послiдовностi 〈V1, . . . , V2n〉 вiдповiдає послiдовнiсть ребер 〈e1, . . . , e2n〉

графа Кронрода-Рiба, а тому i цикл ребер (e1, . . . , e2n).

Означення 4.2.4.1. Нехай iндекси областей V1, . . . , V2n збiльшуються вiд 1

до 2n при обходi навколо початку координат у додатному напрямi, який ви-

значається орiєнтацiєю площини C.

Назвемо вiдповiдний їм цикл спiном у вершинi v = πf(x) графа Кронрода-

Рiба ΓK−R(f) i позначимо його �v.

4.2.5 Властивостi спiна графа Кронрода-Рiба

Твердження 4.2.5.1. Нехай f є псевдогармонiчною функцiєю загального по-

ложення, що задовольняє умовi N . Тодi кожна сингулярна компонента мно-

жини рiвня функцiї f є об’єднанням сингулярної точки f кратностi n − 1,

(n > 1 — деяке число, яке залежить вiд компоненти), i 2n дуг, якi виходять

з сингулярної точки i прямують до нескiнченностi.

Доведення. Нехай F — сингулярна компонента зв’язностi множини рiвня f . З

означення функцiї загального положення слiдує, що iснує єдина сингулярна

точка x0 ∈ F .

Розглянемо множину F0 = F \ {x0}. Нехай H — компонента зв’язностi цiєї

множини.

Перевiримо, що x0 ∈ H. За означенням H є вiдкрито-замкненою пiдмножи-

ною простору F0 в iндукованiй з R2 топологiї. Нехай x0 /∈ H. З одного боку,

H = H ∩F0 = H ∩F i H замкнена в F . З iншого боку, множина F0 вiдкрита в F

i H вiдкрита в F0 за припущенням. Тому множина H вiдкрита в F . Отже, H є

вiдкрито-замкненою в F , що неможливо, оскiльки за означенням F є зв’язною
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множиною i H — її власна пiдмножина.

Отже, для кожної компоненти зв’язностi H множини F0 точка x0 мiститься

в її замиканнi.

Згiдно Леми 1 з [75],H є або вкладеним в R2 вiдкритим iнтервалом, або колом.

Якщо H гомеоморфна колу, то H є компактом i H = H 63 x0, що неможливо.

Отже, кожна компонента зв’язностi H множини F0 є гомеоморфним образом

iнтервалу.

Справедливе включення H ⊂ H ∪ {x0} згiдно [75] (Зауваження 3 i Лема 1).

Оскiльки x0 ∈ H, то H = H ∪ {x0}.

Нехай α : R → R2 — вкладення, таке що α(R) = H. Розглянемо (див. [75])

множини

L′ =
⋂
τ∈R

α ({t ∈ R | t < −τ}) , L′′ =
⋂
τ∈R

α ({t ∈ R | t > τ}) .

Лема 3 з [75] стверджує, що кожна з цих множин або порожня, або спiвпадає з

{x0}.

Випадок L′ = L′′ = ∅ неможливий. Дiйсно, з одного боку H ∪ L′ ∪ L′′ = H

згiдно [75]. З iншого боку ми довели, що x0 ∈ H \H.

Припустимо, що L′ = L′′ = {x0}. Тодi, як легко бачити, множина H гомео-

морфна колу. За теоремою Жордана, (див. [20]), це коло є межею вiдкритого

диску W . Нехай D = W . Оскiльки D є компактом, то функцiя f |D набуває в

деяких точках мiнiмальне i максимальне значення m та M , вiдповiдно. З умов

N слiдує, що функцiя f не є постiйною на вiдкритiй множинi W , тому m 6= M

i одне з цих двох значень вiдрiзняється вiд f(x0). Нехай m 6= f(x0). Оскiльки

H ⊂ F ⊂ f−1(f(x0)), то iснує точка x ∈ W , така що f(x) = m. Тодi, очевидно,

x є локальним мiнiмумом функцiї f . А це суперечить умовам N .

Отже, одна з множин L′, L′′ порожня, а iнша спiвпадає з {x0}. Внаслiдок

цього множина H є променем, який виходить з точки x0 i прямує до нескiнчен-

ностi.
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Нехай n − 1 — кратнiсть особливої точки x0. Тодi у деякому околi U точки

x0 функцiя f топологiчно еквiвалентна до g(z) = Re zn в околi нуля. Нехай

h : U → h(U) ⊂ C та h′ : R → R такi гомеоморфiзми, що h(x0) = 0 та

h′ ◦ f = g ◦ h. Зменшуючи при необхiдностi окiл U , можна вважати, що

h(U) = Ua(0) = {z ∈ C | |z| < a} для деякого a > 0.

Не обмежуючи загальностi, покладемо h(U) = U1(0).

Розглянемо множину

F0 ∩ U = (F ∩ U) \ {x0} = h−1 ((Zn ∩ U1(0)) \ {0}) .

Очевидно, вона має 2n компонент зв’язностi.

Нехай знову H є компонентою зв’язностi множини F0. Оскiльки x0 ∈ H, то

H перетинається принаймнi з однiєю компонентою зв’язностi множини F0 ∩ U .

Припустимо, що H перетинається з двома рiзними компонентами цiєї множини

у точках x′ та x′′, вiдповiдно.

З вибору околу U слiдує, що множина F ∩U лiнiйно зв’язна, тому iснує дуга

R0 ⊂ F ∩ U з кiнцями у точках x′ i x′′. Зрозумiло, що x0 ∈ R0.

З iншого боку, iснує дугаR1 ⊂ H, яка з’єднує точки x′ i x′′. Очевидно, x0 /∈ R1.

Легко бачити, що разом дуги R0 i R1 утворюють коло S ⊂ F ⊂ f−1(f(x0)). Як

було показано вище, у внутрiшностi диску, межею якого є S, має мiститись

локальний екстремум функцiї f . Але це суперечить умовам N .

Зрозумiло, що кожна компонента множини F0 ∩ U має мiститися у деякiй

компонентi бiльшої множини F0. Отже H∩U — компонента зв’язностi множини

F0 ∩ U i F0 має рiвно 2n компонент.

Наслiдок 4.2.5.2. [84] Нехай x — сингулярна точка f , Fx — сингулярна

компонента множини рiвня f , яка мiстить x, Q — компонента зв’язностi

множини R2\Kf . Якщо Q∩Fx 6= ∅, то x ∈ Q. Нехай також H — компонента

зв’язностi множини Fx \ {x}. Якщо Q∩H 6= ∅, то H ⊂ Q.
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Зауваження 4.2.5.3. Нехай x ∈ R2, Fx — компонента множини рiвня f , яка

мiстить x. Оскiльки множина Fx ⊂ f−1(f(x)) зв’язна (див. [20]), то Fx = Fx.

З умов N слiдує, що множина Kf є незв’язним об’єднанням скiнченної кiль-

костi замкнених сингулярних компонент множин рiвня f . Тому множина

Kf \ Fx замкнена i x має окiл, який не перетинається з цiєю множиною.

Твердження 4.2.5.4. Нехай f є псевдогармонiчною функцiєю загального по-

ложення, що задовольняє умовi N . Нехай сингулярна компонента F її мно-

жини рiвня мiстить сингулярну точку x0 кратностi n−1 для деякого n > 1.

Тодi множинi F в ΓK−R(f) вiдповiдає вершина, якiй iнцидентнi рiвно 2n

ребер, n > 1. Причому для n з цих ребер вершина є початком, для iнших n

ребер – кiнцем.

Доведення. Нехай U — окiл точки x0, в якому f топологiчно еквiвалентна до

функцiї Re zn в деякому околi 0. Нехай h : U → h(U) ⊂ C i h′ : R → R —

вiдповiднi гомеоморфiзми.

Не обмежуючи загальностi (див. Зауваження 4.2.5.3), будемо вважати, що

U ∩Kf ⊂ F i h(U) ⊃ U1(0).

Нехай D = h−1
(
U1(0)

)
. Позначимо через V1, . . . , V2n компоненти зв’язностi

множини

U1(0) \ h(F ) = U1(0) \ Zn.

НехайWi = h−1(Vi), i = 1, . . . , 2n. Зрозумiло, що всiWi зв’язнi, лежать у R2\Kf

i мiстять x0 у межi. Також з властивостей Re zn слiдує, що для половини iн-

дексiв виконується спiввiдношення f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)), а для iншої половини

f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞).

Нехай Qi — компонента зв’язностi множини R2 \ Kf , для якої Wi ⊂ Qi. З

Теореми 4.2.2.2, а також з монотонностi f на ребрах ΓK−R(f) слiдує, що вершина

v = πf(F ) є початком ребра ei = πf(Qi), якщо f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞). Також

вершина v є кiнцем ei, якщо f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)).
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Наслiдок 4.2.5.2 стверджує, що для кожної компоненти зв’язностi Q множини

R2\Kf , яка межує з множиною F , виконується спiввiдношення x0 ∈ Q. Оскiль-

ки U∩(R2\Kf) ⊂
⋃2n
i=1Qi, то Q спiвпадає з однiєю з множин Q1, . . . , Q2n. Отже,

вершинi v графа Кронрода-Рiба функцiї f iнцидентно не бiльше нiж 2n ребер.

Для завершення доведення достатньо перевiрити, що Qi 6= Qj при i 6= j.

Нехай це не так i Wi ∪ Wj ⊂ Qi при деяких i 6= j. Зафiксуємо xi ∈ Wi,

xj ∈ Wj, i з’єднаємо їх у Qi простою неперервною кривою

γ : [0, 1]→ Qi ⊂ R2.

Це можливо, тому що вiдкрита зв’язна пiдмножина Qi площини є лiнiйно

зв’язною. Нехай xi = γ(0), xj = γ(1). Позначимо

ti = sup{t ∈ [0, 1] | γ(t) ∈ Wi}, tj = inf{t ∈ [ti, 1] | γ(t) ∈ Wj}.

За побудовою Wi ∩Wj ⊂ Kf , тому Wi ∩Wj ∩Qi = ∅ i ti < tj. Позначимо

yi = γ(ti), yj = γ(tj).

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що γ(t) /∈ D при t ∈ (ti, tj).

Дiйсно, якщо γ(τ) ∈ D для деякого τ ∈ (ti, tj), то знайдеться k ∈ {1, . . . , 2n},

таке що γ(τ) ∈ Wk. Оскiльки γ(τ) ∈ Wk ∩Qi, то з вiдкритостi множини Qi

слiдує, що Wk ∩ Qi 6= ∅, внаслiдок чого Wk ⊂ Qi. За побудовою k /∈ {i, j} i

замiсть пари областей Wi ∪Wj ⊂ Qi можемо розглянути Wi ∪Wk ⊂ Qi.

Нехай

γ̃(t) = γ(ti + (tj − ti)t), t ∈ [0, 1].

За побудовою γ̃ — проста неперервна крива, γ̃(0) = yi, γ̃(1) = yj i γ̃(t) /∈ D при

всiх t ∈ (0, 1).

Нехай γi i γj — прямолiнiйнi вiдрiзки, що з’єднують в U1(0) точку 0 з h(yi)

та h(yj), вiдповiдно. Позначимо γ̃i = h−1 ◦ γi, γ̃j = h−1 ◦ γj.

Проходячи послiдовно кривi γ̃i, γ̃ та γ̃j, отримаємо просту замкнену криву µ,

яка проходить через x0 i лежить у Qi за виключенням цiєї точки. Нехай E —

вiдкритий диск, межею якого є µ.
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Позначимо

S = Fr(U1(0)) = {z ∈ C | |z| = 1}, S̃ = h−1(S) = FrD.

Коло S̃ розбивається точками yi та yj на двi дуги S ′ та S ′′. Оскiльки

x0 ∈ µ ∩ IntD 6= ∅ i γ̃(1/2) ∈ µ ∩ (R2 \D) 6= ∅

за побудовою, то одна з цих дуг лежить в E, iнша не перетинає E.

Нехай S ′ ⊂ E. Кiнцями цiєї дуги є точки yi ∈ W i ∩Qi та yj ∈ W j ∩Qi. Точки

h(yi) та h(yj) мiстяться в рiзних секторах множини U1(0) \Zn. З виду функцiї

Re zn в околi 0 слiдує, що дуга h(S ′) мiстить точки множини h(F ) = h(U)∩Zn.

Вiдповiдно, S ′ ∩ F 6= ∅. Наприклад F ∩ FrWi ∩ S ′ 6= ∅ i F ∩ FrWj ∩ S ′ 6= ∅.

Тому iснує x′ ∈ F ∩ E. Очевидно, x′ 6= x0.

З Твердження 4.2.5.1 слiдує, що iснує промiнь β : [0,+∞) → F ⊂ R2, який

виходить з точки x0 = β(0), проходить через точку x′ при деякому t′ > 0 i

прямує на нескiнченнiсть. За побудовою µ перетинається з F в єдинiй точцi

x0, тому β(t) ∈ E для кожного t > 0, що неможливо, оскiльки множина E

компактна. Внаслiдок отриманого протирiччя при i 6= j виконується нерiвнiсть

Qi 6= Qj.

Наслiдок 4.2.5.5. [84] Нехай v — вершина ΓK−R(f), �v = (e1, . . . , e2n) —

спiн у вершинi v. Тодi всi елементи циклу (e1, . . . , e2n) рiзнi i у цьому циклi

приймають участь усi ребра, iнцидентнi v у ΓK−R(f).

В кожнiй парi сусiднiх ребер циклу �v ребра мають рiзнi орiєнтацiї вiдно-

сно v (для одного ребра v є початком, для iншого – кiнцем).

Наслiдок 4.2.5.6. [84] Нехай x — сингулярна точка f , Fx — сингулярна

компонента множини рiвня f , x ∈ Fx.

Нехай Q — компонента зв’язностi множини R2 \ Kf , яка межує з Fx.

Тодi множина Q∩Fx є об’єднанням сингулярної точки i двох променiв, що

виходять iз цiєї точки i прямують на нескiнченнiсть.
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Нехай H — компонента зв’язностi множини Fx \ {x}. Тодi є рiвно двi ком-

поненти зв’язностi множини R2 \ Kf , спiльна межа яких мiстить H. За-

микання будь якої iншої компоненти R2 \Kf не перетинається з H.

Припустимо, що H мiститься у спiльнiй межi компонент Q′ i Q′′ мно-

жини R2 \Kf . Нехай e′ = πf(Q
′), e′′ = πf(Q

′′) — вiдповiднi їм ребра ΓK−R(f),

v = πf(Fx) — вершина, що вiдповiдає компонентi Fx множини рiвня f , �v —

спiн у вершинi v. Тодi ребра e′ i e′′ є сусiднiми елементами циклу �v.

Якщо ребра e′ i e′′ є сусiднiми елементами циклу �v, то у спiльнiй межi

вiдповiдних їм областей Q′ i Q′′ мiститься компонента множини Fx \ {x},

причому така компонента єдина.

4.2.6 Доведення Леми 4.2.6.1

Лема 4.2.6.1. Нехай f є псевдогармонiчною функцiєю загального положення,

що задовольняє умовi N . Тодi її простiр Кронрода-Рiба є деревом з черешками.

Доведемо спочатку одне допомiжне твердження.

Твердження 4.2.6.2. Нехай G є локально скiнченним топологiчним графом,

V0 — пiдмножина множини Vl листкiв G. Нехай H = G \ V0 — граф з чере-

шками.

Якщо H не мiстить циклiв, то G є деревом.

Доведення. Нехай iснує цикл

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0)

в G. Тут vi, i = 0, . . . , n, — вершини, ej — ребра, vj−1 та vj iнцидентнi ребру ej,

j = 1, . . . , n.

Тодi vi /∈ Vl для кожного i. Отже, vi /∈ V0 i vi ∈ H, i = 0, . . . , n. Внаслiдок

цього цикл C мiститься в H.

З наведених аргументiв слiдує, що якщо в H немає циклiв, то й G не мiстить

циклiв.
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Доведення Леми 4.2.6.1. Припустимо, що в ΓK−R(f) iснує простий (без самопе-

ретинiв) цикл

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0) .

Тут vi — вершини, ej — вiдкритi ребра простору ΓK−R(f), такi що vj−1, vj ∈ ej,

j = 1, . . . , n.

Нагадаємо, що Kf — об’єднання сингулярних компонентiв рiвня функцiї f .

Нехай Fi = π−1
f (vi) — вiдповiднi сингулярнi компоненти рiвнiв f , Qj = π−1

f (ej)

— компоненти зв’язностi доповнення R2 \Kf .

З Теореми 4.2.2.2, Твердження 4.2.5.1 i Наслiдку 4.2.5.5 слiдує, що кожна

компонента множини R2 \ F0 мiстить прообраз рiвно одного вiдкритого ребра

графа ΓK−R(f), яке iнцидентне вершинi v0.

Тому множини Q1 i Qn належать до рiзних компонент зв’язностi множини

R2 \ F0.

Розглянемо множину

C0 =
n−1⋃
i=1

vi ∪
n⋃
j=1

ej

i ї ї прообраз

π−1
f (C0) =

n−1⋃
i=1

Fi ∪
n⋃
j=1

Qj .

Очевидно, множина C0 зв’язна. Перевiримо, що множина π−1
f (C0) теж зв’язна.

Нехай s ∈ {1, . . . , n}. З Теореми 4.2.2.2 слiдує, що iснують точки xs ∈ Qs ∩Fs
i ys ∈ Qs+1 ∩Fs. Множини Qs, Fs, Qs+1 зв’язнi, тому зв’язнi також множини

Qs ∪ {xs} ⊂ Qs, Qs+1 ∪ {ys} ⊂ Qs+1. Отже, зв’язна i множина

Ws = Qs ∪ Fs ∪Qs+1 = (Qs ∪ {xs}) ∪ Fs ∪ (Qs+1 ∪ {ys}) .

Множина π−1
f (C0) =

⋃n−1
s=1 Ws теж зв’язна внаслiдок того, що Ws ∩Ws+1 ⊃

Qs+1 6= ∅, s = 1, . . . , n− 2.

Помiтимо, що π−1
f (C0) ∩ F0 = ∅, оскiльки Ws ∩ F0 = ∅ для кожного s =

1, . . . , n−1. Але Q1∪Qn ⊂ π−1
f (C0) i зв’язна множина π−1

f (C0) має перетинатись
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принаймнi з двома рiзними компонентами множини R2 \ F0.

Отримане протирiччя доводить, що ΓK−R(f) не мiстить циклiв. Отже, ΓK−R(f)

є деревом з черешками внаслiдок Твердження 4.2.6.2.

4.3 Навантаженi i слабо навантаженi графи
Кронрода-Рiба

Означення 4.3.0.1. Слабо навантаженим графом Кронрода-Рiба нази-

вається орiєнтований граф ΓK−R(f), для якого в кожнiй вершинi визначений

спiн.

Виявляється, що орiєнтацiї ребер i спiна у вершинах ΓK−R(f) не досить, щоб

розрiзняти функцiї загального положення, оскiльки частковий порядок P2(f),

що породжений орiєнтацiєю ребер ΓK−R(f), не є лiнiйним, тобто, не кожну пару

вершин можна порiвняти вiдносно цього порядку.

Лiнiйний порядок P1(f) є топологiчним iнварiантом, але виявляється, що сла-

бо навантажений граф Кронрода-Рiба з лiнiйним порядком P1(f) на множинi

вершин все ще не є повним iнварiантом. Потрiбно додатково вiдстежувати по-

ведiнку f «на нескiнченностi».

Граф з черешками не є справжнiм графом у комбiнаторному сенсi. Вiн отри-

маний зi «справжнього графа» шляхом вилучення деякої пiдмножини вершин

порядку 1.

Зрозумiло, що маючи граф з черешками i його розбиття на вершини i ребра,

можна однозначно вiдновити на ньому комбiнаторну структуру графа, «додав-

ши назад» вилученi вершини порядку 1. Будемо називати такi вершини вiрту-

альними. Множину вiртуальних вершин позначимо Vvirt.

Зауважимо, що на ΓK−R(f) визначена функцiя fK−R, така що fK−R ◦ πf = f .

Для кожного ребра e визначенi двi величини

m(e) = inf
x∈e

fK−R(x) i M(e) = sup
x∈e

fK−R(x).
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Кожна з цих величин може бути як скiнченою, так i ±∞.

Нехай V — множина вершин ΓK−R(f). На множинi V ∪Vvirt означимо функцiю

flim таким чином. Якщо v є початком ребра e, нехай flim(v) = m(e); якщо v є

кiнцем e, нехай flim(v) = M(e).

Оскiльки fK−R строго монотонна на ребрах, то flim = fK−R на множинi V

«справжнiх» вершин ΓK−R(f). Також через те, що всi вiртуальнi вершини ма-

ють порядок 1, то flim коректно визначена також на Vvirt.

Розглянемо не всю множину Vvirt, а лише тi вiртуальнi вершини, на яких flim

набуває скiнченнi значення. Позначимо

Vfin = {v ∈ Vvirt | flim(v) 6= ±∞} .

Множину Vext = V ∪Vfin назвемо розширеною множиною вершин графа ΓK−R(f).

Функцiя flim породжує на Vext вiдношення часткового порядку Pext(f), яке

визначається наступним чином. Нехай v1, v2 ∈ Vext. Якщо flim(v1) < flim(v2), то

v1 < v2. Якщо flim(v1) = flim(v2), то v1 i v2 непорiвняннi. Назвемо це вiдношення

розширеним вiдношенням порядку на Vext.

Зрозумiло, що Pext(f) спiвпадає з P1(f) на V . Також очевидно, що Pext(f)

узгоджене з орiєнтацiєю ребер ΓK−R(f) у тому сенсi, що кiнець ребра завжди

бiльше його початку.

Твердження 4.3.0.2. Вiдношення «бути непорiвнянними вiдносно Pext(f)» є

транзитивним на множинi Vext.

Доведення. Нехай v1 i v2, а також v2 i v3 непорiвняннi вiдносно Pext(f). Тодi

flim(v1) = flim(v2) i flim(v2) = flim(v3). Внаслiдок цього v1 i v3 непорiвняннi.

Означення 4.3.0.3. Нехай на множинi A задане вiдношення ρ часткового

порядку. Якщо вiдношення «бути непорiвнянними вiдносно ρ» є транзи-

тивним на A, то вiдношення ρ називається функцiєподiбним.

Отже, вiдношення Pext(f) функцiєподiбне.
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Означення 4.3.0.4. Навантаженим графом Кронрода-Рiба називаєть-

ся слабо навантажений граф ΓK−R(f) разом iз пiдмножиною Vfin множини

вiртуальних вершин i розширеним вiдношенням порядку Pext(f) на розшире-

нiй множинi вершин Vext = V ∪ Vfin.

Нехай ΓK−R(f) i ΓK−R(g) — орiєнтованi графи з черешками. Розглянемо орi-

єнтованi комбiнаторнi графи Gf i Gg, якi їм вiдповiдають. Множиною вершин

Gf (Gg) є об’єднання звичайних i вiртуальних вершин ΓK−R(f) (ΓK−R(g)), еле-

ментами множини ребер Gf (Gg) є ребра ΓK−R(f) (ΓK−R(g)). Iнцидентнiсть

вершин до ребер i орiєнтацiя ребер переноситься з вiдповiдного графа з чере-

шками.

Означення 4.3.0.5. Комбiнаторним iзоморфiзмом орiєнтованих гра-

фiв з черешками ΓK−R(f) i ΓK−R(g) називається iзоморфiзм орiєнтованих

графiв Gf i Gg, який вiдображає множину вiртуальних вершин графа ΓK−R(f)

на множину вiртуальних вершин графа ΓK−R(g).

Означення 4.3.0.6. (Слабо) навантаженi графи Кронрода-Рiба функцiй f i g

еквiвалентнi, якщо iснує комбiнаторний iзоморфiзм ψ орiєнтованих графiв

з черешками ΓK−R(f) i ΓK−R(g), який зберiгає (слабке) навантаження.

Тобто iзоморфiзм ψ кожному спiну на ΓK−R(f) ставить у вiдповiднiсть спiн

на ΓK−R(g):

�v = (e1, e2, ..., en) 7→ �ψ(v) = (ψ(e1), ψ(e2), ..., ψ(en)) .

Також у випадку, коли розглядаються навантаженi графи Кронрода-Рiба, ψ

iндукує iзоморфiзм розширених порядкiв на розширених множинах вершин.
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4.4 Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй загального
положення, що задовольняють умовам N

4.4.1 Компоненти зв’язностi множини R2 \Kf

Лема 4.4.1.1. Нехай f — псевдогармонiчна функцiя загального положення,

що вiдповiдає умовам N , Q — компонента зв’язностi множини R2 \Kf . Тодi

знайдеться гомеоморфiзм φ : Q→ R× f(Q) ⊂ R2, такий що f = pr2 ◦φ (тут

pr2 : R2 → R — проекцiя на другу координату).

Доведення. З умов N , а також з [75] (Твердження 6 i Наслiдок 4) слiдує, що

f(Q) = Intf(Q) , f(FrQ) = f(Q) ∩ Fr f(Q) . (4.1)

Множина Q, а разом з нею i множина f(Q) зв’язнi. Тому iснують a, b ∈ R∪±∞

такi, що f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b} ∩ R.

Якщо a ∈ f(FrQ), то |a| <∞ i згiдно з Наслiдком 4 з [75], iснує сингулярна

компонента Fa множини рiвня f−1(a), така що f−1(a) ∩Q ⊂ Fa.

З Наслiдку 4.2.5.6 слiдує, що Ha = Q∩f−1(a) є об’єднанням сингулярної то-

чки i двох променiв, що виходять з цiєї точки i прямують на нескiнченнiсть. З

цього i з теореми Жордана про криву легко слiдує, що множина Ha гомеомор-

фна R i розбиває площину на двi компоненти зв’язностi, замикання кожної з

яких гомеоморфне замкненiй пiвплощинi. Зокрема, Ha є спiльною межею цих

двох компонент.

Аналогiчно, якщо b ∈ f(FrQ), то |b| < ∞ i iснує сингулярна компонента

Fb рiвня f−1(b), яка мiстить множину Hb = f−1(b) ∩ Q. Множина Hb також

гомеоморфна R i розбиває R2 на двi пiвплощини, для якихHb є спiльною межею.

Таким чином, маємо три можливостi.

1) f(FrQ) = ∅. Тодi FrQ = ∅ i Q є вiдкрито-замкненою пiдмножиною R2.

Тому Q = R2 i f не має сингулярних точок в R2. Наслiдок 3 з [75] стверджує,
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що для кожного x ∈ Q множина f−1(f(x))∩Q зв’язна. Внаслiдок цього можемо

застосувати Теорему 4.1.0.1, що й доводить лему у даному випадку.

2) Множина f(FrQ) непорожня i зв’язна. Тодi або FrQ = Ha, або FrQ = Hb.

Нехай FrQ = Ha. У цьому випадку Q є одною з двох компонент зв’язностi

множини R2 \Ha. Позначимо iншу компоненту Qa, а через x0 ∈ Ha ⊂ Fa син-

гулярну точку функцiї f .

Зафiксуємо гомеоморфiзм χ : Qa → R × (−∞, a] i розглянемо неперервну

функцiю fa = pr2 ◦χ : Qa → R. За побудовою f(x) = fa(x) на множинi Q∩Qa.

Означимо g : R2 → R за такою формулою

g(x) =


f(x), якщо x ∈ Q ,

fa(x), якщо x ∈ Qa .

Ця функцiя неперервна на кожнiй iз замкнених множин Q i Qa, якi утворюють

скiнченне покриття R2. Тому g неперервна в R2 (див. [79]).

Зрозумiло, що для кожного x ∈ R2 \Ha у деякому околi точки x функцiя g

топологiчно еквiвалентна до координатної проекцiї pr2.

Також для кожного x ∈ Ha у деякому околi точки x у просторi Qa функцiя

fa орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi точки 0 в R× (−∞, 0].

З першої умови N слiдує, що для кожного x ∈ Ha \ {x0} функцiя f у деяко-

му околi точки x орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi 0 у R2.

Оскiльки за побудовою f(y) > f(x) для кожного y ∈ Q, то функцiя f |Q у околi

x орiєнтовано топологiчно еквiвалентна до pr2 у околi 0 у просторi [0,+∞).

Внаслiдок цього для кожного x ∈ Ha \{x0} функцiя g топологiчно еквiвален-

тна до pr2.

Iснує окiл U0 точки x0, в якому f топологiчно еквiвалентна до gn = Re zn в

околi 0. Нехай h : U0 → h(U0) ⊂ C i h′ : R→ R — вiдповiдна пара гомеоморфi-

змiв, для яких gn ◦ h = h′ ◦ f .

З Тверджень 4.2.5.1 i 4.2.5.4 слiдує, що образ h(U0∩Q) спiвпадає з перетином
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h(U0) i замикання одного з секторiв V , що є компонентою зв’язностi множини

C\Zn = C\g−1
n (0). Тому на множинi h(U0∩Q) означене неперервне вiдображен-

ня ĥ(z) = n
√
z, яке вiдображає V на пiвплощину. Нехай iще ĥ′(t) = Sign t · n

√
|t|.

Легко бачити, що пара вiдображень ĥ ◦ h i ĥ′ ◦ h′ реалiзує орiєнтовану то-

пологiчну еквiвалентнiсть функцiї f |Q в околi U0 ∩ Q точки x0 до функцiї pr2

у деякому околi 0 в просторi R × [0,+∞). Внаслiдок цього в околi точки x0

функцiя f також топологiчно еквiвалентна до pr2.

За побудовою g−1(t) = f−1(t)∩Q при t ∈ (a, b). Тому множина g−1(t) зв’язна

при t > a (див. [75], Наслiдок 3). Аналогiчно, g−1(t) = χ−1(R× {t}) при t ≤ a,

тому множина g−1(t) зв’язна також при t ≤ a.

Отже, ми можемо застосувати Теорему 4.1.0.1 до функцiї g.

Отримаємо гомеоморфiзм φ0 : R2 → R× (−∞, b), такий що g = pr2 ◦φ0. Тодi

обмеження φ1 = φ0|Q : Q→ R× (−∞, b) є вкладенням i φ1(Q) = [a, b). Тому φ1

iндукує гомеоморфiзм φ : Q→ R× [a, b), φ(x) = φ1(x), x ∈ Q, який вiдповiдає

вимогам Леми.

3) f(FrQ) = {a, b}. Тодi FrQ = Ha ∪ Hb, множини Ha ⊂ Fa i Hb ⊂ Fb

гомеоморфнi R i кожна з них розбиває R2 на двi пiвплощини. Позначимо через

Qa i Qb тi компоненти зв’язностi множин R2 \ Ha i R2 \ Hb вiдповiдно, якi не

перетинаються з Q. Оскiльки Ha ⊂ f−1(a), Hb ⊂ f−1(b), то Ha ∩ Hb = ∅ i

R2 = Qa ∪Q∪Qb, причому Qa ∩Q = Ha, Qb ∩Q = Hb.

Зафiксуємо гомеоморфiзми χa : Qa → R × (−∞, a] та χb : Qb → [b,+∞).

Розглянемо неперервнi функцiї fa = pr2 ◦χa : Qa → R i fb = pr2 ◦χb : Qb → R.

Очевидно,

fa|Ha
= f |Ha

i fb|Hb
= f |Hb

,
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тому коректно означена функцiя g : R2 → R,

g(x) =


fa(x), якщо x ∈ Qa ,

f(x), якщо x ∈ Q ,

fb(x), якщо x ∈ Qb .

Оскiльки замкненi множини Qa, Q i Qb утворюють скiнчене замкнене покриття

R2 i на кожнiй з них g неперервна, то g неперервна на R2.

Мiркування, аналогiчнi до наведених у попередньому випадку, доводять на-

ступне. По перше, у деякому околi кожної точки площини функцiя g тополо-

гiчно еквiвалентна до координатної проекцiї. По друге, всi множини рiвня g

зв’язнi.

Отже, можемо застосувати Теорему 4.1.0.1 до g.

Як i ранiше, отримаємо гомеоморфiзм φ0 : R2 → R2, такий що g = pr2 ◦φ0.

Тодi обмеження φ1 = φ0|Q : Q→ R2 iндукує гомеоморфiзм

φ : Q→ [a, b] = φ1(Q),

який вiдповiдає вимогам Леми.

Зауваження 4.4.1.2. За рахунок додаткової пiдкрутки за допомогою вiдоб-

раження I : R2 → R2, I (x, y) = (−x, y), завжди можна досягти того, щоб

гомеоморфiзм φ з Леми 4.4.1.1 зберiгав орiєнтацiю.

4.4.2 Гомеоморфiзм Φ

Нехай a < b i c < d — деякi дiйснi числа, α, β : R → R i χ : [a, b] → [c, d] —

неперервнi вiдображення. Нехай χ̂ : [a, b]→ [0, 1],

χ̂(t) =
χ(t)− c
d− c

, t ∈ [a, b] ,

є композицiєю χ i лiнiйного вiдображення вiдрiзка [c, d] на [0, 1].
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Розглянемо вiдображення Φ : R× [a, b]→ R× [c, d],

Φ(x, y) =
(
α(x)(1− χ̂(y)) + β(x)χ̂(y), χ(y)

)
, (x, y) ∈ R× [a, b] . (4.2)

З неперервностi α, β i χ слiдує, що Φ неперервне.

Лема 4.4.2.1. Нехай вiдображення α, β i χ є сюр’єктивними i строго зро-

стають. Тодi Φ є гомеоморфiзмом, зберiгає орiєнтацiю i вiдображає горизон-

тальнi прямi на горизонтальнi прямi.

Доведення. Спочатку дослiдимо, як Φ вiдображає вертикальнi вiдрiзки. Зафi-

ксуємо x ∈ R. Оскiльки χ̂ вiдображає [a, b] на [0, 1], то

Φ({x} × [a, b]) =
⋃

y∈[a,b]

(
α(x)(1− χ̂(y)) + β(x)χ̂(y), (d− c)χ̂(y) + c

)
=

=
⋃

τ∈[0,1]

(
α(x)(1− τ) + β(x)τ, (d− c)τ + c

)
.

Вiдмiтимо, що Φ({x}× [a, b]) — вiдрiзок з кiнцями у точках (α(x), c) i (β(x), d).

Дослiдимо, як дiє Φ на горизонтальних прямих. Зафiксуємо y ∈ [a, b]. Зро-

зумiло, що Φ(R×{y}) ⊂ R×χ(y). Оскiльки обидва коефiцiєнти χ̂(y) i (1− χ̂(y))

невiд’ємнi, то лiнiйна комбiнацiя

Φy(x) = α(x)(1− χ̂(y)) + β(x)χ̂(y)

функцiй α i β, якi зростають, сама буде неспадною. Зважаючи на те, що при-

наймнi один з коефiцiєнтiв ненульовий, отримуємо, що функцiя Φy є строго

зростаючою. За умовами леми

lim
x→±∞

α(x) = lim
x→±∞

β(x) = ±∞ .

Внаслiдок цього подiбнi спiввiдношення виконуються i для функцiї Φy.

Отже, Φy бiєктивно вiдображає R на R, а Φ — бiєктивно вiдображає R× {y}

на R× {χ(y)}.

З бiєктивностi χ слiдує, що Φ є бiєктивним вiдображенням.
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Зi сказаного вище випливає, що Φ вiдображає довiльний прямокутник R з

двома горизонтальними сторонами на трапецiю T = Φ(R), паралельнi сторони

якої горизонтальнi. Причому Φ(IntR) = IntT i Φ(FrR) = FrT . Легка безпосере-

дня перевiрка показує, що додатнiй напрямок обходу Жорданової кривої FrR

iндукує додатнiй напрямок на FrT .

Отже вiдображення Φ зберiгає орiєнтацiю. Крiм того, Φ є вiдкритим вiдобра-

женням, оскiльки прямокутники з двома горизонтальними сторонами породжу-

ють базу топологiї на площинi. А неперервне бiєктивне вiдкрите вiдображення

є гомеоморфiзмом.

4.4.3 Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй загального положення,

що задовольняють умовам N

Теорема 4.4.3.1. Нехай f, g : R2 → R — псевдогармонiчнi функцiї загального

положення, що задовольняють умовам N .

f i g є орiєнтовано пошарово еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли слабо

навантажений граф Кронрода-Рiба функцiї f еквiвалентний слабо наванта-

женому графу однiєї з функцiй g або −g.

f i g є орiєнтовано топологiчно еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли

їх навантаженi графи Кронрода-Рiба є еквiвалентними.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай iснує гомеоморфiзм h : R2 → R, який вiдобра-

жає компоненти множин рiвня f на компоненти множин рiвня g. Вiдомо, що

образ зв’язної множини пiд дiєю неперервного вiдображення зв’язний. Внаслi-

док того, що h i h−1 бiєктивнi та неперервнi, образами рiзних компонент є рiзнi

компоненти.

Отже, коректно означене бiєктивне неперервне фактор-вiдображення просто-

рiв Кронрода-Рiба ψ : ΓK−R(f) → ΓK−R(g). Зрозумiло, що гомеоморфiзм h−1

породжує фактор-вiдображення, обернене до ψ. Тому ψ є гомеоморфiзмом.
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Нехай x ∈ R2, Fx — компонента множини рiвня функцiї f , яка мiстить x. З

умовN слiдує, що порядок ordx(Fx) топологiчного простору Fx у точцi x бiльше

2 тодi й тiльки тодi, коли x є сингулярною точкою f (див. [20, C. 274]). Внаслiдок

цього множини Σg i Kg сингулярних точок i сингулярних комонент зв’язностi

множин рiвня g є образами вiдповiдних множин Σf i Kf , якi вiдносяться до

функцiї f .

Отже, що ψ вiдображає множину вершин графа з черешками ΓK−R(f) на

множину вершин ΓK−R(g).

Зрозумiло, що h вiдображає компоненти зв’язностi множини R2 \Kf на ком-

поненти множини R2 \Kg. Тому з Теореми 4.2.2.2 слiдує, що ψ є iзоморфiзмом

графiв з черешками.

Нехай h зберiгає орiєнтацiю на площинi. За умовами Теореми f i g є функцi-

ями загального положення, тому кожна їх сингулярна компонента лiнiї рiвня

мiстить рiвно одну сингулярну точку. Отже множини Σf i Σg знаходяться у

бiєктивнiй вiдповiдностi з множинами вершин графiв з черешками ΓK−R(f) i

ΓK−R(g).

Оскiльки h зберiгає порядок обходу навколо точок площини, то ψ вiдобра-

жає спiн у кожнiй вершинi ΓK−R(f) на спiн в образi цiєї вершини, а отже ψ є

еквiвалентнiсть графiв зi спiнами.

Застосуємо орiєнтацiю ребер. Нехай ΓK−R(g) — граф з черешками функцiї g,

у кожнiй вершинi якого задано спiн. Нехай e — деяке ребро цього графа. Тодi

орiєнтацiя всiх ребер ΓK−R(g), що породжена напрямком зростання функцiї

gK−R, однозначно вiдновлюється по орiєнтацiї ребра e. Перевiримо це.

Якщо ребро e iнцидентне деякiй вершинi v, ми можемо скористатися Наслiд-

ком 4.2.5.5 i маючи спiн �v вiдновити орiєнтацiю всiх ребер, що iнцидентнi v.

Нехай e′ — iнше ребро графа ΓK−R(g). Зафiксуємо шлях

P (e, e′) = (e = e1, . . . , en = e′),
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який з’єднує e i e′. Нехай шлях P (e, e′) послiдовно проходить через верши-

ни v1, . . . , vn−1 (vi є спiльним кiнцем ребер ei та ei+1). За допомогою спiнiв

�v1, . . . ,�vn−1 ми можемо послiдовно вiдновити орiєнтацiї ребер e2, . . . , en = e′.

Згiдно Леми 4.2.6.1, ΓK−R(g) є деревом з черешками, тому шлях P (e, e′), який

з’єднує e i e′ визначений однозначно. Отже, орiєнтацiя ребра e′ залежить тiльки

вiд орiєнтацiї ребра e.

Очевидно, функцiя −g вiдповiдає умовам N i є функцiєю загального положе-

ння. Слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба ΓK−R(g) i ΓK−R(−g) iзоморфнi

як графи з черешками, мають однаковi спiни у вiдповiдних вершинах i вiд-

рiзняються тiльки орiєнтацiєю ребер. Оскiльки ψ є еквiвалентнiстю графiв зi

спiнами, то це вiдображення iндукує еквiвалентнiсть слабо навантаженого гра-

фа Кронрода-Рiба ΓK−R(f) до ΓK−R(g), або ΓK−R(−g).

Це доводить необхiднiсть твердження даної теореми для орiєнтовано поша-

рово еквiвалентних функцiй f i g.

Нехай функцiї f та g орiєнтовано топологiчно еквiвалентнi, тобто iснують

гомеоморфiзми h : R2 → R та k : R → R, що зберiгають орiєнтацiю i такi,

що k ◦ f = g ◦ h. Тодi гомеоморфiзм h : R2 → R вiдображає множини рiвня

функцiї f на множини рiвня g. Зрозумiло, що будучи бiєктивним, h вiдобра-

жає компоненти множин рiвня f на компоненти множин рiвня g. Отже f i g

орiєнтовано пошарово еквiвалентнi, внаслiдок чого слабо навантажений граф

Кронрода-Рiба ΓK−R(f) еквiвалентний до ΓK−R(g), або ΓK−R(−g).

Нехай як i вище ψ : ΓK−R(f)→ ΓK−R(g) є фактор-вiдображенням гомеомор-

фiзму h вiдносно проекцiй πf i πg. Тодi виконується рiвнiсть

k ◦ fK−R = gK−R ◦ ψ . (4.3)

Враховуючи що функцiя k монотонно зростає легко бачити, що ψ зберiгає

напрямок зростання iндукованої функцiї на ребрах графа Кронрода-Рiба. Отже,

слабо навантажений граф Кронрода-Рiба ΓK−R(f) еквiвалентний до ΓK−R(g).
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Зрозумiло, що ψ iндукує бiєктивне вiдображення множини Vvirt(f) вiртуаль-

них вершин ΓK−R(f) на множину Vvirt(g) вiртуальних вершин ΓK−R(g). Щоб не

нагромаджувати позначень, ми його теж будемо позначати ψ.

Нехай e — ребро ΓK−R(f), ẽ = ψ(e) — вiдповiдне йому ребро ΓK−R(g). Нехай

як i ранiше

m(e) = inf
x∈e

fK−R(x) , M(e) = sup
x∈e

fK−R(x) ,

m(ẽ) = inf
x∈ẽ

gK−R(x) , M(ẽ) = sup
x∈ẽ

gK−R(x) .

Функцiя k монотонно зростає, тому

m(ẽ) = k ◦m(e) i M(ẽ) = k ◦M(e).

Отже на множинi вершин ΓK−R(f) (включаючи вiртуальнi) виконується рiв-

нiсть k ◦ flim = glim ◦ ψ.

Враховуючи те, що k : R→ R є гомеоморфiзмом, маємо ψ(Vfin(f)) = Vfin(g).

Отже ψ(Vext(f)) = Vext(g) i ψ iндукує iзоморфiзм розширених вiдношень по-

рядку на розширених множинах вершин.

Це доводить необхiднiсть твердження даної теореми для орiєнтовано тополо-

гiчно еквiвалентних функцiй f i g.

Достатнiсть. Розглянемо двi функцiї f : R2 → R та g : R2 → R. Будемо

вважати, що для слабо навантажених графiв Кронрода-Рiба ΓK−R(f), ΓK−R(g)

цих функцiй заданий комбiнаторний iзоморфiзм ψ, що зберiгає спiни.

Нехай Kf i Kg - множини сингулярних компонент зв’язностi рiвнiв функцiй

f та g вiдповiдно.

Вiзьмемо вершину v ∈ ΓK−R(f) i вiдповiдну вершину w = ψ(v) ∈ ΓK−R(g).

Нехай Fv = π−1
f (v) i F̃w = π−1

g (w) — сингулярнi компоненти множин рiвня f i

g, якi вiдповiдають вершинам v i w.

Побудуємо гомеоморфiзм h0
v : Fv → F̃w, такий, що для будь-якої компоненти

доповнення U ⊂ R2 \Kf , якiй вiдповiдає ребро e графа ΓK−R(f), виконується



104

рiвнiсть

h0
v(FrU ∩ Fv) = Fr Ũ ∩ F̃w , (4.4)

де Ũ — компонента доповнення R2 \ Kg, якiй вiдповiдає ребро ψ(e) графа

ΓK−R(g).

Оскiльки f є функцiєю загального положення, то множина Fv мiстить єдину

сингулярну точку xv функцiї f . Аналогiчно, F̃w мiстить єдину сингулярну точку

x̃w функцiї g. З твердження 4.2.5.4 слiдує, що кратностi xv i x̃w збiгаються.

Нехай вони дорiвнюють n − 1 для деякого n > 1. Тодi з Твердження 4.2.5.1

випливає, що кожна з множин Fv i F̃w складається з сингулярної точки i 2n

променiв, що з неї виходять i прямують на нескiнченнiсть.

Нехай �v = (e1, . . . , e2n). Позначимо Qi = π−1
f (ei), i = 1, . . . , 2n, — компо-

ненти R2 \ Kf , якi межують з Fv. Скористаємось Наслiдком 4.2.5.6 i оберемо

нумерацiю компонент зв’язностi множини Fv \ {xv} так, щоб компонента Hi

мiстилась у FrQi ∩ FrQi+1 при i = 1, . . . , 2n− 1, а також H2n ⊂ FrQ2n ∩ FrQ1.

За попереднiм припущенням �w = (ψ(e1), . . . , ψ(e2n)). Позначимо

Q̃i = π−1
f (ψ(ei)), i = 1, . . . , 2n

— компоненти R2 \Kg, якi межують з F̃w. Знову Наслiдок 4.2.5.6 гарантує нам

можливiсть обрати нумерацiю компонент зв’язностi множини F̃w \ {x̃w} так,

щоб компонента H̃i мiстилась у Fr Q̃i ∩ Fr Q̃i+1 при i = 1, . . . , 2n − 1, а також

H̃2n ⊂ Fr Q̃2n ∩ Fr Q̃1.

Для кожного i = 1, . . . , 2n зафiксуємо гомеоморфiзм

h0
v,Hi

: {xv} ∪Hi → {x̃w} ∪ H̃i

променя Hi = {xv} ∪Hi на промiнь H̃i = {x̃w} ∪ H̃i.

Зрозумiло, що h0
v,Hi

(xv) = x̃w, а також Hi ∩Hj = {xv} при i 6= j. Тому

коректно означене вiдображення h0
v : Fv → F̃w,

h0
v(x) = h0

v,Hi
(x) , якщо x ∈ Hi , i ∈ {1, . . . , 2n} .
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Набiр множин {Hi} утворює скiнченне замкнене покриття Fv, отже вiдображен-

ня h0
v неперервне. З того, що всi h0

v,Hi
є гомеоморфiзмами слiдує, що означене i

неперервне обернене вiдображення (h0
v)
−1. Отже, h0

v є гомеоморфiзмом.

За побудовою

Hi−1 ∪Hi ∪ {xv} = FrQi та H2n ∪H1 ∪ {xv} = FrQ2n, i = 2, . . . , 2n

(див. Наслiдки 4.2.5.2 i 4.2.5.6). Аналогiчно,

H̃i−1 ∪ H̃i ∪ {x̃w} = Fr Q̃i та H̃2n ∪ H̃1 ∪ {x̃v} = Fr Q̃2n, i = 2, . . . , 2n.

Тому виконується спiввiдношення (4.4).

Нагадаємо, що за означенням множини Kf i Kg є прообразами множин вер-

шин графiв ΓK−R(f) i ΓK−R(g) вiдносно проекцiй πf i πg, вiдповiдно. Тому

означене вiдображення h0 : Kf → Kg,

h0(x) = h0
πf (x)(x) .

Множини Fv, v ∈ πf(Kv), попарно не перетинаються, є замкненими i їх скiн-

ченне число (див. Зауваження 4.2.5.3). Те ж стосується i їх образiв вiдносно h0.

Звуження h0 на кожну з множин Fv є гомеоморфiзмом на свiй образ F̃ψ(v). Тому

вiдображення h0 є гомеоморфiзмом.

Зараз ми продовжимо h0 до вiдображення h : R2 → R2, яке компонентам

зв’язностi множин рiвня функцiї f ставить у вiдповiднiсть компоненти множин

рiвня g.

Нехай Qf i Qg множини, елементами яких є компоненти зв’язностi множин

R2 \Kf i вiдповiдно R2 \Kg.

Нехай Q ∈ Qf , e = πf(Q) — вiдповiдне ребро ΓK−R(f). Згiдно до Леми 4.4.1.1

i Зауваження 4.4.1.2 iснує гомеоморфiзм φ : Q → R × f(Q), який зберiгає

орiєнтацiю i такий що f = pr2 ◦φ.

Нехай Q̃ ∈ Qg, для якої πg(Q̃) = ψ(e). Тодi iснує гомеоморфiзм

φ̃ : Q̃→ R× g
(
Q̃
)
,



106

який зберiгає орiєнтацiю i такий, що g = pr2 ◦φ̃.

Множина f(Q) = fK−R(e) зв’язна. Зi спiввiдношень (4.1) слiдує, що множина

f(Q) гомеоморфна iнтервалу, пiвiнтервалу або вiдрiзку, f(Q) = Intf(Q) гомео-

морфна вiдкритому iнтервалу.

Нагадаємо, що fK−R строго монотонна на ребрi e. Тому якщо f(Q) мiстить

кiнець iнтервала f(Q), вiн вiдповiдає вершинi графа ΓK−R(f), яка iнцидентна

ребру e. Якщо не мiстить, то кiнець iнтервала вiдповiдає вiртуальнiй вершинi.

Аналогiчне справедливо i для множин g(Q̃) та g
(
Q̃
)
.

Оскiльки iзоморфiзм ψ зберiгає орiєнтацiї ребер i вiдображає множину вiр-

туальних вершин ΓK−R(f) на множину вiртуальних вершин ΓK−R(g), то зi ска-

заного вище слiдує, що iснує строго зростаюче бiєктивне вiдображення

χ : f(Q)→ g
(
Q̃
)
.

Отже, нехай a, b ∈ R ∪ ±∞, a < b, f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b} ∩ R. Нехай

також c, d ∈ R ∪ ±∞, c < d, g(Q̃) = (c, d), g(Fr Q̃) ⊂ {c, d} ∩ R.

Множина f(FrQ) може мати не бiльше двох елементiв. Розглянемо всi мо-

жливi випадки.

(a) Припустимо, що FrQ = ∅. Тодi обидва кiнцi ребра e = πf(Q) вiртуальнi.

Внаслiдок цього Fr Q̃ = ∅, ΓK−R(f) = e, ΓK−R(g) = ψ(e), Q = Q̃ = R2 (див.

доведення Леми 4.4.1.1).

Розглянемо вiдображення

Φ = id× χ : R× f(R2)→ R× g(R2) .

Тут id : R→ R — тотожне вiдображення. Зрозумiло, що Φ є гомеоморфiзмом i

зберiгає орiєнтацiю. Тому i

h = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ

має подiбнi властивостi.
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Очевидно, φ вiдображає компоненти зв’язностi множин рiвня f на горизон-

тальнi прямi, а φ̃−1 вiдображає горизонтальнi прямi на компоненти множин

рiвня g. Тому h задає пошарову еквiвалентнiсть f i g.

(b) Нехай множина f(FrQ) мiстить рiвно один елемент. Тодi з Наслiдку 4

з [75] слiдує, що множина FrQ зв’язна, отже iснує єдина компонента зв’язностi

Fv множини Kf , така що Fv ∩ Q 6= ∅. Тут v — вершина графа ΓK−R(f), для

якої Fv = π−1
f (v). Тодi множина g(Fr Q̃) теж мiстить один елемент. Отже, для

вершини w = ψ(v) i вiдповiдної компоненти зв’язностi F̃w = π−1
g (w) множини

Kg має виконуватись спiввiдношення Q̃∩Kg ⊂ F̃w.

Нехай �v — спiн при вершинi v графа ΓK−R(f). Позначимо через e′ ребро,

яке передує e у цьому циклi. Нехай e′′ — ребро, яке слiдує за e. Розглянемо

вiдповiднi елементи Q′ = π−1
f (e′) i Q′′ = π−1

f (e′′) множини Qf .

Нехай xv ∈ Fv — сингулярна точка f . Позначимо H ′ та H ′′ компоненти мно-

жини Fv \ {xv}, для яких виконуються спiввiдношення

H ′ ⊂ Q′ ∩Q, H ′′ ⊂ Q∩Q′′ .

Аналогiчно, нехай x̃w ∈ F̃w — сингулярна точка g, �w — спiн при вершинi

w графа ΓK−R(g). Нехай ребро ẽ′ = πg(Q̃
′) передує ẽ у циклi �w, ẽ′′ = πg(Q̃

′′)

слiдує за ẽ. Позначимо через H̃ ′ та H̃ ′′ компоненти множини F̃w \ {x̃w}, такi що

H̃ ′ ⊂ Q̃′ ∩ Q̃, H̃ ′′ ⊂ Q̃∩ Q̃′′.

З Наслiдка 4.2.5.6 випливає, що

Q∩Fv = H ′ ∪H ′′ ∪ {xv}, Q̃∩F̃w = H̃ ′ ∪ H̃ ′′ ∪ {x̃w}.

Оскiльки ψ зберiгає спiни, то ẽ′ = ψ(e′), ẽ′′ = ψ(e′′). Вiдображення h0 побу-

довано таким чином, що h0(Fv) = h0
v(Fv) = F̃w, h0(xv) = x̃w, h0(H ′) = H̃ ′,

h0(H ′′) = H̃ ′′.

Отже, h0(Q∩Fv) = Q̃∩F̃w. Очевидно, обмеження h0 на Q∩Fv iндукує гомео-

морфiзм

h0
v,Q : Q∩Fv → Q̃∩F̃w .
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Припустимо, що f(FrQ) = {a}. З iснування χ слiдує, що g(Fr Q̃) = {c}.

Нехай q ∈ R. Введемо наступнi позначення.

R−q = (−∞, 0)× {q} ⊂ R2 ,

R+
q = (0,+∞)× {q} ⊂ R2 .

Зi спiввiдношень (4.1) слiдує, що φ(Q∩Fv) = R× {a}.

Не обмежуючи загальностi, вважатимемо, що φ(xv) = (0, a), φ̃(x̃w) = (0, c).

Будемо також вважати, що додатний напрямок обходу навколо точки на пло-

щинi є напрямок проти годинникової стрiлки.

При обходi навколо точки xv ми рухаємося у областi Q вiд множини H ′ у

напрямку множини H ′′. Аналогiчно, при обходi навколо точки (0, a) = φ(xv)

ми рухаємося у областi R × (a, b) = φ(Q) вiд R+
a у напрямку R−a . Оскiльки φ

зберiгає орiєнтацiю, то φ(H ′) = R+
a , φ(H ′′) = R−a .

Аналогiчно, φ̃(Q̃∩F̃w) = R× {c}, (0, c) = φ̃(x̃w), φ̃(H̃ ′) = R+
c i φ̃(H̃ ′′) = R−c .

Розглянемо вiдображення

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 .

Очевидно, Φa є гомеоморфiзмом на свiй образ R× {c}. Також справедливi рiв-

ностi Φa(R
−
a ) = φ̃ ◦ h0(H ′′) = φ̃(H̃ ′′) = R−c i Φa(R

+
a ) = R+

c .

Нехай ia : R→ R2, ia(t) = (t, a), t ∈ R. Означимо функцiю

α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R .

Тут pr1 : R2 → R — проекцiя на першу координату.

Легко бачити, що α є гомеоморфiзмом. Тому ця функцiя або строго зростає,

або строго спадає. Оскiльки для множини R− = {t ∈ R | t < 0} виконуються

спiввiдношення ia(R−) = R−a i pr1(R
−
c ) = R−, то за побудовою α(R−) = R− i

функцiя α зростає.

Означимо вiдображення Φ : R× [a, b)→ R× [c, d),

Φ(x, y) = (α(x), χ(y)) , (x, y) ∈ R× [a, b) .
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З властивостей α i χ слiдує, що це гомеоморфiзм, який зберiгає орiєнтацiю.

Також за побудовою Φ(x, y) = Φa(x, y) для всiх (x, y) ∈ R× {a}.

Нарештi, нехай

hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

За побудовою hQ є гомеоморфiзмом i зберiгає орiєнтацiю.

Оскiльки φ(FrQ) = R× {a}, то

hQ|FrQ = φ̃−1 ◦ Φa ◦ φ = h0 .

За означенням множина R2 \ Kf є об’єднанням усiх регулярних компонент

рiвня функцiї f . Внаслiдок цього кожна компонента рiвня f , яка перетинає-

ться з Q, мiститься в Q. Аналогiчно, якщо компонента зв’язностi рiвня g має

непорожнiй перетин з Q̃, вона мiститься в цiй областi.

Отже, з властивостей φ i φ̃−1 слiдує, що для кожної точки x ∈ Q h вiдобра-

жає компоненту зв’язностi множини f−1(f(x)), яка мiстить x, на компоненту

множини рiвня g, що мiстить точку h(x).

Випадок f(FrQ) = {b} розглядається аналогiчно.

(c) Нехай множина f(FrQ) мiстить два елементи. Тодi обидва кiнця ребра

e не вiртуальнi. Позначимо їх v′ i v′′. Як i ранiше, застосовуючи Наслiдок 4

з [75], приходимо до висновку, що для компонент зв’язностi Fv′ = π−1
f (v′) i

Fv′′ = π−1
f (v′′) множиниKf справедливi спiввiдношення Fv′∩Q 6= ∅, Fv′′∩Q 6= ∅,

Q ⊂ Fv′ ∪ Fv′′.

Вершини w′ = ψ(v′) i w′′ = ψ(v′′) графа ΓK−R(g) є кiнцями ребра ψ(e), тому

компоненти зв’язностi F̃w′ = π−1
f (w′) i F̃v′′ = π−1

f (w′′) множини Kg вiдповiдають

спiввiдношенням F̃w′ ∩ Q̃ 6= ∅, F̃w′′ ∩ Q̃ 6= ∅, Q̃ ⊂ F̃w′ ∪ F̃w′′.

Нехай як i вище гомеоморфiзми φ : Q → R × [a, b] i φ̃ : Q̃ → R × [c, d]

зберiгають орiєнтацiю i вiдповiдають спiввiдношенням f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃.

Не обмежуючи загальнiсть мiркувань, вважатимемо, що φ(Fv′ ∩ Q) = {a},

φ(Fv′′ ∩Q) = {b}.
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Iзоморфiзм ψ зберiгає орiєнтацiю ребер. Оскiльки вона визначається напрям-

ком зростання функцiй f i g, то

φ̃(F̃w′ ∩ Q̃) = {c}, φ̃(F̃w′′ ∩ Q̃) = {d}.

Як i у попередньому випадку, з Наслiдка 4.2.5.6 слiдує, що коректно визначенi

вiдображення

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 ,

Φb = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{b} : R× {b} → R2 ,

якi гомеоморфно вiдображають R×{a} i R×{b} на R×{c} та R×{d}, вiдповiдно.

Нехай ia : R → R2, ia(t) = (t, a), ib : R → R2, ib(t) = (t, b), t ∈ R. Як i вище

перевiряється що функцiї

α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R ,

β = pr1 ◦Φb ◦ ib : R→ R ,

є бiєктивними i такими, що строго зростають.

Зафiксуємо також гомеоморфiзм χ : [a, b]→ [c, d], такий що χ(a) = c.

З Леми 4.4.2.1 слiдує, що вiдображення Φ : R × [a, b] → R × [c, d], означене

за допомогою формули (4.2), є гомеоморфiзмом, зберiгає орiєнтацiю, а також

вiдображає горизонтальнi прямi на горизонтальнi прямi.

Оскiльки χ̂(a) = 0 i χ̂(b) = 1, то з (4.2) випливає, що Φ(x, y) = Φa(x, y) для

всiх (x, y) ∈ R× {a} i Φ(x, y) = Φb(x, y) для кожного (x, y) ∈ R× {b}.

Означимо

hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

За побудовою hQ є гомеоморфiзмом i зберiгає орiєнтацiю.

Оскiльки φ(FrQ) = R× {a, b}, то аналогiчно до попереднього випадку

hQ|FrQ = h0 .

Як i вище перевiряється, що h вiдображає кожну компоненту зв’язностi мно-

жини рiвня f , яка перетинається з Q, на деяку компоненту множини рiвня g.
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Об’єднавши випадки (a) – (c), для кожного Q ∈ Qf ми отримали гомеомор-

фiзм hQ її замикання на замикання деякого Q̃ ∈ Qg, який вiдображає компо-

ненти зв’язностi множин рiвня f , що належать Q, на компоненти множин рiвня

g.

Нехай Q′ i Q′′ — два рiзнi елементи Qf . Тодi за означенням

Q′ ∩Q′′ = FrQ′ ∩ FrQ′′ ⊂ Kf .

Отже, за побудовою для кожного x ∈ Q′ ∩Q′′ виконується рiвнiсть

hQ′(x) = hQ′′(x) = h0(x).

Крiм того з Наслiдка 4.2.5.2 випливає, що R2 =
⋃
Q∈Qf Q.

Внаслiдок цього коректно означене вiдображення h : R2 → R2,

h(x) = hQ(x), якщо x ∈ Q, Q ∈ Qf . (4.5)

Оскiльки граф ΓK−R(f) скiнченний (див. Лема 4.2.6.1), то набiр множин

{Q | Q ∈ Q}

утворює скiнченне замкнене покриття площини i на кожному елементi цього

покриття h неперервне за означенням. Тому h неперервне на R2 (див. [79]).

За побудовою h|Kf
= h0 i h бiєктивно вiдображаєKf наKg. Також h бiєктивно

вiдображає кожну множину Q ∈ Qf на деякий елемент сiм’ї Qg.

Нехай Q′, Q′′ ∈ Qf , Q′ 6= Q′′, Q̃′ = h(Q′), Q̃′′ = h(Q′′). Нехай e′ = πf(Q
′),

e′′ = πf(Q
′′), ẽ′ = πg(Q̃′), ẽ′′ = πg(Q̃′′) — вiдповiднi ребра графiв ΓK−R(f) i

ΓK−R(g). Оскiльки ẽ′ = ψ(e′), ẽ′′ = ψ(e′′) i ψ — комбiнаторний iзоморфiзм, то

Q̃′ i Q̃′′ — рiзнi елементи Qg. Отже, Q̃′ ∩ Q̃′′ = ∅.

Очевидно, для кожного Q ∈ Qf виконуються спiввiдношення

R2 \Q = Kf ∪
⋃

Q′∈Qf ,Q′ 6=Q
Q′.
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Зi сказаного вище слiдує, що

h(R2 \Q) = Kg ∪
⋃

Q̃′∈Qg,Q̃′ 6=h(Q)

Q̃′.

Внаслiдок цього h(Q) ∩ h(R2 \ Q) = ∅ для всiх Q ∈ Qf i вiдображення h

бiєктивне.

Отже, означене вiдображення h−1. Оскiльки h(Q) ∈ Qg i h−1|h(Q) = h−1
Q для

кожного Q ∈ Qf , всi h−1
Q неперервнi за побудовою i сiм’я {Q̃ | Q̃ ∈ Qg} утворює

скiнченне замкнене покриття площини, то вiдображення h−1 неперервне i h є

гомеоморфiзмом.

Таким чином, всi вiдображення h|Q, Q ∈ Qf i h0 ставлять у вiдповiднiсть

компонентам зв’язностi множин рiвня f компоненти множин рiвня g. Отже, h

є пошаровою еквiвалентнiстю f i g.

Припустимо тепер, що навантаженi графи Кронрода-Рiба ΓK−R(f) i ΓK−R(g)

є еквiвалентними. Це означає, що слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба фун-

кцiй f i g еквiвалентнi i комбiнаторний iзоморфiзм ψ, який зберiгає слабке на-

вантаження, також iндукує iзоморфiзм ψ̂ частково впорядкованих розширених

множин вершин Vext i Ṽext графiв ΓK−R(f) i ΓK−R(g) вiдносно порядкiв Pext i

P̃ext, вiдповiдно.

Нагадаємо, що частковий порядок Pext (вiдповiдно, P̃ext) iндукується на мно-

жинi Vext (вiдповiдно, Ṽext) зi стандартного лiнiйного порядку на прямiй за до-

помогою вiдображення flim : Vext → R (вiдповiдно, glim : Ṽext → R).

Позначимо Af = flim(Vext), Ag = glim(Ṽext). З Твердження 4.3.0.2 слiдує, що

iснує бiєктивне зростаюче вiдображення k̂ : Af → Ag, таке що комутативна

дiаграма

Vext
ψ̂−−→ Ṽext

flim

y yglim
Af −−→

k̂
Ag
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Множини Af i Ag скiнченнi i мають однакову кiлькiсть елементiв m. Нехай

Af = {a1, . . . , am}, a1 < . . . < am; Ag = {b1, . . . , bm}, b1 < . . . < bm. Очевидно,

bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.

Означимо вiдображення k : R→ R за допомогою спiввiдношення

k(t) =


t+ (b1 − a1), якщо t < a1 ,

1
ai+1−ai

[
bi(ai+1 − t) + bi+1(t− ai)

]
, якщо t ∈ [ai, ai+1] ,

t+ (bm − am), якщо t > am .

Зрозумiло, що k є гомеоморфiзмом i k(ai) = bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.

Оскiльки слабо навантаженi графи Кронрода-Рiба функцiй f i g еквiвалентнi,

то можемо побудувати гомеоморфiзми h0 : Kf → Kg i hQ : Q → Q̃, Q ∈ Q, як

це отримано при доведеннi пошарової еквiвалентностi f i g.

При побудовi вiдображень hQ є певна неоднозначнiсть. Виявляється, що цi

вiдображення можна вибрати таким чином, що гомеоморфiзм h, визначений за

допомогою (4.5), дасть разом iз k топологiчну еквiвалентнiсть f i g.

Отже, нехай Q ∈ Q, e = πf(Q) — вiдповiдне ребро графа Кронрода-Рiба

ΓK−R(f), де v′ i v′′ ∈ V ∪ Vvirt — вершини, якi з’єднує ребро e. Тодi вер-

шини w′ = ψ(e′) i w′′ = ψ(e′′) графа ΓK−R(g) з’єднанi ребром ψ(e). Нехай

Q̃ = π−1
g (ψ(e)) — вiдповiдний елемент Q̃.

Вище ми побудували hQ у виглядi φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ, де φ i φ̃ — вiдображення з

Леми 4.4.1.1, а Φ має вигляд

Φ(x, y) = (η(x, y), χ(y)), (x, y) ∈ R× f(Q)
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(див. формулу (4.2)). Отже, комутативна наступна дiаграма:

Q
hQ−−→ Q̃

φ

y yφ̃
R× f(Q)

Φ−−→ R× g(Q̃)

pr2

y yp̃r2

f(Q)
χ−−→ g(Q̃)

Лема 4.4.1.1 стверджує, що f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃. Тому комутативна насту-

пна дiаграма:
Q

hQ−−→ Q̃

f

y yg
f(Q)

χ−−→ g(Q̃)

(4.6)

У цiй конструкцiї в якостi χ : Q → Q̃ можна взяти довiльне неперервне

бiєктивне зростаюче вiдображення.

Функцiя fK−R строго монотонна на ребрах ΓK−R(f). Отже, не обмежуючи

загальностi,можемо вважати, що flim(v′) < flim(v′′). Оскiльки ψ зберiгає орiєн-

тацiю ребер, то glim(w′) < glim(w′′).

Нехай v′ /∈ Vext. Тодi за означенням flim(v′) ∈ ±∞.

Оскiльки flim(v′) < flim(v′′), то flim(v′) = −∞. За означенням ψ(Vext) = Ṽext,

тому w′ = ψ(v′) /∈ Ṽext i по аналогiї з попереднiм glim(w′) = −∞.

Якщо v′ ∈ Vext, то flim(v′) = ar для деякого r ∈ {1, . . . ,m}. Тодi

glim(w′) = glim ◦ ψ(v′) = k̂ ◦ flim(v′) = k ◦ flim(v′) = br .

Аналогiчно отримуємо, або flim(v′′) = glim(w′′) = +∞, або flim(v′′) = as i

glim(w′′) = k ◦ flim(v′′) = bs для деякого s ∈ {1, . . . ,m}.

Внаслiдок сказаного виконується рiвнiсть k(f(Q)) = g(Q̃). Отже, можемо

взяти

χ(t) = k(t), t ∈ f(Q) .

Тодi зi спiввiдношень (4.5) i (4.6) слiдує, що k ◦ f = g ◦ h.
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4.5 Висновки

В даному роздiлi, використовуючи граф Кронрода-Рiба з додатковою комбiна-

торною структурою дано необхiднi та достатнi умови, коли двi псевдогармонiчнi

функцiї загального положення, якi мають скiнченну кiлькiсть сингулярних то-

чок i вiдповiдають певнiй додатковiй умовi, будуть топологiчно еквiвалентними,

а також пошарово еквiвалентними.



ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню автоморфiзмiв несингулярних шарувань

на двовимiрних некомпактних поверхнях. В роботi отриманi такi результати:

• отримано необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi атласiв смугастої по-

верхнi;

• для атласу смугастої поверхнi визначено граф, що описує iнформацiю про

склеювання цiєї поверхнi зi смуг та встановлено iзоморфiзм мiж групою го-

меотопiй її канонiчного шарування та групою автоморфiзмiв графа атласу;

• описано алгебраїчну структуру класу груп гомеотопiй канонiчних шару-

вань кореневоподiбних смугастих поверхонь;

• встановлено зв’язок мiж групами гомеотопiй канонiчних шарувань корене-

воподiбних смугастих поверхонь та групами гомеотопiй їх просторiв шарiв;

• отримано необхiднi та достатнi умови пошарової та топологiчної еквiвален-

тностей двох псевдогармонiчних функцiй загального положення на площи-

нi, множини лiнiй рiвня яких утворюють сингулярне шарування зi скiнчен-

ним числом особливостей i простiр шарiв яких є гаусдорфовим.
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