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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ôóíêöiîíàëüíî-äèñêðåòíèé ìåòîä (FD-ìåòîä)

âïåðøå áóâ çàïðîïîíîâàíèé â [18] Â. Ë. Ìàêàðîâèì (1991) ÿê ìåòîä íàáëè-

æåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ. Â [18]

âiäçíà÷à¹òüñÿ, ùî õî÷ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ òàêi çàãàëüíîâiäîìi ìåòîäè, ÿê âàðiàöiéíi ìåòîäè i ìåòîä ñêií-

÷åííèõ åëåìåíòiâ çîêðåìà, à òàêîæ ðiçíèöåâi ìåòîäè, ïðîòå âîíè ìàþòü îäèí

ñïiëüíèé íåäîëiê: ÷èì âèùèì ¹ ïîðÿäêîâèé íîìåð øóêàíîãî âëàñíîãî çíà÷å-

ííÿ, òèì ãiðøîþ ¹ òî÷íiñòü âiäïîâiäíîãî íàáëèæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíèé FD-

ìåòîä ïîçáàâëåíèé öüîãî íåäîëiêó, i, áiëüø òîãî, òî÷íiñòü âiäøóêàííÿ âëàñíî-

ãî çíà÷åííÿ çà äîïîìîãîþ FD-ìòåîäó òèì âèùà, ÷èì ÷èì áiëüøèé ïîðÿäêîâèé

íîìåð öüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Â íàñòóïíèõ ðîáîòàõ áóëî çàïðîïîíîâàíî i

îá ðóíòîâàíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷ íà âëàñíi

çíà÷åííÿ, çîêðåìà â ðîáîòàõ [21], [22], [48], [49], [66].

Â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ Ìàêàðîâà Â. Ë., Âèíîêóð Â. Â., Ëàçóð÷àêà

I. I., Ãàâðèëþêà I. Ï., Âàñèëèêà Â. Á., Äðàãóíîâà Ä. Â., Ñèòíèêà Ä. Î. òà

iíøèõ FD-ìåòîä áóëî óñïiøíî ïîøèðåíî íà êëàñè êðàéîâèõ çàäà÷ òà çàäà÷

Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü òà

¨õ ñèñòåì [47], [20], à òàêîæ íà ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ [4, 6, 19, 53]. Çãîäîì áóëî ïîêàçàíî,

ùî FD-ìåòîä ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

çàãàëüíîãî âèãëÿäó [47], çîêðåìà äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç îïåðàòîðíèìè

êîåôiöi¹íòàìè â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ [5, 7, 51, 52].

Çàñòîñóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ (àíàëiòè÷íèõ) ìåòîäiâ äî íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè îäåðæàíi íà-

áëèæåíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ àíàëiçó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü. Îäíàê åôå-

êòèâíiñòü òà åêîíîìi÷íiñòü, ç òî÷êè çîðó îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ, ôóíêöiî-

íàëüíèõ ìåòîäiâ, â áiëüøîñòi âèïàäêiâ, çíà÷íî ìåíøà, íiæ ó äèñêðåòíèõ ìåòî-

äiâ. FD-ìåòîä, çàâäÿêè òîìó, ùî âií ¹ ñèìáiîçîì ñêií÷åííî-ðiçíèöåâîãî ìåòîäó

òà ìåòîäó ãîìîòîïié (ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ çà ïàðàìåòðîì) ìà¹ îñíîâíi âëà-
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ñòèâîñòi ÿê ôóíêöiîíàëüíèõ, òàê i äèñêðåòíèõ ìåòîäiâ îäíî÷àñíî. Çîêðåìà,

âií çáåðiãà¹ àíàëiòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, à çàâäÿêè

äèñêðåòíié ñêëàäîâié FD-ìåòîäó, âií ìà¹ âáóäîâàíèé ïàðàìåòð, âàðiþâàííÿì

ÿêîãî íà ïðàêòèöi âäà¹òüñÿ äîñÿãòè éîãî çáiæíîñòi. Êðiì òîãî, äèñêðåòíà

ñêëàäîâà FD-ìåòîäó çàáåçïå÷ó¹ éîãî ëiíiéíiñòü, òîáòî íàâiòü äëÿ ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷, àëãîðèòì FD-ìåòîäó, ç ìåòîþ ïîøóêó íàáëèæåííÿ

äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, âèêîðèñòîâó¹ âèêëþ÷íî çàäà÷i ç êóñêâî-ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè. Íàÿâíiñòü äèñêðåòíî¨ ñêëàäîâî¨ òàêîæ äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòî-

ñóâàòè ñòðàòåãiþ ðîçïàðàëåëþâàííÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ç çàñòîñóâàííÿì

áàãàòîïðîöåñîðíèõ ñèñòåì. Áiëüø òîãî, äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ çàäà÷ ñòðîãî äîâå-

äåíî, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi FD-ìåòîäó ¹ ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ.

Ðàçîì ç òèì, íà äàíèé ìîìåíò, ïðàêòè÷íî ïîçà óâàãîþ çàëèøàþòüñÿ ïè-

òàííÿ îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi òà àëãîðèòìiçàöi¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, ñèñòåì òà-

êèõ ðiâíÿíü, òà, çîêðåìà, íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ñåðåä

ÿêèõ âàæëèâå ìiñöå çàéìà¹ é íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, ÿêå ¹ ðåëÿ-

òèâiñòñüêîþ âåðñi¹þ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà. Ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ìà¹ é

ðÿä ñàìîñòiéíèõ çàñòîñóâàíü â ñó÷àñíié ôiçèöi òà iíæåíåði¨, çîêðåìà, â êâàí-

òîâié ìåõàíiöi [43], ó ôiçèöi ïëàçìè [70], â ãåîìåòði¨ [72], òîùî.

Âñå öå, ðàçîì iç ñòðiìêèì ðîçâèòêîì êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè òà çðîñòàííÿì

ïîòóæíîñòåé îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè, ðîáèòü FD-ìåòîä àêòóàëüíèì i ïåðñïå-

êòèâíèì îá'¹êòîì ïîäàëüøèõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òå-

ìàòèêà äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè, ùî ïðîâîäÿòüñÿ

ó âiääiëi îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

�¨ ðåçóëüòàòè áóëî âèêîðèñòàíî ïðè âèêîíàííi íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáîòè I�

16�11: "Âèñîêîòî÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó

íåêëàñè÷íié ïîñòàíîâöi�, òåðìií âèêîíàííÿ ç 01.01.2010 ïî 31.12.2015, íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ � 0111U000020.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçðîáêà, îá-

 ðóíòóâàííÿ òà àëãîðèòìi÷íà ðåàëiçàöiÿ åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíîãî ÷èñåëüíî-
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àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹:

1) ðîçðîáêà òà îá ðóíòóâàííÿ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç

íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ;

2) ðîçðîáêà òà îá ðóíòóâàííÿ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà

ÿê ç îáìåæåíîþ, òàê i ç íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ� íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè òà óìîâàìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ íå-

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç óìîâàìè Êîøi òà óìîâàìè Ãóðñà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â õîäi äîñëiäæåííÿ áóëî âèêîðèñòàíî ìåòîäè ôóí-

êöiîíàëüíîãî àíàëiçó, ìåòîä Ðiìàíà, ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié, FD-ìåòîä ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëi-

äæåííÿ, ùî âèçíà÷àþòü éîãî íàóêîâó íîâèçíó:

1) Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi òà çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (òåîðåìè 2.1,

3.1);

2) Íà îñíîâi çàãàëüíî¨ iäå¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä (FD-ìåòîä) ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç íåîáìåæåíîþ

íåëiíiéíiñòþ; äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìiñòèòü äîñòàòíi óìîâè ñóïåðåêñ-

ïîíåíöiàëüíî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi FD-ìåòîäó(òåîðåìà 2.3);

3) Çàïðîïîíîâàíî ïðîãðàìíó iìïëåìåíòàöiþ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç íåîáìåæåíîþ íå-

ëiíiéíiñòþ ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ;
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4) Íà îñíîâi çàãàëüíî¨ iäå¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä (FD-ìåòîä) ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç îáìåæåíîþ òà

ç íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ âiäïîâiäíî; äîâåäåíî òåîðåìè, ùî ìiñòèòü

äîñòàòíi óìîâè ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi FD-ìåòîäó

(òåîðåìè 3.2, 3.4);

5) Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà íà îñíîâi éîãî ÿâíî¨ òà íåÿâíî¨

ñõåì ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ; çíàéäåíî îöiíêó

ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó FD-ìåòîäó ç òî÷êè çîðó êiëüêî-

ñòi îñíîâíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ);

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè, ðàçîì ç àëãîðèòìà-

ìè, ðîçðîáëåíèìè äèñåðòàíòîì, ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ìîäåëþâàííi

ðåàëüíèõ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì, à òàêîæ ïðè ðîçðîáöi ñèñòåì êîìï'þòåðíî¨

àëãåáðè òà ïðîãðàìíèõ ïàêåòiâ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Êîøi òà Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêiâ äîñëiäæåííÿ òà

ïîñòàíîâêè çàäà÷, ðîçâ'ÿçàíèõ â äèñåðòàöi¨, íàëåæàòü Â. Ë. Ìàêàðîâó. Â ïó-

áëiêàöiÿõ [11], [64], [12], [13], [14], íàïèñàíèõ Ä. À. Ñåìáåðîì ó ñïiâàâòîðñòâi

ç Â. Ë. Ìàêàðîâèì òà Ä. Â. Äðàãóíîâèì, âíåñîê êîæíîãî ç ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâ-

íîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäà-

ëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ, ïðèñâÿ÷åíà 70-ði÷÷þ

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ÊÍÓ iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 13-15

ãðóäíÿ 2010 ð., Êè¨â.

• Internatio nal Scienti�c Conference of Students and Young Scientists

�Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics�, February 21-25, 2011,

Kyiv, Ukraine.
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• Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà, 19-23

âåðåñíÿ 2011 ð., ì. Äðîãîáè÷, Óêðà¨íà.

• ×îòèðíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà,

19-21 êâiòíÿ 2012 ð., Êè¨â.

• The 2nd International Scienti�c Conference of Students and Young Sci-

entists �Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics�, November 12-16,

2012, Kyiv, Ukraine.

• VI Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà I. I. Ëÿøêà, 5-6 âåðåñíÿ

2013 ð., Êè¨â.

• Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, îá-

÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà, òåîðiÿ ôóíêöié òà ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ìåõà-

íiêè� äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà-

¨íè Ïîëîæîãî Ãåîðãiÿ Ìèêîëàéîâè÷à, 23-24 êâiòíÿ 2014 ð., Êè¨â.

• Ï'ÿòíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà,

15-17 òðàâíÿ 2014 ð., Êè¨â.

• Ñåìiíàð �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìà-

òèêè� âiääiëiâ Äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ñèñòåì i Îá÷èñëþ-

âàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè

ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Ëóêîâñüêèé I. Î., àêàäåìiê ÍÀÍ

Óêðà¨íè Ìàêàðîâ Â. Ë.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíî â 5 ñòàòòÿõ ([11], [64],

[12], [13], [14]), îïóáëiêîâàíèõ ó âèäàííÿõ, ùî âíåñåíi äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôà-

õîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè, à òàêîæ âiäîáðàæåíî â 8 òåçàõ äîïîâiäåé íà ìiæíàðîä-

íèõ êîíôåðåíöiÿõ ([15], [16], [27], [75], [76], [28], [17], [29]).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,

òðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë iç 86 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 141 ñòîðiíêó

äðóêîâàíîãî òåêñòó. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 130 ñòîðiíîê.
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Äèñåðòàíò âèñëîâëþ¹ ùèðó i ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâ-

íèêîâi, àêàäåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè Â. Ë. Ìàêàðîâó, çà ïiäòðèìêó, ïîñòiéíó óâàãó

òà äîïîìîãó çà ÷àñ ðîáîòè íàä äèñåðòàöi¹þ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ÑÒÀÍÓ ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ

1.1 Ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà òà éîãî çàñòîñóâàíÿ.

Âïåðøå ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà çàïðîïîíóâàâ Åðâií Øðåäií åð, îäíàê

âiäìîâèâñÿ âiä íüîãî, òàê i íå îïóáëiêóâàâøè éîãî, òîìó, ùî âií íå çìiã âêëþ-

÷èòè ñïií åëåêòðîíó â öå ðiâíÿííÿ. Øðåäiíãåð çðîáèâ ñïðîùåííÿ â ðiâíÿííi

Êëåéíà � Ãîðäîíà i îòðèìàâ ðiâíÿííÿ, ÿêå òåïåð íîñèòü éîãî iì'ÿ. Òàêèì

÷èíîì, ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà ¹ ðåëÿòèâiñòñüêîþ âåðñi¹þ ðiâíÿííÿ Øðå-

äií åðà. Çãîäîì, íåçàëåæíî âiä Øðåäiíãåðà, øâåäñüêèé ôiçèê Îñêàð Êëåéí,

ðàäÿíñüêèé ôiçèê Âîëîäèìèð Ôîê òà íiìåöüêèé ôiçèê Âàëüòåð Ãîðäîí óçà-

ãàëüíèëè ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà íà âèïàäîê ìàãíiòíèõ ïîëiâ, â ÿêèõ ñèëè çà-

ëåæàòü âiä øâèäêîñòi (÷åðåç öå iíîäi òàêå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì

Êëåéíà � Ãîðäîíà � Ôîêà) [61].

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà,

ÿêå â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó íåëiíiéíîñòi, ÿêà â íüîãî âõîäèòü, îïèñó¹ ôiçè÷íi

ïðîöåñè ðiçíî¨ ïðèðîäè, à ñàìå ðiâíÿííÿ:

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y). (1.1)

Íàïðèêëàä, ïðè N(u(x, y)) = ±
(
u(x, y) − u3(x, y)

)
â òåîði¨ ïîëÿ ðiâíÿí-

íÿ (1.1) îïèñó¹ ðóõ ñèñòåìè åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê - àäðîíiâ [44]. ßêùî

N(u(x, y)) = sin(u(x, y)), òî (1.1) ñòà¹ äîáðå âiäîìèì ðiâíÿííÿì ñèíóñ-Ãîðäîíà

(sine-Gordon equation), ÿêå, çîêðåìà, îïèñó¹ ðóõ æîðñòêîãî ìàÿòíèêà, ïðèêði-

ïëåíîãî äî åëàñòè÷íî¨ ñòðóíè [79], àáî æ ðóõ ðiäèíè, ùî øâèäêî îáåðòà¹òüñÿ

[54]. Ðiâíÿííÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà çóñòði÷à¹òüñÿ òàêîæ ïðè âèâ÷åííi ïîøèðåííÿ

ìàãíiòíîãî ïîòîêó â ïåðåõîäàõ Äæîçåôñîíà, à òàêîæ äèíàìiêè äîìåííî¨ ñòií-

êè â ìàãíiòíèõ êðèñòàëàõ [38]. Êðiì òîãî, â òåîði¨ ñèëüíèõ âçà¹ìîäié ðiâíÿííÿ

ñèíóñ Ãîðäîíà ôiãóðó¹, ÿê ñïðîùåííÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi öi¹¨ òåîði¨ [71, 80]. Ðiâ-

íÿííÿ (1.1) ¹ ìîäåëëþ, ÿêà îïèñó¹ õâèëüîâó ôóíêöiþ íåéòðàëüíî çàðÿäæåíî¨

åëåìåíòàðíî¨ ÷àñòèíêè. Òàêîæ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà ìà¹ âàæëèâi çàñòî-

ñóâàííÿ ó ôiçèöi ïëàçìè. Çîêðåìà, â ïî¹äíàííi ç ðiâíÿííÿì Çàõàðîâà âîíî
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îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ õâèëü Ëåíãìþðà òà iîííî-çâóêîâèõ õâèëü ó ïëàçìi [70]. Â

àñòðîôiçèöi â ïî¹äíàííi ç ðiâíÿííÿì Ìàêñâåëëà ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà

îïèñó¹ ìiíiìàëüíî çâ'ÿçàíå çàðÿäæåíå ïîëå áîçîíà â ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði-÷àñi [43]. Îêðiì òîãî, â ïî¹äíàííi ç ñàìèì ðiâíÿííÿì Øðåäií åðà

âîíî îïèñó¹ ñèñòåìó ñêàëÿðíèõ êîíñåðâàòèâíèõ íóêëîíiâ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi âçà-

¹ìîäi¹þ Þêàâè ç íåéòðàëüíèìè ñêàëÿðíèìè ìåçîíàìè [46]. Ðiâíÿííÿ (1.1)

âèíèêà¹ é ïðè âèâ÷åííi ñêàëÿðíîãî ìàñèâíîãî ïîëÿ â ïðîñòîðàõ äå-Ñiòòåðà

òà àíòè äå-Ñiòòåðà [84, 85], ïðè âèâ÷åííi ðîçïîâñþäæåííÿ iíòåíñèâíèõ óëüòðà-

êîðîòêèõ îïòè÷íèõ iìïóëüñiâ ç íèçüêîþ ùiëüíiñòþ äiåëåêòðèêiâ [55], ïiîííèõ

àòîìiâ [69] i ò.ä.

Â ðåàëüíèõ ìîäåëÿõ ôiçè÷íèõ ÿâèù ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà (1.1) ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ðàçîì ç ïåâíèìè ïî÷àòêîâèìè i/àáî êðàéîâèìè óìîâàìè, ÿêi çàëå-

æàòü âiä óìîâ â ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ÿâèùå, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ. Òîìó â öié ðîáîòi

áóäå ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, 0) = ϕ(x), u′y(x, y)|y=0 = ψ(x),

äå Ω =
{
(x, y)|−∞ < x < +∞, y > 0

}
òà çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà

� Ãîðäîíà, çàïèñàíîãî â òðîõè ìîäèôiêîâàíîìó âèãëÿäi, áiëüø çðó÷íîìó äëÿ

çàñòîñóâàííÿ äî íüîãî çàïðîïîíîâàíîãî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó:

∂2u(x, y)

∂x∂y
+ N(u(x, y)) = f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, 0) = ψ(x), u(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0),

äå D =
{
(x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y

}
.

Âiäçíà÷èìî, ùî äî çàäà÷i Ãóðñà ïðèâîäÿòü ïðîáëåìè ïðîöåñó ñóøêè ïîâi-

òðÿíèì ïîòîêîì, ïðîãðiâàííÿ òðóáêè ïîòîêîì âîäè àáî æ çàäà÷à ïðî ïîãëè-

íàííÿ (ñîðáöiþ) ãàçó [26]. Êðiì òîãî, íàïðèêëàä, â ãåîìåòði¨ çàäà÷i Ãóðñà òà

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà ïîâ'ÿçàíi ç iñíóâàííÿì ñïåöiàëüíèõ ñiòîê

íà ïîâåðõíÿõ ó ïðîñòîði E3, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ÷åáèøåâñüêèìè ñiòêàìè [72].
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1.2 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà.

1.2.1 ×èñåëüíi ìåòîäè. Ñåðåä ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâ-

íÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà íàéáiëüøó êiëüêiñòü ñêëàäàþòü ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi

ìåòîäè àáî ìåòîäè ñiòîê [40, 41, 63, 86]. Íàïðèêëàä â ðîáîòi [63] ðîçãëÿäàþ-

òüñÿ ðiçíèöåâi ñõåìè äëÿ êâàçiëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, i äîâîäèòüñÿ çái-

æíiñòü öèõ ñõåì ç äðóãèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòi äëÿ ÷îòèðè ðàçè íåïåðåðâíî-

äèôåðåíöiéîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i. Ïåâíà ÷àñòèíà ìåòîäiâ (ñèì-

ïëåêòè÷íi òà ìóëüòèñèìïëåêòè÷íi ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi ñõåìè, ñïåêòðàëüíi ìå-

òîäè i ò.ä.) ïðèñâÿ÷åíî îäíîðiäíèì íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Êëåéíà � Ãîðäîíà

[45, 78, 82]. Çîêðåìà â [82] àâòîðè ïðîïîíóþòü ñïåêòðàëüíèé ìåòîä ç âèêîðè-

ñòàííÿì â ÿêîñòi áàçèñó ôóíêöié Ëåæàíäðà. Äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà

ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ äîâîäèòüñÿ çáiæíiñòü ìåòîäó ç òî÷íiñòþ ïîðÿäêó

O(N−2), äå ÷åðåç N ïîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíó ñòåïiíü ïîëiíîìiâ Ëåæàíäðà.

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, áiëüø äåòàëüíî ÷îòèðèòî÷êîâó ñêií÷åííî-

ðiçíèöåâó ñõåìó äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà, çàïðî-

ïîíîâàíó â [23]. Â îáëàñòi Ω = [0, l1]× [0, l2] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Ãóðñà

u′′xy + c(x, y)u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1.2)

u(0, y) = ϕ1(y), u(x, 0) = ϕ2(x), ϕ1(0) = ϕ2(0). (1.3)

Äàëi, â [23] ïðîïîíó¹òüñÿ çàìiíèòè îáëàñòü Ω ñiòêîþ, ðiâíîìiðíîþ ïî îáîõ

íàïðÿìêàõ ç êðîêàìè h i τ :

ωh,τ = {(xi, yj)| xi = ih, yj = jτ, i = 0, n1, j = 0, n2, n1h = l1, n2τ = l2}.
(1.4)

Äàëi, çàäà÷i (1.2)�(1.3) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü òàêèé ðiçíèöåâèé àíàëîã

Vxy + aVx + bVy + dV = ϕ, (x, y) ∈ ωh,τ , (1.5)

V (0, y) = ϕ1(y), V (x, 0) = ϕ2(x), (1.6)

äå

ai,j =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

(x− xi)c(x, y)dxdy, di,j =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

c(x, y)dxdy,
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bi,j =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

(y − yj)c(x, y)dxdy, ϕi,j =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f(x, y)dxdy.

Äëÿ ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó z = V − u ðiçíèöåâî¨ ñõåìè (1.5)�(1.6), çà äîïîìîãîþ

òîòîæíîñòi

uxy +
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

c(x, y)u(x, y)dxdy =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f(x, y)dxdy,

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ (1.2), îäåðæó¹òüñÿ çàäà÷à

zxy + azx + bzy + dz = ψ, (x, y) ∈ ωh,τ , (1.7)

z(0, y) = z(x, 0) = 0, (1.8)

äå

ψij =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

c(x, y)[u(x, y)− uij − (x− xi)ux − (y − yj)uy]dxdy.

Ââîäÿòüñÿ â ðîçãëÿä íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

[u, v)h =
n1−1∑
i=0

uijvijh, [u, v)τ =
n2−1∑
j=0

uijvijh, [[u, v)h)τ =
n2−1∑
j=0

[u, v)h·τ = [[u, v)τ)h,

∥u∥2 = [[u2, 1)τ)h, ∥∇u∥2 = ∥ux∥2 + ∥uy∥2.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî l1 = l2 i h ≥ τ, â [23] äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨

ëåìè.

Ëåìà 1.1. Ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó h äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.7)�(1.8) ñïðà-

âåäëèâà àïðiîðíà îöiíêà

∥∇z∥ ≤M∥ψ∥, (1.9)

äå M � äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä h i τ.

Â [23] çàóâàæó¹òüñÿ, ùî îöiíêó (1.9) ìîæíà îäåðæàòè é ó âèïàäêó ïðÿìî-

êóòíî¨ îáëàñòi, òîáòî, êîëè l1 ̸= l2.
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Äàëi, äëÿ âèâåäåííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.5)�

(1.6) äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.2)�(1.3), â [23] ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äëÿ

çàäà÷i (1.2)�(1.3) âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

c(x, y), f(x, y) ∈ C0,λ(Ω), ϕ1, ϕ2 ∈ C1,λ,

0 ≤ c(x, y + δ) ≤ c(x, y) ≥ c(x+ δ, y), δ > 0, (1.10)

(x, y), (x+ δ, y), (x, y + δ) ∈ Ω, c(x, y) ≤ K <∞.

Òîäi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.2)�(1.3) u ∈ C1,λ(Ω), 0 < λ ≤ 1, i

áiëüø òîãî âií íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ f, ϕ1, ϕ2 (öåé ðåçóëü-

òàò äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåâåëèêèõ âèäîçìií ìiðêóâàíü ç [8] äëÿ âèïàäêó

êëàñó C1(Ω)).

I, çðåøòîþ, â [23] äîâîäèòüñÿ

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.10). Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëî-

ìó h ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.5)�(1.6) çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.2)�(1.3) çi

øâèäêiñòþ O((h+ τ)1+λ), äå 0 < λ ≤ 1.

Â [23] òàêàæ çàóâàæó¹òüñÿ, ùî âèêëàäåíi â öié ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòè ïî-

øèðþþòüñÿ i íà ðiâíÿííÿ âèäó

u′′xy + a(y)u′x+ c(x, y)u(x, y) = f(x, y), u′′xy + b(x)u′y + c(x, y)u(x, y) = f(x, y).

Â ðîáîòi [24] óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi â [23], ïðè öüîìó âäàëîñü

ïîâíiñòþ ïîçáóòèñü îáìåæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç ìàëiñòþ ðîçìiðiâ ïðÿìîêóòíèêiâ

Ω, ÿêi áóëî ââåäåíî â [23].

Òàêèì ÷èíîì â [24] ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à Ãóðñà

∂2u

∂x∂y
= f(x, y, u), (x, y) ∈ Ω, (1.11)

u(x, 0) = ϕ1(x), u(0, y) = ϕ2(y), ϕ1(0) = ϕ2(0). (1.12)

f : D̃ → R,

D̃ = {(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ Ω, g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y), h(x, y), g(x, y) ∈ C(Ω)},
(1.13)
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f(x, y, z), f ′z(x, y, z), ϕ1(x) ∈ C1[0, l1], ϕ2(y) ∈ C1[0, l2]. (1.14)

Â [24] âiäçíà÷à¹òüñÿ, ùî óìîâè (1.13)�(1.14) çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ¹äèíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.11)�(1.12) (äèâ. ïåðåëiê ïîñèëàíü â [24]). Äàëi, â [24]

ââîäèòüñÿ â ðîçãëÿä ðiâíîìiðíà ïî îáîõ íàïðÿìêàõ ñiòêà (1.4) (õî÷à, àâòîðè

çàóâàæóþòü, ùî âñi íàâåäåíi ðåçóëüòàòè çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè i ó âèïàäêó

íåðiâíîìiðíî¨ ñiòêè ïî îáîì íàïðÿìêàì), i íà öié ñiòöi áóäó¹òüñÿ ðiçíèöåâà

ñõåìà

vxy = F (x, y, v), (x, y) ∈ ωhτ , (1.15)

v(x, 0) = ϕ1(x), v(0, y) = ϕ2(y), ϕ1(0) = ϕ2(0), (1.16)

äå

F (x, y, v)ij =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f(x, y, vij)dxdy.

Äëÿ ïîõèáêè z = v−u ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.15)�(1.16) çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòi

uxy =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f(x, y, u)dxdy,

ÿêå âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ(1.11), îäåðæó¹òüñÿ çàäà÷à

zxy = ψ(x, y, z + u), (x, y) ∈ ωhτ , (1.17)

z(0, y) = z(x, 0) = 0, (1.18)

äå

ψ(x, y, z + u)ij =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

[f(x, y, zij + uij)− f(x, y, u)]dxdy.

Â [24] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà

Òåîðåìà 1.2. Ðîçâ'ÿçîê v(x, y) çàäà÷i (1.17)�(1.18) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.11)�(1.12) çi øâèäêñòþ O(h+ τ), òîáòî

∥z∥C = ∥v − u∥C = O(h+ τ).
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Íåõàé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i (1.11)�(1.12) íàëåæèòü êëàñó ôóíêöié

C1,λ(Ω), 0 < λ ≤ 1. Òîäi öié çäà÷i ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íàñòóïíèé ði-

çíèöåâèé àíàëîã:

vxy = Φ(x, y,Λv), (x, y) ∈ ωhτ ,

v(x, 0) = ϕ1(x), v(0, y) = ϕ2(y), ϕ1(0) = ϕ2(0),

äå

Φ(x, y,Λv)ij =
1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f(x, y,Λvij)dxdy,

(Λv)ij = vij + (x− xi)vx + (y − yj)vy.

Ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà [24]:

Òåîðåìà 1.3. ßêùî ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i (1.11)�(1.12) íàëåæèòü êëàñó

ôóíêöié C1,λ(Ω), 0 < λ ≤ 1, òî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ h i τ ¹ ñïðàâåäëèâîþ

àïðiîðíà îöiíêà

∥z∥C = ∥v − u∥C ≤ K(h+ τ)1+λ,

äå K � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä h i τ.

Êðiì òîãî, â ïðàöi [24], îäåðæàíi âèùå ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòüñÿ íà ñè-

ñòåìó ðiâíÿíü âèäó

∂ 2−→u
∂x∂y

=
−→
f (x, y,−→u ), (x, y) ∈ Ω

ç óìîâàìè Ãóðñà

−→u (x, 0) =
−→
ϕ1(x),

−→u (0, y) =
−→
ϕ2(y),

−→
ϕ1(0) =

−→
ϕ2(0).

äå −→u (x, y) = (u1, u2, . . . , un).

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî −→u (x, y) ∈ C1,λ(Ω), 0 < λ ≤ 1. Çà àíàëîãi¹þ äî ñêàëÿð-

íîãî âèïàäêó áóäó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiçíèöåâà ñõåìà

−→vxy =
−→
Φ(x, y, (Λ−→v )), (x, y) ∈ ωhτ , (1.19)

−→v (x, 0) =
−→
ϕ1(x),

−→v (0, y) =
−→
ϕ2(y),

−→
ϕ1(0) =

−→
ϕ2(0), (1.20)
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äå

−→
Φ(x, y, (Λ−→v ))ij =

1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

−→
f (x, y, (Λ−→v )ij)dxdy,

(Λ−→v )ij = −→v ij + (x− xi)
−→vx + (y − yj)

−→v y.

Äëÿ ïîõèáêè −→z = −→v −−→u ðiçíèöåâî¨ ñõåìè (1.19)�(1.20) îäåðæó¹òüñÿ çàäà÷à

−→z xy =
−→
ψ (x, y,Λ(z + u)), (x, y) ∈ ωhτ , (1.21)

−→z (0, y) = −→z (x, 0) = 0, (1.22)

äå
−→
ψ (x, y,Λ(−→z + −→u ))ij =

1

hτ

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

[
−→
f (x, y,Λ(−→z + −→u )ij) −

−→
f (x, y,−→u )]dxdy.

Â [24] äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü òàêî¨ òåîðåìè:

Òåîðåìà 1.4. Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ h i τ äëÿ ðîçâ'ÿçêó −→z çàäà÷i (1.21)�

(1.22) ñïðàâåäëèâà àïðiîðíà îöiíêà

∥−→z ∥C ≤M(h+ τ)1+λ,

äå M � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä h i τ, ∥
−→
W∥C = max

1≤k≤n
|W k|.

1.2.2 Àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Ñåðåä àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàí-

íÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà ìîæíà âèäiëèòè, çîêðåìà, ìåòîä ïîëiíîìiàëü-

íî¨ àïðîêñèìàöi¨ [67], sine-cosine ìåòîä [83], ðîçøèðåíèé tanh-ìåòîä [68] òà

ií. Îäíàê, ñåðåä óñiõ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�

Ãîðäîíà íàéáiëüø ñïîðiäíåíèìè äî FD-ìåòîäó, ÿêèé áóäå çàïðîïîíîâàíî â

äàíié ðîáîòi, ¹ ìåòîä ãîìîòîïié [37] òà ìåòîä äåêîìïîçèöi¨ Àäîìÿíà (Adomi-

an decomposition method - ADM) [34], òîìó çâåðíåìî áiëüø äåòàëüíó óâàãó

ñàìå íà íèõ.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó iäåþ ìåòîäó ãîìîòîïié íà ïðèêëàäi íàñòóïíîãî íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ [60]:

L(u) = 0, (1.23)
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äå L ìîæå áóòè äèôåðåíöiàëüíèì ÷è iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì. Ïðèïóñêà¹-

òüñÿ, ùî ðîçâ'çîê u∗ ðiâíÿííÿ (1.23) iñíó¹. Çãiäíî çàãàëüíî¨ iäå¨ ìåòîäó ãîìî-

òîïié, âèçíà÷èìî òàê çâàíó âèïóêëó ãîìîòîïiþ H(u, p) íàñòóïíèì ÷èíîì:

H(u, p) = (1− p)F (u) + pL(u) = 0, p ∈ [0, 1], (1.24)

äå F (u) ¹ òàêèì îïåðàòîðîì, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ F (u) = 0 íàïåðåä âiäîìèé

àáî æ ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ. Ç (1.24), î÷åâèäíî, âèïëèâà¹, ùî H(u, 0) = F (u) i

H(u, 1) = L(u). Òàêèì ÷èíîì, çìiíþþ÷è íåïåðåðâíî â (1.24) ïàðàìåòð p âiä

0 äî 1, ìè áóäåìî íåïåðåðâíî ïåðåõîäèòè âiä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ F (u) = 0,

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìè çíà¹ìî, äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.23). Ïðèïóñòèìî, ùî

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.24) ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ðÿäó:

u =
∞∑
k=0

pkuk, (1.25)

äå u1, u2, . . . � ïîïðàâêè äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.23), ÿêi îäåðæó-

þòüñÿ ç (1.23) ïðè çìiíi ïàðàìåòðà p ∈ [0, 1], i u0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

H(u0, 0) = F (u0) = 0. Òîäi ïðè p → 1 ðiâíÿííÿì (1.23) âiäïîâiäàþòü ðiâíÿí-

íÿ (1.24) i ðÿä (1.25) àïðîêñèìó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.23):

u∗ = lim
p→1

∞∑
k=0

pkuk. (1.26)

Ðÿä (1.26) äëÿ áiëüøîñòi êîíêðåòíèõ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ L(u) çáiãà¹òüñÿ.

Îäíàê, øâèäêiñòü çáiæíîñòi òàêîãî ðÿäó äóæå ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ

äàíèõ çàäà÷i, ÿêi íàêëàäà¹ ñàì îïåðàòîð L(u).

Íàïðèêëàä, ÿêùî L(u) = Au− b, äå A �íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n,

x, b ∈ Rn, v0 � ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

L(u) = 0, aM � äîïîìiæíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ (ÿêà, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå

çàëåæàòè âiä ìàòðèöi A), òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè âèïóêëó ãîìîòîïiþ âèäó:

H(u, p) = (1− p)M(u− v0) + p(Au− b), p ∈ [0, 1],

òîáòî öå ãîìîòîïiÿ ìiæ òî÷êîþ v0 i òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè L(u) = 0.

Â [74] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà ïðî çáiæíiñòü ìåòîäó ãîìîòîïié äëÿ

îïèñàíî¨ âèùå ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü L(u) = 0 :
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Òåîðåìà 1.5. ßêùî äîïîìiæíà ìàòðèöÿ M âèáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùî

ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi (I − M−1A) íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöi, òîáòî

ρ(I − M−1A) < 1 , òîäi ðÿä, ùî âèðàæà¹ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-

ìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü L(u) = 0, ÷ëåíè ÿêîãî ïîáóäîâàíi ìåòîäîì ãîìîòîïié,

çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Â ñâî¨é ìîíîãðàôi¨ [34], ÿêà ïðèñâÿ÷åíà ìåòîäó Àäîìÿíà, éîãî àâòîð � àìå-

ðèêàíñüêèé ôiçèê Äæîðäæ Àäîìÿí ïiäêðåñëèâ, ùî íàäçâè÷àéíî âàæëèâîþ

ïðîáëåìîþ ïåðåäîâî¨ íàóêè i òåõíiêè ¹ ôiçè÷íî êîðåêòíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëi-

íiéíèõ i/àáî ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i/àáî

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ çàãàëüíèõ ïî÷àòêî-

âèõ/êðàéîâèõ óìîâ. Çàçíà÷àþ÷è, ùî ñó÷àñíi ïðîöåäóðè àíàëiçó, ÿêi âêëþ-

÷àþòü â ñåáå òåõíiêó ëiíåàðèçàöi¨, ìåòîä çáóðåíü, à òàêîæ, îáìåæåííÿ íà

ïðèðîäó i çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, ñóòò¹âî çìiíþþòü öi çàäà÷i, ùîá

âîíè áóëè ïðèäàòíèìè äëÿ çàñòîñóâàííÿ äî íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, Äæ.

Àäîìÿí ââàæà¹, ùî îñíîâíèì çäîáóòêîì éîãî ìåòîäó ¹ òå, ùî âií äîçâîëÿ¹

îäåðæóâàòè ôiçè÷íî êîðåêòíi ðîçâ'ÿçêè ñêëàäíèõ ñèñòåì áåç êîìïðîìiñiâ ìî-

äåëþâàííÿ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ, íà ÿêi çàçâè÷àé iäóòü, ùîá äîñÿãòè çàñòîñîâíîñòi

áàãàòüîõ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ [34, c. 6].

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèäó

F (u (t, x)) = ψ (t, x) , (t, x) ∈ Ω, (1.27)

äå F � íåëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé ìîæå çàëåæàòè âiä çìií-

íèõ t, x, à ψ (t, x) � äåÿêà âiäîìà ôóíêöiÿ, u (t, x) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Íåõàé

îïåðàòîð F ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

F = L+R+N,

äå L � ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ùî ìiñòèòü îïåðàòîð äèôåðåí-

öiþâàííÿ íàéâèùîãî ïîðÿäêó i ÿêèé ëåãêî îáåðòà¹òüñÿ (äiþ îïåðàòîðà L−1

äîñèòü ëåãêî îá÷èñëèòè àíàëiòè÷íî), R, � òå ùî çàëèøèëîñÿ âiä ëiíiéíî¨

ñêëàäîâî¨ îïåðàòîðà F ïiñëÿ âèäiëåííÿ îïåðàòîðà L, à N � ñóòò¹âî íåëiíié-
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íèé îïåðàòîð. Òîäi ìà¹ìî

Lu (t, x) = ψ (t, x)−Ru (t, x)−N (u (t, x)) ,

çâiäñè, î÷åâèäíî, îòðèìà¹ìî:

L−1Lu (t, x) = L−1ψ (t, x)− L−1Ru (t, x)− L−1N (u (t, x)) . (1.28)

Äëÿ âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà

Lttu− Lxxu+N(u) = 0,

äå Lttu =
∂2u

∂t2
,Lxxu =

∂2u

∂x2
, î÷åâèäíî, ùî äëÿ îáèäâîõ îïåðàòîðiâ Ltt òà Lxx

ìîæíà ëåãêî ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi îáåðíåíi îïåðàòîðè, äiÿ ÿêèõ âèçíà÷àòè-

ìåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: L−1
tt (·) =

t∫
0

η∫
0

(·), L−1
xx (·) =

x∫
0

ξ∫
0

(·).

Äæ. Àäîìÿí ïðîïîíó¹ øóêàòè íåâiäîìó ôóíêöiþ u (t, x) ó âèãëÿäi ðÿäó

u (t, x) =
∞∑
i=0

u(i). Ïðè öüîìó, âií ïðèïóñêà¹, ùî îïåðàòîð N (·) àíàëiòè÷íèé,

òîáòî, âèðàç N (u) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

N (u) = N

( ∞∑
i=0

−→u (i)

)
=

∞∑
i=0

Ai

(
N (·) ; u(0), u(1), . . . , u(i)

)
=

∞∑
i=0

Ai, (1.29)

äå An = An

(
N (·) ; u(0), u(1), . . . , u(n)

)
, � òàê çâàíèé, ïîëiíîì Àäîìÿíà ñòåïå-

íÿ n äëÿ îïåðàòîðà N (·) âiäíîñíî çìiííèõ u(0), u(1), . . . , u(i), ÿêèé ìîæå áóòè
ôîðìàëüíî îá÷èñëåíèé çà ôîðìóëîþ ( äèâ., íàïðèêëàä, [42])

An

(
N (·) ; u(0), u(1), . . . , u(i)

)
=

1

n!

dn

dλn

(
N

( ∞∑
i=0

λiu(i)

))
λ=0

. (1.30)

Ç iíøîãî áîêó, â ìîíîãðàôi¨ [34] àâòîð íå íàâîäèòü ñòðîãèõ òâåðäæåíü

ïðî óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü ADM, ïîñèëàþ÷èñü íà âiäïîâiäíi ðå-

çóëüòàòè ôðàíöóçñüêî¨ øêîëè ìàòåìàòèêiâ íà ÷îëi ç Yves Cherrault (Iâ ×åðî).

Ïèòàííþ çáiæíîñòi ADM Äæ. Àäîìÿí òà éîãî øêîëà ïðèäiëèëè óâàãó ëèøå

â äâîõ ñòàòòÿõ [35], [36] i çàóâàæåííÿõ â ìîíîãðàôi¨ [39].

Òàêèì ÷èíîì, â ðîáîòàõ [42], [31], [32], [57] ôðàíöóçñüêî¨ øêîëè ìàòåìà-

òèêiâ, íà ÷îëi ç Iâ ×åðî, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ çáiæíîñòi ADM ïðè ðîçâ'ÿ-

çóâàííi ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèäó

u−N (u) = f , (1.31)
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äå N (·) � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H â H, f �

çàäàíèé, à u � øóêàíèé, åëåìåíòè ïðîñòîðó H. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðiâíÿííÿ

(1.31) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, à òàêîæ, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1.29) íåëiíiéíîãî

îïåðàòîðà N (·) . �ðóíòóþ÷èñü íà iäå¨ ADM, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.31) øóêà-

¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó u =
∞∑
i=0

u(i), íåâiäîìi äîäàíêè ÿêîãî çíàõîäÿòüñÿ ÿê òàêi

âèðàçè:

u(0) = f ,

u(1) = A0

(
N (·) ;u(0)

)
= N

(
u(0)
)
= N (f) ,

u(2) = A1

(
N (·) ; u(0), u(1)

)
= N′ (u(0))u(1) = N′ (f)N (f) ,

. . . .

(1.32)

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè N (·) � íåëiíiéíèé îïåðà-

òîð H → H, ïîõiäíi â ôîðìóëàõ (1.32) ñëiä ðîçóìiòè â ñåíñi Ôðåøå (äèâ.,

íàïðèêëàä, [25, ñ. 28�30]).

Ç ôîðìóë (1.32) âèïëèâà¹, ùî çáiæíiñòü ADM ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿí-

íÿ (1.31) åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=0

An

(
N (·) ; u(0), . . . , u(n)

)
. Íàâåäåìî

äåêiëüêà òåîðåì, ùî ïðîïîíóþòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ADM ïðè ðîçâ'ÿ-

çóâàííi ðiâíÿííÿ (1.31).

Òåîðåìà 1.6. (äèâ. [31, ñ. 107]) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

1) îïåðàòîð N (·) íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíèé çà Ôðåøå

â îêîëi òî÷êè u(0) ∈ H, i
∥∥N(n)

(
u(0)
)∥∥ ≤M ′, äëÿ âñiõ n ≥ 0;

2)
∥∥u(i)∥∥ ≤M < 1, i = 1, 2, . . . , äå ∥·∥ � íîðìà ïðîñòîðó H.

Òîäi ðÿä
∞∑
n=0

An

(
N (·) ; u(0), . . . , u(n)

)
¹ çáiæíèì çà íîðìîþ i ìà¹ ìiñöå îöiíêà

∥∥∥An

(
N (·) ; u(0), . . . , u(n)

)∥∥∥ ≤
(
exp

(
π

√
2

3
n

))
M ′Mn.

Â äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ Abbaoui [33] áóëà äîâåäåíà íàñòóïíà

Òåîðåìà 1.7. (äèâ. [57, c. 424]) Íåõàé íåëiíiéíèé îïåðàòîð N (·) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè: ∥∥∥N(n)

(
u(0)
)∥∥∥ ≤M, ∀n ∈ N

∪
{0} ,
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òîäi óìîâà

M ≤ e−1

äîñòàòíÿ äëÿ çáiæíîñòi ADM ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ (1.31).

Äàíà òåîðåìà áóëà óçàãàëüíåíà â [57]:

Òåîðåìà 1.8. (äèâ. [57, c. 425]) Íåõàé íåëiíiéíèé îïåðàòîð N (·) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè: ∥∥∥N(n)

(
u(0)
)∥∥∥ ≤Mβn, ∀n ∈ N

∪
{0} ,

òîäi óìîâà

Mβ ≤ e−1

äîñòàòíÿ äëÿ çáiæíîñòi ADM ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ (1.31).

Íàâåäåìî ùå ðÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi ADM

i îöiíîê ïîëiíîìiâ Àäîìÿíà.

Òåîðåìà 1.9. (äèâ. [32, c. 1187]) Íåõàé îïåðàòîð N (·) àíàëiòè÷íèé â R

� îêîëi åëåìåíòà u(0), ∀ u :
∥∥u− u(0)

∥∥ < R, R > α, i íåõàé äëÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi
{
u(n)

}
(1.32) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

∥∥u(n)∥∥ ≤
α

(1 + ε)n
, ∀n ≥ 0,

ε ≥
α

R− α
> 0 (äëÿ äåÿêîãî α > 0). Òîäi ðÿä

∞∑
n=0

Anλ
n = N

( ∞∑
n=0

u(n)λn
)

¹ çáiæíèì ∀λ : |λ| ≤ ρ (ρ ≥ 1). À îòæå, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ (1.31),

ADM çáiãà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 1.10. (äèâ. [32, c. 1188]) Íåõàé îïåðàòîð N (·) àíàëiòè÷íèé ïî u â

êðóçi
∥∥u− u(0)

∥∥ < R; i ∀n ≥ 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà
∥∥N(n)

(
u(0)
)∥∥ ≤ n!Mαn, äëÿ

äåÿêèõ M > 0, α > 0. Òîäi ïîëiíîìè Àäîìÿíà (îá÷èñëåíi äëÿ çàäà÷i (1.31))

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

∥An∥ ≤ (2n)!

(n+ 1)!n!
Mn+1αn.
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Òåîðåìà 1.11. (äèâ. [32, c. 1189]) Íåõàé N (·) àíàëiòè÷íèé â òî÷öi u0

∀u :
∥∥u− u(0)

∥∥ < R; i ∀n ≥ 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà
∥∥N(n) (u0)

∥∥ ≤ n!Mαn, äëÿ äå-

ÿêèõ M > 0, α > 0. Òîäi äîñòàòíiìè óìîâàìè çáiæíîñòi ADM ïðè ðîçâ'ÿ-

çóâàííi ðiâíÿííÿ (1.31) ¹: 4Mα < 1, ÿêùî R íåñêií÷åííå; 5Mα < 1, ÿêùî R

ñêií÷åííå.

Â ðîáîòi [59] íàâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ùîäî çáiæíîñòi ADM ïðè éîãî

çàñòîñóâàííi äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1.31).

Òåîðåìà 1.12. (äèâ. [59, c. 537]) Íåõàé N (·) îïåðàòîð, ùî äi¹ â ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði H, à u � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.31). Òîäi ðÿä

∞∑
i=0

u(i)

çáiãà¹òüñÿ äî u, ÿêùî iñíó¹ òàêå α, ùî 0 < α < 1,
∥∥u(k+1)

∥∥ ≤ α
∥∥u(k)∥∥ ,

∀k ∈ N
∪
{0} .

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ òåîðåìà íîñèòü ç òî÷êè çîðó òåîði¨ òðèâiàëüíèé

õàðàêòåð i íå äà¹ æîäíî¨ êîðèñòi äëÿ ïðàêòèêè.

1.3 Ôóíêöiîíàëüíî-äèñêðåòíèé ìåòîä (FD-ìåòîä)

ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

Ôóíêöiîíàëüíî-äèñêðåòíèé ìåòîä (FD-ìåòîä) áóâ âïåðøå çàïðîïîíîâàíèé

Â. Ë. Ìàêàðîâèì â ðîáîòi [18]. Â öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Øòóðìà �

Ëióâiëëÿ

u′′ (t) + (λ− q (t))u (t) = 0, t ∈ (0, 1) , (1.33)

u (0) = u (1) = 0, q (t) ≥ 0

ç êóñêîâî-ãëàäêèì êîåôiöi¹íòîì q (t) . Ïðè çàñòîñóâàííi öüîãî ìåòîäó äî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1.33) âèÿâèëîñü, ÿê ïîêàçàíî â [18], ùî âií ìà¹ çíà÷íó

ïåðåâàãó ïåðåä iíøèìè âiäîìèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i íà âëàñíi

çíà÷åííÿ � âàðiàöiéíèìè òà ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèìè. À ñàìå, òî÷íiñòü âiäøó-

êàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ çà äîïîìîãîþ FD-ìåòîäó òèì âèùà, ÷èì áiëüøèé

ïîðÿäêîâèé íîìåð âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Â òîé ÷àñ ÿê òî÷íiñòü íàáëèæåííÿ âëà-

ñíîãî çíà÷åííÿ âàðiàöiéíèìè ÷è ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèìè ìåòîäàìè, íàâïàêè,
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òèì ãiðøå, ÷èì âèùå ïîðÿäêîâèé íîìåð âiäïîâiäíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Ñà-

ìå öi¹þ ïåðåâàãàþ FD-ìåòîäó çóìîâëåíèé çíà÷íèé iíòåðåñ ùîäî ðîçðîáêè òà

îá ðóíòóâàííÿ òåõíiêè FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷ Øòóðìà �

Ëióâiëëÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [21, 22, 48, 49, 66]).

Â ïðàöi [47] ïðåäñòàâëåíî çàãàëüíó ñõåìó çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííi îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

A0u+N (u)u = f (1.34)

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði B, äå A0 ¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåîáìåæåíèì ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D (A0) , ïðè öüîìó N (u) äëÿ êîæíîãî ôi-

êñîâàíîãî u ∈ B ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì â B, f ∈ B. Â [47] ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

àñîöiéîâàíà ëiíiéíà çàäà÷à

A0v +N (u) v = f

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v, ÿêèé íàëåæèòü áàíàõîâîìó ïðîñòîðó B. Çàñòîñîâó-

þ÷è iäåþ FD-ìåòîäó, ùî ïîâ'ÿçàíà ç iäå¹þ ãîìîòîïié òà òåîði¨ çáóðåíü, â [47]

ïðîïîíó¹òüñÿ çàíóðèòè çàäà÷ó (1.34) â ïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî çàäà÷ (ç ïà-

ðàìåòðîì τ )

A0u (τ) +N (PMu (τ))u (τ) + τ (N (u (τ))−N (PMu (τ)))u (τ) = f , (1.35)

τ ∈ [0, 1] , äå PM : B → BM � ïðîåêòîð, ùî äi¹ ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B

íà M−âèìiðíèé ïiäïðîñòið öüîãî ñàìîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B. Ïðèïóñêà-

¹òüñÿ, ùî ðîçâÿçîê ïàðàìåòðè÷íî¨ çàäà÷i (1.35) iñíó¹ i ìîæå áóòè çíàéäåíèé

ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñòåïåíÿìè τ :

u (τ) =
∞∑
j=0

τ ju(j). (1.36)

Êðiì òîãî, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà N (·)
çà ñòåïåíÿìè τ :

N (u (τ)) =
∞∑
j=0

τ jAj

(
N;u(0), . . . , u(j)

)
, (1.37)
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äå Aj (N (·) ; v1, v2, . . . , vj) � ïîëiíîì Àäîìÿíà ñòåïåíÿ j äëÿ îïåðàòîðà N (·) ,
âiäíîñíî v0, v1, . . . , vj (äîêëàäíiøå ïðî ïîëiíîìè Àäîìÿíà äëÿ îïåðàòîðiâ äèâ.

[77]). ßêùî (1.36) ìà¹ ìiñöå ∀τ ∈ [0, 1] , òîáòî, ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó (1.36)

R ≥ 1, òî âðàõîâóþ÷è, ùî çàäà÷à (1.35) ïðè τ = 1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â çàäà÷ó

(1.34), îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.34) ó âèãëÿäi

u = u (1) =
∞∑
j=0

u(j). (1.38)

Óìîâà (1.37) ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ðÿä (1.38) çáiãàâñÿ ñàìå äî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (1.34).

Ç (1.35) ïðè τ = 0 îäåðæó¹ìî áàçîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ u(0) :

A0u
(0) +N

(
PMu

(0)
)
u(0) = f , (1.39)

Íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè u(j) ∈ B, j = 1, 2, . . . ðÿäó (1.36) çíàõîäÿòüñÿ ðåêóð-

ñèâíî ç ïîñëiäîâíîñòi ëiíiéíèõ çàäà÷

A0u
(j+1) +N

(
PMu

(0)
)
u(j+1) =

= −Aj+1

(
N (·) ;PMu

(0), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j

, PMu
(j+1)

)
u(0) − F (j+1),

(1.40)

äå

F (j+1) =
j∑

p=1
Aj+1−p

(
N (·) ;PMu

(0), PMu
(1), . . . , PMu

(j+1−p),
)
u(p)+

+
j∑

p=0

(
Aj−p

(
N (·) ; u(0), . . . , u(j−p)

)
− Aj−p

(
N (·) ;PMu

(0), . . . , PMu
(j−p)

))
u(p)+

+Aj+1

(
N (·) ;PMu

(0), PMu
(1), . . . , PMu

(j), 0
)
u(0), j = 0, 1, . . . .

(1.41)

Â ðîáîòi [4] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó äî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ ëiíiéíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

òà äëÿ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Ãóðñà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. À ñàìå, â [4] ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à:

∂2u(t, x)

∂t∂x
+ b(t, x)u(t, x) = f(t, x) (t, x) ∈ Ω, (1.42)
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u(0, x) = ϕ(x), u(t, 0) = ψ(t), ϕ(0) = ψ(0), (1.43)

äå Ω = (0, T ]×(0, X], ϕ(x), ψ(t), b(t, x), f(t, x)∈Qm+1(Ω)� êóñêîâî-íåïåðåðâíi

ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè äî (m + 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ëiíi¨ ðîçðèâiâ

b(t, x), f(t, x) ¹ ïðÿìèìè, ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì îñÿì.

Çãiäíî iç çàãàëüíîþ ñõåìîþ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó, îáëàñòü Ω ïîêðèâà¹òüñÿ ñiòêîþ ω = ω1 × ω2, äå

ω1 = {ti = iτ : i = 0, N1, τ = T/N1}, ω2 = {xj = jh : j = 0, N2, τ = X/N2}.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ñòàëi N1 òà N2 ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, çîá ëiíi¨

ðîçðèâiâ ôóíêöié ϕ(x), ψ(t), f(t, x) íàëåæàëè ω

Äiÿ ïðîåêòîðà PM âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ∀b (t, x) ∈ Qm+1
(
Ω
)

PM (b (t, x)) = b (ti−1, xj−1) , t ∈ [ti−1, ti) , x ∈ [xi−1, xi) i ∈ 1, N1, j j ∈ 1, N2.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.42), (1.43) øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè

um (t, x) =
m∑
i=0

u(i) (t, x) , (1.44)

äå u(0) (t, x) çíàõîäèòüñÿ ç áàçîâî¨ çàäà÷i, ùî ¹ ëiíiéíîþ çàäà÷åþ Ãóðñà ç

êóñêîâî-ñòàëèì àðãóìåíòîì

∂2u(0)(t, x)

∂t∂x
+ PM (b (t, x))u(0)(t, x) = f(t, x),

u(0)(0, x) = ϕ(x), u(0)(t, 0) = ψ(t), ϕ(0) = ψ(0),

à íåâiäîìi ôóíêöi¨ u(k) (t) çíàõîäÿòüñÿ ç ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ëiíiéíèõ

çàäà÷ Ãóðñà ç êóñêîâî-ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì:

∂2u(k)(t, x)

∂t∂x
+ PM (b (t, x))u(k)(t, x) = (PM (b (t, x))− b(t, x))u(k−1)(t, x),

u(k)(0, x) = ϕ(x), u(k)(t, 0) = ψ(t), k = 1, 2, . . . .

Â [4] äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó ùîäî çáiæíîñòi FD-ìåòîäó äëÿ çàäà÷i

(1.42), (1.43).
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Òåîðåìà 1.13. Íåõàé ϕ(x) ∈ Q(1) ([0, X]) , ψ(t) ∈ Q(1) ([0, T ]) , f(t, x) ∈
Q(1) (Ω) i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥b(t, x)− PM (b (t, x))∥0,∞,Ω√
XTM

≤ 1.

Òîäi FD-ìåòîä äëÿ çàäà÷i (1.42), (1.43) ¹ çáiæíèì i äëÿ íàáëèæåííÿ (1.44)

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥u(t, x)− um(t, x)∥1,2,Ω ≤M1h
m+1
1 ,

äå M1 =const, h1 = max{h, τ}, à

M = (T +X +XT ) exp{(1 + 2∥PM (b (t, x)) ∥0,∞,Ω)(X + T +XT )max(X,T )}.

Â ðîáîòàõ [5] òà [3] òàêîæ áóëî çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ àáñòðàêòíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îáìåæåíèì

îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì, àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi

äëÿ àáñòðàêòíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çi çìiííèì íåî-

áìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, i â óñiõ öèõ

âèïàäêàõ áóëî äîâåäåíî òåîðåìè, ÿêi ãàðàíòóþòü åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü

çáiæíîñòi FD-ìåòîäó.

Áiëüø òîãî, ó ðÿäi ðîáiò ñòðîãî äîâåäåíà ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíà øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi FD-ìåòîäó. Çîêðåìà, öå ñòîñó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó

äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó [47]:

u′′ (t)−N (u (t))u (t) = −f (t) , t ∈ (0, 1) ,

u (0) = u (1) = 0,
(1.45)

ç íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ N (u) : R1 → R1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

N (u) ≥ 0, (uN (u))′ ≥ 0, N ′′ (u) ≥ 0, ∀u ∈ R.

Â [47] äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.14. Íåõàé ôóíêöiÿ N (u) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

ðÿäó N (u) =
∞∑
i=1

u2iai, ai ≥ 0, òîäi ôóíêöiîíàëüíî-äèñêðåòíèé ìåòîä çáiãà-

¹òüñÿ ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíî äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u (t) çàäà÷i (1.45) i ìàþòü
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ìiñöå òàêi îöiíêè ïîõèáêè

max
t∈[0,1]

∣∣∣∣u (t)− m∑
i=0

u(i) (t)

∣∣∣∣ ≤ C

(1 +m)1+ε

(h/R)m+1

1− h/R

(
≤ C

∞∑
j=m+1

1

(j + 1)1+ε

)
,

(1.46)

ÿêùî h < R, (h = R) , äå ε,R,C � ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä âõiäíèõ

äàíèõ çàäà÷i.

Äîñòàòíi óìîâè ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi âñòàíîâëåíî i

ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè

íåëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó [20].

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ FD-ìåòîäó ¹ òå, ùî çàâäÿêè âáóäîâàíîìó â íüî-

ãî ïàðàìåòðó, â ðîëi ÿêîãî âèñòóïà¹ êðîê ñiòêè, ç îäíîãî áîêó, FD-ìåòîä çà

ñâî¹þ ïðèðîäîþ ¹ ëiíiéíèì, òîáòî, õî÷ çàäà÷à, íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ øó-

êà¹òüñÿ ¹ íåëiíiéíîþ, àëå ñàì àëãîðèòì FD-ìåòîäó ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

âèêëþ÷íî çàäà÷ ç êóñêîâî-ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à ç iíøîãî áîêó, íàÿâíiñòü

âáóäîâàíîãî ïàðàìåòðà, ÿê âèäíî, çîêðåìà ç (1.46), äîçâîëÿ¹ âàðiþþ÷è éî-

ãî, äîñÿãòè ðåæèìó çáiæíîñòi ìåòîäó, à òàêîæ ðåãóëþâàòè òî÷íiñòü, òîáòî

øâèäêiñòü çáiæíîñòi.
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ÐÎÇÄIË 2

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÉ ÌÅÒÎÄ

ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ

ÐIÂÍßÍÍß ÊËÅÉÍÀ�ÃÎÐÄÎÍÀ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü

ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà âèãëÿäó

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y), (2.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′y(x, y)|y=0 = ψ(x), (2.2)

(x, y) ∈ Ω, äå Ω =
{
(x, y)| −∞ < x < +∞, y > 0

}
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ck(Rm) ïðîñòið ôóíêöié, íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèõ

íà Rm äî k-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. ×åðåç Ck
b (Rm) ïîçíà÷èìî ïiäìîæèíó ïðî-

ñòîðó Ck(Rm), äî ÿêî¨ âõîäÿòü ôóíêöi¨ f(x) ∈ Ck(Rm), ùî çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíiñòü

∥f∥Ck
b (Rm)

def
= max

|α|≤k
sup
x∈Rm

|∂αf(x)| <∞, (2.3)

äå α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèiíäåêñ, αi ≥ 0, |α| = α1 + · · · + αn, ∂
αf(x) =

∂|α|f(x)

∂x
α1
1 ...∂xαn

n
� ÷àñòèííà ïîõiäíà ïîðÿäêó |α|.Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ëiíiéíèé ïðî-

ñòið Ck
b (Rm), îñíàùåíèé íîðìîþ ∥ ·∥Ck

b (Rm), ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (äèâ.[73]).

Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà, ùî ¹ ïåâíèì äîïîâíåííÿì âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ç

[81], äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê f(x, y) ≡ 0.

Òåîðåìà 2.1. (ïðî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà-

÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ). Íåõàé N(u) ∈
C2(R), ϕ(x) ∈ C2

b (R), ψ(x) ∈ C1
b (R), f(x, y) ∈ C1

b (Dε). Òîäi äâi÷i íåïåðåðâíî-

äèôåðåíöiéîâàíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) iñíó¹ ïðèíàéìíi

íà ìíîæèíi

Dε = {R× (0; ε)}, (2.4)
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äå

ε = min

{
1;
√
2

(
max
|u|≤M1

∣∣N(u)∣∣)− 1
2

;
√
2q1

(
max
|u|≤M1

∣∣N′(u)
∣∣)−1

2
}
, (2.5)

M1 = ∥u1(x, y)∥C(R×[0,1]) + 1, (2.6)

u1(x, y) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) ïðè N(u) ≡ 0, 0 < q1 < 1, i íà

öié ìíîæèíi âií ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî N(0) = 0 (öüî-

ãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè, çìiíèâøè âiäïîâiäíèì ÷èíîì ôóíêöiþ f(x, y)).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié un(x, y), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðåêóðåíòíî¨

ñèñòåìè çàäà÷ Êîøi:

∂2un(x, y)

∂y2
− ∂2un(x, y)

∂x2
= N(un−1(x, y)) + f(x, y),

un(x, 0) = ϕ(x),

∂un(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= ψ(x), n = 1, 2, . . . ,

äå u0(x, y) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ä'Àëàìáåðà, çíàõîäèìî

u1(x, y) =
1

2

(
ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)

)
+

1

2

x+y∫
x−y

ψ(ξ)dξ +
1

2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

f(ξ, η)dξdη,

un(x, y) =
1

2

(
ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)

)
+

1

2

x+y∫
x−y

ψ(ξ)dξ +
1

2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

f(ξ, η)dξdη+

+
1

2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

N(un−1(ξ, η))dξdη, n = 2, 3, . . . ,

çâiäñè

un(x, y) = u1(x, y) +
1

2

y∫
0

x+(y−η)∫
x−(y−η)

N(un−1(ξ, η))dξdη. (2.7)
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Äèôåðåíöiþþ÷è (2.7), îäåðæó¹ìî

∂un(x, y)

∂x
=
∂u1(x, y)

∂x
+

+
1

2

y∫
0

[
N
(
un−1(x+ (y − η), η)

)
− N

(
un−1(x− (y − η), η)

)]
dη, (2.8)

∂un(x, y)

∂y
=
∂u1(x, y)

∂y
+

+
1

2

y∫
0

[
N
(
un−1(x+ (y − η), η)

)
+ N

(
un−1(x− (y − η), η)

)]
dη. (2.9)

Ïðîäîâæóþ÷è äèôåðåíöiþâàííÿ, ç (2.8), (2.9) îòðèìó¹ìî òàêi ðiâíîñòi:

∂2un(x, y)

∂y2
=
∂2u1(x, y)

∂y2
+ N(un−1(x, y))+

+
1

2

y∫
0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣ξ=x+(y−η)

ξ=x−(y−η)
dη; (2.10)

∂2un(x, y)

∂x2
=
∂2u1(x, y)

∂x2
+

1

2

y∫
0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣ξ=x+(y−η)

ξ=x−(y−η)
dη;

(2.11)
∂un(x, y)

∂x∂y
=
∂u1(x, y)

∂x∂y
+

+
1

2

y∫
0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x+(y−η)

+

+ N ′(un−1(ξ, η)
)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x−(y−η)

dη. (2.12)

Ç ôîðìóëè (2.7), âðàõîâóþ÷è (2.4), (2.5), (2.6), îäåðæó¹ìî îöiíêó

∥∥un(x, y)∥∥C(Dε)
≤
∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)

+
ε2

2

∥∥N(un−1(x, y))
∥∥
C(Dε)

≤

≤ ∥u1(x, y)∥C(D1) + 1 =M1, (2.13)

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {un(x, y)} ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi Dε.
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Äîâåäåìî, ùî âîíà ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ â ïðîñòîði C(Dε), îñíàùåíî-

ìó ÷åáèøîâñüêîþ ìåòðèêîþ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié {ûn(x, y)}, âèçíà÷åíó òàêèì ÷èíîì:

ûn(x, y)
def
= un+1(x, y)− un(x, y).

Ç ôîðìóëè (2.7) âèïëèâà¹, ùî

∥∥ûn(x, y)∥∥C(Dε)
≤ ε2

2
L1

∥∥un(x, y)− un−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

=
ε2

2
L1

∥∥ûn−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

,

(2.14)

äå L1 = max
|u|≤M1

∣∣N ′(u)
∣∣.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âèáðàíîãî íàìè ε (2.5), ç ôîðìóëè (2.14) ëåãêî îäåðæàòè

íåðiâíiñòü∥∥ûn(x, y)∥∥C(Dε)
≤ q
∥∥ûn−1(x, y)

∥∥
C(Dε)

≤ . . . ≤ qn−1
∥∥û1(x, y)∥∥C(Dε)

=

= qn−1
∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)

,

äå q =
ε2L1

2
.Äëÿ çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî, ùîá q áóëî ìåíøèì

íiæ 1. Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, q = q1, òîäi ε =

√
2q1
L1
.

Òîäi∥∥un(x, y)− um(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤
(
qm + qm+1 + . . .+ qn−1

)∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
=

=
qm − qn−1

1− q

∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
≤ qm

1− q

∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
, ïðè m < n.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {un(x, y)} ¹ ðiâíîìiðíî
çáiæíîþ â ïðîñòîði C(Dε) äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) ∈ C(Dε).

Âðàõîâóþ÷è (2.13) ç ðiâíîñòåé (2.8)�(2.12), íåâàæêî îäåðæàòè íàñòóïíi

îöiíêè: ∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂y
− ∂um(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ εL1

2

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, (2.15)



33∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂y2
− ∂2um(x, y)

∂y2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x2
− ∂2um(x, y)

∂x2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x∂y
− ∂2um(x, y)

∂x∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ ε

2

[
L1

∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+ max
|u|<M1

∣∣∣N′′(u)
∣∣∣∥∥∥∥∥∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

]
. (2.16)

Îöiíèìî ìíîæíèê

∥∥∥∥∥∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

ç íåðiâíîñòi (2.16). Ç (2.8) îòðèìó-

¹ìî: ∥∥∥∥∥∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+
L1

2

y∫
0

max
(x,y)∈Dε

|um−2(x+ y − η, η)− um−2(x− y + η, η)|dη =

=

∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+
L1

2

y∫
0

max
(x,y)∈Dε

∣∣∣∣∣
x+y−η∫

x−y+η

∂um−2(t, η)

∂t
dt

∣∣∣∣∣dη ≤

≤

∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+
ε2L1

2

∥∥∥∥∥∂um−2(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

. (2.17)

Ç íåðiâíîñòi (2.17) îäåðæèìî∥∥∥∥∥∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤ 1

1− ε2L1

2

∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+

(
ε2L1

2

)m−2∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

=

(
1

1− q
+ qm−2

)∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

. (2.18)

Îòæå, ç ôîðìóëè (2.16), âðàõîâóþ÷è îöiíêè (2.15) òà (2.18), îòðèìó¹ìî:∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂y2
− ∂2um(x, y)

∂y2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x2
− ∂2um(x, y)

∂x2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,



34∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x∂y
− ∂2um(x, y)

∂x∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤
[
ε2L2

1

4
+
ε

2
max
|u|<M1

∣∣∣N′′(u)
∣∣∣×

×
(

1

1− q
+ qm−2

)∥∥∥∥∥∂u1(x, y)∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

]∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

. (2.19)

Íåðiâíîñòi (2.15) òà (2.19), ç óðàõóâàííÿì âæå äîâåäåíî¨ íàìè ôóí-

äàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi
{
un(x, y)

}
ó ïðîñòîði C(Dε), äîâîäÿòü ôóí-

äàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé

{
∂un(x, y)

∂x

}
,

{
∂un(x, y)

∂y

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x2

}
,{

∂2un(x, y)

∂y2

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x∂y

}
ó òîìó ñàìîìó ïðîñòîði C(Dε).Îòæå, íàìè äîâå-

äåíî, ùî ôóíêöiÿ u(x, y), ÿêà ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
{
un(x, y)

}
ó ïðîñòîði

C(Dε), íàëåæèòü ïðîñòîðó C2(Dε). Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ u(x, y)

çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó Êîøi (2.1), (2.2) ïðèíàéìíi íà ìíîæèíi Dε.

Íåõàé â Dε ¹ äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2), u(x, y), v(x, y) ç
∥∥u−

v
∥∥
C(Dε)

̸= 0, òîäi

u(x, y)− v(x, y) =
1

2

y∫
0

x+y−η∫
x−y+η

[
N(u(ξ, η))− N(v(ξ, η))

]
dξdη,

çâiäêè îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü∥∥u− v
∥∥
C(Dε)

≤ q
∥∥u− v

∥∥
C(Dϵ)

,

ÿêà ïðèçâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Äîâåäåíó òåîðåìó ìîæíà óçàãàëüíèòè íà áàãàòîâèìið-

íèé âèïàäîê, êîëè çàìiñòü
∂2

∂x2
ó ðiâíÿííi (2.1) ñòî¨òü îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ . . .+

∂2

∂x2m
. Ó âèïàäêàõ m = 2, 3 çàìiñòü ôîðìóëè Ä'Àëàì-

áåðà ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó Êiðõãîôà.
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2.2 Çàãàëüíèé îïèñ àëãîðèòìó FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàí-

íÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà�

Ãîðäîíà

Íåõàé óìîâè òåîðåìè 2.1 ¹ âèêîíàíèìè i, áiëüø òîãî, N(u) ∈ C(∞)(R).

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi (2.1), (2.2) â îáëàñòi D ⊆ Ω :

D =
{
(x, y)| 0 < y ≤ YM , XM − (YM − y) < x < XM + (YM − y),

−∞ < XM < +∞, YM > 0, YM < ε
}
,

äå ñòàëà ε âèçíà÷à¹òüñÿ òåîðåìîþ 2.1 (äèâ. ðèñ.1).

M(X ;Y )

M

MM

P(X -Y ;0)MM Q(X +Y ;0)M

X

Y

D

Ðèñ 1. Îáëàñòü D

M(X ;Y )

M

MM

P(X -Y ;0)MM Q(X +Y ;0)M

X

Y

D

y
y
y

y

y
y

y

y

1

2

3

4

5

6

7

8N=

Ðèñ 2. Ðîçáèòòÿ îáëàñòi D
Çãiäíî iç çàãàëüíîþ ñõåìîþ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü, âèêëàäåíîþ â [47], áóäåìî íàáëèæàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i

ôóíêöi¹þ
m
u(x, y), ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

m
u(x, y) =

m∑
k=0

(k)
u (x, y), m ∈ N.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y) ââåäåìî òàêå ðîçáèòòÿ îáëàñòi D (äèâ.

ðèñ.2):

yj = y0 + jh, y0 = 0, h = YM/N, j = 1, N (2.20)

äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî N.

Äàëi ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2):

∂2u(x, y, τ)

∂y2
− ∂2u(x, y, τ)

∂x2
− N

(
u⊥(x, y, τ)

)
−

− τ
[
N
(
u(x, y, τ)

)
− N

(
u⊥(x, y, τ)

)]
= f(x, y), (x, y, τ) ∈ Dτ ,

(2.21)
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u(x, 0, τ) = ϕ(x), u′y(x, y, τ)
∣∣
y=0

= ψ(x),

∀x ∈ [XM − YM , XM + YM ], ∀τ ∈ [0, 1],(
u(x, yj + 0, τ)− u(x, yj − 0, τ)

)
≡
[
u(x, y, τ)

]
y=yj

= 0, (2.22)[
u′y(x, y, τ)

]
y=yj

= 0, ∀x ∈ [XM − (YM − yj);XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1.

äå u(x, y, τ) ∈ C2(Dτ),

Dτ =
{
(x, y, τ) ∈ [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (0, YM ]× [0, 1]

}
,

u⊥(x,y, τ) ≡ u(x, yj, τ), ∀j ∈ 0, N − 1,

∀(x, y, τ) ∈ [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (yj, yj+1]× [0, 1].

Íåõàé ìàþòü ìiñöå òàêi ïðèïóùåííÿ:

a) ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) çàäà÷i (2.21), (2.22) iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ [0, 1];

b) ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) ìîæíà çíàéòè ó âèãëÿäi ðÿäó

u(x, y, τ) =
∞∑
i=0

(i)
u(x, y)τ i; (2.23)

êðiì òîãî,

∂u(x, y, τ)

∂x
=

∞∑
i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂x
τ i,

∂u(x, y, τ)

∂y
=

∞∑
i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂y
τ i,

∂2u(x, y, τ)

∂x2
=

∞∑
i=0

∂2
(i)
u(x, y)

∂x2
τ i,

∂2u(x, y, τ)

∂y2
=

∞∑
i=0

∂2
(i)
u(x, y)

∂y2
τ i

∀(x, y, τ) ∈ Dτ ,

äå ôóíêöi¨
(i)
u(x, y) íå çàëåæàòü âiä τ.

Ç ïðèïóùåíü "a" òà "b" âèïëèâà¹, ùî u(x, y) = u(x, y, 1)
def
≡

(∞)
u (x, y),

òîáòî ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) ìîæíà ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ

çíàéòè çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨
m
u(x, y). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðÿä (2.23) ó çàäà÷ó (2.21),

(2.22) òà ïðèðiâíþþ÷è ôóíêöiîíàëüíi êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ
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τ, îäåðæèìî çàäà÷ó Êîøi âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
(0)
u (x, y), ÿêó áóäåìî

íàçèâàòè áàçîâîþ çàäà÷åþ:

∂2
(0)
u(x, y)

∂y2
− ∂2

(0)
u(x, y)

∂x2
= f(x, y) + N

((0)
u(x, yj−1)

)
, (2.24)

(x, y) ∈ Dj = [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (yj−1, yj], j = 1, N,((0)
u (x, yj + 0)−

(0)
u (x, yj − 0)

)
≡
[(0)
u(x, y)

]
y=yj

= 0, (2.25)

[(0)
u′y (x, y)

]
y=yj

= 0, ∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = ϕ(x),

(0)

u′y (x, 0) = ψ(x), ∀x ∈ [XM − YM ;XM + YM ],

i ðåêóðåíòíó ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ Êîøi âiäíîñíî ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 1, 2, . . .:

∂2
(k)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(k)
u (x, y)

∂x2
= N′(

(0)
u⊥(x, y))

(k)
u⊥(x, y)−Fk(x, y) ∀(x, y) ∈ D, (2.26)

[
(k)
u (x, y)

]
y=yj

= 0,

[
∂
(k)
u (x, y)

∂y

]
y=yj

= 0,

∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)] ∀j ∈ 1, N − 1, (2.27)

(k)
u(x, 0) = 0,

∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ [XM − YM , XM + YM ], k = 1, 2, . . . ,

äå

u⊥(x, y) = u(x, yj)∀(x, y) ∈ Dj+1 ∀j ∈ 0, N − 1,

Fk(x, y) = Ak(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y); 0)+

+Ak−1(N;
(0)
u (x, y);

(1)
u (x, y); . . . ;

(k−1)
u (x, y))− (2.28)

−Ak−1(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y)), (x, y) ∈ D, k = 1, 2, . . . .

Òóò An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
� ïîëiíîìè Àäîìÿíà n-ãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ N(·)

(äèâ., íàïðèêëàä, [77, 30]), ÿêi ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
=

1

n!

dn

dτn
N
( ∞∑
s=0

vsτ
s
)∣∣∣∣∣

τ=0

=
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=
∑

α1+...+αn=n
α1≥...≥αn+1=0

αi∈N∪{0}

N (α1)(v0)
vα1−α2
1

(α1 − α2)!
. . .

v
αn−αn+1
n

(αn − αn+1)!
. (2.29)

2.3 Îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi FD-ìåòîäó äëÿ çàäà÷i

Êîøi

Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü FD-ìåòîäó

äëÿ çàäà÷i Êîøi, äîâåäåìî äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ ïðî àïðîêñèìàöiéíi âëà-

ñòèâîñòi áàçîâî¨ çàäà÷i (2.24), (2.25) FD-ìåòîäó. Âîíî ãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü â

äîâåäåííi òåîðåìè, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi öüîãî ìåòîäó.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
(0)
u (x, y) áàçîâî¨ çàäà÷i (2.24), (2.25) ç âèêîðèñòàííÿì

ôîðìóëè Ä'Àëàìáåðà, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (äèâ., íàïðèêëàä, [10]):

(0)
u(x, y) =

1

2

(
(0)
u(x− (y − yj−1), yj−1)+

(0)
u(x+ (y − yj−1), yj−1)

)
+

+
1

2

x+(y−yj−1)∫
x−(y−yj−1)

∂
(0)
u(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣∣∣
η=yj−1

dξ + (2.30)

+
1

2

y∫
yj−1

x+(y−η)∫
x−(y−η)

[
f(ξ, η)− N

((0)
u(ξ, yj−1)

)]
dξdη ∀(x, y) ∈ Dj, j = 1, N,

[
(0)
u(x, y)

]
y=yj

= 0,

∂(0)u(x, y)
∂y


y=yj

= 0,

∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)], ∀j = 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = ϕ(x),

∂
(0)
u(x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= ψ(x) ∀x ∈ [XM − YM ;XM + YM ].

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1, à u(x, y) òà
(0)
u(x, y)1)

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ âiäïîâiäíî (2.1), (2.2) òà (2.24), (2.25). Òîäi äëÿ äîñòàòíüî

1)Íå âèêëþ÷à¹òüñÿ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.
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ìàëîãî h âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

∥∥u(x, y)− (0)
u(x, y)

∥∥
∞,D

≤ hK1

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
∞,D

,

äå
∥∥u(x, y)− (0)

u(x, y)
∥∥
∞,D

= max
(x,y)∈D

|u(x, y)−
(0)
u(x, y)|, ñòàëà K1 íå çàëåæèòü

âiä h.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

Z(x, y) = u(x, y)−
(0)
u(x, y).

Î÷åâèäíî, ùî âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ â îáëàñòi D i çàäîâîëüíÿ¹ äîïîìiæíó çà-

äà÷ó Êîøi:

∂2Z(x, y)

∂y2
− ∂2Z(x, y)

∂x2
= N

((0)
u (x, yj−1)

)
− N

(
u(x, y)

)
, (2.31)

(
Z(x, yj + 0)−Z(x, yj − 0)

)
≡
[
Z(x, y)

]
y=yj

= 0, (2.32)[
∂Z(x, y)

∂y

]
y=yj

= 0 ∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1,

Z(x, 0) =
∂Z(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 ∀x ∈ [XM − YM , XM + YM ].

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî çíà÷å-

ííÿ h iñíó¹ íåçàëåæíà âiä íüîãî ñòàëà γ òàêà, ùî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

∥Z(x, y)∥Dj
≤ hγ, ∀j ∈ 1, N − 1, (2.33)

äå ∥Z(x, y)∥Dj
= max

(x,y)∈Dj

|Z(x, y)|. Äiéñíî, îñêiëüêè
∥∥Z(x, y)∥∥∞,D

=

= max
(x,y)∈D

|Z(x, y)|, òî

∥∥Z(x, y)∥∥∞,D
= max

(x,y)∈
N∪
j=1

Dj

|Z(x, y)| = max
j=1,N

max
(x,y)∈Dj

|Z(x, y)| = max
j=1,N

∥Z(x, y)∥Dj
.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ N(u) iñíó¹ ñòàëà L > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ∣∣N(u1)− N(u2)
∣∣ ≤ L|u1 − u2| (2.34)
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∀u1, u2 ∈ R òàêèõ, ùî ∥u(x, y)− u1∥D ≤ 1,

∥u(x, y)− u2∥D ≤ 1.
(2.35)

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Z(x, y) ≡ Zj(x, y), (x, y) ∈ Dj, j = 1, N,

W±
n =

∂Zn(x, y)

∂x
± ∂Zn(x, y)

∂x
.

Ç ðiâíÿííÿ (2.31), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ä'Àëàìáåðà, îòðèìó¹ìî

Zn(x, y) =
1

2

(
Zn−1(x− (y − yn−1), yn−1) + Zn−1(x+ (y − yn−1), yn−1)

)
+

+
1

2

x+(y−yn−1)∫
x−(y−yn−1)

∂Zn−1(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

dξ+ (2.36)

+
1

2

y∫
yn−1

x+(y−η)∫
x−(y−η)

[
N
((0)
u(ξ, yn−1)− N

(
u(ξ, η)

)]
dξdη.

Òîäi

∂Zn(x, y)

∂y
=

1

2

[
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x+(y−yn−1)

− ∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x−(y−yn−1)

]
+

+
1

2

[
∂Zn−1(x+ (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

+
∂Zn−1(x− (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

]
+

(2.37)

+
1

2

y∫
yn−1

[
N
((0)
u (x+ (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x+ (y − η), η)

)
+

+N
((0)
u (x− (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x− (y − η), η)

)]
dη;

∂Zn(x, y)

∂x
=

1

2

[
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x+(y−yn−1)

+
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x−(y−yn−1)

]
+
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+
1

2

[
∂Zn−1(x+ (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

+
∂Zn−1(x− (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

]
+

(2.38)

+
1

2

y∫
yn−1

[
N
((0)
u (x+ (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x+ (y − η), η)

)
−

−N
((0)
u (x− (y − η), yn−1)

)
+N
(
u(x− (y − η), η)

)]
dη.

Ïiäñóìîâóþ÷è ôîðìóëè (2.37), (2.38), îäåðæó¹ìî

W±
n (x, y) = W±

n−1(x± (y − yn−1), yn−1)±

±
y∫

yn−1

[
N
((0)
u(x± (y − η), yn−1)

)
− N

(
u(x± (y − η), η)

)]
dη, (2.39)

çâiäñè ïðèõîäèìî äî îöiíêè

∥∥∥W±
n (x, y)

∥∥∥
Dn

≤
∥∥∥W±

n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+ Lh
∥∥∥Zn−1(x, y)

∥∥∥
Dn−1

+
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
Dn

.

(2.40)

Ç ðiâíîñòåé (2.36) òà (2.37) ìà¹ìî:

∥∥∥Zn(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2L

2

)∥∥∥Zn−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+
h

2

∥∥∥∥∥∂Zn−1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn−1

+

+
Lh3

6

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥
Dn

, (2.41)

∥∥∥∥∥∂Zn−1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≤ 1

2

(∥∥∥W+
n−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥W−

n−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+Lh
∥∥∥Zn−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥
Dn−1

. (2.42)

Ïiäñòàâèâøè (2.42) ó ïðàâó ÷àñòèíó (2.41), îòðèìà¹ìî

∥∥∥Zn(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2L

2

)∥∥∥Zn−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+
Lh2

2

∥∥∥Zn−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

+



42

+
h

4

(∥∥∥W+
n−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥W−

n−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+
Lh3

2

(
1

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥
Dn−1

+
1

3

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
Dn

)
. (2.43)

Çáiëüøèìî ïðàâi ÷àñòèíè (2.36) òà (2.43), çàìiíèâøè òóò i äàëi∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
Dp

, p = 1, N íà

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

, à ïîòiì çíàê íåðiâíîñòi ≤ íà çíàê

ðiâíîñòi = . ßê íàñëiäîê, îäåðæèìî ìàæîðàíòíó ðåêóðåíòíó ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü:

an =

(
1 +

Lh2

2

)
an−1 +

Lh2

2
an−2 +

h

4

(
b+n−2 + b−n−2

)
+
Lh3

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

,

b±n = b±n−1 + Lhan−1 +
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

, n = 3, 4, . . . , (2.44)

ó òîìó ñåíñi, ùî ∥∥∥Zn(x, y)
∥∥∥
Dn

≤ an,
∥∥∥W±

n (x, y)
∥∥∥
Dn

≤ b±n .

Äîïîâíèìî ñèñòåìó (2.44) ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

a1 =
Lh3

6

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥Z1(x, y)

∥∥∥
D1

,

b±1 =
Lh2

4

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

≥

∥∥∥∥∥∂Z1(x, y)

∂x
+
∂Z1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D1

,

a2 = Lh3

(
7

6
+
Lh2

2

)∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥Z2(x, y)

∥∥∥
D2

, (2.45)

b±2 =
Lh2

2

(
3

2
+
Lh2

3

)∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥W±

2 (x, y)
∥∥∥
D2

.

Ïåðåéäåìî âiä (2.44) (2.45) äî âåêòîðíî-ìàòðè÷íî¨ ôîðìè çàïèñó:

−→c n =


1 + Lh2

2 0 0

Lh 1 0

Lh 0 1

−→c n−1 +


Lh2

2
h
4

h
4

0 0 0

0 0 0

−→c n−2+
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+
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D


h

1

1

 , n = 3, 4, . . . ,

−→c 1 =
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D


h/3

1/2

1/2

 , (2.46)

−→c 2 =
Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D


h
(
7/3 + Lh2/2

)
3/2 + Lh2/3

3/2 + Lh2/3

 ,
äå

−→c n =


an

b+n

b−n

 .
Âèêîíà¹ìî îöiíêó (2.46), âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó âåêòîðíó i ìàòðè÷íó íîð-

ìè. Îòðèìó¹ìî:

∥∥−→c n

∥∥
R3 ≤

(
1 + Lh

)∥∥−→c n−1

∥∥
R3 +

h

2

(
1 + Lh

)∥∥−→c n−2

∥∥
R3 +

Lh2

2

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

,

n = 3, 4, . . . ,∥∥−→c 1∥R3 ≤ Lh2

4

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

= c1, (2.47)

∥∥−→c 2∥R3 ≤ Lh2

2

(
3/2 + Lh2/3

)∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

= c2.

Ðîçâ'ÿçîê (2.47), îäåðæàíèé ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiçíè-

öåâèõ ðiâíÿíü, ìà¹ âèãëÿä∥∥−→c n

∥∥
R3 ≤ sλn−1

1 + tλn−1
2 + g, n = 1, 2, . . . ,

äå

λi =
1

2

(
1 + Lh+ (−1)i+1

√(
1 + Lh

)2
+ 2h(1 + Lh

))
, i = 1, 2,
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s =
c1λ2 − c2 + g(1− λ2)

λ2 − λ1
, t =

c1λ1 − c2 + g(1− λ1)

λ1 − λ2
,

g =

−Lh

∥∥∥∥∥∂u(x,y)∂y

∥∥∥∥∥
D

1 + L(2 + h)
.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè

|s|, |t|, |g| ≤ hL

∥∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥∥
D

,

(λ1)
n−1 ≤ (λ1)

N ≤
[
1 + (1 + L)

ε

N

]N
≤ exp (ε(1 + L)),

|λ2| ≤
h

2
ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.2, ðîçâ'ÿçîê
(0)
u (x, y) áàçîâî¨ çàäà÷i (2.24), (2.25) íà-

áëèæà¹ ðîçâ'ÿçîê u(x, y) âèõiäíî¨ çàäà÷i (2.1), (2.2) ç ïîðÿäêîì h, äå h � êðîê

ðîçáèòòÿ (2.20). Êðiì òîãî, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê áàçîâî¨ çàäà÷i ïðè êîæíîìó

ôiêñîâàíîìó ðîçáèòòi îáëàñòi D ¹ ¹äèíèì, òî ç òåîðåìè 2.2, ÿê íàñëiäîê, âè-

ïëèâà¹ òîé ôàêò, ùî ÿêùî çàäà÷à (2.1), (2.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê u(x, y) ∈ C2(D),

òî òàêèé ðîçâ'ÿçîê òàêîæ ¹ ¹äèíèì. Ç iíøîãî áîêó, òåîðåìà 2.2 ïîêàçó¹, ùî ïî-

÷àòêîâi äàíi ϕ(x), ψ(x), çàäà÷i íà âiäðiçêó [XM −YM , XM +YM ] ¹äèíèì ÷èíîì

âèçíà÷àþòü ðîçâ'ÿçîê u(x, y) ðiâíÿííÿ (2.1) â õàðàêòåðèñòè÷íîìó òðèêóòíè-

êó D (íà âiäìiíó âiä ëiíiéíîãî âèïàäêó, êîëè öåé ôàêò ìàéæå î÷åâèäíèé, äëÿ

íåëiíiéíîãî âèïàäêó âií ïîòðåáó¹ îêðåìîãî îá ðóíòóâàííÿ (äèâ. [73])).

Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî âñòàíîâëåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi FD-

ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òåõíi-

êó, ùî áóëà çàñòîñîâàíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ä'Àëàìáåðà äî k-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.26),

(2.27), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

(k)
u n(x, y) =

1

2

(
(k)
u n−1(x− (y − yn−1), yn−1)+

(k)
u n−1(x+ (y − yn−1), yn−1))

)
+

+
1

2

x+(y−yn−1)∫
x−(y−yn−1)

∂
(k)
u n−1(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣∣∣
η=yn−1

dξ+ (2.48)
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+
1

2

y∫
yn−1

x+(y−η)∫
x−(y−η)

[
−Fk(ξ, η) + N′

((0)
un−1(ξ, yn−1)

) (k)
u n−1(ξ, yn−1)

]
dξdη.

Ç (2.48) íåâàæêî îäåðæàòè òàêi ðiâíîñòi:

∂
(k)
u n−1(x, y)

∂y
=

1

2

(
−

(k)

Φ

−

n−2 (x, y)+
(k)

Φ

+

n−2 (x, y)

)
+

+
1

2

y∫
yn−2

[
−Fk(x+ (y − η), η)+

+ N′
((0)
u n−1(x+ (y − η), yn−2)

) (k)
u n−2(x+ (y − η), yn−2)

]
dη+

(2.49)

+
1

2

y∫
yn−2

[
−Fk(x− (y − η), η)+

+ N′
((0)
u n−1(x− (y − η), yn−2)

) (k)
u n−2(x− (y − η), yn−2)

]
dη,

äå
(k)

Φ

±

n(x, y) ≡
∂
(k)
u n(x, y)

∂x
± ∂

(k)
u n(x, y)

∂y
=

(k)

Φ

±

n(x+ y − yn−1, y)±

±
y∫

yn−1

[
− Fk(x± (y − η), η)+

+ N′
((0)
u n−1(x± (y − η), yn−1)

) (k)
u n−1(x± (y − η), yn−1)

]
dη.

(2.50)

Ç ôîðìóë (2.48)�(2.50) îäåðæèìî íàñòóïíó ðåêóðåíòíó ñèñòåìó íåðiâíîñòåé:

∥∥∥(k)u n(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥∥(k)u n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+

+
h

2

(∥∥∥(k)Φ+

n−2 (x, y)
∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥(k)Φ−

n−2 (x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+h2
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

∥∥∥(k)u n−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

+
3h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, (2.51)
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∥∥∥(k)Φ±

n(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
∥∥∥(k)Φ±

n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+

+h
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

∥∥∥(k)u n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
, n = 3, 4, . . . ,

ÿêó äîïîâíþ¹ìî ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè∥∥∥(k)u 1(x, y)
∥∥∥
D1

≤ h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
= α1,

∥∥∥(k)u 2(x, y)
∥∥∥
D2

≤ h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D

(
4 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)
= α2, (2.52)

∥∥∥(k)Φ±

1 (x, y)
∥∥∥
D1

≤ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
= β±

1 ,∥∥∥(k)Φ±

2 (x, y)
∥∥∥
D2

≤ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D

(
2 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)
= β±

2 .

Çàïèøåìî ó âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ñèñòåìó ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨

ìàæîðó¹ ðîçâ'ÿçîê (2.51), (2.52):

−→γ n =



(
1 + h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

0 0

h
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

1 0

h
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

0 1


−→γ n−1+

+


h2
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

h
2

h
2

0 0 0

0 0 0

−→γ n−2 + h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D


3
2h

1

1

 , n = 3, 4, . . . ,

(2.53)

−→γ 1 =


α1

β+
1

β−
1

 , −→γ 2 =


α2

β+
2

β−
2

 ,
äå

−→γ n =



∥∥∥(k)u n(x, y)
∥∥∥
Dn∥∥∥(k)Φ+

n(x, y)
∥∥∥
Dn∥∥∥(k)Φ−

n(x, y)
∥∥∥
Dn

 .
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Îöiíèìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè (2.53), âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó âåêòîðíó i ìà-

òðè÷íó íîðìè. Ìàòèìåìî

∥∥γn∥∥R3 ≤
(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥γn−1

∥∥
R3+

+h

(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥γn−2

∥∥
R3 + h

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, n = 3, 4, . . . , (2.54)

∥∥γ1∥∥R3 ≤ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
,

∥∥γ2∥∥R3 ≤ h

(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
.

Ðîçâ'ÿçîê (2.54), îäåðæàíèé ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiçíèöåâèõ

ðiâíÿíü, ìà¹ âèãëÿä∥∥−→γ n

∥∥
R3 ≤ sλn−1

1 + tλn−1
2 + g = σn

(
h,
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)
, n = 1, 2, . . . ,

äå

λi =
1

2

(
µ+ (−1)i

√
µ2 + 4hµ

)
, i = 1, 2, (2.55)

µ = 1 + h
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D
, g =

h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D

1− µ− hµ
,

s =

∥∥γ1∥∥R3λ2 −
∥∥γ2∥∥R3 + g(1− λ2)

λ2 − λ1
,

t =

∥∥γ1∥∥R3λ1 −
∥∥γ2∥∥R3 + g(1− λ1)

λ1 − λ2
.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè

(λ1)
n−1 ≤ (λ1)

N ≤
[
1 +

(
2 +

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

) ε
N

]N
≤

≤ exp

(
ε
(
2 +

∥∥∥N ′
((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

))
,

|λ2| ≤ h,

0 < s ≤ 2 +
√
5√

5

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, 0 ≤ t ≤ h− h2

2
,
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∀t ∈ [0, 1],
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D
∈ [0,∞),

|g| ≤
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
,

îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

∥∥∥(k)u n(x, y)
∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥(k)Φ
±

n(x, y)

∥∥∥∥∥
Dn

=

=

∥∥∥∥∥∂
(k)
u n(x, y)

∂x
+
∂

(k)
u n(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥∂
(k)
u n(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥∂
(k)
u n(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

≤ (2.56)

≤ K2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
,

äå K2 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä
∥∥∥N ′

((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D
òà ε. Áiëüø òîíêèé

àíàëiç ôóíêöi¨ σn
(
h,
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D

)
ïîêàçó¹, ùî ñòàëó K2 ìîæíà çàìiíèòè

íà âèðàç

K2 = 0.3(1 + 2h)n−1 ≤ 0.3 exp (2ε) = σ

∀h ∈ [0, 1],∀
∥∥∥N ′

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
D
∈ [0,∞), (2.57)

ùî ¹ ïðèíöèïîâèì äëÿ ïîäàëüøîãî. Çàóâàæèìî, ùîá íåðiâíiñòü K2 ≤ 1, áóëà

ïðàâèëüíîþ äîñòàòíüî, ùîá ε ≤ 0.6019864022.

Îòæå, ç (2.56) òà (2.57) îäåðæèìî îöiíêó∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
1,∞,D

≤ σ
∥∥Fk(x, y)

∥∥
D
, (2.58)

äå
∥∥f(x, y)∥∥

1,∞,D
= max

{∥∥f(x, y)∥∥∞,D
,
∥∥∂f(x,y)

∂x

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂y

∥∥
∞,D

}
.

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòåé (2.26), (2.28) çàïèøåìî íåðiâíiñòü (2.58) ó òàêîìó

âèãëÿäi: ∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
1,∞,D

≤

≤ σ

[
Ak(N; ∥

(0)
u⊥(x, y)∥D; ∥

(1)
u⊥(x, y)∥D; . . . ; ∥

(k)
u⊥(x, y)∥D)+

+

∥∥∥∥Ak−1(N;
(0)
u(x, y);

(1)
u(x, y); . . . ;

(k−1)
u (x, y))− (2.59)
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−Ak−1(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y))

∥∥∥∥
D

− Ñ′(∥
(0)
u ∥D)∥

(k)
u ∥D

]
,

äå

Ñ(u) =
∞∑
i=0

|ai|ui, N(u) =
∞∑
i=0

aiu
i.

Äëÿ îöiíêè äðóãîãî äîäàíêà â ïðàâié ÷àñòèíi öüîãî âèðàçó ñêîðèñòà¹ìîñü

íàñòóïíîþ ëåìîþ.

Ëåìà 2.1.∥∥∥As

(
N;

(0)
u⊥(x, y), . . . ,

(s)
u⊥(x, y)

)
− As

(
N;

(0)
u(x, y), . . . ,

(s)
u(x, y)

)∥∥∥
D
≤

≤ hAs

(
Ñ1;
∥∥(0)u ∥∥

1,∞,D
, . . . ,

∥∥(s)u∥∥
1,∞,D

)
, Ñ1(u) = Ñ′(u)u,

Ëåìà 2.1 ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ëåìè 1 ç [9].

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.1, îäåðæó¹ìî îöiíêó äëÿ (2.59):∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
1,∞,D

≤ σ

[
Ak

(
Ñ(u);

∥∥(0)u⊥
∥∥
1,∞,D

;
∥∥(1)u⊥

∥∥
1,∞,D

; . . . ;
∥∥(k)u⊥

∥∥
1,∞,D

)
+

+hAk−1

(
Ñ1(u);

∥∥(0)u ∥∥
1,∞,D

;
∥∥(1)u ∥∥

1,∞,D
; . . . ;

∥∥(k−1)
u
∥∥
1,∞,D

)
−

−Ñ′(∥
(0)
u ∥1,∞,D)∥

(k)
u ∥1,∞,D

]
.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {vk}∞k=0, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

v0 = ∥
(0)
u ∥1,∞,D,

vk = σ
[
Ak

(
Ñ; v0; v1; . . . ; vk

)
+ Ak−1

(
Ñ1; v0; v1; . . . ; vk−1

)
− Ñ′(v0)vk

]
. (2.60)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {vk}∞k=0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∥
(k)
u ∥1,∞,D ≤ vkh

k, k = 0, 1, 2, . . . (2.61)

Äîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà-

÷åíü h ðÿä
∞∑
k=0

∥
(k)
u ∥1,∞,D çáiæíèé. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ñòåïå-

íåâèé ðÿä

g(z) =
∞∑
k=0

vkz
k (2.62)



50

ìà¹ íåíóëüîâèé ðàäióñ çáiæíîñòi.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (2.60), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ g(z) çà-

äîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ

g(z)− v0 = σ
[
Ñ(g(z))− Ñ(v0)− Ñ′(v0)(g(z)− v0) + zÑ1(g(z))

]
. (2.63)

Ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó ôóíêöiþ z = g−1. Ç ðiâíîñòi (2.63) ìîæåìî ëåãêî

îòðèìàòè ÿâíó ôîðìóëó äëÿ z = z(g) :

z(g) =
g(z)− v0 − σ

(
Ñ(g(z))− Ñ(v0) + σÑ′(v0)(g(z)− v0)

)
σÑ1(g(z))

. (2.64)

Âðàõîâóþ÷è, ùî z(v0) = 0, îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ z′(v0) :

z′(v0) =
1

σÑ1(v0)
[1− σ(1 + σ)Ñ′(v0)]. (2.65)

Ç (2.65) íåâàæêî âñòàíîâèòè, ùî z′(v0) ¹ äîäàòíiì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

σ <
2

Ñ ′(v0)

(
1 +

√
1 +

4

Ñ ′(v0)

) . (2.66)

Äàëi, ç (2.64) îäåðæó¹ìî

lim
g→∞

z(g) = − lim
g→∞

Ñ(g)
gÑ′(g)

≤ 0.

Öÿ íåðiâíiñòü çà óìîâè, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2.66) (òîáòî, ùî z′(v0) > 0), ãàðàíòó¹

iñíóâàííÿ òàêîãî gmax > 0, íàéáëèæ÷îãî äî v0, äëÿ ÿêîãî

zmax = max
g∈[v0,∞)

z(g) = z(gmax)

(ÿêùî òàêèõ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ ¹ äåêiëüêà), i öå zmax ¹ ðàäióñîì çáiæíîñòi

ðÿäó (2.62) (äèâ. [56]).

Çâiäñè äiéøëè âèñíîâêó, ùî iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi c, δ, äëÿ ÿêèõ ìà¹

ìiñöå íåðiâíiñòü

vkR
k ≤ c

k1+δ
, k = 1, 2, . . . ,
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äå R = gmax, i ÿêi çàëåæàòü ëèøå âiä N(u) òà v0. Àáî, âðàõîâóþ÷è (2.61),

ìà¹ìî ∥∥(k)u ∥∥
1,∞,D

≤ vk

(
h

R

)k

Rk ≤ c

k1+δ

(
h

R

)k

.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü äà¹ çìîãó ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 2.1. Äëÿ òîãî ùîá ðÿä
∞∑
j=0

(j)
u (x, y) çáiãàâñÿ ñóïåð-

åêñïîíåíöiàëüíî â íîðìi ∥ · ∥1,∞,D, äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

h

R
= q < 1. (2.67)

Íåõàé óìîâà (2.67) âèêîíó¹òüñÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

�

u(x, y) =
∞∑
j=0

(j)
u(x, y).

Ïîêàæåìî, ùî
�

u (x, y) ñïiâïàäà¹ ç ðîçâ'ÿçêîì u(x, y) âèõiäíî¨ çàäà÷i (2.1),

(2.2). Ç öi¹þ ìåòîþ çàïèøåìî FD-ìåòîä ó òàêié ôîðìi:

(j+1)
u (x, y) =

1

2(j + 1)!

y∫
0

x+y−η∫
x−y+η

∂j+1

∂τ j+1

{
N
(
u⊥(ξ, η, τ)

)
+

+ τ
[
N
(
u(ξ, η, τ)

)
− N

(
u⊥(ξ, η, τ)

)]}
τ=0

dξdη, j = 0, 1, . . . ,

(2.68)

(0)
u(x, y) =

1

2

(
ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)

)
+

1

2

x+y∫
x−y

ψ(ξ)dξ+

+
1

2

y∫
0

x+y−η∫
x−y+η

{
N
((0)
u ⊥(ξ, η)

)
+ f(ξ, η)

}
dξdη. (2.69)

Ïðîñóìó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè (2.68) çà j âiä 0 äî ∞ i äîäàìî (2.69). Îäåðæèìî

ðiâíÿííÿ

�

u(x, y) =
1

2

(
ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)

)
+

1

2

x+y∫
x−y

ψ(ξ)dξ+

+
1

2

y∫
0

x+y−η∫
x−y+η

{
N
(
�

u(ξ, η)
)
+ f(ξ, η)

}
dξdη.
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Ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî
�

u(x, y) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2), à îñêiëüêè

âií ¹äèíèé, òî
�

u(x, y) = u(x, y).

Îòæå, íàìè äîâåäåíî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1 i ôóíêöiÿ N(u) ¹ àíà-

ëiòè÷íîþ íà âñié ÷èñëîâié îñi, òîáòî

N(u) =
∞∑
i=1

aiu
i, ∀u ∈ R.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ �à� , �á� i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) ∈ C2(D)

çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) ìîæíà ÿê çàâãîäíî òî÷íî çíàéòè çà äîïîìîãîþ FD-

ìåòîäó (2.24)�(2.28). Êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi îöiíêè øâèäêîñòi

çáiæíîñòi ìåòîäó:

∥∥u(x, y)− m
u(x, y)

∥∥
1,∞,D

≤ cR

(m+ 1)1+δ(R− h)

(
h

R

)m+1

, m ∈ N ∪ {0},

(2.70)

äå
∥∥f(x, y)∥∥

1,∞,D
= max

{∥∥f(x, y)∥∥∞,D
,
∥∥∂f(x,y)

∂x

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂y

∥∥
∞,D

}
, h � êðîê ñi-

òêè FD-ìåòîäó, h < R, à äîäàòíi äiéñíi ñòàëi c, R, δ çàëåæàòü ëèøå âiä

âõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i 2).

Òåîðåìà 2.3 ïîêàçó¹, ùî êðîê ðîçáèòòÿ h çàâæäè ìîæå áóòè âèáðàíèé

òàêèì ÷èíîì, ùîá FD-ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) â îáëà-

ñòi D çáiãàâñÿ ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ, òîáòî øâèäøå, íiæ ðÿä,

óòâîðåíèé ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì q = h
R < 1.

2.4 ×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

Êëåéíà�Ãîðäîíà

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îá÷èñëåííÿ ïîïðàâîê
(k)
u(x, y) FD-ìåòîäó, ùî ¹ ðîçâ'ÿç-

êàìè ñèñòåìè çàäà÷ (2.24)�(2.28), ïîâ'ÿçàíå ç îá÷èñëåííÿì îäèíàðíèõ òà ïî-

äâiéíèõ iíòåãðàëiâ çi çìiííèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ (äèâ. ôîðìóëè (2.30),

2)Äåòàëüíiøå ïðî ïîõîäæåííÿ ñòàëî¨ R äèâ. [64].
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(2.48)). Âðàõîâóþ÷è ðåêóðñèâíèé õàðàêòåð ñèñòåìè (2.24)�(2.28), ìîæíà äi-

éòè âèñíîâêó, ùî âèêëþ÷íî àíàëiòè÷íà àëãîðèòìi÷íà ðåàëiçàöiÿ FD-ìåòîäó

âèñîêîãî ðàíãó (ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ ñèñòåì êîìïþòåðíî¨ àëãåáðè, òà-

êèõ ÿê Maple, Mathematica, Maxima òîùî) ¹ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâîþ (ãîëîâ-

íèì ÷èíîì ÷åðåç ñêëàäíiñòü àíàëiòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ), òàê

ñàìî ÿê, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó çàäà÷i Ãóðñà äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà

(2.1) (äèâ. [12]). Î÷åâèäî ïîäîëàòè òàêi òðóäíîùi ìîæíà âèêîðèñòîâóþ÷è ÷è-

ñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè çàäà÷ (2.24)�(2.28). Íàâåäåìî îäèí ç ìî-

æëèâèõ ïðàêòè÷íèõ ïiäõîäiâ àëãîðèòìi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó ç âèêîðè-

ñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ñõåì iíòåãðóâàííÿ.

Íàñàìïåðåä çàçíà÷èìî, ùî ïåðåòâîðåííÿì Φ : D
Φ→ DΦ

Φ =

x = ξ + η,

y = ξ − η,
Φ−1 =

ξ =
1
2(x+ y),

η = 1
2(x− y)

(2.71)

çàäà÷i (2.24)�(2.28) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

−∂
2
(0)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= f(ξ + η, ξ − η) + N(

(0)
v ⊥(ξ, η)), (2.72)

(0)
v (ξ, ξ) = ϕ(2ξ),

(0)
v η (ξ, ξ) = ϕ′(2ξ)− ψ(2ξ), (2.73)

∀ξ ∈
[
XM − YM

2
,
XM + YM

2

]
,

(0)
v (ξ, η) ∈ C(Φ(D)) = C(DΦ),

(0)
v η(ξ, η) ∈ C(DΦ), (2.74)

−∂
2
(k)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= −N′(

(0)
v ⊥(ξ, η))

(0)
v ⊥(ξ, η)−Fk(ξ+ η, ξ− η), (ξ, η) ∈ DΦ, (2.75)

(k)
v (ξ, η) ∈ C(DΦ, ),

(k)
v η(ξ, η) ∈ C(DΦ), (2.76)

(k)
v (ξ, ξ) = 0,

(k)
v η (ξ, ξ) = 0, ∀ξ ∈

[
XM − YM

2
,
XM +XM

2

]
, k = 1, 2, . . . , (2.77)

äå
(k)
v (ξ, η) =

(k)
u (ξ+ η, ξ− η),

(k)
v ⊥(ξ, η) =

(k)
u ⊥(ξ+ η, ξ− η), à Fk(ξ+ η, ξ− η), k =

0, 1, 2, . . . âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç (2.28).
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Óìîâè (2.74) òà (2.76) ¹ àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ óìîâ çøèâêè â ñèñòåìi

(2.24)�(2.28). Óìîâè (2.74) âèïëèâàþòü ç òîãî, ùî ðîçâ'ÿçîê
(0)
u (x, y) áàçîâî¨

çàäà÷i (2.24), (2.25) ¹ íåïåðåðâíî�äèôåðåíöiéîâàíîþ ôóíêöi¹þ íà çàìêíåíié

îáëàñòi D. Çâiäñè âiäðàçó âèïëèâà¹ óìîâà íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨
(0)
v (ξ, η) íà

DΦ. Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíi ñïiââiäíîøåííÿ

∂u(x, y)

∂x
=

1

2

∂v(ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣ξ=1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

+
1

2

∂v(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η=1
2 (x−y)

,

∂u(x, y)

∂y
=

1

2

∂v(ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η=1
2 (x−y)

− 1

2

∂v(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣ξ=1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

,

ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî

vξ(ξ, η) ∈ C(DΦ), vη(ξ, η) ∈ C(DΦ),

äå v(ξ, η) = u(ξ + η, ξ − η).

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ
(0)
v (ξ, η), ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(2.72) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.73), (2.74), àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿ¹ i óìîâó

v′ξ(ξ, η) ∈ C(DΦ). Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî çàäà÷i (2.24), (2.25) òà (2.72)�

(2.74) ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òîáòî, ÿêùî
(0)
u(x, y) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.24), (2.25),

òî ôóíêöiÿ
(0)
v (ξ, η) =

(0)
u(ξ+η, ξ−η) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.72)�(2.74) i íàâïàêè.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâi i ñòîñîâíî çàäà÷ (2.26), (2.27) òà (2.75)�

(2.77).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðîçâ'ÿçîê
(0)
v(ξ, η) áàçîâî¨ çàäà÷i (2.72)�(2.74) ìîæíà çà-

ïèñàòè òàê:

(0)
v (ξ, η) = ϕ(2ξ) +

η∫
ξ

(
ϕ′(2t)− ψ(2t) +

ξ∫
η

R0(s, t)ds
)
dt =

=
1

2
ϕ(2ξ) +

1

2
ϕ(2η)−

η∫
ξ

ψ(2t)dt+

η∫
ξ

ξ∫
t

R0(s, t)dsdt ∀(s, t) ∈ DΦ, (2.78)

äå R0(ξ, η) ≡ −f(ξ + η, ξ − η) + N(
(0)
v ⊥(ξ, η)).
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Àíàëîãi÷íó ôîðìóëó ìà¹ìî i äëÿ ïîïðàâîê
(k)
v (ξ, η), ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ñèñòåìè çàäà÷ (2.75)�(2.77) :

(k)
v (ξ, η) =

η∫
ξ

ξ∫
t

Rk(s, t)dsdt, ∀(s, t) ∈ DΦ, k = 1, 2, . . . , (2.79)

äå Rk(ξ, η) = −N′(
(0)
v ⊥(ξ, η))

(0)
v ⊥(ξ, η)− Fk(ξ + η, ξ − η).

Ôîðìóëè (2.78), (2.79) ìîæíà òàêîæ îäåðæàòè ç ôîðìóëè Ä'Àëàìáåðà,

âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ (2.71).

Âîäíî÷àñ, ç òî÷êè çîðó ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨, ôîðìóëè (2.78) òà (2.79) ¹

çðó÷íiøèìè, íiæ ôîðìóëà Ä'Àëàìáåðà â ÷èñòîìó âèãëÿäi (çîêðåìà, öå ñòî-

ñó¹òüñÿ áiëüø çðó÷íî¨ ôîðìè ìåæ iíòåãðóâàííÿ). Òîìó ïðèéìåìî ïîçíà÷åííÿ

p = i + j, q = i− j i çîñåðåäèìî óâàãó íàäàëi íà ôóíêöiÿõ
(k)
v(ξ, η), à òî÷íiøå

íà ¨õ ñiòêîâèõ ïðîåêöiÿõ:

(k)

V [p, q] ≡
(k)

V [i+j, i−j] =
(k)
v

(
1

2
(xi+yj),

1

2
(xi−yj)

)
=

(k)
u (xi, yj) =

(k)

U [i, j], (2.80)

äå xi = XM − YM + ih1, yj = jh1, h1 = h/nI , nI ∈ N, nI ≥ 9, h � êðîê

äèñêðåòèçàöi¨ FD-ìåòîäó, p, q ∈ Z (äèâ. ðèñ.2).

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ âèçíà÷åíèõ âèùå ñiòêîâèõ ôóíêöié
(k)

U [i, j] (2.80) áóäå

ìíîæèíà ωI = {(i, j)| (xi, yj) ∈ D} (äèâ. ðèñ. 3). Ïðè öüîìó, ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñiòêîâèõ ôóíêöié
(k)

V [p, q] çãiäíî ç îçíà÷åííÿ (2.80)

ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ Φ−1(ωI) = {(i + j, i − j)| i, j ∈ N
∪
{0}, (xi, yj) ∈ D}

(äèâ. ðèñ. 4).
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Ðèñ. 3 Îáëàñòü ωI

Ðiâíîñòi (2.80) î÷åâèäíèì ÷èíîì çàäàþòü âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Φ−1(ωI)

íà DΦ, ÿêå äi¹ çà çàêîíîì (äèâ. ðèñ. 4):

Φ−1(ωI) ∋ (p, q) = (i+ j, i− j) −→
(
1

2
(xi + yj),

1

2
(xi − yj)

)
= (ξp, ηq).

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ

ωI → D : ωI ∋ (i, j) −→ (xi, yj) ∈ D.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f(ξ, η), âèçíà÷åíî¨ íà DΦ, ÷åðåç

f [p, q] áóäåìî ïîçíà÷àòè ôóíêöiþ äâîõ äèñêðåòíèõ àðãóìåíòiâ p òà q, âè-

çíà÷åíó íà Φ−1(ωI), ÿêà äi¹ çà çàêîíîì

f [p, q] = f(ξp, ηq), (ξp, ηq) ∈ Φ−1(ωI).

Ç îãëÿäó íà íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ñòà¹ î÷åâèäíî, ùî àëãîðèòì FD-

ìåòîäó m�ãî ðàíãó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî

ðiâíÿííÿ â îáëàñòi D ìîæíà çâåñòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ (m + 1) · N ëiíiéíèõ

çàäà÷ âèãëÿäó3)

3)N � êiëüêiñòü ñìóã ðîçáèòòÿ FD-ìåòîäó (äèâ. (2.20)).
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Ðèñ. 4 Îáëàñòü Φ−1(ωI)

∂2w(ξ, η)

∂ξ∂η
= R(ξ, η),

w(ph1 + η, η) = ϕ1(η), (2.81)

w′
ξ(ξ, ξ − ph1) = ψ1(ξ), p ∈ N

íà îáëàñòi D̃ (ðèñ.5). Îáëàñòü D̃ ìà¹ ôîðìó ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ i ÿâëÿ¹ ñîáîþ

îäíó çi ñìóã ðîçáèòòÿ FD-ìåòîäó. ßê áà÷èìî, ïî÷àòêîâi óìîâè çàäà÷i Êîøi

(2.81) çàäàíî íà íèæíié îñíîâi òðàïåöi¨ D̃.

Ç àëãîðèòìi÷íî¨ òîêè çîðó çàäà÷ó (2.81) äîöiëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè â äâà åòà-

ïè, êîæåí ç ÿêèõ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi îäèíàðíîãî iíòåãðàëà çi çìiííîþ âåðõ-

íüîþ ìåæåþ íà îáëàñòi D̃:

w′
ξ(ξ, η) = ψ1(ξ)−

η∫
ξ−ph1

R(ξ, η1)dη1,

w(ξ, η) = ϕ1(η) +

ξ∫
ph1+η

w′
ξ(ξ1, η)dξ1.
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Ðèñ. 5 Îáëàñòü D̃.

Ùîá çíàéòè ïðîåêöi¨ w′
ξ[i, j], w[i, j] ôóíêöié w

′
ξ(ξ, η) i w(ξ, η) âiäïîâiäíî,

íà ñiòêó Φ−1(ωI)
∩
D̃, âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 1. Îá÷èñëåííÿ w′
ξ[i, j] :

for i := 2p+ 8 to 2p+K − 1 do

begin

j := i− 2p;

w′
ξ[i, j] := ψ1(ξi);

w′
ξ[i, j − 2] := w′

ξ[i, j]−

−
h1∫
0

I
(
R[i, j], R[i, j − 2], R[i, j − 4], R[i, j − 6], R[i, j − 8];h1; t

)
dt;

a := 4;

repeat

w′
ξ[i, j − a] := w′

ξ[i, j − a+ 4]−

−
2h1∫
0

I
(
R[i, j − a+ 4], R[i, j − a+ 2], R[i, j − a];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;

until (i, j − a) /∈ Φ−1(ωI)
∩
D̃;

end.

Àëãîðèòì 2. Îá÷èñëåííÿ w[i, j] :

for j := 0 to K − 9 do

begin
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i := j + 2p;

w[i, j] := ϕ1(ηj);

w[i+ 2, j] := w[i, j]+

+

h1∫
0

I
(
R[i, j], R[i+ 2, j], R[i+ 4, j], R[i+ 6, j], R[i+ 8, j];h1; t

)
dt;

a := 4;

repeat

w[i+ a, j] := w[i+ a− 4, j]+

+

2h1∫
0

I
(
R[i+ a− 4, j], R[i+ a− 2, j], R[i+ a, j];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;

until (i+ a, j) /∈ Φ−1(ωI)
∩
D̃;

end.

Òóò ëiòåðîþ K ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Φ−1(ωI), ùî ëå-

æàòü íà íèæíié îñíîâi òðàïåöi¨ D̃, à I(r1, r2, . . . , rn;h1; t) � iíòåðïîëÿ-

öiéíèé ïîëiíîì âiä çìiííî¨ t ñòåïåíÿ n − 1, ïîáóäîâàíèé çà òî÷êàìè

(r1; 0), (r2;h1), (r3; 2h1), . . . , (rn; (n− 1)h1).

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî â òàêîìó ðàçi âèðàç

2h1∫
0

I
(
r1, r2, r3;h1; t

)
dt � öå

äîáðå âiäîìà ôîðìóëó Ñiìïñîíà
h1
3
(r1 + 4r2 + r3), ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ ÿêî¨

íà êðîöi ñòàíîâèòü O(h51).

Ôîðìóëà

h1∫
0

I
(
r1, r2, r3, r4, r5;h1; t

)
dt, ÿêó òàêîæ âèêîðèñòàíî â àëãîðèòìi,

¹ ðiçíîâèäîì ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà i çàáåçïå÷ó¹ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ âiä-

ïîâiäíîãî iíòåãðàëà ç òî÷íiñòþ ïîðÿäêó O(h51).

Íàâåäåíèé âèùå àëãîðèòì äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ñiòêîâèõ ôóí-

êöié w′
ξ[·, ·] òà w[·, ·] â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè Φ−1(ωI)

∩
D̃, îêðiì ôiêñîâàíî¨

(íåçàëåæíî¨ âiä h1) êiëüêîñòi òî÷îê, ùî çíàõîäÿòüñÿ â êóòàõ ïðè îñíîâi òðà-

ïåöi¨ D̃. Öi òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ íà ïðÿìèõ

ξ = ξi, i = 2p+ 1, . . . , 2p+ 7, (2.82)
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òà

η = ηj, j = K − 8, K − 7, . . . , K − 2. (2.83)

Î÷åâèäíî, ùî êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåãðóâàííÿ íà êîæíié òàêié ïðÿìié â ïå-

ðåòèíi ç ìíîæèíîþ D̃ íå ïåðåâèùó¹ ÷îòèðüîõ, ùî ¹ íåäîñòàòíiì äëÿ çàáåç-

ïå÷åííÿ òî÷íîñòi ïîðÿäêó O(h51) ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà.

Ïðîòå çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöié w′
ξ[·, ·] òà w[·, ·] ó öèõ òî÷êàõ ç òî÷íiñòþO(h51)

ìîæëèâî: äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âèêîðèñòàòè iíòåðïîëþâàííÿ ïî 5-òè òî÷êàõ â

íàïðÿìêó, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî íàïðÿìêó ïðÿìèõ (2.82), (2.83).

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî íàâåäåíèé òóò àëãîðèòì áóäå åôåêòèâíèì ëèøå ó

âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâàíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè R(ξ, η) (2.81) äî 4�ãî

ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Öå âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ òåîðåì ïðî òî÷íiñòü êâàäðàòóðíèõ

ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà. Ó òåðìiíàõ âèõiäíî¨ çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) ìà¹ìî,

ùî äëÿ çàñòîñóâàííÿ âèêëàäåíîãî àëãîðèòìó íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ

òàêi óìîâè (äîäàòêîâî äî óìîâ òåîðåìè 2.3):

ϕ(x) ∈ C4
(
[XM − YM , XM + YM ]

)
, ψ(x) ∈ C3

(
[XM − YM , XM + YM ]

)
,

f(x, y) ∈ C4(D).

2.5 ×èñåëüíi ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà (2.1) ç ôóíêöi¹þ

N(u) = u3, òîáòî â îáëàñòi D = {(x, y)|0 < y ≤ ε, y − ε < x < ε− y} áóäåìî

øóêàòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi:

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− u3(x, y) = −6x2y − 2y + y3

(1 + x2)3
, (x, y) ∈ D, (2.84)

u(x, 0) = 0, u′y(x, 0) =
1

1 + x2
, x ∈ [−1, 1]. (2.85)

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ

u∗(x, y) =
y

1 + x2
.
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Ïåðåâiðèìî äëÿ çàäà÷i (2.84), (2.85) âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 2.1, i çíàéäå-

ìî çíà÷åííÿ ñòàëî¨ ε (3.4).

Î÷åâèäíî, ùî N(u) = u3 ∈ C2(R), ϕ(x) ≡ 0 ∈ C2
b (R), ψ(x) =

1

1 + x2
∈

C1
b (R), à ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.84) íàëåæèòü êëàñó ôóíêöié C1

b (Dε) (äèâ.

(2.3)). Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ñòàëî¨M1 çãiäíî ç (2.6). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

M1 = ∥u1(x, y)∥C(R×[0,1]) + 1 = 0, 95547 + 1 < 2,

äå

u1(x, y) =
1

2

[
arctg(x+ y)− arctg(x− y)

]
+

1

64

[(
3x6 − 12yx5+

+(9 + 18y2)x4 − (24y + 12y3)x3 + (41 + 24y2 + 3y4)x2 − (12y + 12y3)x+

+35+6y2+3y3
)
arctg(x− y)−

(
3x6+12yx5+(9+ 18y2)x4+ (24y+12y3)x3+

+(41 + 24y2 + 3y4)x2 + (12y + 12y3)x+ 35 + 6y2 + 3y3
)
arctg(x+ y)+

+
(
24yx5 + (48y + 24y3)x3 + (24y + 24y3)x

)
arctg x+

+6yx4 + (12y + 18y3)x2 + 70y + 10y3

]/
(1 + x2).

Òîäi

ε = min

{
1;
√
2

(
max
|u|≤ 2

∣∣u3∣∣)−1
2

;
√
2q1

(
max
|u|≤ 2

∣∣3u2∣∣)−1
2
}
.

Íåõàé ñòàëà q1 = 1/2. Òîäi îäåðæèìî

ε = min

{
1;

√
2√
8
;

1√
12

}
=

√
3

6
. (2.86)

Îòæå, øóêàòèìåìî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.84), (2.85) â

îáëàñòi D =
{
(x, y)|0 < y ≤

√
3/6, y −

√
3/6 < x <

√
3/6− y

}
.

Çàñòîñîâóþ÷è äî çàäà÷i (2.84), (2.85) FD-ìåòîä, îäåðæó¹ìî íàñòóïíó ñè-

ñòåìó ðåêóðåíòíèõ çàäà÷ Êîøi:

∂2
(0)
u(x, y)

∂y2
− ∂2

(0)
u(x, y)

∂x2
=

2y − 6x2y − y3

(1 + x2)3
+

(0)

u3(x, yj−1),

(x, y) ∈ Dj = [y +
√
3/6;

√
3/6− y]× (yj−1, yj], j = 1, N,
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((0)
u (x, yj + 0)−

(0)
u (x, yj − 0)

) def
≡
[(0)
u(x, y)

]
y=yj

= 0, (2.87)

[(0)
u′y (x, y)

]
y=yj

= 0 ∀x ∈ [yj−1 −
√
3/6;

√
3/6− yj−1]∀j ∈ 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = 0,

(0)

u′y (x, 0) =
1

1 + x2
∀x ∈ [−1; 1],

∂2
(k)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(k)
u (x, y)

∂x2
=3

(0)

u2(x, yj−1)
(k)
u (x, yj−1)− Fk(x, y)∀(x, y)∈D,

[
(k)
u (x, y)

]
y=yj

= 0,

[
∂
(k)
u (x, y)

∂y

]
y=yj

= 0

∀x ∈ [yj−1 −
√
3/6;

√
3/6− yj−1] ∀j ∈ 1, N − 1, (2.88)

(k)
u(x, 0) = 0,

∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ [−1, 1], k = 1, 2, . . . ,

äå ôóíêöiþ Fk(x, y) âèçíà÷åíî çãiäíî ç (2.28).

Ðèñ. 2.1. Ãðàôiê çàëåæíîñòi øâèäêîñòi çáiæíîñòi FD-ìåòîäó âiä ðàíãó m òà

êðîêiâ äèñêðåòèçàöi¨ h, hs : �− l(0, 01; 0, 001;m); +−
l(0, 007; 0, 0004;m);♢− l(0, 005; 0, 0002;m);⃝− l(0, 003; 0, 0001;m).

Äëÿ îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ôóíêöiþ

δ(h;hs;m) =
∥∥(m)
u(x, y, h, hs)− u∗(x, y)

∥∥
D
, (2.89)
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äå h � êðîê äèñêðåòèçàöi¨ FD-ìåòîäó, hs � êðîê êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè4).

Â òàáë. 2.1, íàâåäåíî ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó äî çàäà÷i Êîøi

(2.84), (2.85) â îáëàñòi

D =
{
(x, y)|0 < y <

√
3/6, y −

√
3/6 < x <

√
3/6− y

}
ç êðîêàìè äèñêðåòèçàöi¨ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè hs = 0, 001; 0, 0004;

0, 0002; 0, 0001 òà êðîêàìè äèñêðåòèçàöi¨ FD-ìåòîäó h = 0, 01; 0, 007;

0, 005; 0, 003 âiäïîâiäíî.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi ìåòîäó çðó÷íî ðîç-

ãëÿíóòè ôóíêöiþ

l(m,h, hs) = ln(δ(h;hs;m)) = ln
(∥∥(m)

u(x, y, h, hs)− u∗(x, y)
∥∥
D

)
,

ãðàôiêè ÿêî¨ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ m,h, òà hs ïîäàíî íà ðèñ.

2.1. Ìàéæå ïðÿìîëiíiéíèé õàðàêòåð ãðàôiêiâ ñâiä÷èòü ïðî åêñïîíåíöiàëüíó

øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ïîõèáêè FD-ìåòîäó ïðè çáiëüøåííi ðàíãó ìåòîäó, ùî

ïiäòâåðäæó¹ îäåðæàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè.

4)Òóò äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ áóëî âèêîðèñòàíî ôîðìóëó Ñiìïñîíà.
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Òàáëèöÿ 2.1

Ïîõèáêà FD-ìåòîäó ÿê ôóíêöiÿ âiä ðàíãó (m) i êðîêiâ (h, hs)

m Çíà÷åííÿ δ(h;hs;m)

δ(0.01; 0.001;m) δ(0.007; 0.0004;m)

0 0.00482008737297868 0.00247476450143269

1 4.20259567426333e-05 1.13911037650655e-05

2 3.95111377071091e-07 5.75286142525985e-08

3 3.7958256405744e-09 3.00014080324208e-10

4 4.33937223627304e-11 2.10684693653788e-12

δ(0.005; 0.0002;m) δ(0.003; 0.0001;m)

0 0.00166433055655046 0.00125369326763414

1 5.19962629886347e-06 2.9639016211557e-06

2 1.79291471227014e-08 7.75676964050381e-09

3 6.4082143283881e-11 2.10828729150418e-11

4 3.42312053358461e-13 4.46870093332802e-14

Ïðèêëàä 2.

Íåõàé ïîòðiáíî çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.84), (2.85)

â îáëàñòi T = {(x, y)|0 < y ≤ 3, y − 3 < x < 3− y} . Çàñòîñó¹ìî ñïî÷àòêó

äî öi¹¨ çàäà÷i ìåòîä äåêîìïîçèöi¨ Àäîìÿíà (Adomian Decomposition method

(ADM)). Âií ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi p�ãî íàáëèæåííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ó âè-

ãëÿäi ñóìè
p
u (x, y) =

p∑
n=0

uk(x, y),

äå íåâiäîìi ôóíêöi¨ uk(x, y), âðàõîâóþ÷è çàãàëüíó iäåþ ìåòîäó Àäîìÿíà [34],

à òàêîæ, ùî ðîç'çâÿçîê u(x, y) çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi:

u(x, y) = u(x, 0) + yu′y(x, 0) +

y∫
0

η∫
0

∂2u(x, t)

∂x2
dtdη+
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+

y∫
0

η∫
0

N(u(x, t))dtdη +
y∫

0

η∫
0

f(x, t)dtdη,

øóêàþòüñÿ ç ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

u0(x, y) = u(x, 0) + yu′y(x, 0) +

y∫
0

η∫
0

f(x, t)dtdη,

un(x, y) =

y∫
0

η∫
0

∂2un−1(x, t)

∂x2
dtdη+

y∫
0

η∫
0

An−1(N(u);u0(x, t), . . . , un−1(x, t))dtdη,

n = 1, 2, . . . .

Äëÿ îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó äëÿ n�¨ ïîïðàâêè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî âåëè÷èíó

∆(n) =
∥∥un(x, y)− u∗(x, y)

∥∥
T

Â òàáë. 2.2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ∆(n), n = 0, 1, 2, . . . , îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi

çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðîçêëàäó Àäîìÿíà äî çàäà÷i (2.84), (2.85) â îáëàñòi D1,

ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ôàêòè÷íó ðîçáiæíiñòü öüîãî ìåòîäó.

Òàáëèöÿ 2.2

Ïîõèáêà n�¨ ïîïðàâêè ADM äëÿ çàäà÷i (2.84), (2.85) â îáëàñòi T

n Çíà÷åííÿ ∆(n)

0 7,20982334631531

1 58,3816586782342

2 452,439243328715

3 3439,12578887853

4 26046,9063162019

Â ñèëó òîãî, ùî N(u(x, 0)) = 0, òî ÿêùî â FD-ìåòîäi (2.87)�(2.88) äëÿ

çàäà÷i Êîøi (2.84), (2.85) êðîê ìåòîäó h = 1, âií ñïiâïàäà¹ ç ADM. Òîìó, ÿê

âèïëèâà¹ ç òàáë. 2.2 ïðè h = 1 FD-ìåòîä òàêîæ áóäå ðîçáiæíèì â T .

Îäíàê, çàñòîñóâàâøè äî çàäà÷i (2.84), (2.85) FD-ìåòîä ç iíøèìè êðîêà-

ìè ðîçáèòòÿ îáëàñòi T òà âçÿâøè â ÿêîñòi îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ (2.89), îäåðæèìî ðåçóëüòàòè, ÿêi ïðåäñòàâëåíi â òàáë. 2.3.



66

Òàáëèöÿ 2.3

Ïîõèáêà FD-ìåòîäó ÿê ôóíêöiÿ âiä ðàíãó (m) i êðîêiâ (h, hs)

m Çíà÷åííÿ δ(h;hs;m)

δ(0.05; 0.005;m) δ(0.03; 0.003;m)

0 0.0310114081200106 0.0184217467290586

1 0.00152105670576216 0.000483074544493563

2 0.000281103778923219 5.37817311016845e-05

3 3.54724841293716e-05 3.98776842795765e-06

4 4.03935022096392e-06 2.65184539280688e-07

δ(0.02; 0.002;m) δ(0.015; 0.0015;m)

0 0.0131021366856539 0.00914357195072935

1 0.000240576253001562 0.000116734951964527

2 1.86080198120121e-05 6.13899234751751e-06

3 9.76700318849097e-07 2.2404740133938e-07

4 4.58731138681366e-08 7.3084565346857e-09

2.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî FD-ìåòîä ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà â äåÿêié îáëàñòi D ⊆ Ω, äå Ω =
{
(x, y)| −∞ < x < +∞, y > 0

}
, ùî

áàçó¹òüñÿ íà iäå¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî

âèãëÿäó (äèâ. [47]). Òàêîæ çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ïðîãðàìíî¨ iìïëåìåíòàöi¨

FD-ìåòîäó ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ñõåì iíòåãðóâàííÿ.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó ¹:

1) Äîâåäåíî òåîðåìó, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëîêàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (òåîðåìà

2.1);

2) ðîçðîáëåíî çàãàëüíó ñõåìó FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ
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íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.1)�(2.2) (ïiäðîçäië 2.2);

3) äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìiñòèòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (2.1)�(2.2) äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëà-

ñòi D ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ (òåîðåìà 2.3);

4) çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ïðîãðàìíî¨ iìïëåìåíòàöi¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.1)�(2.2) ç âèêîðè-

ñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ (ïiäðîçäië 2.4);

5) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâà-

ííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (àëãîðèòì 1 òà

àëãîðèòì 2);

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â 2 ñòàòòÿõ [13], [14] òà

äîïîâiäàëèñÿ íà òðüîõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ :

1) VI Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Iâàíà Iâàíîâè÷à Ëÿøêà,

5-6 âåðåñíÿ 2013 ð., Êè¨â.

2) Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, îá-

÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà, òåîðiÿ ôóíêöié òà ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ìåõà-

íiêè� äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà-

¨íè Ïîëîæîãî Ãåîðãiÿ Ìèêîëàéîâè÷à, 23-24 êâiòíÿ 2014 ð., Êè¨â.

3) Ï'ÿòíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàä. Ìèõàéëà Êðàâ-

÷óêà, 15-17 òðàâíÿ 2014 ð., Êè¨â.
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ÐÎÇÄIË 3

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÉ ÌÅÒÎÄ

ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÃÓÐÑÀ ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ

ÐIÂÍßÍÍß ÊËÅÉÍÀ�ÃÎÐÄÎÍÀ

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i

¹äèíiñòü ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ãóðñà äëÿ

íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà, çàïèñàíîãî â

òðîõè ìîäèôiêîâàíîìó âèãëÿäi

∂2u(x, y)

∂x∂y
+ N(u(x, y)) = f(x, y), (3.1)

u(x, 0) = ψ(x), u(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), (3.2)

äå (x, y) ∈ Ω, Ω =
{
(x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y

}
.

Ðiâíÿííÿ (3.1) îäåðæó¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà

∂2v(ξ, t)

∂t2
− ∂2v(ξ, t)

∂ξ2
− N(v(ξ, t)) = Φ(ξ, t)

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, àíàëîãi÷íîãî äî ïåðåòâîðåííÿ (2.71). À

ñàìå:

Φ =

ξ = x+ y,

t = x− y,
Φ−1 =

x = 1
2(ξ + t),

y = 1
2(ξ − t)

Òîäi, î÷åâèäíî, u(x, y) = v(x+ y, x− y), f(x, y) = −Φ(x+ y, x− y).

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ck(Rm) ïðîñòið

ôóíêöié íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèõ íà Rm äî k - ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. ×å-

ðåç Ck
b (Rm) ïîçíà÷èìî ïiäìîæèíó ïðîñòîðó Ck(Rm) äî ÿêî¨ âõîäÿòü ôóíêöi¨

f(x) ∈ Ck(Rm), ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.3). ßê i ðàíiøå, ëiíiéíèé ïðî-

ñòið Ck
b (Rm), îñíàùåíèé íîðìîþ ∥ · ∥Ck

b (Rm) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (äèâ.[73]).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ïðî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-

êó çàäà÷i Ãóðñà äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1).
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Òåîðåìà 3.1. Íåõàé N(u) ∈ C2(R), ψ(x) ∈ C1
b (R), ϕ(y) ∈ C1

b (R), f(x, y) ∈
C1

b (Dε). Òîäi äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i Ãóð-

ñà (3.1), (3.2) iñíó¹ ïðèíàéìíi íà ìíîæèíi

Dε = {(0; ε)× (0; ε)}, (3.3)

äå

ε = min

{
1;

(
max
|u|≤M1

∣∣N(u)∣∣)− 1
2

;
√
q1

(
max
|u|≤M1

∣∣N′(u)
∣∣)− 1

2
}
, (3.4)

M1 = ∥u1(x, y)∥C([0,1]×[0,1]) + 1, (3.5)

u1(x, y) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2) ïðè N(u) ≡ 0, 0 < q1 < 1, i íà

öié ìíîæèíi âií ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêîðèñòà¹ìî òåõíiêó, ùî áóëà çà-

ñòîñîâàíà ïðè äîâåäåíi òåîðåìè 2.1.

Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî N(0) = 0 (öüîãî çàâæäè

ìîæíà äîñÿãòè, çìiíèâøè âiäïîâiäíèì ÷èíîì ôóíêöiþ f(x, y)).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié un(x, y), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè íàñòóïíî¨

ðåêóðåíòíî¨ ñèñòåìè çàäà÷ Ãóðñà:

∂2un(x, y)

∂x∂y
= N(un−1(x, y)) + f(x, y), (3.6)

un(x, 0) = ψ(x), un(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), n = 1, 2, . . . , (3.7)

äå u0(x, y) = 0.

Äâi÷i iíòåãðóþ÷è (3.6), âðàõîâóþ÷è (3.7), çíàéäåìî:

u1(x, y) = ψ(x)− ψ(0) + ϕ(y) +

x∫
0

y∫
0

f(ξ, η)dξdη,

un(x, y) = ψ(x)− ψ(0) + ϕ(y) +

x∫
0

y∫
0

f(ξ, η)dξdη+

+

x∫
0

y∫
0

N(un−1(ξ, η))dξdη, n = 2, 3, . . .
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çâiäêè

un(x, y) = u1(x, y) +

x∫
0

y∫
0

N(un−1(ξ, η))dξdη. (3.8)

Äèôåðåíöiþþ÷è (3.8), îäåðæèìî

∂un(x, y)

∂x
=
∂u1(x, y)

∂x
+

y∫
0

N
(
un−1(x, η)

)
dη, (3.9)

∂un(x, y)

∂y
=
∂u1(x, y)

∂y
+

x∫
0

N
(
un−1(ξ, y)

)
dξ. (3.10)

Ïðîäîâæóþ÷è äèôåðåíöiþâàííÿ, ç (3.9), (3.10) îäåðæèìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

∂2un(x, y)

∂y2
=
∂2u1(x, y)

∂y2
+

x∫
0

N ′(un−1(ξ, y)
)∂un−1(ξ, y)

∂y
dξ; (3.11)

∂2un(x, y)

∂x2
=
∂2u1(x, y)

∂x2
+

y∫
0

N ′(un−1(x, η)
)∂un−1(x, η)

∂x
dη; (3.12)

∂un(x, y)

∂x∂y
=
∂u1(x, y)

∂x∂y
+ N(un−1(x, y)). (3.13)

Ç ôîðìóëè (3.8), áåðó÷è äî óâàãè (3.3), (3.4), (3.5), îäåðæèìî íàñòóïíó

îöiíêó ∥∥un(x, y)∥∥C(Dε)
≤
∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)

+ ε2
∥∥N(un−1(x, y))

∥∥
C(Dε)

≤

≤ ∥u1(x, y)∥C(D1) + 1 =M1, (3.14)

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {un(x, y)} ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi Dε.

Äîâåäåìî, ùî âîíà ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ â ïðîñòîði C(Dε), îñíàùåíî-

ìó ÷åáèøîâñüêîþ ìåòðèêîþ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié {ûn(x, y)}, âèçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì

ûn(x, y)
def
= un+1(x, y)− un(x, y).

Ç ôîðìóëè (3.8) âèïëèâà¹, ùî∥∥ûn(x, y)∥∥C(Dε)
≤ ε2L1

∥∥un(x, y)− un−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

= ε2L1

∥∥ûn−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

,

(3.15)
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äå L1 = max
|u|≤M1

∣∣N ′(u)
∣∣.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âèáðàíîãî íàìè ε (3.4), ç ôîðìóëè (3.15), ëåãêî îäåð-

æàòè ∥∥ûn(x, y)∥∥C(Dε)
≤ q
∥∥ûn−1(x, y)

∥∥
C(Dε)

≤ . . . ≤ qn−1
∥∥û1(x, y)∥∥C(Dε)

=

= qn−1
∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)

, (3.16)

äå q = ε2L1. Äëÿ çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî, ùîá q áóëî ìåíøèì

íiæ 1. Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, q = q1, òîäi ε =
√
q1
L1
.

Òîäi∥∥un(x, y)− um(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤
(
qm + qm+1 + . . .+ qn−1

)∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
=

=
qm − qn−1

1− q

∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
≤ qm

1− q

∥∥u1(x, y)∥∥C(Dε)
, ïðè m < n.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {un(x, y)} ¹ ðiâíîìiðíî
çáiæíîþ â ïðîñòîði C(Dε) äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) ∈ C(Dε).

Âðàõîâóþ÷è (3.14) ç ðiâíîñòåé (3.9) � (3.13) íåâàæêî îäåðæàòè íàñòóïíi îöií-

êè: ∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂y
− ∂um(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ εL1

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, (3.17)

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x∂y
− ∂2um(x, y)

∂x∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤ L1

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, (3.18)

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂y2
− ∂2um(x, y)

∂y2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥∂2un(x, y)∂x2
− ∂2um(x, y)

∂x2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ ε

[
L1

∥∥∥∥∥∂un(x, y)∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+ max
|u|<M1

∣∣∣N′′(u)
∣∣∣∥∥∥∥∥∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

]
. (3.19)
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Íåðiâíîñòi (3.17), (3.18) òà (3.19), âðàõîâóþ÷è âæå äîâåäåíó íàìè ôóí-

äàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
{
un(x, y)

}
â ïðîñòîði C(Dε), äîâîäÿòü ôóí-

äàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé

{
∂un(x, y)

∂x

}
,

{
∂un(x, y)

∂y

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x2

}
,{

∂2un(x, y)

∂y2

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x∂y

}
â òîìó ñàìîìó ïðîñòîði C(Dε).Îòæå, íàìè äîâå-

äåíî, ùî ôóíêöiÿ u(x, y), ÿêà ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
{
un(x, y)

}
â ïðîñòîði

C(Dε), íàëåæèòü ïðîñòîðó C2(Dε). Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ u(x, y)

çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó Ãóðñà (3.1), (3.2) ïðèíàéìíi íà ìíîæèíi Dε.

Íåõàé â Dε ¹ äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2), u(x, y) òà v(x, y) ç∥∥u− v
∥∥
C(Dε)

̸= 0, òîäi

u(x, y)− v(x, y) =

x∫
0

y∫
0

[
N(u(ξ, η))− N(v(ξ, η))

]
dξdη

çâiäêè îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü∥∥u− v
∥∥
C(Dε)

≤ q
∥∥u− v

∥∥
C(Dϵ)

,

ÿêà ïðèçâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.2 Çàãàëüíèé îïèñ àëãîðèòìó FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà

Íåõàé óìîâè òåîðåìè 3.1 ¹ âèêîíàíèìè i, áiëüø òîãî, íåëiíiéíó ôóíêöiþ

N(u), ç ðiâíÿííÿ (3.1), ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

N(u) = N(u)u, N(u) =
∞∑
s=0

νsu
s, νs ∈ R, ∀u ∈ R. (3.20)

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Ãóðñà (3.1), (3.2) â îáëàñòi D ⊆ Ω :

D = {(x, y) : 0 < x < X < ε, 0 < y < Y < ε} ,

äå ñòàëà ε âèçíà÷à¹òüñÿ òåîðåìîþ 3.1.
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Çãiäíî iç çàãàëüíîþ ñõåìîþ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâ-

íÿíü, âèêëàäåíîþ â [47], áóäåìî íàáëèæàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i

ôóíêöi¹þ
m
u(x, y), ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

m
u(x, y) =

m∑
k=0

(k)
u (x, y), m ∈ N. (3.21)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y) ïîêðè¹ìî îáëàñòü D ñiòêîþ ω = ω1×ω2,

äå

ω1 = {xi = ih1, i = 1, N1, h1 = X/N1}, (3.22)

ω2 = {yj = jh2, j = 1, N2, h2 = Y/N2}

äëÿ äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ íàòóðàëüíèõ N1 òà N2.

Äàëi ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2):

∂2u(x, y, τ)

∂x∂y
+N

(
u⊥(x, y, τ)

)
u(x, y, τ)+

+ τ
[
N
(
u(x, y, τ)

)
−N

(
u⊥(x, y, τ)

)]
u(x, y, τ) = f(x, y), (x, y, τ) ∈ Dτ ,

(3.23)

u(x, 0, τ) = ψ(x), u(0, y, τ) = ϕ(y), ∀x ∈ [0, X], ∀y ∈ [0, Y ],∀τ ∈ [0, 1],

u(xi + 0, y, τ) = u(xi − 0, y, τ), ∀y ∈ [0, Y ], ∀τ ∈ [0, 1],∀i = 1, N1, (3.24)

u(x, yj + 0, τ) = u(x, yj − 0, τ), ∀x ∈ [0, X],∀τ ∈ [0, 1], ∀j = 1, N2,

äå u(x, y, τ) ∈ C2(Dτ), Dτ =
{
(x, y, τ) ∈ [0, X]× [0, Y ]× [0, 1]

}
,

u⊥(x, y, τ) ≡ u(xi−1, yj−1, τ),∀i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2,

∀(x, y, τ) ∈ [xi−1, xi]× (yj−1, yj]× [0, 1].

Íåõàé ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

1) ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) çàäà÷i (3.23), (3.24) iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ [0, 1];

2) ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ðÿäó

u(x, y, τ) =
∞∑
i=0

(i)
u(x, y)τ i, (3.25)
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ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

∂u(x, y, τ)

∂x
=

∞∑
i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂x
τ i,

∂u(x, y, τ)

∂y
=

∞∑
i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂y
τ i,

∂2u(x, y, τ)

∂x∂y
=

∞∑
i=0

∂2
(i)
u(x, y)

∂x∂y
τ i, ∀(x, y, τ) ∈ Dτ ,

äå ôóíêöi¨
(i)
u(x, y) íå çàëåæàòü âiä τ.

Ç ïðèïóùåíü 1) òà 2) âèïëèâà¹, ùî u(x, y) = u(x, y, 1)
def
≡

(∞)
u (x, y), òîáòî

ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2) ìîæíà ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ çíàéòè

çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨
m
u (x, y). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðÿä (3.25) ó çàäà÷ó (3.23), (3.24)

òà ïðèðiâíþþ÷è ôóíêöiîíàëüíi êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ τ, îäåð-

æèìî çàäà÷ó Ãóðñà âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
(0)
u(x, y), ÿêó áóäåìî íàçèâàòè

áàçîâîþ çàäà÷åþ:

∂2
(0)
u(x, y)

∂x∂y
+N

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(x, y) = f(x, y), (3.26)

x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj), ∀i = 1, N1, ∀j = 1, N2,

(0)
u(xi+0, y)=

(0)
u(xi−0, y),

(0)
u(x, yj+0)=

(0)
u(x, yj−0),∀i = 1, N1 − 1, ∀j = 1, N2 − 1,

(0)
u(x, 0) = ψ(x),

(0)
u(0, y) = φ(y), ψ(0) = φ(0), (3.27)

i ðåêóðåíòíó ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ Ãóðñà âiäíîñíî ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 1, 2, . . .:

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+N

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(k)
u(x, y) =

= −N ′
(

(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(xi−1, yj−1)

(0)
u(x, y)−

(k)

F (x, y), (3.28)

x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj),

(k)
u(xi−1 + 0, y) =

(k)
u(xi−1 − 0, y), y ∈ [0, Y ],

(k)
u(x, yj−1 + 0) =

(k)
u(x, yj−1 − 0), x ∈ [0, X],

(k)
u(x, 0) = 0,

(k)
u(0, y) = 0, i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, 2, . . . , (3.29)
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äå

(k)

F (x, y) =
k−1∑
p=1

Ak−p

(
N ;

(0)
u(xi−1, yj−1), . . . ,

(k−p)
u (xi−1, yj−1)

)(p)
u(x, y)+

+
k−1∑
p=0

[
Ak−1−p(N ;

(0)
u(x, y), . . . ,

(k−1−p)
u (x, y))− (3.30)

−Ak−1−p(N ;
(0)
u(xi−1, yj−1), . . . ,

(k−1−p)
u (xi−1, yj−1))

]
(p)
u (x, y)+

+Ak(N ;
(0)
u(xi−1, yj−1), . . . ,

(k−1)
u (xi−1, yj−1), 0)

(0)
u(x, y), k = 1, 2 . . . .

Òóò An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
� ïëiíîìè Àäîìÿíà n-ãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ N(·)

(äèâ., íàïðèêëàä, [77, 30]), ÿêi ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ (2.29).

Âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.28) òà (3.26) ìîæíà çàïèñàòè â ÿâíîìó âè-

ãëÿäi çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçóþ÷îãî îïåðàòîðà, â ðîëi ÿêîãî âèñòóïà¹ ôóíêöiÿ

Ðiìàíà Ri,j (x, y; ξ, η) (äèâ., íàïðèêëàä, [10, c.447]). À ñàìå:

(k)
u(x, y) =

(k)
u(xi−1 − 0, y)+

(k)
u(x, yj−1 − 0)−

−
(k)
u(xi−1 − 0, yj−1 − 0)Ri,j (x, y;xi−1, yj−1)−

−
x∫

xi−1

(k)
u(ξ, yj−1 − 0)

∂

∂ξ
Ri,j (x, y; ξ, yj−1) dξ−

−
y∫

yj−1

(k)
u(xi−1 − 0, η)

∂

∂η
Ri,j (x, y;xi−1, η) dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

gk (ξ, η)Ri,j (x, y; ξ, η) dηdξ, (3.31)

äå Ri,j(x, y; ξ, η) = J0

(√
4cij(x− ξ)(y − η)

)
, ci,j = N(u(0)(xi−1, yj−1)), i =

1, N1, j = 1, N2, J0(t) � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó íóëüîâîãî ïîðÿäêó

(äèâ. [1]),

gk(x, y) =


f(x, y), k = 0;

−N ′
(

(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(k)
u (xi−1 − 0, yj−1 − 0)×

×
(0)
u(x, y)−

(k)

F (x, y), k > 0.
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3.3 Îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi FD-ìåòîäó äëÿ ðiâíÿííÿ

Êëåéíà�Ãîðäîíà ç íåëiíiéíiñòþ, îáìåæåíîþ â R1

Ïåðø íiæ ïåðåõîäèòè äî îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2), äîâåäåìî êiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü, ÿêi

ñòîñóþòüñÿ ëîêàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ïîëiíîìiâ Àäîìÿíà äëÿ ñêàëÿðíèõ ôóí-

êöié, i ÿêi ãðàòèìóòü âàæëèâó ðîëü â îá ðóíòóâàííi çáiæíîñòi FD-ìåòîäó.

Ââåäåìî, äëÿ çðó÷íîñòi, íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

∥u∥0,Ω = max
(x,y)∈D

|u(x, y)| , ∥u∥1,D = max
(x,y)∈D

{∣∣∣∣ ∂∂xu(x, y)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂∂yu(x, y)

∣∣∣∣} ,
∥ · ∥ = max{∥ · ∥0,D, ∥ · ∥1,D} (3.32)

Çàôiêñó¹ìî â îáëàñòi D ñiòêó ω = ω1 × ω2 (3.22) i ââåäåìî â ðîçãëÿä

ôóíêöiþ (ïðîåêòîð): Ph : C
(
D
)
→ Q

(
D
)
, ÿêèé äi¹ òàêèì ÷èíîì:

∀x, y ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj] , ∀ u (x, y) ∈ C
(
D
)
,

Ph (u (x, y)) = u (xi−1, yj−1) , i = 1, N1, j = 1, N2, (3.33)

äå Q
(
D
)
� ïðîñòið êóñêîâî-ñòàëèõ íà D ôóíêöié.

Ëåìà 3.1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî Θ∗ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

⟨u+Θ∗v,u+Θ∗v⟩ ≥ ⟨u,u⟩ , (3.34)

äå u òà v ¹ åëåìåíòàìè äåÿêîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì ⟨·, ·⟩ . Òîäi ∀ Θ′,Θ′′ : Θ′ ≥ Θ′′ ≥ 1
2Θ

∗ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

⟨u+Θ′v,u+Θ′v⟩ ≥ ⟨u+Θ′′v,u+Θ′′v⟩ . (3.35)

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi (3.34) îäåðæèìî

⟨u,u⟩+ 2Θ∗ ⟨u,v⟩+ (Θ∗)2 ⟨v,v⟩ ≥ ⟨u,u⟩ .

Îñêiëüêè Θ∗ > 0, òî çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

⟨u,v⟩ ≥ −Θ∗

2
⟨v,v⟩ . (3.36)
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Ðîçãëÿíåìî ïîõiäíó ïî Θ òàêî¨ ôóíêöi¨ :

F (Θ) = ⟨u+Θv,u+Θv⟩ .

Ìà¹ìî:

F ′ (Θ) = ⟨u+Θv,u+Θv⟩
′

Θ = 2 ⟨v,u⟩+ 2Θ ⟨v,v⟩ . (3.37)

Äàëi, äîâåäåìî, ùî äëÿ ∀ Θ ≥ 1
2Θ

∗ âèðàç (3.37) ¹ íåâiä'¹ìíèì.

Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.36), iç (3.37) îäåðæèìî

F ′ (Θ) ≥ −Θ∗ ⟨v,v⟩+ 2Θ ⟨v,v⟩ = (2Θ−Θ∗) ⟨v,v⟩ ≥ 0.

Îòæå, íà ïðîìiæêó
[
1
2Θ

∗,+∞
)
ôóíêöiÿ F (Θ) íå ñïàäà¹, à òîìó ∀ Θ′,Θ′′ :

Θ′ ≥ Θ′′ ≥ 1
2Θ

∗ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü F (Θ′) ≥ F (Θ′′), ùî é ïîòðiáíî áóëî

äîâåñòè.

Ëåìà 3.2. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y) ∈ C
(
D
)
i áóäü-ÿêèõ Θ1,Θ2, òàêèõ

ùî Θ1 ≥ Θ2, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∥Ph(u(x, y))−Θ1 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,D ≥

≥ ∥Ph(u(x, y))−Θ2 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,D (3.38)

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ N, n ≤ N1,m ≤ N2 ìà¹

ìiñöå íåðiâíiñòü

∥Ph(u(x, y))−Θ1 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,[x0,xn]×[y0,ym] ≥

≥ ∥Ph(u(x, y))−Θ2 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,[x0,xn]×[y0,ym] , (3.39)

äå ∥ · ∥[x0,xn]×[y0,ym] = max
(x,y)∈[x0,xn]×[y0,ym]

| · |.

Íåõàé òî÷êà (x⋆, y⋆) ∈ [x0, xn]× [y0, ym] � òàêà, ùî

∥Ph(u(x, y))−Θ2 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,[x0,xn]×[y0,ym] =

= |Ph(u(x
∗, y∗))−Θ2 (Ph(u(x

∗, y∗))− u(x∗, y∗))| = A.
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Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî (x∗, y∗) ∈ [x0, x1] × [y0, y1].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî A ≥ |u(x0, y0)|. Óìîâè ëåìè 3.1 ¹ âèêîíàíèìè, ÿêùî ïîêëà-
ñòè Θ∗ = Θ′ = Θ1, a Θ′′ = Θ2. Ç ëåìè 3.1 âèïëèâà¹

∥Ph(u(x, y))−Θ2 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,[x0,xn]×[y0,ym] ≤

≤ |Ph(u(x
∗, y∗))−Θ2 (Ph(u(x

∗, y∗))− u(x∗, y∗))| =

= |Ph(u(x
∗, y∗))−Θ1 (Ph(u(x

∗, y∗))− u(x∗, y∗))| ≤

≤ ∥Ph(u(x, y))−Θ1 (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,[x0,xn]×[y0,ym] .

Îòæå, íàìè äîâåäåíî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.39).

Îñêiëüêè n,m ∈ N, n ≤ N1,m ≤ N2, � äîâiëüíi, òî ç (3.39) âèïëèâà¹ íåðiâ-

íiñòü (3.38). Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ ëåìè çàâåðøåíî.

Ëåìà 3.3. Íåõàé N(u) ∈ C(∞)(R1) i iñíó¹ ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ Ñ(u) ∈ C(∞)(R)

òàêà, ùî ∀ u ∈ R ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi∣∣∣∣dkN(u)

duk

∣∣∣∣ ≤ dk

duk
Ñ(u)

∣∣∣∣∣
u=|u|

∀ k ∈ N, (3.40)

òîäi ∥∥Ak

(
N(·); [ui(x, y)]ki=0

)∥∥
0,D

≤

≤ Ak

(
Ñ(·);

[
∥ui(x, y)∥0,Ω

]k
i=0

)
∀ k ∈ N,∀ui(x, y) ∈ C(D), (3.41)∥∥Ak

(
N(·); [ui(x, y)]ki=0

)
− Ak

(
N(·); [Ph(ui(x, y))]

k
i=0

)∥∥
0
≤

≤ hAk

(
Ñ (1)(·)× (·); ∥u0(x, y)∥, . . . , ∥uk(x, y)∥

)
(3.42)

∀ k ∈ N, ∀ui(x, y) ∈ C1(D).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ç ëåìè 3.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨

ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ u(x, y), îïåðàòîðà Ph (3.33), i ∀ Θ′,Θ′′ : Θ′ ≥ Θ′′ ≥ 0

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Ph(u(x, y))−Θ′ (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,D ≥

≥ ∥Ph(u(x, y))−Θ′′ (Ph(u(x, y))− u(x, y))∥0,D . (3.43)



79

Òàêîæ íåâàæêî âñòàíîâèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè,

ùî ∀ ui(x, y) ∈ C1(D) ìà¹ ìiñöå òàêà îöiíêà

∥ui(x, y)−Ph(ui(x, y))∥0,D =

∥∥∥∥∂ui(x′, y′)∂x
(x− xi−1)+

+
∂ui(x

′, y′)

∂y
(y − yj−1)

∥∥∥∥
0,D

≤ h

(∣∣∣∣∂ui(x′, y′)∂x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂ui(x′, y′)∂y

∣∣∣∣
)

≤

≤ h||ui(x, y)||1,D, i = 0, k. (3.44)

Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó:

∣∣∣N (k)
u (u(x, y))u1(x, y) . . . uk(x, y)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣u1(x, y) . . . uk(x, y)dkN(u)

duk

∣∣∣
u=u(x,y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |u1(x, y)| . . . |uk(x, y)|

∣∣∣∣∣dkN(u)

duk

∣∣∣
u=u(x,y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ∥u1(x, y)∥0,D . . . ∥uk(x, y)∥0,D

∣∣∣∣∣dkN(u)

duk

∣∣∣
u=u(x,y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
(

k∏
i=1

∥ui(x, y)∥0,D

) ∣∣∣∣∣dkN(u)

duk

∣∣∣
u=u(x,y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
(

k∏
i=1

∥ui(x, y)∥0,D

)
dk

duk
Ñ(u)

∣∣∣
u=∥u(x,y)∥0,D

. (3.45)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ k-ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (äèâ., íàïðèêëàä, îçíà÷åííÿ

3.3 ç [9, c.83]), iç íåðiâíîñòåé (3.40) ïðè çàñòîñóâàííi (3.45) îòðèìó¹ìî, ùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 3.1 ç [9], i çâàæàþ÷è íà ¨¨ òâåðäæåííÿ, çà äîïîìîãîþ

(3.32) òà (3.44) íåâàæêî îäåðæàòè îöiíêè (3.41),(3.42). Íà öüîìó äîâåäåííÿ

ëåìè çàâåðøåíî.

Òâåðäæåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïîëiíîìà

Àäîìÿíà.

Ëåìà 3.4. (äèâ. [9]) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ Ñ(u) ∈ C(∞)(R), ∀ ui ∈
R, i = 0, j, ∀j ∈ N, ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

Aj+1

(
Ñ(·);u0, u1, . . . , uj, 0

)
=
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=
1

(j + 1)!

 dj+1

dτ j+1

Ñ ( ∞∑
i=0

τ iui

)
− dÑ(u)

du

∣∣∣∣∣
u=u0

∞∑
i=1

τ iui


τ=0

(3.46)

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi FD-

ìåòîäó (3.21)�(3.30) äëÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé äëÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1) � (3.2) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òå-

îðåìè 3.1 òà:

1) φ(y) ∈ C1 [0, Y ] , ψ(x) ∈ C1 [0, X] , φ(0) = ψ(0), f(x, y) ∈ C
(
D
)
;

2) |N (u) | < α < +∞,

i ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ:

N(u) =
∞∑
i=0

aiu
i, ai ∈ R,∀u ∈ R.

Òîäi âèêîíóþòü ïðèïóùåííÿ 1), 2) i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1) � (3.2) iñíó¹ i ¹

¹äèíèì íà ïðÿìîêóòíèêó D. FD-ìåòîä äëÿ çàäà÷i (3.1) � (3.2) çáiãà¹òüñÿ

äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Ìàþòü ìiñöå îöiíêè àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè ìåòîäó:∥∥∥u(x, y)− p
u(x, y)

∥∥∥
0,D

≤ C

(p+ 1)1+δ

(h/R)p+1

1− h/R
, (3.47)

äå h = max{h1, h2}, h < R i äiéñíi ñòàëi C,R, δ çàëåæàòü ëèøå âiä âõiäíèõ

äàíèõ çàäà÷i (3.1) � (3.2).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåð-

äæåííÿ ïðî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi áàçîâî¨ çàäà÷i.

Ëåìà 3.5. Íåõàé φ(y) ∈ C1 [0, Y ] , ψ(x) ∈ C1 [0, X] , φ(0) = ψ(0), f(x, y) ∈
C
(
D
)
, i ôóíêöiÿ N (u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

N (u) ∈ C(R), |N (u) | < α < +∞, ∀u ∈ R.

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.26) - (3.27) iñíó¹, ¹ ¹äèíèì òà ìà¹ ìiñöå îöiíêà:∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

≤
(
∥φ(y)∥[0,Y ] + ∥ψ(x)∥[0,X] + |φ(0)|+

+XY ∥f(x, y)∥0,D
)
exp (αXY ) . (3.48)
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ [xi−1, xi], y ∈

[yj−1, yj] êîåôiöi¹íò N
(

(0)
u(xi−1, yj−1)

)
ó ðiâíÿííi â çàäà÷i (3.26) - (3.27) ¹

ñòàëèì, òî, ÿê âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä [10, c.447]), ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ìè

ìîæåìî çàïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøå-

ííÿ (3.31) ïðè k = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîáiãàþ÷è â (3.31) ïîñëiäîâíî âñi çíà÷åííÿ i = 1, N1, j = 1, N2,

ìè, êðîê çà êðîêîì, ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (3.26) - (3.27) ó âñié îáëàñòi D.

Iç ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i i âèïëèâà¹ éîãî ¹äèíiñòü.

Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè (3.48). Äëÿ öüîãî ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿí-

íÿ (3.26) â ìåæàõ âiä 0 äî x i âiä 0 äî y:

y∫
0

x∫
0

∂2
(0)
u(ξ, η)

∂ξ∂η
dξdη +

y∫
0

x∫
0

N

(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(0)
u(ξ, η)dξdη =

y∫
0

x∫
0

f(ξ, η)dξdη.

(3.49)

Âðàõóâàâøè óìîâè íà õàðàêòåðèñòèêàõ â (3.26) - (3.27), à òàêîæ òå, ùî

ψ(0) = φ(0), ç (3.49) îäåðæèìî:

(0)
u(x, y) = φ(y)− ψ(x)− φ(0)−

y∫
0

x∫
0

N

(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(0)
u(ξ, η)dξdη+

+

y∫
0

x∫
0

f(ξ, η)dξdη. (3.50)

Òîäi ç óìîâ ëåìè òà (3.50) îòðèìó¹òüñÿ îöiíêà:

|
(0)
u(x, y)| ≤ ∥φ(y)∥[0,Y ] + ∥ψ(x)∥[0,X] + |φ(0)|+XY ∥f(x, y)∥0,D+

+α

y∫
0

x∫
0

|
(0)
u(ξ, η)| dξdη. (3.51)

Äàëi, ç îöiíêè (3.51), âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Âåíäðîôôà (äèâ. [2, c.215]),

îòðèìó¹ìî:∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

≤
(
∥φ(y)∥[0,Y ]+∥ψ(x)∥[0,X]+|φ(0)|+XY ∥f(x, y)∥0,D

)
exp (αXY ) ,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Äîâåäåííÿ (òåîðåìè 3.2). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi ç

òåîðåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�(3.2) â îáëà-

ñòi D iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè (3.47). Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî çàäà÷ó

(3.28) � (3.29) íàñòóïíèì ÷èíîì :

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+ q(x, y)

(k)
u(x, y) =

= −N ′
(

(0)
u(xi−1, yj−1)

)(
(k)
u (xi−1, yj−1)

(0)
u(x, y)−

(k)
u (x, y)

(0)
u(xi−1, yj−1)

)
−

−
(k)

F (x, y), x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj), (3.52)

(k)
u (xi−1 + 0, y) =

(k)
u (xi−1 − 0, y),

(k)
u (x, yj−1 + 0) =

(k)
u (x, yj−1 − 0).

(k)
u (x, 0) = 0,

(k)
u (0, y) = 0, k = 1, 2, . . . ,

äå

q(x, y) = N

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
+N ′

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(xi−1, yj−1). (3.53)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.52) â ìåæàõ âiä 0 äî x i âiä 0 äî y.

y∫
0

x∫
0

∂2
(k)
u (ξ, η)

∂ξ∂η
dξdη +

y∫
0

x∫
0

q(ξ, η)
(k)
u (ξ, η)dξdη =

=

y∫
0

x∫
0

[
−N ′

(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(
Ph

((k)
u (ξ, η)

) (0)
u(ξ, η)−

−
(k)
u (ξ, η)Ph

((0)
u(ξ, η)

))
−

(k)

F (ξ, η)

]
dξdη . (3.54)

Ïðè iíòåãðóâàííi (3.54) âðàõó¹ìî óìîâè íà õàðàêòåðèñòèêàõ x = 0 òà

y = 0 iç (3.52). Òàêèì ÷èíîì, ç (3.54) îòðèìó¹ìî

(k)
u (x, y) =

y∫
0

x∫
0

[
−N ′

(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(
Ph

((k)
u (ξ, η)

)
u(0)(ξ, η)−
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−
(k)
u (ξ, η)Ph

((0)
u(ξ, η)

))
−

(k)

F (ξ, η)

]
dξdη −

y∫
0

x∫
0

q(ξ, η)
(k)
u (ξ, η)dξdη. (3.55)

Ç (3.55) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤ y∫
0

x∫
0

[∣∣∣∣∣N ′
(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(
Ph

((k)
u (ξ, η)

) (0)
u(ξ, η)−

−
(k)
u (ξ, η)Ph

((0)
u(ξ, η)

))∣∣∣∣∣+ ∣∣∣(k)F (ξ, η)
∣∣∣]dξdη + y∫

0

x∫
0

∣∣∣q(ξ, η)∣∣∣ · ∣∣∣u(k)(ξ, η)∣∣∣dξdη.
(3.56)

Îöiíèìî âèðàç, ùî ôiãóðó¹ â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.56):∣∣∣∣∣N ′
(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(
Ph

((k)
u (ξ, η)

) (0)
u(ξ, η)−

(k)
u (ξ, η)Ph

((0)
u(ξ, η)

))∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(k)F (ξ, η)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣N ′
(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))(
Ph

((k)
u (ξ, η)

) (0)
u(ξ, η)−

(k)
u (ξ, η)

(0)
u(ξ, η)+

+
(k)
u (ξ, η)

(0)
u(ξ, η)−

(k)
u (ξ, η)Ph

((0)
u(ξ, η)

))∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣(k)F (x, y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣N ′
(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))∣∣∣∣∣
(∣∣∣Ph

((k)
u (ξ, η)

)
−

(k)
u (ξ, η)

∣∣∣ · ∣∣∣(0)u(ξ, η)∣∣∣+
+
∣∣∣(0)u(ξ, η)−Ph

((0)
u(ξ, η)

)∣∣∣ · ∣∣∣(k)u (ξ, η)∣∣∣)+
∣∣∣(k)F (ξ, η)

∣∣∣. (3.57)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè, îöiíèìî

ïî ìîäóëþ íàñòóïíèé âèðàç âæå ç (3.57)

∣∣∣Ph

((k)
u (ξ, η)

)
−

(k)
u (ξ, η)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ ∂∂ξ (k)
u (ξ′, η′)(ξ − xi−1) +

∂

∂η

(k)
u (ξ′, η′)(η − yj−1)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ h

(∣∣∣∣∣ ∂∂ξ (k)
u (ξ′, η′)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∂∂η (k)

u (ξ′, η′)

∣∣∣∣∣
)

≤ h
∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥

1,D
, (3.58)

äå ξ′ = xi−1 +Θ(xi−1 + ξ), η′ = yj−1 +Θ(yj−1 + η),Θ ∈ [0, 1].
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Îöiíèìî òåïåð ïî ìîäóëþ êîæíó ç ïîõiäíèõ ó ôîðìóëi (3.58). Ùîá çðîáèòè

òàêi îöiíêè ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.28) â ìåæàõ âiä 0 äî y. Îòðèìó¹ìî:

y∫
0

∂2 (k)
u (x, η)

∂x∂η
+N

(
Ph

((0)
u(x, η)

)) (k)
u (x, η)

 dη =

−
y∫

0

[
N ′
(
Ph

((0)
u(x, η)

))
Ph

((k)
u (x, η)

) (0)
u(x, η)

]
dη −

y∫
0

(k)

F (x, η)dη,

çâiäêè

∂
(k)
u (x, y)

∂x
− ∂

(k)
u (x, 0)

∂x
= −

y∫
0

N

(
Ph

((0)
u(x, η)

)) (k)
u (x, η)dη−

−
y∫

0

[
N ′
(
Ph

((0)
u(x, η)

))
Ph

((k)
u (x, η)

) (0)
u(x, η)

]
dη −

y∫
0

(k)

F (x, η)dη. (3.59)

Ç ðiâíîñòi (3.59), âðàõîâóþ÷è óìîâó íà õàðàêòåðèñòèöi y = 0 â (3.28) �

(3.29), îñòàòî÷íî îäåðæèìî∣∣∣∣∣∂
(k)
u (x, y)

∂x

∣∣∣∣∣ ≤ Y

[
Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥ (0)
u(x, y)

∥∥∥
0,D

]∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+ Y
∥∥∥ (k)

F (x, y)
∥∥∥
0,D
, (3.60)

äå

Ñ(u) =
∞∑
i=0

|ai|ui ∀u ∈ R. (3.61)

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ â çàäà÷i (3.28) â ìåæàõ

âiä 0 äî x òà âðàõóâàâøè óìîâó íà õàðàêòåðèñòèöi x = 0 â (3.28), îäåðæèìî∣∣∣∣∣∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣ ≤ X

[
Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥ (0)
u(x, y)

∥∥∥
0,D

]∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+X
∥∥∥ (k)

F (x, y)
∥∥∥
0,D
. (3.62)
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Òàêèì ÷èíîì, ç íåðiâíîñòi (3.58), âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.60) òà (3.62),

îäåðæèìî:∣∣∣Ph

((k)
u (ξ, η)

)
−

(k)
u (ξ, η)

∣∣∣ ≤ h

[
(X + Y )

(
Ñ

(∥∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(k)u (ξ′, η′)∥∥∥
0,D

+ (X + Y )
∥∥∥(k)F (ξ′, η′)

∥∥∥
0,D

]
,

(3.63)

äå h = max{h1, h1}.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè, àíàëîãi÷íî

äî ïîïåðåäíüîãî, îöiíèìî íàñòóïíèé âèðàç ç íåðiâíîñòi (3.57):∣∣∣(0)u(ξ, η)−Ph

((0)
u(ξ, η)

)∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ ∂∂x (0)
u(ξ′′, η′′)(x− xi−1) +

∂

∂y

(0)
u(ξ′′, η′′)(y − yj−1)

∣∣∣∣∣,
(3.64)

äå ξ′′ = xi−1 +Θ(xi−1 + x), η′′ = yj−1 +Θ(yj−1 + y),Θ ∈ [0, 1].

Îöiíèìî ïî ìîäóëþ âiäïîâiäíi ïîõiäíi ó ôîðìóëi (3.64). Ùîá çðîáèòè òàêi

îöiíêè ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.28) â ìåæàõ âiä 0 äî y. Îòðèìó¹ìî:
y∫

0

∂2
(0)
u(x, η)

∂x∂η
dη = −

y∫
0

N

(
Ph

((0)
u(x, η)

)) (0)
u(x, η)dη +

y∫
0

f(x, η)dη (3.65)

Ç ðiâíîñòi (3.65), âðàõîâóþ÷è óìîâó íà õàðàêòåðèñòèöi y = 0 ç (3.26), îäåð-

æèìî∣∣∣∣∣∂
(0)
u(x, y)

∂x

∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥ψ′(x)
∥∥
[0,X]

+ Y Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

+ Y
∥∥f(x, y)∥∥

0,D
.

(3.66)

Àíàëîãi÷íî, ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ â çàäà÷i (3.26) â ìåæàõ âiä 0 äî x òà

âðàõóâàâøè óìîâó íà õàðàêòåðèñòèöi x = 0 ç (3.26), îäåðæèìî∣∣∣∣∣∂
(0)
u(x, y)

∂y

∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥φ′(y)
∥∥
[0,Y ]

+XÑ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

+X
∥∥f(x, y)∥∥

0,D
.

(3.67)

Òàêèì ÷èíîì, ç ôîðìóëè (3.64), âðàõîâóþ÷è (3.66) òà (3.67), îòðèìó¹ìî∣∣∣(0)u(ξ, η)−Ph

((0)
u(ξ, η)

)∣∣∣ ≤ h

[∥∥φ′(η′′)
∥∥
[0,Y ]

+
∥∥ψ′(ξ′′)

∥∥
[0,X]

+
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+(X + Y ) Ñ

(∥∥∥(0)u(ξ′′, η′′)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(ξ′′, η′′)∥∥∥
0,D

+ (X + Y )
∥∥f(ξ′′, η′′)∥∥

0,D

]
,

(3.68)

äå h = max{h1, h1}.
Îòæå, ïîâåðòàþ÷èñü äî íåðiâíîñòi (3.56) òà âðàõîâóþ÷è (3.57), (3.63) i

(3.68), áóäåìî ìàòè

∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤ y∫
0

x∫
0

{∣∣∣∣N ′
(
Ph

((0)
u(ξ, η)

))∣∣∣∣
[(

h (X + Y )

(
Ñ

(∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+

+h (X + Y )
∥∥∥(k)F (x, y)

∥∥∥
0,D

)∣∣∣(0)u(ξ, η)∣∣∣+ h

(∥∥φ′(y)
∥∥
[0,Y ]

+

+
∥∥ψ′(x)

∥∥
[0,X]

+ (X + Y )

(
Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+

+
∥∥f(x, y)∥∥

0,D

))∣∣∣(k)u (ξ, η)∣∣∣]+ ∣∣∣(k)F (ξ, η)
∣∣∣}dξdη + y∫

0

x∫
0

∣∣∣q(ξ, η)∣∣∣ · ∣∣∣(k)u (ξ, η)∣∣∣dξdη.
(3.69)

Ç íåðiâíîñòi (3.69) âèïëèâà¹

∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤ hXY Ñ ′
(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)[
(X + Y )

(
Ñ

(∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+
∥∥φ′(y)

∥∥
[0,Y ]

+
∥∥ψ′(x)

∥∥
[0,X]

+

+(X + Y )Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+(X + Y )
∥∥f(x, y)∥∥

0,D

]∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+

+

[
XY h (X + Y ) Ñ ′

(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+XY

]∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D

+

+

y∫
0

x∫
0

∣∣∣q(ξ, η)∣∣∣ · ∣∣∣(k)u (ξ, η)∣∣∣dξdη. (3.70)
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Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Âåíäðîôôà (äèâ. [2, ñ.215]), ç (3.70) îòðèìó¹-

ìî:∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤{hXY Ñ ′
(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)[
(X + Y )

(
Ñ

(∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(ξ′, η′)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+
∥∥φ(y)∥∥

[0,Y ]
+
∥∥ψ(x)∥∥

[0,X]
+

+(X + Y ) Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+(X + Y )
∥∥f(x, y)∥∥

0,D

]∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+

+

[
XY h (X + Y ) Ñ ′

(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+

+XY

]∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D

}
exp

[ y∫
0

x∫
0

∣∣∣q(ξ, η)∣∣∣dξdη]. (3.71)

Ç ëåìè 3.5 i ç òîãî, ùî N (u) ∈ C∞(R1), âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ q(x, y) iç

(3.53) ¹ îáìåæåíîþ, ÿêùî (x, y) ∈ D. Òàêèì ÷èíîì, ç (3.71) îäåðæèìî:

∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤ hXY Ñ ′
(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)[
(X + Y )

(
Ñ

(∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+
∥∥φ′(y)

∥∥
[0,Y ]

+

+
∥∥ψ′(x)

∥∥
[0,X]

+ (X + Y ) Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+

+(X + Y )
∥∥f(x, y)∥∥

0,D

]
exp
[
XY q̃

]∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+

+

[
XY h (X + Y ) Ñ ′

(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+

+XY

]
exp
[
XY q̃

]∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D
, (3.72)

äå

q̃ = max
(x,y)∈D

|q(x, y)| ≤ Ñ

(∥∥∥∥(k)F (x, y)

∥∥∥∥
0,D

)
+ Ñ ′

(∥∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥∥
0,D

)∥∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥∥
0,D

.
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Ââåäåìî â íåðiâíîñòi (3.72) ïîçíà÷åííÿ:

σ1 = XY Ñ ′
(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)[
(X + Y )

(
Ñ

(∥∥(0)u(x, y)∥∥
0,D

)
+

+Ñ ′
(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥

0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+
∥∥φ′(y)

∥∥
[0,Y ]

+

+
∥∥ψ′(x)

∥∥
[0,X]

+ (X + Y ) Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+

+(X + Y )
∥∥f(x, y)∥∥

0,D

]
exp
[
XY q̃

]
,

σ2 =

[
XY h (X + Y ) Ñ ′

(∥∥∥Ph

((0)
u(x, y)

)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

+XY

]
exp
[
XY q̃

]
.

I òàêèì ÷èíîì, ç (3.72) ìè îòðèìà¹ìî:∣∣∣(k)u (x, y)∣∣∣ ≤ hσ1

∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+ σ2

∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D
. (3.73)

Âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.73) âiä çìiííèõ x òà

y, ¨¨ ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

≤ hσ1

∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

+ σ2

∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D

àáî

(1− hσ1)
∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥

0,D
≤ σ2

∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D

Äëÿ âñiõ h òàêèõ, ùî h < 1/σ1, îñòàííÿ íåðiâíiñòü ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà

ó âèãëÿäi ∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
0,D

≤ σ3

∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D
, (3.74)

ÿêùî σ3 =
σ2

1− hσ1
.

Ç (3.58), (3.63) òà (3.74) âèïëèâà¹ îöiíêà∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥
1,D

≤ σ4

∥∥∥(k)F (x, y)
∥∥∥
0,D
, (3.75)

äå

σ4 = (X + Y )

(
Ñ

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)
+ Ñ ′

(∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
0,D

)
σ3+
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+(X + Y ) .

Ç (3.74) òà (3.75) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥ = max
{∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥

0,D
,
∥∥∥(k)u (x, y)∥∥∥

1,D

}
≤

≤ max{σ3, σ4}
∥∥∥(k)F (x, y)

∥∥∥
0,D

= σ
∥∥∥(k)F (x, y)

∥∥∥
0,D
, (3.76)

äå σ = max{σ3, σ4}.
Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè íåðiâíîñòi (3.76) âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåì

3.2 òà 3.3, óìîâè ÿêèõ, î÷åâèäíî, ¹ âèêîíàíèìè, ÿêùî Ñ(u) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (3.61). Îòæå, (3.76) ìîæåìî ïåðåïèñàòè :

∥
(k)
u (x, y)∥ ≤ σ


k−1∑
p=1

Ak−p

(
Ñ(·);

[
∥

(i)
u(x, y)∥

]k−p

i=0

)
∥

(p)
u(x, y)∥+

+h
k−1∑
p=0

Ak−1−p

(
Ñ ′(·)× (·);

[
∥

(i)
u(x, y)∥

]k−1−p

i=0

)
∥

(p)
u(x, y)∥+

+
1

k!

dk

dτ k

[
Ñ

( ∞∑
i=0

τ i∥
(i)
u(x, y)∥

)
−

−dÑ(u)

du

∣∣∣∣∣
u=∥

(0)
u(x,y)∥

τ k−1∥
(k−1)
u (x, y)∥

]
τ=0

∥
(0)
u(x, y)∥

}
, k ∈ N. (3.77)

Äàëi, ââåäåìî â (3.77) íîâi çìiííi çà ôîðìóëîþ

h−k∥
(k)
u (x, y)∥ = vk, k ∈ N. (3.78)

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë {Vk}∞k=1 òàêèì ðåêóðåíòíèì

ñïiââiäíîøåííÿì :

Vk = σ


k−1∑
p=0

Ak−p

(
Ñ(·); [Vi]k−p

i=0

)
Vp+

+
k−1∑
p=0

Ak−1−p

(
Ñ ′(·)× (·); [Vi]k−1−p

i=0

)
Vp − VkÑ ′(V0)V0

}
, k ∈ N, (3.79)
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äå V0 = v0 = ∥
(0)
u ∥, àáî

Vk =
σ

1 + σÑ ′(V0)V0


k−1∑
p=0

Ak−p

(
Ñ(·); [Vi]j−p

i=0

)
Vp+

+
k−1∑
p=0

Ak−1−p

(
Ñ ′(·)× (·); [Vi]k−1−p

i=0

)
Vp

}
, j ∈ N. (3.80)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Vk ≥ vk ∀k ∈ N. Äîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä òâiðíèõ

ôóíêöié, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü h ðÿä
∞∑
i=0

∥
(k)
u (x, y)∥ çáiæíèé. Äëÿ

öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä

f(z) =
∞∑
k=0

zkVk (3.81)

ìà¹ íåíóëüîâèé ðàäióñ çáiæíîñòi. Ç (3.80) îäåðæèìî

f(z)− V0 =
σ

1 + σÑ ′(V0)V0

{
f(z)

(
Ñ(f(z))− Ñ(V0)

)
+ zf 2(z)Ñ ′(f(z))

}
.

(3.82)

Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ f(z), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.82). Äëÿ

öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âîíà ìà¹ íåïîðîæíþ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, ÿêà

ìiñòèòü äåÿêèé îêië òî÷êè z = 0. Ùîá äîâåñòè îñòàíí¹, âèðàçèìî ç (3.82) z

÷åðåç f :

z(f) =
1

C̃f 2Ñ ′(f)
(f − V0)−

1

fÑ ′(f)
(Ñ(f)− Ñ(V0)),

V0 ≤ f, C̃ =
σ

1 + σÑ ′(V0)V0
. (3.83)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ z(f) ¹ àíàëiòè÷íîþ â äåÿêîìó îêîëi òî-

÷êè f = V0. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ äî íå¨ ôóíêöi¨ f = f(z),

àíàëiòè÷íî¨ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = 0, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî z′(V0) > 0.

Îñòàíí¹ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç âèðàçó äëÿ z(f) (3.83):

z′(V0) = lim
f→V0

z(f)− z(V0)

f − V0
=

= lim
f→V0

(
1

C̃f 2Ñ ′(f)
− 1

fÑ ′(f)

Ñ(f)− Ñ(V0)

f − V0

)
=

1

C̃V 2
0 Ñ

′(V0)
− 1

V0
=



91

=
1 + σÑ ′(V0)V0

σV 2
0 Ñ

′(V0)
− 1

V0
=

1

σV 2
0 Ñ

′(V0)
> 0. (3.84)

Äàëi, ç âèðàçó (3.61) äëÿ ôóíêöi¨ Ñ(u) âèïëèâà¹, ùî Ñ(u) → +∞ ïðè u →
+∞, à òîìó ç (3.83) ìà¹ìî:

lim
f→+∞

z(f) ≤ 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü â ïî¹äíàííi ç (3.84) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ òî÷êè fmax,

ùî fmax > V0, z
′(fmax) = 0 i z′(f) > 0, ∀f ∈ (V0, fmax), ïðè÷îìó R1 = zmax =

z(fmax) � ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó (3.81). Òîáòî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Rk
1Vk =

C

k1+δ

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ δ òà C, ùî íå çàëåæàòü âiä h. Ïîâåðòàþ÷èñü äî

ñòàðèõ ïîçíà÷åíü (3.78), îäåðæèìî

∥
(k)
u (x, y)∥ ≤ C

k1+δ

(
h

R1

)k

, j ∈ N ∪ {0}, (3.85)

ç ÷îãî âèïëèâà¹ íàñòóïíà äîñòàòíÿ óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó (3.81)

h ≤ R ≤ R1, (3.86)

äå R = min{1/σ1, R1}. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi (3.47) ìîæå áóòè áåçïîñå-
ðåäíüî îäåðæàíà ç (3.85), (3.86). Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.4 Îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi FD-ìåòîäó äëÿ ðiâíÿííÿ

Êëåéíà�Ãîðäîíà ç íåëiíiéíiñòþ, íåîáìåæåíîþ â R1

Â äàíîìó ðîçäiëi, ÿê i ðàíiøå, ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òå-

îðåìè 3.1, i áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Ãóðñà (3.1), (3.2) â îáëàñòi D ⊆ Ω :

D = {(x, y) : 0 < x < X < ε, 0 < y < Y < ε} , äå ñòàëà ε âèçíà÷à¹òüñÿ òåî-

ðåìîþ 3.1. Îäíàê, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, âiäíîñíî íåëiíiéíî¨

ôóíêöi¨ N(u), íå áóäåìî âèìàãàòè ¨¨ îáìåæåíîñòi â R1. Ïðèïóñêà¹ìî ëèøå,

ùî äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ (3.20).
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y) k = 0, 1, 2, . . . ââåäåìî â ðîçãëÿä íàñòó-

ïíó ñiòêó:

xi = h1i, yj = h2j, h1 =
X

N1
, h2 =

Y

N2
, (3.87)

i ∈ 0, N1, j ∈ 0, N2, N1, N2 ≥ 1.

Íà äàíîìó åòàïi, ââàæàòèìåìî, ùî äîäàòíi öiëi ÷èñëà N1 òà N2 âèáðàíi äî-

âiëüíèì ÷èíîì. Îäíàê, ïiçíiøå áóäå ïîêàçàíî, ùî çìåíøóþ÷è çíà÷åííÿ ïà-

ðàìåòðó h =
√
h21 + h22 (òîáòî çáiëüøóþ÷è ÿê N1 òàê i N2) ìîæíà ïiäâèùèòè

òî÷íiñòü FD-ìåòîäó.

Ââåäåìî òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

Pi,j = (xi−1, xi)× (yj−1, yj) , i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2.

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó çàäà÷i Ãóðñà ç îáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ, ðîçãëÿ-

íóâøè ¨¨ óçàãàëüíåííÿ (3.23), (3.24), îäåðæèìî áàçîâó çàäà÷ó (3.26) � (3.27)

òà ðåêóðåíòíó ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ Ãóðñà (3.28) � (3.29).

Äîâåäåìî òåîðåìó ïðî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi áàçîâî¨ çàäà÷i FD-

ìåòîäó (3.26) � (3.27) ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¨ â R1 íåëiíiéíîñòi.

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [10, c.447]), ùî çàäà÷à (3.26) � (3.27) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó íàñòóïíîìó ÿâíîìó âèãëÿäi:

(0)
u(x, y) = R (x, yj−1, x, y)

(0)
u(x, yj−1)+

+R(xi−1, y, x, y)
(0)
u(xi−1, y)−R(xi−1, yj−1, x, y)

(0)
u(xi−1, yj−1)−

−
x∫

xi−1

[
∂

∂ξ
R(ξ, yj−1, x, y)

]
(0)
u(ξ, yj−1)dξ −

y∫
yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η, x, y)

]
(0)
u(xi−1, η)dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η, x, y)f(ξ, η)dξdη, ∀(x, y) ∈ P̄i,j, (3.88)

äå

R(x, y; ξ, η) = J0

(√
4Ni,j(x− ξ)(y − η)

)
= 0F1 (1;−(x− ξ)(y − η)Ni,j) ,

∂

∂x
R(x, y; ξ, η) = 0F1 (2;−(x− ξ)(y − η)Ni,j)Ni,j(η − y), (3.89)
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∂

∂y
R(x, y; ξ, η) = 0F1 (2;−(x− ξ)(y − η)Ni,j)Ni,j(ξ − x),

Ni,j =
∣∣∣N((0)u i,j

)∣∣∣, ∀(x, y), (ξ, η) ∈ P̄i,j i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2.

Òóò ÷åðåç J0 òà 0F1 ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíî ôóíêöiþ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó

íóëüîâîãî ïîðÿäêó òà âèðîäæåíó ãiïåðãåîìåòðè÷íó ôóíêöiþ (äèâ. [62]).

Çàñòîñóâàâøè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, ìîæíà ïåðåïèñàòè ôîðìóëó (3.88)

íàñòóïíèì ÷èíîì:

(0)
u(x, y) =

(0)
u(xi−1, y) +

x∫
xi−1

R(ξ, yj−1, x, y)

[
∂

∂ξ

(0)
u(ξ, yj−1)

]
dξ−

−
y∫

yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η, x, y)

]
(0)
u(xi−1, η)dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η, x, y)f(ξ, η)dξdη, ∀(x, y) ∈ P̄i,j. (3.90)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà ïðî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi áàçîâî¨ çàäà÷i

FD-ìåòîäó.

Òåîðåìà 3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî u(x, y) òà
(0)
u(x, y) � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.1),

(3.2) òà (3.26)�(3.27), âiäïîâiäíî. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çíà-

÷åíü h1 òà h2 iñíó¹ ñòàëà κ, íåçàëåæíà âiä h1 òà h2, òàêà, ùî ìà¹ ìñöå

íàñòóïíà îöiíêà:∥∥u(x, y)− (0)
u(x, y)

∥∥
D̄
≤ hκ, h =

√
h21 + h22, (3.91)

äå
∥∥u(x, y)− (0)

u(x, y)
∥∥
D̄
= max

(x,y)∈D
|u(x, y)−

(0)
u(x, y)|.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

z(x, y) = u(x, y)−
(0)
u(x, y).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â îáëàñòi D̄ òà çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

∂2z(x, y)

∂x∂y
+N(

(0)
u(xi−1, yj−1))z(x, y)+ (3.92)
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+

[
N(u(x, y))−N(

(0)
u(xi−1, yj−1))

]
u(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ P̄i,j,

à òàêîæ êðàéîâi óìîâè

z(x, 0) = 0, z(0, y) = 0, ∀x ∈ D̄1, y ∈ D̄2.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî çíàéòè äîäàòíó äiéñíó ñòàëó κ, ÿêà íå

çàëåæèòü âiä h, i òàêó, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∥z(x, y)∥P̄i,j
≤ hκ, (3.93)

∀i ∈ 1, N1, ∀j ∈ 1, N2, äå ∥z(x, y)∥P̄i,j
= max

(x,y)∈P̄i,j

|z(x, y)| .

Ââåäåìî, äëÿ çðó÷íîñòi, íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

(0)
u i,j=

(0)
u(xi−1, yj−1), ui,s = u(xi−1,yj−1

), N ′
i,j =

∣∣∣N ′((0)u i,j

)∣∣∣, (3.94)

Li,j = max
(x,y)∈P̄i,j

θ∈[0,1]

∣∣∣N′((0)u i,j −θ
((0)
u i,j −u(x, y)

))∣∣∣, (3.95)

zi,j = z(xi−1, yj−1), ∥z∥i,j = ∥z(x, y)∥P̄i,j
, (3.96)

Ri,j = 0F1(1;Ni,jh1h2), R′
i,j = 0F1(2;Ni,jh1h2)Ni,j, (3.97)

∥u∥ = ∥u(x, y)∥D̄ , ∥ψ
′∥ = ∥ψ′(x)∥[0,X] , ∥ϕ

′∥ = ∥ϕ′(y)∥[0,Y ] . (3.98)

Âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî ïðèíöèïîâà ðîëü â äîâåäåííi òåîðåìè 3.3 íàëåæèòü

ñòàëèì Nα òà Lα, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Nα = max
u∈(ρ1,ρ2)

|N (u)| , Lα = max
u∈(ρ1,ρ2)

|N′ (u)| , (3.99)

ρ1 = min
(x,y)∈D̄

u(x, y)− α, ρ2 = max
(x,y)∈D̄

u(x, y) + α.

Òóò ÷åðåç α ïîçíà÷åíî äîâiëüíó äîäàòíó äiéñíó ñòàëó, ÿêà ¹ íåçìiííîþ ïðîòÿ-

ãîì óñüîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñòàëî¨

Nα (3.99) ¹ âiðíîþ íåðiâíiñòü ∥N(u((x, y))∥D̄ ≤ Nα.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3 íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåð-

äæåííÿ.
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Ëåìà 3.6. Ïðèïóñòèìî, ùî u(x, y) òà
(0)
u(x, y) � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.1), (3.2)

òà (3.26)�(3.27) âiäïîâiäíî. Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi

∥z∥i,j ≤ ∥z∥i−1,j

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+

+h1Ri,j

{
h2

j−1∑
s=1

[
(2Ni,s + Li,s) ∥z∥i,s + h (Ni,s + Li,s)A

]}
+ (3.100)

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥z∥i,j−1 + h1h2hRi,j (Ni,j + Li,j)A,

∥z∥i,j ≤ ∥z∥i,j−1

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+

+h2Ri,j

{
h1

i−1∑
s=1

[
(2Ns,j + Ls,j) ∥z∥s,j + h (Ns,j + Ls,j)A

]}
+ (3.101)

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥z∥i−1,j + h1h2hRi,j (Ni,j + Li,j)A,

äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ P̄i,j, i ∈ 1, N1,j ∈ 1, N2, äå

A =

{[
∥ψ′∥+ Y (∥f∥+Nα ∥u∥)

]2
+
[
∥ϕ′∥+X (∥f∥+Nα ∥u∥)

]2} 1
2

, (3.102)

∥z∥0,j = ∥z∥i,0 = 0, ∀i ∈ 1, N1, ∀j ∈ 1, N2.

Äîâåäåííÿ. (ëåìè 3.6). ßêùî íå âêàçàíî iíøå, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(x, y) ∈ Pi,j äëÿ äîâiëüíè ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü ñòàëèõ i ∈ 1, N1 òà j ∈ 1, N2.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.100). ßê âæå âiäìi÷àëîñü ðàíiøå,

ôóíêöiÿ z(x, y) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà, çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ðiìàíà, íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

z(x, y) = z(xi−1, y) +

x∫
xi−1

R(ξ, yj−1, x, y)

[
∂

∂ξ
z(ξ, yj−1)

]
dξ− (3.103)

−
y∫

yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η, x, y)

]
z(xi−1, η)dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η, x, y)

[
N(u(ξ, η))−N(

(0)
u(xi−1, yj−1))

]
u(ξ, η)dξdη. (3.104)
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Ç ðiâíîñòi (3.104) âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà (äèâ. ïîçíà÷åííÿ (3.94) �

(3.97))

∥z∥i,j ≤ ∥z∥i−1,j + h1Ri,j

∥∥∥∥∂z(x, yj−1)

∂x

∥∥∥∥
i,j−1

+ h1h2R
′
i,j ∥z∥i−1,j +

+h1h2Ri,j

∥∥∥N(u(ξ, η))− N(
(0)
u i,j)

∥∥∥
i,j
+ (3.105)

+h1h2Ri,j

∥∥∥N((0)u i,j

) (0)
u i,j −N

((0)
u i,j

)
u(ξ, η)

∥∥∥
i,j

≤

≤ ∥z∥i−1,j

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+ h1Ri,j

∥∥∥∥∂z(x, yj−1)

∂x

∥∥∥∥
i,j−1

+

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j)
∥∥u(x, y)− (0)

u i,j

∥∥
i,j

≤

≤ ∥z∥i−1,j

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+ h1Ri,j

∥∥∥∥∂z(x, yj−1)

∂x

∥∥∥∥
i,j−1

+

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j)
[
∥u(x, y)− ui,j∥i,j + |zi,j|

]
.

Âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó íåðiâíiñòü |zi,j| ≤ ∥z∥i,j−1 ,
1) ìè ìîæåìî óçàãàëüíèòè

íåðiâíîñòi (3.105) íàñòóïíèì ÷èíîì

∥z∥i,j ≤ ∥z∥i−1,j

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+ h1Ri,j

∥∥∥∥∂z(x, yj−1)

∂x

∥∥∥∥
i,j−1

+

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥z∥i,j−1 + h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥u(x, y)− ui,j∥i,j .
(3.106)

Îöiíèìî âèðàçè
∥∥∥∂z(x,yj−1)

∂x

∥∥∥
i,j−1

òà ∥u(x, y)− u (xi−1, yj−1)∥i,j ÿêi ôiãóðóþòü â
ïðàâié ÷àñòèíi inequality (3.106). Ïî÷íåìî ç äðóãîãî ç íèõ. Ç òåîðåìè Ëàãðàí-

æà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè îäåðæèìî

|u(ξ, η)− u(xi−1, yj−1)| ≤ |u(x, y)− u(xi−1, y)|+ |u(xi−1, y)− u(xi−1, yj−1)| ≤

≤ |x− xi−1|
∥∥∥∥∂u(x, y)∂x

∥∥∥∥
D̄

+ |y − yj−1|
∥∥∥∥∂u(x, y)∂y

∥∥∥∥
D̄

. (3.107)

1)Íåðiâíiñòü |zi,j | ≤ ∥z∥i−1,j òàêîæ ¹ âiðíîþ, i ¨¨ áóäå âèêîðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi

(3.101).



97

Êðiì òîãî, ç ðiâíÿííÿ (3.1) îäåðæèìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi

∂u(x, y)

∂x
= ψ′(x) +

y∫
0

[f(x, η)−N(u(x, η))u(x, η)] dη, (3.108)

∂u(x, y)

∂y
= ϕ′(y) +

x∫
0

[f(ξ, y)−N(u(ξ, y))u(ξ, y)] dξ. (3.109)

Îòæå, ç (3.107), âðàõîâóþ÷è îöiíêè (3.108) òà (3.109), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

íåðiâíiñòü

|u(x, y)− u(xi−1, yj−1)| ≤

≤ h1
(
∥ψ′(x)∥[0,X] + Y

[
∥f(x, y)∥D̄ + ∥N(u(x, y))∥D̄ ∥u(x, y)∥D̄

])
+ (3.110)

+h2
(
∥ϕ′(y)∥[0,Y ] +X

[
∥f(x, y)∥D̄ + ∥N(u(x, y))∥D̄ ∥u(x, y)∥D̄

])
≤

≤ A
√
h21 + h22 = Ah.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíêè âåëè÷èíè
∣∣∣∂z(x,yj−1)

∂x

∣∣∣ . Ç ðiâíÿííÿ (3.92) âèïëè-

âà¹ ðiâíiñòü
∂z(x, yj−1)

∂x
=

= −
j−1∑
s=1

ys∫
ys−1

(
N
((0)
u i,s

)
z(x, η) +

[
N(u(x, η))−N

((0)
u i,s

)]
u(x, η)

)
dη. (3.111)

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (3.95) ç ðiâíîñòi (3.111) íå âàæêî îäåðæàòè îöiíêó

(∀x ∈ [xi−1, xi]) ∣∣∣∣∂z(x, yj−1)

∂x

∣∣∣∣ ≤ j−1∑
s=1

Ni,s

ys∫
ys−1

|z(x, η)| dη+ (3.112)

+

j−1∑
s=1

ys∫
ys−1

[
(Li,s +Ni,s) {|u(x, η)− ui,s|+ |zi,s|}

]
dη.

Êîìáiíóþ÷è íåðiâíîñòi (3.110) òà (3.112), îäåðæèìî∣∣∣∣∂z(x, yj−1)

∂x

∣∣∣∣ ≤ h2

j−1∑
s=1

(2Ni,s + Li,s) ∥z∥i,s + h2hA

j−1∑
s=1

(Ni,s + Li,s) . (3.113)
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I, íàðåøòi, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.110) òà (3.113) ç (3.106) îäåðæèìî

øóêàíó îöiíêó (3.100).

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.101) â îñíîâíîìó àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ íå-

ðiâíîñòi (3.100). Îäíàê, ïðè äîâåäåííi íåðiâíîñòi (3.101), çàìiñòü ôîðìóëè

(3.104), ìè ïîâííi ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ

z(x, y) = z(x, yj−1)+

+

x∫
xi−1

[
∂

∂ξ
R(ξ, yj−1, x, y)

]
z(ξ, yj−1)dξ− (3.114)

−
y∫

yj−1

R(xi−1, η, x, y)

[
∂

∂η
z(xi−1, η)

]
dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η, x, y)

[
N(u(ξ, η))−N(

(0)
u (xi−1, yj−1))

]
u(ξ, η)dξdη.

Àíàëîãi÷íî äî òîãî ÿê öå áóëî ïîêàçàíî äëÿ ôîðìóëè (3.104), ç ðiâíîñòi (3.114)

ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ îöiíêè:

∥z∥i,j ≤ ∥z∥i,j−1

(
1 + h1h2R

′
i,j

)
+ h2Ri,j

∥∥∥∥∂z(xi−1, y)

∂y

∥∥∥∥
i−1,j

+

+h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥z∥i−1,j + h1h2Ri,j (Li,j +Ni,j) ∥u(x, y)− ui,j∥i,j .
(3.115)

À çàìiñòü íåðiâíîñòi (3.113) ìè ïîâèííi ñêîðèñòàòèñü íàñòóïíîþ îöiíêîþ

(∀y ∈ [yj−1, yj]) :∣∣∣∣∂z(xi−1, y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ h1

i−1∑
s=1

(2Ns,j + Ls,j) ∥z∥s,j + h1hA
i−1∑
s=1

(Ns,j + Ls,j) , (3.116)

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Íàðåøòi, ç íåðiâíîñòi (3.115), ïiäñòà-

âèâøè â íå¨ îöiíêè (3.110) òà (3.116), îäåðæèìî øóêàíó íåðiâíiñòü (3.101).

Íà öüîìó äîâåäåííÿ ëåìè 3.6 çàâåðøåíå.

Äëÿ òîãî, ùîá ñêîðèñòàòèñü ðåçóëüòàòàìè ëåìè 3.6 ìè ïîâèííi çðîáèòè

ïðèïóùåííÿ ñòîñîâíî êîðåëÿöi¨ ìiæ âåëè÷èíàìè h1 òà h2. Ñàìå öå ïðèïóùå-

ííÿ áóäå âèçíà÷àëüíèì â òîìó, ÿêà ç îöiíîê, (3.100) ÷è (3.101), áóäå âèêîðèñòî-

âóâàòèñü ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî,
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ùî2)

h1 ≤ h2 ⇔ N2 ≤
Y N1

X
. (3.117)

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè îöiíêó (3.100) à òàêîæ îçíà÷åííÿ êîíñòàíò Nα òà Lα

(3.99), äiéäåìî âèñíîâêó, ùî ç íåðiâíîñòåé

ρ1 ≤
(0)
u k,l≤ ρ2, ∀k ∈ 0, N1 − 1, ∀l ∈ 0, j, j < N2 (3.118)

âèïëèâàþòü òàêi îöiíêè

Nk,l ≤ Nα, Lk,l ≤ Lα,

∥z∥k,l ≤ (1 + h1h2R
′
α) ∥z∥k−1,l +

+h1Rα(2Nα + Lα)h2

l−1∑
s=1

∥z∥i,s + h1h2Rα(Lα +Nα) ∥z∥k,l−1+ (3.119)

+h1hRαA(Nα + Lα)(Y + h2), k ∈ 1, N1, ∀l ∈ 1, j + 1,

äå

Rα = 0F1

(
1;Nαh

2
2

)
, R′

α = 0F1

(
2;Nαh

2
2

)
Nα. (3.120)

Îäíàê, âçàãàëi êàæó÷è, óìîâè (3.118) íå ìîæóòü áóòè âèêîíàíèìè äëÿ âñiõ

l ∈ 1, N2, ÿêùî íå íàêëàäåíî ïåâíå îáìåæåííÿ íà âåëè÷èíó êðîêó h2. Ùîá

ç'ÿñóâàòè, ÿêå ñàìå îáìåæåííÿ ïîòðiáíî íàêëàñòè íà h2, äîñëiäèìî âëàñòèâî-

ñòi ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë µi,j ∀i ∈ 0, N1, ∀j ∈ 0, N2, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

µi,j = aµi−1,j + bµi,j−1 + c, µ0,j = µi,0 = 0 (3.121)

äå

a = 1 + h1a1(h2) = 1 + h1h2R
′
α,

b = h1b1(h2) = h1
[
RαY (2Nα + Lα) + h2Rα (Nα + Lα)

]
, (3.122)

c = h1hc1(h2) = h1h
[
RαA (Nα + Lα) (Y + h2)

]
.

2)Ïðè öüîìó ïðèïóùåííi íåðiâíiñòü (3.101) íå ¹ êîðèñíîþ äëÿ íàñ, òîìó çàìiñòü íå¨ ìè ïîâèííi

âèêîðèñòîâóâàòè íåðiâíiñòü (3.100). Òèì íå ìåíø, ÿêáè ìè ïðèïóñêàëè, ùî h1 > h2, òîäi äëÿ

äîâåäåííÿ òåîðåìè ìè áóëè á çìóøåíi âèêîðèñòîâóâàòè íåðiâíiñòü (3.101).
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Ëåìà 3.7. Ïðèïóñòèìî, ùî äiéñíi ÷èñëà µi,j ∀i ∈ 0, N1, ∀j ∈ 0, N2 âèçíà÷à-

þòüñÿ çà ôîðìóëàìè (3.121), äå

a = 1 + h1a1, b = h1b1, c = h1hc1

i âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (3.117). Òîäi

µi,j ≤ hXc1 exp
(
(X + Y )b1 +Xa1

)
, ∀i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2. (3.123)

Äîâåäåííÿ. (ëåìè 3.7). Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìà-

òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî ÿâíà ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ µi,j ìà¹ âèãëÿä.

µi,j =


0 i = 0, j ∈ 1, N2 àáî j = 0, i ∈ 1, N1,

c
j−1∑
k=0

i−1∑
p=0

(k+p)!
k!p! a

pbk ∀i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2.
(3.124)

Áóäåìî ïðîâîäèòè iíäóêöiþ çà iíäåêñîì j.

Áàçîâå ïðèïóùåííÿ, j = 1.

Âiäçíà÷èìî, ùî ç îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi µi,j (3.121) âèïëèâà¹, ùî ñïðàâ-

äi µi,j = 0, ÿêùî i = 0, j ∈ 1, N2 àáî æ, êîëè j = 0, i ∈ 1, N1.

Ïîêàæåìî, ùî

µi,1 = c
0∑

k=0

i−1∑
p=0

(k + p)!

k!p!
apbk = c

i−1∑
p=0

ap, ∀i ∈ 1, N1. (3.125)

Äiéñíî, ç (3.121) îäåðæèìî:

µ1,1 = aµ0,1 + bµi,0 + c = c,

µ2,1 = aµ1,1 + c = ac+ c = c
1∑

p=0

ap.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (3.125) ñïðàâåäëèâà äëÿ äåÿêîãî i = r, 1 < r < N1.

Ïîêàæåìî, ùî âîíà ¹ âiðíîþ i ïðè i = r + 1. Ç (3.121) ìà¹ìî:

µr+1,1 = aµr,1 + bµr+1,0 + c = ac
r−1∑
p=0

ap + c = c
r∑

p=0

ap.

Òàêèì ÷èíîì (3.125) ¹ âiðíîþ ∀i ∈ 1, N1.
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Êðîê iíäóêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî (3.124) âèêîíó¹òüñÿ ∀i ∈ 1, N1, j ∈ 1,m− 1, 1 < m− 1 <

N2. Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ðiâíîñòi ïðè j = m.

µi,m = aµi−1,m+bµi,m−1+c = ac
m−1∑
k=0

i−2∑
p=0

(k + p)!

k!p!
apbk+bc

m−2∑
k=0

i−2∑
p=0

(k + p)!

k!p !
apbk+c =

= c

(
m−1∑
k=0

i−1∑
p=1

(k + p− 1)!

k!(p− 1)!
apbk + 1 +

m−1∑
k=1

i−1∑
p=0

(k + p− 1)!

(k − 1)!p !
apbk

)
=

= c

(
i−1∑
p=1

ap+
m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

(k + p− 1)!

k!(p− 1)!
apbk+1+

m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

(k + p− 1)!

(k − 1)!p !
apbk+

m−1∑
k=1

bk

)
=

= c

(
i−1∑
p=0

ap +
m−1∑
k=1

bk +
m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

[
(k + p− 1)!

k!(p− 1)!
+

(k + p− 1)!

(k − 1)!p !

]
apbk

)
=

= c

(
i−1∑
p=0

ap +
m−1∑
k=1

bk +
m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

[
(k + p− 1)! p+ (k + p− 1)! k

(k − 1)!(p− 1)! k p

]
apbk

)
=

= c

(
i−1∑
p=0

ap +
m−1∑
k=1

bk +
m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

(k + p− 1)!(p+ k)

k!p !
apbk

)
=

= c

(
i−1∑
p=0

ap +
m−1∑
k=1

bk +
m−1∑
k=1

i−1∑
p=1

(k + p)!

k!p !
apbk

)
=

= c

(
i−1∑
p=0

ap +
m−1∑
k=1

i−1∑
p=0

(k + p)!

k!p !
apbk

)
= c

m−1∑
k=0

i−1∑
p=0

(k + p)!

k!p !
apbk.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ôîðìóëà (3.124)

ñïðàâäi ¹ âiðíîþ.

Ç ôîðìóëè (3.124) òà ïðèïóùåííÿ (3.117) îäåðæèìî

µi,j ≤ µN1,N2
= c

N1−1∑
p=0

ap
N2−1∑
k=0

(k + p)!

k!p!
bk =

= c
N1−1∑
p=0

ap
N2−1∑
k=0

1

k!
(p+ 1)(p+ 2) . . . (p+ k)hk1

(
b

h1

)k

≤

≤ c
N1−1∑
p=0

ap
N2−1∑
k=0

1

k!
(N1 +N2)

khk1

(
b

h1

)k

≤
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≤ c
N1−1∑
p=0

ap
N2−1∑
k=0

1

k!

(
N1 +

Y N1

X

)k (X
N1

)k ( b

h1

)k

=

= c
N1−1∑
p=0

ap
N2−1∑
k=0

((X + Y ) b1)
k

k!
≤ hXc1a

N1−1 exp
(
(X + Y )b1

)
=

= hXc1

(
1 +

X

N1
a1

)N1−1

exp
(
(X + Y )b1

)
≤ hXc1 exp

(
(X + Y )b1 +Xa1

)
.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ ëåìè 3.7 çàâåðøåíå. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íåîáõi-

äíå îáìåæåííÿ íà ìàêñèìàëüíó âåëè÷èíó êðîêó h2, ïðî ÿêå éøëà ìîâà âèùå,

ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

E(h1, h2) =
√
h21 + h22c1(h2)X exp

(
(X + Y )b1(h2) +Xa1(h2)

)
.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ïðèïóùåííÿ (3.117), ìè ïðèõîèìî äî íåðiâíîñòi

E(h1, h2) ≤ E(h2, h2) = E(h2).

Ôóíêöiÿ E(h2) ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ íà [0,+∞], lim
h2→+∞

E(h2) = +∞,

E(0) = 0. Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ñòàëî¨ Hα > 0, òàêî¨,

ùî

E(Hα) = α, i E(h2) < α, ∀h2 ∈ [0, Hα) .

Â ïîäàëüøîìó ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî

h2 ≤ Hα. (3.126)

Òîäi, çà âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ (3.126), ç ëåìè 3.7 âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü

íåðiâíîñòi

µi,j ≤ hK ≤ α, K = c1(Hα)X exp
(
(X + Y )b1(Hα) +Xa1(Hα)

)
, (3.127)

i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2.

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè íåðiâíiñòü (3.93) çi ñòàëîþ κ = K (äèâèñü ïîçíà-

÷åííÿ (3.127)) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Áóäåìî ïðîâîäèòè

iíäóêöiþ ïî iíåêñó j.

Áàçîâå ïðèïóùåííÿ, j=1.
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Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî u(x, 0) =
(0)
u(x, 0) ∀ x ∈ [0, X] äiéäåìî âèñíîâêó,

ùî íåðiâíîñòi (3.118) ¹ âiðíèìè ïðè j = 0. Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâàþòü íåðiâ-

íîñòi (3.119) ïðè j = 1, ÿêi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (3.120) òà (3.122),

ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó âèãëÿäi

∥z(x, y)∥i,1 ≤ ∥z∥i−1,1 a+ c, ∀i,∈ 1, N1. (3.128)

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (3.121), ëåãêî áà÷èòè, ùî

∥z(x, y)∥i,1 ≤ µi,1, ∀i ∈ 1, N1 (3.129)

i, ÿê íàñëiäîê, ç (3.127) âèïëèâà¹, ùî

∥z(x, y)∥i,1 ≤ hK, ∀i ∈ 1, N1. (3.130)

Íåðiâíîñòi (3.130) äîâîäÿòü iñòèííiñòü íåðiâíîñòi (3.93) çi ñòàëîþ κ = K ïðè

j = 1 i äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ 1, N1.

Êðîê iíäóêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü (3.93) òà äîïîìiæíà íåðiíiñòü

∥z(x, y)∥i,j ≤ µi,j (3.131)

äîâåäåíi äëÿ j ∈ 1, n, i ∈ 1, N1, 1 < n < N2. Ç öüîãî ïðèïóùåííÿ âèïëè-

âà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòåé (3.118) ïðè j = n i, ÿê íàñëiäîê, îäåðæèìî

íåðiâíîñòi (3.119) ïðè j = n. Êîìáiíóþ÷è äîïîìiæíó íåðiâíiñòü (3.131) ç

î÷åâèäíîþ íåðiâíiñòþ

µk,l−1 ≤ µk,l, ∀k ∈ 1, N1, l ∈ 1, N2

òà ç íåðiâíîñòÿìè (3.119) ïðè j = n, ìè ïðèéäåìî äî íàñòóïíî¨ îöiíêè äëÿ

âåëè÷èíè zi,n+1:

∥z∥i,n+1 ≤ aµi−1,n+1 + c+

+h1Rα(2Nα + Lα)h2

n∑
s=1

µi,s + h1h2Rα(Lα +Nα)µi,n ≤ (3.132)

≤ aµi−1,n+1 + bµi,n + c = µi,n+1.
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Îöiíêà (3.132) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ 1, N1 i äîâîäèòü ñïðàâåäëèâiñòü

íåðiâíîñòi (3.131) ïðè j = n + 1. Êðiì òîãî, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè îöiíêè

(3.127) òà îöiíêó (3.132), íåãàéíî îäåðæó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.93)

çi ñòàëîþ κ = K ïðè j = n+ 1 i äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ 1, N1, ùî é ïîòðiáíî áóëî

äîâåñòè:

∥z(x, y)∥i,n+1 ≤ µi,n+1 ≤ hK ≤ α, ∀i ∈ 1, N1.

Òàêèì ÷èíîì, ç ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî íåðiâíiñòü

(3.93) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2. Òèì ñàìèì, äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.3 çàâåðøåíå.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ ïðî äîñòàòíi óìîâè, ÿêi

çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü FD-ìåòîäó (3.21), (3.87), (3.26), (3.28) äî òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2). Iíàêøå êàæó÷è, âðàõîâóþ÷è, ùî ïàðà-

ìåòðè h1 òà h2 ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè, 3) äîâåäåìî, ùî

lim
m→∞

m∑
k=0

∥∥(k)u(x, y)∥∥
1,D̄

<∞, (3.133)

i

u(x, y) =
∞∑
k=0

(k)
u(x, y), (3.134)

äå

∥∥f(x, y)∥∥
1,D̄

= max

∥∥f(x, y)∥∥D̄, max
i∈1,N1,
j∈1,N2

[∥∥∥∥ ∂∂xf(x, y)
∥∥∥∥2
Pi,j

+

∥∥∥∥ ∂∂yf(x, y)
∥∥∥∥2
Pi,j

] 1
2

 ,

äëÿ äîâiëüíèõ f(x, y), òàêèõ, ùî f(x, y) ∈ C(D) i f(x, y) ∈ C1,1(Pi,j), i ∈
1, N1, j ∈ 1, N2. Äëÿ äîâåäåííÿ (3.133) òà (3.134) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî îöiíêó äëÿ âåëè÷èíè
∥∥(k)u(x, y)∥∥

1,D̄
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êóñêîâî-ñòàëó ôóíêöiþ
(s)
u⊥(x, y) , (x, y) ∈ D̄, ÿêà âèçíà-

÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(s)
u⊥(x, y) =

(s)
u(xi−1, yj−1) , (x, y) ∈ [xi−1, xi)× [yj−1, yj), ∀i ∈ 1, N1, ∀j ∈ 1, N2

3)Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî h1 ≤ h2 ≤ 1 i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.126).
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ìîæíà ïîäàòè ðiâíÿííÿ (3.168) ó âèãëÿäi:

∂2
(k)
u (x, y)

∂x∂y
+N

( (0)
u⊥(x, y)

) (k)
u (x, y) = −N ′( (0)u⊥(x, y)) (0)

u(x, y)
(k)
u⊥ (x, y)−

−
k−1∑
s=1

Ak−s

(
N ;

(0)
u⊥(x, y), . . .

(k−s)
u⊥ (x, y)

) (s)
u(x, y)+ (3.135)

+
k−1∑
s=0

[
Ak−1−s

(
N,

(0)
u⊥(x, y) , . . . ,

(k−1−s)
u⊥ (x, y)

)
−

−Ak−1−s

(
N,

(0)
u(x, y) , . . . ,

(k−1−s)
u (x, y)

)] (s)
u(x, y)−

−Ak

(
N,

(0)
u⊥(x, y) , . . . ,

(k−1)
u⊥ (x, y) , 0

) (0)
u(x, y) =

(k)

F (x, y), (x, y) ∈ D̄,

ßê âæå âiäçíà÷àëîñü âèùå, ðîçâ'ÿçîê k-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.168) (k > 1)

àáî, ùî òå ñàìå, (3.135) â îáëàñòi P̄i,j ìîæíà ïðåäñòàâèòè â ÿâíîìó âèãëÿäi

íàñòóïíèì ÷èíîì [10]:

(k)
u (x, y) =

(k)
u (xi−1, y) +

x∫
xi−1

R(ξ, yj−1;x, y)

[
∂

∂ξ

(k)
u (ξ, yj−1)

]
dξ− (3.136)

−
y∫

yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η;x, y)

]
(k)
u (xi−1, η)dη+

+N ′((0)u i,j

) (k)
u i,j

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η; x, y)
(0)
u(ξ, η)dξdη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η;x, y)
(k)

F(ξ, η)dξdη.

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.3, ôóíêöiÿ
(0)
u(x, y) =

(0)
u(h, x, y) ðiâíîìiðíî ïðÿìó¹

äî u(x, y) â îáëàñòi D̄ ÿê òiëüêè h→ 0. Îòæå, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè iñíóâàííÿ

i ¹äèíiñòü íåïåðåðâíîãî â îáëàñòi D̄ ðîçâ'ÿçêó u(x, y) çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2),

ìîæåìî êîíñòàòóâàòè, ùî iñíó¹ íåçàëåæíà âiä h1 òà h2 ñòàëà Mu, òàêà, ùî∥∥∥(0)u(x, y)∥∥∥
D̄
≤Mu. (3.137)
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Îñòàííié ôàêò çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íåçàëåæíèõ âiä h1 òà h2 ñòàëèõ

MN ,M
′
N ,MR,M

′
R > 0, òàêèõ, ùî∥∥∥N((0)u(x, y))∥∥∥

D̄
≤MN ,

∥∥∥N ′((0)u(x, y))∥∥∥
D̄
≤M ′

N , (3.138)

∥∥∥0F1

(
1,
∣∣N((0)u(x, y))∣∣)∥∥∥

D̄
≤MR,∥∥∥0F1

(
2,
∣∣N((0)u(x, y))∣∣)∣∣N((0)u(x, y))∣∣∥∥∥

D̄
≤M ′

R.

Ç ðiâíÿííÿ (3.135), âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.137), (3.138) òà ïîçíà÷åííÿ

(3.94), (3.95), (3.96), îäåðæèìî îöiíêó (∀x ∈ [xi−1, xi])

∣∣∣∂ (k)
u(x, yj−1)

∂x

∣∣∣ ≤ j−1∑
s=1

ys∫
ys−1

Ni,s

∣∣(k)u(x, y)∣∣dy+
+

j−1∑
s=1

ys∫
ys−1

N ′
i,s

∣∣(k)u i,s

∣∣∣∣(0)u(x, y)∣∣dy + yj−1∫
0

∣∣(k)F(x, y)∣∣dy ≤ (3.139)

≤ h2

j−1∑
s=1

Ni,s

∥∥(k)u ∥∥
i,s

+ h2

j−1∑
s=1

N ′
i,s

∥∥(k)u ∥∥
i,s

∥∥(0)u ∥∥
i,s

+ Y
∥∥(k)F ∥∥ ≤

≤ (MN +M ′
NMu)h2

j−1∑
s=1

∥∥(k)u ∥∥
i,s

+ Y
∥∥(k)F ∥∥,

äå ∥∥(k)u ∥∥
i,s

=
∥∥(k)u (x, y)

∥∥
P̄i,s
,
∥∥(k)F ∥∥ =

∥∥(k)F (x, y)
∥∥
D̄
.

Ç ðiâíîñòi (3.136), ïiäñòàâèâøè â íå¨ îöiíêó (3.139), îäåðæèìî íåðiâíiñòü∥∥(k)u ∥∥
i,j

≤ (1 + h1h2M
′
R)
∥∥(k)u ∥∥

i−1,j
+ h1h2M

′
NMRMu

∥∥(k)u ∥∥
i,j−1

+ (3.140)

+h1MR

{
(MN +M ′

NMu)h2

j−1∑
s=1

∥∥(k)u ∥∥
i,s

+ Y
∥∥(k)F ∥∥}+ h1h2MR

∥∥(k)F ∥∥.
Ïîçíà÷èâøè âèðàç

∥∥(k)u ∥∥
i,j

∥∥(k)F ∥∥−1
ÿê

(k)

U i,j, ïåðåïèøåìî (3.140) íàñòóïíèì

÷èíîì:

(k)

U i,j≤ (1 + h1h2M
′
R)

(k)

U i−1,j +h1h2M
′
NMRMu

(k)

U i,j−1 + (3.141)
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+h1MR

{
h2 (MN +M ′

NMu)

j−1∑
s=1

(k)

U i,s +Y

}
+ h1h2MR.

Âèêîðèñòàâøè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íå ñêëàäíî ïîêàçàòè (äèâ. äî-

âåäåííÿ òåîðåìè 3.3), ùî

Ui,j ≤ µi,j, ∀i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2, (3.142)

äå äiéñíi ñòàëi µi,j âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ôîðìóëè (3.121) â ÿêié

b = h1b1(h2) = h1MR (h2M
′
NMu + Y (MN +M ′

NMu)) , (3.143)

a = 1 + h1h2M
′
R, c = h1MR(h2 + Y ).

Ç ëåìè 3.7, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.142), âèïëèâàþòü îöiíêè

Ui,j ≤ µi,j ≤MRX(h2 + Y ) exp
(
(X + Y )b1(h2) +Xh2M

′
R

)
= (3.144)

= E(h2) ≤ E(1) = σ1, ∀i ∈ 1, N1, ∀j ∈ 1, N2.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî îöiíêè
(k)
u(x, y), îäåðæèìî∥∥(k)u ∥∥ def

=
∥∥(k)u(x, y)∥∥

D̄
= max

i∈1,N1

j∈1,N2

∥∥(k)u ∥∥
i,j

≤ σ1
∥∥(k)F ∥∥. (3.145)

Ç ðiâíÿííÿ (3.135) òà îöiíêè (3.145) íå âàæêî îäåðæàòè íåðiâíîñòi

∥∥∥∂ (k)
u (x, y)

∂x

∥∥∥
D̄
≤ Y σ2

∥∥(k)F ∥∥, ∥∥∥∂ (k)
u (x, y)

∂y

∥∥∥
D̄
≤ Xσ2

∥∥(k)F ∥∥, (3.146)

äå

σ2 = σ1(MN +M ′
NMu) + 1.

Êîìáiíóþ÷è íåðiâíîñòi (3.145) òà (3.146). îäåðæèìî íàñòóïíó îöiíêó∥∥(k)u ∥∥
1
=
∥∥(k)u (x, y)∥∥

1,D̄
≤ σ

∥∥(k)F ∥∥, σ = max
{
σ1, σ2

√
X2 + Y 2

}
. (3.147)

Íà ïiäñòàâi ÿâíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ
(k)

F (x, y) (äèâ. (3.135)) ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè îöiíêó (3.147) íàñòóïíèì ÷èíîì

∥∥(k)u ∥∥
1
≤ σ

(k−1∑
s=1

Ak−s

(
Ñ ;
∥∥(0)u ∥∥, . . . , ∥∥(k−s)

u
∥∥)∥∥(s)u∥∥+
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+

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=0

[
Ak−s−1

(
N ;

(0)
u⊥(x, y), . . . ,

(k−s−1)
u⊥ (x, y)

)
−

−Ak−s−1

(
N ;

(0)
u(x, y), . . . ,

(k−s−1)
u (x, y)

)] (s)
u(x, y)

∥∥∥∥∥
D̄

+

+Ak

(
Ñ ;
∥∥(0)u ∥∥, . . . , ∥∥(k)u ∥∥)∥∥(0)u ∥∥− ∥∥(0)u ∥∥∥∥(k)u ∥∥Ñ ′(∥∥(0)u ∥∥)), (3.148)

äå

Ñ(u) =
∞∑
s=0

|νs|us.

Äëÿ îöiíêè äðóãîãî äîäàíêó â íåðiâíîñòi (3.148) ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 2.1.

Òîäi (3.148) íàáóäå âèãëÿäó:

∥∥(k)u ∥∥
1
≤ σ

(k−1∑
s=0

Ak−s

(
Ñ ;
∥∥(0)u ∥∥

1
, . . . ,

∥∥(k−s)
u
∥∥
1

)∥∥(s)u∥∥
1
+

+h
k−1∑
s=0

Ak−s−1

(
Ñ1;

∥∥(0)u ∥∥
1
, . . . ,

∥∥(k−s−1)
u

∥∥
1

)∥∥(s)u∥∥
1
−
∥∥(0)u ∥∥

1

∥∥(k)u ∥∥
1
Ñ ′(∥∥(0)u ∥∥

1

))
.

(3.149)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {vk}∞k=0, âèçíà÷åíó çà ôîðìóëîþ

v0 =
∥∥(0)u ∥∥

1
, vk = σ

(k−1∑
s=0

Ak−s

(
Ñ ; v0, . . . , vk−s

)
vs+

+
k−1∑
s=0

Ak−s−1

(
Ñ1; v0, . . . , vk−s−1

)
vs − vkÑ

′(v0)v0), k = 1, 2, . . . . (3.150)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {vk}∞k=0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∥∥(k)u ∥∥
1
≤ vkh

k, k = 0, 1, . . . (3.151)

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðÿä

g(z) =
∞∑
k=0

vkz
k (3.152)

ìà¹ íåíóëüîâèé ðàäióñ çáiæíîñòi, ÿêèé ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç R > 0, à òàêîæ,

ùî g(R) <∞, ìè íåãàéíî ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

vkR
k ≤ c

k1+δ
(3.153)
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äå c òà δ � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi. Ç íåðiâíîñòi (3.153) âèïëèâà¹, ùî óìîâà h ≤ R

¹ äîñòàòíüîþ, ùîá ðÿä
∞∑
k=0

∥∥(k)u ∥∥
1
áóâ çáiæíèì, à çíà÷èòü, ùîþ áóâ çáiæíèì i

FD-ìåòîä. Òàêèì ÷èíîì, ùîá äîâåñòè, ùî íåðiâíiñòü (3.133) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äåÿêî¨ äîñòàòíüî ìàëî¨ ñòàëî¨ h, ïîòðiáíî äîñëiäèòè çáiæíiñòü ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (3.152).

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè íåðiâíîñòi (3.150), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóí-

êöiÿ g(z) çàäîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ(
g(z)− v0

)(
1 + σÑ ′(v0)v0) = σ

[(
Ñ
(
g(z)

)
− Ñ

(
v0
))
g(z) + zÑ ′(g(z))(g(z))2]

(3.154)

äëÿ äîâiëüíèõ z ∈ (−R,R).
Ùîá äîâåñòè, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä (3.152) ìà¹ íåíóëüîâèé ðàäióñ çáiæíîñòi,

òîáòî, ùî R > 0, ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè îáåðíåíó ôóíêöiþ z = g−1. Ç ðiâíÿííÿ

(3.154) íå ñêëàäíî îäåðæàòè ÿâíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ z = z(g) :

z(g) =

(
g − v0

)(
1 + σÑ ′(v0)v0)− (Ñ(g)− Ñ

(
v0
))
gσ

σÑ ′
(
g
)
g2

. (3.155)

Âðàõîâóþ÷è, ùî z(v0) = 0 ëåãêî îäåðæàòè çíà÷åííÿ z′(v0) :

z′(v0) = lim
g→v0

z(g)− z(v0)

g − v0
=

1

σÑ ′
(
v0
)
v20
. (3.156)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ z(g) (3.155) ¹ ãîëîìîðôíîþ â äåÿêîìó âiäêðèòîìó îêîëi

òî÷êè g = v0 i z′(v0) > 0, òî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî iñíó¹ îáåðíåíà

ôóíêöiÿ z−1 = g, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ ãîëîìîðôíîþ â äåÿêîìó âiäêðèòîìó

iíòåðâàëi (−R,R) (äèâ. [56]). Ïðèïóñêàþ÷è, ùî g(R) = ∞ ìè ïðèéäåìî äî

ïðîòèði÷÷ÿ (äèâ. (3.154))

1 + Ñ ′(v0)v0 = lim
z→+∞

(
v0(1 + σÑ ′(v0)v0)

g(z)
+ σ

[(
Ñ
(
g(z)

)
− Ñ

(
v0
))

+

+zÑ ′(g(z))g(z)]) = +∞. (3.157)

Öå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.153) äëÿ äåÿêèõ äîäà-

òíèõ ñòàëèõ c òà δ, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä Ñ(u) òà v0. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà
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h ≤ R çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (3.133) òà

∥∥(k)u ∥∥
1
≤ c

k1+δ

(
h

R

)k

. (3.158)

Ïðèïóñòèìî, ùî h ≤ R. Òîäi, íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (3.133) ìè ìîæåìî

ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ

∞
u(x, y) =

∞∑
k=0

(k)
u (x, y) ∈ C(D̄).

Êðiì òîãî, ç ðiâíÿííÿ (3.28) âèïëèâà¹, ùî
(k)
u (x, y) ∈ C1,1(Pi,j) i

∥∥∥∂2 (k)
u (x, y)

∂x∂y

∥∥∥
Pi,j

≤
(
MN +M ′

NMu

)∥∥(k)u ∥∥
1
+
∥∥(k)F ∥∥, i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2. (3.159)

Ç íåðiâíîñòi (3.159), âðàõîâóþ÷è (3.158) âèïëèâà¹, ùî
∞
u(x, y) ∈ C1,1(Pi,j) òà

∂2
∞
u(x, y)

∂x∂y
=

∞∑
k=0

∂2
(k)
u (x, y)

∂x∂y
∀(x, y) ∈ Pi,j, i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü äîçâîëÿ¹ íàì ïðîñóìóâàòè ðiâíÿííÿ (3.26) òà (3.28) ïî âñiì

k âiä 1 äî ∞, i òîäi, âðàõóâàâøè î÷åâèäíó ðiâíiñòü

N
(∞
u(x, y)

)
= N

(∞
u(x, y)

) ∞
u(x, y) =

∞∑
k=0

k∑
s=0

Ak−s

(
N ;

(0)
u(x, y), . . . ,

(k−s)
u (x, y)

) (s)
u(x, y),

îäåðæèìî:
∂2

∞
u(x, y)

∂x∂y
+ N(

∞
u(x, y)) = f(x, y), (3.160)

∀(x, y) ∈ D̄ ∩
{
(x, y) |x ̸= xi, y ̸= yj, i ∈ 0, N1, j ∈ 0, N2

}
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî ðiâíiñòü (3.160) ôîðìàëüíî ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿí-

íÿì (3.1). Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè òîòîæíiñòü

∞
u(x, y) ≡ u(x, y), (x, y) ∈ D̄

äîñòàòíüî âðàõóâàòè, ùî
∞
u(0, y) ≡ u(0, y) ≡ ϕ(y),

∞
u(x, 0) ≡ u(x, 0) ≡ ψ(y) òà

âiäìiòèòè òîé ôàêò, ùî ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i (3.1), (3.2) ¹ ¹äèíèì â îáëàñòi

D.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.



111

Òåîðåìà 3.4. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1), (3.2) âèêîíóþòüñÿ

óìîâè:

1) N(u) = u
∞∑
k=0

νku
k, νk ∈ R, ∀u ∈ R;

2) ψ(x) ∈ C(1) (D1) ∩ C
(
D̄1

)
, ϕ(y) ∈ C(1) (D2) ∩ C

(
D̄2

)
, f(x, y) ∈ C(D̄).

Òîäi âèêîíóþòü ïðèïóùåííÿ 1), 2) i ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i (3.1) � (3.2)

iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì íà ïðÿìîêóòíèêó D. FD-ìåòîä (3.21) � (3.30) äëÿ çàäà÷i

(3.1) � (3.2) çáiãà¹òüñÿ äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Ìàþòü ìiñöå îöiíêè àáñî-

ëþòíî¨ ïîõèáêè ìåòîäó:

∥∥u(x, y)− m
u(x, y)

∥∥
1,D̄

≤ cR

(m+ 1)1+ε(R− h)

(
h

R

)m+1

, m ∈ N ∪ {0} (3.161)

äå h � êðîê FD-ìåòîäó, h < R i äiéñíi ñòàëi C,R, δ çàëåæàòü ëèøå âiä

âõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i (3.1) � (3.2).

3.5 Àëãîðèòìi÷íi àñïåêòè ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨

FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà

Ïåðø íiæ ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ àëãîðèòìi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1) � (3.2) òà îöiíêè ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî àëãî-

ðèòìó ç òî÷êè çîðó êiëüêîñòi íåîáõiäíèõ îñíîâíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, ìíî-

æåííÿ, äiëåííÿ), ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ ÿâíî¨ ñõåìè FD-ìåòîäó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ, âèêëàäåíó â [3, 47] ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå óçàãàëü-

íåííÿ çàäà÷i (3.1)-(3.2):

∂2u(x, y, τ)

∂x∂y
+N(uα,⊥(x, y, τ))u(x, y, τ)−

− τ
[
N(uα,⊥(x, y, τ))−N(u(x, y, τ))

]
u(x, y, τ) = f(x, y),

(3.162)

u(x, 0, τ) = ψ(x), u(0, y, τ) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), τ ∈ [0; 1], (3.163)



112

äå

uα,⊥(x, y, τ) =u(xi−1+α, yj−1+α) ,

(x, y) ∈ [xi−1, xi)× [yj−1, yj), ∀α ∈ [0; 1], ∀i ∈ 1, N1,∀j ∈ 1, N2.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) çàäà÷i (3.162),(3.163) iñíó¹ ∀τ ∈ [0; 1],

íåâàæêî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî u(x, y) = u(x, y, 1). Êðiì òîãî, ïðèïóñêàþ÷è,

ùî ðîçâ'ÿçîê u(x, y, τ) ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi ðÿäó

u(x, y, τ) =
∞∑
i=0

(i)
u (x, y)τ i, (3.164)

äå
(i)
u(x, y) � ôóíêöi¨, ùî íå çàëåæàòü âiä τ, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

ðîçâ'ÿçîê u(x, y) çàäà÷i (3.1),(3.2) ìîæå áóòè ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ íàáëèæå-

íèé çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨
m
u(x, y) (3.21). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðÿä (3.164) â çàäà÷ó

(3.162),(3.163) òà ïðèðiâíþþ÷è ôóíêöiîíàëüíi êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòå-

ïåíÿõ τ, çíàõîäèìî, ùî íåâiäîìà ôóíêöiÿ
(0)
u(x, y) ∈ C(D̄) ìîæå áóòè çíàéäåíà

ÿê ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ íåëiíiéíî¨ çàäà÷i Ãóðñà ç êóñêîâî ñòàëèì êîåôiöi¹í-

òîì, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ áàçîâîþ çàäà÷åþ:

∂2
(0)
u(x, y)

∂x∂y
+N

((0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

) (0)
u(x, y) = f(x, y), ∀(x, y) ∈ P̄i,j, (3.165)

(0)
u(x, 0) = ψ(x),

(0)
u(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), ∀(x, y),∈ D̄, (3.166)

äå

Pi,j = (xi−1, xi)× (yj−1, yj) , i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2. (3.167)

Ôóíêöi¨
(k)
u(x, y) ∈ C(D̄), k ∈ 1,m øóêàþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ëiíiéíèõ çàäà÷ Ãóðñà:

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+N(

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α))

(k)
u(x, y) =

= −N ′((0)u(xi−1+α, yj−1+α)
) (0)
u(x, y)

(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)−

(3.168)

−
k−1∑
s=1

Ak−s

(
N ;

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α), . . .

(k−s)
u (xi−1+α, yj−1+α)

) (s)
u(x, y)−
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−Ak

(
N ;

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α), . . . ,

(k−1)
u (xi−1+α, yj−1+α), 0

) (0)
u(x, y)+

+
k−1∑
s=0

[
Ak−1−s

(
N ;

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α), . . . ,

(k−1−s)
u (xi−1+α, yj−1+α)

)
−

−Ak−1−s

(
N ;

(0)
u(x, y) , . . . ,

(k−1−s)
u (x, y)

)] (s)
u(x, y) =

(k)

F(x, y), (3.169)

(k)
u (xi−1 + 0, y) =

(k)
u (xi−1 − 0, y),

(k)
u (x, yj−1 + 0) =

(k)
u (x, yj−1 − 0),

∀(x, y) ∈ P̄i,j,∀i ∈ 1, N1, ∀j ∈ 1, N2,

(k)
u (0, y) =

(k)
u (x, 0) = 0, ∀x ∈ [0, X] ,∀y ∈ [0, Y ] . (3.170)

Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.165)�(3.170) ìîæíà çàïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi çà äîïî-

ìîãîþ ðîçâ'ÿçóþ÷îãî îïåðàòîðà, â ðîëi ÿêîãî âèñòóïà¹ ôóíêöiÿ Ðiìàíà ([10]):

(k)
u (x, y) = R (x, yj−1, x, y)

(k)
u(x, yj−1)+

+R(xi−1, y, x, y)
(k)
u(xi−1, y)−R(xi−1+α, yj−1+α, x, y)

(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)−

−
x∫

xi−1

[
∂

∂ξ
R(ξ, yj−1, x, y)

]
(k)
u(ξ, yj−1)dξ −

y∫
yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η, x, y)

]
(k)
u(xi−1, η)dη+

+

x∫
xi−1

y∫
yj−1

R(ξ, η, x, y)gk(ξ, η)dξdη, ∀(x, y) ∈ P̄i,j, (3.171)

äå

gk(x, y) =

f(x, y), k = 0;

−N ′((0)u(xi−1+α, yj−1+α)
)(0)
u(x, y)

(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)−

(k)

F (x, y), k > 0,

R(x, y; ξ, η) = J0

(√
4Ni,j(x− ξ)(y − η)

)
= 0F1 (1;−(x− ξ)(y − η)Ni,j) ,

∂

∂x
R(x, y; ξ, η) = 0F1 (2;−(x− ξ)(y − η)Ni,j)Ni,j(η − y), (3.172)

∂

∂y
R(x, y; ξ, η) = 0F1 (2;−(x− ξ)(y − η)Ni,j)Ni,j(ξ − x),

Ni,j =
∣∣∣N((k)u (xi−1+α, yj−1+α)

)∣∣∣, ∀(x, y), (ξ, η) ∈ P̄i,j i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2,
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à ÷åðåç J0, 0F1 ïîçíà÷åíî ôóíêöiþ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó íóëüîâîãî ïîðÿäêó

òà âèðîäæåíó ãiïåðãåîìåòðè÷íó ôóíêöiþ âiäïîâiäíî (äèâ. [62]).

Ïðè α = 0 îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì ÿâëÿ¹ ñîáîþ ÿâíó ñõåìó FD-ìåòîäó,

ïðè α > 0 � íåÿâíó ñõåìó FD-ìåòîäó. Âçàãàëi êàæó÷è, α ìîæå ïðèéìàòè

äîâiëüíi çíà÷åííÿ 0 ≤ α ≤ 1, àëå, â äàíié ðîáîòi ïiä íåÿâíîþ ñõåìîþ FD-

ìåòîäó ìè ðîçóìiòèìåìî òàêó ñõåìó â ÿêié α = 1.

Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî ïèòàíü àëãîðèòìi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó

(3.165)�(3.170).

Î÷åâèäíî, ùî iíòåãðàëè ó ôîðìóëi (3.171) íå ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ÷åðåç

åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨. Òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 0, 1, 2, . . . íå-

îáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñåëüíi ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ. Îäíàê, áåçïîñåðåäí¹

çàñòîñóâàííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê ôîðìóëè Íüþòîíà-

Êîòåñà ÷è Sink-êâàäðàòóðíi ôîðìóëè, íå ¹ âèïðàâäàíèì ç òî÷êè çîðó îá-

÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi. Ïðè÷èíîþ öüîìó ¹ òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ Ðiìàíà

R(x, y; ξ, η) (3.172) íå ìîæå áóòè ðîçùåïëåíà íà ìóëüòèïëiêàòèâíi ÷àñòèíè

(ìíîæíèêè) êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü àáî ëèøå âiä (x, y), àáî ëèøå âiä (ξ, η).

Iíøèìè ñëîâàìè, çàñòîñîâóþ÷è êâàäðàòóðíi ôîðìóëè äî iíòåðãðàëó

x∫
xi

y∫
yj

R(ξ, η, x, y)gk(ξ, η)dξdη, (3.173)

ìè íå ìîæåìî âèêîðèñòàòè àäèòèâíó âëàñòèâiñòü iíòåãðàëó.

Òàê, âèêîðèñòîâóþ÷è, íàïðèêëàä, êâàäðàòóðíó ôîðìóëó Ñiìïñîíà, íàì

ïîòðiáíî (ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å) âèêîíàòè ïîðÿäêó O(n4) îñíîâíèõ îïåðà-

öié, äå ÷åðåç n ïîçíà÷åíî äèñêðåòèçàöiþ ïðÿìîêóòíèêà [xi, xi+1]×[yj, yj+1]. Íà

ïðîòèâàãó äî öüîãî, ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ¹ çíà÷íî áiëüø åôåêòèâ-

íèì ïðè îá÷èñëåííi ôóíêöié
(k)
u (x, y), k = 0, 1, 2, . . . . Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiëþ-

ñòðóâàòè öåé ôàêò ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíèê Pi,j = (xi−1, xi) × (yj−1, yj) , i ∈
∈ 1, N1, j ∈ 1, N2. Äëÿ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ iíòåãðàëó (3.173)

ðîçiá'¹ìî ïðÿìîêóòíèê Pi,j äåÿêîþ ñiòêîþ ç ðiâíîìiðíèìè êðîêàìè ïî îáîì

êîîðäèíàòíèì îñÿì (xi−xi−1)/p òà (yj−yj−1)/p âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî âóçëè

öi¹¨ êâàäðàòóðíî¨ ñiòêè (ξk, ηl), k, l ∈ 1, p. ßêáè ïîäâiéíèé iíòåãðàë (3.173)
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âîëîäiâ àäèòèâíîþ âëàñòèâiñòþ, òî äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ äå-

ÿêî¨ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè Íüþòîíà-Êîòåñà íà ñiòöi (ξk, ηl), k, l ∈ 1, p íàì

ïîòðiáíî áóëî á âèêîíàòè ïîðÿäêó p2 îñíîâíèõ îïåðàöié. Ñïðàâäi, äâi÷i çàñòî-

ñóâàâøè äî ïîäâiéíîãî iíòåãðàëó, ùî âîëîäi¹ àäèòèâíîþ âëàñòèâiñòþ, äåÿêó

êâàäðàòóðíó ôîðìóëó Íüþòîíà-Êîòåñà ç ðiâíîìiðíèì ðîçáèòòÿì îáëàñòi ií-

òåãðóâàííÿ ïî îáîì êîîðäèíàòàì, îäåðæèìî:

x∫
0

y∫
0

f(ξ, η)dξdη ≈
x∫

0

p∑
j=0

Ajf(ξ, yj)dξ =

p∑
j=0

Aj

x∫
0

f(ξ, yj)dξ ≈

≈
p∑

j=0

Aj

p∑
i=0

Bif(xi, yj) =

p∑
j=0

p∑
i=0

AjBif(xi, yj), (3.174)

äå Aj òà Bi � äåÿêi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ çàñòîñîâàíèõ êâàäðà-

òóðíèõ ôîðìóë.

Ïiäðàõó¹ìî ñêiëüêè îïåðàöié äîäàâàííÿ ïîòðiáíî âèêîíàòè, ùîá îá÷èñëè-

òè iíòåãðàë (3.173) â òî÷êàõ (ξk, ηl), k, l ∈ 1, p, çà äîïîìîãîþ ÷àñòèííîãî

âèïàäêó ôîðìóëè (3.174) � ôîðìóëè ïðÿìîêóòíèêiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rk,l

êiëüêiñòü îïåðàöié äîäàâàííÿ4), íåîáõiäíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó â òî÷öi

(ξk, ηl). Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

r1,1 = 1, r1,2 = 2, r1,3 = 3, r1,4 = 4, . . . , r1,p = p,

à
p∑

s=1

r1,s = 1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ p =
p(p+ 1)

2
.

r2,1 = 2, r2,2 = 4, r2,3 = 6, r2,4 = 8, . . . , r2,p = 2p,

à
p∑

s=1

r2,s = 2 + 4 + 6 + 8 + . . .+ 2p =
2p(p+ 1)

2
.

r3,1 = 3, r3,2 = 6, r3,3 = 9, r3,4 = 12, . . . , r3,p = 3p,

4)Â ôîðìóëi ïðÿìîêóòíèêiâ îïåðàöié äîäàâàííÿ çíà÷íî áiëüøå, íiæ ìíîæåííÿ, òîìó îñòàííiìè

â äàíîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî çíåõòóâàòè.
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à
p∑

s=1

r3,s = 3 + 6 + 9 + 12 + . . .+ 3p =
3p(p+ 1)

2
.

I â çàãàëüíîìó,

p∑
s=1

rp,s = p+ 2p+ 3p+ 4p+ . . .+ p2 = p
p(p+ 1)

2
.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü S äîäàâàíü, íåîáõiäíèõ äëÿ íà-

áëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ çãàäóâàíîãî iíòåãðàëó â óñiõ âóçëàõ ñiòêè (ξk, ηl), k, l ∈
1, p :

S =
p(p+ 1)

2
+

2p(p+ 1)

2
+

3p(p+ 1)

2
+ . . .+ p

p(p+ 1)

2
=

=
p(p+ 1)

2
(1 + 2 + 3 + . . .+ p) =

p(p+ 1)

2

p(p+ 1)

2
=

(
p(p+ 1)

2

)2

= O(p4).

(3.175)

Ïiäðàõó¹ìî òåïåð êiëüêiñòü îñíîâíèõ îïåðàöié íåîáõiäíèõ äëÿ áåçïîñåðå-

äíüîãî çíàõîäæåííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 0, 1, 2 . . . ç ðiâíÿíü (3.165),(3.168),

âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü:

(r)
un(ξk, ηl) =

= −
ξk∫

xi−1

ηl∫
yj−1

[
N
((r)
un−1(xi−1+α, yj−1+α)

) (r)
un−1(x, y)−gr

(
x, y,

(r)
un−1(x, y)

)]
dydx+

+
(r)
un(xi−1, ηl)+

(r)
un(ξk, yj−1)−

(r)
un(xi−1+α, yj−1+α), (3.176)

äå

gr(x, y,
(r)
un−1(x, y)) =

=

f(x, y), r = 0;

−N ′((0)u(xi−1+α, yj−1+α)
) (0)
u(x, y)

(r)
un−1(xi−1+α, yj−1+α)−

(r)

F (x, y), r > 0,

(r)
u0(x, y) ≡ 0, ∀(x, y) ∈ Pi,j, r = 0, k, l ∈ 1, p, i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2, n = 1, 2, . . . .

Îòæå, ÿê áóëî ïîêàçàíî âèùå, â öüîìó âèïàäêó (äèâ. ôîðìóëó (3.174)), â

êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó Pi,j ïîòðiáíî âèêîíàòè ïîðÿäêó p2 îñíîâíèõ îïåðàöié.

Îñêiëüêè òàêèõ êëiòèí-ïðÿìîêóòíèêiâ ñiòêè ω ¹ N1 × N2, òî íà êîæíîìó
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êðîöi ìåòîäó ìàòèìåìî ïîðÿäêó p2N1N2 îñíîâíèõ îïåðàöié. À äëÿ m çàäà÷

FD-ìåòîäó (3.165)�(3.170) áóäåìî ìàòè ïîðÿäêó mp2N1N2 îñíîâíèõ îïåðàöié.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåííÿ (3.21) ïîòðiáíî ùå âèêîíàòè (m + 1)p2N1N2

îïåðàöiþ äîäàâàííÿ. Îòæå, âñüîãî ïîòðiáíî âèêîíàòè ïîðÿäêó mp2N1N2 +

(m+ 1)p2N1N2 = (2m+ 1)p2N1N2 îñíîâíèõ îïåðàöié.

Òåïåð, àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü îñíîâíèõ îïåðàöié, ÿêi

íåîáõiäíî âèêîíàòè äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 0, 1, 2, . . . , çà ôîð-

ìóëàìè (3.171) - (3.172). Îñêiëüêè â êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó Pi,j ðîçâ'ÿçîê
(k)
u (x, y), k = 0, 1, 2, . . . , ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.171), òî

âðàõîâóþ÷è (3.175) ìàòèìåìî ïîðÿäêó
(p(p+1)

2

)2
îñíîâíèõ îïåðàöié â êîæíî-

ìó ç òàêèõ ïðÿìîêóòíèêiâ. Îñêiëüêè òàêèõ êëiòèí-ïðÿìîêóòíèêiâ ñiòêè ω ¹

N1×N2, òî íà êîæíîìó êðîöi ìåòîäó ìàòèìåìî ïîðÿäêó
(p(p+1)

2

)2
N1N2 îñíîâ-

íèõ îïåðàöié. À äëÿm çàäà÷ FD-ìåòîäó áóäåìî ìàòè ïîðÿäêó
(p(p+1)

2

)2
mN1N2

îñíîâíèõ îïåðàöié. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåííÿ (3.21) ïîòðiáíî ùå âèêîíà-

òè
(p(p+1)

2

)2
(m+1)N1N2 îïåðàöiþ äîäàâàííÿ. Îòæå, âñüîãî ïîòðiáíî âèêîíàòè

ïîðÿäêó (2m+ 1)
(p(p+1)

2

)2
N1N2 îñíîâíèõ îïåðàöié.

Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü, áåçïîñåðåäí¹ çíàõîäæåííÿ

ôóíêöié
(k)
u(x, y), k = 0, 1, 2 . . . ç ðiâíÿíü (3.165),(3.167), âèêîðèñòîâóþ÷è ìå-

òîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ¹ åôåêòèâíiøèì ç òî÷êè çîðó êiëüêîñòi âèêîíà-

ííÿ îñíîâíèõ îïåðàöié, íiæ ¨õ îá÷èñëåííÿ çà ôîðìóëàìè (3.171) - (3.172).

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó. Íèæ÷å íàâåäåíî äâi àëãîðè-

òìi÷íi ñõåìè, ïåðøà ç ÿêèõ ïðåäñòàâëÿ¹ àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ áàçîâî¨ çà-

äà÷i (3.165)-(3.167), à äðóãà - àëãîðèòì ñõåìè FD-ìåòîäó, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîñëi-

äîâíîñòi çàäà÷ (3.168)-(3.170). Òóò ââåäåíî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:
(0)
u p,k(x, y) �

ðîçâ'ÿçîê áàçîâî¨ çàäà÷i ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü íà k�ìó êðîöi öüîãî

ìåòîäó ó p�ìó ïðÿìîêóòíèêó ñiòêè FD-ìåòîäó (p = 1, N1 ×N2);
(r)
u p,k(x, y) �

âiäïîâiäíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i r�ãî ðàíãó FD-ìåòîäó (r = 1, 2, . . .) ìåòîäîì ïî-

ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü íà k�ìó êðîöi öüîãî ìåòîäó ó p�ìó ïðÿìîêóòíèêó ñiòêè

FD-ìåòîäó; ε � ìàøèííèé åïñiëîí (íàïðèêëàä, äëÿ òèïó double ε ≈ 1 ·10−16);

(r)

V p,k(x, y) = N(
(0)
u p,k−1(xi−1+α, yj−1+α))

(r)
u p,k−1(x, y)− gr(x, y,

(r)
u p,k−1n−1(x, y)).
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Àëãîðèòì 1. Àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ áàçîâî¨ çàäà÷i.

1 input: äiéñíi ñòàëi N1, N2 ∈ N, ε > 0; ψ(x), ϕ(y), f(x, y), N(u).

2 output: ôóíêöi¨
(0)
u p,k (x, y), òàêi, ùî

∥∥(0)u p,k (x, y)−
(0)
u p,k−1 (x, y)

∥∥
Pi,j

≤ ε

3 begin

4 Φ(y) := φ(y); Ψ(x) := ψ(x); p := 1;
(0)
u p,0 (x, y) := 0;

(0)
u p,1 (x, y) := 1;

5 for j = 1 to N2 do

6 for i=1 to N1 do

7 if (i<>1) and (j<>1) then

8 Φ(y) :=
(0)
u p−1,k−1 (xi−1, y); Ψ(x) :=

(0)
u p−N1,k−1 (x, yj−1);

9 else

10 if (i=1) and (j>=2) then

11 Φ(y) := φ(y); Ψ(x) :=
(0)
u p−N1,k−1 (x, yj−1);

12 else

13 //Âèêîíó¹òüñÿ, êîëè (j=1) and (i>=2);

14 Ψ(x) := ψ(x); Φ(y) :=
(0)
u p−1,k−1 (xi−1, y);

15 end

16 end

17 k := 1;
(0)
u p,0 (x, y) := 0;

(0)
u p,1 (x, y) := 1;

18 while
∥∥(0)u p,k (x, y)−

(0)
u p,k−1 (x, y)

∥∥
Pi,j

> ε do

19

(0)
u p,k (x, y) := −

x∫
xi−1

y∫
yj−1

(
N
((0)
u p,k−1 (xi−1+α, yj−1+α)

)
×

20 ×
(0)
u p,k−1 (ξ, η) + f(ξ, η)

)
dξdη + Φ(y) + Ψ(x)− Φ(0);

21 k := k + 1;

22 end

23 p := p+ 1;

24 end

25 end

26 end
Àëãîðèòì 2. Àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ âèùèõ ðàíãiâ.
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1 input: N1, N2 ∈ N, ε > 0; m-ðàíã FD-ìåòîäó; ψ(x), ϕ(y), f(x, y), N(u).

2 output: ôóíêöi¨
(r)
u p,k (x, y), òàêi, ùî

∥∥(r)u p,k (x, y)−
(r)
u p,k−1 (x, y)

∥∥
Pi,j

≤ ε

3 begin

4 Φ(y) := 0;Ψ(x) := 0; r := 1;
(r)
u 1,0(x, y) := 0;

(r)
u 1,1(x, y) := 1;

5 while r>m do

6 for j = 1 to N2 do

7 for i=1 to N1 do

8 if (i<>1) and (j<>1) then

9 Φ(y) :=
(r)
u p−1,k−1 (xi−1, y); Ψ(x) :=

(r)
u p−N1,k−1 (x, yj−1);

10 else

11 if (i=1) and (j>=2) then

12 Φ(y) := 0; Ψ(x) :=
(r)
u p−N1,k−1 (x, yj−1);

13 else

14 //Âèêîíó¹òüñÿ, êîëè (j=1) and (i>=2);

15 Ψ(x) := 0; Φ(y) :=
(r)
u p−1,k−1 (xi−1, y);

16 end

17 end

18 k := 1;
(r)
u p,0 (x, y) := 0;

(r)
u p,1 (x, y) := 1;

19 while
∥∥(r)u p,k (x, y)−

(r)
u p,k−1 (x, y)

∥∥
Pi,j

> ε do

20 Îá÷èñëåííÿ
(r)

F (x, y) çà ôîðìóëîþ (3.169);

21

(r)
u p,k (x, y) := −

x∫
xi−1

y∫
yj−1

(r)

V p,k(ξ, η)dξdη+

22 +Φ(y) + Ψ(x)− Φ(0); k := k + 1;

23 end

24 p := p+ 1;

25 end

26 end

27 r := r + 1;

28 end

29 end
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3.6 ×èñåëüíi ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1.

Ïðîâåäåìî ïîðiâíÿííÿ ÿâíî¨ òà íåâíî¨ ñõåìè FD-ìåòîäó çà äîïîìîãîþ ÷è-

ñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó Ãóðñà:

∂2u(x, y)

∂x∂y
= e2u(x,y), (x, y) ∈ D,

u(x, 0) =
x

2
− ln(1 + ex), u(0, y) =

y

2
− ln(1 + ey), (3.177)

äå D =
{
(x, y) | 0 < x < X, 0 < y < Y

}
.

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ

u∗(x, y) =
x+ y

2
− ln(ex + ey).

Çàñòîñîâóþ÷è äî öi¹¨ çàäà÷i ÿâíó òà íåÿâíó ñõåìè FD-ìåòîäó, îïèñàíó

âèùå, àïðîêñèìó¹ìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.177) ÷àñòèííîþ ñóìîþ ðÿ-

äó (3.21), äîäàíêè ÿêîãî
(k)
u(x, y), çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ

çàäà÷ Ãóðñà:

∂2
(0)
u(x, y)

∂x∂y
+

1− exp(2
(0)
u(xi−1+α, yj−1+α))

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

(0)
u(x, y) = 1,

(0)
u(xi−1 + 0, y) =

(0)
u(xi−1 − 0, y),

(0)
u(x, yj−1 + 0) =

(0)
u(x, yj−1 − 0),

(0)
u (x, 0) =

x

2
− ln(1 + ex),

(0)
u (0, y) =

y

2
− ln(1 + ey),

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+

1− exp(2
(0)
u (xi−1+α, yj−1+α))

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

(k)
u(x, y) =

=

(
1− exp(2

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α))((0)

u(xi−1+α, yj−1+α)
)2 +

2 exp(2
(0)
u(xi−1+α, yj−1+α))

(0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

)
×

×
(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)

(0)
u(x, y)+

(k)

F(x, y), x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj),

(k)
u(xi−1 + 0, y) =

(k)
u(xi−1 − 0, y),

(k)
u(x, yj−1 + 0) =

(k)
u(x, yj−1 − 0),

i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2,
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(k)
u(x, 0) = 0,

(k)
u(0, y) = 0, k = 1, 2, . . . ,

äå ôóíêöiÿ
(k)

F (x, y) âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç (3.169), à çíà÷åííÿì α = 0 òà α = 1

âiäïîâiäàþòü ÿâíà òà íåÿâíà ñõåìà FD-ìåòîäó âiäïîâiäíî.

Äëÿ îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi ôóíêöi¨:

δex(h1, h2, h
′
1, h

′
2,m) =

∥∥(m)
u(x, y, h1, h2, h

′
1, h

′
2)− u∗(x, y)

∥∥
D
, (3.178)

δim(h1, h2, h
′
1, h

′
2,m) =

∥∥(m)
u(x, y, h1, h2, h

′
1, h

′
2)− u∗(x, y)

∥∥
D
, (3.179)

äå h1, h2− êðîêè ñiòêè FD-ìåòîäó; h′1, h
′
2− êðîêè ñiòêè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìó-

ëè5), (3.178) � îöiíêà ïîõèáêè ÿâíî¨ ñõåìè FD-ìåòîäó, (3.179) � îöiíêà ïîõèáêè

íåÿâíî¨ ñõåìè FD-ìåòîäó.

Â òàáë. 3.1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó äî çàäà÷i Ãóðñà

(3.177) â îáëàñòi D =
{
(x, y) | 0 < x < 2, 0 < y < 2

}
, òà â îáëàñòi

D =
{
(x, y) | 0 < x < 6, 0 < y < 6

}
, ç êðîêàì ñiòîê FD-ìåòîäó òà êâà-

äðàòóðíî¨ ôîðìóëè h1 = h2 = 0, 1 òà h′1 = h′2 = 0, 01 âiäïîâiäíî.

Òàáëèöi 3.2 âiäïîâiäà¹ çàäà÷à Ãóðñà (3.177) â îáëàñòi D =
{
(x, y) | 0 <

x < 8, 0 < y < 8
}
, ç òèìè æ çíà÷åííÿìè êðîêiâ h1, h2, h′1, h

′
2.

Çíà÷åííÿ ïîõèáîê δex(h1, h2, h′1, h
′
2,m) òà δim(h1, h2, h′1, h

′
2,m), íàâåäåíèõ â

òàáë. 3.1�3.2, ïîêàçóþòü, ùî íåÿâíà ñõåìà FD-ìåòîäó ïðè çáiëüøåííi ðîçìi-

ðiâ îáëàñòi, â ÿêié øóêà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i Ãóðñà òà ïðè

çáåðåæåííi êðîêiâ ñiòêè ìåòîäó, çáiãà¹òüñÿ êðàùå, íiæ ÿâíà ñõåìà FD-ìåòîäó.

5)Â äàíîìó ïðèêëàäi äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèêîðèñòîâóâàëàñü ôîðìóëà Ñiì-

ïñîíà.
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Òàáëèöÿ 3.1

Ïîõèáêà FD-ìåòîäó ÿê ôóíêöiÿ âiä ðàíãó (m) i êðîêiâ ñiòîê (h1, h2, h′1, h
′
2)

X = Y = 2

δex(0.1, 0.1;0.01,0.01,m) δim(0.1, 0.1;0.01,0.01,m)

m = 0 0.000446192099739173 0.000367283284495978

m = 1 0.000167706954512625 0.000233426857747632

m = 2 4.48894722493431e-6 8.51788157041344e-6

m = 3 8.36689053596018e-8 2.57477632104042e-7

m = 4 1.14462328504317e-9 6.9642438482731e-9

m = 5 7.21311899098964e-12 1.69383174153381e-10

m = 6 1.73194791841524e-13 3.71214170513667e-12

m = 7 7.66053886991358e-15 8.43769498715119e-14

X = Y = 6

m = 0 0.00990099704793557 0.0166759460699123

m = 1 0.0427223772725684 0.0364800008223901

m = 2 0.00768326756163651 0.00556788648104944

m = 3 0.00154917762333551 0.00108472082240441

m = 4 0.000298257776059851 0.000175408476288719

m = 5 6.10327818401091e-5 3.38212358182988e-5

m = 6 1.23116236430132e-5 6.03698889534154e-6

m = 7 2.47648720252958e-6 1.17306679114915e-7

Ðàçîì ç òèì, ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â òàáë. 3.1 òà 3.2 ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî

ÿâíà ñõåìà FD-ìåòîäó çáiãà¹òüñÿ øâèäøå çà íåÿâíó ñõåìó ó âèïàäêó ìàëèõ

îáëàñòåé D.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ íàñòóïíå. Óñi íàâåäåíi ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè äëÿ çàäà÷i

Ãóðñà (3.177) ïðîâîäèëèñü â òàêié îáëàñòi D, â ÿêié íå âèêîíóâàëèñü óìîâè

òåîðåìè 3.1.
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Òàáëèöÿ 3.2

Ïîõèáêà FD-ìåòîäó ÿê ôóíêöiÿ âiä ðàíãó (m) i êðîêiâ ñiòîê (h1, h2, h′1, h
′
2)

(ïðè X = Y = 8)

δex(0.1, 0.1;0.01,0.01,m) δim(0.1, 0.1;0.01,0.01,m)

m = 0 0.0923974325023775 0.125326818244121

m = 1 0.411139985428395 0.27863153682922

m = 2 0.207256544743765 0.0181579710170172

m = 3 0.155366246421829 0.044569551541476

m = 4 0.111449896596149 0.00673670254222669

m = 5 0.0868443598360921 0.0104639209451075

m = 6 0.0681606731257846 0.00354428978981047

m = 7 0.0545617406466004 0.00317997251866142

Äiéñíî, çãiäíî òåîðåìè 3.1, î÷åâèäíî, îòðèìà¹ìî:

u1(x, y) =
x+ y

2
− ln(1 + ex)− ln(1 + ey)− ln(2),

òîäi

M1 = ∥u1(x, y)∥C([0,1]×[0,1]) + 1 = −1 + 2 ln(1 + e) + ln(2) + 1 < 3.5.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî (ïðè óìîâi, ùî ñòàëà q1 = 1/2):

ε = min

{
1;

(
max
|u|≤ 3.5

∣∣e2u∣∣)− 1
2

;
√
q1

(
max
|u|≤ 3.5

∣∣2e2u∣∣)− 1
2
}

= min

{
1;

1√
e3.5

;
1

2
√
e3.5

}
=

=
1

2
√
e3.5

< 0.0092.

Îäíàê, íå äèâëÿ÷èñü íà òå, ùî íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.1, ÷èñåëü-

íi åêñïåðèìåíòè äåìîíñòðóþòü ïðàêòè÷íó çáiæíiñòü ÿê ÿâíî¨, òàê i íåÿâíî¨

ñõåì FD-ìåòîäó äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ãóðñà (3.177).
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Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi D =
{
(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < 1

}
íàñòóïíó çàäà÷ó Ãóðñà:

∂2u(x, y)

∂x∂y
+ u(x, y) sh(u(x, y)) = 2 + (2xy + 3y) sh(2xy + 3y), (x, y) ∈ D,

u(x, 0) = 0, u(0, y) = 3y. (3.180)

Î÷åâèäíî, ùî òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ u∗(x, y) = 2xy + 3y.

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (3.180) áóëî ñïî÷àòêó çàñòîñîâàíî

ìåòîä ðîçêëàäó Àäîìÿíà (Adomiam decomposition method � ADM) â ÿêîìó

p�ãî íàáëèæåííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ñóìè

p
u (x, y) =

p∑
n=0

uk(x, y),

äå íåâiäîìi ôóíêöi¨ uk(x, y) çíàõîäÿòüñÿ ðåêóðåíòíî ñ ñèñòåìè çàäà÷ Ãóðñà:

∂2u0(x, y)

∂x∂y
= 2 + (2xy + 3y) sh(2xy + 3y), (x, y) ∈ D,

u(x, 0) = 0, u(0, y) = 3y,

∂2uk(x, y)

∂x∂y
= Ak−1(N(·);u0, u1, . . . , uk−1), (x, y) ∈ D, k ∈ N,

u(x, 0) = 0, u(0, y) = 0.

äå N(u) = u sh(u), Ak

(
N ; v0, v1, . . . , vk

)
� ïîëiíîìè Àäîìÿíà, ÿêi ìîæóòü áó-

òè îá÷èñëåíi çà ôîðìóëîþ (2.29). Ïîõèáêó ìåòîäó äëÿ k�¨ ïîïðàâêè áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÿê

∆(k) =
∥∥uk(x, y)− u∗(x, y)

∥∥
D

Â òàáëèöi 3.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ∆(k), k = 0, 1, 2, . . . , îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi

çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðîçêëàäó Àäîìÿíà äî çàäà÷i (3.180) â îáëàñòi D, ÿêi

ïiäòâåðäæóþòü ôàêòè÷íó ðîçáiæíiñòü öüîãî ìåòîäó.

Çàñòîñóâàâøè äî çàäà÷i (3.180) FD-ìåòîä, îäåðæèìî íàñòóïíó ðåêóðåíòíó

ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ Ãóðñà:

∂2
(0)
u(x, y)

∂x∂y
+ sh

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(x, y) = 2 + (2xy + 3y) sh(2xy + 3y), (3.181)
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Òàáëèöÿ 3.3

Ïîõèáêà k�¨ ïîïðàâêè ADM äëÿ çàäà÷i (3.180) â îáëàñòi D

k Çíà÷åííÿ ∆(k)

0 24,5337146891449

1 97203672202,313

2 9,62970403311321e21

x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj), ∀i = 1, N1, ∀j = 1, N2,

(0)
u(xi+0, y)=

(0)
u(xi−0, y),

(0)
u(x, yj+0)=

(0)
u(x, yj−0),∀i = 1, N1 − 1, ∀j = 1, N2 − 1,

(0)
u(x, 0) = 0,

(0)
u(0, y) = 3y, (3.182)

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+ sh

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(k)
u(x, y) =

= − ch

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(xi−1, yj−1)

(0)
u(x, y)−

(k)

F (x, y), (3.183)

x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj),

(k)
u(xi−1 + 0, y) =

(k)
u(xi−1 − 0, y), y ∈ [0, Y ],

(k)
u(x, yj−1 + 0) =

(k)
u(x, yj−1 − 0), x ∈ [0, X],

(k)
u(x, 0) = 0,

(k)
u(0, y) = 0, i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, 2, . . . , (3.184)

Äëÿ îöiíêè ïîõèáêè FD-ìåòîäó, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ:

δ(h1, h2, h
′
1, h

′
2,m) =

∥∥(m)
u(x, y, h1, h2, h

′
1, h

′
2)− u∗(x, y)

∥∥
D
, (3.185)

äå h1, h2− êðîêè ñiòêè FD-ìåòîäó; h′1, h
′
2− êðîêè ñiòêè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè.

Â òàáë. 3.4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ FD-ìåòîäó äî çàäà÷i Ãóðñà

(3.180) â îáëàñòi D =
{
(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < 1

}
, ç êðîêàì ñiòîê

FD-ìåòîäó h1, h2 òà êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè h′1, h
′
2 âiäïîâiäíî.

Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó ìîæíà çðî-

áèòè âèñíîâîê, ùî çìåíøóþ÷è êðîêè ñiòêè FD-ìåòîäó ìîæëèâî äîñÿãòè éîãî

çáiæíîñòi, øâèäêiñòü ÿêî¨ áóäå åêñïîíåíöiàëüíîþ. ×îãî, ÿê ïîêàçàíî âèùå,
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Òàáëèöÿ 3.4

Ïîõèáêà FD-ìåòîäó ÿê ôóíêöiÿ âiä ðàíãó (m) i êðîêiâ ñiòîê (h1, h2, h′1, h
′
2)

δ(0.01, 0.01;0.1,0.1,m) δ(0.002, 0.002;0.1,0.1,m)

m = 0 0.0345848009347529 0.00809516197832316

m = 1 0.00345817936819426 0.000222647931500397

m = 2 0,000374149624843056 5.34222559434028e-6

m = 3 0.000061299388289246 3.12691684989375e-7

m = 4 2.61307908262509e-5 1.67607057122154e-8

m = 5 3.04395954486836e-6 4.99005281540121e-10

m = 6 2.02954199224337e-7 8.45723491238459e-12

m = 7 2.45463267489754e-8 9.83275616905121e-14

íåìîæëèâî äîñÿãòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðîçêëàäó Àäîìÿíà, ó ðàçi éîãî

ðîçáiæíîñòi â îáëàñòi, â ÿêié øóêà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê. Öå çíà÷íî çâóæó¹ êîëî

çàäà÷ äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ ADM ìîæíà çàñòîñóâàòè.

3.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî FD-ìåòîä ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi D =
{
(x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y

}
, ÿê ç

îáìåæåíîþ, òàê i ç íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ, ùî áàçó¹òüñÿ íà iäå¨ FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó (äèâ. [47]). Òàêîæ äî-

ñëiäæåíî ïèòàííÿ îöiíêè ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ç òî÷êè çîðó

êiëüêîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ). Çàïðîïîíîâàíî

àëãîðèòì FD-ìåòîäó íà îñíîâi éîãî ÿâíî¨ òà íåÿâíî¨ ñõåì ç âèêîðèñòàííÿì

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó ¹:

1) Äîâåäåíî òåîðåìó, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëîêàëüíîãî
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ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (òåîðåìà

3.1);

2) ðîçðîáëåíî çàãàëüíó ñõåìó FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (3.1)�(3.2) (ïiäðîçäië 3.2);

3) äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìiñòèòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�(3.2) äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç

íåëiíiéíiñòþ, ùî ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ â R1, äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â

îáëàñòi D ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ (òåîðåìà 3.2);

4) äîâåäåíî òåîðåìó, ùî çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�(3.2) äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç

íåëiíiéíiñòþ, ùî ¹ íåîáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ â R1, äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

â îáëàñòi D ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ (òåîðåìà 3.4);

5) çðîáëåíî îöiíêó ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó FD-ìåòîäó ç

òî÷êè çîðó êiëüêîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ)

(ïiäðîçäië 3.5);

6) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�

(3.2) íà îñíîâi éîãî ÿâíî¨ òà íåÿâíî¨ ñõåì ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ (àëãîðèòì 1 òà àëãîðèòì 2);

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â 3 ñòàòòÿõ [11], [64], [12]

òà äîïîâiäàëèñÿ íà ï'ÿòè ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ :

1) Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ, ïðèñâÿ÷åíà 70-ði÷÷þ

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 13-15 ãðóäíÿ 2010 ð., Êè¨â.

2) Internatio nal Scienti�c Conference of Students and Young Scientists

�Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics�, February 21-25, 2011,

Kyiv, Ukraine.
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3) Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà, 19-23

âåðåñíÿ 2011 ð., ì. Äðîãîáè÷, Óêðà¨íà.

4) ×îòèðíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ì.

Êðàâ÷óêà, 19-21 êâiòíÿ 2012 ð., Êè¨â.

5) The 2nd International Scienti�c Conference of Students and Young Sci-

entists �Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics�, November 12-16,

2012, Kyiv, Ukraine.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi òà îá ðóíòóâàííþ ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó (FD-ìåòîäó) íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, ùî ìîæå áóòè åôåêòèâíî çàñòîñîâàíèé ïðè ìî-

äåëþâàííi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ç âèêîðèñòàííÿì ñèñòåì êîìï'þòåðíî¨ àëãå-

áðè (Mathematica, Maple, Maxima òîùî), à òàêîæ ïðè ðîçðîáöi ïðîãðàìíèõ

ïàêåòiâ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ Êîøi òà Ãóðñà äëÿ íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìå-

òîä (FD-ìåòîä) ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi òà çàäà÷i

Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, ùî áàçó¹òüñÿ íà iäå¨ FD-

ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Â ÿêîñòi äî-

ïîìiæíèõ òâåðäæåíü äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëîêàëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi òà Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ. Çàïðî-

ïîíîâàíî ïðîãðàìíó iìïëåìåíòàöiþ FD-ìåòîäó òà àëãîðèòì éîãî ðåàëiçàöi¨ ç

âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ.

Êðiì òîãî, ó âèïàäêó çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà ç îáìåæåíîþ òà ç íåîáìåæåíîþ íåëiíiéíiñòþ, çàïðîïîíîâàíî àëãî-

ðèòì ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ

iíòåãðóâàííÿ. Íà îñíîâi ÿâíî¨ òà íåÿâíî¨ ñõåì FD-ìåòîäó çíàéäåíî îöiíêó

ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ðåàëiçàöi¨ FD-ìåòîäó ç òî÷êè çîðó

êiëüêîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

1) Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi òà çàäà÷i Ãóðñà äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (òåîðå-

ìè 2.1, 3.1);

2) ðîçðîáëåíî çàãàëüíó ñõåìó FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.1)�(2.2) ç íåîáìåæåíîþ â R1
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íåëiíiéíiñòþ; äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìiñòèòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi

FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (2.1)�(2.2) äî ¨¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ (òåîðåìà 2.3);

3) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìi÷íó ðåàëiçàöiþ FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.1)�(2.2) ç âèêîðèñòàííÿì

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ;

4) ðîçðîáëåíî çàãàëüíó ñõåìó FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�

(3.2) äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà; äîâåäåíî òåîðåìè, ùî

ìiñòÿòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóð-

ñà (3.1)�(3.2) ç îáìåæåíîþ òà ç íåîáìåæåíîþ â R1 íåëiíiéíîñòÿìè äî

òî÷íîãî ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ç ñóïåðåêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ (òåîðåìè 3.2,

3.4);

5) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì FD-ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà (3.1)�

(3.2) íà îñíîâi éîãî ÿâíî¨ òà íåÿâíî¨ ñõåì ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ; çðîáëåíî îöiíêó ñêëàäíîñòi àëãîðèòìó FD-ìåòîäó

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ãóðñà ç òî÷êè çîðó êiëüêîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié

(äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ), ÿêi íåîáõiäíî âèêîíàòè ïðè ðåàëiçàöi¨

àëãîðèòìó FD-ìåòîäó ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàí-

íÿ.
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