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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Функцiонально-дискретний метод (FD-метод)
вперше був запропонований В. Л. Макаровим (1991) як метод набли-
женого розв’язування задачi Штурма-Лiувiлля на власнi значення. В
подальших дослiдженнях Макарова В. Л., Винокур В. В., Лазурчака I.
I., Василика В. Б., Драгунова Д. В., Ситника Д. О. та iнших FD-метод
було успiшно поширено на класи крайових задач та задач Кошi для
лiнiйних та квазiлiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь та їх си-
стем, а також на лiнiйнi диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних
першого та другого порядкiв. Згодом було показано, що FD-метод мо-
же бути ефективно застосований до розв’язування операторних рiвнянь
загального вигляду.

Застосування функцiональних (аналiтичних) методiв до наближено-
го розв’язування операторних рiвнянь дозволяє використовувати одер-
жанi наближенi розв’язки як для якiсного, так i кiлькiсного аналiзу
розв’язкiв цих рiвнянь. Однак ефективнiсть та економiчнiсть, з точки
зору обчислювальних ресурсiв, функцiональних методiв у бiльшостi ви-
падкiв значно менша, нiж у дискретних методiв. FD-метод, завдяки
тому, що вiн є поєднанням скiнченно-рiзницевого методу та методу го-
мотопiй (методу продовження за параметром), має основнi властивостi
як функцiональних, так i дискретних методiв одночасно. Зокрема, вiн
зберiгає аналiтичнi характеристики точного розв’язку задачi, а завдяки
дискретнiй складовiй FD-методу вiн має вбудований параметр, варiю-
ванням якого на практицi вдається досягти його збiжностi. Наявнiсть
дискретної складової також дає можливiсть застосувати стратегiю роз-
паралелювання розв’язування задачi з застосуванням багатопроцесор-
них систем. Бiльш того, для ряду конкретних випадкiв строго доведено,
що швидкiсть збiжностi FD-методу є суперекспоненцiальною.

Разом з тим, на даний момент, практично поза увагою залишаються
питання обґрунтування збiжностi та алгоритмiзацiї FD-методу розв’я-
зування диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних вищих поряд-
кiв, систем таких рiвнянь та, зокрема, нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь в частинних похiдних, серед яких важливе мiсце займає й нелiнiй-
не рiвняння Клейна-Гордона, яке є релятивiстською версiєю рiвняння
Шредiнгера. Рiвняння Клейна-Гордона має й ряд самостiйних застосу-
вань в сучаснiй фiзицi та iнженерiї. Зокрема, воно являється моделлю,
яка описує хвильову функцiю нейтрально зарядженої елементарної ча-
стинки, має важливi застосування у фiзицi плазми або ж, в поєднаннi
з рiвнянням Максвелла, рiвняння Клейна-Гордона описує мiнiмально
зв’язане заряджене поле бозона в сферично-симетричному просторi-часi
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та iн.
Все це, разом iз стрiмким розвитком комп’ютерної алгебри та зроста-

нням потужностей обчислювальної технiки, робить FD-метод актуаль-
ним i перспективним об’єктом подальших математичних дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Тематика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, що про-
водяться у вiддiлi обчислювальної математики Iнституту математики
НАН України. Її результати було використано при виконаннi науково-
дослiдної роботи I–16–11: “Високоточнi методи розв’язування задач для
операторних рiвнянь у некласичнiй постановцi”, термiн виконання з
01.01.2010 по 31.12.2015, номер державної реєстрацiї — 0111U000020.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розроб-
ка, обґрунтування та алгоритмiчна реалiзацiя експоненцiально збiжно-
го чисельно-аналiтичного методу розв’язування нелiнiйного рiвняння
Клейна-Гордона.

Основними завданнями дослiдження є:

1) розробка та обґрунтування чисельно-аналiтичного методу на-
ближеного розв’язування задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння
Клейна-Гордона з необмеженою нелiнiйнiстю;

2) розробка та обґрунтування чисельно-аналiтичного методу на-
ближеного розв’язування задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння
Клейна-Гордона як з обмеженою, так i з необмеженою нелiнiйнi-
стю.

Об’єкт дослiдження — нелiнiйне рiвняння Клейна-Гордона з поча-
тковими умовами та умовами на характеристиках.

Предмет дослiдження — чисельно-аналiтичний метод розв’язуван-
ня нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона з умовами Кошi та умовами
Гурса.

Методи дослiдження. В ходi дослiдження було використано методи
функцiонального аналiзу, метод Рiмана, метод твiрних функцiй, FD-
метод розв’язування операторних рiвнянь загального вигляду.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати
дослiдження, що визначають його наукову новизну:

1) доведено теореми про iснування i єдинiсть локального розв’язку
задачi Кошi та задачi Гурса для нелiнiйного хвильового рiвняння
(теореми 2.1, 3.3);

2) на основi загальної iдеї FD-методу розв’язування операторних
рiвнянь розроблено функцiонально-дискретний метод (FD-метод)
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розв’язування задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона з необмеженою нелiнiйнiстю; доведено теорему, що мi-
стить достатнi умови суперекспоненцiальної швидкостi збiжностi
FD-методу (теорема 2.2);

3) запропоновано програмну iмплементацiю FD-методу розв’язуван-
ня задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона з нео-
бмеженою нелiнiйнiстю з використанням чисельних методiв iнте-
грування;

4) на основi загальної iдеї FD-методу розв’язування операторних
рiвнянь розроблено функцiонально-дискретний метод (FD-метод)
розв’язування задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона з обмеженою та з необмеженою нелiнiйнiстю вiдповiдно;
доведено теореми, що мiстять достатнi умови суперекспоненцiаль-
ної швидкостi збiжностi FD-методу (теореми 3.4, 3.5);

5) розроблено алгоритм FD-методу розв’язування задачi Гурса для
нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона на основi його явної та не-
явної схем з використанням чисельних методiв iнтегрування; зна-
йдено оцiнку складностi запропонованого алгоритму FD-методу
з точки зору кiлькостi основних операцiй (додавання, множення,
дiлення).

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота носить теоретичний характер. Одержанi результати разом з алго-
ритмами, розробленими дисертантом, можуть бути використанi при мо-
делюваннi реальних прикладних проблем, а також при розробцi систем
комп’ютерної алгебри та програмних пакетiв чисельно-аналiтичного
розв’язування задач Кошi та Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямкiв дослiджен-
ня та постановки задач, розв’язаних у дисертацiї, належать науковому
керiвниковi здобувача, доктору фiзико-математичних наук, професору,
академiку НАН України В. Л. Макарову. В публiкацiях [1 – 5], написа-
них здобувачем у спiвавторствi з В. Л. Макаровим та Д. В. Драгуновим,
внесок кожного з спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї допо-
вiдались та обговорювались на таких наукових конференцiях та семiна-
рах:

• Мiжнародна конференцiя молодих вчених, присвячена 70-рiччю
механiко-математичного факультету Київського нацiонального
унiверситету iм. Тараса Шевченка, 13-15 грудня 2010 р., Київ.
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• International Scientific Conference of Students and Young Scientists
“Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics”, February 21-25,
2011, Kyiv, Ukraine.

• Мiжнародна математична конференцiя iм. В. Я. Скоробогатька,
19-23 вересня 2011 р., м. Дрогобич, Україна.

• Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка
М. Кравчука, 19-21 квiтня 2012 р., Київ.

• The 2nd International Scientific Conference of Students and
Young Scientists “Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics”,
November 12-16, 2012, Kyiv, Ukraine.

• VI Мiжнародна конференцiя iменi академiка Iвана Iвановича Ля-
шка, 5-6 вересня 2013 р., Київ.

• Мiжнародна математична конференцiя “Диференцiальнi рiвня-
ння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математи-
чнi методи механiки” до 100-рiччя вiд дня народження члена-
кореспондента НАН України Положого Георгiя Миколайовича, 23-
24 квiтня 2014 р., Київ.

• П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iм. акад. Михайла
Кравчука, 15-17 травня 2014 р., Київ.

• Семiнар “Математичнi проблеми механiки та обчислювальна мате-
матика” вiддiлiв “Динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем” i
“Обчислювальної математики” Iнституту математики НАН Укра-
їни (керiвники семiнару — академiк НАН України Луковський I.
О., академiк НАН України Макаров В. Л.).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено в 5 статтях [1 –
5], опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових фахових
видань України, а також вiдображено в 8 тезах доповiдей на мiжнарод-
них конференцiях [6 – 13].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi всту-
пу, трьох роздiлiв та списку використаних джерел iз 86 найменувань.
Обсяг дисертацiї становить 141 сторiнку друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульова-
но мету дослiдження та видiлено основнi результати.
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У першому роздiлi проведено огляд наукових робiт, тематика яких
тiсно пов’язана з тематикою дисертацiйної роботи.

Другий роздiл присвячено розробцi та обґрунтуванню чисельно-
аналiтичного методу (FD-методу) розв’язування задачi Кошi для нелi-
нiйного рiвняння Клейна-Гордона.

Iснування i єдинiсть локального розв’язку задачi Кошi для
нелiнiйного хвильового рiвняння. Розглядається задача Кошi для
рiвняння Клейна–Гордона вигляду

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y), (1)

u(x, 0) = φ(x), u′y(x, y)|y=0 = ψ(x), (2)
(x, y) ∈ Ω, де Ω =

{
(x, y)| −∞ < x < +∞, y > 0

}
.

Нехай Ck(Rm) – простiр функцiй, неперервно-диференцiйованих на
R

m до k-го порядку включно, а Ck
b (Rm) – пiдмножина простору Ck(Rm),

до якої входять функцiї f(x) ∈ Ck(Rm), що задовольняють нерiвнiсть

‖f‖Ck
b
(Rm)

def
= max

|α|≤k
sup

x∈Rm

|∂αf(x)| <∞,

де α = (α1, . . . , αn) – мультиiндекс, αi ≥ 0, |α| = α1 + · · · + αn,

∂αf(x) = ∂|α|f(x)

∂x
α1
1

...∂x
αn
n

– частинна похiдна порядку |α|. Неважко показати,

що лiнiйний простiр Ck
b (Rm), оснащений нормою ‖·‖Ck

b
(Rm), є банаховим

простором.

Теорема 2.1 Нехай N(u)∈ C2(R), φ(x)∈ C2
b (R), ψ(x)∈ C1

b (R), f(x, y)∈
∈ C1

b (Dε). Тодi двiчi неперервно-диференцiйований розв’язок u(x, y) за-
дачi Кошi (1), (2) iснує принаймнi на множинi

Dε = {R × (0; ε)},
де

ε = min

{
1;
√

2

(
max

|u|≤M1

∣∣N(u)
∣∣
)− 1

2

;
√

2q1

(
max

|u|≤M1

∣∣N′(u)
∣∣
)− 1

2
}
,

M1 = ‖u1(x, y)‖C(R×[0,1]) + 1,
u1(x, y) – розв’язок задачi Кошi (1), (2) при N(u) ≡ 0, 0 < q1 < 1, i на
цiй множинi вiн єдиний.

Схема FD-методу розв’язування задачi Кошi для нелiнiй-
ного рiвняння Клейна-Гордона. Нехай умови теореми 2.1 є викона-
ними i, бiльш того, N(u) ∈ C(∞)(R). Надалi будемо розглядати задачу
Кошi (1), (2) в областi D ⊆ Ω :

D =
{
(x, y)| 0 < y ≤ YM , XM − (YM − y) < x < XM + (YM − y),

−∞ < XM < +∞, YM > 0, YM < ε
}
,

де стала ε визначається теоремою 2.1.
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Застосування FD-методу до розв’язування задачi Кошi (1), (2) по-

лягає у знаходженнi наближення точного розв’язку
m
u (x, y), у виглядi

частинної суми
m
u(x, y) =

m∑

k=0

(k)
u (x, y), m ∈ N, (3)

при цьому будемо говорити про FD-методm-го рангу. Введемо в розгляд
розбиття областi D : ω = {yj = y0 + jh, y0 = 0, h = YM/N, j = 1, N},
для деякого фiксованого натурального N. Невiдомi доданки суми (3)
m
u(x, y), m ∈ N ∪ {0} знайдемо з рекурентної системи задач Кошi:

∂2
(0)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(0)
u (x, y)

∂x2
= f(x, y) + N

((0)
u (x, yj−1)

)
, (4)

(x, y) ∈ Dj = [XM − (YM − y), XM + (YM − y)] × (yj−1, yj ], j = 1, N,
((0)
u (x, yj + 0)−

(0)
u (x, yj − 0)

)
≡
[(0)
u (x, y)

]
y=yj

= 0, (5)

[(0)
u′ y (x, y)

]
y=yj

= 0, ∀x ∈ [XM −(YM −yj), XM +(YM −yj)], ∀j ∈ 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = φ(x),

(0)

u′ y (x, 0) = ψ(x), ∀x ∈ [XM − YM ;XM + YM ],

∂2
(k)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(k)
u (x, y)

∂x2
= N

′(
(0)
u⊥(x, y))

(k)
u⊥(x, y) − Fk(x, y), (6)

[
(k)
u (x, y)

]

y=yj

= 0,

[
∂

(k)
u (x, y)

∂y

]

y=yj

= 0,

∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)] ∀j ∈ 1, N − 1, (7)

(k)
u(x, 0) = 0,

∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ [XM − YM , XM + YM ], k = 1, 2, . . . ,

де u⊥(x, y) = u(x, yj), ∀(x, y) ∈ Dj+1, ∀j ∈ 0, N − 1,

Fk(x, y) = Ak(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y); 0)+

+Ak−1(N;
(0)
u (x, y);

(1)
u (x, y); . . . ;

(k−1)
u (x, y))− (8)

−Ak−1(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y)), (x, y) ∈ D, k = 1, 2, . . . .

Тут An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
– полiноми Адомяна n-го порядку для функцiї

N(·), якi можна обчислити за формулою

An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
=

1

n!

dn

dτn
N
( ∞∑

s=0

vsτ
s
)∣∣∣∣∣

τ=0

=
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=
∑

α1+...+αn=n
α1≥...≥αn+1=0

αi∈N∪{0}

N (α1)(v0)
vα1−α2

1

(α1 − α2)!
. . .

v
αn−αn+1

n

(αn − αn+1)!
. (9)

Обґрунтування збiжностi FD-методу для задачi Кошi. Має
мiсце теорема про збiжнiсть FD-методу для задачi Кошi (1), (2).

Теорема 2.2 Нехай виконуються умови теореми 2.1 i N(u)∈ C(∞)(R).
Тодi єдиний розв’язок u(x, y) ∈ C2(D) задачi Кошi (1), (2) можна як
завгодно точно знайти за допомогою FD-методу (4)–(8). Крiм того,
мають мiсце наступнi оцiнки швидкостi збiжностi методу:
∥∥u(x, y)− m

u(x, y)
∥∥

1,∞,D
≤ cR

(m+ 1)1+δ(R− h)

(
h

R

)m+1

, m ∈ N ∪ {0},

де
∥∥f(x, y)

∥∥
1,∞,D

= max
{∥∥f(x, y)

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂x

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂y

∥∥
∞,D

}
,∥∥f(x, y)

∥∥
∞,D

= max
(x,y)∈D

|f(x, y)|, h – крок сiтки FD-методу, h < R, а

додатнi дiйснi сталi c, R, δ залежать лише вiд вхiдних даних задачi.

Чисельна реалiзацiя FD-методу розв’язування задачi Кошi
для нелiнiйного рiвняння Клейна – Гордона. Оскiльки розв’язки
системи задач (4)–(8) можна представити в явному виглядi за допомо-

гою формули Д’Аламбера, то, очевидно, обчислення поправок
(k)
u (x, y)

FD-методу пов’язане з обчисленням одинарних та подвiйних iнтегра-
лiв зi змiнними межами iнтегрування. Враховуючи рекурсивний хара-
ктер системи (4)–(8), можна дiйти висновку, що виключно аналiтична
алгоритмiчна реалiзацiя FD-методу високого рангу (з використанням
сучасних систем комп’ютерної алгебри, таких як Maple, Mathematica,
Maxima тощо) є практично неможливою (головним чином через скла-
днiсть аналiтичного знаходження таких iнтегралiв). Подолати такi тру-
днощi можна, використовуючи чисельнi методи розв’язання системи за-
дач (4)–(8). Один з можливих практичних пiдходiв алгоритмiчної реалi-
зацiї FD-методу з використанням чисельних схем iнтегрування полягає

в наступному. Перетворенням Φ : D
Φ→ DΦ

Φ =

{
x = ξ + η,

y = ξ − η,
Φ−1 =

{
ξ = 1

2 (x+ y),

η = 1
2 (x− y)

(10)

задачi (4)–(8) можна подати у виглядi

−∂
2

(0)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= f(ξ + η, ξ − η) + N(

(0)
v ⊥(ξ, η)),

(0)
v (ξ, ξ) = φ(2ξ),

(0)
v η (ξ, ξ) = φ′(2ξ)−ψ(2ξ), ∀ξ ∈

[
XM − YM

2
,
XM + YM

2

]
,
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−∂
2

(k)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= −N

′(
(0)
v ⊥(ξ, η))

(0)
v ⊥(ξ, η) − Fk(ξ + η, ξ − η), (ξ, η) ∈ DΦ,

(k)
v (ξ, ξ) = 0,

(k)
v η (ξ, ξ) = 0, ∀ξ ∈

[
XM − YM

2
,
XM +XM

2

]
, k = 1, 2, . . . ,

де
(k)
v (ξ, η) ∈ C(Φ(D)) = C(DΦ),

(k)
v η (ξ, η) ∈ C(DΦ), k = 0, 1, 2, . . . ,

(k)
v (ξ, η) =

(k)
u (ξ+η, ξ−η),

(k)
v ⊥(ξ, η) =

(k)
u ⊥(ξ+η, ξ−η), а Fk(ξ+η, ξ−η), k =

0, 1, 2, . . . визначаються згiдно з (8).
Приймемо позначення p = i + j, q = i − j i зосередимо увагу на

функцiях
(k)
v(ξ, η), а точнiше на їх сiткових проекцiях:

(k)

V [p, q] ≡
(k)

V [i+ j, i− j] =
(k)
v

(
1

2
(xi + yj),

1

2
(xi − yj)

)
=

(k)
u (xi, yj) =

(k)

U [i, j],

(11)
де xi = XM − YM + ih1, yj = jh1, h1 = h/nI , nI ∈ N, nI ≥ 9, h –
крок дискретизацiї FD-методу, p, q ∈ Z. Областю визначення сiткових

функцiй
(k)

U [i, j] (11) буде множина ωI = {(i, j)| (xi, yj) ∈ D}. При цьому

область визначення сiткових функцiй
(k)

V [p, q] згiдно з (11) спiвпадає з
множиною Φ−1(ωI) = {(i+ j, i− j)| i, j ∈ N

⋃
{0}, (xi, yj) ∈ D}. Рiвностi

(11) задають вiдображення множини Φ−1(ωI) на DΦ, яке дiє за законом:

Φ−1(ωI) ∋ (p, q) = (i+ j, i− j) −→
(

1

2
(xi + yj),

1

2
(xi − yj)

)
= (ξp, ηq).

Означення 2.1 Для будь-якої функцiї f(ξ, η), визначеної на DΦ, через
f [p, q] будемо позначати функцiю двох дискретних аргументiв p та q,
визначену на Φ−1(ωI), яка дiє за законом

f [p, q] = f(ξp, ηq), (ξp, ηq) ∈ Φ−1(ωI).

Таким чином, алгоритм FD-методу m–го рангу розв’язування задачi
Кошi для нелiнiйного хвильового рiвняння в областi D можна звести
до розв’язування (m+ 1) ·N лiнiйних задач вигляду (тут N – кiлькiсть
смуг розбиття FD-методу):

∂2w(ξ, η)

∂ξ∂η
= R(ξ, η),

w(ph1 + η, η) = φ1(η), w′
ξ(ξ, ξ − ph1) = ψ1(ξ), p ∈ N (12)

на областi D̃, яка має форму рiвнобiчної трапецiї i являє собою одну
зi смуг розбиття FD-методу. Початковi умови задачi Кошi (12) задано
на нижнiй основi трапецiї D̃. З алгоритмiчної токи зору задачу (12)
доцiльно розв’язувати в два етапи, кожен з яких полягає в обчисленнi
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одинарного iнтеграла зi змiнною верхньою межею на областi D̃:

w′
ξ(ξ, η) = ψ1(ξ)−

η∫

ξ−ph1

R(ξ, η1)dη1; w(ξ, η) = φ1(η)+

ξ∫

ph1+η

w′
ξ(ξ1, η)dξ1.

Щоб знайти проекцiї w′
ξ[i, j], w[i, j] функцiй w′

ξ(ξ, η) i w(ξ, η) вiдповiдно,

на сiтку Φ−1(ωI)
⋂
D̃, використаємо наступний алгоритм:

Алгоритм 1. Обчислення w′
ξ[i, j] :

for i := 2p+ 8 to 2p+K − 1 do
begin
j := i− 2p; w′

ξ[i, j] := ψ1(ξi);

w′
ξ[i, j − 2] := w′

ξ[i, j]−

−
h1∫

0

I
(
R[i, j], R[i, j − 2], R[i, j − 4], R[i, j − 6], R[i, j − 8];h1; t

)
dt;

a := 4;
repeat
w′

ξ[i, j − a] := w′
ξ[i, j − a+ 4]−

−
2h1∫

0

I
(
R[i, j − a+ 4], R[i, j − a+ 2], R[i, j − a];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;

until (i, j − a) /∈ Φ−1(ωI)
⋂
D̃;

end.
Алгоритм 2. Обчислення w[i, j] :

for j := 0 to K − 9 do
begin
i := j + 2p; w[i, j] := φ1(ηj);
w[i+ 2, j] := w[i, j]+

+

h1∫

0

I
(
R[i, j], R[i+ 2, j], R[i+ 4, j], R[i+ 6, j], R[i+ 8, j];h1; t

)
dt;

a := 4;
repeat
w[i+ a, j] := w[i+ a− 4, j]+

+

2h1∫

0

I
(
R[i+ a− 4, j], R[i+ a− 2, j], R[i+ a, j];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;

until (i+ a, j) /∈ Φ−1(ωI)
⋂
D̃;

end.
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Тут K – кiлькiсть точок множини Φ−1(ωI), що лежать на
нижнiй основi трапецiї D̃, а I(r1, r2, . . . , rn;h1; t) – iнтерполяцiй-
ний полiном вiд змiнної t степеня n − 1, побудований за точка-
ми (r1; 0), (r2;h1), (r3; 2h1), . . . , (rn; (n − 1)h1). В такому разi вираз
2h1∫
0

I
(
r1, r2, r3;h1; t

)
dt – формула Сiмпсона, порядок наближення якої

на кроцi становить O(h5
1). Формула

h1∫
0

I
(
r1, r2, r3, r4, r5;h1; t

)
dt є рiзно-

видом формул Ньютона–Котеса i забезпечує точнiсть обчислення iнте-
грала O(h5

1). Таким чином ми обчислимо значення сiткових функцiй
w′

ξ[·, ·] та w[·, ·] в усiх точках множини Φ−1(ωI)
⋂
D̃, окрiм фiксованої

(незалежної вiд h1) кiлькостi точок, що знаходяться в кутах при основi
трапецiї D̃. Цi точки знаходяться на прямих
ξ = ξi, i = 2p+ 1, . . . , 2p+ 7; η = ηj , j = K − 8,K − 7, . . . ,K − 2. (13)

Для знаходження значень функцiй w′
ξ[·, ·] та w[·, ·] у цих точках з то-

чнiстю O(h5
1) достатньо використати iнтерполювання по 5-ти точках в

напрямку, перпендикулярному до напрямку прямих (13).
Третiй роздiл присвячено розробцi та обґрунтуванню чисельно-

аналiтичного методу (FD-методу) розв’язування задачi Гурса для нелi-
нiйного рiвняння Клейна-Гордона.

Iснування i єдинiсть локального розв’язку задачi Гурса для
нелiнiйного хвильового рiвняння. Розглянемо задачу Гурса для рiв-
няння Клейна – Гордона, записаного в трохи модифiкованому виглядi

∂2u(x, y)

∂x∂y
+ N(u(x, y)) = f(x, y), (14)

u(x, 0) = ψ(x), u(0, y) = φ(y), ψ(0) = φ(0), (15)
де (x, y) ∈ Ω, Ω =

{
(x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y

}
. Рiвняння (14)

одержується з рiвняння Клейна – Гордона
∂2v(ξ, t)

∂t2
− ∂2v(ξ, t)

∂ξ2
− N(v(ξ, t)) = Φ(ξ, t)

за допомогою перетворення змiнних, аналогiчного до перетворення (10):

Φ =

{
ξ = x+ y,

t = x− y,
Φ−1 =

{
x = 1

2 (ξ + t),

y = 1
2 (ξ − t)

Тодi, очевидно, u(x, y) = v(x+ y, x− y), f(x, y) = −Φ(x+ y, x− y).

Теорема 3.3 Нехай N(u) ∈ C2(R), ψ(x) ∈ C1
b (R), φ(y) ∈ C1

b (R),
f(x, y) ∈ C1

b (Dε). Тодi двiчi неперервно-диференцiйований розв’язок
u(x, y) задачi Гурса (14), (15) iснує принаймнi на множинi

Dε = {(0; ε) × (0; ε)},
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де

ε = min

{
1;

(
max

|u|≤M1

∣∣N(u)
∣∣
)− 1

2

;
√
q1

(
max

|u|≤M1

∣∣N′(u)
∣∣
)− 1

2
}
,

M1 = ‖u1(x, y)‖C([0,1]×[0,1]) + 1,
u1(x, y) – розв’язок задачi Гурса (14), (15) при N(u) ≡ 0, 0 < q1 < 1, i
на цiй множинi вiн єдиний.

Схема FD-методу розв’язування задачi Гурса для нелiнiйно-
го рiвняння Клейна-Гордона. Нехай умови теореми 3.3 є виконани-
ми i, бiльш того, нелiнiйну функцiю N(u), з рiвняння (14), можна пред-

ставити у виглядi N(u) = N(u)u, N(u) =
∞∑

s=0
νsu

s, νs ∈ R, ∀u ∈ R.

Надалi будемо розглядати задачу Гурса (14), (15) в областi D ⊆ Ω :
D = {(x, y) : 0 < x < X < ε, 0 < y < Y < ε} ,

де стала ε визначається теоремою 3.3. Як i у випадку задачi Кошi, буде-
мо наближати точний розв’язок u(x, y) задачi (14), (15) функцiєю

m
u(x, y)

(3). Для визначення функцiй
(k)
u(x, y) з (3) покриємо область D сiткою

ω = ω1 × ω2, ω1 = {xi = ih1, i = 1, N1, h1 = X/N1}, ω2 = {yj = jh2, j =

1, N2, h2 = Y/N2}. Тодi
(k)
u (x, y), k ∈ N ∪ {0} знайдемо з рекурентної

системи задач Гурса:

∂2
(0)
u(x, y)

∂x∂y
+N

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(x, y) = f(x, y), (16)

x ∈ (xi−1, xi), y ∈ (yj−1, yj), ∀i = 1, N1, ∀j = 1, N2,
(0)
u(xi + 0, y)=

(0)
u(xi − 0, y),

(0)
u(x, yj + 0)=

(0)
u(x, yj − 0), (17)

(0)
u(x, 0) = ψ(x),

(0)
u(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), ∀i = 1, N1 − 1, ∀j = 1, N2 − 1,

∂2
(k)
u(x, y)

∂x∂y
+N

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(k)
u(x, y) = (18)

= −N ′

(
(0)
u(xi−1, yj−1)

)
(0)
u(xi−1, yj−1)

(0)
u(x, y)−

(k)

F (x, y),

(x, y) ∈ Pi,j = (xi−1, xi) × (yj−1, yj),
(k)
u(xi−1 + 0, y) =

(k)
u(xi−1 − 0, y), y ∈ [0, Y ],

(k)
u(x, yj−1 + 0) =

(k)
u(x, yj−1 − 0), x ∈ [0, X ],

(k)
u(x, 0) = 0,

(k)
u(0, y) = 0, i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, 2, . . . , (19)
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де
(k)

F (x, y) =

k−1∑

p=1

Ak−p

(
N ;

(0)
u (xi−1, yj−1), . . . ,

(k−p)
u (xi−1, yj−1)

)(p)
u (x, y)+

+

k−1∑

p=0

[
Ak−1−p(N ;

(0)
u (x, y), . . . ,

(k−1−p)
u (x, y))− (20)

−Ak−1−p(N ;
(0)
u (xi−1, yj−1), . . . ,

(k−1−p)
u (xi−1, yj−1))

]
(p)
u (x, y)+

+Ak(N ;
(0)
u (xi−1, yj−1), . . . ,

(k−1)
u (xi−1, yj−1), 0)

(0)
u (x, y), k = 1, 2 . . . .

Тут An

(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
– полiноми Адомяна n-го порядку для функцiї

N(·), якi можна обчислити за формулою (9).
Обґрунтування збiжностi FD-методу для задачi Гурса з не-

лiнiйнiстю, обмеженою в R
1. Введемо, для зручностi, наступнi по-

значення:

‖u‖0,D = max
(x,y)∈D

|u(x, y)| , ‖u‖1,D = max
(x,y)∈D

{∣∣∣∣
∂

∂x
u(x, y)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂

∂y
u(x, y)

∣∣∣∣
}
,

‖ · ‖ = max{‖ · ‖0,D, ‖ · ‖1,D}.
Має мiсце теорема.

Теорема 3.4 Нехай для задачi Гурса (14), (15) виконуються умови
теореми 3.3 та:

1) ϕ(y) ∈ C1 [0, Y ] , ψ(x) ∈ C1 [0, X ] , ϕ(0) = ψ(0), f(x, y) ∈ C
(
D
)
;

2) |N (u) | < α < +∞, i має мiсце представлення

N(u) =

∞∑

i=0

aiu
i, ai ∈ R, ∀u ∈ R.

Тодi розв’язок задачi (14), (15) iснує i є єдиним на прямокутнику D.
FD-метод для задачi (14), (15) збiгається до її точного розв’язку. Ма-
ють мiсце оцiнки абсолютної похибки методу:∥∥∥u(x, y) − p

u(x, y)
∥∥∥ ≤ C

(p+ 1)1+δ

(h/R)p+1

1 − h/R
, p ∈ N ∪ {0},

де h = max{h1, h2}, h < R i дiйснi сталi C,R, δ залежать лише вiд
вхiдних даних задачi (14), (15).

Обґрунтування збiжностi FD-методу для задачi Гурса з не-
лiнiйнiстю, необмеженою в R

1.

Теорема 3.5 Припустимо, що для задачi Гурса (14), (15) виконую-
ться умови теореми 3.3 та:
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1) N(u) = u
∞∑

k=0

νku
k, νk ∈ R, ∀u ∈ R;

2) ψ(x) ∈ C(1) (D1) ∩ C
(
D1

)
, φ(y) ∈ C(1) (D2) ∩C

(
D2

)
, f(x, y) ∈

∈ C(D), D1 = (0, X), D2 = (0, Y ).

Тодi розв’язок u(x, y) задачi (14), (15) iснує i є єдиним на прямокутни-

ку D. FD-метод для задачi (14), (15) збiгається до її точного розв’яз-
ку. Мають мiсце оцiнки абсолютної похибки методу:
∥∥u(x, y)− m

u(x, y)
∥∥

1,D
≤ cR

(m+ 1)1+ε(R − h)

(
h

R

)m+1

, m ∈ N ∪ {0},

де
∥∥f(x, y)

∥∥
1,D

= max
{∥∥f(x, y)

∥∥
D
,
[∥∥ ∂

∂x
f(x, y)

∥∥2

D
+
∥∥ ∂

∂y
f(x, y)

∥∥2

D

] 1
2
}
,

∥∥f(x, y)
∥∥

D
= max

(x,y)∈[xi−1,xi]×[yj−1,yj ]
|f(x, y)|, h – крок FD-методу, h < R i

дiйснi сталi C,R, δ залежать лише вiд вхiдних даних задачi (14), (15).

Алгоритмiчнi аспекти програмної реалiзацiї FD-методу
розв’язування задачi Гурса. Розв’язки задач (16)–(20) можна за-
писати в явному виглядi за допомогою розв’язуючого оператора, в ролi
якого виступає функцiя Рiмана:

(k)
u (x, y) = R (x, yj−1, x, y)

(k)
u(x, yj−1)+

+R(xi−1, y, x, y)
(k)
u(xi−1, y) −R(xi−1+α, yj−1+α, x, y)

(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)−

−
x∫

xi−1

[
∂

∂ξ
R(ξ, yj−1, x, y)

]
(k)
u(ξ, yj−1)dξ−

y∫

yj−1

[
∂

∂η
R(xi−1, η, x, y)

]
(k)
u(xi−1, η)dη+

+

x∫

xi−1

y∫

yj−1

R(ξ, η, x, y)gk(ξ, η)dξdη, ∀(x, y) ∈ P̄i,j , (21)

де g0(x, y) = f(x, y), а при k > 0

gk(x, y) = −N ′
((0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

)(0)
u(x, y)

(k)
u(xi−1+α, yj−1+α)−

(k)

F (x, y);

R(x, y; ξ, η) = J0

(√
4Ni,j(x− ξ)(y − η)

)
= 0F1 (1;−(x− ξ)(y − η)Ni,j) ,

Ni,j =
∣∣∣N
((k)
u (xi−1+α, yj−1+α)

)∣∣∣, ∀(x, y), (ξ, η) ∈ P i,j i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2,

J0, 0F1 – функцiя Бесселя першого роду нульового порядку та виродже-
на гiпергеометрична функцiя. При α = 0 (21) є розв’язком явної схеми
FD-методу (16)–(20), при α > 0 – неявної схеми FD-методу. Взагалi
кажучи, α може приймати довiльнi значення 0 ≤ α ≤ 1.

Оцiнимо складнiсть запропонованого алгоритму з точки зору кiлько-
стi необхiдних основних операцiй (додавання, множення, дiлення). Iнте-
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грали в (21) не можуть бути вираженi через елементарнi функцiї, тому

для обчислення
(k)
u (x, y), k = 0, 1, 2, . . . доцiльно використовувати чи-

сельнi методи iнтегрування. Але оскiльки функцiя Рiмана R(x, y; ξ, η) не
може бути розчеплена на мультиплiкативнi частини, кожна з яких зале-
жить лише вiд (x, y), або лише вiд (ξ, η), тому безпосереднє застосува-
ння квадратурних формул (Ньютона-Котеса, Sink-квадратурних фор-
мул тощо) не є виправданим з точки зору обчислювальної складностi.
Дiйсно, розбивши прямокутник Pi,j деякою рiвномiрною по обох осях
сiткою (xi − xi−1)/p та (yj − yj−1)/p, ми б отримали, що для обчисле-
ння подвiйного iнтегралу з (21) в усiх вузлах цiєї квадратурної сiтки
з застосування, наприклад, формули прямокутникiв, потрiбно викона-
ти порядку O(p4) основних операцiй. Отже, з (21) випливає, що в ко-

жному прямокутнику Pi,j матимемо порядку
(

p(p+1)
2

)2
основних опе-

рацiй. Всього в N1 × N2 клiтинах-прямокутниках сiтки ω матимемо
порядку

(
p(p+1)

2

)2
N1N2 основних операцiй. А для m задач FD-методу

будемо мати порядку
(

p(p+1)
2

)2
mN1N2 основних операцiй. Для знахо-

дження наближення (3) потрiбно ще виконати
(

p(p+1)
2

)2
(m + 1)N1N2

операцiю додавання. I остаточно, загалом потрiбно виконати порядку
(2m+ 1)

(
p(p+1)

2

)2
N1N2 основних операцiй.

Використаємо для обчислення
(k)
u(x, y), k = 0, 1, 2 . . . метод послiдов-

них наближень:
(r)
u 0(x, y) ≡ 0, ∀(x, y) ∈ Pi,j , r = 0, k, i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2,

(r)
u n(ξk, ηl) = −

ξk∫

xi−1

ηl∫

yj−1

[
N
(

(r)
u n−1(xi−1+α, yj−1+α)

)
(r)
u n−1(x, y)−

−gr

(
x, y,

(r)
un−1(x,y)

)]
dydx+

(r)
un(xi−1,ηl)+

(r)
un(ξk,yj−1)−

(r)
un(xi−1+α,yj−1+α),

де

gr(x, y,
(r)
u n−1(x, y)) =

=

{
f(x, y), r = 0;

−N ′
((0)
u(xi−1+α, yj−1+α)

)(0)
u(x, y)

(r)
u n−1(xi−1+α, yj−1+α)−

(r)

F(x, y), r > 0,

∀(x, y) ∈ Pi,j , r = 0, k, l ∈ 1, p, i ∈ 1, N1, j ∈ 1, N2, n = 1, 2, . . . .
Тодi, аналогiчним чином, одержимо, що в кожному прямокутнику Pi,j

потрiбно виконати порядку p2 основних операцiй. Всього в N1 × N2

прямокутниках сiтки ω матимемо порядку p2N1N2 основних опера-
цiй. А для m задач FD-методу необхiдно порядку mp2N1N2 основ-
них операцiй. Для знаходження наближення (3) потрiбно ще виконати
(m+1)p2N1N2 операцiю додавання. Отже, всього потрiбно виконати по-
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рядку mp2N1N2 + (m+1)p2N1N2 = (2m+ 1)p2N1N2 основних операцiй.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розробцi та обґрунтуванню
чисельно-аналiтичного методу (FD-методу) наближеного розв’язування
нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона, що може бути ефективно засто-
сований при моделюваннi прикладних проблем з використанням систем
комп’ютерної алгебри (Mathematica, Maple, Maxima тощо), а також при
розробцi програмних пакетiв чисельно-аналiтичного розв’язування за-
дач Кошi та Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона.

Зокрема, побудовано та обґрунтовано суперекспоненцiально збiжний
метод (FD-метод) чисельно-аналiтичного розв’язування задачi Кошi та
задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона, що базується на
iдеї FD-методу розв’язування операторних рiвнянь загального вигляду.
В якостi допомiжних тверджень доведено теореми про iснування i єди-
нiсть локальних розв’язкiв задач Кошi та Гурса для нелiнiйного хвильо-
вого рiвняння. Запропоновано програмну iмплементацiю FD-методу та
алгоритм його реалiзацiї з використанням чисельних методiв iнтегрува-
ння у випадку задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона з
необмеженою нелiнiйнiстю.

Крiм того, у випадку задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона з обмеженою та з необмеженою нелiнiйнiстю, запропоновано
алгоритм програмної реалiзацiї FD-методу з використанням чисель-
них методiв iнтегрування. На основi явної та неявної схем FD-методу
знайдено оцiнку складностi запропонованого алгоритму реалiзацiї FD-
методу з точки зору кiлькостi основних операцiй (додавання, множення,
дiлення).

Основнi результати.

1) Доведено теореми про iснування i єдинiсть локального розв’язку
задачi Кошi та задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона (теореми 2.1, 3.3);

2) розроблено загальну схему FD-методу розв’язування задачi Кошi
для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона (1)–(2) з необмеженою в
R

1 нелiнiйнiстю; доведено теорему, що мiстить достатнi умови збi-
жностi FD-методу розв’язування задачi Кошi (1)–(2) до її точного
розв’язку з суперекспоненцiальною швидкiстю (теорема 2.2);

3) запропоновано алгоритмiчну реалiзацiю FD-методу розв’язування
задачi Кошi для рiвняння Клейна-Гордона (1)–(2) з використан-
ням чисельних методiв iнтегрування;
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4) розроблено загальну схему FD-методу розв’язування задачi Гур-
са (14)–(15) для нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона; доведено
теореми, що мiстять достатнi умови збiжностi FD-методу розв’я-
зування задачi Гурса (14)–(15) з обмеженою та з необмеженою в
R

1 нелiнiйностями до точного її розв’язку з суперекспоненцiаль-
ною швидкiстю (теореми 3.4, 3.5);

5) запропоновано алгоритм FD-методу розв’язування задачi Гурса
(14)–(15) на основi його явної та неявної схем з використанням чи-
сельних методiв iнтегрування; зроблено оцiнку складностi алгори-
тму FD-методу розв’язування задачi Гурса з точки зору кiлькостi
основних операцiй (додавання, множення, дiлення), якi необхiдно
виконати при реалiзацiї алгоритму FD-методу з використанням
чисельних методiв iнтегрування.
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АНОТАЦIЇ

Сембер Д. А. Функцiонально-дискретний метод розв’язува-
ння нелiнiйного рiвняння Клейна-Гордона. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.07 — обчислювальна мате-
матика. Iнститут математики НАН України, Київ, 2015.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi та обґрунтуванню
чисельно-аналiтичного методу розв’язування нелiнiйного рiвняння
Клейна-Гордона.

Розроблено та обґрунтовано чисельно-аналiтичний метод (FD-
метод) наближеного розв’язування задачi Кошi для нелiнiйного рiвня-
ння Клейна-Гордона з необмеженою нелiнiйнiстю та FD-метод набли-
женого розв’язування задачi Гурса для нелiнiйного рiвняння Клейна-
Гордона як з обмеженою, так i з необмеженою нелiнiйнiстю, що базує-
ться на iдеї FD-методу розв’язування операторних рiвнянь загального
вигляду. Доведено теореми про iснування i єдинiсть локальних розв’яз-
кiв задачi Кошi та задачi Гурса для нелiнiйного хвильового рiвняння.
Доведено теореми, що мiстять достатнi умови збiжностi FD-методу до
точного розв’язку задач Кошi та Гурса з суперекспоненцiальною швид-
кiстю. Теоретичнi результати доповнено програмною iмплементацiєю та
алгоритмом FD-методу розв’язування задач Кошi та Гурса для нелi-
нiйного рiвняння Клейна-Гордона з використанням чисельних методiв
iнтегрування.

Ключовi слова: чисельно-аналiтичний метод, диференцiальнi рiв-
няння в частинних похiдних, рiвняння Клейна-Гордона, FD-метод, супе-
рекспоненцiальна швидкiсть збiжностi, чисельний метод iнтегрування.



19

Сембер Д. А. Функционально-дискретный метод решения
нелинейного уравнения Клейна-Гордона. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.07 — вычислительная ма-
тематика. Институт математики НАН Украины, Киев, 2015.

Диссертационная работа посвящена разработке и обоснованию
численно-аналитического метода решения нелинейного уравнения
Клейна-Гордона.

Разработан и обоснован численно-аналитический метод (FD-метод)
приближённого решения задачи Коши для нелинейного уравнения
Клейна-Гордона с неограниченной нелинейностью и FD-метод прибли-
жённого решения задачи Гурса для нелинейного уравнения Клейна-
Гордона как с ограниченной, так и с неограниченной нелинейностью,
который основан на идее FD-метода решения операторных уравнений
общего вида. Доказаны теоремы о существовании и единственности ло-
кальных решений задачи Коши и задачи Гурса для нелинейного волно-
вого уравнения. Доказаны теоремы, содержащие достаточные условия
сходимости FD-метода к точному решению задач Коши и Гурса с су-
перэкспоненциальной скоростью. Теоретические результаты дополнены
програмной имплементацией и алгоритмом FD-метода решения задач
Коши и Гурса для нелинейного уравнения Клейна-Гордона с примене-
нием численных методов интегрирования.

Ключевые слова: численно-аналитический метод, дифференци-
альные уравнения в частных производных, уравнение Клейна-Гордона,
FD-метод, суперэкспоненциальная скорость сходимости, численный ме-
тод интегрирования.

Sember D. A. A functional discrete method for solving a nonli-
near Klein-Gordon equation. — Manuscript.

A thesis presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.07 — computational mathematics. Institute
of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2015.

The dissertation is devoted to the development and generalization of the
numerical-analytical method for solving a nonlinear Klein-Gordon equation.

A new numerical-analytical method (FD-method) for solving a nonli-
near Klein-Gordon equation was constructed and theoretically justified. The
method is based on the idea of the FD-method for solving an operator
equations of the general type, which was introduced by V.L. Makarov and
takes its origins from the functional-discrete method for solving Sturm-
Liouville problems. It allows to compute the solution in the form of rapi-
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dly convergent functional series and preserves the analytical properties of
the exact solution. Since the FD-method can be considered as a symbiosis
of the finite-difference and homotopy methods, it possesses main features
of both functional and discrete methods simultaneously. Owing to its di-
screte component, the FD-method contains an embedded parameter (which
is related to a step of the method’s discrete mesh) varying which it is possi-
ble to achieve the method’s convergence domain. The discrete component
allows also to benefit from using parallel computation strategies and multi-
core systems. Whereas thanks to its analytical component the FD-method
converges convergence faster than a convergent geometric progression (i.e.
superexponentialy).

Based on the main idea of the FD-method for solving operator equati-
ons of general type, a numerical-analytical method for solving nonlinear
Klein-Gordon equation with bounded and unbounded nonlinearities was
constructed. It was proved that for quite a wide range of input data
(nonlinearity, initial conditions etc.) the FD-method has a superexponenti-
al convergence rate. As an auxiliary statements it was also proved a few
theorems about existence and uniqueness of local solutions for both Cauchy
and Goursat problems which are nontrivial generalizations of the known
statements.

Besides strictly theoretical results, the thesis contains quite a deep
investigation of algorithmic implementation approaches for the proposed
methods. It was shown that to achieve the best performance of the algori-
thms their analytical parts have to be combined with well known techniques
of numerical integration. Although the application of numerical integration
inside the pure FD-method inevitably results in some additional numeri-
cal distortions of the approximated solution, the approach itself proved
to be much more fast and reliable that with pure analytical integration.
The algorithmic implementations of the FD-method for solving Goursat
and Cauchy problems for the nonlinear Klein-Gordon equations are descri-
bed and discussed in details. In case of the Goursat problem the difference
between explicit and implicit FD-methods has been investigated in terms
of implementation and practical results. The influence of the numerical
integration on the overall accuracy of the FD-method was not studied in
detail and will be a subject for further investigations.

Key words: numerical-analytical method, partial differential equati-
on, Klein-Gordon equation, FD-method, superexponential convergence rate,
numerical method of integration.
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