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АНОТАЦIЯ

Парфiнович Н.В. Сплайни в екстремальних задачах теорiї наближень,

нерiвностi для похiдних та їх застосування. – Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-

тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний аналiз" (111

— Математика). — Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся

Гончара Мiнiстерства освiти i науки України, Днiпро, Iнститут матема-

тики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота пов’язана з класичними задачами дослiдження

найкращих наближень i поперечникiв за Колмогоровим функцiональних

класiв, деякими питаннями вiдносної апроксимацiї, одержанням точних

нерiвностей типу Колмогорова для норм дробових похiдних та iнтегралiв

функцiй однiєї та багатьох змiнних, а також застосуванням цих нерiвно-

стей в задачах теорiї наближення.

Перший роздiл присвячено задачам наближення класiв диферен-

цiйовних перiодичних функцiй 𝑊 𝑟𝐹 , старша похiдна яких належить

довiльнiй перестановочно-iнварiантнiй множинi 𝐹 . Вiдзначимо, що до

перестановочно-iнварiантних множин належить достатньо велика кiль-

кiсть розглядуваних в теорiї апроксимацiї множин, отже такий пiдхiд

дозволяє iстотно збiльшити запас наближуваних класiв у порiвняннi зi

стандартними класами Соболєва. Крiм того, в даному роздiлi розгля-

нуто наближення класiв функцiй 𝑊 𝑟𝐻𝜔, обмеження на старшу похiдну

яких задаються опуклим вгору модулем неперервностi 𝜔(𝑡). В результатi

проведених дослiджень одержано точнi значення найкращих наближень

класiв 𝑊 𝑟𝐹 пiдпросторами 𝑆2
2𝑛,𝑚 сплайнiв порядку 𝑚 ≥ 𝑟 дефекту 2

з рiвномiрно розподiленими вузлами i пiдпросторами сплайнiв 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ),

ℎ ∈
(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
, порядку 𝑚 ≥ 𝑟 + 1 дефекту 1 з нерiвномiрно розподi-

леними вузлами, а також точнi значення найкращих наближень класiв
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𝑊 𝑟𝐻𝜔 такими сплайнами порядку 𝑚 ≥ 𝑟 + 1. Отриманi результати да-

ють можливiсть вказати новi пiдпростори, що реалiзують поперечники

за Колмогоровим класiв 𝑊 𝑟𝐹 i 𝑊 𝑟𝐻𝜔 в просторi 𝐿1, а саме, з них випли-

ває, що такими пiдпросторами є 𝑆2
2𝑛,𝑚 i 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ), ℎ ̸= 𝜋

𝑛
(випадок ℎ =

𝜋

𝑛
– вiдомий). Крiм того, отриманi результати, а також деякi iдеї, викори-

станi для їх доведення, дали можливiсть одержати точнi нерiвностi типу

Бернштейна для сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚 i нерiвностi типу Джексона для сплайнiв

𝑆2
2𝑛,𝑚 i 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ).

Другий роздiл присвячено дослiдженню питань наближення кла-

сiв згорток 2𝜋–перiодичних функцiй з довiльної перестановочно-

iнварiантної множини 𝐹 з ядрами 𝐾, що не збiльшують кiлькiсть змiн

знаку на перiодi. Такий пiдхiд дозволяє значно розширити набiр набли-

жуваних класiв у порiвняннi з класами згорток з ядрами Бернуллi (класи

диференцiйовних функцiй). Крiм того, разом зi звичайними наближе-

ннями ми розглядаємо одностороннi наближення i (𝛼, 𝛽)–наближення.

Зокрема, використання (𝛼, 𝛽)–наближень дозволяє охопити одночасно

великий клас задач вiд симетричних до одностороннiх наближень, роз-

глядаючи їх з єдиної точки зору. Як апарат наближення використано

пiдпростори згорток з ядрами 𝐾 сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно роз-

подiленими вузлами i сплайнiв дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими

вузлами. В результатi цих дослiджень знайдено точнi значення найкра-

щих 𝐿1–наближень класiв згорток 𝐾 *𝐹 такими пiдпросторами, показа-

но, що цi пiдпростори є екстремальними для поперечникiв за Колмого-

ровим класiв 𝐾 * 𝐹 в просторi 𝐿1.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню питань наближення функцiо-

нальних класiв за наявностi обмежень на апарат наближення. В цьому

роздiлi отримано порядковi рiвностi при 𝑛 → ∞ для найкращих 𝐿𝑞–

наближень класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2) диференцiйовних перiодичних

функцiй сплайнами 𝑆1
2𝑛,𝑟 порядку 𝑟 дефекту 1 рiвномiрно розподiленими

вузлами з цих класiв. З’ясовано, що у випадку 𝑝 = 𝑞 = 2 для 𝑟 = 3, 4, ...
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порядок цих наближень iстотно вiдрiзняється вiд порядку вiдповiдних

поперечникiв за Колмогоровим, отже послiдовнiсть пiдпросторiв {𝑆1
2𝑛,𝑟}

не є екстремальною за порядком для поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) при

𝑟 = 3, 4, .... Крiм того, отримано порядковi рiвностi для вiдносних слаб-

ких поперечникiв класiв згорток функцiй з одиничної кулi простору iс-

тотно обмежених за нормою банаховозначних функцiй з дiйсним ядром в

рiвномiрнiй метрицi. Цей результат поширює вiдомi результати В. М. Ко-

новалова, В. М. Коновалова i А. В. Павлика, В. Ф. Бабенка i Л. Е. Азара.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню нерiвностей типу Колмо-

горова з непокращуваними константами для норм дробових похiдних

функцiй, означених на дiйснiй осi або пiвосi. В результатi цих дослiджень

отримано новi точнi нерiвностi для норм дробових похiдних за Маршо

функцiй, визначених на дiйснiй осi, що оцiнюють 𝐿∞–норми цих похiдних

через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму її другої похiдної, аналогiчнi

результати одержано також для норм дробових похiдних за Адамаром

функцiй, визначених на дiйснiй пiвосi. Крiм того, встановлено точнi не-

рiвностi, що оцiнюють норми узагальнених потенцiалiв Феллера першої

похiдної заданої на дiйснiй осi функцiї через 𝐿∞–норму цiєї функцiї i

𝐿𝑠–норму її першої похiдної.

У п’ятому роздiлi ми дослiджуємо нерiвностi Колмогорова для фун-

кцiй багатьох змiнних, а також застосування цих нерiвностей до розв’яза-

ння спорiднених задач. Результати цих дослiджень полягають у такому.

Отримано новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм мiшаних

дробових похiдних за Маршо функцiй багатьох змiнних з гельдерових

просторiв, одержанi результати застосованi до розв’язку задачi набли-

ження необмеженого оператора дробового диференцiювання за Маршо

обмеженими на класах функцiй, якi задаються мажорантою модуля не-

перервностi.

Одержано точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–норму похiдної Рiсса

𝐷𝛼 функцiї багатьох змiнних через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму
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(1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) її градiєнта, розв’язано задачi найкращого наближення опе-

ратора 𝐷𝛼 на класi функцiй 𝑓 таких, що ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1, i задачi опти-

мального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього класу, заданих

з похибкою. Розглянуто також бiльш загальну ситуацiю, коли градiєнти

функцiй 𝑓 обмеженi в iдеальнiй структурi i дослiджене питання оцiн-

ки норми похiдної Рiсса функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок,

отримано нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй

𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚). Крiм того, встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–

норми гiперсингулярних iнтегралiв з однорiдною характеристикою фун-

кцiй, заданих на R𝑚, через 𝐿∞–норми самих функцiй i ваговi 𝐿𝑠–норми

їх градiєнтiв.

Доведено точну нерiвнiсть типу Колмогорова для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠(R𝑚),

1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, що оцiнює норму 𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2) через ‖𝑓‖∞ i ‖Δ𝑓‖𝑠, а та-

кож розв’язано задачу найкращого наближення оператора 𝐷𝛼 на класi

𝑊Δ
∞,𝑠(R𝑚) i задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елемен-

тах цього класу, заданих з похибкою. Розглянуто також бiльш загальну

ситуацiю, коли лапласiани функцiй 𝑓 обмеженi в iдеальнiй структурi.

Здобуто оцiнки норм функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок,

одержано нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй

𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚).

Одержано точнi нерiвностi для норм одновимiрних потенцiалiв Рiсса

функцiй багатьох змiнних з обмеженим в 𝐿∞(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) лапласi-

аном.

Ключовi слова: найкраще наближення, найкраще несиметричне на-

ближення, найкраще вiдносне наближення, наближення необмеженого

оператора, поперечник за Колмогоровим, вiдносний поперечник, екстре-

мальний пiдпростiр, сплайн, згортка, ядро згортки, нерiвностi для норм

похiдних, дробова похiдна.
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Parfinovych N. V. Splines in extremal problems of approximation theory,

inequalities for the derivatives and their applications. — Qualifying scientific

work on the rights of manuscripts.

Thesis for the degree of Doctor of Sciences in Physics and Mathematics in

Speciality 01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Oles

Honchar Dnipro National University of Ministry of Education and Science of

Ukraine, Dnipro, Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The Thesis is related to the classical problems of studying of the best

approximations and Kolmogorov widths of the functional classes, to some

questions of relative approximation, to the obtaining of exact Kolmogorov

type inequalities for the norms of fractional derivatives and integrals of functi-

ons of one and many variables, and to application of these inequalities in the

problems of the approximation theory.

The first chapter is devoted to the problems of approximation of classes of

differentiable periodic functions𝑊 𝑟𝐹 , the highest derivative of which belongs

to an arbitrary rearrangement–invariant set 𝐹 . We note that there is suffi-

ciently large number of sets considered in the theory of approximation that

belongs to the rearrangement-invariant sets, therefore this approach allows us

to substantially increase the number of approximated classes in comparison

with the standard Sobolev classes. In addition, in this chapter we consider

the approximation of classes of functions 𝑊 𝑟𝐻𝜔, the restrictions on the hi-

ghest derivative of which are given with concave modulus of continuity 𝜔(𝑡).

As a result of the conducted researches we obtained the exact values of the

best approximations of the classes 𝑊 𝑟𝐹 by the subspaces 𝑆2
2𝑛,𝑚 of splines

of order 𝑚 ≥ 𝑟 of the defect 2 with uniformly distributed nodes and by the

subspaces of the splines 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ), ℎ ∈

(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
of the order 𝑚 ≥ 𝑟+1 of the

defect 1 with non-uniformly distributed nodes, and the exact values of the

best approximations of classes 𝑊 𝑟𝐻𝜔 by such splines of order 𝑚 ≥ 𝑟+1. The

obtained results make it possible to specify new subspaces that implement

the Kolmogorov widths of classes 𝑊 𝑟𝐹 and 𝑊 𝑟𝐻𝜔 in the space 𝐿1, namely,
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these results imply that such subspaces are 𝑆2
2𝑛,𝑚 and 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ), ℎ ̸= 𝜋

𝑛
(case

ℎ =
𝜋

𝑛
was known). In addition, obtained results, as well as some ideas used

to prove them, give an opportunity to obtain sharp Bernstein–type inequali-

ties for splines 𝑆2
2𝑛,𝑚 and Jackson–type inequalities for splines 𝑆2

2𝑛,𝑚 and

𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ).

The second chapter is devoted to the study of the questions of the approxi-

mation of the classes of convolutios of 2𝜋–periodic functions from an arbi-

trary rearrangement–invariant set 𝐹 with kernels 𝐾 that do not increase

the number of sign changes over the period. This approach allows us to

considerably extend the set of approximated classes in comparison with the

classes of convolutions with Bernoulli kernel (classes of differentiable functi-

ons). In addition, together with usual approximations, we consider one-sided

approximations and (𝛼, 𝛽)–approximations. In particular, the use of (𝛼, 𝛽)–

approximations allows to simultaneously cover a large class of problems from

symmetric to one-sided approximations, considering them from a single poi-

nt of view. As an approximation apparatus, we used the subspaces of the

convolutions of 𝐾 with splines of defect 2 having uniformly distributed nodes

and splines of defect 1 having non–uniformly distributed nodes. As a result

of these studies, the exact values of the best 𝐿1-approximations of the classes

𝐾 * 𝐹 by such subspaces are found, it is shown that these subspaces are

extremal for the Kolmogorov widths of the classes 𝐾 * 𝐹 in the space 𝐿1.

The third chapter is devoted to the study of the questions of the approxi-

mation of the functional classes under restrictions on approximating functi-

ons. In this chapter we obtained the order equalities as 𝑛 → ∞ for the best

𝐿𝑞–approximations of classes 𝑊 𝑟
𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2) of differentiable periodic

functions by splines 𝑆1
2𝑛,𝑟 of the order 𝑟 and of the defect 1 with uniformly

distributed nodes from these classes. It is found that in the case 𝑝 = 𝑞 = 2

for 𝑟 = 3, 4, ... the order of these approximations differs significantly from

the order of the corresponding Kolmogorov widths, hence the sequence of

subspaces {𝑆1
2𝑛,𝑟} is not extremal in order for the widths 𝑑𝑛(𝑊 𝑟

2 , 𝐿2,𝑊
𝑟
2 ) for
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𝑟 = 3, 4, .... In addition, we obtain order equality for relative weak widths of

the classes of convolutions of a real kernel with functions from the unit ball

of the space essentially bounded in the norm Banach-valued functions in uni-

form metric. This result generalizes well-known results of V. M. Konovalov,

V. M. Konovalov and A. V. Pavlik, V. F. Babenko and L. E. Azar.

The fourth chapter is devoted to the study of Kolmogorov-type inequali-

ties with sharp constants for the norms of fractional derivatives of functions

defined on the real axis or semi–axis. As a result of these investigation, we

obtain new exact inequalities for the norms of the fractional Marchaud deri-

vatives of functions defined on the real axis, that estimate the 𝐿∞–norms

of these derivatives through 𝐿∞–norm of the function itself and 𝐿𝑠–norm of

its second derivative; similar results are also obtained for the norms of the

Hadamard fractional derivatives of functions defined on the real semi–axis.

In addition, we establish exact inequalities that estimate the norms of the

generalized Feller potentials of the first derivative of the function defined

on the real axis through 𝐿∞–norm of this function and 𝐿𝑠–norm of its first

derivative.

In the fifth chapter, we investigate Kolmogorov’s inequalities for functions

of many variables, as well as the applications of these inequalities to solving

related problems. The results of these studies are as follows.

New exact Kolmogorov-type inequalities for the norms of mixed fracti-

onal Marchaud derivatives of functions of several variables in Holder spaces

are obtained . Obtained results are applied to solving the problem of the

approximation of an unbounded Marchaud fractional differentiation operator

by bounded ones on the classes of functions given by the majorant of the

module of continuity.

We obtain sharp inequalities that estimate 𝐿∞–norm of the Riesz derivati-

ve 𝐷𝛼 of the function of many variables through 𝐿∞–norm of the function

itself and the 𝐿𝑠–norm (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) of its gradient, we solve the problem

of the best approximation of the operator 𝐷𝛼 on the class of functions 𝑓



9

such that ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1 and the problem of optimal recovery of the operator

𝐷𝛼 on the elements of this class, given with an error. We consider also a

more general situation in which gradients of functions 𝑓 are bounded in

an ideal structure and investigate the question of estimation of the norm

of the Riesz derivative of function 𝑓 in an ideal structure and, as a result,

we obtain Kolmogorov type inequalities that estimate the 𝐿𝑝–norms of the

functions 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚). In addition, we establish exact inequalities that esti-

mate 𝐿∞–norms of hypersingual integrals with a homogeneous characteristic

of functions defined on R𝑚, through 𝐿∞–norms of the functions themselves

and weighted 𝐿𝑠–norms of their gradients.

We prove an exact Kolmogorov-type inequality for the functions

𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠(R𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, which estimates the norm 𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2)

through ‖𝑓‖∞ and ‖Δ𝑓‖𝑠, we also solve the problem of the best approximati-

on of the operator 𝐷𝛼 on the class 𝑊Δ
∞,𝑠(R𝑚) and the problem of optimal

recovery of the operator 𝐷𝛼 on elements of this class, given with an error.

We also consider a more general situation in which the Laplacian of functions

𝑓 are bounded in an ideal structure. Estimates of the norms of the functi-

ons 𝑓 in the ideal structure are obtained and as a consequence we obtain

Kolmogorov type inequalities that evaluate the 𝐿𝑝–norms of the functions

𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚)

We obtain the exact inequalities for the norms of the one-dimensional Ri-

esz potentials for the functions of several variables with a Laplacian bounded

in 𝐿∞(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞).

Key words: best approximation, best non-symmetric approximation,

best relative approximation, approximation of an unbounded operator,

Kolmogorov width, relative width, extremal subspace, spline, convolution,

kernel of convolution, inequalities for norms of derivatives, fractional deri-

vative.
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Перелiк умовних позначень

∀ – квантор загальностi: "для кожного" або "для будь-якого"

∃ – квантор iснування "iснує"

:= – дорiвнює за означенням

≍ – дорiвнює за порядком

𝑥 ∈ 𝐺 – елемент 𝑥 належить множинi 𝐺

𝑥 ̸∈ 𝐺 – елемент 𝑥 не належить множинi 𝐺

𝐴 ∪𝐵 – об’єднання множин 𝐴 та 𝐵

𝐴 ∩𝐵 – перетин множин 𝐴 та 𝐵

𝐴 ⊂ 𝐵 – множина 𝐴 мiститься в множинi 𝐵

∅ – порожня множина

N – множина натуральних чисел

Z – множина цiлих чисел

R – множина дiйсних чисел

R+ – множина додатних дiйсних чисел

R− – множина вiд’ємних дiйсних чисел

R𝑚 – простiр точок 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚), 𝑡𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, ...,𝑚

mes𝐴 – мiра вимiрної за Лебегом множини 𝐴

sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) – точна верхня межа функцiї 𝑓(𝑥) на множинi 𝐴

inf
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) – точна нижня межа функцiї 𝑓(𝑥) на множинi 𝐴

ess sup – iстотна верхня межа
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sign𝛼 – величина, що дорiвнює 1, якщо 𝛼 > 0, дорiвнює −1, якщо 𝛼 < 0,

i нулю, якщо 𝛼 = 0

𝜈(𝑓) – число змiн знаку на перiодi у 2𝜋–перiодичної функцiї 𝑓

𝜔(𝑡) – модуль неперервностi

𝜔(𝑓 ; 𝑡) – модуль неперервностi функцiї 𝑓

𝑟(𝑓 ; 𝑡) – незростаюча перестановка звуження на перiод функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1,

𝑓 ≥ 0

𝐾 * 𝜙 – згортка функцiй 𝐾 ∈ 𝐿1 i 𝜙 ∈ 𝐿1

𝜙𝜆,𝑟 – 𝑟–й 2𝜋/𝜆–перiодичний iнтеграл вiд функцiї 𝜙𝜆,0 := sign sin𝜆𝑡 з ну-

льовим середнiм значенням на перiодi

dim𝑋 – розмiрнiсть лiнiйного простору 𝑋

𝐶(𝐺) – простiр неперервних на 𝐺 функцiй 𝑓 з нормою ‖𝑓‖𝐶(𝐺)

𝐶 – простiр неперервних на всiй осi 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 з нормою

‖𝑓‖𝐶

𝐿𝑝(𝐺) (1 ≤ 𝑝 <∞) – простiр iнтегровних на 𝐺 у 𝑝–у степенi функцiй 𝑓

з нормою ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)

𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 <∞) – простiр 2𝜋–перiодичних iнтегровних на перiодi 𝑝–у сте-

пенi функцiй 𝑓 з нормою ‖𝑓‖𝑝

𝐿∞(𝐺) – простiр iстотно обмежених на 𝐺 функцiй 𝑓 з нормою ‖𝑓‖𝐿∞(𝐺)

𝐿∞ – простiр 2𝜋–перiодичних iстотно обмежених на осi функцiй 𝑓 з нор-

мою ‖𝑓‖∞

𝐶𝑟(𝐺) – множина функцiй 𝑓 таких, що 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐶(𝐺)

𝐶𝑟 – множина 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 таких, що 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐶
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𝐿𝑟𝑝(𝐺) – множина функцiй 𝑓 таких, що 𝑓 (𝑟−1) iснує та локально абсолю-

тно неперервна на 𝐺, i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝(𝐺)

𝐿𝑟𝑝 – множина 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 таких, що 𝑓 (𝑟−1) iснує та абсо-

лютно неперервна на перiодi, i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝

𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) – множина функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) таких, що 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑠(𝐺)

𝑊 𝑟
𝑝 – клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝, для яких ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 ≤ 1

𝐿∇
𝑝,𝑠(𝐺) – множина функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), у яких ‖|∇𝑓 |‖𝐿𝑠(𝐺) скiнченна

𝐿Δ
𝑝,𝑠(𝐺) – множина функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), у яких ‖Δ𝑓‖𝐿𝑠(𝐺) скiнченна

𝑇2𝑛−1 – простiр тригонометричних полiномiв порядку не вище 𝑛− 1

𝑆𝑘2𝑛,𝑟 (𝑘 = 1, 2) – простiр 2𝜋–перiодичних полiномiальних сплайнiв по-

рядку 𝑟 дефекту 𝑘 з вузлами в точках
𝑘𝑗𝜋

𝑛
, 𝑗 ∈ Z

𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ), ℎ ∈ (0, 2𝜋/𝑛), – простiр 2𝜋–перiодичних полiномiальних сплай-

нiв порядку 𝑟 дефекту 1 з вузлами в точках
2𝑗𝜋

𝑛
i
2𝑗𝜋

𝑛
+ ℎ, 𝑗 ∈ Z

𝐸(𝑓,𝐻)𝑋 – найкраще наближення функцiї 𝑓 множиною 𝐻 в метрицi

простору 𝑋

𝐸(𝑓,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 – найкраще (𝛼, 𝛽)–наближення функцiї 𝑓 множиною 𝐻 в

метрицi простору 𝐿𝑝

𝐸(𝑀,𝐻)𝑋 – найкраще наближення класу 𝑀 множиною 𝐻 в метрицi

простору 𝑋

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 – найкраще (𝛼, 𝛽)–наближення класу 𝑀 множиною 𝐻 в

метрицi простору 𝑋

𝑑𝑛(𝑀,𝑋) – поперечник за Колмогоровим класу 𝑀 в просторi 𝑋

𝑑𝑛(𝑀,𝑋,𝑀 ′) – вiдносний поперечник класу 𝑀 в просторi 𝑋
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. До найбiльш розвинутих в теорiї наближення вiд-

носиться напрям, пов’язаний з найкращим наближенням класiв дiйсних

функцiй одного змiнного. На даний час здобуто багато важливих ре-

зультатiв як по наближенню таких класiв фiксованими просторами, так

i в напрямi, пов’язаному з вибором для даного функцiонального класу

найкращого апарату наближення (задача про поперечники).

Першi точнi результати по наближенню класiв диференцiйовних пе-

рiодичних функцiй тригонометричними полiномами отриманi Ж. Фава-

ром, Н. I. Ахiєзером, М. Г. Крейном, потiм цi дослiдження були подов-

женi i розвиненi в роботах Б. Надя, С. М. Нiкольського, В. К. Дзяди-

ка, С. Б. Стєчкiна, Сунь Юншена, К. I. Бабенка, М. П. Корнєйчука,

Л. В. Тайкова та iн.

Задачу про поперечники сформулював в 1936 р. А. М. Колмогоров.

Йому належать i першi точнi результати щодо обчислення поперечникiв

класiв 𝑊 𝑟
2 в просторi 𝐿2. У подальшому задача про поперечники Колмо-

горова функцiональних класiв вивчалась У. Рудiним, С. Б. Стєчкiним,

В. М. Тихомировим. В рiзних ситуацiях точнi значення поперечникiв

за Колмогоровим соболєвських класiв перiодичних функцiй знаходили

В. М. Тихомиров, Ю. М. Субботiн, Ю. I. Маковоз, В. I. Рубан, А. О. Лi-

гун, А. Пiнкус та iн. Для класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔 точнi значення поперечникiв за

Колмогоровим знайденi М. П. Корнєйчуком, В. П. Моторним, В. I. Ру-

баном та iн.

Пiсля виникнення сплайнiв набув розвитку напрям, пов’язаний з на-

ближенням класiв функцiй за допомогою цього апарату. Точнi результа-

ти щодо таких наближень були одержанi В. М. Тихомировим, М. П. Кор-

нєйчуком, Ю. М. Субботiним, В. Л. Великiним, А. А. Женсикбаєвим,

А. О. Лiгуном та iн. Таку увагу сплайни привернули через гарнi апрокси-

мативнi властивостi, а саме, пiдпростори сплайнiв мiнiмального дефекту
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з рiвномiрно розподiленими вузлами, як i пiдпростори тригонометричних

полiномiв, виявились екстремальними (у сенсi точних значень) для пар-

них колмогорiвських поперечникiв класiв диференцiйовних перiодичних

функцiй в багатьох ситуацiях.

Низка робiт була присвячена поширенню результатiв щодо найкращих

наближень i поперечникiв, вiдомих для класiв диференцiйовних перiоди-

чних функцiй, на класи згорток з довiльними ядрами, що не збiльшують

осциляцiю. Такi задачi розглядались в роботах А. Пiнкуса, В. Т. Шевал-

дiна, В. Ф. Бабенка та iн.

Незважаючи на значнi досягнення в напрямi вивчення поперечникiв i

найкращих наближень функцiональних класiв, ця тематика залишається

однiєю з найважливiших в теорiї наближення i такою, що має ще дуже

багато вiдкритих питань. Зокрема, в даннiй роботi було поставлено за

мету (i реалiзовано) вiдшукання нових екстремальних пiдпросторiв для

поперечникiв за Колмогоровим класiв Соболєва, їх узагальнень на класи

згорток з CVD–ядрами, класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔.

Починаючи з робiт Е. Ландау, Ж. Адамара, Г. Хардi, Дж. Лiтлву-

да набуває активного розвитку напрям, пов’язаний з питаннями оцiнки

норм похiдних функцiї через її норму i норму старшої похiдної в пев-

них нормованих просторах. Такi нерiвностi називають нерiвностями типу

Колмогорова з огляду на велику значущiсть одержаного А. М. Колмо-

горовим результату.

Найбiльш важливими є нерiвностi такого типу з непокращуваними

константами, оскiльки саме вони, а також методи їх дослiдження ма-

ють найбiльш цiкавi застосування. Слiд вiдзначити, що нерiвностi типу

Колмогорова для функцiй одного i багатьох змiнних є вельми важливи-

ми в задачах аналiзу, звичайних диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними, теорiї iнтерполяцiї операторiв, теоремах вкладення та iн.

В багатьох питаннях аналiзу i його застосувань, iнших напрямах ма-

тематики, а також в iнших галузях науки, таких як: фiзика, хiмiя, бiоло-
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гiя, виникає необхiднiсть разом з iнтегралами i похiдними цiлих порядкiв

розглядати також iнтеграли i похiднi дробових порядкiв. Проте, точне

розв’язання задач аналiзу i, зокрема, теорiї апроксимацiї, пов’язаних з

дробовими похiдними та iнтегралами, зустрiчається зi значними трудно-

щами. З огляду на це сьогоднi вiдомо зовсiм небагато результатiв щодо

точних нерiвностей типу Колмогорова для дробових похiдних, особливо

в багатовимiрному випадку. Отже, цей напрямок дослiджень дисертацiй-

ної роботи є актуальним i обгрунтованим.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась згiдно з загальними планами дослiджень кафедри

математичного аналiзу та кафедри математичного аналiзу i теорiї фун-

кцiй Днiпропетровського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гонча-

ра, а також згiдно з держбюджетними темами № 1-147-07 "Оптимiза-

цiя методiв вiдновлення математичних об’єктiв за неповною iнформацi-

єю"(номер державної реєстрацiї 0107U000523), № 1-221-10 "Оптималь-

не вiдновлення операторiв на класах функцiй однiєї та багатьох змiн-

них"(номер державної реєстрацiї 0110U001282), № 1-326-17 "Екстремаль-

нi проблеми теорiї наближень функцiй дiйсного змiнного i нерiвностi ти-

пу Колмогорова"(номер державної реєстрацiї 0117U001208) i з науково-

дослiдною темою ММФ–78–13 "Нерiвностi для похiдних i екстремаль-

нi задачi в рiзних нормованих просторах"(номер державної реєстрацiї

0114U000193).

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є одержання нових

результатiв щодо точних значень найкращих наближень класiв дифе-

ренцiйовних перiодичних функцiй сплайнами, знаходження нових екс-

тремальних пiдпросторiв для поперечникiв цих класiв в просторi 𝐿1,

одержання нових точних нерiвностей типу Колмогорова для функцiй

однiєї та багатьох змiнних, а також деякi застосування цих нерiвностей

до розв’язку екстремальних задач теорiї апроксимацiї.

Об’єктом дослiдження є функцiональнi класи, серед яких класи ди-
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ференцiйовних перiодичних функцiй, класи згорток функцiй з довiльної

перестановочно-iнварiантної множини з ядрами, що не збiльшують кiль-

кiсть змiн знаку на перiодi, класи функцiй, означених на осi та пiвосi зi

старшою похiдною, що належить певним нормованим просторам, класи

функцiй багатьох змiнних з градiєнтом або лапласiаном, що належать

певним нормованим просторам.

Предметом дослiдження є найкращi наближення класiв диференцi-

йовних перiодичних функцiй пiдпросторами сплайнiв i класiв згорток

функцiй з довiльної перестановочно-iнварiантної множини з ядрами, що

не збiльшують кiлькiсть змiн знаку на перiодi, пiдпросторами узагаль-

нених сплайнiв, оцiнки норм похiдних та iнтегралiв дробового порядку

функцiй однiєї та багатьох змiнних через норми самих функцiй та їх

старших похiдних у рiзних нормованих просторах, задача Стєчкiна про

наближення необмеженого оператора обмеженими та задача вiдновлен-

ня оператора дробового диференцiювання на класах функцiй, заданих iз

похибкою.

Для реалiзацiї поставленої мети в роботi визначенi такi завдання:

– дослiдити найкращi наближення класiв 𝑟 разiв диференцiйованих

перiодичних функцiй з обмеженою в 𝐿𝑝 𝑟 – ю похiдною i класiв 𝑟 ра-

зiв диференцiйованих перiодичних функцiй, обмеження на 𝑟 – у похiдну

яких задаються мажорантою модуля неперервностi, сплайнами дефекту

2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнами дефекту 1 з нерiвно-

мiрно розподiленими вузлами в метрицi простору 𝐿1;

– перевiрити гiпотезу про те, що пiдпростори сплайнiв дефекту 2 з

рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнiв дефекту 1 з нерiвномiрно

розподiленими вузлами є екстремальними пiдпросторами для поперечни-

кiв за Колмогоровим названих вище класiв в просторi 𝐿1;

– одержати новi точнi нерiвностi типу Джексона i типу Бернштейна

для сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнiв

мiнiмального дефекту з нерiвномiрно розподiленими вузлами;
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– дослiдити найкращi 𝐿1–наближення класiв згорток функцiй з до-

вiльної перестановочно-iнварiантної множини з ядрами, що не збiльшу-

ють кiлькiсть змiн знаку на перiодi, пiдпросторами згорток з цими ядра-

ми сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнiв

дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами, перевiрити гiпотезу

про те, що такi апроксимуючi агрегати є екстремальними для попере-

чникiв за Колмогоровим в просторi 𝐿1 вказаних класiв;

– знайти порядковi рiвностi для найкращих наближень класiв 𝑟 разiв

диференцiйовних перiодичних функцiй з обмеженою в 𝐿𝑝 𝑟 – ю похiдною

сплайнами з цих класiв в метрицi просторiв 𝐿𝑞 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2), перевi-

рити гiпотезу про те, що послiдовностi таких сплайнiв є екстремальними

за порядком для вiдносних класзберiгаючих поперечникiв класiв 𝑊 𝑟
2 в

просторi 𝐿2;

– оцiнити норми дробових похiдних за Маршо двiчi диференцiйовних

функцiй, визначених на дiйснiй осi через норми функцiй та їх других

похiдних, оцiнити норми похiдних за Адамаром функцiй, визначених на

дiйснiй пiвосi, з рiзних класiв;

– оцiнити норми мiшаних дробових похiдних за Маршо функцiй бага-

тьох змiнних з гельдерових просторiв, похiдних Рiсса функцiй багатьох

змiнних через норми самих функцiй i норми градiєнта або лапласiана в

рiзних нормованих просторах;

– здобути розв’язки задач наближення необмеженого оператора дро-

бового диференцiювання (за Маршо i за Рiссом) обмеженими на рiзних

класах функцiй i оптимального вiдновлення оператора дробового дифе-

ренцiювання на заданих з похибкою функцiях з цих класiв;

– оцiнити рiвномiрну норму одновимiрного потенцiалу Рiсса частинної

похiдної функцiї з обмеженим в 𝐿∞ лапласiаном;

– в усiх задачах про оцiнки норм похiдних перевiрити непокращува-

нiсть цих оцiнок, побудувати (за можливостi) екстремальнi функцiї.

Методи дослiдження. В роботi використано сучаснi методи теорiї
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функцiй, функцiонального аналiзу i теорiї наближень, зокрема, загальнi

методи розв’язування екстремальних задач теорiї наближення, методи

доведення нерiвностей для норм "промiжних" похiдних, методи оцiню-

вання найкращого наближення необмеженого оператора лiнiйними обме-

женими операторами.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисер-

тацiйної роботи є новими i полягають у такому:

– знайдено точнi значення найкращих наближень класiв 𝑟 разiв ди-

ференцiйовних перiодичних функцiй з обмеженою в 𝐿𝑝 𝑟 – ю похiдною

сплайнами дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнами

дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами в метрицi простору 𝐿1;

– знайдено точнi значення найкращих наближень класiв r разiв дифе-

ренцiйовних перiодичних функцiй з обмеженнями на 𝑟 – у похiдну, що

задаються опуклою вгору мажорантою модуля неперервностi, сплайна-

ми дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнами дефекту

1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами в метрицi простору 𝐿1;

– вказано новi екстремальнi пiдпростори для поперечникiв за Кол-

могоровим названих вище класiв в просторi 𝐿1, а саме, доведено, що

пiдпростори сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i

сплайнiв дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами реалiзують цi

поперечники у сенсi точного значення;

– одержано новi точнi нерiвностi типу Джексона i типу Бернштейна

для сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами i сплайнiв

мiнiмального дефекту з нерiвномiрно розподiленими вузлами;

– знайдено точнi значення найкращих 𝐿1–наближень класiв згорток

функцiй з довiльної перестановочно-iнварiантної множини з ядрами, що

не збiльшують кiлькiсть змiн знаку на перiодi, пiдпросторами згорток з

цими ядрами сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно розподiленими вузлами

i сплайнiв дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами, з’ясовано,

що такi апроксимуючi агрегати є екстремальними для поперечникiв за
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Колмогоровим в просторi 𝐿1 вказаних класiв;

– знайдено порядковi рiвностi для найкращих наближень класiв 𝑟 ра-

зiв диференцiйовних перiодичних функцiй з обмеженою в 𝐿𝑝 𝑟 – ю по-

хiдною сплайнами з цих класiв в метрицi просторiв 𝐿𝑞 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2),

спростовано гiпотезу про те, що послiдовностi таких сплайнiв є екстре-

мальними за порядком для вiдносних класзберiгаючих поперечникiв кла-

сiв 𝑊 𝑟
2 в просторi 𝐿2;

– отримано новi точнi мультиплiкативнi нерiвностi типу Колмогорова

для норм дробових похiдних за Маршо функцiй, визначених на дiйснiй

осi, що оцiнюють вказанi норми через норми функцiй та їх других похi-

дних;

– одержано новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для похiдних за

Адамаром функцiй, визначених на дiйснiй пiвосi;

– отримано точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм мiшаних дро-

бових похiдних за Маршо функцiй багатьох змiнних з гельдерових про-

сторiв, одержанi результати застосованi до розв’язку задачi наближен-

ня необмеженого оператора дробового диференцiювання обмеженими на

класах функцiй, якi задаються мажорантою модуля неперервностi;

– отримано точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних

Рiсса порядку 0 < 𝛼 < 1 функцiй багатьох змiнних з обмеженим в 𝐿𝑠
градiєнтом i порядку 0 < 𝛼 < 2 функцiй багатьох змiнних з обмеженим

в 𝐿𝑠 лапласiаном;

– як застосування вказаних нерiвностей одержано розв’язок задачi

Стєчкiна про наближення необмежених операторiв дробового диферен-

цiювання обмеженими на класах функцiй багатьох змiнних, якi задаю-

ться обмеженнями на 𝐿𝑠 – норму градiєнта або лапласiана вiдповiдно, а

також розв’язок задачi оптимального вiдновлення оператора дробового

диференцiювання на заданих з похибкою функцiях з цих класiв;

– одержано точнi нерiвностi, що оцiнюють рiвномiрну норму однови-

мiрного потенцiалу Рiсса частинної похiдної функцiї з обмеженим в 𝐿∞



30

лапласiаном.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Одержанi результати i розвиненi ме-

тоди можуть знайти застосування у подальших дослiдженнях екстре-

мальних задач теорiї наближення, зокрема, задач наближення функцiо-

нальних класiв фiксованими просторами, задач оцiнок поперечникiв, за-

дач знаходження точних нерiвностей типу Колмогорова для функцiй

однiєї та багатьох змiнних i спорiднених задач.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на

захист, одержано здобувачем самостiйно. В статтях, що опублiкованi у

спiвавторствi, особистий внесок здобувача такий: в роботах [81, 82, 109]

– здобувачевi належить постановка задач, формулювання основних гi-

потез, iдеї доведень, побудова схем доведень, контроль за правильнiстю

викладення матерiалу, спiвавтори брали участь у перевiрцi робочих гi-

потез; в роботах [36, 42] – визначення напрямку дослiджень, обговорення

результатiв, контроль якостi викладення результатiв належить В. Ф. Ба-

бенку, перевiрка основних гiпотез i докладне доведення всiх тверджень

належить здобувачевi; в роботi [37] – здобувачевi належить докладне

доведення основних результатiв; в роботi [39] – перевiрка точностi не-

рiвностей в теоремах 2 i 3 належить В. Ф. Бабенку, решта результатiв

отримана здобувачем; в роботах [38, 43]– здобувачевi належить докладне

доведення всiх основних результатiв; в роботi [41] – здобувачевi належить

перевiрка гiпотези В. Ф. Бабенка щодо порядкової поведiнки вiдносних

поперечникiв класiв Соболєва, докладне доведення основного результа-

ту; в роботах [259, 53] – визначення напрямку дослiджень, iдеї щодо

узагальнення вже iснуючих нерiвностей i застосування певних методiв

доведення, гiпотези щодо конструкцiї екстремальних функцiй належать

спiвавторам, докладне доведення всiх результатiв, удосконалення схем

i методiв доведення нерiвностей, результати щодо застосувань нерiвно-

стей належать здобувачевi; в роботах [44, 47] – В. Ф. Бабенку належить
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iдея розповсюдження вже iснуючих результатiв щодо нерiвностей типу

Колмогорова на випадок 𝐿𝑠 –норм i гiпотези щодо конструкцiї екстре-

мальних функцiй, решта дослiджень виконана здобувачем; в роботi [46]

– В. Ф. Бабенку належить iдея одночасного розгляду нерiвностей для

похiдних за Маршо i за Адамаром з огляду на взаємозв’язок мiж цими

похiдними, А. О. Семиренко брала участь в перевiрцi робочих гiпотез,

здобувачевi належить доведення основних результатiв, удосконалення i

контроль якостi викладення матерiалу; в роботi [252] – здобувачевi на-

лежить доведення точних нерiвностей типу Колмогорова, що оцiнюють

норму дробової похiдної за Маршо функцiй, означених на дiйснiй осi,

через норму самої функцiї та норму її похiдної другого порядку, а та-

кож результати щодо оцiнок норм похiдних за Адамаром; в роботi [50] –

здобувачевi належить докладне доведення всiх основних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. За результатами дисертацiйної

роботи було зроблено доповiдi на:

– Мiжнароднiй конференцiї "Functional Methods in Approximation

Theory, Stochastic Analysis and Statistics II присвяченiй пам’ятi А. Я. До-

роговцева (01.10.2004–05.10.2004, Київ, Україна);

– Мiжнародних математичних конференцiях iм. В. Я. Соробогатька

(24.09.2007–28.09.2007, 25.08.2015–28.08.2015, Дрогобич, Україна);

– Мiждержавних науково-методичних конференцiях "Проблеми ма-

тематичного моделювання"(23.05.2007–25.05.2007, 28.05.2008–30.05.2008,

Днiпродзержинськ, Україна);

– Мiжнародних конференцiях з теорiї наближення (04.03.2007–

08.03.2007, 07.03.2010–10.03.2010, 07.04.2013–10.04.2013, Сан Антонiо,

США);

– Мiжнароднiй конференцiї з математичного моделювання i обчислень

(04.11.2007–08.11.2007, Сан Антонiо, США);

– Мiжнароднiй конференцiї "Диференцiальнi рiвняння, теорiя фун-

кцiй та їх застосування" , присвяченiй 70-рiччю з дня народження ака-
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демiка А. М. Самойленка (16.06.2008–21.06.2008, Мелiтополь, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї "Functional Methods in Approximation

Theory and Operator Theоry III" , присвяченiй пам’ятi В. К. Дзядика

(22.08.2009–26.08.2009, Свiтязь, Україна);

–Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближень та її застосування" ,

присвяченiй 80-рiччю з дня народження М. П. Корнєйчука (14.06.2010–

17.06.2010, Днiпропетровськ, Україна);

– Мiжнародному симпозiумi з теорiї наближення, присвяченому

70–рiччю з дня народження професора Л. Шумейкера (17.05.2011–

20.05.2011, Нешвiл, США);

– Мiжнароднiй конференцiї з сучасного аналiзу (20.06.2011–23.06.2011,

Донецьк, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближення функцiй та її за-

стосування" , присвяченiй 70-рiччю з дня народження чл.-кор. НАНУ

О. I. Степанця (28.05.2012–03.06.2012, Кам’янець-Подiльський, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї "Диференцiальнi рiвняння, теорiя фун-

кцiй та їх застосування" , присвяченiй 75-рiччю з дня народження ака-

демiка А. М. Самойленка (23.06.2013–30.06.2013, Севастополь, Україна);

– Кримськiй мiжнароднiй математичнiй конференцiї (22.09.2013–

04.10.2013, Судак, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближень та її застосування" ,

присвяченiй 75-рiчному ювiлею В. П. Моторного (08.10.2015–11.10.2015,

Днiпропетровськ, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближення функцiй та її за-

стосування" , присвяченiй 75-рiччю з дня народження чл.-кор. НАНУ

О. I. Степанця (28.05.2017–03.06.2017, Слов’янськ, Україна).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдались i обго-

ворювались на мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi

математичного аналiзу i теорiї функцiй ДНУ iменi Олеся Гончара ( Днi-

пропетровськ, 2010–2014, керiвники семiнару: член-кореспондент НАН
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України, д.ф.-м.н., проф. В. П. Моторний i д.ф.-м.н., проф. В. Ф. Ба-

бенко та Днiпро, 01.11.2017, керiвник семiнару член-кореспондент НАН

України, д.ф.-м.н., проф. В. П. Моторний), а також на

– семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(Київ, 10.03.2017, 30.06.2017, керiвник семiнару д.ф.м.н., проф. А. С. Ро-

манюк);

– семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу

Одеського нацiонального унiверситету iменi I. I. Мечнiкова (Одеса,

03.07.2017, керiвник семiнару, д.ф.-м.н., проф. А. О. Кореновський);

– науково-методичному семiнарi при кафедрi теорiї функцiй Бiлору-

ського державного унiверситету (Мiнськ, 25.09.2017, керiвник семiнару

д.ф.м-н., проф. Е. I. Зверович);

– семiнарi "Сучасний аналiз"у Київському нацiональному унiверси-

тетi iменi Тараса Шевченка (Київ, 04.10.2017, керiвники семiнару: д.ф.-

м.н., проф. О. О. Курченко, д.ф.-м.н., проф. В. М. Радченко, д.ф.-м.н.,

проф. I. О. Шевчук).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в роботах

[1–42] (див. список публiкацiй здобувача на с. 10–15), 8 з них опублi-

ковано без спiвавторiв, роботи [1–22] вiдповiдають вимогам до публi-

кацiї результатiв дисертацiйних робiт у фахових виданнях iз фiзико-

математичних наук, [23–42] – тези доповiдей; роботи [4–6, 8–10, 12, 14–16,

18, 21, 22] надруковано у виданнях, що включенi до мiжнародних науко-

метричних баз.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

перелiку умовних позначень, змiсту, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв,

додатку та списку використаних джерел, що мiстить 303 найменування.

Повний обсяг роботи становить 330 сторiнок друкованого тексту.

Змiст дисертацiї. У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження,

обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульованi мета i задачi,

охарактерiзованi методи дослiдження, його наукова новизна, теоретичне
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i практичне значення, прокоментовано повноту викладення матерiалу в

працях та його ступiнь апробацiї, описано структуру дисертацiйної ро-

боти та її основний змiст.

Основну частину роботи складають п’ять роздiлiв. На початку ко-

жного роздiлу (в перших пiдроздiлах) подано стислий огляд лiтерату-

ри, висвiтлено основнi питання, якi вiдповiдають напрямку дослiджень

даного роздiлу, зазначаються питання, якi залишились невирiшеними,

анонсуються новi результати, що виносяться на захист.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню задач

наближення класiв диференцiйовних перiодичних функцiй пiдпростора-

ми сплайнiв, а також пов’язаним з цiєю проблематикою питанням про

нерiвностi типу Бернштейна i типу Джексона для сплайнiв.

Нехай 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, – простори 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 : R → R
з вiдповiдними нормами ‖ · ‖𝐿𝑝

= ‖ · ‖𝑝; 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1).

Нехай 𝐻– пiдпростiр простору 𝐿𝑝 i 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′. Якщо для всiх ℎ ∈ 𝐻

2𝜋∫︁
0

𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

то будемо писати 𝑔⊥𝐻. Якщо 𝐻– пiдпростiр констант, то замiсть 𝑔⊥𝐻
будемо використовувати позначення 𝑔⊥1.

Нехай множина 𝐹 ⊂ 𝐿1 така, що {𝑓 ∈ 𝐹 : 𝑓⊥1} ≠ ∅. Для 𝑟 = 1, 2, ...,

позначимо через 𝑊 𝑟𝐹 клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿1, у яких (𝑟 − 1)-а похiдна

𝑓 (𝑟−1) (𝑓 (0) = 𝑓) локально абсолютно неперервна i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐹 . Вiдзначимо,

що, якщо 𝐹 – одинична куля простору 𝐿𝑝, то множина 𝑊 𝑟𝐹 = 𝑊 𝑟
𝑝 –

це стандартний соболєвський клас функцiй, у яких (𝑟 − 1) – а похiдна

локально абсолютно неперервна i ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 ≤ 1.

Для невiд’ємної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1 позначимо через 𝑟(𝑓, 𝑡) неспадну пе-

рестановку звуження функцiї 𝑓 на промiжок [0, 2𝜋]. Якщо 𝑔 – довiльна

функцiя iз 𝐿1, то покладемо

Π(𝑔, 𝑡) := 𝑟(𝑔+, 𝑡)− 𝑟(𝑔−, 2𝜋 − 𝑡),
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де 𝑔± := max{±𝑔(𝑡), 0}.
Множину 𝐹 ∈ 𝐿1 назвемо Π–iнварiантною, якщо iз того, що 𝑓 ∈ 𝐹 i

Π(𝑔) = Π(𝑓), випливає, що 𝑔 ∈ 𝐹 .

Нехай 𝐶𝑟 (𝑟 = 0, 1, ..., 𝐶0 := 𝐶)– простiр 𝑟 разiв неперервно дифе-

ренцiйовних (неперервних для 𝑟 = 0) 2𝜋- перiодичних функцiй, 𝜔(𝑡) –

довiльний фiксований модуль неперервностi. Клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶𝑟, у

яких при всiх 𝑡

|𝑓 (𝑟)(𝑡)− 𝑓 (𝑟)(𝑡+ 𝛿)| ≤ 𝜔(𝛿), 𝛿 ≥ 0,

будемо позначати через 𝑊 𝑟𝐻𝜔.

Найкращим наближенням класу 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 множиною 𝐻 iз 𝐿𝑝 в метрицi

𝐿𝑝 називається величина

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝 = sup
𝑓∈𝑀

inf
ℎ∈𝐻

‖𝑓 − ℎ‖𝑝.

Величини

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝) = inf
𝐻𝑛

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝, (1)

де точна нижня межа береться за всiма пiдпросторами 𝐻𝑛 простору 𝐿𝑝,

розмiрнiсть яких не перевищує 𝑛, називаються поперечниками Колмо-

горова класу 𝑀 в просторi 𝐿𝑝. Пiдпростори 𝐻𝑛, якi реалiзують точну

нижню межу в правiй частинi (1), називаються екстремальними пiдпро-

сторами.

Для кожного натурального 𝑛 i 𝑚 = 0, 1, ... через 𝑇2𝑛−1 позначимо про-

стiр тригонометричних полiномiв порядку не вище 𝑛− 1, а через 𝑆1
2𝑛,𝑚 –

простiр 2𝜋-перiодичних полiномiальних сплайнiв порядку 𝑚 дефекту 1

с вузлами в точках 𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 ∈ Z.

Нехай 𝜙𝑛,𝑚(𝑡) (𝑛,𝑚 ∈ N)– 𝑚-й
2𝜋

𝑛
–перiодичний iнтеграл з нульовим

середнiм значенням на перiодi вiд функцiї 𝜙𝑛,0(𝑡) = sign sin nt.

При фiксованих 𝜔(·) i 𝑛 ∈ N покладемо

𝑓𝑛,0(𝜔; 𝑡) =

{︃
−1

2𝜔
(︀
𝜋
𝑛 − 2𝑡

)︀
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2𝑛 ,
1
2𝜔
(︀
2𝑡− 𝜋

𝑛

)︀
, 𝜋

2𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
𝑛 .
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Через 𝑓𝑛,𝑟(𝜔; 𝑡) (𝑟 = 1, 2, ...) позначимо 𝑟-й
2𝜋

𝑛
–перiодичний iнтеграл вiд

𝑓𝑛,0(𝜔; 𝑡) з нульовим середнiм значенням на перiодi.

Добре вiдомо (див., наприклад, [133, теореми 4.2.4, 5.4.8, 8.1.13]), що

для всiх 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ виконуються рiвностi

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑇2𝑛−1)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′; (2)

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′, 𝑚 = 𝑟 − 1, 𝑟, ...; (3)

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟
𝑝 , 𝐿1) = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′. (4)

До того ж простори 𝑇2𝑛−1 є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟
𝑝 , 𝐿1) , а простори 𝑆1

2𝑛,𝑚, при всiх 𝑚 ≥ 𝑟 − 1 –

для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝐿1).

Рiвнiсть (2) для 𝑝 = 1 отримана С. М. Нiкольским [163], для 𝑝 > 1

її встановив Л. В. Тайков [215], для 𝑝 = ∞ незалежно i iншим методом

цей результат здобула С. П. Туровец [231]. Спiввiдношення (3) доведене

А. О. Лiгуном [283]. Оцiнку знизу для непарних поперечникiв при 𝑝 = 1

отримали незалежно Ю. I. Маковоз [156] i Ю. М. Суботiн [201, 202], а

при 𝑝 = ∞ Ю. I. Маковоз [157]. Оцiнка знизу для парних поперечникiв

при 𝑝 = 1,∞ належить В. I. Рубану (див., напр. [131, розд. 10]). Для

1 < 𝑝 < ∞ спiввiдношення (4) незалежно i рiзними методами отримали

А. О. Лiгун [147], Ю.I. Маковоз [158], А. Пiнкус [291].

В [15] встановлено, що для довiльної Π–iнварiантної множини 𝐹 i

будь-яких 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ...; 𝑚 ≥ 𝑟 виконуються такi рiвностi

𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑇2𝑛−1)1 = 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡,

i

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐹,𝐿1) = sup
𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡. (5)

До того ж простори 𝑇2𝑛−1 є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐹,𝐿1), а простори 𝑆1
2𝑛,𝑚 при всiх 𝑚 ≥ 𝑟 – для

поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1).
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М. П. Корнєйчук [122, 123, 126] (див. також [133, теореми 7.2.2, 7.2.5])

довiв, що для будь-якого опуклого вгору модуля неперервностi 𝜔(𝑡), при

всiх 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑟 = 0, 1, ..., 𝑚 ≥ 𝑟 виконується спiввiдношення

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑇2𝑛−1)1 = 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1. (6)

Вiдомо також, що

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1, (7)

причому поперечники 𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) реалiзують пiд-

простори 𝑇2𝑛−1, а поперечники 𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) – пiдпростори 𝑆1

2𝑛,𝑚,

𝑚 ≥ 𝑟. Оцiнки знизу для непарних поперечникiв отриманi В. П. Мотор-

ним i В. I. Рубаном [162], а для парних В. I. Рубаном [183].

В пiдроздiлi 1.2 ми розглядаємо наближення класiв 𝑊 𝑟𝐹 i 𝑊 𝑟𝐻𝜔 пiд-

просторами 𝑆2
2𝑛,𝑚, 𝑛,𝑚 ∈ N, полiномiальних сплайнiв порядку 𝑚 дефе-

кту 2 з вузлами в точках 𝑡𝑗 =
2𝑗𝜋

𝑛
, 𝑗 ∈ Z. Вiдзначимо, що розмiрнiсть

цих пiдпросторiв для довiльного 𝑚 дорiвнює 2𝑛. Основними результата-

ми цього пiдроздiлу є такi теореми:

Теорема 1.2.2. Нехай 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 = 𝑟, 𝑟 + 1, ... 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝐹 –

довiльна Π-iнварiантна множина 2𝜋-перiодичних функцiй. Тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

Зокрема,

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

2
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′.

Теорема 1.2.3. Нехай 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 = 𝑟+1, 𝑟+2, ... 𝜔(𝑡) – опуклий

вгору модуль неперервностi, тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔, ·)‖1.

Результати теорем 1.2.2 i 1.2.3 разом зi спiввiдношеннями (5) i (7) пока-

зують, що 𝑆2
2𝑛,𝑚, як 𝑇2𝑛−1 i 𝑆1

2𝑛,𝑚 , є екстремальними пiдпросторами для

поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1) (при𝑚 ≥ 𝑟) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) (при𝑚 ≥ 𝑟 + 1).
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В пiдроздiлi 1.3 ми показуємо, що, крiм названих вище, iсну-

ють iншi пiдпростори, екстремальнi для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i

𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1). Для цього ми розглядаємо наближення класiв 𝑊 𝑟𝐹 i

𝑊 𝑟𝐻𝜔 пiдпросторами 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ), 𝑛,𝑚 ∈ N, ℎ ∈

(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
, полiномiальних

сплайнiв порядку 𝑚 дефекту 1 з вузлами в точках

𝑡𝑗 =
2𝜋
[︀
𝑗
2

]︀
𝑛

+ (1− (−1)𝑗)
ℎ

2
, 𝑗 ∈ Z,

де [·] – цiла частина числа. Вiдзначимо, що розмiрнiсть цих пiдпросторiв

при будь-якому 𝑚 дорiвнює 2𝑛.

Основними результатами цього пiдроздiлу є такi теореми:

Теорема 1.3.2. Нехай 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1, 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

𝐹 – довiльна Π-iнварiантна множина 2𝜋-перiодичних функцiй. Тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

Зокрема,

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′.

При 𝑝 = 1 останнє спiввiдношення правильне i для 𝑚 = 𝑟.

Теорема 1.3.3. Нехай 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1, 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
, 𝜔(𝑡) –

опуклий вгору модуль неперервностi, тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔, ·)‖1.

Результати теорем 1.3.2 i 1.3.3 разом зi спiввiдношеннями (5) i (7) пока-

зують, що 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) є екстремальними пiдпросторами для поперечникiв

𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) (при 𝑚 ≥ 𝑟+1) для кожного ℎ ∈

(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
.

В пiдроздiлах 1.4 i 1.5 ми, застосовуючи результати пiдроздiлiв 1.2 i

1.3, а також деякi iдеї, використанi для iх доведення, одержуємо точнi

нерiвностi типу Джексона для сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚 i 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ) i точнi нерiвностi

типу Бернштейна для сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚.

В роздiлi 2 ми продовжуємо розпочатi в першому роздiлi дослiдження

щодо найкращих наближень достатньо загальних класiв 𝑊 𝑟𝐹 , елементи
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яких є згортками з ядрами Бернуллi функцiй з довiльної Π–iнварiантної

множини. Вiдзначимо, що iстотно доповнити запас класiв функцiй ми

можемо, розглядаючи замiсть згорток з ядрами Бернуллi згортки з iн-

шими (бiльш загальними) ядрами.

Згортку 𝐾 * 𝜙 функцiї 𝐾 ∈ 𝐿1 i 𝜙 ∈ 𝐿1 означимо рiвнiстю

(𝐾 * 𝜙)(𝑥) =
2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡.

Для ядра 𝐾 покладемо

𝑀(𝐾) = {𝑚 ∈ Z : �̂�𝑚 = (2𝜋)−1

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑡)𝑒−𝑖𝑚𝑡 𝑑𝑡 = 0},

i будемо надалi вважати, що 𝑀(𝐾) порожня або скiнченна множина.

Якщо 𝑀 ∈ Z – скiнченна центрально-симетрична множина, то через

𝑇 (𝑀) позначимо лiнiйний простiр тригонометричних полiномiв виду

𝑇 (𝑥) =
∑︁
𝑚∈𝑀

𝑐𝑚𝑒
𝑖𝑚𝑥, 𝑐−𝑚 = 𝑐𝑚

(якщо 𝑀 = ∅, то 𝑇 (𝑥) ≡ 0). Якщо 𝑀 = {−(𝑛− 1), ...,−1, 0, 1, ..., 𝑛− 1},
то 𝑇 (𝑀) = 𝑇2𝑛−1.

Нехай задане ядро 𝐾 i множина 𝐹 ⊂ 𝐿1. Через 𝐾 *𝐹 позначимо клас

функцiй виду

𝑓(𝑥) = 𝑇 (𝑥) + (𝐾 * 𝜙)(𝑥), 𝑇 ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾)), 𝜙 ∈ 𝐹, 𝜙⊥𝑇 (𝑀(𝐾)).

Для ядра 𝐾 покладемо 𝜇 = 𝜇(𝐾) = 0, якщо 0 /∈ 𝑀(𝐾) 𝜇 = 𝜇(𝐾) = 1,

якщо 0 ∈𝑀(𝐾).

Неперервне на (0, 2𝜋) i таке, що не є тригонометричним полiномом

ядро 𝐾 будемо називати 𝐶𝑉𝐷-ядром (i писати 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷), якщо

𝜈(𝑎𝜇+𝐾 * 𝜙) ≤ 𝜈(𝜙) ∀𝜙 ∈ 𝐶, 𝜙⊥𝜇, 𝑎 ∈ R (𝜈(𝑔) – число змiн знаку

на перiодi у 2𝜋-перiодичної функцiї 𝑔).

Нехай Δ ∈ (0, 2𝜋]. Якщо для будь-яких 𝜙 ∈ 𝐶, 𝜙⊥𝑇 (𝑀) i 𝑇 ∈ 𝑇 (𝑀)

таких, що 𝑇 +𝐾 * 𝜙 має нулi в кожному iнтервалi довжини Δ, спра-

ведлива нерiвнiсть 𝜈(𝑇 + 𝐾 * 𝜙) ≤ 𝜈(𝜙), то ядро 𝐾 будемо називати
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𝐶𝑉𝐷[Δ]-ядром i писати 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ]. Зауважимо, що, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷,

то 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ] для будь-якого Δ ∈ (0, 2𝜋].

В другому роздiлi ми вивчаємо найкращi наближення класiв згорток

з такими ядрами функцiй з довiльної Π–iнварiантної множини, причому

разом з симетричними наближеннями ми розглядаємо також i несиме-

тричнi. Дамо необхiднi означення.

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 i чисел 𝛼, 𝛽 ≥ 0 покладемо

‖𝑓‖𝑝;𝛼,𝛽 = ‖𝛼𝑓+ + 𝛽𝑓−‖𝑝.

Для 𝛼, 𝛽 > 0 задача найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення класу функцiй

𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 множиною 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝 полягає в тому, щоб знайти величину

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 = sup
𝑓∈𝑀

inf
ℎ∈𝐻

‖𝑓 − ℎ‖𝑝;𝛼,𝛽. (8)

Нехай фiксовано множину 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝. Функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 поставимо у вiдпо-

вiднiсть пiдмножини:

𝐻+
𝑓 = {𝑢(𝑡) : 𝑢 ∈ 𝐻, 𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋},

𝐻−
𝑓 = {𝑢(𝑡) : 𝑢 ∈ 𝐻, 𝑢(𝑡) ≥ 𝑓(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋}.

Величини

𝐸±(𝑓,𝐻)𝑝 :=

{︃
inf{‖𝑓 − 𝑢‖𝑝 : 𝑢 ∈ 𝐻±

𝑓 }, 𝐻±
𝑓 ̸= ∅,

∞, 𝐻±
𝑓 = ∅

i

𝐸±(𝑀,𝐻)𝑝 := sup
𝑓∈𝑀

𝐸±(𝑓,𝐻)𝑝

називаються найкращим наближенням знизу (+) i зверху (−) функцiї

𝑓 ∈ 𝐿𝑝 i класу 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 вiдповiдно.

Покладаючи в формулi (8) 𝛼 = 𝛽 = 1, отримаємо звичайнi найкращi

𝐿𝑝–наближення, а спрямовуючи 𝛼 або 𝛽 до +∞ найкраще наближен-

ня зверху або знизу (див. [14, теорема 2]) класу 𝑀 . Отже, сiм’я задач

найкращого (𝛼, 𝛽)–наближення "iнтерполює" задачi найкращого i най-

кращого одностороннього наближень i дозволяє розглядати їх з загаль-

ної точки зору. У зв’язку з цiєю властивiстю нижче будемо припускати
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для 𝛼 або 𝛽 значення +∞, тобто будемо ототожнювати в цих випадках

найкращi (𝛼, 𝛽)–наближення з найкращими одностороннiми наближен-

нями. Вiдзначимо, що вивчення задач найкращого (𝛼, 𝛽)–наближення

при 𝛼, 𝛽 <∞ має, звичайно, i самостiйний iнтерес.

Нехай 𝜙𝜆,𝑚(𝛼, 𝛽; 𝑡) (𝛼, 𝛽 > 0, 𝜆 > 0, 𝑚 ∈ N) – 2𝜋/𝜆-перiодичний

iнтеграл порядку 𝑚 з нульовим середнiм значенням на перiодi вiд парної

2𝜋/𝜆-перiодичної функцiї 𝜙𝜆,0(𝛼, 𝛽; 𝑡), яка для 𝑡 ∈
[︁
0,
𝜋

𝜆

)︁
визначається в

такий спосiб

𝜙𝜆,0(𝛼, 𝛽; 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋𝛽

𝜆(𝛼 + 𝛽)
,

−𝛽, 𝜋𝛽

𝜆(𝛼 + 𝛽)
< 𝑡 ≤ 𝜋

𝜆
.

Для 𝛼 = 𝛽 = 1 замiсть 𝜙𝜆,𝑚(𝛼, 𝛽; 𝑡) будемо писати 𝜙𝜆,𝑚(𝑡).

У випадку max{𝛼, 𝛽} = ∞ Покладаємо

(𝐾 * 𝜙𝑛,0(1,∞))(𝑥) =

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝜋

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑚=0

𝐾(𝑥− 2𝑚𝜋/𝑛).

Зрозумiло, що при 𝛽 → ∞ буде

‖𝐾 * 𝜙𝑛,0(1, 𝛽)±‖∞ → ‖𝐾 * 𝜙𝑛,0(1,∞)±‖∞.

Загальну теорiю найкращих наближень тригонометричними полiнома-

ми класiв 𝐾 * 𝑊 0
∞ i 𝐾 * 𝑊 0

1 в метриках 𝐶 i 𝐿1 вiдповiдно побудував

С. М. Нiкольський [163]. Для важливих сукупностей ядер найкращi на-

ближення класiв 𝐾 * 𝑊 0
∞ i 𝐾 * 𝑊 0

1 в метриках 𝐶 i 𝐿1 були знайденi

В. К. Дзядиком [83]–[87], С. Б. Стєчкiним [193], Сунь Юншеном [212, 213],

К. I. Бабенком [59, 62] (див. також [63, розд. 3, §1]). Задача обчислення

поперечникiв класiв згорток з CVD-ядрами i класiв, що задаються за

допомогою диференцiальних операторiв зi сталими коефiцiєнтами, роз-

глядалась в роботах А. Пiнкуса [292], В. Т. Шевалдiна [237, 238].

Найбiльш загальнi результати в цьому напрямi полягають у такому.

Нехай 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑟 = 0, 1, ..., Δ ∈ (0, 2𝜋], 𝛼, 𝛽 ∈ (0,∞]. Нехай також

𝐾 є 𝐶𝑉𝐷[Δ]-ядром, 𝐹 – перестановочно-iнварiантною пiдмножиною в
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𝐿1 i 𝐻 є 𝑇2𝑛−1 або 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟. Тодi, якщо 𝑛 ≥ 2𝜋

Δ
настiльки велике, що

𝐻 ⊃ 𝑇 (𝑀(𝐾)), то

𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐻)1;𝛼,𝛽 = sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·); 𝑡) 𝑑𝑡. (9)

Зокрема, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, то рiвнiсть (9) правильна при всiх 𝑛. Резуль-

тат (9) отримав В. Ф. Бабенко [16].

Для 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷 cправедлива також рiвнiсть

𝑑2𝑛−1(𝐾 * 𝐹,𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1) =

= sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝑡)) 𝑑𝑡. (10)

При цьому пiдпростори 𝑇2𝑛−1 є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛−1(𝐾 * 𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1), а пiдпростори 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟 (𝑟 = 0, 1, ...) –

для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

У випадку 𝐹 = 𝑊 0
𝑝 результат (10) належить А. Пiнкусу [292], а у

випадку довiльної Π - iнварiантної множини 𝐹 – В. Ф. Бабенку [17].

В пiдроздiлi 2.2 ми знаходимо точнi значення найкращих наближень

класiв згорток 𝐾 * 𝐹 (𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝐹–довiльна Π–iнварiантна множина)

пiдпросторами𝐾*𝑆2
2𝑛,𝑟, а в пiдроздiлi 2.3 – точнi значення найкращих не-

симетричних наближень класiв згорток𝐾*𝐹 (𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝐹–довiльна

Π–iнварiантна множина) пiдпросторами 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ)

(︁
0 < ℎ <

2𝜋

𝑛

)︁
.

Основним результатом пiдроздiлу 2.2 є

Теорема 2.2.1. Нехай 𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝐹 – Π-iнварiантна пiдмно-

жина в 𝐿1. Тодi для будь-якого 𝑛 ∈ N виконується рiвнiсть

𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0; 𝑡) 𝑑𝑡.

Результат теореми 2.2.1 разом з рiвнiстю (10) показують, що пiдпростори

𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘 є екстремальними для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

Основний результат пiдроздiлу 2.3 складає
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Теорема 2.3.1. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, ℎ ∈ (0, 2𝜋/𝑛), Δ ∈ (0, 2𝜋], 𝛼, 𝛽 ∈ (0;∞].

Нехай також 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝐹 -Π-iнварiантна пiдмножина в 𝐿1. Тодi

якщо 𝑛 ≥ 2𝜋/Δ настiльки велике, що 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) ⊃ 𝑇 (𝑀(𝐾)), то

𝐸(𝐾 * 𝐹 ;𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ))1;𝛼,𝛽 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; 𝑡)Π(𝑓 ; 𝑡)) 𝑑𝑡

Зокрема, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, то рiвнiсть правильна для всiх n.

Зiставляючи рiвнiсть (10) i результат теореми (2.3.1) при 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷,

𝛼 = 𝛽 = 1, бачимо, що пiдпростори 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) є екстремальними для

поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено вивченню поведiнки

вiдносних поперечникiв та найкращих вiдносних наближень функцiо-

нальних класiв за наявностi обмежень на похiднi наближаючих функцiй.

Нехай 𝐻 – множина в 𝐿𝑝; 𝑀,𝑀 ′ ⊂ 𝐿𝑝 – деякi класи функцiй. Для

𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 величину

𝐸(𝑀,𝐻 ∩𝑀 ′)𝑝 := sup
𝑓∈𝑀

𝐸(𝑓,𝐻 ∩𝑀 ′)𝑝

називають найкращим вiдносним (вiдносно класу 𝑀 ′) наближенням кла-

су 𝑀 множиною 𝐻 в просторi 𝐿𝑝.

Величини

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝,𝑀
′) := inf

𝐻𝑛

𝐸(𝑀,𝐻𝑛 ∩𝑀 ′)𝑝,

де точна нижня межа береться за всiма пiдпросторами простору 𝐿𝑝, роз-

мiрнiсть яких не перевищує 𝑛, були введенi до розгляду В. М. Коновало-

вим [117] i називаються вiдносними поперечниками (або поперечниками

за Коноваловим).

Як i для поперечникiв за Колмогоровим, пiдпростори, що реалiзують

iнфiмум в правiй частинi останньої рiвностi, називаються екстремальни-

ми пiдпросторами для вiдносних поперечникiв, а послiдовнiсть пiдпро-

сторiв {𝐻𝑛}, для якої

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝,𝑀
′) ≍ 𝐸(𝑀,𝐻𝑛 ∩𝑀 ′)𝑝, 𝑛→ ∞,
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називається екстремальною за порядком.

Добре вiдомо (див. [12]), що для всiх 𝑟 ∈ N i 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞. (11)

Крiм того, для будь-якого 𝑟 ∈ N

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) = 𝑑𝑛(𝑊

𝑟
2 , 𝐿2) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞.

Проте, порядкова поведiнка вiдносних поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
∞, 𝐿∞,𝑊

𝑟
∞)

i 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
1 , 𝐿1,𝑊

𝑟
1 ) при 𝑛 → ∞ iстотно вiдрiзняється вiд поведiнки колмо-

горiвських поперечникiв (11).

В. М. Коноваловим [117] було доведено, що для всiх 𝑟 = 2, 3, ...

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝐿∞,𝑊

𝑟
∞) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (12)

Пiзнiше В. Ф. Бабенко [18] встановив, що для 𝑟 = 3, 4...

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝐿1,𝑊

𝑟
1 ) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (13)

Така рiзниця в поведiнцi вiдносних та колмогорiвських поперечни-

кiв викликала iнтерес до дослiдження поведiнки при 𝑛 → ∞ величин

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞,𝑊

𝑟
𝑠 ) для рiзних значень 1 ≤ 𝑝, 𝑞, 𝑠 ≤ ∞. При цьому питан-

ня про поведiнку величин 𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝,𝑊

𝑟
𝑝 ) для 𝑝 ̸= 1, 2,∞ залишається

вiдкритим.

Вiдзначимо, що для 𝑝 = 1 i 𝑝 = ∞ разом з пiдпросторами триго-

нометричних полiномiв порядку не вище 𝑛 − 1, якi є екстремальними

для поперечникiв 𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐿𝑝), екстремальними для по-

перечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) є також пiдпростори сплайнiв 𝑆1

2𝑛,𝑚, 𝑚 ≥ 𝑟 − 1

(див. [133, теорема 5.4.8]).

Вiдомо також (див. [18, 19, 21]), що пiдпростори 𝑆1
2𝑛,𝑟 є екстремаль-

ними за порядком у спiввiдношеннях (12) i (13). Крiм того, як випли-

ває iз результата Ю. М. Субботiна [204], пiдпростори 𝑆1
2𝑛,2𝑟−1 реалiзують

поперечники 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ). Наявнiсть таких гарних апроксимативних

властивостей у просторiв 𝑆1
2𝑛,𝑚 наводить на думку про застосування їх
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до розв’язання задач про поведiнку поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝,𝑊

𝑟
𝑝 ) i для

𝑝 ̸= 1,∞, а також до iнших задач вiдносної апроксимацiї. Питанням

порядкової поведiнки найкращих вiдносних наближень класiв Соболєва

пiдросторами сплайнiв мiнiмального дефекту присвячено пiдроздiл 3.2.

В даному пiдроздiлi ми вивчаємо порядкову поведiнку при 𝑛 → ∞ по-

слiдовностi величин 𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟 ∩ 𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞 для 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑝 ̸= 1, i

показуємо, що насправдi послiдовнiсть пiдпросторiв {𝑆1
2𝑛,𝑟} не є екстре-

мальною за порядком принаймнi для поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) при

𝑟 ≥ 3. Основний результат цього пiдроздiлу складає

Теорема 3.2.1 Для всiх 𝑟 = 3, 4, ... i 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ 2 виконуються

порядковi рiвностi

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞 ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞.

Деякi питання щодо точних i асимптотично точних значень найкра-

щих вiдносних наближень соболєвських класiв сплайнами обговорюю-

ться в пiдроздiлi 3.3.

В четвертому пiдроздiлi третього роздiлу наводиться означення слаб-

кого поперечника за Колмогоровим, який є аналогом звичайного кол-

могорiвського поперечника в просторi функцiй, що мають значення в

довiльному банаховому просторi. Такi поперечники введенi до розгляду

В. Ф. Бабенком i С. О. Пiчуговим [55]. Нами вивчається порядкова пове-

дiнка при 𝑛→ ∞ (для випадку 𝐿∞–наближень) послiдовностi вiдносних

слабких поперечникiв (цi характеристики введенi в [32]) класiв згорток

банаховозначних функцiй з дiсним ядром.

Четвертий i п’ятий роздiли дисертацiйної роботи присвячено дослi-

дженню нерiвностей типу Колмогорова з непокращуваними константа-

ми для норм дробових похiдних та iнтегралiв функцiй однiєї та багатьох

змiнних.

Нехай 𝐺 = {R,R+,R−,T,R𝑚}, де R – множина дiйсних чисел, R+ –

множина додатних чисел, R− – множина вiд’ємних чисел, T – вiдрiзок

[0, 2𝜋] з ототожненими кiнцями, R𝑚 (𝑚 ∈ N) – евклiдiв простiр точок
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𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚), |𝑥| = (
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥2𝑖 )
1/2.

Через 𝐿𝑝(𝐺), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, позначимо простiр вимiрних на 𝐺 функцiй

𝑓 : 𝐺→ R зi стандартними нормами.

В роздiлi 4 ми дослiджуємо нерiвностi типу Колмогорова для функцiй

однiєї змiнної.

Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 < 𝑟, 1 ≤ 𝑞, 𝑝, 𝑠 ≤ ∞, 𝐺 = {R,R+,R−,T}.
Нерiвнiсть

‖𝑓 (𝑘)‖𝐿𝑞(𝐺) ≤ 𝐾‖𝑓‖𝜇𝐿𝑝(𝐺)
‖𝑓 (𝑟)‖𝜆𝐿𝑠(𝐺)

, 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺).

𝜆 =
𝑘 − 1

𝑞 +
1
𝑝

𝑟 − 1
𝑠 +

1
𝑝

, 𝜇 = 1− 𝜆,

називають мультиплiкативною нерiвнiстю типу Колмогорова.

Першi точнi результати щодо нерiвностей такого типу належать

Е. Ландау, Ж. Адамару, Г. Г. Гардi, Дж. I. Лiттлвуду, Г. Полiа. Пi-

сля фундаментальної роботи А. М. Колмогорова важливi результати в

цьому напрямi отриманi I. М. Стейном, Л. В. Тайковим, А. П. Маторi-

ним, I. Дж. Шонбергом, А. Каваретта, Ю. I. Любiчем, А. М. Купцовим,

В. М. Габушиним, а також В. В. Арестовим, А. О. Лiгуном, В. Ф. Бабен-

ком, С. О. Пiчуговим, В. О. Кофановим та багатьма iншими математи-

ками.

Точних нерiвностей типу Колмогорова для норм похiдних дробового

порядку здобуто значно менше. Вiдомi в цьому напрямi нерiвностi скла-

дають результати дослiджень С. П. Гейсберга, В. В. Арестова, В. М. Ти-

хомирова, А. П. Буслаєва, Г. Г. Магарiл-Iльяєва, В. Ф. Бабенка, М. С. Чу-

рiлової та iн.

Введемо до розгляду дробову похiдну за Маршо порядку 𝛼 > 0

(див. [184, §5.6], що для функцiї 𝑓 : R → R i 𝑥 ∈ R означається в

такий спосiб:

𝐷𝛼
±𝑓(𝑥) =

1

κ(𝛼, 𝑛)

+∞∫︁
0

(Δ𝑛
±𝑡𝑓)(𝑥)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝛼,
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де

(Δ𝑛
±𝑡)(𝑥) :=

𝑛∑︀
𝑚=0

(−1)𝑚C𝑚
𝑛 𝑓(𝑥∓𝑚𝑡),

κ(𝛼, 𝑛) := Γ(−𝛼)
𝑛∑︀

𝑚=0
(−1)𝑚C𝑚

𝑛𝑚
𝛼,

Γ(𝑧) – гамма-функцiя Ейлера.

Зазначимо, що в означеннi дробової похiдної Маршо довiльного поряд-

ку 𝛼 > 0 нормуючий коефiцiєнт побудовано таким чином, щоб значення

похiдної не залежало вiд порядку 𝑛 скiнченної рiзницi Δ𝑛
±𝑡.

Через 𝐿𝑟𝑝,𝑠(R), 𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞, позначимо простiр функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), для яких 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑠(R), а через
⋁︀
(R) – простiр функцiй

𝑓 ∈ 𝐿1(R) з обмеженою на R варiацiєю.

В пiдроздiлi 4.2 одержанi новi точнi нерiвностi для дробових похiдних

за Маршо функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(R) у випадку 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 ≤ 𝑠 < ∞,

𝛼 ∈ (0, 1), 𝑟 = 2 та 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 < 𝑠 ≤ ∞, 𝛼 ∈ (1, 2− 1
𝑠), 𝑟 = 2.

Для кожного 𝑥 ∈ R i 𝑓 ∈ 𝐿1(R) позначимо через 𝑓 [𝑚] (𝑚 ∈ N) – 𝑚-й

iнтеграл вiд функцiї 𝑓 :

𝑓 [𝑚] :=
1

(𝑚− 1)!

∫︁
R

(𝑥− 𝑡)𝑚−1
+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R.

Для 𝜏 > 0 означимо функцiю ℛ𝜏 : R → R в такий спосiб:

ℛ𝜏(𝑥) =

{︃
𝑥𝜏−1

Γ(𝜏) , 𝑥 > 0

0, 𝑥 ≤ 0.

Нехай 𝛼 ∈ (0, 1), 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Для 𝑝 ∈ [0, 𝛼/(1− 𝛼)],

розглянемо функцiю

𝜔(𝑝;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 6 −𝑝,

− 1

1 + 𝑝
, 𝑥 ∈ (−𝑝, 1],

(1− 𝛼)𝑥−𝛼, 𝑥 > 1.

Для 𝑥 ∈ R, розглянемо функцiю 𝜏(𝑝;𝑥) := Γ(2− 𝛼)ℛ2−𝛼(𝑥)− 𝜔[1](𝑝;𝑥) i

означимо для 𝑠 > 1

𝜑𝑠(𝑝;𝑥) :=
1

2

1∫︁
−𝑝

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝑥∫︁

−𝑝

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡, 𝑠 > 1,
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а для 𝑠 = 1

𝜑1(𝑝;𝑥) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(1 + 𝑝) /4, 𝑥 6 −𝑝,
(1 + 𝑝− 2𝑥) /4, 𝑥 ∈ (−𝑝, 1) ,
− (1 + 𝑝) /4, 𝑥 > 1.

Тут ми використовуємо позначення 𝑔(𝑠′) := |𝑔|𝑠′−1sign 𝑔.

Теорема 4.2.3. Нехай 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1), 𝛼 ∈ (0, 1) i ℎ > 0.

Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠 (R), виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(R) 6

‖𝐷𝛼
−Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R)

‖Φ𝛼,𝑠‖1−𝜆𝐿∞(R)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(R) ‖𝑓
′′‖𝜆𝐿𝑠(R) , 𝜆 =

𝛼

2− 1/𝑠
,

де Φ𝛼,𝑠 := ‖𝜑′′𝑠(𝑝𝛼,𝑠; ·)‖
−1
𝐿𝑠(R) · 𝜑𝑠(𝑝𝛼,𝑠; ·), 𝑠 > 1, i Φ𝛼,1 := 𝜑1(𝑝𝛼,1; ·), а числа

𝑝𝛼,𝑠 визначаються однозначно для кожного 𝛼 ∈ (0, 1) i 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞.

Крiм того, якщо 𝑠 > 1, то функцiя Φ𝛼,𝑠 (𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ R, перетворює

нерiвнiсть на рiвнiсть.

Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1) i 𝛼 ∈ (1, 2− 1/𝑠). Розглянемо мно-

жину 𝑆 := {(𝑎, 𝑏) ∈ (0, 1)2 : 𝑎 ≤ 𝑏} × [0,+∞). Для кожного (𝑎, 𝑏, 𝑝) ∈ 𝑆,

означимо

𝜔(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 6 −𝑝,
1− 𝑏+

(︀
1− 𝑏1−𝛼

)︀
(𝑎− 1)

(1− 𝑏)(𝑎+ 𝑝)
𝑥 ∈ [−𝑝, 𝑎],

𝑏1−𝛼 − 1

1− 𝑏
, 𝑥 ∈ [𝑎, 1],

(1− 𝛼)𝑥−𝛼, 𝑥 > 1.

Для 𝑥 ∈ R, розглянемо функцiю 𝜏(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) := Γ(2 − 𝛼)ℛ2−𝛼(𝑥) −
𝜔[1](𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) i

𝜑(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) :=
1

2

𝑎∫︁
−𝑝

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝑥∫︁

−𝑝

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡.

Нехай Φ𝛼,𝑠 := ‖𝜙′′(𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠; ·)‖−1
𝐿𝑠(R) · 𝜙(𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠; ·), де трiйки

(𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠) визначенi для кожного 1 < 𝑠 ≤ ∞ i 𝛼 ∈
(︁
1, 2− 1

𝑠

)︁
.
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Теорема 4.2.4. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠−1), 𝛼 ∈ (1, 2− 1/𝑠) i ℎ > 0.

Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠(R), виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(R) 6

‖𝐷𝛼
−Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R)

‖Φ𝛼,𝑠‖1−𝜆𝐿∞(R)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(R) ‖𝑓
′′‖𝜆𝐿𝑠(R) , 𝜆 =

𝛼

2− 1/𝑠
.

При цьому функцiя Φ𝛼,𝑠 (𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ R, перетворює нерiвнiсть на рiв-

нiсть.

У пiдроздiлi 4.3 одержано точнi нерiвностi для норм дробових похi-

дних за Адамаром функцiй, визначених на дiйснiй пiвосi, якi у випадку

1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ оцiнюють 𝐿∞–норми похiдних порядку 0 < 𝛼 < 1, а у випад-

ку 1 < 𝑠 ≤ ∞ – порядку 1 < 𝛼 < 2 − 1

𝑠
через 𝐿∞–норму самої функцiї

i 𝐿𝑠–норму оператора D2
(︁
D = 𝑥 · 𝑑

𝑑𝑥

)︁
. Для похiдних за Адамаром по-

рядку 0 < 𝛼 < 1 одержано деякi точнi поточковi оцiнки через 𝐿∞–норму

самої функцiї i 𝐿∞–норму її другої похiдної або оператора D, а також не-

рiвностi, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми похiдних за Адамаром через 𝐿𝑝–норму

та гельдорову норму самої функцiї.

В пiдроздiлi 4.4 встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють норми уза-

гальнених потенцiалiв Феллера першої похiдної заданої на дiйснiй осi

функцiї через 𝐿∞–норму цiєї функцiї i 𝐿𝑠–норму її першої похiдної.

В п’ятому роздiлi ми продовжуємо дослiдження нерiвностей Колмо-

горова i зосереджуємо увагу на таких нерiвностях для функцiй багатьох

змiнних, а також на питаннях застосування цих нерiвностей до розв’яз-

ку деяких спорiднених задач, таких як: задача наближення необмежено-

го оператора дробового диференцiювання обмеженими на рiзних класах

функцiй, задача вiдновлення оператора на класах функцiй, заданих з

похибкою, задача Колмогорова.

В пiдроздiлi 5.2 ми дослiджуємо точнi нерiвностi типу Колмогорова

для норм мiшаних дробових похiдних за Маршо функцiй багатьох змiн-

них з гельдерових просторiв, а також деякi застосування цих нерiвно-

стей.

Для заданого вектора 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚) ∈ R𝑚 через Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(𝑢) позначимо
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першу рiзницю функцiї 𝑓(𝑢) за змiнною 𝑢𝑗 з кроком 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, ...,𝑚

Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(𝑢) := 𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑢+ 𝑡𝑗𝑒𝑗),

i означимо через

Δ𝑡𝑓(𝑢) := Δ𝑡1𝑒1Δ𝑡2𝑒2...Δ𝑡𝑚𝑒𝑚𝑓(𝑢)

мiшану рiзницю функцiї 𝑓(𝑢) з кроком 𝑡.

Нехай 𝜔𝑗(𝑡𝑗), 𝑡𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚 – деякi модулi неперервностi. Ми

будемо розглядати такi простори:

𝐻𝑗,𝜔𝑗 := 𝐻𝑗,𝜔𝑗(R𝑚) =

= {𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚) : ‖𝑓‖𝜔𝑗
= ‖𝑓‖𝐻𝑗,𝜔𝑗 = sup

𝑡𝑗 ̸=0

‖Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(·)‖𝐶(R𝑚)

𝜔𝑗(|𝑡𝑗|)
<∞}.

Для функцiї 𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ R𝑚, вектора гладкостi 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑚),

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, i вектора розподiлу знакiв 𝜀 = (𝜀1, ..., 𝜀𝑚), 𝜀𝑗 = ±,

𝑗 = 1, ...,𝑚, мiшана похiдна Маршо порядку 𝛼 означається в такий спосiб

(див. [184, с. 347]):

(𝐷𝛼
𝜀 𝑓)(𝑢) := 𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

Δ𝜀𝑡𝑓(𝑢)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡,

де 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚), 𝐴𝛼 =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝐴𝛼𝑗
, 𝐴𝛼𝑗

=
𝛼𝑗

Γ(1− 𝛼𝑗)
, 𝜀𝑡 := (𝜀1𝑡1, ..., 𝜀𝑚𝑡𝑚).

Основним результатом пiдроздiлу 5.2 є

Теорема 5.2.1. Нехай модулi неперервностi 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚) i числа

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, такi, що виконується умова

∫︁
R𝑚

+

min{1, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡 <∞.

Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 i будь-якого вектора 𝜀 розпо-

дiлу знакiв, правильна така точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 ≤



51

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑓‖𝐶 , ‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Вiдзначимо, що у випадку 𝜔𝑗(𝑡𝑗) = 𝑡
𝛽𝑗
𝑗 , 𝛽𝑗 ∈ (0, 1], результати те-

ореми 5.2.1 були вiдомi (одержанi ранiше В. Ф. Бабенком i С. О. Пi-

чуговим [56]), а також отримана нерiвнiсть є багатовимiрним анало-

гом одновимiрної нерiвностi, отриманої В. Ф. Бабенком i М. С. Чурi-

ловою [57, 235].

Пiдроздiл 5.3 присвячено встановленню нерiвностей типу Колмогоро-

ва для норм похiдних Рiсса 𝐷𝛼, 0 < 𝛼 < 1, функцiй 𝑓 , градiєнти яких

належать певним нормованим просторам.

Похiдна Рiсса порядку 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, функцiї 𝑓 : R𝑚 → R визначає-

ться рiвнiстю (див. [184, § 25])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

де

𝑑𝑚,1(𝛼) =
𝜋1+𝑚/2

2𝛼 sin
(︁𝛼𝜋

2

)︁
Γ
(︁
1 +

𝛼

2

)︁
Γ

(︂
𝑚+ 𝛼

2

)︂
– нормуючий множник [184, § 26].

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚), локально абсолютно неперервної за ко-

жною змiнною при майже всiх фiксованих значеннях решти змiн-

них, означенi частиннi похiднi у змiстi Соболєва
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
[164,

розд. 4, п. 4.1, п. 4.4.4]. Покладемо

∇𝑓(𝑥) =
(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥), . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
(𝑥)

)︂
.

Для 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞ через 𝐿∇
𝑝,𝑠 = 𝐿∇

𝑝,𝑠(R𝑚) позначимо простiр функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑚) таких, що
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝑠(R𝑚) для кожного 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Вiд-

значимо, що якщо 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑠, то |∇𝑓 | ∈ 𝐿𝑠(R𝑚). Ми пишемо ‖∇𝑓‖𝐿𝑠(R𝑚)

замiсть ‖ |∇𝑓 | ‖𝐿𝑠(R𝑚).
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Дослiдження цього пiдроздiлу полягають в оцiнцi 𝐿∞–норми похiдної

Рiсса 𝐷𝛼 функцiй багатьох змiнних через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–

норму (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) її градiєнта, а також у розв’язаннi задачi найкращого

наближення оператора𝐷𝛼 на класi𝑊∇
∞,𝑠 функцiй 𝑓 таких, що ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1,

i задачi оптимального вiдновлення оператора𝐷𝛼 на елементах цього кла-

су, заданих з похибкою. Цi результати складають змiст пункту 5.3.1. В

пунктi 5.3.2 розглянуто бiльш загальну ситуацiю, коли модулi градiєн-

тiв функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi i, нарештi, в пунктi 5.3.3

дослiджене питання оцiнки норми похiдної Рiсса функцiї 𝑓 в iдеальнiй

структурi та, як наслiдок, отримано нерiвностi типу Колмогорова, що

оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚).

Наведемо деякi результати цього пiдроздiлу.

Для 𝑠 > 𝑚, 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠 i ℎ > 0 покладемо

𝜓ℎ(𝑡) = 𝜓ℎ,𝑠,𝛼(𝑡) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|𝑡|∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾−

−
1

2

ℎ∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾,

|𝑡| ≤ ℎ,

1

2

ℎ∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾, |t|>h,

(14)

Теорема 5.3.4 Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 −𝑚/𝑠. Тодi для

довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠 .

Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜓ℎ, ℎ > 0 (функцiя

𝜓ℎ означена спiввiдношенням (14)).

Дослiдженню нерiвностей типу Колмогорова для гiперсингулярних iн-

тегралiв присвячено пiдроздiл 5.4. Такi iнтеграли дозволяють, зокрема,
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розглядати з однiєї точки зору похiднi за напрямом i похiднi за Рiссом

функцiй багатьох змiнних. Встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють

𝐿∞–норму гiперсингулярних iнтегралiв з однорiдною характеристикою

функцiй, заданих на R𝑚, через 𝐿∞–норми самих функцiй i ваговi 𝐿𝑠–

норми їх градiєнтiв.

В пiдроздiлi 5.5 ми дослiджуємо нерiвностi типу Колмогорова для

норм похiдних Рiсса порядку 0 < 𝛼 < 2 функцiй, лапласiани яких нале-

жать тому чи iншому нормованому простору.

Через 𝐿Δ
𝑝,𝑠 = 𝐿Δ

𝑝,𝑠(R𝑚) 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞ позначимо сукупнiсть функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑚) таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐿𝑠(R𝑚), причому Δ𝑓 ми розумiємо у змiстi

Соболєва. Через 𝑊Δ
𝑝,𝑠 = 𝑊Δ

𝑝,𝑠(R𝑚) позначимо клас функцiй iз 𝐿Δ
𝑝,𝑠 таких,

що ‖Δ𝑓‖𝑠 ≤ 1.

Похiдна Рiсса порядку 𝛼 (0 < 𝛼 < 2) функцiї 𝑓 : R𝑚 → R означається

рiвнiстю (див. [184, § 25])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

де

𝑑𝑚,2(𝛼) =
21−𝛼𝜋1+

𝑚
2

sin
(︀
𝛼𝜋
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝛼

2

)︀
Γ
(︀
𝑚+𝛼
2

)︀
– нормуючий множник [184, § 26]. Зазначимо, що похiдна Рiсса 𝐷𝛼 реа-

лiзує [184, § 25] дробовий степiнь (−Δ)𝛼/2 оператора Лапласа.

В пунктi 5.5.1 доведено точну нерiвнiсть типу Колмогорова для фун-

кцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, що оцiнює норму 𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2) через ‖𝑓‖∞

i ‖Δ𝑓‖𝑠, а також розв’язано задачу найкращого наближення оператора

𝐷𝛼 на класi 𝑊Δ
∞,𝑠 i задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на

елементах цього класу, заданих з похибкою. В пунктi 5.5.2 розглянуто

бiльш загальну ситуацiю, коли лапласiани функцiй 𝑓 належать iдеаль-

нiй структурi. В пунктi 5.5.3 здобуто оцiнки норм функцiї 𝑓 в iдеальнiй

структурi та, як наслiдок, одержано нерiвностi типу Колмогорова, що

оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚).

Наведемо деякi результати цього пiдроздiлу.
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Теорема 5.5.2. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞
i 0 < 𝛼 < 2. Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝑠 має мiсце точна

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞

‖𝑓‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞ ‖Δ𝑓‖
𝛼

2−𝑚/𝑠
𝑠 .

Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiй вигляду 𝑓(𝑡) =

𝑎𝜙ℎ,2(𝑡), ℎ > 0, 𝑎 ∈ R (функцiя 𝜙ℎ,2 означена на с. 251).

Цi результати тiсно пов’язанi з результатами В. Г. Тимофєєва [219,

220] щодо оцiнки рiвномiрної норми частинної похiдної першого порядку

через рiвномiрну норму функцiї та рiвномiрну норму її лапласiана. За-

уважимо, що результат Тимофєєва є багатовимiрним аналогом вiдомої

нерiвностi Ландау.

В пiдроздiлi 5.6 ми продовжуємо дослiдження, пов’язанi з нерiвнiстю

В. Г. Тимофєєва, розпочатi в пiдроздiлi 5.5, в iншому напрямi, а саме,

здобуваємо точну нерiвнiсть типу Колмогорова для рiвномiрних норм

одновимiрних потенцiалiв Рiсса функцiй багатьох змiнних з лапласiаном

iз простору 𝐿𝑠(R𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞.

Через 𝐶𝐿Δ
∞ = 𝐶𝐿Δ

∞(R𝑚) позначимо клас функцiй 𝑢 ∈ 𝐶(R𝑚), для

яких значення оператора Лапласа Δ𝑢 належить 𝐿∞(R𝑚). У випадку

𝑚 = 1 пiд Δ𝑢 ми розумiємо 𝑢′′, при цьому 𝑢′′ i Δ𝑢 ми розумiємо у сенсi

Соболєва.

Нехай 𝑢 : R𝑚 → R, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 i 𝛼 ∈ (0, 1). Одновимiрним по-

тенцiалом Рiсса (означення потенцiала Рiсса див. [184, с.173]) порядку 𝛼

частинної похiдної 𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑖 функцiї 𝑢 назвемо

(𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢)(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑢(𝑥− 𝑡𝑒𝑖)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡,

де 𝑒𝑖 – 𝑖-й орт простору R𝑚.
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Для ℎ > 0 i 𝑖 = 1, ...,𝑚 означимо функцiю 𝑣ℎ,𝑖 в такий спосiб

𝑣ℎ,𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑖
ℎ2 (ℎ− 𝑥𝑖) +

𝑥𝑖
ℎ , 𝑥𝑖 ∈ [0, ℎ],

𝑥𝑖
ℎ2 (ℎ+ 𝑥𝑖) +

𝑥𝑖
ℎ , 𝑥𝑖 ∈ [−ℎ, 0],

sign𝑥𝑖, 𝑥𝑖 /∈ [−ℎ, ℎ].

У випадку 𝑚 = 1 замiсть 𝑣ℎ,𝑖 будемо писати 𝑣ℎ, а замiсть 𝑥𝑖 будемо

писати 𝑥.

Основним результатом даного пiдроздiлу є

Теорема 5.6.1. Нехай 0 < 𝛼 < 1. Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞

при кожному ℎ > 0 та 𝑖 = 1, ...,𝑚, мають мiсце точнi нерiвностi

‖𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢
′
𝑥𝑖
‖𝐶 ≤ 1

Γ(𝛼 + 1)

(︂
2

ℎ1−𝛼
‖𝑢‖𝐶 +

1− 𝛼

1 + 𝛼
ℎ1+𝛼‖Δ𝑢‖∞

)︂
,

якi перетворюються на рiвностi для функцiй 𝑣ℎ,𝑖 при всiх ℎ > 0.

Крiм того, для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ виконується точна не-

рiвнiсть

‖𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢
′
𝑥𝑖
‖∞ ≤ 2

Γ(𝛼 + 2)
2

1+𝛼
2 ‖𝑢‖

1+𝛼
2

𝐶 ‖Δ𝑢‖
1−𝛼
2∞ ,

яка перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑣ℎ,𝑖 за будь-якого значення

параметра ℎ > 0.

Висловлюю глибоку вдячнiсть моєму вчителю професору Владиславу

Федоровичу Бабенку за значний вплив на формування наукового свiто-

гляду i багаторiчну пiдтримку в роботi, професору Сергiю Олексiйовичу

Пiчугову за iдеї та кориснi обговорення матерiалiв п’ятого роздiлу, а та-

кож всiм спiвавторам за плiдну спiвпрацю.
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РОЗДIЛ 1

Найкращi наближення класiв диференцiйовних

перiодичних функцiй сплайнами

1.1. Постановки екстремальних задач теорiї наближення

для функцiональних класiв i огляд вiдомих результатiв

Нехай 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, – простори 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 : R → R з

вiдповiдними нормами ‖ · ‖𝐿𝑝
= ‖ · ‖𝑝; 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1).

Позначимо через 𝐶𝑟 (𝑟 = 0, 1, ..., 𝐶0 := 𝐶)– простiр 𝑟 разiв неперервно

диференцiйовних (неперервних для 𝑟 = 0) 2𝜋- перiодичних функцiй, а

через 𝐿𝑟𝑝, 𝑟 = 1, 2, ..., — множину 2𝜋-перiодичних функцiй, у яких 𝑓 (𝑟−1)

(𝑓 (0) := 𝑓) локально абсолютно неперервна, а 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝. Нехай також

𝑊 𝑟
𝑝 – клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝, у яких ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 ≤ 1 (𝑊 𝑟

𝑝 називають класами

Соболєва).

Найкращим наближенням класу 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 множиною 𝐻 iз 𝐿𝑝 в метрицi

𝐿𝑝 називається величина

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝 = sup
𝑓∈𝑀

inf
ℎ∈𝐻

‖𝑓 − ℎ‖𝑝.

Для 𝑛 ∈ N величина

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝) = inf
𝐻𝑛

𝐸(𝑀,𝐻𝑛)𝑝, (1.1)

де точна нижня межа обирається за всiма пiдпросторами 𝐻𝑛 простору

𝐿𝑝, розмiрнiсть яких не перевищує 𝑛, називається 𝑛-поперечником за

Колмогоровим класу 𝑀 в просторi 𝐿𝑝.

Пiдпростори 𝐻𝑛, якi реалiзують точну нижню межу в правiй частинi

(1.1), називаються екстремальними.

Класичним прикладом пiдпросторiв скiнченної розмiрностi є пiдпро-

стори тригонометричних подiномiв степеня не вище 𝑛− 1, якi ми позна-

чаємо 𝑇2𝑛−1.
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Задачi найкращого наближення класiв дiйсних функцiй одного змiн-

ного за допомогою конкретних апроксимуючих агрегатiв та обчислення

поперечникiв є одним з найбiльш цiкавих i розвинених напрямiв теорiї

апроксимацiї.

Задачу про поперечники сформулював в 1936 роцi А. М. Колмогоров

(див. статтю 28 в [114]). Вiн же отримав першi точнi результати, а саме,

знайшов точнi значення поперечникiв класiв 𝑊 𝑟
2 в просторi 𝐿2 i вказав

для них екстремальнi пiдпростори:

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
2 , 𝐿2) = 𝐸(𝑊 𝑟

2 , 𝑇2𝑛−1)2 =
1

𝑛𝑟
, 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ... (1.2)

Цi дослiдження видiлили в теорiї наближень напрямок, пов’язаний з ви-

бором для даного класу функцiй найкращого апарату наближення.

Першi точнi результати щодо наближення в рiвномiрнiй метрицi кла-

сiв перiодичних функцiй тригонометричними полiномами були одержа-

нi в 1936–1937 роках Ж. Фаваром [263]–[265], а також Н. I. Ахiєзером

i М. Г. Крейном [10]. Цi результати полягають в наступному: для всiх

𝑛, 𝑟 = 1, 2, ... правильнi рiвностi

𝐸𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝑇2𝑛−1)𝐶 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖∞ =

‖𝜙1,𝑟‖∞
𝑛𝑟

,

де функцiя 𝜙𝜆,𝑟(𝑡) (𝑚 ∈ N, 𝜆 > 0) означається як 𝑟-й 2𝜋/𝜆-

перiодичний iнтеграл з нульовим середнiм значенням на перiодi вiд фун-

кцiї 𝜙𝜆,0(𝑡) = sign sin𝜆t i називається iдеальним сплайном Ейлера.

Точнi значення поперечникiв класiв𝑊 𝑟
∞ в просторi 𝐿∞ були знайденi в

1960 роцi В. М. Тихомировим [224, 225], який вперше застосував в цьому

колi питань методи, що виявились ефективними i для розв’язку iнших

задач.

Принципово новi iдеї внесла в проблематику фундаментальна робота

С. М. Нiкольського [163], де вiн, виходячи зi спiввiдношень двоїстостi,

отримав низку визначних результатiв для класiв згорток з ядрами за-

гального вигляду i, зокрема, одержав рiвнiсть

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑇2𝑛−1)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖∞, 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ...
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Згодом аналогiчний результат було встановлено для класiв 𝑊 𝑟
𝑝

(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), а саме доведено, що для всiх 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ... виконується

рiвнiсть

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑇2𝑛−1)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′. (1.3)

Рiвнiсть (1.3) для 1 < 𝑝 ≤ ∞ встановлена Л. В. Тайковим [215], а для

𝑝 = ∞ незалежно i iншим методом цей результат здобула С. П. Туро-

вець [231].

В подальшому ми зосередимо увагу на дослiдженнях вказаних екс-

тремальних задач в просторi 𝐿1. Стосовно точних значень поперечникiв

класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) вiдомi такi результати.

Нехай 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, тодi

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟
𝑝 , 𝐿1) = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′, (1.4)

i, значить, пiдпростори 𝑇2𝑛−1 є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐿1) .

Зрозумiло, що оцiнку зверху для величин (1.4) дає рiвнiсть (1.3). Що

стосується оцiнки знизу, то для непарних поперечникiв i 𝑝 = 1 її отрима-

ли незалежно Ю. I. Маковоз [156] i Ю. М. Суботiн [201, 202], а при 𝑝 = ∞
Ю. I. Маковоз [157]. Оцiнка знизу для парних поперечникiв при 𝑝 = 1,∞
належить В. I. Рубану (див., напр. [131, розд. 10]). Для 1 < 𝑝 < ∞
спiввiдношення (1.4) незалежно i рiзними методами отримали А. О. Лi-

гун [147], Ю.I. Маковоз [158], А. Пiнкус [291].

Пiсля виникнення сплайнiв набув значного розвитку напрямок, по-

в’язаний з наближенням класiв функцiй за допомогою цього апара-

ту [3, 199]. Точнi результати тут були отриманi В. М. Тихомировим,

М. П. Корнєйчуком, Ю. М. Субботiним, В. Л. Великiним, А. А. Женсик-

баєвим, А. О. Лiгуном, В. Ф. Бабенком та iн. Бiльшiсть вiдомих результа-

тiв в цьому напрямi викладено в [132, 133, 135] (див. також наведену там

бiблiографiю). Ми зосередимо увагу лише на результатах, якi щильно

прилягають до змiсту даної роботи.
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Позначимо через 𝑆1
2𝑛,𝑟 (𝑛 ∈ N, 𝑟 = 0, 1, ...) простори 2𝜋-перiодчних

полiномiальних сплайнiв порядку 𝑟 дефекту 1 з вузлами 𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 ∈ Z.

В [283] А. О. Лiгун довiв, що пiдпростори 𝑆1
2𝑛,𝑚 (𝑚 = 𝑟 − 1, 𝑟, ...)

є екстремальними для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝐿1). Ним було встановлено,

що для всiх 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ...,𝑚 = 𝑟−1, 𝑟, ..., 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ виконується рiвнiсть

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′.

Розвинення цiєї тематики продовжувалось також в напрямi розшире-

ння класiв функцiй, що наближаються. Так, М. П. Корнєйчук [119, 123]

знайшов величину найкращого наближення полiномами, а згодом i

сплайнами [126] в метриках 𝐶 i 𝐿1 класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔, а Л. В. Тайков [215]

– найкращi 𝐿1–наближення класiв функцiй, у яких старшi похiднi нале-

жать одиничнiй кулi довiльного простору Орлiча. В. Ф. Бабенком [15]

такi результати були отриманi для бiльш загальних класiв.

Нехай 𝐻– пiдпростiр простору 𝐿𝑝 i 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′. Якщо для всiх ℎ ∈ 𝐻

2𝜋∫︁
0

𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

то будемо писати 𝑔⊥𝐻. Якщо 𝐻– пiдпростiр констант, то замiсть 𝑔⊥𝐻
будемо використовувати позначення 𝑔⊥1.

Нехай множина 𝐹 ⊂ 𝐿1 така, що {𝑓 ∈ 𝐹 : 𝑓⊥1} ≠ ∅. Для 𝑟 = 1, 2, ...,

позначимо через 𝑊 𝑟𝐹 клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿1, у уких (𝑟 − 1)-та похiдна

𝑓 (𝑟−1) (𝑓 (0) = 𝑓) локально абсолютно неперервна i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐹 . Вiдзначимо,

що якщо 𝐹– одинична куля простору 𝐿𝑝, то множина 𝑊 𝑟𝐹 = 𝑊 𝑟
𝑝 –

це стандартний соболєвський клас функцiй, у яких (𝑟 − 1) – а похiдна

локально абсолютно неперервна i ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 ≤ 1.

Для невiд’ємної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1 через 𝑟(𝑓, 𝑡) позначимо незростаючу

перестановку (див. [131, c. 130]) звуження 𝑓 на [0, 2𝜋]. Для довiльної

функцiї 𝑔 iз 𝐿1 покладемо

Π(𝑔, 𝑡) := 𝑟(𝑔+, 𝑡)− 𝑟(𝑔−, 2𝜋 − 𝑡).
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Π–перестановка введена до розгляду М. П. Корнєйчуком в роботi [125]

(див. також [135, c. 99]).

Множину 𝐹 ⊂ 𝐿1 назвемо Π- iнварiантною, якщо з 𝑓 ∈ 𝐹 i Π(𝑔) =

Π(𝑓) випиває, що 𝑔 ∈ 𝐹 .

Вiдзначимо, що Π-iнварiантною є одинична куля в довiльному вкладе-

ному в 𝐿1 симетричному просторi 2𝜋-перiодичних функцiй [138], зокре-

ма, в просторах 𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) i Орлiча [136], а також iншi важливi

множини (див., напр., [15]).

В 1983 р. В. Ф. Бабенко [15] (див. також [17]) довiв, що для довiльної

Π–iнварiантної множини 𝐹 i будь-яких 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 = 𝑟, 𝑟 + 1, ...

правильнi рiвностi

𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑇2𝑛−1)1 = 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡 (1.5)

i

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐹,𝐿1) = sup
𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡. (1.6)

Результати (1.5) i (1.6), зокрема, показують, що пiдпростори 𝑇2𝑛−1 є

екстремальними для поперечникiв 𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1), а пiд-

простори 𝑆1
2𝑛,𝑚 (𝑚 = 𝑟, 𝑟 + 1, ...) для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1).

В пiдроздiлах 1.2 i 1.3 ми вкажемо iншi пiдпростори, якi реалiзують

поперечники 𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i знайдемо точнi значення вiдповiдних най-

кращих наближень класiв 𝑊 𝑟𝐹 .

Нехай 𝑋 є 𝐶 або 𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞). Модулем неперервностi функцiї

𝑓 ∈ 𝑋 в просторi 𝑋 (див. [133, §6.1]) називається функцiя

𝜔(𝑓, 𝛿)𝑋 := sup
0≤ℎ≤𝛿

‖𝑓(·+ ℎ)− 𝑓(·)‖𝑋 , 𝛿 ≥ 0.

Якщо 𝑋 = 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то замiсть 𝜔(𝑓, 𝛿)𝐿𝑝
будемо писати 𝜔(𝑓, 𝛿)𝑝, а

замiсть 𝜔(𝑓, 𝛿)𝐶 будемо писати 𝜔(𝑓, 𝛿)∞.

Нехай 𝜔(𝑡) – довiльний фiксований модуль неперервностi, тобто непе-

рервна на [0,+∞), неспадна, напiвадитивна функцiя, яка в нулi дорiвнює
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нулю. Клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶𝑟, у яких 𝜔(𝑓, 𝛿)∞ ≤ 𝜔(𝑡), будемо позначати

через 𝑊 𝑟𝐻𝜔.

При фiксованих 𝜔(·) i 𝑛 ∈ N покладемо

𝑓𝑛,0(𝜔; 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1

2
𝜔
(︁𝜋
𝑛
− 2𝑡

)︁
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2𝑛
,

1

2
𝜔
(︁
2𝑡− 𝜋

𝑛

)︁
, 𝜋

2𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

𝑛
.

Через 𝑓𝑛,𝑟(𝜔; 𝑡) (𝑟 = 1, 2, ...) позначимо 𝑟-й 2𝜋/𝑛– перiодичний iнтеграл

вiд 𝑓𝑛,0(𝜔; 𝑡) з нульовим середнiм значенням на перiодi.

Як зазначено вище, М. П. Корнєйчук [122, 123, 126] (див. також [133,

теореми 7.2.2, 7.2.5]) довiв, що для будь-якого опуклого вгору модуля

неперервностi 𝜔(𝑡), для всiх 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑟 = 0, 1, ..., 𝑚 ≥ 𝑟 має мiсце

спiввiдношення

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑇2𝑛−1)1 = 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1. (1.7)

Вiдомо також, що

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1, (1.8)

причому поперечники 𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) реалiзує пiдпро-

стiр 𝑇2𝑛−1, а поперечник 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) – пiдпростiр 𝑆1
2𝑛,𝑚, 𝑚 ≥ 𝑟.

Оцiнки знизу для непарних поперечникiв отриманi В. П. Моторним i

В. I. Рубаном [162], а для парних В. I. Рубаном [183].

В пiдроздiлах 1.2 i 1.3 ми вкажемо iншi пiдпростори, якi реалiзують

поперечники 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) i знайдемо точнi значення вiдповiдних най-

кращих наближень класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔.

1.2. Найкращi наближення класiв диференцiйовних перiо-

дичних функцiй пiдпросторами сплайнiв дефекту 2

Нехай 𝑆2
2𝑛,𝑚 (𝑛,𝑚 ∈ N)– лiнiйний простiр 2𝜋-перiодичних полiномiальних

сплайнiв порядку 𝑚 дефекту 2, з вузлами в точках 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 ∈ Z.
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Вiдзначимо, що розмiрнiсть цього простору при будь-якому 𝑚 дорiвнює

2𝑛 (див., напр., [133, наслiдок 2.3.7 ]).

В даному пiдроздiлi ми розглянемо питання про точнi зачення най-

кращих 𝐿1-наближень класiв 𝑊 𝑟𝐹 i 𝑊 𝑟𝐻𝜔 сплайнами iз 𝑆2
2𝑛,𝑚 при 𝑚 ≥ 𝑟

i 𝑚 ≥ 𝑟 + 1 вiдповiдно.

Iстотну роль при доведеннi цих результатiв вiдiграватимуть деякi до-

помiжнi твердження: лема, що пояснює змiст ортогональностi функцiї

𝑔 пiдпростору 𝑆2
2𝑛,𝑚, i нерiвностi типу нерiвностей Бора-Фавара, якi бу-

дуть встановленi в пунктi 1.2.1. Вiдзначимо, що цi твердження мають

самостiйний iнтерес i можуть бути застосованими до розв’язку iнших

задач.

1.2.1. Нерiвностi для функцiй iз заданими кратними нуля-

ми

Наступна лема є аналогом вiдомого твердження про функцiї, ортого-

нальнi 𝑆1
2𝑛,𝑚 [132, лема 4.1.2].

Лема 1.2.1. Для того, щоб 2𝜋-перiодична функцiя 𝑓 ∈ 𝐿1 була ор-

тогональна простору 𝑆2
2𝑛,𝑚 (𝑛,𝑚 ∈ N), необхiдно i достатньо, щоб

для (𝑚+1)-ї 2𝜋-перiодичної первiсної 𝑓𝑚+1(𝑡) функцiї 𝑓(𝑡) виконувались

спiввiдношення

𝑓𝑚+1(𝑡1) = 𝑓𝑚+1(𝑡2) = ... = 𝑓𝑚+1(𝑡𝑛)

i

𝑓 ′𝑚+1(𝑡1) = 𝑓 ′𝑚+1(𝑡2) = ... = 𝑓 ′𝑚+1(𝑡𝑛) = 0,

де 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛 для 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Доведення. Вiдомо, (див. [133, наслiдок 2.3.6]), що будь-який сплайн

𝑠 iз 𝑆2
2𝑛,𝑚 в єдиний спосiб може бути зображеним у виглядi

𝑠(𝑡) = 𝑎0 +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑚+1(𝑡− 𝑡𝑗) +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝐵𝑚(𝑡− 𝑡𝑗), (1.9)
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де

𝑎0 =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡,
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0,

𝐵𝑚(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑡− 𝜋𝑚/2)

𝑘𝑚
, 𝑚 = 1, 2, ... −

ядро Бернуллi. Нехай 𝑓⊥𝑆2
2𝑛,𝑚, тобто

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑡)𝑠(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 для довiльного

𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑚. Насамперед вiдзначимо, що оскiльки 𝑆2

2𝑛,𝑚 мiстить константи,

то 𝑓⊥1. З урахуванням (1.9) отримаємо

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)

(︃
𝑎0 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑚+1(𝑡− 𝑡𝑗) +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝐵𝑚(𝑡− 𝑡𝑗)

)︃
𝑑𝑡 =

=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝐵𝑚+1(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝐵𝑚(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡 =

=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑓𝑚+1(𝑡𝑗) +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑓
′
𝑚+1(𝑡𝑗) = 0. (1.10)

Нехай 𝑎1 = 𝑎2 = ... = 𝑎𝑛 = 0, тодi для виконання останньої рiв-

ностi необхiдно, щоб для будь-якого набору 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) було
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝑓
′
𝑚+1(𝑡𝑗) = 0, а ця рiвнiсть можлива, тiльки якщо 𝑓 ′𝑚+1(𝑡𝑗) = 0 для

всiх 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Нехай тепер 𝑏1 = 𝑏2 = ... = 𝑏𝑛 = 0. Рiвнiсть
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑓𝑚+1(𝑡𝑗) = 0 рiвно-

сильна ортогональностi векторiв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛) i

𝑓𝑚+1 = (𝑓𝑚+1(𝑡1), 𝑓𝑚+1(𝑡2), ..., 𝑓𝑚+1(𝑡𝑛)). Умова
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0 видiляє в про-

сторi R𝑛 гiперплощину з нормальним вектором (1, 1, ..., 1), який в свою

чергу, є паралельним вектору 𝑓𝑚+1, а значить, 𝑓𝑚+1(𝑡1) = 𝑓𝑚+1(𝑡2) =

... = 𝑓𝑚+1(𝑡𝑛). Необхiднiсть встановлена.

В силу спiввiдношення (1.10) i умови
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0 достатнiсть очевидна.

Лема доведена.
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Наступна теорема є аналогом результатiв, пов’язаних з нерiвнiстю

Бора-Фавара [262]–[265] для функцiй iз 𝑊 𝑟
∞, ортогональних тригономе-

тричним полiномам. Вiдомi результати i подальшi посилання див. також

в [121, 124] i [132, § 4.1].

Теорема 1.2.1. Нехай 𝑛, 𝑙 ∈ N, 𝑙 ≥ 2, 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛 для 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Нехай ̃︀𝜙(𝑡) = 𝜙𝑛,𝑙(𝑡 + 𝛼) + ‖𝜙𝑛,𝑙‖∞, де 𝛼 обране iз умови ̃︀𝜙(0) = 0. Тодi

для довiльної функцiї 𝑔 ∈ 𝑊 𝑙
∞ такої, що

𝑔(𝑡1) = 𝑔(𝑡2) = ... = 𝑔(𝑡𝑛)

i

𝑔′(𝑡1) = 𝑔′(𝑡2) = ... = 𝑔′(𝑡𝑛) = 0,

мають мiсце твердження:

а) ∀𝑡 ∈ R |𝑔(𝑡) − 𝑔(0)| ≤ ̃︀𝜙(𝑡), причому, якщо |𝑔(𝑡) − 𝑔(0)| вiдмiнна вiд̃︀𝜙(𝑡), то знак рiвностi має мiсце лише в точках 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛;

b) ‖𝑔(𝑘)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑙−𝑘‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙.

Доведення. Нехай ̃︀𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡)− 𝑔(0). Функцiї ̃︀𝜙(𝑡) i ̃︀𝑔(𝑡) мають нулi

кратностi 2 в точках 𝑡𝑗, 𝑗 ∈ Z.

Для доведення твердження а) припустимо, що знайдеться 𝑡* таке, що

|̃︀𝑔(𝑡*)| > ̃︀𝜙(𝑡*). Для придатного 0 < |𝜆| < 1 отримаємо 𝜆̃︀𝑔(𝑡*) = ̃︀𝜙(𝑡*).
Нехай 𝛿(𝑡) = ̃︀𝜙(𝑡)− 𝜆̃︀𝑔(𝑡). Оскiльки ‖𝜆̃︀𝑔(𝑙)(𝑡)‖∞ < 1, а ‖̃︀𝜙(𝑙)(𝑡)‖∞ = 1, то

на жодному вiдрiзку [𝛼, 𝛽] додатної довжини функцiя 𝛿(𝑙)(𝑡), а значить,

i 𝛿(𝑡) не обертається тотожньо в нуль, отже всi нулi 𝛿(𝑡) є iзольованими.

Зрозумiло, що функцiя 𝛿(𝑡) має нуль в точцi 𝑡* i нулi кратностi 2 в точках

𝑡𝑗, 𝑗 ∈ Z, тобто всього на перiодi функцiя 𝛿(𝑡) має принаймнi 2n+1 нуль

з урахуванням кратностi. Тодi у 𝛿′(𝑡) буде принаймнi 2n+1 рiзних нулiв,

а у 𝛿(𝑙)(𝑡) (𝑙 ≥ 2) буде не менше 2n+2 змiн знаку на перiодi. Проте,

𝛿(𝑙)(𝑡) = 𝜙𝑛,0(𝑡)−𝜆̃︀𝑔(𝑙)(𝑡) має на перiодi рiвно 2n змiн знаку, i ми отримали

суперечнiсть, яка доводить твердження а).

Доведемо твердження b). Нехай 𝑡max ∈ (0, 2𝜋) таке, що |̃︀𝑔′(𝑡max)| =
= ‖̃︀𝑔′‖∞, i 𝑗 ∈ Z обране з умови 𝑡max ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1). Припустивши, що
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|̃︀𝑔′(𝑡max)| > ‖̃︀𝜙′‖∞, ми зможемо вказати таке 0 < |𝜆| < 1, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡max) = ‖̃︀𝜙′‖∞ = ̃︀𝜙′(𝑡𝑗 +
𝜋

2𝑛
) =

⃒⃒⃒ ̃︀𝜙′(𝑡𝑗 −
𝜋

2𝑛
)
⃒⃒⃒
. (1.11)

Крiм того,

𝜆̃︀𝑔′(𝑡𝑗) = 𝜆̃︀𝑔′(𝑡𝑗+1) = ̃︀𝜙′(𝑡𝑗) = ̃︀𝜙′(𝑡𝑗+1) = 0. (1.12)

Зрозумiло, що функцiї 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) i ̃︀𝜙′(𝑡) задовольняють умови теореми

Колмогорова про порiвняння похiдних [113] (див. також [133, теорема

3.3.2]). Враховуючи цю обставину i спiввiдношення (1.11), (1.12), неваж-

ко встановити (достатньо, наприклад, скористатись пропозицiєю 5.6.6

iз [131]), що 𝑡max ∈
[︀
𝑡𝑗 +

𝜋
2𝑛 , 𝑡𝑗+1 − 𝜋

2𝑛

]︀
. Зрозумiло, що знайдуться точки

𝑡1𝑗 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗 + 𝜋/𝑛], 𝑡2𝑗 ∈ [𝑡𝑗 + 𝜋/𝑛, 𝑡𝑗+1] такi, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡1𝑗) = 𝜆̃︀𝑔′(𝑡2𝑗) = 0; 𝑡max ∈ (𝑡1𝑗 , 𝑡
2
𝑗); 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (𝑡1𝑗 , 𝑡

2
𝑗). (1.13)

Знов використовуючи пропозицiю 5.6.6 iз [131], приходимо до висновку,

що 𝑡max − 𝑡1𝑗 ≥
𝜋

2𝑛
i 𝑡2𝑗 − 𝑡max ≥

𝜋

2𝑛
, i значить,

𝑡1𝑗 − 𝑡𝑗 + 𝑡𝑗+1 − 𝑡2𝑗 ≤
𝜋

𝑛
. (1.14)

В силу пропозицiї 5.6.5 iз [131] з урахуванням того, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) ≥ ̃︀𝜙′(𝑡+ 𝜋/2𝑛− 𝑡max), 𝑡 ∈
(︁
𝑡max −

𝜋

2𝑛
, 𝑡max +

𝜋

2𝑛

)︁
,

робимо висновок, що

𝑡2𝑗∫︁
𝑡1𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 𝑡max+
𝜋
2𝑛∫︁

𝑡max− 𝜋
2𝑛

̃︀𝜙′(𝑡+ 𝜋/2𝑛− 𝑡max) 𝑑𝑡 =

𝑡𝑗+
𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡,

i оскiльки
𝑡𝑗+1∫︀
𝑡𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, то

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≥ 𝑡𝑗+

𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (1.15)
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З iншого боку (тут ми знову використовуємо (1.12) i пропозицiю 5.6.5 iз

[131]) для 𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡
′
𝑗) ∪ (𝑡2𝑗 , 𝑡𝑗+1) отримуємо |𝜆̃︀𝑔′(𝑡)| ≤ |̃︀𝜙′(𝑡)|. Враховуючи

цю нерiвнiсть i (1.14), встановлюємо, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ ∫︁

[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

|̃︀𝜙′(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤

𝑡𝑗+
𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (1.16)

Зiставляючи (1.15) i (1.16), бачимо, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡𝑗+

𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

але тодi i
𝑡2𝑗∫︁
𝑡1𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝑗+
𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (1.17)

Пригадуючи, що 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) ≥ ̃︀𝜙′(𝑡 + 𝜋/2𝑛 − 𝑡max) для всiх 𝑡 ∈ [𝑡max −
𝜋

2𝑛
, 𝑡max +

𝜋

2𝑛
], бачимо, що рiвнiсть (1.17) може виконуватись лише у

випадку 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) = ̃︀𝜙′(𝑡 + 𝜋/2𝑛 − 𝑡max) для всiх 𝑡 ∈ [𝑡max −
𝜋

2𝑛
, 𝑡max +

𝜋

2𝑛
],

але це неможливо, оскiльки |𝜆̃︀𝑔(𝑙)(𝑡)| < 1 для майже всiх 𝑡.

Отже, нами доведена справедливiсть нерiвностi ‖𝑔′‖∞ ≤ ‖𝜙′
𝑛,𝑙‖∞, звiд-

ки, використовуючи теорему порiвняння [133, теорема 3.3.2], отримаємо

нерiвностi

‖𝑔(𝑘)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑙−𝑘‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙.

Теорема доведена.

1.2.2. Наближення класiв функцiй з обмеженою старшою

похiдною

Основним результатом даного пункту є

Теорема 1.2.2. Нехай 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 = 𝑟, 𝑟 + 1, ... 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝐹 –

довiльна Π-iнварiантна множина 2𝜋-перiодичних функцiй. Тодi
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𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡. (1.18)

Зокрема,

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

2
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′. (1.19)

Результати теореми 1.2.2 разом зi спiввiдношеннями (1.5) i (1.6) пока-

зують, що 𝑆2
2𝑛,𝑚 разом з 𝑇2𝑛−1 i 𝑆1

2𝑛,𝑚 є екстремальними пiдпросторами

для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1) при 𝑚 ≥ 𝑟.

Доведення теореми 1.2.2. Використовуючи теорему двоїстостi

С. М. Нiкольского [163] для найкращого 𝐿1–наближення пiдпростором

(див. також [133, теорема 1.4.1]), отримаємо

𝐸 := 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟𝐹
sup

‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝑆2
2𝑛,𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Пiсля 𝑟-кратного iнтегрування частинами з використанням леми 1.2.1

можемо написати

𝐸 = sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆2
2𝑛,𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡𝑛),

𝑔′(𝑡1)=...=𝑔′(𝑡𝑛)=0

sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑚−𝑟+1)(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Враховуючи пропозицiю 1.3.4 iз [134], остаточно отримаємо

𝐸 = sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆2
2𝑛,𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =

= sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡𝑛),

𝑔′(𝑡1)=...=𝑔′(𝑡𝑛)=0

sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝑔(𝑚−𝑟+1), 𝑡) 𝑑𝑡. (1.20)

Покажемо, що для довiльної функцiї 𝑔 ∈ 𝑊𝑚+1
∞ такої, що 𝑔(𝑡1) = ...

= 𝑔(𝑡𝑛) i 𝑔′(𝑡1) = ... = 𝑔′(𝑡𝑛) = 0, має мiсце нерiвнiсть
𝑡∫︁

0

𝑟((𝑔(𝑚−𝑟+1))±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟)±, 𝑢) 𝑑𝑢, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. (1.21)
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Якщо𝑚 > 𝑟, то використовуючи твердження b) теореми 3 при 𝑙 = 𝑚+ 1,

отримаємо ‖𝑔(𝑚−𝑟)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞. Отже, виконуються умови теореми

3.3.4 iз [133], в силу якої нерiвнiсть (1.21) має мiсце.

У випадку𝑚 = 𝑟 порiвняємо iнтеграли
𝑡∫︀
0

𝑟(𝑔′±, 𝑢) 𝑑𝑢 i
𝑡∫︀
0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟)±, 𝑢) 𝑑𝑢,

𝑡 ∈ [0, 2𝜋] безпосередньо.

Нехай ̃︀𝜙(𝑡) = 𝜙𝑛,𝑟+1(𝑡+𝜇)+ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞, де 𝜇 обране iз умови ̃︀𝜙(0) = 0.

Вiдзначимо, що 𝑟((̃︀𝜙′)+, 𝑡) = 𝑟((𝜙𝑛,𝑟)+, 𝑡) для всiх 𝑡 ∈ [0, 2𝜋].

Позначимо через 𝑔′𝑗 i ̃︀𝜙′
𝑗 звуження на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] (𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛− 1) фун-

кцiй 𝑔′ i ̃︀𝜙′ вiдповiдно.

Спочатку доведемо, що для всiх 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛−1 має мiсце нерiвнiсть

𝑡∫︁
0

𝑟((𝑔′𝑗)±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟(̃︀𝜙′
𝑗)±, 𝑢) 𝑑𝑢, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋/𝑛] . (1.22)

В першу чергу вiдзначимо, що для всiх 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛− 1 має мiсце спiв-

вiдношення
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡. (1.23)

Дiйсно, в силу умови
𝑡𝑗+1∫︀
𝑡𝑗

𝑔′𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 бачимо, що supp ((𝑔′𝑗)±) ̸= ∅, якщо 𝑔′𝑗

не тотожнiй нуль на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1]. Нехай, для визначеностi, mes supp ((𝑔′𝑗)+) ≥
mes supp (̃︀𝜙′

𝑗)±), i mes supp ((𝑔′𝑗)−) ≤ mes supp (̃︀𝜙′
𝑗)±). Використовуючи

твердження 5.6.5 iз [131], неважко впевнитись в тому, що

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)−(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡, (1.24)

i, бiльш того, що справедлива нерiвнiсть (1.22) для вiд’ємних частин.

Враховуючи (1.24) i той факт, що

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)−(𝑡) 𝑑𝑡,
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отримаємо (1.23). Доведемо, що (1.22) має мiсце i для додатних частин,

тобто
𝑡∫︁

0

𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟(̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝑢) 𝑑𝑢, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋/𝑛] (1.25)

для кожного 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛− 1. При цьому будемо дiяти за схемою дове-

дення теореми 6.8.1 iз [131].

Покладемо 𝛿(𝑡) = 𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝑡)− 𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋/𝑛]. Якщо 𝛿(𝑡) ≥ 0

для всiх 𝑡 ∈ [0, 2𝜋/𝑛], то справедливiсть (1.25) очевидна. Вiдзначимо, що

коли 𝛿(𝑡) змiнює знак на промiжку (0, 2𝜋/𝑛), справедливiсть (1.25) до-

статньо встановити лише в усiх точках промiжка (0, 2𝜋/𝑛), що є нулями

𝛿(𝑡) i правими кiнцями iнтервалiв, на яких 𝛿(𝑡) < 0.

Нехай 𝛿(𝜉) = 0 для деякого 𝜉 ∈ (0, 2𝜋/𝑛) i знайдеться 𝜀 > 0 таке, що

𝛿(𝑡) < 0 для 0 < 𝜉 − 𝜀 < 𝑡 < 𝜉.

Покладемо

𝑧 = 𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝜉) = 𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝜉).

Тодi
𝜉∫︁

0

𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁
𝑒𝑗(𝑧)

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡,

де

𝑒𝑗(𝑧) = {𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) : (𝑔
′
𝑗)+(𝑡) > 𝑧},

причому mes 𝑒𝑗(𝑧) = 𝜉.

Множина 𝑒𝑗(𝑧) складається з неперетинних iнтервалiв

(𝑎𝑘, 𝑏𝑘) ⊂ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) таких, що

(𝑔′𝑗)+(𝑎𝑘) = (𝑔′𝑗)+(𝑏𝑘) = 𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑥) = 𝑧, (𝑔′𝑗)+(𝑡) > 𝑧, (1.26)

𝑡 ∈ (𝑎𝑘, 𝑏𝑘).

Покажемо, що за зроблених припущень такий iнтервал єдиний. При-

пустимо, що у множинi 𝑒𝑗(𝑥) знайдеться принаймнi два неперетинних

iнтервали (𝑎1, 𝑏1) i (𝑎2, 𝑏2), що задовольняють умови (1.26). Можна обра-

ти ℎ настiльки малим, що для 𝑘 = 1, 2 всерединi (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) iснує iнтервал
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(𝑎′𝑘, 𝑏
′
𝑘) ⊂ 𝑒𝑗(𝑧 + ℎ), причому, якщо

𝑧 + ℎ = (𝑔′𝑗)+(𝑎
′
𝑘) = (𝑔′𝑗)+(𝑏

′
𝑘) = 𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝜉 − 𝛾0),

то для 𝜉 − 𝛾0 < 𝑡 < 𝜉 буде 𝛿(𝑡) < 0. В силу останньої умови, якщо

𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝜉 − 𝛾) = 𝑧 + ℎ, то 𝛾 > 𝛾0. Очевидно,

𝛾0 = 𝑏1 − 𝑏′1 + 𝑏2 − 𝑏′2 + 𝑎′1 − 𝑎1 + 𝑎′2 − 𝑎2.

Оберемо на промiжку монотонностi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗 + 𝜋/2𝑛] функцiї (̃︀𝜙′
𝑗)+ точки 𝛼

и 𝛼′ в такий спосiб, щоб було

(̃︀𝜙′
𝑗)+(𝛼) = (𝑔′𝑗)+(𝑎𝑘) = (𝑔′𝑗)+(𝑏𝑘) = 𝑧, 𝑘 = 1, 2

i

(̃︀𝜙′
𝑗)+(𝛼

′) = (𝑔′𝑗)+(𝑎
′
𝑘) = (𝑔′𝑗)+(𝑏

′
𝑘) = 𝑧 + ℎ, 𝑘 = 1, 2.

Тодi в силу пропозицiї 5.6.6 iз [131] маємо

|𝑎′𝑘 − 𝑎𝑘| ≥ |𝛼′ − 𝛼|, |𝑏𝑘 − 𝑏′𝑘| ≥ |𝛼′ − 𝛼|, 𝑘 = 1, 2

i, значить,

𝛾0 ≥ 4|𝛼′ − 𝛼| = 2𝛾 > 𝛾,

що суперечить умовi 𝛾0 < 𝛾.

Отже, множина 𝑒𝑗(𝑧) складається з одного iнтервала (𝑎, 𝑏), тому вiд-

рiзок [𝑐, 𝑑] ⊂ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1], який мiстить цей iнтервал i задовольняє умови

(𝑔′𝑗)+(𝑐) = (𝑔′𝑗)+(𝑑) = 0, (𝑔′𝑗)+(𝑡) > 0 (𝑐 < 𝑡 < 𝑑),

також єдиний. Застосовуючи пропозицiю 5.6.5 iз [131], отримаємо нерiв-

нiсть
𝑎∫︁
𝑐

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑑∫︁
𝑏

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 2

𝛼∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡,

на пiдставi якої, використовуючи (1.23), можемо написати

𝜉∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡𝑗+𝜋/𝑛∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡− 2

𝛼∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡 ≥
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≥
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡−
𝑎∫︁
𝑐

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡−
𝑑∫︁
𝑏

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝜉∫︁
0

𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑡) 𝑑𝑡,

звiдки одразу випливає (1.25).

Таким чином, ми довели, що для довiльного 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛−1 має мiсце

(1.22).

Теперь доведемо, що для будь-якої функцiї 𝑔 ∈ 𝑊 𝑟+1
∞ такої, що 𝑔(𝑡1) =

= 𝑔(𝑡2) = ... = 𝑔(𝑡𝑛), 𝑔′(𝑡1) = 𝑔′(𝑡2) = ... = 𝑔′(𝑡𝑛) = 0, при всiх 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

має мiсце нерiвнiсть

𝑡∫︁
0

𝑟((𝑔′)±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((̃︀𝜙′)±, 𝑢) 𝑑𝑢 =

𝑡∫︁
0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟)±, 𝑢) 𝑑𝑢. (1.27)

Доведення проведемо для додатних частин. Випадок вiд’ємних частин

розбирається аналогiчно.

Нехай 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛− 1, позначимо

𝜎𝑗(𝑡) = mes{𝑢 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] : (𝑔
′
𝑗)+(𝑢) ≥ 𝑟((𝑔′)+, 𝑡)},

тодi 𝑡 =
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡).

Для 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], враховуючи нерiвнiсть (1.25), можемо написати

𝑡∫︁
0

𝑟((𝑔′)+, 𝑢) 𝑑𝑢 =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡)∫︁
0

𝑟((𝑔′𝑗)+, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡)∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝑢) 𝑑𝑢 =

=
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡)∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′
0)+, 𝑢) 𝑑𝑢.

Вiдзначимо, що функцiя 𝐹 (𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝑟((̃︀𝜙′
0)+, 𝑢) 𝑑𝑢 опукла вгору на

[0, 2𝜋/𝑛]. Застосовуючи нерiвнiсть Йєнсена, отримаємо

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡)∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′
0)+, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤ 𝑛

1
𝑛

𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑡)∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′
0)+, 𝑢) 𝑑𝑢 =
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= 𝑛

𝑡
𝑛∫︁

0

𝑟((̃︀𝜙′
𝑗)+, 𝑢) 𝑑𝑢 =

𝑡∫︁
0

𝑟((̃︀𝜙′)+, 𝑢) 𝑑𝑢.

Таким чином, нерiвнiсть (1.27) встановлено, i, значить, (1.21) виконує-

ться також для 𝑚 = 𝑟.

Iз (1.21) випливає, що функцiї 𝑔(𝑚−𝑟+1) (𝑚 ≥ 𝑟) i 𝜙𝑛,𝑟 задовольняють

умови теореми 1.3.13 (див. [134]), iз якої випливає, що для всiх 𝜆 ∈ R i

𝑡 ∈ [0, 2𝜋] виконуються нерiвностi
𝑡∫︁

0

𝑟((𝑔(𝑚−𝑟+1) − 𝜆)±, 𝑢), 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟 − 𝜆)±, 𝑢), 𝑑𝑢. (1.28)

Використовуючи пропозицiю 1.3.14 iз [134], можемо написати
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝑔(𝑚−𝑟+1), 𝑡) 𝑑𝑡 ≤
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

Iз (1.20) i останньої нерiвностi одразу випливає оцiнка зверху для E:

𝐸 ≤ sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

Оцiнка знизу очевидно випливає з нерiвностi

𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) ≤ 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆2

2𝑛,𝑚)1

i спiввiдношення (1.6). Таким чином, спiввiдношення (1.18) доведене. Що

стосується спiввiдношення (1.19), то воно випливає iз рiвностi

sup
‖𝑓‖𝑝≤1,

𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′.

Теорема доведена.

Зауваження 1.2.1. Нерiвнiсть (1.22), напевно, має i самостiйний iн-

терес. Вiдзначимо, що подiбнi iнтегральнi зображення для перестано-

вок функцiй 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟+1
∞ таких, що ‖𝑓‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞, на вiдрiзках дов-

жини 𝜋/𝑛 були отриманi в [105, теорема 2], а на довiльних вiдрiзках

довжини, меньшої довжини перiода в [160].
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1.2.3. Наближення класiв функцiй, що задаються за допо-

могою модуля неперервностi

Даний пункт присвячено отриманню точних значень найкращих 𝐿1-

наближень класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔 сплайнами iз 𝑆2
2𝑛,𝑚 при 𝑚 ≥ 𝑟 + 1. Основним

результатом цього пункту є

Теорема 1.2.3. Нехай 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, ... 𝜔(𝑡) – опуклий

вгору модуль неперервностi, тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔, ·)‖1.

Результати теореми 1.2.3 разом iз спiввiдношеннями (1.7) i (1.8) пока-

зують, що 𝑆2
2𝑛,𝑚 разом з 𝑇2𝑛−1 i 𝑆1

2𝑛,𝑚 є екстремальними пiдпросторами

для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) (при 𝑚 ≥ 𝑟 + 1).

Доведення теореми 1.2.3. Використовуючи теорему двоїстостi для

найкращого 𝐿1–наближення пiдпростором [133, теорема 1.4.1], отримає-

мо

𝐸 := 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟𝐻𝜔

sup
‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝑆2
2𝑛,𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Пiсля 𝑟-кратного iнтегрування частинами, з використанням леми 1.2.1,

можемо написати

𝐸 = sup
𝑓∈𝐻𝜔,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆2
2𝑛,𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =

= sup
𝑓∈𝐻𝜔,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡𝑛),

𝑔′(𝑡1)=...=𝑔′(𝑡𝑛)=0

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑚−𝑟+1)(𝑡) 𝑑𝑡. (1.29)

Через 𝑅(𝑓, 𝑡) будемо позначати Σ–перестановку 2𝜋-перiодичної фун-

кцiї 𝑓 на промiжку довжини 2𝜋 [133, c. 294].
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Iз (1.29), застосовуючи теорему 7.5.1 iз [131], отримаємо

𝐸 ≤ sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡𝑛),

𝑔′(𝑡1)=...=𝑔′(𝑡𝑛)=0

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝑔(𝑚−𝑟), 𝑡)𝜔′(𝑡) 𝑑𝑡. (1.30)

Оцiнимо праву частину (1.30). Нехай спочатку 𝑚 ≥ 𝑟 + 2, 𝑔 ∈ 𝑊𝑚+1
∞ i

𝑔(𝑡1) = 𝑔𝑡2 = ... = 𝑔(𝑡𝑛), 𝑔′(𝑡1) = 𝑔′(𝑡2) = ... = 𝑔′(𝑡𝑛) = 0. (1.31)

Тодi функцiя 𝑔 задовольняє умови теореми 1.2.1, в силу якої

‖𝑔(𝑚−𝑟)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞

i

max
𝑎,𝑏∈[0,2𝜋]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑚−𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 2‖𝑔(𝑚−𝑟−1)‖∞ ≤ 2‖𝜙𝑛,𝑟+2‖∞.

Значить, для такої функцiї 𝑔 виконуються умови теореми 6.8.5 iз [131],

в силу якої

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝑔(𝑚−𝑟), 𝑡)𝜔′(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡. (1.32)

Нехай тепер 𝑚 = 𝑟 + 1. В цьому випадку нерiвнiсть (1.32) ми доведемо

безпосередньо.

Оскiльки 𝑔 ∈ 𝑊 𝑟+2
∞ i задовольняє умову (1.31), то (теорема 1.2.1)

‖𝑔′‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞. Тепер, в силу теореми 6.8.4 iз [131] робимо висновок,

що для довiльного 𝑥 ∈ (0, 𝜋/𝑛) виконується принаймнi одна з нерiвностей

|𝑅′(𝑔′, 𝑥)| ≤ |𝑅′(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥)| (1.33)

або

𝑅(𝑔′, 𝑥) ≤ 𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥). (1.34)

Це означає, что рiзниця 𝛿(𝑥) = 𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥)−𝑅(𝑔′, 𝑥) на промiжку [0, 2𝜋]

або невiд’ємна або змiнює знак з "+"на "−"в єдинiй точцi 𝑡0 ∈ [0, 2𝜋].

Вiдзначимо, що у випадку, коли 𝛿(𝑥) ≥ 0 для всiх 𝑡0 ∈ [0, 2𝜋], виконання
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нерiвностi (1.32) очевидне. Розглянемо випадок, коли 𝛿(𝑥) змiнює знак

на [0, 2𝜋]. Iз отриманої при доведеннi теореми 1.2.2 нерiвностi(1.27) при

𝑡 = 2𝜋 випливає, що

2𝜋∫︁
0

𝑟(𝑔′±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
2𝜋∫︁
0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟+1)±, 𝑢) 𝑑𝑢,

звiдки
2𝜋∫︁
0

𝑟(𝑔′, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
2𝜋∫︁
0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟+1), 𝑢) 𝑑𝑢. (1.35)

Враховуючи той факт [131, c.131,141], що для 𝜓 ∈ 𝐿1

‖𝜓‖1 =
2𝜋∫︁
0

𝑟(𝜓, 𝑢) 𝑑𝑢 =

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜓, 𝑢) 𝑑𝑢,

на пiдставi (1.35) можемо стверджувати, що
2𝜋∫︀
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 0. Мiркуючи

далi, як при доведеннi теореми 6.7.6 iз [131], маємо (нижче через 𝜔′
+(𝑡)

позначено праву похiдну функцiї 𝜔(𝑡), яка в силу опуклостi вгору функцiї

𝜔(𝑡) iснує в кожнiй точцi)

2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡) 𝑑𝑡−
2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝑅(𝑔′, 𝑡) 𝑑𝑡 =

2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝑡0∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡+

2𝜋∫︁
𝑡0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 𝜔′(𝑡0)

𝑡0∫︁
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜔′(𝑡0)

2𝜋∫︁
𝑡0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 =

= 𝜔′(𝑡0)

2𝜋∫︁
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 0.

Справедливiсть (1.32) встановлена i при 𝑚 = 𝑟 + 1. Враховуючи (1.30),

(1.32), а також рiвнiсть [133, c. 299]

‖𝑓𝑛,𝑚(𝜔; ·)‖1 =
2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑚+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡,
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отримуємо оцiнку зверху для величин 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1:

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = 𝐸 ≤

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1.

Оцiнка знизу випливає iз нерiвностi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆2
2𝑛,𝑟)1 ≥ 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐻𝜔, 𝐿1)

i (1.8).

Теорема доведена.

1.3. Найкращi наближення класiв диференцiйовних перiо-

дичних функцiй сплайнами мiнiмального дефекту з не-

рiвномiрно розподiленими вузлами

Нехай 𝑛,𝑚 ∈ N, ℎ ∈ (0,
2𝜋

𝑛
). Через 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ) будемо позначати простiр

сплайнiв порядку 𝑚 дефекту 1 з вузлами в точках

𝑡𝑗 =
2𝜋
[︀
𝑗
2

]︀
𝑛

+ (1− (−1)𝑗)
ℎ

2
, 𝑗 ∈ Z,

де [·] – цiла частина числа. Вiдзначимо, що розмiрнiсть цього просто-

ру при будь-якому 𝑚 дорiвнює 2𝑛 (див., напр., [133, наслiдок 2.3.7 ]) i

𝑆1
2𝑛,𝑚(

𝜋

𝑛
) = 𝑆1

2𝑛,𝑚.

В пiдроздiлi 1.2 ми довели, що сплайни дефекту 2 з рiвномiрно роз-

подiленими вузлами є екстремальними пiдпросторами для поперечникiв

𝑑𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1). В цьому пiдроздiлi ми пред’єявимо нову

сiм’ю екстремальних пiдпросторiв для цих поперечникiв, а саме, пока-

жемо, що для кожного 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
пiдпростори 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ) реалiзують у

сенсi точного значення поперечники 𝑑𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1).

1.3.1. Допомiжнi результати

Для доведення основних результатiв цього пiдроздiлу нами iстотно буде

використано наступна теорема, яка має i самостiйний iнтерес
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Теорема 1.3.1. Нехай 𝑛, 𝑙 ∈ N, ̃︀𝜙(𝑡) = 𝜙𝑛,𝑙(𝑡 + 𝜇) + 𝜈(ℎ), де 𝜇 i 𝜈(ℎ)

обранi так, щоб ̃︀𝜙(𝑡𝑗) = 0, 𝑗 ∈ Z. Тодi для довiльної функцiї 𝑔 ∈ 𝑊 𝑙
∞

такої, що

𝑔(𝑡1) = 𝑔(𝑡2) = ... = 𝑔(𝑡2𝑛) = 0,

мають мiсце твердження:

а) ∀𝑡 ∈ R |𝑔(𝑡)| ≤ |̃︀𝜙(𝑡)|, причому, якщо 𝑔(𝑡) вiдмiнна вiд ±̃︀𝜙(𝑡), то знак

рiвностi має мiсце лише в точках 𝑡𝑗, 𝑗 ∈ Z;

b) ‖𝑔(𝑘)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑙−𝑘‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙 − 1.

Ця теорема, як i теорема 1.2.1, є аналогом результатiв, пов’язаних з

нерiвнiстю Бора-Фавара [262]–[265] для функцiй iз 𝑊 𝑟
∞, ортогональних

тригонометричним полiномам.

Доведення теореми 1.3.1. Функцiї ̃︀𝜙(𝑡) i 𝑔(𝑡) мають нулi в точках

𝑡𝑗, 𝑗 = 1, ..., 2𝑛.

Для доведення твердження а) припустимо, що знайдеться 𝑡* таке, що

|𝑔(𝑡*)| > |̃︀𝜙(𝑡*)|. Вважаючи для визначеностi, що ̃︀𝜙(𝑡*) > 0, для прида-

тного 𝜆, 0 < |𝜆| < 1, отримаємо 𝜆𝑔(𝑡*) = ̃︀𝜙(𝑡*). Нехай 𝛿(𝑡) = ̃︀𝜙(𝑡)−𝜆𝑔(𝑡).
Оскiльки ‖𝜆𝑔(𝑙)‖∞ < ‖̃︀𝜙(𝑙)‖∞, то 𝛿 має лише iзольованi нулi. Кiлькiсть

цих нулiв не менша 2𝑛 + 1, i, значить, з урахуванням перiодичностi, 𝛿

має на перiодi не менше 2𝑛+ 2 нулiв з урахуванням кратностi, причому

не менше 2𝑛 + 1 iз них рiзнi, значить, 𝛿′, 𝛿′′, ..., 𝛿(𝑙) мають на перiодi не

менше 2𝑛+ 2 змiн знаку. Проте, 𝛿(𝑙)(𝑡) = 𝜙𝑛,0(𝑡)− 𝜆𝑔(𝑙)(𝑡) має на перiодi

рiвно 2n змiн знаку, i ми отримали суперечнiсть, яка доводить тведження

а).

Доведемо твердження b). Для визначеностi будемо вважати, що̃︀𝜙(𝑡) < 0 для 𝑡 ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+1), 𝑖 ∈ Z. Нехай 𝑡max ∈ (0, 2𝜋) таке, що

|𝑔′(𝑡max)| = ‖𝑔′‖∞, i 𝑖 ∈ Z обране з умови 𝑡max ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+2). Припустивши,

що |𝑔′(𝑡max)| > ‖̃︀𝜙′‖∞, ми зможемо вказати таке 0 < |𝜆| < 1, що

𝜆𝑔′(𝑡max) = ‖̃︀𝜙′‖∞ = ̃︀𝜙′(𝑡1max) =
⃒⃒ ̃︀𝜙′(𝑡1min)

⃒⃒
, (1.36)

де 𝑡1max < 𝑡1min – точки з промiжка [𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+2], в яких функцiя ̃︀𝜙′(𝑡) набуває
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вiдповiдно максимального i мiнiмального значення. Зрозумiло, що точки

𝑡1max, 𝑡
1
min належать промiжку (𝑡2𝑖+1, 𝑡2𝑖+2).

Покажемо, що 𝑡max ∈ (𝑡1max, 𝑡
1
min). Припустимо, що 𝑡max ≤ 𝑡1max. Випа-

док 𝑡max ≥ 𝑡1min розглядається аналогiчно.

Вiдзначимо, що для функцiй 𝜆𝑔′(𝑡) i ̃︀𝜙′(𝑡) виконуються умови теореми

порiвняння похiдних [133, теорема 3.3.2], причому 𝜆𝑔′(𝑡) ̸= ̃︀𝜙′(𝑡) майже

скрiзь. Позначимо через 𝑡1 найближчий злiва, а через 𝑡2 найближчий

справа до точки 𝑡max нуль функцiї 𝜆𝑔′(𝑡), тодi за допомогою пропозицiї

3.3.3 iз [133, теорема 3.3.2] неважко переконатись в тому, що

𝑡max − 𝑡1 >
𝜋

2𝑛
= 𝑡1max −

𝑡2𝑖 + 𝑡2𝑖+1

2
,

отже

𝑡1 < 𝑡max − 𝑡1max +
𝑡2𝑖 + 𝑡2𝑖+1

2
≤ 𝑡2𝑖 + 𝑡2𝑖+1

2
,

i, крiм того, для довiльного 𝑡 ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+1) буде 𝜆𝑔′(𝑡) > ̃︀𝜙′(𝑡) Тодi

𝑡2𝑖+1∫︁
𝑡1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >

𝑡2𝑖+1∫︁
𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1

2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

i ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡1∫︁
𝑡2𝑖

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ <

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2∫︁

𝑡2𝑖

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑡2𝑖+1∫︁

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡,

що суперечить тому факту, що
𝑡2𝑖+1∫︀
𝑡2𝑖

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Покажемо, що функцiя 𝜆𝑔′(𝑡) має нуль на промiжку (𝑡2𝑖+1, 𝑡max). Ана-

логiчно попередньому встановлюємо, що

𝑡max − 𝑡2𝑖+1 > 𝑡1max − 𝑡2𝑖+1, 𝑡2 − 𝑡max >
𝑡2𝑖+1 + 𝑡2𝑖+2

2
− 𝑡1max

i
𝑡max∫︁

𝑡2𝑖+1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >

𝑡1max∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑡2∫︁
𝑡max

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡1max

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡.
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Враховуючи ще той факт, що 𝑔(𝑡2𝑖+1) = ̃︀𝜙′(𝑡2𝑖+1) = 0, отримаємо

𝜆𝑔(𝑡2) =

𝑡2∫︁
𝑡2𝑖+1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡max∫︁
𝑡2𝑖+1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑡2∫︁
𝑡max

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >

>

𝑡1max∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡1max

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

= ̃︀𝜙(︂𝑡2𝑖+1 + 𝑡2𝑖+2

2

)︂
= ‖̃︀𝜙‖∞,

значить, 𝜆𝑔(𝑡2) > ‖̃︀𝜙‖∞, i ми отримали суперечнiсть.

Отже, 𝑡1 ∈ (𝑡2𝑖+1, 𝑡max), 𝑡max − 𝑡1 >
𝜋

2𝑛
i 𝑡2 − 𝑡max >

𝜋

2𝑛
, так що

𝑡2 − 𝑡1 >
𝜋

𝑛
, (1.37)

i
𝑡2∫︁
𝑡1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

(тут знову слiд використати пропозицiю 3.3.3 iз [133]). Але тодi з ураху-

ванням умови
𝑡2𝑖+3∫︀
𝑡2𝑖+1

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 i
𝑡2𝑖+3∫︀
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, має також виконуватись

нерiвнiсть ⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒
>

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡. (1.38)

Нехай (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) – складовi iнтервали множини

{𝑡 ∈ (𝑡2𝑖+1, 𝑡2𝑖+3) : 𝑔
′(𝑡) < 0}.

Тодi в силу (1.37),∑︁
𝑘

(𝑎𝑘, 𝑏𝑘) ≤ 𝑡2𝑖+3 − 𝑡2𝑖+1 − (𝑡2 − 𝑡1) <
𝜋

𝑛
= mes supp ̃︀𝜙′

− |(2𝑖+1,2𝑖+3) (𝑡).

Нехай також для кожного 𝑘 число 𝛾𝑘 ≥ 0 таке, що

(𝑎𝑘 + 𝛾𝑘, 𝑏𝑘 + 𝛾𝑘) ⊂ supp ̃︀𝜙′
− |(2𝑖+1,2𝑖+3) (𝑡). Використовуючи пропозицiю
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3.3.3 iз [133] впевнюємось в тому, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

𝑔′(𝑥− 𝛾𝑘) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Очевидно, що числа 𝛾𝑘 можна обрати так, щоб iнтервали (𝑎𝑘+𝛾𝑘, 𝑏𝑘+𝛾𝑘)

попарно не перетинались. Тодi отримаємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑘

𝑏𝑘∫︁
𝑎𝑘

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑘

𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁
𝑎𝑘+𝛾𝑘

𝜆𝑔′(𝑡− 𝛾𝑘) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
∑︁
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

𝜆𝑔′(𝑡− 𝛾𝑘) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤∑︁

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′
−(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑘

𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁
𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′
−(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ −

𝑡2𝑖+2+𝑡2𝑖+3
2∫︁

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡.

Отже, ⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

𝜆𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒
≤

𝑡2𝑖+1+𝑡2𝑖+2
2∫︁

𝑡2𝑖+𝑡2𝑖+1
2

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡, (1.39)

що суперечить (1.38)

Таким чином, нами доведена справедливiсть нерiвностi

‖𝑔′‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑙−1‖∞,

звiдки, використовуючи теорему порiвняння [133, теорема 3.3.2], отри-

маємо нерiвностi

‖𝑔(𝑘)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑙−𝑘‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙 − 1.

Теорема доведена.

1.3.2. Найкращi наближення класiв функцiй з обмеженою

старшою похiдною

Основним результатом цього пункту є така теорема
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Теорема 1.3.2. Нехай 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1, 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

𝐹 – довiльна Π-iнварiантна множина 2𝜋-перiодичних функцiй. Тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡. (1.40)

Зокрема,

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′. (1.41)

При 𝑝 = 1 спiввiдношення (1.41) правильне i для 𝑚 = 𝑟.

Результати теореми 1.3.2 разом iз спiввiдношеннями (1.5),(1.6) i (1.18)

показують, що 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) разом з 𝑇2𝑛−1, 𝑆1

2𝑛,𝑚 i 𝑆2
2𝑛,𝑚 є екстремальними

пiдпросторами для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1) (при 𝑚 ≥ 𝑟 + 1).

Доведення теореми 1.3.2. Використовуючи теорему двоїстостi

С. М. Нiкольського [163] для найкращого 𝐿1–наближення пiдпростором

(див. також [133, теорема 1.4.1]), отримаємо

𝐸 := 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟𝐹
sup

‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Пiсля 𝑟-кратного iнтегрування частинами з урахуванням змiсту ортого-

нальностi функцiй пiдпростору 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) (див. [133, §5.4]) можемо напи-

сати

𝐸 = sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =

= sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)=0

sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑚−𝑟+1)(𝑡) 𝑑𝑡. (1.42)

Враховуючи пропозицiю 1.3.4 iз [134], остаточно отримаємо

𝐸 = sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =
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sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)=0

sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝑔(𝑚−𝑟+1), 𝑡) 𝑑𝑡. (1.43)

У випадку, коли 𝐹 є одиничною кулею простору 𝐿1 iз (1.43) отримаємо

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑔∈𝑊𝑚+1
∞

𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)=0

𝐸(𝑔(𝑚−𝑟+1))∞ ≤ sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)=0

‖𝑔(𝑚−𝑟+1)‖∞.

Застосовуючи теорему 1.3.1 при 𝑚 = 𝑟, отримаємо

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟(ℎ))1 ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟‖∞,

що у порiвняннi зi спiввiдношенням (1.4) при 𝑝 = 1, дає рiвнiсть (1.41)

при 𝑝 = 1 i 𝑚 = 𝑟.

Для будь-якої функцiї 𝑔 ∈ 𝑊𝑚+1
∞ (𝑚 ≥ 𝑟 + 1) такої, що 𝑔(𝑡1) = ... =

= 𝑔(𝑡2𝑛) = 0, має мiсце нерiвнiсть
𝑡∫︁

0

𝑟((𝑔(𝑚−𝑟+1))±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟)±, 𝑢) 𝑑𝑢, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. (1.44)

Дiйсно, використовуючи твердження b) теореми 1.3.1 при 𝑙 = 𝑚 + 1,

отримаємо ‖𝑔(𝑚−𝑟)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞. Отже, виконуються умови теореми

3.3.4 iз [133], в силу якої (1.44) має мiсце.

Iз (1.44) випливає, що функцiї 𝑔(𝑚−𝑟+1) (𝑚 ≥ 𝑟+ 1) i 𝜙𝑛,𝑟 задовольня-

ють умови теореми 1.3.13 iз [134], з якої випливає, що для всiх 𝜆 ∈ R i

𝑡 ∈ [0, 2𝜋] виконуються нерiвностi
𝑡∫︁

0

𝑟((𝑔(𝑚−𝑟+1) − 𝜆)±, 𝑢), 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((𝜙𝑛,𝑟 − 𝜆)±, 𝑢), 𝑑𝑢.

Тепер, використовуючи пропозицiю 1.3.14 iз [134], можемо написати
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝑔(𝑚−𝑟+1), 𝑡) 𝑑𝑡 ≤
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

Iз (1.43) i останньої нерiвностi одразу отримаємо

𝐸 ≤ sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.
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Отже оцiнку зверху для 𝐸 отримано. Вiдповiдна оцiнка знизу очевидно

випливає iз нерiвностi

𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) ≤ 𝐸(𝑊 𝑟𝐹, 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ))1

i спiввiдношення (1.6).

Таким чином, спiввiдношення (1.40) доведене. Що стосується спiввiд-

ношення (1.41), то воно випливає з рiвностi

sup
‖𝑓‖𝑝≤1,

𝑓⊥1

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝜙𝑛,𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡 = ‖𝜙𝑛,𝑟‖𝑝′.

Теорема доведена.

1.3.3. Найкращi наближення класiв функцiй, заданих за

допомогою модуля неперервностi

В даному пунктi ми отримаємо точнi значення найкращих 𝐿1-наближень

класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔 сплайнами iз 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) (0 < ℎ <

2𝜋

𝑛
) при 𝑚 ≥ 𝑟+ 1. Основ-

ним результатом цього пункту є

Теорема 1.3.3. Нехай 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1, 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
, 𝜔(𝑡) –

опуклий вгору модуль неперервностi, тодi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔, ·)‖1.

Результати теореми 1.3.3 разом iз спiввiдношеннями (1.7), (1.8) i те-

оремою 1.2.3 показують, що 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) разом з 𝑇2𝑛−1, 𝑆1

2𝑛,𝑚 i 𝑆2
2𝑛,𝑚 є

екстремальними пiдпросторами для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) (при

𝑚 ≥ 𝑟 + 1).

Доведення теореми 1.3.3. Використовуючи теорему двоїстостi для

найкращого 𝐿1–наближення пiдпростором [133, теорема 1.4.1], отримає-

мо

𝐸 := 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟𝐻𝜔

sup
‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.
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Аналогiчно (1.42), можемо написати

𝐸 = sup
𝑓∈𝐻𝜔,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑟∞,

𝑔(𝑟)⊥𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =

= sup
𝑓∈𝐻𝜔,
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑚−𝑟+1)(𝑡) 𝑑𝑡. (1.45)

Через 𝑅(𝑓, 𝑡) будемо позначати Σ–перестановку звуження 2𝜋–

перiодичної функцiї 𝑓 на промiжок довжини 2𝜋 [133, c. 294].

Iз (1.45), застосовуючи теорему 7.5.1 iз [131], отримаємо

𝐸 ≤ sup
𝑔∈𝑊𝑚+1

∞ ,
𝑔(𝑡1)=...=𝑔(𝑡2𝑛)=0

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝑔(𝑚−𝑟), 𝑡)𝜔′(𝑡) 𝑑𝑡. (1.46)

Оцiнимо праву частину (1.46). Нехай спочатку 𝑚 ≥ 𝑟 + 2, 𝑔 ∈ 𝑊𝑚+1
∞ i

𝑔(𝑡1) = 𝑔(𝑡2) = ... = 𝑔(𝑡2𝑛) = 0. (1.47)

Тодi функцiя 𝑔 задовольняє умови теореми 3, в силу якої

‖𝑔(𝑚−𝑟)‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞

i

max
𝑎,𝑏∈[0,2𝜋]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑚−𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 2‖𝑔(𝑚−𝑟−1)‖∞ ≤ 2‖𝜙𝑛,𝑟+2‖∞.

Значить, для такої функцiї 𝑔 виконуються умови теореми 6.8.5 iз [131]

(див. також теорему 7.1.11 iз [133]), в силу якої
2𝜋∫︁
0

𝑅(𝑔(𝑚−𝑟), 𝑡)𝜔′(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡. (1.48)

Нехай тепер 𝑚 = 𝑟 + 1. В цьому випадку нерiвнiсть (1.48) ми доведемо

безпосередньо.

Оскiльки 𝑔 ∈ 𝑊 𝑟+2
∞ i задовольняє умову (1.47), то (теорема 1.3.1)

‖𝑔′‖∞ ≤ ‖𝜙𝑛,𝑟+1‖∞. Тепер, в силу теореми 6.8.4 iз [131] отримаємо, що

для будь-якого 𝑥 ∈ (0, 𝜋/𝑛) виконується принаймнi одна iз нерiвностей

|𝑅′(𝑔′, 𝑥)| ≤ |𝑅′(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥)|
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або

𝑅(𝑔′, 𝑥) ≤ 𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥).

Це значить, що рiзниця 𝛿(𝑥) = 𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑥)−𝑅(𝑔′, 𝑥) на промiжку [0, 2𝜋]

або невiд’ємна або змiнює знак з "+"на "−"в єдинiй точцi 𝑡0 ∈ (0, 2𝜋).

Вiдзначимо, що у випадку, коли 𝛿(𝑥) ≥ 0 для всiх 𝑥 ∈ [0, 2𝜋], виконання

нерiвностi (1.48) очевидне. Розглянемо випадок, коли 𝛿(𝑥) змiнює знак

на [0, 2𝜋].

Позначимо через 𝑔′𝑗 i ̃︀𝜙′
𝑗 звуження на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+2] (𝑗 = 0, 2, ..., 2𝑛 − 2)

функцiй 𝑔′ i ̃︀𝜙′ вiдповiдно.

В першу чергу вiдзначимо, що для всiх 𝑗 = 0, 2, ..., 2𝑛 − 2 має мiсце

спiввiдношення
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡. (1.49)

Дiйсно, в силу умови
𝑡𝑗+1∫︀
𝑡𝑗

𝑔′𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 бачимо, що supp ((𝑔′𝑗)±) ̸= ∅, якщо 𝑔′𝑗

не тотожнiй нуль на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+2]. Нехай, для визначеностi, mes supp ((𝑔′𝑗)+) ≥
mes supp (̃︀𝜙′

𝑗)±), i mes supp ((𝑔′𝑗)−) ≤ mes supp (̃︀𝜙′
𝑗)±). Використовуючи

пропозицiю 3.3.3 iз [133] i мiркування, аналогiчнi використанним при до-

веденнi нерiвностi (1.39), неважко переконатись в тому, що

𝑡𝑗+2∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)−(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+2∫︁
𝑡𝑗

(̃︀𝜙′
𝑗)±(𝑡) 𝑑𝑡. (1.50)

Враховуючи (1.50) i той факт, що

𝑡𝑗+2∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)+(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡𝑗+2∫︁
𝑡𝑗

(𝑔′𝑗)−(𝑡) 𝑑𝑡,

отримаємо нерiвнiсть (1.49), i, значить,

2𝜋∫︁
0

|𝑔′(𝑡)| 𝑑𝑡 =
2𝜋∫︁
0

|̃︀𝜙′(𝑡)| 𝑑𝑡. (1.51)
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Враховуючи той факт [131, c.131,141], що для 𝜓 ∈ 𝐿1

‖𝜓‖1 =
2𝜋∫︁
0

𝑟(𝜓, 𝑢) 𝑑𝑢 =

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜓, 𝑢) 𝑑𝑢,

на пiдставi (1.51) можемо стверджувати, що
2𝜋∫︀
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 0. Нехай

𝑡0 ∈ (0, 2𝜋) – єдина точка, в якiй рiзниця 𝛿(𝑥) змiнює знак з "+"на "−".

Мiркуючи, як при доведеннi теореми 6.7.6 iз [131], маємо (нижче через

𝜔′
+(𝑡) позначена права похiдна функцiї 𝜔(𝑡), яка в силу опуклостi вгору

функцiї 𝜔(𝑡) iснує в кожнiй точцi)
2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡) 𝑑𝑡−
2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝑅(𝑔′, 𝑡) 𝑑𝑡 =

2𝜋∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝑡0∫︁
0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡+

2𝜋∫︁
𝑡0

𝜔′(𝑡)𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 𝜔′
+(𝑡0)

𝑡0∫︁
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜔′
+(𝑡0)

2𝜋∫︁
𝑡0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 =

= 𝜔′
+(𝑡0)

2𝜋∫︁
0

𝛿(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 0.

Справедливiсть (1.48) встановлено i при 𝑚 = 𝑟 + 1. Враховуючи (1.46),

(1.48), а також рiвнiсть [133, c. 299]

‖𝑓𝑛,𝑚(𝜔; ·)‖1 =
2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑚+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡,

отримаємо оцiнку зверху для величин 𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1:

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = 𝐸 ≤

2𝜋∫︁
0

𝑅(𝜙𝑛,𝑟+1, 𝑡)𝜔
′(𝑡) 𝑑𝑡 = ‖𝑓𝑛,𝑟(𝜔; ·)‖1.

Оцiнка знизу випливає iз нерiвностi

𝐸(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ))1 ≥ 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟𝐻𝜔, 𝐿1)

i (1.8).

Теорема доведена.
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1.4. Нерiвностi Джексона для сплайнiв

Для найкращого рiвномiрного наближення 2𝜋–перiодичних функцiй пiд-

просторами 𝑇2𝑛−1 Д. Джексон в 1911 р. отримав нерiвностi [271]:

для 𝑓 ∈ 𝐶

𝐸(𝑓, 𝑇2𝑛−1)𝐶 ≤𝑀𝜔(𝑓, 1/𝑛)𝐶 , 𝑛 = 1, 2, ..., (1.52)

для 𝑓 ∈ 𝐶𝑟

𝐸(𝑓, 𝑇2𝑛−1)𝐶 ≤𝑀𝑟𝑛
−𝑟𝜔(𝑓 (𝑟), 1/𝑛)𝐶 , 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ..., (1.53)

де константи 𝑀,𝑀𝑟 не залежать вiд 𝑓 i 𝑛. Проте, константа 𝑀𝑟 є нео-

бмежено зростаючою за 𝑟. Згодом було встановлено, що в (1.53) може

бути отримана абсолютна константа, крiм того результат поширюється

i на випадок метрики 𝐿𝑝 (див. роботи Н. I. Ахiєзера [9], С. Б. Стєчкi-

на [195, 198], В. I. Бєрдишева [64], В. Т. Гаврилюк [77]). Особливий iнте-

рес при цьому викликають випадки, коли константи в нерiвностях (1.52),

(1.53) є непокращуваними.

Зрозумiло, що задачу отримання аналогiчних (1.52), (1.53) нерiвно-

стей з точними константами можна ставити i у випадку наближень

сплайнами, або будь-яким iншим пiдпростором, а також оцiнювати по-

хибки наближень в метрицi, вiдмiннiй вiд тiєї, в якiй задано модуль не-

перервностi.

Отже, нехай 𝑟 = 0, 1, 2, ...; 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞, 𝐻 – пiдпростiр простору

𝑋 = {𝐶,𝐿𝑝}, 𝛿 > 0. Нерiвностями типу Джексона називають нерiвностi

виду

𝐸(𝑓,𝐻)𝑋 ≤ 𝐾𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)𝑌 , 𝑌 = {𝐶,𝐿𝑞} (1.54)

правильнi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝑋, такої що 𝑓 (𝑟) ∈ 𝑌 з константою

𝐾, що не залежить вiд 𝑓 .

У випадку 𝐻 = 𝑇2𝑛−1, 𝑋 = 𝑌 = 𝐶 i 𝑟 = 0 значнi результати щодо

нерiвностей типу Джексона (1.54) отримав Н. П. Корнєйчук [120, 130].

У випадку 𝐻 = 𝑇2𝑛−1, 𝑟 = 0, 𝑋 = 𝑌 = 𝐿2 цю нерiвнiсть довiв М. I. Чер-

них [233, 234]. Точна нерiвнiсть (1.54) у випадку 𝐻 = 𝑇2𝑛−1, 𝑋 = 𝑌 = 𝐶
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або 𝑋 = 𝑌 = 𝐿1, 𝑟 = 1 доведена В. В. Жуком [100, 101], а у випадках:

𝑋 = 𝑌 = 𝐶, 𝑟 = 2, 3, ...; 𝑋 = 𝑌 = 𝐿1, 𝑟 = 3, 5, ...; 𝑋 = 𝐿1, 𝑌 = 𝐶,

𝑟 = 1, 2, ... – А. О. Лiгуном [143, 149, 150, 151]. До того ж А. О. Лiгун

є автором бiльш загальних результатiв для довiльних апроксимуючих

пiдпросторiв (див. теорему 1.4.1).

Крiм названих публiкацiй, велика кiлькiсть робiт була присвячена вiд-

шуканню точних констант в нерiвностях такого типу в полiномiальнiй

апроксимацiї для класичних модулiв неперервностi, а також для iнших

характеристик гладкостi функцiй ([217, 146, 13, 236, 106, 298]).

Достатньо загальний пiдхiд до розгляду нерiвностей типу Джексона

в 𝐿2 запропонований С. Б. Вакарчуком [68]–[70].

Велика кiлькiсть значних результатiв стосовно точних нерiвностей

Джексона одержана також в сплайн-апроксимацiї (див. роботи [71, 129]).

У випадку𝐻 = 𝑆1
2𝑛,𝑟 точнi константи в нерiвностях типу Джексона (1.54)

для 𝑋 = 𝐿∞, 𝑌 = 𝐶 знайденi А. О. Лiгуном [283], а для 𝑋 = 𝐿1, 𝑌 = 𝐶

М. П. Корнєйчуком [127, 128].

Огляд цих та iнших вiдомих результатiв i вiдповiднi посилання можна

знайти, наприклад, в [133, 152].

Нам знадобиться така загальна теорема, доведена А. О. Лiгуном (див.

[152], теорема 14).

Теорема 1.4.1. Нехай 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑝 = ∞ або 𝑝 = 1, 𝐻– довiльний

пiдпростiр простору 𝐿𝑝, що мiстить константи, i

𝐴𝑟,𝑝 = (‖𝜙1,𝑟‖−1
∞ 𝐸(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐻)𝑝)
1
𝑟 . (1.55)

Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝 при 𝑟 = 1, 3, 5, ... i 𝛿 ≥ 𝜋𝐴𝑟+1,𝑝

𝐸(𝑓,𝐻)𝑝 ≤
1

2
𝐴𝑟
𝑟+1,𝑝‖𝜙1,𝑟‖∞𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)𝑝,

при 𝑟 = 2, 4, 6, ... i 𝛿 ≥ 2𝜋𝐴𝑟+1,∞

𝐸(𝑓,𝐻)∞ ≤ 1

2
𝐴𝑟
𝑟+1,∞‖𝜙1,𝑟‖∞𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)∞,
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при 𝑟 = 1, 2, 3, ... i 𝛿 ≥ 2𝜋𝐴𝑟+2,1

𝐸(𝑓,𝐻)1 ≤ 2𝐴𝑟
𝑟+2,1‖𝜙1,𝑟+1‖∞𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)∞.

Iз теореми 1.4.1 i наведених вище результатiв про найкращi наближе-

ння класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (𝑝 = 1,∞) тригонометричними полiномами i сплайнами

випливає низка точних нерiвностей типу Джексона (див. [152], наслiдки

1,2,3 iз теореми 14). Як зазначалось, деякi з цих точних нерiвностей були

доведенi ранiше i iншими методами (див., наприклад, [133, роздiл 6]).

Iз теореми 1.4.1, зокрема, випливають нерiвностi типу Джексона для

найкращих 𝐿1–наближень сплайнами 𝑆1
2𝑛,𝑚, а саме:

– для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟1 при 𝑟 = 1, 3, 5, ... i 𝛿 ≥ 𝜋𝑛−1 виконується

точна нерiвнiсть

𝐸(𝑓, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 ≤

‖𝜙1,𝑟‖∞
2𝑛𝑟

𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)1, 𝑚 ≥ 𝑟; (1.56)

– для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝑟 при 𝑟 = 1, 2, ... i 𝛿 ≥ 2𝜋𝑛−1 виконується

точна нерiвнiсть

𝐸(𝑓, 𝑆1
2𝑛,𝑚)1 ≤

2‖𝜙1,𝑟+1‖∞
𝑛𝑟

𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)∞, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1. (1.57)

До цього мова йшла про обчислення точних констант в нерiвностях

типу Джексона при наближеннi фiксованими пiдпросторами. Розгляне-

мо задачу мiнiмзацiї цих констант за всiма пiдпросторами фiксованої

розмiрностi. Нехай 𝑋𝑟
𝑞 є 𝐿𝑟𝑞, якщо 𝑞 < ∞ i 𝑋𝑟

𝑞 є 𝐶𝑟, якщо 𝑞 = ∞. Ми

також вважаємо, що 𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)∞ = 𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)𝐶 для неперервної функцiї 𝑓 .

Покладемо для 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝

𝜅𝑟(𝐻, 𝛿)𝑝,𝑞 = sup

{︂
𝐸(𝑓,𝐻)𝑝
𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)𝑞

: 𝑓 ∈ 𝑋𝑟
𝑞 , 𝑓 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

}︂
,

тобто 𝜅𝑟(𝐻, 𝛿)𝑝,𝑞 – найменша константа 𝜅 в нерiвностi

𝐸(𝑓,𝐻)𝑝 ≤ 𝜅𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)𝑞.

Розглянемо задачу обчислення величин

𝜅𝑛,𝑟(𝛿)𝑝,𝑞 = inf{𝜅𝑟(𝐻, 𝛿)𝑝,𝑞 : 𝐻 ⊂ 𝐿𝑞, dim𝐻 ≤ 𝑛} (1.58)
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Пiдпростори, що реалiзують inf в правiй частинi (1.58), називаються

екстремальними пiдпросторами в задачi мiнiмiзацiї констант Джексона.

Зазначимо, що для всiх 𝑛, 𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞,

𝜅𝑛,𝑟(𝛿)𝑝,𝑞 ≥
1

2
𝑑𝑛(̃︁𝑊 𝑟

𝑞 , 𝐿𝑝) =
1

2
𝑑𝑛(𝑊

𝑟
𝑞 , 𝐿𝑝), (1.59)

де ̃︁𝑊 𝑟
𝑞 = 𝑊 𝑟

𝑞 , якщо 𝑞 <∞ i ̃︁𝑊 𝑟
∞ = {𝑓 ∈ 𝑊 𝑟

∞ : 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐶}.
Нерiвнiсть

𝜅𝑛,𝑟(𝛿)𝑝,𝑞 ≥
1

2
𝑑𝑛(̃︁𝑊 𝑟

𝑞 , 𝐿𝑝)

при 𝑞 <∞ вiдзначена А. О. Лiгуном (див. [152], нерiвнiсть (101)), нерiв-

нiсть

𝜅𝑛,𝑟(𝛿)𝑝,∞ ≥ 1

2
𝑑𝑛(̃︁𝑊 𝑟

∞, 𝐿𝑝)

доводиться аналогiчно. Рiвнiсть

1

2
𝑑𝑛(̃︁𝑊 𝑟

𝑞 , 𝐿𝑝) =
1

2
𝑑𝑛(𝑊

𝑟
𝑞 , 𝐿𝑝), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

очевидна. Iз спiвставлення нерiвностей (1.56) i (1.57) з (1.59) випливає,

що для 𝑟 = 1, 3, 5, ... i 𝛿 ≥ 𝜋𝑛−1

𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,1 = 𝜅𝑟(𝑆
1
2𝑛,𝑚, 𝛿)1,1 =

‖𝜙1,𝑟‖∞
2𝑛𝑟

, 𝑚 ≥ 𝑟, (1.60)

а для 𝑟 = 1, 2, ... i 𝛿 ≥ 2𝜋𝑛−1

𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,∞ = 𝜅𝑟(𝑆
1
2𝑛,𝑚, 𝛿)1,∞ =

2‖𝜙1,𝑟+1‖∞
𝑛𝑟

, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1. (1.61)

Значить, екстремальними в задачi обчислення величин 𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,1 для

𝑟 = 1, 3, 5, ..., 𝛿 ≥ 𝜋𝑛−1 i 𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,∞ для 𝑟 = 1, 2, ..., 𝛿 ≥ 2𝜋𝑛−1 є пiд-

простори 𝑆1
2𝑛,𝑚.

Зiставляючи тепер спiввiдношення (1.19) теореми 1.2.2 для 𝑝 = 1, а

потiм спiввiдношення (1.41) теореми 1.3.2 для 𝑝 = 1 з теоремою 1.4.1,

отримаємо таке твердження

Теорема 1.4.2. Нехай 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N. Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟1 при

𝑟 = 1, 3, 5, ..., 𝑚 ≥ 𝑟 + 1 i 𝛿 ≥ 𝜋𝑛−1 виконується точна нерiвнiсть

𝐸(𝑓, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = 𝐸(𝑓, 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ))1 ≤
‖𝜙1,𝑟‖∞
2𝑛𝑟

𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)1. (1.62)
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Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝑟 при 𝑟 = 1, 2, ..., 𝑚 ≥ 𝑟 + 2 i 𝛿 ≥ 2𝜋𝑛−1

виконується точна нерiвнiсть

𝐸(𝑓, 𝑆2
2𝑛,𝑚)1 = 𝐸(𝑓, 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ))1 ≤
2‖𝜙1,𝑟+1‖∞

𝑛𝑟
𝜔(𝑓 (𝑟), 𝛿)∞. (1.63)

Iз (1.62), (1.63) i (1.60), (1.61) для 𝑟 = 1, 3, ... i 𝛿 ≥ 𝜋𝑛−1 отримаємо

спiввiдношення

𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,1 = 𝜅𝑟(𝑆
2
2𝑛,𝑚, 𝛿)1,1 = 𝜅𝑟(𝑆

1
2𝑛,𝑚(ℎ), 𝛿)1,1 =

‖𝜙1,𝑟‖∞
2𝑛𝑟

, 𝑚 ≥ 𝑟 + 1,

а для 𝑟 = 1, 2, ... i 𝛿 ≥ 2𝜋𝑛−1 спiввiдношення

𝜅2𝑛,𝑟(𝛿)1,∞ = 𝜅𝑟(𝑆
2
2𝑛,𝑚, 𝛿)1,∞ = 𝜅𝑟(𝑆

1
2𝑛,𝑚(ℎ), 𝛿)1,∞ =

2‖𝜙1,𝑟+1‖∞
𝑛𝑟

, 𝑚 ≥ 𝑟+2.

Отже, пiдпростори 𝑆2
2𝑛,𝑚 i 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ), 0 < ℎ <
2𝜋

𝑛
є екстремальними в

задачi (1.58).

1.5. Нерiвностi Бернштейна для сплайнiв дефекту 2

Нерiвностi Бернштейна вiдiграють важливу роль в багатьох питаннях

теорiї наближень i стосуються характерiзацiї внутрiшнiх властивостей

полiномiв. Мова йде про точну нерiвнiсть [65]

‖𝑇 (𝑘)
𝑛 ‖𝐶 ≤ 𝑛𝑘‖𝑇𝑛‖𝐶 , 𝑘 = 1, 2, ...,

де 𝑇𝑛– довiльний тригонометричний полiном порядку 𝑛.

Бiльш точну оцiнку для норми 𝑘-ї похiдної тригонометричного полi-

нома отримав С. Б. Стєчкiн [191].

Оцiнки 𝑘-ї похiдної тригонометричного полiнома в 𝐿𝑝–метриках здо-

були А. Зiгмунд [303, 102] i Л. В. Тайков [214].

Першi точнi нерiвностi типу Бернштейна для сплайнiв належать

В. М. Тихомирову [226] i Ю. М. Субботiну [201].

Вiдзначимо також дослiдження Ю. М. Субботiна [202], А. О. Лiгу-

на [144, 145, 148] , М. П. Корнєйчука i А. О. Лiгуна [277].
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Огляд i викладення багатьох вiдомих точних нерiвностей типу Берн-

штейна i подальшi посилання можна знайти, наприклад, в [134, 26]. Нашi

результати є аналогами названих дослiджень для сплайнiв дефекту 2.

Вiдзначимо, що для 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟 𝑠

(𝑟−1) може мати розриви (першого роду)

в точках 𝑡𝑘 (𝑘 ∈ Z), i в цих точках ми покладаємо

𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑘) =
1

2

[︁
𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑘 + 0) + 𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑘 − 0)

]︁
.

Найкраще наближення функцiї 𝑓 пiдпростором констант в просторi

𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) позначимо 𝐸(𝑓)𝑝.

Функцiї Бернуллi означаються в такий спосiб (див. [133, c. 72]). 𝐵1(𝑥)–

це 2𝜋-перiодична функцiя, яка на [0, 2𝜋) задається так:

𝐵1(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝜋 − 𝑥

2𝜋
, 𝑥 ∈ (0, 2𝜋),

0, 𝑥 = 0.

Якщо 𝑟 > 1, то 𝐵𝑟(𝑥) є (𝑟 − 1)-й 2𝜋-перiодичний iнтеграл з нульовим

середнiм значенням на перiодi вiд 𝐵1(𝑥).

Покладемо 𝜓𝑛,𝑟(𝑥) = −2𝜋

𝑛𝑟
𝐵𝑟(𝑛𝑥). Вiдзначимо, що 𝜓𝑛,𝑟(𝑥) ∈ 𝑆2

2𝑛,𝑟.

Нами доведенi такi твердження.

Теорема 1.5.1. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2. Для будь-якого сплайна 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟

i будь-якого 𝑗 ∈ Z мають мiсце нерiвностi:

sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟)(𝑡)| ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

· sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝜓′
𝑛,1(𝑡)|; (1.64)

sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)| ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

· sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝜓𝑛,1(𝑡)|; (1.65)

𝜔(𝑠(𝑟−1), (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1)) ≤
𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

· 𝜔(𝜓𝑛,1, (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1)), (1.66)

де 𝜔(𝑓,𝑀) = sup
𝑡′ , 𝑡′′∈𝑀

|𝑓(𝑡′) − 𝑓(𝑡
′′
)| – коливання функцiї 𝑓 на множинi

𝑀 ⊂ R.

Наслiдок 1.5.1. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2. Для будь-якого 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟

2𝜋⋁︁
0

[𝑠(𝑟−1)] ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

2𝜋⋁︁
0

[𝜓𝑛,1(𝑡)]; (1.67)
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‖𝑠(𝑟−1)‖∞ ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

‖𝜓𝑛,1(𝑡)‖∞. (1.68)

Теорема 1.5.2. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2. Для будь-якого 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟 i будь-

якого 𝑗 ∈ Z
𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝑠(𝑟−2)] ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝜓𝑛,2] (1.69)

i, значить,
2𝜋⋁︁
0

[𝑠(𝑟−2)] ≤ 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

2𝜋⋁︁
0

[𝜓𝑛,2]. (1.70)

Теорема 1.5.3. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2. Для будь-якого 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟 i будь-

якого 𝑝 ∈ [1,∞)

‖𝑠(𝑟−1)‖𝑝 ≤
𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

‖𝜓𝑛,1(𝑡)‖𝑝. (1.71)

Зауваження 1.5.1. Очевидно, що нерiвностi (1.64)–(1.71) перетворю-

ються на рiвностi для функцiї 𝑠 = 𝜓𝑛,𝑟 i, значить, є точними.

Доведення теореми 1.5.1. Нехай 𝑠 ∈ 𝑆2
2𝑛,𝑟. Покладемо

𝜙(𝑡) =
𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

𝜓𝑛,𝑟(𝑡).

Завдяки лiнiйностi функцiй 𝜙(𝑟−1) i 𝑠(𝑟−1) на (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1), 𝑗 = 0, 𝑛− 1, спiв-

вiдношення (1.64) i (1.66), випливатимуть iз спiввiдношення (1.65). Тому

для доведення теореми достатньо довести спiввiдношення (1.65), тобто

довести, що для будь-якого 𝑗 = 0, 𝑛− 1

sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)| ≤ sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|. (1.72)

Припустимо, що знайдеться 𝑗0, таке що на iнтервалi (𝑡𝑗0, 𝑡𝑗0+1) спiввiдно-

шення (1.72) не виконується, тобто має мiсце принаймнi одна з нерiвно-

стей:

|𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑗0 + 0)| > |𝜙(𝑟−1)(𝑡𝑗0)|,

|𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑗0 − 0)| > |𝜙(𝑟−1)(𝑡𝑗0+1)|.
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Нехай, для визначеностi, |𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑗0 + 0)| > |𝜙(𝑟−1)(𝑡𝑗0)|. Тодi для прида-

тного 0 < |𝜆| < 1 маємо

𝜆𝑠(𝑟−1)(𝑡𝑗0 + 0) = 𝜙(𝑟−1)(𝑡𝑗0). (1.73)

Покладемо 𝛿(𝑡) = 𝜙(𝑡)−𝛼−𝜆(𝑠(𝑡)−𝛽), де 𝛼 i 𝛽 – константи найкращого

рiвномiрного наближення для функцiй 𝜙(𝑡) и 𝑠(𝑡) вiдповiдно.

Вiдзначимо, що 𝛿(𝑟−1) на кожному з iнтервалiв (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) може змiню-

вати знак не бiльше одного разу, крiм того, змiна знаку у 𝛿(𝑟−1) можлива

при переходi аргумента через точку 𝑡𝑗. В силу (1.73) 𝛿(𝑟−1) не змiнює знак

на (𝑡𝑗0, 𝑡𝑗0+1) i, значить, 𝛿(𝑟−1) має на перiодi не бiльш 2𝑛−1 змiн знаку. З

iншого боку, оскiльки 𝐸(𝜙)∞ > 𝐸(𝜆𝑠)∞, то 𝛿(𝑡) матиме принаймнi одну

змiну знаку мiж будь-якими двома сусiднiми точками екстремуму фун-

кцiї 𝜙(𝑡) − 𝛼. Значить, 𝛿(𝑡) матиме не менше 2𝑛 змiн знаку на перiодi.

Тодi в силу теореми Ролля у 𝛿(𝑟−1) буде також не менше 2𝑛 змiн знаку.

Отримана суперечнiсть доводить, що для довiльного 𝑗 = 0, 𝑛− 1

sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)| ≤ sup
𝑡𝑗<𝑡<𝑡𝑗+1

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|.

Отже (1.65) доведене.

Теорема 1.5.1 доведена.

В силу лiнiйностi функцiй 𝑠(𝑟−1) i 𝜓𝑛,1 на кожному iнтервалi (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1)

i
2𝜋

𝑛
- перiодичностi функцiї 𝜓𝑛,1 iз спiввiдношення (1.65) i (1.66) випли-

вають твердження (1.69) i (1.70) наслiдку 1.5.1.

Доведення теореми 1.5.2. Нехай спочатку промiжок [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] такий,

що 𝑠(𝑟−1) має нуль в (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1). Оскiльки в силу (1.68)

‖𝑠(𝑟−1)‖∞ ≤ ‖𝜙(𝑟−1)‖∞,

i в силу (1.64)

|𝑠(𝑟)(𝑡)| ≤ |𝜙(𝑟)(𝑡)| = 𝐸(𝑠)∞
𝐸(𝜓𝑛,𝑟)∞

, 𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1),

то легко зрозумiти, що для кожного 𝑥 ≥ 0 буде

mes{𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) : |𝜙(𝑟−1)(𝑡)| ≥ 𝑥} ≥
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≥ mes{𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) : |𝑠(𝑟−1)(𝑡)| ≥ 𝑥}. (1.74)

Iз (1.74) одразу випливає, що при всiх 𝑝 ∈ [1,∞)

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡, (1.75)

i, зокрема,
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)| 𝑑𝑡,

отже
𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝑠(𝑟−2)] ≤
𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝜙(𝑟−2)]. (1.76)

Нехай тепер промiжок [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] такий, що 𝑠(𝑟−1) не обертається на нуль

i iнтервалi (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1). В цьому випадку 𝑠(𝑟−2)
⃒⃒
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1] – монотонна функцiя

i, значить,

sup
𝑡𝑗≤𝑡≤𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−2)(𝑡)| = max{|𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗)|, |𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗+1)|}.

Нехай, для визначеностi,

sup
𝑡𝑗≤𝑡≤𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−2)(𝑡)| = |𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗)|.

Вiдзначимо також, що

‖𝜙(𝑟−2)‖∞ = |𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗)| = |𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗+1)|.

Встановимо нерiвнiсть

sup
𝑡𝑗≤𝑡≤𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−2)(𝑡)| = |𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗)| ≤ |𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗)|, (1.77)

звiдки i буде випливати спiввiдношення (1.76) для розглядуваного ви-

падку.

Припустимо, що всупереч (1.77),

sup
𝑡𝑗≤𝑡≤𝑡𝑗+1

|𝑠(𝑟−2)(𝑡)| = |𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗)| > |𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗)|.
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Тодi знайдеться 𝜆, 0 < |𝜆| < 1, таке, що 𝜆𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗) = 𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗) i, значить,

|𝜆𝑠(𝑟−2)(𝑡𝑗+1)| ≤ |𝜙(𝑟−2)(𝑡𝑗+1)|.
Нехай 𝛿(𝑡) = 𝜙(𝑡)− 𝛼− 𝜆(𝑠(𝑡)− 𝛽), де 𝛼 i 𝛽 – константи найкращого

рiвномiрного наближення функцiй 𝜙(𝑡) i 𝑠(𝑡) вiдповiдно.

Оскiльки 𝛿(𝑟−2) ∈ 𝑆2
2𝑛,2 i 𝛿(𝑟−2)(𝑡𝑗) = 0, то 𝛿(𝑟−2) на промiжку [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1]

може мати не бiльше трьох змiн знаку. Тодi на перiодi у 𝛿(𝑟−2) буде не

бiльше 2𝑛− 1 змiни знаку.

З iншого боку, як при доведеннi теореми 1.5.1, переконуємось, що 𝛿(𝑡)

має на перiодi не менше 2𝑛 змiн знаку. Але тодi в силу теореми Ролля

𝛿(𝑟−2)(𝑡) змiнює знак на перiодi не менше 2𝑛 раз.

Отримана суперечнiсть показує правильнiсть нерiвностi (1.77).

Iз (1.77) з урахуванням монотонностi 𝑠(𝑟−2) на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] випливає, що

𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝑠(𝑟−2)] ≤
𝑡𝑗+1⋁︁
𝑡𝑗

[𝜙(𝑟−2)]

також для iнтервалiв, в яких 𝑠(𝑟−1) не має нулiв.

Теорема 1.5.2 доведена.

Доведення теореми 1.5.3. Пiд час доведення теореми 1.5.2 нами

вже встановлено, що якщо 𝑠(𝑟−1) має нуль в (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1), то виконується

нерiвнiсть (1.75). Покажемо, що ця нерiвнiсть виконується i для таких

iнтервалiв, в яких 𝑠(𝑟−1) не має нулiв. Для цього ми покажемо, що для

всiх 𝑥 ∈ [0, 2𝜋/𝑛] має мiсце нерiвнiсть
𝑥∫︁

0

𝑟(𝑠(𝑟−1), 𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑥∫︁

0

𝑟(𝜙(𝑟−1), 𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0, 2𝜋/𝑛], (1.78)

де 𝑟(𝑓, 𝑡) – незростаюча перестановка (див., напр., [133, розд. 3] ) звуже-

ння функцiї |𝑓 | на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] .

Нехай Δ(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝑟(𝜙(𝑟−1), 𝑡) 𝑑𝑡−
𝑥∫︀
0

𝑟(𝑠(𝑟−1), 𝑡) 𝑑𝑡. В розглядуваному ви-

падку обидвi функцiї 𝑟(𝜙(𝑟−1), 𝑡) i 𝑟(𝑠(𝑟−1), 𝑡) лiнiйнi на [0, 2𝜋/𝑛], отже їх

рiзниця або не змiнює знаку на iнтервалi (0, 2𝜋/𝑛) ( i тодi в силу (1.69)
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для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 2𝜋/𝑛) буде 𝑟(𝑠(𝑟−1), 𝑡) ≤ 𝑟(𝜙(𝑟−1), 𝑡)), або змiнює

знак рiвно один раз в точцi 𝑥0 ∈ (0, 2𝜋/𝑛), причому з "+"на "−".

В першому випадку нерiвнiсть (1.78) очевидна. В другому випадку,

оскiльки Δ′(𝑥) = 𝑟(𝜙(𝑟−1), 𝑥) − 𝑟(𝑠(𝑟−1), 𝑥), то Δ(𝑥) зростає на iнтервалi

(0, 𝑥0) i спадає на (𝑥0, 2𝜋/𝑛). Крiм того, Δ(0) = 0 i Δ(2𝜋/𝑛) ≥ 0 (остан-

ня нерiвнiсть справджується в силу (1.69)). Таким чином, рiзниця Δ(𝑥)

невiд’ємна на [0, 2𝜋/𝑛], що еквiвалентне (1.78).

Враховуючи(1.78) i пропозицiю 3.2.5 iз [133], бачимо, що (1.75) має

мiсце також для iнтервалiв (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1), в яких 𝑠(𝑟−1) не має нулiв.

Отже, для довiльного 𝑝 ∈ [1,∞) i довiльного 𝑗 = 0, 𝑛− 1

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 ≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡,

значить,

‖𝑠(𝑟−1)‖𝑝 =

⎛⎜⎝𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝑠(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝

≤

⎛⎜⎝𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝

=

=

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

|𝜙(𝑟−1)(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎠
1
𝑝

= ‖𝜙(𝑟−1)‖𝑝.

Таким чином, остання нерiвнiсть, з огляду на означення функцiї 𝜙, дає

нерiвнiсть (1.71) для всiх 𝑝 ∈ [1,∞).

Теорема 1.5.3 доведена.

Висновки до роздiлу 1

Роздiл 1 присвячено дослiдженню класичних задач наближення класiв

диференцiйовних перiодичних функцiй 𝑊 𝑟𝐹 , старша похiдна яких на-

лежить довiльнiй перестановочно-iнварiантнiй множинi 𝐹 . Вiдзначимо,

що до Π–iнварiантних множин вiдноситься достатньо велика кiлькiсть
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розглядуваних в теорiї апроксимацiї множин, отже такий пiдхiд дозво-

ляє iстотно збiльшити запас наближуваних класiв у порiвняннi зi стан-

дартними класами Соболєва. Крiм того, в даному роздiлi розглянуто

наближення класiв функцiй 𝑊 𝑟𝐻𝜔, обмеження на старшу похiдну яких

задаються опуклим вгору модулем неперервностi 𝜔(𝑡).

В даному роздiлi отримано точнi значення найкращих наближень кла-

сiв 𝑊 𝑟𝐹 пiдпросторами сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚 порядку 𝑚 ≥ 𝑟 дефекту 2 з вузла-

ми в точках
2𝑘𝜋

𝑛
, 𝑘 ∈ Z, а також точнi значення найкращих наближень

класiв 𝑊 𝑟𝐻𝜔 такими сплайнами порядку 𝑚 ≥ 𝑟 + 1.

Отримано точнi значення найкращих наближень класiв 𝑊 𝑟𝐹 i 𝑊 𝑟𝐻𝜔

пiдпросторами сплайнiв 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) порядку 𝑚 ≥ 𝑟+1 дефекту 1 з вузлами

в точках
2𝑘𝜋

𝑛
i
2𝑘𝜋

𝑛
+ ℎ, 𝑘 ∈ Z, ℎ ∈

(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
.

Показано, що сплайни 𝑆2
𝑛,𝑚 є екстремальними для поперечникiв за

Колмогоровим 𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) для 𝑚 ≥ 𝑟 i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) для 𝑚 ≥ 𝑟+1, а

сплайни 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ) є екстремальними для поперечникiв за Колмогоровим

𝑑2𝑛(𝑊
𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1) при 𝑚 ≥ 𝑟 + 1.

Отриманi результати, а також деякi iдеї, використанi для їх доведе-

ння дали можливiсть одержати точнi нерiвностi типу Бернштейна для

сплайнiв 𝑆2
𝑛,𝑚 i нерiвностi типу Джексона для сплайнiв 𝑆2

𝑛,𝑚 i 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ).

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах: [36, 37, 39, 42, 34, 35,

40, 257] (див. також роботи [4, 5, 6, 10, 28, 29, 31, 33] зi списку публiкацiй

здобувача на с. 10–15).
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РОЗДIЛ 2

Найкращi несиметричнi наближення класiв згорток

узагальненими сплайнами

2.1. Розвиток iдей i методiв в задачах наближення функцiо-

нальних класiв

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 i чисел 𝛼, 𝛽 ≥ 0 покладемо

‖𝑓‖𝑝;𝛼,𝛽 = ‖𝛼𝑓+ + 𝛽𝑓−‖𝑝,

де

𝑓±(𝑥) = max{±𝑓(𝑥), 0}.

Несиметричнi норми у зв’язку з деякими задачами теорiї наближень,

переважно в просторi С, розглядались М. Г. Крейном (стаття IV в кни-

зi [11]; див. також [137]).

Якщо 𝐻 – пiдмножина 𝐿𝑝 i 𝛼, 𝛽 > 0, то величину

𝐸(𝑓,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 := inf
ℎ∈𝐻

‖𝑓 − ℎ‖𝑝;𝛼,𝛽. (2.1)

назвемо найкращим (𝛼, 𝛽)-наближенням функцiї 𝑓 множиною 𝐻 в ме-

трицi 𝐿𝑝.

Задача найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення класу функцiй 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 мно-

жиною 𝐻 полягає в тому, щоб знайти величину

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 = sup
𝑓∈𝑀

𝐸(𝑓,𝐻)𝑝;𝛼,𝛽. (2.2)

Нехай фiксовано множину 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝. Функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 поставимо у вiдпо-

вiднiсть пiдмножини:

𝐻+
𝑓 = {𝑢(𝑡) : 𝑢 ∈ 𝐻, 𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋},

𝐻−
𝑓 = {𝑢(𝑡) : 𝑢 ∈ 𝐻, 𝑢(𝑡) ≥ 𝑓(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋}.

Величини

𝐸±(𝑓,𝐻)𝑝 :=

{︃
inf{‖𝑓 − 𝑢‖𝑝 : 𝑢 ∈ 𝐻±

𝑓 }, 𝐻±
𝑓 ̸= ∅,

∞, 𝐻±
𝑓 = ∅
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i

𝐸±(𝑀,𝐻)𝑝 := sup
𝑓∈𝑀

𝐸±(𝑓,𝐻)𝑝

називаються найкращим наближенням знизу (+) i зверху (−) функцiї

𝑓 ∈ 𝐿𝑝 i класу 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 вiдповiдно.

Покладаючи в формулах (2.1) i (2.2) 𝛼 = 𝛽 = 1, отримаємо найкра-

щi 𝐿𝑝-наближення без обмежень (позначення 𝐸(𝑓,𝐻)𝑝 i 𝐸(𝑀,𝐻)𝑝), а

спрямовуючи 𝛼 або 𝛽 до +∞ найкраще наближення зверху або знизу

(див.[14, теорема 2]) вiдповiдно функцiї 𝑓 i класу 𝑀 . Отже, сiм’я задач

найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення "iнтерполює" задачi найкращого i най-

кращого одностороннього наближень i дозволяє розглядати їх з загаль-

ної точки зору. У зв’язку з цiєю властивiстю нижче будемо припускати

для 𝛼 або 𝛽 значення +∞, тобто будемо ототожнювати в цих випадках

найкращi (𝛼, 𝛽)-наближення з найкращими одностороннiми наближення-

ми. Вiдзначимо, що вивчення задач найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення при

𝛼, 𝛽 < ∞ має, звичайно, i самостiйний iнтерес. Загальнi задачi набли-

ження з "несуворими" обмеженнями розглядав В. Ф. Бабенко [16, 17].

Йому належать основнi результати цього напряму дослiджень.

Вiдзначимо, що близькi питання (апроксимацiї зi знакочутливою ва-

гою) розглядаються Є. П. Долженком i Є. А. Севастьяновим та iн. (див.,

наприклад, [92, 93]).

Позначимо через 𝑇2𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, ..., – простiр тригонометричних полi-

номiв порядку не вище 𝑛− 1.

Згортку 𝐾 * 𝜙 функцiї 𝐾 ∈ 𝐿1 i 𝜙 ∈ 𝐿1 означимо рiвнiстю

(𝐾 * 𝜙)(𝑥) =
2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡.

Для ядра 𝐾 покладемо

𝑀(𝐾) = {𝑚 ∈ Z : �̂�𝑚 = (2𝜋)−1

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑡)𝑒−𝑖𝑚𝑡 𝑑𝑡 = 0},
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i будемо надалi вважати, що 𝑀(𝐾) порожня або скiнченна множина.

Якщо 𝑀 ∈ Z – скiнченна центрально-симетрична множина, то через

𝑇 (𝑀) позначимо лiнiйний простiр тригонометричних полiномiв виду

𝑇 (𝑥) =
∑︁
𝑚∈𝑀

𝑐𝑚𝑒
𝑖𝑚𝑥, 𝑐−𝑚 = 𝑐𝑚

(якщо 𝑀 = ∅, то 𝑇 (𝑥) ≡ 0). Якщо 𝑀 = {−(𝑛− 1), ...,−1, 0, 1, ..., 𝑛− 1},
то 𝑇 (𝑀) = 𝑇2𝑛−1.

Нехай задане ядро 𝐾 i множина 𝐹 ⊂ 𝐿1. Через 𝐾 *𝐹 позначимо клас

функцiй виду

𝑓(𝑥) = 𝑇 (𝑥) + (𝐾 * 𝜙)(𝑥), 𝑇 ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾)), 𝜙 ∈ 𝐹, 𝜙⊥𝑇 (𝑀(𝐾)). (2.3)

У подальшому ми розглядаємо задачi наближення для класiв типу

𝐾 * 𝐹 , частинними випадками яких є рiзнi важливi для теорiї набли-

жень класи функцiй.

Для ядра 𝐾 покладемо 𝜇 = 𝜇(𝐾) = 0, якщо 0 /∈ 𝑀(𝐾) i

𝜇 = 𝜇(𝐾) = 1, якщо 0 ∈𝑀(𝐾).

Наведемо приклади конкретних ядер i функцiональних класiв.

Нехай

𝐵𝑟(𝑥) = 𝜋−1
∞∑︁
𝑚=1

𝑚−𝑟 cos(𝑚𝑥− 𝜋𝑟/2), 𝑟 = 1, 2, ...−

ядра Бернуллi.

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿1 , то 𝐵𝑟 *𝐹 = 𝑊 𝑟𝐹 – клас функцiй, що мають локально-

абсолютно неперевну похiдну 𝑓 (𝑟−1) (𝑓 (𝑟−1) ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐) i такi, що 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐹 .

Вiдзначимо, що якщо

𝐹 = 𝑊 0
𝑝 = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝 : ‖𝑓‖𝑝 ≤ 1},

то 𝐵𝑟 * 𝐹 = 𝑊 𝑟
𝑝 – стандартний для теорiї наближень клас Соболєва.

Неперевне на (0, 2𝜋) i таке, що не є тригонометричним полiномом

ядро 𝐾 будемо називати 𝐶𝑉𝐷-ядром (i писати 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷), якщо

𝜈(𝑎𝜇+𝐾 * 𝜙) ≤ 𝜈(𝜙) ∀𝜙 ∈ 𝐶, 𝜙⊥𝜇, 𝑎 ∈ R (тут i скрiзь нижче 𝜈(𝑔) –
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число змiн знаку на перiодi у 2𝜋-перiодичної функцiї 𝑔). Очевидно, що

𝐵𝑟 ∈ 𝐶𝑉𝐷. Ряд питань теорiї 𝐶𝑉𝐷-ядер викладений в [285, 272].

Нехай Δ ∈ (0, 2𝜋]. Якщо для будь-яких 𝜙 ∈ 𝐶, 𝜙⊥𝑇 (𝑀) i 𝑇 ∈ 𝑇 (𝑀)

таких, що 𝑇 +𝐾 * 𝜙 має нулi в кожному iнтервалi довжини Δ, спра-

ведлива нерiвнiсть 𝜈(𝑇 + 𝐾 * 𝜙) ≤ 𝜈(𝜙), то ядро 𝐾 будемо називати

𝐶𝑉 𝐷[Δ]-ядром i писати 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ]. Зауважимо, що, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷,

то 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ] для будь-якого Δ ∈ (0, 2𝜋].

Нехай 𝒫𝑟 – алгебраїчний полiном степеня 𝑟 = 1, 2, ... з дiйсними кое-

фiцiєнтами. Покладемо

𝐵(𝒫𝑟;𝑥) = (2𝜋)−1
∞∑︁

𝑚=−∞

′

𝑒𝑖𝑚𝑥/𝒫𝑟(𝑖𝑚)

(пiдсумовування в
∑︀′ ведеться за такими 𝑚, для яких 𝒫𝑟(𝑖𝑚) ̸= 0).

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿1, то

𝐵(𝒫𝑟; ·) * 𝐹 = 𝑊 (𝒫𝑟;𝐹 )−

це клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶 таких, що 𝑓 (𝑟−1) ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐 i 𝒫𝑟(𝑑/𝑑𝑥)𝑓 ∈ 𝐹 . Якщо

всi коренi 𝒫𝑟 дiйснi, то 𝐵(𝒫𝑟; ·) ∈ 𝐶𝑉𝐷. Якщо це не так, то знайдеться

Δ ∈ (0, 2𝜋], для якого 𝐵(𝒫𝑟; ·) ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ].

Ядра (ℎ > 0)

𝐴ℎ(𝑥) = (2𝜋)−1
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑒𝑖𝑚𝑥/𝑐ℎ(𝑚ℎ),

𝐺ℎ(𝑥) = (2𝜋)−1
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑒𝑖𝑚𝑥−𝑚

2ℎ

є 𝛿-видними (при ℎ→ 0) 𝐶𝑉𝐷-ядрами.

Нехай для 𝑛, 𝑟 ∈ N, як i ранiше, через 𝑇2𝑛−1 позначено простiр три-

гонометричних полiномiв степеня не вище 𝑛 − 1, а через 𝑆1
2𝑛,𝑟 – простiр

2𝜋-перiодчних полiномiальних сплайнiв порядку 𝑟 дефекту 1 з вузлами

в точках 𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 ∈ Z.

Нехай 𝜙𝜆,𝑚(𝛼, 𝛽; 𝑡) (𝛼, 𝛽 > 0, 𝜆 > 0, 𝑚 ∈ N) – 2𝜋/𝜆-перiодичний

iнтеграл порядку 𝑚 з нульовим середнiм значенням на перiодi вiд парної
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2𝜋/𝜆-перiодичної функцiї 𝜙𝜆,0(𝛼, 𝛽; 𝑡), яка для 𝑡 ∈
[︁
0,
𝜋

𝜆

)︁
визначається в

такий спосiб

𝜙𝜆,0(𝛼, 𝛽; 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋𝛽

𝜆(𝛼 + 𝛽)
,

−𝛽, 𝜋𝛽

𝜆(𝛼 + 𝛽)
< 𝑡 ≤ 𝜋

𝜆
.

Для 𝛼 = 𝛽 = 1 замiсть 𝜙𝜆,𝑚(𝛼, 𝛽; 𝑡) будемо писати 𝜙𝜆,𝑚(𝑡).

У випадку max{𝛼, 𝛽} = ∞ Покладаємо

(𝐾 * 𝜙𝑛,0(1,∞))(𝑥) =

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝜋

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑚=0

𝐾(𝑥− 2𝑚𝜋/𝑛).

Зрозумiло, що при 𝛽 → ∞ буде

‖𝐾 * 𝜙𝑛,0(1, 𝛽)±‖∞ → ‖𝐾 * 𝜙𝑛,0(1,∞)±‖∞.

В роздiлi 1 ми розглядали питання щодо найкращих наближень до-

статньо загальних класiв 𝑊 𝑟𝐹 = 𝐵𝑟 * 𝐹 , де 𝐹– довiльна Π–iнварiантна

множина, конкретними апроксимуючими пiдпросторами, а також пита-

ння обчислення поперечникiв цих класiв.

Вiдзначимо, що iстотно доповнити запас класiв функцiй ми можемо,

розглядаючи замiсть згорток з ядрами Бернуллi згортки з iншими (бiльш

загальними) ядрами.

Загальну теорiю найкращих наближень тригонометричними полiно-

мами класiв 𝐾 *𝑊 0
∞ i 𝐾 *𝑊 0

1 в метриках 𝐶 i 𝐿1 вiдповiдно побудував

С. М. Нiкольський [163].

Для важливих сукупностей ядер найкращi наближення класiв 𝐾*𝑊 0
∞

i 𝐾 * 𝑊 0
1 в метриках 𝐶 i 𝐿1 були знайденi В. К. Дзядиком [83]–[87],

С. Б. Стєчкiним [193], Сунь Юншеном [212, 213], К. I. Бабенком [59, 62]

(див. також [63, розд. 3, §1]).

Задача обчислення поперечникiв класiв згорток з CVD-ядрами i кла-

сiв, що задаються за допомогою диференцiальних операторiв зi сталими

коефiцiєнтами, розглядалась в роботах А. Пiнкуса [292], В. Т. Шевалдi-

на [237, 238].
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Починаючи з робiт Ж. Фройда [267] i Т. Ганелiуса [268], низка точних

оцiнок отримана для одностороннiх наближень класiв функцiй полiнома-

ми (див. роботи В. Г. Доронiна [96], В. Г. Доронiна i А. О. Лiгуна [99]),

а також сплайнами мiнiмального дефекта (див. роботи В. Г. Доронiна

i А. О. Лiгуна [97, 98]). Достатньо повно викладення матерiалу з цих

питань i вiдповiдна бiблiографiя поданi в [135].

Найбiльш загальнi результати в цьому напрямi полягають в наступно-

му. Нехай 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑟 = 0, 1, ..., Δ ∈ (0, 2𝜋], 𝛼, 𝛽 ∈ (0,∞]. Нехай також

𝐾 є 𝐶𝑉𝐷[Δ]-ядром, 𝐹 – перестановочно-iнварiантною пiдмножиною в

𝐿1 i 𝐻 є 𝑇2𝑛−1 або 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟. Тодi, якщо 𝑛 ≥ 2𝜋

Δ
настiльки велике, що

𝐻 ⊃ 𝑇 (𝑀(𝐾)), то

𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐻)1;𝛼,𝛽 = sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·); 𝑡) 𝑑𝑡. (2.4)

Зокрема, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, то рiвнiсть (2.4) правильна при всiх 𝑛. Ре-

зультат (2.4) отримав В. Ф. Бабенко [16].

Для 𝐾 ∈ 𝐶𝑉 𝐷 cправедлива також рiвнiсть

𝑑2𝑛−1(𝐾 * 𝐹,𝐿1) = 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1) =

= sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝑡)) 𝑑𝑡. (2.5)

При цьому простори 𝑇2𝑛−1 є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛−1(𝐾 * 𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1), а простори 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟 (𝑟 = 0, 1, ...) –

для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

У випадку 𝐹 = 𝑊 0
𝑝 результат (2.5) належить А. Пiнкусу [292], а у

випадку довiльної Π - iнварiантної множини 𝐹 – В. Ф. Бабенку [17].

В даному роздiлi ми отримаємо точнi значення найкращих наближень

класiв згорток 𝐾 * 𝐹 (𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝐹–довiльна Π–iнварiантна множина)

пiдпросторами 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑟 i найкращих несиметричних наближень класiв

згорток 𝐾 * 𝐹 (𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝐹–довiльна Π–iнварiантна множина) пiд-

просторами 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) (0 < ℎ <

2𝜋

𝑛
), де 𝑆2

2𝑛,𝑟 (𝑛, 𝑟 ∈ N)– простори
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2𝜋-перiодичних полiномiальних сплайнiв порядку 𝑟 дефекту 2, з вузла-

ми в точках
2𝑗𝜋

𝑛
, 𝑗 ∈ Z, означенi в пiдроздiлi 1.2, а 𝑆1

2𝑛,𝑟(ℎ) – простори

2𝜋-перiодичних полiномiальних сплайнiв порядку 𝑟 дефекту 1, з вузлами

в точках
2𝑗𝜋

𝑛
i
2𝑗𝜋

𝑛
+ ℎ, 𝑗 ∈ 𝑍, означенi в пiдроздiлi 1.3.

2.2. Найкращi наближення класiв згорток узагальненими

сплайнами на основi сплайнiв дефекту 2 з рiвномiрно

розподiленими вузлами

Нехай 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷– задане ядро, 𝐹– довiльна Π–iнварiантна множина.

Даний пiдроздiл присвячено знаходженню точних значень найкращих

𝐿1-наближень класiв 𝐾 * 𝐹 пiдпросторами 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘 (𝑛, 𝑘 ∈ N).

Основним результатом пiдроздiлу є

Теорема 2.2.1. Нехай 𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝐹 – Π-iнварiантна пiдмно-

жина в 𝐿1. Тодi для будь-якого 𝑛 ∈ N виконується рiвнiсть

𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘)1 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0; 𝑡) 𝑑𝑡. (2.6)

Cпiввiдношення (2.6) разом з рiвнiстю (2.5) показують, що пiдпросто-

ри 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘 є екстремальними для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

Вагому роль при доведеннi теореми 2.2.1 буде вiдiгравати наступна

лема, що пояснює змiст ортогональностi функцiї 𝑓 пiдпростору 𝐾 *𝑆2
2𝑛,𝑘.

Покладемо 𝑡𝑗 =
2𝑗𝜋

𝑛
, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.

Лема 2.2.1. Для того, щоб 2𝜋-перiодична функцiя 𝑓 ∈ 𝐿1 була орто-

гональна простору 𝐾 *𝑆2
2𝑛,𝑘 (𝑘 ∈ N, 𝐾 ∈ 𝐶𝑉 𝐷) необхiдно i достатньо,

щоб виконувались рiвностi:

(𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓)(𝑡1) = (𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓)(𝑡2) = ... = (𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓)(𝑡𝑛)

i

((𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓))′ = ((𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓))′ = ... = ((𝐵𝑘+1*𝐾(−·)*𝑓))′ = 0.
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Нам знадобиться також таке твердження

Лема 2.2.2. Нехай 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷. Якщо 𝑓 ∈ 𝐵𝑙 *𝐾 *𝑊 0
∞ (𝑙 = 1, 2, ...) i при

деякому 𝑛 ∈ N виконується нерiвнiсть

‖𝑓±‖𝐶 ≤ ‖(𝐵𝑙 *𝐾 * 𝜙𝑛,𝑜)±‖𝐶 ,

то функцiя 𝑓 має 𝜇-властивiсть вiдносно функцiї 𝐵𝑙 *𝐾 * 𝜙𝑛,0(𝑡).

Означення 𝜇-властивостi див. в [133, c.109].

Крiм того при доведеннi теореми 2.2.1 нами iстотно буде використо-

вуватись така теорема, яка має i самостiйний iнтерес.

Теорема 2.2.2. Нехай 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝑛, 𝑙 ∈ N, 𝑙 ≥ 2, 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛 для

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛. Нехай ̃︀𝜙(𝑡) = 𝐵𝑙*𝐾(−·)*𝜙𝑛,0(𝑡+𝛼)+‖𝐵𝑙*𝐾(−·)*𝜙𝑛,0‖∞, де

𝛼 обрано з умови ̃︀𝜙(0) = 0. Тодi для будь-якої функцiї 𝑔 ∈ 𝐵𝑙*𝐾(−·)*𝑊 0
∞

такої, що

𝑔(𝑡1) = 𝑔(𝑡2) = ... = 𝑔(𝑡𝑛)

i

𝑔′(𝑡1) = 𝑔′(𝑡2) = ... = 𝑔′(𝑡𝑛) = 0,

мають мiсце твердження:

а) ∀𝑡 ∈ R |𝑔(𝑡) − 𝑔(0)| ≤ ̃︀𝜙(𝑡), притому, якщо |𝑔(𝑡) − 𝑔(0)| вiдмiнна вiд̃︀𝜙(𝑡), то знак рiвностi має мiсце лише в точках 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛;

b) ‖𝑔(𝑘)± ‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑙−𝑘 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0)±‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙.

Спочатку ми доведемо леми 2.2.1 i 2.2.2, потiм теорему 2.2.2, а вже

потiм теорему 2.2.1.

Доведення леми 2.2.1. Вiдомо, (див. [133, наслiдок 2.3.6]), що будь-

який сплайн 𝑠 iз 𝑆2
2𝑛,𝑘 в єдиний спосiб зоражується у виглядi

𝑠(𝑡) = 𝑎0 +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑗) +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝐵𝑘(𝑡− 𝑡𝑗), (2.7)

де

𝑎0 =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡,
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0,
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𝐵𝑚(𝑡) 𝑚 = 1, 2, ... − ядро Бернуллi.

Тодi будь-який елемент 𝐾 * 𝑠 ∈ 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘 можна зобразити у виглядi

𝐾 * 𝑠(𝑡) = 𝑎0𝜇+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡, (2.8)

де
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0.

Нехай 𝑓⊥𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘, тобто

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑡)(𝐾 * 𝑠)(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 для будь-якого

𝐾 * 𝑠 ∈ 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘. Насамперед вiдзначимо, що оскiльки 𝐾 *𝑆2

2𝑛,𝑘 мiстить

константи, то 𝑓⊥1. З урахуванням (2.8) отримаємо

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥)
(︁
𝑎0𝜇+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡
)︁
𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥)𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡 𝑑𝑥+

+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥)𝐾(𝑥− 𝑡)𝐵𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) 𝑑𝑡 𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐵𝑘+1(𝑡−𝑡𝑗)(𝐾(−·)*𝑓)(𝑡) 𝑑𝑡+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

2𝜋∫︁
0

𝐵𝑘(𝑡−𝑡𝑗)(𝐾(−·)*𝑓)(𝑡) 𝑑𝑡.

За рахунок довiльностi 𝑎𝑗 i 𝑏𝑗 i парностi (непарностi) ядра Бернулi мо-

жемо написати
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑘+1 * (𝐾(−·) * 𝑓)(𝑡𝑗) +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝐵𝑘 * (𝐾(−·) * 𝑓)(𝑡𝑗) = 0. (2.9)
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Нехай 𝑎1 = 𝑎2 = ... = 𝑎𝑛 = 0, тодi для виконання останньої

рiвностi необхiдно, щоб для довiльного набору 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) бу-

ло
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝐵𝑘 * (𝐾(−·) * 𝑓)(𝑡𝑗) = 0, а ця рiвнiсть можлива, лише якщо

𝐵𝑘 * (𝐾(−·) * 𝑓)(𝑡𝑗) = 0 для всiх 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Нехай тепер 𝑏1 = 𝑏2 = ... = 𝑏𝑛 = 0. Рiвнiсть
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑘+1 * (𝐾(−·) * 𝑓)(𝑡𝑗) = 0 рiвносильна ортогональностi векторiв

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛) i 𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓 = (𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡1),
𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡2), ..., 𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡𝑛)). Умова

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0 видi-

ляє в просторi R𝑛 гiперплощину з нормальним вектором (1, 1, ..., 1),

який в свою чергу, паралельний вектору 𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓 , а значить,

𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡1) = 𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡2) = ... = 𝐵𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑓(𝑡𝑛).
Необхiднiсть встановлена.

В силу спiввiдношення (2.9) i умови
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0 достатнiсть очевидна.

Лема 2.2.1 доведена.

Доведення леми 2.2.2. Припустимо, що 𝑓 не надiлена 𝜇-

властивiстю вiдносно 𝐵𝑙 *𝐾 *𝜙𝑛,0(𝑡), тобто на iнтервалi (𝜏1, 𝜏2) монотон-

ностi 𝐵𝑙 *𝐾 * 𝜙𝑛,0(𝑡) рiзниця 𝐵𝑙*𝐾 *𝜙𝑛,0(𝑡)−𝑓(𝑡+𝛼) при деякому 𝛼 змi-

нює знак всупереч 𝜇-властивостi, а саме з "+"на "− якщо 𝐵𝑙 *𝐾 *𝜙𝑛,0(𝑡)
зростає, або з "−"на "+ якщо 𝐵𝑙 *𝐾 * 𝜙𝑛,0(𝑡) спадає. З мiркувань непе-

рервностi зрозумiло, що цей факт матиме мiсце при достатньо малому

𝜀 > 0 i для рiзницi

𝛿(𝑡) = 𝐵𝑙*𝐾*𝜙𝑛,0(𝑡)−(1−𝜀)𝑓(𝑡+𝛼) = 𝐵𝑙*𝐾*(𝜙𝑛,0(𝑡)−(1−𝜀)𝑓0(𝑡+𝛼)) =

= 𝐵𝑙 *𝐾 * 𝛿0(𝑡),

де 𝑓(𝑡) = 𝑎𝜇+𝐵𝑙 *𝐾 * 𝑓0(𝑡), 𝑓0⊥𝜇, 𝑎 ∈ R.

Оскiльки (1−𝜀)‖𝑓±‖𝐶 < ‖(𝐵𝑙*𝐾*𝜙𝑛,𝑜)±‖𝐶 , то 𝛿(𝑡) в точках 𝜏1 и 𝜏2 має

знак функцiї 𝐵𝑙 *𝐾 *𝜙𝑛,0(𝑡). Це означає, що на iнтервалi (𝜏1, 𝜏2) функцiя

𝛿(𝑡) змiнює знак якнайменше 3 рази, а на перiодi [𝜏1, 𝜏1 + 2𝜋] принаймнi

2𝑛 + 2 рази. Оскiльки 𝐵𝑙 * 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, то число iстотних змiн знаку
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функцiї 𝛿0(𝑡) має бути не менше 2𝑛+2, в той час як (1−𝜀)|𝑓0(𝑡+𝛼)| < 1

i рiзниця 𝛿0(𝑡) = 𝜙𝑛,0(𝑡) − (1 − 𝜀)𝑓0(𝑡 + 𝛼) має на перiодi рiвно 2𝑛 змiн

знаку.

Лему 2 доведено.

Доведення теореми 2.2.2. Нехай ̃︀𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑔(0). Функцiї ̃︀𝜙(𝑡) ĩ︀𝑔(𝑡) мають нулi кратностi 2 в точках 𝑡𝑗, 𝑗 ∈ Z. Для доведення твердження

а) припустимо, що знайдеться 𝑡* таке, що |̃︀𝑔(𝑡*)| > ̃︀𝜙(𝑡*). Для придатного

0 < |𝜆| < 1 отримаємо 𝜆̃︀𝑔(𝑡*) = ̃︀𝜙(𝑡*). Нехай 𝛿(𝑡) = ̃︀𝜙(𝑡)− 𝜆̃︀𝑔(𝑡) =
= 𝑐𝜇 + 𝐵𝑙 * 𝐾(−·) * (𝜙𝑛,0 − 𝜆𝑔0)(𝑡), 𝑔0 ∈ 𝑊 0

∞. Оскiльки ‖𝜆𝑔0‖∞ < 1, а

‖𝜙𝑛,0‖∞ = 1, то на жодному з вiдрiзкiв [𝛼, 𝛽] додатної довжини функцiя

𝛿0(𝑡) = (𝜙𝑛,0 − 𝜆𝑔0)(𝑡), а значить, i 𝛿(𝑡) не перетворюються тотожньо на

нуль, отже всi нулi 𝛿(𝑡) є iзольованими. Зрозумiло, що функцiя 𝛿(𝑡) має

нуль в точцi 𝑡* i нулi кратностi 2 в точках 𝑡𝑗, 𝑗 ∈ Z, тобто всього на

перiодi функцiї 𝛿(𝑡) має принаймнi 2n+1 нуль з урахуванням кратностi.

Тодi у 𝛿′(𝑡) буде принаймнi 2n+1 рiзних нулiв, а у 𝐾(−·) * 𝛿0(𝑡) буде не

менше 2n+2 змiн знаку на перiодi. Проте, 𝛿0(𝑡) = 𝜙0(𝑡) − 𝜆𝑔0(𝑡) має на

перiодi рiвно 2n змiн знаку, що суперечить тому, що 𝐾(−·) ∈ 𝐶𝑉𝐷.

Твердження а) доведене.

Доведемо твердження b). Нехай 𝑡max ∈ (0, 2𝜋) таке, що |̃︀𝑔′+(𝑡max)| =
‖̃︀𝑔′+‖∞, i 𝑗 ∈ Z обране з умови 𝑡max ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1). Припустивши, що

|̃︀𝑔′(𝑡max)| > ‖̃︀𝜙′
+‖∞, ми зможемо вказати таке 0 < |𝜆| < 1, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡max) = ‖̃︀𝜙′
+‖∞ = ̃︀𝜙′(𝑡1max). (2.10)

Крiм того,

𝜆̃︀𝑔′(𝑡𝑗) = 𝜆̃︀𝑔′(𝑡𝑗+1) = ̃︀𝜙′(𝑡𝑗) = ̃︀𝜙′(𝑡𝑗+1) = 0. (2.11)

Зрозумiло, що функцiї 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) i ̃︀𝜙′(𝑡) задовольняють умови теореми

Колмогорова про порiвняння похiдних [113] (див. також [133, теорема

3.3.2]). Враховуючи цю обставину i спiввiдношення (2.10), (2.11), неваж-

ко встановити (достатньо, наприклад, скористатись пропозицiєю 5.6.6

iз [131]), що 𝑡max розташоване мiж 𝑡1max i 𝑡1min, де 𝑡1max i 𝑡1min – точки макси-
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мума i мiнiмума функцiї ̃︀𝜙′(𝑡), що мiстяться в промiжку (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1). Нехай

𝑡0𝑗 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) така, що ̃︀𝜙′(𝑡0𝑗) = 0.

Зрозумiло, що знайдуться точки 𝑡1𝑗 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡
0
𝑗 ], 𝑡2𝑗 ∈ [𝑡0𝑗 , 𝑡𝑗+1] такi, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡1𝑗) = 𝜆̃︀𝑔′(𝑡2𝑗) = 0; 𝑡max ∈ (𝑡1𝑗 , 𝑡
2
𝑗); 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (𝑡1𝑗 , 𝑡

2
𝑗). (2.12)

Знову використовуючи пропозицiю 5.6.6 iз [131], робимо висновок, що

𝑡max − 𝑡1𝑗 ≥ 𝑡1max − 𝑡𝑗

i

𝑡2𝑗 − 𝑡max ≥ 𝑡0𝑗 − 𝑡1max

i значить,

𝑡2𝑗 − 𝑡1𝑗 ≥ 𝑡0𝑗 − 𝑡𝑗,

звiдки

𝑚𝑒𝑠{[𝑡𝑗+1, 𝑡𝑗] ∖ (𝑡2𝑗 , 𝑡1𝑗)} ≤ 𝑚𝑒𝑠{[𝑡0𝑗 , 𝑡𝑗+1]}. (2.13)

В силу пропозицiї 5.6.5 iз [131] з урахуванням того, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) ≥ ̃︀𝜙′(𝑡+ 𝑡1max − 𝑡max), 𝑡 ∈
(︀
𝑡max − (𝑡1max − 𝑡𝑗), 𝑡max + (𝑡0𝑗 − 𝑡1max)

)︀
,

встановлюємо, що
𝑡2𝑗∫︁
𝑡1𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 ≥ 𝑡0𝑗∫︁
𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡𝑗+1∫︁
𝑡0𝑗

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ , (2.14)

i оскiльки
𝑡𝑗+1∫︀
𝑡𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, то⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≥ 𝑡0𝑗∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (2.15)

З iншого боку (тут ми знову використовуєм (2.11) i пропозицiю 5.6.5 iз

[131]) для 𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡
1
𝑗) ∪ (𝑡2𝑗 , 𝑡𝑗+1) отримуємо |𝜆̃︀𝑔′(𝑡)| ≤ |̃︀𝜙′(𝑡)|. Враховуючи

цю нерiвнiсть i (2.13), дiстаємо, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ ∫︁

[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

|̃︀𝜙′(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤
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≤
𝑡𝑗+1∫︁
𝑡0𝑗

|̃︀𝜙′(𝑡)|, 𝑑𝑡 =

𝑡0𝑗∫︁
𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (2.16)

Зiставляючи (2.15) i (2.16), бачимо, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1]∖(𝑡1𝑗 ,𝑡2𝑗 )

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑡0𝑗∫︁

𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡,

але тодi i
𝑡2𝑗∫︁
𝑡1𝑗

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡0𝑗∫︁
𝑡𝑗

̃︀𝜙′(𝑡), 𝑑𝑡. (2.17)

Пригадуючи, що 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) ≥ ̃︀𝜙′(𝑡+ 𝑡1max − 𝑡max) для всiх 𝑡 ∈ [𝑡max −
− (𝑡1max − 𝑡𝑗), 𝑡max + (𝑡0max − 𝑡1max)], бачимо, що рiвнiсть (2.17) може

виконуватись лише у випадку 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) = ̃︀𝜙′(𝑡 + 𝑡1max − 𝑡max) для всiх

𝑡 ∈ [𝑡max − (𝑡1max − 𝑡𝑗), 𝑡max + (𝑡0max − 𝑡1max)], але це неможливо, оскiльки

|𝜆𝑔0(𝑡)| < 1 для майже всiх 𝑡.

Таким чином, ми довели справедливiсть нерiвностi

‖𝑔′±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑙−1 *𝐾(−·)𝜙𝑛,0)±‖∞. (2.18)

Iз (2.18), застосовуючи лему 2.2.2 i теорему 6.1 iз [16], отримаємо, що

‖𝑔′′±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑙−2 *𝐾(−·)𝜙𝑛,0)±‖∞.

Далi, користуючись iндукцiєю, отримаємо

‖𝑔(𝑘)± ‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑙−𝑘 *𝐾(−·)𝜙𝑛,0)±‖∞, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙.

Теорему доведено.

Доведення теореми 2.2.1. Використовуючи теорему двоїстостi

С. М. Нiкольського [163] для найкращого 𝐿1–наближення пiдпростором

(див. також [133, теорема 1.4.1]), отримаємо

𝐸 := 𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘)1 = sup

𝑓∈𝐾*𝐹
sup

‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝐾*𝑆2
2𝑛,𝑘

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =
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= sup
𝑓0∈𝐹,
𝑓0⊥𝜇

sup
‖𝑔‖∞≤1,

𝑔⊥𝐾*𝑆2
2𝑛,𝑘

2𝜋∫︁
0

(𝐾 * 𝑓0)(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

З використанням леми 2.2.1 можемо написати

𝐸 = sup
𝑓0∈𝐹,
𝑓0⊥𝜇

sup
‖𝑔‖∞≤1,

𝐾*𝑔𝑘+1(𝑡1)=...=𝐾*𝑔𝑘+1(𝑡𝑛),

(𝐾*𝑔𝑘+1)
′(𝑡1)=...=(𝐾*𝑔𝑘+1)

′(𝑡𝑛)=0

2𝜋∫︁
0

𝑓0(𝑡)𝐾(−·) * 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝑡𝑗 = 2𝑗𝜋/𝑛, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, 𝑔𝑘+1 – (𝑟 + 1)-а 2𝜋-перiодична первiсна

функцiї 𝑔.

Враховуючи пропозицiю 1.3.4 iз [134], остаточно маємо

𝐸 = sup
‖𝑔‖∞≤1,

𝐾*𝑔𝑘+1(𝑡1)=...=𝐾*𝑔𝑘+1(𝑡𝑛),

(𝐾*𝑔𝑘+1)
′(𝑡1)=...=(𝐾*𝑔𝑘+1)

′(𝑡𝑛)=0

sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·)𝑔, 𝑡) 𝑑𝑡. (2.19)

Використовуючи твердження b) теореми 2.2.2 для 𝑙 = 𝑘, отримаємо

‖(𝐾(−·) * 𝑔1)±‖∞ ≤ ‖(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,1)±‖∞. Отже, виконуються умови тео-

реми 6.2 iз [16], в силу якої має мiсце нерiвнiсть
𝑡∫︁

0

𝑟((𝐾(−·) * 𝑔(𝑡)− 𝜆)±, 𝑢) 𝑑𝑢 ≤
𝑡∫︁

0

𝑟((𝐾(−·) *𝜙𝑛,0(𝑡)− 𝜆)±, 𝑢) 𝑑𝑢 (2.20)

для всiх 𝜆 ∈ R i 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. Використовуючи пропозицiю 1.3.14 iз [134],

можемо написати
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝑔, 𝑡) 𝑑𝑡 ≤
2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0, 𝑡) 𝑑𝑡.

Iз (2.19) i останньої нерiвностi одразу випливає оцiнка зверху для E:

𝐸 ≤ sup
𝑓∈𝐹,
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0, 𝑡) 𝑑𝑡.

Оцiнка знизу очевидно випливає iз нерiвностi

𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1) ≤ 𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑘)1

i спiввiдношення (2.5).

Отже, спiвввiдношення (2.6) доведене.

Теорема доведена.
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2.3. Найкращi несиметричнi наближення класiв згорток

узагальненими сплайнами на основi сплайнiв дефекту

1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами

В даному пiдроздiлi ми розглядаємо наближення класiв 𝐾 * 𝐹 узагаль-

неними сплайнами 𝐾 *𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) (0 < ℎ <

2𝜋

𝑛
, 𝑟 ∈ N). Основний результат

пiдроздiлу мiститься в теоремi

Теорема 2.3.1. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, ℎ ∈ (0, 2𝜋/𝑛), Δ ∈ (0, 2𝜋], 𝛼, 𝛽 ∈ (0;∞].

Нехай також 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝐹 -Π-iнварiантна пiдмножина в 𝐿1. Тодi

якщо 𝑛 ≥ 2𝜋/Δ настiльки велике, що 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) ⊃ 𝑇 (𝑀(𝐾)), то

𝐸(𝐾*𝐹 ;𝐾*𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ))1;𝛼,𝛽 = sup

𝑓∈𝐹
𝑓⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝐾(−·)*𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; 𝑡)Π(𝑓 ; 𝑡) 𝑑𝑡. (2.21)

Зокрема, якщо 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, то рiвнiсть (2.21) правильна для всiх n.

Зiставляючи рiвностi (2.5) i (2.21) при 𝐾 ∈ 𝐶𝑉 𝐷, 𝛼 = 𝛽 = 1, ба-

чимо, що пiдпростори 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) є екстремальними для поперечникiв

𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

Далi покладаємо 𝑡𝑗 =
2𝜋[

𝑗

2
]

𝑛
+ (1− (−1)𝑗)

ℎ

2
, 𝑗 ∈ Z.

Для доведення теореми 2.3.1 нам знадобляться деякi допомiжнi твер-

дження.

Лема 2.3.1. Нехай 𝑟, 𝑛 ∈ N; 𝐾 ∈ 𝐿1, 𝑔 ∈ 𝐿1, ℎ ∈ (0,
2𝜋

𝑛
); 𝑔⊥𝐾 *𝑆1

2𝑛,𝑟(ℎ).

Тодi

1) 𝑔⊥𝑇 (𝑀(𝐾)∪ {0}) i, зокрема, (𝐵𝑘 *𝐾(−·) * 𝑔)(𝑘) = 𝐾(−·) * 𝑔 для всiх

𝑘 = 1, 2, ...;

2) iснує 𝑇𝑔 ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0}) такий, що для 𝑗 = 1, 2, ..., 2𝑛

(𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔(𝑡𝑗))− 𝑇𝑔(𝑡𝑗) = 0.

Ця лема пояснює змiст ортогональностi пiдпростору 𝐾 *𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) i уза-

гальнює вiдоме [135, лема 9.2.1] твердження про функцiї ортогональнi
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𝑆1
2𝑛,𝑟. Доведення леми цiлком аналогiчне доведенню результата В. Ф. Ба-

бенка для пiдпросторiв 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟 [16] (див. також [17]).

Лема 2.3.2. Нехай Δ ∈ (0; 2𝜋]; 𝑛, 𝑟 ∈ N; 𝑛 ≥ 2𝜋

Δ
; 𝛼, 𝛽 ∈ (0,∞);

𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ]. Тодi для
2𝜋

𝑛
-перiодичної функцiї 𝐵𝑟+1*𝐾(−·)*𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·)

iснують числа 𝑎 < 𝑏 < 𝑎+
2𝜋

𝑛
такi, що на iнтервалах (𝑎, 𝑏) i (𝑏, 𝑎+

2𝜋

𝑛
)

вона строго монотонна.

Лему доведено в [17].

Теорема 2.3.2. Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N; 𝛼, 𝛽 ∈ (0,+∞], Δ ∈ (0, 2𝜋];ℎ ∈ (0,
2𝜋

𝑛
).

Нехай також 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝑔⊥𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) i ‖𝑔‖∞;𝛼−1,𝛽−1 ≤ 1. Тодi

якщо 𝑛 ≥ 2𝜋

Δ
настiльки велике, що 𝑇 (𝑀) ⊂ 𝐾 *𝑆1

2𝑛,𝑟(ℎ), то знайдеться

𝑇 ∈ (𝑇 (𝑀) ∪ {0}) такий, що

‖(𝐵𝑟−𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 (𝑘))±‖∞ ≤

≤ ‖(𝐵𝑟−𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))±‖∞, 𝑘 = 1, ..., 𝑟, (2.22)

‖(𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 )±‖∞ ≤ ‖(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))±‖∞, (2.23)

Доведення. Нехай ̃︀𝜙(𝑡) = 𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; 𝑡 + 𝜇) + 𝜂, де 𝜇 i

𝜂 обранi так, щоб ̃︀𝜙(𝑡𝑗) = 0, 𝑗 ∈ Z. Припустимо спочатку, що 𝛼, 𝛽 < ∞.

Покажемо, що для всiх 𝑡 ∈ R

|(𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔)(𝑡)− 𝑇𝑔(𝑡)| ≤ |̃︀𝜙(𝑡)|, (2.24)

де 𝑇𝑔 – полiном iз леми 2.3.1. Припустимо, що ̃︀𝜙(𝑡) > 0 для 𝑡 ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1),

i в цьому iнтервалi не виконується нерiвнiсть

(𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔)(𝑡)− 𝑇𝑔(𝑡) ≤ ̃︀𝜙(𝑡)
(решта випадкiв розглядається аналогiчно).

Нехай 𝑡* ∈ (𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1) таке, що (𝐵𝑟+1*𝐾(−·)*𝑔−𝑇𝑔)(𝑡*) > ̃︀𝜙(𝑡*). Оберемо

0 < 𝜆 < 1 так, щоб 𝜆(𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇𝑔)(𝑡
*) = ̃︀𝜙(𝑡*). Тодi рiзниця

𝛿(𝑡) = 𝜆(𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇𝑔)(𝑡)− ̃︀𝜙(𝑡)
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перетворюється в нуль в точцi 𝑡*, i, оскiльки 𝛿(𝑡𝑗) = 0, 𝑗 ∈ Z, то 𝛿(𝑡)

має на перiодi бiльше 2𝑛 нулiв i нуль в кожному iнтервалi довжини Δ.

Для будь-якого тригонометричного полiнома 𝑇 рiзницю 𝛿(𝑡)− 𝑇 можна

зобразити у виглядi:

𝛿(𝑡)− 𝑇 = 𝜂 − 𝜆𝑇𝑔(𝑡)− 𝑇1 +𝐵𝑟+1 *𝐾(−·)[𝜆𝑔 − 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·+ 𝜇)− 𝑇2](𝑡),

де 𝑇1 ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0}) i 𝑇2⊥𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0}) такi, що

𝜆𝑔 − 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·)⊥𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0})

i, крiм того, −𝛽𝜆 < 𝑔(𝑡) < 𝛼𝜆 для всiх 𝑡.

Полiном 𝑇 можна, очевидно, обрати так, щоб 𝜈(𝛿(𝑡)−𝑇 ) > 2𝑛, 𝛿(𝑡)−𝑇
мала в кожному iнтервалi довжини Δ змiну знака, i для всiх 𝑡 було

−𝛽𝜆1 < 𝜆𝑔(𝑡)− 𝑇2(𝑥) < 𝛼𝜆1, 𝜆 < 𝜆1 < 1.

Нехай 𝛿ℎ(𝑡)– функцiя Стєклова з кроком ℎ функцiї 𝑓 , тодi

𝛿ℎ(𝑡) = (𝜂 − 𝜆𝑇𝑔 − 𝑇1)ℎ(𝑡) +𝐵𝑟+1 *𝐾(−·)(𝜆𝑔 − 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·+ 𝜇)− 𝑇2)ℎ(𝑡).

Якщо ℎ достатньо мале, то 𝛿ℎ(𝑡) має бiльше 2𝑛 змiн знаку на перiодi i

змiнює знак в кожному промiжку довжини Δ. При цьому (𝜂 − 𝜆𝑇𝑔 −
𝑇1)ℎ ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0}); (𝜆𝑔 − 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; · + 𝜇) − 𝑇2)ℎ⊥𝑇 (𝑀(𝐾) ∪ {0});
𝜈((𝜆𝑔 − 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·+ 𝜇)− 𝑇2)ℎ) = 2𝑛. I ми отримали суперечнiсть з тим,

що 𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ].

Нехай далi ̃︀𝑔(𝑡) = (𝐵𝑟+1 *𝐾(−·) * 𝑔−𝑇𝑔)(𝑡). Припустимо, що ̃︀𝜙(𝑡) < 0

для 𝑡 ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+1), 𝑖 ∈ Z. Нехай 𝑡max ∈ (0, 2𝜋) i 𝑡min ∈ (0, 2𝜋) та-

кi, що ̃︀𝑔′(𝑡max) = ‖̃︀𝑔′+‖∞ i ̃︀𝑔′(𝑡min) = −‖̃︀𝑔′−‖∞, а 𝑖 ∈ Z обране з умови

𝑡max ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+2).

Припустивши, що ̃︀𝑔′(𝑡max) > ‖̃︀𝜙′
+‖∞, ми можемо вказати таке

0 < 𝜆 < 1, що

𝜆̃︀𝑔′(𝑡max) = ‖̃︀𝜙′
+‖∞ = ̃︀𝜙′(𝑡1max).

Тут через 𝑡1max < 𝑡1min ми позначаємо точки з промiжка [𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+2], в яких

функцiя ̃︀𝜙′(𝑡) набуває вiдповiдно максимального i мiнiмального значень.

Зрозумiло, що 𝑡1max i 𝑡1min належать промiжку (𝑡2𝑖+1, 𝑡2𝑖+2).
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Покажемо, що 𝑡max ∈ (𝑡1max, 𝑡
1
min). Припустимо, що 𝑡max ≤ 𝑡1max (випадок

𝑡max ≥ 𝑡1min розглядається аналогiчно). Вiдзначимо, що при 0 < 𝜆1 < 𝜆

для функцiй 𝜆1̃︀𝑔′(𝑡) i ̃︀𝜙′(𝑡) виконуються умови теореми 6.1 iз [16], причо-

му 𝜆1̃︀𝑔′(𝑡) ̸= ̃︀𝜙′(𝑡) майже скрiзь.

Позначимо через 𝑡1 найближчий злiва до 𝑡max нуль функцiї ̃︀𝑔′(𝑡), тодi

за допомогою наслiдка 6.1 iз [16], спрямовуючи 𝜆1 до 𝜆, неважко переко-

натись в тому, що

𝑡max − 𝑡1 > 𝑡1max − 𝑡10,

де 𝑡10 – найближчий злiва до 𝑡1max нуль функцiї ̃︀𝜙′(𝑡).

Отже,

𝑡1 < 𝑡max − 𝑡1max + 𝑡10 ≤ 𝑡10

i, крiм того, ∀𝑡 ∈ (𝑡2𝑖, 𝑡2𝑖+1) 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) > ̃︀𝜙′(𝑡). Тодi
𝑡2𝑖+1∫︁
𝑡1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 > 𝑡2𝑖+1∫︁
𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

i ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡2𝑖+1∫︁
𝑡1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ <

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡10∫︁
𝑡2𝑖

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑡2𝑖+1∫︁

𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡,

що суперечить тому факту, що
𝑡2𝑖+1∫︀
𝑡1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Покажемо, що функцiя 𝜆̃︀𝑔′(𝑡) має нуль у промiжку (𝑡2𝑖+1, 𝑡max).

Припускаючи супротивне, аналогiчно попередньому, встановлюємо,

що

𝑡max − 𝑡2𝑖+1 > 𝑡1max − 𝑡2𝑖+1,

𝑡2 − 𝑡max > 𝑡20 − 𝑡1max,

де 𝑡2 – найближчий cправа до 𝑡max нуль функцiї 𝜆̃︀𝑔′(𝑡), причому

𝑡2 ∈ (𝑡max, 𝑡2𝑖+2), а 𝑡20 – найближчий справа до 𝑡1max нуль функцiї ̃︀𝜙′(𝑡).

Крiм того,
𝑡max∫︁

𝑡2𝑖+1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 > 𝑡1max∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡
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i
𝑡2∫︁

𝑡max

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 > 𝑡20∫︁
𝑡1max

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡.

Враховуючи ще той факт, що ̃︀𝑔(𝑡2𝑖+1) = ̃︀𝜙(𝑡2𝑖+1) = 0, отримаємо

𝜆̃︀𝑔(𝑡2) = 𝑡2∫︁
𝑡2𝑖+1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡max∫︁
𝑡2𝑖+1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑡2∫︁
𝑡max

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 >
>

𝑡1max∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑡20∫︁
𝑡1max

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡20∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 = ̃︀𝜙(𝑡20) = ‖̃︀𝜙+‖∞.

Отже, 𝜆̃︀𝑔(𝑡2) > ‖̃︀𝜙+‖∞, що неможливо в промiжку (𝑡max, 𝑡2𝑖+2) i

ми отримали суперечнiсть з (2.24). Таким чином, ми встановили, що

𝑡max ∈ (𝑡1max, 𝑡
1
min), 𝑡1 ∈ (𝑡2𝑖+1, 𝑡max), 𝑡max−𝑡1 > 𝑡1max−𝑡10 i 𝑡2−𝑡max > 𝑡20−𝑡1max.

Отже,

𝑡2 − 𝑡1 > 𝑡20 − 𝑡10, (2.25)

i, враховуючи [16, наслiдок 6.1], маємо:

𝑡2∫︁
𝑡1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 > 𝑡20∫︁
𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡.

Але тодi, з урахуванням умов

𝑡2𝑖+3∫︁
𝑡2𝑖+1

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 i

𝑡2𝑖+3∫︁
𝑡2𝑖+1

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, мусить

виконуватись також нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ > 𝑡20∫︁

𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡. (2.26)

Нехай (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) – складовi iнтервали множини

{𝑡 ∈ (𝑡2𝑖+1, 𝑡2𝑖+3) : ̃︀𝑔′(𝑡) < 0}.

Тодi в силу (2.25)∑︁
𝑘

(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) ≤ 𝑡2𝑖+3 − 𝑡2𝑖+1 − (𝑡2 − 𝑡1) ≤
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≤ 𝑡2𝑖+3 − 𝑡2𝑖+1 − (𝑡20 − 𝑡10) = mes supp̃︀𝜙′
−
⃒⃒
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3) .

Нехай також для кожного 𝑘 число 𝛾𝑘 ≥ 0 таке, що

(𝑎𝑘 + 𝛾𝑘, 𝑏𝑘 + 𝛾𝑘) ⊂ supp̃︀𝜙′
−
⃒⃒
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)(𝑡) . Використовуючи наслiдок 6.1 iз

[16] впевнюємось в тому, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

𝜆̃︀𝑔′(𝑡− 𝛾𝑘) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Зрозумiло, що числа 𝛾𝑘 можна обрати так, щоб iнтервали (𝑎𝑘+𝛾𝑘, 𝑏𝑘+𝛾𝑘)

попарно не перетинались. Тодi маємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑘

𝑏𝑘∫︁
𝑎𝑘

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =∑︁

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

𝜆̃︀𝑔′(𝑡− 𝛾𝑘) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
∑︁
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁

𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′
−(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑘

𝑏𝑘+𝛾𝑘∫︁
𝑎𝑘+𝛾𝑘

̃︀𝜙′
−(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

𝑡20∫︁
𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡.

Отже, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
(𝑡2𝑖+1,𝑡2𝑖+3)∖(𝑡1,𝑡2)

𝜆̃︀𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 𝑡20∫︁

𝑡10

̃︀𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡,

що суперечить (2.26).

Таким чином, доведено справедливiсть нерiвностi

‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′
𝑔)+‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))+‖∞.

Нерiвнiсть

‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′
𝑔)−‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))−‖∞

доводиться аналогiчно. Отже, маємо

‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′
𝑔)±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))±‖∞ (2.27)

Враховуючи (2.27) i лему 2.3.2 неважко перевiрити, що для будь-якого

𝜆 ∈ (0; 1) функцiї 𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·) i 𝜆(𝐵𝑟 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′
𝑔) задо-

вольняють умови теореми 6.1 iз [16], iз якої випливає, що

‖𝜆(𝐵𝑟−1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′′
𝑔 )±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟−1 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))±‖∞.
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Спрямовуючи 𝜆 до 1, iз останньої нерiвностi отримаємо, що

‖(𝐵𝑟−1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 ′′
𝑔 )±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟−1 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽; ·))±‖∞.

Повторюючи цi мiркування необхiдну кiлькiсть разiв, доводимо спра-

ведливiсть (2.22) i (2.23) у випадку 𝛼, 𝛽 <∞.

Нехай тепер max{𝛼, 𝛽} = 𝛽 = ∞. Якщо 𝑔 ∈ 𝐿∞ така, що

‖𝑔‖∞;𝛼−1,𝛽−1 ≤ 1, то знайдеться 𝛽0 ∈ R таке, що −𝛽0 ≤ 𝑔 ≤ 𝛼. Якщо

𝑔⊥𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ), то за вже доведеним

‖(𝐵𝑟−𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇 (𝑘))±‖∞ ≤

≤ ‖(𝐵𝑟−𝑘+1 *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽0; ·))±‖∞, 𝑘 = 1, ..., 𝑟 + 1.

Вiдзначимо тепер, що

‖(𝐵𝑟−𝑘+1*𝐾(−·)*𝜙𝑛,𝑜(𝛼, 𝛽0; ·))±‖∞ ≤ ‖(𝐵𝑟−𝑘+1*𝐾(−·)*𝜙𝑛,𝑜(𝛼,∞; ·))±‖∞.

Теорему доведено.

Теорема 2.3.3. Нехай 𝑛, 𝑟,Δ, 𝛼, 𝛽,𝐾, ℎ такi, як в теоремi 2.3.2 i

‖𝑔‖∞;𝛼−1,𝛽−1 ≤ 1, 𝑔⊥𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ). Тодi знайдеться 𝑇𝑔 ∈ 𝑇 (𝑀(𝐾) ∖ {0})

такий, що для довiльного 𝑥 ∈ [0, 2𝜋]

𝑥∫︁
0

𝑟((𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇𝑔 − 𝜆)±; 𝑡) 𝑑𝑡 ≤
𝑥∫︁

0

𝑟((𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·)− 𝜆)±; 𝑡) 𝑑𝑡.

Зауваження 2.3.1. Вперше твердження такого типу при 𝛼 = 𝛽 i

𝐾 = 𝐵𝑟 з’явились в роботах М. П. Корнєйчука (див. [131, теорема

6.8.1]), потiм в роботах М. П. Корнєйчука i А. О. Лiгуна (див., напр.,

[277]). Випадок 𝐾 = 𝐵𝑟, max(𝛼, 𝛽) = ∞ розглянутий В. Г. Доронiним

i А. О. Лiгуном [135, терема 5.5.2]. У випадку 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], 𝛼, 𝛽 ∈
(0,∞], ℎ =

𝜋

𝑛
теорема 2.3.3 доведена В. Ф. Бабенком [16].

Доведення теореми 2.3.3. Будемо використовувати методи з [16].

За допомогою теореми 2.3.2 неважко встановити, що при всiх 𝜀 ∈ (0; 1)

i всiх достатньо малих ℎ > 0 функцiї 𝐴ℎ * 𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·) i
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𝜀𝐴ℎ *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝜀𝐴ℎ * 𝑇 ′
𝑔 (𝑇𝑔 – полiном, який в теоремi 2.3.2 вiдповiдає

функцiї 𝑔 i ядру 𝐾) задовольняють умовам теореми 6.2 iз [16], отже для

довiльного 𝜆 i 𝑥 ∈ [0, 2𝜋]

𝑥∫︁
0

𝑟((𝜀𝐴ℎ *𝐾(−·) * 𝑔 − 𝜀𝐴ℎ * 𝑇 ′
𝑔 − 𝜆)±; 𝑡) 𝑑𝑡 ≤

≤
𝑥∫︁

0

𝑟((𝐴ℎ *𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·)− 𝜆)±; 𝑡) 𝑑𝑡.

Спрямовуючи спочатку ℎ до нуля, а потiм 𝜀 до одиницi, впевнюємось в

справедливостi теореми.

Теорема доведена.

Доведення теореми 2.3.1. В силу теореми 2.1 iз [16] можемо напи-

сати:

𝐸 = 𝐸(𝐾 * 𝐹,𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ))1 = sup

𝑓∈𝐾*𝐹
sup

‖𝑔‖∞;𝛼−1𝛽−1≤1

𝑔⊥𝐾*𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

= sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

sup
‖𝑔‖∞;𝛼−1𝛽−1≤1

𝑔⊥𝐾*𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

(𝐾 * 𝜙+ 𝑇 )(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

= sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

sup
‖𝑔‖∞;𝛼−1𝛽−1≤1

𝑔⊥𝐾*𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

(𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇𝑔)(𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝑇𝑔 – полiном iз теореми 2.3.3.

Далi, на пiдставi [16, пропозицiя 8.1, 8.2] i теореми 2.3.3, отримаємо

𝐸 = sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

sup
‖𝑔‖∞;𝛼−1𝛽−1≤1

𝑔⊥𝐾*𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ)

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙; 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝑔 − 𝑇𝑔; 𝑡) 𝑑𝑡 ≤

≤ sup
𝜙∈𝐹
𝜙⊥𝜇

2𝜋∫︁
0

Π(𝜙; 𝑡)Π(𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽); 𝑡) 𝑑𝑡.



121

Непокращуванiсть цiєї нерiвностi випливає з [16, пропозицiя 8.1] i
2𝜋

𝑛
-

перiодичностi функцiї 𝐾(−·) * 𝜙𝑛,0(𝛼, 𝛽; ·).
Теорема доведена.

Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 присвячено дослiдженню питань наближення класiв згорток

функцiй з довiльної Π–iнварiантної множини з ядрами, що не збiльшу-

ють кiлькiсть змiн знаку на перiодi. Такий пiдхiд дозволяє значно роз-

ширити набiр наближуваних класiв у порiвняннi з класами згорток з

ядрами Бернуллi (класи диференцiйовних функцiй). Крiм того, разом зi

звичайними наближеннями ми розглядаємо одностороннi наближення i

(𝛼, 𝛽)–наближення. Зокрема, використання (𝛼, 𝛽)–наближеннь дозволяє

охопити одночасно великий клас задач вiд симетричних до односторон-

нiх наближень, розглядаючи їх з єдиної точки зору.

В результатi цих дослiджень було знайдено точнi значення найкра-

щих наближень класiв згорток 𝐾 * 𝐹 , де 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷, 𝐹 – довiльна

перестановочно-iнварiантна множина 2𝜋–перiодичних функцiй, пiдпро-

сторами згорток 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑟 (𝑟 ∈ N), а також точнi значення найкращих

(𝛼, 𝛽)–наближень i найкращих одностороннiх наближень класiв згорток

𝐾 * 𝐹 , 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷[Δ], Δ ∈ (0, 2𝜋], пiдпросторами згорток 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ),

𝑟 ∈ N, ℎ ∈
(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
, ℎ ̸= 𝜋

𝑛
(випадок ℎ =

𝜋

𝑛
був вiдомий).

Вiдзначимо, що згортки зi сплайнами дефекту 2 (𝑆2
2𝑛,𝑟), а також зi

сплайнами дефекту 1 з нерiвномiрно розподiленими вузлами (𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ)) в

задачах такого роду використано вперше.

Отриманi результати показують, що використання такого апарату в

задачах наближення класiв 𝐾 * 𝐹 дає можливiсть iстотно збiльшити

запас пiдпросторiв, що реалiзують поперечники за Колмогоровим цих

класiв в просторi 𝐿1, а саме, пiдпростри 𝐾 *𝑆2
2𝑛,𝑟 i 𝐾 *𝑆1

2𝑛,𝑟(ℎ) у випадку

𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷 разом з пiдпросторами 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟 виявились екстремальними
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для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах: [175, 177, 173, 174]

(див. також роботи [19, 21, 41, 42] зi списку публiкацiй здобувача на

с. 10–15).
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РОЗДIЛ 3

Найкращi вiдноснi наближення функцiональних

класiв i вiдноснi поперечники

3.1. Постановка задач вiдносної апроксимацiї i огляд вiдо-

мих результатiв

В попереднiх роздiлах ми торкнулись лише питань, що стосуються то-

чних значень найкращих наближень функцiональних класiв конкретни-

ми пiдпросторами i поперечникiв за Колмогоровим цих класiв. Звичайно,

здобути точнi рiвностi в таких задачах вдається лише в небагатьох ви-

падках, а отже, є сенс ставити питання про вiдшукання асимптотично

точних, або точних за порядком оцiнок цих величин.

Стосовно порядкової поведiнки вже розглядуваних поперечникiв за

Колмогоровим класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) нам вiдомi такi результати.

Крiм згаданих в роздiлi 1 рiвностей (1.2) i (1.4), для 𝑝 = 𝑞 = ∞ має мiсце

результат, одержаний В. M. Тихомировим [225, 226]:

𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
∞, 𝐿∞) = 𝑑2𝑛(𝑊

𝑟
∞, 𝐿∞) = 𝑛−𝑟. (3.1)

Вiдзначимо, що порядковi оцiнки величин (3.1) були вказанi ранiше

С. Б. Стєчкiним [192].

Ю. I. Маковоз [157] довiв, що при всiх 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ ∞ i 𝑟 ∈ N порядок

поперечникiв буде таким, як (1.2), (1.4) i (3.1):

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞,

але при iнших спiввiдношеннях мiж 𝑝 та 𝑞 поведiнка цих характеристик

є iнакшою. Так для 1 < 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2 i 𝑟 ∈ N маємо

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞) ≍ 𝑛

1
𝑝−

1
𝑞−𝑟, 𝑛→ ∞.

Цей результат належить Р. С. Iсмагiлову (див., напр., [103, 104]).
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Що стосується решти результатiв, то їх здобуто поєднанням зусиль

Б. С. Кашина [110, 111] i В. Є. Майорова [154]:

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞) ≍ 𝑛

1
𝑝−

1
2−𝑟, 𝑛→ ∞,

якщо 1 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑞 ≥ 2 (випадок 𝑝 = 1, 𝑞 = ∞ належить Є. Д. Глускi-

ну [80]) i

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞,

якщо 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞.

Вiдзначимо окремо випадок 𝑝 = 𝑞 (див. [12]): при 𝑟 ∈ N i 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞. (3.2)

Що стосується узагальнення наведених результатiв, багатовимiрних

аналогiв та близьких питань, вiдзначимо роботи К. I. Бабенка [60, 61],

В. М. Темлякова [218, 296], В. М. Тихомирова [224, 228, 229], В. Є. Ма-

йорова [155], А. I. Степанця [189, 190], А. С. Романюка [182].

Важливий клас екстремальних задач теорiї апроксимацiї складають

задачi наближення з обмеженнями на апарат наближення (див., напри-

клад., [135]). Так, крiм обговорених в роздiлi 2 питань односторонньої

апроксимацiї, до цiєї тематики вiдносяться задачi формозберiгаючого на-

ближення, розглядуванi I. О. Шевчуком [240, 241, 293], Ю. М. Субботi-

ним [205]–[207], Д. Лєвiатаном i I. О. Шевчуком [280]–[282], В. М. Ко-

новаловим i Д. Лєвiатаном [274]–[276] та iн., та задачi класзберiгаючого

наближення, розглядуванi Ю. М. Субботiним [200, 204, 205], В. М. Ко-

новаловим [117], В. М. Тихомировим [297], Ю. М. Субботiним i С. О. Те-

ляковським [208]–[211], В. Ф. Бабенком [18]-[21], [245] та iн. Достатньо

широке коло питань, пов’язаних з класзберiгаючими наближеннями ви-

свiтлене в [170]. Задачi локальної сплайн-апроксимацiї за наявностi обме-

жень розглянутi в [239].

Зупинимось детальнiше на питаннях класзберiгачої апроксимацiї.

Нехай 𝐻 – множина в 𝐿𝑝; 𝑀,𝑀 ′ ⊂ 𝐿𝑝 – деякi класи функцiй. Для
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𝑀 ⊂ 𝐿𝑝 величину

𝐸(𝑀,𝐻 ∩𝑀 ′)𝑝 := sup
𝑓∈𝑀

𝐸(𝑓,𝐻 ∩𝑀 ′)𝑝 (3.3)

називають найкращим вiдносним (вiдносно класу 𝑀 ′) наближенням кла-

су 𝑀 множиною 𝐻 в просторi 𝐿𝑝.

Вiдносним поперечником класу 𝑀 в просторi 𝐿𝑝 назвемо величину

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝,𝑀
′) := inf

𝐻𝑛

𝐸(𝑀,𝐻𝑛 ∩𝑀 ′)𝑝, (3.4)

де точна нижня межа береться за всiма пiдпросторами простору 𝐿𝑝, роз-

мiрнiсть яких не перевищує 𝑛.

Величини (3.4) ввiв до розгляду В. М. Коновалов [117]. Згодом цi

характеристики отримали назву поперечникiв за Коноваловим.

Як i для поперечникiв за Колмогоровим, пiдпростори, що реалiзують

iнфiмум в правiй частинi (3.4), називаються екстремальними пiдпросто-

рами для вiдносних поперечникiв, а послiдовнiсть пiдпросторiв {𝐻𝑛},
для якої

𝑑𝑛(𝑀,𝐿𝑝,𝑀
′) ≍ 𝐸(𝑀,𝐻𝑛 ∩𝑀 ′)𝑝, 𝑛→ ∞,

називається екстремальною за порядком.

Зрозумiло, що для будь-якого 𝑟 ∈ N

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) = 𝑑𝑛(𝑊

𝑟
2 , 𝐿2) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞. (3.5)

Проте, порядкова поведiнка вiдносних поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
∞, 𝐿∞,𝑊

𝑟
∞)

i 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
1 , 𝐿1,𝑊

𝑟
1 ) при 𝑛 → ∞ iстотно вiдрiзняється вiд поведiнки колмо-

горiвских поперечникiв (3.2).

В. М. Коноваловим [117] було доведено, что для всiх 𝑟 = 2, 3, ...

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝐿∞,𝑊

𝑟
∞) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (3.6)

Пiзнiше В. Ф. Бабенко [18] встановив, что для 𝑟 = 3, 4...

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝐿1,𝑊

𝑟
1 ) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (3.7)
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Така рiзниця в поведiнцi вiдносних та колмогорiвських поперечни-

кiв викликала iнтерес до дослiдження поведiнки при 𝑛 → ∞ величин

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞,𝑊

𝑟
𝑠 ) для рiзних значень 1 ≤ 𝑝, 𝑞, 𝑠 ≤ ∞. При цьому питан-

ня про поведiнку величин 𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝,𝑊

𝑟
𝑝 ) для 𝑝 ̸= 1, 2,∞ залишається

вiдкритим.

Огляд вiдомих результатiв i подальшi посилання можна знайти, на-

приклад, в [168]–[171], [289].

Вiдзначимо, що для 𝑝 = 1 i 𝑝 = ∞ разом з пiдпросторами тригоно-

метричних полiномiв порядку не вище 𝑛 − 1, якi є екстремальними для

поперечникiв 𝑑2𝑛−1(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟

𝑝 , 𝐿𝑝), екстремальними для попере-

чникiв 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝) є також пiдпростори сплайнiв 𝑆1

2𝑛,𝑚, 𝑚 ≥ 𝑟 − 1 (див.

пiдроздiл 1.1).

Вiдомо також (див. [18, 19, 21]), що пiдпростори 𝑆1
2𝑛,𝑟 є екстремальни-

ми за порядком у спiввiдношеннях (3.6) i (3.7). Крiм того, як випливає

iз результата Ю. М. Субботiна [204], пiдпростори 𝑆1
2𝑛,2𝑟−1 реалiзують по-

перечники 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ).

Наявнiсть таких гарних апроксимативних властивостей у просторiв

𝑆1
2𝑛,𝑚 наводить на думку про застосування їх до розв’язання задач про

поведiнку поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑝,𝑊

𝑟
𝑝 ) i для 𝑝 ̸= 1,∞, а також до iн-

ших задач вiдносної апроксимацiї. Питанням порядкової поведiнки най-

кращих наближень класiв Соболєва пiдросторами сплайнiв мiнiмального

дефекту присвячено пiдроздiл 3.2. Про точнi i асимптотично точнi зна-

чення найкращих вiдносних наближень соболєвських класiв сплайнами

ми поговоримо в пiдроздiлi 3.3.

В четвертому пiдроздiлi наводиться означення слабкого поперечника

за Колмогоровим, який є аналогом звичайного колмогорiвського попе-

речника в просторi функцiй, що мають значення в довiльному банахо-

вому просторi. Такi поперечники введенi до розгляду В. Ф. Бабенком i

С. О. Пiчуговим [55]. Нами вивчається порядкова поведiнка при 𝑛→ ∞
(для випадку 𝐿∞–наближень) послiдовностi вiдносних слабких попере-
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чникiв (цi характеристики введенi в [32]) класiв згорток банаховозначних

функцiй з дiсним ядром.

3.2. Найкращi вiдноснi наближення класiв диференцiйов-

них перiодичних функцiй сплайнами в метрицi 𝐿2

В даному пiдроздiлi ми дослiдимо порядкову поведiнку при 𝑛 → ∞ по-

слiдовностi величин 𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟 ∩ 𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞 при 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑝 ̸= 1, i

покажемо, что насправдi послiдовнiсть пiдпросторiв {𝑆1
2𝑛,𝑟} не є екстре-

мальною за порядком принаймнi для поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) для

𝑟 ≥ 3.

Теорема 3.2.1. Для всiх 𝑟 = 3, 4, ... i 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ 2 виконуються

порядковi рiвностi

𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞 ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞.

Зауваження 3.2.1. Вiдзначимо, що при 𝑝 = 𝑞 = 1 цей результат

одержав В. Ф. Бабенко в [21].

Доведення теореми 3.2.1. Для скорочення запису будемо поклада-

ти

𝐸𝑛 := 𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞.

Нехай 𝑞′ =
𝑞

𝑞 − 1
. Використовуючи теорему двоїстостi для найкращих

𝐿𝑝-наближень опуклою множиною [133, пропозицiя 1.4.1] i враховуючи

ту обставину, що множина 𝑆1
2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 мiстить константи, неважко вста-

новити, що

𝐸𝑛 = sup
𝑓∈𝑊 𝑟

𝑝

sup
‖𝑔‖𝑞′≤1

𝑔⊥1

⎧⎨⎩
2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− sup
ℎ∈𝑆2𝑛,𝑟∩𝑊 𝑟

𝑝

2𝜋∫︁
0

𝑔(𝑡)ℎ(𝑡) 𝑑𝑡

⎫⎬⎭ .

Пiсля 𝑟-кратного iнтегрування частинами, отримаємо

𝐸𝑛 = sup
‖𝑓‖𝑝≤1
𝑓⊥1

sup
𝑔∈𝑊 𝑟

𝑞′

⎧⎨⎩
2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− sup
ℎ∈𝑆2𝑛,𝑟∩𝑊 𝑟

𝑝

2𝜋∫︁
0

𝑔(𝑡)ℎ(𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡

⎫⎬⎭ .
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Враховуючи, що 𝑟-а похiдна сплайна ℎ ∈ 𝑆1
2𝑛,𝑟 кусково стала (на-

буває значення 𝑐𝑘 на iнтервалi
(︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛 , 𝑘𝜋𝑛

)︁
, k=1,...,2n), i покладаючи

𝑐 = (𝑐1, ..., 𝑐2𝑛), умову ℎ ∈ 𝑆1
2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 запишемо у виглядi 𝑐 ∈
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝 · 𝐶,

де

𝐶 :=

{︃
𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐2𝑛) ∈ R2𝑛 :

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 = 0,
2𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑝 ≤ 1

}︃
.

Тепер, використовуючи теорему двоїстостi для найкращого наближення

вектора

⎛⎝ 𝜋
𝑛∫︀
0

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

2𝜋
𝑛∫︀
𝜋
𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, ...,
2𝜋∫︀

(2𝑛−1)𝜋
𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ векторами (𝜆, 𝜆, ..., 𝜆) ∈ R2𝑛,

отримаємо

𝐸𝑛 = sup
𝑔∈𝑊 𝑟

𝑞′

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝐸(𝑔)𝑝′ −
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

sup
𝑐∈𝐶

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟

𝑞′

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩𝐸(𝑔)𝑝
′ −
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

inf
𝜆∈R

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟

𝑞′

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩𝐸(𝑔)𝑝
′ −
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

inf
𝜆∈R

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︂
𝑔(𝑡)− 𝜆𝑛

𝜋

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟

𝑞′

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩𝐸
(︂
𝑔 − 𝜆0(𝑔)𝑛

𝜋

)︂
𝑝′
−
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︂
𝑔(𝑡)− 𝜆0(𝑔)𝑛

𝜋

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,

де 𝜆0(𝑔) таке, що

inf
𝜆∈R

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︂
𝑔(𝑡)− 𝜆𝑛

𝜋

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′

=

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︂
𝑔(𝑡)− 𝜆0(𝑔)𝑛

𝜋

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′

.
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Нехай 𝑊 𝑟,0
𝑝 – клас функцiй 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟

𝑝 , таких що 𝜆0(𝑔) = 0. Враховуючи,

що
(︂
𝑔(𝑡)− 𝜆0(𝑔)𝑛

𝜋

)︂
∈ 𝑊 𝑟,0

𝑝 , можемо написати

𝐸𝑛 = sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩𝐸(𝑔)𝑝
′ −
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . (3.8)

Введемо позначення 𝑔𝑛(𝑡) для 2𝜋-перiодичної функцiї, яка на iнтервалi(︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

)︂
набуває значення

𝑛

𝜋

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘 = 1, ..., 2𝑛. Тодi iз (3.8)

отримаємо

𝐸𝑛 = sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

⎧⎨⎩𝐸(𝑔)𝑝′ −
(︃
𝜋

𝑛

2𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑔𝑛(𝑡)|
𝑝′ 𝑑𝑡

)︃ 1
𝑝′
⎫⎬⎭ =

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

{︁
𝐸(𝑔)𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖𝑝′

}︁
≤ sup

𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

{︁
‖𝑔‖𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖𝑝′

}︁
. (3.9)

За допомогою нерiвностi Гельдера неважко переконатись в тому, що

‖𝑔‖𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖𝑝′ ≥ 0. (3.10)

Застосовуючи теорему Лагранжа, можемо написати

‖𝑔‖𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖𝑝′ =
(︁
‖𝑔‖𝑝

′

𝑝′

)︁ 1
𝑝′ −

(︁
‖𝑔𝑛‖

𝑝′

𝑝′

)︁ 1
𝑝′
=

=
(𝜉𝑛)

1
𝑝′−1

𝑝′

(︁
‖𝑔‖𝑝

′

𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖
𝑝′

𝑝′

)︁
, (3.11)

де 𝜉𝑛 належить iнтервалу
(︁
‖𝑔𝑛‖

𝑝′

𝑝′, ‖𝑔‖
𝑝′

𝑝′

)︁
.

Тепер iз (3.9) i (3.11) отримаємо

𝐸𝑛 ≤ sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

‖𝑔𝑛‖
1−𝑝′
𝑝′

𝑝′

(︁
‖𝑔‖𝑝

′

𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖
𝑝′

𝑝′

)︁
. (3.12)

Оскiльки ‖𝑔𝑛‖𝑝′ → ‖𝑔‖𝑝′ для 𝑛 → ∞, то для достатньо великих 𝑛

матимемо ‖𝑔𝑛‖𝑝′ ≥ 1
2‖𝑔‖𝑝′, тодi iз (3.12) отримаємо

𝐸𝑛 ≤ sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

‖𝑔‖1−𝑝
′

𝑝′

21−𝑝′ · 𝑝′
(︁
‖𝑔‖𝑝

′

𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖
𝑝′

𝑝′

)︁
. (3.13)
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Тепер рiзницю ‖𝑔‖𝑝
′

𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖
𝑝′

𝑝′ оцiнимо зверху.

Нехай 𝑡𝑘– точка з iнтервалу
[︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

]︂
така, що

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑔(𝑡𝑘)
𝜋

𝑛
,

а 𝜎𝑘 =
(2𝑘 − 1)𝜋

2𝑛
, тодi

‖𝑔‖𝑝
′

𝑝′ − ‖𝑔𝑛‖
𝑝′

𝑝′ = ‖𝑔‖𝑝
′

𝑝′ −
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜋

𝑛
|𝑔(𝑡𝑘)|𝑝

′
=

=
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︁
|𝑔(𝑡)|𝑝′ − |𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′
+ |𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′ − |𝑔(𝑡𝑘)|𝑝
′
)︁
𝑑𝑡 ≤

≤
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︁
|𝑔(𝑡)|𝑝′ − |𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′
)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 2𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

⃒⃒⃒
|𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′ − |𝑔(𝑡𝑘)|𝑝
′
⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

(3.14)

Добре вiдомо (див., наприклад, [95, с. 209–210],), що для будь-якої

двiчi неперервно диференцiйовної на
(︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

)︂
функцiї 𝐺(𝑡) буде

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(𝐺(𝑡)−𝐺(𝜎𝑘)) 𝑑𝑡 ≤
1

24
‖𝐺′′‖𝐶

(︁𝜋
𝑛

)︁3
. (3.15)

Оскiльки для 𝑝′ ≥ 2 функцiя |𝑔(𝑡)|𝑝′ двiчi неперервно диференцiйовна,

то, використовуючи (3.15), отримаємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︁
|𝑔(𝑡)|𝑝′ − |𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′
)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤

≤ 1

24

(︁
𝑝′(𝑝′ − 1)‖𝑔‖𝑝′−2

∞ ‖𝑔′‖2∞ + 𝑝′‖𝑔‖𝑝′−1
∞ ‖𝑔′′‖∞

)︁(︁𝜋
𝑛

)︁3
.
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Враховуючи, що для функцiї iз класу 𝑊 𝑟,0
𝑞′ при 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 i

𝛼 =
𝑟 − 𝑘 − 1

𝑞′

𝑟 − 1
𝑞′ +

1
𝑝′

має мiсце нерiвнiсть (див. [26, теореми 4.3.1 i 6.8.1]):

‖𝑔(𝑘)‖∞ ≤ 𝐾‖𝑔‖𝛼𝑝′‖𝑔(𝑟)‖1−𝛼𝑞′ , (3.16)

з константою 𝐾, що не залежить вiд 𝑔, отримаємо оцiнку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︁
|𝑔(𝑡)|𝑝′ − |𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′
)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤ 𝐶1‖𝑔‖

𝑝′𝑟−2−𝑝′
𝑞′

𝑟− 1
𝑞′+

1
𝑝′

𝑝′

(︁𝜋
𝑛

)︁3
, (3.17)

де 𝐶1 не залежить вiд 𝑛.

Аналогiчно, за допомогою (3.15) оцiнимо рiзницю

𝜋

𝑛
|𝑔(𝑡𝑘)− 𝑔(𝜎𝑘)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(𝑔(𝑡)− 𝑔(𝜎𝑘)) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤ 1

24
‖𝑔′′‖∞

(︁𝜋
𝑛

)︁3
,

звiдки

|𝑔(𝑡𝑘)− 𝑔(𝜎𝑘)| ≤
1

24
‖𝑔′′‖∞

(︁𝜋
𝑛

)︁2
. (3.18)

Застосовуючи знову теорему Лагранжа, оцiнимо тепер рiзницю⃒⃒⃒
|𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′ − |𝑔(𝑡𝑘)|𝑝
′
⃒⃒⃒
= 𝑝′ |𝑔(𝜏𝑘)|𝑝

′−1 ||𝑔(𝑡𝑘)| − |𝑔(𝜎𝑘)|| ≤

≤ 𝑝′ |𝑔(𝜏𝑘)|𝑝
′−1 |𝑔(𝑡𝑘)− 𝑔(𝜎𝑘)| ,

де 𝜏𝑘 таке, що |𝑔(𝜏𝑘)| належить промiжку з кiнцями |𝑔(𝑡𝑘)| i |𝑔(𝜎𝑘)|. З

останньої оцiнки i (3.18), одержимо⃒⃒⃒
|𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′ − |𝑔(𝑡𝑘)|𝑝
′
⃒⃒⃒
≤ 𝑝′‖𝑔‖𝑝′−1

∞
1

24
‖𝑔′′‖∞

(︁𝜋
𝑛

)︁2
,

Iз останньої нерiвностi i нерiвностi (3.16) одразу випливає, що

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

⃒⃒⃒
|𝑔(𝜎𝑘)|𝑝

′ − |𝑔(𝑡𝑘)|𝑝
′
⃒⃒⃒
𝑑𝑡 ≤ 𝐶2‖𝑔‖

𝑝′𝑟−2−𝑝′
𝑞′

𝑟− 1
𝑞′+

1
𝑝′

𝑝′

(︁𝜋
𝑛

)︁3
, (3.19)
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де 𝐶2 не залежить вiд 𝑛. Зiставляючи (3.14), (3.17) i (3.19), встановлюємо,

що

‖𝑔‖𝑝
′

𝑝′ −
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜋

𝑛
|𝑔(𝑡𝑘)|𝑝

′
≤ 𝐶3‖𝑔‖

𝑝′𝑟−2−𝑝′
𝑞′

𝑟− 1
𝑞′+

1
𝑝′

𝑝′

(︁𝜋
𝑛

)︁2
, (3.20)

де 𝐶3 не залежить вiд 𝑛.

Iз (3.13) i (3.20) при достатньо великих 𝑛 маємо

𝐸𝑛 ≤ sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

‖𝑔‖1−𝑝
′

𝑝′

21−𝑝′𝑝′
𝐶3‖𝑔‖

𝑝′𝑟−2−𝑝′
𝑞′

𝑟− 1
𝑞′+

1
𝑝′

𝑝′

(︁𝜋
𝑛

)︁2
= sup

𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

‖𝑔‖

1
𝑝′ −

1
𝑞′+𝑟−3

𝑟− 1
𝑞′+

1
𝑝′

𝑝′

21−𝑝′𝑝′
𝐶3

(︁𝜋
𝑛

)︁2
.

Неважко бачити, що для 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 ≤ 2 i 𝑟 ≥ 3 буде
1

𝑝′
− 1

𝑞′
+𝑟−3 ≥ 0,

i, значить,

𝐸𝑛 ≤
𝐶4

𝑛2
, (3.21)

де 𝐶4 не залежить вiд 𝑛.

Необхiдна оцiнка зверху для 𝐸𝑛 отримана. Отримаємо для 𝐸𝑛 оцiнку

знизу.

Нехай 𝜙1,𝑟(𝑥) – iдеальний сплайн Ейлера порядку 𝑟. Зрозумiло, що(︂
1

2𝜋

)︂ 1
𝑞′

𝜙1,𝑟 ∈ 𝑊 𝑟
𝑞′. Тодi з (3.8) отримаємо

𝐸𝑛 = sup
𝑔∈𝑊 𝑟,0

𝑞′

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩𝐸(𝑔)𝑝
′ −
(︁𝑛
𝜋

)︁ 1
𝑝

⎛⎜⎜⎜⎝
2𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑘𝜋

𝑛∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑝′
⎞⎟⎟⎟⎠

1
𝑝′
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ≥

≥
(︂

1

2𝜋

)︂ 1
𝑞′

⎧⎪⎨⎪⎩𝐸(𝜙1,𝑟)𝑝′ −

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

⃒⃒
𝜙𝑟,𝑛(𝑡)

⃒⃒𝑝′
𝑑𝑡

⎞⎠
1
𝑝′
⎫⎪⎬⎪⎭ =

=

(︂
1

2𝜋

)︂ 1
𝑞′ {︁

‖𝜙1,𝑟‖𝑝′ −
⃦⃦
𝜙𝑟,𝑛(𝑡)

⃦⃦
𝑝′

}︁
, (3.22)
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де через 𝜙𝑟,𝑛(𝑡) позначена функцiя, що набуває на промiжку
[︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

)︂

значення
𝑛

𝜋

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

𝜙1,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡, (𝑘 = 1, ..., 2𝑛).

Вiдзначимо, що розглядаючи вiдповiдний зсув функцiї 𝜙1,𝑟, ми без

обмеження загальностi можемо вважати, що 𝜙1,𝑟(0) = 0 i на
(︁
0,
𝜋

2

)︁
фун-

кцiя 𝜙1,𝑟 зростає.

Як випливає з (3.10),

‖𝜙1,𝑟‖𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖𝑝′ ≥ 0. (3.23)

Застосовуючи теорему Лагранжа, отримаємо

‖𝜙1,𝑟‖𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖𝑝′ =
(︁
‖𝜙1,𝑟‖𝑝

′

𝑝′

)︁ 1
𝑝′ −

(︁
‖𝜙𝑟,𝑛‖

𝑝′

𝑝′

)︁ 1
𝑝′
=

=
(𝜉𝑛)

1
𝑝′−1

𝑝′

(︁
‖𝜙1,𝑟‖𝑝

′

𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖
𝑝′

𝑝′

)︁
, (3.24)

де 𝜉𝑛 – деяка точка з iнтервалу
(︁
‖𝜙𝑟,𝑛‖

𝑝′

𝑝′, ‖𝜙1,𝑟‖𝑝
′

𝑝′

)︁
.

Тепер з (3.22) i (3.24) з огляду на (3.23) можемо написати

𝐸𝑛 ≥
(︂

1

2𝜋

)︂ 1
𝑞′ ‖𝜙1,𝑟‖1−𝑝

′

𝑝′

𝑝′

(︁
‖𝜙1,𝑟‖𝑝

′

𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖
𝑝′

𝑝′

)︁
. (3.25)

Нехай 𝑡𝑘 – точка з iнтервалу
[︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

]︂
, 𝑘 = 1, ..., 2𝑛, така, що

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

𝜙1,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1,𝑟(𝑡𝑘)
𝜋

𝑛
,

Тодi

‖𝜙1,𝑟‖𝑝
′

𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖
𝑝′

𝑝′ = 2
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︁
|𝜙1,𝑟(𝑡)|𝑝

′ − |𝜙1,𝑟 (𝑡𝑘)|𝑝
′
)︁
𝑑𝑡 =

= 2
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︂
(𝜙2

1,𝑟(𝑡))
𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟 (𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡. (3.26)
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Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, неважко встановити, що
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︁
|𝜙1,𝑟(𝑡)|𝑝

′ − |𝜙1,𝑟 (𝑡𝑘)|𝑝
′
)︁
𝑑𝑡 ≥ 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, (3.27)

Тому для порядкової оцiнки знизу останнього виразу в (3.26), з урахува-

нням (3.27), нам достатньо оцiнити тiльки тi доданки, для яких[︂
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
,
𝑘𝜋

𝑛

]︂
⊂ [𝛼, 𝛽], (3.28)

де 𝛼, 𝛽 – деякi фiксованi числа, такi, що 0 < 𝛼 < 𝛽 <
𝜋

2
.

Нехай 𝑘 таке, що виконується (3.28). Тодi застосовуючи теорему Ла-

гранжа, отримаємо
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡 =

=

𝑡𝑘∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡+

𝑘𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑘

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡 =

=
𝑝′

2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡𝑘∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝜉𝑘(𝑡))

)︀𝑝′
2 −1 (︀

𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡+

+

𝑘𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑘

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝜂𝑘(𝑡))

)︀𝑝′
2 −1 (︀

𝜙2
𝑟(𝑡)− 𝜙2

𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭ , (3.29)

де, з урахуванням зростання на [𝛼, 𝛽] функцiї 𝜙2
1,𝑟 (𝑡),

𝜙2
1,𝑟(𝑡) < 𝜉𝑘(𝑡) < 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘),
(𝑘 − 1)𝜋

𝑛
< 𝑡 < 𝑡𝑘,

i

𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘) < 𝜂𝑘(𝑡) < 𝜙2

1,𝑟(𝑡), 𝑡𝑘 < 𝑡 <
𝑘𝜋

𝑛
.
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Оскiльки функцiя 𝜙2
1,𝑟 (𝑡) монотонно зростає на [𝛼, 𝛽], i рiзниця

𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘) на цьому промiжку змiнює знак з "−"на "+"рiвно один

раз в точцi 𝑡𝑘, отримаємо
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡 ≥

≥ 𝑝′

2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2 −1

𝑡𝑘∫︁
(𝑘−1)𝜋

𝑛

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡+

+
(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2 −1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

𝑡𝑘

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭ =

=
𝑝′

2

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2 −1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡 ≥

≥ 𝑝′

2

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝛼)

)︀𝑝′
2 −1

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡. (3.30)

Неважко бачити, що
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)− 𝜙2

1,𝑟(𝑡𝑘)
)︀
𝑑𝑡 =

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(𝜙1,𝑟(𝑡)− 𝜙1,𝑟(𝑡𝑘))
2 𝑑𝑡. (3.31)

Тепер для кожного 𝑘 iз (3.28) з урахуванням опуклостi вгору функцiї

𝜙1,𝑟(𝑡) на [𝛼, 𝛽] можемо написати
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(𝜙1,𝑟(𝑡)− 𝜙1,𝑟(𝑡𝑘))
2 𝑑𝑡 =

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︀
𝜙′
1,𝑟(𝜁𝑘(𝑡))

)︀2
(𝑡− 𝑡𝑘)

2 𝑑𝑡 ≥

≥
(︀
𝜙′
1,𝑟(𝛽)

)︀2 𝜋
2𝑛∫︁
0

𝑡2 𝑑𝑡 ≥
(︀
𝜙′
1,𝑟(𝛽)

)︀2
3

(︁ 𝜋
2𝑛

)︁3
=
𝐶5

𝑛3
, (3.32)
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де 𝜁𝑘(𝑡) – деяка точка з промiжку з кiнцями 𝑡 i 𝑡𝑘, 𝐶5 – константа, не

залежна вiд 𝑛.

Зiставляючи (3.30), (3.31) i (3.32), ми маємо
𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡 ≥ 𝐶6

𝑛3
, (3.33)

де 𝐶6 не залежить вiд 𝑛.

Тепер з (3.26) i (3.33), з огляду на те, що для достатньо великих 𝑛 кiль-

кiсть iнтервалiв, що задовольняють умову (3.28), не менша за
(𝛽 − 𝛼)𝑛

2𝜋
,

отримаємо

‖𝜙1,𝑟‖𝑝′ − ‖𝜙𝑟,𝑛‖𝑝′ ≥

≥ 2

𝑝′
‖𝜙1,𝑟‖

1
𝑝′−1

𝑝′ · 4
∑︁ ′

𝑘𝜋
𝑛∫︁

(𝑘−1)𝜋
𝑛

(︂(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡)

)︀𝑝′
2 −

(︀
𝜙2
1,𝑟(𝑡𝑘)

)︀𝑝′
2

)︂
𝑑𝑡 ≥

≥ 1

𝑝′
‖𝜙1,𝑟‖

1
𝑝′−1

𝑝′ · 4(𝛽 − 𝛼)𝑛

𝜋

𝐶6

𝑛3
=
𝐶7

𝑛2
, (3.34)

В (3.34)
∑︀ ′ означає, що пiсумовування ведеться лише за тими 𝑘, для

яких виконується (3.28).

Iз (3.22) i (3.34) випливає необхiдна оцiнка знизу:

𝐸𝑛 ≥
𝐶8

𝑛2
. (3.35)

Зiставляючи (3.21) i (3.35), отримуємо, що

𝐸𝑛 := 𝐸(𝑊 𝑟
𝑝 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟 ∩𝑊 𝑟

𝑝 )𝑞 ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞.

Теорема доведена.

3.3. Найкращi вiдноснi несиметричнi наближення класiв

диференцiйовних перiодичних функцiй сплайнами в

метрицi 𝐿1

В [20] В. Ф. Бабенко дослiджував поведiнку при 𝑛 → ∞ послiдовностi

величин 𝐸𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1∩ (1+𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1, де {𝜀𝑛} – незростаюча послiдов-
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нiсть додатних чисел, а саме, ним отримано такий результат

Теорема 3.3.1. Нехай 𝑟 = 3, 4, ... i {𝜀𝑛}∞𝑛=1 – незростаюча послiдов-

нiсть додатних чисел. Тодi при 𝑛→ ∞ виконуються спiввiдношення

𝐸𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1 ≍

{︃
𝑛−𝑟𝜀

1−𝑟/2
𝑛 , 𝜀𝑛𝑛

2 → ∞,

𝑛−2, 𝜀𝑛𝑛
2 = 𝑂(1).

В [19] аналогiчне твердження було отримане для найкращих набли-

жень 𝐸𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1∩(1+𝜀𝑛)𝑊 𝑟

∞)∞. Цi результати дали, зокрема, оцiнки

зверху для поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
1 , 𝐿1, (1+ 𝜀)𝑊 𝑟

1 ) i 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
∞, 𝐿∞, (1+ 𝜀)𝑊 𝑟

∞),

що пiдтвердило гiпотезу С. Б. Стєчкiна про те, що для довiльного дода-

тного 𝜀 при всiх 𝑟 = 3, 4, ..., на вiдмiну вiд (3.6) i (3.7), буде

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝐿∞, (1 + 𝜀)𝑊 𝑟

∞) ≍ 𝑑𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝐿1, (1 + 𝜀)𝑊 𝑟

1 ) ≍ 𝑛−𝑟, 𝑛→ ∞.

Крiм того, результати В. Ф. Бабенка мають i самостiйний iнтерес. В

подальшому результати теореми 3.3.1 було уточнено [30, 169, 170] (за-

мiсть порядкових отриманi точнi асимптотичнi рiвностi). В пунктi 3.3.1

ми продовжимо цi дослiдження.

Природнiм є також питання про вiдшукання найменшої величини

𝑀 > 0, яка гарантує рiвнiсть

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞,𝑀𝑊 𝑟

𝑝 ) = 𝑑𝑛(𝑊
𝑟
𝑝 , 𝐿𝑞).

Ця проблема дослiджувалась В. Ф. Бабенком [18] для 𝑟 = 1, 2 i 𝑝 = 𝑞 = 1,

Ю. М. Субботiним [205] для 𝑟 = 1, 2 i 𝑝 = 𝑞 = ∞, Ю. М. Субботiним i

С. О. Теляковським для 𝑟 ∈ N, 𝑝 = 𝑞 = 1 i 𝑝 = 𝑞 = ∞ в [208], а для

𝑟 ∈ N i 𝑝 = 𝑞 = 2 в [210].

В [168] отриманi точнi оцiнки значень константи 𝑀 , для яких при всiх

𝑛 = 1, 2, ... i 𝑟 = 3, 4, ...

𝐸𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩𝑀𝑊 𝑟−1

𝑉 )1 = 𝐸𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1)1.

В пунктi 3.3.2 ми розглядаємо аналогiчну задачу для вiдносних несиме-

тричних наближень.
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3.3.1. Точна асимтотика найкращих вiдносних несиметри-

чних наближень класiв 𝑊 𝑟
1 сплайнами в 𝐿1

Метою даного пункту є розв’язання задачi про точну асимптотику при

𝑛→ ∞ величин 𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1∩ (1+ 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1;𝛼,𝛽 i 𝐸±(𝑊 𝑟

1 , 𝑆
1
2𝑛,𝑟−1∩ (1+

𝜀𝑛)𝑊
𝑟−1
𝑉 )1 для парних 𝑟.

Теорема 3.3.2. Нехай 𝑟 = 4, 6, ..., 𝛼, 𝛽 – додатнi числа, {𝜀𝑛}∞𝑛=1 – не-

зростаюча послiдовнiсть додатних чисел, така, що 𝜀𝑛𝑛2 → ∞ i 𝜀𝑛 → 0,

якщо 𝑛→ ∞. Тодi при 𝑛→ ∞

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1;𝛼,𝛽 =

𝐶𝑟

𝑛𝑟𝜀
𝑟
2−1
𝑛

(1 + 𝑜(1)),

де

𝐶𝑟 =
(︁𝜋2𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞

4𝑟

)︁ 𝑟
2
(︁ 𝑟 − 2

2𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞)

)︁ 𝑟−2
2

.

Зауваження 3.3.1. У випадку 𝛼 = 𝛽 = 1 ми одержуємо твердження

iз [30] (див. також [170]).

Наслiдок 3.3.1. Нехай 𝑟 = 4, 6, ..., {𝜀𝑛}∞𝑛=1 – незростаюча послiдов-

нiсть додатних чисел, така, що 𝜀𝑛𝑛2 → ∞ i 𝜀𝑛 → 0, якщо 𝑛→ ∞. Тодi

при 𝑛→ ∞

𝐸±(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1 =

𝐶𝑟

𝑛𝑟𝜀
𝑟
2−1
𝑛

(1 + 𝑜(1)),

де

𝐶𝑟 =
(︁‖𝜙1,1‖3∞‖𝜙1,𝑟−3‖∞

𝑟

)︁ 𝑟
2
(︁ 𝑟 − 2

2‖𝜙1,1‖∞‖𝜙1,𝑟−1‖∞

)︁ 𝑟−2
2

.

Доведення теореми 3.3.2. Нехай

𝐶 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐2𝑛) ∈ R2𝑛 :
2𝑛∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘 = 0,
2𝑛∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑘| ≤ 1}.

Будь-який сплайн 𝑢 ∈ 𝑆1
2𝑛,𝑟−1 можна в єдиний спосiб подати у вигля-

дi [133, пропозицiя 2.3.5]

𝑢(𝑡) = 𝑐𝑜 +
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝐵𝑟

(︁
𝑡− 𝜋𝑘

𝑛

)︁
, (3.36)
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де 𝐵𝑟(𝑡) – ядро Бернуллi, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐2𝑛 ∈ R,
2𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 = 0. При цьому умова

𝑢(𝑡) ∈ 𝑊 𝑟−1
𝑉 ∩ 𝑆1

2𝑛,𝑟−1 еквiвалентна умовi
2𝑛∑︀
𝑛=1

|𝑐𝑘| ≤ 1.

В силу теореми двоїстостi для найкращих (𝛼, 𝛽)–наближень опуклою

множиною в метрицi 𝐿𝑝 [133, пропозицiя 1.4.9], враховуючи (3.36) i ту

обставину, що множина 𝑊 𝑟−1
𝑉 ∩ 𝑆1

2𝑛,𝑟−1 мiстить константи, отримаємо:

𝐸𝑛 := 𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1;𝛼,𝛽 =

sup
𝑓∈𝑊 𝑟

1

sup
‖𝑔‖∞;𝛼−1,𝛽−1≤1

𝑔⊥1

{︁ 2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− (1 + 𝜀𝑛) sup
𝑢(𝑡)∈𝑊 𝑟−1

𝑉 ∩𝑆2𝑛,𝑟−1

2𝜋∫︁
0

𝑢(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
}︁
=

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟

∞;𝛼−1,𝛽−1

{︁
𝐸(𝑔)∞ − (1 + 𝜀𝑛) sup

𝑐∈𝐶

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑔
(︁𝜋𝑘
𝑛

)︁}︁
, (3.37)

де 𝐸(𝑔)∞ – найкраще рiвномiрне наближення функцiї 𝑔 в просторi кон-

стант.

Добре вiдомо, що для будь-якої функцiї 𝑔 ∈ 𝑊 𝑟
∞;𝛼−1,𝛽−1 буде

𝐸(𝑔)∞ ≤ 𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞. Для вiдповiдного 𝜆 ≥ 1 отримаємо

𝐸(𝑔)∞ = 𝐸(𝜙𝜆,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞ (3.38)

Якщо 𝜆 = 𝑛, то [133, теорема 5.4.13]

𝐸(𝑔)∞−(1+𝜀𝑛) sup
𝑐∈𝐶

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑔
(︁𝜋𝑘
𝑛

)︁
≤ 𝐸(𝜙𝑛,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞ = 𝐸(𝑊 𝑟

1 , 𝑆
1
2𝑛,𝑟−1)1;𝛼,𝛽.

Тому зовнiшню точну верхню межу можна брати лише за такими 𝑔(𝑡),

для яких в (3.38) 𝜆 ≤ 𝑛.

Згiдно означення функцiя 𝜙𝜆,𝑟(𝛼, 𝛽; ·)) для парних 𝑟 набуває екстре-

мума в точках 𝑡 = 0 i 𝑡 =
𝜋

𝜆
. Для визначенностi вважаємо, що точка

максимума цiєї функцiї 𝑡max = 0.

Нехай 𝑡′max i 𝑡′min – точки максимума i мiнiмума функцiї 𝑔(𝑡). Очевидно,

що знайдуться 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z такi, що⃒⃒⃒
𝑡′max −

𝑘1𝜋

𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝜋

2
,

⃒⃒⃒
𝑡′max −

𝑘1𝜋

𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝜋

2
.
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Враховуючи (3.38), за допомогою теореми порiвняння в несиметричному

випадку [133, теорема 3.3.9], отримаємо

𝑔
(︁𝑘1𝜋
𝑛

)︁
≥ 𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2𝑛

)︁
, 𝑔

(︁𝑘2𝜋
𝑛

)︁
≤ 𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝜆
+

𝜋

2𝑛

)︁
Вважаючи 𝑐𝑘1 =

1

2
, 𝑐𝑘2 = −1

2
i 𝑐𝑘 = 0, якщо 𝑘 ̸= 𝑘1, 𝑘2, iз (3.37) маємо

𝐸𝑛 ≤

sup
1≤𝜆≤𝑛

{︁1
2

(︁
𝜙𝜆,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝜆

)︁)︁
− 1 + 𝜀𝑛

2

(︁
𝑔
(︁𝑘1𝜋
𝑛

)︁
− 𝑔
(︁𝑘2𝜋
𝑛

)︁)︁}︁
≤

≤ 1

2
sup

1≤𝜆≤𝑛

{︁(︁
𝜙𝜆,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2𝑛

)︁)︁
+

+
(︁
(1 + 𝜀𝑛)𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝜆
+

𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜙𝜆,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝜆

)︁}︁
=

1

2
sup

1≤𝜆≤𝑛
𝐹𝑛(𝜆),

де

𝐹𝑛(𝜆) =
1

𝜆𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋) + (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
.

Дослiдимо на екстремум функцiю 𝐹𝑛(𝜆). Для її похiдної маємо:

𝐹 ′
𝑛(𝜆) = − 𝑟

𝜆𝑟+1

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋) + (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
+

+
1 + 𝜀𝑛
𝜆𝑟+1

{︁
− 𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁𝜆𝜋
2𝑛

+ 𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁𝜆𝜋
2𝑛

}︁
i

𝐹 ′
𝑛(1) = (1 + 𝜀𝑛)

{︁
𝑟

𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝑟

𝜋+ 𝜋
2𝑛∫︁

𝜋

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜋

2𝑛

)︁}︁
+

+𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋).
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Оскiльки доданок у фiгурних дужках має порядок 𝑛−2, коли 𝑛 → ∞,

то можемо вважати, що для всiх достатньо великих 𝑛 буде 𝐹 ′
𝑛(1) > 0.

Розглянемо тепер

𝐹 ′
𝑛(𝑛) =

1 + 𝜀𝑛
𝑛𝑟

{︁
𝑟

𝜋
2∫︁

0

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜋

2
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁
−

−𝑟

𝜋+𝜋
2∫︁

𝜋

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝜋

2
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜋

2

)︁}︁
+

+𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋).

Оскiльки 𝜀𝑛 → 0, коли 𝑛 → ∞, то для достатньо великих 𝑛 знак 𝐹 ′
𝑛(𝑛)

буде визначатись знаком доданку в фiгурних дужках. Враховуючи опу-

клiсть функцiї 𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) при 𝑛 = 4, 6, ..., можемо встановити, що

𝐹 ′
𝑛(𝜆) < 0 для достатньо великих 𝑛.

Введемо до розгляду функцiю Φ𝑛(𝜆) = 𝜆𝑟+1𝐹 ′
𝑛(𝜆). Для її похiдної

можемо написати

Φ′
𝑛(𝜆) =

𝜋

2𝑛
(1 + 𝜀𝑛)

{︁
(𝑟 − 1)𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
−

−(𝑟 − 1)𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
+
𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
=

=
𝜋

2𝑛
(1 + 𝜀𝑛)

{︁
(𝑟 − 1)

𝜆𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
−

−(𝑟 − 1)

𝜋+𝜆𝜋
2𝑛∫︁

𝜋

𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
.

З огляду на опуклiсть при 𝑟 = 4, 6, ... функцiї 𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 𝑡), приходи-

мо до висновку, що Φ′
𝑛(𝜆) < 0 для 𝜆 ∈ (1, 𝑛), а значить, Φ𝑛(𝜆), а разом з

нею i 𝐹 ′
𝑛(𝜆), спадає на промiжку (1, 𝑛). Але тодi знайдеться єдина точка

𝜆𝑛 ∈ (1, 𝑛) така, що 𝐹 ′
𝑛(𝜆𝑛) = 0, i, крiм того, 𝜆𝑛 – точка максимума для

функцiї 𝐹𝑛(𝜆).
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Необхiдну умову екстремума функцiї 𝐹𝑛(𝜆) в точцi 𝜆𝑛 запишемо у

виглядi

(1 + 𝜀𝑛)
{︁
𝑟

𝜆𝑛𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜆𝑛𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝑛𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝑟

𝜋+𝜆𝑛𝜋
2𝑛∫︁

𝜋

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝜆𝑛𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝑛𝜋

2𝑛

)︁}︁
=

−𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0) + 𝑟𝜀𝑛𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋). (3.39)

Знову використовуючи опуклiсть функцiї 𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) при 𝑟 = 4, 6, ...

неважко отримати такi оцiнки

−𝑟𝜀𝑛(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)) ≤ 2(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 2)

𝜆𝑛𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡 ≤

−2(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 2)

⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒
𝜋

(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
,

звiдки (︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
≤ 𝜋𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 2)
⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒ . (3.40)

З iншого боку, iз (3.39) можемо отримати

−𝑟𝜀𝑛(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)) ≥ 2(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 1)

𝜆𝑛𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡) 𝑑𝑡 ≥

−(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 1)
⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 0)

⃒⃒⃒(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
,

звiдки (︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
≥ 2𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 1)
⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 0

)︁⃒⃒⃒ . (3.41)

Тепер, зiставляючи (3.40) i (3.41), отримаємо, що(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
≍ 𝜀𝑛
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або

𝜆𝑛 ≍ 𝑛
√
𝜀𝑛

при 𝑛→ ∞.

Нас буде цiкавити асимптотична рiвнiсть для 𝜆𝑛 при 𝑛 → ∞, тому,

використовуючи розвинення за формулою Тейлора функцiї 𝜙1,𝑟−1(𝛼, 𝛽; 𝑡)

в околi точок 0 i 𝜋, iз (3.39) виводимо

(1 + 𝜀𝑛)
{︁
𝑟
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 0

)︁
2

(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
− 𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 0

)︁(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
−

−𝑟
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋

)︁
2

(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
+ 𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋

)︁(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
+ 𝑜
(︁(︁𝜆𝑛𝜋

2𝑛

)︁2)︁}︁
=

= −2𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞.

Перетворюючи останнiй вираз, одержимо

(1+𝜀𝑛)(𝑟−2)
(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞(1+𝑜(1)) = 2𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞,

звiдки (︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
=

2𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞
(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 2)𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞

(1 + 𝑜(1))

або

𝜆𝑛 =
2𝑛

𝜋

(︂
2𝑟𝜀𝑛𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

(1 + 𝜀𝑛)(𝑟 − 2)𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞

)︂ 1
2

(1 + 𝑜(1)). (3.42)

Тепер, використовуючи (3.42) i (3.39), з огляду на розвинення за форму-

лою Тейлора, пiсля нескладних перетворень для 𝐸𝑛 отримаємо оцiнку:

𝐸𝑛 ≤
1

2
sup

1≤𝜆≤𝑛
𝐹𝑛(𝜆) =

1

2
𝐹𝑛(𝜆𝑛) =

=
1

2

1

𝜆𝑟𝑛

1 + 𝜀𝑛
𝑟

(︁
𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; 𝜋)

)︁(︁𝜆𝑛𝜋
2𝑛

)︁2
(1 + 𝑜(1)) =

=
1

𝑛𝑟𝜀
𝑟/2−1
𝑛

(︁𝜋2𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞
4𝑟

)︁ 𝑟
2
(︁ 𝑟 − 2

2𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

)︁ 𝑟−2
2

(1 + 𝑜(1)).

(3.43)

I необхiдна оцiнка зверху отримана.
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Одержимо для 𝐸𝑛 оцiнку знизу. Оскiльки 𝜙𝑚,𝑟(𝛼, 𝛽; ·+𝜇) ∈ 𝑊 𝑟
∞;𝛼−1,𝛽−1

при 𝑚 ∈ N, то iз (3.36) при всiх 𝑚 = 1, ..., 𝑛 i 𝜂 ∈ R отримаємо

𝐸𝑛 ≥

≥ sup
𝜇∈R

max
𝑚=1,...,𝑛

{︁
𝐸(𝜙𝑚,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞−(1+𝜀𝑛) sup

𝑐∈𝐶

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑘𝜋

𝑛
+𝜇
)︁}︁

=

= max
𝑚=1,...,𝑛

{︁
𝐸(𝜙𝑚,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞−

−(1 + 𝜀𝑛) inf
𝜇∈R

inf
𝜂∈R

max
𝑘=1,...,2𝑛

⃒⃒⃒
𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑘𝜋

𝑛
+ 𝜇
)︁
− 𝜂
⃒⃒⃒}︁

≥

≥ max
𝑚=1,...,𝑛

{︁
𝐸(𝜙𝑚,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞−(1+𝜀𝑛) inf

𝜂∈R
max

𝑘=1,...,2𝑛

⃒⃒⃒
𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑘𝜋

𝑛
+𝜇0

)︁
−𝜂
⃒⃒⃒}︁
,

де 𝜇0 ∈ R вибираємо так, щоб максимум величини

inf
𝜂∈R

⃒⃒⃒
𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝑡+ 𝜇0

)︁
− 𝜂
⃒⃒⃒

досягався в точцi
𝜋

2𝑛
, але для такого 𝜇0 буде

𝐸𝑛 ≥ max
𝑚=1,...,𝑛

{︁1
2

(︁
𝜙𝑚,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝑚

)︁)︁
−

−1

2
(1 + 𝜀𝑛)

(︁
𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜙𝑚,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

𝑚
+

𝜋

2𝑛

)︁)︁}︁
.

Отже,

𝐸𝑛 ≥ max
𝑚=1,...,𝑛

𝐹𝑛(𝑚),

де

𝐹𝑛(𝑚) =
1

𝑚𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑚𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋) + (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝑚𝜋

2𝑛

)︁}︁
.

Виберемо 𝑚𝑛 ∈ {1, ..., 𝑛} так, щоб 𝑚𝑛 − 1 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 𝑚𝑛, тодi

max
𝑚=1,...,𝑛

𝐹𝑛(𝑚) ≥ 𝐹𝑛(𝑚𝑛) =

=
1

(𝑚𝑛 − 1)𝑟

(︁𝑚𝑛 − 1

𝑚𝑛

)︁𝑟{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑚𝑛𝜋

2𝑛

)︁
−

−𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋) + (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝑚𝑛𝜋

2𝑛

)︁}︁
≥

≥ 1

𝜆𝑟𝑛

(︁𝑚𝑛 − 1

𝑚𝑛

)︁𝑟{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝑛𝜋

2𝑛

)︁
−
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−𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋) + (1 + 𝜀𝑛)𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝑛𝜋

2𝑛

)︁}︁
.

Так само, як i при одержаннi оцiнок зверху, маємо

𝐹𝑛(𝑚𝑛) =
𝐶𝑟

𝜀
𝑟/2−1
𝑛 𝑛𝑟

(︁𝑚𝑛 − 1

𝑚𝑛

)︁𝑟
(1 + 𝑜(1)).

Вiдзначимо, що при 𝑛→ ∞, 𝜆𝑛 → ∞, а значить,𝑚𝑛 → ∞, а тодi можемо

написати

𝐸𝑛 ≥
1

2
𝐹𝑛(𝑚𝑛) =

𝐶𝑟

𝜀
𝑟/2−1
𝑛 𝑛𝑟

(1 + 𝑜(1)), (3.44)

де

𝐶𝑟 =
(︁𝜋2𝐸(𝜙1,𝑟−2(𝛼, 𝛽; ·))∞

4𝑟

)︁ 𝑟
2
(︁ 𝑟 − 2

2𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞)

)︁ 𝑟−2
2

. (3.45)

Отже, необхiдна оцiнка знизу одержана. Зiставляючи (3.43) i (3.44), при-

ходимо до рiвностi

𝐹𝑛(𝑚𝑛) =
𝐶𝑟

𝜀
𝑟/2−1
𝑛 𝑛𝑟

(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞,

де 𝐶𝑟 означене рiвнiстю (3.45).

Теорема 3.3.2 доведена.

Доведення наслiдку 3.3.1. Скориставшись тим фактом, що

lim
𝛽→+∞

𝜙1,𝑟(1, 𝛽, 𝑡) = −2𝐵𝑟(𝑡) (див. [133, с. 109]), де 𝐵𝑟 – ядро Бернуллi,

отримаємо

lim
𝛽→+∞

𝐸(𝜙1,𝑟(1, 𝛽, ·))∞ = lim
𝛽→+∞

1

2
|𝜙1,𝑟(1, 𝛽, 0)− 𝜙1,𝑟(1, 𝛽, 𝜋)| =

= |𝐵𝑟(𝜋)−𝐵𝑟(0)| =
𝜋

2
‖𝜙1,𝑟−1‖∞,

де остання рiвнiсть написана на пiдставi спiввiдношення iз [133, c. 107].

Тепер, використовуючи [133, пропозицiя 1.5.9], покладаючи 𝛼 = 1 i пе-

реходячи до границi за 𝛽 → +∞, iз результату теореми 3.3.2 для 𝑛→ ∞
отримаємо

𝐸+(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1 =

𝐶𝑟

𝑛𝑟𝜀
𝑟
2−1
𝑛

(1 + 𝑜(1)),

де

𝐶𝑟 =
(︁‖𝜙1,1‖3∞‖𝜙1,𝑟−3‖∞

𝑟

)︁ 𝑟
2
(︁ 𝑟 − 2

2‖𝜙1,1‖∞‖𝜙1,𝑟−1‖∞

)︁ 𝑟−2
2

.
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Аналогiчно, спрямовуючи 𝛼 до +∞, при 𝛽 = 1, отримаємо та-

ку саму нерiвнiсть (для 𝑛 → ∞) для послiдовностi величин

𝐸−(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩ (1 + 𝜀𝑛)𝑊

𝑟−1
𝑉 )1.

Наслiдок доведено.

3.3.2. Точнi значення вiдносних несиметричних наближень

класiв 𝑊 𝑟
1 сплайнами в 𝐿1

Результати цьго пукту доповнюють результати пункту 3.3.1 i полягають

у такому

Теорема 3.3.3. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑟 = 4, 6, ..., 𝛼, 𝛽 – додатнi числа,

𝐿 =
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞)⃒⃒⃒

𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒
‖𝜙1,1‖∞

.

Тодi, якщо 𝑀 ≥ 𝑟𝐿, то

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩𝑀𝑊 𝑟−1

𝑉 )1;𝛼,𝛽 = 𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1)1;𝛼,𝛽.

Якщо 𝑀 < (1− 𝜀)𝑟𝐿, де 𝜀 ∈ (0, 1) – довiльне фiксоване число, то

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩𝑀𝑊 𝑟−1

𝑉 )1;𝛼,𝛽 > 𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1)1;𝛼,𝛽,

для всiх 𝑛 >
2𝑟 − 𝑟 − 1

𝜀2𝑟
.

Зауваження 3.3.2. У випадку 𝛼 = 𝛽 = 1 ми одержуємо твердження

iз [168] (див. також [170]).

Доведення теореми 3.3.3. Нехай

𝐶 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐2𝑛) ∈ R2𝑛 :
2𝑛∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘 = 0,
2𝑛∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑘| ≤ 1}.

Так само, як при доведеннi теореми 3.3.2, можемо встановити, що

𝐸𝑛 := 𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
2𝑛,𝑟−1 ∩𝑀𝑊 𝑟−1

𝑉 )1;𝛼,𝛽 =

= sup
𝑔∈𝑊 𝑟

∞;𝛼−1,𝛽−1

{︁
𝐸(𝑔)∞ −𝑀 sup

𝑐∈𝐶

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑔
(︁𝜋𝑘
𝑛

)︁}︁
, (3.46)
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де 𝐸(𝑔)∞ – найкраще рiвномiрне наближення функцiї 𝑔 в просторi кон-

стант.

I далi, вважаючи, що 𝑡 = 0 – точка максимума функцiї 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝑡),

як в пунктi 3.3.1, отримаємо

𝐸𝑛 ≤
1

2
sup

1≤𝜆≤𝑛
{𝐹𝑛(𝜆) +𝐺𝑛(𝜆)},

де

𝐹𝑛(𝜆) =
1

𝜆𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
,

𝐺𝑛(𝜆) =
1

𝜆𝑟

{︁
𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)

}︁
.

Спочатку розглянемо на [0, 𝑛] функцiю 𝐹𝑛(𝜆). Для похiдної цiєї фун-

кцiї маємо

𝐹 ′
𝑛(𝜆) = − 𝑟

𝜆𝑟+1

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
+

+
1

𝜆𝑟

{︁
−𝑀𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁ 𝜋
2𝑛

}︁
=

=
1

𝜆𝑟+1

{︁
𝑀𝑟𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
− 𝑟𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁𝜆𝜋
2𝑛

}︁
.

Нехай 𝐻𝑛(𝜆) = 𝜆𝑟+1𝐹 ′(𝜆), тобто

𝐻𝑛(𝜆) =𝑀𝑟𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
− 𝑟𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁𝜆𝜋
2𝑛
.

Похiдна цiєї функцiї має такий вигляд:

𝐻 ′
𝑛(𝜆) =𝑀𝑟𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁ 𝜋
2𝑛

−𝑀
{︁ 𝜋
2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
+

+
𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁ 𝜋
2𝑛

}︁
=

=𝑀
𝜋

2𝑛

{︁
(𝑟 − 1)𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
.

Оскiльки 𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
=

𝜆𝜋
2𝑛∫︁
0

𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; 𝑡

)︁
𝑑𝑡 ≤ 0 для будь-якого

𝜆 ∈ [1, 𝑛], i функцiя 𝜙1,𝑟−2

(︁
𝛼, 𝛽; ·

)︁
– опукла вниз на промiжку

[︁
0,

𝜋𝛽

𝛼 + 𝛽

]︁
,
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то при 𝑟 = 4, 6, ... 𝐻 ′
𝑛(𝜆) < 0 для всiх 𝜆 ∈ [1, 𝑛], а значить, 𝐹 ′

𝑛(𝜆) спадає

на промiжку [1, 𝑛].

Аналогiчно, розглядаючи функцiю 𝐺𝑛(𝜆), можна показати, що її по-

хiдна

𝐺′
𝑛(𝜆) =

1

𝜆𝑟+1

{︁
𝑟𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽;𝜋)− 𝑟𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁
+

+𝑀
𝜆𝜋

2𝑛
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜆𝜋

2𝑛

)︁}︁
монотонно спадає на промiжку [1, 𝑛].

Але тодi функцiя Φ′
𝑛(𝜆) =

1

2
{𝐹 ′

𝑛(𝜆) +𝐺′
𝑛(𝜆)} також спадає на промiжку

[1, 𝑛].

Розглянемо

Φ′
𝑛(𝑛) =

1

𝑛𝑟+1

{︁𝑟
2

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)

}︁
+

+𝑀
𝜋

2

⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒}︁
. (3.47)

Легко зрозумiти, що для виконання нерiвностi Φ′
𝑛(𝑛) ≥ 0 необхiдно, щоб

𝑀 ≥ 𝑟𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟−1

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒
‖𝜙1,1‖∞

.

Тобто, якщо 𝑀 ≥ 𝑟𝐿, то Φ′
𝑛(𝑛) ≥ 0, а sup

1≤𝜆≤𝑛
{𝐹𝑛(𝜆) +𝐺𝑛(𝜆)} досягається

в точцi 𝜆 = 𝑛. Значить, для 𝐸𝑛 має мiсце оцiнка

𝐸𝑛 ≤
1

2
{𝐹𝑛(𝜆) +𝐺𝑛(𝜆)} =

1

2𝑛𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁
+

+𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

3𝜋

2

)︁
− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)

}︁
=

=
1

2𝑛𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)

}︁
=
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

𝑛𝑟
.

Оскiльки завжди 𝐸𝑛 ≥ 𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞
𝑛𝑟

[133, теорема 5.4.13], то для

𝑀 ≥ 𝑟𝐿 буде

𝐸𝑛 =
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

𝑛𝑟
.
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Нехай тепер 𝑀 < (1− 𝜀)𝑟𝐿, де 0 < 𝜀 < 1 – довiльне фiксоване число.

Iз (3.47) випливає, що в цьому випадку Φ′
𝑛(𝑛) < 0, тобто sup

1≤𝜆≤𝑛
{𝐹𝑛(𝜆) +

+𝐺𝑛(𝜆)} досягається в точцi 𝜆𝑛 ∈ [1, 𝑛).

Дiючи, як при доведеннi теореми 3.3.2, маємо

𝐸𝑛 ≥ max
𝑚=1,...,𝑛

{𝐹𝑛(𝑚) +𝐺𝑛(𝑚)},

де

𝐹𝑛(𝑚) =
1

𝑚𝑟

{︁
𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)−𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝑚𝜋

2𝑛

)︁}︁
,

𝐺𝑛(𝑚) =
1

𝑚𝑟

{︁
𝑀𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

𝑚𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)

}︁
.

Виберемо 𝑚 ∈ {1, ...,𝑚} так, щоб 𝑚− 1 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 𝑚.

Якщо 𝑚 < 𝑛, то

𝐸𝑛 ≥
1

2
max

𝑚=1,...,𝑛
{𝐹𝑛(𝑚)+𝐺𝑛(𝑚)} > 1

2
{𝐹𝑛(𝑛)+𝐺𝑛(𝑛)} =

𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞
𝑛𝑟

.

Якщо 𝑚 = 𝑛, тобто 𝑛− 1 ≤ 𝜆𝑛 < 𝑛, то

𝐸𝑛 ≥
1

2
{𝐹𝑛(𝑛− 1) +𝐺𝑛(𝑛− 1)} =

1

(𝑛− 1)𝑟

{︁𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 0)− 𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; 𝜋)

2
−

−𝑀
𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

(𝑛− 1)𝜋

2𝑛

)︁
− 𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽; 𝜋 +

(𝑛− 1)𝜋

2𝑛

)︁
2

}︁
≥

≥ 1

(𝑛− 1)𝑟

{︁
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞ − (1− 𝜀)𝐿𝑟

⃒⃒⃒
𝜙1,𝑟

(︁
𝛼, 𝛽;

𝜋

2

)︁⃒⃒⃒ 𝜋
2𝑛

}︁
=

=
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

(𝑛− 1)𝑟

(︁
1− (1− 𝜀)𝑟

1

𝑛

)︁
.

Легко зрозумiти, що для всiх 𝑛 >
2𝑟 − 𝑟 − 1

𝜀2 · 𝑟
буде правильною нерiвнiсть

1− (1− 𝜀)𝑟
1

𝑛
>
(︁𝑛− 1

𝑛

)︁𝑟
,

а тодi

𝐸𝑛 >
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

(𝑛− 1)𝑟

(︁𝑛− 1

𝑛

)︁𝑟
=
𝐸(𝜙1,𝑟(𝛼, 𝛽; ·))∞

𝑛𝑟
.

Теорема доведена.
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3.4. Порядок вiдносних слабких поперечникiв деяких кла-

сiв векторнозначних функцiй

Нехай 𝑌 –банахiв простiр, ‖ · ‖𝑌 – норма в 𝑌 . Через 𝑂(T, 𝑌 ) (T = [−𝜋, 𝜋])
позначимо простiр 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 : R → 𝑌 , для яких

sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡)‖𝑌 < +∞. Ми будемо розглядати лише тi фунуцiї iз 𝑂(T, 𝑌 ),

якi є iнтегровними за Рiманом на T (𝑓 ∈ 𝑅(T, 𝑌 )) (див. [94]) i для яких

iснує iнтеграл Рiмана
𝜋∫︀

−𝜋
‖𝑓(𝑡)‖𝑌 𝑑𝑡. Далi в межах цього пiдроздiлу пiд

iнтегралом будемо розумiти iнтеграл Рiмана.

Через 𝐿𝑝(T, 𝑌 ) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) позначимо простiр 2𝜋–перiодичних фун-

кцiй 𝑓 ∈ 𝑅(T, 𝑌 ) з нормами

‖𝑓‖𝑝,𝑌 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

‖𝑓(𝑡)‖𝑝𝑌 𝑑𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

, 1 ≤ 𝑝 <∞,

ess sup
−𝜋≤𝑡≤𝜋

‖𝑓(𝑡)‖𝑌 , 𝑝 = ∞.

(У випадку 𝑌 = R ми, як i завжди, будемо використовувати позначе-

ння 𝐿𝑝).

Поняття n-поперечника за Колмогоровим у випадку, коли 𝑌 = R, до-

зволяє порiвнювати апроксимативнi властивостi всiх пiдпросторiв фiксо-

ваної розмiрностi простору 𝐿𝑝(T, 𝑌 ). Проте, коли Y– нескiнченновимiр-

ний банахiв простiр, навiть такi природнi наближуючi пiдпростори, як

пiдпростiр констант або полiномiв, виявляються нескiнченновимiрними.

У зв’язку з цим виникає необхiднiсть класифiкацiї нескiнченновимiрних

пiдпросторiв простору банаховозначних функцiй (за "слабкою розмiрнi-

стю") i визначення слабкого поперечника за Колмогоровим. Вперше цi

поняття ввели В. Ф. Бабенко i С. О. Пiчугов [55].

Наведемо необхiднi означення. Нехай 𝐹𝑘 ⊂ 𝑂(R, 𝑋)– деяка сукупнiсть

елементiв, 𝑋– нормований простiр. Елементи 𝐹𝑘 називаються слабко лi-

нiйно залежними (або 𝑤-лiнiйно залежними), якщо для будь-якого нену-

льового функцiоналу 𝐺 ∈ 𝑋* числовi функцiї ⟨𝐺,𝐹𝑘⟩ аргументу 𝑥 ∈ R є
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лiнiйно залежними. В протилежному випадку елементи 𝐹𝑘 називаються

слабко лiнiйно незалежними (𝑤–лiнiйно незалежними).

Нехай далi 𝐻–деякий лiнiйний пiдпростiр простору 𝑂(R, 𝑋). Буде-

мо говорити, що 𝐻 має слабку розмiрнiсть 𝑛 (i писати 𝑤 − 𝑑𝑖𝑚𝐻 = 𝑛),

якщо:

1) знайдуться 𝑛 елементiв в 𝐻, якi є слабко лiнiйно незалежними;

2) будь-якi 𝑛+ 1 елементiв з 𝐻 слабко лiнiйно залежнi.

Вiдзначимо, що у випадку 𝑌 = R введене поняття слабкої розмiрностi

збiгається зi звичайним означенням розмiрностi.

Тригонометричним полiномом 𝑛–го порядку в просторi 𝑂(T, 𝑌 ) на-

звемо функцiю вигляду

𝑇 𝑌𝑛 (𝑥) = 𝑎0 +
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥), 𝑥 ∈ R,

{𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛} ⊂ 𝑌 .

Нехай 𝐴 – деякий клас вiдображень iз 𝐿𝑝(T, 𝑌 ). Величину [55]

𝑑𝑤𝑛 (𝐴;𝐿𝑝(T, 𝑌 )) = inf
𝐻𝑛

sup
𝑎∈𝐴

inf
ℎ∈𝐻𝑛

‖𝑎− ℎ‖𝑝, (3.48)

де зовнiшня нижня межа береться за всiма пiдпросторами 𝐻 iз 𝐿𝑝(T, 𝑌 ),

такими, що 𝑤 − 𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛 ≤ 𝑛, будемо називати слабким 𝑛–поперечником

за Колмогоровим класу 𝐴 в просторi 𝐿𝑝(T, 𝑌 ).

Якщо 𝐵– ще один клас вiдображень iз 𝐿𝑝(T, 𝑌 ), то разом з величина-

ми (3.48) будемо розглядати величини

𝑑𝑤𝑛 (𝐴,𝐿𝑝(T, 𝑌 ), 𝐵) = inf
𝐻𝑛

sup
𝑎∈𝐴

inf
ℎ∈𝐻𝑛∩𝐵

‖𝑎− ℎ‖𝑝, (3.49)

де зовнiшня нижня межа береться за всiма 𝐻𝑛 ⊂ 𝐿𝑝(T, 𝑌 ),

𝑤 − 𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛 ≤ 𝑛.

Величини типу (3.49) назвемо вiдносними слабкими поперечника-

ми [170, 32]. Вiдзначимо, що коли 𝑌 = R, (3.48 ) i (3.49) збiгаються

зi звичайним поперечником за Колмогоровим i вiдносним поперечником

вiдповiдно.
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Через 𝐹𝑝(T, 𝑌 ) будемо позначати одиничну кулю простору 𝐿𝑝(T, 𝑌 ).

Нехай задане неперервне ядро 𝐾 ∈ 𝐿1 i

𝜇 = 𝜇(𝐾) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, якщо

2𝜋∫︁
0

𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

0, в протилежному випадку.

Через 𝐾 * 𝐹𝑝(T, 𝑌 ) будемо позначати клас функцiй 𝑓 , якi зображую-

ться у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝑎 ∈ 𝑌 , 𝜙 ∈ 𝐹𝑝(T, 𝑌 ), 𝜙⊥𝜇 ( останнiй запис значить, що

𝜇
𝜋∫︀

−𝜋
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 = 0).

Вiдзначимо, що якщо 𝑌 = R, а 𝐾 = 𝐵𝑟 (ядро Бернуллi), то 𝐾 *
𝐹𝑝(T, 𝑌 ) = 𝑊 𝑟

𝑝 .

В. М. Коновалов i А. В. Павлик [118] довели, що для 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞ i

𝑟 = 3, 4, ...

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
1 , 𝐿𝑞,𝑊

𝑟
1 ) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞, (3.50)

𝑑𝑛(𝑊
𝑟
∞, 𝐿𝑞,𝑊

𝑟
∞) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (3.51)

В [31] (див. також [170]) одержано бiльш загальнi результати. Нехай

двiчi диференцiйовне ядро 𝐾 ∈ 𝐿1 має на перiодi рiвно два промiж-

ка строгої монотонностi i строгої опуклостi i таке, що його коефiцiєнти

Фур’є 𝑐𝑚(𝐾) ̸= 0, 𝑚 ̸= 0. Тодi для 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞

𝑑𝑛(𝐾 *𝑊 0
1 , 𝐿𝑞, 𝐾 *𝑊 0

1 ) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞, (3.52)

𝑑𝑛(𝐾 *𝑊 0
∞, 𝐿𝑞, 𝐾 *𝑊 0

∞) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞. (3.53)

Вiдзначимо, що спiввiдношення (3.52) для 𝑞 = 1 i (3.53) для 𝑞 = ∞
були здобутi ранiше в [1] i [247] вiдповiдно (див. також [2]). В [32] (див.

також [170]) було встановлено такий факт.
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Нехай двiчi диференцiйовне ядро 𝐾 ∈ 𝐿1 має на перiодi рiвно два

промiжка строгої монотонностi i строгої опуклостi i таке, що його коефi-

цiєнти Фур’є 𝑐𝑚(𝐾) ̸= 0, 𝑚 ̸= 0. Тодi для 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹1(T, 𝑌 ), 𝐿𝑞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹1(T, 𝑌 )) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞.

Основним результатом даного пiдроздiлу є така

Теорема 3.4.1. Нехай двiчi диференцiйовне ядро 𝐾 ∈ 𝐿1 має на перiодi

рiвно два промiжки строгої монотонностi i строгої опуклостi, i таке,

що його коефiцiєнти Фур’є 𝑐𝑚(𝐾) ̸= 0, 𝑚 ̸= 0. Тодi для всiх 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿𝑞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )) ≍ 𝑛−2, 𝑛→ ∞.

Доведення. Доводячи теорему, будемо дiяти аналогiчно до [245, 31,

32]. Спочатку отримаємо для 𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿𝑞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ))

оцiнки зверху. Оскiльки

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿𝑞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )) ≪

≪ 𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿∞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )),

то для знаходження необхiдної оцiнки, нам достатньо оцiнити зверху

поперечники 𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿∞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )).

Нехай

𝐽2𝑛−2(𝑡) =
3

2𝑛(2𝑛2 + 1)𝜋

⎛⎜⎝sin(
𝑛𝑡

2
)

sin(
𝑡

2
)

⎞⎟⎠
4

, 𝑡 ∈ R−

ядро Джексона.

У подальших мiркуваннях будуть використанi властивостi iнтеграла

Рiмана векторнозначних функцiй, наведенi, наприклад, в [94, c. 131–137],

а також властивостi ядра Джексона [88].

Зафiксуємо довiльну функцiю 𝑓 ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ). Дiючи аналогiчно

до [88, c. 127–128], неважко переконатись, що згортка

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, 𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡− 𝜏)𝐽2𝑛−2(𝜏) 𝑑𝜏
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ядра 𝐽2𝑛−2 з функцiєю 𝑓 ∈ 𝐿∞(T, 𝑌 ) є тригонометричним полiномом

порядку не вище вiд 2𝑛− 2. До того ж 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, ·) ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), i має

мiсце зображення

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, 𝑥) = 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝑇2𝑛−2(𝐾;𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝜙 ∈ 𝐿∞(T, 𝑌 ), ‖𝜙‖∞ ≤ 1, 𝜙⊥𝜇, 𝑎 ∈ 𝑌 .

Дiйсно, враховуючи парнiсть ядра Джексона i те, що
𝜋∫︀

−𝜋
𝐽2𝑛−2(𝑡) 𝑑𝑡 = 1 [88, c. 127 – 128], отримаємо

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, 𝑥) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 =

=

𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥− 𝑦)

⎛⎝𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑦 − 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑦 =

= 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥− 𝑦)𝐾(𝑦 − 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑦 𝑑𝑡 =

= 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥− 𝑡− 𝑢)𝐾(𝑢)𝜙(𝑡) 𝑑𝑢 𝑑𝑡 =

= 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝑇2𝑛−2(𝐾;𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝑡.

Покажемо тепер, що для 𝑓 ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ) буде

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, ·) ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ). Насправдi,

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓, 𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡− 𝑥)𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

𝜋∫︁
−𝜋

⎛⎝𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥− 𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ 𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥 =
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= 𝑎 · 𝜇
𝜋∫︁

−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥+

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥− 𝜏)𝜙(𝜏)𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝜏𝑑𝑥 =

= 𝑎 · 𝜇
𝜋∫︁

−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥+

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑢)𝜙(𝑢− 𝑥)𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑢 =

= 𝑎 · 𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑢)𝜓(𝑢) 𝑑𝑢,

де

𝜓(𝑢) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥)𝜙(𝑢− 𝑥) 𝑑𝑥.

Покажемо, що 𝜓(𝑢) ∈ 𝐹∞(T, 𝑌 ). Насправдi, використовуючи той

факт, що ядро Джексона невiд’ємне, а також те, що
𝜋∫︀

−𝜋
𝐽2𝑛−2(𝑥) 𝑑𝑥 = 1,

маємо:

‖𝜓(𝑢)‖∞,𝑌 =
⃦⃦⃦ 𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥)𝜙(𝑢− 𝑥) 𝑑𝑥
⃦⃦⃦
∞,𝑌

=

= ess sup
𝑢∈T

⃦⃦⃦ 𝜋∫︁
−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑥)𝜙(𝑢− 𝑥) 𝑑𝑥
⃦⃦⃦
𝑌
≤

≤ ess sup
𝑢∈T

𝜋∫︁
−𝜋

|𝐽2𝑛−2(𝑥)|‖𝜙(𝑢− 𝑥) 𝑑𝑥‖𝑌 𝑑𝑥 ≤
𝜋∫︁

−𝜋

𝐽2𝑛−2(𝑡) 𝑑𝑡 = 1.

Тепер оцiнимо вiдхилення ‖𝑓(·)− 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓 ; ·)‖∞,𝑌 :

‖𝑓(·)− 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓 ; ·)‖∞,𝑌 =

=
⃦⃦⃦ 𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥−
𝜋∫︁

−𝜋

𝑇 𝑌2𝑛−2(𝐾; 𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥
⃦⃦⃦
∞,𝑌

≤

≤
⃦⃦⃦ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝐾(𝑡− 𝑥)− 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝐾; 𝑡− 𝑥)| · ‖𝜙(𝑥)‖𝑌 𝑑𝑥
⃦⃦⃦
∞,𝑌

≤

≤ ‖𝐾(·)− 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝐾; ·)‖∞ ·
𝜋∫︁

−𝜋

‖𝜙(𝑥)‖𝑌 𝑑𝑥.
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Оскiльки для будь-якої двiчi диференцiйовної 2𝜋–перiодичної дiйсної

функцiї ℎ буде справджуватись оцiнка (див., наприклад, [88, c. 204–205])

‖ℎ(·)− 𝑇2𝑛−2(ℎ; ·)‖∞ ≤ 𝐶1‖ℎ(2)‖∞ · 𝑛−2

iз абсолютною константою 𝐶1, то можемо написати

‖𝑓(·)− 𝑇 𝑌2𝑛−2(𝑓 ; ·)‖∞,𝑌 ≤ 𝐶2𝑛
−2,

де 𝐶2 > 0 – абсолютна константа.

Необхiдна оцiнка зверху одержана. Покажемо тепер, що має мiсце i

оцiнка знизу. Зрозумiло, що

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿𝑞(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )) ≫

≫ 𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿1(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )).

Отже, нам достатньо оцiнити знизу поперечник

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿1(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )).

Нехай 𝑒 ∈ 𝑌 : ‖𝑒‖𝑌 = 1, а𝐺 ∈ 𝑌 *: ‖𝐺‖ = 1 i ⟨𝐺, 𝑒⟩ = ‖𝑒‖𝑌 = 1, тодi для

будь-якої функцiї 𝑔 ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T,R) можемо написати 𝑔(𝑡) = ⟨𝐺, 𝑔(𝑡)𝑒⟩,
причому 𝑔𝑒 ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ). Покажемо, що для будь-якої функцiї

𝑓 ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ) i довiльного 𝐺 ∈ 𝑌 *, такого, що ‖𝐺‖ = 1, буде

⟨𝐺, 𝑓(𝑡)⟩ ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T,R). Дiйсно,

⟨𝐺, 𝑓(𝑡)⟩ =

⟨
𝐺, 𝑎𝜇+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥

⟩
,

де 𝜙 ∈ 𝐹∞(T, 𝑌 ). Скориставшись властивостями iнтеграла Рiмана [94,

c. 135] i лiнiйного функцiонала, отримаємо

⟨𝐺, 𝑓(𝑡)⟩ = 𝜇⟨𝐺, 𝑎⟩+

⟨
𝐺,

𝜋∫︁
−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥

⟩
=

= 𝜇⟨𝐺, 𝑎⟩+
𝜋∫︁

−𝜋

⟨𝐺,𝐾(𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥)⟩ 𝑑𝑥 = 𝜇⟨𝐺, 𝑎⟩+
𝜋∫︁

−𝜋

𝐾(𝑡− 𝑥)⟨𝐺,𝜙(𝑥)⟩ 𝑑𝑥.
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Покажемо, що ⟨𝐺,𝜙(𝑥)⟩ ∈ 𝐹∞(T,R). Дiйсно,

‖⟨𝐺,𝜙(𝑥)⟩‖∞ = ess sup
𝑥∈T

|⟨𝐺,𝜙(𝑥)⟩| ≤ ‖𝐺‖𝑌 * · ess sup
𝑥∈T

‖𝜙(𝑥)‖𝑌 ≤ 1.

Тепер, враховуючи, що ⟨𝐺, 𝑎⟩ ∈ R, можемо заключити, що

⟨𝐺, 𝑓(𝑡)⟩ ∈ 𝐾 * 𝐹∞(T,R).
Для довiльного 𝑛 розглянемо класи 𝐻𝑛 ∩ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), де 𝐻𝑛 –

пiдпростори простору 𝐿∞(T, 𝑌 ), такi, що 𝑤 − 𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛 ≤ 𝑛. За означе-

нням слабкої розмiрностi i слабкої лiнiйної незалежностi пiдпростори

𝐻𝐺
𝑛 = {⟨𝐺, 𝑢(·)⟩ : 𝑢 ∈ 𝐻𝑛} будуть мати розмiрнiсть не бiльшу 𝑛. Отже,

якщо 𝑢 ∈ 𝐻𝑛 ∩ 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), то ⟨𝐺, 𝑢(·)⟩ ∈ 𝐻𝐺
𝑛 ∩ 𝐾 * 𝐹∞(T,R), де

dim𝐻𝐺
𝑛 ≤ 𝑛.

Пiсля зроблених зауважень для будь-якого 𝐺 ∈ 𝑌 *, такого що

‖𝐺‖𝑌 * = 1, можемо написати

𝑑𝑤𝑛 (𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 ), 𝐿1(T, 𝑌 ), 𝐾 * 𝐹∞(T, 𝑌 )) =

= inf
𝐻𝑛⊂𝐿1(T,𝑌 )
𝑤−𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛≤𝑛

sup
𝑓∈𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

inf
𝑢∈𝐻𝑛∩𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

‖𝑓 − 𝑢‖1,𝑌 =

= inf
𝐻𝑛⊂𝐿1(T,𝑌 )
𝑤−𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛≤𝑛

sup
𝑓∈𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

inf
𝑢∈𝐻𝑛∩𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

𝜋∫︁
−𝜋

‖𝑓(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖𝑌 𝑑𝑡 ≥

≥ inf
𝐻𝑛⊂𝐿1(T,𝑌 )
𝑤−𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛≤𝑛

sup
𝑓∈𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

inf
𝑢∈𝐻𝑛∩𝐾*𝐹∞(T,𝑌 )

𝜋∫︁
−𝜋

|⟨𝐺, 𝑓(𝑡)⟩ − ⟨𝐺, 𝑢(𝑡)⟩| 𝑑𝑡 =

= inf
𝐻𝑛⊂𝐿1

𝑑𝑖𝑚𝐻𝑛≤𝑛

sup
𝑓∈𝐾*𝐹∞(T,R)

inf
𝑢∈𝐻𝑛∩𝐾*𝐹∞(T,R)

‖𝑓 − 𝑢‖1 =

= 𝑑𝑛(𝐾 *𝑊 0
∞, 𝐿1, 𝐾 *𝑊 0

∞).

Оскiльки має мiсце спiввiдношення (3.53), то необхiдна оцiнка знизу

отримана.

Теорема доведена.

Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячено дослiдженню питань наближення функцiональних

класiв за наявностi обмежень на апарат наближення.
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Отримано порядковi рiвностi при 𝑛 → ∞ для найкращих 𝐿𝑞–

наближень класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2) диференцiйовних перiодичних

функцiй сплайнами порядку 𝑟 мiнiмального дефекту з цих класiв. З’я-

совано, що у випадку 𝑝 = 𝑞 = 2 для 𝑟 = 3, 4, ... порядок цих наближень

iстотно вiдрiзняється вiд порядку вiдповiдних поперечникiв за Колмо-

горовим, отже послiдовнiсть пiдпросторiв {𝑆1
2𝑛,𝑟} не є екстремальною за

порядком для поперечникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) при 𝑟 = 3, 4, ...

Знайдено точну асимптотику при 𝑛 → ∞ найкращих несиметричних

наближень i найкращих одностороннiх наближень класiв 𝑊 𝑟
1 сплайнами

iз (1+𝜀𝑛)𝑊 𝑟−1
𝑉 , де 𝜀𝑛 – незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. Цi ре-

зультати є продовженням дослiджень В. Ф. Бабенка i Н. В. Парфiнович

по уточненню отриманих ранiше порядкових результатiв В. Ф. Бабенка.

Знайдено найменшi значення константи 𝑀 , за яких найкращi неси-

метричнi наближення класу 𝑊 𝑟
1 сплайнами з 𝑀𝑊 𝑟−1

𝑉 збiгаються з най-

кращими несиметричними наближеннями цього класу без обмежень. Цi

результати є продовженням дослiджень автора щодо розв’язку таких за-

дач в симетричнiй ситуацiї.

Отримано порядковi рiвностi для вiдносних слабких поперечникiв

класiв згорток функцiй з одиничної кулi простору iстотно обмежених

за нормою банаховозначних функцiй з дiйсним ядром в рiвномiрнiй

метрицi. Цей результат поширює вiдомi результати В. М. Коновалова,

В. М. Коновалова i А. В. Павлика, В. Ф. Бабенка i Л. Е. Азара.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах: [81, 82, 109, 41, 269,

107, 108, 256, 33] (див. також роботи [1, 2, 3, 8, 23, 24, 25, 26, 27] зi списку

публiкацiй здобувача на с. 10–15).
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РОЗДIЛ 4

Нерiвностi Колмогорова для дробових похiдних

функцiй однiєї змiнної та їх застосування

4.1. Вiдомостi про нерiвностi Колмогорова i постановка спо-

рiднених задач

Нерiвностi для норм промiжних похiдних функцiй мають велике значе-

ння для багатьох напрямiв математики (математичний аналiз, диферен-

цiальнi рiвняння,теорiя некоректних задач, теорiя апроксимацiї, теорiя

оптимальних алгоритмiв). Найбiльшу вагу мають такi нерiвностi з не-

покращуваними константами (точнi нерiвностi), оскiльки саме вони, а

також методи їх доведення, знайшли найбiльш важливi застосування.

Дана проблематика має тривалу iсторiю i велику кiлькiсть яскравих ре-

зультатiв.

Нехай 𝐺 ⊆ R. Через 𝐿𝑝(𝐺), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, позначимо простiр вимiрних

функцiй 𝑓 : 𝐺→ R зi скiнченною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝∫︁
𝐺

|𝑓(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 <∞,

ess sup
𝑡∈𝐺

|𝑓(𝑡)|, 𝑝 = ∞.

Для 𝑟 ∈ N i 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ позначимо через 𝐿𝑟𝑠(𝐺) множину функцiй

𝑓 : 𝐺 → R, таких що 𝑓 (𝑟−1) (𝑓 (0) = 𝑓) локально абсолютно неперервна i

𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑠(𝐺), i покладемо 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) := 𝐿𝑝(𝐺) ∩ 𝐿𝑟𝑠(𝐺).
Першi точнi нерiвностi для промiжних похiдних з’явились у роботах

Е. Ландау [279] 1913 року та Ж. Адамара [270] 1914 року. Цi результати

полягають в наступному:

− для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,∞(R+) виконується точна нерiвнiсть

‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+) ≤ 2‖𝑓‖
1
2

𝐿∞(R+)
‖𝑓 ′′‖

1
2

𝐿∞(R+)
(4.1)
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− для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,∞(R) виконується точна нерiвнiсть

‖𝑓 ′‖𝐿∞(R) ≤
√
2‖𝑓‖

1
2

𝐿∞(R)‖𝑓
′′‖

1
2

𝐿∞(R) (4.2)

Одним з найбiльш визначних досягнень в цiй тематицi є робота

А. М. Колмогорова [273] (див. також [113]), в якiй доведено, що для

всiх 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 < 𝑟, та для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞(R)

‖𝑓 (𝑘)‖𝐿∞(R) ≤
‖𝜙1,𝑟−𝑘‖𝐿∞(R)

‖𝜙1,𝑟‖𝐿∞(R)
‖𝑓‖1−𝑘/𝑟𝐿∞(R)‖𝑓

(𝑟)‖𝑘/𝑟𝐿∞(R). (4.3)

Нерiвнiсть (4.3) перетворюється на рiвнiсть для функцiй 𝜙𝜆,𝑟(𝑡) =

𝜆−𝑟𝜙1,𝑟(𝜆𝑡), 𝜆 > 0 (iдеальнi сплайни Ейлера).

Зазначимо також, що для 𝑟 = 3, 4, 𝑘 < 𝑟 i 𝑟 = 5, 𝑘 = 2 ця нерiвнiсть

була одержана в [242].

З огляду на велику значущiсть цього результату i його вплив на

подальший iнтенсивний розвиток дослiджень в цьому напрямi, розгля-

дуванi нерiвностi мають назву нерiвностей типу Колмогорова.

Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 < 𝑟, 1 ≤ 𝑞, 𝑝, 𝑠 ≤ ∞, 𝐺 = {R,R+,R−,T}, де R –

множина дiйсних чисел, R+ – множина додатних чисел, R− – множина

вiд’ємних чисел, T – вiдрiзок [0, 2𝜋] з ототожненими кiнцями.

Нерiвнiсть

‖𝑓 (𝑘)‖𝐿𝑞(𝐺) ≤ 𝐾‖𝑓‖𝜇𝐿𝑝(𝐺)
‖𝑓 (𝑟)‖𝜆𝐿𝑠(𝐺)

, 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺). (4.4)

𝜆 =
𝑘 − 1

𝑞 +
1
𝑝

𝑟 − 1
𝑠 +

1
𝑝

, 𝜇 = 1− 𝜆, (4.5)

називають мультиплiкативною нерiвнiстю типу Колмогорова.

Наведемо ситуацiї, в яких точна константа в нерiвностi (4.4) для де-

яких значень параметрiв 𝑝, 𝑞 i 𝑠 була знайдена для всiх порядкiв 𝑘 та 𝑟

похiдних функцiй.

Для 𝐺 = R точна константа вiдома у випадках:

1) 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 2 – Г. Г. Гардi, Дж. I. Лiттлвуд, Г. Полiа [232];

2) 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 1 – I. М. Стейн [295];
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3) 𝑞 = ∞, 𝑝 = 𝑠 = 2 – Л. В. Тайков [216].

Для 𝐺 = R− точна константа вiдома у випадках:

1) 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞ – Е. Ландау [279] для 𝑟 = 2, А. П. Маторiн [159] для

𝑟 = 3, I. Дж. Шонберг та А. Каваретта [294];

2) 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 2 – Ю. I. Любiч [153], М. П. Купцов [139];

3) 𝑞 = ∞, 𝑝 = 𝑠 = 2 – В. М. Габушин [73], М. П. Купцов [140].

Огляд iнших часткових випадкiв, в яких була знайдена константа 𝐾

в нерiвностi (4.4) можна знайти, наприклад, в книгах [227, 26] та оглядах

[7, 230, 24].

Необхiднi та достатнi умови для того, щоб нерiвнiсть (4.4) виконува-

лась з деякою скiнченою константою отриманi В. М. Габушиним (див.

[72, 75])

Фундаментальнi i прикладнi математичнi дослiдження, а також дослi-

дження в iнших галузях науки, зокрема, фiзицi i хiмiї (див., наприклад,

[288, 243]), вимагають розгляду похiдних i iнтегралiв не лише цiлого, а i

дробового порядку.

Дробовi похiднi почали вивчати ще Лейбнiц i Ейлер. Значний вплив на

розвиток дробового iнтегродиференцiювання здiйснили Лiувiлль, Абель,

Рiман, Лєтнiков, Вейль, Адамар та iншi вiдомi математики. Дробове iнте-

гродиференцiювання має багатий змiст, що обумовлене взаємозв’язками

з рiзноманiтними питаннями фундаментальної математики i прикладних

наук. Бiльшiсть важливих означень i фактiв з теорiї дробового iнтегро-

диференцiювання можна знайти в монографiї [184].

Рiзноманiтнiсть задач, що призводять до необхiдностi вивчення дро-

бових похiдних i iнтегралiв обумовила також вибiр рiзних пiдходiв до

вивчення дробових похiдних, найбiльш вiдомими i застосованими з яких

є похiднi Рiмана-Лiувiлля для функцiй, заданих на всiй дiйснiй прямiй i

похiднi Вейля – для перiодичних функцiй.
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Природним є питання про встановлення точних нерiвностей типу Кол-

могорова для похiдних (iнтегралiв) дробового порядку. Зазначимо, що

розв’язання таких задач зустрiчається зi значними труднощами, i через

це точних нерiвностей типу Колмогорова для норм дробових похiдних

вiдомо значно менше, нiж для норм похiдних цiлого порядку.

Перед тим, як перейти до огляду вiдомих результатiв, наведемо озна-

чення деяких похiдних дробового порядку. Насамперед означимо похi-

дну Рiмана-Лiувiлля [184, §5.1]. Для функцiї 𝑓 : R → R i 𝑥 ∈ R похiдна

Рiмана-Лiувiлля порядку 𝛼 означається в такий спосiб:

𝒟𝛼
±𝑓(𝑥) =

(±1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)
· 𝑑

𝑛

𝑑𝑥𝑛

+∞∫︁
0

𝑡𝑛−𝛼−1𝑓(𝑥∓ 𝑡) 𝑑𝑡, 𝑛 = [𝛼] + 1, (4.6)

де Γ(𝑧) – гамма-функцiя Ейлера, а [𝑧] – цiла частина дiйсного числа 𝑧.

Далi введемо до розгляду дробову похiдну за Маршо порядку 𝛼 > 0

(див. [286]) або [184, §5.6], що для функцiї 𝑓 : R → R i 𝑥 ∈ R означається

в такий спосiб:

𝐷𝛼
±𝑓(𝑥) =

1

κ(𝛼, 𝑛)

+∞∫︁
0

(Δ𝑛
±𝑡𝑓)(𝑥)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝛼, (4.7)

де

(Δ𝑛
±𝑡)(𝑥) :=

𝑛∑︀
𝑚=0

(−1)𝑚C𝑚
𝑛 𝑓(𝑥∓𝑚𝑡),

κ(𝛼, 𝑛) := Γ(−𝛼)
𝑛∑︀

𝑚=0
(−1)𝑚C𝑚

𝑛𝑚
𝛼.

(4.8)

Зазначимо (див. [184, §5.6]), що κ(𝛼, 𝑛) можна записати у виглядi

κ(𝛼, 𝑛) =
1

𝛼

1∫︁
0

(1− 𝜉)𝑛−1

(ln 1
𝜉 )
𝛼

𝑑𝜉,

що надає цьому коефiцiєнту змiст i для 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑛− 1.

Крiм того, в означеннi дробової похiдної Маршо довiльного порядку

𝛼 > 0 нормуючий коефiцiєнт побудовано таким чином, щоб значення

похiдної не залежало вiд порядку 𝑛 скiнченної рiзницi Δ𝑛
±𝑡.
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Зауважимо, що для функцiй 𝑓 : R → R визначенi похiднi 𝒟𝛼
±𝑓 i 𝐷𝛼

±𝑓 ,

а для функцiй 𝑓 : R+ → R формули (4.6) i (4.7) є змiстовними лише для

𝒟𝛼
−𝑓 i 𝐷𝛼

−𝑓 .

Вiдомо (див. [184]), що 𝒟𝛼
±𝑓 = 𝐷𝛼

±𝑓 для "достатньо гарних" функцiй.

В той самий час конструкцiя (4.7) є придатною для функцiй з "доста-

тньо поганою" поведiнкою на нескiнченностi. Наприклад,𝐷𝛼
±𝑓 визначена

для сталих функцiй, або необмежених функцiй, порядок росту яких на

нескiнченностi менший за 𝛼, чого не можна сказати про похiднi 𝒟𝛼
±𝑓 .

Нерiвнiсть типу Колмогорова (4.4) для норм похiдних дробового по-

рядку набуде вигляду

‖D𝛼𝑓‖𝐿𝑞(𝐺) ≤ 𝐾‖𝑓‖𝜇𝐿𝑝(𝐺)
‖𝑓 (𝑟)‖𝜆𝐿𝑠(𝐺)

, 𝜇 = 1− 𝜆, 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺), (4.9)

де пiд D𝛼 ми розумiємо одну iз розглядуваних дробових похiдних.

Нехай, наприклад, D𝛼 = 𝐷𝛼
±. Так, як i у випадку нерiвностi (4.4) для

похiдних цiлого порядку, неважко бачити, що константа 𝐾 в нерiвностi

(4.9) скiнченна, лише якщо параметри 𝜆 i 𝜇 задовольняють умови (4.5)

з 𝑘 = 𝛼. В роботi [252] було встановлено достатнi умови, що дозволяють

отримувати точнi нерiвностi (4.9) для норм похiдних за Маршо в деяких

ситуацiях.

Разом з похiдними Маршо i Рiмана-Лiувiлля в задачах про нерiвно-

стi типу Колмогорова розглядались також iншi дробовi похiднi, такi як

похiднi за Рiссом [184, § 25.4], похiднi за Вейлем [184, § 19]. Наведемо

вiдомi нам ситуацiї, в яких знайдено точнi константи в нерiвностi (4.9):

1) 𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝛼 ∈ (0, 1) – С. П. Гейсберг [78] (для

похiдних за Маршо);

2) 𝐺 = R+, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝛼 < 𝑟 ≤ 2 та 1 < 𝛼 < 2, 𝑟 = 2 –

В. В. Арестов [244] (для похiдних Рiмана-Лiувiлля);

3) 𝐺 = R або 𝐺 = R+, 𝑝 = 𝑠 = 2, 𝑞 = ∞, 𝛼 < 𝑟 – А. П. Буслаєв,

В. М. Тихомиров [67] (для похiдних за Вейлем);
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4) 𝐺 = R+, 𝑝 = 𝑠 = 2, 𝑞 = ∞, 𝛼 ∈ (−1/2, 𝑟− 1/2), 𝑟 ∈ N – Г. Г. Магарiл-

Iльяєв, В. М. Тихомиров [284] (для похiдних Рiмана-Лiувiлля);

5) 𝐺 = T, 𝑝 = 𝑠 = ∞, 𝑞 = 2, 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑟/2 ≤ 𝑘 < 𝑟, 𝛼 = 𝑘 + 1/2 –

В. Ф. Бабенко [22, 246] (для похiдних за Вейлем);

6) 𝐺 = R i 𝐺 = R+, 𝑝 = 𝑠 = ∞, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, 𝑟 = 1, 𝛼 ∈ (0, 1− 1/𝑠) та

𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 0 < 𝛼 < 1 – В. Ф. Бабенко i М. С. Чурiло-

ва [58, 235] (для похiдних за Маршо);

7) 𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 0 < 𝛼 < 2 – В. Ф. Бабенко i

М. С. Чурiлова [235] (для похiдних за Рiссом).

Крiм того, В. Ф. Бабенком i М. С. Чурiловою [235, 161] отриманi точнi

адитивнi нерiвностi, що оцiнюють рiвномiрну норму похiдних Маршо по-

рядку 𝛼 ∈ (0, 𝑟 − 1/𝑠) ∖ N, 𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, через рiвномiрну норму

зрiзаної похiдної i 𝐿𝑠(𝐺)-норму 𝑟-ї похiдної даної функцiї (𝐺 = R,R+).

Огляд iнших результатiв щодо нерiвностей Колмогорова для норм

дробових похiдних можна знайти в [235, 188] i [161, роздiл 2]. Резуль-

тати, що стосуються нерiвностей для норм похiдних функцiй багатьох

змiнних, ми обговоримо в 5-му роздiлi.

Тепер перейдемо до постановки спорiднених задач.

Задача про точнi нерiвностi типу Колмогорова тiсно пов’язана iз за-

дачею Стєчкiна про наближення необмеженого оператора обмеженими

на заданому класi елементiв 𝑄, а також iз задачею оптимального вiднов-

лення необмеженого оператора на класi 𝑄 у припущеннi, що елементи 𝑄

заданi з вiдомою похибкою (див. [196, 8, 7] i [26, § 7.1].

Нехай 𝑋 i 𝑌 — банаховi простори 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 — оператор (необо-

в’язково лiнiйний) з областю визначення 𝐷𝐴 ⊂ 𝑋, 𝑄 ⊂ 𝐷𝐴 — деяка

множина.

Функцiя

Ω(𝛿) = Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) := sup
𝑓∈𝑄

‖𝑓‖𝑋≤𝛿

‖𝐴𝑓‖𝑌 , 𝛿 > 0, (4.10)
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називається модулем неперервностi оператора 𝐴 на множинi 𝑄.

Задача вiдшукання функцiї Ω(𝛿) для заданих оператора 𝐴 i множини

𝑄 є абстрактною версiєю задачi про нерiвностi типу Колмогорова.

Через ℒ = ℒ(𝑋, 𝑌 ) будемо позначати простiр лiнiйних обмежених

операторiв 𝑆 : 𝑋 → 𝑌 . Для 𝑁 > 0 покладаємо

𝐸𝑁(𝐴,𝑄) = inf
𝑆∈ℒ(𝑋,𝑌 )
‖𝑆‖≤𝑁

sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑆𝑓‖𝑌 . (4.11)

Задача С. Б. Стєчкiна про найкраще наближення оператора 𝐴 на мно-

жинi 𝑄 лiнiйними обмеженими операторами полягає в тому, щоб для до-

вiльного 𝑁 > 0 обчислити величину (4.11), а також знайти екстремаль-

ний оператор, тобто оператор, що реалiзуює точну нижню межу в правiй

частинi (4.11). Ця задача вперше виникла в дослiдженнях С. Б. Стєчкi-

на в 1965 р. (див. [194]). Постановка задачi, першi важливi результати

та її розв’язання для диференцiальних операторiв малих порядкiв пред-

ставленi в [196] (див. також [197]). С. Б. Стєчкiн розв’язав цю задачу на

класах 𝐿𝑟∞,∞(𝐺), 𝐺 = R та 𝐺 = R−, для 𝑟 = 2, 3, в явному виглядi ви-

писавши екстремальнi оператори, якими виявилися скiнченно рiзницевi

оператори.

В просторi 𝐿𝑟∞,∞(R), 𝑟 = 4, 5, розв’язок задачi Стєчкiна дано

В. В. Арєстовим [4]. Цей результат якiсно вiдрiзняється вiд попереднiх:

екстремальний оператор вже є нескiнченно рiзницевим. Екстремальний

оператор для задачi Стєчкiна на класi 𝐿𝑟∞,∞(R) в загальному випадку

(𝑟 > 5) виписано в [66]. Огляд iнших вiдомих результатiв розв’язку за-

дачi Стєчкiна можна знайти наприклад, в [8, 7].

Нехай

𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄) = inf
𝑁≥0

{𝐸𝑁(𝐴,𝑄) +𝑁𝛿}.

Наступна теорема С. Б. Стєчкiна [196] (див. також [26, теорема 7.1.1]) дає

просту, але часто використовувану i ефективну оцiнку знизу величини

найкращого наближення оператора через його модуль неперервностi.



166

Теорема 4.1.1. Якщо 𝐴 — однорiдний ( зокрема, лiнiйний ) оператор,

𝑄 — центрально-симетрична опукла множина iз областi визначення

оператора 𝐴, то виконуються нерiвностi

𝐸𝑁(𝐴,𝑄) ≥ sup
𝛿>0

{Ω(𝛿, 𝐴,𝑄)−𝑁𝛿} =

= sup
𝑓∈𝑄

{‖𝐴𝑓‖𝑌 −𝑁‖𝑓‖𝑋}, 𝑁 ≥ 0, (4.12)

Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) ≤ 𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄), 𝛿 ≥ 0. (4.13)

Якщо при цьому iснує елемент 𝑓 ∈ 𝑄 i лiнiйний обмежений оператор

𝑇 такi, що

‖𝐴𝑓‖𝑌 = sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝑓‖𝑌 + ‖𝑇‖ ‖𝑓‖𝑋 , (4.14)

то правильнi рiвностi

Ω(‖𝑓‖𝑋 , 𝐴,𝑄) = ‖𝐴𝑓‖𝑌 ,

𝐸‖𝑇‖(𝐴,𝑄) = sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝑓‖𝑌 = ‖𝐴𝑓‖𝑌 − ‖𝑇‖ ‖𝑓‖𝑋 ,

i, значить, оператор 𝑇 є екстремальним в задачi (4.11) при 𝑁 = ‖𝑇‖,
а элемент 𝑓 — в задачi (4.10) при 𝛿 = ‖𝑓‖𝑋 .

Багато задач чисельного аналiзу, теорiї функцiй та iнших роздiлiв

математики є некоректними задачами вiдновленя оператора 𝐴 на еле-

ментах класу 𝑄 ⊂ 𝐷𝐴 у припущеннi, що елементи класу 𝑄 заданi з

вiдомою похибкою. Вiдновлення здiйснюється за допомогою деякої мно-

жини ℛ = ℛ(𝑋, 𝑌 ) ⊂ 𝒪(𝑋, 𝑌 ), де 𝒪 = 𝒪(𝑋, 𝑌 ) — сукупнiсть всiх

вiдображень, що дiють iз 𝑋 в 𝑌 .

Для числа 𝛿 ≥ 0 i оператора 𝑇 ∈ ℛ(𝑋, 𝑌 ) покладемо

ℰ𝛿(ℛ;𝐴,𝑄) = inf
𝑇∈ℛ

sup
𝑓∈𝑄, 𝜂∈𝑋,
‖𝑓−𝜂‖𝑋≤𝛿

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝑓‖𝑌 . (4.15)

Задача оптимального вiдновлення оператора 𝐴 за допомогою множи-

ни вiдображень (методiв вiдновлення) ℛ на елементах класу 𝑄, заданих
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з похибкою 𝛿, полягає в тому, щоб знайти величину (4.15) i вказати опти-

мальний (тобто такий, що реалiзуює точну нижню межу в (4.15)) метод

вiдновлення.

Зв’язок задачi (4.15) з нерiвностями типу Колмогорова, з одного боку,

i задачею наближення необмежених операторiв обмеженими – з iншого,

встановлюється такою теоремою (див. [26, теорема 7.1.2]).

Теорема 4.1.2. Якщо 𝑄 – врiвноважена множина i 𝐴 – однорiдний

оператор, то

Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) ≤ ℰ𝛿(𝒪;𝐴,𝑄) ≤ ℰ𝛿(ℒ;𝐴,𝑄) ≤ 𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄).

Якщо при цьому iснує елемент 𝑓 ∈ 𝑄 i оператор 𝑇 ∈ ℒ(𝑋, 𝑌 ) з вла-

стивiстю (4.14), то

‖𝐴𝑓‖𝑌 = Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) = ℰ𝛿(𝒪;𝐴,𝑄) = ℰ𝛿(ℒ;𝐴,𝑄), 𝛿 = ‖𝑓‖𝑋 ,

i для вiдповiдного 𝛿 оператор 𝑇 є оптимальним.

Вiдомi результати, взаємозв’язок задачi Стєчкiна i задачi оптимально-

го вiдновлення оператора з рiзними екстремальними задачами та подаль-

шi посилання можна знайти в [26] та оглядових статтях [4, 76, 5, 6, 8, 74].

В пiдроздiлi 4.2 на пiдставi загальних теорем iз [252] ми отримаємо

новi точнi нерiвностi для дробових похiдних за Маршо у випадку 𝐺 = R,

𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 ≤ 𝑠 <∞, 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑟 = 2 та𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 < 𝑠 ≤ ∞,

𝛼 ∈ (1, 2− 1
𝑠), 𝑟 = 2.

У пiдроздiлi 4.3 ми отримаємо точнi нерiвностi типу Колмогорова для

норм похiдних за Адамаром функцiй з 𝐿𝑝-просторiв, а також з гель-

дерових просторiв. Для випадку гельдерових просторiв будуть також

розглянутi застосування отриманих нерiвностей до розв’язку задач про

наближення оператора диференцiювання за Адамаром обмеженими опе-

раторами i задача вiдновлення цього оператора.

В пiдроздiлi 4.4 розглядаються питання про точнi оцiнки норм дробо-

вих iнтегралiв типу потенцiалiв Феллера (див. [184, § 12]).
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4.2. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Мар-

шо функцiй, заданих на осi

Даний пiдроздiл присвячено встановленню точних нерiвностей типу Кол-

могорова для норм дробових похiдних за Маршо функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠(R)

(1 ≤ 𝑠 ≤ ∞). Як зазначалось, в [252] було встановлено достатнi умови,

що гарантують iснування точних нерiвностей (4.9) для норм дробових

похiдних Маршо, зокрема, у випадку 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞. Наведемо

твердження, що стосуються цих результатiв.

Нехай 𝐺 = {R,R+}. Через 𝑊 𝑟
𝑝,𝑠(𝐺) (1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞) позначимо клас

функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) таких, що ‖𝑓 (𝑟)‖𝐿𝑠(𝐺) ≤ 1, а через
⋁︀
(𝐺) – простiр

функцiй 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐺) з обмеженою на 𝐺 варiацiєю. Для кожного 𝑥 ∈ 𝐺 i

𝑓 ∈ 𝐿1(𝐺) позначимо через 𝑓 [𝑚] (𝑚 ∈ N) – 𝑚-й iнтеграл вiд функцiї 𝑓 :

𝑓 [𝑚] :=
1

(𝑚− 1)!

∫︁
𝐺

(𝑥− 𝑡)𝑚−1
+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ 𝐺.

Для 𝜏 > 0 означимо функцiю ℛ𝜏 : 𝐺→ R в такий спосiб:

ℛ𝜏(𝑥) =

{︃
𝑥𝜏−1

Γ(𝜏) , 𝑥 > 0

0, 𝑥 ≤ 0.

Має мiсце така теорема (див.[252, наслiдок 3]).

Теорема 4.2.1. Нехай 𝐺 = R або 𝐺 = R+, 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1),

𝑟 ∈ N i 𝛼 ∈ (0, 𝑟 − 1/𝑠) ∖ N. Нехай також функцiя Ω ∈ 𝑉 (𝐺) така,

що
(︀
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

)︀
∈ 𝐿𝑠′(𝐺) i для кожної 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝑠(𝐺) виконується

спiввiдношення

𝐷𝛼
−𝑓(0)−

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥) 𝑑Ω(𝑥) =

= (−1)𝑟
∫︁
𝐺

(︁
ℛ𝑟−𝛼(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
𝑓 (𝑟)(𝑥) 𝑑𝑥. (4.16)

Якщо функцiя Φ ∈ 𝑊 𝑟
∞,𝑠(𝐺) задовольняє умову∫︁
𝐺

Φ(𝑡) 𝑑Ω(𝑡) =
⋁︁
𝐺

Ω · ‖Φ‖𝐿∞(𝐺) (4.17)
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i спiввiдношення

(−1)𝑟
∫︁
𝐺

(︁
ℛ𝑟−𝛼(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)(𝑥) 𝑑𝑥 =

=
⃦⃦⃦
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐿𝑠′(𝐺)

, (4.18)

то для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝑠(𝐺) i ℎ > 0 мають мiсце нерiвностi

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(𝐺) 6 ℎ−𝛼

⋁︁
𝐺

Ω · ‖𝑓‖𝐿∞(𝐺) +

+ℎ𝑟−𝛼−1/𝑠
⃦⃦⃦
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐿𝑠′(𝐺)

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐿𝑠(𝐺)

, (4.19)

i

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(𝐺) 6

‖𝐷𝛼
−Φ‖𝐿∞(𝐺)

‖Φ‖1−𝜆𝐿∞(𝐺)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(𝐺)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
𝐿𝑠(𝐺)

, 𝜆 =
𝛼

𝑟 − 1/𝑠
. (4.20)

При цьому функцiя Φℎ(𝑥) := ℎ𝑟−1/𝑠Φ (𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ 𝐺, перетворює (4.19) i

(4.20) на рiвностi.

У випадку 𝑠 = 1 справджується таке твердження (див.[252, наслiдок

4]).

Теорема 4.2.2. Нехай 𝐺 = R або 𝐺 = R+, 𝑟 ∈ N i 𝛼 ∈ (0, 𝑟 − 1) ∖ N.

Нехай також функцiя Ω ∈ 𝑉 (𝐺) така, що
(︀
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

)︀
∈ 𝐿∞(𝐺)

i спiввiдношення (4.16) виконується для кожної 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,1(𝐺). Якщо

(𝑟−1)-разiв диференцiйовна функцiя Φ з кусково-сталою похiдною Φ(𝑟−1)

задовольняє рiвностi (4.17),
⋁︀
𝐺

Φ(𝑟−1) = 1 i

(−1)𝑟
∫︁
𝐺

(︁
ℛ𝑟−𝛼(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
𝑑Φ(𝑟−1)(𝑥) =

=
⃦⃦⃦
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐿1(𝐺)

, (4.21)

то для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,1(𝐺) i ℎ > 0, виконуються точнi нерiвностi

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(𝐺) 6 ℎ−𝛼

⋁︁
𝐺

Ω · ‖𝑓‖𝐿∞(𝐺) +

+ℎ𝑟−𝛼−1
⃦⃦⃦
ℛ𝑟−𝛼 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐿∞(𝐺)

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐿1(𝐺)

, (4.22)
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i

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(𝐺) 6

‖𝐷𝛼
−Φ‖𝐿∞(𝐺)

‖Φ‖1−𝜆𝐿∞(𝐺)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(𝐺)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
𝐿1(𝐺)

, 𝜆 =
𝑘

𝑟 − 1
. (4.23)

Теореми 4.2.1 i 4.2.2 є результатом спiльних дослiджень авторiв [252]

(доведення цих фактiв ми не наводимо).

Нехай 𝛼 ∈ (0, 1), 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Для 𝑝 ∈ [0, 𝛼/(1− 𝛼)],

розглянемо функцiю

𝜔(𝑝;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 6 −𝑝,

− 1

1 + 𝑝
, 𝑥 ∈ (−𝑝, 1],

(1− 𝛼)𝑥−𝛼, 𝑥 > 1.

(4.24)

Для 𝑥 ∈ R, розглянемо функцiю 𝜏(𝑝;𝑥) := Γ(2− 𝛼)ℛ2−𝛼(𝑥)− 𝜔[1](𝑝;𝑥) i

означимо для 𝑠 > 1

𝜑𝑠(𝑝;𝑥) :=
1

2

1∫︁
−𝑝

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝑥∫︁

−𝑝

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡, 𝑠 > 1,

а для 𝑠 = 1

𝜑1(𝑝;𝑥) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(1 + 𝑝) /4, 𝑥 6 −𝑝,
(1 + 𝑝− 2𝑥) /4, 𝑥 ∈ (−𝑝, 1) ,
− (1 + 𝑝) /4, 𝑥 > 1.

Тут ми використовуємо позначення 𝑔(𝑠′) := |𝑔|𝑠′−1sign 𝑔.

Нам знадобиться таке допомiжне твердження

Лема 4.2.1. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠− 1) i 𝛼 ∈ (0, 1). Тодi наступнi

рiвняння мають єдиний розв’язок в iнтервалi [0, 𝛼/(1− 𝛼)]:

𝑍𝑠(𝑝) :=

1∫︁
−𝑝

𝜏(𝑠′)(𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡 = 0, (4.25)

𝑍1(𝑝) := 𝑘𝛼(1− 𝛼)1−𝛼(1 + 𝑝)− (2𝛼)1−𝛼 = 0. (4.26)
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Доведення. Той факт, що рiвняння 𝑍1(𝑝) = 0 має єдиний розв’язок в

iнтервалi [0, 𝛼/(1− 𝛼)] є тривiальним. Для доведення того, що рiвняння

𝑍𝑠(𝑝) = 0 також має єдиний розв’язок на цьому iнтервалi, зазначимо, що

𝑍𝑠 є неперервною i строго спадною на iнтервалi [0, 𝛼/(𝛼− 1)], i набуває

значень протилежних знакiв в точках 0 i 𝛼/(𝛼 − 1). Отже, рiвняння

𝑍𝑠(𝑝) = 0 має єдиний розв’язок на [0, 𝛼/(1− 𝛼)].

Лему доведено.

Для спрощення запису, позначимо через 𝑝𝛼,𝑠, 𝑠 > 1, розв’язок рiвнян-

ня (4.25) i через 𝑝𝛼,1 розв’язок рiвняння (4.26). Зазначимо, що для деяких

значень 𝑠 числа 𝑝𝛼,𝑠 можуть бути знайденi в явному виглядi, а саме,

𝑝𝛼,∞ = 1− 2−𝛼/(1−𝛼) i 𝑝𝛼,2 = 𝛼/(2− 𝛼).

Позначимо функцiї 𝜔 (𝑝𝛼,𝑠; ·), 𝜏 (𝑝𝛼,𝑠; ·) i 𝜑𝑠 (𝑝𝛼,𝑠; ·) через 𝜔𝛼,𝑠, 𝜏𝛼,𝑠 i 𝜑𝛼,𝑠
вiдповiдно.

З теорем 4.2.1 i 4.2.2 неважко отримати таке твердження.

Теорема 4.2.3. Нехай 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠−1), 𝛼 ∈ (0, 1) i ℎ > 0. Тодi

для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠 (R), виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(R) 6

‖𝐷𝛼
−Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R)

‖Φ𝛼,𝑠‖1−𝜆𝐿∞(R)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(R) ‖𝑓
′′‖𝜆𝐿𝑠(R) , 𝜆 =

𝛼

2− 1/𝑠
, (4.27)

де Φ𝛼,𝑠 :=
⃦⃦
𝜑′′𝛼,𝑠
⃦⃦−1

𝐿𝑠(R)
· 𝜑𝛼,𝑠, 𝑠 > 1, i Φ𝛼,1 := 𝜑𝛼,1.

Крiм того, якщо 𝑠 > 1, то функцiя Φ𝛼,𝑠 (𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ R, перетво-

рює (4.27) на рiвнiсть.

Доведення. Нехай Ω :=
𝜔𝛼,𝑠

Γ(2−𝛼) . Неважко перевiрити, що для кожної

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠 (R) справджується рiвнiсть (4.16). Крiм того, якщо

𝑠 > 1, то Φ𝛼,𝑠 спадає на R, Φ𝛼,𝑠 ∈ 𝑊 2
∞,𝑠 (R), Φ𝛼,𝑠 (−𝑝𝛼,𝑠) = −Φ𝛼,𝑠(1) =

‖Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R). Отже, функцiї Ω i Φ𝛼,𝑠 задовольняють умови теореми 4.2.1. У

випадку 𝑠 = 1 неважко переконатись, що функцiї Ω i Φ𝛼,1 задовольняють

умови теореми 4.2.2.

Теорему доведено.
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Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1) i 𝛼 ∈ (1, 2− 1/𝑠). Розглянемо мно-

жину 𝑆 := {(𝑎, 𝑏) ∈ (0, 1)2 : 𝑎 ≤ 𝑏} × [0,+∞). Для кожного (𝑎, 𝑏, 𝑝) ∈ 𝑆,

означимо

𝜔(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 6 −𝑝,
1− 𝑏+

(︀
1− 𝑏1−𝛼

)︀
(𝑎− 1)

(1− 𝑏)(𝑎+ 𝑝)
𝑥 ∈ [−𝑝, 𝑎],

𝑏1−𝛼 − 1

1− 𝑏
, 𝑥 ∈ [𝑎, 1],

(1− 𝛼)𝑥−𝛼, 𝑥 > 1.

(4.28)

Для 𝑥 ∈ R, розглянемо функцiю 𝜏(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) := Γ(2 − 𝛼)ℛ2−𝛼(𝑥) −
𝜔[1](𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) i

𝜑(𝑎, 𝑏, 𝑝;𝑥) :=
1

2

𝑎∫︁
−𝑝

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡+
𝑥∫︁

−𝑝

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡. (4.29)

У подальшому нами iстотно буде використано такий допомiжний резуль-

тат

Лема 4.2.2. Наступна система рiвнянь має розв’зок на 𝑆:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍1(𝑎, 𝑏, 𝑝) :=

𝑎∫︁
−𝑝

𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

𝑍2(𝑎, 𝑏, 𝑝) :=

1∫︁
𝑎

𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

𝑍3(𝑎, 𝑏, 𝑝) :=

1∫︁
−𝑝

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

(4.30)

Нехай (𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠) – один з розв’язкiв системи рiвнянь (4.30)

i, для спрощення запису, ми позначаємо функцiї 𝜔 (𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠; ·),
𝜏 (𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠; ·) i 𝜑 (𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠; ·) через 𝜔𝛼,𝑠, 𝜏𝛼,𝑠 i 𝜑𝛼,𝑠 вiдповiдно.

Зауважимо, що для деяких значень 𝑠 трiйка (𝑎𝛼,𝑠, 𝑏𝛼,𝑠, 𝑝𝛼,𝑠) може бути

виписаною у явному виглядi, а саме 𝑝𝛼,∞ = 𝑎𝛼,∞ = 1/3 i 𝑏𝛼,∞ = 2/3.

Нехай Φ𝛼,𝑠 :=
⃦⃦
𝜑′′𝛼,𝑠
⃦⃦−1

𝐿𝑠(R)
· 𝜑𝛼,𝑠. Має мiсце таке твердження
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Теорема 4.2.4. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠−1), 𝛼 ∈ (1, 2− 1/𝑠) i ℎ > 0.

Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠(R), виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
−𝑓‖𝐿∞(R) 6

‖𝐷𝛼
−Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R)

‖Φ𝛼,𝑠‖1−𝜆𝐿∞(R)

‖𝑓‖1−𝜆𝐿∞(R) ‖𝑓
′′‖𝜆𝐿𝑠(R) , 𝜆 =

𝛼

2− 1/𝑠
. (4.31)

При цьому функцiя Φ𝛼,𝑠 (𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ R, перетворює (4.31) на рiвнiсть

Доведемо спочатку лему 4.2.2 , а потiм теорему 4.2.4.

Доведення леми 4.2.2. Спочатку зазначимо, що функцiя 𝑍2 є непе-

рервною на 𝑆, строго спадною за змiнною 𝑎, строго зростаючою за змiн-

ною 𝑏 i є константою за змiнною 𝑝. Крiм того, для кожного 𝑎 ∈ (0, 1),

𝑍2 (𝑎, 𝑎, 0) < 0 i lim
𝑏→1−0

𝑍2 (𝑎, 𝑏, 0) > 0. З цього факту i монотонностi 𝑍2 за

змiнною 𝑏 випливає iснування строго зростаючої функцiї 𝛾 : (0, 1) → R
такої, що 𝑍2 (𝑎, 𝛾(𝑎), 0) = 0. Крiм того, неперервнiсть функцiї 𝛾 випливає

з її монотонностi i неперервностi функцiї 𝑍2.

Тепер розглянемо функцiю 𝑍1. Зрозумiло, що 𝑍1 є неперервною

на 𝑆, сторого зростаючою за змiнними 𝑎 i 𝑏, i строго спадною за

змiнною 𝑝. Оскiльки для будь-якого 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑍1(𝑎, 𝛾(𝑎), 0) > 0

i lim
𝑝→−∞

𝑍1 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝑝) = −∞, робимо висновок, що iснує функцiя

𝛿 : (0, 1) → R така, що для будь-якого 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑍1 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) = 0.

Оскiльки 𝑍1 неперервна на 𝑆 i 𝛿 є монотонною, переконуємось, що 𝛿 є

також неперервною на (0, 1). Отже, для будь-якого 𝑎 ∈ (0, 1), маємо

𝑍1 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) = 𝑍2 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) = 0.

Покладемо 𝑏* = lim
𝑎→+0

𝛾(𝑎). Оскiльки

lim
𝑎→0+

𝑍2

(︀
𝑎, 12 , 0

)︀
=

1/2∫︁
0

(︀
𝑡1−𝛼 − 1 + 2

(︀
1− 2𝛼−1

)︀
(1− 𝑡)

)︀𝑠′−1
𝑑𝑡−

−
1∫︁

1/2

(︀
𝑡1−𝛼 − 1 + 2

(︀
1− 2𝛼−1

)︀
(1− 𝑡)

)︀𝑠′−1
𝑑𝑡 > 0
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i

lim
𝑎→0+

𝑍2

(︂
𝑎,

1

2
, 0

)︂
=

1/2∫︁
0

(︀
𝑡1−𝛼 − 𝑡

)︀𝑠′−1
𝑑𝑡−

1∫︁
1/2

(︀
𝑡1−𝛼 − 𝑡

)︀𝑠′−1
𝑑𝑡 > 0,

отримаємо, що 𝑏* ∈ (0, 1).

Насамкiнець, вiдзначимо, що 𝑍3 також неперервна на 𝑆 функцiя, i

lim
𝑎→0+

𝑍3 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) = 𝑍3 (+0, 𝑏*, 0) =

=

𝑏*∫︁
0

𝑡 · 𝜏 𝑠′−1
𝛼 (+0, 𝑏*, 0) 𝑑𝑡−

1∫︁
𝑏*

𝑡 · 𝜏 𝑠′−1
𝛼 (+0, 𝑏*, 0) 𝑑𝑢 <

< 𝑏*

⎡⎣ 𝑏*∫︁
0

𝜏 𝑠
′−1
𝛼 (𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡−

1∫︁
𝑏*

𝜏 𝑠
′−1
𝛼 (𝑎, 𝑏, 𝑝; 𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎦ = 𝑏*𝑍2 (+0, 𝑏*, 0) = 0,

lim
𝑎→1−

𝑍3 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) >

1∫︁
0

𝑡
(︀
𝑡1−𝛼 − 1

)︀𝑠′−1
𝑑𝑡 > 0.

Отже, iснує 𝑎 ∈ (0, 1) таке, що 𝑍3 (𝑎, 𝛾(𝑎), 𝛿(𝑎)) = 0.

Лему доведено.

Доведення теореми 4.2.4. Нехай Ω :=
𝜔𝛼,𝑠

Γ(2−𝛼) . Неважко перевiри-

ти, що для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠 (R) справджується рiвнiсть (4.16).

Крiм того, зрозумiло, що Φ𝛼,𝑠 ∈ 𝑊 2
∞,𝑠 (R), Φ𝛼,𝑠 (−𝑝𝛼,𝑠) = −Φ𝛼,𝑠 (𝑎𝛼,𝑠) =

‖Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R), Φ𝛼,𝑠(𝑥) = ‖Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R) для будь-якого 𝑥 > 1, Φ𝛼,𝑠 є незроста-

ючою на (−∞, 𝑎𝛼,𝑠] i неспадною на [𝑎𝛼,𝑠,+∞). Отже, функцiї Ω i Φ𝛼,𝑠

задовольняють умови теореми 4.2.1.

Теорему доведено.

4.3. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Ада-

мара функцiй, заданих на пiвосi.

Нехай D – оператор, що вiдображає будь-яку диференцiйовну функцiю

𝑓 : R+ → R у функцiю D𝑓(𝑥) = 𝑥𝑓 ′(𝑥), 𝑥 ∈ R+, тобто D = 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
. Дробо-
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вий степiнь, 𝛼 ∈ R+ ∖N, оператора D реалiзується дробовим диференцi-

альним оператором Адамара D𝛼
± (див. [184, §18]), який для 𝑓 : R+ → R

i 𝑥 ∈ R+ означається так:

D𝛼
+𝑓(𝑥) =

1

κ(𝛼, 𝑟)

1∫︁
0

𝑟∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚C𝑚
𝑟 𝑓 (𝑢

𝑚𝑥)
𝑑𝑢

𝑢| ln𝑢|1+𝛼
,

D𝛼
−𝑓(𝑥) =

1

κ(𝛼, 𝑟)

+∞∫︁
1

𝑟∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚C𝑚
𝑟 𝑓 (𝑢

𝑚𝑥)
𝑑𝑢

𝑢| ln𝑢|1+𝛼
,

де 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 𝛼, i κ(𝛼, 𝑟) означене в (4.8).

Для довiльної функцiї 𝑓 : R+ → R означимо функцiю 𝑔 : R → R
в такий спосiб: 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑒𝑡), 𝑡 ∈ R. Тодi для кожного 𝑥 ∈ R+ маємо

D𝛼
±𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼

±𝑔(ln𝑥). Значить, ‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+) = ‖𝐷𝛼

±𝑔‖𝐿∞(R), i для кожно-

го 1 ≤ 𝑠 <∞,
+∞∫︁
0

|D𝛼
±𝑓(𝑥)|

𝑠 𝑑𝑥

𝑥
= ‖𝐷𝛼

±𝑔‖
𝑠
𝐿𝑠(R) .

Остання формула дає можливiсть отримувати точнi нерiвностi типу Кол-

могорова для вагових 𝐿𝑠-норм дробових похiдних за Адамаром iз точних

нерiвностей типу Колмогорова для 𝐿𝑠-норм дробових похiдних за Мар-

шо.

В пунктi 4.3.1 ми наведемо вiдповiднi результати, а також деякi ре-

зультати, що стосуються поточкових оцiнок похiдних за Адамаром [38,

43].
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4.3.1. Нерiвностi для дробових похiдних за Адамаром у

просторах з iнтегральною метрикою

Для 1 6 𝑠 6 ∞, через ℒ𝑠(𝐺) позначимо простiр вимiрних функцiй

𝑓 : 𝐺→ R зi скiнченною нормою

‖𝑓‖ℒ𝑠(𝐺) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎝∫︁
𝐺

|𝑓(𝑡)|𝑠 𝑑𝑡
𝑡

⎞⎠ 1
𝑠

, 1 6 𝑠 <∞,

‖𝑓‖𝐿∞(𝐺), 𝑠 = ∞.

Для 𝑟 ∈ N позначимо через ℒ𝑟𝑝,𝑠(R+), 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞, простiр функцiй

𝑓 ∈ ℒ𝑝 (R+) таких, що 𝑓 (𝑟−1) локально абсолютно неперервна на R+ i

D𝑟𝑓 ∈ ℒ𝑠(R+).

На пiдставi наведених вище мiркувань можемо написати такi твер-

дження.

Теорема 4.3.1. Нехай 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞, 𝑟 ∈ N, 𝛼 ∈ (0, 𝑟) i 𝜇, 𝜆 ∈ R.

Нехай також 𝐾 – точна константа в нерiвностi (4.9) для 𝐺 = R i

D𝛼 = 𝐷𝛼
±. Тодi для кожної 𝑓 ∈ ℒ𝑟𝑝,𝑠(R+), виконується точна нерiвнiсть

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑞(R+)

6 𝐾 ‖𝑓‖𝜇ℒ𝑝(R+)
‖D𝑟𝑓‖𝜆ℒ𝑠(R+)

.

Зiставляючи це твердження з теоремами 4.2.3 i 4.2.4 одержимо

Наслiдок 4.3.1. Нехай 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1), 𝛼 ∈ (0, 2− 1/𝑠) i

𝜆 = 𝛼/(2 − 1/𝑠). Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ ℒ2
∞,𝑠(R+), виконується

точна нерiвнiсть

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ∞(R+)

6
‖𝐷𝛼

−Φ𝛼,𝑠‖𝐿∞(R)

‖Φ𝛼,𝑠‖1−𝜆𝐿∞(R)

‖𝑓‖1−𝜆ℒ∞(R+)

⃦⃦
D2𝑓

⃦⃦𝜆
ℒ𝑠(R+)

,

де функцiя Φ𝛼,𝑠 означена в пiдроздiлi 4.2.

Подальшi результати цього роздiлу стосуватимуться похiдних за Ада-

маром порядку 𝛼 ∈ (0, 1), тому нам зручно буде використовувати вiдпо-

вiдний цьому випадку вигляд похiдних.
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Нехай ℳ+ = (0; 1) i ℳ− = (1,∞). Дробовi похiднi за Адамаром D𝛼
±,

0 < 𝛼 < 1, для функцiй 𝑓 : R+ → R означаються формулами [184, c. 252]:

(D𝛼
±𝑓) (𝑥) :=

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥𝑡)

|ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
.

Далi ми наведемо точнi нерiвностi типу Колмогорова, що для 𝑥 ∈ R+

оцiнюють похiднi за Адамаром |(D𝛼
±𝑓)(𝑥)| функцiй 𝑓 ∈ 𝐿1

∞,∞(R+) через

‖𝑓‖𝐶(R+) i ‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+) (див.[38]).

Теорема 4.3.2. Нехай 𝛼 ∈ (0, 1). Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1
∞,∞(R+)

i будь-якого 𝑥 ∈ R+ справджується точна нерiвнiсть

|(D𝛼
+𝑓)(𝑥)| ≤

1

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)| lnℎ|

−𝛼 +

+𝑥‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+)

1∫︁
ℎ

(| ln 𝑡|−𝛼 − | lnℎ|−𝛼) 𝑑𝑡
)︁
, (4.32)

якщо 0 < ℎ < 1, i точна нерiвнiсть

|(D𝛼
−𝑓)(𝑥)| ≤

1

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)| lnℎ|

−𝛼+

+𝑥‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+)

ℎ∫︁
1

((ln 𝑡)−𝛼 − (lnℎ)−𝛼) 𝑑𝑡
)︁
, (4.33)

якщо ℎ > 1.

Нерiвностi 4.32 i 4.33 перетворюються на рiвностi для функцiй

𝑔+𝑥,ℎ(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(ℎ−1)𝑥

2 0 < 𝑢 < ℎ𝑥,

𝑢− (1+ℎ)𝑥
2 ℎ𝑥 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥,

(1−ℎ)𝑥
2 𝑢 > 𝑥

i

𝑔−𝑥,ℎ(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(ℎ−1)𝑥

2 0 < 𝑢 < 𝑥,
(ℎ+1)𝑥

2 − 𝑢 𝑥 ≤ 𝑢 ≤ ℎ𝑥,
(1−ℎ)𝑥

2 𝑢 > ℎ𝑥

вiдповiдно.
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Доведення. Проведемо доведення для випадку (D𝛼
+𝑓). Для будь-

якого 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1 маємо

|(D𝛼
+𝑓)(𝑥)| =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

⃒⃒⃒ 1∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁⃒⃒⃒ ℎ∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒)︁
. (4.34)

Спочатку оцiнимо перший доданок в (4.34):

⃒⃒⃒ ℎ∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
≤

≤ 2‖𝑓‖𝐶(R+)

ℎ∫︁
0

1

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
=

2‖𝑓‖𝐶(R+)| lnℎ|−𝛼

𝛼
. (4.35)

Для оцiнки другого доданка в (4.34) спочатку вiдзначимо, що

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥) =

𝑥∫︁
𝑡𝑥

𝑓 ′(𝑢) 𝑑𝑢.

Тодi ⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑥∫︁
𝑡𝑥

𝑓 ′(𝑢) 𝑑𝑢

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
≤

≤ ‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+)𝑥

1∫︁
ℎ

(1− 𝑡)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
=

=
𝑥‖𝑓 ′‖𝐿∞(R+)

𝛼

1∫︁
ℎ

(| ln 𝑡|−𝛼 − | lnℎ|−𝛼) 𝑑𝑡. (4.36)

Пiдставляючи (4.35) i (4.36) в (4.34), для кожного 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1

отримаємо нерiвнiсть (4.32).

Неважко бачити, що для 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1 виконуються рiвностi

‖𝑔+𝑥,ℎ‖𝐶(R+) =
1− ℎ

2
𝑥 i ‖(𝑔+𝑥,ℎ)′‖𝐿∞(R+) = 1. Тепер обчислимо безпосередньо
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|(D𝛼
+𝑔

+
𝑥,ℎ)(𝑥)|.

|(D𝛼
+𝑔

+
𝑥,ℎ)(𝑥)| =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁ 1∫︁
0

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁ ℎ∫︁
0

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
+

1∫︁
ℎ

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
(1− ℎ)𝑥

ℎ∫︁
0

𝑑𝑡

| ln 𝑡|1+𝛼𝑡
+ 𝑥

1∫︁
ℎ

(1− 𝑡)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁(1− ℎ)𝑥

𝛼
| lnℎ|−𝛼 + 𝑥

𝛼

1∫︁
ℎ

(| ln 𝑡|−𝛼 − | lnℎ|−𝛼) 𝑑𝑡
)︁
=

=
1

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑔+𝑥,ℎ‖𝐶(R+)| lnℎ|

−𝛼+𝑥‖(𝑔+𝑥,ℎ)
′‖𝐿∞(R+)

1∫︁
ℎ

(| ln 𝑡|−𝛼−| lnℎ|−𝛼) 𝑑𝑡
)︁
.

Отже, для довiльних 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1 функцiя 𝑔+𝑥,ℎ перетворює

нерiвнiсть (4.32) на рiвнiсть.

Випадок (D𝛼
−𝑓) розглядається аналогiчно.

Теорема доведена.

Далi ми отримаємо поточковi оцiнки для норм похiдних за Адамаром

порядку 𝛼 ∈ (0, 1) через ‖𝑓‖𝐶(R+) i ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)(див. [43]).

Теорема 4.3.3. Нехай 𝛼 ∈ (0, 1). Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ ℒ1
∞,∞(R+)

i будь-якого 𝑥 ∈ R+ виконується точна нерiвнiсть

|(D𝛼
+𝑓)(𝑥)| ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)

| lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)

| lnℎ|1−𝛼

1− 𝛼

)︁
, (4.37)

якщо 0 < ℎ < 1, i точна нерiвнiсть

|(D𝛼
−𝑓)(𝑥)| ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)

(lnℎ)−𝛼

𝛼
+ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)

(lnℎ)1−𝛼

1− 𝛼

)︁
, (4.38)
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якщо ℎ > 1.

Нерiвностi (4.37) i (4.38) перетворюються на рiвностi для функцiй

𝑔+𝑥,ℎ(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

2 ln
1
ℎ , 0 < 𝑢 < ℎ𝑥,

ln 𝑢
𝑥ℎ −

1
2 ln

1
ℎ , ℎ𝑥 ≤ 𝑢 ≤ 𝑥,

1
2 ln

1
ℎ , 𝑢 > 𝑥

i

𝑔−𝑥,ℎ(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

2 lnℎ, 0 < 𝑢 < 𝑥,

ln 𝑢
𝑥 −

1
2 lnℎ, 𝑥 ≤ 𝑢 ≤ ℎ𝑥,

1
2 lnℎ, 𝑢 > ℎ𝑥

вiдповiдно.

Iз (4.37) i (4.38) випливає точна нерiвнiсть

‖(D𝛼
+𝑓)‖𝐿∞(R+) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)

| lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)

| lnℎ|1−𝛼

1− 𝛼

)︁
. (4.39)

якщо 0 < ℎ < 1, i точна нерiвнiсть

‖(D𝛼
−𝑓)‖𝐿∞(R+) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑓‖𝐶(R+)

(lnℎ)−𝛼

𝛼
+ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)

(lnℎ)1−𝛼

1− 𝛼

)︁
, (4.40)

якщо ℎ > 1.

Мiнiмiзуючи по ℎ правi частини (4.39) i (4.40), отримаємо

Наслiдок 4.3.2. Нехай 𝛼 ∈ (0, 1). Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ ℒ1
∞,∞(R+)

виконуються точнi нерiвностi

‖(D𝛼
±𝑓)‖𝐿∞(R+) ≤

21−𝛼

(1− 𝛼)Γ(1− 𝛼)
‖𝑓‖1−𝛼𝐶(R+)

‖D𝑓‖𝛼𝐿∞(R+)
. (4.41)

Доведення теореми 4.3.3. Проведемо доведення для випадку

(D𝛼
+𝑓). Випадок (D𝛼

−𝑓) розглядається аналогiчно. Як i при доведеннi

теореми 4.3.2, зазначимо, що для будь-якого 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1 викону-

ється рiвнiсть (4.34). Оцiнку першого доданку в цiй рiвностi дає спiввiд-

ношення (4.35). Для оцiнки другого доданку аналогiчно (4.36) маємо:⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑥∫︁
𝑡𝑥

𝑓 ′(𝑢) 𝑑𝑢

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃒⃒⃒
≤
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≤ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)

⃒⃒⃒ 1∫︁
ℎ

𝑑| ln 𝑡|
| ln 𝑡|1+𝛼

𝑥∫︁
𝑡𝑥

𝑑𝑢

𝑢

⃒⃒⃒
≤

≤ ‖D𝑓‖𝐿∞(R+)
| lnℎ|1−𝛼

1− 𝛼
. (4.42)

Пiдставляючи (4.35) i (4.42) в (4.34), для кожного 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1

отримаємо нерiвнiсть (4.37).

Тепер переконаємось в точностi цiєї нерiвностi. Для 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1

маємо: ‖𝑔+𝑥,ℎ‖𝐶(R+) =
1

2
| lnℎ| i ‖D𝑔+𝑥,ℎ‖𝐿∞(R+) = 1. Далi,

|(D𝛼
+𝑔

+
𝑥,ℎ)(𝑥)| =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁ 1∫︁
0

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁ ℎ∫︁
0

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
+

1∫︁
ℎ

𝑔+𝑥,ℎ(𝑥)− 𝑔+𝑥,ℎ(𝑡𝑥)

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
− ln

1

ℎ

ℎ∫︁
0

𝑑| ln 𝑡|
| ln 𝑡|1+𝛼

+

1∫︁
ℎ

ln 1
𝑡

| ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁ ln 1
ℎ

𝛼
| lnℎ|−𝛼 + | lnℎ|1−𝛼

1− 𝛼

)︁
=

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

(︁
2‖𝑔+𝑥,ℎ‖𝐶(R+)

| lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖D𝑔+𝑥,ℎ‖𝐿∞(R+)

| lnℎ|1−𝛼

1− 𝛼

)︁
.

Отже, для довiльних 𝑥 ∈ R+ i 0 < ℎ < 1 функцiя 𝑔+𝑥,ℎ перетворює

нерiвнiсть (4.37) на рiвнiсть.

Теорему доведено.

4.3.2. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних за

Адамаром функцiй з гельдерових просторiв та їх за-

стосування

Нехай 𝐺 = {R,R+} i 𝜔(𝑡) – деякий модуль неперервностi, тобто неспадна

на R+ неперерна напiвадитивна функцiя, в нулi рiвна нулю. Позначимо
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через 𝐻𝜔
𝑋 (где 𝑋 = {𝐶(𝐺), 𝐿𝑝(𝐺)}) множину функцiй 𝑓 ∈ 𝑋, для яких

‖𝑓‖𝐻𝜔
𝑋
= sup

𝑡∈𝐺,
�̸�=0

‖𝑓(·)− 𝑓(·+ 𝑡)‖𝑋
𝜔(|𝑡|)

<∞,

а через ℋ𝜔
𝑋 (де 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ𝑝(R+)}) – множину функцiй 𝑓 ∈ 𝑋, для

яких

‖𝑓‖ℋ𝜔
𝑋
= sup

𝑡∈R+,

�̸�={0,1}

‖𝑓(·)− 𝑓(· × 𝑡)‖𝑋
𝜔(|ln 𝑡|)

<∞.

Якщо 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛽, 0 < 𝛽 ≤ 1, то замiсть 𝐻𝜔
𝑋 i ℋ𝜔

𝑋 будемо писати вiдповiдно

𝐻𝛽
𝑋 i ℋ𝛽

𝑋 .

Через 𝑈𝐻𝜔
𝑋 i 𝑈ℋ𝜔

𝑋 будемо позначати одиничнi кулi просторiв 𝐻𝜔
𝑋 i

ℋ𝜔
𝑋 вiдповiдно.

Розглядуванi нами нерiвностi типу Колмогорова стосуватимуться

оцiнки ‖D𝛼
±𝑓‖𝑋 через ‖𝑓‖𝑋 i ‖𝑓‖ℋ𝜔

𝑋
, 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ𝑝(R+)}, або, що еквi-

валентно, розв’язання такої екстремальної задачi на класi 𝑈ℋ𝜔
𝑋 :

‖D𝛼
±𝑓‖𝑋 → sup, ‖𝑓‖𝑋 ≤ 𝛿, 𝛿 > 0.

В [57] В. Ф. Бабенко i М. С. Чурiлова отримали точнi нерiвностi, що

оцiнюють ‖𝐷𝛼
±𝑓‖𝐿∞(𝐺) через ‖𝑓‖𝐿∞(𝐺) i ‖𝑓‖𝐻𝜔

𝐶(𝐺)
, а в [25] одержанi нерiв-

ностi, що оцiнюють ‖𝐷𝛼
±𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)

через ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)
i ‖𝑓‖𝐻𝜔

𝐿𝑝(𝐺)
, 1 ≤ 𝑝 < ∞,

причому для 𝑝 = 1 встановлено точнiсть цих нерiвностей. В [25] розв’я-

зано також задачу про наближення операторiв дробового диференцiю-

вання 𝐷𝛼
±, 0 < 𝛼 < 1, на множинi 𝑈𝐻𝜔

1 (𝐺) обмеженими операторами i

задачу оптимального вiдновлення операторiв дробового диференцiюван-

ня за Маршо на класi функцiй, що задаються з похибкою.

Наведемо формулювання деяких результатiв з [57, 25] (див. також

[235]):

Теорема 4.3.4. Нехай 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝛼 ∈ (0, 1), i модуль неперервно-

стi 𝜔(𝑡) такий, що iнтеграл
1∫︀
0

𝜔(𝑡)
𝑡1+𝛼𝑑𝑡 збiгається. Покладемо 𝑋 = 𝐶(R),

якщо 𝑝 = ∞, и 𝑋 = 𝐿𝑝(R), якщо 1 ≤ 𝑝 <∞. Тодi для будь-якої функцiї
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𝑓 ∈ 𝐻𝜔
𝑋 i будь-якого ℎ > 0 правильнi нерiвностi

‖𝐷𝛼
±𝑓‖𝐿𝑝(R) ≤

𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎣‖𝑓‖𝐻𝜔
𝑋

ℎ∫︁
0

𝜔(𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡+ 2 ‖𝑓‖𝐿𝑝(R)

ℎ−𝛼

𝛼

⎤⎦ , (4.43)

або, що еквiвалентно,

‖𝐷𝛼
±𝑓‖𝐿𝑝(R) ≤

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∞∫︁
0

min
{︁
2 ‖𝑓‖𝐿𝑝(R) , ‖𝑓‖𝐻𝜔

𝑋
𝜔(𝑡)

}︁
𝑡1+𝛼

𝑑𝑡. (4.44)

Для 𝑝 = ∞ нерiвностi є точними з екстремальною функцiєю:

𝑓(𝑡) =

{︃
𝜔(|𝑡|)− 1

2𝜔(ℎ), 𝑡 ∈ (−ℎ, ℎ),
1
2𝜔(ℎ), 𝑡 /∈ (−ℎ, ℎ),

а для 𝑝 = 1 нерiвностi є точними з екстремальною функцiєю:

𝑓ℎ(𝑢) =

{︃
1
2𝜔

′(𝑢), 𝑢 ∈ (0, ℎ),

0, 𝑢 /∈ (0, ℎ),

де 𝜔(·) – локально абсолютно неперервна функцiя на напiвосi [0,∞).

В даному пiдроздiлi ми одержимо точнi нерiвностi типу Колмогорова,

що оцiнюють ‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

через ‖𝑓‖𝐿∞(R+)
i ‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)
, а також такi, що

оцiнюють ‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

, 1 ≤ 𝑝 <∞ через ‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)
i ‖𝑓‖ℋ𝜔

ℒ𝑝(R+)
.

Пiд час оцiнки норм ‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, ми можемо дiяти в

два способи, а саме: отримати цю оцiнку безпосередньо, використовуючи

означення похiдної за Адамаром або одержати необхiднi нерiвностi як

наслiдки з теореми 4.3.4. Ми будемо використовувати другий пiдхiд i для

цього, скористаємось наведеними вище мiркуваннями, якi висвiтлюють

зв’язок мiж похiдними Маршо функцiй, визначених на R, i похiдними

Адамара функцiй, визначених на R+.

Нехай 𝑓 : R+ → R, тодi композицiя 𝑓 ∘ exp буде визначена на R. Як

уже зазначалось,

𝐷𝛼
±(𝑓 ∘ exp)(𝑥) = (D𝛼

±𝑓) (exp𝑥). (4.45)



184

Нехай 𝜔(𝑡) – модуль неперервностi, такий що виконується така умова
𝑢∫︁

0

𝜔(𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡 <∞, 𝑢 > 0. (4.46)

Зрозумiло, що для 𝑓 ∈ ℋ𝜔
𝐶(R+)

буде ‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+) = ‖𝐷𝛼

±(𝑓 ∘ exp)‖𝐿∞(R),

‖𝑓‖𝐶(R+)
= ‖𝑓 ∘ exp‖𝐶(R) i ‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)
= ‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔

𝐶(R)
.

Тепер, використовуючи (4.45) i застосовуючи нерiвнiсть (4.44) при 𝑝 =

∞ до функцiї 𝑓 ∘ exp, за допомогою замiни змiнних отримаємо

‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

= ‖𝐷𝛼
±(𝑓 ∘ exp)‖𝐿∞(R) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

∞∫︁
0

min
{︁
‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔

𝐶(R)
· 𝜔(𝑡), 2 ‖𝑓 ∘ exp‖𝐿∞(R)

}︁
𝑡1+𝛼

𝑑𝑡 =

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min
{︁
‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)
· 𝜔(|ln𝑢|), 2 ‖𝑓‖𝐿∞(R+)

}︁
|ln𝑢|1+𝛼

𝑑𝑢

𝑢
. (4.47)

Далi будемо вважати, що 0 < ℎ < 1 для D𝛼
+ i ℎ > 1 для D𝛼

−. Позначимо

𝒱ℎ
+ = (ℎ, 1), де 0 < ℎ < 1 i 𝒱ℎ

− = (1, ℎ), де ℎ > 1. За допомогою замiни

змiнних з (4.43) при 𝑝 = 1 отримаємо:

‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

= ‖𝐷𝛼
±(𝑓 ∘ exp)‖𝐿∞(R) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎣‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔
𝐶(R+)

ℎ1∫︁
0

𝜔(𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡+ 2 ‖𝑓 ∘ exp ‖𝐿∞(R+)

ℎ−𝛼1
𝛼

⎤⎦ ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎢⎣2 ‖𝑓‖𝐿∞(R+)

|lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)

∫︁
𝒱ℎ
±

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡

⎤⎥⎦ . (4.48)

Нерiвностi (4.47) i (4.48) перетворюються на рiвностi для функцiї

𝑓+ℎ (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

2𝜔(|lnℎ|), 0 < 𝑡 < ℎ,
1
2𝜔(|lnℎ|)− 𝜔(|ln 𝑡|), ℎ < 𝑡 < 1,

1
2𝜔(|lnℎ|), 𝑡 > 1,

(4.49)
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у випадку D𝛼
+ i

𝑓−ℎ (𝑡) = 𝑓+ℎ−1(𝑡
−1) (4.50)

у випадку D𝛼
−.

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 4.3.5. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝜔(𝑡) – модуль неперервностi та-

кий, що виконується умова (4.46). Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ ℋ𝜔
𝐶(R+)

правильнi точнi нерiвностi:

‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min
{︁
‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)
· 𝜔(|ln 𝑡|), 2 ‖𝑓‖𝐿∞(R+)

}︁
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
, (4.51)

‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎢⎣2 ‖𝑓‖𝐿∞(R+)

|lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖𝑓‖ℋ𝜔

𝐶(R+)

∫︁
𝒱ℎ
±

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡

⎤⎥⎦ ,
з екстремальними функцiями (4.49) i (4.50) для D𝛼

+ i D𝛼
− вiдповiдно.

Зокрема, якщо 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛽, 0 < 𝛼 < 𝛽 ≤ 1, то

‖D𝛼
±𝑓‖𝐿∞(R+)

≤ 21−
𝛼
𝛽

Γ(1− 𝛼)(1− 𝛼/𝛽)
‖𝑓‖1−𝛼/𝛽𝐿∞(R+)

· ‖𝑓‖𝛼/𝛽
ℋ𝛽

𝐶(R+)

з екстремальними функцiями:

𝑓+ℎ (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

2(|lnℎ|)
𝛽, 0 < 𝑡 < ℎ,

1
2(|lnℎ|)

𝛽 − (|ln 𝑡|)𝛽, ℎ < 𝑡 < 1,
1
2(|lnℎ|)

𝛽, 𝑡 > 1,

i 𝑓−ℎ (𝑡) = 𝑓+ℎ−1(𝑡−1) для D𝛼
+ i D𝛼

− вiдповiдно.

Нехай тепер 𝑓 ∈ ℋ𝜔
ℒ𝑝(R+)

. Неважко бачити, що 𝑓 ∘ exp ∈ 𝐻𝜔
𝐿𝑝(R), i при

цьому виконуються спiввiдношення:

‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)
= ‖𝑓 ∘ exp‖𝐿𝑝(R) , ‖D

𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

= ‖𝐷𝛼
±(𝑓 ∘ exp)‖𝐿𝑝(R) ,
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‖𝑓‖ℋ𝜔
ℒ𝑝(R+)

= ‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔
𝐿𝑝(R)

.

Тодi iз нерiвностi (4.44) для 1 ≤ 𝑝 <∞, використовуючи замiну змiнних,

отримаємо:

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

= ‖𝐷𝛼
±𝑓 ∘ exp‖𝐿𝑝(R) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

∞∫︁
0

min
{︁
2 ‖𝑓 ∘ exp‖𝐿𝑝(R) , ‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔

𝐿𝑝(R)
𝜔(𝑡)

}︁
𝑡1+𝛼

𝑑𝑡 =

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min
{︁
2 ‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)

, ‖𝑓‖ℋ𝜔
ℒ𝑝(R+)

𝜔(|ln𝑢|)
}︁

|ln𝑢|1+𝛼
𝑑𝑢

𝑢
, (4.52)

а iз (4.43):

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

= ‖𝐷𝛼
±(𝑓 ∘ exp)‖𝐿∞(R) ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎣‖𝑓 ∘ exp‖𝐻𝜔
𝐿𝑝(R+)

ℎ1∫︁
0

𝜔(𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡+ 2 ‖𝑓 ∘ exp ‖𝐿𝑝(R+)

ℎ−𝛼1
𝛼

⎤⎦ ≤

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎢⎣2 ‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)

|lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖𝑓‖ℋ𝜔

ℒ𝑝(R+)

∫︁
𝒱ℎ
±

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡

⎤⎥⎦ . (4.53)

Якщо 𝑝 = 1 i 𝜔(𝑡) – локально абсолютно неперервна функцiя, то для

функцiї

𝑓+ℎ (𝑡) =

{︃
1
2𝜔

′(|ln 𝑡|), 𝑡 ∈ (ℎ, 1),

0, 𝑡 /∈ (ℎ, 1),
(4.54)

у випадку D𝛼
+ i

𝑓−ℎ (𝑡) = 𝑓+ℎ−1(𝑡
−1) (4.55)

у випадку D𝛼
−, нерiвностi (4.52) i (4.53) перетворюються на рiвностi. От-

же, ми довели таку теорему.

Теорема 4.3.6. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝜔(𝑡) – модуль неперервностi та-

кий, що виконується умова (4.46). Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ ℋ𝜔
ℒ𝑝(R+)

,

1 ≤ 𝑝 <∞, правильнi нерiвностi:

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min
{︁
2 ‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)

, ‖𝑓‖ℋ𝜔
ℒ𝑝(R+)

𝜔(|ln 𝑡|)
}︁

|ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
,
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‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎢⎣2 ‖𝑓‖ℒ𝑝(R+)

|lnℎ|−𝛼

𝛼
+ ‖𝑓‖𝐻𝜔

ℒ𝑝(R+)

∫︁
𝒱ℎ
±

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡

⎤⎥⎦ .
Якщо 𝑝 = 1 i 𝜔(𝑡) – локально абсолютно неперервна функцiя, то нерiв-

ностi є точними з екстремальними функцiями (4.54) i (4.55) для D𝛼
+

i D𝛼
− вiдповiдно.

Зокрема, якщо 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛽, 0 < 𝛼 < 𝛽 ≤ 1, то

‖D𝛼
±𝑓‖ℒ𝑝(R+)

≤ 21−
𝛼
𝛽

Γ(1− 𝛼)(1− 𝛼/𝛽)
‖𝑓‖1−𝛼/𝛽𝐿∞(R+)

· ‖𝑓‖𝛼/𝛽
ℋ𝛽

ℒ𝑝(R+)

. (4.56)

У випадку 𝑝 = 1 нерiвностi (4.56) є точними з екстремальними фун-

кцiями

𝑓+ℎ (𝑡) =

{︃
𝛽
2 (|ln 𝑡|)

𝛽−1, 𝑡 ∈ (ℎ, 1),

0, 𝑡 /∈ (ℎ, 1),

у випадку D𝛼
+ i 𝑓−ℎ (𝑡) = 𝑓+ℎ−1(𝑡−1) у випадку D𝛼

−.

Розглянемо тепер деякi застосування отриманих нерiвностей.

Нехай Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝜔
𝑋) – модуль неперервностi для операторiв D𝛼

± вiдпо-

вiдно. Iз двох останнiх теорем легко отримати оцiнку для Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝜔
𝑋).

Теорема 4.3.7. Нехай 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ𝑝(R+)}, 𝛼 ∈ (0, 1)

i 𝜔(𝑡) – деякий модуль неперервностi, що задовольняє умови (4.46) i

при 𝑋 = ℒ1(R+) є локально абсолютно непрерывною функциєю. Тодi на

класi функцiй 𝑈ℋ𝜔
𝑋 при будь-якому 𝛿 > 0

Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝜔
𝑋) =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min {𝜔(|ln𝑢|), 2𝛿}
|ln𝑢|1+𝛼

𝑑𝑢

𝑢
,

якщо 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ1(R+)} i

Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝜔
𝑋) ≤

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
ℳ±

min {𝜔(|ln𝑢|), 2𝛿}
|ln𝑢|1+𝛼

𝑑𝑢

𝑢
,

якщо 𝑋 = ℒ𝑝(R+), 1 < 𝑝 <∞.

Зокрема, якщо 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛽, 0 < 𝛼 < 𝛽 ≤ 1, то

Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝛽
𝑋) =

(2𝛿)1−𝛼/𝛽

(1− 𝛼/𝛽)Γ(1− 𝛼)
,
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при 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ1(R+)} i

Ω±(𝛿, 𝑈ℋ𝛽
𝑋) ≤

(2𝛿)1−𝛼/𝛽

(1− 𝛼/𝛽)Γ(1− 𝛼)

при 𝑋 = ℒ𝑝(R+), 1 < 𝑝 <∞.

Перейдемо тепер до розв’язку задачi про наближення оператора дро-

бового диференцiювання за Адамаром. Має мiсце така

Теорема 4.3.8. Нехай 𝑋 = {𝐶(R+),ℒ1(R+)}, 𝛼 ∈ (0, 1) i 𝜔(𝑡) – деякий

модуль неперервностi, що задовольняє умову (4.46) i при 𝑋 = ℒ1(R+)

є локально абсолютно неперервною функцiєю. Нехай ℎ𝑁 ∈ R+ для зада-

ного 𝑁 > 0 задовольняє умову
2

Γ(1− 𝛼)
|lnℎ𝑁 |−𝛼 = 𝑁. (4.57)

Тодi

𝐸𝑁(D
𝛼
±, 𝑈ℋ𝜔

𝑋) =
𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
𝒱ℎ𝑁
±

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
.

Зокрема, якщо 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛽, 0 < 𝛼 < 𝛽 ≤ 1, то

𝐸𝑁(D
𝛼
±, 𝑈ℋ

𝛽
𝑋) =

(︂
2

𝑁

)︂𝛽/𝛼−1
𝛼

(𝛽 − 𝛼)Γ
𝛽
𝛼 (1− 𝛼)

.

При цьому екстремальними операторами є

(𝑇+
ℎ𝑁
𝑓)(𝑥) =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

ℎ𝑁∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

|ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
, (4.58)

(𝑇−
ℎ𝑁
𝑓)(𝑥) =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∞∫︁
ℎ𝑁

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

|ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡
(4.59)

У випадку D𝛼
+ i D𝛼

− вiдповiдно.

Доведення. Доведемо теорему для випадку дробової похiдної D𝛼
+.

Покажемо насамперед, що оператор 𝑇+
ℎ𝑁

є обмеженим:

⃦⃦
𝑇+
ℎ𝑁
𝑓
⃦⃦
𝑋
=

𝛼

Γ(1− 𝛼)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
ℎ𝑁∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡𝑥)

|ln 𝑡|1+𝛼
𝑑𝑡

𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑋

≤
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≤ 2𝛼 ‖𝑓‖𝑋
Γ(1− 𝛼)

ℎ𝑁∫︁
0

𝑑𝑡

𝑡 |ln 𝑡|1+𝛼
= 𝑁 ‖𝑓‖𝑋 ,

а значить,
⃦⃦
𝑇+
ℎ𝑁

⃦⃦
≤ 𝑁 . Одержимо оцiнку зверху для найкращого набли-

ження оператора дробової похiдної

𝐸𝑁(D
𝛼
+, 𝑈ℋ𝜔

𝑋) ≤
⃦⃦
D𝛼

+𝑓 − 𝑇+
ℎ𝑁
𝑓
⃦⃦
𝑋
≤ 𝛼

Γ(1− 𝛼)

1∫︁
ℎ𝑁

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
.

Тепер, використовуючи (4.12) i теорему 4.3.7, отримаємо оцiнку знизу

𝐸𝑁(D
𝛼
+, 𝑈ℋ𝜔

𝑋) ≥
𝛼

Γ(1− 𝛼)

1∫︁
0

min {𝜔(|ln 𝑡|), 2𝛿}
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
−𝑁𝛿.

Звiдси, обираючи 𝛿 = 1
2𝜔(ℎ𝑁) i враховуючи (4.57), отримаємо

𝐸𝑁(D
𝛼
+, 𝑈ℋ𝜔

𝑋) ≥
𝛼

Γ(1− 𝛼)

⎡⎣ ℎ𝑁∫︁
0

𝜔(|lnℎ𝑁 |)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
+

1∫︁
ℎ𝑁

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡

⎤⎦−1

2
𝜔(ℎ𝑁)𝑁 =

=
𝛼

Γ(1− 𝛼)

1∫︁
ℎ𝑁

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
.

Отже,

𝐸𝑁(D
𝛼
+, 𝑈ℋ𝜔

𝑋) =
𝛼

Γ(1− 𝛼)

1∫︁
ℎ𝑁

𝜔(|ln 𝑡|)
|ln 𝑡|1+𝛼

𝑑𝑡

𝑡
.

Для похiдної D𝛼
− доведення аналогiчне.

Теорема доведена.

За допомогою теорем 4.1.2 i 4.3.7 отримаємо розв’язок задачi опти-

мального вiдновлення операторiв дробового диференцiювання D𝛼
± на

класах 𝑈ℋ𝜔
ℒ1(R+)

i 𝑈ℋ𝜔
𝐶(R+)

.

Теорема 4.3.9. В умовах теореми 4.3.8 для будь-якого 𝛿 > 0 правильнi

рiвностi:

на класi 𝑈ℋ𝜔
𝑋

ℰ𝛿(ℒ) =
𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁
𝐷±

min {𝜔(|ln𝑢|), 2𝛿}
|ln𝑢|1+𝛼

𝑑𝑢

𝑢
,
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на класi 𝑈ℋ𝛽
𝑋 , 0 < 𝛼 < 𝛽 ≤ 1,

ℰ𝛿(ℒ) =
(2𝛿)1−𝛼/𝛽

(1− 𝛼/𝛽)Γ(1− 𝛼)
.

При цьому екстремальними операторами є (4.58) i (4.59) Для випадку

D𝛼
+ i D𝛼

− вiдповiдно.

4.4. Нерiвностi типу Колмогорова для норм узагальнених

потенцiалiв Феллера

В даному пiдроздiлi ми отримаємо точнi нерiвностi, що оцiнюють норми

узагальнених потенциалiв Феллера функцiй, заданих на всiй дiйснiй осi.

Наведемо деякi означення i позначення.

Нехай 𝜇𝐹 – мiра на R, породжена функцiєю з обмеженою варiациєю

𝐹 . Iнтеграл Лебега-Стiлтьєса, взятий за мiрою 𝜇𝐹 , що вiдповiдає функцiї

𝐹 , будемо позначати ∫︁
R

𝑓(𝑥) 𝑑𝐹 (𝑥) (4.60)

(див. [115]). Зазначимо, що якщо 𝑓 неперервна на R, то (4.60) збiгається

з iнтегралом Рiмана-Стiлтьєса i має мiсце оцiнка:∫︁
R

𝑓(𝑥) 𝑑𝐹 (𝑥) ≤ sup
𝑥∈R

|𝑓(𝑥)| ·
⋁︁
R

[𝐹 ].

Якщо до того ж 𝐹 – абсолютно неперервна функцiя, то замiсть (4.60)

будемо використовувати рiвний йому iнтеграл Лебега∫︁
R

𝑓(𝑥)𝐹 ′(𝑥) 𝑑𝑥.

Нехай S(R) простiр вимiрних функцiй 𝑓 : R → R.

Лiнiйний простiр 𝐸 ⊂ S(R), надiлений нормою ‖ · ‖𝐸, називається

iдеальною структурою (див.[138, розд. 2, §2]), якщо для кожної функцiї

𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑔 ∈ S(R) такої, що |𝑔(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑥)| майже скрiзь на R випливає,

що 𝑔 ∈ 𝐸 i ‖𝑔‖𝐸 ≤ ‖𝑓‖𝐸.
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Множина 𝐴(𝐸) ⊂ R називається носiєм iдеальної структури 𝐸, якщо

𝑓(𝑥) = 0 для всiх 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 /∈ 𝐴(𝐸). Через 𝐸1 позначимо асоцiйований до

𝐸 пiдпростiр (див. [138, розд. 2, §3]), тобто пiдростiр функцiй 𝑔 ∈ S(R)
таких, що supp𝑔 ⊂ 𝐴(𝐸) i

‖𝑔‖𝐸1 := sup
𝑓∈𝐸

‖𝑓‖𝐸≤1

∫︁
R

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 <∞.

Зрозумiло, що 𝐸1 – iдеальна структура на R i є пiдпростором в про-

сторi, спряженому до 𝐸. Iдеальнi структури узагальнюють багато ва-

жливих просторiв, наприклад, простори 𝐿𝑝(R), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, простори

Орлiча [136], простори Лоренца [138], простори Марцинкевича [138] та

iншi.

Ми будемо також називати iдеальнi структури 𝐸 пiвiнварiантни-

ми вiдносно зсуву, якщо для всiх 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 ∈ R 𝑓(· + 𝑥) ∈ 𝐸 i

‖𝑓(·+ 𝑥)‖𝐸 = ‖𝑓‖𝐸.

Нехай 𝐹,𝐸 ⊂ S(R) – iдеальнi структури. Для 𝑟 ∈ N через 𝐿𝑟𝐹,𝐸(R)
позначимо простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐹 таких, що 𝑓 (𝑟−1) – локально абсолютно

неперервна на R i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐸. При цьому, якщо 𝐹 = 𝐿𝑝(R), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, буде-

мо використовувати позначення 𝐿𝑟𝑝,𝐸(R), а якщо 𝐸 = 𝐿𝑠(R), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞,

то отримаємо простори 𝐿𝑟𝑝,𝑠(R).
Для функцiї 𝑓 : R → R дробовi iнтеграли порядку 0 < 𝛼 < 1 [184, §5]

визначаються в такий спосiб:

𝐼𝛼+𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
−∞

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡 =

1

Γ(𝛼)

∞∫︁
0

𝑓(𝑥− 𝑡)

𝑡1−𝛼
𝑑𝑡, −∞ < 𝑥 <∞,

𝐼𝛼−𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑡− 𝑥)1−𝛼
𝑑𝑡 =

1

Γ(𝛼)

∞∫︁
0

𝑓(𝑥+ 𝑡)

𝑡1−𝛼
𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

0∫︁
−∞

𝑓(𝑥− 𝑡)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡, −∞ < 𝑥 <∞.
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Для 0 < 𝛼 < 1 розглянемо iнтеграл [184, §12]

(𝐼𝛼𝑓)(𝑥) =
1

2Γ(𝛼) cos 𝛼𝜋2

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)

|𝑡− 𝑥|1−𝛼
𝑑𝑡,

який називають потенцiалом Рiсса.

Неважко бачити, що

(𝐼𝛼𝑓)(𝑥) =
1

2Γ(𝛼) cos 𝛼𝜋2

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡 =

1

2 cos 𝛼𝜋2
(𝐼𝛼+ + 𝐼𝛼−).

Нехай 𝑢, 𝑣 – довiльнi сталi iз R. Потенцiалом Феллера [266] (див. та-

кож [184, §12]) порядку 0 < 𝛼 < 1 функцiї 𝑓 : R → R будемо називати

𝑀𝛼
𝑢,𝑣𝑓(𝑥) = 𝑢𝐼𝛼+𝑓(𝑥) + 𝑣𝐼𝛼−𝑓(𝑥).

Зазначимо, що при 𝑢 = 𝑣 = 1 ми отримаємо потенцiали Рiсса (з

точнiстю до нормуючого множника).

Нехай функцiя 𝜙 визначена на R ∖ {0} i задовольняє такi умови:

1) supp𝜙 = (−∞, 0);

2) lim
𝑥→−∞

𝜙(𝑥) = 0;

3) 𝜙 монотонна на (−∞, 0);

4) 𝜙 локально iнтегровна на R;

5) 𝜙′ iнтегровна на (−∞,−𝜀] для будь-якого 𝜀 > 0.

Нехай функцiя 𝜓 : R ∖ {0} → R задовольняє такi умови:

1) supp𝜓 = (0;+∞);

2) lim
𝑥→+∞

𝜓(𝑥) = 0;

3) 𝜓 монотонна на (0,+∞);

4) 𝜓 локально iнтегровна на R;

5) 𝜓′ iнтегровна на [𝜀,+∞) для будь-якого 𝜀 > 0.

Побудуємо функцiю 𝐾(𝑥) = 𝜙(𝑥) + 𝛾𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ R ∖ {0}, 𝛾 ∈ R ∖ {0}
Для функцiї 𝑓 : R → R означимо оператор згортки:

(𝑀𝜙,𝜓,𝛾)𝑓(𝑥) = (𝐾 * 𝑓)(𝑥) =
∞∫︁

−∞

𝐾(𝑡− 𝑥)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

∞∫︁
−∞

𝐾(𝑡)𝑓(𝑡+ 𝑥) 𝑑𝑡.
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Вiдзначимо, що при

𝜙(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑢

Γ(𝛼)|𝑡|1−𝛼
, 𝑡 ∈ (−∞, 0),

0, 𝑡 ∈ (0,+∞)

𝛾𝜓(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑣

Γ(𝛼)|𝑡|1−𝛼
, 𝑡 ∈ (0,+∞),

0, 𝑡 ∈ (−∞, 0)

𝐾 * 𝑓 = 𝑀𝛼
𝑢,𝑣𝑓 (зокрема, при 𝑢 = 𝑣 = 1 – це потенцiал Рiсса). Не

зменшуючи загальностi, можемо вважати, що 𝜙(𝑥) ≥ 0 для будь-якого

𝑥 ∈ R ∖ {0} i 𝜓(𝑥) ≥ 0 для будь-якого 𝑥 ∈ R ∖ {0}.
Означимо для ℎ > 0 оператор 𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ в такий спосiб. Виберемо

ℎ1, ℎ2 ∈ R так, щоб ℎ2 − ℎ1 = 2ℎ. Ядро 𝐾ℎ оператора задамо так:

𝐾ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞, ℎ1);

𝐾(ℎ1), 𝑥 ∈ [ℎ1, 0);

𝐾(ℎ2), 𝑥 ∈ (0, ℎ2];

𝛾𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ (ℎ2,+∞).

(4.61)

Тодi

(𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ)𝑓(𝑥) = (𝐾ℎ * 𝑓)(𝑥) =
∞∫︁

−∞

𝐾ℎ(𝑡)𝑓(𝑡+ 𝑥) 𝑑𝑡.

Отримаємо оцiнку рiвномiрної норми узагальненого потенцiала Фел-

лера похiдної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1
∞,𝐸(R).

Для ℎ > 0 i для кожного 𝑥 ∈ R ∖ {0}

(𝐾 * 𝑓 ′)(𝑥) =
+∞∫︁

−∞

𝐾(𝑡)𝑓 ′(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡 =

=

+∞∫︁
−∞

𝐾ℎ(𝑡)𝑓
′(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡+

+∞∫︁
−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑓
′(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡

Пiсля iнтегрування частинами в першому iнтегралi отримаємо:

(𝐾 * 𝑓 ′)(𝑥) = −
+∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝐾ℎ(𝑡) +

+∞∫︁
−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑓
′(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡 (4.62)
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Розглянемо спочатку випадок 𝛾 > 0. В цьому випадку виберемо ℎ1 i

ℎ2 так, щоб для ядра оператора 𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ було 𝐾(ℎ1) = 𝐾(ℎ2). Тодi ядро

𝐾ℎ оператора 𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ набуде вигляду:

𝐾ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞, ℎ1);

𝐾(ℎ1), 𝑥 ∈ [ℎ1, ℎ2] ∖ {0};
𝛾𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ (ℎ2,+∞).

(4.63)

Для кожного 𝑥 ∈ R ∖ {0} i ℎ > 0 з урахуванням (4.62) маємо:

|(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′)(𝑥)| ≤ |

+∞∫︁
−∞

𝐾 ′
ℎ(𝑡)𝑓(𝑥+𝑡) 𝑑𝐾ℎ(𝑡)|+ |

+∞∫︁
−∞

(𝐾−𝐾ℎ)(𝑡)𝑓
′(𝑥+𝑡) 𝑑𝑡| ≤

≤
⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖∞ + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 · ‖𝑓 ′‖𝐸.

Тодi

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′‖∞ ≤

⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖∞ + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 · ‖𝑓 ′‖𝐸. (4.64)

Припустимо, що iснує невiд’ємна фукцiя 𝑔0, з носiєм supp𝑔0 =

[ℎ1, ℎ2] ∖ {0} i з нормою ‖𝑔0‖𝐸 = 1, така що
∞∫︁

−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑔0(𝑡) 𝑑𝑡 = ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1. (4.65)

Означимо функцiю 𝑔(𝑡) в такий спосiб:

𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (−∞, ℎ1);

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [ℎ1, ℎ2];

−1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (ℎ2,+∞).

(4.66)
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Зрозумiло, що 𝑔 ∈ 𝐿1
∞,𝐸(R), ‖𝑔′‖𝐸 = 1, ‖𝑔‖∞ =

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 . Обчислимо

безпосередньо |(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′)(0)|:

|(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′)(0)| =

⃒⃒⃒
−

∞∫︁
−∞

𝑔(𝑡) 𝑑𝐾ℎ(𝑡) +

∞∫︁
−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)𝑔
′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒
=

= ‖𝑔‖∞
⋁︁
R

[𝐾ℎ] + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1.

Отже, ми встановили, що оцiнка (4.64) є точною.

Припустимо тепер, що функцiї 𝑔0(𝑡) не iснує. Тодi для кожного 𝜀 > 0

знайдеться функцiя 𝑔0,𝜀 така, що
∞∫︁

−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑔0,𝜀(𝑡) 𝑑𝑡 > ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 − 𝜀.

Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що 𝑔0,𝜀(𝑡) – невiд’ємна,

supp𝑔0,𝜀 = [ℎ1, ℎ2] ∖ {0} i ‖𝑔0,𝜀‖𝐸 = 1.

Означимо функцiю 𝑔𝜀(𝑡) рiвнiстю (4.66) з функцiєю 𝑔0,𝜀 замiсть 𝑔0.

Неважко бачити, що 𝑔𝜀 ∈ 𝐿1
∞,𝐸, ‖𝑔′𝜀‖𝐸 = 1, ‖𝑔𝜀‖∞ =

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0,𝜀(𝜏) 𝑑𝜏 .

Так само, як i вище, встановлюємо правильнiсть оцiнки

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′
𝜀‖∞ ≥ |(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔

′
𝜀)(0)| > ‖𝑔𝜀‖∞

⋁︁
R

[𝐾ℎ] + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 − 𝜀.

Оскiльки 𝜀 – довiльне як завгодно мале додатне число, можемо ствер-

джувати, що нерiвнiсть (4.64) є точною.

Нехай тепер 𝛾 < 0. Як i в попередньому випадку, можемо показати,

що має мiсце оцiнка (4.64), де𝐾ℎ означене в такий спосiб. Для будь-якого

ℎ > 0 покладемо ℎ1 = −ℎ, ℎ2 = ℎ i

𝐾ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞,−ℎ);
𝐾(−ℎ), 𝑥 ∈ [−ℎ, 0);
𝐾(ℎ), 𝑥 ∈ (0, ℎ];

𝛾𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ (ℎ,+∞).

(4.67)
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Для дослiдження питання про точнiсть цiєї оцiнки припустимо, що iснує

непарна, невiд’ємна на (0, ℎ] функцiя 𝑔0, supp𝑔0 = [−ℎ, ℎ]∖{0}, ‖𝑔0‖𝐸 = 1,

така що виконується умова (4.65).

Означимо функцiю 𝑔(𝑡) в такий спосiб:

𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [−ℎ, ℎ] ∖ {0};

−1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R ∖ [−ℎ, ℎ].

(4.68)

Зрозумiло, що 𝑔 ∈ 𝐿1
∞,𝐸, ‖𝑔′‖𝐸 = 1, ‖𝑔‖∞ =

1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 . Обчислимо

безпосередньо |(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′)(0)|:

|(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′)(0)| =

⃒⃒⃒
−

∞∫︁
−∞

𝐾 ′
ℎ𝑔(𝑡) 𝑑𝑡+

∞∫︁
−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)𝑔
′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒
=

= ‖𝑔‖∞
⋁︁
R

[𝐾ℎ] + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1.

Отже, ми встановили, що оцiнка (4.64) є точною i в цьому випадку.

Припустимо тепер, що функцiї 𝑔0(𝑡) не iснує. Тодi для кожного 𝜀 > 0

знайдеться функцiя 𝑔0,𝜀 така, що
∞∫︁

−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑔0,𝜀(𝑡) 𝑑𝑡 > ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 − 𝜀.

Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що 𝑔0,𝜀(𝑡) – непарна, не-

вiд’ємна на (0, ℎ], supp𝑔0,𝜀 = [−ℎ, ℎ] ∖ {0} i ‖𝑔0,𝜀‖𝐸 = 1.

Означимо фунуцiю 𝑔𝜀(𝑡) рiвнiстю (4.68) с функцiєю 𝑔0,𝜀 замiсть 𝑔0.

Неважко бачити, що 𝑔𝜀 ∈ 𝐿1
∞,𝐸, ‖𝑔′𝜀‖𝐸 = 1, ‖𝑔𝜀‖∞ =

1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0,𝜀(𝜏) 𝑑𝜏 .

Так само, як i вище, встановлюємо правильнiсть оцiнки

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔
′
𝜀‖∞ ≥ |(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑔

′
𝜀)(0)| > ‖𝑔𝜀‖∞

⋁︁
R

[𝐾ℎ] + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 − 𝜀.
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Оскiльки 𝜀 – довiльне наскiльки завгодно мале додатне число, можемо

стверджувати, що нерiвнiсть (4.64) є точною.

Тепер можемо сформулювати теорему

Теорема 4.4.1. Нехай ℎ > 0, 𝛾 ∈ R; 𝜙 i 𝜓 задовольняють наведенi

вище умови, 𝐾ℎ означене рiвнiстю (4.63) при 𝛾 > 0 i рiвнiстю (4.67)

при 𝛾 < 0, 𝐸– iдеальна пiвiнварiантна вiдносно зсуву структура на R,

𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿1
∞,𝐸(R) i

ℎ > 0 виконується точна нерiвнiсть

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′‖∞ ≤

⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖∞ + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝐸1 · ‖𝑓 ′‖𝐸.

Якщо iснує функцiя 𝑔0, що задовольняє умову (4.65), то нерiвнiсть пе-

ретворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑔, означеної рiвнiстю (4.66) при

𝛾 > 0 i (4.68) при 𝛾 < 0.

Тепер наведемо деякi частиннi випадки теореми 4.4.1.

Нехай 𝐸 = 𝐿𝑠(R), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞. В цьому випадку нерiвнiсть (4.64)

набуває вигляду

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′‖∞ ≤

⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖∞ + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝑠′ · ‖𝑓 ′‖𝑠, (4.69)

де 𝑠 и 𝑠′ пов’язанi спiввiдношенням 1
𝑠 +

1
𝑠′ = 1, а у випадку 𝑠 = ∞ ми

покладаємо 𝑠′ = 1. Для 𝛾 > 0 розглянемо функцiю 𝑔0, означену в такий

спосiб

𝑔0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))

𝑠′−1

‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝑠
′−1
𝑠′

, 𝑡 ∈ [ℎ1;ℎ2] ∖ {0};

0, 𝑡 ∈ R ∖ [ℎ1;ℎ2].
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Тодi функцiя 𝑔(𝑡) матиме такий вигляд

𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (−∞, ℎ1);

1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [ℎ1, ℎ2];

−1

2

ℎ2∫︁
ℎ1

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (ℎ2,+∞).

(4.70)

Для 𝛾 < 0 розглянемо функцiю

𝑔0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡)|𝑠

′−1sign(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))

‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝑠
′−1
𝑠′

, 𝑡 ∈ [−ℎ;ℎ] ∖ {0};

0, 𝑡 ∈ R ∖ [−ℎ;ℎ].

I побудуємо функцiю

𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [−ℎ, ℎ];

−1

2

ℎ∫︁
0

𝑔0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R ∖ [−ℎ, ℎ].

(4.71)

Безпосередньою перевiркою впевнюємось, що нерiвнiсть (4.69) перетво-

рюється на рiвнiсть для функцiї 𝑔, означеної рiвнiстю (4.70) для 𝛾 > 0 i

(4.71) для 𝛾 < 0. Отже, нами доведена

Теорема 4.4.2. Нехай ℎ > 0, 𝛾 ∈ R; 𝜙 i 𝜓 задовольняють наведенi

вище умови, 𝐾ℎ означене рiвнiстю (4.63) для 𝛾 > 0 i рiвнiстю (4.67)

для 𝛾 < 0, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞,
1

𝑠
+

1

𝑠′
= 1. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿1

∞,𝑠(R) i

ℎ > 0 виконується точна нерiвнiсть

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′‖∞ ≤

⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖∞ + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖𝑠′ · ‖𝑓 ′‖𝑠.

Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑔, означеної рiв-

нiстю (4.70) для 𝛾 > 0 i (4.71) для 𝛾 < 0.
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Тепер отримаємо оцiнку норми в iдеальнiй структурi узагальненого

потенцiала Феллера.

Нехай 𝑓 ∈ 𝐿1
𝐸,𝐸(R). Означимо для ℎ > 0 оператор 𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ в такий

спосiб. Виберемо ℎ1, ℎ2 ∈ R так, щоб ℎ2−ℎ1 = 2ℎ i𝐾(ℎ1) = |𝐾(ℎ2)|. Ядро

𝐾ℎ оператора 𝑀𝜙,𝜓,𝛾,ℎ задамо рiвнiстю (4.61). Для кожного 𝑥 ∈ R ∖ {0} i

ℎ > 0 застосуємо формулу (4.62), а потiм оцiнимо ‖𝐾 * 𝑓 ′‖𝐸:

‖𝐾 * 𝑓 ′‖𝐸 ≤ ‖
+∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝐾ℎ(𝑡)‖𝐸 + ‖
+∞∫︁

−∞

(𝐾 −𝐾ℎ)(𝑡)𝑓
′(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡‖𝐸 ≤

≤
⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖𝐸 + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖1 · ‖𝑓 ′‖𝐸.

Отже, можемо сформулювати теорему

Теорема 4.4.3. Нехай ℎ > 0, 𝛾 ∈ R; 𝜙 i 𝜓 задовольняють наведенi вище

умови, 𝐸– iдеальна пiвiнварiантна вiдносно зсуву структура на R, 𝐸1

– асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1
𝐸,𝐸 i

ℎ > 0

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′‖𝐸 ≤

⋁︁
R

[𝐾ℎ] · ‖𝑓‖𝐸 + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖1 · ‖𝑓 ′‖𝐸. (4.72)

Нерiвнiсть (4.72) є точною для 𝐸 = 𝐿∞(R) i 𝐸 = 𝐿1(R).

Доведення. Точнiсть нерiвностi (4.72) для 𝐸 = 𝐿∞(R) обговорюва-

лась вище (див. теорему 4.4.2). Розглянемо випадок 𝐸 = 𝐿1(R). Покаже-

мо, що в цьому випадку нерiвнiсть (4.72) буде точною. Нехай спочатку

𝛾 > 0. Для 𝜀 ∈ (0, 2ℎ) розглянемо функцiю Стєклова вiд функцiї 𝜒(−ℎ1,ℎ2),

тобто

𝑓𝜀(𝑥) = 𝑆𝜀𝜒(−ℎ1,ℎ2)(𝑥) =
1

𝜀

𝜀∫︁
0

𝜒(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡, 𝜒 ∈ 𝐿∞(R)
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або

𝑓𝜀(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 < ℎ1 − 𝜀,

1− ℎ1 − 𝑥

𝜀
, ℎ1 − 𝜀 ≤ 𝑥 ≤ ℎ1,

1, ℎ1 ≤ 𝑥 ≤ ℎ2 − 𝜀,
ℎ2 − 𝑥

𝜀
, ℎ2 − 𝜀 < 𝑥 ≤ ℎ2,

0, 𝑥 > ℎ2.

Для похiдної цiєї функцiї маємо

𝑓 ′𝜀(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

𝜀
, ℎ1 − 𝜀 < 𝑥 < ℎ1,

−1

𝜀
, ℎ2 − 𝜀 < 𝑥 < ℎ2,

0, R ∖ {[ℎ1 − 𝜀;ℎ1] ∪ [ℎ2 − 𝜀, ℎ2]}.

Враховуючи рiвностi ‖𝑓𝜀‖1 = 2ℎ, ‖𝑓 ′𝜀‖1 = 2, а також пiдраховуючи

безпосередньо ‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′
𝜀‖1, неважко переконатись в точностi нерiвностi.

Дiйсно,

(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′
𝜀)(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝐾(𝑡)𝑓 ′𝜀(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡 =

=

∞∫︁
−∞

𝐾ℎ(𝑡)𝑓
′
𝜀(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡+

∞∫︁
−∞

(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))𝑓
′
𝜀(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡 =

=

∞∫︁
−∞

𝑓𝜀(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝐾ℎ(𝑡) +

∞∫︁
−∞

(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))𝑓
′
𝜀(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡.

Звернемо увагу на те, що обидва iнтеграли вiд’ємнi, i функцiї пiд iтегра-

лами зберiгають знак. Це означає, що

|(𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′
𝜀)(𝑥)| =

∞∫︁
−∞

|𝑓𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝐾ℎ(𝑡) +

∞∫︁
−∞

|(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))𝑓
′
𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝑡.

Тодi, обчислюючи норму ‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′
𝜀‖1, маємо

‖𝑀𝜙,𝜓,𝛾𝑓
′
𝜀‖1 =

∞∫︁
−∞

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

|𝑓𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝐾ℎ(𝑡)+
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+

∞∫︁
−∞

|(𝐾(𝑡)−𝐾ℎ(𝑡))𝑓
′
𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑥 =

=
⋁︁
R

[𝐾ℎ]

∞∫︁
−∞

|𝑓𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝑥+
∞∫︁

−∞

|(𝐾 −𝐾 ′
ℎ)(𝑡)| 𝑑𝑡

∞∫︁
−∞

|𝑓 ′𝜀(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝑥 =

= 2ℎ
⋁︁
R

[𝐾ℎ] + 2‖𝐾 −𝐾ℎ‖1 =
⋁︁
R

[𝐾ℎ]‖𝑓𝜀‖1 + ‖𝐾 −𝐾ℎ‖1‖𝑓 ′𝜀‖1.

Точнiсть нерiвностi встановлено. Нехай тепер 𝛾 < 0. В якостi екстре-

мальної функцiї розглянемо функцiю 𝑔𝜀(𝑥) = ‖𝑓𝜀‖∞ − 𝑓𝜀(𝑥). Точнiсть

нерiвностi доводиться так само, як в попередньому випадку.

Теорема доведена.

Висновки до роздiлу 4

Роздiл 4 присвячено дослiдженню нерiвностей типу Колмогорова з непо-

кращуваними константами для норм дробових похiдних функцiй, означе-

них на дiйснiй осi або пiвосi, а також для норм узагальнених потенцiалiв

Феллера вiд першої похiдної функцiй, означених на дiйснiй осi. Резуль-

тати даного роздiлу полягають у такому.

Отримано точнi нерiвностi для норм дробових похiдних за Маршо

функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠(R), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, якi у випадку 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ оцiнюють

𝐿∞–норми похiдних порядку 0 < 𝛼 < 1, а у випадку 1 < 𝑠 ≤ ∞ –

порядку 1 < 𝛼 < 2 − 1

𝑠
через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму її

другої похiдної.

Отримано точнi нерiвностi для норм дробових похiдних за Адамаром

функцiй, визначених на дiйснiй пiвосi, якi у випадку 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ оцiню-

ють 𝐿∞–норми похiдних порядку 0 < 𝛼 < 1, а у випадку 1 < 𝑠 ≤ ∞
– порядку 1 < 𝛼 < 2 − 1

𝑠
через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму

оператора D2
(︁
D = 𝑥 · 𝑑

𝑑𝑥

)︁
.

Для похiдних за Адамаром порядку 0 < 𝛼 < 1 одержано деякi точнi

поточковi оцiнки через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿∞–норму її другої
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похiдної або оператора D, а також нерiвностi, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми

похiдних за Адамаром через 𝐿𝑝–норму та гельдорову норму самої фун-

кцiї.

Встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють норми узагальнених по-

тенцiалiв Феллера першої похiдної заданої на дiйснiй осi функцiї через

𝐿∞–норму цiєї функцiї i 𝐿𝑠–норму її першої похiдної.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах: [38, 43, 46, 252, 54]

(див. також роботи [7, 11, 13, 16, 36] зi списку публiкацiй здобувача на

с. 10–15).
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РОЗДIЛ 5

Нерiвностi Колмогорова для дробових похiдних

функцiй багатьох змiнних та їх застосування

5.1. Нерiвностi типу Колмогорова в багатовимiрнiй ситуа-

цiї. Огляд результатiв

В роздiлi 4 ми розглянули питання, що стосуються точних нерiвностей

типу Колмогорова функцiй однiєї змiнної. В даному роздiлi ми продов-

жимо дослiдження цих питань i зосередимо увагу на таких нерiвностях

для функцiй багатьох змiнних. Як уже зазначалось, нерiвностi типу Кол-

могорова з точними константами мають велике значення для багатьох

напрямiв математики. В той самий час бiльшiсть сучасних задач є бага-

товимiрними, тому природньо ставити питання про дослiдження нерiв-

ностей такого типу i для функцiй багатьох змiнних.

Нехай R𝑚 – простiр точок 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚), 𝑡𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, ...,𝑚,

|𝑡| = (
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑡2𝑖 )
1/2 i {𝑒𝑖}𝑚𝑖=1 – стандартний базис в R𝑚. Нехай R𝑚

+ – множина

точок 𝑡 ∈ R𝑚 таких, що 𝑡𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Через 𝐶(R𝑚) позначимо простiр неперервних обмежених функцiй

𝑓 : R𝑚 → R з нормою

‖𝑓‖𝐶(R𝑚) := sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ R𝑚},

а через 𝐿𝑠(R𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, – простiр вимiрних функцiй 𝑓 : R𝑚 → R зi

скiнченною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑠(R𝑚) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝∫︁
R𝑚

|𝑓(𝑡)|𝑠 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑠

, 1 ≤ 𝑠 <∞,

ess sup
𝑡∈R𝑚

|𝑓(𝑡)|, 𝑠 = ∞,

Нехай 𝑓 : R𝑚 → R, �̄� ∈ (N∪{0})𝑚. Мiшану похiдну функцiї 𝑓 порядку

�̄� будемо позначати через 𝐷�̄�𝑓 , а через 𝐷𝑘𝑒𝑖𝑓 позначимо 𝑘-ту частинну

похiдну функцiї 𝑓 за 𝑖-ю змiнною.
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Вiдзначимо, що точних нерiвностей типу Колмогорова для функцiй

багатьох змiнних вiдомо набагато менше, нiж для функцiй однiєї змiнної.

Наведемо деякi вiдомi результати з цiєї проблематики.

Для функцiй двох змiнних В. М. Коноваловим [116] було встановлено

непокращувану нерiвнiсть

‖𝐷(1,1)𝑓‖𝐿∞(R2) ≤
(︁
3‖𝑓‖𝐿∞(R2) · ‖𝐷(3,0)𝑓‖𝐿∞(R2) · ‖𝐷(0,3)‖𝐿∞(R2)

)︁ 1
3

.

О. А. Тiмошин [222] одержав непокращувану нерiвнiсть

‖𝐷(1,1)𝑓‖𝐿∞(R2) ≤ 3
2
32

1
2‖𝑓‖

1
6

𝐿∞(R2) · ‖𝐷
(3,0)𝑓‖

1
3

𝐿∞(R2) · ‖𝐷
(0,2)‖

1
2

𝐿∞(R2).

Наступний результат належить В. Ф. Бабенку [23]:

‖𝐷(1,1)𝑓‖𝐿∞(R2) ≤
3

2
3

2

(︁
‖𝑓‖𝐿∞(R2) · ‖𝐷(2,1)𝑓‖𝐿∞(R2) · ‖𝐷(1,2)‖𝐿∞(R2)

)︁ 1
3

.

Ю. М. Субботiним [203] та Дiнь-Дзунгом i В. М. Тихомировим [91]

були одержанi точнi нерiвностi для 𝐿2-норм похiдних перiодичних та не-

перiодичних функцiй, а О. П. Буслаєвим i В. М. Тихомировим [67] – точнi

нерiвностi для 𝐶-норми "промiжної" похiдної через 𝐿2-норми "старших"

похiдних для функцiй багатьох змiнних, означених на всьому просторi

R𝑚 або напiвпросторi R+ × R𝑚−1.

Для перiодичних функцiй багатьох змiнних В. Ф. Бабенко, В. О. Ко-

фанов та С. О. Пiчугов [253, 254, 255] для деяких спецiальних значень

�̄� ∈ R𝑚
+ довели точну нерiвнiсть, що оцiнює 𝐿2-норму похiдної 𝐷�̄�𝑓 через

‖𝑓‖𝐿∞(R𝑚) i
𝑚∏︀
𝑖=1

‖𝐷𝑟𝑒𝑖𝑓‖
𝛼𝑖
𝑟

𝐿∞
(R𝑚).

Вiдзначимо також роботи В. Г. Тимофєєва [219, 220], який отримав

аналог нерiвностi Ландау для функцiй з обмеженим в 𝐿∞(R𝑚) лапласi-

аном.

Iсторiя дослiджень багатовимiрних нерiвностей типу Колмогорова

для норм дробових похiдних нараховує зовсiм небагато результатiв, се-

ред яких вiдзначимо, насамперед, роботи В. Ф. Бабенка i С. О. Пiчуго-

ва [261, 56]. Цi результати стосуються точних оцiнок норм мiшаних похi-

дних дробового порядку. В пiдроздiлi 5.2 ми продовжимо цi дослiджен-

ня. Вiдзначимо також роботу В. Ф. Бабенка i М. С. Чурiлової [251], яка
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мiстить нерiвностi типу Колмогорова для гiперсингулярних iнтегралiв

зi знакосталою характеристикою. Такi iнтеграли дозволяють, зокрема,

розглядати з однiєї точки зору похiднi за напрямом i похiднi за Рiссом

функцiй багатьох змiнних. Деякi результати, що стосуються близьких

питань отриманi в [27, 29].

Дослiдженню нерiвностей типу Колмогорова для похiдних за Рiссом

функцiй багатьох змiнних i гiперсингулярних iнтегралiв присвячено пiд-

роздiли 5.3, 5.5, 5.4.

В пiдроздiлi 5.6 ми розглянемо питання про точнi оцiнки норм одно-

вимiрних потенцiалiв Рiсса функцiй багатьох змiнних з обмеженим в

𝐿𝑠(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) лапласiаном. Цi результати тiсно пов’язанi з ре-

зультатами В. Г. Тимофєєва [219, 220].

Викладення матерiалу побудоване так, що простежується тiсний взає-

мозв’язок задачi про точнi нерiвностi типу Колмогорова i задачi Стєчкiна

про наближення необмеженого оператора обмеженими, що вiдзеркалює-

ться i в методах доведення вiдповiдних результатiв.

До числа iнших застосувань нерiвностей типу Колмогорова вiдноси-

ться розв’язання задачi про необхiднi i достатнi умови iснування функцiї

розглядуваного класу, що має заданi числа нормами похiдних вiдповiд-

ного порядку.

Ця задача поставлена А. М. Колмогоровим [113] i полягає в наступно-

му.

Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑛 ≥ 3, i задана система чисел 0 = 𝑘1 < ... < 𝑘𝑛 = 𝑟. Ви-

магається знайти необхiднi i достатнi умови, яким повинна задовольняти

система додатних чисел 𝑀𝑘1, ...,𝑀𝑘𝑛, для того, щоб знайшлась функцiя

𝑥 ∈ 𝐿𝑟∞,∞(R), для якої рiвнiсть ‖𝑥(𝑘𝑗)‖𝐿∞(R) = 𝑀𝑘𝑗 справедлива для всiх

𝑗 = 1, ..., 𝑛.

Для наборiв iз трьох чисел (𝑛 = 3) ця задача була розв’язана Ж. Ада-

маром [270] (для 𝑟 = 2) i Г. Є. Шиловим [242] (для 𝑟 = 3, 4 та для

𝑟 = 𝑘3 = 5 i 𝑘2 = 2). Повний розв’язок для трiйок чисел належить
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А. М. Колмогорову [273, 113, 114].

Для систем чисел 𝑀𝑘1, ...,𝑀𝑘𝑛, що складаються з бiльше, нiж трьох

елементiв, вiдзначимо результати А. М. Родова [180, 181] та В. К. Дзя-

дика i В. А. Дубовiка [89, 90].

Зрозумiло, що задачу Колмогорова можна ставити не лише на класах

функцiй, означених на осi, а i з рiзними областями визначення, крiм того,

рiвномiрнi норми можна замiнити iншими.

Стосовно подальшого розвитку цiєї проблематики вiдзначимо дослi-

дження В. М. Оловянiшнiкова [167], В. Ф. Бабенка i Ю. Є. Брiтвiна [249],

В. Ф. Бабенка i Ю. В. Бабенко [248], Д. С. Скороходова [188], О. В. Ко-

валенка [112].

В пiдроздiлах 5.2, 5.3.1, 5.5.1 ми наводимо приклади розв’язання задач

такого типу для функцiй багатьох змiнних.

Домовимось в межах цього роздiлу замiсть ‖ · ‖𝐿𝑠(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞)

писати ‖ · ‖𝑠 i ‖ · ‖𝐶 замiсть ‖ · ‖𝐶(R𝑚).

5.2. Точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм дробових

похiдних за Маршо функцiй багатьох змiнних з гель-

дерових просторiв

Для заданого вектора 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚) ∈ R𝑚 через Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(𝑢) позначимо

першу рiзницю функцiї 𝑓(𝑢) за змiнною 𝑢𝑗 з кроком 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, ...,𝑚

Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(𝑢) := 𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑢+ 𝑡𝑗𝑒𝑗),

i означимо через

Δ𝑡𝑓(𝑢) := Δ𝑡1𝑒1Δ𝑡2𝑒2...Δ𝑡𝑚𝑒𝑚𝑓(𝑢)

мiшану рiзницю функцiї 𝑓(𝑢) з кроком 𝑡.

Нехай 𝜔𝑗(𝑡𝑗), 𝑡𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚 – деякi модулi неперервностi. Ми

будемо розглядати такi простори:

𝐻𝑗,𝜔𝑗 := 𝐻𝑗,𝜔𝑗(R𝑚) =
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= {𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚) : ‖𝑓‖𝜔𝑗
= ‖𝑓‖𝐻𝑗,𝜔𝑗 = sup

𝑡𝑗 ̸=0

‖Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓(·)‖𝐶(R𝑚)

𝜔𝑗(|𝑡𝑗|)
<∞}.

Якщо 𝜔𝑗(𝑡𝑗) = 𝑡
𝛽𝑗
𝑗 , 𝛽𝑗 ∈ (0, 1], то замiсть 𝐻𝑗,𝜔𝑗 , 𝑗 = 1, ...,𝑚 будемо писати

𝐻𝑗,𝛽𝑗 .

Для функцiї 𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ R𝑚, вектора гладкостi 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑚),

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, i вектора розподiлу знакiв 𝜀 = (𝜀1, ..., 𝜀𝑚), 𝜀𝑗 = ±,

𝑗 = 1, ...,𝑚, мiшана похiдна Маршо порядку 𝛼 означається в такий спосiб

(див. [184, с. 347])

(𝐷𝛼
𝜀 𝑓)(𝑢) := 𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

Δ𝜀𝑡𝑓(𝑢)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡,

де 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚), 𝐴𝛼 =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝐴𝛼𝑗
, 𝐴𝛼𝑗

=
𝛼𝑗

Γ(1− 𝛼𝑗)
, 𝜀𝑡 := (𝜀1𝑡1, ..., 𝜀𝑚𝑡𝑚).

В. Ф. Бабенко i С. О. Пiчугов [56] показали, що для довiльної функцiї

𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝛽𝑗 , виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚−1

𝑚∏︀
𝑗=1

Γ(1− 𝛼𝑗)
· 2

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗

· ‖𝑓‖
1−

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

𝐶 ·
𝑚∏︁
𝑗=1

‖𝑓‖
𝛼𝑗
𝛽𝑗

𝐻𝑗,𝛽𝑗
, (5.1)

якщо 𝛽𝑗 ∈ (0, 1] i 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, задовольняють умови
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

< 1.

Вiдзначимо, що для 𝑚 = 1 нерiвнiсть (5.1) була отримана В. Ф. Ба-

бенком i М. С. Чурiловою [57, 235].

В цьому пiдроздiлi ми отримаємо нерiвнiсть, яка є узагальненням

(5.1), а також є багатовимiрним аналогом нерiвностi (4.44) (для 𝑝 = ∞)

iз теореми 4.3.4, отриманої В. Ф. Бабенком i М. С. Чурiловою [57, 235].

У подальшому для 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, i для заданих модулiв не-

перервностi 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚), ми будемо вимагати виконання таких умов∫︁
R𝑚

+

min{1, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡 <∞. (5.2)

Сформулюємо основний результат цього пiдроздiлу:
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Теорема 5.2.1. Нехай модулi неперервностi 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚) i числа

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, такi, що виконується умова (5.2). Тодi для

будь-якої функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 i будь-якого вектора 𝜀 розподiлу знакiв,

правильна така точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 ≤

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑓‖𝐶 , ‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.3)

Для заданих модулiв неперервностi 𝜔1, ..., 𝜔𝑚, через 𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗 , 𝑗 = 1, ...,𝑚,

позначимо одиничну кулю простору 𝐻𝑗,𝜔𝑗 .

Розглянемо функцiю

Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
:= sup

𝑓∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻
𝑗,𝜔𝑗 ,

‖𝑓‖𝐶≤𝛿

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 , 𝛿 ≥ 0, (5.4)

тобто модуль неперервностi оператора 𝐷𝛼
𝜀 на множинi

𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗 .

Iз теореми 5.2.1 випливає

Наслiдок 5.2.1. В умовах теореми 5.2.1 для будь-якого 𝛿 > 0,

Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
=

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.5)

Зокрема, якщо 𝛽𝑗 ∈ (0, 1] i 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, такi що
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

< 1,

то

Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝛽𝑗

)︃
=

2𝑚−1

𝑚∏︀
𝑗=1

Γ(1− 𝛼𝑗)
· 2

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗

· 𝛿
1−

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗 .

Наступна теорема дає розв’язок задачi Стєчкiна для оператора 𝐷𝛼
𝜀 на

класi
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗 .
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Теорема 5.2.2. Нехай строго зростаючi модулi неперервностi 𝜔1(𝑡1),...,

𝜔𝑚(𝑡𝑚) є такими, що задовольняють умову (5.2). Для 𝑁 > 0 нехай

ℎ𝑁 = (ℎ𝑁1 , . . . , ℎ
𝑁
𝑚) ∈ R𝑚

+ таке, що

𝜔1(ℎ
𝑁
1 ) = . . . = 𝜔𝑚(ℎ

𝑁
𝑚) i

2𝑚𝐴𝛼

𝛼1 · ... · 𝛼𝑚

𝑚∏︁
𝑗=1

(ℎ𝑁𝑗 )
−𝛼𝑗 = 𝑁. (5.6)

Нехай

𝐺(ℎ𝑁) := {𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ∈ R𝑚 : |𝑢1| ≥ ℎ𝑁1 , . . . , |𝑢𝑚| ≥ ℎ𝑁𝑚}.

Тодi

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
=

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+∖𝐺(ℎ𝑁 )

min{𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Зокрема, оператор

𝐵ℎ𝑁𝑓(𝑢) = 𝐴𝛼

∫︁
𝐺(ℎ𝑁 )

Δ𝜀𝑡𝑓(𝑢)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡

є екстремальним оператором.

Зазначимо, що оцiнка знизу для 𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
буде отримана

за допомогою наслiдку 5.2.1. Для того, щоб одержати оцiнку зверху для

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
ми оцiнимо зверху величину ‖𝐷𝛼

𝜀 𝑓 − 𝐵ℎ𝑁𝑓‖𝐶 на

класi
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗 .

Зазначимо також, що у випадку 𝜔(𝑡𝑗) = 𝑡
𝛽𝑗
𝑗 , 𝛽𝑗 ∈ (0, 1], 𝑗 = 1, ...,𝑚,

застосовуючи теорему 5.2.2, ми негайно одержимо таке твердження.

Наслiдок 5.2.2. Припустимо, що 𝛽𝑗 ∈ (0, 1] i 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚,

задовольняють умови
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗
< 1. Тодi для довiльного 𝑁 > 0,

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝛽𝑗

)︃
=

⎛⎜⎜⎜⎝ 2
𝑚−

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

Γ(1− 𝛼𝑗)

⎞⎟⎟⎟⎠
1

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

·

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗

·𝑁
1− 1

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗 .
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Як зазначалось вище, нерiвностi для промiжних похiдних також тiсно

пов’язанi з задачею Колмогорова про необхiднi i достатнi умови iсну-

вання функцiї, для якої заданi числа є верхнiми гранями абсолютних

значень їх похiдних вiдповiдних порядкiв (див. [113, 114]). Деякi вiдомi

результати в цьму напрямi можна знайти, наприклад, в [180, 181, 89, 90]

i [26].

Ми розглянемо задачу Колмогорова в такiй постановцi. Потрiбно зна-

йти необхiднi i достатнi умови на числа 𝑀0,𝑀𝛼,𝑀𝜔1
, ...,𝑀𝜔𝑚

для iснува-

ння функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 , такої що

‖𝑓‖𝐶 =𝑀0, ‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 =𝑀𝛼, ‖𝑓‖𝜔1

=𝑀𝜔1
, ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

=𝑀𝜔𝑚
.

Теорема 5.2.3. Нехай модулi неперервностi 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚) i числа

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 = 1, ...,𝑚, такi, що виконується (5.2), i нехай заданi

числа 𝑀0,𝑀𝛼,𝑀𝜔1
, ...,𝑀𝜔𝑚

. Для iснування функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 такої,

що

‖𝑓‖𝐶 =𝑀0, ‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 =𝑀𝛼, ‖𝑓‖𝜔1

=𝑀𝜔1
, ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

=𝑀𝜔𝑚
,

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась нерiвнiсть

𝑀𝛼 ≤

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝑀0,𝑀𝜔1
𝜔1(𝑡1), ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.7)

Наслiдок 5.2.3. Припустимо, що 𝛽𝑗 ∈ (0, 1] i 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 =

1, ...,𝑚, задовольняють умови
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗
< 1, i нехай заданi числа

𝑀0,𝑀𝛼,𝑀𝛽1, ...,𝑀𝛽𝑚. Для iснування функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝛽𝑗 такої, що

‖𝑓‖𝐶 =𝑀0, ‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 =𝑀𝛼, ‖𝑓‖𝐻1,𝛽1 =𝑀𝛽1, ..., ‖𝑓‖𝐻𝑚,𝛽𝑚 =𝑀𝛽𝑚,

необхiдно i достатньо, щоб

𝑀𝛼 ≤ 2𝑚−1

𝑚∏︀
𝑗=1

Γ(1− 𝛼𝑗)
· 2

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

1−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗

𝛽𝑗

·𝑀
1−

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛽𝑗

0 ·
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑀

𝛼𝑗
𝛽𝑗

𝐻𝑗,𝛽𝑗
.
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Тепер перейдемо до доведення результатiв.

Доведення теореми 5.2.1. Проведемо доведення теореми у випадку

𝜀 = (+, ...,+). Iншi ситуацiї розглядаються аналогiчно. Використовуючи

означення дробової похiдної, отримаємо

∀𝑢 ∈ R𝑚 |𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢)| ≤ 𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

‖Δ𝑡𝑓(·)‖𝐶
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.8)

Для оцiнки норми ‖Δ𝑡𝑓‖𝐶 будемо використовувати такi нерiвностi

‖Δ𝑡𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚‖𝑓‖𝐶

i

‖Δ𝑡𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚−1‖Δ𝑡𝑗𝑒𝑗𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚−1‖𝑓‖𝜔𝑗
𝜔𝑗(|𝑡𝑗|), 𝑗 = 1, ...,𝑚.

Зiставляючи цi оцiнки, ми отримаємо

‖Δ𝑡𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚−1min{2‖𝑓‖𝐶 , ‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(|𝑡1|), ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(|𝑡𝑚|)}.

Застосовуючи останню оцiнку до правої частини (5.8), одержимо, що

∀𝑢 ∈ R𝑚

|𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢)| ≤

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑓‖𝐶 , ‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.9)

Покажемо тепер, що для кожної функцiї 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 , її дробова по-

хiдна 𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢) неперервно залежиь вiд 𝑢.

Нехай

𝜔(𝑓, 𝜃) := sup
|𝑡|<𝜃

‖𝑓(·)− 𝑓(·+ 𝑡)‖𝐶 ,

де |𝑡| =
√︀
𝑡21 + ...+ 𝑡2𝑚, 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚).

Застосовуючи (5.9) до рiзницi 𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑢+ 𝛿), 𝛿 ∈ R𝑚, отримаємо

|𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢)−𝐷𝛼

𝜀 𝑓(𝑢+ 𝛿)| ≤

≤ 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝜔(𝑓, |𝛿|), 2‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., 2‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.
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Зазначимо, що функцiя

min{2𝜔(𝑓, |𝛿|), 2‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., 2‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗

рiвномiрно прямує до нуля (при 𝛿 → 0) на будь-якiй множинi точок

(𝑡1, ..., 𝑡𝑚) ∈
𝑚∏︀
𝑗=1

[𝜎𝑗,∞), 𝜎𝑗 > 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚, та iнтеграл

∫︁
R𝑚

+

min{2𝜔(𝑓, |𝛿|), 2‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., 2‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡

є рiвномiрно збiжним на довiльнiй обмеженiй множинi значень параме-

тра 𝛿.

Отже,

|𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢)−𝐷𝛼

𝜀 𝑓(𝑢+ 𝛿)| → 0, |𝛿| → 0,

що доводить неперервнiсть 𝐷𝛼
𝜀 𝑓(𝑢) для всiх 𝑢 ∈ R𝑚.

Таким чином, iз (5.9) ми отримаємо:

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓‖𝐶 ≤

≤ 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑓‖𝐶 , ‖𝑓‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑓‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡,

i нерiвнiсть (5.3) доведено.

Побудуємо тепер функцiю 𝑔(𝑡), яка перетворює нерiвнiсть (5.3) на

рiвнiсть. Для цього використаємо метод iз [56]. Означимо функцiю 𝑔(𝑢)

для 𝑢 ∈ R𝑚
+ , а потiм продовжимо її на весь простiр R𝑚 парно за кожною

змiнною.

Для 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑚) ∈ R𝑚
+ i 𝛿 > 0, покладемо 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗) = min{𝜔𝑗(𝑢𝑗), 2𝛿}.

Розглянемо вектор 𝜔𝛿(𝑢) = (𝜔𝛿1(𝑢1), ..., 𝜔
𝛿
𝑚(𝑢𝑚)) i позначимо

𝑣 = 𝑣(𝑢) := (𝑣1(𝑢), ..., 𝑣𝑚(𝑢)) = (𝜔𝛿(𝑢))*, де (𝜔𝛿(𝑢))* є перестановкою

чисел 𝜔𝛿1(𝑢1), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑢𝑚) в незростаючому порядку. Тепер означимо фун-

кцiю 𝑔(𝑢), покладаючи для 𝑢 ∈ R𝑚
+ ,

𝑔(𝑢) = 𝑣1(𝑢)− 𝑣2(𝑢) + ...+ (−1)𝑚−1𝑣𝑚(𝑢)− 𝛿.
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Оскiльки 0 ≤
𝑚∑︀
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑣𝑗(𝑢) ≤ 2𝛿, отримаємо ‖𝑔‖𝐶 ≤ 𝛿. Впевнимомось,

що 𝑔 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 , i оцiнимо ‖𝑔‖𝜔𝑗
, 𝑗 = 1, ...,𝑚. Для цього розглянемо

рiзницю

𝑔(𝑢+ ℎ𝑒𝑗)− 𝑔(𝑢) = 𝑣1(𝑢+ ℎ𝑒𝑗)− 𝑣2(𝑢+ ℎ𝑒𝑗) + ...+ (−1)𝑚−1𝑣𝑚(𝑢+ ℎ𝑒𝑗)−

−(𝑣1(𝑢)− 𝑣2(𝑢) + ...+ (−1)𝑚−1𝑣𝑚(𝑢)), ℎ > 0.

Вектор 𝑢 + ℎ𝑒𝑗 вiдрiзняється вiд вектора 𝑢 лише 𝑗-ю координатою, яка

є бiльшою за 𝑗-ту координату вектора 𝑢. Отже, 𝑣(𝑢+ ℎ𝑒𝑗) вiдрiзняється

вiд 𝑣(𝑢) в такий спосiб. Нехай число 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗) є 𝜈-ю координатою вектора

𝑣(𝑢). Тодi iснує 𝜇 ≤ 𝜈 таке що 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ𝑒𝑗) є 𝜇-ю координатою 𝑣(𝑢+ℎ𝑒𝑗).

Бiльш того, координати 𝑣(𝑢+ ℎ𝑒𝑗) спiвпадають з координатами вектора

𝑣(𝑢), якщо їх iндекси меньшi за 𝜇 або бiльшi за 𝜈.

Отже,

𝑔(𝑢+ℎ𝑒𝑗)−𝑔(𝑢) = (−1)𝜇−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ)+(−1)𝜇𝑣𝜇(𝑢)+ ...+(−1)𝜈−1𝑣𝜈−1(𝑢)−

−(−1)𝜇−1𝑣𝜇(𝑢)− ...− (−1)𝜈−2𝑣𝜈−1(𝑢)− (−1)𝜈−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗) =

= (−1)𝜇−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ)+2(−1)𝜇𝑣𝜇(𝑢)+...+2(−1)𝜈−1𝑣𝜈−1(𝑢)−(−1)𝜈−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗).

Оскiльки

𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ) ≥ 𝑣𝜇(𝑢) ≥ ... ≥ 𝑣𝜈−1(𝑢) ≥ 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗),

неважко перевiрити, що

𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗)− 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ) ≤

≤ (−1)𝜇−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ)+2(−1)𝜇𝑣𝜇(𝑢)+...+2(−1)𝜈−1𝑣𝜈−1(𝑢)−(−1)𝜈−1𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗) ≤

≤ 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ)− 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗). (5.10)

Беручи до уваги, що

𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗 + ℎ)− 𝜔𝛿𝑗 (𝑢𝑗) ≤ 𝜔𝑗(𝑢𝑗 + ℎ)− 𝜔𝑗(𝑢𝑗) ≤ 𝜔𝑗(ℎ),

ми отримаємо 𝑔 ∈ 𝐻𝑗,𝜔𝑗 i ‖𝑔‖𝜔𝑗
≤ 1, 𝑗 = 1, ...,𝑚.
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Тепер обчислимо |(𝐷𝛼
𝜀 𝑔)(0)|, коли 𝜀 = (+, ...,+). Для цього спочатку

покажемо, що для всiх 𝑡 ∈ R𝑚
+ ,

Δ𝑡1...Δ𝑡𝑚𝑔(0, ..., 0) = −2𝑚−1min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}

= −2𝑚−1min{𝜔𝛿1(𝑡1), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)}.

Доведення проведемо, використовуючи iндукцiю за 𝑚. Для 𝑚 = 2

(база iндукцiї), твердження перевiряється безпосередньо.

Оскiльки оператори Δ𝑡𝑖 i Δ𝑡𝑗 комутують, обчислюючи Δ𝑡1...Δ𝑡𝑚𝑔(0, ..., 0),

ми можемо взяти Δ𝑡1, ...,Δ𝑡𝑚 у зручному порядку. Для визначеностi,

припустимо, що 𝜔𝛿1(𝑡1) найбiльше число серед 𝜔𝛿1(𝑡1), ..., 𝜔
𝛿
𝑚(𝑡𝑚). Буде-

мо обчислювати рiзницю для 𝑡1 в останню чергу. Зобразимо рiзницю

Δ𝑡1...Δ𝑡𝑚𝑔(0, ..., 0) так:

Δ𝑡1...Δ𝑡𝑚𝑔(0, ..., 0) =
1∑︁

𝑗1=0

1∑︁
𝑗2=0

....

1∑︁
𝑗𝑚=0

(−1)𝑗1+...+𝑗𝑚 · 𝑔(𝑗1𝑡1, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚) =

=
1∑︁

𝑗2=0

....

1∑︁
𝑗𝑚=0

(−1)𝑗2+...+𝑗𝑚 · 𝑔(0, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚)−

−
1∑︁

𝑗2=0

....

1∑︁
𝑗𝑚=0

(−1)𝑗2+...+𝑗𝑚 · 𝑔(𝑡1, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚).

За припущенням iндукцiї,
1∑︁

𝑗2=0

....

1∑︁
𝑗𝑚=0

(−1)𝑗2+...+𝑗𝑚 · 𝑔(0, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚) =

= −2𝑚−2min{𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)}. (5.11)

Використовуючи той факт, що 𝜔𝛿1(𝑡1) є найбiльшим числом з

𝜔𝛿1(𝑡1), ..., 𝜔
𝛿
𝑚(𝑡𝑚), i означення 𝑔, отримаємо

𝑔(𝑡1, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚) = 𝜔𝛿1(𝑡1)− 𝑔(0, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚).

Отже,

−
1∑︁

𝑗2=0

....
1∑︁

𝑗𝑚=0

(−1)𝑗2+...+𝑗𝑚(𝜔𝛿1(𝑡1)− 𝑔(0, 𝑗2𝑡2, ...𝑗𝑚𝑡𝑚)) =
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= −2𝑚−2min{𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)}

(тут ми знову використали iндуктивне припущення (5.11)). Остаточно

ми одержимо

Δ𝑡1...Δ𝑡𝑚𝑔(0, ..., 0) =

= −2𝑚−2min{𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)} − 2𝑚−2min{𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)}

= −2𝑚−1min{𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)} = −2𝑚−1min{𝜔𝛿1(𝑡1), 𝜔𝛿2(𝑡2), ..., 𝜔𝛿𝑚(𝑡𝑚)}.

Для 𝜀 = (+, ...,+), оцiнимо ‖𝐷𝛼
𝜀 𝑔‖𝐶 знизу:

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑔‖𝐶 ≥ |(𝐷𝛼

𝜀 𝑔)(0, ..., 0)| = 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡−𝛼𝑗−1 ·Δ𝑡𝑔(0, ..., 0) 𝑑𝑡 =

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡−𝛼𝑗−1 𝑑𝑡 ≥

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑔‖𝐶 , ‖𝑔‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑔‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡. (5.12)

Зiставляючи (5.3) (для функцiї 𝑔) з (5.12), бачимо, що

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑔‖𝐶 = 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡−𝛼𝑗−1 𝑑𝑡 =

2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2‖𝑔‖𝐶 , ‖𝑔‖𝜔1
𝜔1(𝑡1), ..., ‖𝑔‖𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡, (5.13)

тобто спiввiдношення (5.3) перетворюється на рiвнiсть.

Теорему доведено.

Доведення наслiдку 5.2.1. З рiвностi (5.3) випливає, що для будь-

якого 𝛿 > 0,

Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
≤ 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Для функцiї 𝑔, побудованої при доведеннi теореми 5.2.1,

‖𝑔‖𝐶 ≤ 𝛿, 𝑔 ∈
𝑚⋂︁
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 .
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Використовуючи (5.13) отримаємо

Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
≥ ‖𝐷𝛼

𝜀 𝑔‖𝐶 =

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Наслiдок доведено.

Доведення теореми 5.2.2. Як при доведеннi теореми 5.2.1 припу-

стимо, що 𝜀 = (+, ...,+). Нагадаємо, що для заданого 𝑁 > 0, вектор

ℎ𝑁 = (ℎ𝑁1 , ..., ℎ
𝑁
𝑚) ∈ R𝑚

+ означається такими умовами:

𝜔1(ℎ
𝑁
1 ) = . . . = 𝜔𝑚(ℎ

𝑁
𝑚),

2𝑚𝐴𝛼

𝛼1 · ... · 𝛼𝑚

𝑚∏︁
𝑗=1

(ℎ𝑁𝑗 )
−𝛼𝑗 = 𝑁,

i

𝐺(ℎ𝑁) := {𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ∈ R𝑚 : 𝑢1 ≥ ℎ𝑁1 , . . . , 𝑢𝑚 ≥ ℎ𝑁𝑚}.

Означимо оператор 𝐵ℎ𝑁 в такий спосiб:

𝐵ℎ𝑁𝑓(𝑢) = 𝐴𝛼

∫︁
𝐺(ℎ𝑁 )

Δ𝑡𝑓(𝑢)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Покажемо, що 𝐵ℎ𝑁 – обмежений оператор з 𝐶(R𝑚) в 𝐶(R𝑚), i бiльше

за те: ‖𝐵ℎ𝑁‖ ≤ 𝑁 . Дiйсно, для всiх 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚)

‖𝐵ℎ𝑁𝑓‖𝐶 ≤ 2𝑚𝐴𝛼

∫︁
𝐺(ℎ𝑁 )

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡 · ‖𝑓‖𝐶 =

=
2𝑚𝐴𝛼

𝛼1 · ... · 𝛼𝑚

𝑚∏︁
𝑗=1

(︀
ℎ𝑁𝑗
)︀−𝛼𝑗 ‖𝑓‖𝐶 = 𝑁‖𝑓‖𝐶 .

Для будь-якого 𝑓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 , оцiнимо рiзницю ‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓 −𝐵ℎ𝑁𝑓‖𝐶 .

Маємо

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑓 −𝐵ℎ𝑁𝑓‖𝐶 ≤ ‖𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+∖𝐺(ℎ𝑁 )

Δ𝑡𝑓(𝑢)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡‖𝐶 ≤
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≤ 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+∖𝐺(ℎ𝑁 )

min{𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Ми одержали оцiнку величини 𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︀
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
зверху.

Оцiнимо цю величину знизу. З теореми 4.1.1 маємо

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
≥ sup

𝛿>0

{︃
Ω

(︃
𝛿,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
−𝑁𝛿

}︃
. (5.14)

Використовуючи наслiдок 5.2.1 i умову (5.6) отримаємо

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
≥

≥ sup
𝛿>0

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿, 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡

−2𝑚𝐴𝛼𝛿

∫︁
𝐺(ℎ𝑁 )

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭ . (5.15)

Покладемо

𝛿𝑁 = 𝜔1(ℎ
𝑁
1 ) = ... = 𝜔𝑚(ℎ

𝑁
𝑚).

Зазначимо, що для 𝑡 ∈ 𝐺(ℎ𝑁)

min{2𝛿𝑁 , 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔(𝑡𝑚)} = 2𝛿𝑁

i для 𝑡 ∈ R𝑚
+ ∖𝐺(ℎ𝑁),

min{2𝛿𝑁 , 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔(𝑡𝑚)} = min{𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔(𝑡𝑚)}.

З (5.15) одержимо

𝐸𝑁

(︃
𝐷𝛼
𝜀 ,

𝑚⋂︁
𝑗=1

𝑈𝐻𝑗,𝜔𝑗

)︃
≥

≥ 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝛿𝑁 , 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡−
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−2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
𝐺(ℎ𝑁 )

min{2𝛿𝑁 , 𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡 =

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+∖𝐺(ℎ𝑁 )

min{𝜔1(𝑡1), ..., 𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Ми отримали необхiдну оцiнку знизу.

Теорему 5.2.2 доведено.

Доведення теореми 5.2.3. Розглянемо випадок 𝜀 = (+, ...,+). Для

𝛿 > 0 i модулiв неперервностi 𝜔1, ..., 𝜔𝑚, через 𝑔(·; 𝛿;𝜔1, ..., 𝜔𝑚) позначимо

функцiю 𝑔, побудовану пiд час доведення теореми 5.2.1. Припустимо, що

нерiвнiсть (5.7) виконується i оберемо 0 < 𝐿0 ≤𝑀0 так, щоб

𝑀𝛼 = 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝐿0,𝑀𝜔1
𝜔1(𝑡1), ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡.

Для функцiї 𝑔(·;𝐿0;𝑀𝜔1
𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚), маємо

‖𝑔(·;𝐿0;𝑀𝜔1
𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚)‖𝐶 ≤ 𝐿0 ≤𝑀0.

Крiм того, неважко перевiрити, що

‖𝑔(·;𝐿0;𝑀𝜔1
𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚)‖𝜔𝑗
=𝑀𝜔𝑗

, 𝑗 = 1, ...,𝑚.

Як i при доведеннi теореми 5.2.1, отримаємо

‖𝐷𝛼
𝜀 𝑔(·;𝐿0;𝑀𝜔1

𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚
𝜔𝑚)‖𝐶 =

= 2𝑚−1𝐴𝛼

∫︁
R𝑚

+

min{2𝐿0,𝑀𝜔1
𝜔1(𝑡1), ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚(𝑡𝑚)}
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑡
−𝛼𝑗−1
𝑗 𝑑𝑡 =𝑀𝛼.

Тепер побудуємо функцiю

𝜓(𝑢) = 𝑔(𝑢;𝐿0;𝑀𝜔1
𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚) +𝑀0 − ‖𝑔(·;𝐿0;𝑀𝜔1
𝜔1, ...,𝑀𝜔𝑚

𝜔𝑚)‖𝐶 .

Очевидно, що 𝜓 ∈
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝐻𝑗,𝜔𝑗 , i, крiм того,

‖𝜓‖𝐶 =𝑀0, ‖𝐷𝛼
𝜀𝜓‖𝐶 =𝑀𝛼, ‖𝜓‖𝜔𝑗

=𝑀𝜔𝑗
, 𝑗 = 1, ...,𝑚.

Теорему 5.2.3 доведено.
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5.3. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Рiсса

функцiй багатьох змiнних зi скiнченною нормою градi-

єнта i деякi їх застосування

Похiдна Рiсса порядку 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, функцiї 𝑓 : R𝑚 → R визначається

рiвнiстю (див. [184, § 25])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

де

𝑑𝑚,1(𝛼) =
𝜋1+𝑚/2

2𝛼 sin
(︁𝛼𝜋

2

)︁
Γ
(︁
1 +

𝛼

2

)︁
Γ

(︂
𝑚+ 𝛼

2

)︂
– нормуючий множник [184, § 26]. Зазначимо, що похiдна Рiсса 𝐷𝛼 реа-

лiзує [184, § 25] дробовий степiнь (−Δ)𝛼/2 оператора Лапласа.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚), локально абсолютно неперервної за ко-

жною змiнною при майже всiх фiксованих значеннях решти змiн-

них, означенi частиннi похiднi у змiстi Соболєва
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
[164,

розд. 4, п. 4.1, п. 4.4.4]. Покладемо

∇𝑓(𝑥) =
(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥), . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
(𝑥)

)︂
.

Для 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞ через 𝐿∇
𝑝,𝑠 = 𝐿∇

𝑝,𝑠(R𝑚) позначимо простiр функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑚) таких, що
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝑠(R𝑚) для кожного 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Вiд-

значимо, що якщо 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑠, то |∇𝑓 | ∈ 𝐿𝑠(R𝑚). Через 𝑊∇

𝑝,𝑠 = 𝑊∇
𝑝,𝑠(R𝑚)

позначимо клас функцiй 𝑓 iз 𝐿∇
𝑝,𝑠 таких, що ‖∇𝑓‖𝐿𝑠(R𝑚) ≤ 1 (тут i скрiзь

нижче ми пишемо ‖∇𝑓‖𝐿𝑠(R𝑚) замiсть ‖ |∇𝑓 | ‖𝐿𝑠(R𝑚)).

Цей пiдроздiл присвячено встановленню нерiвностей типу Колмого-

рова для норм похiдних Рiсса 𝐷𝛼 функцiй 𝑓 з деяких просторiв.

Дослiдження ми почнемо з оцiнки 𝐿∞–норми похiдної Рiсса 𝐷𝛼

функцiй багатьох змiнних через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму

(1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) її градiєнта, а також розв’яжемо задачу найкращого на-

ближення оператора 𝐷𝛼 на класi 𝑊∇
∞,𝑠 функцiй 𝑓 таких, що ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1,
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i задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього

класу, заданих з похибкою. Цi результати складають змiст пункту 5.3.1.

В пунктi 5.3.2 ми розглянемо бiльш загальну ситуацiю, коли градiєн-

ти функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi i, нарештi, в пунктi 5.3.3

обговоримо питання оцiнки норми похiдної Рiсса функцiї 𝑓 в iдеальнiй

структурi та, як наслiдок, отримаємо нерiвностi типу Колмогорова, що

оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚). Результати цього пiдроздiлу

є, в певному сенсi, продовженням дослiджень, розпочатих в [251].

Зазначимо, що з результатiв [251] (див. також [235]) випливає, что для

𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,∞ мають мiсце твердження

Теорема 5.3.1. Нехай 0 < 𝛼 < 1. Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,∞

має мiсце точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ 21−𝛼𝜎𝑚−1

𝛼(1− 𝛼)𝑑𝑚,1(𝛼)
‖𝑓‖1−𝛼∞ ‖∇𝑓‖𝛼∞, (5.16)

де 𝜎𝑚−1 — площа поверхнi одиничної сфери 𝑆𝑚−1 простору R𝑚.

Нерiвнiсть (5.16) перетворюється на рiвнiсть для функцiї

𝑓ℎ(𝑡) =

{︃
|𝑡| − ℎ

2 , |𝑡| ≤ ℎ,
ℎ
2 , |𝑡| > ℎ,

де ℎ > 0.

Теорема 5.3.2. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝑁 > 0. Тодi

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊∇

∞,∞) =
1

1− 𝛼

(︂
2

𝛼

)︂(1−𝛼)/𝛼(︂
𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,1(𝛼)

)︂1/𝛼

𝑁 (𝛼−1)/𝛼.

Зазначимо також, що для похiдних дробового порядку в змiстi Маршо

(див. [184, § 5]) функцiй одного змiнного точнi нерiвностi, що оцiнюють

𝐿∞–норми таких похiдних через 𝐿∞–норми самих функцiй i 𝐿𝑠–норми їх

перших похiдних, отриманi в роботi [57].
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5.3.1. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Рiс-

са функцiй iз 𝐿∇
∞,𝑠(R𝑚) i спорiдненi питання

Матерiал даного пункту органiзовано таким чином. Спочатку ми отри-

маємо оцiнки вiдхилення 𝐷𝛼𝑓 вiд так званої зрiзаної похiдної Рiсса 𝐷𝛼
ℎ𝑓

(саме вона згодом виявиться оператором найкращого наближення для

𝐷𝛼 на класi𝑊∇
∞,𝑠). Потiм за допомогою цих результатiв отримаємо нерiв-

нiсть Колмогорова, що оцiнює рiвномiрну норму 𝐷𝛼𝑓 через рiвномiрну

норму 𝑓 i 𝐿𝑠–норму ∇𝑓 , в адитивнiй i мультиплiкативнiй формах, вста-

новимо точнiсть отриманих нерiвностей i знайдемо модуль неперервностi

оператора 𝐷𝛼 на класi 𝑊∇
∞,𝑠. Це дозволить завершити розв’язання зада-

чi Стєчкiна i розв’язати задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼

на заданих з похибкою функцiях класу 𝑊∇
∞,𝑠. I, нарештi, ми розв’яжемо

задачу Колмогорова про необхiднi i достатнi умови iснування функцiї,

що має заданi значення ‖𝑓‖∞, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ i ‖∇𝑓‖𝑠.
Отримаємо оцiнку зверху норми зрiзаної похiдної Рiсса та її вiдхиле-

ння вiд 𝐷𝛼

Нехай ℎ > 0. Позначимо через 𝐵ℎ множину точок 𝑥 простору R𝑚, для

яких |𝑥| ≤ ℎ. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 −𝑚/𝑠. Для заданого

ℎ > 0 розглянемо оператор

𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥) =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

який називається зрiзаною похiдною Рiсса. В [251] показано, що 𝐷𝛼
ℎ —

обмежений оператор, що дiє iз 𝐿∞(R𝑚) в 𝐿∞(R𝑚), i справедлива така

Лема 5.3.1. Нехай ℎ > 0 i 0 < 𝛼 < 1. Тодi ‖𝐷𝛼
ℎ‖ =

2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
ℎ−𝛼.

Оцiнку вiдхилення зрiзаної похiдної Рiсса вiд 𝐷𝛼 i подальшi результа-

ти ми напишемо в термiнах деякої спецiальної функцiї, яку для 𝑡 ∈ R𝑚

означимо в такий спосiб. Для 𝑠 > 𝑚, 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠 i ℎ > 0 покладемо

𝜓ℎ(𝑡) = 𝜓ℎ,𝑠,𝛼(𝑡) =
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|𝑡|∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾−

−
1

2

ℎ∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾,

|𝑡| ≤ ℎ,

1

2

ℎ∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾, |t|>h,

(5.17)

де 1/𝑠 + 1/𝑠′ = 1. Нескладнi обчислення показують, що 𝜓ℎ ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 для

довiльного ℎ > 0 i

‖∇𝜓ℎ‖𝑠 =
⃦⃦⃦⃦

1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦𝑠′−1

𝑠′

=

= ℎ𝑚/𝑠+(1−𝑚−𝛼)(𝑠′−1) ‖∇𝜓1‖𝑠, (5.18)

де 𝑥+ = max{𝑥, 0}. Зрозумiло також, що

‖𝜓ℎ‖∞ =
1

2

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾 =

= ℎ1+(1−𝑚−𝛼)(𝑠′−1) ‖𝜓1‖∞. (5.19)

Тепер для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 оцiнимо вiдхидення |𝐷𝛼𝑓(𝑥) −

𝐷ℎ𝑓(𝑥)|. Маємо

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)| ≤

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)|
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝑡.

Зазначимо (див., напр., [142, теорема 6.9]), що для майже всiх 𝑥

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)| ≤
|𝑡|∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑓 ′𝑡

(︁
𝑥+

𝛾𝑡

|𝑡|

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝛾 ≤

|𝑡|∫︁
0

⃒⃒⃒
∇𝑓
(︁
𝑥+

𝛾𝑡

|𝑡|

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝛾, (5.20)

де через 𝑓 ′𝑡 позначено похiдну функцiї 𝑓 в напрямку 𝑡/|𝑡|. Використовую-

чи (5.20), переходячи до полярних координат i змiнюючи потiм порядок

iнтегрування, отримаємо, що для майже всiх 𝑥

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷ℎ𝑓(𝑥)| ≤
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑡|∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑡
|𝑡|)|

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝛾 𝑑𝑡 =
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=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

ℎ∫︁
0

𝜌𝑚−1

𝜌𝑚+𝛼
𝑑𝜌

𝜌∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾 𝑑𝑥′ =

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾
ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

ℎ∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+𝛾𝑥′)|𝛾𝑚−1

(︂
1

|𝛾𝑥′|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝛾𝑥′|𝑚−1

)︂
𝑑𝛾 𝑑𝑥′ =

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|∇𝑓(𝑥+ 𝑦)|
(︂

1

|𝑦|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝑦|𝑚−1

)︂
𝑑𝑦.

Оцiнюючи останнiй iнтеграл за допомогою нерiвностi Гельдера i врахо-

вуючи спiввiдношення (5.18), отримаємо для майже кожного 𝑥

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)| ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝑠

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝑠′

=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓ℎ‖𝑠−1

𝑠 =

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠. (5.21)

Отже, має мiсце

Лема 5.3.2. Нехай 𝑠 > 𝑚 и 𝛼 таке, що 0 < 𝛼 < 1 − 𝑚/𝑠. Тодi для

будь-якого ℎ > 0 i для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 правильна оцiнка

‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑓‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠.

Iз лем 5.3.1 i 5.3.2 випливає

Лема 5.3.3. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 таке, що 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠. Нехай також

ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0.

Тодi ‖𝐷𝛼
ℎ𝑁
‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊∇

∞,𝑠) ≤

≤ sup
𝑓∈𝑊∇

∞,𝑠

‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑁
𝑓‖∞ ≤

𝛼
𝑚/𝑠−1

𝛼 𝑑
𝑚/𝑠−1

𝛼
𝑚,1 (𝛼)

(2𝜎𝑚−1)1+
𝑚/𝑠−1

𝛼

‖∇𝜓1‖𝑠−1
𝑠 𝑁 1+𝑚/𝑠−1

𝛼 .
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Нерiвностi типу Колмогорова. Тепер одержимо нерiвностi типу

Колмогорова i доведемо їх точнiсть.

Iз лем 5.3.1 i 5.3.2 для 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 i 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠 випливає

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷ℎ𝑓‖∞ + ‖𝐷ℎ𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

(︁
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞ℎ−𝛼
)︁
. (5.22)

Покажемо, що при будь-якому ℎ > 0 нерiвнiсть (5.22) перетворюється

на рiвнiсть для функцiї 𝑓(𝑡) = 𝜓ℎ(𝑡). Для цього насамперед покажемо,

що функцiя 𝐷𝛼𝜓ℎ неперервна в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Дiйсно, для 𝑓 = 𝜓ℎ

зрiзана похiдна 𝐷𝛼𝜓ℎ(𝑥) неперервна для всiх 𝑥 ∈ R𝑚 i спiввiдношення

(5.20) виконується для довiльного 𝑥 ∈ R𝑚. Значить, оцiнка (5.21) пра-

вильна для будь-якого 𝑥. Зафiксувавши 𝑥, при будь-якому 𝛿 ∈ R𝑚 будемо

мати

|(𝐷𝛼 −𝐷𝛼
ℎ)(𝜓ℎ(𝑥)− 𝜓ℎ(𝑥+ 𝛿))| ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝜓ℎ(·)−∇𝜓ℎ(·+ 𝛿)‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠. (5.23)

Оскiльки ‖∇𝑓(·) − ∇𝑓(· + 𝛿)‖𝑠 → 0, 𝛿 → 0, бачимо, що функцiя

𝐷𝛼𝜓ℎ−𝐷𝛼
ℎ𝜓ℎ неперервна в R𝑚. Неперервнiсть 𝐷𝛼𝜓ℎ встановлено. Звiдси

випливає, що ‖𝐷𝛼𝜓ℎ‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜓ℎ(0)|.
Обчислимо |𝐷𝛼𝜓ℎ(0)|. Використовуючи означення 𝜓ℎ, маємо

|𝐷𝛼𝜓ℎ(0)| =
⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝜓ℎ(0)− 𝜓ℎ(𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
=

=
⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼

|𝑡|∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾+

+
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾
⃒⃒⃒
.

Переходячи до полярних координат i змiнюючи потiм порядок iнтегру-

вання за 𝜌 i 𝛾 в першому доданку, одержимо

|𝐷𝛼𝜓ℎ(0)| =
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

⃒⃒⃒ ∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

𝜌∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾+
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+

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
∞∫︁
ℎ

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾
⃒⃒⃒
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾

ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′
𝛾𝑚−1 𝑑𝛾+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁ ⃦⃦⃦⃦ 1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦𝑠′
𝑠′

+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
.

Звiдси, з огляду на (5.18) i (5.19), маємо

|𝐷𝛼𝜓ℎ(0)| =
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︀
‖∇𝜓ℎ‖𝑠𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓ℎ‖∞ ℎ−𝛼

}︀
=

=
ℎ𝑚+(1−𝛼−𝑚)𝑠′

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
{‖∇𝜓1‖𝑠𝑠+2𝜎𝑚−1‖𝜓1‖∞} = ℎ𝑚+(1−𝛼−𝑚)𝑠′|𝐷𝛼𝜓1(0)|. (5.24)

Переписавши (5.24) у виглядi

|𝐷𝛼𝜓ℎ(0)| =
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝜓ℎ‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓ℎ‖∞ ℎ−𝛼
}︁
,

переконуємось у точностi (5.22).

Отже, нами доведена

Теорема 5.3.3. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 − 𝑚/𝑠. Тодi

для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 при кожному ℎ > 0 виконується точна

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤
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≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

(︁
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞ℎ−𝛼
)︁
. (5.25)

Нерiвнiсть (5.25) перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜓ℎ, означе-

ної формулою (5.17).

В (5.25) покладемо

ℎ =

(︂
‖𝑓‖∞
‖∇𝑓‖𝑠

‖∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︂ 1
1−𝑚/𝑠

.

Тодi

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝑓‖𝑠 ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠

(︂
‖𝑓‖∞
‖∇𝑓‖𝑠

‖∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︂ 1−𝛼−𝑚/𝑠
1−𝑚/𝑠

+

+2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞
(︂

‖𝑓‖∞
‖∇𝑓‖𝑠

‖∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︂ 𝛼
1−𝑚/𝑠 }︁

=

= ‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

‖𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
∞

‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

{︂
‖∇𝜓1‖𝑠𝑠
‖𝜓1‖∞

+ 2𝜎𝑚−1

}︂
=

= ‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

‖∇𝜓1‖𝑠𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

.

Використовуючи (5.24), отримаємо

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠 .

За допомогою (5.18), (5.19) i (5.24) безпосередньою пiдстановкою пере-

конуємось, що остання нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для 𝜓ℎ(𝑡),

ℎ > 0. Таким чином, доведена

Теорема 5.3.4. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 −𝑚/𝑠. Тодi для

довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠 , (5.26)

де функцiя 𝜓1 означена спiввiдношенням (5.17).

Нерiвнiсть (5.26) перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜓ℎ, ℎ > 0.
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Iз теореми 5.3.4 випливає

Наслiдок 5.3.1. В умовах теореми 5.3.3 для всiх 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿,𝐷𝛼,𝑊∇

∞,𝑠

)︀
=

‖𝐷𝛼𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

𝛿1−
𝛼

1−𝑚/𝑠 . (5.27)

Задача Стєчкiна. Тепер перейдемо до задачi найкращого наближен-

ня оператора 𝐷𝛼 обмеженими.

Нехай ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0. Iз теореми 5.3.3 i леми 5.3.3

випливає, що виконується умова (4.14) теореми 4.1.1 з оператором 𝐷𝛼
ℎ𝑁

i

функцiєю
𝜓ℎ

‖∇𝜓ℎ‖𝑠
. Отже, правильна

Теорема 5.3.5. Нехай 𝑁 > 0, 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 − 𝑚/𝑠.

Тодi

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊∇

∞,𝑠) =
𝛼

𝑚/𝑠−1
𝛼 𝑑

𝑚/𝑠−1
𝛼

𝑚,1 (𝛼)

(2𝜎𝑚−1)1+
𝑚/𝑠−1

𝛼

‖∇𝜓1‖𝑠−1
𝑠 𝑁 1+𝑚/𝑠−1

𝛼 .

При цьому оператор

𝐷ℎ𝑁𝑓(𝑥) =
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ𝑁

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡, (5.28)

де ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

, є екстремальним оператором.

Задача вiдновлення. Тепер, користуючись теоремою 4.1.2, ми може-

мо одержати значення величини найкращого вiдновлення оператора 𝐷𝛼

за допомогою множини вiдображень ℒ(𝐿∞(R𝑚), 𝐿∞(R𝑚)) i 𝒪(𝐿∞(R𝑚),

𝐿∞(R𝑚)) на елементах класу 𝑊∇
∞,𝑠, заданих з похибкою 𝛿. Оберемо ℎ iз

умови
‖𝜓ℎ‖∞
‖∇𝜓ℎ‖𝑠

= ‖ 𝜓ℎ
‖∇𝜓ℎ‖𝑠

‖∞ = 𝛿,

тобто покладемо

ℎ =
(︁
𝛿
‖∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︁ 1
1−𝑚/𝑠

.
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Зазначимо, що функцiя 𝜓ℎ/‖∇𝜓ℎ‖𝑠 ∈ 𝑊∇
∞,𝑠. Для цiєї функцiї i опера-

тора 𝐷𝛼
ℎ , як уже зазначалось, виконується умова (4.14) теореми 4.1.1 i,

значить, в силу теореми 4.1.2

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼,𝑊∇
∞,𝑠) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼,𝑊∇

∞,𝑠) =
⃦⃦⃦
𝐷𝛼 𝜓ℎ

‖∇𝜓ℎ‖𝑠

⃦⃦⃦
∞

= Ω(𝛿,𝐷𝛼,𝑊∇
∞,𝑠).

Отже, правильна

Теорема 5.3.6. Нехай 𝑁 > 0, 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 − 𝑚/𝑠.

Тодi для всiх 𝛿 > 0

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼,𝑊 1
𝑠 ) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼,𝑊 1

𝑠 ) =
‖𝐷𝛼𝜓1‖∞

‖𝜓1‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝜓1‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

𝛿1−
𝛼

1−𝑚/𝑠 .

При цьому оператор (5.28) є екстремальним оператором.

Задача Колмогорова. Розглянемо задачу Колмогорова в такiй по-

становцi. Нехай числа 𝑀0, 𝑀𝛼, 𝑀∇ заданi. Необхiдно знайти необхiдну

й достатню умови для снування функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 такої, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖∇𝑓‖𝑠 =𝑀∇.

Розв’язок цiєї задачi дає наступна

Теорема 5.3.7. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠. Нехай 𝑀0,

𝑀𝛼, 𝑀∇ — додатнi числа. Для iснування функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠 такої, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖∇𝑓‖𝑠 =𝑀∇,

необхiдно i достатньо виконання умови

𝑀𝛼 ≤ ‖𝐷𝛼𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

𝑀
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠

0 𝑀
𝛼

1−𝑚/𝑠

∇ . (5.29)

Доведення. Необхiднiсть випливає iз теореми 5.3.4. Доведемо доста-

тнiсть. Оскiльки виконується умова (5.29), то знайдеться 0 < 𝐿0 < 𝑀0

таке, що

𝑀𝛼 =
‖𝐷𝛼𝜓1‖∞

‖𝜓1‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝜓1‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

𝐿
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠

0 𝑀
𝛼

1−𝑚/𝑠

∇ .
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Нехай ℎ0 вибрано з умови ‖∇𝜓ℎ0‖𝑠 = 𝑀∇ i ‖𝜓ℎ0‖∞ = 𝐿0, тобто з ураху-

ванням (5.18) i (5.19)

ℎ0 =
(︁ 𝐿0

𝑀∇

‖∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︁ 𝑠
𝑠−𝑚

.

Тодi в силу теореми 5.3.4

‖𝐷𝛼𝜓ℎ0‖∞ =
‖𝐷𝛼𝜓1‖∞

‖𝜓1‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝜓1‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

𝐿
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠

0 𝑀
𝛼

1−𝑚/𝑠

∇ ,

звiдки отриаємо𝑀𝛼 = ‖𝐷𝛼𝜓ℎ0‖∞. Розглянемо функцiю 𝑓 = 𝜓ℎ0+𝑀0−𝐿0.

Зрозумiло, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖∇𝑓‖𝑠 =𝑀∇.

Отже, функцiя 𝑓 – шукана.

Теорему доведено.

5.3.2. Нерiвностi Колмогорова для норм похiдних Рiсса

функцiй багатьох змiнних зi скiнченною в iдеальнiй

структурi нормою градiєнта

В даному пунктi ми отримаємо новi точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–

норму похiдної Рiсса𝐷𝛼 функцiй багатьох змiнних через 𝐿∞-норму самої

функцiї i норму її градiєнта в iдеальнiй структурi, а також розглянемо

деякi сумiжнi питання. При цьому будемо використовувати схему дослi-

джень з попереднього пункту.

Нехай 𝐹 i 𝐸 – iдеальнi структури на R𝑚 (означення iдеальних стру-

ктур на R𝑚 цiлком аналогiчне наведеному в пiдроздiлi 4.4). Через

𝐿∇
𝐹,𝐸 = 𝐿∇

𝐹,𝐸(R𝑚) позначимо простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐹 таких, що
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐸,

𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 i |∇𝑓 | ∈ 𝐸. Якщо 𝐹 = 𝐿𝑝(R𝑚), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то покладемо

𝐿∇
𝐹,𝐸 = 𝐿∇

𝑝,𝐸. Якщо, крiм цього, 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, то 𝐿∇
𝐹,𝐸 = 𝐿∇

𝑝,𝑠.

Через 𝑊∇
𝐹,𝐸 позначимо клас функцiй 𝑓 iз 𝐿∇

𝐹,𝐸, для яких

‖∇𝑓‖𝐸 := ‖|∇𝑓 |‖𝐸 ≤ 1. Якщо 𝐹 = 𝐿𝑝(R𝑚), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то 𝑊∇
𝐹,𝐸 = 𝑊∇

𝑝,𝐸.

Якщо, крiм цього, 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, то 𝑊∇
𝐹,𝐸 = 𝑊∇

𝑝,𝑠.
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Оцiнимо зверху норми зрiзаної похiдної Рiсса та її вiдхилення вiд 𝐷𝛼

Нехай ℎ > 0. Позначимо через 𝐵ℎ множину точок 𝑥 простору R𝑚, для

яких |𝑥| ≤ ℎ. Для заданого ℎ > 0 розглянемо зрiзану похiдну Рiсса

𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥) =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡.

Як зазначалось, 𝐷𝛼
ℎ — обмежений оператор, що дiє з 𝐿∞(R𝑚) в 𝐿∞(R𝑚),

i справедлива лема 5.3.1.

Нехай 𝐸1 – асоцiйований простiр до 𝐸 (означення див. в пiдроздi-

лi 4.4).

Скрiзь нижче ми припускаємо, що
1

| · |𝑚−1+𝛼
∈ 𝐸1 (5.30)

i

lim
ℎ→0+

⃦⃦⃦⃦
𝜒[−ℎ,ℎ]

| · |𝑚−1+𝛼

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

= 0. (5.31)

Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝐸 оцiнимо вiдхилення

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)|. Маємо

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)| ≤

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)|
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝑡.

Вiдзначимо (див., напр., [142, теорема 6.9]), що для майже всiх 𝑥

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)| ≤
|𝑡|∫︁
0

|𝑓 ′𝑡(𝑥+
𝛾𝑡

|𝑡|
)| 𝑑𝛾 ≤

|𝑡|∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑡

|𝑡|
)| 𝑑𝛾, (5.32)

де через 𝑓 ′𝑡 позначено похiдну функцiї 𝑓 в напрямi 𝑡/|𝑡|.
Використовуючи (5.32), переходячи до полярних координат i змiню-

ючи потiм порядок iнтегрування, отримаємо, що для майже всiх 𝑥

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)| ≤

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑡|∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑡
|𝑡|)|

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝛾 𝑑𝑡

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

ℎ∫︁
0

𝜌𝑚−1

𝜌𝑚+𝛼
𝑑𝜌

𝜌∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾 𝑑𝑥′
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=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾
ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

ℎ∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)|𝛾𝑚−1

(︂
1

|𝛾𝑥′|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝛾𝑥′|𝑚−1

)︂
𝑑𝛾 𝑑𝑥′

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|∇𝑓(𝑥+ 𝑦)|
(︂

1

|𝑦|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝑦|𝑚−1

)︂
𝑑𝑦. (5.33)

Оцiнюючи останнiй iнтеграл за допомогою нерiвностi Гельдера, отрима-

ємо для майже кожного 𝑥

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)−𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥)| ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

. (5.34)

Отже, справедлива

Лема 5.3.4. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдно-

сно зсуву структура в R𝑚, що задовольняє умови (5.30) i (5.31), 𝐸1

– асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для довiльних ℎ > 0 i 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝐸

справедлива оцiнка

‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑓‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

.

Iз лем 5.3.1 i 5.3.4 випливає

Лема 5.3.5. Нехай виконуються умови леми 5.3.4. Нехай також

ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0.

Тодi ‖𝐷𝛼
ℎ𝑁
‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊∇

∞,𝐸) ≤ sup
𝑓∈,𝑊∇

∞,𝐸

‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑁
𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼𝑁

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

.
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Тепер одержимо оцiнку рiвномiрної норми похiдної Рiсса.

Iз лем 5.3.1 i 5.3.4 для 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝐸 при виконаннi умов (5.30) i (5.31)

випливає, що для будь-якого ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑓‖∞ + ‖𝐷𝛼

ℎ𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝑓‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

+

+2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞ℎ−𝛼
}︁
. (5.35)

Припустимо, що для заданого ℎ > 0 iснує невiд’ємна функцiя 𝜓ℎ(𝛾)

така, що supp𝜓ℎ = [0, ℎ], ‖𝜓ℎ(| · |)‖𝐸 = 1 i∫︁
R𝑚

1

|𝑦|𝑚−1

(︂
1

|𝑦|𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

· 𝜓ℎ(|𝑦|) 𝑑𝑦 =

=

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

. (5.36)

Означимо функцiю 𝜙ℎ(𝑡) в наступний спосiб

𝜙ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|𝑡|∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾 − 1

2

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾, |𝑡| ≤ ℎ,

1

2

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾, |𝑡| > ℎ.

(5.37)

Неважко перевiрити, що 𝜙ℎ ∈ 𝐿∇
∞,𝐸 при будь-якому ℎ > 0 i

|∇𝜙ℎ| = |𝜓ℎ(| · |)|, а значить, i ‖∇𝜙ℎ‖𝐸 = ‖𝜓ℎ(| · |)‖𝐸.

Покажемо, що при будь-якому ℎ > 0 нерiвнiсть (5.35) перетворюється

на рiвнiсть для функцiї 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ(𝑡). Для цього насамперед покажемо,

що функцiя 𝐷𝛼𝜙ℎ неперервна в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Дiйсно, для 𝑓 = 𝜙ℎ

зрiзана похiдна 𝐷𝛼
ℎ𝜙ℎ(𝑥) неперервна для всiх 𝑥 ∈ R𝑚 i спiввiдношення

(5.32) мають мiсце при довiльному 𝑥 ∈ R𝑚. Значить, оцiнка (5.34) спра-

ведлива для будь-якого 𝑥. Фiксуючи 𝑥, при будь-якому 𝛿 ∈ R𝑚 маємо:

|(𝐷𝛼 −𝐷𝛼
ℎ)(𝜙ℎ(𝑥)− 𝜙ℎ(𝑥+ 𝛿))| ≤
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≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝜙ℎ(·)−∇𝜙ℎ(·+ 𝛿)‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

.

Оскiльки ‖∇𝜙ℎ(·) − ∇𝜙ℎ(· + 𝛿)‖𝐸 → 0, 𝛿 → 0, бачимо, що i функцiя

𝐷𝛼𝜙ℎ−𝐷𝛼
ℎ𝜙ℎ неперервна в R𝑚. Неперервнiсть 𝐷𝛼𝜙ℎ встановлена. Звiдси

випливає, що ‖𝐷𝛼𝜙ℎ‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ(0)|.
Обчислимо |𝐷𝛼𝜙ℎ(0)|. Використовуючи означення 𝜙ℎ, маємо

|𝐷𝛼𝜙ℎ(0)| =
⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝜙ℎ(0)− 𝜙ℎ(𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
=

=
⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼

|𝑡|∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾+

+
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼

|𝑡|∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾
⃒⃒⃒
.

Переходячи до полярних координат i змiнюючи потiм порядок iнтегру-

вання по 𝜌 i 𝛾 в першому доданку, отримаємо

|𝐷𝛼𝜓ℎ(0)| =
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

⃒⃒⃒ ∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

𝜌∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾+

+

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
∞∫︁
ℎ

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾
⃒⃒⃒
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾

ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾)

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
𝑑𝛾+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾
}︁
=
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=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁∫︁
𝐵ℎ

𝜓ℎ(|𝑡|)
1

|𝑡|𝑚−1

(︂
1

|𝑡|𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
𝑑𝑡+ 𝜎𝑚−1ℎ

−𝛼
ℎ∫︁

0

𝜓ℎ(𝛾) 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝜙ℎ‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

+ 2𝜎𝑚−1‖𝜙ℎ‖∞ℎ−𝛼
}︁
.

Отже, ми переконались в точностi (5.35) за умови iснування функцiї 𝜙ℎ
з умовами (5.36) i (5.37).

Нехай тепер умови (5.36) i (5.37) не виконуються. В цьому випадку для

заданого ℎ > 0 i для кожного 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝜓ℎ,𝜀 ∈ 𝐸, ‖𝜓ℎ,𝜀‖𝐸 ≤ 1,

така що ∫︁
R𝑚

1

|𝑦|𝑚−1

(︂
1

|𝑦|𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

· 𝜓ℎ,𝜀(|𝑦|) 𝑑𝑦 >

>

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦1
𝐸

− 𝜀.

Не втрачаючи загальностi, можемо вважати, що 𝜓ℎ,𝜀 невiд’ємна i

supp𝜓ℎ,𝜀 = [0, ℎ]. Означимо функцiю 𝜙ℎ,𝜀 формулою (5.37) з функцiєю

𝜓ℎ,𝜀 замiсть 𝜓ℎ.

Неважко перевiрити, що 𝜙ℎ,𝜀 ∈ 𝑊∇
∞,𝐸 для довiльного ℎ > 0 i при цьому

|∇𝜙ℎ,𝜀| = |𝜓ℎ,𝜀(| · |)|, а значить, i ‖∇𝜙ℎ,𝜀‖𝐸 = ‖𝜓ℎ,𝜀(| · |)‖𝐸.

Неперервнiсть функцiї 𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀 в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚 встановлюється

аналогiчно до вiдповiдного факту для 𝐷𝛼𝜙ℎ.

Обчислимо |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀(0)|. Дiючи, як при обчисленнi |𝐷𝛼𝜙ℎ(0)|,
отримаємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀(0)| =

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁∫︁
𝐵ℎ

𝜓ℎ,𝜀(|𝑡|)
1

|𝑡|𝑚−1

(︂
1

|𝑡|𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
𝑑𝑡+ 2𝜎𝑚−1‖𝜙ℎ,𝜀‖∞ℎ−𝛼

}︁
>

>
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝜙ℎ,𝜀‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀+

+2𝜎𝑚−1‖𝜙ℎ,𝜀‖∞ℎ−𝛼
}︁
.

Разом з цим, в силу (5.35), виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖∇𝜙ℎ,𝜀‖𝐸

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

+
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+2𝜎𝑚−1‖𝜙ℎ,𝜀‖∞ℎ−𝛼
}︁
.

Враховуючи, що 𝜀 - наскiльки завгодно мале додатне число, можемо

сформулювати теорему.

Теорема 5.3.8. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiд-

носно зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.30) i (5.31), 𝐸1

– асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝐸 i ℎ > 0

виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
2𝜎𝑚−1ℎ

−𝛼‖𝑓‖∞+

+

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

‖∇𝑓‖𝐸
}︁
. (5.38)

При виконаннi умов (5.36) i (5.37) нерiвнiсть (5.38) перетворюється

на рiвнiсть для функцiї 𝜙ℎ, означеної формулою (5.37).

Як зразок застосування отриманих нерiвностей, знайдемо величину

найкращого наближення оператора 𝐷𝛼 обмеженими операторами

Нехай виконуються умови (5.36) i (5.37). Покладемо

ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0. Iз теореми 5.3.8 i леми 5.3.5 випливає,

що виконується умова (4.14) теореми 4.1.1 з оператором 𝐷𝛼
ℎ𝑁

i функцiєю

𝜙ℎ𝑁 . Таким чином, справедлива

Теорема 5.3.9. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝑁 > 0, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна

вiдносно зсуву структура в R𝑚, що задовольняє умови (5.30) i (5.31),

𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi при виконаннi умов (5.36) i

(5.37) справджується рiвнiсть:

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊∇

∞,𝐸) =
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼𝑁

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

‖∇𝜙ℎ𝑁‖𝐸.

При цьому оператор

𝐷𝛼
ℎ𝑁
𝑓(𝑥) =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ𝑁

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡, ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

,

є екстремальним оператором.
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5.3.3. Оцiнки норм похiдних Рiсса в iдеальнiй структурi для

функцiй зi скiнченною нормою гадiєнта

Для ℎ > 0 i 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝐸,𝐸 розглянемо зрiзану похiдну 𝐷𝛼

ℎ𝑓 . Застосовуючи

узагальнену нерiвнiсть Мiнковського, маємо

‖𝐷𝛼
ℎ‖𝐸 =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

⃦⃦⃦ ∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡
⃦⃦⃦
𝐸
≤

≤ 2

𝑑𝑚,1(𝛼)
‖𝑓‖𝐸

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
=

2𝜎𝑚−1‖𝑓‖𝐸
𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

ℎ−𝛼.

Тепер для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝐸,𝐸 отримаємо оцiнку величини ‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼

ℎ𝑓‖𝐸.

Дiючи, як в ланцюжку рiвностей (5.33), i використовуючи узагальнену

нерiвнiсть Мiнковського, отримаємо

‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼
ℎ𝑓‖𝐸 ≤

⃦⃦⃦ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑡|∫︁
0

∇𝑓
(︁
·+ 𝛾𝑡

|𝑡|

)︁
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝛾𝑑𝑡
⃦⃦⃦
𝐸
=

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝐸

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

𝑑𝛾

ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼
=

𝜎𝑚−1‖∇𝑓‖𝐸
(1− 𝛼)𝑑𝑚,1(𝛼)

ℎ1−𝛼.

Тепер для ‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 можемо написати

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ ‖𝐷𝛼
ℎ𝑓‖𝐸 + ‖𝐷𝛼𝑓 −𝐷𝛼

ℎ𝑓‖𝐸 ≤

≤ 𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁2‖𝑓‖𝐸
𝛼

ℎ−𝛼 +
‖∇𝑓‖𝐸
1− 𝛼

ℎ1−𝛼
}︁
. (5.39)

Мiнiмiзуючи (5.39) по ℎ, отримаємо мультиплiкативну нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ 21−𝛼𝜎𝑚−1

𝛼(1− 𝛼)𝑑𝑚,1(𝛼)
‖𝑓‖1−𝛼𝐸 ‖∇𝑓‖𝛼𝐸.

Таким чином, нами доведена

Теорема 5.3.10. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiд-

носно зсуву структура в R𝑚. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝐸,𝐸 i ℎ > 0



237

виконується нерiвнiсть:

в адитивнiй формi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ 𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁2‖𝑓‖𝐸
𝛼

ℎ−𝛼 +
‖∇𝑓‖𝐸
1− 𝛼

ℎ1−𝛼
}︁
;

в мультиплiкативнiй формi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ 21−𝛼𝜎𝑚−1

𝛼(1− 𝛼)𝑑𝑚,1(𝛼)
‖𝑓‖1−𝛼𝐸 ‖∇𝑓‖𝛼𝐸.

Iз теореми 5.3.10 одразу випливає

Наслiдок 5.3.2. Нехай 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞. Тодi для довiльних

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑠,𝑠 i ℎ > 0 виконується нерiвнiсть:

в адитивнiй формi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤
𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁2‖𝑓‖𝑠
𝛼

ℎ−𝛼 +
‖∇𝑓‖𝑠
1− 𝛼

ℎ1−𝛼
}︁
; (5.40)

в мультиплiкативнiй формi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤
21−𝛼𝜎𝑚−1

𝛼(1− 𝛼)𝑑𝑚,1(𝛼)
‖𝑓‖1−𝛼𝑠 ‖∇𝑓‖𝛼𝑠 . (5.41)

Нерiвностi (5.40) i (5.41) є точними для 𝑠 = ∞.

Зауважимо, що нерiвностi (5.40) i (5.41) при 𝑠 = ∞ випливають iз

результатiв [251] (див. теорему 5.3.1).

5.4. Нерiвностi типу Колмогорова для норм гiперсингуляр-

них iнтегралiв з однорiдною знакосталою характери-

стикою

У попереднiх пiдроздiлах ми розглянули деякi узагальнення поняття

дробового диференцiювання для функцiй багатьох змiнних – це похiднi

за Рiссом (див. пiдроздiл 5.3) i мiшанi частиннi похiднi за Маршо (див.

пiдроздiл 5.2).

Одним iз таких узагальнень є дробова похiдна за напрямом 𝜃 ∈ R𝑚 у

формi Маршо (див., наприклад, [184, c. 438]), яка для 𝛼 ∈ (0, 1), 𝜃 ∈ R𝑚
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(|𝜃| = 1) i 𝑓 : R𝑚 → R означається формулою:

(𝐷𝛼
𝜃 𝑓)(𝑥) =

𝛼

Γ(1− 𝛼)

∞∫︁
0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝜉𝜃)

𝜉1+𝛼
𝑑𝜉.

Ще один напрямок узагальнення поняття дробового диференцiюван-

ня на багатовимiрний випадок полягає в розгляданнi гiперсингулярних

iнтегралiв з однорiдною характеристикою, якi вивчались в роботах Р. Вi-

дена [299]-[302], С. Г. Самка [185]–[187], Е. Л. Раджабова [179], В. А. Но-

гiна i С. Г. Самка [165, 166].

Для 𝛼 ∈ (0, 1) i 𝑓 : R𝑚 → R гiперсингулярнi iнтеграли з однорiдною

характеристикою Ω визначаються рiвнiстю (див. [184, § 25]):

(𝐷𝛼
Ω𝑓)(𝑥) :=

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω(𝑡/|𝑡|) 𝑑𝑡,

де Ω є однорiдною степеня 0 за t,

𝑑𝑚,1(𝛼) =
𝜋1+𝑚/2

2𝛼 sin
(︁𝛼𝜋

2

)︁
Γ
(︁
1 +

𝛼

2

)︁
Γ

(︂
𝑚+ 𝛼

2

)︂
— нормуючий множник [184, § 26].

Зазначимо, що такий пiдхiд дозволяє з єдиної точки зору розглядати

задачi, пов’язанi з похiдними за напрямом i похiдними Рiсса. Зокрема,

для Ω(𝑥) ≡ 1 ми отримаємо похiдну за Рiссом 𝐷𝛼.

Нехай Ω(𝑥) – невiд’ємна, однорiдна степеня 0 функцiя, iнтегров-

на на одиничнiй сферi 𝑆𝑚−1 ⊂ R𝑚. Через 𝐿𝑠,Ω(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) по-

значимо простiр вимiрних функцiй 𝑓 : R𝑚 → R зi скiнченною нормою

‖𝑓‖𝑠,Ω := ‖Ω1/𝑠𝑓‖𝑠. Зазначимо, що у випадку Ω(𝑥) ≡ 1 ми отримаємо

стандартнi простори 𝐿𝑠 = 𝐿𝑠(R𝑚) з нормами ‖ · ‖𝑠.
Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚), локально абсолютно неперервної за ко-

жною змiнною при майже всiх фiксованих значеннях решти змiн-

них, означенi частиннi похiднi у сенсi Соболєва
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
[164,

розд. 4, п. 4.1, п. 4.4.4]. Покладемо

∇𝑓(𝑥) =
(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥), . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
(𝑥)

)︂
.
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Для 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ через 𝐿∇
∞,𝑠,Ω = 𝐿∇

∞,𝑠,Ω(R𝑚) позначимо простiр функцiй

𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚) таких, що
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝑠,Ω(R𝑚) для кожного 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Зазна-

чимо, що якщо 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω, то |∇𝑓 | ∈ 𝐿𝑠,Ω(R𝑚). Через 𝑊∇

𝑠,Ω позначимо

клас функцiй iз 𝐿∇
∞,𝑠,Ω таких, що ‖∇𝑓‖𝑠,Ω ≤ 1 (тут i скрiзь нижче ми

пишемо ‖∇𝑓‖𝑠,Ω замiсть ‖ |∇𝑓 | ‖𝑠,Ω).

Ми отримаємо непокращуванi нерiвностi типу Колмогорова, що оцi-

нюють ‖𝐷𝛼
Ω𝑓‖∞ через ‖𝑓‖∞ i ‖∇𝑓‖𝑠,Ω для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇

∞,𝑠,Ω, в адитивнiй

i мультиплiкативнiй формi, а також, як i завжди, розглянемо вiдповiднi

задачi Стєчкiна i оптиального вiдновлення.

Зазначимо, що у випадку Ω(𝑥) ≡ 1 розглядуванi задачi розв’язанi в

[44], а у випадку 𝑠 = ∞ в [251].

Спочатку отримаємо оцiнку зверху норми зрiзаного гiперсингулярно-

го iнтеграла i його вiдхилення вiд 𝐷𝛼
Ω.

Нехай ℎ > 0. Позначимо через 𝐵ℎ множину точок 𝑥 простору R𝑚, для

яких |𝑥| ≤ ℎ. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1 −𝑚/𝑠. Для заданого

ℎ > 0 розглянемо оператор

𝐷𝛼
Ω,ℎ𝑓(𝑥) =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω

(︂
𝑡

|𝑡|

)︂
𝑑𝑡,

який назвемо зрiзаним гiперсингулярним iнтегралом з характеристикою

Ω. В [251] показано, що 𝐷𝛼
Ω,ℎ — обмежений оператор, що дiє з 𝐿∞(R𝑚) в

𝐿∞(R𝑚), i справджується така

Лема 5.4.1. Нехай ℎ > 0 i 0 < 𝛼 < 1. Тодi

‖𝐷𝛼
Ω,ℎ‖ =

2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
ℎ−𝛼,

де 𝜎𝑚−1 =
∫︀

𝑆𝑚−1

Ω(𝜉′) 𝑑𝜉′.

Нехай функцiя Ω(𝑥) для всiх 𝑠 > 𝑚 i 0 < 𝛼 < 1 −𝑚/𝑠 задовольняє

умову ∫︁
𝐵ℎ

Ω(𝑡)

|𝑡|
(𝑚−1+𝛼)𝑠

𝑠−1

𝑑𝑡. (5.42)
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Оцiнку вiдхилення зрiзаного гiперсингулярного iнтеграла вiд 𝐷𝛼
Ω i

подальшi результати ми запишемо в термiнах деякої спецiальної функцiї,

яку для 𝑡 ∈ R𝑚 означимо в такий спосiб. Для 𝑠 > 𝑚, 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠 i

ℎ > 0 покладемо

𝜓ℎ(𝑡) = 𝜓ℎ,𝑠,𝛼(𝑡) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|𝑡|∫︀
0

(︁
1

𝛾𝑚−1

(︁
1
𝛾𝛼 − 1

ℎ𝛼

)︁)︁𝑠′−1

𝑑𝛾−

−1
2

ℎ∫︀
0

(︁
1

𝛾𝑚−1

(︁
1
𝛾𝛼 − 1

ℎ𝛼

)︁)︁𝑠′−1

𝑑𝛾,

|𝑡| ≤ ℎ,

1

2

ℎ∫︁
0

(︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂)︂𝑠′−1

𝑑𝛾, |t|>h,

(5.43)

де 1/𝑠+ 1/𝑠′ = 1.

Нескладнi обчислення показують, що 𝜓ℎ ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω за будь-яких ℎ > 0

i

‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω =

⃦⃦⃦⃦
Ω1/𝑠′ 1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦𝑠′−1

𝑠′

=

= ℎ𝑚/𝑠+(1−𝑚−𝛼)(𝑠′−1) ‖∇𝜓1‖𝑠,Ω, (5.44)

де 𝑥+ = max{𝑥, 0}. Зрозумiло також, що

‖𝜓ℎ‖∞ =
1

2

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾 =

= ℎ1+(1−𝑚−𝛼)(𝑠′−1) ‖𝜓1‖∞. (5.45)

Тепер для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω оцiнимо вiдхилення

|𝐷𝛼
Ω𝑓(𝑥)−𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓(𝑥)|. Маємо

|𝐷𝛼
Ω𝑓(𝑥)−𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓(𝑥)| ≤
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)|
|𝑡|𝑚+𝛼

Ω

(︂
𝑡

|𝑡|

)︂
𝑑𝑡.

Зазначимо (див., наприклад, [142, теорема 6.9]), що для майже всiх 𝑥

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)| ≤
|𝑡|∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑓 ′𝑡

(︁
𝑥+

𝛾𝑡

|𝑡|

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝛾 ≤

|𝑡|∫︁
0

⃒⃒⃒
∇𝑓
(︁
𝑥+

𝛾𝑡

|𝑡|

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝛾, (5.46)
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де через 𝑓 ′𝑡 позначено похiдну функцiї 𝑓 в напрямку 𝑡/|𝑡|. Використовую-

чи (5.46), переходячи до полярних координат i змiнюючи потiм порядок

iнтегрування, отримаємо, що для майже всiх 𝑥

|𝐷𝛼
Ω𝑓(𝑥)−𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓(𝑥)| ≤
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝑡|∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑡
|𝑡|)|

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω

(︂
𝑡

|𝑡|

)︂
𝑑𝛾 𝑑𝑡 =

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

Ω(𝑥′)

ℎ∫︁
0

𝜌𝑚−1

𝜌𝑚+𝛼
𝑑𝜌

𝜌∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾 𝑑𝑥′ =

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

Ω(𝑥′)𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

|∇𝑓(𝑥+ 𝛾𝑥′)| 𝑑𝛾
ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼
=

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝑆𝑚−1

Ω(𝑥′)

ℎ∫︁
0

|∇𝑓(𝑥+𝛾𝑥′)|𝛾𝑚−1

(︂
1

|𝛾𝑥′|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝛾𝑥′|𝑚−1

)︂
𝑑𝛾 𝑑𝑥′

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|Ω
(︂
𝑦

|𝑦|

)︂
∇𝑓(𝑥+ 𝑦)|

(︂
1

|𝑦|𝑚−1+𝛼
− 1

ℎ𝛼|𝑦|𝑚−1

)︂
𝑑𝑦.

Оцiнивши останнiй iнтеграл за допомогою нерiвностi Гельдера i врахо-

вуючи спiввiдношення (5.44), отримаємо для майже кожного 𝑥

|𝐷𝛼
Ω𝑓(𝑥)−𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓(𝑥)| ≤
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖Ω

1
𝑠∇𝑓‖𝑠

⃦⃦⃦⃦
Ω

1
𝑠′

1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦
𝑠′

=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖Ω

1
𝑠∇𝑓‖𝑠 ‖Ω

1
𝑠∇𝜓ℎ‖𝑠−1

𝑠 =

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖Ω

1
𝑠∇𝑓‖𝑠 ‖Ω

1
𝑠∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠. (5.47)

Отже, справджується

Лема 5.4.2. Нехай 𝑠 > 𝑚 i 𝛼 такi, що 0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠, Ω(𝑥) – невiд’єм-

на однорiдна степеня 0 за 𝑥, iнтегровна на одиничнiй сферi 𝑆𝑚−1 ⊂ R𝑚

функцiя, для якої виконується умова (5.42). Тодi для будь-якого ℎ > 0

i для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω правильна оцiнка

‖𝐷𝛼
Ω𝑓 −𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓‖∞ ≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖∇𝑓‖𝑠,Ω ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠,Ω ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠.



242

Iз лем 5.4.1 i 5.4.2 випливає

Лема 5.4.3. Нехай виконано умови леми 5.4.2. Нехай також

ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0.

Тодi ‖𝐷𝛼
Ω,ℎ𝑁

‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁(𝐷
𝛼
Ω,𝑊

∇
𝑠,Ω) ≤

≤ sup
𝑓∈𝑊 1

𝑠,Ω

‖𝐷𝛼
Ω𝑓 −𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑁
𝑓‖∞ ≤

𝛼
𝑚/𝑠−1

𝛼 𝑑
𝑚/𝑠−1

𝛼
𝑚,1 (𝛼)

(2𝜎𝑚−1)1+
𝑚/𝑠−1

𝛼

‖∇𝜓1‖𝑠−1
𝑠,Ω𝑁

1+𝑚/𝑠−1
𝛼 .

Нерiвностi типу Колмогорова. Iз лем 5.4.1 i 5.4.2 для 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω i

0 < 𝛼 < 1−𝑚/𝑠 випливає

‖𝐷𝛼
Ω‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼

Ω𝑓 −𝐷𝛼
Ω,ℎ𝑓‖∞ + ‖𝐷𝛼

Ω,ℎ𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

(︁
‖Ω1/𝑠∇𝑓‖𝑠 ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠+

+2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞ℎ−𝛼
)︁
. (5.48)

Покажемо, що за будь-якого ℎ > 0 нерiвнiсть (5.48) перетворюється на

рiвнiсть для функцiї 𝑓(𝑡) = 𝜓ℎ(𝑡). Для цього, насамперед, покажемо, що

функцiя 𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ неперервна в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Дiйсно, для 𝑓 = 𝜓ℎ

зрiзана похiдна 𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ(𝑥) неперервна для всiх 𝑥 ∈ R𝑚 i спiввiдношення

(5.46) виконується за будь-якого 𝑥 ∈ R𝑚. Значить, оцiнка (5.47) правиль-

на для будь-якого 𝑥. Фiксуючи 𝑥, за будь-якого 𝛿 ∈ R𝑚 матимемо

|(𝐷𝛼
Ω −𝐷𝛼

Ω,ℎ)(𝜓ℎ(𝑥)− 𝜓ℎ(𝑥+ 𝛿))| ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
‖Ω1/𝑠∇𝜓ℎ(·)−Ω1/𝑠∇𝜓ℎ(·+𝛿)‖𝑠 ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠. (5.49)

Оскiльки ‖∇𝑓(·) − ∇𝑓(· + 𝛿)‖𝑠 → 0, 𝛿 → 0, бачимо, що функцiя

𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ−𝐷𝛼

Ω,ℎ𝜓ℎ неперервна в R𝑚. Неперервнiсть 𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ встановлено. Звiд-

си випливає, що ‖𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ‖∞ ≥ |𝐷𝛼

Ω𝜓ℎ(0)|.
Обчислимо |𝐷𝛼

Ω𝜓ℎ(0)|. Використовуючи означення 𝜓ℎ, маємо

|𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ(0)| =

⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝜓ℎ(0)− 𝜓ℎ(𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω
(︁ 𝑡
|𝑡|

)︁
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
=



243

=
⃒⃒⃒ 1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω
(︁ 𝑡
|𝑡|

)︁ |𝑡|∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾+

+
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

Ω
(︁ 𝑡
|𝑡|

)︁ 𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾
⃒⃒⃒
.

Переходячи до полярних координат i змiнюючи потiм порядок iнтегру-

вання за 𝜌 i 𝛾 в першому доданку, отримаємо

|𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ(0)| =

=
1

𝑑𝑚,1(𝛼)

⃒⃒⃒ ∫︁
𝑆𝑚−1

Ω(𝑥′) 𝑑𝑥′
ℎ∫︁

0

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

𝜌∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾+

+

∫︁
𝑆𝑚−1

Ω(𝑥′) 𝑑𝑥′
∞∫︁
ℎ

𝑑𝜌

𝜌1+𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾
⃒⃒⃒
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝑑𝛾

ℎ∫︁
𝛾

𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
𝜎𝑚−1

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′
𝛾𝑚−1 𝑑𝛾+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
=

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁ ⃦⃦⃦⃦
Ω1/𝑠′ 1

| · |𝑚−1

(︂
1

| · |𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂
+

⃦⃦⃦⃦𝑠′
𝑠′

+

+𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

ℎ∫︁
0

[︂
1

𝛾𝑚−1

(︂
1

𝛾𝛼
− 1

ℎ𝛼

)︂]︂𝑠′−1

𝛾𝑚−1 𝑑𝛾
}︁
.
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Звiдси, враховуючи (5.44) i (5.45), маємо

|𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ(0)| =

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖Ω1/𝑠∇𝜓ℎ‖𝑠𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓ℎ‖∞ ℎ−𝛼

}︁
=

=
ℎ𝑚+(1−𝛼−𝑚)𝑠′

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)
{‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓1‖∞} =

= ℎ𝑚+(1−𝛼−𝑚)𝑠′|𝐷𝛼
Ω𝜓1(0)|. (5.50)

Переписавши (5.50) у виглядi

|𝐷𝛼
Ω𝜓ℎ(0)| =

=
1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖Ω1/𝑠∇𝜓ℎ‖𝑠 ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠 ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓ℎ‖∞ ℎ−𝛼
}︁
,

впевнюємось у точностi (5.48). Отже, нами доведена

Теорема 5.4.1. Нехай виконуються умови леми 5.4.2. Тодi для будь-

якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∇
∞,𝑠,Ω при кожному ℎ > 0 справджується точна

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
Ω𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

(︁
‖∇𝑓‖𝑠,Ω ‖∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠,Ω ℎ1−𝛼−𝑚/𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞ℎ−𝛼
)︁
. (5.51)

Нерiвнiсть (5.51) перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜓ℎ, визна-

ченої формулою (5.43).

В (5.51) покладемо

ℎ =

(︂
‖𝑓‖∞

‖Ω1/𝑠∇𝑓‖𝑠
‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠

‖𝜓1‖∞

)︂ 1
1−𝑚/𝑠

.

Тодi

‖𝐷𝛼
Ω𝑓‖∞ ≤

≤ 1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

{︁
‖Ω1/𝑠∇𝑓‖𝑠 ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠−1

𝑠

(︂
‖𝑓‖∞

‖Ω1/𝑠∇𝑓‖𝑠
‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠

‖𝜓1‖∞

)︂ 1−𝛼−𝑚/𝑠
1−𝑚/𝑠

+

+2𝜎𝑚−1‖𝑓‖∞
(︂

‖𝑓‖∞
‖Ω1/𝑠∇𝑓‖𝑠

‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠
‖𝜓1‖∞

)︂ 𝛼
1−𝑚/𝑠 }︁

=

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖Ω1/𝑠∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

‖𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
∞

‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

{︂
‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠𝑠

‖𝜓1‖∞
+ 2𝜎𝑚−1

}︂
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= ‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖Ω1/𝑠∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠

1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)

‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖𝑠𝑠 + 2𝜎𝑚−1‖𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

.

Використовуючи (5.50), отримаємо

‖𝐷𝛼
Ω𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼

Ω𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖Ω1/𝑠∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠
𝑠

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖Ω1/𝑠∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠
𝑠 .

За допомогою (5.44), (5.45) i (5.50) безпосередньою пiдстановкою впев-

нюємось, що остання нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для 𝜓ℎ(𝑡),

ℎ > 0. Отже, доведена

Теорема 5.4.2. Нехай виконано умови леми 5.4.2. Тодi для будь-якої

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1
∞,𝑠,Ω справджується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼
Ω𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼

Ω𝜓1‖∞
‖𝜓1‖

1− 𝛼
1−𝑚/𝑠

∞ ‖∇𝜓1‖
𝛼

1−𝑚/𝑠

𝑠,Ω

‖𝑓‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝑓‖

𝛼
1−𝑚/𝑠

𝑠,Ω , (5.52)

де функцiя 𝜓1 визначена спiввiдношенням (5.43).

Нерiвнiсть (5.52) перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜓ℎ, ℎ > 0.

Iз теореми 5.4.2 випливає

Наслiдок 5.4.1. В умовах теореми 5.4.1 для всiх 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿,𝐷𝛼

Ω,𝑊
∇
𝑠,Ω

)︀
=

‖𝐷𝛼
Ω𝜓1‖∞

‖𝜓1‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝜓1‖

𝛼
1−𝑚/𝑠

𝑠,Ω

𝛿1−
𝛼

1−𝑚/𝑠 . (5.53)

Далi розглянемо задачi про найкраще наближення оператора 𝐷𝛼
Ω

обмеженими i його оптимальне вiдновлення за неточно заданою iинфор-

мацiєю на класi 𝑊∇
𝑠,Ω.

Задача Стєчкiна. Нехай ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0. Iз тео-

реми 5.4.1 i леми 5.4.3 випливає, що викоуються умови теореми 4.1.1 з

оператором 𝐷𝛼
Ω,ℎ𝑁

i функцiєю
𝜓ℎ

‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω
. Отже, спрaвджується

Теорема 5.4.3. Нехай 𝑁 > 0 i виконуються умови леми 5.4.2. Тодi

𝐸𝑁(𝐷
𝛼
Ω,𝑊

∇
𝑠,Ω) =

𝛼
𝑚/𝑠−1

𝛼 𝑑
𝑚/𝑠−1

𝛼
𝑚,1 (𝛼)

(2𝜎𝑚−1)1+
𝑚/𝑠−1

𝛼

‖∇𝜓1‖𝑠−1
𝑠,Ω𝑁

1+𝑚/𝑠−1
𝛼 .
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При цьому оператор

𝐷𝛼
ℎ𝑁
𝑓(𝑥) =

1

𝑑𝑚,1(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ𝑁

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
Ω(𝑡/|𝑡|) 𝑑𝑡, (5.54)

ℎ𝑁 =

(︂
2𝜎𝑚−1

𝛼𝑑𝑚,1(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

,

є екстремальним оператором.

Задача оптимального вiдновлення. Тепер, користуючись тео-

ремою 4.1.2, ми можемо отримати значення величини найкращо-

го вiдновлення оператора 𝐷𝛼
Ω за допомогою множини вiдображень

ℒ(𝐿∞(R𝑚), 𝐿∞(R𝑚)) i 𝒪(𝐿∞(R𝑚), 𝐿∞(R𝑚)) на елементах класу 𝑊∇
𝑠,Ω,

заданих з похибкою 𝛿. Виберемо ℎ iз умови

‖𝜓ℎ‖∞
‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω

= ‖ 𝜓ℎ
‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω

‖∞ = 𝛿,

тобто покладемо

ℎ =
(︁
𝛿
‖∇𝜓1‖𝑠,Ω
‖𝜓1‖∞

)︁ 1
1−𝑚/𝑠

.

Зазначимо, що функцiя 𝜓ℎ/‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω ∈ 𝑊∇
𝑠,Ω, i в силу теореми 4.1.2

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼
Ω,𝑊

∇
𝑠,Ω) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼

Ω,𝑊
∇
𝑠,Ω) = ‖𝐷𝛼

Ω

𝜓ℎ
‖∇𝜓ℎ‖𝑠,Ω

‖∞ = Ω(𝛿,𝐷𝛼
Ω,𝑊

∇
𝑠,Ω).

Отже, справджується

Теорема 5.4.4. Нехай 𝑁 > 0 i виконуються умови леми 5.4.2. Тодi для

всiх 𝛿 > 0

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼
Ω,𝑊

∇
𝑠,Ω) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼

Ω,𝑊
∇
𝑠,Ω) =

‖𝐷𝛼
Ω𝜓1‖∞

‖𝜓1‖
1− 𝛼

1−𝑚/𝑠
∞ ‖∇𝜓1‖

𝛼
1−𝑚/𝑠

𝑠,Ω

𝛿1−
𝛼

1−𝑚/𝑠 .

При цьому оператор (5.54) є екстремальним оператором.
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5.5. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Рiсса

функцiй багатьох змiнних зi скiнченною нормою лапла-

сiана i деякi їх застосування

Нехай

Δ =
𝜕2

𝜕𝑥21
+ ...+

𝜕2

𝜕𝑥2𝑚
– оператор Лапласа. Для локально iнтегровних на R𝑚 функцiй 𝑓 i 𝑔

будемо писати

Δ𝑓 = 𝑔,

якщо для будь-якої фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙∫︁
R𝑚

Δ𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Через 𝐿Δ
𝑝,𝑠 = 𝐿Δ

𝑝,𝑠(R𝑚) 1 ≤ 𝑝, 𝑠 ≤ ∞ позначимо сукупнiсть функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑚) таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐿𝑠(R𝑚). Через 𝑊Δ
𝑝,𝑠 = 𝑊Δ

𝑝,𝑠(R𝑚) позначи-

мо клас функцiй iз 𝐿Δ
𝑝,𝑠 таких, що ‖Δ𝑓‖𝑠 ≤ 1.

Похiдна Рiсса порядку 𝛼 (0 < 𝛼 < 2) функцiї 𝑓 : R𝑚 → R означається

рiвнiстю (див. [184, § 25])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

де

𝑑𝑚,2(𝛼) =
21−𝛼𝜋1+

𝑚
2

sin
(︀
𝛼𝜋
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝛼

2

)︀
Γ
(︀
𝑚+𝛼
2

)︀
– нормуючий множник [184, § 26]. Зазначимо, що похiдна Рiсса 𝐷𝛼 реа-

лiзує [184, § 25] дробовий степiнь (−Δ)𝛼/2 оператора Лапласа.

Для ℎ > 0 зрiзаною похiдною Рiсса порядку 𝛼 ∈ (0, 2) функцiї

𝑓 : R𝑚 → R називається

(𝐷𝛼
ℎ𝑓)(𝑥) :=

1

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡

(тут i скрiзь нижче 𝐵ℎ = {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| ≤ ℎ} – куля радiуса ℎ з центром

в початку координат).
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В [219, 220] В. Г. Тимофеєв показав, що для всiх функцiй 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚),

таких що Δ𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚), виконується точна нерiвнiсть⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
𝐶

≤
√
2‖𝑓‖

1
2

𝐶 · ‖Δ𝑓‖
1
2∞, 𝑖 = 1,𝑚 (5.55)

(для 𝑚 = 1 це нерiвнiсть Ландау [279]).

Вiн також розв’язав задачу Стєчкiна про наближення необмеженого

оператора
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑖 = 1,𝑚) обмеженими i задачу вiдновлення значень опе-

ратора
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑖 = 1,𝑚) на класi функцiй 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑚), таких що ‖Δ𝑓‖∞ ≤ 1,

заданих з вiдомою похибкою в 𝐶(R𝑚).

В пунктi 5.5.1 ми отримаємо точну нерiвнiсть типу Колмогорова для

функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, що оцiнює норму 𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2) через

‖𝑓‖∞ i ‖Δ𝑓‖𝑠, а також розв’яжемо задачу найкращого наближення опе-

ратора 𝐷𝛼 на класi 𝑊Δ
∞,𝑠 i задачу оптимального вiдновлення оператора

𝐷𝛼 на елементах цього класу, заданих з похибкою. В пунктi 5.5.2 ми роз-

глянемо бiльш загальну ситуацiю, коли лапласiани функцiй 𝑓 обмеженi

в iдеальнiй структурi. В пунктi 5.5.3 обговоримо питання оцiнки норм

функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок, отримаємо нерiвностi

типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚).

5.5.1. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Рiс-

са функцiй iз 𝐿Δ
∞,𝑠(R𝑚) i спорiдненi питання

Матерiал цього пункту органiзовано за схемою, запропонованою в пун-

ктi 5.3.1. Спочатку ми введемо оператор 𝑈𝛼
ℎ , який виявиться оператором

найкращого наближення для 𝐷𝛼 i отримаємо оцiнки вiдхилення 𝐷𝛼𝑓 вiд

𝑈𝛼
ℎ 𝑓 на класi𝑊Δ

∞,𝑠. Потiм за допомогою цих результатiв отримаємо точну

нерiвнiсть Колмогорова, що оцiнює рiвномiрну норму 𝐷𝛼𝑓 через ‖𝑓‖∞ i

‖Δ𝑓‖𝑠, в адитивнiй та мультиплiкативнiй формi, а також знайдемо мо-

дуль неперервностi оператора𝐷𝛼 на класi𝑊Δ
∞,𝑠. Це дозволить завершити

розв’язання задачi Стєчкiна i розв’язати задачу оптимального вiдновле-
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ння оператора 𝐷𝛼 на заданих з похибкою функцiях класу 𝑊Δ
∞,𝑠. I, наре-

штi, ми розв’яжемо задачу Колмогорова про необхiднi i достатнi умови

iснування функцiї, що має заданi значення ‖𝑓‖∞, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ i ‖Δ𝑓‖𝑠.

Оператор 𝑈𝛼
ℎ . Отже, побудуємо оператор 𝑈𝛼

ℎ i оцiнимо його норму та

вiдхилення вiд 𝐷𝛼 на класi 𝑊Δ
∞,𝑠.

Нехай ℎ > 0. Через �̃�ℎ(𝑥, 𝑦) будемо позначати функцiю Грiна кулi 𝐵ℎ

(див., [141, c. 265]), тобто для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑥 ̸= 𝑦, у випадку 𝑚 ≥ 3

�̃�ℎ(𝑥, 𝑦) =
1

𝜎𝑚−1(𝑚− 2)

(︂
1

|𝑥− 𝑦|𝑚−2
− ℎ𝑚−2|𝑦|𝑚−2

|𝑥|𝑦|2 − ℎ2𝑦|𝑚−2

)︂
,

i у випадку 𝑚 = 2

�̃�ℎ(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
ln

⃒⃒⃒⃒
ℎ2 − 𝑥𝑦

ℎ(𝑥− 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
(тут i скрiзь нижче 𝜎𝑚−1 – площа поверхнi одиничної сфери 𝑆𝑚−1 про-

стору R𝑚).

Для 𝜌 > 0 покладемо

𝐺ℎ(𝜌) =

⎧⎨⎩
1

𝜎𝑚−1(𝑚−2)

(︁
1

𝜌𝑚−2 − 1
ℎ𝑚−2

)︁
+
, 𝑚 ≥ 3,

1
2𝜋

(︁
ln ℎ

𝜌

)︁
+
, 𝑚 = 2,

(як завжди, 𝑎+ := max{𝑎, 0}).
Зазначимо, що для 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑦 ̸= 0,

�̃�ℎ(0, 𝑦) = 𝐺ℎ(|𝑦|).

Усередненням функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 за сферою радiуса ℎ назвемо вели-

чину ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) = 1

𝜎𝑚−1

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑓(𝑥+ ℎ𝑦)𝑑𝑠𝑦

де 𝑑𝑠𝑦 – елемент площi поверхнi сфери 𝑆𝑚−1.

Вiдомо (див., напр., [141, c. 289]), що для довiльної двiчi неперервно

диференцiйовної функцiї 𝑓 правильне зображення

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

̃︀𝐺ℎ(𝑥, 𝑦)(−Δ𝑓(𝑦)) 𝑑𝑦. (5.56)
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Застосовуючи зображення (5.56) до функцiї 𝑓(𝑧 ± 𝑥) (при фiксованому

𝑥) i покладаючи потiм 𝑧 = 0, отримаємо

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦.

Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 i будь-якої фiнiтної нескiнченно дифе-

ренцiйовної функцiї 𝜙 будемо мати∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)

⎡⎣̃︀𝜙(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝜙(𝑥∓ 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥 =

=

∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)

⎡⎣̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥.

Отже, для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 i майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚 буде

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦. (5.57)

Розглянемо також таку функцiю

𝐹ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ℎ∫︀
𝑡

𝐺𝜌(𝑡)
𝑑𝜌
𝜌𝛼+1 , 𝑡 ∈ (0, ℎ],

0, 𝑡 > ℎ.

Неважко бачити, що для функцiй 𝐺ℎ(|𝑦|) i 𝐹ℎ(|𝑦|) мають мiсце такi

спiввiдношення

𝐺ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝑚𝐺1(|𝑦|/ℎ)

i

𝐹ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝛼−𝑚𝐹1(|𝑦|/ℎ).

Скрiзь нижче ми припускаємо, що 𝑠 > 𝑚/2 i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠.

Зазначимо, що при виконаннi цих умов для довiльного 𝑐 ∈ R функцiя

𝐹ℎ(|𝑦|) − 𝑐𝐺ℎ(|𝑦|) належить простору 𝐿𝑠′ (𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1)), а функцiя

|𝐹ℎ(|𝑦|)−𝑐𝐺ℎ(|𝑦|)|𝑠
′−1 – простору 𝐿𝑠, отже, функцiя |𝐹ℎ(|𝑦|)−𝑐𝐺ℎ(|𝑦|)|𝑠

′−1

буде iнтегровною на 𝐵ℎ .
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Виберемо 𝑐 = 𝑐ℎ iз умови∫︁
𝐵ℎ

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)|𝑠
′−1sgn(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 = 0. (5.58)

Як неважко перевiрити, для будь-якого ℎ > 0 буде

𝑐ℎ = ℎ−𝛼𝑐1. (5.59)

Для 𝜌 ∈ (0, ℎ] покладемо

̃︀𝜓ℎ(𝜌) =
⎧⎪⎨⎪⎩ −|𝐹ℎ(𝜌)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(𝜌)|𝑠

′−1sgn(𝐹ℎ(𝜌)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(𝜌))

‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝑠
′−1
𝑠′

, 𝜌 ∈ (0, ℎ],

0, 𝜌 > ℎ,

̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

⎛⎝ 𝜌∫︁
0

−
ℎ∫︁
𝜌

⎞⎠ ℎ∫︁
𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡

𝑡𝑚−1
, 𝜌 ∈ [0, ℎ]

1

2

ℎ∫︁
0

ℎ∫︁
𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡

𝑡𝑚−1
, 𝜌 > ℎ.

Означимо

𝜓ℎ(𝑦) = ̃︀𝜓ℎ(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚,

i

𝜙ℎ,2(𝑦) = ̃︀𝜙ℎ,2(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚.

Зазначимо, що для 𝑝 = ∞ функцiя 𝜙ℎ,2(𝑥) може бути записаною у

явному виглядi i в розглядуваних задачах є багатовимiрним аналогом

iдеального сплайна Ейлера другого порядку (див., наприклад, [26, c. 66–

69], [53]). Побудуємо цю функцiю.

Нехай для 𝜌 ≥ 0 i 𝛿 = 𝑚
√
2

𝜓(𝜌) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2𝑚(𝜌

2 − 1/𝛿2 − 𝜎𝐺1(1/𝛿) + 1/2), 0 ≤ 𝜌 ≤ 1/𝛿
1

2𝑚
(−𝜌2 − 2𝜎𝑚−1𝐺1(𝜌) + 1/𝛿2+

𝜎𝑚−1𝐺1(1/𝛿) + 1/2),
1/𝛿 < 𝜌 ≤ 1

𝜓(1), 𝜌 > 1.

(5.60)
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Для ℎ > 0 i 𝑥 ∈ R𝑚 покладемо

𝜙ℎ,2(𝑥) = ℎ−2𝜓(ℎ|𝑥|). (5.61)

Враховуючи зображення оператора Лапласа для радiальних функцiй

Δ𝜙(𝜌) = 𝜙′′(𝜌) +
𝑚− 1

𝜌
𝜙′(𝜌),

неважко перевiрити, що 𝜙ℎ,2 ∈ 𝑊Δ
∞,𝑠 ∩ 𝐶(R𝑚) i Δ𝜙ℎ,2(𝑦) = 𝜓ℎ(𝑦). Крiм

того,

max
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦) = − min
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦)

i для довiльного 𝑦 ∈ R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦) = ℎ
2−𝑚/𝑠−𝛼/𝑠

1−1/𝑠 𝜙1,2

(︀
ℎ−1𝑦

)︀
,

отже,

‖𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ
2−𝑚/𝑠−𝛼/𝑠

1−1/𝑠 ‖𝜙1,2‖∞.

Легко також переконатись, що

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ
2−𝑚/𝑠−𝛼

1−1/𝑠 ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞,

i

‖Δ𝜙ℎ,2‖𝑠 = ℎ
2−𝛼−𝑚/𝑠

𝑠−1 ‖Δ𝜙1,2‖𝑠 = ℎ
2−𝛼−𝑚

𝑠
𝑠−1 .

Для заданого ℎ > 0 розглянемо оператор

𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼

ℎ𝑓(𝑥) +
2𝑐ℎ𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
(𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥, ℎ)), (5.62)

де 𝑐ℎ вибрано з умови (5.58). Покажемо, що 𝑈𝛼
ℎ обмежений оператор, що

дiє з 𝐿∞(R𝑚) в 𝐿∞(R𝑚), i знайдемо його норму.

Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚) i ℎ > 0

‖𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ =

1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝑓(·)− 𝑓(·+ 𝑡)− 𝑓(· − 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡+

+2𝑐ℎ𝜎𝑚−1

(︁
𝑓(·)− ̃︀𝑓(·, ℎ))︁⃦⃦⃦

∞
≤
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≤ 4‖𝑓‖∞
𝑑𝑚,2(𝛼)

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
+ 𝑐ℎ𝜎𝑚−1

⎫⎪⎬⎪⎭ =
4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
,

отже, (з урахуванням (5.59))

‖𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ ≤ 4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=

4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
,

i значить,

‖𝑈𝛼
ℎ ‖ ≤ 4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
. (5.63)

Нагадаємо, що 𝜙ℎ,2 ∈ 𝐶(R𝑚) i зображення (5.57) для неї має мiсце в

кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Тому для будь-якого ℎ > 0 правильна оцiнка

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒ ∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝜙ℎ,2(0)− 2𝜙ℎ,2(𝑦)

|𝑦|𝑚+𝛼
𝑑𝑦 + 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙ℎ,2(0)− ̃︀𝜙ℎ,2(0))⃒⃒⃒ =

=
4‖𝜙ℎ,2‖∞
𝑑𝑚,2(𝛼)

(︁ ∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑦

|𝑦|𝑚+𝛼
+ 4𝑐ℎ𝜎𝑚−1

)︁
=

4‖𝜙ℎ,2‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︁ 1
𝛼
+ 𝑐1

)︁
,

отже,

‖𝑈𝛼
ℎ ‖ ≥ 4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
=

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞
. (5.64)

З огляду на спiввiдношення (5.63) i (5.64) впевнюємось, що виконує-

ться

Лема 5.5.1. Нехай ℎ > 0, 𝑠 > 𝑚/2 i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i

0 < 𝛼 < 2. Тодi

‖𝑈𝛼
ℎ ‖ =

4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞
= ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
.

Тепер для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 ми отримаємо оцiнку величини

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞.

Використовуючи означення 𝐷𝛼𝜙 i 𝑈𝛼
ℎ𝜙, а також перехiд до поляр-

них координат, неважко впевнитись в тому, що для будь-якої фiнiтної

нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙 i будь-якого 𝑥 ∈ R𝑚

𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙(𝑥) =
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=
2𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⎧⎨⎩
ℎ∫︁

0

(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, 𝜌)) 𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
− 𝑐ℎ (𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, ℎ))

⎫⎬⎭ .

Звiдси, враховуючи зображення (5.57), застосоване до функцiї 𝜙, отри-

муємо (∀𝑥 ∈ R𝑚)

𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙(𝑥) =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (5.65)

Враховуючи (5.65), легко бачити, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠

i будь-якої фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥.

Звiдси i з (5.65) отримаємо, що для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 при майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚

має мiсце зображення

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (5.66)

Використовуючи (5.66) i нерiвнiсть Гельдера, отримаємо, що для май-

же всiх 𝑥 ∈ R𝑚

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)| ≤

2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝑠 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝑠′

i, значить,

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝑠 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝑠′ . (5.67)

В силу (5.67) маємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝑠′ . (5.68)

Аналогiчно (5.65), враховуючи, що для функцiї 𝜙ℎ,2 зображення (5.57)

має мiсце в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚, одежимо, що для функцiї 𝜙ℎ,2 при всiх

𝑥 ∈ R𝑚 правильна рiвнiсть

𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(𝑥) =
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=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝜙ℎ,2(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦.

Як згортка функцiй Δ𝜙ℎ,2 ∈ 𝐿𝑠(R𝑚) i 𝐹ℎ(|𝑦|) − 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|) ∈ 𝐿𝑠′(R𝑚)

функцiя 𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2 буде неперервною в будь-якiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚.

Функцiя 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(𝑥) також буде неперервною в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Зна-

чить, неперервною буде i 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥).

Враховуючи зазначену неперервнiсть функцiї 𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2 i озна-

чення функцiї 𝜓ℎ, отримуємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝐵ℎ

𝜓ℎ(|𝑦|)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝑠′.

Звiдси i з (5.68) робимо висновок, що

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝑠′. (5.69)

Зiставляючи (5.67) i (5.69), бачимо, що правильна

Лема 5.5.2. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i

0 < 𝛼 < 2. Тодi для будь-якого ℎ > 0 i для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2‖∞‖Δ𝑓‖𝑠 =

= ℎ2−𝛼−
𝑚
𝑠 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞‖Δ𝑓‖𝑠. (5.70)

Нерiвнiсть (5.70) перетворюється на рiвнiсть для 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ,2(𝑡).

Iз лем 5.5.1 i 5.5.2 випливає

Лема 5.5.3. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i

0 < 𝛼 < 2 та для 𝑁 > 0

ℎ𝑁 =

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 1
𝛼

.
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Тодi ‖𝑈𝛼
ℎ𝑁
‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠) ≤ sup
𝑓∈𝑊Δ

∞,𝑠

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ𝑁
𝑓‖∞ =

= ℎ
2−𝛼−𝑚/𝑠
𝑁 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞ =

= 𝑁 1− 2−𝑚/𝑠
𝛼

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

)︂ 2−𝑚/𝑠
𝛼 −1

‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞.

Нерiвностi типу Колмогорова. Перейдемо до встановлення нерiв-

ностей типу Колмогорова.

Iз лем 5.5.1 i 5.5.2 для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 при 𝑠 > 𝑚/2 i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠

випливає, що для будь-якого ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖∞ ≤

≤ ℎ2−𝛼−
𝑚
𝑠 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞‖Δ𝑓‖𝑠 + ℎ−𝛼
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

‖𝑓‖∞. (5.71)

Покажемо, що нерiвнiсть (5.71) перетворюється на рiвiнiсть для фун-

кцiї 𝑓(𝑦) = 𝜙ℎ,2(𝑦).

В силу неперервностi функцiї 𝜙ℎ,2(𝑦) в точцi 0 маємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0) + 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)|.

Як неважко перевiрити, 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)−𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0) < 0 i 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0) < 0. Тому,

використовуючи ще спiввiдношення (5.69), одержимо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0)|+ |𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

= ℎ
2−𝑚/𝑠−𝛼

1−1/𝑠 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞ + ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞.

Отже, нерiвнiсть (5.71) точна, i нами доведена

Теорема 5.5.1. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞, 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i

0 < 𝛼 < 2. Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 при кожному ℎ > 0 має

мiсце точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤
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≤ ℎ2−𝛼−𝑚/𝑠‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞ · ‖Δ𝑓‖𝑠 + ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
· ‖𝑓‖∞. (5.72)

Нерiвнiсть (5.72) перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑓(𝑦) =

= 𝜙ℎ,2(𝑦).

Отримаємо тепер мультиплiкативну нерiвнiсть. Вiзьмемо довiльну

функцiю 𝑓 iз 𝐿Δ
∞,𝑠 i виберемо ℎ так, щоб виконувалось

‖𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

= ‖𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ2−𝑚/𝑠‖𝜙1,2‖∞. (5.73)

Iз (5.73) випливає, що ℎ =

(︂
‖𝑓‖∞

‖Δ𝑓‖𝑠‖𝜙1,2‖∞

)︂ 1
2−𝑚/𝑠

. Покажемо, що

‖𝐷𝛼𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

≤ ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞.

Дiйсно, з урахуванням теореми 5.5.1 отримаємо

‖𝐷𝛼𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

≤ ℎ2−𝛼−𝑚/𝑠‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞ + ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
· ‖𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

,

звiдки для ℎ =

(︂
‖𝑓‖∞

‖Δ𝑓‖𝑠‖𝜙1,2‖∞

)︂ 1
2−𝑚/𝑠

випливає

‖𝐷𝛼𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

≤
(︂

‖𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠‖𝜙1,2‖∞

)︂ 2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞+

+

(︂
‖Δ𝑓‖𝑠‖𝜙1,2‖∞

‖𝑓‖∞

)︂ 𝛼
2−𝑚/𝑠

· ‖𝑈
𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
‖𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

=

=

(︂
‖𝑓‖∞

‖Δ𝑓‖𝑠‖𝜙1,2‖∞

)︂ 2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

(‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞ + ‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞) .

Враховуючи, що для функцiї 𝜙1,2 нерiвнiсть (5.72) при ℎ = 1 перетворю-

ється на рiвнiсть, остаточно отримаємо

‖𝐷𝛼𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

≤ ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞

(︂
‖𝑓‖∞
‖Δ𝑓‖𝑠

)︂ 2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

.

Отже, доведена
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Теорема 5.5.2. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞
i 0 < 𝛼 < 2. Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝑠 має мiсце точна

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞

‖𝑓‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞ ‖Δ𝑓‖
𝛼

2−𝑚/𝑠
𝑠 . (5.74)

Нерiвнiсть (5.74) перетворюється на рiвнiсть для функцiй вигляду

𝑓(𝑡) = 𝑎𝜙ℎ,2(𝑡), ℎ > 0, 𝑎 ∈ R.

Iз теореми 5.5.2 випливає

Наслiдок 5.5.1. В умовах теореми 5.5.2 для всiх 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿,𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠

)︀
=

‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞

𝛿
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠 .

Задача Стєчкiна. Розв’яжемо задачу про найкраще наближення опе-

ратора 𝐷𝛼 обмеженими.

Нехай ℎ𝑁 =

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 1
𝛼

для 𝑁 > 0. Iз леми 5.5.3 випливає, що

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠) ≤ ℎ
2−𝛼−𝑚/𝑠
𝑁 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞ =

= 𝑁 1− 2−𝑚/𝑠
𝛼

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

)︂ 2−𝑚/𝑠
𝛼 −1

‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞,

а iз точностi нерiвностi (5.72) теореми 5.5.1 випливає, що для операто-

ра 𝐷𝛼 виконується умова (4.14) теореми 4.1.1 з оператором 𝑇 = 𝑈𝛼
ℎ𝑁

i

функцiєю 𝑓 = 𝜙ℎ𝑁 ,2. Таким чином, справджується

Теорема 5.5.3. Нехай 𝑁 > 0, 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або

𝑠 = ∞ i 0 < 𝛼 < 2. Тодi

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠) = ℎ
2−𝛼−𝑚/𝑠
𝑁 ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞ =

=

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 2−𝑚/𝑠
𝛼 −1

‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞.

При цьому оператор (5.62) з ℎ = ℎ𝑁 є екстремальним оператором.
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Задача оптимального вiдновлення. Тепер, користуючись теоремою

4.1.2, можемо отримати значення величини оптимальної похибки вiд-

новлення оператора 𝐷𝛼 за допомогою множини вiдображень ℒ(𝐶,𝐶) i

𝒪(𝐶,𝐶) на елементах класу 𝑊Δ
∞,𝑠, заданих з похибкою 𝛿. Виберемо ℎ iз

умови

‖𝜙ℎ,2‖∞ = 𝛿,

тобто покладемо

ℎ = ℎ𝛿 =

(︂
‖𝜙1,2‖∞

𝛿

)︂ 1
2+(2−𝑚−𝛼)(𝑠′−1)

.

Для функцiї 𝜙ℎ,2 i оператора 𝑈𝛼
ℎ , як уже зазначалось, виконана умова

(4.14) теореми 4.1.1, i, значить, в силу теореми 4.1.2

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝑠) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠) = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝛿,2‖∞ = Ω(𝛿,𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝑠).

Отже, правильна

Теорема 5.5.4. Нехай 𝑁 > 0, 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або

𝑠 = ∞ i 0 < 𝛼 < 2. Тодi для всiх 𝛿 > 0

ℰ𝛿(𝒪, 𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝑠) = ℰ𝛿(ℒ, 𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,𝑠) =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠

∞

𝛿
2−𝛼−𝑚/𝑠
2−𝑚/𝑠 .

При цьому оператор (5.62) при ℎ = ℎ𝛿 є екстремальним оператором.

Задача Колмогорова. Ми розглянемо такий варiант задачi Колмого-

рова. Нехай числа𝑀0,𝑀𝛼,𝑀Δ заданi. Треба знайти необхiдну i достатню

умови iснування функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 такої, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖Δ𝑓‖𝑠 =𝑀Δ.

Розв’язок цiєї задачi дає

Теорема 5.5.5. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞, 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞
i 0 < 𝛼 < 2, 𝑀0, 𝑀𝛼, 𝑀Δ – додатнi числа. Для iснування функцiї

𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠 такої, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖Δ𝑓‖𝑠 =𝑀Δ,
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необхiдно i достатньо, щоб

𝑀𝛼 ≤ ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖

1− 𝛼
2−𝑚/𝑠

∞

𝑀
1− 𝛼

2−𝑚/𝑠

0 𝑀
𝛼

2−𝑚/𝑠

Δ . (5.75)

Доведення. Необхiднiсть випливає iз теореми 5.5.2. Доведемо до-

статнiсть. Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що 𝑀Δ = 1.

Оскiльки виконана умова (5.75), то знайдеться 0 < 𝐿0 ≤𝑀0, таке що

𝑀𝛼 =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖

1− 𝛼
2−𝑚/𝑠

∞

𝐿
1− 𝛼

2−𝑚/𝑠

0 .

Нехай ℎ0 вибране з умови ‖𝜙ℎ0,2‖∞ = 𝐿0, тодi в силу теореми 5.5.2

‖𝐷𝛼𝜙ℎ0,2‖∞ =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖

1− 𝛼
2−𝑚/𝑠

∞

𝐿
1− 𝛼

2−𝑚/𝑠

0 ,

звiдки отримаємо ‖𝐷𝛼𝜙ℎ0,2‖∞ =𝑀𝛼. Вiзьмемо функцiю 𝑓 = 𝜙ℎ0,2+𝑀0−
𝐿0. Зрозумiло, що

‖𝑓‖∞ =𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ =𝑀𝛼, ‖Δ𝑓‖𝑠 =𝑀Δ = 1.

Отже, функцiя 𝑓 – шукана.

Теорему доведено.

5.5.2. Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних Рiс-

са функцiй багатьох змiнних зi скiнченною в iдеаль-

нiй структурi нормою лапласiана

Нехай 𝐹 i 𝐸 – iдеальнi структури. Через 𝐿Δ
𝐹,𝐸 = 𝐿Δ

𝐹,𝐸(R𝑚) позначимо

простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐹 таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐸. Через 𝑊Δ
𝐹,𝐸 позначимо клас

функцiй 𝑓 iз 𝐿Δ
𝐹,𝐸, для яких ‖Δ𝑓‖𝐸 ≤ 1.

Якщо 𝐹 = 𝐿𝑝(R𝑚), то будемо використовувати позначення 𝐿Δ
𝑝,𝐸 i 𝑊Δ

𝑝,𝐸

вiдповiдно, а якщо до того ж 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞), то отримаємо

𝐿Δ
𝑝,𝑠 i 𝑊Δ

𝑝,𝑠 вiдповiдно.

Нехай, як i ранiше, ̃︀𝐺ℎ(𝑥, 𝑦) (ℎ > 0) – функцiя Грiна кулi 𝐵ℎ, ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) –

усереднення функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 за сферою радiуса ℎ.



261

В пунктi 5.5.1 показано, що для довiльної двiчi неперервно диферен-

цiйовної функцiї 𝑓 :

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦.

Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i будь-якої фiнiтної нескiнченно ди-

ференцiйовної функцiї 𝜙 маємо:∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)

⎡⎣̃︀𝜙(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝜙(𝑥∓ 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥 =

=

∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)

⎡⎣̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥,

де 𝐺ℎ(𝜌) – функцiя, означена в пунктi 5.5.1.

Тобто для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚 буде

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) + ∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦. (5.76)

В пунктi 5.5.1 було також введено функцiю

𝐹ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ℎ∫︀
𝑡

𝐺𝜌(𝑡)
𝑑𝜌
𝜌𝛼+1 , 𝑡 ∈ (0, ℎ],

0, 𝑡 > ℎ

i показано, що для функцiй 𝐺ℎ(|𝑦|) i 𝐹ℎ(|𝑦|) мають мiсце спiввiдношення:

𝐺ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝑚𝐺1(|𝑦|/ℎ)

i

𝐹ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝛼−𝑚𝐹1(|𝑦|/ℎ).

Для 𝑡 > 0 покладемо

𝐺(𝑡) =

{︃
1

𝑡𝑚+𝛼−2 , 𝑚 ≥ 3,
ln 𝑡
𝑡𝛼 , 𝑚 = 2.

Скрiзь нижче ми припускаємо, що

𝐺(|𝑡|)𝜒[−1,1] ∈ 𝐸1 (5.77)
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i

lim
ℎ→0+

‖𝐺(|𝑡|)𝜒[−ℎ,ℎ]‖𝐸1 = 0. (5.78)

Зазначимо, що при виконаннi цих умов при будь-якому 𝑐 ∈ R функцiя

𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐𝐺ℎ(|𝑦|) належить простору 𝐸1.

Оберемо 𝑐 = 𝑐ℎ з умови∫︁
𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 = 0. (5.79)

Як неважко зрозумiти, для будь-якого ℎ > 0 буде

𝑐ℎ = ℎ−𝛼𝑐1. (5.80)

Нехай ℎ > 0 i ̃︀𝜓ℎ(𝜌) – деяка функцiя однiєї змiнної з supp ̃︀𝜓ℎ = [0, ℎ],

в середньому рiвна нулю. Припустимо, що iснує функцiя 𝜓ℎ ∈ 𝐸

(supp𝜓ℎ = 𝐵ℎ, 𝜓ℎ(𝑦) = ̃︀𝜓ℎ(|𝑦|), ‖𝜓‖𝐸 = 1) така, що справджується рiв-

нiсть:∫︁
R𝑚

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) ̃︀𝜓ℎ(|𝑦|) 𝑑𝑦 = ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1. (5.81)

Означимо функцiю ̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) в такий спосiб. Для 𝜌 ∈ (0, ℎ] покладемо

̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

⎛⎝ 𝜌∫︁
0

−
ℎ∫︁
𝜌

⎞⎠ ℎ∫︁
𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡

𝑡𝑚−1
, 𝜌 ∈ [0, ℎ]

1

2

ℎ∫︁
0

ℎ∫︁
𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡

𝑡𝑚−1
, 𝜌 > ℎ.

(5.82)

Для 𝑦 ∈ R𝑚 покладемо

𝜙ℎ,2(𝑦) = ̃︀𝜙ℎ,2(|𝑦|). (5.83)

Враховуючи зображення оператора Лапласа для радiальних функцiй

Δ𝜙(𝜌) = 𝜙′′(𝜌) +
𝑚− 1

𝜌
𝜙′(𝜌),

неважко перевiрити, що 𝜙ℎ,2 ∈ 𝑊Δ
∞,𝐸 ∩ 𝐶(R𝑚) i Δ𝜙ℎ,2(𝑦) = 𝜓ℎ(𝑦). Крiм

того,

max
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦) = − min
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦).
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Для заданого ℎ > 0 розглянемо оператор

𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼

ℎ𝑓(𝑥) +
2𝑐ℎ𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
(𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥, ℎ)), (5.84)

де 𝑐ℎ обрано з умови (5.79). Так само, як в пунктi 5.5.1, доводиться твер-

дження

Лема 5.5.4. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдносно

зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.77) i (5.78), 𝐸1 –

асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi при виконаннi умов (5.81)–(5.83)

для довiльного ℎ > 0

‖𝑈𝛼
ℎ ‖ =

4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞
= ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
.

Тепер для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 ми отримаємо оцiнку величини

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞.

В пунктi 5.5.1 показано, що для довiльної фiнiтної нескiнченно дифе-

ренцiйовної функцiї 𝜙 i довiльного 𝑥 ∈ R𝑚

𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙(𝑥) =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (5.85)

Враховуючи (5.85), легко бачити, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i

довiльної фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥.

Звiдси i iз (5.85) виводимо, що для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 при майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚 має

мiсце зображення

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (5.86)

Використовуючи (5.86) i нерiвнiсть Гельдера, отримаємо, що для май-

же всiх 𝑥 ∈ R𝑚

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)| ≤

2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1
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i, значить,

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 . (5.87)

В силу (5.87) маємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 . (5.88)

Враховуючи, що для функцiї 𝜙ℎ,2 зображення (5.76) має мiсце в кожнiй

точцi 𝑥 ∈ R𝑚, аналогiчно (5.85), встановлюємо, що для 𝜙ℎ,2 при всiх

𝑥 ∈ R𝑚 справедлива рiвнiсть

𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥)−𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(𝑥) =

2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝜙ℎ,2(𝑥+𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)−𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦.

Як згортка функцiй Δ𝜙ℎ,2 ∈ 𝐸 i 𝐹ℎ(|𝑦|) − 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|) ∈ 𝐸1 функцiя

𝐷𝛼𝜙ℎ,2−𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2 неперервна в будь-якiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Функцiя 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(𝑥)

також буде неперервною в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Значить, неперервною

буде i 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥).

Враховуючи неперервнiсть функцiї 𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2 i означення фун-

кцiї 𝜓ℎ, отримаємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝐵ℎ

𝜓ℎ(|𝑦|)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1.

Звiдси i iз (5.88)отримаємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1. (5.89)

Вiдзначимо, що при виконаннi умови (5.78) ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ → 0,

ℎ→ 0. Зiставляючи (5.87) i (5.89), бачимо, що справедлива
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Лема 5.5.5. Нехай виконуються умови леми 5.5.4. Тодi при виконаннi

умов (5.81)–(5.83) для довiльного ℎ > 0 i для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2‖∞‖Δ𝑓‖𝐸. (5.90)

Нерiвнiсть (5.90) перетворюється на рiвнiсть для 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ,2(𝑡).

Iз лем 5.5.4 i 5.5.5 випливає

Лема 5.5.6. Нехай виконуються умови леми 5.5.4 i для 𝑁 > 0

ℎ𝑁 =

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 1
𝛼

.

Тодi при виконаннi умов (5.81)–(5.83) ‖𝑈𝛼
ℎ𝑁
‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝐸) ≤ sup
𝑓∈𝑊Δ

∞,𝐸

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ𝑁
𝑓‖∞ = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2 − 𝑈𝛼

ℎ𝑁
𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞.

Оцiнка рiвномiрної норми похiдної Рiсса. Припустимо, що вико-

нуються умови (5.81)–(5.83). Iз лем 5.5.4 i 5.5.5 для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 при умовах

(5.77) i (5.78) випливає, що для будь-якого ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖∞ ≤

≤ ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞‖Δ𝑓‖𝐸 +

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞
‖𝑓‖∞. (5.91)

Покажемо, що нерiвнiсть (5.91) перетворюється на рiвнiсть для фун-

кцiї 𝜙ℎ,2(𝑦). Оскiльки функцiя 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑦) неперервна в точцi 0, маємо:

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0) + 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)|.

Оскiльки 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0) − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0) i 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0) одного знаку, можемо напи-

сати, використовуючи (5.89):

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2(0)|+ |𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,2(0)| =

= ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ + ℎ−𝛼

‖𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞.

Отже, нерiвнiсть (5.91) точна, i нами доведена
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Теорема 5.5.6. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдно-

сно зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.77) i (5.78), 𝐸1 –

асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi, якщо виконуються умови (5.81)–

(5.83), то для довiльної 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ℎ−𝛼
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

· ‖𝑓‖∞ + ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,2‖∞ · ‖Δ𝑓‖𝐸. (5.92)

Нерiвнiсть (5.92) є точною i перетворюється на рiвнiсть для фун-

кцiї 𝜙ℎ,2(𝑦).

Припустимо тепер, що умови (5.81)–(5.83) не виконуються. В цьому

випадку оцiнку для ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ запишемо у виглядi (див. (5.87)):

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖∞ ≤

≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1‖Δ𝑓‖𝐸 +

4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼(1/𝛼 + 𝑐1)‖𝑓‖∞ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
(2ℎ−𝛼𝜎𝑚−1(1/𝛼 + 𝑐1)‖𝑓‖∞ + ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1‖Δ𝑓‖𝐸).

Для кожного 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝜓ℎ,𝜀 ∈ 𝐸, ‖𝜓ℎ,𝜀‖𝐸 ≤ 1, така що∫︁
𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))𝜓ℎ,𝜀(𝑦) 𝑑𝑦 > ‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1 − 𝜀.

i

𝜓ℎ,𝜀(𝑦) = ̃︀𝜓ℎ,𝜀(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚,

де ̃︀𝜓ℎ,𝜀(𝜌) в середньому дорiвнює нулю i supp ̃︀𝜓ℎ,𝜀(·) = [0, ℎ].

Далi ми означимо ̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) формулою (5.82) з функцiєю ̃︀𝜓ℎ,𝜀 замiсть ̃︀𝜓ℎ
i покладемо:

𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) = ̃︀𝜙ℎ,𝜀,2(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚.

Зрозумiло, що 𝜙ℎ,𝜀,2 ∈ 𝑊Δ
∞,𝐸(R𝑚),

max
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) = − min
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦)

i ∫︁
R𝑚

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))Δ𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) 𝑑𝑦 =
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=

∫︁
𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))𝜓ℎ,𝜀(𝑦) 𝑑𝑦 > ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀.

Мiркуючи, як i в попередньому випадку, в силу неперервностi функцiї

𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) в точцi 0 маємо:

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,𝜀,2(0) + 𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,𝜀,2(0)|.

= |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ𝜙ℎ,𝜀,2(0)|+ |𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,𝜀,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝐵ℎ

𝜓ℎ,𝜀(𝑦)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ |𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,𝜀,2(0)| >

>
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀+ ‖𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,𝜀,2‖∞ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀+

4𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
‖𝜙ℎ,𝜀,2‖∞.

Рiвнiсть
‖𝑈𝛼

ℎ𝜙ℎ,𝜀,2‖∞
‖𝜙ℎ,𝜀,2‖∞

=
4𝜎𝑚−1ℎ

−𝛼

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
встановлюється аналогiчно до вiдповiдної рiвностi в лемi 5.5.4. Отже,

можемо сформулювати теорему

Теорема 5.5.7. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiд-

носно зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.77) i (5.78), 𝐸1

– асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i ℎ > 0

виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖∞+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 · ‖Δ𝑓‖𝐸) . (5.93)

Задача Стєчкiна. Тепер знайдемо величину найкращого наближення

оператора 𝐷𝛼 обмеженими операторами.

Нехай виконуються умови (5.81) – (5.83). Для 𝑁 > 0 покладемо

ℎ𝑁 =

(︃
4𝜎𝑚−1

(︀
1
𝛼 + 𝑐1

)︀
𝑑𝑚,2(𝛼)𝑁

)︃1/𝛼

=

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 1
𝛼
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для 𝑁 > 0. Iз леми 5.5.6 випливає, що

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝐸) ≤
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)−𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2−𝑈𝛼

1 𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞,

а iз точностi нерiвностi (5.92) випливає, що для оператора 𝐷𝛼 виконує-

ться умова (4.14) теореми 4.1.1 iз [26] з оператором 𝑇 = 𝑈𝛼
ℎ𝑁

i функцiєю

𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ𝑁 ,2. Отже справедлива

Теорема 5.5.8. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝑁 > 0, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна

вiдносно зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.77) i (5.78),

𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi при виконаннi умов (5.81) –

(5.83) справджується рiвнiсть:

𝐸𝑁(𝐷
𝛼,𝑊Δ

∞,𝐸) =
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)−𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2−𝑈𝛼

1 𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞.

При цьому оператор 𝑈𝛼
ℎ з ℎ = ℎ𝑁 є екстремальним оператором.

5.5.3. Оцiнки норм похiдних Рiсса в iдеальнiй структурi для

функцiй зi скiнченною нормою лапласiана

Для ℎ > 0 i функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 розглянемо оператор (5.84). Застосовуючи

узагальнену нерiвнiсть Мiнковського, маємо:

‖𝑈𝛼
ℎ ‖𝐸 =

1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∫︁
R𝑚 𝐵ℎ

2𝑓(·)− 𝑓(·+ 𝑡)− 𝑓(· − 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡+

+2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝑓(·)− ̃︀𝑓(·, ℎ))⃦⃦⃦
𝐸
≤

≤ 1

𝑑𝑚,2(𝛼)
· 4‖𝑓‖𝐸

⎧⎨⎩
∫︁

R𝑚 𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
+ 𝑐ℎ𝜎𝑚−1

⎫⎬⎭ =
4‖𝑓‖𝐸𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
.

Тепер для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 отримаємо оцiнку величини ‖𝐷𝛼𝑓(·)−

−𝑈𝛼
ℎ 𝑓(·)‖𝐸. Спочатку покажемо, що для 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝐸,𝐸 має мiсце зображення

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) =
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=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (5.94)

Дiйсно, оскiльки Δ𝑓 ∈ 𝐸, то використовуючи нерiвнiсть Гельдера, з

урахуванням умови (5.77), маємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝑓)(𝑥+ 𝑦)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ ‖Δ𝑓‖𝐸‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1. (5.95)

Як в пунктi 5.5.1, встановлюємо, що для довiльної фiнiтної нескiнченно

диференцiйовної функцiї 𝜙 i для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 має мiсце зображення∫︁

R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)

∫︁
𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 𝑑𝑥,

звiдки з урахуванням (5.95), маємо (5.94).

Використовуючи (5.94) i узагальнену нерiвнiсть Мiнковського, одер-

жимо оцiнку:

‖𝐷𝛼𝑓(·)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(·)‖𝐸 ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸

∫︁
𝐵ℎ

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)| 𝑑𝑦.

Тепер для ‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 можемо написати

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖𝐸 + ‖𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖𝐸 ≤

≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖1 +

4‖𝑓‖𝐸𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

2
+ 𝑐ℎ

)︂
=

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︁
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝐸+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐿1
· ‖Δ𝑓‖𝐸

)︁
.

Таким чином, нами доведена
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Теорема 5.5.9. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiд-

носно зсуву структура на R𝑚, що задовольняє умови (5.77) i (5.78), 𝐸1

– асоцiйований пiдпростiр до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 i ℎ > 0

виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 ≤ 2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝐸+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖1 · ‖Δ𝑓‖𝐸) .

Iз теореми 5.5.9 одразу випливає

Наслiдок 5.5.2. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞
i 0 < 𝛼 < 2. Тодi для довiльних функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑠,𝑠 i ℎ > 0 виконується

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝑠+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖1 · ‖Δ𝑓‖𝑠) . (5.96)

При 𝑠 = ∞ нерiвнiсть є точною.

Вiдзначимо, що нерiвнiсть (5.96) можна переписати у виглядi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤

≤ ‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞

‖𝜙1,2‖∞
ℎ−𝛼‖𝑓‖𝑠 + ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑐1𝑈

𝛼
1 𝜙1,2‖∞ℎ2−𝛼‖Δ𝑓‖𝑠. (5.97)

Пiсля мiнiмiзацiї по ℎ остання нерiвнiсть набуває вигляду

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2∞

‖Δ𝑓‖
𝛼
2
𝑠 ‖𝑓‖

1−𝛼
2

𝑠 . (5.98)

В (5.97) i (5.98) функцiя 𝜙1,2 означена в пунктi 5.5.1 формулами (5.60) i

(5.61).

Отже, маємо

Наслiдок 5.5.3. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 − 𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞
i 0 < 𝛼 < 2. Тодi для довiльних функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑠,𝑠 i ℎ > 0 виконується

нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 ≤
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2∞

‖Δ𝑓‖
𝛼
2
𝑠 ‖𝑓‖

1−𝛼
2

𝑠 .

При 𝑠 = ∞ нерiвнiсть є точною.
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Вiдзначимо, що у випадку 𝑠 = ∞ результати наслiдкiв 5.5.2 i 5.5.3

отриманi в [53].

5.6. Оцiнка рiвномiрної норми одновимiрного потенцiала

Рiсса частинної похiдної функцiї з обмеженим лапласi-

аном

Через 𝐶𝐿Δ
∞ = 𝐶𝐿Δ

∞(R𝑚) позначимо клас функцiй 𝑢 ∈ 𝐶, для яких зна-

чення оператора Лапласа

Δ𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+ ...+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑚

належить 𝐿∞(R𝑚). У випадку 𝑚 = 1 пiд Δ𝑢 ми розумiємо 𝑢′′, при цьому

𝑢′′ i Δ𝑢 ми розумiємо у сенсi Соболєва.

В цьому пiдроздiлi ми продовжимо дослiдження, пов’язанi з нерiвнi-

стю В. Г. Тимофєєва (5.55) (див. [219] i [220]), розпочатi в пiдроздiлi 5.5,

в iншому напрямi, а саме отримаємо точну нерiвнiсть типу Колмогорова

для рiвномiрних норм одновимiрних потенцiалiв Рiсса.

Нехай 𝑢 : R𝑚 → R, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 i 𝛼 ∈ (0, 1). Одновимiрним по-

тенцiалом Рiсса (означення потенцiала Рiсса див. [184, с.173]) порядку 𝛼

частинної похiдної 𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑖 функцiї 𝑢 назвемо

(𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢)(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑢(𝑥− 𝑡𝑒𝑖)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡,

де 𝑒𝑖 – 𝑖-й орт простору R𝑚.

Для ℎ > 0 i 𝑖 = 1, ...,𝑚 означимо функцiю 𝑣ℎ,𝑖 в такий спосiб

𝑣ℎ,𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥𝑖
ℎ2

(ℎ− 𝑥𝑖) +
𝑥𝑖
ℎ
, 𝑥𝑖 ∈ [0, ℎ],

𝑥𝑖
ℎ2

(ℎ+ 𝑥𝑖) +
𝑥𝑖
ℎ
, 𝑥𝑖 ∈ [−ℎ, 0],

sign𝑥𝑖, 𝑥𝑖 /∈ [−ℎ, ℎ].

(5.99)

У випадку 𝑚 = 1 замiсть 𝑣ℎ,𝑖 будемо писати 𝑣ℎ, а замiсть 𝑥𝑖 будемо

писати 𝑥.
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В даннiй роботi ми отримаємо непокращуванi нерiвностi, що оцiнюють

‖𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢
′
𝑥𝑖
‖𝐶 через ‖𝑢‖𝐶 i ‖Δ𝑢‖∞.

Теорема 5.6.1. Нехай 0 < 𝛼 < 1. Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞

при кожному ℎ > 0 та 𝑖 = 1, ...,𝑚, мають мiсце точнi нерiвностi

‖𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢
′
𝑥𝑖
‖𝐶 ≤ 1

Γ(𝛼 + 1)

(︂
2

ℎ1−𝛼
‖𝑢‖𝐶 +

1− 𝛼

1 + 𝛼
ℎ1+𝛼‖Δ𝑢‖∞

)︂
, (5.100)

якi перетворюються на рiвностi для функцiй 𝑣ℎ,𝑖 при всiх ℎ > 0.

Крiм того, для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ виконується точна не-

рiвнiсть

‖𝐼𝛼𝑥𝑖𝑢
′
𝑥𝑖
‖∞ ≤ 2

Γ(𝛼 + 2)
2

1+𝛼
2 ‖𝑢‖

1+𝛼
2

𝐶 ‖Δ𝑢‖
1−𝛼
2∞ ,

яка перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑣ℎ,𝑖 за будь-якого значення

параметра ℎ > 0.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 𝑚 = 1. Як добре вiдо-

мо (див., наприклад, [28], спiввiдношення (6)), для 𝑢 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ має мiсце

зображення

𝑢(𝑥) = 𝑢(−ℎ)ℎ− 𝑥

2ℎ
(𝑥,−ℎ) + 𝑢(ℎ)

𝑥+ ℎ

2ℎ
(𝑥, ℎ)−

ℎ∫︁
−ℎ

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡 =

= 𝑢(−ℎ)𝜕𝐺
𝜕𝑡

(𝑥,−ℎ)− 𝑢(ℎ)
𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑥, ℎ)−

ℎ∫︁
−ℎ

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [−ℎ, ℎ],

де

𝐺(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(ℎ− 𝑥)(𝑡+ ℎ)

2ℎ
, 𝑡 ∈ [−ℎ, 𝑥],

(ℎ− 𝑡)(𝑥+ ℎ)

2ℎ
, 𝑡 ∈ [𝑥, ℎ],

(5.101)

а пiд
𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑥,−ℎ) i

𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑥, ℎ) мається на увазi права i лiвая похiднi вiдпо-

вiдно.

Звiдси для похiдної будь-якої функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ легко випливає зобра-

ження

𝑢′(𝑥) = 𝑢(−ℎ) 𝜕
2𝐺

𝜕𝑥𝜕𝑡
(𝑥,−ℎ)− 𝑢(ℎ)

𝜕2𝐺

𝜕𝑥𝜕𝑡
(𝑥, ℎ)−

ℎ∫︁
−ℎ

𝜕𝐺

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡 =



273

=
1

2ℎ
(𝑢(ℎ)− 𝑢(−ℎ))−

ℎ∫︁
−ℎ

𝜕𝐺

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡) 𝑑𝑡, (5.102)

яке, доречi, неважко отримати i безпосередньо.

Для функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ iз (5.102) випливає неперервнiсть першої похi-

дної 𝑢′, а разом з нею i неперервнiсть 𝐼𝛼𝑢′. Одержимо оцiнку зверху для

‖𝐼𝛼𝑢′‖𝐶 . Для цього, з огляду на iнварiантнiсть величини ‖𝐼𝛼𝑢′‖𝐶 вiдно-

сно зсуву аргумента, достатньо оцiнити |𝐼𝛼𝑢′(0)|. Для будь-якого ℎ > 0

маємо:

(𝐼𝛼𝑢′)(0) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑢′(𝑡)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ(𝑡)𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡,

де

Φ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

ℎ1−𝛼
, 𝑡 ∈ [−ℎ, ℎ],

1

|𝑡|1−𝛼
, 𝑡 /∈ [−ℎ, ℎ].

Пiсля iнтегрування частинами в першому доданку, пiдстановки виразу

(5.102) для 𝑢′(𝑡) в другий доданок i змiни порядку iнтегрування отрима-

ємо

(𝐼𝛼𝑢′)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡 =

= − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+

+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂⎧⎨⎩ 1

2ℎ
(𝑢(ℎ)− 𝑢(−ℎ))−

ℎ∫︁
−ℎ

𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜉)𝑢′′(𝜉) 𝑑𝜉

⎫⎬⎭ 𝑑𝑡.

Отже,

(𝐼𝛼𝑢′)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+
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+
1

Γ(𝛼)

1

2ℎ
(𝑢(ℎ)− 𝑢(−ℎ))

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝑑𝑡−

− 1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

𝑢′′(𝜉)

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜉) 𝑑𝑡𝑑𝜉. (5.103)

Теперь оцiнимо |𝐼𝛼𝑢′(0)|:

|𝐼𝛼𝑢′(0)| ≤ 1

Γ(𝛼)

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

|Φ′(𝑡)| 𝑑𝑡+ 1− 𝛼

𝛼
2ℎ𝛼−1

⎞⎠ ‖𝑢‖𝐶+

+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉 · ‖𝑢′′‖∞ =

=
1

Γ(𝛼)

2ℎ𝛼−1

𝛼
‖𝑢‖𝐶 +

1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉 · ‖𝑢′′‖∞, (5.104)

де

𝐹 (𝜉) =

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕𝐺

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜉) 𝑑𝑡, 𝜉 ∈ [−ℎ, ℎ].

Покажемо, що
ℎ∫︀

−ℎ
|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉 = 1− 𝛼

𝛼(1 + 𝛼)
ℎ1+𝛼.

Розглянемо функцiю 𝑣ℎ, ℎ > 0, (див.(5.99)). Для її похiдної маємо:

𝑣′ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2

ℎ
− 2𝑥

ℎ2
, 𝑥 ∈ [0, ℎ],

2

ℎ
+

2𝑥

ℎ2
, 𝑥1 ∈ [−ℎ, 0],

0, 𝑥 /∈ [−ℎ, ℎ].

Обчислюючи 𝐼𝛼𝑣′ℎ в точцi 𝑥 = 0, отримаємо

(𝐼𝛼𝑣′ℎ)(0) =
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

1

|𝑡|1−𝛼
𝑣′ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
0

1

𝑡1−𝛼

(︂
2

ℎ
− 2𝑡

ℎ2

)︂
𝑑𝑡+

1

Γ(𝛼)

0∫︁
−ℎ

1

(−𝑡)1−𝛼

(︂
2

ℎ
+

2𝑡

ℎ2

)︂
𝑑𝑡 =
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=
4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1. (5.105)

Як неважко перевiрити, 𝐹 (𝜉) ≤ 0 для 𝜉 ∈ [−ℎ, 0], i 𝐹 (𝜉) ≥ 0 для

𝜉 ∈ [0, ℎ]. З урахуванням цього зауваження вираз (5.103) для цiєї функцiї

набуває вигляду

(𝐼𝛼𝑣′ℎ)(0) =
1

Γ(𝛼)

2ℎ𝛼−1

𝛼
+

1

Γ(𝛼)

2

ℎ2

ℎ∫︁
−ℎ

|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉.

Значить, з огляду на (5.105), отримаємо

1

Γ(𝛼)

2ℎ𝛼−1

𝛼
+

1

Γ(𝛼)

2

ℎ2

ℎ∫︁
−ℎ

|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉 = 4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1,

Звiдки
ℎ∫︁

−ℎ

|𝐹 (𝜉)| 𝑑𝜉 = 1− 𝛼

𝛼(𝛼 + 1)
ℎ𝛼+1. (5.106)

Пiдставляючи (5.106) в (5.104), отримаємо

|𝐼𝛼𝑢′(0)| ≤ 1

𝛼Γ(𝛼)

(︂
2

ℎ1−𝛼
‖𝑢‖𝐶 +

1− 𝛼

1 + 𝛼
ℎ1+𝛼‖Δ𝑢‖∞

)︂
,

звiдки випливає нерiвнiсть (5.100) у випадку 𝑚 = 1.

Враховуючи спiввiдношення ‖𝑣ℎ‖𝐶 = 1, ‖𝑣′′ℎ‖∞ =
2

ℎ2
i ‖𝐼𝛼𝑣′ℎ‖∞ =

=
4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1, неважко переконатись в тому, що нерiвнiсть (5.100)

перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑣ℎ.

Пiдставляючи в праву частину (5.100) ℎ =

√︃
2‖𝑢‖𝐶
‖𝑢′′‖∞

, приходимо до

нерiвностi

‖𝐼𝛼𝑢′‖∞ ≤ 2

Γ(𝛼)

2
1+𝛼
2

𝛼(1 + 𝛼)
‖𝑢‖

1+𝛼
2

𝐶 ‖𝑢′′‖
1−𝛼
2∞ ,

яка перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑣ℎ за будь-якого значення

параметра ℎ.

Тепер розглянемо випадок 𝑚 ≥ 2. Видiлимо в R𝑚 шар

Πℎ = {𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑚) ∈ R𝑚 : −ℎ < 𝜉1 < ℎ, −∞ < 𝜉𝑖 <∞, 𝑖 = 2, ...,𝑚},
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ℎ > 0.

Нехай 𝐺(𝜉, 𝜂) – функцiя Грiна внутрiшньої задачi Дiрiхлє для шару

Πℎ, тобто

𝐺(𝜉, 𝜂) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Γ(𝑚/2)

(𝑛− 2)2𝜋𝑚/2
|𝜉 − 𝜂|2−𝑚 − 𝑔(𝜉, 𝜂), 𝑚 ≥ 3,

− 1

2𝜋
ln |𝜉 − 𝜂| − 𝑔(𝜉, 𝜂), 𝑚 = 2,

де 𝑔(𝜉, 𝜂) – гармонiчна функцiя в Πℎ, така що для всiх 𝜂 ∈ Πℎ виконується

рiвнiсть 𝐺(𝜉, 𝜂) = 0, якщо 𝜉 ∈ 𝜕Πℎ.

Зазначимо, що ранiше задача Дiрiхлє для шару в R𝑚 використову-

валась В. Г. Тiмофєєвим при дослiдженнi ним нерiвностей Колмогорова

(див. [219], [220]).

Вiдомо (див, наприклад, [219] i [220]), що для частинної похiдної пер-

шого порядку будь-якої функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ має мiсце таке iнтегральне

зображення

𝑢′𝑥1(𝑥) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
(𝑥) =

= −
∫︁
𝜕Πℎ

𝑢(𝜉)
𝜕2𝐺(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑛𝜉
𝑑𝜉 −

∫︁
Πℎ

Δ𝑢(𝜉)
𝜕𝐺(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑥1
𝑑𝜉, 𝑥 ∈ Πℎ, (5.107)

де
𝜕𝐺(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑛𝜉
– похiдна за напрямком зовнiшньої нормалi до межi 𝜕Πℎ

областi Πℎ.

Для функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝐿Δ
∞ iз [220] випливає неперервнiсть першої частин-

ної похiдної 𝑢′𝑥1, а разом з нею i неперервнiсть 𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1

. Отримаємо оцiнку

зверху для ‖𝐼𝛼𝑥1(𝑢
′
𝑥1
)‖𝐶 . Як i у випадку m=1 для цього достатньо оцiнити

величину |𝐼𝛼𝑥1(𝑢
′
𝑥1
)(0)|.

Для будь-якого ℎ > 0 маємо:

(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0) =

1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑢′𝑥1(𝑡𝑒1)

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ(𝑡)𝑢′𝑥1(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝑢′𝑥1(𝑡) 𝑑𝑡,
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де, як i вище, функцiя Φ(𝑡) означена спiввiдношенням

Φ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

ℎ1−𝛼
, 𝑡 ∈ [−ℎ, ℎ],

1

|𝑡|1−𝛼
, 𝑡 /∈ [−ℎ, ℎ].

Пiсля iнтегрування частинами в першому доданку i пiдстановки iз (5.107)

виразу для 𝑢′𝑥1 в другий доданок одержимо

(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡+

+
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂{︁
−
∫︁
𝜕Πℎ

𝑢(𝜉)
𝜕2𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1𝜕𝑛𝜉
𝑑𝜉−

−
∫︁
Πℎ

Δ𝑢(𝜉)
𝜕𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1
𝑑𝜉
}︁
𝑑𝑡.

Пiсля змiни порядку iнтегрування матимемо

(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡−

− 1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

𝑢(𝜉)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕2𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1𝜕𝑛𝜉
𝑑𝑡 𝑑𝜉−

− 1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

Δ𝑢(𝜉)

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1
𝑑𝑡 𝑑𝜉. (5.108)

Покладаючи

𝐹1(𝜉) =

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕2𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1𝜕𝑛𝜉
𝑑𝑡, 𝜉 ∈ 𝜕Πℎ, (5.109)

𝐹2(𝜉) =

ℎ∫︁
−ℎ

(︂
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼

)︂
𝜕𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1
𝑑𝑡 𝜉 ∈ Πℎ, (5.110)
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перепишемо (5.108) у виглядi

(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑢(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡−
1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

𝐹1(𝜉)𝑢(𝜉) 𝑑𝜉−

− 1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

𝐹2(𝜉)Δ𝑢(𝜉) 𝑑𝜉. (5.111)

Тепер оцiнимо |(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0)|:

|(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0)| ≤ 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

|Φ′(𝑡)||𝑢(𝑡𝑒1)| 𝑑𝑡+

+
1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

|𝐹1(𝜉)||𝑢(𝜉)| 𝑑𝜉 +
1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

|𝐹2(𝜉)||Δ𝑢(𝜉)| 𝑑𝜉 ≤

≤ 𝐴(𝑚,𝛼)‖𝑢‖𝐶 +𝐵(𝑚,𝛼)‖Δ𝑢‖∞, (5.112)

де

𝐴(𝑚,𝛼) =
1

Γ(𝛼)

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

|Φ′(𝑡)| 𝑑𝑡+
∫︁
𝜕Πℎ

|𝐹1(𝜉)| 𝑑𝜉

⎞⎠ ,

𝐵(𝑚,𝛼) =
1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

|𝐹2(𝜉)| 𝑑𝜉.

Для обчислення 𝐴(𝑚,𝛼) i 𝐵(𝑚,𝛼) нам знадобляться деякi властивостi

функцiй 𝐹1(𝜉) i 𝐹2(𝜉), якi ми сформулюємо у виглядi тверджень.

Твердження 5.6.1. Якщо 𝜉1 = −ℎ, то 𝐹1(𝜉)|𝜉1=−ℎ ≥ 0. Якщо 𝜉1 = ℎ,

то 𝐹1(𝜉)|𝜉1=ℎ ≤ 0.

Доведення. Нехай ℳ(𝑡) =
1

|𝑡|1−𝛼
− 1

ℎ1−𝛼
. Тодi (5.109) перепишемо у

виглядi

𝐹1(𝜉) =

ℎ∫︁
−ℎ

ℳ(𝑡)
𝜕2𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑥1𝜕𝑛𝜉
𝑑𝑡. (5.113)
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Пiсля iнтегрування частинами в (5.113) маємо

𝐹1(𝜉) = −
ℎ∫︁

−ℎ

ℳ′(𝑡)
𝜕𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑛𝜉
𝑑𝑡 =

= −

⎛⎝ 0∫︁
−ℎ

+

ℎ∫︁
0

⎞⎠ℳ′(𝑡)
𝜕𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)

𝜕𝑛𝜉
𝑑𝑡. (5.114)

Зазначимо, що ℳ′(𝑡), як непарна функцiя, набуває вiд’ємних значень

для 𝑡 ∈ (0, ℎ). Пiсля замiни змiнної в першому доданку в (5.114), отри-

маємо

𝐹1(𝜉) =

ℎ∫︁
0

(−ℳ′(𝑡))
𝜕

𝜕𝑛𝜉
(𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)−𝐺(𝜉,−𝑡𝑒1)) 𝑑𝑡.

Для 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) покладемо ̃︀𝜉 = (−𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛).
Оскiльки функцiя 𝐺(𝜉, 𝜂) є функцiєю Грiна шару Πℎ, то, як неважко

перевiрити, функцiя 𝐺(𝜉, 𝜂) = 𝐺(𝜉, 𝜂)−𝐺(𝜉, ̃︀𝜂) є функцiєю Грiна шару

Π′
ℎ = {𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑚) ∈ R𝑚 : 0 < 𝜉1 < ℎ,−∞ < 𝜉𝑖 <∞, 𝑖 = 2, ...,𝑚},

ℎ > 0.

Значить,
𝜕𝐺(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛𝜉

⃒⃒
𝜕Π′

ℎ
≤ 0, (5.115)

де
𝜕𝐺(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛𝜉
– похiдна за напрямком зовнiшньої нормалi до 𝜕Π′

ℎ.

Враховуючи цю властивiсть i той факт, що (−ℳ′(𝑡)) > 0 при

0 < 𝑡 < ℎ, отримаємо, що 𝐹1(𝜉)|𝜉1=ℎ ≤ 0.

Аналогiчно, виконуючи замiну в другому iнтегралi (5.114), ми при-

йдемо до зображення

𝐹1(𝜉) =

0∫︁
−ℎ

(−ℳ′(𝑡))
𝜕

𝜕𝑛𝜉
(𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1)−𝐺(𝜉,−𝑡𝑒1)) 𝑑𝑡 =

=

0∫︁
−ℎ

(−ℳ′(𝑡))
𝜕

𝜕𝑛𝜉
𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1) 𝑑𝑡.
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Враховуючи, що функцiя 𝐺(𝜉, 𝜂) є функцiєю Грiна шару

Π′′
ℎ = {(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 : −ℎ < 𝜉1 < 0,−∞ < 𝜉𝑖 <∞, 𝑖 = 2, ..., 𝑛}, ℎ > 0,

вiд’ємнiсть функцiї (−ℳ′(𝑡)) для 𝑡 ∈ (−ℎ, 0) i властивiсть (5.115), отри-

маємо, що 𝐹1(𝜉)|𝜉1=−ℎ ≥ 0.

Твердження 5.6.1 доведене.

Твердження 5.6.2. Якщо −ℎ ≤ 𝜉1 ≤ 0, то 𝐹2(𝜉) ≤ 0, а якщо

0 ≤ 𝜉1 ≤ ℎ, то 𝐹2(𝜉) ≥ 0.

Доведення. Дiючи, як при доведеннi твердження 5.6.1, дiстанемо

зображення

𝐹2(𝜉) =

ℎ∫︁
0

(−ℳ′(𝑡))𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1) 𝑑𝑡, (5.116)

де 𝐺(𝜉, 𝜂) = 𝐺(𝜉, 𝜂)−𝐺(𝜉, ̃︀𝜂) – функцiя Грiна шару Π′
ℎ, i

𝐹2(𝜉) =

0∫︁
−ℎ

(−ℳ′(𝑡))𝐺(𝜉, 𝑡𝑒1) 𝑑𝑡, (5.117)

де 𝐺(𝜉, 𝜂) = 𝐺(𝜉, 𝜂)−𝐺(𝜉, ̃︀𝜂) – функцiя Грiна шару Π′′
ℎ.

Оскiльки 𝐺(𝜉, 𝜂) ≥ 0 в Π′
ℎ, а (−ℳ′(𝑡)) > 0 при 0 < 𝑡 < ℎ, то з (5.116)

одержуємо, що 𝐹2(𝜉) ≥ 0 при 0 ≤ 𝜉1 ≤ ℎ. Аналогiчно, використовуючи

вiд’ємнiсть (−ℳ′(𝑡)) при −ℎ < 𝑡 < 0, з (5.117) отримуємо, що 𝐹2(𝜉) ≤ 0

при −ℎ ≤ 𝜉1 ≤ 0.

Твердження 5.6.2 доведено.

Обчислимо 𝐴(𝑚,𝛼). З цiєю метою розглянемо функцiю

𝑤(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

ℎ
𝑥1, 𝑥 ∈ Πℎ,

sign 𝑥1, 𝑥 /∈ Πℎ.

Функцiя 𝑤 є розв’язком задачi Δ𝑤 = 0, 𝑤|𝜕Πℎ
= sign𝜉1 в шарi Πℎ. Вираз

(5.111) для цiєї функцiї з урахуванням твердження 5.6.1 набуває вигляду

(𝐼𝛼𝑥1𝑤
′
𝑥1
)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑤(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡+
1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

|𝐹1(𝜉)| 𝑑𝜉 =
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=
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

|Φ′(𝑡)| 𝑑𝑡+ 1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

|𝐹1(𝜉)| 𝑑𝜉 (5.118)

Отже,

𝐴(𝑚,𝛼) = (𝐼𝛼𝑥1𝑤
′
𝑥1
)(0).

Обчислюючи (𝐼𝛼𝑥1𝑤
′
𝑥1
)(0), отримаємо

𝐴(𝑚,𝛼) =
1

Γ(𝛼)

1

ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

1

|𝑡|1−𝛼
𝑑𝑡 =

2

𝛼Γ(𝛼)

1

ℎ1−𝛼
. (5.119)

Для вiдшукання 𝐵(𝑚,𝛼) розглянемо функцiю 𝑣ℎ,1, ℎ > 0 (див.(5.99))

Для її похiдної маємо:

(𝑣ℎ,1)
′
𝑥1

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2
ℎ −

2𝑥1
ℎ2 , 𝑥1 ∈ [0, ℎ],

2
ℎ +

2𝑥1
ℎ2 , 𝑥1 ∈ [−ℎ, 0],

0, 𝑥1 /∈ [−ℎ, ℎ].

Зрозумiло, що

(𝐼𝛼𝑥1(𝑣ℎ,1)
′
𝑥1
)(0) =

1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

1

|𝑡|1−𝛼
(𝑣ℎ,1)

′
𝑥1
(𝑒1𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

ℎ∫︁
0

1

𝑡1−𝛼

(︂
2

ℎ
− 2𝑡

ℎ2

)︂
𝑑𝑡+

1

Γ(𝛼)

0∫︁
−ℎ

1

(−𝑡)1−𝛼

(︂
2

ℎ
+

2𝑡

ℎ2

)︂
𝑑𝑡 =

=
1

Γ(𝛼)

⎛⎝2

ℎ

ℎ∫︁
0

1

𝑡1−𝛼
𝑑𝑡− 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

𝑡𝛼 𝑑𝑡+
2

ℎ

0∫︁
−ℎ

𝑑𝑡

(−𝑡)1−𝛼
+

2

ℎ2

0∫︁
−ℎ

𝑡

(−𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡

⎞⎠ =

=
1

Γ(𝛼)

(︂
2

𝛼
ℎ𝛼−1 − 2

𝛼 + 1
ℎ𝛼−1 +

2

𝛼
ℎ𝛼−1 − 2

𝛼 + 1
ℎ𝛼−1

)︂
=

=
4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1. (5.120)

В той же час, з урахуванням тверджень 5.6.1 i 5.6.2, вираз (5.111) для

цiєї функцiї набуває вигляду

(𝐼𝛼𝑥1(𝑣ℎ,1)
′
𝑥1
)(0) = − 1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

Φ′(𝑡)𝑣ℎ,1(𝑡𝑒1) 𝑑𝑡−
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− 1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

𝐹1(𝜉)𝑣(𝜉) 𝑑𝜉 −
1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

𝐹2(𝜉)Δ𝑣(𝜉) 𝑑𝜉 =

=
1

Γ(𝛼)

∞∫︁
−∞

|Φ′(𝑡)| 𝑑𝑡+ 1

Γ(𝛼)

∫︁
𝜕Πℎ

|𝐹1(𝜉)| 𝑑𝜉 +
1

Γ(𝛼)

∫︁
Πℎ

|𝐹2(𝜉)|
2

ℎ2
𝑑𝜉 =

= 𝐴(𝑚,𝛼) +
2

ℎ2
𝐵(𝑚,𝛼).

Значить, з урахуванням (5.120), отримаємо

𝐴(𝑚,𝛼) +
2

ℎ2
𝐵(𝑚,𝛼) =

4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1.

Звiдки, використовуючи (5.119), знаходимо

𝐵(𝑚,𝛼) =
1− 𝛼

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ1+𝛼. (5.121)

Пiдставляючи (5.119) i (5.121) в (5.112), одержимо нерiвнiсть

|(𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
)(0)| ≤ 1

𝛼Γ(𝛼)

(︂
2

ℎ1−𝛼
‖𝑢‖𝐶 +

1− 𝛼

1 + 𝛼
ℎ1+𝛼‖Δ𝑢‖∞

)︂
.

Звiдки випливає нерiвнiсть (5.100). Враховуючи тi обставини, що

‖𝑣ℎ,1‖𝐶 = 1, ‖Δ𝑣ℎ,1‖∞ =
2

ℎ2
i ‖𝐼𝛼𝑥1(𝑣ℎ,1)

′
𝑥1
‖∞ =

4

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝛼−1, неваж-

ко переконатись в тому, що нерiвнiсть (5.100) перетворюється на рiвнiсть

для функцiї 𝑣ℎ,1.

Пiдставляючи в праву частину (5.100) ℎ =

√︃
2‖𝑢‖𝐶
‖Δ𝑢‖∞

, приходимо до

нерiвностi

‖𝐼𝛼𝑥1𝑢
′
𝑥1
‖∞ ≤ 2

Γ(𝛼)

2
1+𝛼
2

𝛼(1 + 𝛼)
‖𝑢‖

1+𝛼
2

𝐶 ‖Δ𝑢‖
1−𝛼
2∞ ,

яка перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝑣ℎ,1 при будь-якому значеннi

параметра ℎ.

Теорему доведено.

Висновки до роздiлу 5

В роздiлi 5 ми дослiджуємо нерiвностi Колмогорова для функцiй ба-

гатьох змiнних, а також застосування цих нерiвностей до розв’язання

спорiднених задач. Результати цих дослiджень полягають у такому.
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Отримано новi точнi мультиплiкативнi нерiвностi типу Колмогорова

для норм мiшаних дробових похiдних за Маршо функцiй багатьох змiн-

них з гельдерових просторiв, одержанi результати застосованi до розв’яз-

ку задачi наближення необмеженого оператора дробового диференцiю-

вання за Маршо обмеженими на класах функцiй, якi задаються мажо-

рантою модуля неперервностi.

Одержано точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–норми похiдної Рiсса

𝐷𝛼 функцiй багатьох змiнних через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму

(1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) її градiєнта, розв’язано задачi найкращого наближення опе-

ратора 𝐷𝛼 на класi функцiй 𝑓 таких, що ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1, i задачi оптимально-

го вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього класу, заданих з похиб-

кою. Розглянуто також бiльш загальну ситуацiю, коли модулi градiєнтiв

функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi i дослiджене питання оцiнки

норми похiдної Рiсса функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок,

отримано нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй

𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚).

Встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–норму гiперсингуляр-

них iнтегралiв з однорiдною характеристикою функцiй, заданих на R𝑚,

через 𝐿∞–норми самих функцiй i ваговi 𝐿𝑠–норми їх градiєнтiв.

Доведено точну нерiвнiсть типу Колмогорова для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠,

1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, що оцiнює норму𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2) через ‖𝑓‖∞ i ‖Δ𝑓‖𝑠, а також

розв’язано задачу найкращого наближення оператора 𝐷𝛼 на класi 𝑊Δ
∞,𝑠 i

задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього кла-

су, заданих з похибкою. Розглянуто також бiльш загальну ситуацiю, ко-

ли лапласiани функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi. Здобуто оцiнки

норм функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок, одержано нерiвно-

стi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚).

Одержано точнi нерiвностi для норм одновимiрних потенцiалiв Рiсса

функцiй багатьох змiнних з обмеженим в 𝐿∞(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) лапласi-

аном.
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Результати цього роздiлу опублiковано в роботах: [259, 44, 47, 53, 172,

50, 176, 178, 51, 52, 260, 45, 258, 48, 49, 290] (див. також роботи [9, 12,

14, 15, 17, 18, 20, 22, 30, 32, 34, 35, 37, 38, 39, 40] зi списку публiкацiй

здобувача с. 10–15).
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено класичним задачам дослiдження най-

кращих наближень i поперечникiв за Колмогоровим функцiональних

класiв, деяким питанням вiдносної апроксимацiї, одержанню точних не-

рiвностей типу Колмогорова для норм дробових похiдних та iнтегралiв

функцiй однiєї та багатьох змiнних, а також застосуванню цих нерiвно-

стей в задачах теорiї наближення. Основнi результати роботи викладено

в таких пунктах.

1. Знайдено новi екстремальнi пiдпростори для поперечникiв за Кол-

могоровим класiв диференцiйовних перiодичних функцiй 𝑊 𝑟𝐹 , старша

похiдна яких належить довiльнiй перестановочно-iнварiантнiй множинi

𝐹 та класiв функцiй 𝑊 𝑟𝐻𝜔, обмеження на старшу похiдну яких задаю-

ться опуклим вгору модулем неперервностi 𝜔(𝑡).

При цьому одержанi точнi значення найкращих наближень в метрицi

𝐿1 класiв 𝑊 𝑟𝐹 пiдпросторами сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚 порядку 𝑚 ≥ 𝑟 дефекту

2 з вузлами в точках
2𝑘𝜋

𝑛
, 𝑘 ∈ Z i пiдпросторами сплайнiв 𝑆1

2𝑛,𝑚(ℎ)

порядку 𝑚 ≥ 𝑟 + 1 дефекту 1 з вузлами в точках
2𝑘𝜋

𝑛
i
2𝑘𝜋

𝑛
+ ℎ, 𝑘 ∈

Z, ℎ ∈
(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
, а також точнi значення найкращих наближень класiв

𝑊 𝑟𝐻𝜔 такими сплайнами порядку 𝑚 ≥ 𝑟 + 1. Показано, що саме цi

пiдпростори разом з тригонометричними полiномами порядку не вище

𝑛 − 1 i сплайнами мiнiмального дефекту з рiвновiддаленими вузлами

реалiзують поперечники 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐹,𝐿1) i 𝑑2𝑛(𝑊 𝑟𝐻𝜔, 𝐿1).

Отриманi результати, а також деякi iдеї, використанi для їх доведен-

ня дали можливiсть одержати точнi нерiвностi типу Бернштейна для

сплайнiв 𝑆2
2𝑛,𝑚 i нерiвностi типу Джексона для сплайнiв 𝑆2

2𝑛,𝑚 i 𝑆1
2𝑛,𝑚(ℎ).

2. Знайдено точнi значення найкращих наближень класiв згорток

функцiй з довiльної Π–iнварiантної множини з ядрами 𝐾, що не збiль-

шують кiлькiсть змiн знаку на перiодi, пiдпросторами згорток 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑟

i 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ), 𝑟 ∈ N, ℎ ∈

(︁
0,

2𝜋

𝑛

)︁
, ℎ ̸= 𝜋

𝑛
(випадок ℎ =

𝜋

𝑛
був вiдомий).
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Такий пiдхiд дозволяє значно розширити набiр наближуваних класiв у

порiвняннi з класами згорток з ядрами Бернуллi (класи диференцiйов-

них функцiй). Крiм того, разом зi звичайними наближеннями ми роз-

глядаємо одностороннi наближення i (𝛼, 𝛽)–наближення. Зокрема, вико-

ристання (𝛼, 𝛽)–наближеннь дозволяє охопити одночасно великий клас

задач вiд симетричних до одностороннiх наближень, розглядаючи їх з

єдиної точки зору.

Отриманi результати, зокрема, показують, що пiдпростри 𝐾 * 𝑆2
2𝑛,𝑟

i 𝐾 * 𝑆1
2𝑛,𝑟(ℎ) у випадку 𝐾 ∈ 𝐶𝑉𝐷 разом з пiдпросторами 𝐾 * 𝑆1

2𝑛,𝑟

виявились екстремальними для поперечникiв 𝑑2𝑛(𝐾 * 𝐹,𝐿1).

3. Отримано порядковi рiвностi при 𝑛 → ∞ для найкращих 𝐿𝑞–

наближень класiв 𝑊 𝑟
𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2) диференцiйовних перiодичних

функцiй сплайнами порядку 𝑟 з цих класiв. З’ясовано, що у випадку

𝑝 = 𝑞 = 2 для 𝑟 = 3, 4, ... порядок цих наближень iстотно вiдрiзняється

вiд порядку вiдповiдних поперечникiв за Колмогоровим, отже послiдов-

нiсть пiдпросторiв {𝑆1
2𝑛,𝑟} не є екстремальною за порядком для попере-

чникiв 𝑑𝑛(𝑊 𝑟
2 , 𝐿2,𝑊

𝑟
2 ) при 𝑟 = 3, 4, ....

Отримано порядковi рiвностi для вiдносних слабких поперечникiв

класiв згорток функцiй з одиничної кулi простору iстотно обмежених

за нормою банаховозначних функцiй з дiйсним ядром в рiвномiрнiй

метрицi. Цей результат поширює вiдомi результати В. М. Коновалова,

В. М. Коновалова i А. В. Павлика, В. Ф. Бабенка i Л. Е. Азара.

4. Отримано точнi нерiвностi для норм дробових похiдних за Маршо

функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠(R), 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, якi у випадку 1 ≤ 𝑠 ≤ ∞ оцiнюють

𝐿∞–норми похiдних порядку 0 < 𝛼 < 1, а у випадку 1 < 𝑠 ≤ ∞ –

порядку 1 < 𝛼 < 2−1

𝑠
через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму її другої

похiдної, аналогiчнi результати одержано для норм дробових похiдних за

Адамаром функцiй, визначених на дiйснiй пiвосi.

5. Отримано новi точнi мультиплiкативнi нерiвностi типу Колмогоро-

ва для норм мiшаних дробових похiдних за Маршо функцiй багатьох
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змiнних з гельдерових просторiв, одержанi результати застосованi до

розв’язку задачi наближення необмеженого оператора дробового дифе-

ренцiювання за Маршо обмеженими на класах функцiй, якi задаються

мажорантою модуля неперервностi.

Одержано точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–норми похiдної Рiсса

𝐷𝛼 функцiй багатьох змiнних через 𝐿∞–норму самої функцiї i 𝐿𝑠–норму

(1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) її градiєнта, розв’язано задачi найкращого наближення опе-

ратора 𝐷𝛼 на класi функцiй 𝑓 таких, що ‖∇𝑓‖𝑠 ≤ 1, i задачi опти-

мального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього класу, заданих

з похибкою. Розглянуто також бiльш загальну ситуацiю, коли градiєнти

функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi i дослiджене питання оцiнки

норми похiдної Рiсса функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок,

отримано нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй

𝑓 ∈ 𝐿∇
𝑝,𝑝(R𝑚).

Встановлено точнi нерiвностi, що оцiнюють 𝐿∞–норму гiперсингуляр-

них iнтегралiв з однорiдною характеристикою функцiй, заданих на R𝑚,

через 𝐿∞–норми самих функцiй i ваговi 𝐿𝑠–норми їх градiєнтiв.

Доведено точну нерiвнiсть типу Колмогорова для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝑠,

1 ≤ 𝑠 ≤ ∞, що оцiнює норму𝐷𝛼 (0 < 𝛼 < 2) через ‖𝑓‖∞ i ‖Δ𝑓‖𝑠, а також

розв’язано задачу найкращого наближення оператора 𝐷𝛼 на класi 𝑊Δ
∞,𝑠 i

задачу оптимального вiдновлення оператора 𝐷𝛼 на елементах цього кла-

су, заданих з похибкою. Розглянуто також бiльш загальну ситуацiю, ко-

ли лапласiани функцiй 𝑓 належать iдеальнiй структурi. Здобуто оцiнки

норм функцiї 𝑓 в iдеальнiй структурi та, як наслiдок, одержано нерiвно-

стi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿𝑝–норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑝,𝑝(R𝑚).

Одержано точнi нерiвностi для норм одновимiрних потенцiалiв Рiсса

функцiй багатьох змiнних з обмеженим в 𝐿∞(R𝑚) (1 ≤ 𝑠 ≤ ∞) лапласi-

аном.

Цi результати продовжують дослiдження В. Г. Тимофєєва щодо то-

чної нерiвностi, яка оцiнює 𝐿∞–норми перших частинних похiдних фун-
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кцiй через їх 𝐿∞–норми та 𝐿∞–норми їх лапласiанiв i є багатовимiрним

аналогом вiдомої нерiвностi Ландау.
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273. Kolmogorov A. N. Une généralisation de J. Hadamard entre les bornes
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– Мiжнароднiй конференцiї "Functional Methods in Approximation

Theory and Operator Theоry III" , присвяченiй пам’ятi В. К. Дзядика

(22.08.2009–26.08.2009, Свiтязь, Україна),

форма участi – доповiдь;

–Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближень та її застосування" ,

присвяченiй 80-рiччю з дня народження М. П. Корнєйчука (14.06.2010–
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17.06.2010, Днiпропетровськ, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнародному симпозiумi з теорiї наближення, присвяченому

70–рiччю з дня народження професора Л. Шумейкера (17.05.2011–

20.05.2011, Нешвiл, США),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї з сучасного аналiзу (20.06.2011–23.06.2011,

Донецьк, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближення функцiй та її за-

стосування" , присвяченiй 70-рiччю з дня народження чл.-кор. НАНУ

О. I. Степанця (28.05.2012–03.06.2012, Кам’янець-Подiльський, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї "Диференцiальнi рiвняння, теорiя фун-

кцiй та їх застосування" , присвяченiй 75-рiччю з дня народження ака-

демiка А. М. Самойленка (23.06.2013–30.06.2013, Севастополь, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Кримськiй мiжнароднiй математичнiй конференцiї (22.09.2013–

04.10.2013, Судак, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближень та її застосування" ,

присвяченiй 75-рiчному ювiлею В. П. Моторного (08.10.2015–11.10.2015,

Днiпропетровськ, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування" , присвяченiй 75-рiччю з дня народження чл.-кор. НАНУ О. I.

Степанця (28.05.2017–03.06.2017, Слов’янськ, Україна),

форма участi – доповiдь.

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдались i обго-

ворювались на мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi
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математичного аналiзу i теорiї функцiй ДНУ iменi Олеся Гончара ( Днi-

пропетровськ, 2010–2014, керiвники семiнару: член-кореспондент НАН

України, д.ф.-м.н., проф. В. П. Моторний i д.ф.-м.н., проф. В. Ф. Бабен-

ко, Днiпро, 01.11.2017, керiвник семiнару член-кореспондент НАН Укра-

їни, д.ф.-м.н., проф. В. П. Моторний),

форма участi – доповiдь,

а також на

– семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(Київ, 10.03.2017, 30.06.2017, керiвник семiнару д.ф.м.н., проф. А. С. Ро-

манюк),

форма участi – доповiдь;

– семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу

Одеського нацiонального унiверситету iменi I. I. Мечнiкова (Одеса,

03.07.2017, керiвник семiнару, д.ф.-м.н., проф. А. О. Кореновський),

форма участi – доповiдь;

– науково-методичному семiнарi при кафедрi теорiї функцiй Бiлору-

ського державного унiверситету (Мiнськ, 25.09.2017, керiвник семiнару

д.ф.м-н., проф. Е. I. Зверович),

форма участi – доповiдь;

– семiнарi "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiверси-

тетi iменi Тараса Шевченка (Київ, 04.10.2017, керiвники семiнару: д.ф.-

м.н., проф. О. О. Курченко, д.ф.-м.н., проф. В. М. Радченко, д.ф.-м.н.,

проф. I. О. Шевчук),

форма участi – доповiдь.


