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Загальна характеристика роботи

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню деяких екстремаль-
них задач теорiї наближень. Зокрема, розглядаються властивостi три-
гонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк стосовно двох
питань: перше пов’язане з вiдомою проблемою Лiттлвуда, а друге сто-
сується нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського. Також значну
увагу придiлено дослiдженню поведiнки колмогоровських та ортопро-
екцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдно-
шень мiж параметрами p i q.

Актуальнiсть теми. У 1948 р. Дж. Лiттлвуд висловив гiпотезу,
що для будь–якого набору цiлих чисел j1, ..., jm справедлива нерiвнiсть∥∥∥∥ m∑

n=1

eijnx
∥∥∥∥
1

≥ C lnm,

де C > 0 — деяка стала.
У 1981 р. позитивний розв’язок гiпотези Лiттлвуда незалежно i

майже одночасно було одержано С. В. Конягiним та Мак–Гi, Пiно i
Смiтом. Згодом В. М. Тихомиров запропонував узагальнити задачу
Лiттлвуда i дослiдити асимптотику при m→∞ величини вигляду

Lm(r, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)(r)∥∥∥∥

q

, 1 ≤ q ≤ ∞,

де Km = {j1, ..., jm} — довiльний набiр iз m рiзних цiлих чисел i похiд-
на порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.

Дослiдженням величини Lm(r, q) займались В. Є. Майоров,
Е. С. Белiнський, Е. М. Галєєв, М. Б. Сiхов та iншi математики.

У багатьох питаннях теорiї наближення перiодичних функцiй од-
нiєї змiнної важливу роль вiдiграють нерiвностi, якi пов’язують Lp–
норму r–ї похiдної полiнома з його Lq–нормою. Такого виду спiввiд-
ношення, у яких поєднанi нерiвностi Бернштейна при r > 0, p = q i
"нерiвностi рiзних метрик" Нiкольського при r = 0, p 6= q, називають
нерiвностями Бернштейна – Нiкольського.

У зв’язку з нерiвностями Бернштейна – Нiкольського для триго-
нометричних полiномiв вигляду

T ∗(m) =

{
t : t(x) =

∑
j∈Km

cje
ijx

}
,
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В. Є. Майоровим була розглянута бiльш загальна постановка задачi,
а саме: дослiджувалася величина вигляду

Tm(r, q, p) = inf
Km

sup
t∈T∗(m)

‖t(r)‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞,

де похiдна порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.
Починаючи з 30–х рокiв минулого столiття, у теорiї наближен-

ня набуває потужного розвитку напрям, пов’язаний з дослiдженням
апроксимативних характеристик класiв перiодичних функцiй.

Задачi апроксимацiйного змiсту, що формулюються на класах
функцiй, у багатьох випадках є задачами, у яких ставиться питання
знайти чи оцiнити точну верхню грань похибки наближення заданим
методом на фiксованому класi функцiй.

Питання оптимальної побудови наближаючих полiномiв є складо-
вою частиною бiльш загальної проблеми, сформульованої А. М. Кол-
могоровим, який запропонував розглядати вiдхилення фiксованого
класу функцiй вiд довiльного пiдпростору заданої розмiрностi, а по-
тiм мiнiмiзувати цi вiдхилення по всiх таких пiдпросторах. Вiдповiдна
апроксимативна характеристика отримала назву колмогоровський по-
перечник. Пiзнiше В. М. Темляковим була введена ще одна важлива
апроксимативна характеристика — ортопроекцiйний поперечник.

В останнi декiлька десятилiть значно зросла зацiкавленiсть до до-
слiдження апроксимативних властивостей функцiональних класiв, якi
є узагальненнями класiв Вейля – Надя W r

p,β .
У 1983 р. О. I. Степанцем було введено класи Lψβ,p, якi при фiксова-

них значеннях параметрiв, що їх визначають, спiвпадають з класами
W r
p,β . За допомогою поняття (ψ, β)–похiдних вдалося класифiкувати

ввесь спектр сумовних (неперервних) перiодичних функцiй i, в той же
час, видiляти бiльш тонкi властивостi кожної окремої функцiї. Для
зазначених класiв Lψβ,p на даний час отримано розв’язки цiлої низки
задач теорiї наближення функцiй, якi ранiше розглядалися на класах
Вейля – Надя.

Однак, незважаючи на велику кiлькiсть робiт, присвячених дослiд-
женню згаданих вище екстремальних задач, ще залишається низка вiд-
критих питань. Це стосується, зокрема, оцiнок Lq–норм ψ–похiдних
ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк, нерiвностей типу
Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiль-
ним вибором гармонiк, а також колмогоровських та ортопроекцiйних
поперечникiв класiв Lψβ,p.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математи-
ки НАН України згiдно з науково–дослiдною темою "Апроксимативнi
та структурнi характеристики функцiональних множин" , номер дер-
жавної реєстрацiї 0111 U 002079.

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи по-
лягає в знаходженнi точних за порядком оцiнок Lq–норм ψ–похiдних
ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк, встановленнi точ-
них за порядком нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського для
тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк, а також в
одержаннi порядкiв колмогоровських та ортопроекцiйних поперечни-
кiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж парамет-
рами p i q.

Об’єктом дослiдження є класи перiодичних функцiй Lψβ,p однiєї
змiнної.

Предметом дослiдження є Lq–норми ψ–похiдних ядер типу Дiрiх-
ле з найкращим вибором гармонiк, нерiвностi типу Бернштейна – Нi-
кольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк, а також колмогоровськi та ортопроекцiйнi поперечники класiв
Lψβ,p.

Завдання дослiдження:
1. Встановити точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер

типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк i порiвняти їх з оцiнками
Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле.

2. Одержати точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна – Нi-
кольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк.

3. Знайти точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв
класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають класи Lψβ,p
малої гладкостi.

4. Встановити точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних попереч-
никiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж пара-
метрами p i q.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у ди-
сертацiйнiй роботi використовуються загальнi методи теорiї функцiй у
поєднаннi з методами, якi були розробленi у роботах В. Є. Майорова,
Е. С. Белiнського, Б. С. Кашина, Е. Д. Куланiна, В. М. Темлякова та
iн.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи
є новими i полягають у такому:

1. Встановлено точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер
типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. При цьому виявлено, що
у випадку 2 < q < ∞ i певних умовах на послiдовностi ψ оцiнки Lq–
норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк i
оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле вiдрiзняються за порядком.

2. Одержано точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна – Нi-
кольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк.

3. Знайдено точнi за порядком оцiнки колмогоровських попереч-
никiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж пара-
метрами p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають
класи Lψβ,p малої гладкостi.

4. Встановлено точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних попе-
речникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж па-
раметрами p i q.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика їх
отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань
теорiї наближення функцiй.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiд-
ження, а також постановка задач належать науковому керiвнику —
доктору фiз.–мат. наук, професору А. С. Романюку. Усi результати
дисертацiйної роботи отримано здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповi-
далися i обговорювалися на:

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3 – 6 черв-
ня 2015 року;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Теорiя наближень i її засто-
сування" з нагоди 75–рiччя В. П. Моторного, Днiпропетровськ, 08 –
11 жовтня 2015 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу" , Ворохта, 24 – 27 лютого 2015
року;

— Конференцiї молодих вчених "Пiдстригачiвськi читання —
2016" , Львiв, 25 – 27 травня 2016 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу" , Ворохта, 22 – 25 лютого 2017
року;
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— Конференцiї молодих вчених "Пiдстригачiвськi читання —
2017" , Львiв, 23 – 25 травня 2017 року;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченої
100–рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митро-
польського, Київ, 7 – 10 червня 2017 року;

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару: доктор фiз.–мат. наук, професор А. С. Ро-
манюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiвер-
ситетi iменi Т. Г. Шевченка (керiвники семiнару: доктори фiз.–мат.
наук, професори I. О. Шевчук, О. О. Курченко, В. М. Радченко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкова-
но у наукових публiкацiях [1 – 13]. Шiсть з них [1 – 6] є статтями у
наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з фiзико–
математичних наук, двi з яких [4, 5] надруковано у виданнi, яке вне-
сено до мiжнародної наукометричної бази Scopus. Решта сiм опублiко-
вано у збiрниках тез мiжнародних наукових конференцiй [7 – 13].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, вис-
новкiв, а також списку використаних джерел, що мiстить 101 найме-
нування. Повний обсяг дисертацiї становить 125 сторiнок, з них список
використаних джерел займає 13 сторiнок.

Основний змiст дисертацiї

У вступi наведено коротку iсторiю попереднiх дослiджень, акту-
альнiсть обраної теми, визначено наукову новизну та цiннiсть отрима-
них результатiв. Також наводиться означення класiв функцiй Lψβ,p, якi
дослiджуються у роботi, i дається коротка iсторична довiдка щодо їх
дослiдження.

Нехай Lq — простiр 2π–перiодичних i сумовних у степенi q,
1 ≤ q <∞ (вiдповiдно суттєво обмежених при q = ∞), на вiдрiзку
[−π, π] функцiй f . Норма у цьому просторi визначається таким чином:

‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x
|f(x)| , q =∞.
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Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де

f̂(k) =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f. Скрiзь нижче будемо вважати, що для
функцiї f ∈ L1 виконується умова

π∫
−π

f(x)dx = 0.

Далi, нехай ψ(τ) 6= 0, τ ∈ N, — довiльна функцiя натурального
аргументу, β — довiльне фiксоване дiйсне число. Якщо ряд

∑
k∈Z\{0}

f̂(k)

ψ(|k|)
ei(kx+

βπ
2 sign k)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Степан-
ця, назвемо (ψ, β)–похiдною функцiї f i позначимо fψβ . Множину функ-
цiй f , що задовольняють таку умову, позначатимемо Lψβ . Крiм цього,
при β = 0 для (ψ, 0)–похiдної функцiї f будемо використовувати позна-
чення fψ. Зауважимо також, що якщо ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z\{0},
то (ψ, β)–похiдна функцiї f спiвпадає з її (r, β)–похiдною (позначення
f
(r)
β ) у сенсi Вейля – Надя.

Надалi будемо вважати, що функцiя f належить класу Lψβ,p,
1 ≤ p ≤ ∞, якщо

f ∈ Lψβ i fψβ ∈ Up = {ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1}.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p
спiвпадають з класами Вейля – Надя W r

p,β . У випадку β = r класи
W r
p,r спiвпадають з класами Вейля, i надалi їх будемо позначати W r

p .
Позначимо
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Lm(ψ, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)ψ∥∥∥∥

q

, 1 < q <∞,

Tm(ψ, q, p) = inf
Km

sup
t∈T∗(m)

‖tψ‖q
‖t‖p

, 1 < p, q <∞.

Значну увагу в роботi також придiлено вивченню колмогоровських
та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq.

Колмогоровський поперечник класу Lψβ,p у просторi Lq означається
за формулою

dm(Lψβ,p, Lq) = inf
Lm⊂Lq

sup
f∈Lψβ,p

inf
ϕ∈Lm

‖f − ϕ‖q,

де Lm — лiнiйнi пiдпростори простору Lq, розмiрностi не бiльшої, нiж
m. Величини dm(Lψβ,p, Lq) дослiджуються для деяких спiввiдношень
мiж параметрами p i q та при певних умовах на послiдовностi ψ. Точ-
нiше, розглядаються такi умови на послiдовностi ψ, якi визначають
класи Lψβ,p малої гладкостi.

Нехай {uj}mj=1 — ортонормована система функцiй uj ∈ L∞,
j = 1,m. Кожнiй функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiд-
нiсть апарат наближення вигляду

m∑
j=1

(f, uj)uj(x),

де

(f, uj) =
1

2π

π∫
−π

f(x)uj(x)dx,

а uj — функцiї комплексно–спряженi до uj .
Для функцiонального класу Lψβ,p ⊂ Lq величина

d⊥m(Lψβ,p, Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу у просторi Lq.
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Одержанi результати формулюються у термiнах порядкових
спiввiдношень. Для двох невiд’ємних послiдовностей {a(n)}∞n=1 i
{b(n)}∞n=1 спiввiдношення (порядкова нерiвнiсть) a(n) � b(n) озна-
чає, що iснує стала C1 > 0 така, що a(n) ≤ C1b(n). Спiввiдношення
a(n) � b(n) рiвносильне тому, що a(n)� b(n) i b(n)� a(n). Зазначимо,
що сталi Ci, i = 1, 2, 3, ..., якi далi будуть зустрiчатися у порядкових
спiввiдношеннях, можуть залежати вiд деяких параметрiв. Цi пара-
метри iнколи будемо вказувати, у рештi випадкiв вони будуть зрозу-
мiлими iз контексту.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї.
У пiдроздiлi 1.1 розглядається питання, яке пов’язане iз вiдомою гi-
потезою Лiттлвуда. Тут висвiтлено основнi етапи в доведеннi як самої
гiпотези Лiттлвуда, так i її узагальнення — оцiнки Lq–норм r–похiдних
ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. У пiдроздiлi 1.2
наведено детальний огляд лiтератури щодо iсторiї дослiдження нерiв-
ностей типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полi-
номiв з довiльним вибором гармонiк. Пiдроздiл 1.3 стосується iсторiї
дослiдження колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв.

У другому роздiлi дослiджується питання, пов’язане з проблемою
Лiттлвуда, а саме: чи може ядро типу Дiрiхле з довiльним вибором гар-
монiк мати кращi узагальнено–диференцiальнi властивостi, нiж кла-
сичне ядро Дiрiхле? Зокрема, у пiдроздiлi 2.2 встановлюються точнi
за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле при 1 < q <∞.

Позначимо через Ψ множину функцiй ψ(τ), τ ∈ N, котрi задоволь-
няють умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;
2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(τ)

ψ(2τ)
≤ C.

Зазначимо, що до множини Ψ належать, наприклад, функцiї
1
τr , r > 0; lnγ(τ+1)

τr , γ ∈ R, r > 0, τ ∈ N, та iн.

Нехай Dm(x) =
m∑

k=−m
eikx — ядро Дiрiхле.

У прийнятих позначеннях справедлива теорема.
Теорема 2.1. Нехай 1 < q < ∞, ψ — додатня i незростаюча

послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ, то
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‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q.

Зауваження 2.1. Якщо 1 < q < ∞, ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0},
r > 1/q−1, то вiдповiдне твердження було встановлено Е. М. Галєєвим.

Пiдроздiл 2.3 присвячено дослiдженню Lq–норм ψ–похiдних ядер
типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк та порiвнянню отриманих
результатiв iз оцiнками Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле.

Теорема 2.2. Нехай 2 < q < ∞, ψ — додатня i незростаюча
послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ, i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ1/q+ε, τ ∈ N, не зростає, то

Lm(ψ, q) � ψ−1(m)m1−1/q.

Теорема 2.3. Нехай 1 < q ≤ 2, ψ — додатня i незростаюча по-
слiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ, i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τε, τ ∈ N, не зростає, то

Lm(ψ, q) � ψ−1(m)m1−1/q.

Зауваження 2.2. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, r > 1/q при
2 < q < ∞ i r > 0 при 1 < q ≤ 2, то оцiнки вiдповiдних величин
встановлено В. Є. Майоровим.

Зауваження 2.3. Iз результатiв, одержаних у теоремах 2.2, 2.3,
випливає, що норми ψ–похiдних у метрицi простору Lq, 1 < q < ∞,
при вiдповiдних умовах на послiдовностi ψ, як для ядер Дiрiхле Dm,
так i для ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк мають
однаковi порядки.

Наведемо ще одне твердження, у якому встановлено точну за по-
рядком оцiнку величини Lm(ψ, q), 2 < q < ∞, i при цьому виявлено,
що ця величина при певних умовах на послiдовнiсть ψ вiдрiзняється
за порядком вiд Lq–норми ψ–похiдної ядра Дiрiхле.
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Теорема 2.4. Нехай 2 < q <∞, ψ ∈ Ψ. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1
(

[mq/2]

)√
m.

Якщо ж, крiм цього, iснують ε1, ε2 > 0 такi, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ1/q−ε1 , τ ∈ N, не спадає, а послiдовнiсть ψ(τ)τε2 не зростає, то

Lm(ψ, q) � ψ−1
(

[mq/2]

)√
m. (1)

Зауваження 2.4. Якщо 2 < q < ∞, ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0},
0 ≤ r < 1/q, то вiдповiдне твердження було встановлено Е. С. Белiнсь-
ким.

Спiввiдношення (1) доповнює точнi за порядком оцiнки величин
Lm(ψ, q), 1 < q <∞, якi одержанi у теоремах 2.2 i 2.3 за iнших умов
на послiдовнiсть ψ.

Спiвставляючи результати теорем 2.1 i 2.4, бачимо, що при вико-
наннi умов теореми 2.4 на послiдовнiсть ψ величина Lm(ψ, q) i Lq–
норма ψ–похiдної ядра Дiрiхле вiдрiзняються за порядком.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню
нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних
полiномiв з довiльним вибором гармонiк i, зокрема, для звичайних
тригонометричних полiномiв. Так у пiдроздiлi 3.2 отримано порядковi
оцiнки величини

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

,

де T (m) =

{
t : t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx

}
, для деяких спiввiдношень мiж

параметрами p та q.
Має мiсце
Теорема 3.1. Нехай ψ — додатня i незростаюча послiдовнiсть.

Тодi справедливi спiввiдношення

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖q

� ψ−1(m), 1 < q <∞,

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

� ψ−1(m)m1/p−1/q, 1 < p < q <∞.
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Якщо ж ψ ∈ Ψ, то

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

� ψ−1(m)m1/p−1/q, 1 < p < q <∞.

Зауваження 3.1. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0},
r > 0, 1 < p ≤ q <∞, то порядки вiдповiдних величин встановлено
В. М. Темляковим.

Пiдроздiл 3.3 присвячено отриманню точних за порядком нерiвно-
стей типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiно-
мiв з довiльним вибором гармонiк.

Справедливi такi твердження.
Теорема 3.2. Нехай 2 ≤ p ≤ q < ∞, ψ — додатня i незростаюча

послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, q, p)� ψ−1(m)m1/p−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ1/q+ε, τ ∈ N, не зростає, то

Tm(ψ, q, p) � ψ−1(m)m1/p−1/q.

Теорема 3.3. Нехай 1 < q ≤ p < ∞, ψ — додатня i незростаюча
послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, q, p)� ψ−1(m).

Якщо ж ψ ∈ Ψ, то

Tm(ψ, q, p) � ψ−1(m).

Зауваження 3.2. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, то вiдповiднi
результати до теорем 3.2, 3.3 було встановлено В. Є. Майоровим.

У четвертому роздiлi встановлюються точнi за порядком оцiн-
ки колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у
просторi Lq. Крiм цього, одержано також точнi за порядком оцiнки
апроксимативної характеристики класiв Lψβ,p, яка, у певному сенсi, є
близькою до ортопроекцiйного поперечника. Пiдроздiл 4.2 присвячено
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вiдшуканню точних за порядком оцiнок колмогоровських поперечни-
кiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж парамет-
рами p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають класи
Lψβ,p малої гладкостi.

Перед формулюванням наступного результату наведемо необхiдне
позначення.

Нехай 1 < p < q <∞. Тодi через Ψε,p,q позначимо множину послi-
довностей ψ, якi задовольняють умови:

1) ψ ∈ Ψ;
2) iснує ε > 0 таке, що ψ(τ)τ1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає.
Справедливе твердження.
Теорема 4.1. Нехай послiдовнiсть ψ задовольняє умови:
а) при 2 ≤ p < q < ∞ ψ ∈ Ψε,p,q i, крiм того, iснує ε1 > 0 таке,

що послiдовнiсть ψ(τ)τ (
1
p−

1
q )/(1−

2
q )−ε1 , τ ∈ N, не спадає;

б) при 1 < p ≤ 2 < q < ∞ ψ ∈ Ψε,p,q i, крiм того, iснує ε2 > 0

таке, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1/p−ε2 , τ ∈ N, не спадає.
Тодi для будь–якого β ∈ R

dm(Lψβ,p, Lq) � ψ([m
q
2 ])m

q
2 (

1
p−

1
q ). (2)

Прокоментуємо одержаний результат.
Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, то з теореми 4.1 одержимо твер-

дження, яке ранiше було встановлено Є. Д. Куланiним.
Зауваження 4.1. При виконаннi умов теореми 4.1 пiдпростiр

тригонометричних полiномiв вигляду T (m) не реалiзує порядок кол-
могоровського поперечника dm(Lψβ,p, Lq).

Зауваження 4.2. Cпiввiдношення (2) доповнює точнi за по-
рядком оцiнки величин dm(Lψβ,p, Lq) при 2 ≤ p < q < ∞ i
1 < p ≤ 2 < q <∞, якi були одержанi О. К. Кушпелем за iнших умов
на послiдовнiсть ψ.

Якщо спiвставити (2) з результатами О. К. Кушпеля, то знаходимо,
що оцiнки величин dm(Lψβ,p, Lq) при однакових спiввiдношеннях мiж
параметрами p i q, але рiзних умовах на послiдовностi ψ, вiдрiзняються
за порядком.

У пiдроздiлi 4.3 встановлюються точнi порядковi оцiнки ортопро-
екцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiд-
ношень мiж параметрами p i q. Крiм того, тут одержуємо порядки ще
однiєї апроксимативної характеристики класiв Lψβ,p, яка була розгля-
нута В. М. Темляковим. Встановленi оцiнки цiєї величини дали змогу
записати вiдповiднi оцiнки знизу для ортопроекцiйного поперечника.
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Для функцiонального класу F ⊂ Lq розглянемо величину

dBm(F,Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f −Gf‖q.

Тут через Lm(B)q позначено множину лiнiйних операторiв G, якi за-
довольняють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригоно-
метричнi полiноми, а область значення мiститься у пiдпросторi про-
стору Lq розмiрностi m;

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх k ∈ Z виконується нерiвнiсть

‖Geikx‖2 ≤ B.

Iз означення величин d⊥m(F,Lq) i dBm(F,Lq) легко бачити, що

dBm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq). (3)

Таким чином, оцiнки знизу величин dBm(F,Lq), згiдно зi спiввiдно-
шенням (3), дозволяють записати вiдповiднi оцiнки знизу для орто-
проекцiйних поперечникiв d⊥m(F,Lq).

Теорема 4.2. Нехай 1 < p < q < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того,
iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає.
Тодi

d⊥m(Lψβ,p, Lq) � d
B
m(Lψβ,p, Lq) � ψ(m)m1/p−1/q.

Теорема 4.3. Нехай 1 < q ≤ ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R, виконується одна
з умов

∆2

(
1

ψ(k)

)
≥ 0, k ∈ N,

або

∆2

(
1

ψ(k)

)
≤ 0, k ∈ N,

де

∆2

(
1

ψ(k)

)
=

1

ψ(k)
− 2

ψ(k + 1)
+

1

ψ(k + 2)
,
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i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1−1/q+ε, τ ∈ N,
не зростає. Тодi

d⊥m(Lψβ,1, Lq) � d
B
m(Lψβ,1, Lq) � ψ(m)m1−1/q.

Теорема 4.4. Нехай 1 < p < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того, iснує
таке ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1/p+ε, τ ∈ N, не зростає. Тодi

d⊥m(Lψβ,p, L∞) � dBm(Lψβ,p, L∞) � ψ(m)m1/p.

Наведемо ще одну теорему, у якiй встановлено точнi порядковi
оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq при
1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}.

Теорема 4.5. Нехай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)},
ψ ∈ Ψ, β ∈ R. Тодi справедливi порядковi оцiнки

d⊥m(Lψβ,p, Lq) � d
B
m(Lψβ,p, Lq) � ψ(m).

Зауваження 4.3. Якщо ψ(k) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, r > 1/p − 1/q
при 1 ≤ p < q ≤ ∞ i r > 0 при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)},
то вiдповiднi твердження до теорем 4.2 – 4.5 встановлено В. М. Тем-
ляковим.

Зауваження 4.4. Порядки ортопроекцiйних поперечникiв
d⊥m(Lψβ,p, Lp) i величин dBm(Lψβ,p, Lp), якi встановленi у теоремах 4.2 –
4.5, реалiзуються частинними сумами Фур’є функцiй з класiв Lψβ,p.

Висновки

1. Встановлено точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер
типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. При цьому виявлено, що
у випадку 2 < q < ∞ i певних умовах на послiдовностi ψ оцiнки Lq–
норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк i
оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле вiдрiзняються за порядком.

2. Одержано точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна – Нi-
кольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк.

3. Знайдено точнi за порядком оцiнки колмогоровських попереч-
никiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж пара-
метрами p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають
класи Lψβ,p малої гладкостi.
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4. Встановлено точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних попе-
речникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж па-
раметрами p i q.
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Анотацiї

Власик Г. М. Оцiнки норм тригонометричних полiномiв i по-
перечники класiв (ψ, β)–диференцiйовних функцiй. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико–
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний
аналiз" (111 — Математика). — Iнститут математики НАН України,
Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню деяких екстремаль-
них задач теорiї наближень.

Встановлено точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер
типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. При цьому виявлено,
що у випадку 2 < q < ∞ i певних умовах на послiдовностi ψ оцiн-
ки Lq–норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гар-
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монiк i оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле вiдрiзняються за по-
рядком. Одержано точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна –
Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором
гармонiк. Знайдено точнi за порядком оцiнки колмогоровських по-
перечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж
параметрами p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визнача-
ють класи Lψβ,p малої гладкостi. Встановлено точнi за порядком оцiнки
ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких
спiввiдношень мiж параметрами p i q.

Ключовi слова: (ψ, β)–похiдна, гiпотеза Лiттлвуда, ядро Дiрiхле,
нерiвнiсть Бернштейна – Нiкольського, колмогоровський поперечник,
ортопроекцiйний поперечник.

Власик А.Н. Оценки норм тригонометрических полиномов и
поперечники классов (ψ, β)–дифференцируемых функций. — Квалифи-
кационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико–
математических наук по специальности 01.01.01 — "Математический
анализ" (111 — Математика). — Институт математики НАН Украины,
Киев, 2018.

Диссертационная работа посвящена исследованию некоторых экс-
тремальных задач теории приближений.

Установлено точные по порядку оценки Lq–норм ψ–производных
ядер типа Дирихле с наилучшим выбором гармоник. При этом вы-
явлено, что в случае 2 < q < ∞ и определенных условиях на после-
довательности ψ оценки Lq–норм ψ–производных ядер типа Дирихле
с наилучшим выбором гармоник и оценки Lq–норм ψ–производных
ядер Дирихле отличаются по порядку. Получены точные по поряд-
ку неравенства типа Бернштейна – Никольского для тригонометриче-
ских полиномов с произвольным выбором гармоник. Найдены точные
по порядку оценки колмогоровских поперечников классов Lψβ,p в про-
странстве Lq для некоторых соотношений между параметрами p и q и
определенных условиях на последовательности ψ, которые определя-
ют классы Lψβ,p малой гладкости. При этом выяснилось, что подпро-
странства тригонометрических полиномов соответствующей размер-
ности не реализуют порядковых оценок рассматриваемых поперечни-
ков dm(Lψβ,p, Lq). Установлено точные по порядку оценки ортопроек-
ционных поперечников классов Lψβ,p в пространстве Lq для некоторых
соотношений между параметрами p и q. У всех рассмотренных случа-
ях порядки ортопроекционных поперечников реализуются частными
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суммами Фурье функций из классов Lψβ,p.
Ключевые слова: (ψ, β)–производная, гипотеза Литтлвуда, яд-

ро Дирихле, неравенство Бернштейна - Никольского, колмогоровский
поперечник, ортопроекционный поперечник.

Vlasyk H. M. Estimates of norms for trigonometric polynomials and
widths of the classes of (ψ, β)–differentiable functions. — The Manuscript.

A thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.01 — "Mathematical Analysis" (111 —
Mathematics). — Institute of Mathematics of the National Academy of
Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to research of some extreme problems of the
theory of approximations.

Obtained in the thesis are the exact order estimates of Lq–norms
for ψ–derivatives of the Dirichlet type kernels with the best choice of
harmonics and to comparison of obtained results with estimates of Lq–
norms for ψ–derivatives of the Dirichlet kernels. Shown here is that for
2 < q < ∞ and under certain conditions on a sequence ψ Lq–norms for
ψ–derivatives of the Dirichlet kernels and the Dirichlet type kernels with
the best choice of harmonics differ in order. We obtained the exact order
estimates of the Bernstein – Nikol’skii type inequalities for trigonometric
polynomials with an arbitrary choice of harmonics. Obtained here are the
exact order estimates of Kolmogorov widths of classes Lψβ,p in the space Lq
for some relations between parameters p and q and certain conditions on
the behavior of sequences ψ, which define classes Lψβ,p of small smoothness.
We obtained the exact order estimates of orthoprojective widths of classes
Lψβ,p in the space Lq for some relations between parameters p and q.

Key words: (ψ, β)–derivative, Littlewood’s hypothesis, the Dirichlet
kernel, the Bernstein – Nikol’skii inequality, the Kolmogorov width, the
orthoprojective width.
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