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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню деяких екстремальних
задач теорiї наближень. Зокрема, розглядаються властивостi тригоно-
метричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк стосовно двох пи-
тань: перше пов’язане з вiдомою проблемою Лiттлвуда, а друге стосує-
ться нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського. Також значну увагу
придiлено дослiдженню поведiнки колмогоровських та ортопроекцiйних
поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж
параметрами p i q.

У вступi наведено обгрунтування вибору обраної теми дослiдження,
визначено наукову новизну та цiннiсть отриманих результатiв. Також на-
водиться означення (ψ, β)–похiдної функцiї i вiдповiдних функцiональ-
них класiв Lψβ,p, якi дослiджуються у роботi, та подається коротка iсто-
рична довiдка щодо їх дослiдження.

Перший роздiл дисертацiї присвячено огляду лiтератури за темою ди-
сертацiї. Зокрема, у першому пiдроздiлi розглядається питання, яке по-
в’язане з вiдомою проблемою Лiттлвуда. Тут висвiтлено основнi етапи
в доведеннi як самої гiпотези Лiттлвуда, так i її узагальнення — оцiнки
Lq–норм r–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк.
У другому пiдроздiлi наведено детальний огляд лiтератури щодо iсторiї
дослiдження нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського для триго-
нометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк. Третiй пiдроздiл
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стосується iсторiї дослiдження колмогоровських та ортопроекцiйних по-
перечникiв.

У другому роздiлi дослiджується питання, пов’язане з проблемою Лiт-
тлвуда, а саме: чи може ядро типу Дiрiхле з довiльним вибором гармонiк
мати кращi узагальнено–диференцiальнi властивостi, нiж класичне ядро
Дiрiхле? Перший пiдроздiл носить допомiжний характер. Тут формулю-
ється постановка задачi, наводяться необхiднi означення i позначення та
ряд тверджень, якi використовуються для отримання результатiв насту-
пних пiдроздiлiв. У другому пiдроздiлi встановлюються точнi за поряд-
ком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле при 1 < q < ∞. Третiй
пiдроздiл присвячено дослiдженню Lq–норм ψ–похiдних ядер типу Дiрi-
хле з найкращим вибором гармонiк i порiвнянню отриманих результатiв
iз оцiнками Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле. У цьому ж пiдроздiлi по-
казано, що при 2 < q <∞ i певних умовах на послiдовнiсть ψ Lq–норми
ψ–похiдних ядер Дiрiхле i ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гар-
монiк вiдрiзняються за порядком.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено нерiвностям типу
Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiль-
ним вибором гармонiк. Перший пiдроздiл носить допомiжний характер.
У другому пiдроздiлi встановлюються точнi за порядком нерiвностi типу
Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв зi звичай-
ним вибором гармонiк. Третiй пiдроздiл присвячено отриманню точних
за порядком нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського для тригоно-
метричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк.

У четвертому роздiлi встановлюються точнi за порядком оцiнки кол-
могоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi
Lq. Перший пiдроздiл носить допомiжний характер. Другий пiдроздiл
присвячено вiдшуканню точних за порядком оцiнок колмогоровських по-
перечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж пара-
метрами p i q та певних умовах на поведiнку послiдовностей ψ, якi визна-
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чають функцiональнi класи Lψβ,p малої гладкостi. У третьому пiдроздiлi
встановлюються точнi порядковi оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв
класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q.

Ключовi слова: (ψ, β)–похiдна, гiпотеза Лiттлвуда, ядро Дiрiхле, не-
рiвнiсть Бернштейна – Нiкольського, колмогоровський поперечник, ор-
топроекцiйний поперечник.

Vlasyk H. M. Estimates of norms for trigonometric polynomials and
widths of the classes of (ψ, β)–differentiable functions. — The Manuscript.

A thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.01 — "Mathematical Analysis" (111 —
Mathematics). — Institute of Mathematics of the National Academy of Sci-
ences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to research of some extreme problems of the theory
of approximations. In particular, we considered possibilities of trigonometric
polynomials with an arbitrary choice of harmonics in relation to two questi-
ons: the first is connected with the known Littlewood’s problem, and the
second concerns the Bernstein – Nikol’skii type inequalities. Also considerable
attention is paid to the investigation of the behavior of Kolmogorov and
orthoprojective widths of classes Lψβ,p in the space Lq for some relations
between parameters p and q.

In the introduction a justification of the choice of topic of research is gi-
ven, we determined the scientific novelty and the value of obtained results.
Also given here are definitions of the (ψ, β)–derivative and the corresponding
functional classes Lψβ,p, which are investigated in the thesis, and given here is
a brief historical information of their research.

The first chapter of the thesis is devoted to a review of literature on the
topic of the thesis. In particular, in the first section the question is consi-
dered that is connected with the known Littlewood’s problem. Highlighted
here are the main stages in the proof of the Littlewood’s hypothesis, and
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its generalization — estimates of Lq–norms for r–derivatives of the Dirichlet
type kernels with the best choice of harmonics. In the second section, we give
a detailed overview of literature on the history of the study of the Bernstein –
Nikol’skii type inequalities for trigonometric polynomials with an arbitrary
choice of harmonic. The third section associated the history of Kolmogorov
and orthoprojective widths.

In the second chapter we study the issue associated with the Littlewood’s
problem, namely: can the Dirichlet type kernel with the best choice of
harmonics have better generalized–differential properties than the classical
Dirichlet kernel has? The first section is auxiliary. We ormulated the problem,
given here are the necessary definitions and designations and a number of
statements used to obtain results of subsequent sections. In the second secti-
on, the exact estimates of Lq–norms for ψ–derivatives of the Dirichlet type
kernels for 1 < q < ∞ are established. The third section is devoted to the
study of Lq–norms for ψ–derivatives of the Dirichlet type kernels with the
best choice of harmonics and to comparison of obtained results with esti-
mates of Lq–norms for ψ–derivatives of the Dirichlet kernels. In this section
is shown that for 2 < q < ∞ and under certain conditions on the sequence
ψ Lq–norms for ψ–derivatives of the Dirichlet kernels and the Dirichlet type
kernels with the best choice of harmonics differ in order.

The third chapter of the thesis is devoted the Bernstein – Nikol’skii
type inequalities for trigonometric polynomials with an arbitrary choice of
harmonics. The first section is auxiliary. Established in the second section
are the exact order estimates of the Bernstein – Nikol’skii type inequalities
for trigonometric polynomials with a normal choice of harmonics. The third
section is devoted to receiving the exact order estimates of the Bernstein –
Nikol’skii type inequalities for trigonometric polynomials with an arbitrary
choice of harmonics.

In the fourth chapter we obtained the exact order estimates of Kolmogorov
and orthoprojective widths of classes Lψβ,p in the space Lq. The first section
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is auxiliary. The second section is devoted to a search of the exact order
estimates of Kolmogorov widths of classes Lψβ,p in the space Lq for some
relations between parameters p and q and certain conditions on the behavior
of sequences ψ, which define the functional classes Lψβ,p of small smoothness.
In the third section, we obtained the exact order estimates of orthoprojective
widths of classes Lψβ,p in the space Lq for some relations between parameters
p and q.
Key words: (ψ, β)–derivative, Littlewood’s hypothesis, the Dirichlet

kernel, the Bernstein – Nikol’skii inequality, the Kolmogorov width, the
orthoprojective width.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

∀ — квантор загальностi: "для всiх";
∃ — квантор iснування: "iснує";
N — множина натуральних чисел;
Z — множина цiлих чисел;
Z+ — множина цiлих невiд’ємних чисел;
R — множина дiйсних чисел;
x ∈ A (x 6∈ A) — елемент x належить (не належить) множинi A;
A ⊂ B — множина A мiститься у множинi B;
A ∪B — об’єднання множин A та B;
A ∩B — перетин множин A та B;
|Y | — кiлькiсть елементiв скiнченної множини Y ;
[a] — цiла частина дiйсного числа a;
sign a — величина, що дорiвнює 1, якщо a > 0, дорiвнює −1, якщо

a < 0, i нулю, якщо a = 0;
Linm(X) — множина лiнiйних пiдпросторiв простору X розмiрностi не

бiльшої нiж m;
L(X, Y ) — множина всiх лiнiйних неперервних операторiв, якi дiють з

X в Y ;
‖f‖q — норма функцiї f у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;
Lq, 1 ≤ q < ∞, — простiр 2π–перiодичних i сумовних у степенi q на

вiдрiзку [−π; π] функцiй f з нормою

‖f‖q =

( π∫
−π

|f(t)|qdt
)1/q

;

L∞ — простiр 2π–перiодичних, суттєво обмежених функцiй f з нормою

‖f‖∞ = ess sup
t
|f |;
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sup
x∈A

F — точна верхня межа значень функцiонала F на множинi A;

inf
x∈A

F — точна нижня межа значень функцiонала F на множинi A;
ess sup — суттєва точна верхня межа;
{x : S} — сукупнiсть елементiв x, якi мають властивiсть S;
f̂(k) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f ;
f ∗ g — згортка функцiй f i g;
a(n) � b(n), {a(n)}∞n=1, {b(n)}∞n=1 ≥ 0, — порядкова рiвнiсть;
a(n) � b(n), a(n) � b(n), {a(n)}∞n=1, {b(n)}∞n=1 ≥ 0, — порядковi не-

рiвностi;
Vl(x) — ядро Валле–Пуссена;
Vl — оператор Валле–Пуссена;
Dm(x) — ядро Дiрiхле вигляду

Dm(x) =
m∑

k=−m

eikx;

T (m) — множина тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
m∑

k=−m

cke
ikx;

T ∗(m) — множина тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
∑
j∈Km

cje
ijx,

де Km — довiльний набiр m рiзних цiлих чисел;
ρ(s) — множина вигляду ρ(s) = {k ∈ Z : [2s−1] ≤ |k| < 2s, s ∈ Z+};
T (ρ(s)) — множина тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
∑
k∈ρ(s)

cke
ikx;

f (r) — r–та похiдна функцiї f ;
f

(r)
r — r–та похiдна функцiї f в сенсi Вейля;
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f
(r)
β — (r, β)–похiдна функцiї f в сенсi Вейля – Надя;
fψβ — (ψ, β)–похiдна функцiї f в сенсi Степанця;
Bp — одинична куля у просторi Lp, 1 ≤ p ≤ ∞;
W r

p,β — класи Вейля – Надя: r > 0, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞

W r
p,β = {f : f ∈ L1, f

(r)
β ∈ Bp};

Lψβ,p — класи вигляду: β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞

Lψβ,p = {f : f ∈ L1, f
ψ
β ∈ Bp};

Sm(f) — частинна сума Фур’є функцiї f ∈ L1;
Em(f)q — величина наближення функцiї f за допомогою її частинної

суми Фур’є Sm(f) у просторi Lq;
Em(F )q — величина наближення функцiонального класу F ⊂ Lq за

допомогою частинних сум Фур’є у просторi Lq;
dm(F,Lq) — колмогоровський поперечник класу F у просторi Lq;
d⊥m(F,Lq) — ортопроекцiйний поперечник класу F у просторi Lq;
Ψ — множина незростаючих додатних послiдовностей ψ(τ), τ ∈ N, для

яких iснує стала C > 0 така, що

ψ(τ)

ψ(2τ)
≤ C, ∀τ ∈ N.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У 1948 р. Дж. Лiттлвуд висловив гiпотезу [95]:
для будь–якого набору цiлих чисел j1, ..., jm справедлива нерiвнiсть∥∥∥∥ m∑

n=1

eijnx
∥∥∥∥

1

≥ C lnm,

де C > 0 — деяка стала.
У 1981 р. позитивний розв’язок гiпотези Лiттлвуда незалежно i майже

одночасно було одержано С. В. Конягiним [42] та Мак–Гi, Пiно i Смi-
том [99]. Слiд зазначити, що пiзнiше у роботi Р. М. Тригуба [90] було
уточнено оцiнку знизу L1–норми ряду Фур’є степеневого вигляду, на якiй
базувалося доведення гiпотези Лiттлвуда [99].

У зв’язку з цим нагадаємо, що для L1–норми ядра Дiрiхле Dm спра-
ведливе спiввiдношення (див., наприклад, [101], Р. I, §1)

‖Dm‖1 =

∥∥∥∥ m∑
k=−m

eikx
∥∥∥∥

1

� lnm.

У 1987 р. В. М. Тихомиров у оглядi [88] запропонував узагальнити за-
дачу Лiттлвуда i дослiдити асимптотику при m→∞ величини вигляду

Lm(r, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)(r)∥∥∥∥

q

, 1 ≤ q ≤ ∞,

де Km = {j1, ..., jm} — довiльний набiр iз m рiзних цiлих чисел i похiдна
порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.

Першi оцiнки величини Lm(r, q) були отриманi В. Є. Майоровим [51].
Згодом Е. С. Белiнським [7, 8] було доповнено результати з [51]. Зауважи-
мо, що, як зазначено Е. С. Белiнським у роботi [8], одночасно i незалежно
вiд нього оцiнки величини Lm(r, q) при 0 ≤ r < 1

q i 2 < q < ∞ було по-
вiдомлено С. В. Конягiним на 4-й Саратовськiй зимовiй школi по теорiї
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функцiй i наближень у 1988 р. Згодом дослiдження величини Lm(r, q)

було поширено i на багатовимiрний випадок у роботах [94, 28, 9, 67].

У багатьох питаннях теорiї наближення перiодичних функцiй однiєї
змiнної важливу роль вiдiграють нерiвностi, якi пов’язують Lp–норму
r–ї похiдної полiнома з його Lq–нормою (див., наприклад, [101], Р. I, §2).
Такого виду спiввiдношення, у яких поєднанi нерiвностi Бернштейна при
r > 0, p = q i "нерiвностi рiзних метрик" Нiкольського при r = 0, p 6= q,
називають нерiвностями Бернштейна – Нiкольського.

У зв’язку з нерiвностями Бернштейна – Нiкольського для тригономе-
тричних полiномiв вигляду

T ∗(m) =

{
t : t(x) =

∑
j∈Km

cje
ijx

}
,

у роботах В. Є. Майорова [50, 51] була розглянута бiльш загальна поста-
новка задачi, а саме дослiджувалася величина вигляду:

Tm(r, q, p) = inf
Km

sup
t∈T ∗(m)

‖t(r)‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞,

де похiдна порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.

Пiзнiше порядковi оцiнки величини Tm(r, q, p) для тригонометричних
полiномiв багатьох змiнних з "номерами" гармонiк з так званого схiдча-
стого гiперболiчного хреста були одержанi Е. М. Галєєвим [29].

Починаючи з 30–х рокiв минулого столiття в теорiї наближення набу-
ває потужного розвитку напрям, пов’язаний з дослiдженням апроксима-
тивних характеристик класiв перiодичних функцiй.

Задачi апроксимацiйного змiсту, що формулюються на класах фун-
кцiй, у багатьох випадках є задачами, у яких ставиться питання знайти
чи оцiнити точну верхню грань похибки наближення заданим методом
на фiксованому класi функцiй.

Серед iснуючих методiв наближення тригонометричними полiномами
найбiльш простим та природним методом наближення функцiй з даного
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класу є метод Фур’є, який полягає в наближеннi функцiй з цього класу
частинною сумою її ряду Фур’є. Щодо наближення тих чи iнших класiв
функцiй сумами Фур’є, а також полiномами, якi будуються на їх основi,
вiдомо багато глибоких i завершених результатiв, iз якими можна озна-
йомитись у монографiях [36, 87, 35, 71, 72, 73, 60].

Питання оптимальної побудови наближаючих полiномiв є складовою
частиною бiльш загальної проблеми, сформульованої А. М. Колмогоро-
вим [97], який запропонував розглядати вiдхилення фiксованого класу
функцiй вiд довiльного пiдпростору заданої розмiрностi, а потiм мiнiмi-
зувати цi вiдхилення по всiх таких пiдпросторах. Вiдповiдна апроксима-
тивна характеристика отримала назву колмогоровський поперечник.

Пiзнiше у роботi В. М. Темлякова [82] була введена ще одна важлива
апроксимативна характеристика — ортопроекцiйний поперечник.

Iз результатами дослiджень згаданих апроксимативних характеристик
рiзноманiтних функцiональних класiв детальнiше можна ознайомитися
в монографiях [87, 83, 43, 101, 60].

В останнi декiлька десятилiтть значно зросла зацiкавленiсть до до-
слiдження апроксимативних властивостей функцiональних класiв, якi є
узагальненнями класiв Вейля – Надя W r

p,β.

У 1983 р. О. I. Степанцем було введено класи Lψβ,p, якi при фiксованих
значеннях параметрiв, що їх визначають, спiвпадають з класамиW r

p,β. За
допомогою поняття (ψ, β)–похiдних вдалося класифiкувати ввесь спектр
сумовних (неперервних) перiодичних функцiй i, в той же час, видiляти
бiльш тонкi властивостi кожної окремої функцiї. Для класiв Lψβ,p на да-
ний час отримано розв’язки цiлої низки задач теорiї наближення фун-
кцiй, якi ранiше розглядалися на класах Вейля – Надя. Детальнiше з
вiдповiдними результатами i коментарями можна ознайомитися у моно-
графiях [72, 73], а також у недавнiх роботах [63, 93, 65, 33, 66, 10].

Однак, незважаючи на велику кiлькiсть робiт, присвячених дослiджен-
ню згаданих вище екстремальних задач, ще залишається низка вiдкритих
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питань. Це стосується, зокрема, оцiнок Lq–норм ψ–похiдних ядер типу
Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк, нерiвностей типу Бернштейна –
Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк, а також колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв
Lψβ,p.
Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи поля-

гає в знаходженнi точних за порядком оцiнок Lq–норм ψ–похiдних ядер
типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк, встановленнi точних за
порядком нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського для тригономе-
тричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк, а також в одержаннi
порядкiв колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p
у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж параметрами p i q.

Об’єктом дослiдження є класи перiодичних функцiй Lψβ,p однiєї змiн-
ної.

Наведемо спочатку необхiднi позначення i сформулюємо означення
класiв функцiй Lψβ,p.

Нехай Lq — простiр 2π–перiодичних i сумовних у степенi q, 1 ≤ q <∞
(вiдповiдно суттєво обмежених при q =∞), на вiдрiзку [−π, π] функцiй
f . Норма в цьому просторi визначається таким чином:

‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x
|f(x)| , q =∞.

Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де

f̂(k) =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx
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— коефiцiєнти Фур’є функцiї f. Скрiзь нижче будемо вважати, що для
функцiї f ∈ L1 виконується умова

π∫
−π

f(x)dx = 0.

Далi, нехай ψ(τ) 6= 0, τ ∈ N, — довiльна функцiя натурального аргу-
менту, β — довiльне фiксоване дiйсне число. Якщо ряд

∑
k∈Z\{0}

f̂(k)

ψ(|k|)
ei(kx+βπ

2 sign k)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Степан-
ця [72, с. 25] (див. також [73, ч. 1, с. 132]), назвемо (ψ, β)–похiдною
функцiї f i позначимо fψβ . Множину функцiй f , що задовольняють та-
ку умову, позначатимемо Lψβ . Крiм цього, при β = 0 для (ψ, 0)–похiдної
функцiї f будемо використовувати позначення fψ. Зауважимо також,
що якщо ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, то (ψ, β)–похiдна функцiї f
спiвпадає з її (r, β)–похiдною (позначення f (r)

β ) в сенсi Вейля – Надя.
Надалi будемо вважати, що функцiя f належить класу Lψβ,p,

1 ≤ p ≤ ∞, якщо

f ∈ Lψβ i fψβ ∈ Up = {ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1}.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p
спiвпадають з класами Вейля – Надя W r

p,β (див., наприклад, [72, с. 25]).
У випадку β = r класи W r

p,r спiвпадають з класами Вейля i надалi їх
будемо позначати W r

p .
При розглядi наближення функцiй iз множини Lψβ,p у просторi Lq чи-

сло q може бути як рiвним p, так i бiльшим чи меншим за нього. Тому
зазначимо умови, при яких iз того, що f ∈ Lψβ,p, випливає, що f ∈ Lq.

Введемо наступне означення (див., наприклад, [72, с. 207]).
При фiксованому α > 0 будемо говорити, що функцiя ψ(τ), τ ∈ N,
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належить множинi Pα, якщо величини

sup
τ
|ψ(τ)|τα

i

sup
m∈N

2m+1∑
m=2m

|ψ(τ + 1)(τ + 1)α − ψ(τ)τα|

є скiнченними.
О. I. Степанцем (див., наприклад, [72, с. 208]) була доведена теорема

стосовно вкладення класiв Lψβ,p у простiр Lq, яку сформулюємо у зру-
чному для нас, але менш загальному, виглядi.
Теорема А. Нехай 1 < p < q <∞, ψ ∈ Pα, α = 1

p −
1
q i β ∈ R. Тодi

Lψβ,p ⊂ Lq.

Легко бачити, що коли послiдовнiсть ψ(τ)τα, τ ∈ N, α > 0, не зростає,
то ψ ∈ Pα.

У випадку, коли q ≤ p має мiсце
Теорема Б [72, с. 208]. Якщо 1 < q ≤ p <∞ i ψ ∈ P0, то ∀β ∈ R

Lψβ,p ⊂ Lq.

Зауважимо, що у цьому випадку для вкладення достатньо, щоб ψ ∈ Ψ,
де Ψ — це множина функцiй ψ(τ), τ ∈ N, котрi задовольняють умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;
2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(τ)

ψ(2τ)
≤ C.

Зазначимо, що до множини Ψ належать, наприклад, функцiї
1
τ r , r > 0; lnγ(τ+1)

τ r , γ ∈ R, r > 0, τ ∈ N, та iн.
Предметом дослiдження є Lq–норми ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле

з найкращим вибором гармонiк, нерiвностi типу Бернштейна – Нiколь-
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ського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк,
а також колмогоровськi та ортопроекцiйнi поперечники класiв Lψβ,p.

Зокрема, дослiджуються величини вигляду

Lm(ψ, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)ψ∥∥∥∥

q

, 1 < q <∞,

Tm(ψ, q, p) = inf
Km

sup
t∈T ∗(m)

‖tψ‖q
‖t‖p

, 1 < p, q <∞,

при певних умовах на послiдовностi ψ.

Значну увагу в роботi також придiлено вивченню колмогоровських та
ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq.

Колмогоровський поперечник класу Lψβ,p у просторi Lq означається за
формулою

dm(Lψβ,p, Lq) = inf
Lm⊂Lq

sup
f∈Lψβ,p

inf
ϕ∈Lm

‖f − ϕ‖q,

де Lm — лiнiйнi пiдпростори простору X, розмiрностi не бiльшої нiж
m. Величини dm(Lψβ,p, Lq) дослiджуються для деяких спiввiдношень мiж
параметрами p i q та при певних умовах на послiдовностi ψ. Точнiше,
розглядаються такi умови на послiдовностi ψ, якi визначають функцiо-
нальнi класи Lψβ,p так званої малої гладкостi.

Нехай {uj}mj=1 — ортонормована система функцiй uj ∈ L∞, j = 1,m.
Кожнiй функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть апарат
наближення вигляду

m∑
j=1

(f, uj)uj(x),

тобто ортогональну проекцiю функцiї f на пiдпростiр, породжений си-
стемою функцiй {uj}mj=1. Тут i далi
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(f, uj) =
1

2π

π∫
−π

f(x)uj(x)dx,

де uj — функцiї комплексно–спряженi до uj.

Для функцiонального класу Lψβ,p ⊂ Lq величина

d⊥m(Lψβ,p, Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу у просторi Lq.

Нехай F — деякий функцiональний клас простору Lq. Тодi через
dBm(F,Lq) позначимо величину

dBm(F,Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

∥∥∥∥f −Gf∥∥∥∥
q

.

Тут Lm(B)q — множина лiнiйних операторiв G, якi задовольняють умо-
ви:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригонометри-
чнi полiноми, а область значення мiститься у пiдпросторi простору Lq
розмiрностi m;

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх k виконується нерiвнiсть

‖Geikx‖2 ≤ B.

Зауважимо, що до Lm(1)2 належать, зокрема, оператори ортогональ-
ного проектування на пiдпростори розмiрностi m, а також оператори,
якi задаються по ортонормованiй системi функцiй за допомогою муль-
типлiкатора, котрий означається послiдовнiстю {λl} такою, що |λl| ≤ 1

для всiх l.

Одержанi результати формулюються у термiнах порядкових спiввiд-
ношень. Для двох невiд’ємних послiдовностей {a(n)}∞n=1 i {b(n)}∞n=1 спiв-
вiдношення (порядкова нерiвнiсть) a(n) � b(n) означає, що iснує стала
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C1 > 0 така, що a(n) ≤ C1b(n). Спiввiдношення a(n) � b(n) рiвносильне
тому, що a(n)� b(n) i b(n)� a(n). Зазначимо, що сталi Ci, i = 1, 2, 3, ...,
якi далi будуть зустрiчатися у порядкових спiввiдношеннях, можуть за-
лежати вiд деяких параметрiв. Цi параметри iнколи будемо вказувати, у
рештi випадкiв вони будуть зрозумiлими iз контексту. Бiльше того, з ме-
тою уникнення нагромадження iндексiв, часто рiзнi за значеннями сталi
будемо позначати буквами з однаковими iндексами, але розрiзнятимемо
їх лише в межах одного пiдроздiлу. Ця обставина не повинна викликати
непорозумiнь, оскiльки нас будуть цiкавити тiльки порядковi свiввiдно-
шення.

Основними завданнями дослiдження є:

1. Встановити точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер типу
Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк i порiвняти їх з оцiнками Lq–норм
ψ–похiдних ядер Дiрiхле.

2. Одержати точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна – Нiколь-
ського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк.

3. Знайти точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв
класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають функцiональ-
нi класи Lψβ,p малої гладкостi.

4. Встановити точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв
класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у дисер-
тацiйнiй роботi використовуються загальнi методи теорiї функцiй у поєд-
наннi з методами, якi були розробленi у роботах В. Є. Майорова, Е. С. Бе-
лiнського, Б. С. Кашина, Е. Д. Куланiна, В. М Темлякова та iн.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є
новими i полягають у наступному:

1. Встановлено точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер
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типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. При цьому виявлено, що у
випадку 2 < q <∞ i певних умовах на послiдовностi ψ оцiнки Lq–норм
ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк i оцiнки
Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле вiдрiзняються за порядком.

2. Одержано точнi за порядком нерiвностi типу Бернштейна – Нiколь-
ського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк.

3. Знайдено точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв
класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q та певних умовах на послiдовностi ψ, якi визначають функцiональнi
класи Lψβ,p малої гладкостi.

4. Встановлено точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних поперечни-
кiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiджен-
ня, а також постановка задач належать науковому керiвнику — доктору
фiз.—мат. наук, професору А. С. Романюку. Усi результати дисертацiйної
роботи отримано здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдали-
ся i обговорювалися на:

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3 – 6 червня
2015 року;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Теорiя наближень i її застосу-
вання" з нагоди 75–рiччя В. П. Моторного, Днiпропетровськ, 08 – 11
жовтня 2015 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-
вiрностей та математичного аналiзу" , Ворохта, 24 – 27 лютого 2015 року;

— Конференцiї молодих вчених "Пiдстригачiвськi читання — 2016" ,
Львiв, 25 – 27 травня 2016 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-
вiрностей та математичного аналiзу" , Ворохта, 22 – 25 лютого 2017 року;
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— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченої 100–
рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митрополь-
ського, Київ, 7 – 10 червня 2017 року;

— Конференцiї молодих вчених "Пiдстригачiвськi читання — 2017" ,
Львiв, 23 – 25 травня 2017 року;

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Украї-
ни (керiвник семiнару: доктор фiз.–мат. наук, професор А. С. Романюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiверси-
тетi iменi Т. Г. Шевченка (керiвники семiнару: доктори фiз.–мат. наук,
професори I. О. Шевчук, О. О. Курченко, В. М. Радченко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано
у наукових публiкацiях [11 – 23]. Шiсть з них [11 – 16] є статтями
у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з фiзико–
математичних наук, двi з яких [14, 15] надруковано у виданнi, яке внесе-
но до мiжнародної наукометричної бази Scopus. Решта сiм опублiковано
у збiрниках тез мiжнародних наукових конференцiй [17 – 23].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, а та-
кож списку використаних джерел, що мiстить 101 найменувань. Повний
обсяг дисертацiї становить 125 сторiнок, з них список використаних дже-
рел займає 13 сторiнок.

У Вступi наведено коротку iсторiю попереднiх дослiджень, актуаль-
нiсть обраної теми, визначено наукову новизну та цiннiсть отриманих
результатiв. Також наводиться означення класiв функцiй Lψβ,p, якi дослi-
джуються у роботi, i дається коротка iсторична довiдка щодо їх дослi-
дження.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї. У
пiдроздiлi 1.1 розглядається питання, яке пов’язане iз вiдомою гiпоте-
зою Лiттлвуда. Тут висвiтлено основнi етапи в доведеннi як самої гi-
потези Лiттлвуда, так i її узагальнення — оцiнки Lq–норм r–похiдних
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ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. У пiдроздiлi 1.2 наве-
дено детальний огляд лiтератури щодо iсторiї дослiдження нерiвностей
типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з до-
вiльним вибором гармонiк. Пiдроздiл 1.3 стосується iсторiї дослiдження
колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв.

У другому роздiлi дослiджується питання, пов’язане з проблемою Лiт-
тлвуда, а саме: чи може ядро типу Дiрiхле з довiльним вибором гармонiк
мати кращi узагальнено–диференцiальнi властивостi, нiж класичне ядро
Дiрiхле? Пiдроздiл 2.1 носить допомiжний характер. У ньому формулю-
ється постановка задачi, наводяться необхiднi означення i позначення
та ряд тверджень, якi використовуються для отримання результатiв на-
ступних пiдроздiлiв. У пiдроздiлi 2.2 встановлюються точнi за порядком
оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле при 1 < q < ∞. Пiдроздiл
2.3 присвячено дослiдженню Lq–норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з
найкращим вибором гармонiк та порiвнянню отриманих результатiв iз
оцiнками Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню нерiвно-
стей типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з
довiльним вибором гармонiк. Пiдроздiл 3.1 носить допомiжний характер.
У ньому формулюється постановка задачi i наводяться необхiднi означе-
ння i позначення. У пiдроздiлi 3.2 встановлюються точнi за порядком
нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних по-
лiномiв зi звичайним вибором гармонiк. Пiдроздiл 3.3 присвячено отри-
манню точних за порядком нерiвностей типу Бернштейна – Нiкольського
для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк.

У четвертому роздiлi встановлюються точнi за порядком оцiнки кол-
могоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq.
Пiдроздiл 4.1 носить допомiжний характер. Тут формулюються поста-
новки задач, наводяться необхiднi означення i позначення та ряд твер-
джень, якi використовуються для отримання результатiв наступних пiд-
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роздiлiв. Пiдроздiл 4.2 присвячено вiдшуканню точних за порядком оцi-
нок колмогоровських поперечникiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких
спiввiдношень мiж параметрами p i q та певних умовах на поведiнку по-
слiдовностей ψ, якi визначають класи Lψβ,p малої гладкостi. У пiдроздiлi
4.3 встановлюються точнi порядковi оцiнки ортопроекцiйних поперечни-
кiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами
p i q.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики
НАН України згiдно з науково–дослiдною темою "Апроксимативнi та
структурнi характеристики функцiональних множин" , номер державної
реєстрацiї 0111 U 002079.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи та методика їх
отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань
теорiї наближення функцiй.
Подяки. Автор висловлює подяку своєму науковому керiвниковi до-

ктору фiз.–мат. наук, професору Анатолiю Сергiйовичу РОМАНЮКУ
за постановку задач, постiйну увагу, кориснi зауваження та поради у
роботi, а також усiм спiвробiтникам вiддiлу теорiї функцiй Iнституту
математики НАН України за дружнi та плiднi дискусiї.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1. Lq–норми похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим ви-
бором гармонiк

У 1948 р. Дж. Лiттлвуд висловив гiпотезу [95]:
для будь–якого набору цiлих чисел j1, ..., jm справедлива нерiвнiсть∥∥∥∥ m∑

n=1

eijnx
∥∥∥∥

1

� lnm.

Позитивний розв’язок гiпотези Лiттлвуда незалежно i майже одноча-
сно було одержано С. В. Конягiним [42] та Мак–Гi, Пiно i Смiтом [99] у
1981 р. Слiд зазначити, що пiзнiше у роботi Р. М. Тригуба [90] було уто-
чнено оцiнку знизу L1–норми ряду Фур’є степеневого вигляду, на якiй
базувалося доведення гiпотези Лiттлвуда в [99].

У зв’язку з цiєю гiпотезою доречно зауважити, що для L1–норми ядра
Дiрiхле Dm має мiсце спiввiдношення (див., наприклад, [101], Р. I, §1):

‖Dm‖1 =

∥∥∥∥ m∑
k=−m

eikx
∥∥∥∥

1

� lnm.

У 1987 р. В. М. Тихомиров у оглядi [88] запропонував узагальнити за-
дачу Лiттлвуда i дослiдити асимптотику при m→∞ величини вигляду

Lm(r, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)(r)∥∥∥∥

q

, 1 ≤ q ≤ ∞, (1.1)

де Km — довiльний набiр рiзних цiлих чисел j1, ..., jm i похiдна порядку
r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.
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Величину (1.1), наслiдуючи В. Є. Майорова [51], далi будемо називати
константою Лебега – Лiттлвуда. Першi оцiнки величини Lm(r, q) були
отриманi В. Є. Майоровим [51]. Згодом Е. С. Белiнським [7, 8] було до-
повнено результати з [51]. Зауважимо, що, як зазначено Е. С. Белiнським
у роботi [8], одночасно i незалежно вiд нього оцiнки величини Lm(r, q)

при 0 ≤ r < 1
q i 2 < q < ∞ було повiдомлено С. В. Конягiним на 4-

й Саратовськiй зимовiй школi по теорiї функцiй i наближень у 1988 р.
Згодом дослiдження величини (1.1) було поширено i на багатовимiрний
випадок у роботах [94, 28, 9, 67].

Зауважимо, що ранiше порядковi оцiнки норм похiдних ядер Дiрiхле
у просторi Lq, 1 < q < ∞, як в одновимiрному, так i в багатовимiрному
випадках було отримано Е. М. Галєєвим [24].

Природно звернути увагу на порядковi оцiнки Lq–норм ядра Дiрiхле
та ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк. Iз робiт [51] та [8]
випливає, що

Lm(0, 1) � lnm;

Lm(0, q) � m1−1/q, 1 < q ≤ 2;

Lm(0, q) � m1/2, 2 < q <∞.

У той же час, для ядра Дiрiхле Dm добре вiдомо (див., наприклад, [101],
Р. I, §1), що

‖Dm‖1 � lnm;

‖Dm‖q � m1−1/q, 1 < q <∞;

‖Dm‖∞ � m.
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1.2. Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для триго-
нометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк

У багатьох питаннях теорiї наближення перiодичних функцiй однiєї змiн-
ної важливу роль вiдiграють нерiвностi, якi пов’язують норми полiнома
i його похiдної в рiзних метриках (див., наприклад, [101], Р. I, §2), а саме:

для довiльного тригонометричного полiнома iз множини вигляду

T (m) =

{
t : t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx

}
та для довiльних r > 0 i β ∈ R

‖t(r)β ‖q � mr+1/p−1/q‖t‖p, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,

Спiввiдношення такого вигляду називають нерiвностями Бернштейна –
Нiкольського, оскiльки в них поєднанi нерiвностi Бернштейна при r > 0,
p = q з "нерiвностями рiзних метрик" Нiкольського при r = 0, p 6= q.

Згодом В. М. Темляков (див., наприклад, [83, Р. I, §2]) встановив не-
рiвностi Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних полiномiв
багатьох змiнних з "номерами" гармонiк з так званого "схiдчастого гi-
перболiчного хреста". Зазначимо iще, що нерiвностi типу Бернштейна, а
також Джексона – Нiкольського, як в одновимiрному, так i в багатови-
мiрному випадках дослiджувалися у роботах [2, 74, 56, 68, 63, 3, 93, 4],
де можна ознайомитися з бiльш детальною бiблiографiєю.

З огляду на сказане вище виникає природний iнтерес, щоб дослiди-
ти нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для тригонометричних
полiномiв з довiльним вибором гармонiк.

Добре вiдомим є результат С. Н. Бернштейна (див., наприклад, [54],
Р. 3, §3.3) щодо наближення функцiї |f | у просторi L∞ тригонометри-
чними полiномами t ∈ T (m). Порядок наближення виявився рiвнимm−1.
Проте, як показав Р. С. Iсмагiлов [38], якщо використовувати тригономе-
тричнi полiноми, гармонiки яких беруться не пiдряд, то порядок набли-
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ження виявляється таким, що не перевищує m−6/5 lnm. Точний порядок,
а саме m−3/2, згодом було отримано В. Є. Майоровим [48].

Р. С. Iсмагiлов у роботi [38] ввiв поняття тригонометричного попе-
речника, тобто величину, яка характеризує апроксимативнi можливостi
тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк. Виявилося,
що в рядi випадкiв пiдпростори тригонометричних полiномiв, гармонi-
ки яких вибранi в незвичному порядку, мають по вiдношенню до класiв
W r

p , якi наближаються в метрицi простору Lq, апроксимативнi власти-
востi кращi, нiж пiдпростори полiномiв T (m) [41, 6, 48, 49]. Бiльш того,
як показав Б. С. Кашин [39], у деяких випадках пiдпростори тригоно-
метричних полiномiв iз множини T (m) не реалiзують порядки колмого-
ровських поперечникiв класiв W r

p у просторi Lq.
У зв’язку з нерiвностями Бернштейна – Нiкольського для тригономе-

тричних полiномiв з множини T (m) у роботах В. Є. Майорова [50, 51]
була розглянута бiльш загальна постановка задачi, а саме дослiджува-
лася величина

Tm(r, q, p) = inf
Km

sup
t∈T ∗(m)

‖t(r)‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞, (1.2)

де похiдна порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля, Km = {j1, ..., jm} —
довiльний набiр iз m рiзних цiлих чисел i

T ∗(m) =

{
t : t(x) =

∑
j∈Km

cje
ijx

}
.

Пiзнiше порядковi оцiнки величини (1.2) для тригонометричних полi-
номiв багатьох змiнних з "номерами" гармонiк зi схiдчастого гiперболi-
чного хреста були одержанi Е. М. Галєєвим [29].
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1.3. Колмогоровськi та ортопроекцiйнi поперечники

У 1936 р. А. М. Колмогоров [97] для центрально–симетричної множини
F у нормованому просторi X розглянув величину

dm(F,X) = inf
Lm∈Linm(X)

sup
f∈F

inf
u∈Lm

‖f − u‖X , (1.3)

де iнфiмум шукається по всiх лiнiйних пiдпросторах Lm простору X,
розмiрностi не бiльшої нiж m. Згодом ця величина отримала назву кол-
могоровського поперечника множини F у просторi X.

Величина dm(F,X) показує теоретично найкращу точнiсть, з якою мо-
жна наблизити множину F лiнiйними пiдпросторами Lm розмiрностi m
у метрицi простору X.

Першу точну за порядком оцiнку колмогоровського поперечника кла-
сiв W r

p у просторi Lq при p = q = 2 i r ∈ N було отримано А. М. Колмо-
горовим [97]. Згодом для p = 1, q = 2 i p = q = ∞ порядки dm(W r

p , Lq),
r ∈ N, було знайдено В. Рудiним [100] i С. Б. Стєчкiним [77].

У 1960 р. В. М. Тихомиров [85] встановив точне значення вiдповiдних
поперечникiв при p = q =∞, а також показав [86], що

d2m−1(W
r
∞, L∞) = d2m(W r

∞, L∞), r ∈ N.

Пiзнiше порядки колмогоровських поперечникiв dm(W r
p , Lq), r ∈ N,

встановлювалися для наступних спiввiдношень мiж параметрами p i q:
1 ≤ p = q < ∞ — С. Б. Бабаджановим i В. М. Тихомировим [5];
1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ — Ю. I. Маковозом [52]; 1 = p < q ≤ 2 — М. З. Со-
ломяком i В. М. Тихомировим [69].

При 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 порядковi оцiнки dm(W r
p , Lq), r ∈ N, були отриманi

Р. С. Iсмагiловим [37, 38], ним же було виявлено, що спiввiдношення

dn(W
r
p , Lq) � n−r+1/p−1/q
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порушується при p = 1 i q =∞.

Нехай lnp — n–вимiрний банахiв простiр з нормою

‖x‖lnp =

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

i Bn
p = {x : ‖x‖lnp ≤ 1} — одинична куля в lnp .

У 1974 Є. Д. Глускiн [31] отримав непокращуванi по порядку оцiн-
ки поперечникiв dm(W r

1 , L∞), r = 2, 3, 4, ..., показавши, що для оцiнок
цих величин можна використати оцiнки колмогоровських поперечникiв
dm(Bn

1 , l
n
∞). Згодом у роботi [32] Є. Д. Глускiн встановив порядковi оцiнки

колмогоровських поперечникiв dm(W r
1 , Lq) при q > 2.

Узагальнюючи методи дискретизацiї в оцiнках поперечникiв (див., на-
приклад, [77, 31, 38]), В. Є. Майоров показав [46], що в деяких ситуацi-
ях задачi про порядковi оцiнки колмогоровських поперечникiв функцiо-
нальних класiв W r

p у просторi Lq можна звести до оцiнок колмогоров-
ських поперечникiв вiдповiдних одиничних куль Bn

p у просторi lnq .

Згодом Б. С. Кашин [39, 40], використовуючи знайденi ним оцiнки
для поперечникiв dm(Bn

2 , l
n
∞) в поєднаннi з методом дискретизацiї, завер-

шив встановлення порядкiв поперечникiв dm(W r
p , Lq), 2 < p < q < ∞,

1 < p ≤ 2 < q <∞, у випадку, коли клас W r
p вкладений у простiр непе-

рервних функцiй, тобто при rp > 1.

Серед тих значень параметрiв r, p, q, при яких величина dm(W r
p , Lq)

має сенс, її порядки залишалися невiдомими тiльки для "малих" r, то-
чнiше для таких r, p, q, що

(r, p, q) ∈ Ω, Ω = {(r, p, q) : 0 < rp ≤ 1, 1 ≤ p < q <∞, q > 2}.

У роботi [41] показано, що при 1
2 < r < 1 i 2 < q < 1

1−r справедлива
оцiнка

dm(W r
1 , Lq) � m−

q
2 (r−1+ 1

q ).
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Iз цього результату видно, що поведiнка колмогоровського поперечника
dm(W r

1 , Lq) при 1
2 < r < 1 суттєво вiдрiзняється вiд випадку r > 1,

оскiльки [39]

dm(W r
1 , Lq) � m−r+

1
2 , r > 1, 2 < q <∞.

Iншими словами, Б. С. Кашиним у роботi [41] для випадку 1
2 < r < 1

i 2 < q < 1
1−r було виявлено ефект, який згодом отримав назву "ефект

малої гладкостi".

Пiзнiше у роботах [44, 27] були встановленi точнi за порядком оцiнки
величин dm(W r

p , Lq) при (r, p, q) ∈ Ω, тобто для малих гладкостей r,
а також двостороннi оцiнки для критичних показникiв гладкостi, якi
вiдрiзняються логарифмiчним множником.

На даний час дослiдження колмогоровських поперечникiв класiв перi-
одичних функцiй як однiєї, так i багатьох змiнних мають велику iсторiю,
з якою можна ознайомитися, наприклад, у монографiях [87, 83, 43, 88,
101, 30, 60].

Нехай {uj}mj=1 — ортонормована система функцiй uj ∈ L∞, j = 1,m.
Кожнiй функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть апарат
наближення вигляду

m∑
j=1

(f, uj)uj(x),

тобто ортогональну проекцiю функцiї f на пiдпростiр, породжений си-
стемою функцiй {uj}mj=1. Тут i далi

(f, uj) =
1

2π

π∫
−π

f(x)uj(x)dx,

де uj — функцiї комплексно–спряженi до uj.

Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiональний клас, то величина
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d⊥m(F,Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈F

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

(1.4)

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу у просторi Lq,
який було введено В. М. Темляковим [82].

У переважнiй бiльшостi випадкiв оцiнки зверху величин d⊥m(F,Lq)

одержуються за допомогою наближення функцiй f ∈ F їх частинними
сумами Фур’є Sm(f, x) вигляду

Sm(f, x) =
m∑

k=−m

f̂(k)eikx.

Дослiдження швидкостi наближення перiодичних функцiй частинни-
ми сумами Фур’є беруть початок з робiт А. Лебега [98]. Iстотний крок у
цьому напрямi було зроблено у 1936 р. А. М. Колмогоровим [97], який
показав, що для класiв W r

∞, r ∈ N, має мiсце асимптотична рiвнiсть

Em(W r
∞)∞ =

4 lnm

π2mr
+O(m−r), m→∞, (1.5)

де для F ⊂ Lq i 1 ≤ q ≤ ∞

Em(F )q = sup
f∈F

∥∥∥∥f(x)−
m∑

k=−m

f̂(k)eikx
∥∥∥∥
q

.

У 1940 р. В. Т. Пiнкевич [55] показав, що рiвнiсть (1.5) виконується для
класiв ВейляW r

r,∞ при довiльних r > 0. С. О. Теляковський [79] знайшов
асимптотичнi рiвностi величин Em(W r

∞,β)∞ при довiльних r > 0, β ∈ R i
m ∈ N.

Завдяки дослiдженням С. М. Нiкольського [53] було встановлено ана-
логiчнi рiвностi i для величин Em(W r

r,1)1, r > 0. У роботах С. М. Нiколь-
ського [53], С. Б. Стєчкiна, С. О. Теляковського [78] та С. О. Теляков-
ського [80] знайдено асимптотичнi рiвностi для величин Em(W r

1,β)1, r > 0,
β ∈ R.
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Що стосується точних за порядком оцiнок величин Em(W r
p,β)q, то на

сьогоднi вони вiдомi при всiх допустимих значеннях параметрiв r, p, q i
β (див., наприклад, [101], Р. I, §3).

Питання, якi пов’язанi з наближенням сумами Фур’є класiв Lψβ,p у про-
сторi Lq при 1 ≤ p, q ≤ ∞ i рiзних швидкостях прямування до нуля послi-
довностей ψ, дослiджувались у роботах О. I. Степанця [71, 72], О. I. Сте-
панця та О. К. Кушпеля [75], С. О. Теляковського [81], Р. М. Тригуба
[91], В. С. Романюка [62], А. С. Сердюка [64], А. С. Сердюка та I. В. Со-
коленка [65], А. С. Сердюка та У. З. Грабової [33], А. С. Сердюка та
Т. А. Степанюк [66] та iнших.

Iз результатами дослiдження наближень класiв Вейля – Надя W r
p,β, а

також класiв Lψβ,p, у просторi Lq сумами Фур’є та полiномами, що побу-
дованi на базi цих сум, можна ознайомитися у монографiях [87, 35, 71,
83, 72, 101, 73, 76, 60].

Для встановлення оцiнок знизу ортопроекцiйних поперечникiв деяких
класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних В. М. Темляковим (див.,
наприклад, [83]) було запропоновано розглянути величини, якi, у пев-
ному сенсi, є близькими до цих поперечникiв i означаються наступним
чином.

Нехай F — деякий функцiональний клас простору Lq. Тодi через
dBm(F,Lq) позначимо величину

dBm(F,Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

∥∥∥∥f −Gf∥∥∥∥
q

. (1.6)

Тут Lm(B)q — множина лiнiйних операторiв G, якi задовольняють умо-
ви:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригонометри-
чнi полiноми, а область значення мiститься у пiдпросторi простору Lq
розмiрностi m;
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б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх k виконується нерiвнiсть

‖Geikx‖2 ≤ B.

Зауважимо, що до Lm(1)2 належать, зокрема, оператори ортогональ-
ного проектування на пiдпростори розмiрностi m, а також оператори,
якi задаються по ортонормованiй системi функцiй за допомогою муль-
типлiкатора, котрий означається послiдовнiстю {λl} такою, що |λl| ≤ 1

для всiх l.

З означення величин dm(F,Lq), d⊥m(F,Lq) i dBm(F,Lq) випливає, що вони
пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

dBm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq), (1.7)

dm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq)

i, зокрема,

dm(F,L2) = d⊥m(F,L2).

Iз нерiвностi (1.7) видно, що оцiнки знизу величин dBm(F,Lq) можуть
слугувати оцiнками знизу для ортопроекцiйних поперечникiв d⊥m(F,Lq)

i, навпаки, оцiнки зверху для поперечникiв d⊥m(F,Lq) можна використо-
вувати для оцiнок зверху величини dBm(F,Lq).

Вiдмiтимо також, що при доведеннi оцiнок знизу величин dBm(F,Lq)

будемо використовувати метод, який розробив В. М. Темляков при вста-
новленнi оцiнок цих величин для деяких класiв функцiй багатьох змiн-
них (див., наприклад, [83, 84, 101]). Суть цього методу полягає в побудовi
функцiй з класiв F , якi "погано" наближаються за допомогою операторiв
G.

З детальнiшою iнформацiєю стосовно дослiдження величин (1.4) i (1.6)
для рiзноманiтних функцiональних класiв можна ознайомитись у робо-
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тах [26, 84, 1, 58, 59, 92, 70, 61, 34], а також у монографiях [83, 101, 60].
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Роздiл 2

Оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим
вибором гармонiк

Даний роздiл присвячено дослiдженню узагальнено–диференцiйовних
властивостей тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк
щодо вiдомої проблеми Лiттлвуда [95], а саме: чи може ядро типу Дiрiхле
з довiльним вибором гармонiк мати кращi узагальнено–диференцiальнi
властивостi, нiж класичне ядро Дiрiхле? Як виявилося, при деяких умо-
вах на послiдовностi ψ, вiдповiдь є позитивною.

2.1. Постановка задачi та допомiжнi твердження

У 1981 р. незалежно i майже одночасно С. В. Конягiн [42] та Мак-Гi,
Пiно i Смiт [99] довели гiпотезу Лiттлвуда [95]:

для будь–якого набору цiлих чисел j1, ..., jm справедлива порядкова не-
рiвнiсть ∥∥∥∥ m∑

n=1

eijnx
∥∥∥∥

1

� lnm.

У той же час, для ядра Дiрiхле добре вiдомо (див., наприклад, [101], Р.
1, §1), що

‖Dm‖1 =

∥∥∥∥ m∑
k=−m

eikx
∥∥∥∥

1

� lnm.

Згодом В. М. Тихомиров у оглядi [88] запропонував узагальнити зада-
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чу Лiттлвуда i дослiдити асимптотику при m→∞ величини вигляду

Lm(r, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)(r)∥∥∥∥

q

, 1 ≤ q ≤ ∞, (2.1)

де Km — довiльний набiр рiзних цiлих чисел j1, ..., jm i похiдна порядку
r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля.

Першi оцiнки величини Lm(r, q) були отриманi В. Є. Майоровим [51].
Згодом Е. С. Белiнським [7, 8] було доповнено результати з [51]. Зауважи-
мо, що, як зазначено Е. С. Белiнським у роботi [8], одночасно i незалежно
вiд нього оцiнки величини Lm(r, q) при 0 ≤ r < 1

q i 2 < q < ∞ було по-
вiдомлено С. В. Конягiним на 4-й Саратовськiй зимовiй школi по теорiї
функцiй i наближень у 1988 р. Згодом дослiдження величини (2.1) було
поширено i на багатовимiрний випадок у роботах [94, 9].

Iз робiт [51] та [8] випливає, що

Lm(0, 1) � lnm;

Lm(0, q) � m1−1/q, 1 < q ≤ 2; (2.2)

Lm(0, q) � m1/2, 2 < q <∞.

У той же час, для ядра Дiрiхле добре вiдомо (див., наприклад, [101], Р.
I, §1), що

‖Dm‖1 � lnm;

‖Dm‖q � m1−1/q, 1 < q <∞; (2.3)

‖Dm‖∞ � m.

Метою нашої роботи є встановлення точних за порядком оцiнок вели-
чини

Lm(ψ, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)ψ∥∥∥∥

q

при 1 < q <∞ i певних умовах на послiдовностi ψ.

При доведеннi основних результатiв нам знадобляться деякi вiдомi
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твердження, якi ми сформулюємо згiдно з нашими позначеннями.

Нехай T (m) — множина полiномiв t вигляду

T (m) =

{
t : t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx

}
.

Тодi має мiсце твердження.

Твердження А [73, ч. 2, с. 115]. Нехай 1 < q <∞, ψ — довiльна не-
зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних чисел, β ∈ R. Тодi для довiльного
полiнома t ∈ T (m) справедлива оцiнка

‖tψβ‖q � ψ−1(m)‖t‖q.

Нехай f ∈ Lq, 1 < q <∞. Для s ∈ Z+ розглянемо множину

ρ(s) =
{
k ∈ Z : [2s−1] ≤ |k| < 2s

}
,

де [a] — цiла частина числа a, i покладемо

δs(f) := δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)eikx.

Теорема В (Лiттлвуда – Пелi, див., наприклад, [101], В., §3). Нехай
задано 1 < q < ∞. Тодi iснують додатнi сталi C1(q), C2(q) такi, що
для кожної функцiї f ∈ Lq мають мiсце оцiнки

C1(q)‖f‖q ≤

∥∥∥∥∥
∑
s∈Z+

|δs(f)|2
1/2 ∥∥∥∥∥

q

≤ C2(q)‖f‖q.

Теорема Г [56]. Нехай ψ ∈ Ψ, β ∈ R i 1 < q < ∞. Тодi для fψβ
справедливе спiввiдношення

‖fψβ ‖q �

∥∥∥∥∥
∑
s∈Z+

|ψ−1(2s)δs(f)|2
1/2 ∥∥∥∥∥

q

.
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Теорема Д (Хаусдорфа – Юнга, див., наприклад, [101], В., §3). Нехай
1 < q ≤ 2 i 1

q + 1
q′ = 1. Тодi для будь–якої функцiї f ∈ Lq

‖f‖q ≥
(∑

k∈Z

|f̂(k)|q′
)1/q′

.

Якщо послiдовнiсть {ck} є такою, що∑
k∈Z

|ck|q <∞,

то тодi iснує функцiя f ∈ Lq′ для якої f̂(k) = ck i

‖f‖q′ ≤
(∑

k∈Z

|f̂(k)|q
)1/q

.

Лема А [9]. Нехай 2 ≤ q <∞, Kn = {jk}nk=1 ⊂ Z i

T (Kn) := T (Kn, x) =
n∑
k=1

eijkx.

Тодi для довiльного m ≤ n iснує тригонометричний полiном T̃ (Km)

з кiлькiстю гармонiк не бiльше m i такий, що

‖T (Kn)− T̃ (Km)‖q ≤ C3
n√
m
,

причому Km ⊂ Kn, всi коефiцiєнти полiнома T̃ (Km) однаковi i не пере-
вищують за модулем n

m.

Теорема Е (див., наприклад, [54, с. 159]). Нехай t ∈ T (m), m > 0.
Тодi при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ виконується нерiвнiсть

‖t‖p � m1/q−1/p‖t‖q.

Це спiввiдношення є частковим випадком нерiвностi, яка була доведена
в багатовимiрному випадку С. М. Нiкольським i вiдома як "нерiвнiсть
рiзних метрик". Зауважимо також, що в одновимiрному випадку при
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p =∞ вiдповiдну нерiвнiсть довiв Джексон [96].
Теорема Є (Марцинкевича, див., наприклад, [36, с. 346]). Нехай за-

дано послiдовнiсть {λn}∞n=−∞, що задовольняє умови:
1) |λn| ≤ C4, n ∈ Z;

2)
±2ν−1∑
µ=±2ν−1

|λµ+1 − λµ| ≤ C4, ν ∈ N.

Тодi, якщо

f(x) =
+∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx ∈ Lq, 1 < q <∞,

то

F (x) =
+∞∑

k=−∞

λkf̂(k)eikx ∈ Lq

i iснує стала C5(q) така, що

‖F‖q ≤ C5(q)C4‖f‖q.

2.2. Порядковi оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер Дiрiхле при
1 < q <∞

У даному пiдроздiлi встановлюються точнi за порядком оцiнки Lq–норм
ψ–похiдних ядер Дiрiхле при 1 < q <∞.

Теорема 2.1. Нехай 1 < q <∞, ψ — додатня i незростаюча послiдов-
нiсть. Тодi справедлива оцiнка

‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q. (2.4)

Якщо ж ψ ∈ Ψ, то

‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q. (2.5)
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Доведення. Доведемо в (2.4) оцiнку зверху. Оскiльки ядро Дiрiхле
Dm — тригонометричний полiном iз множини T (m), то, скориставшись
твердженням А, отримаємо

‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)‖Dm‖q.

Звiдси, згiдно зi спiввiдношенням (2.3), будемо мати

‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q.

Тепер встановимо в (2.5) вiдповiдну оцiнку знизу. За заданим m вибе-
ремо µ ∈ N таким чином, щоб виконувалася умова 2µ−1 ≤ m ≤ 2µ. Тодi
для будь–якого s ≤ µ можемо записати

δs(x) =
∑
l∈ρ(s)

eilx =
∑

2s−1≤|l|<2s

eilx = 2
∑

2s−1≤l<2s

cos lx =

=
2 sin 2s−2x · cos 2−1(3 · 2s−1 − 1)x

sin 2−1x

i вiдповiдно покладемо

δs(f, x) = ψ−1(2s)
∑
l∈ρ(s)

eilx = ψ−1(2s)δs(x). (2.6)

Нехай
∆n = {x ∈ R : π2−n−1 < |x| ≤ π2−n}, n ≥ 0.

Тодi, використовуючи спiввiдношення

2x

π
≤ sinx ≤ x, 0 ≤ x ≤ π

2
,

i враховуючи, що l ∈ ρ(s), а x ∈ ∆n, s < n, для δs(x) будемо мати

δs(x) = 2
∑

2s−1≤l<2s

cos lx =

=
2 sin 2s−2x · cos 2−1(3 · 2s−1 − 1)x

sin 2−1x
≥
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≥
2 · 2

π · 2
s−2x · cos 2−1(3 · 2s−1 − 1)x

2−1x
=

=
2s+1

π
cos 2−1(3 · 2s−1 − 1)x ≥

≥ 2s+1

π
cos 2−1(3 · 2s−1 − 1)π2−s =

=
2s+1

π
cos

(
3π

4
− π2−s−1

)
≥ 2s+1

π
cos

3π

8
. (2.7)

Тодi, використовуючи теореми В i Г та спiввiдношення (2.6), отрима-
ємо ∥∥∥∥(Dm

)ψ∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥( ∑
|k|≤m

eikx
)ψ∥∥∥∥

q

�

�
∥∥∥∥(∑

s≤µ

∣∣∣∣ψ−1(2s)δs(x)

∣∣∣∣2)1/2∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥(∑

s≤µ

∣∣∣∣δs(f, x)

∣∣∣∣2)1/2∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥∑
s≤µ

ψ−1(2s)δs(x)

∥∥∥∥
q

=

=

(
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∑
s≤µ

ψ−1(2s)δs(x)

∣∣∣∣qdx)1/q

= I

Далi, розбиваючи вiдрiзок iнтегрування на областi ∆n i беручи в сумi
по s тiльки доданок з s = n, та враховуючи (2.7), будемо мати

I �
(∑

n≤µ
ψ−q(2n)

∫
∆n

∣∣∣∣2n+1

π
cos

3π

8

∣∣∣∣qdx)1/q

≥

≥
(∑

n≤µ
ψ−q(2n) · π

2n+1
·
∣∣∣∣2n+1

π
cos

3π

8

∣∣∣∣q)1/q

≥
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�
(∑

n≤µ
ψ−q(2n)2n(q−1)

)1/q

≥

≥ ψ−1(2µ)2µ(1−1/q) � ψ−1(m)m1−1/q.

Теорему 2.1 доведено.
Зауваження 2.1. Якщо 1 < q < ∞, ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0},

r > 1/q − 1, то вiдповiдне твердження було встановлено у роботi [24].

2.3. Оцiнки Lq–норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкра-
щим вибором гармонiк при 1 < q <∞

У даному пiдроздiлi встановлюються точнi за порядком оцiнки Lq–норм
ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк.

Має мiсце твердження.

Теорема 2.2. Нехай 2 < q <∞, ψ — додатня i незростаюча послiдов-
нiсть. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ, i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ 1/q+ε, τ ∈ N, не зростає, то

Lm(ψ, q) � ψ−1(m)m1−1/q.

Доведення. Оцiнка зверху випливає з теореми 2.1 попереднього пiд-
роздiлу. Дiйсно, оскiльки

L2m+1(ψ, q) ≤ ‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q, 2 < q <∞,

то звiдси знаходимо

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.
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Тепер встановимо вiдповiдну оцiнку знизу. Не зменшуючи загально-
стi будемо вважати, що Km = {j1, ..., jm}, 0 < j1 < ... < jm, — довiльний
набiр iз m натуральних чисел, ms = |Km ∩ ρ(s)|, s ∈ Z+. Тодi, викори-
стовуючи теорему В та нерiвнiсть

(∑
l

|al|2
)1/2

≥
(∑

l

|al|q
)1/q

, 2 ≤ q <∞, (2.8)

отримаємо

∥∥∥∥( m∑
k=1

eijkx
)ψ∥∥∥∥

q

≥
( π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
jk∈Km

ψ−1(jk)e
ijkx

∣∣∣∣qdx)1/q

�

�
( π∫
−π

(∑
s∈Z+

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣2)q/2dx)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣qdx)1/q

. (2.9)

Далi, покладемо

∆s = [π2−(s+3), π2−(s+2)]

i зауважимо, що оскiльки l ∈ Km ∩ ρ(s) i x ∈ ∆s, то cos lx ≥ 1
2 . Тодi для

спiввiдношення (2.9) маємо

Lm(ψ, q)�

�
(∑
s∈Z+

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l) cos(lx)

∣∣∣∣qdx)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l) cos lx

∣∣∣∣qdx)1/q

�
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�
(∑
s∈Z+

|∆s|
∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)

∣∣∣∣q)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

ψ−q(2s−1)2−smq
s

)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

ψ−q(2s)2−smq
s

)1/q

. (2.10)

Нехай

I1 = ψ−q(2s)2−smq
s, (2.11)

де ms ≤ 2s i

∑
s∈Z+

ms = m.

Виберемо µ > 0 так, щоб 2µ−1 ≤ m ≤ 2µ i

∑
s≤µ

ms ≤
∑
s≤µ

2s ≤ C12
µ ≤ m

2
.

У такому випадку повинно виконуватися спiввiдношення

∑
s>µ

ms ≥ C2
m

2
. (2.12)

Крiм цього, з (2.11) маємо, що

ms = I
1/q
1 ψ(2s)2s/q. (2.13)

i тому, згiдно з (2.12) i (2.13), оскiльки послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/q+ε, τ ∈ N,
не зростає, отримаємо
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m�
∑
s>µ

ms = I
1/q
1

∑
s>µ

ψ(2s)2s/q =

= I
1/q
1

∑
s>µ

ψ(2s)2s/q2sε2−sε �

� I
1/q
1 ψ(2µ)2µ/q2µε

∑
s>µ

2−sε �

� I
1/q
1 ψ(2µ)2µ/q2µε2−µε =

= I
1/q
1 ψ(2µ)2µ/q. (2.14)

З (2.14) знаходимо

I1 � ψ−q(2µ)2−µmq

або

I1 � ψ−q(m)m−1mq = ψ−q(m)mq−1. (2.15)

Таким чином, спiвставивши (2.10), (2.11) i (2.15), приходимо до шука-
ної оцiнки знизу:

Lm(ψ, q)�
(∑
s∈Z+

ψ−q(m)mq−1

)1/q

� ψ−1(m)m1−1/q.

Теорему 2.2 доведено.
Теорема 2.3. Нехай 1 < q ≤ 2, ψ — додатня i незростаюча послiдов-
нiсть. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ, i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ ε, τ ∈ N, не зростає, то
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Lm(ψ, q) � ψ−1(m)m1−1/q.

Доведення. Оцiнка зверху випливає з теореми 2.1 попереднього пiд-
роздiлу. Дiйсно, оскiльки

L2m+1(ψ, q) ≤ ‖(Dm)ψ‖q � ψ−1(m)m1−1/q, 1 < q ≤ 2,

то звiдси знаходимо

Lm(ψ, q)� ψ−1(m)m1−1/q.

Одержимо вiдповiдну оцiнку знизу. При цьому, як i при доведеннi
оцiнки знизу в теоремi 2.2, будемо вважати, що Km = {j1, ..., jm},
0 < j1 < ... < jm, — довiльний набiр iз m натуральних чисел,
ms = |Km ∩ ρ(s)|, s ∈ Z+. Тодi, використовуючи теорему В та не-
рiвнiсть (2.8), отримаємо

∥∥∥∥( m∑
k=1

eijkx
)ψ∥∥∥∥

q

≥
( π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
jk∈Km

ψ−1(jk)e
ijkx

∣∣∣∣qdx)1/q

�

�
( π∫
−π

(∑
s∈Z+

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣2)q/2dx)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣qdx)1/q

=

=

(∑
s∈Z+

∥∥∥∥ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∥∥∥∥q
q

)1/q

. (2.16)

Далi, використовуючи теорему Д, з (2.16) отримаємо

Lm(ψ, q)�
(∑
s∈Z+

∥∥∥∥ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∥∥∥∥q
q

)1/q

�
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�
(∑
s∈Z+

( ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−q
′
(l)

)q/q′)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

(
ψ−q

′
(2s−1)ms

)q/q′)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

ψ−q(2s−1)mq/q′

s

)1/q

�

�
(∑
s∈Z+

ψ−q(2s)mq/q′

s

)1/q

. (2.17)

Нехай

I2 = ψ−q(2s)mq/q′

s , (2.18)

де ms ≤ 2s i

∑
s∈Z+

ms = m.

Виберемо µ > 0 так, щоб 2µ−1 ≤ m ≤ 2µ i

∑
s≤µ

ms ≤
∑
s≤µ

2s ≤ C32
µ ≤ m

2
.

У такому випадку повинно виконуватися спiввiдношення

∑
s>µ

ms ≥ C4
m

2
. (2.19)

Крiм цього, з (2.18) випливає, що

ms = I
q′/q
2 ψq

′
(2s). (2.20)

i тому, згiдно з (2.19) i (2.20), оскiльки послiдовнiсть ψ(τ)τ ε, τ ∈ N, не
зростає, отримаємо
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m�
∑
s>µ

ms = I
q′/q
2

∑
s>µ

ψq
′
(2s) =

= I
q′/q
2

∑
s>µ

ψq
′
(2s)2sε2−sε �

� I
q′/q
2 ψq

′
(2µ)2µε

∑
s>µ

2−sε �

� I
q′/q
2 ψq

′
(2µ)2µε2−µε = I

q′/q
2 ψq

′
(2µ). (2.21)

З (2.21) знаходимо

I2 � ψ−q(2µ)mq/q′

або

I2 � ψ−q(m)mq/q′. (2.22)

Таким чином, спiвставивши (2.17), (2.18) i (2.22), приходимо до шука-
ної оцiнки знизу:

Lm(ψ, q)�
(∑
s∈Z+

ψ−q(m)mq/q′
)1/q

�

� ψ−1(m)m1/q′ = ψ−1(m)m1−1/q.

Теорему 2.3 доведено.

Зауваження 2.2. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, r > 1/q при
2 < q < ∞ i r > 0 при 1 < q ≤ 2, то оцiнки вiдповiдних величин
встановлено у роботi [51].

Зауваження 2.3. З результатiв, одержаних у теоремах 2.2 i 2.3, ви-
пливає, що норми ψ–похiдних у метрицi простору Lq, 1 < q < ∞, при
вiдповiдних умовах на послiдовностi ψ, як для ядер Дiрiхле Dm, так i
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для ядер типу Дiрiхле з найкращим вибором гармонiк мають однаковi
порядки.

Тепер сформулюємо i доведемо твердження, у якому встановлено то-
чну за порядком оцiнку величини Lm(ψ, q), 2 < q < ∞, i при цьому
виявлено, що ця величина при певних умовах на послiдовнiсть ψ вiдрi-
зняється за порядком вiд Lq–норми ψ–похiдної ядра Дiрiхле.

Теорема 2.4. Нехай 2 < q <∞, ψ ∈ Ψ. Тодi справедлива оцiнка

Lm(ψ, q)� ψ−1

(
[mq/2]

)√
m. (2.23)

Якщо ж, крiм цього, iснують ε1, ε2 > 0 такi, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ 1/q−ε1, τ ∈ N, не спадає, а послiдовнiсть ψ(τ)τ ε2 не зростає, то

Lm(ψ, q) � ψ−1

(
[mq/2]

)√
m. (2.24)

Доведення. Для доведення в (2.23) оцiнки зверху розглянемо полiном

D2s(x) =
2s∑
k=1

eikx,

де 2s > m, i у подальших мiркуваннях число s буде уточнено. Згiдно з
лемою А знайдеться тригонометричний полiном

t∗m(x) =
m∑
n=1

aeijnx, |a| ≤ 2s

m
,

який мiстить не бiльше, нiж m гармонiк, i такий, що

‖D2s − t∗m‖q ≤ C5
2s√
m
. (2.25)

Очевидно можна вважати, що C5 > 1. Тодi будуть справедливi спiввiд-
ношення ∣∣∣∣t∗m(0)

a

∣∣∣∣ =
1

|a|
|t∗m(0)| ≥ m

2s
‖t∗m‖∞ ≥
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≥ m

2s

(
‖D2s‖∞ − ‖D2s − t∗m‖∞

)
. (2.26)

Тому, використавши теорему Е, оцiнку (2.25) i врахувавши, що 2s > m,
будемо мати

‖D2s − t∗m‖∞ � 2s/q‖D2s − t∗m‖q ≤ C52
s/q 2s√

m
. (2.27)

Таким чином, пiдставивши (2.27) в (2.26), отримаємо∣∣∣∣t∗m(0)

a

∣∣∣∣ ≥ m

2s

(
‖D2s‖∞ − ‖D2s − t∗m‖∞

)
≥

≥ m

2s

(
2s − C52

s/q 2s√
m

)
=

= m

(
1− C5

2s/q√
m

)
≥ m

2
,

якщо тiльки 2s ≤ mq/2(2C5)
−q. Тому будемо вважати, що

2s = [mq/2(2C5)
−q].

Далi нам буде потрiбна оцiнка знизу величини |a|. Оскiльки∣∣∣∣2s − |a| ·m∣∣∣∣ =

∣∣∣∣‖D2s‖∞ − ‖t∗m‖∞
∣∣∣∣ ≤ ‖D2s − t∗m‖∞,

то, скориставшись спiввiдношенням (2.27), отримаємо

2s − |a| ·m ≤ C52
s/q 2s√

m
.

Звiдси, прийнявши до уваги умову на 2s, будемо мати

|a| ≥ 2s

m
− C52

s/q 2s√
m ·m

≥ 2s

m
− 2s

2m
=

2s

2m
.

Розглянемо тепер тригонометричний полiном
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tm(x) =
1

a
t∗m(x),

який має m гармонiк, i всi його коефiцiєнти рiвнi 1. Скориставшись по-
слiдовно твердженням А, спiввiдношеннями (2.25) та (2.2) i врахувавши,
що 2s > m, можемо записати∥∥∥∥(tm)ψ∥∥∥∥

q

=

∥∥∥∥(1

a
t∗m

)ψ∥∥∥∥
q

=

=
1

|a|

∥∥∥∥(t∗m)ψ∥∥∥∥
q

� m

2s
ψ−1(2s)‖t∗m‖q ≤

≤ m

2s
ψ−1(2s)

(
‖D2s − t∗m‖q − ‖D2s‖q

)
≤

≤ m

2s
ψ−1(2s)

(
C5

2s√
m
− 2s(1−1/q)

)
�

� ψ−1(2s)
√
m. (2.28)

Далi, оскiльки ψ ∈ Ψ i 2s = [C6m
q/2], де C6 = (2C5)

−q, то зi спiввiдно-
шення (2.28) маємо

‖(tm)ψ‖q � ψ−1

(
[C6m

q/2]

)√
m.

Звiдси, врахувавши, що C6 < 1, отримаємо шукану оцiнку зверху

Lm(ψ, q)� ψ−1

(
[C6m

q/2]

)√
m ≤

≤ ψ−1

(
[mq/2]

)√
m.

Доведемо в (2.24) оцiнку знизу. Як буде зрозумiло з подальших мiр-
кувань, можна вважати, що Km = {j1, ..., jm}, 0 < j1 < ... < jm, — до-
вiльний набiр iз m натуральних чисел, ms = |Km ∩ ρ(s)| — кiлькiсть
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елементiв даного набору, якi потрапляють до множини ρ(s), s ∈ Z+.

Далi, для кожного s ∈ Z+ розглянемо полiном

tm,s(x) =
∑

l∈Km∩ρ(s)

eilx

i покажемо, що виконується спiввiдношення

‖(tm,s)ψ‖q � ψ−1(2s)‖tm,s‖q, 2 < q <∞. (2.29)

З цiєю метою розглянемо послiдовнiсть {λl,s}, яка задається формулою:

{λl,s} =

{
ψ(l)

ψ(2s)

}
, l ∈ Km ∩ ρ(s),

i переконаємося, що {λl,s} задовольняє умови 1) i 2) теореми Є.

Оскiльки ψ ∈ Ψ i за умовою l є додатними, то:

1) |λl,s| =
∣∣∣∣ ψ(l)

ψ(2s)

∣∣∣∣ ≤ ψ(l)

ψ(2s)
≤ C7,

2)
∑

l∈Km∩ρ(s)

|λl,s − λl+1,s| =

=
∑

l∈Km∩ρ(s)

∣∣∣∣ ψ(l)

ψ(2s)
− ψ(l + 1)

ψ(2s)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2s)

∑
l∈Km∩ρ(s)

(
ψ(l)− ψ(l + 1)

)
≤

≤ 1

ψ(2s)

(
ψ(2s−1)− ψ(2s)

)
≤

≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤ C7.

Таким чином оператор Λl,s, який задається послiдовнiстю {λl,s} i дiє
як мультиплiкатор, задовольняє умови теореми Є.
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Тепер подiємо оператором Λl,s на полiном

t
∗
m,s(x) =

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx.

У результатi одержимо

Λl,st
∗
m,s(x) = Λl,s

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx =

=
∑

l∈Km∩ρ(s)

ψ(l)

ψ(2s)
ψ−1(l)eilx =

=
1

ψ(2s)

∑
l∈Km∩ρ(s)

eilx =
1

ψ(2s)
tm,s(x).

Звiдси маємо ∥∥∥∥Λl,st
∗
m,s

∥∥∥∥
q

=
1

ψ(2s)

∥∥∥∥tm,s∥∥∥∥
q

. (2.30)

З iншого боку, згiдно з теоремою Є∥∥∥∥Λl,st
∗
m,s

∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥Λl,s

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∥∥∥∥
q

≤

≤ C8

∥∥∥∥ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∥∥∥∥
q

= C8

∥∥∥∥(tm,s)ψ∥∥∥∥
q

. (2.31)

Отже, спiвставивши (2.30) i (2.31), отримаємо потрiбне спiввiдношення
(2.29).

Далi, використавши теорему В i нерiвнiсть (2.8), згiдно з (2.29) отри-
маємо

∥∥∥∥( m∑
k=1

eijkx
)ψ∥∥∥∥q

q

≥
π∫

−π

∣∣∣∣ ∑
jk∈Km

ψ−1(jk)e
ijkx

∣∣∣∣qdx �
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�
π∫

−π

(∑
s∈Z+

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣2)q/2dx�

�
∑
s∈Z+

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(l)eilx
∣∣∣∣qdx�

�
∑
s∈Z+

ψ−q(2s)

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
l∈Km∩ρ(s)

eilx
∣∣∣∣qdx =

=
∑
s∈Z+

ψ−q(2s)‖tm,s‖qq. (2.32)

Щоб продовжити (2.32), розглянемо двi множини S1 i S2 та будемо
вважати, що s ∈ S1, якщо ms > 2

2s
q , а всi iншi iндекси s вiднесемо до S2.

Вiдповiдно останню суму в (2.32) подамо у виглядi двох доданкiв

∑
s∈Z+

ψ−q(2s)‖tm,s‖qq =

=
∑
s∈S1

ψ−q(2s)‖tm,s‖qq +
∑
s∈S2

ψ−q(2s)‖tm,s‖qq. (2.33)

Для оцiнки першої суми використаємо спiввiдношення, яке випливає
iз нерiвностi рiзних метрик (теорема Е). А саме, оскiльки

ms = ‖tm,s‖∞ ≤ 2s/q‖tm,s‖q,

то

‖tm,s‖q ≥
ms

2s/q
. (2.34)

Для оцiнки другої суми в (2.33) скористаємося нерiвнiстю

‖tm,s‖q > ‖tm,s‖2 =
√
ms, q > 2. (2.35)
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Тодi, пiдставляючи (2.34) i (2.35) в (2.33), отримаємо

∑
s∈Z+

ψ−q(2s)‖tm,s‖qq ≥

≥
∑
s∈S1

ψ−q(2s)
mq
s

2s
+
∑
s∈S2

ψ−q(2s)
√
mq
s. (2.36)

Для продовження мiркувань розглянемо спочатку випадок, коли

∑
s∈S1

ms >
m

2
,

i оцiнимо належним чином знизу першу суму в правiй частинi спiввiд-
ношення (2.36). З умови ms > 2

2s
q випливає, що

max
s∈S1

s ≤ log2

(
[mq/2] + 1

)
. (2.37)

Тодi, використовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо

m

2
≤
∑
s∈S1

ms =
∑
s∈S1

ψ−1(2s)2−s/qmsψ(2s)2s/q ≤

≤
(∑
s∈S1

ψ−q(2s)2−smq
s

)1/q(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)1/q′

. (2.38)

Тепер, врахувавши (2.32), (2.33) i (2.36), одержимо

Lm(ψ, q)�
(∑
s∈S1

ψ−q(2s)2−smq
s

)1/q

i згiдно з (2.38) можемо записати

m

2
≤ Lm(ψ, q)

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)1/q′

.

Звiдси випливає оцiнка
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Lm(ψ, q) ≥ m

2

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)−1/q′

. (2.39)

З iншого боку, оскiльки послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/q−ε1, τ ∈ N, не спадає,
то, врахувавши умову (2.37), отримаємо

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)1/q′

=

=

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q2−sq
′ε12sq

′ε1

)1/q′

≤

≤
(
ψq
′
(

[mq/2] + 1

)
·
(

[mq/2] + 1

)q′/q−q′ε1
·
(

[mq/2] + 1

)q′ε1)1/q′

=

=

(
ψq
′
(

[mq/2] + 1

)
·
(

[mq/2] + 1

)q′/q)1/q′

=

= ψ

(
[mq/2] + 1

)
·
(

[mq/2] + 1

)1/q

. (2.40)

Легко переконатися, що

ψ

(
[mq/2] + 1

)
� ψ

(
[mq/2]

)
. (2.41)

Дiйсно, оскiльки з одного боку ψ — додатнi i незростаючi, то

ψ

(
[mq/2]

)
> ψ

(
[mq/2] + 1

)
. (2.42)

А з iншого боку, врахувавши, що ψ ∈ Ψ, можемо записати

ψ

(
[mq/2]

)
≤ C9ψ

(
2[mq/2]

)
. (2.43)

Тому, звiдси одразу випливає, що
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ψ

(
[mq/2]

)
≤ C10ψ

(
[mq/2] + 1

)
. (2.44)

Таким чином, спiвставивши (2.42) i (2.44), отримаємо спiввiдношення
(2.41) i, вiдповiдно, (2.40) набуває вигляду

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)1/q′

� ψ

(
[mq/2]

)√
m.

Звiдси маємо

(∑
s∈S1

ψq
′
(2s)2sq

′/q

)−1/q′

� ψ−1

(
[mq/2]

)
m−1/2 (2.45)

i, пiдставивши (2.45) у (2.39), одержуємо шукану оцiнку:

Lm(ψ, q)� mψ−1

(
[mq/2]

)
m−1/2 =

= ψ−1

(
[mq/2]

)√
m.

Нехай тепер

∑
s∈S2

ms >
m

2
.

Оскiльки в такому випадку ms ≤ 2
2s
q , то виберемо s таким чином, щоб

виконувалася умова

s < log2[m
q/2]− 3

2
q. (2.46)

Тодi

∑
s∈S2

s<log2[mq/2]− 3
2q

ms ≤
∑
s∈S2

s<log2[mq/2]− 3
2q

2
2s
q ≤ m

8
.
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Вiдповiдно

∑
s∈S2

s≥log2[mq/2]− 3
2q

ms >
3m

8
.

Тодi, скориставшись нерiвнiстю Гельдера з показником q
2 , будемо мати

3m

8
�

∑
s∈S2

s≥log2[mq/2]− 3
2q

ms =

=
∑
s∈S2

s≥log2[mq/2]− 3
2q

ψ−2(2s)msψ
2(2s) ≤

≤
(∑
s∈S2

ψ−q(2s)mq/2
s

)2/q( ∑
s≥log2[mq/2]− 3

2q

ψ
2q
q−2 (2s)

) q−2
q

. (2.47)

Далi, оскiльки згiдно з умовою теореми ψ(τ)τ ε2, τ ∈ N, не зростає, то,
врахувавши (2.46), отримаємо

( ∑
s≥log2[mq/2]− 3

2q

ψ
2q
q−2 (2s)

) q−2
q

=

=

( ∑
s≥log2[mq/2]− 3

2q

ψ
2q
q−2 (2s)2sε2

2q
q−22−sε2

2q
q−2

) q−2
q

≤

≤
(
ψ

2q
q−2

(
2−

3
2q[mq/2]

)
·
(

2−
3
2q[mq/2]

)ε2 2q
q−2

·
∑

s≥log2[mq/2]− 3
2q

2−sε2
2q
q−2

) q−2
q

≤

≤
(
ψ

2q
q−2

(
2−

3
2q[mq/2]

)
·
(

2−
3
2q[mq/2]

)ε2 2q
q−2

·
(

2−
3
2q[mq/2]

)−ε2 2q
q−2
) q−2

q

=
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= ψ2

(
2−

3
2q[mq/2]

)
. (2.48)

А оскiльки ψ ∈ Ψ, то, виконавши елементарнi перетворення, маємо

ψ

(
2−

3
2q[mq/2]

)
≤ C11ψ

(
[mq/2]

)
. (2.49)

Тепер, врахувавши (2.32), (2.33) i (2.36), одержимо

Lm(ψ, q)�
(∑
s∈S2

ψ−q(2s)
√
mq
s

)1/q

. (2.50)

Таким чином, спiвставивши (2.47) – (2.50), можемо записати

3m

8
� L2

m(ψ, q) · ψ2

(
[mq/2]

)
,

звiдки одержуємо шукану оцiнку:

Lm(ψ, q)� ψ−1

(
[mq/2]

)√
m.

Теорему 2.4 доведено.
Зауваження 2.4. Якщо 2 < q < ∞, ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0},

0 ≤ r < 1/q, то вiдповiдне твердження було встановлено у роботi [8].
Одержане спiввiдношення (2.24) доповнює точнi за порядком оцiнки

величин Lm(ψ, q), 1 < q <∞, якi були одержанi в теоремах 2.2 i 2.3 за
iнших умов на послiдовнiсть ψ.

Спiвставляючи результати теорем 2.1 i 2.4 бачимо, що при виконаннi
умов теореми 2.4 на послiдовнiсть ψ величина Lm(ψ, q) i Lq–норма ψ–
похiдної ядра Дiрiхле вiдрiзняються за порядком.
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2.4. Висновки до роздiлу 2

Даний роздiл присвячено дослiдженню узагальнено–диференцiальних
властивостей тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармо-
нiк стосовно вiдомої проблеми Лiттлвуда [95]. У результатi проведених
дослiджень встановлено, що при 2 < q <∞ i деяких умовах на послiдов-
нiсть ψ ядро типу Дiрiхле з певним вибором гармонiк може мати кращi
узагальнено–диференцiальнi властивостi, нiж класичне ядро Дiрiхле.

У пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–
похiдних ядер Дiрiхле Dm при 1 < q <∞.

Пiдроздiл 2.3 присвячено вiдшуканню точних за порядком оцiнок Lq–
норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле при 1 < q <∞.

Спiвставляючи результати теореми 2.1 з пiдроздiлу 2.2 з теоремами
2.2, 2.3 пiдроздiлу 2.3, бачимо, що при виконаннi умов теорем 2.2 i 2.3 на
послiдовнiсть ψ, величина Lm(ψ, q) i Lq–норма ψ–похiдної ядра Дiрiхле
спiвпадають за порядком.

Якщо ж порiвняти результати теореми 2.1 пiдроздiлу 2.2 з теоремою
2.4 пiдроздiлу 2.3, то виявляємо, що при виконаннi умов теореми 2.4 на
послiдовнiсть ψ, величина Lm(ψ, q) i Lq–норма ψ–похiдної ядра Дiрiхле
вiдрiзняються за порядком.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у роботах [13, 15].
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Роздiл 3

Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для
тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк

Даний роздiл присвячено дослiдженню нерiвностей типу Бернштейна –
Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк i, зокрема, для звичайних тригонометричних полiномiв.

3.1. Постановка задач

Поєднавши разом нерiвностi Бернштейна та Джексона – Нiкольського,
якi пов’язують норми полiнома i його похiдної в рiзних метриках, можемо
записати наступне твердження (див., наприклад, [101], Р. I, §2):

для довiльного тригонометричного полiнома iз множини

T (m) =

{
t : t(x) =

m∑
k=−m

cke
ikx

}
та для довiльних r > 0 i β ∈ R

‖t(r)β ‖q � mr+1/p−1/q‖t‖p, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

У роботах [50, 51, 29] дослiджувалася величина

Tm(r, q, p) = inf
Km

sup
t∈T ∗(m)

‖t(r)‖q
‖t‖p

, 1 ≤ p, q ≤ ∞,

де похiдна порядку r ≥ 0 розумiється в сенсi Вейля, Km — довiльний
набiр рiзних цiлих чисел j1, ..., jm i
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T ∗(m) =

{
t : t(x) =

∑
j∈Km

cje
ijx

}
.

Нашою метою є встановлення точних за порядком оцiнок величини

Tm(ψ, q, p) = inf
Km

sup
t∈T ∗(m)

‖tψ‖q
‖t‖p

, 1 < p, q <∞, (3.1)

при певних умовах на послiдовностi ψ та деяких спiввiдношеннях мiж
параметрами p i q.

При доведеннi основних результатiв ми будемо використовувати де-
якi вiдомi твердження i теореми, якi було вже наведено в пiдроздiлi 2.1
роздiлу 2.

3.2. Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для триго-
нометричних полiномiв зi звичайним вибором гармонiк

У даному пiдроздiлi отримаємо порядковi оцiнки величини

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

для деяких спiввiдношень мiж параметрами p та q.
Має мiсце

Теорема 3.1. Нехай ψ — додатня i незростаюча послiдовнiсть. Тодi
мають мiсце спiввiдношення

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖q

� ψ−1(m), 1 < q <∞, (3.2)

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

� ψ−1(m)m1/p−1/q, 1 < p < q <∞. (3.3)

Якщо ж ψ ∈ Ψ, то
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sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

� ψ−1(m)m1/p−1/q, 1 < p < q <∞. (3.4)

Доведення. Оцiнки зверху у спiввiдношеннi (3.2) встановлено в твер-
дженнi А. Оцiнка (3.3) є наслiдком оцiнки зверху в (3.2) i теореми Е,
тобто

‖tψ‖q � ψ−1(m)‖t‖q � ψ−1(m)m1/p−1/q‖t‖p.

Тепер перейдемо до встановлення вiдповiдних оцiнок знизу. Для цьо-
го наведемо приклади полiномiв, для яких реалiзуються оцiнки знизу у
спiввiдношеннях (3.2) i (3.4).

Нехай спочатку p = q i ψ — додатня i незростаюча послiдовнiсть. Тодi
розглянемо полiном

t̄(x) = sinmx.

Згiдно з означенням ψ–похiдної для полiнома t̄ маємо

t̄ψ(x) = ψ−1(m) sinmx

i вiдповiдно

‖t̄ψ‖q � ψ−1(m)‖ sinmx‖q = ψ−1(m)‖t̄‖q.

Нехай тепер p < q. У цьому випадку по заданому m виберемо s̃ ∈ N
таке, щоб 2s̃−1 ≤ m ≤ 2s̃. Розглянемо полiном

t̃(x) =
1

2

∑
k∈ρ(s̃)

eikx,

де ρ(s̃) = {k : 2s̃−1 ≤ |k| < 2s̃}. Тодi згiдно з означенням ψ–похiдної для
полiнома t̃ можемо записати

t̃ψ(x) =
1

2

∑
k∈ρ(s̃)

ψ−1(|k|)eikx =
∑

k∈ρ+(s̃)

ψ−1(k) cos kx,
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де ρ+(s̃) = {k : 2s̃−1 ≤ k < 2s̃}.
Далi розглянемо полiном вигляду

t̃∗(x) =
∑

k∈ρ+(s̃)

ψ−1(2s̃) cos kx,

котрий отримується при дiї оператора Λs̃, породженого послiдовнiстю

{λk,s̃} =

{
ψ(k)

ψ(2s̃)

}
, k ∈ ρ+(s̃),

на полiном t̃ψ, тобто

t̃∗(x) = Λs̃t̃
ψ(x). (3.5)

Легко переконатися, що числа {λk,s̃} є множниками Марцинкевича,
тобто вони задовольняють умови 1) i 2) теореми Є.

Дiйсно, оскiльки ψ ∈ Ψ i k ∈ ρ+(s̃), то:

1) |λk,s̃| =
∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s̃)

∣∣∣∣ ≤ ψ(2s̃−1)

ψ(2s̃)
≤ C1,

2)
2s̃−1∑
k=2s̃−1

|λk,s̃ − λk+1,s̃| =

=
2s̃−1∑
k=2s̃−1

∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s̃)
− ψ(k + 1)

ψ(2s̃)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2s̃)

2s̃−1∑
k=2s̃−1

(
ψ(k)− ψ(k + 1)

)
≤

≤ 1

ψ(2s̃)

(
ψ(2s̃−1)− ψ(2s̃)

)
≤

≤ ψ(2s̃−1)

ψ(2s̃)
≤ C1.
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Тодi згiдно з теоремою Є має мiсце оцiнка

‖Λs̃t̃
ψ‖q � ‖t̃ψ‖q (3.6)

i тому, спiвставивши спiввiдношення (3.5) i (3.6), отримаємо

‖t̃ψ‖q � ‖t̃∗‖q. (3.7)

Таким чином, для ‖t̃∗‖q знаходимо

‖t̃∗‖q = ψ−1(2s̃)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s̃)

cos kx

∥∥∥∥
q

=

= ψ−1(2s̃)

∥∥∥∥ 2s̃−1∑
k=2s̃−1

cos kx

∥∥∥∥
q

.

Далi, скористаємося спiввiдношенням (див., наприклад [73, ч. 2, с. 42]):

∥∥∥∥ l∑
k=m

cos kt

∥∥∥∥
q

� (l −m)1−1/q,

m, l ∈ N, l > m i 1 < q <∞, згiдно з яким можемо запиcати

∥∥∥∥ 2s̃−1∑
k=2s̃−1

cos kx

∥∥∥∥
q

� 2(s̃−1)(1−1/q) � 2s̃(1−1/q).

Вiдповiдно для ‖t̃∗‖q отримаємо оцiнку

‖t̃∗‖q � ψ−1(2s̃)2s̃(1−1/q). (3.8)

Таким чином, спiвставивши (3.7) i (3.8) та врахувавши, що
ψ(2s̃) � ψ(m) (оскiльки ψ ∈ Ψ i 2s̃−1 ≤ m ≤ 2s̃), будемо мати

‖t̃ψ‖q � ψ−1(2s̃)2s̃(1−1/q) �
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� ψ−1(2s̃)2s̃(1−1/q)2−s̃(1−1/p)

∥∥∥∥ 2s̃−1∑
k=2s̃−1

cos kx

∥∥∥∥
p

�

� ψ−1(m)m1/p−1/q

∥∥∥∥ 2s̃−1∑
k=2s̃−1

cos kx

∥∥∥∥
p

=

= ψ−1(m)m1/p−1/q‖t̃‖p.

Теорему 3.1 доведено.
Зауваження 3.1. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, r > 0,

1 < p ≤ q <∞, то порядки вiдповiдних величин встановлено В. М. Тем-
ляковим (див., наприклад, [83, c. 23]).

3.3. Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для триго-
нометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк

У даному пiдроздiлi одержимо твердження, у яких встановлюються по-
рядковi оцiнки величин Tm(ψ, q, p) при деяких спiввiдношеннях мiж па-
раметрами p i q.

Теорема 3.2. Нехай 2 ≤ p ≤ q < ∞, ψ — додатня i незростаюча
послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, q, p)� ψ−1(m)m1/p−1/q.

Якщо ж ψ ∈ Ψ i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ 1/q+ε, τ ∈ N, не зростає, то

Tm(ψ, q, p) � ψ−1(m)m1/p−1/q.

Доведення. Оцiнка зверху випливає з вiдповiдного результату теоре-
ми 3.1.
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Доведемо оцiнку знизу. Нехай Km = {j1, ..., jm} — довiльний набiр iз
m рiзних цiлих чисел i ms = |Km ∩ ρ(s)| — кiлькiсть елементiв дано-
го набору, якi потрапляють до множини ρ(s), s ∈ Z+. Зрозумiло, що
у подальших мiркуваннях ми розглядаємо тiльки тi s ∈ Z+, для яких
Km ∩ ρ(s) 6= ∅, i тому кiлькiсть таких s є скiнченна.

Розглянемо функцiю

fs,m(x) =
∑

l∈Km∩ρ(s)

eilx

i покажемо, що виконується спiввiдношення

‖(fs,m)ψ‖q � ψ−1(2s)‖fs,m‖q.

З цiєю метою для s ∈ N розглянемо послiдовнiсть {λl,s}, яка задається
формулою:

{λl,s} =

{
ψ(|l|)
ψ(2s)

}
, l ∈ Km ∩ ρ(s).

Переконаємося, що послiдовнiсть {λl,s} задовольняє умови 1) та 2)
теореми Є. Зауважимо, що для цього достатньо перевiрити виконання
цих умов для додатних l таких, що l ∈ Km ∩ ρ(s).

Оскiльки ψ ∈ Ψ, то:

1) |λl,s| =
∣∣∣∣ ψ(l)

ψ(2s)

∣∣∣∣ ≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤ C1,

2)
2s−1∑
l=2s−1

|λl,s − λl+1,s| =
∑

l∈Km∩ρ(s)

|λl,s − λl+1,s| =

=
∑

l∈Km∩ρ(s)

∣∣∣∣ ψ(l)

ψ(2s)
− ψ(l + 1)

ψ(2s)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2s)

∑
l∈Km∩ρ(s)

(
ψ(l)− ψ(l + 1)

)
≤
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≤ 1

ψ(2s)

(
ψ(2s−1)− ψ(2s)

)
≤

≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤ C1.

Тепер подiємо мультиплiкатором Λl,s, який задається послiдовнiстю
{λl,s}, на полiном

(
f ∗s,m

)ψ
(x) =

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(|l|)eilx.

У результатi одержимо

Λl,s

(
f ∗s,m

)ψ
(x) = Λl,s

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(|l|)eilx =

=
∑

l∈Km∩ρ(s)

ψ(|l|)
ψ(2s)

ψ−1(|l|)eilx =

=
1

ψ(2s)

∑
l∈Km∩ρ(s)

eilx =
1

ψ(2s)
fs,m(x).

Звiдси маємо

∥∥∥∥Λl,s

(
f ∗s,m

)ψ∥∥∥∥
q

=
1

ψ(2s)

∥∥∥∥fs,m∥∥∥∥
q

. (3.9)

З iншого боку, згiдно з теоремою Є

∥∥∥∥Λl,s

(
f ∗s,m

)ψ∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥Λl,s

∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(|l|)eilx
∥∥∥∥
q

≤

≤ C2

∥∥∥∥ ∑
l∈Km∩ρ(s)

ψ−1(|l|)eilx
∥∥∥∥
q

= C2

∥∥∥∥(fs,m)ψ∥∥∥∥
q

. (3.10)

Отже, спiвставивши (3.9) i (3.10), отримуємо потрiбне спiввiдношення
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‖(fs,m)ψ‖q � ψ−1(2s)‖fs,m‖q. (3.11)

Далi, скориставшись теоремою Е, можемо записати

ψ−1(2s)‖fs,m‖q � ψ−1(2s)2−s/q‖fs,m‖∞ =

= ψ−1(2s)2−s/qms. (3.12)

Тодi з (3.11) i (3.12) маємо

‖(fs,m)ψ‖q � ψ−1(2s)2−s/qms. (3.13)

З iншого боку, в силу теореми Г при 2 ≤ p <∞

‖fs,m‖p �
( ∑
l∈Km∩ρ(s)

|f̂s,m|p
′
)1/p′

=

= m1/p′

s = m1−1/p
s . (3.14)

Тому згiдно з (3.13) i (3.14) будемо мати

sup
f∈T ∗(m)

‖fψ‖q
‖f‖p

≥

≥ sup
f∈T ∗(m)∩T (ρ(s)),

s∈Z+

‖fψ‖q
‖f‖p

≥

≥ sup
s∈Z+

‖(fs,m)ψ‖q
‖fs,m‖p

�

� sup
s∈Z+

ψ−1(2s)2−s/qms

m
1−1/p
s

=

= sup
s∈Z+

ψ−1(2s)2−s/qm1/p
s , (3.15)
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де

T (ρ(s)) =

{
t : t(x) =

∑
k∈ρ(s)

cke
ikx

}
.

Позначимо

I3 = sup
s∈Z+

ψ−1(2s)2−s/qm1/p
s , (3.16)

де ms ≤ 2s i

∑
s∈Z+

ms = m.

Виберемо µ > 0 так, щоб 2µ−1 ≤ m < 2µ i

∑
s≤µ

ms ≤
∑
s≤µ

2s ≤ C32
µ ≤ m

2
.

У такому випадку повинно виконуватися спiввiдношення

∑
s>µ

ms ≥ C4
m

2
. (3.17)

Крiм цього, з (3.16) випливає, що ∀s ∈ Z+, Km ∩ ρ(s) 6= ∅

ms ≤ Ip3ψ
p(2s)2sp/q. (3.18)

i тому, згiдно з (3.17) i (3.18), оскiльки послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/q+ε, τ ∈ N,
не зростає, отримаємо

m

2
�
∑
s>µ

ms ≤ Ip3
∑
s>µ

ψp(2s)2sp/q =

= Ip3
∑
s>µ

ψp(2s)2sp/q2sεp2−sεp �
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� Ip3ψ
p(2µ)2µp/q2µεp

∑
s>µ

2−sεp �

� Ip3ψ
p(2µ)2µp/q2µεp2−µεp =

= Ip3ψ
p(2µ)2µp/q. (3.19)

З (3.19) знаходимо

I3 � ψ−1(2µ)2−µ/qm1/p

i, врахувавши, що 2µ−1 ≤ m < 2µ, отримаємо

I3 � ψ−1(m)m−1/qm1/p = ψ−1(m)m1/p−1/q. (3.20)

Таким чином, спiвставивши (3.15), (3.16) i (3.20) приходимо до шуканої
оцiнки знизу:

sup
f∈T ∗(m)

‖fψ‖q
‖f‖p

� ψ−1(m)m1/p−1/q.

Теорему 3.2 доведено.

Теорема 3.3. Нехай 1 < q ≤ p < ∞, ψ — додатня i незростаюча
послiдовнiсть. Тодi справедлива оцiнка

Tm(ψ, q, p)� ψ−1(m).

Якщо ж ψ ∈ Ψ, то

Tm(ψ, q, p) � ψ−1(m).

Доведення. Оцiнка зверху випливає iз теореми 3.1.
Доведемо оцiнку знизу. Нехай, як i вище,Km = {j1, ..., jm}— довiльний

набiр рiзних цiлих чисел, ms = |Km ∩ ρ(s)| — кiлькiсть елементiв даного
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набору, якi потрапляють до множини ρ(s), s ∈ Z+.

Позначимо

Km = Km ∩ (Z̊\K),

де

K = {ρ(s), s ≤ µ},

а величина µ вибрана з умови

|K| =
∑
s≤µ

2s ≤ C52
µ ≤ m

2

i 2µ−1 ≤ m < 2µ. Тодi

|K| � m,

де |K| — кiлькiсть елементiв множини K. Оскiльки

∑
s>µ

ms ≥ C6
m

2
,

то

|Km| � m.

Нехай l — довiльне число з множини Km. Тодi можемо записати

sup
f∈T ∗(m)

‖fψ‖q
‖f‖p

≥ ‖(e
ilx)ψ‖q
‖eilx‖p

. (3.21)

Оскiльки

‖(eilx)ψ‖q � ψ−1(|l|)‖eilx‖q, (3.22)

то, враховуючи, що l ∈ ρ(s) при деякому s > µ i 2µ−1 ≤ m < 2µ, для
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правої частини спiввiдношення (3.22) отримаємо

ψ−1(|l|)‖eilx‖q > ψ−1(2s)‖eilx‖q >

> ψ−1(2µ)‖eilx‖q � ψ−1(m)‖eilx‖q.

Тому, продовжуючи (3.21), маємо

‖(eilx)ψ‖q
‖eilx‖p

� ψ−1(m)‖eilx‖q
‖eilx‖p

� ψ−1(m).

Теорему 3.3 доведено.
Зауваження 3.2. Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, то вiдповiднi

результати до теорем 3.2, 3.3 було встановлено у роботi [51].
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3.4. Висновки до роздiлу 3

Даний роздiл присвячено дослiдженню нерiвностей типу Бернштейна –
Нiкоьського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором гар-
монiк при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q.

У пiдроздiлi 3.2 одержано порядковi оцiнки величин вигляду

sup
t∈T (m)

‖tψ‖q
‖t‖p

, 1 < p ≤ q <∞.

Пiдроздiл 3.3 присвячено дослiдженню нерiвностей типу Бернштей-
на – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором
гармонiк i порiвнянню цих результатiв з теоремою 3.1 пiдроздiлу 3.2.

Спiвставивши результати теореми 3.1 з пiдроздiлу 3.2 з теоремами 3.2,
3.3 пiдроздiлу 3.3, бачимо, що при виконаннi умов теорем 3.2 i 3.3 на
послiдовностi ψ величини Tm(ψ, q, p) i sup

t∈T (m)

‖tψ‖q/‖t‖p спiвпадають за

порядком.
Основнi результати цього роздiлу опублiковано у роботi [14].
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Роздiл 4

Колмогоровськi та ортопроекцiйнi поперечники класiв Lψβ,p у
просторi Lq

У цьому роздiлi встановлюються точнi за порядком оцiнки колмогоров-
ських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй
у просторi Lq. Крiм цього, одержано також точнi за порядком оцiн-
ки апроксимативної характеристики класiв Lψβ,p, яка, у певному сенсi,
є близькою до ортопроекцiйного поперечника.

4.1. Постановка задач та допомiжнi твердження

У 1936 р. А. М. Колмогоров [97] для центрально–симетричної множини
F у банаховому просторi X розглянув величину

dm(F,X) = inf
Lm∈Linm(X)

sup
f∈F

inf
u∈Lm

‖f − u‖X , (4.1)

де iнфiмум шукається по всiх лiнiйних пiдпросторах Lm простору X,
розмiрностi не бiльшої нiж m. Згодом ця величина отримала назву кол-
могоровського поперечника множини F у просторi X.

Узагальнюючи методи дискретизацiї в оцiнках поперечникiв (див. ро-
боти [77, 31, 38]), В. Є. Майоров показав [46], що в деяких випадках для
отримання порядкових оцiнок колмогоровських поперечникiв класiв W r

p

у просторi Lq можна скористатися вiдповiдними оцiнками колмогоров-
ських поперечникiв скiнченновимiрних множин Bn

p у просторi lnq , де

Bn
p = {x : ‖x‖lnp ≤ 1}
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— одинична куля в n–вимiрному банаховому просторi з нормою

‖x‖lnp =

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞.

Як вже зазначалося вище, на теперiшнiй час дослiдження колмогоров-
ських поперечникiв рiзноманiтних класiв перiодичних функцiй як однiєї,
так i багатьох змiнних мають велику iсторiю, з якою можна ознайоми-
тися, наприклад, у монографiях [87, 83, 43, 88, 101, 60].

Нехай {uj}mj=1 — ортонормована система функцiй uj ∈ L∞, j = 1,m.
Кожнiй функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть апарат
наближення вигляду

m∑
j=1

(f, uj)uj(x),

тобто ортогональну проекцiю функцiї f на пiдпростiр, породжений си-
стемою функцiй {uj}mj=1. Тут i далi

(f, uj) =
1

2π

π∫
−π

f(x)uj(x)dx,

де uj — функцiї комплексно–спряженi до uj.

Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiональний клас, то величина

d⊥m(F,Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈F

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

(4.2)

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу у просторi Lq.

Для встановлення оцiнок знизу ортопроекцiйних поперечникiв
В. М. Темляковим (див., наприклад, [83]) було запропоновано розгля-
дати апроксимативнi характеристики, якi, у певному сенсi, є близькими
до ортопроекцiйних поперечникiв. Означимо їх.

Нехай F — деякий функцiональний клас простору Lq. Розглянемо на-
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ступну величину

dBm(F,Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f −Gf‖q. (4.3)

Тут через Lm(B)q позначено множину лiнiйних операторiв G, якi задо-
вольняють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригонометри-
чнi полiноми, а область значення мiститься у пiдпросторi простору Lq
розмiрностi m;

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх k виконується нерiвнiсть

‖Geikx‖2 ≤ B.

Зауважимо, що до Lm(1)2 належать, зокрема, оператори ортогональ-
ного проектування на пiдпростори розмiрностi m, а також оператори,
якi задаються по ортонормованiй системi функцiй за допомогою муль-
типлiкатора, котрий означається послiдовнiстю {λl} такою, що |λl| ≤ 1

для всiх l.

Iз означення величин dm(F,Lq), d⊥m(F,Lq) i dBm(F,Lq) випливає, що
вони пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

dBm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq), (4.4)

dm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq)

i, зокрема, при q = 2

dm(F,L2) = d⊥m(F,L2).

Зi спiввiдношення (4.4) видно, що оцiнки знизу величин dBm(F,Lq)

можуть слугувати оцiнками знизу для ортопроекцiйних поперечникiв
d⊥m(F,Lq) i, навпаки, оцiнки зверху для поперечникiв d⊥m(F,Lq) можна
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використовувати для оцiнок зверху величин dBm(F,Lq).
При доведеннi оцiнок знизу величин dBm(F,Lq) будемо використовува-

ти метод, який розробив В. М. Темляков при встановленнi оцiнок цих
величин для деяких класiв функцiй багатьох змiнних (див., наприклад,
[83, 84, 101]). Суть цього методу полягає в побудовi функцiй з класiв F ,
якi "погано" наближаються за допомогою операторiв G.

З детальнiшою iнформацiєю стосовно дослiдження величин (4.2) i (4.3)
можна ознайомитись у роботах [26, 84, 1, 58, 59, 92, 70, 61, 34], а також
у монографiях [83, 101, 60].

Метою нашої роботи є знаходження точних за порядком оцiнок вели-
чин

dm(Lψβ,p, Lq) = inf
Lm⊂Lq

sup
f∈Lψβ,p

inf
ϕ∈Lm

‖f − ϕ‖q

i

d⊥m(Lψβ,p, Lq) = inf
{uj}mj=1

sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f − m∑
j=1

(f, uj)uj

∥∥∥∥
q

для деяких спiввiдношень мiж параметрами p i q та при певних умовах
на поведiнку послiдовностей ψ, котрi характеризують гладкiсть функцiй,
якi належать класу Lψβ,p.

При доведеннi основних результатiв роздiлу 4 ми будемо використову-
вати деякi вiдомi твердження (деякi з них вже було наведено в пiдроздiлi
2.1 роздiлу 2).

Нехай s ∈ N i

ρ(s) =
{
k ∈ Z : 2s−1 ≤ |k| < 2s

}
.

Тодi для f ∈ L1 покладемо

δs(f) := δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)eikx.
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Лема Б [57]. Нехай ψ ∈ Ψ i β ∈ R. Тодi при 1 < q < ∞ справедливе
спiввiдношення

‖δs(fψβ )‖q � ψ−1(2s)‖δs(f)‖q.

Нехай lnp означає простiр всеможливих упорядкованих систем з n дiй-
сних чисел, норма в якому означається таким чином

‖x‖lnp =


(

n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

max
1≤i≤n

|xi| , p =∞.

i Bn
p = {x : ‖x‖lnp ≤ 1} — одинична куля в цьому просторi.

Наступне твердження є вiдомою теоремою Марцинкевича – Зiгмун-
да [36, с. 46], яка адаптована до наших позначень, i в багатовимiрному
випадку наведена в роботi [25].

Теорема Ж. Нехай 1 < p <∞ i s ∈ N. Тодi мiж простором триго-
нометричних полiномiв вигляду

δs(f) =
∑
k∈ρ(s)

cke
ikx

i простором R2s можна встановити iзоморфiзм шляхом спiвставлення
полiному δs(f) системи чисел

δsf
j =

{
fn

(
2πj

2s

)}
∈ R2s, fn(t) =

∑
sign k=signn

cke
ikt,

n = ±1, j = 1, ..., 2s−1,

i при цьому буде справедливе порядкове спiввiдношення

‖δs(f)‖p �

(
2−s

2s∑
j=1

|δsf j|p
)1/p

.
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Лема В. Нехай X — банаховий простiр, W,W1, ...,Wl, ... — пiдмно-
жини простору X i Nl ∈ Z+. Тодi якщо

∑
l

Nl ≤ N i W ⊂
⋃
l

Wl,

то

dN(W,X) ≤
∑
l

dNl(Wl, X).

Дана лема випливає безпосередньо iз означення колмогоровського по-
перечника. Її формулювання наводиться в роботах В. Є. Майорова [47],
В. М. Тихомирова [89] i пiзнiше вона неодноразово використовувалася в
роботах багатьох авторiв.

Лема Г [39]. Нехай m < n i α =
(

1
p −

1
q

)
/
(

1− 2
q

)
. Тодi

dm(Bn
p , l

n
q ) �

�


min{1, n2α/qm−α}, 2 ≤ p < q <∞,

max

{
n1/q−1/p,min{1, n1/qm−1/2}

√
1− m

n

}
, 1 ≤ p < 2 ≤ q <∞.

Лема Д [57]. Нехай 1 < p, q <∞ i b = (1/p− 1/q)+. Тодi

Lψβ,p ⊂ C1(p, q)L
ψ̃
β,q,

де ψ̃(k) = ψ(k)kb, c+ = max{c, 0} i C1(p, q) — константа, залежна вiд
p i q.

Нехай Lψβ,p ⊂ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, тодi через En(Lψβ,p)q будемо позначати
величину

En(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥f(x)−
n∑

k=−n

f̂(k)eikx
∥∥∥∥
q

.

Зазначимо, що величини d⊥m(Lψβ,p, Lq) i En(Lψβ,p)q, де m = 2n+ 1, пов’я-
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занi мiж собою нерiвнiстю

d⊥m(Lψβ,p, Lq) ≤ En(L
ψ
β,p)q. (4.5)

Теорема З [75]. Нехай 1 < p < q < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає.
Тодi справедливе спiввiдношення

Em(Lψβ,p)q � ψ(m)m1/p−1/q.

Лема Е [84]. Нехай A — лiнiйний оператор, такий, що для довiль-
ного k

Aeikx =
m∑
l=1

akl ψl(x), (4.6)

де {ψl(x)}ml=1 — ортонормована система функцiй. Тодi для довiльного
тригонометричного полiнома t виконується нерiвнiсть

min
y=x

ReAt(x− y) ≤
(
m

m∑
l=1

∑
k

| ˆakl t(k)|2
)1/2

. (4.7)

Теорема И [33]. Нехай 1 < q ≤ ∞, β ∈ R, ψ ∈ Ψ∩Ψq′, 1
q + 1

q′ = 1, де
Ψq′ — множина монотонно незростаючих послiдовностей ψ, для яких
iснує стала α > 1

q′ така, що послiдовнiсть ψ(τ)τα, τ ∈ N, спадає, i
виконується одна з умов

∆2

(
1

ψ(k)

)
≥ 0, k ∈ N, (4.8)

або

∆2

(
1

ψ(k)

)
≤ 0, k ∈ N, (4.9)

де
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∆2

(
1

ψ(k)

)
=

1

ψ(k)
− 2

ψ(k + 1)
+

1

ψ(k + 2)
.

Тодi справедливе наступне спiввiдношення

Em(Lψβ,1)q � ψ(m)m
1
q′ .

Твердження Б [73, ч. 2, с. 119]. Нехай ψ — довiльна незростаю-
ча послiдовнiсть невiд’ємних чисел, для яких виконується одна з умов
(4.8) або (4.9) i, крiм того,

∣∣∣∣ sin βπ2
∣∣∣∣m−1∑
k=1

ψ(m)(kψ(k))−1 = O(1), (4.10)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по m. Тодi для довiльного
тригонометричного полiнома t ∈ T (m) виконується нерiвнiсть

‖tψβ‖1 ≤ O(1)|ψ(m)|−1‖t‖1,

в якiй величина O(1) — рiвномiрно обмежена по m i t.

Теорема I [33]. Нехай 1 < p < ∞, β ∈ R, ψ ∈ Ψ ∩ Ψp, де Ψp —
множина монотонно незростаючих послiдовностей ψ, для яких iснує
стала α > 1

p така, що послiдовнiсть ψ(τ)τα, τ ∈ N, спадає. Тодi спра-
ведливе спiввiдношення

Em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m1/p.

Теорема Ї [75]. Нехай 1 < q ≤ p <∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R. Тодi справедливе
спiввiдношення

Em(Lψβ,p)q � ψ(m).



87

4.2. Колмогоровськi поперечники класiв Lψβ,p перiодичних
функцiй у просторi Lq

У цьому пiдроздiлi встановимо точнi за порядком оцiнки колмогоров-
ських поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq.

Нехай 1 < p < q <∞. Тодi через Ψε,p,q позначимо множину послiдов-
ностей ψ, якi задовольняють умови

1) ψ ∈ Ψ;
2) iснує ε > 0 таке, що ψ(τ)τ 1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає.
Справедливе твердження

Теорема 4.1. Нехай послiдовнiсть ψ задовольняє умови:
а) при 2 ≤ p < q < ∞ ψ ∈ Ψε,p,q i, крiм того, iснує ε1 > 0 таке, що

послiдовнiсть ψ(τ)τ ( 1
p−

1
q )/(1− 2

q )−ε1, τ ∈ N, не спадає;
б) при 1 < p ≤ 2 < q < ∞ ψ ∈ Ψε,p,q i, крiм того, iснує ε2 > 0 таке,

що послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/p−ε2, τ ∈ N, не спадає.
Тодi для будь–якого β ∈ R

dm(Lψβ,p, Lq) � ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.11)

Доведення. Доведення будемо проводити методом дискретизацiї,
тобто зведемо задачу про поперечник функцiонального класу Lψβ,p до
оцiнок поперечникiв вiдповiдних дискретних множин.

Спочатку отримаємо оцiнку зверху для випадку а). За заданим m ви-
беремо n так, щоб 2n � mq/2 i для l ∈ N покладемо

ml =

m2−(n−l)γ, l ≤ n,

0, l > n,

де γ > 0 — деяке число, яке буде вказано нижче. Тодi

n∑
l=1

ml ≤ C1m.
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Далi, нехай T (ρ(l)), l ∈ N, — множина тригонометричних полiномiв
вигляду

T (ρ(l)) =

{
t : t(x) =

∑
k∈ρ(l)

cke
ikx

}
.

Тодi в силу леми Б та теореми Ж для будь–якої функцiї
f ∈ Lψβ,p ∩ T (ρ(l)) будемо мати

1 ≥ ‖fψβ ‖p �

� ψ−1(2l)‖δl(f)‖p �

� ψ−1(2l)

(
2−l

2l∑
j=1

|δlf j|p
)1/p

�

� ψ−1(2l)2−l/p
( 2l∑

j=1

|δlf j|p
)1/p

. (4.12)

Таким чином, згiдно з (4.12) для f ∈ Lψβ,p ∩ T (ρ(l)) справедливе спiввiд-
ношення

( 2l∑
j=1

|δlf j|p
)1/p

≤ C2(p)ψ(2l)2l/p,

де C2(p) — константа, залежна вiд p.

Далi, в силу леми Б для g ∈ Lq ∩ T (ρ(l)) справедливi спiввiдношення

‖g‖q = ‖δl(g)‖q �

�
(

2−l
2l∑
j=1

|δlgj|q
)1/q

�
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� 2−l/q
( 2l∑

j=1

|δlgj|q
)1/q

. (4.13)

Тепер, скориставшись лемою В, можемо записати

dm(Lψβ,p, Lq)�

�
∑
l

dml
(Lψβ,p ∩ T (ρ(l)), Lq ∩ T (ρ(l))) =

=
∑
l≤n

dml
(Lψβ,p ∩ T (ρ(l)), Lq ∩ T (ρ(l)))+

+
∑
l>n

dml
(Lψβ,p ∩ T (ρ(l)), Lq ∩ T (ρ(l))) =

= I3 + I4. (4.14)

Оцiнимо отриманi доданки. Для I4 в силу вибору чисел ml маємо

I4 =
∑
l>n

‖δl(f)‖q. (4.15)

Враховуючи, що f ∈ Lψβ,p, i використовуючи теорему З, можемо записати

‖δl(f)‖q = ‖S2l(f)− S2l−1(l) + f − f‖q ≤

≤ ‖f − S2l(f)‖q + ‖f − S2l−1(f)‖q �

� ψ(2l)2l(1/p−1/q). (4.16)

Пiдставивши (4.16) в (4.15), отримаємо
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I4 �
∑
l>n

ψ(2l)2l(1/p−1/q).

Оскiльки за умовою теореми послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/p−1/q+ε1, τ ∈ N, не
зростає, то оцiнка величини I4 продовжується наступним чином

I4 �
∑
l>n

ψ(2l)2l(1/p−1/q) =

=
∑
l>n

ψ(2l)2l(1/p−1/q+ε1)2−lε1 ≤

≤ ψ(2n)2n(1/p−1/q+ε1)
∑
l>n

2−lε1 �

� ψ(2n)2n(1/p−1/q+ε1)2−nε1 =

= ψ(2n)2n(1/p−1/q). (4.17)

Оцiнимо тепер доданок I3. В силу зазначеного вище iзоморфiзму мiж
простором полiномiв T (ρ(l)) i скiнченновимiрним простором R2l, згiдно
з оцiнками (4.12) i (4.13), можемо записати

I3 �
∑
l≤n

ψ(2l)2l(1/p−1/q)dml
(B2l

p , l
2l

q ). (4.18)

Далi, скориставшись лемою Г, будемо мати

dml
(B2l

p , l
2l

q )� 22lα/qm−αl ,

де α =

(
1
p −

1
q

)
/

(
1− 2

q

)
.

Тепер, враховуючи вибiр чисел ml, згiдно з (4.18) одержимо

I3 �
∑
l≤n

ψ(2l)2l(1/p−1/q)22lα/qm−αl =
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=
∑
l≤n

ψ(2l)2l(1/p−1/q+2α/q)m−αl =

=
∑
l≤n

ψ(2l)2l(1/p−1/q+2α/q)m−α2(n−l)γα =

=
∑
l≤n

ψ(2l)2l(1/p−1/q−γα+2α/q)m−α2nγα.

Оскiльки за умовою теореми послiдовнiсть ψ(τ)τα−ε2, τ ∈ N, не спадає,
то при певному виборi γ послiдовнiсть ψ(2l)2l(α−γα) теж не спадає i тому

I3 �
∑
l≤n

ψ(2l)2l(α−γα)m−α2nγα �

� ψ(2n)2n(α−γα)m−α2nγα = ψ(2n)2nαm−α.

Далi, враховуючи, що 2n � mq/2, для I3 можемо записати

I3 � ψ(2n)2nαm−α � ψ(2n)2nα2−2nα/q =

= ψ(2n)2n(α−2α/q) = ψ(2n)2n(1/p−1/q). (4.19)

Таким чином, пiдставляючи (4.17) i (4.19) в (4.14), приходимо до шу-
каної оцiнки зверху у випадку а):

dm(Lψβ,p, Lq)�

� ψ(2n)2n(1/p−1/q) + ψ(2n)2n(1/p−1/q) �

� ψ(2n)2n(1/p−1/q) � ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Тепер отримаємо оцiнку зверху у випадку б).



92

В силу леми Д при 1 < p ≤ 2 має мiсце вкладення Lψβ,p ⊂ Lψ̃β,2, де
ψ̃(τ) = ψ(τ)τ 1/p−1/2, τ ∈ N, i вiдповiдно

dm(Lψβ,p, Lq)� dm(Lψ̃β,2, Lq)�

� ψ̃([m
q
2 ])m

q
2 ( 1

2−
1
q ) =

= ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
2 )m

q
2 ( 1

2−
1
q ) =

= ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Оцiнки зверху в обох випадках одержанi.

Переходячи до встановлення вiдповiдних оцiнок знизу, розглянемо
спочатку випадок б). За заданим m виберемо n ∈ N так, щоб 2n � mq/2

i покладемо

T (ρ(n)) =

{
t : t(x) =

∑
k∈ρ(n)

cke
ikx

}
.

Iз означення колмогоровського поперечника можемо записати

dm(Lψβ,p, Lq) ≥ dm(Lψβ,p ∩ T (ρ(n)), Lq), (4.20)

де Lψβ,p ∩ T (ρ(n)) — множина функцiй iз класу Lψβ,p, якi є полiномами iз
T (ρ(n)).

Далi, нехай Pn — оператор ортогонального проектування на T (ρ(n)).
В силу теореми В справедлива оцiнка

‖Pnf‖q ≤ C3(q)‖f‖q, 1 < q <∞,

i тому ∀ f ∈ Lq, t ∈ T (ρ(n)) маємо
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‖t− f‖q ≥ C4(q)‖Pn(t− f)‖q = C4(q)‖t− Pnf‖q. (4.21)

Таким чином згiдно з (4.20) i (4.21)

dm(Lψβ,p, Lq) ≥ dm(Lψβ,p ∩ T (ρ(n)), Lq)�

� dm(Lψβ,p ∩ T (ρ(n)), Lq ∩ T (ρ(n))). (4.22)

Далi, нехай

t ∈ Lψβ,p ∩ T (ρ(n)).

Тодi, з одного боку, в силу леми Б i теореми Ж можемо записати

‖tψβ‖p � ψ−1(2n)‖δn(t)‖p �

� ψ−1(2n)2−n/p
( 2n∑

j=1

|δntj|p
)1/p

. (4.23)

Тому, згiдно з (4.23), робимо висновок, що одиничнiй кулi iз Lψβ,p∩T (ρ(n))

можемо спiвставити кулю радiуса C5(p)ψ
−1(2n)2−n/p, C5(p) > 0, iз про-

стору l2np .

З iншого боку, для

f ∈ Lq ∩ T (ρ(n))

маємо

‖f‖q � 2−n/q
( 2n∑

j=1

|δnf j|q
)1/q

. (4.24)

Iз (4.24) робимо висновок, що для норм функцiй iз Lq ∩ T (ρ(n)) i норм
вiдповiдних елементiв iз l2nq справедливе спiввiдношення
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‖ · ‖q � 2−n/q‖ · ‖l2nq .

Таким чином, спiвставляючи оцiнки (4.20) — (4.24), можемо записати

dm(Lψβ,p, Lq)� dm(Lψβ,p ∩ T (ρ(n)), Lq ∩ T (ρ(n)))�

� ψ(2n)2n(1/p−1/q)dm(B2n

p , l
2n

q ). (4.25)

Далi, використовуючи лему Г i враховуючи, що 2n � mq/2, з (4.25) будемо
мати

dm(Lψβ,p, Lq)� ψ(2n)2n(1/p−1/q) � ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Оцiнку знизу у випадку а) отримаємо, скориставшись вкладенням

Lψ̃β,2 ⊂ C6(p)L
ψ
β,p, p ≤ 2,

де ψ̃(τ) = ψ(τ)τ 1/p−1/2.

Отже,

dm(Lψβ,p, Lq) ≥ C7(p)dm(Lψ̃β,p, Lq) ≥

≥ ψ̃(2n)2n(1/2−1/q) =

= ψ(2n)2n(1/p−1/q) �

� ψ([m
q
2 ])m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Оцiнки знизу доведено. Теорему 4.1 доведено.

Прокоментуємо одержаний результат.

Якщо ψ(|k|) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, то з доведеної теореми одержуємо
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наступне твердження [44].

Теорема К. Якщо 1
p −

1
q < r < (1

p −
1
q )/(1−

2
q ) при 2 ≤ p < q <∞ або

1
p −

1
q < r < 1

p при 1 < p ≤ 2 < q <∞, то

dm(W r
p,β, Lq) � m

q
2 (−r+ 1

p−
1
q ).

Зауваження 4.1. При виконаннi умов теореми 4.1 пiдпростiр триго-
нометричних полiномiв вигляду T (m) не реалiзує порядок колмогоров-
ського поперечника dm(Lψβ,p, Lq) [75].

Зауваження 4.2. Одержане спiввiдношення (4.11) доповнює точнi
за порядком оцiнки величин dm(Lψβ,p, Lq) при 2 ≤ p < q < ∞ i
1 < p ≤ 2 < q <∞, якi були одержанi в роботi [45] за iнших умов на
послiдовнiсть ψ. Для зручностi порiвнянь наведемо вiдповiдний резуль-
тат.

Теорема Л [45]. Нехай ψ ∈ Ψ i β ∈ R. Тодi

а) якщо при 1 < p ≤ 2 < p < ∞ iснує ε3 > 0 таке, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ

1
p+ε3, τ ∈ N, не зростає, то

dm(Lψβ,p, Lq) � ψ(m)m
1
p−

1
2 ;

б) якщо при 2 ≤ p < p < ∞ iснує ε4 > 0 таке, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ ( 1

p−
1
q )/(1− 2

q )+ε4, τ ∈ N, не зростає, то

dm(Lψβ,p, Lq) � ψ(m).

Таким чином, спiвставивши (4.11) з результатами теореми Л, бачимо,
що оцiнки величин dm(Lψβ,p, Lq) при однакових спiввiдношеннях мiж па-
раметрами p i q, але рiзних умовах на послiдовностi ψ, вiдрiзняються за
порядком.
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4.3. Точнi за порядком оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв
класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq

У даному пiдроздiлi основна увага зосереджена на встановленнi точних
за порядком оцiнок ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiоди-
чних функцiй при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q. До
того ж, тут одержано також точнi за порядком оцiнки ще однiєї апро-
ксимативної характеристики класiв Lψβ,p, яка, у певному сенсi, є близь-
кою до ортопроекцiйного поперечника. Встановленi оцiнки цiєї величини
дали змогу записати вiдповiднi оцiнки знизу для ортопроекцiйного по-
перечника.

Має мiсце

Теорема 4.2. Нехай 1 < p < q < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того, iснує
таке ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/p−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає. Тодi

d⊥m(Lψβ,p, Lq) � dBm(Lψβ,p, Lq) � ψ(m)m1/p−1/q. (4.26)

Доведення. Оцiнки зверху в (4.26) одержимо, скориставшись резуль-
татом наближення функцiй з класiв Lψβ,p їх частинними сумами Фур’є у
метрицi простору Lq. Згiдно з теоремою З та нерiвностями (4.4) i (4.5)
можемо записати

dB2m(Lψβ,p, Lq) ≤ d⊥2m(Lψβ,p, Lq) ≤ Em(Lψβ,p)q � ψ(m)m1/p−1/q.

Оцiнки зверху отримано.
Тепер перейдемо до встановлення в (4.26) оцiнок знизу, зробивши по-

передньо деякi зауваження.
При оцiнцi знизу величини dBm(Lψβ,p, Lq) будемо вважати, що оператори

G належить Lm(B)2, i у зв’язку з цим наведемо мiркування В. М. Тем-
лякова (див., наприклад, [84]), якi пiдтверджують, що таке припущення
не є додатковим обмеженням на оператори G.

У випадку q ≥ 2 умова G ∈ Lm(B)2 є безпосереднiм наслiдком умови
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G ∈ Lm(B)q. Покажемо тепер, що якщо G ∈ Lm(B)q при 1 ≤ q < 2, то
G ∈ Lm(B)2.

Нехай m ∈ N, x ∈ R i

Vm(x) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kx+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kx

— ядро Валле–Пуссена, що дiє на функцiю f ∈ Lq наступним чином

Vmf = f ∗ Vm,

де ∗ — операцiя згортки.

Вiдомо, що для довiльного тригонометричного полiнома t ∈ T (m) i
довiльної функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, виконується спiввiдношення

Vmt = t,

‖Vmf‖q ≤ 3‖f‖q.

Нехай G ∈ Lm(B)q. Розглянемо оператор

A = VmG.

Тодi A ∈ Lm(B)2 i для будь–якого тригонометричного полiнома t ∈ T (m)

можемо записати

‖f − Af‖q = ‖Vm(f − Af)‖q ≤ 3‖f −Gf‖q.

Iз цiєї нерiвностi випливає, що при отриманнi порядкових оцiнок знизу
величин dBm(Lψβ,p∩T (m), Lq), умови G ∈ Lm(B)2 i G ∈ Lm(B)q рiвносиль-
нi.

Отже, нехай оператор G ∈ Lm(B)2 i для довiльного k ∈ Z
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Geikx =
m∑
l=1

akl ψl(x),

де {ψl(x)}ml=1 — ортонормована система функцiй. Зазначимо, що для до-
вiльних m i k

m∑
l=1

|akl |2 ≤ B2,

а для довiльного l

∑
k

|ψ̂l(k)|2 ≤ 1. (4.27)

Тепер перейдемо безпосередньо до отримання оцiнки знизу величин
dBm(Lψβ,p, Lq).

Розглянемо функцiю

ϕn(x) = K2n−2−1(x),

де

Kl−1(t) =
l−1∑

k=−(l−1)

(
1− |k|

l

)
eikx

— ядро Фейєра порядку l, Km(t) ≡ 1 при m < 1.

Нехай задано оператор G ∈ Lm(B)q i N ≥ m. Розглянемо оператор

A = (Sn − Sn−1)G,

де Sn — оператор Фур’є, який спiвставляє кожнiй функцiї f ∈ L1 її
частинну суму вигляду

Sn(f, x) =
n∑

k=−n

f̂(k)eikx.
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Крiм того, згiдно з наслiдком з теореми В для норми оператора ‖Sl‖q→q,
що дiє з Lq в Lq, справедлива оцiнка

‖Sl‖q→q ≤ C1, 1 < q <∞, l ∈ Z,

i тому для f ∈ T (m), можемо записати

‖f − Af‖q = ‖(Sn − Sn−1)(f −Gf)‖q � ‖f −Gf‖q. (4.28)

Зi спiввiдношення (4.28) випливає, що оцiнку знизу достатньо довести
для класу Lψβ,p∩T (m) i операторiв A ∈ Lm(B)q з областю значень T (m).
Тодi для оператора A i класу функцiй Lψβ,p∩T (m) розглянемо спiввiдно-
шення, яке є наслiдком (4.28),

inf
A∈Lm(B)q

sup
f∈Lψβ,p∩T (m)

‖f − Af‖q � dBm(Lψβ,p, Lq). (4.29)

Для встановлення оцiнки знизу для величин в лiвiй частинi спiввiдноше-
ння (4.29), розглянемо величину

I5 = sup
y
‖ϕn(x− y)− Aϕn(x− y)‖∞.

Легко бачити, що

I5 ≥ ϕn(0)−min
y=x

Re Aϕn(x− y). (4.30)

Оцiнимо кожний даданок правої частини (4.30). Згiдно з означенням
функцiї ϕn можемо записати

ϕn(0) = N. (4.31)

Далi, нахай {ψl(x)}ml=1 — ортонормована система функцiй i

Aeikx =
m∑
l=1

akl ψl(x).
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Тодi

( m∑
l=1

|akl |2
)1/2

≤ B, (4.32)

i згiдно з лемою Е та нерiвностями (4.27) i (4.32), маємо

min
y=x

ReAϕn(x− y) ≤
(
m

m∑
l=1

∑
k

|akl ϕ̂n(k)|2
)1/2

≤

≤
(
m

m∑
l=1

∑
k

|akl |2
)1/2

=

(
m
∑
k

m∑
l=1

|akl |2
)1/2

≤

≤ B(2mN)1/2. (4.33)

За заданим досить великим n ∈ N виберемо константи
0 < C2 < C3 < 1 так, щоб C22

n ≤ m < C32
n i виконувалась нерiв-

нiсть

C4N > 2B(2mN)1/2.

Тодi, використовуючи оцiнки (4.30) – (4.33) i враховуючи, що N � 2n,
отримуємо

I5 = sup
y
‖ϕn(x− y)− Aϕn(x− y)‖∞ ≥

≥ C4N −B(2mN)1/2 > B(2mN)1/2 � 2n.

Вiдповiдно, знайдеться y∗ такий, що

‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ � 2n. (4.34)

Далi, оскiльки в силу вибору m полiноми t ∈ T (m) мають степiнь
не вище 2n, то згiдно з "нерiвнiстю рiзних метрик" (теорема Е) можемо
записати
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‖t‖∞ � 2n/q‖t‖q,

звiдки випливає, що

‖t‖q � 2−n/q‖t‖∞.

Скориставшись (4.34), отримаємо

‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖q �

� 2−n/q‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ �

� 2−n/q2n = 2n(1−1/q). (4.35)

Для завершення доведення оцiнки знизу величини dBm(Lψβ,p, Lq) розгля-
немо функцiю

g(x) = C5ψ(2n)2−n(1−1/p)ϕn(x), C5 > 0.

Використовуючи властивiсть ядра Фейєра (див., наприклад, [101], Р. I,
§2)

‖K2n−1‖p � 2n(1−1/p), 1 ≤ p ≤ ∞, (4.36)

та згiдно з твердженням А, легко переконатися, що g ∈ Lψβ,p :

‖gψβ ‖p � ψ−1(2n)‖g‖p �

� 2−n(1−1/p)ψ−1(2n)ψ(2n)‖ϕn‖p �

� 2−n(1−1/p)2n(1−1/p) = 1.
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Звiдси випливає, що при певному виборi сталої C5 > 0 функцiя g ∈ Lψβ,p.
Таким чином, використовуючи оцiнку (4.35) та приймаючи до уваги

(4.29), будемо мати

dBm(Lψβ,p, Lq)� ‖g(x− y∗)− Ag(x− y∗)‖q �

� ψ(2n)2−n(1−1/p)‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖q �

� ψ(2n)2−n(1−1/p)2n(1−1/q) = ψ(2n)2n(1/p−1/q) �

� ψ(m)m1/p−1/q. (4.37)

Теорему 4.2 доведено.
У наступному твердженнi доповнимо результати теореми 4.2, а саме:

розглянемо випадок p = 1 i 1 < q ≤ ∞.

Теорема 4.3. Нехай 1 < q ≤ ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R, виконується одна з
умов (4.8) або (4.9) i, крiм того, iснує таке ε > 0, що послiдовнiсть
ψ(τ)τ 1−1/q+ε, τ ∈ N, не зростає. Тодi

d⊥m(Lψβ,1, Lq) � dBm(Lψβ,1, Lq) � ψ(m)m1−1/q. (4.38)

Доведення. Оцiнки зверху в (4.38) випливають з теореми И та нерiв-
ностей (4.4) i (4.5). Таким чином можемо записати:

dB2m(Lψβ,1, Lq) ≤ d⊥2m(Lψβ,1, Lq) ≤ Em(Lψβ,1)q � ψ(m)m1−1/q.

Оцiнку зверху отримано.
Для встановлення оцiнки знизу величини dBm(Lψβ,1, Lq) розглянемо фун-

кцiю

g1(x) = C6ψ(2n)ϕn(x), C6 > 0.
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Покажемо, що при певному виборi сталої C6 функцiя g1 належить кла-
су Lψβ,1. Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(g1)

ψ
β‖ � 1. Iз цiєю

метою скористаемося твердженням Б.

Зауважимо, що умова (4.10) виконується, оскiльки iснує число
α > 1− 1/q таке, що послiдовнiсть η(m) = ψ(m)mα не зростає, а

m−1∑
k=1

ψ(m)

kψ(k)
=

m−1∑
k=1

η(m)kα

mαη(k)k
≤ 1

mα

m−1∑
k=1

kα

k
≤ 1.

Отже, на пiдставi твердження А i спввiдношення (4.36) одержимо, що

‖(g1)
ψ
β‖1 � ψ−1(2n)‖g1‖1 � ψ−1(2n)ψ(2n) = 1,

звiдки випливає, що g1 належить класу Lψβ,1.

Далi розглянемо два випадки: а) 1 < q <∞; б) q =∞. У випадку а),
використовуючи оцiнку (4.37) iз замiною функцiї g на g1 i прийнявши до
уваги, що p = 1, будемо мати

dBm(Lψβ,1, Lq)� ‖g1(x− y∗)− Ag1(x− y∗)‖q �

� ψ(2n)‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖q �

� ψ(2n)2n(1−1/q) � ψ(m)m1−1/q.

Аналогiчно i у випадку б): використавши оцiнку (4.34), одержимо

dBm(Lψβ,1, L∞)� ‖g1(x− y∗)− Ag1(x− y∗)‖∞ �

� ψ(2n)‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ �

� ψ(2n)2n � ψ(m)m.
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Теорему 4.3 доведено.
Тепер сформулюємо i доведемо твердження, яке доповнює попереднi

результати.

Теорема 4.4. Нехай 1 < p <∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм того, iснує таке
ε > 0, що послiдовнiсть ψ(τ)τ 1/p+ε, τ ∈ N, не зростає. Тодi

d⊥m(Lψβ,p, L∞) � dBm(Lψβ,p, L∞) � ψ(m)m1/p. (4.39)

Доведення. Оцiнки зверху в (4.39) є наслiдком оцiнок наближення
функцiй з класiв Lψβ,p їх частинними сумами Фур’є у метрицi простору
L∞. Для цього достатньо скористатися теоремою I та нерiвностями (4.4)
i (4.5)

dB2m(Lψβ,p, L∞) ≤ d⊥2m(Lψβ,p, L∞) ≤ Em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m1/p.

Встановимо оцiнку знизу величини dBm(Lψβ,p, L∞). Розглянемо функцiю

g2(x) = C7ψ(2n)2−n(1−1/p)ϕn(x), C7 > 0.

Використовуючи властивiсть ядра Фейєра (див., наприклад, [101],
Р. I, §1)

‖K2n−1‖p � 2n(1−1/p), 1 ≤ p ≤ ∞, (4.40)

згiдно з твердженням А, легко переконатися, що g2 ∈ Lψβ,p, 1 < p <∞:

‖(g2)
ψ
β‖p � ψ−1(2n)‖g2‖p �

� 2−n(1−1/p)ψ−1(2n)ψ(2n)‖ϕn‖p �

� 2−n(1−1/p)2n(1−1/p) = 1.

Звiдси випливає, що при певному виборi сталої C7 > 0 функцiя g2 ∈ Lψβ,p.
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Таким чином, використовуючи оцiнку (4.37) та на пiдставi (4.29), бу-
демо мати

dBm(Lψβ,p, L∞)� ‖g2(x− y∗)− Ag2(x− y∗)‖∞ �

� ψ(2n)2−n(1−1/p)‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ �

� ψ(2n)2−n(1−1/p)2n = ψ(2n)2n(1/p) �

� ψ(m)m1/p. (4.41)

Теорему 4.4 доведено.
Тепер встановимо точнi за порядком оцiнки величин dBm(Lψβ,p, Lq) i

d⊥m(Lψβ,p, Lq) при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}.

Теорема 4.5. Нехай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}, ψ ∈ Ψ,
β ∈ R. Тодi справедливi порядковi оцiнки

d⊥m(Lψβ,p, Lq) � dBm(Lψβ,p, Lq) � ψ(m). (4.42)

Доведення. Оцiнку зверху в (4.42) одержимо з оцiнок наближення
функцiй з класiв Lψβ,p їх частинними сумами Фур’є у метрицi простору
Lq. Оскiльки Lψβ,∞ ⊂ Lψβ,p, 1 ≤ p <∞, i ‖ · ‖q ≤ ‖ · ‖p, то оцiнку зверху ве-
личини d⊥m(Lψβ,p, Lq) достатньо довести для випадку 1 < q = p <∞. Для
цього скориставшись теоремою Ї та нерiвностями (4.4) i (4.5), одержимо

dB2m(Lψβ,p, Lq) ≤ d⊥2m(Lψβ,p, Lq) ≤ Em(Lψβ,p)q � ψ(m).

Оцiнки зверху для величин dBm(Lψβ,p, Lq) i d⊥m(Lψβ,p, Lq) встановлено.
Тепер перейдемо до доведення в (4.42) оцiнок знизу. Нагадаємо, що

при цьому достатньо отримати необхiдну оцiнку знизу для величини
dBm(Lψβ,∞, L1). Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що оператори
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G належать множинi Lm(B)2.

Отже, нехай G ∈ Lm(B)2 i для довiльного k ∈ N виконується рiвнiсть

Geikx =
m∑
l=1

akl ψl(x), (4.43)

де {ψl}ml=1 — ортонормована система функцiй. Зазначимо, що для довiль-
ного k

m∑
l=1

|akl |2 ≤ B2, (4.44)

а для довiльного l

∑
k

|ψ̂l(k)|2 ≤ 1. (4.45)

Для s ∈ N покладемо

ρ(s) = {k : 2s−1 ≤ |k| < 2s}

i нехай n таке, що

|ρ(n− 1)| < 4B2m ≤ |ρ(n)|, (4.46)

де |ρ(l)| — кiлькiсть елементiв множини ρ(l) ⊂ Z.

Розглянемо наближення функцiй eikx, k ∈ ρ(n), операторами
G ∈ Lm(B)2. Позначимо

αk = (Geikx, eikx).

Тодi згiдно з (4.43) можемо записати

αk =
m∑
l=1

akl ψ̂l(k).

Тому, скориставшись (4.44), отримаємо
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|αk|2 ≤
m∑
l=1

|akl |2
m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2 ≤ B2
m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2.

Далi, враховуючи спiввiдношення (4.45), будемо мати

∑
k∈ρ(n)

|αk|2 ≤ B2
∑
k∈ρ(n)

m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2 =

= B2
m∑
l=1

∑
k∈ρ(n)

|ψ̂l(k)|2 ≤

≤ B2
m∑
l=1

1 = B2m.

Звiдси робимо висновок, що знайдеться таке число k0 ∈ ρ(n), що αk0 ≤ 1
2 ,

тому, що в iншому разi, враховуючи спiввiдношення (4.46), отримали б

∑
k∈ρ(n)

|αk|2 >
1

4

∑
k∈ρ(n)

1 =
1

4
|ρ(n)| ≥ B2m,

а це суперечить (4.46).

У такому випадку, оскiльки (eik0x, eik0x) = 1, можемо записати

1

2
≤ |1− αk0| = |(eik0x −Geik0x, eik0x)| =

=

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
(eik0x −Geik0xe−ik0x)dx

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∫ π

−π
|eik0x −Geik0xe−ik0x|dx =

= ‖eik0x −Geik0x‖1, (4.47)

де G ∈ Lm(B)2.

Нарештi, враховуючи те, що для операторiв A ∈ Lm(B)2 та
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G ∈ Lm(B)1 i тригонометричних полiномiв з вiдповiдним спектром ви-
конується нерiвнiсть

‖t− At‖1 ≤ 3‖t−Gt‖1,

то згiдно з (4.47) будемо мати

‖eik0x −Geik0x‖1 ≥
1

6
. (4.48)

Тепер розглянемо функцiю

g3(x) = C8ψ(2n)eik0x, C8 > 0. (4.49)

Легко переконатися, що g3 ∈ Lψβ,∞. Дiйсно, оскiльки

‖(g3)
ψ
β‖∞ = ψ(2n)ψ−1(k0)‖eik0x‖∞ � 1,

то звiдси випливає, що з певною сталою C8 функцiя g3 належить класу
Lψβ,∞.

Далi, скориставшись оцiнкою (4.48), можемо записати

‖g3 −Gg3‖1 = ψ(2n)‖eik0x −Geik0x‖1 � ψ(2n).

Таким чином,

d⊥m(Lψβ,∞, L1) ≥ dBm(Lψβ,∞, L1)� ψ(2n) � ψ(m),

а, отже,

d⊥m(Lψβ,p, Lq) ≥ dBm(Lψβ,p, Lq) � ψ(m).

Теорему 4.5 доведено.
Зауваження 4.3. Якщо ψ(k) = |k|−r, k ∈ Z\{0}, r > 1/p− 1/q при

1 ≤ p < q ≤ ∞ i r > 0 при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}, то
вiдповiднi твердження до теорем 4.2 – 4.5 встановлено у [101], Р. I, §4.
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Зауваження 4.4. Порядки ортопроекцiйних поперечникiв
d⊥m(Lψβ,p, Lp) i величин dBm(Lψβ,p, Lp), якi встановленi в теоремах 4.2 –
4.5, реалiзуються частинними сумами Фур’є функцiй з класiв Lψβ,p.
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4.4. Висновки до роздiлу 4

Даний роздiл присвячено встановленню точних за порядком оцiнок кол-
могоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних
функцiй у просторi Lq.

У пiдроздiлi 4.2 одержано точнi порядковi оцiнки колмогоровських по-
перечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq для деяких
спiввiдношень мiж параметрами p i q та певних умовах на послiдовнiсть
ψ. Слiд зазначити, що при виконаннi умов теореми 4.2 порядки кол-
могоровських поперечникiв dm(Lψβ,p, Lq) не реалiзуються пiдпросторами
тригонометричних полiномiв T (m).

Пiдроздiл 4.3 присвячено встановленню точних за порядком оцiнок ор-
топроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi
Lq при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q. Також тут одержа-
но точнi за порядком оцiнки ще однiєї апроксимативної характеристики
класiв Lψβ,p, яка, у певному сенсi, є близькою до ортопроекцiйного попере-
чника. Виявлено, що у всiх розглянутих випадках порядки цiєї величини
i ортопроекцiйного поперечника класiв Lψβ,p спiвпадають за порядком i,
бiльше того, цi порядки реалiзуються частинними сумами Фур’є функцiй
з класiв Lψβ,p.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у роботах [11, 12,
16].
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Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню деяких екстремальних
задач теорiї наближень. Зокрема, вивчаються властивостi тригонометри-
чних полiномiв з довiльним вибором гармонiк стосовно двох питань: пер-
ше пов’язане з вiдомою проблемою Лiттлвуда, а друге стосується нерiв-
ностей типу Бернштейна – Нiкольського. Також значну увагу придiлено
дослiдженню поведiнки колмогоровських та ортопроекцiйних поперечни-
кiв класiв Lψβ,p у просторi Lq для рiзних спiввiдношень мiж параметрами
p i q.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню
узагальнено–диференцiальних властивостей тригонометричних по-
лiномiв з довiльним вибором гармонiк стосовно вiдомої проблеми
Лiттлвуда [95]. У результатi проведених дослiджень встановлено, що в
деяких ситуацiях ядро типу Дiрiхле з певним вибором гармонiк може
мати кращi узагальнено–диференцiальнi властивостi, нiж класичне ядро
Дiрiхле.

У пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки Lq–норм ψ–
похiдних ядер Дiрiхле Dm при 1 < q <∞.

Пiдроздiл 2.3 присвячено вiдшуканню точних за порядком оцiнок Lq–
норм ψ–похiдних ядер типу Дiрiхле при 1 < q <∞.

Спiвставляючи результати теореми 2.1 з пiдроздiлу 2.2 з теоремами
2.2, 2.3 пiдроздiлу 2.3, бачимо, що при виконаннi умов теорем 2.2 i 2.3 на
послiдовнiсть ψ, величина Lm(ψ, q) i Lq–норма ψ–похiдної ядра Дiрiхле
спiвпадають за порядком.

Якщо ж порiвняти результати теореми 2.1 пiдроздiлу 2.2 з теоремою
2.4 пiдроздiлу 2.3, то виявляємо, що при виконаннi умов теореми 2.4 на
послiдовнiсть ψ, величина Lm(ψ, q) i Lq–норма ψ–похiдної ядра Дiрiхле
вiдрiзняються за порядком.
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Третiй роздiл присвячено дослiдженню нерiвностей типу Бернштей-
на – Нiкоьського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором
гармонiк при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q.

У пiдроздiлi 3.2 одержано порядковi оцiнки величин вигляду
sup
t∈T (m)

‖tψ‖q/‖t‖p, 1 < p ≤ q <∞.

Пiдроздiл 3.3 присвячено дослiдженню нерiвностей типу Бернштей-
на – Нiкольського для тригонометричних полiномiв з довiльним вибором
гармонiк i порiвнянню цих результатiв з теоремою 3.1 пiдроздiлу 3.2.

Спiвставивши результати теореми 3.1 з пiдроздiлу 3.2 з теоремами 3.2,
3.3 пiдроздiлу 3.3, бачимо, що при виконаннi умов теорем 3.2 i 3.3 на
послiдовностi ψ величини Tm(ψ, q, p) i sup

t∈T (m)

‖tψ‖q/‖t‖p спiвпадають за

порядком.
Четвертий роздiл присвячено встановленню точних за порядком оцi-

нок колмогоровських та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перi-
одичних функцiй у просторi Lq.

У пiдроздiлi 4.2 одержано точнi порядковi оцiнки колмогоровських по-
перечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi Lq для деяких
спiввiдношень мiж параметрами p i q та певних умовах на послiдовнiсть
ψ. Слiд зазначити, що при виконаннi умов теореми 4.2 порядки кол-
могоровських поперечникiв dm(Lψβ,p, Lq) не реалiзуються пiдпросторами
тригонометричних полiномiв T (m).

Пiдроздiл 4.3 присвячено вiдшуканню точних за порядком оцiнок ор-
топроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p перiодичних функцiй у просторi
Lq при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q. Також тут одержа-
но точнi за порядком оцiнки ще однiєї апроксимативної характеристики
класiв Lψβ,p, яка, у певному сенсi, є близькою до ортопроекцiйного попере-
чника. Виявлено, що у всiх розглянутих випадках порядки цiєї величини
i ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p спiвпадають за порядком i,
бiльше того, цi порядки реалiзуються частинними сумами Фур’є функцiй
з класiв Lψβ,p.



113

Лiтература

1. Андрианов А. В. О двух методах распространения свойств систем
функций от одной переменной на их тензорное произведение /
А. В. Андрианов, В. Н. Темляков // Тр. МИРАН. — 1997. — 219. —
С. 32 – 43.

2. Арестов В. В. О неравенстве разных метрик для тригонометриче-
ских полиномов / В. В. Арестов // Мат. заметки. — 1980. — 27,
№4. — С. 539 – 547.

3. Арестов В. В. Точные неравенства для тригонометрических поли-
номов относительно интегральных функционалов / В. В. Арестов //
Тр. ИММ УрО РАН. — 2010. — 16, №4. — С. 38 – 53.

4. Арестов В. В. Неравенство Бернштейна – Сеге для дробных прои-
зводных тригонометрических полиномов / В. В. Арестов, П. Ю. Гла-
зырина // Тр. ИММ УрО РАН. — 2014. — 20, №1. — С. 17 – 21.

5. Бабаджанов С. Б. О поперечниках одного класса в пространствах
Lp / С. Б. Бабаджанов, В. М. Тихомиров // Изв. АН Узб. ССР. Сер.
физ.–мат. — 1967. — 2. — С. 24 – 30.

6. Белинский Э. С. Приближение периодических функций "плава-
ющей" системой экспонент и тригонометрические поперечники /
Э. С. Белинский // Исследования по теории функций многих веще-
ственных переменных.—Ярославль:Яросл. ун–т.— 1984.—С. 10 – 24.

7. Белинский Э. С. Приближение тригонометрическими полиномами
заданной длины на классах функций с ограниченной смешанной
производной и некоторые экстремальные задачи / Э. С. Белинский
// Теория функций и приближений. Тр. 4-й Саратовской зимней
школы. 25 января — 5 февраля 1988 г. Межвуз. науч. сб. Саратов:
Из–во Сарат. ун–та. 1990. — Ч. 2. — С. 43 – 45.



114

8. Белинский Э. С. Две экстремальные задачи для тригонометриче-
ских полиномов с заданным числом гармоник / Э. С. Белинский //
Мат. заметки. — 1991. — 49, №1. — С. 12 – 18.

9. Белинский Э. С. О наименьшей величине норм смешанных прои-
зводных тригонометрических полиномов с заданным числом гармо-
ник / Э. С. Белинский, Э. М. Галеев // Вестн. МГУ. Сер.1. Матем.,
мех. — 1991. — 2. — С. 3 – 7.

10. Боденчук В. В. Точнi оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв
аналiтичних функцiй. I / В. В. Боденчук, А. С. Сердюк // Укр. мат.
журн. — 2015. — 67, №6. — С. 719 – 738.

11. Власик Г. М. Оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p пе-
рiодичних функцiй у просторi Lq / Г. М. Власик // Аналiз i засто-
сування: Зб. праць Iн–ту математики НАН України. — 2015. — 12,
№3. — С. 65 – 77.

12. Власик Г. М. Ортопроекцiйнi поперечники класiв Lψβ,p перiодичних
функцiй у просторi Lq / Г. М. Власик // Теорiя наближення функцiй
та сумiжнi питання: Зб. праць Iн–ту математики НАН України. —
2015. — 12, №4. — С. 111 – 124.

13. Власик Г. М. Оцiнки норм узагальнених похiдних ядер типу Дiрiхле
з довiльним вибором гармонiк / Г. М. Власик // Диференцiальнi рiв-
няння i сумiжнi питання аналiзу: Зб. праць Iн-ту математики НАН
України. — 2016. — 13, №2. — С. 88 – 100.

14. Vlasyk H. M. Bernstein–Nikol’skii–Type Inequalities for Trigonometric
Polynomials with an Arbitrary Choice of Harmonics / H. M. Vlasyk //
Ukrainian Mathematical Journal. — 69, No 2. — 2017. — P. 147 – 156.
(Ukrainian Original: 69, №2. — 2017. — P. 147 – 156.)

15. Власик Г. М. Порядковi оцiнки Lq–норм узагальнених похiдних ядер
типу Дiрiхле з довiльним вибором гармонiк / Г. М. Власик // Укр.



115

мат. журн. — 2017. — 69, №10. — С. 1310 – 1323.

16. Власик Г. М. Колмогоровськi поперечники класiв Lψβ,p перiодичних
функцiй у просторi Lq / Г. М. Власик // Диференцiальнi рiвняння
i сумiжнi питання аналiзу: Зб. праць Iн-ту математики НАН Украї-
ни. — 2017. — 14, №3. — С. 76 – 92.

17. Власик Г. М. Оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p пе-
рiодичних функцiй у просторi Lq / Г. М. Власик // Мiжнародна кон-
ференцiя молодих математикiв (Київ, 3 – 6 червня 2015 р.): Тези до-
повiдей.—Київ: IнститутматематикиНАНУкраїни.— 2015.—С. 67.

18. Власик Г. М. Ортопроекцiйнi поперечники класiв Lψβ,p перiодичних
функцiй у просторi Lq / Г. М. Власик // Мiжнародна наукова кон-
ференцiя "Теорiя наближень i її застосування" з нагоди 75–рiччя
В. П. Моторного (Днiпропетровськ, 08 – 11 жовтня 2015 р.): Те-
зи доповiдей. — Днiпропетровськ: Днiпропетровський нацiональний
унiверситет iменi О. Гончара. — 2015. — С. 24.

19. Власик Г. М. Ортопроекцiйнi поперечники класiв (ψ, β)–
диференцiйовних перiодичних функцiй / Г. М. Власик // Все-
українська наукова конференцiя "Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу" (Ворохта, 24 – 27 лютого 2016
р.): Тези доповiдей. — Iвано–Франкiвськ: ДВНЗ "Прикарпатський
нацiональний унiверситет iменi В. Стефаника". — 2016. — С. 67.

20. Власик Г. М. Оцiнки норм узагальнених похiдних ядер ти-
пу Дiрiхле з довiльним вибором гармонiк / Г. М. Вла-
сик // Конференцiя молодих вчених "Пiдстригачiвськi читан-
ня — 2016" (Львiв, 25 – 27 травня 2016 р.): Тези доповiдей. —
http://iapmm.lviv.ua/chyt2016/theses/Wlasik.pdf.

21. Власик Г. М. Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для три-
гонометричних полiномiв з довiльним вибором гармонiк / Г. М. Вла-



116

сик // Всеукраїнська наукова конференцiя "Сучаснi проблеми тео-
рiї ймовiрностей та математичного аналiзу" (Ворохта, 22 – 25 люто-
го 2017 р.): Тези доповiдей. — Iвано–Франкiвськ: ДВНЗ "Прикар-
патський нацiональний унiверситет iменi В. Стефаника".— 2017.—
С. 56.

22. Власик Г. М. Порядковi оцiнки Lq–норм узагальнених похiдних ядер
типу Дiрiхле з довiльним вибором гармонiк / Г. М. Власик // Мiж-
народна конференцiя молодих математикiв (Київ, 7 – 10 червня 2017
р.): Тези доповiдей. — Київ: Iнститут математики НАН України. —
2017. — С. 41.

23. Власик Г. М. Нерiвностi типу Бернштейна – Нiкольського для
тригонометричних полiномiв з найкращим вибором гармонiк /
Г. М. Власик // Конференцiя молодих вчених "Пiдстригачiвськi чи-
тання — 2017" (Львiв, 23 – 25 травня 2017 р.): Тези доповiдей. —
http://iapmm.lviv.ua/chyt2017/abstracts/Vlasyk.pdf.

24. Галеев Э. М. Порядковые оценки производных периодического мно-
гомерного α-ядра Дирихле в смешанной норме / Э. М. Галеев //
Матем. сб. — 1982. — 117(159), №1. — С. 32 – 43.

25. Галеев Э. М. Поперечники по Колмогорову классов периодических
функций многих переменных W̃ ᾱ

p и H̃ ᾱ
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