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ÀÍÎÒÀÖIß

Ñâÿòîâåöü I.Ô. Äîñëiäæåííÿ êåðîâàíèõ ãiðîñêîïi÷íèõ ìàéæå êîíñåðâà-

òèâíèõ ñèñòåì. - Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.02.01 "Òåî-

ðåòè÷íà ìåõàíiêà". - Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2017.

Ãiðîñêîïi÷íi ñèñòåìè ¹ âàæëèâèìè äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Ñåðåä

ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíi, ìàòðèöi êî-

åôiöi¹íòiâ ìîäåëåé ÿêèõ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi A0 + εA1, äå A0 - êîñîñè-

ìåòðè÷íà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, ε - ìàëèé ïàðàìåòð. Äîñëiäæåííÿìè òàêèõ

ñèñòåì çàéìàëèñÿ Ô.Ë.×åðíîóñüêî, Ë.Ä.Àêóëåíêî, Â.Á.Ëàðií, Ê.I.Íàóìåíêî,

Â.Â.Íîâèöüêèé òà ií. Äëÿ íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì ðîçðîáëåíî ìåòîäè ¨õ äîñëiäæåííÿ íà ñòiéêiñòü òà çíàéäåíî àëãîðèòìè

ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêi çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ çàâäÿêè íàÿâíî-

ñòi êîñîñèìåòðè÷íîñòi òà ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîñëiäæåííþ öèõ ïèòàíü ïðèñâÿ-

÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü ðîáiò Â.Â.Íîâèöüêîãî òà Ì.Î.Çií÷óêà. Äëÿ åôåêòèâ-

íîãî çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìiâ çàïðîïîíîâàíî êåðîâàíi ñèñòåìè,

ÿêi íå ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè (ìàòðèöÿ A0 íå êîñîñèìåòðè÷íà), çâîäèòè

çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó äî ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ìîäåëåé.

Çíàõîäæåííÿ áàæàíîãî êåðóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ó êiëüêà åòàïiâ. Ïðîïîíó-

þòüñÿ ðiçíîìàíiòíi ïiäõîäè. Ó ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ïîáóäîâè êåðóâàííÿ, çîêðå-

ìà, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êðîíåêåðiâñüêèé äîáóòîê ìàòðèöü, çàâäÿêè ÷îìó ðiâíÿ-

ííÿ ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ âiäîìi óìîâè iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó, à ñàìå: ðiâíiñòü ðàíãó ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ òà ðàíãó ðîçøèðåíî¨

ìàòðèöi.

Äëÿ ôîðìóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè çà äîïîìî-

ãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó òàêîæ ïðîïîíó¹òüñÿ ïiäõiä, â ÿêîìó ñïî÷àòêó áóäó¹-

òüñÿ íåîáõiäíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ (îáìåæåíü íà ìàòðèöþ íåìà¹), à ïîòiì

îá÷èñëþ¹òüñÿ âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó. Äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî âèáið âè-

ãëÿäó êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A0 â çàìêíåíié ñèñòåìi ïðè óìîâi, ùî ìàòðèöÿ
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ïðè êåðóâàííi ïîâíîãî ðàíãó òà ¨¨ ñòîâïöÿìè ¹ îäèíè÷íi âåêòîðè.

Òàêèé æå ïiäõiä çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ìàéæå

êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè (òóò A0 - îðòîãîíàëüíà), ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ äëÿ

îñòàííüî¨ ðîçðîáëåíèõ ðàíiøå ñïðîùåíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òà

ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Çàäà÷ó îòðèìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè ïðîïîíó¹òüñÿ òàêîæ âè-

ðiøèòè ìåòîäàìè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ, äå çàçäàëåãiäü ìîæíà çàäàòè áàæàíå

ðîçòàøóâàííÿ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ. Âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿç-

êó çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ çà îòðè-

ìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, à äðóãèé - çà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.

Ó öüîìó âèïàäêó âèìàãàòèìåìî, ùîá êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-

íà ìàòðèöi A0 ïàðíîãî ïîðÿäêó óòâîðþâàëè ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ ñïðÿæåíèõ

íåíóëüîâèõ êîðåíiâ, à ìàòðèöi A0 + εA1 - ïàðè êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ êî-

ðåíiâ ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìi÷íèé îïèñ

çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñèñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâè-

ìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ òà éîãî óçàãàëüíåííÿ íà ñèñòåìó ïîðÿäêó 2n ç

m -âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ.

Â áiëüøîñòi ñó÷àñíèõ çàäà÷ íà îá'¹êò êåðóâàííÿ âïëèâà¹ çîâíiøí¹ çáó-

ðåííÿ. Ó òàêîìó âèïàäêó çàäà÷à êåðóâàííÿ ñòàâèòüñÿ ç âèìîãîþ çìåíøåííÿ

âïëèâó öèõ çáóðåíü íà äèíàìiêó ñèñòåìè. Êëàñè÷íèì ïiäõîäîì äî ðîçâ'ÿçàí-

íÿ òàêèõ çàäà÷ ¹ ìiíiìàêñíèé ïiäõiä, ïðè ÿêîìó äîñÿãíåííÿ ìåòè êåðóâàííÿ

ðîçãëÿäà¹òüñÿ â íàéãiðøîìó âèïàäêó, òîáòî ïðè ìàêñèìàëüíîìó çáóðåííi.

Â äèñåðòàöi¨ âïåðøå äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ ìàé-

æå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëiíiéíà ñòàöiîíàðíà êåðîâàíà

ìàéæå êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà, íà ÿêó äi¹ íåâiäîìå çáóðåííÿ ç îáìåæåíîþ

åíåðãi¹þ. Ìåòîþ ¹ çíàõîäæåííÿ êåðóâàííÿ, ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë ÿêîñòi,

â ÿêèé âõîäèòü çáóðåííÿ, ÿêå éîãî ìàêñèìiçó¹. Äëÿ îòðèìàííÿ áàæàíîãî êåðó-

âàííÿ ïîòðiáíî çíàéòè äîäàòíî âèçíà÷åíó ìàòðèöþ-ðîçâ'ÿçîê P ìàòðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi âiäïîâiäíîãî âèãëÿäó, â ÿêå âõîäèòü äåÿêèé ïàðàìåòð γ. Âiä-

ìiòèìî, ùî íå äëÿ âñiõ çíà÷åíü γ iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê.

Âiäîìî, ùî iñíó¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ γmin òàêå, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü γ, ÿêi
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íàëåæàòü iíòåðâàëó [γmin,∞), ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê P äîäàòíî âèçíà÷åíà, à ïðè

γ < γmin - çíàêîçìiííà. Ñàìå ìàéæå êîíñåðâàòèâíiñòü ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i äà¹

çìîãó çíàéòè ïîòðiáíå γ â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi.

Âèõîäÿ÷è ç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ìiíiìàêñíãî êåðóâàííÿ çðîçóìiëî, ùî

êåðóâàííÿ ïîâèííî äiÿòè íà ñèñòåìó ïî òèõ æå êàíàëàõ, ùî i çáóðåííÿ. Ç

öüîãî âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, à ñàìå: ðàíã

ìàòðèöi ïðè êåðóâàííi ïîâèíåí áóòè áiëüøèì àáî äîðiâíþâàòè ðàíãó ìàòðèöi

ïðè çáóðåííi.

Â ðîáîòi îòðèìàíî êðèòåðié äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðà γ, ùî âõîäèòü â ðiâíÿ-

ííÿ Ðiêêàòi. Ìàòðèöþ ðîçâ'ÿçîê P ïðîïîíó¹òüñÿ øóêàòè ó âèãëÿäi ðîçêëàäó

çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ç íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiê-

êàòi.

Äîâåäåíà êîðåêòíiñòü ðîçêëàäàííÿ â ðÿä ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà òà

Ðiêêàòi. Äëÿ öüîãî, íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi ìàéæå êîíñåðâàòèâíi àâòîíîì-

íi òà êåðîâàíi ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

çâîäÿòüñÿ äî êàíîíi÷íèõ ôîðì. Ïîòiì, äëÿ ïåðåòâîðåíèõ ñèñòåì ïîáóäîâàíî

ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà òà Ðiêêàòi i ïîêàçàíî ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε ¨õ

àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè êîðåêòíi, òîáòî âiäïîâiäíi ðÿäè çáiæíi. Çà äîïîìîãîþ

çâîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ çáiæíiñòü àíàëîãi÷íèõ ðÿäiâ äëÿ

ïî÷àòêîâèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ãiðîñêîïi÷íèõ

ñèñòåì, ùî iëþñòðóþòü îïèñàíi ïiäõîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îòðèìàííÿ ìàéæå

êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó òà ïîáóäîâè ìiíi-

ìàêñíîãî êåðóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè. Â îãëÿäi ëiòåðàòó-

ðè ïðîâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ äîñëiäæóâàíèõ ìîäåëåé ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì, ùî

ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîáîòi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü, ïåðåâàæíî, òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Âîíè äî-

ïîâíþþòü âiäîìi ôàêòè ìàòðè÷íîãî ïiäõîäó äî âèðiøåííÿ ïðîáëåì êåðóâàííÿ

ëiíiéíèìè ñòàöiîíàðíèìè íåïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ñèñòåìàìè, çîêðåìà

çi çáóðåííÿìè i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi ìàòåìàòè÷íèõ ìî-

äåëåé, ÿêi, çîêðåìà, îïèñóþòü ðóõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç êåðóâàííÿì òà ìîäåëåé
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ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàéæå êîíñåðâàòèâíi ñèñòåìè, ãiðîñêîïi÷íi ñèñòåìè, âå-

êòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, ìîäàëüíå êåðóâàííÿ, ìiíiìàêñíå êåðóâàííÿ, àñèì-

ïòîòè÷íà ñòiéêiñòü, ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà, ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi.
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of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

Gyroscopic systems are important for practical applications. Amoun

gyroscopic systems, there are often almost conservative systems. For such systems

the matrices of coe�cients of theirs models can be written as A0 + εA1, where

A0 is skew-symmetric and ε is a small parameter. Such systems were researched

by F. L. Chernousko, L. D. Akulenko, V. B. Larin, K. I. Nàumenko, V. Novytsky

and others. For continuous and discrete, almost conservative systems, methods

of their research on stability are developed, and algorithms for constructing opti-

mal control, which are greatly simpli�ed due to property of the skew-symmetry

of the matrix and the presence of a small parameter are found. A considerable

number of works of V.V.Novitsky and M.O.Zinchuk is devoted to research of these

problems. For e�cient use of the developed algorithms, controlled systems that

are not almost conservative (the matrix A0 is not skew-symmetric) is proposed to

reduce to almost conservative models by feedback.

Finding the desired control is carried out in several stages.The di�erent

approaches are proposed. In solving the problem of constructing control, in parti-

cular, the Kronecker product of matrices is used, so that the equation can be

written in the form when the conditions of the existence of the solution hold,

namely: the equality of the rank of the matrix of coe�cients under variables and

the rank of the augmented matrix.

For the formation of a continuous almost conservative system through

feedback, an approach is also proposed, in which �rst the necessary matrix of

coe�cients is constructed (no restrictions on the matrix), and then the feedback

vector is calculated. The theorem on the choice of the form of the skew-symmetric

matrix A0 in a closed system is proved on condition that the matrix about control

has the complete rank and its columns is single vectors.

The same approach is used to construct a linear discrete almost conservative

systems in the case A0 is orthogonal.This makes it possible applying to such

systems the previously developed simpli�ed methods of stability research and the

optimal control construction.

The problem of obtaining an almost conservative system is also proposed to be
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solved by methods of modal control, in which it is possible to prede�ne the desired

disposition of the roots of the characteristic equation. The feedback vector is given

in the form of a sum of two terms, the �rst of which is responsible for obtaining an

almost conservative system, and the second one for asymptotic stability. In this

case, we require that the roots of the characteristic polynomial of the matrix A0

matrix of even order formed a pair of purely imaginary conjugate nonzero roots,

and for the matrix A0+εA1 are pair of complex-conjugate roots with negative real

parts. An algorithmic description of the application of the modal approach for a

fourth-order system with a two-dimensional vector of control is proposed, and its

generalization to the order system 2n with a m -dimensional control vector.

In most modern control problems, the control object is in�uenced by external

perturbation. In this case, the problem is to reduce the in�uence of these

perturbations on the dynamics of the system. A classical approach to the solution

of such problems is the minimax approach, in which achievement of the purpose of

management is considered in the worst case, that is, with maximum perturbation.

In the thesis the problem of minimax control of almost conservative systems is

�rst investigated. A linear stationary controlled, almost conservative system, on

which there is an unknown perturbation with limited energy, is considered. The

goal is to �nd a control that minimizes the quality functional, which includes a

perturbation that maximizes it. To obtain the desired control, we need to �nd a

positive de�nite matrix P , which is the solution of the Riccati matrix equation

of the corresponding form, which includes some parameter γ. We note that not

for all values of γ there is a positively de�ned matrix-solution. It is known that

there exists a minimal value γmin such that for all values of γ belonging to the

interval [γmin,∞) the matrix-solution P is positively de�ned, and for γ < γmin is

a sign-variable. It is almost the conservatism of the problem that makes it possible

to �nd the necessary γ in an analytic form.

Proceeding from the formulation of the task of minimax control, it is clear

that control should operate on the system on the same channels as perturbation.

From this follows the necessary condition for the existence of the solution of the

equation, namely: the rank of the matrix in control should be greater, or equal to
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the rank of the matrix of perturbation.

In the thesis the criterion for evaluating the parameter γ, which is included in

the Riccati equation is obtained. The matrix-solution P is proposed to be sought

in the form of a decomposition on a small parameter from an in nite system of

algebraic equations of Riccati type.

It is proved, that decomposition in a series of solutions of the Lyapunov and Ri-

ccati equations is correct. To this end, continuous and discrete almost conservati-

ve autonomous and controlled systems, through some orthogonal transformation,

are reduced to canonical forms. Then, for the transformed systems, the Lyapunov

and Riccati equations are constructed, and the values of the parameters ε, at

which their asymptotic solutions are correct, that is, the corresponding series

are convergent are also shown. By inverse transformation it is easy to obtain

convergence of similar series for initial systems.

Examples of relevant mathematical models of gyroscopic systems are given.

These examples illustrate the described approaches to solving the problem of

obtaining an almost conservative system by means of feedback and constructing

a minimax control of almost conservative systems. In the literature review, the

classi�cation of the gyroscopic systems models under consideration is carried out.

The results obtained are mainly theoretical. They complement the known results

of matrix approaches to solving of problems of control of linear stationary conti-

nuous and discrete systems, particularly with perturbation, and can be used in the

researches of mathematical models, which in particular describe the movement of

mechanical systems with control and models of gyroscopic systems.

Keywords: almost conservative systems, gyroscopic systems, feedback vector,

modal control, minimax control, asymptotic stability, Lyapunov equation, Riccati

equation.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Àêòóàëüíèìè îñòàííiì ÷àñîì ñòàëè çàäà÷i êåðóâà-

ííÿ ãiðîñêîïi÷íèìè ñèñòåìàìè, ÿêi, çîêðåìà, ìîæóòü ïåðåáóâàòè ïiä âïëèâîì

çáóðåííÿ. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü âàæêî óÿâèòè ñîái îá'¹êòè àâiàöi¨, êîñìîíàâ-

òèêè, ìîðñüêî¨ òåõíiêè, ÿêi íå ìiñòèëè á ãiðîñêîïi÷íi ïðèëàäè. Äî òîãî æ,

ãiðîñêîïè çàñòîñîâóþòüñÿ i íà íàçåìíèõ àïàðàòàõ: ïðè ç'ÿñóâàííi âèêðèâëåíü

áóðîâèõ ñâåðäëîâèí, ïðè ïðîêëàäöi òóíåëiâ äëÿ ìåòðî, â ñèñòåìàõ ñòàáiëiçà-

öi¨ àâòîìîáiëiâ òà ií. Ñåðåä ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ìàéæå

êîíñåðâàòèâíi. Äîñëiäæåííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì òà áëèçüêèõ äî

íèõ ïðîâîäÿòüñÿ â íàóêîâèõ Ìîñêîâñüêié øêîëi Ô.Ë.×åðíîóñüêî [147] -[153],

Ë.Ä.Àêóëåíêî [2, 3], òà Êè¨âñüêié øêîëi Â.Á.Ëàðiíà [72]-[77], Ê.I.Íàóìåíêà

[99], Â.Â.Íîâèöüêîãî [103]-[111], Ì.Î.Çií÷óêà [37]-[42]. ×àñ ïîêàçàâ ïåðñïå-

êòèâíiñòü öüîãî íàïðÿìêó äîñëiäæåíü, îñêiëüêè ñàìå äëÿ ìàéæå êîíñåðâà-

òèâíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì ¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàííÿ ñïðîùåíèõ àëãîðèòìiâ ïî-

áóäîâè êåðóâàíü. Äëÿ íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñè-

ñòåì ðîçðîáëåíî ìåòîäè ¨õ äîñëiäæåííÿ íà ñòiéêiñòü òà çíàéäåíî àëãîðèòìè

ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêi çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ çàâäÿêè êîñîñè-

ìåòðè÷íîñòi ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ òà íàÿâíîñòi ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òàêèì äî-

ñëiäæåííÿì ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü ðîáiò Â.Â.Íîâèöüêîãî, Ì.Î.Çií÷óêà

òà ¨õíiõ ó÷íiâ. Äëÿ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìiâ çà-

ïðîïîíîâàíî êåðîâàíi ñèñòåìè, ÿêi íå ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè, çâîäèòè, çà

äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, äî ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ìîäåëåé.

Â áiëüøîñòi ñó÷àñíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ íà îá'¹êò êåðóâàííÿ äi¹ çîâíiøíå

çáóðåííÿ. Êëàñè÷íèì ïiäõîäîì äî ðîçâ'ÿçêó òàêèõ çàäà÷ ¹ ìiíiìàêñíèé ïiäõiä,

ïðè ÿêîìó äîñÿãíåííÿ ìåòè êåðóâàííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â íàéãiðøîìó âèïàäêó,

òîáòî ïðè ìàêñèìàëüíîìó çáóðåííi.

Ïðîáëåìè ïîáóäîâè íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó òà çíàõîäæåííÿ ìiíiìà-

êñíîãî êåðóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè íà ñüîãîäíiøíié ÷àñ íå

¹ ðîçðîáëåíèìè. Òîìó äîñëiäæåííÿ, ùî ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòi ¹ àêòóàëüíèìè i
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íîâèìè òà ïîëÿãàþòü â çíàõîäæåííi óìîâ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ òà

ïîáóäîâi âiäïîâiäíèõ àëãîðèòìiâ, ÿêi ¨õ åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçóþòü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè òà ó âiääiëi ìàòå-

ìàòè÷íèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i òåîði¨ êåðóâàííÿ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò â ðàìêàõ äåðæ-

áþäæåòíî¨ òåìè � II�23�12 "Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïîëiàãðåãàòíèõ ñèñòåì òà

÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñó÷àñíèõ çàäà÷ äèíàìiêè, ñòiéêî-

ñòi òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ"(íîìåð äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0112U001015) çà ïðî-

ãðàìîþ "Ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñó÷àñíèõ çàäà÷ ôiçèêî-òåõíi÷íèõ i ìåäèêî-áiîëîãi÷íèõ íàóê òà

iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié".

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäî-

âà íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ

âåêòîðà êåðóâàíü ç íå ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ìîäåëåé , òà äîñëiäæåíííÿ çàäà-

÷i ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè ïðè íàÿâíîñòi

çîâíiøíiõ çáóðåíü.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ëiíiéíi ñòàöiîíàðíi ñèñòåìè ïàðíîãî ïîðÿäêó ç

êåðóâàííÿì, çîêðåìà ãiðîñêîïi÷íi ñèñòåìè, òà ìàéæå êîíñåðâàòèâíi ñèñòåìè

ç çîâíiøíiìè çáóðåííÿìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ óìîâè ïåðåòâîðåííÿ íå ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì â ìàéæå êîíñåðâàòèâíi çà äîïîìîãî çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, à òàêîæ óìîâè

òà àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ ìiíiìàêñíî¨ çàäà÷i.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.Ìåòîäè òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè, òåîði¨ êåðóâàíü, äðó-

ãèé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ìåòîäè ëiíiéíî¨ àëãåáðè, òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü.

Ïîñòàâëåíà ìåòà çóìîâëþ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàâäàíü: Çíàõî-

äæåííÿ óìîâ òà àëãîðèòìiâ ïîáóäîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ íåïåðåðâíî¨ àáî

äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ âåêòîðà êåðóâàíü; çàñòîñóâàííÿ ðiçíèõ ïiä-

õîäiâ äî ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, à òàêîæ çíàõîäæåííÿ
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óìîâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó òà àëãîðèòìiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî êå-

ðóâàííÿ äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ïîáóäîâè êåðîâàíèõ íåïåðåðâ-

íèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ

ñïåöiàëüíîãî âèáîðó âåêòîðà êåðóâàíü. Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî íåîáõiäíi òà

äîñòàòíi óìîâè ïîáóäîâè íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì.

2. Îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì çàñòîñîâàíî äî ìîäåëåé ãiðîâåðòèêàëi, ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ òà îá'¹êòà ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi-

÷íèì åôåêòîì.

3. Çàñòîñîâàíî ìîäàëüíèé ïiäõiä îòðèìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè òà íàâåäåíî àëãîðèòì âèêîðèñòàííÿ ìîäàëüíîãî ïiä-

õîäó äëÿ ñèñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ, òà

éîãî óçàãàëüíåííÿ íà ñèñòåìó ïîðÿäêó 2n ç m - âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàí-

íÿ. Îòðèìàíèé àëãîðèòì çàñòîñîâàíî äî ìîäåëi êåðîâàíîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà.

4. Äîñëiäæåíà çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì. Ñôîðìóëüîâàíà íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ç ïàðàìåòðîì òà çíàéäåíà óìîâà äëÿ îöiíêè öüîãî ïàðà-

ìåòðà.

5. Îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ç ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ çàñòîñîâàíî

äî ìîäåëi ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ òà ìîäåëi

äâîõ çâ'ÿçàíèõ êåðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè ìàþòü, ïåðåâàæíî, òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Âîíè äîïîâíþþòü âiäîìi ôàêòè

ìàòðè÷íîãî ïiäõîäó äî âèðiøåííÿ ïðîáëåì êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè ñòàöiîíàðíè-

ìè íåïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ñèñòåìàìè i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè

äîñëiäæåííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi, çîêðåìà, îïèñóþòü ðóõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì ç êåðóâàííÿì òà ìîäåëåé ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì.



17

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Çíà÷íà ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ, ùî âèíîñÿ-

òüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ïóáëiêàöiÿõ çäîáó-

âà÷åâi íàëåæèòü âèáið ìåòîäèêè ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ ïåðåä íèì çàäà÷,

àíàëiòè÷íi ðîçðàõóíêè, àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ñïiâàâòîðàì � âèçíà-

÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ, ïîñòàíîâêà çàäà÷i, ïiäáið ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ

òà ó÷àñòü ó îáãîâîðåííi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäà-

ëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ: Ìiæíàðîäíà êîíôåðåí-

öiÿ "Ìîäåëþâàííÿ, êåðóâàííÿ òà ñòiéêiñòü MCS-2012"(Êðèì, Ñåâàñòîïîëü,

2012); XVI International Conference "Dynamical system modelling and stability

investigation"(Kiev, 2013); Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ "Áîãîëþ-

áîâñüêè ÷èòàííÿ DIF-2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ"(Ñåâàñòîïîëü, 2013); XVIII International Conference "Dynamical

system modelling and stability investigation"(Kiev, 2017); òà ñåìiíàði "Ìàòåìà-

òè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà"(Iíñòèòóò ìàòåìàòè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Êè¨â, 2017ð.).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 12 ðîáîòàõ.

Ñåðåä íèõ 8 ñòàòåé [135, 112, 113, 136, 114, 137, 43, 175] â íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ

ôàõîâèõ âèäàííÿõ òà 4 òåçè äîïîâiäåé [115, 116, 117, 138] íà ìiæíàðîäíèõ

íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ.

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-

ðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 185 íàé-

ìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 140 ñòîðiíîê, ç íèõ ñïèñîê âè-

êîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 18 ñòîðiíîê.

Ó âñòóïi äî äèñåðòàöi¨ îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, âèäiëåíî ìåòó

i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, âèçíà÷åíî ¨õ íîâèçíó òà

ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, çàçíà÷åíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, àïðîáàöiþ ðîáî-

òè òà ïóáëiêàöi¨.

Ïåðøèé ðîçäië ìà¹ îãëÿäîâèé õàðàêòåð. Ó íüîìó äàíî àíàëiç ëiòåðàòóðè,

ïîâ'ÿçàíî¨ ç òåìàìè äîñëiäæåíü, ùî ïðîâîäèëèñü çäîáóâà÷åì, à òàêîæ ñòè-
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ñëèé îãëÿä ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáiò, òåìàòèêà ÿêèõ ¹ áëèçüêîþ äî ïðîáëåì,

ùî äîñëiäæóþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Ðîçäië çàâåðøó¹òüñÿ ïåðåëiêîì

íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷, âèðiøåííþ ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíi óìîâè iñíóâàííÿ êåðóâàííÿ â

íå ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåìàõ çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îòðèìàòè íå-

ïåðåðâíó àáî äèñêðåòíó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó. Ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà

áóäóâàòè êåðóâàííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî âèðiøóâàëî á äâi çàäà÷i: îòðèìàííÿ íå-

âèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi òà ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Äîâåäåíî êîðåêòíiñòü ðîçêëàäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà

òà Ðiêêàòi â íåñêií÷åííi ðÿäè. Íàâåäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíî-

âàíèõ ìåòîäèê òà àëãîðèòìiâ äî ìîäåëåé ãiðîâåðòèêàëi, ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ òà îá'¹êòà ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi-

÷íèì åôåêòîì.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî ìîäàëüíèé ïiäõiä îòðèìàí-

íÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè. Íàâåäåíî àëãîðèòì

çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñèñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâè-

ìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ òà éîãî óçàãàëüíåííÿ íà ñèñòåìó ïîðÿäêó 2n ç

m - âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ. Îòðèìàíèé àëãîðèòì ïðîiëþñòðîâàíî íà

ìîäåëi êåðîâàíîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êå-

ðóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè çi çáóðåííÿìè. Ñôîðìóëüîâàíî

íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Çíàéäåíî

óìîâà äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðà, ùî âõîäèòü â ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Íàâåäåíî ïðè-

êëàäè çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäèê òà àëãîðèòìiâ äî ìîäåëi ðîòîðà,

ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ òà ìîäåëi äâîõ çâ'ÿçàíèõ êå-

ðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ.

Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàðàõîâó¹ 185 íàéìåíóâàíü ðîáiò, ùî öèòó-

þòüñÿ â òåêñòi äèñåðòàöi¨.

Ïðè íàãîäi õî÷ó âèñëîâèòè ùèðó ïîäÿêó ìî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Â.Â.

Íîâèöüêîìó çà âèçíà÷åííÿ íàïðÿìó äîñëiäæåíü, ïîñòàíîâêè çàäà÷ i êîí-
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ñóëüòàöi¨; êàíäèäàòó ôiç.-ìàò. íàóê, ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó

Ì.Î. Çií÷óêó òà êàíäèäàòó ôiç.-ìàò. íàóê, ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîái-

òíèêó Î.Ï. Êîëîìié÷óêó çà ïîñòiéíèé íàóêîâèé iíòåðåñ äî ïðîáëåìàòèêè

äèñåðòàöi¨ òà âñiì ñïiâðîáiòíèêàì âiääiëó àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè çà ïîñòié-

íó óâàãó i ïiäòðèìêó ïðè ðîáîòi íàä äèñåðòàöi¹þ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÒÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×

Â öüîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè ç íåîáõiäíèì ó äèñåðòàöié-

íîìó äîñëiäæåííi òåîðåòè÷íèì ìàòåðiàëîì, à òàêîæ ðàíiøå îòðèìàíi ðåçóëü-

òàòè ñòîñîâíî êåðóâàííÿ äèíàìi÷íèìè ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè i

ïèòàííÿìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç ¨õ äîñëiäæåííÿì. Êðiì öüîãî, âií ìiñòèòü ïîñèëàí-

íÿ íà òi äæåðåëà, ùî ñëóæàòü òåîðåòè÷íîþ áàçîþ äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü

i ðîçðàõóíêiâ, òà îáãðóíòóâàííÿ âèñíîâêiâ, çðîáëåíèõ ïðè íàïèñàííi ðîáîòè.

Îñíîâíà óâàãà ïðèäiëåíà îçíàéîìëåííþ ç ðîáîòàìè, â ÿêèõ äîñëiäæóþòüñÿ

êîëèâàëüíè ñèñòåìè ç ìàëèì ïàðàìåòðîì i ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç êåðóâàííÿì

òàêèìè ñèñòåìàìè, çîêðåìà, ñëàáêèì êåðóâàííÿì.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi À.Ì.Ë¹òîâèì [81] i Ð.Êàëìàíîì [53], äàëè ïîøòîâõ

íîâîìó íàïðÿìêó ñèíòåçó ñèñòåì îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨, ÿêå íàçèâàþòü àíà-

ëiòè÷íèì êîíñòðóþâàííÿì ðåãóëÿòîðiâ. Ó 1960ð. ç'ÿâèëàñÿ ðîáîòà À.Ì. Ë¹-

òîâà [82], â ÿêié áóëî îòðèìàíî ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî îïòèìàëü-

íó ñòàáiëiçàöiþ ëiíiéíèõ ñòàöiîíàðíèõ îá'¹êòiâ ïðè êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöiî-

íàëi ÿêîñòi. Ó òîìó æ 1960 ð. âèéøëà ðîáîòà àìåðèêàíñüêîãî ìàòåìàòèêà

Ð.Êàëìàíà [168], â ÿêié âèðiøóâàëàñÿ çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ äëÿ ëiíiéíèõ íåñòà-

öiîíàðíèõ îá'¹êòiâ.

Êàëìàíîì Ð.Å. áóëà âïåðøå ñòðîãî ïîñòàâëåíà i âèðiøåíà çàäà÷à ïðî çíà-

õîäæåííÿ óìîâ êåðîâàíîñòi äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì. Âií ðîçãëÿíóâ [53] îá'¹êò

êåðóâàííÿ, ÿêèé îïèñóâàâñÿ ëiíiéíîþ ñòàöiîíàðíîþ ñèñòåìîþ ç ïîñòiéíèìè

êîåôiöi¹íòàìè

ẋ = Ax+Bu, (1.1)

äå x ∈ ℜn, u ∈ ℜm, A,B - ïîñòiéíi ìàòðèöi ðîçìiðó n × n i n × m âiäïî-

âiäíî. Âèðiøèòè çàâäàííÿ ïðî êåðîâàíiñòü ñèñòåìè - çíà÷èòü âiäïîâiñòè íà

ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ìîæíà ñèñòåìó, ÿêà îïèñàíà ðiâíÿííÿìè (1.1), ïåðåâåñòè

ç áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó â áóäü-ÿêèé áàæàíèé ñòàí çà êiíöå-

âèé ïðîìiæîê ÷àñó, âèáèðàþ÷è íàëåæíèì ÷èíîì çàêîí çìiíè êåðóþ÷èõ ñèë
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u = u(t).

Äëÿ ñèñòåìè (1.1) Êàëìàí Ð. ñôîðìóëþâàâ i äîâiâ êðèòåðié ïîâíî¨ êåðî-

âàíîñòi.

Â äàíèé ÷àñ òåîðiÿ êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì äîñèòü äîáðå ðîçðî-

áëåíà. Íàéáiëüø âàæëèâi ðåçóëüòàòè ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ Êðàñîâñüêîãî

Ì.Ì. [64], Óîíåìà Ì. [145], Çóáîâà Â.I. [46], [47], Ëi Å.Á., Ìàðêóñà Ë.Ì. [83].

Ìåòîäè äåêîìïîçèöi¨ äî ïèòàíü êåðîâàíîñòi ëiíiéíèõ ñèñòåì òà ¨õ ñèíòåçó

áóëè ðîçðîáëåíi Íîâèöüêèì Â.Â. [106].

Ìåòîäè îïòèìiçàöi¨ ñèñòåì øëÿõîì çâåäåííÿ äî ìiíiìóìó äåÿêîãî ôóí-

êöiîíàëó, ÿâëÿþòü ñîáîþ îäèí ç íàïðÿìêiâ òåîði¨ êåðóâàííÿ, çàñíîâàíî¨ íà

ìåòîäi ïðîñòîðó ñòàíiâ. Iíøèé íàïðÿìîê ïðåäñòàâëåíî ìåòîäàìè ìîäàëüíîãî

êåðóâàííÿ. Ñóòíiñòü, îñíîâíi ðåçóëüòàòè òà ïðèêëàäè ïîáóäîâè ìîäàëüíîãî

êåðóâàííÿ ïðåäñòàâëåíi â ðîáîòàõ Êóçîâêîâà Í.Ò. [67], Êóõàðåíêî Í.Â. [69],

Àëåêñàíäðîâà À.Ã. [4], [5], Àíäð¹¹âà Þ.Í. [6].

Ìåòîäè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ - öå ìåòîäè ôîðìóâàííÿ çâîðîòíèõ çâ'ÿç-

êiâ, ùî íàäàþòü ñèñòåìi çàçäàëåãiäü âèáðàíå ðîçòàøóâàííÿ ¨¨ ñïåêòðó [67].

Íàâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ [5].

Íåõàé çàäàíî îá'¹êò, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1.1). Ïîòðiáíî çíàéòè

ìàòðèöþ C êåðóâàííÿ

u = Cx, (1.2)

òàêó, ùîá õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì

D(s) = det(Es− A−BC) (1.3)

çàìêíóòî¨ ñèñòåìè

ẋ = (A+BC)x, (1.4)

ìàâ çàäàíi êîðåíi (ìîäè).

Áàæàíèé âèä õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ìîæíà âè-

áðàòè iç çàïðîïîíîâàíèõ â òåõíi÷íié ëiòåðàòóði ñòàíäàðòíèõ õàðàêòåðèñòè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ, ç çàçíà÷åíèìè äëÿ íèõ ãðàôiêàìè ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ i ïî-

êàçíèêàìè ÿêîñòi [141].
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Êîðîòêî îçíàéîìèìîñÿ ç ðîáîòàìè, â ÿêèõ äîñëiäæóþòüñÿ ñèñòåìè ç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì.

Îäíà ç ïåðøèõ ðîáiò [147] ×åðíîóñüêî Ô.Ë. ç òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ ïîâ'ÿçàíà iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ðîçâèíåíèõ â ìå-

õàíiöi íåëiíiéíèõ ñèñòåì, äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ, çîêðåìà êîëèâàëü-

íèìè ñèñòåìàìè. Äîñëiäæóâàíi ñèñòåìè àâòîð íàçâàâ ñëàáêîêåðîâàíèìè. Âií

ðîçðîáèâ åôåêòèâíèé ìåòîä, ùî äîçâîëÿ¹ íàáëèæåíî áóäóâàòè îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ â àíàëiòè÷íié ôîðìi. Öåé ìåòîä çíàéøîâ ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ

ïðè ðîçðàõóíêó ðåæèìiâ ñòàáiëiçàöi¨ i êåðóâàííÿ ðóõîì êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ.

Ïðîäîâæåííÿì ñòàëà ðîáîòà Àêóëåíêî Ë.Ä. [2].

Çàñòîñóâàííÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ, çàñíîâàíèõ íà iäå¨ ìàëîãî ïàðàìåòðà, çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ [56],

[180], [178]. Â [56] äà¹òüñÿ çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ, â ïðèïóùåííi, ùî âñi ôóíêöi¨, ÿêi îïèñóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ðîç-

êëàäàþòüñÿ â ðÿäè çà ñòóïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â ðåçóëüòàòi ïðîïîíó-

¹òüñÿ àëãîðèòì äîñëiäæåííÿ ñëàáêîêåðîâàíèõ ñèñòåì, ç âèêîðèñòàííÿì ÿêî-

ãî âèðiøó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ïîëiò íà ìàêñèìàëüíó äàëüíiñòü. Â ñòàòòi [180],

K. Òñóìóðà i I. Êàâàñàêè ðîçãëÿäàþòü ïðîáëåìó çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ

òî÷îê êåðóâàííÿ /ñïîñòåðåæåííÿ áàãàòîìàñøòàáíèõ áàãàòîàãåíòíèõ ñèñòåì.

Ïðè çíàõîäæåííi ñëàáêîãî êåðóâàííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ "ïðèíöèï ïîäiëó". Ìå-

òîä ìàëèõ ïàðàìåòðiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ àíàëiòè÷íèõ i ÷èñåëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ ïðåäñòàâëåíèé Ñòåïàíîâîé Ë.Â. i ßêîâ-

ëåâîé Å.Ì. â ðîáîòi [178].

Äëÿ äîñëiäæåííÿ øèðîêîãî êëàñó ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äîáðå çà-

ðåêîìåíäóâàëè ñåáå ðîçâèíóòi Ì.Ì.Áîãîëþáîâèì, Þ.Î.Ìèòðîïîëüñêèì òà ¨õ

ïîñëiäîâíèêàìè àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè [15]. �õ âèêîðèñòàííÿ ó âiäïîâiäíèõ çà-

äà÷àõ äà¹ äîñòàòíþ äëÿ ïðàêòèêè òî÷íiñòü çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ òà iñòîòíó åêîíîìiþ îá÷èñëþâàëüíèõ îïåðàöié ó ïîðiâíÿííi iç çàñòîñó-

âàííÿì çàãàëüíèõ ìåòîäiâ. Çàäà÷ó ñëàáêîãî êåðóâàííÿ ñëàáêîäåìïôîâàíèìè

(ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè) ñèñòåìàìè, çà äîïîìîãîþ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ,

ðîçâ'ÿçàâ Â. Á. Ëàðií â ðîáîòi [72]. Âií îòðèìàâ àñèìòîòè÷íi ñïiââiäíîøåí-
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íÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü ó ïåðøîìó íàáëèæåííi çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî

àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi òà ñïðÿìîâàíi íà äèñêðåòíi ñèñòåìè. Â ðî-

áîòi [73] Â. Á. Ëàðiíà òà Ê. I. Íàóìåíêà íàâåäåíî àëãîðèòì ñèíòåçó ñèñòåìè

êåðóâàííÿ ñëàáêîäåìïôîâàíèì îá'¹êòîì, êîëè êåðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ÷åðåç

ðiâíi ïðîìiæêè ÷àñó. Àíàëiçó ðiçíèõ àñïåêòiâ êåðóâàííÿ ñëàáêîäåìïôîâàíè-

ìè ñèñòåìàìè ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Ñòåïàíüÿíöà Ã. À. [142], Åãîðîâà Å.Â.[36],

Êîëîáàøêèíà Ë.Â. [60].

Â ñòàòòi [54] äîñëiäæåíî ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøî-

ãî ïîðÿäêó, ÿêà âèíèêà¹ ïðè óñåðåäíåííi íåëiíiéíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì

ïî øâèäêèì îäíî÷àñòîòíèì êîëèâàííÿì. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèòóàöiÿ, êîëè âè-

õiäíà ñèñòåìà ìiñòèòü ìàëi äèñèïàòèâíi äîäàíêè. Ïîáóäîâàíà àñèìïòîòèêà

äâîïàðàìåòðè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ç íåîáìåæåíî çðîñòàþ÷î¨ àìïëiòóäîþ. Ìåòîäè

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ìàëèìè ïàðàìåòðàìè âèêëà-

äàþòüñÿ ó ìîíîãðàôi¨ Êàëiíiíà À.I. [52]. Ðîçãëÿíóòî øèðîêèé êëàñ çàäà÷,

ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ çà ¹äèíîþ ñõåìîþ íåçàëåæíî âiä òèïó çáóðåíü. Âèêëàäåíi

ìåòîäè ïðîiëþñòðîâàíi íà êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìåõà-

íi÷íèìè ñèñòåìàìè. Â [29] âèðiøó¹òüñÿ çàäà÷à ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíèõ íåñòàöiî-

íàðíèõ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü ëiíiéíå çàïiçíþâàííÿ. Ìåòîäèêà îöiíêè àäåêâàòíî-

ñòi äèíàìi÷íèõ ìîäåëåé ñèñòåìè êåðóâàííÿ âiíòîâåíòèëÿòîðà ç óðàõóâàííÿì

ìàëèõ ïàðàìåòðiâ îïèñó¹òüñÿ â [68].

Â ñòàòòi [162] A. Áóéêàà, Æ. Äæèíåá, Æ. Ëëiáðåê ðîçãëÿäàþòü íåëiíié-

íi Ò-ïåðiîäè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ñèñòåìè, ùî çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Íåçáóðåíà ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíå ðiçíîìàíiòòÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íà-

âîäÿòüñÿ âèðàçè áiôóðêàöi¨ äî äðóãîãî ïîðÿäêó çà ìàëèì ïàðàìåòðîì, ùîá

ïðîñòi íóëi áóëè ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi çáåði-

ãàþòüñÿ ïiñëÿ çáóðåííÿ. Äîñëiäæåííÿ çáóðåíèõ ðóõiâ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî

éîãî öåíòðó ìàñ ïiä äi¹þ ìîìåíòiâ, ùî êðóòÿòü, ðiçíî¨ ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè ¹ ïðå-

äìåòîì ðîáîòè [184], àâòîðiâ Ô.Ë.×åðíîóñüêî, Ë.Ä. Àêóëåíêî i Ä.Ä.Ëåùåíêî.

Ðiçíèì àñïåêòàì âèâ÷åííÿ äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè îñöèëÿòîðiâ ïðèñâÿ÷åíi

ðîáîòè Ì. Êóðòà, Ì. Åðiòåí, Ô. Ðîìåî, Ã. Ñiãàëîâà, Ë. Áåðãìàíà, À. Âàêàêiñà,
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Þ.Í. Áiáiêîâà [12], [13], [170], [163],[176], [173].

Ç ìåòîþ óäîñêîíàëåííÿ ðîáîòè ðiçíèõ íàâiãàöiéíèõ ïðèëàäiâ i ñèñòåì, à

òàêîæ ñòâîðåííÿ çðó÷íîãî àïàðàòó êåðóâàííÿ òàêèìè ñèñòåìàìè, Íîâèöüêèì

Â.Â. [108], [109], áóëî âïåðøå çàñòîñîâàíî ìåòîä [72] â òåîði¨ ãiðîñêîïi÷íèõ

êîìïàñiâ.

Â ðîáîòi [103] äîñëiäæåííÿ [72, 109] óçàãàëüíåíi íà ãiðîñêîïi÷íi ñèñòåìè i

âïåðøå ââåäåíå îçíà÷åííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ (ñëàáêîäåìïôîâàíî¨) ñèñòå-

ìè.

Íåõàé ìà¹ìî ñòàöiîíàðíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó âèãëÿäó

ẋ = A0x, (1.5)

äå x(t) ∈ ℜ2n � âåêòîð ñòàíó, A0 = −AT
0 ∈ ℜ2n×2n � êîñîñèìåòðè÷íà íåâèðî-

äæåíà ìàòðèöÿ. Áóäåìî ââàæàòè ñèñòåìó (1.5) êîíñåðâàòèâíîþ, ÿêùî íîðìà

ôàçîâîãî âåêòîðà ñòàíó ïîñòiéíà.

d

dt
(xTx) = xT (AT

0 + A0)x ≡ 0, (1.6)

çâiäêè

∥x∥2 = const. (1.7)

Òîäi ñèñòåìó

ẋ = (A0 + εA1)x, (1.8)

ùî îòðèìàíà çáóðåííÿì ñèñòåìè (1.5), áóäåìî íàçèâàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâ-

íîþ. Òóò A1 ∈ ℜ2n×2n � ìàòðèöÿ-çáóðåííÿ, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Âiäìiòèìî [103, 105], ùî ïðî ìàëèçíó ìàòðèöi εA1 ïîðiâíÿíî ç ìàòðèöåþ

A0 ìîæíà ãîâîðèòè [71], ÿêùî

detA0 ̸= 0 (rangA0 = 2n). (1.9)

Äîñëiäæåííþ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèõ ñèñòåì, ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [104], [110], [111]. Çàñòîñî-

âàíî ðîçêëàä ìàòðèöi-ðîçâ'ÿçêó çà ìàëèì ïàðàìåòðîì. Çíàéäåíî ñòðóêòóðó

òà ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ â ñèìåòðè÷íié P0 (íóëüîâå
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íàáëèæåííÿ ìàòðèöi P ), ïåðåñòàíîâíié ç êîñîñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ êîåôi-

öi¹íòiâ ñèñòåìè A0. Ïîêàçàíî, ùî àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ìàòðèöi-ðîçâ'ÿçêó

ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèõ ñèñòåì çàëåæèòü âiä ñòðóêòóð ìàòðèöi-çáóðåííÿ i ¨¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè.

Â ðîáîòi [37], àâòîðàìè çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ìàòðè÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì ó âèïàäêó êðàòíèõ âëà-

ñíèõ çíà÷åíü êîíñåðàòèâíî¨ ÷àñòèíè ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ i íå ôiêñîâàíîþ

ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿííÿ (ìàòðèöÿ Q çàäà¹òüñÿ òiëüêè ñòðóêòóðíî).

Ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ïîáóäîâàíî â ðîáîòi [40].

Ïèòàííÿì îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ìàé-

æå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi ïðèñâÿ÷å-

íi ðîáîòè [41], [107]. Íàâåäåíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ìàòðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ìîæíà îòðèìàòè òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Ðiêêàòi çà

ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ. Íàâåäåíî ïðèêëàä ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ ñèñòåìîþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó.

Óìîâè ñòiéêîñòi òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ç ìàòðèöÿìè êî-

åôiöi¹íòiâ, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà, ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [39], [42].

Â ðîáîòi [5], Àëåêñàíäðîâ À.Ã. ðîçãëÿíóâ çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ

ñèñòåìîþ

ẋ = Ax+Bu+Ψf, (1.10)

äå f - íåâiäîìå çáóðåííÿ ç îáìåæåíîþ åíåðãi¹þ.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóíêöiî-

íàë

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTu− γ2fTf)dt, (1.11)

i äiþ çáóðåííÿ.

Ó ðîáîòàõ [185],[156], [157] Øîðiêîâà À.Ô. çàïðîïîíîâàíi íåîáõiäíi ôîðìà-

ëiçàöi¨ i êîíñòðóêòèâíi ðiøåííÿ ïðîãðàìíèõ i ïîçèöiéíèõ ìiíiìàêñíèõ çàäà÷,

à òàêîæ ÷èñåëüíi àëãîðèòìè â ôîðìi ðåàëiçàöi¨ ïîñëiäîâíîñòåé âèðiøåííÿ
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çàâäàíü ëiíiéíîãî i îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ðåçóëüòàòè, ÿêi âií îòðèìàâ,

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ðåàëüíèõ äèíàìi-

÷íèõ ïðîöåñiâ i äëÿ ïðîåêòóâàííÿ êåðóþ÷èõ i íàâiãàöiéíèõ ñèñòåì.

Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ðîç-

ãëÿíóòà â ñòàòòÿõ [165], [166]. Ïðîáëåìà ôîðìàëiçîâàíà ÿê ïîçèöiéíà äèôå-

ðåíöiàëüíà ãðà. Íàâîäèòüñÿ ÷èñåëüíèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî

iãðîâîãî çíà÷åííÿ i ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî (ìiíiìàêñíîãî i ìàêñèìiííîãî) çà-

êîíó êåðóâàííÿ.

Âèðiøåííþ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïèòàííÿìè ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ ïðè-

ñâÿ÷åíi ðîáîòè [160], [171], [172].

ßê ïðèêëàäè, ùî iëþñòðóþòü òåîðåòè÷íi âèñíîâêè çðîáëåíèõ â ðîáîòi äî-

ñëiäæåíü, îáðàíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. Íà ñüîãîäíiøíié

äåíü âàæêî óÿâèòè ñîái îá'¹êòè àâiàöi¨, êîñìîíàâòèêè, ìîðñüêî¨ òåõíiêè, ÿêi

íå ìiñòèëè á ãiðîñêîïi÷íi ïðèëàäè. Äî òîãî æ, ãiðîñêîïè çàñòîñîâóþòüñÿ i íà

íàçåìíèõ àïàðàòàõ: ïðè ç'ÿñóâàííi âèêðèâëåíü áóðîâèõ ñêâàæèí, ïðè ïðî-

êëàäöi òóíåëiâ äëÿ ìåòðî, â ñèñòåìàõ ñòàáiëiçàöi¨ àâòîìîáiëiâ òà ií.

Ó öüîìó çâ'ÿçêó, çðîçóìiëî, ùî iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ëiòåðàòóðè, ïðè-

ñâÿ÷åíî¨ êîíêðåòíèì àñïåêòàì âèêëàäåííÿ òåîðåòè÷íèõ îñíîâ, êëàñèôiêàöi¨,

êîíñòðóþâàííÿ, çàñòîñóâàííÿ ãiðîñêîïi÷íèõ ïðèëàäiâ i ñèñòåì [7]-[11],[14, 16],

[18, 20], [21, 22], [24]-[27], [31]-[34], [44], [48]-[51], [55, 58, 59], [61]-[63], [65,

66],[78],[79], [80], [84]-[87], [89], [91]-[93], [95]-[97],[100]-[102], [105], [118]-[126],

[129]-[134],[139, 140], [154, 155],[174], [177],[164], [167],[169], [161].

Ïðîàíàëiçóâàâøè âiäïîâiäíó ëiòåðàòóðó, ùî ñòîñó¹òüñÿ ãiðîñêîïi÷íèõ ñè-

ñòåì, ìîæíà âèäiëèòè ìîäåëi, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñè-

ñòåì, àáî ñòàþòü òàêèìè ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ íåîñîáëèâîãî ïåðåòâîðåííÿ. Íà-

âåäåìî äåÿêè ç íèõ:

� ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ

øâèäêiñòþ ω [94]. Ðîòîð íàñàäæåíèé íà âàë áåç çìiùåííÿ i ïåðåêîñó.

ẍ+ bẋ+ k2x+ bωy = 0

ÿ + bẏ + k2y − bωx = 0
(1.12)
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äå k2 � êðóãîâà ÷àñòîòà ïîïåðå÷íèõ ïðóæíèõ êîëèâàíü âàëó çà âiäñóòíîñòi

âíóòðiøíüîãî òåðòÿ, b � êîåôiöi¹íò âíóòðiøíüîãî òåðòÿ, âiäíåñåíèé äî îäè-

íèöi ìàñè.

� ðiâíÿííÿ ðóõó ìàÿòíèêîãî ãiðîêîìïàñà, ç óðàõóâàííÿì çàìiíè çìiííèõ

[97]

Aα̈′ +HΩ0cosθ · α
′
+Hβ̇ ′ +mglsinε · β ′

= 0

−Hα̇′ + Aβ̈ ′ + (HΩ0cosθ +mgl)β
′
= 0.

(1.13)

� âiëüíi êîëèâàííÿ ãiðîìàÿòíèêà [122]

Aα̈+ f1α̇+ Plα−Hβ̇ = 0

Bβ̈ + f2β̇ + Plβ +Hα̇ = 0.
(1.14)

� äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî õàðàêòåðèçóþòü âëàñíi ðóõè äàò÷èêà êó-

òîâî¨ øâèäêîñòi ç ìåõàíi÷íîþ ïðóæèíîþ [25]

β̈ + 2χn0β̇ + n20β = 0. (1.15)

� ðiâíÿííÿ âiëüíèõ êîëèâàíü ãîëîâíî¨ îñi ãiðîøèðîòêîìïàñà, ùîäî ïîëî-

æåííÿ éîãî äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè [14]

α̈0 + aωα̇0 + ω2α0 = 0

θ̈0 + aωθ̇0 + ω2θ0 = 0.
(1.16)

� ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè êîðàáåëü - çàñïîêîþâà÷ [48]

Aθ̈ + b1θ̇ +Dhθ +Hβ̇ = Dhγ(t)

Bβ̈ + b2β̇ + Plβ −Hθ̇ = 0.
(1.17)

� ãiðîñêîïi÷íèé ñòàáiëiçàòîð âàãîíà îäíîðåéêîâî¨ çàëiçíèöi [48]

Aθ̈ + b1θ̇ −Dhθ +Hβ̇ = 0

Bβ̈ + b2β̇ − Plβ −Hθ̇ = 0.
(1.18)

� ðiâíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü ãiðîñêîïà â êàðäàíîâîìó ïiäâiñi, âñòàíîâëå-

íîãî íà íåðóõîìié îñíîâi [51]
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d2x

dt2
+ ν2x+

D

J
Ω2(x− z) = 0

d2z

dt2
+ Ω2(z − x) = 0.

(1.19)

Ñåðåä ëiíiéíèõ ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì ìîæíà âèäiëèòè ñèñòåìè ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì, äëÿ ÿêèõ, ó ðàçi ïîäàííÿ ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ó âèãëÿäi Ã =

Ã0 + εÃ1, ìàòðèöÿ Ã0 íå ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ, àáî det(Ã0) = 0; òîáòî òi, äëÿ

ÿêèõ íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíîñòi. Íàñ áóäóòü öiêàâèòè

òiëüêè ñèñòåìè ïàðíîãî ïîðÿäêó, òîìó ùî äëÿ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi íå-

ïàðíîãî ïîðÿäêó âèçíà÷íèê çàâæäè äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðîâåäåìî êëàñèôiêàöiþ ïðèêëàäiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, çà ñòðóêòóðîþ

çàãàëüíîãî âèãëÿäó ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äëÿ çðó÷íîñòi ïîäàëüøîãî äîñëi-

äæåííÿ. Äëÿ öüîãî, çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ çàìiíè çìiííèõ, ïðèâåäåìî ìà-

òåìàòè÷íi ìîäåëi äî íîðìàëüíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî

ïîðÿäêó ó ìàòðè÷íî¨ ôîðìi. Ïî÷íåìî ç íàéáiëüø ÷èñåëüíî¨ ãðóïè - ñèñòåì

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó.

Äî çàãàëüíî¨ ìîäåëi âèäó
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

A B C D

0 0 0 1

E F G H




x1

x2

x3

x4

 , (1.20)

ìîæíà âiäíåñòè

ïðè A = B = C = E = G = H = 0

� ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹ ïîâåäiíêó ãiðîñêîïi÷íîãî

ñòàáiëiçàòîðà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ x i y [51];

� ëiíåàðiçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó âiëüíîãî ãiðîñêîïà [118];

� ëiíåàðiçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïà â êàðäàíîâîìó ïiäâiñi áåç óðàõó-

âàííÿ êóòîâèõ ðóõiâ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò [16];

� ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ðîòîðà âiëüíîãî ãiðîñêîïà, ïðè çàïèñó ¨õ

ïî âiäíîøåííþ äî ñèñòåìè êîîðäèíàò, ïîâ'ÿçàíî¨ ç îñíîâîþ, íà ÿêié ãiðîñêîï

âñòàíîâëåíèé, i ÿêà îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ωz [48];



29

� íåçãàñàþ÷i íóòàöiéíi êîëèâàííÿ òðèñòóïåíåâîãî àñòàòè÷íîãî ãiðîñêîïà,

ÿêîìó ïðè ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ðàìêàõ íàäàíèé ïî÷àòêîâèé iìïóëüñ [122];

ïðè A = C = E = G = 0

� ðiâíÿííÿ äðóãîãî íàáëèæåííÿ âiäõîäó ãiðîñêîïà ïðè êóòîâèõ êîëèâàí-

íÿõ îñíîâè [122];

� ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïà ïðè âðàõóâàííi òiëüêè ìîìåíòiâ

â'ÿçêîãî òåðòÿ [118];

ïðè C = E = G = H = 0

� ñèñòåìó ðiâíÿíü ðóõó çàñïîêîþâà÷à êîëèâàíü ñóäåí ïàñèâíîãî òèïó [19];

� ðiâíÿíü êîëèâàíü êîðàáëÿ ç àêòèâíèì çàñïîêîþâà÷åì [48];

ïðè A = E = G = H = 0

� ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîðàìè (ïðè äåÿêèõ ïðèïóùåííÿõ) [14];

� ðiâíÿííÿ ðóõó îäíîîñíîãî ñèëîâîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà [31];

ïðè A = E = G = 0

� ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîðàìè âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò [14];

� ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñè-

ñòåìè ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ [122];

� ëiíiéíó ÷àñòèíó ðiâíÿíü ðóõó îäíîîñíîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà áëèçüêî íó-

ëüîâîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè [22];

ïðè A = B = E = G = 0

� ðiâíÿííÿ ãiðîñòàáiëiçàòîðà áåç ìîìåíòó â'ÿçêîãî òåðòÿ [31];

ïðè A = G = 0

� ðiâíÿííÿ ðóõó îñi ãiðîâåðòèêàëi â ïåðøîìó íàáëèæåííi [31];

ïðè B = E = G = 0

� ðiâíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü â îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðóõó îäíîîñíîãî ãiðî-

ñêîïi÷íîãî ñòàáiëiçàòîðà, âñòàíîâëåíîãî íà íåðóõîìié îñíîâi [51].

Äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó:

� ðiâíÿííÿ ðóõó îñi y ïîïëàâêîãîãî ãiðîiíòåãðàòîðà êóòîâèõ øâèäêîñòåé
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[14], ïðè A = C = 0, B = 1 ìîæíà âiäíåñòè äî çàãàëüíî¨ ñõåìè âèäó[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A B

C D

][
x1

x2

]
. (1.21)

à ïðè B = D = 0

� ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïó ç ïðîïîðöiéíîþ ìiæðàìêîâîþ êîðåêöi¹þ

[122];òà

� ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïà íàïðÿìêó ç ïðîïîðöiéíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ

ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ [118].

Äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèñòåì øîñòîãî ïîðÿäêó. Äî çàãàëüíî¨ ìîäåëi âèäó



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

ẋ6


=



0 1 0 0 0 0

A1 A2 A3 A4 A5 A6

0 0 0 1 0 0

B1 B2 B3 B4 B5 B6

0 0 0 0 0 1

C1 C2 C3 C4 C5 C6





x1

x2

x3

x4

x5

x6


(1.22)

ìîæíà âiäíåñòè ïðè A2 = A3 = A6 = B1 = B3 = B4 = B5 = B6 =

= C2 = C3 = C4 = C6 = 0

� ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïi÷íîãî ïðiñòðîþ [49];

ïðè A1 = A2 = A3 = A5 = B1 = B3 = B4 = B5 = C1 = C3 = C5 = C6 = 0

� ðiâíÿííÿ, ùî õàðàêòåðèçóþòü âçà¹ìíèé âïëèâ îáåðòàíü íàâêîëî ðiçíèõ

îñåé ó êîëiñíèõ åêiïàæiâ i ëiòàêiâ [86];

ïðè A3 = A4 = A5 = B1 = B2 = B5 = B6 = C1 = C3 = C4 = C5 = 0

� ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü äiþ ãiðîñêîïi÷íèõ ìîìåíòiâ, íà ïðèêëàäi êîëi-

ñíîãî ïàðîïëàâà [86].

Öiëêîì ïðèðîäíüî âèíèêà¹ çàäà÷à ïîáóäîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì

ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ¨õ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ.

Õàðàêòåð ñòiéêîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çíà÷íîþ ìiðîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðó-

êòóðîþ äiþ÷èõ íà íå¨ ñèë. Òîìó âàæëèâèì åòàïîì äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ñè-

ñòåì, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîáîòi, ¹ àíàëiç ñèë ïî ¨õ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòðóêòó-

ði. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ êëàñèôiêàöi¹þ ñèë, çàïðîïîíîâàíîþ Ä.Ð.Ìåðêiíèì
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[94]. Äëÿ ñèñòåìè, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

A0q̈ + (B0 +H0)q̇ + (C0 + P0)q = X(q̇, q, t), (1.23)

äå q = [q1, ..., q
T
n ] ∈ ℜn � âåêòîð óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, à

X(q̇, q, t) ∈ ℜn � âåêòîð çîâíiøíiõ ñèë, ÿêèé ó íàøîìó âèïàäêó ¹ êåðóâà-

ííÿì ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó

X(q̇, q, t) = −(L1q + L2q̇) = −Kx = −K

[
q

q̇

]
, (1.24)

L1, L2 ∈ ℜn×n, K =
[
L1 L2

]
.

Ìà¹ìî íàñòóïíó êëàñèôiêàöiþ:

A0 = AT
0 ∈ ℜn×n � äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ iíåðöi¨, B0 = BT

0 ∈ ℜn×n �

ìàòðèöÿ äèñèïàòèâíèõ ñèë, H0 = −HT
0 ∈ ℜn×n � ìàòðèöÿ ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë,

C0 = CT
0 ∈ ℜn×n � ìàòðèöÿ êîíñåðâàòèâíèõ (ïîòåíöiéíèõ) ñèë,P0 = −P T

0 ∈
ℜn×n � ìàòðèöÿ íåïîòåíöiéíèõ ñèë (ñèë ðàäiàëüíî¨ êîðåêöi¨).

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷, ÿêi iëþñòðóþòü òåîðåòè÷íi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨,

äîòðèìó¹ìîñÿ íàñòóïíîãî àëãîðèòìó:

1. Àíàëiç ñèë, ùî äiþòü íà ñèñòåìó, çà ¨õ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ó ôîðìi

Ëàãðàíæà;

2. Ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.23) çà äîïîìîãîþ çàìiíè [158]

x =

[
x1

x2

]
=

[
I 0

0 M

][
q

q̇

]
=

[
q

Mq̇

]
(1.25)

ó ôîðìó Êîøi[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
q̇

M(q̇)·

]
=

[
q̇

MA−1
0 (−(B0 +H0)q̇ − (C0 + P0)q)

]
=

=

[
M−1x2

M(−M−1A−1
0 (B0 +H0)x2 − A−1

0 (C0 + P0)x1)

]
=

=

[
0 M−1

−MA−1
0 (C0 + P0) −A−1

0 (B0 +H0)

]
·

[
x1

x2

]
.

(1.26)
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ßêùî íà ñèñòåìó äiþòü âåëèêi ãiðîñêîïi÷íi òà ïîòåíöiéíi ñèëè, òî ¨¨ ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 M−1

−MA−1
0 C0 −A−1

0 H0

]
·

[
x1

x2

]
+

+ε

[
0 M−1

−MA−1
0 P0 −A−1

0 B0

]
·

[
x1

x2

]
,

(1.27)

äå ε > 0- äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð.

Ìàòðèöÿ [
0 M−1

−MA−1
0 C0 −A−1

0 H0

]
(1.28)

ìà¹ ÷èñòî óÿâíèé ñïåêòð, òîìó åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì çâîäèòüñÿ äî

êîñîñèìåòðè÷íî¨ F0 = −F T
0 , à äèíàìi÷íà ñèñòåìà (1.27) äî ìàéæå êîíñåðâà-

òèâíî¨

ẋ = (F0 + εF1)x. (1.29)

3. Ïåðåâiðêà óìîâè ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè;

4. Ïîáóäîâà êåðóâàííÿ, ùî ïåðåòâîðþ¹ ñèñòåìó ó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó;

5. Ôîðìóâàííÿ ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè òà ïåðåõiä äî ôîð-

ìè Ëàãðàíæà äëÿ àíàëiçó ñòðóêòóðè ñèë, äiþ÷èõ íà íîâó ñèñòåìó.

Çàóâàæèìî, ùî ùå çàëèøèëèñü íå äîñòàòíüî âèâ÷åíèìè çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi

ç:

• äîñëiäæåííÿì óìîâ ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì çà äîïî-

ìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó;

• ïîáóäîâîþ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì ìåòîäàìè ìîäàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ äëÿ ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ;

• ïîñòàíîâêîþ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿì çàäà÷è ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìàé-

æå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.
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ÐÎÇÄIË 2

ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÄÈÍÀÌI×ÍÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ ÇÀ

ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÑÏÐÎÙÅÍÈÕ ÀËÃÎÐÈÒÌIÂ

Ó öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ êåðóâàííÿ äèíàìè÷íè-

ìè ñèñòåìàìè. Çîêðåìà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à âèêîðèñòàííÿ âåêòîðà çâîðî-

òíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ïîáóäîâè íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâ-

íèõ ñèñòåì.

Ñïî÷àòêó ïîêàçó¹òüñÿ, ùî çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíîãî âèáîðó âåêòîðà êå-

ðóâàíü ìîæëèâî îòðèìàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¨ ìîæíà çà-

ñòîñîâóâàòè ñïðîùåíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi, ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî

ðåãóëÿòîðà òà ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè.

Äàëi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè iñíóâàííÿ áàæàíîãî êåðóâàííÿ. Äëÿ öüîãî çà-

ñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi ïiäõîäè: âèêîðèñòàííÿ äåÿêî¨ íåâiäîìî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨

ìàòðèöi äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íåîáõiäíî¨ óìîâè; âèêîðèñòàííÿ êðîíåêåðiâñüêî-

ãî äîáóòêó ìàòðèöü.

Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäõiä, ÿêèé çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíî¨ äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ ó ôîðìi Ôðîáåíióñà. Â öüîìó

ïiäõîäi ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ íåîáõiäíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ (îáìåæåíü íà ìà-

òðèöþ íåìà¹), à ïîòiì îá÷èñëþ¹òüñÿ âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó.

Äîâîäÿòüñÿ òåîðåìè, ùî âêàçóþòü íà íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïîáóäîâè

ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

Ïîêàçó¹òüñÿ, ÿê ìîæíà áóäóâàòè êåðóâàííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿçóâàëî

á äâi çàäà÷i. Ïåðøà - îòðèìàííÿ íåâèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi, à

ÿê íàñëiäîê - ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè. Äðóãà - ïîáóäîâà

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ðîçãëÿäà¹òüÿ ïèòàííÿ ïðî êîðåêòíiñòü ðîçêëàäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

Ëÿïóíîâà i Ðiêêàòi â íåñêií÷åííi ðÿäè i ¨õ çáiæíîñòi.

Íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäèê òà àëãîðè-

òìiâ äî ìîäåëåé ãiðîâåðòèêàëi, ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìiæ-

ðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ òà îá'¹êòà ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi÷íèì åôåêòîì.
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2.1. Ïðî àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà òà

Ðiêêàòi äëÿ íåïåðåðâíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì

Ó áiëüøîñòi ïðèêëàäiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîáîòi, ïðîâîäèòüñÿ äîñëi-

äæåííÿ ñèñòåì íà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çà äîïîìîãîþ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿ-

ííÿ Ëÿïóíîâà. Ó äåÿêèõ çàäà÷àõ áóäó¹òüñÿ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ. Äîñëi-

äæåííÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì

ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [37], [40], [104] , à ïóáëiêàöi¨ [38], [41], [107] ïðèñâÿ÷å-

íi îïòèìàëüíîìó êåðóâàííþ òàêèìè ñèñòåìàìè òà äîñëiäæåííþ âiäïîâiäíîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿííü Ëÿïóíîâà i

Ðiêêàòi îñòàííi ðîçêëàäàþòüñÿ â íåñêií÷åííi ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, à

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè â íåñêií÷åííi ðÿäè. Òîìó, ïðèðîäíüî, ïîñòà¹ çàäà÷à ïðî

çáiæíiñòü öèõ ðÿäiâ. Â íàçâàíèõ ðîáîòàõ öå ïèòàííÿ îñâiòëåíî íå äîñòàòíüî

øèðîêî i ñòðîãî.

Íèæ÷å ðîçãëÿíóòî íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi ìàéæå êîíñåðâàòèâíi àâòîíîì-

íi i êåðîâàíi ñèñòåìè, ÿêi çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

çâîäÿòüñÿ äî êàíîíi÷íèõ ôîðì. Ïîòiì äëÿ ïåðåòâîðåíèõ ñèñòåì ïîáóäîâàíî

ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà òà Ðiêêàòi i ïîêàçàíî ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε ¨õ

àñèìïòîòè÷íi ðîç'ÿçêè êîðåêòíi, òîáòî âiäïîâiäíi ðÿäè çáiæíi. Çà äîïîìîãîþ

çâîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ ëåãêî îòðèìàòè çáiæíiñòü àíàëîãi÷íèõ ðÿäiâ äëÿ

ïî÷àòêîâèõ ñèñòåì.

1. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñòàöiîíàðíó íåïåðåðâíó àñèìïòîòè÷íî ñòiéêó ìàé-

æå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó

ẏ = (Ã0 + εÃ1)y, y(t0) = y0, (2.1)

äå y ∈ R2n � âåêòîð ñòàíó, Ã0 = −ÃT
0 ∈ R2n×2n � êîñîñèìåòðè÷íà íåâèðî-

äæåíà ìàòðèöÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, Ã1 ∈ R2n×2n � ñòàëà ìàòðèöÿ çáóðåííÿ,

ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ x = Ty âiä ñèñòåìè

(2.1) ïåðåéäåìî äî íàñòóïíî¨ [37]:

ẋ = (A0 + εA1)x, x(t0) = x0, (2.2)
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äå x0 = Ty0, A1 = TÃ1T
T , à ìàòðèöÿ Ã0 çâåäåíà äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨

ôîðìè [146]

A0 = TÃ0T
T = {G1, G2, . . . , Gr}, (2.3)

äå Gi = diag{Si, . . . , Si}, Gi ∈ R2ni×2ni
, Si =

[
0 φi

−φi 0

]
∈ R2×2, φi ̸= φj, äëÿ

i ̸= j (i, j = 1, ..., r), n1 + n2 + . . .+ nr = n.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re(A0 + εA1) < 0 òà iñíó¹ äîäàòíî îçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê

P ∈ R2n×2n ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà [159]

P (A0 + εA1) + (A0 + εA1)
TP = −2Q, (2.4)

äå Q ∈ R2n×2n � äåÿêà íåâiä'¹ìíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ.

Â [104] ïîêàçàíî, ùî ìàòðèöi P i Q ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ

ðÿäiâ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ε

P = P0 + εP1 + ε2P2 + . . . , Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + . . . . (2.5)

Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (2.4) åêâiâàëåíòíå íåñêií÷åííié ñèñòåìi ìàòðè÷íèõ àë-

ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü [104]:

A0P0 − P0A0 = 0, (2.6)

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1,

..............................................................

A0Pi − PiA0 = Pi−1A1 + AT
1 Pi−1 + 2Qi,

..............................................................

(2.7)

Ïîçíà÷èìî [37]

Pk =


P11 . . . P1n

... . . . ...

P T
1n . . . Pnn


k

, Dk =


D11 . . . D1n

... . . . ...

DT
1n . . . Dnn


k

= Pk−1A1 + AT
1 Pk−1 + 2Qk,

(2.8)

Dij, Pij ∈ R2×2, i, j = 1, n, k = 1, 2, . . .. Ìàòðèöÿ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ìà¹

òàêèé âèãëÿä:

P0 = diag{W1, . . . ,Wr}, (2.9)
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äå áëîêè Wl, l = 1, r ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè. Òîäi áëîêè Pij =

[
c1 c2

c3 c4

]
ij

ìîæíà âèçíà÷èòè çà îäíi¹þ ç òðüîõ ôîðìóë

c1 =
φjd2 − φid3
φ2
i − φ2

j

, c2 =
−φjd1 − φid4
φ2
i − φ2

j

,

c3 =
φid1 + φjd4
φ2
i − φ2

j

, c4 =
φid2 − φjd3
φ2
i − φ2

j

;

(2.10)

c4 − c1 =
d2
φi
, c3 = c2 =

d1
2φi

; (2.11)

c4 − c1 =
d2
φi
, c2 + c3 =

d1
φi
, (2.12)

äå Dij =

[
d1 d2

d3 d4

]
ij

. Òóò áëîêè Pij, Dij äëÿ êîæíîãî k ñâî¨.

Ç ôîðìóë (2.10)�(2.12) âèïëèâà¹, ùî ïðè íåðiâíîñòÿõ φi ̸= φj, φi ̸= 0, ÿêi

âèêîíóþòüñÿ çà óìîâîþ, çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ç

îá÷èñëåíèõ ïàðàìåòðiâ ci, i = 1, 4 äî íåíóëüîâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî ìîäóëþ

ç ïàðàìåòðiâ îá÷èñëåíèõ íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi (âiä íèõ çàëåæàòü çíà÷åííÿ

di, i = 1, 4) áóäóòü îáìåæåíèìè.

Ïàðàìåòðè ci, ÿêi íå íàáóëè çíà÷åíü çà ôîðìóëàìè (2.11), (2.12), îá÷è-

ñëþþòüñÿ ç íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî ôîðìóþòüñÿ ç åëåìåíòiâ ìàòðèöi

Dk çà íåîáõiäíèìè òà äîñòàòíiìè óìîâàìè ðîçâ'ÿçíîñòi k-ãî ðiâíÿííÿ [37]

dlj1 + dlj4 = 0, j ≥ l = 1, . . . , ni,

dlj2 − dlj3 = 0, j > l = 1, . . . , ni − 1,
(2.13)

äå

[
dlj1 dlj2

dlj3 dlj4

]
= dlj, dll2 = dll3 . Ìàòðèöi Qk çàäàþòüñÿ êîíêðåòíi ÷èñëîâi, ÿêùî

ðîçâ'ÿçíiñòü äàíî¨ ñèñòåìè íå çàëåæèòü âiä íèõ, àáî ñòðóêòóðíî (íàïðèêëàä,

äiàãîíàëüíi) ç âiëüíèìè ïàðàìåòðàìè, ÿêèì íàäàþòüñÿ êîíêðåòíi çíà÷åííÿ,

âèõîäÿ÷è ç óìîâ ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Âiäíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ çi

çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.13) äî íåíóëüâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî ìîäóëþ iç

êîåôiöi¹íòiâ (âîíè çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi) áóäóòü
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îáìåæåíèìè, ùî âèêîíó¹òüñÿ, âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ ùîäî ci, i = 1, 4, ïî-

ñëiäîâíî äëÿ k = 1, 2, . . .. Ïàðàìåòðè, ùî çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè, ââàæà¹ìî

îáìåæåíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü âiäíî-

øåíü ìàòðè÷íèõ íîðì ||Pi+1||
||Pi|| ≤ δ < ∞, i = 0, 1, . . ., äå δ � äåÿêå äîäàòíå

÷èñëî. Òîäi ïðè εδ < 1 ðÿä
∞∑
i=0

εi||Pi|| çáiãà¹òüñÿ. Äiéñíî, iç ïîñëiäîâíîñòi íå-
ðiâíîñòåé

||P1||
||P0||

≤ δ,
||P2||
||P1||

≤ δ, . . . ,
||Pi+1||
||Pi||

≤ δ, . . . , (2.14)

ïîìíîæèâøè ëiâi òà ïðàâi ÷àñòèíè, îòðèìó¹ìî

||Pi|| ≤ δi||P0||, i = 1, 2, . . . (2.15)

àáî ∞∑
i=0

εi||Pi|| ≤
∞∑
i=0

εiδi||P0|| =
1

1− εδ
||P0||. (2.16)

Ç (2.16) òà [1, ñ.141] âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
i=0

εiPi. ßêùî äëÿ äåÿêîãî l

âèêîíó¹òüñÿ Pl = 0, òî â ðÿäó (2.14) çàìiñòü âiäíîøåíü ||Pl||
||Pl−1|| ≤ δ, ||Pl+1||

||Pl|| ≤ δ

áóäå ñòîÿòè ||Pl+1||
||Pl−1|| ≤ δ2. Â òîé æå ÷àñ, íåðiâíîñòi (2.15) âèêîíóþòüñÿ âñi.

Îñêiëüêè ìàòðèöi Qi, i = 1, 2, . . . âèáèðà¹ìî, òî äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi ||Qi+1||
||Qi|| ≤ θ <∞, i = 1, 2, . . ., äå θ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi ðÿäè

∞∑
i=1

εi||Qi|| òà
∞∑
i=0

εiQi ïðè εθ < 1 çáiãàþòüñÿ. Îòæå, ïðè âèáîði ε < min{1
δ ,

1
θ}

îáèäâà ðÿäè (2.5) çáiãàþòüñÿ.

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçêè P̃ , Q̃ âiäïîâiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíî-

âà äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè (2.1), çàïèñàíi ó âèãëÿäi ïîäiáíîìó (2.5), çáiãàþòüñÿ

ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε. Ïîìíîæèìî (2.4) çëiâà íà ìàòðèöþ T , à

ñïðàâà íà T T îòðèìà¹ìî

P̃ (Ã0 + εÃ1) + (Ã0 + εÃ1)
T P̃ = −2Q̃, (2.17)

äå P̃ = TPT T , Q̃ = TQT T . Òîäi iç ||T || < ∞, ||T T || < ∞ i (2.16) ïðè εδ < 1

ìà¹ìî
∞∑
i=0

εi||P̃i|| =
∞∑
i=0

εi||TPiT
T || ≤ ω||P0||

∞∑
i=0

εiδi =
ω

1− εδ
||P0||, (2.18)
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äå ω = ||T ||||T T || <∞. Ñïiââiäíîøåííÿ (2.18) ïîêàçó¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
i=0

εiP̃i.

Êîðåêòíiñòü àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó äëÿ ìàòðèöi Q̃ ïîêàçó¹òüñÿ ïîäiáíèì

÷èíîì.

2. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñòàöiîíàðíó íåïåðåðâíó êåðîâàíó ìàéæå êîíñåðâàòèâ-

íó ñèñòåìó

ẏ = (Ã0 + εÃ1)y + εB̃u, y(t0) = y0, (2.19)

äå y ∈ R2n � âåêòîð ñòàíó, Ã0 = −ÃT
0 ∈ R2n×2n � êîñîñèìåòðè÷íà íåâèðî-

äæåíà ìàòðèöÿ, Ã1 ∈ R2n×2n � ñòàëà ìàòðèöÿ çáóðåííÿ, u ∈ Rm � âåêòîð

êåðóâàííÿ, B̃ ∈ R2n×m � ìàòðèöÿ ïðè êåðóâàííi, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ x = Ty âiä ñèñòåìè (2.19) ïåðåéäåìî äî íàñòóïíî¨ [38]:

ẋ = (A0 + εA1)x+ εBu, x(t0) = x0, (2.20)

äå x0 = Ty0, A1 = TÃ1T
T , B = TB̃, à ìàòðèöÿ Ã0 çâåäåíà äî áëî÷íî-

äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè A0 (2.3).

Áóäåìî øóêàòè îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð äëÿ (2.19) ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî

çâ'ÿçêó çà ñòàíîì

u = −Kx (2.21)

ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J =

∫ ∞

0

(
xTQx+ uTRu

)
dt, (2.22)

äå K ∈ Rm×2n � äåÿêà ñòàëà ìàòðèöÿ, R ∈ Rm×m � äîäàòíî îçíà÷åíà ìàòðè-

öÿ, à Q ∈ R2n×2n � íåâiä'¹ìíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ.

Ðåãóëÿòîð (2.21) áóäå îïòèìàëüíèì [159], ÿêùî

K = εR−1BTS, (2.23)

äå S ∈ R2n×2n � ñèìåòðè÷íà äîäàòíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(A0 + εA1)
TS + S(A0 + εA1)− ε2SBR−1BTS +Q = 0.
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Òóò Q òà R � ìàòðèöi ç (2.22).

Ââåäåìî çàìiíó [72] P = εS, òîäi ïðèéäåìî äî íàñòóïíîãî åêâiâàëåíòíîãî

ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi:

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1)− εPBR−1BTP + εQ = 0. (2.24)

Âèõîäÿ÷è ç (2.24), ìàòðèöþ-ðîç'âÿçîê P áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðîçêëà-

äó çà ïàðàìåòðîì ε (2.5). ÌàòðèöþQ çîáðàçèìî ó âèãëÿäi ïîäiáíîãî ðîçêëàäó.

Âiä ïàðàìåòðè÷íîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi, ïiäñòàâëÿþ÷è (2.5) â

(2.24) i çðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèõîäèìî äî íå-

ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi

A0P0 − P0A0 = 0, (2.25)

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 − P0BR

−1BTP0 +Q0,

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 − P1BR

−1BTP0−

−P0BR
−1BTP1 +Q1,

...........................................................................

A0Pk − PkA0 = Pk−1A1 + AT
1 Pk−1−

−
k∑

i=1

Pi−1BR
−1BTPk−i +Qk−1,

.............................................................................

(2.26)

Ïîçíà÷èìî [38]

Pk =


P11 . . . P1n

... . . . ...

P T
1n . . . Pnn


k

, Dk =


D11 . . . D1n

... . . . ...

DT
1n . . . Dnn


k

= Pk−1A1+

+AT
1 Pk−1 −

k∑
i=1

Pi−1BR
−1BTPk−i +Qk−1,

(2.27)

Dij, Pij ∈ R2×2, i, j = 1, n, k = 1, 2, . . .. Ìàòðèöÿ P0 ìà¹ ñòðóêòóðó (2.9).

Îñêiëüêè ëiâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.26) çáiãàþòüñÿ ç ëiâèìè ÷àñòèíàìè

âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.7), òî áëîêè Pij îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëà-

ìè (2.10)�(2.12), à âiëüíi ïàðàìåòðè iç ñèñòåìè (2.13). Ïðè k = 1 ñèñòåìà
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(2.13) ñêëàäà¹òüñÿ ç íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêî¨ âiäíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî

ïî ìîäóëþ çi çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ äî íåíóëüîâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî ìîäóëþ iç

êîåôiöi¹íòiâ, ÿê i äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, áóäóòü îáìåæåíèìè. Òîäi, âèõîäÿ÷è

ç ìiðêóâàíü íàâåäåíèõ â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, áóäåìî ìàòè çáiæíiñòü ðÿäiâ

(2.5) äëÿ ε < min{1
δ ,

1
θ}.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó (ñïiââiäíîøåííÿ (2.18)) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ðîçâ'ÿçêè P̃ , Q̃ âiäïîâiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ñè-

ñòåìè (2.19), çàïèñàíi ó âèãëÿäi ïîäiáíîìó (2.5), çáiãàþòüñÿ ïðè äåÿêèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïîìíîæèòè (2.24) çëiâà íà ìàòðèöþ

T T , à ñïðàâà íà T i ðîçãëÿíóòè ìàòðèöi P̃ = T TPT, Q̃ = T TQT , ÿê öå áóëî

ïîêàçàíî âèùå.

2.2. Ïðî àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà òà

Ðiêêàòi äëÿ äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì

1. Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó ëiíiéíó ñòàöiîíàðíó àñèìïòîòè÷íî ñòiéêó ìàéæå

êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó

y(k + 1) = (F̃0 + εF̃1)y(k), y(0) = y0, k = 0, 1, . . . , (2.28)

äå y ∈ Rn � âåêòîð ñòàíó, F̃0 � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ
(
F̃ T
0 F̃0 = F̃0F̃

T
0 = I

)
,

F̃1 ∈ Rn×n � äîâiëüíà ñòàëà ìàòðèöÿ, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ x = Ty âiä ñèñòåìè

(2.1) ïåðåéäåìî äî íàñòóïíî¨ [40]:

x(k + 1) = (F0 + εF1)x(k), x(0) = x0, (2.29)

äå x0 = Ty0, F1 = T F̃1T
T , à ìàòðèöÿ F̃0 çâåäåíà äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨

ôîðìè [146]

F0 = T F̃0T
T = {G1, G2, . . . , Gr}, (2.30)

äå G1 = I ∈ R2n1×2n1
, G2 = −I ∈ Rn2×n2

, Gi = diag{Si, . . . , Si}, Gi ∈ R2ni×2ni
,

Si =

[
ai bi

−bi ai

]
∈ R2×2, a

2
i + b2i = 1, bi ̸= bj, äëÿ i ̸= j (i, j ∈ {1, r}, n1 + n2 +

. . .+ nr = n.
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Ïåðåòâîðåíà ñèñòåìà (2.29) òàêîæ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òîìó âëàñíi çíà-

÷åííÿ ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ F0 + εF1 ëåæàòü â îäèíè÷íîìó êðóçi òà iñíó¹

äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ P ∈ Rn×n ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

Ëÿïóíîâà [159]

[F0 + εF1]
TP [F0 + εF1]− P = −Q, (2.31)

äå Q ∈ Rn×n � äåÿêà íåâiä'¹ìíîíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ.

Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ðiâíÿííÿ (2.31), áóäåìî øóêàòè ìàòðèöi-ðîçâ'ÿçêè P

i Q ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ε (2.5). Âiä ðiâíÿííÿ

(2.31) ïåðåéäåìî äî íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü

P0 − F T
0 P0F0 = 0, (2.32)

P1 − F T
0 P1F0 = F T

0 P0F1 + F T
1 P0F0 +Q1,

P2 − F T
0 P2F0 = F T

0 P1F1 + F T
1 P1F0 + F T

1 P0F1 +Q2,

....................................................................................

Pk − F T
0 PkF0 = F T

0 Pk−1F1 + F T
1 Pk−1F0 + F T

1 Pk−2F1 +Qk,

..............................................................................................
(2.33)

Ïîçíà÷èìî [40]

Pk =


P11 . . . P1n

... . . . ...

P T
1n . . . Pnn


k

, Dk =


D11 . . . D1n

... . . . ...

DT
1n . . . Dnn


k

= F T
0 Pk−1F1+

+F T
1 Pk−1F0 + F T

1 Pk−2F1 +Qk, P−1 = 0, k = 1, 2, . . . ,

(2.34)

äå Dij, Pij ∈ R2×2, j ≥ i = 3, ...,m, D11, D12, D22 ∈ R, Dij ∈ R1×2,

i = 1, 2, j = 3, ...,m. Ìàòðèöÿ P0 ìà¹ ñòðóêòóðó (2.9). Òîäi áëîêè Pij ìî-

æíà âèçíà÷èòè çà îäíi¹þ ç íàñòóïíèõ ôîðìóë:

c1 =
d1
2
+
bid3 − bjd2
2(ai − aj)

, c2 =
d2
2
+
bid4 + bjd1
2(ai − aj)

,

c3 =
d3
2
− bid1 + bjd4

2(ai − aj)
, c4 =

d4
2
− bid2 − bjd3

2(ai − aj)
;

(2.35)

c1 − c4 = d1 −
ai
bi
d2, c3 = c2 =

1

2

(
ai
bi
d1 + d2

)
; (2.36)
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c1 − c4 = d1 −
ai
bi
d2, c2 + c3 =

ai
bi
d1 + d2, (2.37)

äå Pij =

[
c1 c2

c3 c4

]
ij

, Dij =

[
d1 d2

d3 d4

]
ij

;

P12 =
1

2
D12; (2.38)

c1 =
(1− aj)d1 − bjd2

2(1− aj)
, c2 =

(1− aj)d2 + bjd1
2(1− aj)

; (2.39)

c1 =
(1 + aj)d1 + bjd2

2(1 + aj)
, c2 =

(1 + aj)d2 − bjd1
2(1 + aj)

, (2.40)

äå Pij =
[
c1 c2

]
2j
, Dij =

[
d1 d2

]
2j
, i = 1, 2;

0 ≡ Pii − Pii = −Dii, i = 1, 2; (2.41)

Âiäçíà÷èìî, ùî áëîêè Pij, Dij äëÿ êîæíîãî k ñâî¨.

Ç ôîðìóë (2.35)�(2.41) âèïëèâà¹, ùî ïðè íåðiâíîñòÿõ ai ̸= aj, ai ̸= ±1,

bi ̸= 0, ÿêi âèêîíóþòüñÿ çà óìîâîþ, çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî

ìîäóëþ ç îá÷èñëåíèõ ïàðàìåòðiâ ci, i = 1, 4 äî íåíóëüîâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî

ìîäóëþ ç ïàðàìåòðiâ îá÷èñëåíèõ íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi (âiä íèõ çàëåæàòü

çíà÷åííÿ di, i = 1, 4) áóäóòü îáìåæåíèìè.

Ïàðàìåòðè ci, ÿêi íå íàáóëè çíà÷åíü çà ôîðìóëàìè (2.36), (2.37), îá÷è-

ñëþþòüñÿ ç íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî ôîðìóþòüñÿ ç åëåìåíòiâ ìàòðèöi

Dk çà íåîáõiäíèìè òà äîñòàòíiìè óìîâàìè ðîçâ'ÿçíîñòi k-ãî ðiâíÿííÿ [40]

dlj = 0, j ≥ l = 1, . . . , ni, dlj ∈ R1×1, i = 1, 2;

dlj2 − dlj3 = 0, j > l = 1, . . . , ni − 1,

dlj1 + dlj4 = 0, j ≥ l = 1, . . . , ni, i = 3, . . . , r,

(2.42)

äå dlj =

[
d1 d2

d3 d4

]
lj

∈ R2×2, dll = dTll . Ìàòðèöi Qk çàäàþòüñÿ êîíêðåòíi ÷èñëîâi,

ÿêùî ðîçâ'ÿçíiñòü äàíî¨ ñèñòåìè íå çàëåæèòü âiä íèõ, àáî ñòðóêòóðíî (íàïðè-
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êëàä, äiàãîíàëüíi) ç âiëüíèìè ïàðàìåòðàìè, ÿêèì íàäàþòüñÿ êîíêðåòíi çíà÷å-

ííÿ, âèõîäÿ÷è ç óìîâ ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Âiäíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ

çi çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.42) äî íåíóëüâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî ìîäóëþ

iç êîåôiöi¹íòiâ (âîíè çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi) áóäóòü

îáìåæåíèìè, ùî âèêîíó¹òüñÿ, âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ ùîäî ci, i = 1, 4, ïî-

ñëiäîâíî äëÿ k = 1, 2, . . .. Ïàðàìåòðè, ùî çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè, ââàæà¹ìî

îáìåæåíèìè.

Çâiäñè âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü âiäíîøåíü ìàòðè÷íèõ íîðì ||Pi+1||
||Pi|| ≤ δ <∞,

i = 0, 1, . . ., äå δ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, à îòæå, çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
i=0

εiPi ïðè

δε < 1. Îñêiëüêè ìàòðèöi Qi, i = 1, 2, . . . âèáèðàþòüñÿ (äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ
||Qi+1||
||Qi|| ≤ θ, i = 1, 2, . . .), òî àíàëîãi÷íî íåïåðåðâíîìó âèïàäêó îáèäâà ðÿäè

(2.5) áóäóòü çáiãàòèñÿ ïðè ε < min{1
δ ,

1
θ}. Òóò θ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî.

Ìîæíà ïîêàçàòè (ñïiââiäíîøåííÿ (2.18)), ùî ðîçâ'ÿçêè P̃ , Q̃ âiäïîâiäíî-

ãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè (2.28), çàïèñàíi ó

âèãëÿäi ïîäiáíîìó (2.5), çáiãàþòüñÿ ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε. Äëÿ

öüîãî íåîáõiäíî ïîìíîæèòè (2.31) çëiâà íà ìàòðèöþ T T , à ñïðàâà íà T i ðîç-

ãëÿíóòè ìàòðèöi P̃ = T TPT, Q̃ = T TQT .

2. Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó ëiíiéíó ñòàöiîíàðíó êåðîâàíó ìàéæå êîíñåðâà-

òèâíó ñèñòåìó [73]

y(k + 1) = (F̃0 + εF̃1)y(k) + εG̃u(k), y(0) = y0, k = 0, 1, . . . , (2.43)

äå y ∈ Rn � âåêòîð ñòàíó, F̃0 � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ
(
F̃ T
0 F̃0 = F̃0F̃

T
0 = I

)
,

F̃1 ∈ Rn×n � äîâiëüíà ñòàëà ìàòðèöÿ, u(k) ∈ Rm � âåêòîð êåðóâàííÿ, G̃ ∈
Rn×m � ìàòðèöÿ ïðè êåðóâàííi, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ x = Ty âiä ñèñòåìè

(2.19) ïåðåéäåìî äî íàñòóïíî¨ [41]:

x(k + 1) = (F0 + εF1)x(k) + εGu(k), x(0) = x0, (2.44)

äå x0 = Ty0, F1 = T F̃1T
T , G = TG̃, à ìàòðèöÿ F̃0 çâåäåíà äî áëî÷íî-

äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè F0 (2.30).
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Ïîñòàâèìî çàäà÷ó ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ó âèãëÿäi çâîðîòíî-

ãî çâ'ÿçêó çà ñòàíîì

u(k) = −Hx(k) (2.45)

ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J =
∞∑
k=0

[
xT (k)Qx(k) + uT (k)Ru(k)

]
, (2.46)

äåH ∈ Rm×n � äåÿêà ñòàëà ìàòðèöÿ,R ∈ Rm×m � äîäàòíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ,

à Q ∈ Rn×n � íåâiä'¹ìíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ.

Ðåãóëÿòîð (2.45) áóäå îïòèìàëüíèì [159], ÿêùî

H = ε(ε2GTSG+R)−1GTSF, (2.47)

äå F = F0 + εF1, à S ∈ Rn×n � ñèìåòðè÷íà äîäàòíî îçíà÷åíà ìàòðèöÿ-

ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

S = F TSF − ε2F TSG(ε2GTSG+R)−1GTSF +Q. (2.48)

Òóò Q òà R � ìàòðèöi iç (2.46).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (2.48), ââåäåìî çàìiíó [72] P = εS,

òîäi ïðèéäåìî äî íàñòóïíîãî åêâiâàëåíòíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi:

P = F TPF − εF TPG(εGTPG+R)−1GTPF + εQ. (2.49)

Áóäåìî øóêàòè ìàòðèöþ-ðîç'ÿçîê P ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðà-

ìåòðîì i íåõàé ìàòðèöÿ Q ïðåäñòàâëåíà ïîäiáíèì ÷èíîì (ðÿäè (2.5)).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðiâíÿííÿ (2.49), çàñòîñó¹ìî âiäîìèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ

îáåðíåíî¨ ìàòðèöi (εGTPG + R)−1 = M øëÿõîì ðîçêëàäó ¨¨ ó çáiæíèé ðÿä

çà ìàëèì ïàðàìåòðîì [71, 41]

M =M0 + εM1 + ε2M2 + . . . , (2.50)

äå M0, M1, M2, . . . � äåÿêi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Iç âëàñòèâîñòi îáåðíåíî¨

ìàòðèöi âèïëèâà¹ ðiâíiñòü[
εGT (P0 + εP1 + . . .)G+R

]
(M0 + εM1 + . . .) = I. (2.51)
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Çðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïðèõîäè-

ìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

RM0 = I, RM1 +GTP0GM0 = 0, . . . , RMi +
i∑

k=1

GTPkGMi−1−k = 0, . . . .

Çâiäêè çíàõîäèìî íåâiäîìi ìàòðèöi Mi

M0 = R−1, Mi = −R−1
i∑

k=1

GTPk−1GMi−k, i = 1, 2, . . . . (2.52)

Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ ìàòðèöü F, P, Q, M â (2.49) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

(P0 + εP1 + . . .) = (F0 + εF1)
T (P0 + εP1 + . . .)(F0 + εF1)−

−ε(F0 + εF1)
T (P0 + εP1 + . . .)G(M0 + εM1 + . . .)GT×

×(P0 + εP1 + . . .)(F0 + εF1) + ε(Q0 + εQ1 + . . .). (2.53)

Çðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè â (2.53) ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε ïðèéäåìî äî íåñêií-

÷åííî¨ ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi

P0 − F T
0 P0F0 = 0, (2.54)

P1 − F T
0 P1F0 = F T

1 P0F0 + F T
0 P0F1 − F T

0 P0GM0G
TP0F0 +Q0,

...............................................................................................

Pk − F T
0 PkF0 = F T

1 Pk−1F0 + F T
0 Pk−1F1 −

∑
(i,j,q,l,t)∈J(k)

F T
i PjGMqG

TPlFt +Qk−1,

.....................................................................................................................

(2.55)

Òóò J(k) = {(i, j, q, l, t) | i+j+q+l+t = k−1; i, t ∈ {0, 1}; j, q, l ∈ {0, k − 1}}
� ìíîæèíè iíäåêñiâ, k = 1, 2, . . ..

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïóíêòó ïîçíà÷èìî [41]

Pk =


P11 . . . P1n

... . . . ...

P T
1n . . . Pnn


k

, Dk =


D11 . . . D1n

... . . . ...

DT
1n . . . Dnn


k

= F T
1 Pk−1F0 + F T

0 Pk−1F1−

−
∑

(i,j,q,l,t)∈J(k)
F T
i PjGMqG

TPlFt +Qk−1, k = 1, 2, . . . .

(2.56)
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Ìàòðèöÿ P0 ìà¹ ñòðóêòóðó (2.9). Îñêiëüêè ëiâi ÷àñòèíè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü

ñèñòåì (2.55) i (2.33) îäíàêîâi, òî áëîêè Pij îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(2.35)�(2.41), à âiëüíi ïàðàìåòðè çíàõîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè (2.42). Ïðè k = 1

ñèñòåìà (2.42) ñêëàäà¹òüñÿ ç íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêî¨ âiäíîøåííÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ïî ìîäóëþ çi çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ äî íåíóëüîâîãî ìiíiìàëüíîãî ïî

ìîäóëþ iç êîåôiöi¹íòiâ, ÿê i äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, áóäóòü îáìåæåíèìè. Òîäi,

âèõîäÿ÷è ç ìiðêóâàíü íàâåäåíèõ âèùå, áóäåìî ìàòè çáiæíiñòü ðÿäiâ (2.5) äëÿ

ε < min{1
δ ,

1
θ}.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó (ñïiââiäíîøåííÿ (2.18)) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ðîçâ'ÿçêè P̃ , Q̃ âiäïîâiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ñè-

ñòåìè (2.43), çàïèñàíi ó âèãëÿäi ïîäiáíîìó (2.5), çáiãàþòüñÿ ïðè äåÿêèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïîìíîæèòè (2.49) çëiâà íà ìàòðèöþ

T T , à ñïðàâà íà T i ðîçãëÿíóòè ìàòðèöi P̃ = T TPT, Q̃ = T TQT .

2.3. Ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè íà ïðèêëàäi ìî-

äåëi ãiðîâåðòèêàëi

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êåðîâàíà ëiíiéíà ñòàöiîíàðíà ñèñòåìà ïàðíîãî ïîðÿäêó

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu, (2.57)

äå x = [x1, ..., x2n]
T - 2n-âèìiðíèé âåêòîð ñòàíó, u = [u1, ..., um]

T - m-âèìiðíèé

âåêòîð êåðóâàíü, ε - ìàëèé ïàðàìåòð; Ã0, Ã1 ∈ ℜ2n×2n, B ∈ ℜ2n×m. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî ÃT
0 ̸= −Ã0 àáî det(Ã0) = 0, òîáòî ñèñòåìà íå ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ

[104]. Äîñëiäèìî, ÷è ìîæëèâî çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíîãî âèáîðó âåêòîðà êå-

ðóâàíü îòðèìàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó? Îáåðåìî âåêòîð u ó âèãëÿäi

çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó

u = −(K0 + εK1)x, (2.58)

òîäi ìàòèìåìî òàêó çàìêíåíó ñèñòåìó:

ẋ = (Ã0 −BK0 + ε(Ã1 −BK1))x. (2.59)
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Ïîçíà÷èìî Ã0 −BK0 = A0, Ã1 −BK1 = A1 i îòðèìà¹ìî

ẋ = (A0 + εA1)x (2.60)

Äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè AT
0 = −A0 òà det(A0) ̸= 0 òîáòî ó íàøîìó

âèïàäêó

ÃT
0 −KT

0 B
T = −Ã0 +BK0 (2.61)

àáî

BK0 +KT
0 B

T = Ã0 + ÃT
0 (2.62)

çà óìîâè

det(Ã0 −BK0) ̸= 0 (2.63)

Ç îñòàííiõ âèðàçiâ çíàõîäèòüñÿ ìàòðèöÿ K0, ÿêà áåðå ó÷àñòü â ôîðìóâàííi

íåâèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A0, i ïåðåòâîðþ¹ ñèñòåìó íà ìàéæå

êîíñåðâàòèâíó.

Ïðèêëàä 2.1. Ïîáóäóâàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó i ïåðåâiðèòè ¨¨

íà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.

Ïðîiëþñòðó¹ìî îïèñàíèé ïiäõiä íà ïðèêëàäi ìîäåëi ãiðîâåðòèêàëi [95].

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîâåðòèêàëi â ïåðøîìó íàáëè-

æåííi

Jα̈+ bα̇−Hβ̇ − χβ = 0

Jβ̈ + bβ̇ +Hα̇+ χα = 0
(2.64)

äå J � åêâàòîðiàëüíèé ìîìåíò iíåðöi¨ ãiðîñêîïà,H � éîãî êiíåòè÷íèé ìîìåíò,

b � êîåôiöi¹íò ñèë îïîðó. Ìàòðèöi äèñèïàòèâíèõ, ãiðîñêîïi÷íèõ òà íåïîòåí-

öiéíèõ ñèë áóäóòü òàêèìè:

B0 =

[
b 0

0 b

]
, H0 =

[
0 −H
H 0

]
, P =

[
0 −χ
χ 0

]
(2.65)

Ïiñëÿ ââåäåííÿ çàìiíè çìiííèõ

x1 = α, x2 = α̇, x3 = β, x4 = β̇ (2.66)
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ñèòåìà (2.64) çàïèøåòüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi, ÿêà ç óðàõóâàííÿì êåðóþ÷èõ

ìîìåíòiâ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

0 − b
J

χ
J

H
J

0 0 0 1

−χ
J −H

J 0 − b
J

 ·


x1

x2

x3

x4

+


b11 b12

b21 b22

b31 b32

b41 b42

 ·

[
u1

u2

]
. (2.67)

Ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ïîäàìî ó âèãëÿäi ñóìè Ã = Ã0 + εÃ1 äå

Ã0 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 εÃ1 =
1

J


0 0 0 0

0 −b χ H

0 0 0 0

−χ −H 0 −b

 (2.68)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèñòåìà ¹ ïîâíiñòþ êåðîâàíîþ i i¨ ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi (2.57), à ñàìå

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu.

Âñòàíîâèìî ìiíiìàëüíèé ðîçìið âåêòîðà u, äëÿ ÿêîãî óìîâè ïîâíî¨ êåðî-

âàíîñòi áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ i îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Ïðèïóñòèìî, ùî êåðóâàííÿ ¹ îäíîâèìiðíèì âåêòîðîì (ñêàëÿðîì), òîáòî

u = u1, u2 = 0. Â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ìàòðèöi B i K0 çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

B =


b11

b21

b31

b41

K0 =
[
k11 k12 k13 k14

]
(2.69)

Òîäi, çãiäíî ç ðiâíiñòþ (2.62) òà âðàõîâóþ÷è, ùî

Ã0 + ÃT
0 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 (2.70)
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îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíò ìàòðèöi

K0

b11k12 + b21k11 = 1, b11k11 = 0,

b11k13 + b31k11 = 0, b21k12 = 0,

b11k14 + b41k11 = 0, b31k13 = 0,

b21k13 + b31k12 = 0, b41k14 = 0,

b21k14 + b41k12 = 0,

b31k14 + b41k13 = 1.

(2.71)

Äàííà ñèñòåìà íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó (ïðè b11 = 0 àáî k11 = 0 ç äðóãîãî ðiâíÿ-

ííÿ ñèñòåìè (2.71) ïðèõîäèìî äî ïðîòèði÷÷ÿ ç îñòàííiì ðiâíÿííÿì).

Îòæå, ÿêùî ââàæàòè, ùî âåêòîð u - îäíîâèìiðíèé, òî íåìîæëèâî çíàéòè

êåðóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ñèñòåìà ðiâíÿíü ïåðåòâîðþâàëàñü áè ó ìàéæå

êîíñåðâàòèâíó.

Ïðèïóñòèìî, ùî u - äâîâèìiðíèé âåêòîð. Íåõàé

B =


0 0

0 b22

0 0

b41 0

 (2.72)

òà

K0 =

[
k11 k12 k13 k14

k21 k22 k23 k24.

]
(2.73)

Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (2.62) ç óðàõóâàííÿì (2.70) îòðèìà¹ìî íàñòó-

ïíèé âèãëÿä ìàòðèöi K0

K0 =

[
0 0 1

b41
0

1
b22

0 0 0

]
(2.74)

Âèêîíàâøè íåñêëàäíi äi¨, ìàòèìåìî

A0 =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 (2.75)
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Îòæå, ó âèïàäêó äâîõ êåðóâàíü, çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíîãî âèáîðó âåêòî-

ðà êåðóâàííÿ äîìîãëèñÿ âèêîíàííÿ óìîâè (2.63), à ñàìå det(Ã0 −BK0) ̸= 0 i

îòðèìàëè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó.

Ïîêàæåìî, ùî îòðèìàíà êåðîâàíà ìàéæå êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà àñèìïòî-

òè÷íî ñòiéêà. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî äîäàòíüî âèçíà÷åíó ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ

- ðîçâ'ÿçîê P ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà. Çàñòîñó¹ìî äâà ïiäõîäè. Îäèí

- áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ñèñòåìè êîì-

ï'þòåðíî¨ àëãåáðè Maple V. Äðóãèé - ó âèãëÿäè ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðàìå-

òðîì.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A1 = Ã1−BK1, òîáòî

Ã1 − BK1 = ÃT
1 − KT

1 B
T . Ç öi¹¨ óìîâè çíàéäåìî êîìïîíåíòè ìàòðèöi K1.

Îòðèìà¹ìî

K1 =

[
χ
b41

0 0 0

0 0 χ
b22

2H
b22

]
. (2.76)

Äëÿ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ìàòèìåìî

A1 =


0 0 0 0

0 −b 0 −H
0 0 0 0

0 −H 0 −b

 . (2.77)

Çíàéäåìî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1) = −2Q (2.78)

äëÿ ñèñòåìè (2.60) ẋ = (A0 + εA1)x, äå A0, A1 çàäàíè âiäïîâiäíî ôîð-

ìóëàìè (2.75),(2.77). Áóäåìî ââàæàòè, ùî ε = 1
J . Q = εQ1, äå Q1 =

diag{q11, q11, q33, q33}.
Çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè Maple V îòðèìà¹ìî òàêi çíà-

÷åííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi - ðîçâ'ÿçêó P:
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p11 =
2q11b

2 − q11H
2 + q33H

2

b(−H2 + b2)
+

+
1

2
· q33b

2H2 − q33H
4 − 3q11b

2H2 + 2q11b
4 + q11H

4

b(−H2 + b2)
· 1

J2

p12 =
q11
J

p13 = −H(q11 + q33)

−H2 + b2
+

1

2
·H(q11 + q33) ·

1

J2

p14 = −1

2
· H(q11 − q33)

b
· 1
J

p22 =
−q11H2 + q33H

2 + 2q11b
2

b(−H2 + b2)

p23 =
1

2
· H(q11 − q33)

b
· 1
J

p24 = −H(q11 + q33)

−H2 + b2

p33 =
q11H

2 − q33H
2 + 2q33b

2

b(−H2 + b2)
+

+
1

2
· −q11H

4 + q11b
2H2 + q33H

4 − 3q33b
2H2 + 2q33b

4

b(−H2 + b2)
· 1

J2

p34 =
q33
J

p44 =
q11H

2 − q33H
2 + 2q33b

2

b(−H2 + b2)

(2.79)

Çâiäñè ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê P çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

P = P0 + εP1 + ε2P2, (2.80)

äå

P0 =


p011 0 p013 0

0 p022 0 p024

p013 0 p033 0

0 p024 0 p044

 (2.81)

P1 =


0 p112 0 p114

p112 0 p123 0

0 p123 0 p134

p114 0 p134 0

 (2.82)
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P2 =


p211 0 p213 0

0 0 0 0

p213 0 p233 0

0 0 0 0

 (2.83)

Äàëi çíàéäåìî ìàòðèöþ - ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðà-

ìåòðîì, âèêîðèñòîâóþ÷è íåñêií÷åííó ìàòðè÷íó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà

[104]. Îäíàê, çàâäÿêè (2.80), áóäåìî øóêàòè òiëüêè P0, P1, P2. Q = εQ1+ε
2Q2,

äå Q1 = diag{q11, q11, q33, q33}, Q2 = 0. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ ëèøå ïåðøè òðè ðiâ-

íÿííÿ

A0P0 − P0A0 = 0

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 + 2Q2

(2.84)

Ðîçâ'ÿçàâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi P0, à

ñàìå

P0 =


p011 0 p013 p014

0 p011 −p014 p013

p013 −p014 p033 0

p014 p013 0 p033

 (2.85)

Ðîçâ'ÿçàâ äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.84) çíàéäåìî êîìïîíåíòè ìàòðèöi P0, à

òàêîæ çàãàëüíèé âèãëÿä ìòàðèöi P1

p011 =
−q11H2 + q33H

2 + 2q11b
2

b(−H2 + b2)
,

p013 = −H(q11 + q33)

−H2 + b2
, p014 = 0,

p033 =
q11H

2 − q33H
2 + 2q33b

2

b(−H2 + b2)

(2.86)

P1 =


p122 q11 p124 −p123
q11 p122 p123 p124

p124 p123 p144 q33

−p123 p124 q33 p144

 (2.87)
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Ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ (2.84) çíàéäåìî êîìïîíåíòè ìàòðèöü P1, P2

p122 = 0, p124 = 0, p144 = 0,

p123 =
1

2
· H(q11 − q33)

b

(2.88)

p211 =
1

2
· −q11H

2 + q33H
2 + 2bp222 + 2q11b

2

b
,

p212 = 0, p213 = p224 +
1

2
H(q11 + q33, p

2
14 = −p223,

p222 = p222, p
2
23 = p223, p

2
24 = p224,

p233 =
1

2
· q11H

2 − q33H
2 + 2bp244 + 2q33b

2

b
,

p234 = 0, p244 = p244

(2.89)

ßêùî ïîêëàñòè p222 = 0, p223 = 0, p224 = 0, p244 = 0 i çíàéòè ñóìó

P0 + εP1 + ε2P2, òî îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ, åëåìåíòè ÿêî¨ ïîâíiñòþ çáiãàþòüñÿ

ç åëåìåíòàìè ìàòðèöi, îòðèìàíî¨ â ðåçóëüòàòi áåçïîñåðåäíüîãî ðîçâ'ÿçêó ìà-

òðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà.

2.4. Óìîâè ïîáóäîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ

çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó

Çíàéäåìî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.62). Äîäàìî äî ïðàâî¨

÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.62) ñóìó äåÿêî¨ íåâiäîìî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi Q0

òà ¨¨ òðàíñïîíîâàíî¨ [159]. Îòðèìà¹ìî

BK0 +KT
0 B

T = Ã0 + ÃT
0 +Q0 +QT

0 (2.90)

÷è

(BK0 − Ã0 −Q0) + (KT
0 B

T − ÃT
0 −QT

0 ) = 0. (2.91)

Çâiäñè

BK0 − Ã0 −Q0 = 0 (2.92)
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àáî

BK0 = Ã0 +Q0. (2.93)

Ïîÿñíèìî ðîëü ìàòðèöi Q0. Çðîçóìiëî, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.93) ¹ ðiâíiñòü ðàíãiâ ïðàâî¨ i ëiâî¨ ÷àñòèí. Ìàòðèöÿ

Q0 ñëóãó¹ äëÿ çðiâíþâàííÿ ðàíãiâ ó âèïàäêàõ, ÿêùî öå äîçâîëÿ¹ çðîáèòè

ñòðóêòóðà iíøèõ çàäàíèõ ìàòðèöü.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå íà ïðèêëàäi.

Íåõàé B ∈ ℜ2×1, K0 ∈ ℜ1×2, Ã0, Q0 ∈ ℜ2×2. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.93) â ìàòðè-

÷íîìó âèãëÿäi çàïèøåòüñÿ òàê[
b11

b21

]
·
[
k11 k12

]
=

[
ã11 ã12 + q12

ã21 − q12 ã22

]
(2.94)

Ç âiäîìî¨ íåðiâíîñòi [71]

rang(AB) ≤ min{rang(A), rang(B)} (2.95)

âèïëèâà¹, ùî ðàíã ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.94) íå áiëüøèé çà îäèíèöþ, à

ïðàâî¨ íå áiëüøèé çà äâiéêó. Âèçíà÷èìî óìîâè, çà ÿêèõ ìîæëèâî ïiäiáðàòè

çíà÷åííÿ åëåìåíòà q12 òàê, ùîá ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè (2.94) ìàëè îäèíè÷íi

ðàíãè. Äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè öå óìîâè âiäìiííîñòi âiä íóëÿ b11 àáî b21 òà k11 àáî

k12. Äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi óìîâè çíàéäåìî, îá÷èñëèâøè i ïðèðiâíÿâøè äî

íóëÿ ¨¨ âèçíà÷íèê

q212 + q12(ã12 − ã21) + ã22ã11 − ã12ã21 = 0 (2.96)

òà ðîçâ'ÿçàâøè

q12 =
ã21 − ã12

2
± 1

2

√
ã212 + 2ã12ã21 + ã221 − 4ã22ã11 (2.97)

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè ìàòðèöi Ã0 ïîâèííi áóòè ïîâ'ÿçàíi

óìîâîþ

(ã12 + ã21)
2 − 4ã22ã11 ≥ 0. (2.98)

Íåõàé, íàïðèêëàä, ã11 = 0. Òîäi

q12 =
ã21 − ã12

2
± 1

2
(ã12 + ã21) (2.99)
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òîáòî q12 = ã21, àáî q12 = −ã12. Çíà÷èòü ìàòðèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi

(2.94) ìîæå ìàòè îäèí ç äâîõ âèãëÿäiâ

(Ã0 +Q0)1 =

[
0 ã12 + ã21

0 ã22

]
, (Ã0 +Q0)2 =

[
0 0

ã12 + ã21 ã22

]
(2.100)

.

Ñïðîáó¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (2.94) çi çíàéäåíèìè ìàòðèöÿìè ïðàâî¨

÷àñòèíè. Ó âèïàäêó, ÿêùî ïðàâà ÷àñòèíà ìà¹ âèãëÿä (Ã0 + Q0)1 îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó ðâíÿíü

b11k11 = 0, b11k12 = ã12 + ã21,

b21k11 = 0, b21k12 = ã22
(2.101)

ÿêà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ïðè äîäàòêîâî¨ óìîâi, à ñàìå ã12 + ã21 = 0.

ßêùî ïðàâà ÷àñòèíà ìà¹ âèãëÿä (Ã0 + Q0)2, ñèñòåìà äëÿ çíàõîäæåííÿ

íåâiäîìèõ êîìïîíåíò ìàòðèöi K0

b11k11 = 0, b11k12 = 0,

b21k11 = ã21 + ã12, b21k12 = ã22
(2.102)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

k11 =
ã21 + ã12

b21
, k12 =

ã22
b21

(2.103)

ïðè óìîâi, ÿêùî b11 = 0, b21 ̸= 0.

Ç àíàëiçó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ (2.101), (2.103) âèïëèâà¹, ùî óìîâà ðiâ-

íîñòi ðàíãiâ ïðàâî¨ i ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (2.93) ¹ íåîáõiäíîþ, àëå íå äîñòà-

òíüîþ.

Ïîêàæåìî, ÿê ó ïîñòàâëåíié çàäà÷i ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñè-

ñòåìè ìîæíà çàñòîñóâàòè êðîíåêåðiâñüêèé äîáóòîê ìàòðèöü. Äëÿ öüîãî ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè, âèêëàäåíèìè â [71]. Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ

(2.93) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

B̃k0 = ã0 + q0 (2.104)

äå

B̃ = B ⊗ I, (2.105)
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I ∈ ℜ2n×2n - îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, B̃ ∈ ℜ4n2×2mn

k0 =


KT

1∗

KT
2∗

...

KT
m∗

 ã0 + q0 =


ÃT

1∗ +QT
1∗

ÃT
2∗ +QT

2∗

...

ÃT
2n∗ +QT

2n∗

 (2.106)

Ki∗, Ãi∗ +Qi∗ i - èé ðÿäîê âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi. k0 ∈ ℜ2mn×1, ã0 + q0 ∈ ℜ4n2×1

Ñèñòåìà (2.104) ìà¹ 4n2 ðiâíÿíü ç 2mn íåâiäîìèìè äëÿ ìàòðèöi K0 òà ç

2n2 − n íåâiäîìèìè äëÿ ìàòðèöi Q0. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî (2.62) ðîçâ'ÿçóâàòè

áåçïîñåðåäíüî, ÷èñëî ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíò ìàòðèöi K0 áóäå

2n2+n â ñèëó ñèìåòðè÷íîñòè ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi. Îòæå, ó âèïàäêó,

êîëè 2mn > 2n2+n, ìîæíà 2mn− (2n2+n) êîìïîíåíò çàäàòè äîâiëüíî. Òîäi

çàãàëüíà êiëüêiñòü íåâiäîìèõ äëÿ K0 òà Q0 áóäå äîðiâíþâàòè 2n2+n+2n2−
n = 4n2, ùî ñïiâïàäà¹ ç êiëüêiñòþ ðiâíÿíü.

Äëÿ ðiâíÿííÿ, çàïèñàíîãî ó âèãëÿäi (2.104) äiþòü âiäîìè óìîâè iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó [71]. À ñàìå: íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè ðiâíÿíü ¹ ðiâíiñòü ðàíãó ìàòðèöi, ÿêà ñòî¨òü ïðè íåâiäîìèõ, òà ðàíãó

ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Ó íàøîìó âèïàäêó öÿ óìîâà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

rang(B̃) = rang(B̃/(ã0 + q0)) (2.107)

äå B̃/(ã0 + q0) - ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè, îòðèìàíà äîäàâàííÿì ñòîâïöÿ

ã0 + q0 äî ìàòðèöi B̃.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ [71] rang(A ⊗ B) = rang(A)rang(B), áóäåìî

ìàòè

rang(B̃) = rang(B)rang(I) = 2n · rang(B) (2.108)

Îòæå, íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâííÿ (2.104) ìà¹

âèãëÿä

rang(B̃/(ã0 + q0)) = 2n · rang(B) (2.109)

Çâåðíåìîñÿ äî ïðèêëàäó, ðîçãëÿíóòîìó âèùå, òà ïåðåâiðåìî óìîâó (2.109)
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ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöi B, K0,Ã0, Q0 ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä[
b11

b21

]
,
[
k11 k12

]
,

[
ã11 ã12

ã21 ã22

]
,

[
0 q12

−q12 0

]
(2.110)

Ïåðåïèøåìî öi ìàòðèöi, çãiäíî ç ôîðìóëàìè (2.105) i (2.106) ó âèãëÿäi

B̃ =


b11 0

0 b11

b21 0

0 b21

 , k0 =
[
k11

k12

]
, ã0 + q0 =


ã11

ã12 + q12

ã21 − q12

ã22

 . (2.111)

Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó óìîâà (2.109) íå âèêîíó¹òüñÿ, à ñàìå

rang(B̃) = 2, a rang(B̃/(ã0 + q0)) = 3, äå

B̃/(ã0 + q0) =


b11 0 ã11

0 b11 ã12 + q12

b21 0 ã21 − q12

0 b21 ã22

 . (2.112)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìi âèïàäêè. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ âiäïîâiäåé ç îòðèìàíèìè âèùå,

ïîêëàäåìî ã11 = 0, òà, çãiäíî ç (2.99), q12 = ã21, àáî q12 = −ã12. Ó ïåðøîìó

âèïàäêó ìàòèìåìî

B̃/(ã0 + q0) =


b11 0 0

0 b11 ã12 + ã21

b21 0 0

0 b21 ã22

 . (2.113)

Íàâiòü ÿêùî b11 = 0, àáî b21 = 0, rang(B̃/(ã0 + q0)) = 3. Ó äðóãîìó âèïàäêó,

êîëè q12 = −ã12, ìàòèìåìî

B̃/(ã0 + q0) =


b11 0 0

0 b11 0

b21 0 ã21 + ã12

0 b21 ã22

 . (2.114)
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I ÿêùî b11 = 0 îòðèìà¹ìî rang(B̃/(ã0 + q0)) = 2. Òîáòî óìîâà (2.109) âèêî-

íàíà. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ êîìïîíåíò ìàòðèöi K0. Çàïèøåìî ñèñòåìó (2.104) ç

óðàõóâàííÿì îòðèìàíèõ åëåìåíòiâ
0 0

0 0

b21 0

0 b21

 ·

[
k11

k12

]
=


0

0

ã21 + ã12

ã22

 . (2.115)

Ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨ îäåðæèìî

k11 =
ã21 + ã12

b21
, k12 =

ã22
b21

, (2.116)

ùî ïîâíiñòþ ñïiâïàäà¹ ç (2.103).

Ïðèêëàä 2.2. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,

äå x = [x1, ..., x2n]
T - 2n-âèìiðíèé âåêòîð ñòàíó, u = [u1, ..., um]

T - m-âèìiðíèé

âåêòîð êåðóâàíü, ε - ìàëèé ïàðàìåòð; Ã0, Ã1 ∈ ℜ2n×2n, B ∈ ℜ2n×m. ÃT
0 ̸= −Ã0.

Çàäàíî: 2n = 2, m = 2.

Çíàéòè ìàòðèöþ êåðóâàííÿ K0, òàêó, ùî Ã0 − BK0 = −(Ã0 − BK0)
T

i det(Ã0 − BK0) ̸= 0 , ó âèïàäêó êîëè âåêòîð u ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.58)

u = −(K0 + εK1)x.

Iíøèìè ñëîâàìè, îòðèìàòè çàìêíåíó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó:

ẋ = (Ã0 −BK0 + ε(Ã1 −BK1))x.

Äëÿ öüîãî âèïàäêó, ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi, ìàòðèöi Ã0, B, K0 çàïèøóòüñÿ

òàê:

Ã0 =

[
ã11 ã12

ã21 ã22

]
, B =

[
b11 b12

b21 b22

]
, K0 =

[
k11 k12

k21 k22

]
. (2.117)

Çàñòîñó¹ìî äâà ïiäõîäè äî çíàõîäæåííÿ K0:
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1) áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (2.62)

BK0 +KT
0 B

T = Ã0 + ÃT
0 ,

2) âèêîðèñòàííÿ êðîíåêåðiâñüêîãî äîáóòêó.

1) Ïðè áåçïîñåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçàííi (2.62), ÿêå â íàøîìó âèïàäêó ìà¹

âèãëÿä[
b11k11 + b12k21 b11k12 + b12k22

b21k11 + b22k21 b21k12 + b22k22

]
+

[
b11k11 + b12k21 b21k11 + b22k21

b11k12 + b12k22 b21k12 + b22k22

]
=

=

[
ã11 ã12

ã21 ã22

]
+

[
ã11 ã21

ã12 ã22

]
,

àáî [
2b11k11 + 2b12k21 b11k12 + b12k22 + b21k11 + b22k21

b21k11 + b22k21 + b11k12 + b12k22 2b21k12 + 2b22k22

]
=

=

[
2ã11 ã12 + ã21

ã21 + ã12 2ã22

]
,

â ñèëó ñèìåòðè÷íîñòi ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi, ìà¹ìî ñèñòåìó òðüîõ

ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîìïîíåíò ìàòðèöi K0
b11k11 + b12k21 − ã11 = 0

b11k12 + b12k22 + b21k11 + b22k21 − ã12 − ã21 = 0

b21k12 + b22k22 − ã22 = 0

(2.118)

ßêùî ïîêëàñòè k22 = 0, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ øóêàíèõ åëåìåíòiâ

k11 =
−b12b21ã12 − b12b21ã21 + b12b11ã22 + b21b22ã11

b21(b11b22 − b21b12)

k12 =
ã22
b21

k21 =
−b221ã11 + b21b11ã12 + b21b11ã21 − b211ã22

b21(b11b22 − b21b12)

. (2.119)

Îòæå, îòðèìàëè

Ã0 −BK0 =

[
0 ã12 − b11

b21
ã22

−ã12 + b11
b21
ã22 0

]
. (2.120)
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Öÿ ìàòðèöÿ êîñîñèìåòðè÷íà i ¨¨ âèçíà÷íèê âiäìiííèé âiä íóëÿ.

2) Ïðè âèêîðèñòàííi äðóãîãî ïiäõîäó çàäàìî êîñîñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ

Q0 =

[
0 q12

−q12 0

]
(2.121)

Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ (2.104)

B̃k0 = ã0 + q0

çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
b11 0 b12 0

0 b11 0 b12

b21 0 b22 0

0 b21 0 b22




k11

k12

k21

k22

 =


ã11

ã12 + q12

ã21 − q12

ã22

 (2.122)

Óìîâà (2.107) âèêîíó¹òüñÿ, à ñàìå

rang(B̃) = rang(B̃/(ã0 + q0)) = 4 (2.123)

à çíà÷èòü iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ. Çíàéäåìî éîãî, àëå ñïî÷àòêó çãàäà¹ìî,

ùî êiëüêiñòü êîìïîíåíò ìàòðèöi K0, ÿêi ìîæíà çíàéòè ç ñèñòåìè, äîðiâíþ¹

2n2 + n = 3, à äëÿ ìàòðèöi Q0 - 2n2 − n = 1. Çàäàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó

ðîçâ'ÿçêó, k22 = 0, òà çàïèøåìî ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ

b11k11 + b12k21 = ã11

b11k12 = ã12 + q12

b21k11 + b22k21 = ã21 − q12

b21k12 = ã22

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ åëåìåíòiâ

k11 =
−b12b21ã12 − b12b21ã21 + b12b11ã22 + b21b22ã11

b21(b11b22 − b21b12)

k12 =
ã22
b21

k21 =
−b221ã11 + b21b11ã12 + b21b11ã21 − b211ã22

b21(b11b22 − b21b12)

q12 =
b11ã22 − b21ã12

b21

(2.124)
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ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ êîìïîíåíò ìàòðèöi K0 ç (2.124) òà (2.119) ïîâíiñòþ

ñïiâïàäàþòü.

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu.

2n = 2, m = 1. Çíàéòè ìàòðèöþ êåðóâàííÿ K0, òàêó, ùî Ã0−BK0 = −(Ã0−
BK0)

T i det(Ã0−BK0) ̸= 0 , ó âèïàäêó êîëè âåêòîð u ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.58)

u = −(K0 + εK1)x.

Çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöü Ã0, B, K0 òàêèé

Ã0 =

[
ã11 ã12

ã21 ã22

]
B =

[
b11

b21

]
K0 =

[
k11 k12

]
. (2.125)

Çàñòîñó¹ìî äâà ïiäõîäè äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìî¨ ìàòðèöi K0 :

1) áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (2.62)

BK0 +KT
0 B

T = Ã0 + ÃT
0 ,

2)çíàõîäæåííÿ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ çãiäíî ç ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâà-

äðàòiâ.

1) Ïðè áåçïîñåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿííÿ (2.62) îòðèìà¹ìî ïåðåâèçíà-

÷åíó ñèñòåìó òðüîõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè, à ñàìå
b11k11 − ã11 = 0

b11k12 + b21k11 − ã12 − ã21 = 0

b21k12 − ã22 = 0

(2.126)

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè iñíó¹ òiëüêè ïðè íàêëàäåííi äîäàòêîâèõ óìîâ íà åëå-

ìåíòè ìàòðèöü Ã0, B, òîáòî ó îêðåìîìó âèïàäêó.

2) Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.93)

BK0 = Ã0 +Q0.
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Çãiäíî ç ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

äëÿ ðiâíÿííÿ (2.93) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ [23]

K0
0 = B+ · (Ã0 +Q0) (2.127)

äå B+ - ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ äëÿ B.

Ç [23]

B+ = C+ ·D+ = C∗(CC∗)−1(D∗D)−1D∗ (2.128)

äå B = D · C - ñêåëåòíèé ðîçêëàä ìàòðèöi.

Îá÷èñëèâøè çà ôîðìóëîþ (2.127)çíà÷åííÿ K0
0 i ïiäñòàâèâøè éîãî â (2.93)

çíàéäåìî çíà÷åííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi Q0, çà ÿêèõ îòðèìàíà ñèñòåìà ¹ òîòî-

æíiñòþ, àáî äîâåäåìî, ùî ïðè çàäàíèõ ìàòðèöÿõ Ã0 i B ðiøåííÿ K0 íå iñíó¹.

Îòæå, ñèñòåìà (2.93) ìà¹ âèãëÿä[
b11

b21

]
·
[
k11 k12

]
=

[
ã11 ã12 + q12

ã21 − q12 ã22

]
(2.129)

Çà ôîðìóëîþ (2.128)

B+ =
[

b11
b211+b221

b21
b211+b221

]
(2.130)

Ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî â (2.127) îòðèìà¹ìî

K0
0 =

[
b11ã11
b211+b221

+ b21(ã21−q12)
b211+b221

b11(ã12+q12)
b211+b221

+ b21ã22
b211+b221

]
(2.131)

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ âiäïîâiäåé ïîêëàäåìî ã11 = 0 òà ïiäñòàâèìî çíàéäåíå K0
0

â ðiâíÿííÿ (2.129). Îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó

b11b21(ã21 − q12)

b211 + b221
= 0

b211(ã12 + q12) + b11b21ã22
b211 + b221

= ã12 + q12

b221(ã21 − q12)

b211 + b221
= ã21 − q12

b11b21(ã12 + q12) + b221ã22
b211 + b221

= ã22

(2.132)
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Ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ó äâóõ âèïàäêàõ

1) ÿêùî b11 = 0, òîäi q12 = −ã12 i
k11 =

ã21+ã12
b21

, k12 =
ã22
b21
, ùî ïîâíiñòþ ñïiâïàäà¹ ç (2.103) òà (2.116);

2) ÿêùî b21 = 0, òîäi q12 = ã21, ã22 = 0 i

k11 = 0, k12 =
ã12+ã21

b11
.

2.5. Ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè ïðè ïîïåðåäíüî

çàäàíié êîñîñèìåòðè÷íié ìàòðèöi

Äëÿ ñèñòåìè (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,

ïðîïîíó¹òüñÿ ùå îäèí ìîæëèâèé ïiäõiä ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨

ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.58)

u = −(K0 + εK1)x.

Íàãàäà¹ìî, ÿêùî

A0 = Ã0 −BK0 = −AT
0 , detA0 ̸= 0; A1 = Ã1 −BK1 (2.133)

ñèñòåìà (2.60)

ẋ = (A0 + εA1)x

¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ.

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ïiäõiä, ÿêèé çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíî¨

äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ ó ôîðìi Ôðîáåíióñà [144]. Â

öüîìó ïiäõîäi ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ íåîáõiäíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ (îáìåæåíü

íà ìàòðèöþ íåìà¹), à ïîòiì îá÷èñëþ¹òüñÿ âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó.

ßêùî ââàæàòè, ùî íåâèðîäæåíà êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ A0 ðiâíÿííÿ

(2.60) çàäàíà, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (2.133) ëåãêî çíàõîäèìî ìàòðèöþ K0,

îñêiëüêè ìàòðèöÿ B ïîâíîãî ðàíãó (rang(B) = m). Îòæå, ìà¹ìî

K0 = (BTB)−1BT (Ã0 − A0). (2.134)
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Òåïåð ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿK0 ç (2.134) â ïåðøå ðiâíÿííÿ (2.133) i îòðèìà¹ìî

òàêó ðiâíiñòü (
I −B(BTB)−1BT

)
Ã0 =

(
I −B(BTB)−1BT

)
A0. (2.135)

Çàçíà÷èìî, ùî íå äëÿ âñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü A0 (2.135) ¹ òîòîæíiñòþ.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè ìàòðèöþ K1, ÿêùî çàäàòè ìàòðèöþ

A1

K1 = (BTB)−1BT (Ã1 − A1). (2.136)

Äàëi ïiäñòàâèìî (2.136) â äðóãå ðiâíÿííÿ (2.133) i îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü àíàëî-

ãi÷íó (2.135), ÿêùî ìàòðèöÿ A1 äîïóñòèìà(
I −B(BTB)−1BT

)
Ã1 =

(
I −B(BTB)−1BT

)
A1. (2.137)

ßê i â âèïàäêó ç ìàòðèöåþ A0, íå âñi ìàòðèöi A1 áóäóòü äîïóñòèìèìè, òîáòî

òiëüêè äåÿêèé êëàñ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ (2.137).

Ìàòðèöÿ H = B(BTB)−1BT ¹ ìàòðèöåþ ïðîåêòóâàííÿ, âîíà ñèìåòðè÷íà

òà iäåìïîòåíòíà, òîáòî ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ îäèíè÷íi òà íóëüîâi [143]. Â [146]

ïîêàçàíî, ùî rang(H) = rang(B). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíà ìàòðèöÿ ïðîåêòó-

âàííÿ ìà¹ m âëàñíèõ çíà÷åíü, ðiâíèõ îäèíèöi. Ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè (2.135)

âèêîíóþòü ïðîåêòóâàííÿ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü Ã0, A0 íà îðòîãîíàëüíå

äîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ ìàòðèöi B. Ôîðìóëà (2.135) áóäå òîòîæíiñòþ

òîäi, êîëè õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A0 ïðîåêöi¨ âñiõ âiäïî-

âiäíèõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ çáiãàþòüñÿ.

Ìàòðèöåþ ïðîåêòóâàííÿ áóäå òàêîæ ìàòðèöÿ I−H [143]. Òîäi ç ðiâíîñòåé

(2.135), (2.137) âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ðîçiìêíåíî¨ òà çàìêíåíî¨

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ ìåòîäà íàéìåíøèõ êâà-

äðàòiâ [143]. Öåé ôàêò ñôîðìóëþ¹ìî äëÿ ìàòðèöü Ã0, A0 ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî

òâåðäæåííÿ, ÿêå âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ Ã1, A1.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé ỹ0i ,y
0
i ∈ ℜm ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ àëãåáðà-

¨÷íèõ ðiâíÿíü
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Bỹi = ãi, Byi = ai, i = 1, 2n,

Ã0 = [ã1, ã2, ..., ã2n], A0 = [a1, a2, ..., a2n], ãi, ai ∈ ℜ2n

(2.138)

çíàéäåíi çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.

Òîäi äëÿ âñiõ ìàòðèöü êîåôiöi¹íòiâ A0, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè çà äîïî-

ìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.58), âåêòîðè - íåâ'ÿçêè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ

àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.138) çáiãàþòüñÿ

Bỹ0i − ãi = By0i − ai, i = 1, 2n. (2.139)

Âiäçíà÷èìî, ùî ôîðìóëà (2.139) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ôîðìóëó (2.135) â

âåêòîðíîìó âèãëÿäi. Äiéñíî, çíàõîäÿ÷è ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (2.138) çà ìåòîäîì

íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, îòðèìà¹ìî

ỹ0i = (BTB)−1BT ãi, y0i = (BTB)−1BTai, i = 1, 2n. (2.140)

i, ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ â (2.139), ïðèéäåìî äî (2.135).

Îñêiëüêè çâîðîòíié çâ'ÿçîê äà¹ ìàòðèöþ äëÿ ÿêî¨ çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ

(2.139), òî íà íå¨ ìîæíà íàêëàäàòè äîäàòêîâi óìîâè, òîáòî âèáèðàòè ¨¨ ç ïåâ-

íîãî êëàñó ìàòðèöü (íàïðèêëàä, êîñîñèìåòðè÷íèõ).Òàê, âiäîìî [159], ùî ïðè

ïîâíié êåðîâàíîñòi ëiíiéíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè çàâæäè ìîæíà ïîáó-

äóâàòè îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, ÿêèé ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó,

òîáòî ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè âèáèðà¹òüñÿ ç êëàñó àñèìïòî-

òè÷íî ñòiéêèõ ìàòðèöü.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðiâ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A0 íåîáõiäíî ñôîð-

ìóâàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü ç âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü (I−H)Ã0 = {m̃ij}2n1 ,
(I −H)A0 = {mij}2n1 ðiâíÿííÿ (2.135)

m̃jk = mjk, i = 1, 2n. (2.141)

Â ñèñòåìi (2.141) ïðèíàéìíi 2nm ëiíiéíî çàëåæíèõ ðiâíÿíü. Ðàíã ìàòðèöi

I −H äîðiâíþ¹ 2n−m i ìàòðèöÿ Ã0 íåîáîâ'ÿçêîâî íåâèðîäæåíà, òîìó â êî-

ñîñèìåòðè÷íié íåâèðîäæåíié ìàòðèöi A0 çàãàëüíîãî âèãëÿäó ç n(2n−1) âiëü-
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íèõ ïàðàìåòðiâ íå âñi ìîæóòü áóòè çâ'ÿçàíèìè ðiâíiñòþ (2.135) (ðiâíÿííÿìè

(2.141) ). Âiëüíi ïàðàìåòðè ìàòðèöi A0 ìîæóòü íàáóâàòè äîâiëüíèõ çíà÷åíü

â ðàìêàõ ¨¨ íåâèðîäæåíîñòi. ßêùî òàêèì ÷èíîì äîñÿãòè êîñîñèìåòðè÷íîñòi

òà íåâèðîäæåíîñòi øóêàíî¨ ìàòðèöi íåìîæëèâî, òî öå ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî

¹ ìîæëèâiñòü, àáî ïåðåñòàâëåííÿì ðÿäêiâ ìàòðèöi B, àáî çáiëüøåííÿì ÷èñëà

êåðóâàíü, ùî çìåíøó¹ ÷èñëî çâ'ÿçàíèõ ïàðàìåòðiâ.

Óìîâà îäíàêîâèõ ïðîåêöié âiäïîâiäíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöü Ã0, A0 ïðè çà-

ãàëüíîìó âèãëÿäi ìàòðèöi B, ÿê âèäíî ç (2.141), íå äà¹ åôåêòèâíîãî ñïîñî-

áó îòðèìàííÿ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi. Òîìó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â

ìàòðèöi ïîâíîãî ðàíãó B ñòîâïöi ¹ îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè, òîáòî B =

[ei1ei2...eim], äå ej ∈ ℜ2n - âåêòîð ç îäèíèöåþ íà j - ìó ìiñöi i íóëÿìè íà

iíøèõ ìiñöÿõ. Iç ñòðóêòóðè ìàòðèöi B âèïëèâà¹ ðiâíiñòü BTB = Im. Çàïèøå-

ìî ìàòðèöþ B òàêîæ ó òàêîìó âèãëÿäi

B =


ẽT1

...

ẽT2n

 , BT = [ẽ1...ẽ2n], ẽi ∈ ℜm, (2.142)

ïðè÷îìó òiëüêè âåêòîðè ẽil, l = 1,m ¹ îäèíè÷íi ðîçìiðíîñòi m, à iíøi -

íóëüîâi. Òîäi åëåìåíòè ìàòðèöi H = BBT = {hij}2n1 äîðiâíþþòü hij = ẽTi ẽj = 1 ïðè i = j ∈ {i1, ..., im}

0− â iíøèõ âèïàäêàõ.

Âèçíà÷èìî äëÿ ÿêèõ ìàòðèöü Ã0 ðiâíÿííÿ (2.135) áóäå ìàòè ðîçâ'ÿçêîì,

íåîáîâ'ÿçêîâî íåâèðîäæåíó, êîñîñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ A0. Îñêiëüêè ìàòðè-

öÿ H ìà¹ íåíóëüîâèìè òiëüêè åëåìåíòè (i1, i1),(i2, i2),...,(im, im), òî â ìàòðèöi

I − H áóäóòü íåíóëüîâèìè òiëüêè åëåìåíòè (j, j),j ∈ {1, 2n} \ {i1, i2, ..., im}.
Òîäi ìàòðèöi (I − H)Ã0, (I − H)A0 ìàòèìóòü íóëüîâèìè ðÿäêè i1, i2, ..., im,

ïðè÷îìó öå áóäóòü âiäïîâiäíî ìàòðèöi Ã0, A0 ç îáíóëåíèìè öèìè ðÿäêàìè.

Âèõîäÿ÷è ç çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè íåâèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi [23],

äëÿ âèêîíàííÿ (2.135), î÷åâèäíî, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá äëÿ âñiõ åëå-

ìåíòiâ ãlj, l, j ∈ {1, 2n} \ {i1, i2, ..., im} ìàòðèöi Ã0 = {ãij}2n1 âèêîíóâàëàñü

óìîâà: ãlj = −ãjl. Òîäi çâ'ÿçàíi åëåìåíòè ìàòðèöi A0 = {aij}2n1 òàêi: alj = ãlj,
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l ∈ {1, 2n} \ {i1, i2, ..., im}, j ∈ 1, 2n. Iíøi åëåìåíòè çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè

ïàðàìåòðàìè, àëå òàêèìè, ùî íå ïîðóøóþòü êîñîñèìåòðè÷íiñòü i íåâèðîäæå-

íiñòü ìàòðèöi A0.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ìàòðèöÿ ïðè êåðóâàííi ñèñòåìè (2.57) ìà¹ âèãëÿä

B = [ei1ei2...eim], rangB = m.

Çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.58) ìîæíà îòðèìàòè äåÿêó êîñîñè-

ìåòðè÷íó ìàòðèöþ A0 = {aij}2n1 â çàìêíåíié ñèñòåìi (2.60) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè åëåìåíòè ãlj, l, j ∈ {1, 2n} \ {i1, i2, ..., im} ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ

Ã0 = {ãij}2n1 âèõiäíî¨ ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ãlj = −ãjl. Ïðè öüî-

ìó åëåìåíòè øóêàíî¨ ìàòðèöi îá÷èñëþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: alj = ãlj,

l ∈ {1, 2n} \ {i1, i2, ..., im}, j ∈ 1, 2n, à iíøi åëåìåíòè, íå ïîðóøóþ÷è êîñîñè-

ìåòðè÷íîñòi òà íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi A0, ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ (2.137), ñòðóêòóðó ìàòðèöi A1 (òàêîæK1) âèáèðà¹-

ìî, âèõîäÿ÷è ç ïðàêòè÷íî¨ äîöiëüíîñòi, íàïðèêëàä äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ çàìêíåíî¨

ñèñòåìè. Ç iíøî¨ ñòîðîíè ìàòðèöþ K1 ìîæíà îòðèìàòè íå ç ðiâíÿííÿ (2.136),

à ïðè ïîáóäîâi îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè [107, 37] àáî ç ñèñòåìè íåðiâíîñòåé äëÿ ¨¨ ñòàáiëiçàöi¨

[39].

Ïðèêëàä 2.4. Ïîáóäóâàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó i ïåðåâiðèòè ¨¨

íà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,

ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ

Ã(ε) =


0 ω1 0 0

εs1 εs2 ω3 ω4 + εa1

0 0 0 ω2

εs3 −ω4 − εa2 0 −εa3

 (2.143)
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i ìàòðèöåþ ïðè êåðóâàííi

B =


0 0

1 0

0 0

0 1

 , (2.144)

ω1 ̸= ω2, a1, a2, a3 > 0. Òóò ε- ìàëèé ïàðàìåòð.

Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó (2.60)

ẋ = (A0 + εA1)x,

äå A0 = Ã0−BK0, A1 = Ã1−BK1, òà äîñëiäèòè ¨¨ íà ñòiéêiñòü çà äîïîìîãîþ

ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà.

Ïðåäñòàâèìî ìàòðèöþ Ã(ε) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ìàòðèöü Ã(ε) = Ã0+εÃ1,

äå

Ã0 =


0 ω1 0 0

0 0 ω3 ω4

0 0 0 ω2

0 −ω4 0 0

A1 =


0 0 0 0

s1 s2 0 a1

0 0 0 0

s3 −a2 0 −a3

 . (2.145)

Íåâàæêî âïåâíèòèñü ïåðåâiðêîþ, ùî çàäàíà ñèñòåìà ïîâíiñòþ êåðîâàíà.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ öiëêîì êåðîâàíîñòi ñòàöiîíàðíî¨ ñèñòåìè, íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá ðàíã ìàòðèöi S4 = (B, ÃB, Ã2B, Ã3B) äîðiâíþâàâ 4 [19]. Äëÿ

ïåðåâiðêè, äîñòàòíüî âçÿòè ïåðøi ÷îòèðè ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi. Ìà¹ìî

S2 = (B, ÃB) =


0 0 ω1 0

1 0 εs2 ω4 + εa1

0 0 0 ω2

0 1 −ω4 − εa2 εa3

 , rang(S2) = 4. (2.146)

Ìàòðèöi B i Ã0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.2, òîìó iñíó¹ êîñîñèìå-

òðè÷íà ìàòðèöÿ A0, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ (2.135)(
I −B(BTB)−1BT

)
Ã0 =

(
I −B(BTB)−1BT

)
A0.

â òîòîæíiñòü.
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Ïîêàæåìî, ùî êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè [23]

A0 = diag

{[
0 ω1

−ω1 0

]
,

[
0 ω2

−ω2 0

]}
, detA0 ̸= 0, (2.147)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (I −H)Ã0 = (I −H)A0.

Ìà¹ìî H = B(BTB)−1BT = diag{0, 1, 0, 1}.

(I −H)Ã0 = (I −H)A0 =


0 ω1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 ω1

0 0 0 0

 . (2.148)

Ïðè öüîìó ìàòðèöÿ K0 áóäå òàêîþ:

K0 = (BTB)−1BT (Ã0 − A0) =

[
ω1 0 ω3 ω4

0 −ω4 ω2 0

]
. (2.149)

Äëÿ ìàòðèöi Ã1 âiðíî (I − H)Ã1 = 0, òîìó â ÿêîñòi ìàòðèöi çáóðåííÿ

ìîæíà âèáðàòè

A1 =


0 0 0 0

0 0 0 a1

0 0 0 0

0 −a2 0 −a3

 , (2.150)

ïðè öüîìó (I −H)Ã1 ≡ (I −H)A1 i

K1 = (BTB)−1BT (Ã1 − A1) =

[
s1 s2 0 0

s3 0 0 0

]
. (2.151)

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ

u =

[
−(ω1 + εs1)x1 − εs2x2 − ω3x3 − ω4x4

−εs3x1 + ω4x2 − ω2x3

]
(2.152)
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ìè îòðèìàëè íàñòóïíó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó:

ẋ =




0 ω1 0 0

−ω1 0 0 0

0 0 0 ω2

0 0 −ω2 0

+ ε


0 0 0 0

0 0 0 a1

0 0 0 0

0 −a2 0 −a3



 x. (2.153)

Ïåðåâiðèìî ïîáóäîâàíó ñèñòåìó íà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çà äîïîìîãîþ

ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà [159]

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1) = −2Q, (2.154)

äå P,Q ∈ ℜ2n×2n - äåÿêi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi, ïðè÷îìó äëÿ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêî¨ ìàòðèöi A0 + εA1 âîíè äîäàòíüî âèçíà÷åíi. Äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó

ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.154) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòì îïèñàíèé â

[37]. Ìàòðèöi P,Q áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðîçêëàäiâ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì

ε
P = P0 + εP1 + ε2P2 + ...,

Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ....
(2.155)

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ñôîðìîâàíî¨ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè (2.153)

iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.154) â ðàìêàõ ðîçêëàäiâ (2.155) ç äîäàòíüî âè-

çíà÷åíîþ ìàòðèöåþ P0. Çàïèøåìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi

íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

A0P0 − P0A0 = 0 (2.156)

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1

......................................................

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 + 2Q2

......................................................

(2.157)

Òóò Q0 = 0.

Äàëi çà àëãîðèòìîì [37] ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ (2.156), (2.157).

Âëàñíi çíà÷åííÿ A0 ðiçíi, òîìó P0 = diag{p10, p10, p20, p20}, p10, p20 > 0. Âèáå-
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ðåìî Q1 = diag{q11, q12, q13, q14}, q11, q12, q13, q14 ≥ 0. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó

ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (2.157):

D1 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1 = V1 + 2Q1,

V1 =


0 0 0 0

0 0 0 p10a1 − p20a2

0 0 0 0

0 p10a1 − p20a2 0 −2a3p20

 .
Çàïèøåìî óìîâè íà äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi D1 = {dij}41:

d11 + d22 = 2q11 + 2q12 = 0,

d33 + d44 = 2q13 + 2q14 − 2a3p20 = 0.
(2.158)

Çâiäñè q11 = q12 = 0. ßêùî ïîêëàñòè p10 = a2, p20 = a1, Q1 =

diag{0, 0, 0, a1a3}, òî D1 ≡ 0 (âèïëèâà¹ çi ñòðóêòóðè ìàòðèöi V1 ). Ìàòðè-

öÿ Q1, íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, à P0 - äîäàòíüî âèçíà÷åíà, òîìó ìàòðèöi Pk,

Qk+1,k = 1, 2, ..., ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèìè íóëþ (äèâ. òåîðåìó ç [37]).

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i áóäå

P = diag{a2, a2, a1, a1} > 0, Q = εdiag{0, 0, 0, a1a3} ≥ 0. (2.159)

Ç ðîçâ'ÿçêó (2.159) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (2.153) çi ñôîðìîâàíèìè ìàòðèöÿìè

A0, A1 ñòiéêà [159]). Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî äàíà ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêà, íåîáõiäíî çíàéòè ìàòðèöþ - ðîçâ'ÿçîê P > 0 ïðè Q > 0.

Çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨ ñèñòåìè àíàëiòè÷íèõ îá÷èñëåíü Maple áóäåìî

øóêàòè ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷è, êîëè ìàòðèöÿ Q (ñóìà äðóãîãî ðÿäó (2.155))

äîäàòíüî âèçíà÷åíà. Ç ðiâíÿííÿ (2.158) çíàõîäèìî: q11 = q12 = 0, p20 = (q13 +

q14)/a3, q13, q14 > 0. Îòæå, ìà¹ìî

P = diag

{
p10, p10,

q13 + q14
a3

,
q13 + q14

a3

}
, Q = diag{0, 0, q13, q14},

äå p10 çàëèøà¹òüñÿ âiëüíèì ïàðàìåòðîì.

Äàëi, ïiäñòàâëÿ¹ìî P0 â ðiâíÿííÿ
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A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1

i çíàõîäèìî åëåìåíòè ìàòðèöi P1 = {pij}41

p14 =
ω1(p10a1a3 − a2q13 − a2q14)

a3(ω2
2 − ω2

1)
, p22 = p11, p44 = p33,

p23 =
ω2(p10a1a3 − a2q13 − a2q14)

a3(ω2
1 − ω2

2)
, p34 =

q13
ω2
, p12 = p13 = p14 = 0,

à p11, p33 - âiëüíi ïàðàìåòðè.

Âèáåðåìî ìàòðèöþ Q2 äiàãîíàëüíî¨ ñòðóêòóðè Q2 = diag{q21, q22, q23, q24},
q21, q22, q23, q24 ≥ 0 i îá÷èñëèìî D2 = {d2ij}41 = P1A1 + AT

1 P1 + 2Q2 (÷åðåç

ãðîìiçäêiñòü â ÿâíîìó âèãëÿäi ¨¨ íå íàâîäèìî). Òåïåð çàïèøåìî óìîâè íà

äiàãîíàëüíi åëåìåíòè çíàéäåíî¨ ìàòðèöi

d211 + d222 = 2q21 + 2q22 = 0, d233 + d244 = 2q23 + 2q24 − 2p33a3 = 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî q21 = q22 = 0, à â äðóãîìó ðiâíÿííi ïîêëàäà¹ìî

p33 = 0 i îá÷èñëþ¹ìî q23 = q24 = 0. Ïàðàìåòðè p10, p11 çàëèøà¹ìî âiëüíèìè.

Äàëi ïiäñòàâëÿ¹ìî ìàòðèöþ P1 â ðiâíÿííÿ A0P2−P2A0 = P1A1+A
T
1 P1+2Q2

i çíàõîäèìî åëåìåíòè ìàòðèöi P2 = {vij}:

v13 =
ω1(ω

2
2p10a1a3 − 2ω2

2a2q13 − ω2
2a2q14 + ω2

1a2q13)

ω2(ω2
1 − ω2

2)
,

v24 =
ω2
1p10a1a3 − ω2

1a2q14 − ω2
2a2q13

(ω2
1 − ω2

2)
2

, v14 = −ω1p11a1
ω2
1 − ω2

2

,

v22 = v11 +
(p10a1a3 − a2q13 − a2q14)a2

a3(ω2
1 − ω2

2)
, v23 =

ω2p11a1
ω2
1 − ω2

2

,

v44 = v33 +
ω2
2a

2
1p10a3 − ω2

2a1a2(q13 + q14)− q13a
2
3(ω

2
1 − ω2

2)

a3(ω2
1 − ω2

2)ω
2
2

,

v12 = 0, v34 = 0,

äå v11, v33-âiëüíi ïàðàìåòðè.

Òåïåð âèáèðåìî äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ Q3 = diag{q31, q32, q33, q34},
q31, q32, q33, q34 ≥ 0 i îá÷èñëèìî D3 = {d3ij}41 = P2A1 + AT

1 P2 + 2Q3. Óìîâè
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íà äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi D3 íàáóäóòü âèãëÿäó

d311 + d322
2

= q31 −
(ω2

1p10a1a3 − ω2
1a2q14 − ω2

2a2q13)a2
(ω2

1 − ω2
2)

2
+ q32 = 0,

d333 + d344
2

= q33 + q34 +
(ω2

1p10a1a3 − ω2
1a2q14 − ω2

2a2q13)a1
(ω2

1 − ω2
2)

2
−

−ω
2
2a

2
1p10a3 − ω2

2a1a2(q13 + q14)− q13a
2
3(ω

2
1 − ω2

2)

2(ω2
1 − ω2

2)ω
2
2

− v33a3 = 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî çíà÷åííÿ âiëüíîãî ïàðàìåòðà p10

p10 =
(q31 + q32)(ω

2
1 − ω2

2)
2 + a22(ω

2
1q14 + ω2

2q13)

ω2
1a1a2a3

> 0,

òîáòî P0 ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ. Äàëi ïîêëàäåìî q33 = q34 = 0 i

îá÷èñëèìî ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíà÷åííÿ âiëüíîãî ïàðàìåòðà v33 ìàòðèöi P2

v33 =
a2q13(a

2
3ω

2
1 + a1a2ω

2
2) + a1ω

4
2(q31 + q32)

a2a3ω2
1ω

2
2

,

à v11 çàëèøà¹òüñÿ âiëüíèì ïàðàìåòðîì.

Òàêèì ÷èíîì, Q3 = diag{q31, q32, 0, 0} i ìàòðèöÿ εQ1 + ε3Q3 ¹ äîäàòíüî

âèçíà÷åíîþ.

Ç ðiâíÿííÿ A0P3−P3A0 = P2A1+A
T
1 P2+2Q3 çíàõîäèìî íåâiäîìó ìàòðèöþ

P3 = {hij}41:

h13 =
ω1ω2p11a1a3
(ω2

1 − ω2
2)

2
, h24 =

ω2
1p11a1a3

(ω2
1 − ω2

2)
2
, h12 =

q31
ω1
,

h22 = h11 +
p11a1a2
ω2
1 − ω2

2

, h44 = h33 +
p11a

2
1

ω2
1 − ω2

2

, h34 = 0,

h14 =
(a23ω

2
1 + a1a2ω

2
2)(q31 + q32) + a1a2(a

2
2q13 − v11ω

2
1a3)

a2a3(ω2
1 − ω2

2)ω1
,

h23 = −ω2(a
2
3ω

2
1 + a1a2ω

2
2)(q31 + q32) + ω2a1a2(a

2
2q13 − v11ω

2
1a3)

a2a3(ω2
1 − ω2

2)ω
2
1

.

Îñêiëüêè P0 i εQ1+ε
3Q3 äîäàòíüî âèçíà÷åíi ìàòðèöi, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ

[37] çàâåðøó¹ìî ïðîöåñ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.157) i îñòàòî÷íî îá÷è-

ñëþ¹ìî ìàòðèöþ Q4, ïðèðiâíÿâøè äî íóëÿ âiëüíi ïàðàìåòðè h11, h33 ìàòðèöi

P3. Òàêîæ ïîêëàäåìî ðiâíèìè íóëþ âiëüíi ïàðàìåòðè p11, v11, ùî ñïðîñòèòü

îá÷èñëåííÿ ìàòðèöü P i Q, àëå íå âïëèíå íà ¨õ äîäàòíþ âèçíà÷åíiñòü.
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Îòæå, ìà¹ìî

Q4 = {sij}41 = −1

2
P3A1 −

1

2
AT

1 P3,

äå

s12 =
(a23ω

2
1 + a1a2ω

2
2)(q31 + q32) + a1a

3
2q13

2a3(ω2
1 − ω2

2)ω1
,

s14 = −a1q31
2ω1

+
(a23ω

2
1 + a1a2ω

2
2)(q31 + q32) + a1a

3
2q13

2a2(ω2
1 − ω2

2)ω1
,

s34 =
(a23ω

2
1 + a1a2ω

2
2)(q31 + q32)a1ω2 + a21a

3
2ω2q13

2a2a3(ω2
1 − ω2

2)ω
2
1

,

s11 = s13 = s22 = s23 = s24 = s33 = s44 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿ-

çîê ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñôîðìîâàíî¨ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ìàòðèöi A0 +

εA1:

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ε3P3, Q = εQ1 + ε3Q3 + ε4Q4.

Ïðèêëàä 2.5. Ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó ìàéæå êîíñå-

ðâàòèâíó ñèñòåìó i ïåðåâiðèòè ¨¨ íà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ðóõ îá'¹êòó

ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi÷íèì åôåêòîì [86]

φ̈ = −H
z
3

A
θ̇ +

Hz
2

A
ψ̇ +

M1

A

θ̈ = −H
z
1

G
ψ̇ +

Hz
3

G
φ̇+

M2

G

ψ̈ = −H
z
2

C
φ̇+

Hz
1

C
θ̇ +

M3

C

(2.160)

äå A,G,C - ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ îá'¹êòó ç óðàõóâàííÿì ðîòîðiâ; Hz
i -

ñóìàðíèé âåêòîð êiíåòè÷íèõ ìîìåíòiâ âñiõ ðîòîðiâ ïðè ¨õ îáåðòàííi ùîäî

îá'¹êòó.

Ïiñëÿ ââåäåííÿ çàìiíè çìiííèõ

x1 = φ, x2 = φ̇, x3 = θ, x4 = θ̇, x5 = ψ, x6 = ψ̇ (2.161)

ñèòåìà (2.160) â ìàòðè÷íî¨ ôîðìi áóäå âèãëÿäàòè íàñòóïíèì ÷èíîì
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ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

ẋ6


=



0 1 0 0 0 0

0 0 0 −Hz
3

A 0 Hz
2

A

0 0 0 1 0 0

0 Hz
3

G 0 0 0 −Hz
1

G

0 0 0 0 0 1

0 −Hz
2

C 0 Hz
1

C 0 0


·



x1

x2

x3

x4

x5

x6


+



0
M1

A

0
M2

G

0
M3

C


, (2.162)

àáî, â ñêîðî÷åíié ôîðìi

ẋ = Ãx+Bu = (Ã0 + εÃ1)x+Bu, (2.163)

äå

Ã0 =



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


, εÃ1 =

1

l
·



0 0 0 0 0 0

0 0 0 −Hz
3 l
A 0 Hz

2 l
A

0 0 0 0 0 0

0 Hz
3 l
G 0 0 0 −Hz

1 l
G

0 0 0 0 0 0

0 −Hz
2 l
C 0 Hz

1 l
C 0 0


, (2.164)

l = max{A,G,C}.
Ñèñòåìà (2.163) íå ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ [104], òîìó ùî ÃT

0 ̸= −Ã0.

Äëÿ òîãî ùîá çàñòîñóâàòè âåêòîð u â ïîáóäîâi êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi,

äàíà ñèñòåìà ïîâèííà áóòè êåðîâàíîþ.

Ïåðåâiðèìî óìîâó ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi [19] ñèñòåìè äëÿ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ

ðîçìiðíîñòi âåêòîðà u:

1) ßêùî ìîìåíòè M1,M2,M3 - íåçàëåæíi (âåêòîð u òðèâèìiðíèé), òîäi

Bu =



0 0 0

1
A 0 0

0 0 0

0 1
G 0

0 0 0

0 0 1
C


·


M1

M2

M3

 . (2.165)
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Äëÿ öiëêîì êåðîâàíîñòi ñòàöiîíàðíî¨ ñèñòåìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

ðàíã ìàòðèöi S6 = (B, ÃB, Ã2B, Ã3B, Ã4B, Ã5B) äîðiâíþâàâ 6 [19]. Äëÿ ïå-

ðåâiðêè, äîñòàòíüî âçÿòè ïåðøi øiñòü ñòîâïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Ìà¹ìî

(B, ÃB) =



0 0 0 1
A 0 0

1
A 0 0 0 −Hz

3

AG
Hz

2

AC

0 0 0 0 1
G 0

0 1
G 0 Hz

3

AG 0 −Hz
1

GC

0 0 0 0 0 1
C

0 0 1
C −Hz

2

AC
Hz

1

GC 0


(2.166)

rang(B, ÃB) = 6, îòæå ñèñòåìà ïîâíiñòþ êåðîâàíà.

2) M1 = kM2, (âåêòîð u äâóìiðíèé) òîäi

Bu =



0 0

k
A 0

0 0

1
G 0

0 0

0 1
C


·

[
M2

M3

]
(2.167)

rang(B, ÃB, Ã2B, Ã3B, Ã4B, Ã5B) = 5, îòæå ñèñòåìà íå êåðîâàíà.

3) M1 = kM2 = mM2,(âåêòîð u îäíîìiðíèé) òîäi

Bu =



0

m
A

0

m
kG

0

1
C


·
[
M3

]
(2.168)

rang(B, ÃB, Ã2B, Ã3B, Ã4B, Ã5B) = 4, àáî

det(B, ÃB, Ã2B, Ã3B, Ã4B, Ã5B) = 0, îòæå ñèñòåìà íå êåðîâàíà.
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Òàêèì ÷èíîì, òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè ìîìåíòè M1,M2,M3 - íåçàëåæíi,

ñèñòåìà áóäå ïîâíiñòþ êåðîâàíîþ. À çíà÷èòü, ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâà-

òèâíî¨ ñèñòåìè ìîæëèâî, ÿêùî âåêòîð u òðèâèìiðíèé.

Îáåðåìî âåêòîð u ó âèãëÿäi (2.58)

u = −(K0 + εK1)x.

Òîäi ñèñòåìà (2.163) ïåðòâîðèòüñÿ, ïiñëÿ ïîçíà÷åííÿ Ã0 − BK0 = A0, Ã1 −
BK1 = A1, ó ñèñòåìó (2.60)

ẋ = (A0 + εA1)x

Óìîâà ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè: AT
0 = −A0 òà det(A0) ̸= 0.

Çàäàìî áàæàíèé âèãëÿä ìàòðèöi A0

A0 =



0 1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0


(2.169)

i çíàéäåìî ìàòðèöþ ïðè êåðóâàííi K0 çà ôîðìóëîþ (2.134)

K0 = (BTB)−1BT (Ã0 − A0).

Îòðèìà¹ìî

K0 =


A 0 0 0 0 0

0 0 G 0 0 0

0 0 0 0 C 0

 . (2.170)

Âiäìiòèìî, ùî îáðàíà ìàòðèöÿ A0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

(I −H) · Ã0 = (I −H) · A0 =



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


, (2.171)
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äå

H = B(BTB)−1BT . (2.172)

Îáåðåìî ìàòðèöþ A1 òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

(I −H) · Ã1 = (I −H) · A1 (2.173)

i, êðiì òîãî, îòðèìàíà ìàéæå êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà ç ìàòðèöåþ êîåôiöi-

¹íòiâ A = A0 + εA1, áóëà á àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà. Òàêèì óìîâàì çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíà ìàòðèöÿ

A1 =



0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1


. (2.174)

Çà ôîðìóëîþ (2.136)

K1 = (BTB)−1BT (Ã1 − A1)

çíàéäåìî äðóãèé êîìïîíåíò ïðè êåðóâàííi

K1 =


0 A 0 −Hz

3 l 0 Hz
2 l

0 Hz
3 l 0 G 0 −Hz

1 l

0 −Hz
2 l 0 Hz

1 l 0 C

 . (2.175)

Îòæå, øóêàíå êåðóâàííÿ u, ÿêå ïåðåòâîðþ¹ çàäàíó ñèñòåìó íà ìàéæå êîíñå-

ðâàòèâíó, ìà¹ âèãëÿä

u = −


Ax1 +

A
l x2 −Hz

3x4 +Hz
2x6

Hz
3x2 +Gx3 +

G
l x4 −Hz

1x6

−Hz
2x2 +Hz

1x4 + Cx5 +
C
l x6

 . (2.176)

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè (2.160) õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ÿêî¨

ìà¹ âèãëÿä λ6+ H2
2G+H2

1A+H2
3C

AGC λ4, íå âèêîíó¹òüñÿ êðiòåðié Ðóñà-Ãóðâiöà, à çíà-
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÷èòü ñèñòåìà íå ¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêîþ. Ïåðåâiðèìî íà àñèìïòîòè÷íó ñòié-

êiñòü îòðèìàíó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ

A =



0 1 0 0 0 0

−1 −1
l 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 −1
l 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 −1
l


. (2.177)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹

det(A−λE) = λ6+
3

l
λ5+

3(l2 + 1)

l2
λ4+

6l2 + 1

l3
λ3+

3(l2 + 1)

l2
λ2+

3

l
λ+1. (2.178)

Âèçíà÷íèêè ìàòðèöi Ãóðâiöà äîäàòíi, à ñàìå

a0 = 1,∆1 = a1 =
3

l
> 0,∆2 =

3l2 + 8

l3
> 0,

∆3 = 8
3l2 + 1

l6
> 0,∆4 = 24

l4 + l2 + 1

l8
> 0,

∆5 = 64
1

l9
> 0,∆6 = 1 ·∆5 > 0.

(2.179)

Îòæå, îòðèìàíà çàìêíåíà ìàéæå êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî ñòié-

êà. Çíà÷èòü äëÿ í¹¨ iñíó¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ - ðîçâ'ÿçîê P ìàòðè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1) = −2Q. (2.180)

Çà äîïîìîãîþ MAPLE V çíàéäåìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà, ïî-

êëàâøè

Q = εQ1, (2.181)

äå

Q1 =



q11 0 0 0 0 0

0 q11 0 0 0 0

0 0 q33 0 0 0

0 0 0 q33 0 0

0 0 0 0 q55 0

0 0 0 0 0 q55


. (2.182)
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Îòðèìà¹ìî

P =



2q11 + q11
1
l2 q11

1
l 0 0 0 0

q11
1
l 2q11 0 0 0 0

0 0 2q33 + q33
1
l2 q33

1
l 0 0

0 0 q33
1
l 2q33 0 0

0 0 0 0 2q55 + q55
1
l2 q55

1
l

0 0 0 0 q55
1
l 2q55


. (2.183)

Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ - ðîçâ'ÿçîê P ïîäàíà ó âèãëÿäi

P = P0 +
1

l
P1 +

1

l2
P2. (2.184)

Äàëi çíàéäåìî ìàòðèöþ - ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðà-

ìåòðîì, âèêîðèñòîâóþ÷è íåñêií÷åííó ìàòðè÷íó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ëÿïóíî-

âà [104]. Îäíàê, çàâäÿêè (2.184), áóäåìî øóêàòè òiëüêè P0, P1, P2. Q =

εQ1 + ε2Q2, äå Q1 çàäàìî çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.182) ,Q2 = 0. Íàì çíàäî-

áëÿòüñÿ ëèøå ïåðøi òðè ðiâíÿííÿ

A0P0 − P0A0 = 0

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 + 2Q1

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 + 2Q2

. (2.185)

Ðîçâ'ÿçàâøè ¨õ îòðèìà¹ìî

P0 =



2q11 0 0 0 0 0

0 2q11 0 0 0 0

0 0 2q33 0 0 0

0 0 0 2q33 0 0

0 0 0 0 2q55 0

0 0 0 0 2q55


, (2.186)
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P1 =



0 q11 0 0 0 0

q11 0 0 0 0 0

0 0 q33 0 0

0 0 q33 0 0 0

0 0 0 0 0 q55

0 0 0 0 q55 0


(2.187)

P2 =



q11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 q33 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 q55 0

0 0 0 0 0 0


. (2.188)

ßêùî ïðîñóìóâàòè çíàéäåíi ìàòðèöi çãiäíî ç (2.184), îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò

(2.183)

2.6. Çàñòîñóâàííÿ âåêòîðà êåðóâàííÿ äëÿ ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè òà ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì

Ïîñòàâèìî ìåòó: çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ u, ÿêå îäíî÷àñíî âèðiøóâàëî á äâi

çàäà÷i. Ïåðøà - îòðèìàííÿ íåâèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi, à ÿê íà-

ñëiäîê - ôîðìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè. Äðóãà - ïîáóäîâà îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ [35, 83].

Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî âåêòîð u (2.58) íà ñóìó

u = −(K0 + εK1)x = −K0x− εK1x = u0 + εu1. (2.189)

Ïåðøèé äîäàíîê - u0 - áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îòðèìàííÿ êîñîñèìåòðè-

÷íî¨ ìàòðèöi, à äðóãèé - u1 - äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñèñòåìè.

Ç óðàõóâàííÿì çàäàíîãî u ñèñòåìà (2.57) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ẋ = (Ã0 −BK0 + εÃ1)x− εBK1x. (2.190)
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ßêùî ïîêëàñòè

Ã0 −BK0 = A0, Ã1 = A1 (2.191)

îòðèìà¹ìî íàéáiëüø çðó÷íó ôîðìó çàïèñó ñèñòåìè

ẋ = (A0 + εA1)x− εBK1x (2.192)

Ìàòðèöþ K0 çíàéäåìî ç óìîâè AT
0 = −A0, àáî (2.62).

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ áóäóâàòèìåìî ó âèãëÿäi

u1 = −K1x = −εR−1BTSx (2.193)

ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uT1Ru1)dt (2.194)

äåQ ∈ ℜ2n×2n - íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, R ∈ ℜm×m - äîäàòíî âèçíà÷åíà

ìàòðèöÿ, S ∈ ℜ2n×2n - äîäàòíî - âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ - ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(A0 + εA1)
TS + S(A0 + εA1)− ε2SBR−1BTS +Q = 0 (2.195)

Ââåäåìî çàìiíó P = εS, òîäi ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi çàïèøåòüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1)− εPBR−1BTP + εQ = 0 (2.196)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä, ÿêèé îïèñàíèé â [105], áóäåìî øóêàòè ìàòðèöþ -

ðîçâ'ÿçîê P ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðàìåòðîì

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ... (2.197)

Ìàòðèöþ Q òàêîæ ðîçêëàäåìî çà ñòåïåíÿìè ε

Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ... (2.198)

Êîìïîíåíòè ìàòðèöi P çíàéäåìî ç íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

òèïó Ðiêêàòi

A0P0 − P0A0 = 0, (2.199)
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A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 − P0BR

−1BTP0 +Q0,

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 − P1BR

−1BTP0 − P0BR
−1BTP1 +Q1,

................

A0Pi − PiA0 = Pi−1A1 + AT
1 Pi−1 −

i∑
k=1

PkBR
−1BTPi−k +Qi−1,

.................

(2.200)

Ïðèêëàä 2.6. Çàäàíi ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ðóõó ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ õà-

ðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ [122]

Amα̈+ f1α̇−Hβ̇ cos β0 −Kβ = 0

Bmβ̈ + f2β̇ +Hα̇ cos β0 = 0
(2.201)

äå f1, f2 - åêâiâàëåíòíi êîåôiöi¹íòè ìîìåíòiâ ñèë â'ÿçêîãî òåðòÿ; Am - ïðè-

âåäåíèé ìîìåíò iíåðöi¨ âñi¹¨ ñèñòåìè ùîäî îñi îáåðòàííÿ çîâíiøíüî¨ ðàìêè;

Bm -ìîìåíò iíåðöi¨ ãiðîìîòîðà ùîäî îñi îáåðòàííÿ âíóòðiøíüî¨ ðàìêè; K -

êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi ñèñòåìè êîðåêöi¨.

Çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ u, ÿêå îäíî÷àñíî âèðiøóâàëî á çàäà÷ó ôîðìóâàííÿ

ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, òà çàäà÷ó ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçâ'ÿçêó áóäåìî ââàæàòè, ùî f1 = f2 = 0. Äîäàíîê Kβ íà-

ëåæèòü äî ìîìåíòó çîâíiøíiõ ñèë. Ïåðåïèñàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü â ìàòðè÷íié

ôîðìi òà çiñòàâèâøè iç ñèñòåìîþ âèäó (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,

ïîçíà÷èìî

Ã0 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , B =


0 0

0 b22

0 0

b41 0



εÃ1 = εA1 = cos β0


0 0 0 0

0 0 0 H
Am

0 0 0 0

0 − H
Bm

0 0

 .
(2.202)
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Ç óðàõóâàííÿì, ùî Ã0 + εÃ1 = Ã çíàéäåìî ìàòðèöþ

S4 = (B, ÃB, Ã2B, Ã3B) =
0 0 0 b22

H cosβ0b41
A

0 b22
H cosβ0b41

Am
0 0

0 0 b41 0 0

b41 0 0 −H cosβ0b22
Bm

−H2 cos2 β0b41
AmBm

0 0 −H2 cos2 β0b22
AmBm

−H2 cos2 β0b22
AmBm

−H3 cos3 β0b41
A2

mBm
0

−H cosβ0b22
Bm

−H2 cos2 β0b41
AmBm

0

0 0 H3 cos3 β0b22
AmB2

m

 .
(2.203)

Ðàíã ìàòðèöi S4 äîðiâíþ¹ 4, à çíà÷èòü ñèñòåìà (2.57) ç çàäàíèìè ìàòðèöÿìè

(2.202) ¹ ïîâíiñòþ êåðîâàíîþ [19].

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i çàäàìî âåêòîð u ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ

äîäàíêiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ áóäå âiäïîâiäàòè çà îòðèìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâ-

íî¨ ñèñòåìè, à äðóãèé - çà ïîáóäîâó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.189)

u = −(K0 + εK1)x = −K0x− εK1x = u0 + εu1.

Îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi äi¨ çàäàíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìà (2.192)

ẋ = (A0 + εA1)x− εBK1x,

äå Ã0 − BK0 = A0, Ã1 = A1, ïîâèííà áóòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ, òîáòî

AT
0 = −A0 òà det(A0) ̸= 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi K0 â÷èíèìî òàê. Çàäàìî áàæàíèé âèä ìàòðèöi

A0 i ç ðiâíÿííÿ Ã0 −BK0 = A0, îòðèìà¹ìî

BK0 = Ã0 − A0. (2.204)

Çâiäêè

K0 = B+ · (Ã0 − A0) (2.205)

äå B+ - ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ [23], ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

B+ = (B∗ ·B)−1 ·B∗ (2.206)
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Îòæå, îáåðåìî íàñòóïíèé âèä ìàòðèöi A0

A0 =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 (2.207)

òîäi

Ã0 − A0 =


0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

 (2.208)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (2.206) òà (2.205) çíàéäåìî

B+ =

[
0 0 0 1

b41

0 1
b22

0 0

]
(2.209)

òà

K0 =

[
0 0 1

b41
0

1
b22

0 0 0

]
. (2.210)

Çíàþ÷è K0 ìîæíà çàïèñàòè âèä ïåðøîãî äîäàíêà â øóêàíîìó êåðóâàííi.

À ñàìå

u0 =

[
− x3

b41

− x1

b22

]
. (2.211)

Äàëi çíàõîäèìî äðóãó ÷àñòèíó âåêòîðó êåðóâàííÿ. Ïîáóäó¹ìî îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi (2.193)

u1 = −K1x = −εR−1BTSx

ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi (2.194)

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uT1Ru1)dt

äå Q ∈ ℜ2n×2n - íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, R ∈ ℜm×m - äîäàòíüî âè-

çíà÷åíà ìàòðèöÿ, S ∈ ℜ2n×2n - äîäàòíüî - âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ - ðîçâ'ÿçîê

ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi (2.195)

(A0 + εA1)
TS + S(A0 + εA1)− ε2SBR−1GTS +Q = 0
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Ââåäåìî çàìiíó P = εS, òîäi ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi çàïèøåòüñÿ òàê

(2.196)

(A0 + εA1)
TP + P (A0 + εA1)− εPGR−1BTP + εQ = 0

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä, ÿêèé îïèñàíèé â [105], áóäåìî øóêàòè ìàòðèöþ -

ðîçâ'ÿçîê P ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðàìåòðîì

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ...

Ìàòðèöþ Q òàêîæ ðîçêëàäåìî çà ñòåïåíÿìè ε

Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ...

Êîìïîíåíòè ìàòðèöi P çíàéäåìî ç íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

òèïó Ðiêêàòi (2.199) i (2.200)

A0P0 − P0A0 = 0,

A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 − P0BR

−1BTP0 +Q0,

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1 − P1BR

−1BTP0 − P0BR
−1BTP1 +Q1,

................

A0Pi − PiA0 = Pi−1A1 + AT
1 Pi−1 −

i∑
k=1

PkBR
−1BTPi−k +Qi−1,

.................

Çíàéäåìî ìàòðèöþ P ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè çà ε, òîáòî

P = P0 + εP1. Òîäi Q = Q0 + εQ1, Q0 = diag{q01, q01, q03, q03}, Q1 = 0. R =

diag{r1, r1}. Ðîçâ'ÿçàâøè, çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨

àëãåáðè Maple V ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé âèä ìàòðèöi

P0

P0 =


p011 0 p013 p014

0 p011 −p014 p013

p013 −p014 p033 0

p014 p013 0 p033

 (2.212)
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Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ êîìïîíåíò

ìàòðèöi P0, òà çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi P1. Îòæå

p011 =

√
2q01r1
b22

, p013 = 0, p014 = 0,

p033 =

√
2q01r1Bm

b22Am
.

(2.213)

P1 =


p111

1
2q01 p113 p114

1
2q01 p111 −p114 p113

p113 −p114 p133
1
2q03

p114 p113
1
2q03 p133

 (2.214)

Êðiì òîãî,ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî

q03 =
B2

mb
2
41

A2
mb

2
22

q01 (2.215)

Ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè çíàéäåìî êîìïîíåíòè ìàòðèöi P1, à ñàìå

p111 = p133 = p113 = 0, p114 =

√
2q01r1H

4Amb22
(2.216)

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê P ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä

P =



√
2q01r1
b22

ε12q01 0 ε
√
2q01r1H
4Amb22

ε12q01
√
2q01r1
b22

−ε
√
2q01r1H
4Amb22

0

0 −ε
√
2q01r1H
4Amb22

√
2q01r1Bm

b22Am
εq01B

2
mb241

2A2
mb222

ε
√
2q01r1H
4Amb22

0 εq01B
2
mb241

2A2
mb222

√
2q01r1Bm

b22Am

 (2.217)

Òîäi ìàòðèöÿ S, äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, çàïèøåòüñÿ ç

òî÷íiñòþ äî íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ó âèãëÿäi

S =



√
2q01r1
b22ε

1
2q01 0

√
2q01r1H
4Amb22

1
2q01

√
2q01r1
b22ε

−
√
2q01r1H
4Amb22

0

0 −
√
2q01r1H
4Amb22

√
2q01r1Bm

b22Am

q01B
2
mb241

2A2
mb222√

2q01r1H
4Amb22

0 q01B
2
mb241

2A2
mb222

√
2q01r1Bm

b22Amε

 (2.218)
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Îòðèìàëè íàñòóïíèé âèãëÿä ìàòðèöi K1

K1 =

εb41
√
2q01r1H

4r1b22Am
0 εb341q01B

2
m

2r1A2
mb222

b41
√
2q01r1Bm

r1b22Am

εb22q01
2r1

√
2q01r1
r1

−ε
√
2q01r1H
4r1Am

0

 (2.219)

à ÿê íàñëiäîê - äðóãèé äîäàíîê âåêòîðó êåðóâàíü

u1 =

−εb41
√
2q01r1Hx1

4r1b22Am
− εb341q01B

2
mx3

2r1A2
mb222

− b41
√
2q01r1Bmx4

r1b22Am

−εb22q01x1

2r1
−

√
2q01r1x2

r1
+ ε

√
2q01r1Hx3

4r1Am

 (2.220)

Ïiäñóìîâóþ÷è çíàéäåíi êîìïîíåíòè, çàïèøåìî îñòàòî÷íèé âèãëÿä øóêàíîãî

êåðóâàííÿ

u =

− x3

b41
+ ε(−εb41

√
2q01r1Hx1

4r1b22Am
− εb341q01B

2
mx3

2r1A2
mb222

− b41
√
2q01r1Bmx4

r1b22Am
)

− x1

b22
+ ε(−εb22q01x1

2r1
−

√
2q01r1x2

r1
+ ε

√
2q01r1Hx3

4r1Am
)

 (2.221)

çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äâi ïîñòàâëåíi çàäà÷è.

2.7. Ôîðìóâàííÿ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòå-

ìè çà äîïîìîãîþ âåêòîðà êåðóâàííÿ

Â ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ âèâ÷àâñÿ äåÿêèé êëàñ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ñèñòåì ïàðíîãî ïîðÿäêó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, ÿêèé ìîæíà çâåñòè äî

íåïåðåðâíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì [104] çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî

çâ'ÿçêó. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ äåÿêîãî êëàñó ëiíiéíèõ

äèñêðåòíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹

çàñòîñóâàòè äî äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì ðîçðîáëåíi ðàíiøå

ñïðîùåíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi [40], ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿ-

òîðà [41] òà ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè [39].

Ðîçãëÿíåìî ïîâíiñòþ êåðîâàíó ëiíiéíó äèñêðåòíó ñèñòåìó ç ìàëèì ïàðà-

ìåòðîì

x(k+1) = F (ε)x(k)+Gu(k) = (F̃0+εF̃1)x(k)+Gu(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . ,

(2.222)

ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

F̃0F̃0
T ̸= In, (2.223)
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äå x(k) = [x1(k), . . . , xn(k)]
T ∈ Rn � âåêòîð ñòàíó, F̃0, F̃1 ∈ Rn×n, u(k) =

[u1(k), . . . , um(k)]
T ∈ Rm � âåêòîð êåðóâàíü, G ∈ Rn×m, rangG = m, ε � ìà-

ëèé ïàðàìåòð. Òóò In � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n.

Ç óìîâè (2.223) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (2.222) íå ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâíîþ

[40], à äëÿ îòðèìàííÿ òàêî¨ ïîáóäó¹ìî ëiíiéíèé ñòàòè÷íèé çâîðîòíié çâ'ÿçîê

çà ñòàíîì

u(k) = −(H0 + εH1)x(k). (2.224)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (2.224) â (2.222), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó çàìêíåíó ñèñòåìó:

x(k + 1) = (F0 + εF1)x(k), (2.225)

äå, ÿêùî iñíó¹ âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ H0, òî

F0 = F̃0 −GH0, F0F
T
0 = F T

0 F0 = In, F1 = F̃1 −GH1. (2.226)

Ç óìîâ (2.226) âèïëèâà¹, ùî çàìêíåíà ñèñòåìà (2.225) ¹ ìàéæå êîíñåðâàòèâ-

íîþ.

Òåïåð áóäåìî ðóõàòèñü ó çâîðîòíîìó íàïðÿìêó: ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî íå-

îáõiäíó ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ, à ïîòiì îá÷èñëèìî âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó.

ßêùî ââàæàòè, ùî îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ F0 ðiâíÿííÿ (2.225) çàäàíà, òî ç

ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (2.226) ëåãêî çíàõîäèìî ìàòðèöþ H0, îñêiëüêè ìàòðèöÿ G

ïîâíîãî ðàíãó.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

H0 = (GTG)−1GT (F̃0 − F0). (2.227)

Äàëi ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ H0 ç (2.227) â ïåðøå ðiâíÿííÿ (2.226) i îòðèìà¹ìî

òàêó ðiâíiñòü (
I −G(GTG)−1GT

)
F̃0 =

(
I −G(GTG)−1GT

)
F0. (2.228)

Î÷åâèäíî, ùî íå äëÿ âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü F0 (2.228) ¹ òîòîæíiñòþ.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè ìàòðèöþ H1, êîëè çàäàòè

ìàòðèöþ F1

H1 = (GTG)−1GT (F̃1 − F1). (2.229)
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Äàëi ïiäñòàâèìî (2.229) â äðóãå ðiâíÿííÿ (2.226) i îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü àíàëî-

ãi÷íó (2.228), ÿêùî ìàòðèöÿ F1 äîïóñòèìà(
I −G(GTG)−1GT

)
F̃1 =

(
I −G(GTG)−1GT

)
F1. (2.230)

I â öüîìó âèïàäêó íå âñi ìàòðèöi F1 áóäóòü äîïóñòèìèìè, òîáòî òiëüêè äåÿêèé

êëàñ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ (2.230).

Ìàòðèöÿ S = G(GTG)−1GT ¹ ìàòðèöåþ ïðîåêòóâàííÿ, âîíà ñèìåòðè-

÷íà òà iäåìïîòåíòíà, òîáòî ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ îäèíè÷íi òà íóëüîâi [143] i

rang(S) = rang(G). [146]. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíà ìàòðèöÿ ïðîåêòóâàííÿ

ìà¹ m îäèíè÷íèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè (2.228) âèêîíóþòü

ïðîåêòóâàííÿ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ìàòðèöü F̃0, F0 íà îðòîãîíàëüíå

äîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ ìàòðèöi G. Ôîðìóëà (2.228) áóäå òîòîæíiñòþ

òîäi, êîëè õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi F0 ïðîåêöi¨ âñiõ âiäïîâiä-

íèõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ çáiãàþòüñÿ.

Ìàòðèöåþ ïðîåêòóâàííÿ áóäå òàêîæ ìàòðèöÿ I − S [143]. Ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ðîçiìêíåíî¨ òà çàìêíåíî¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ ìåòîäà íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Òåîðåìà,

ùî âèðàæà¹ öåé ôàêò, çà çìiñòîì ïîâíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç òåîðåìîþ 2.1., àëå â

ïîçíà÷åííÿõ äëÿ äèñêðåòíèõ ñèñòåì íàáóâà¹ âèãëÿäó

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé ỹ0i , y
0
i ∈ Rm ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ àëãåáðà-

¨÷íèõ ðiâíÿíü

Gỹi = f̃i, Gyi = fi, i = 1, n,

F̃0 =
[
f̃1, f̃2, . . . , f̃n

]
, F0 =

[
f1, f2, . . . , fn

]
, f̃i, fi ∈ Rn,

(2.231)

çíàéäåíi çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.

Òîäi äëÿ âñiõ ìàòðèöü êîåôiöi¹íòiâ F0, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè çà äîïî-

ìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.224), âåêòîðè-íåâ'ÿçêè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ

àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.231) çáiãàþòüñÿ

Gỹ0i − f̃i = Gy0i − fi, i = 1, n. (2.232)

Öÿ òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ ìàòðèöü F̃1, F1.
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Îñêiëüêè çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ äëÿ ÿêî¨

çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ (2.232), òî íà íå¨ ìîæíà íàêëàäàòè äîäàòêîâi óìîâè,

òîáòî âèáèðàòè ¨¨ ç ïåâíîãî êëàñó ìàòðèöü (íàïðèêëàä, îðòîãîíàëüíèõ). Ïðè

ïîâíié êåðîâàíîñòi ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè çàâæäè ìîæíà ïîáóäóâàòè

îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, ÿêèé ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó, òîáòî

ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè âèáèðà¹òüñÿ ç êëàñó àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèõ ìàòðèöü [159].

Óìîâà îäíàêîâèõ ïðîåêöié âiäïîâiäíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöü F̃0, F0 (ðiâíÿ-

ííÿ (2.228)) ïðè çàãàëüíîìó âèãëÿäi ìàòðèöi G, ÿê i äëÿ íåïåðåðâíèõ ñè-

ñòåì, íå äà¹ åôåêòèâíîãî ñïîñîáó îòðèìàííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi. Òîìó

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â ìàòðèöi ïîâíîãî ðàíãó G ñòîâïöi ¹ îäèíè÷íè-

ìè âåêòîðàìè, òîáòî G =
[
ei1 ei2 · · · eim

]
, äå ej ∈ Rn � âåêòîð ç îäèíè-

öåþ íà j-ìó ìiñöi i íóëÿìè íà iíøèõ ìiñöÿõ. Iç ñòðóêòóðè ìàòðèöi G âè-

ïëèâà¹ ðiâíiñòü GTG = Im. Çàïèøåìî ìàòðèöþ G òàêîæ ó òàêîìó âèãëÿ-

äi G =


ẽT1

· · ·
ẽTn

 , GT =
[
ẽ1 · · · ẽn

]
, ẽi ∈ Rm, ïðè÷îìó òiëüêè âåêòîðè

ẽij , j = 1,m ¹ îäèíè÷íi ðîçìiðíîñòim, à iíøi � íóëüîâi. Òîäi åëåìåíòè ìàòðè-

öi U = GGT = {uij}n1 äîðiâíþþòü uij = ẽTi ẽj =

{
1 ïðè i = j ∈ {i1, . . . , im}
0 � â iíøèõ âèïàäêàõ

.

Âèçíà÷èìî äëÿ ÿêèõ ìàòðèöü F̃0 ðiâíÿííÿ (2.228) áóäå ìàòè ðîçâ'ÿçêîì

îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ F0. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ S ìà¹ íåíóëüîâèìè òiëüêè åëå-

ìåíòè (i1, i1), (i2, i2), . . . , (im, im), òî â ìàòðèöi I−S áóäóòü íåíóëüîâèìè òiëü-

êè åëåìåíòè (j, j), j ∈ {1, n}\{i1, i2, . . . , im}. Òîäi ìàòðèöi (I−S)F̃0, (I−S)F0

ìàòèìóòü íóëüîâèìè ðÿäêè i1, i2, . . . , im, ïðè÷îìó öå áóäóòü âiäïîâiäíî ìà-

òðèöi F̃0, F0 ç îáíóëåíèìè öèìè ðÿäêàìè. Âèõîäÿ÷è iç çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè

îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi [23], äëÿ âèêîíàííÿ (2.228) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá

äëÿ ðÿäêiâ l, j ∈ {1, n}\{i1, i2, . . . , im} ìàòðèöi F̃0 = {f̃ij}n1 âèêîíóâàëàñü óìî-

âà: F̃0,l∗F̃
T
0,j∗ = δlj, äå δlj =

{
1, ÿêùî l = j,

0, ÿêùî l ̸= j
. Òîäi çâ'ÿçàíi åëåìåíòè ìàòðèöi

F0 = {fij}n1 òàêi: flj = f̃lj, l ∈ {1, n}\{i1, i2, . . . , im}, j = 1, n. Iíøi åëåìåí-
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òè çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè ïàðàìåòðàìè, ÿêi ìîæóòü íàáóâàòè òiëüêè òàêèõ

çíà÷åíü, ùî çàáåçïå÷óþòü îðòîãîíàëüíiñòü ìàòðèöi F0.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ìàòðèöÿ ïðè êåðóâàííi ñèñòåìè (2.222) ìà¹ âèãëÿä

G = [ei1, ei2, . . . , eim], rangG = m, eij ∈ Rn, j = 1,m.

Òîäi çà äîïîìîãîþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.224) ìîæíà îòðèìàòè äåÿêó

îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ F0 = F̃0 −GH0, F
T
0 F0 = F0F

T
0 = I â òîìó i òiëüêè

â òîìó âèïàäêó, êîëè ðÿäêè {1, n}\{i1, i2, . . . , im} ìàòðèöi F̃0 îðòîãîíàëüíi.

Âiäïîâiäíi ðÿäêè ìàòðèöi F0 ìàþòü çáiãàòèñÿ ç íèìè, à ðÿäêè i1, i2, . . . , im

� äîâiëüíi, àëå òàêi, ùî çàáåçïå÷óþòü îðòîãîíàëüíiñòü øóêàíî¨ ìàòðèöi.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ (2.230), ñòðóêòóðó ìàòðèöi F1 (òàêîæ H1) âèáèðà¹-

ìî, âèõîäÿ÷è ç ïðàêòè÷íî¨ äîöiëüíîñòi, íàïðèêëàä äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ çàìêíåíî¨

ñèñòåìè. Ç äðóãî¨ ñòîðîíè ìàòðèöþH1 ìîæíà îòðèìàòè íå ç ðiâíÿííÿ (2.229),

à ïðè ïîáóäîâi îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè [41] ÷è ç ñèñòåìè íåðiâíîñòåé äëÿ ¨¨ ñòàáiëiçàöi¨ [39].

Ïðèêëàä 2.7. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.222) ç ìàòðèöÿìè êîåôiöi¹íòiâ

F (ε) =


m1 m2 m3 + ε m4

−3/5 4/5 0 2 ε

0 3 ε 12/13 5/13

l1 + 4 ε l2 l3 l4

 , G =


1 0

0 0

0 0

0 1

 .

Òóò mi, li, i = 1, 4 � äåÿêi ïàðàìåòðè, ε � ìàëèé ïàðàìåòð.

Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó çà äîïîìîãîþ çâîðî-

òíîãî çâ'ÿçêó (2.224) (ìàòðèöÿ H0) òà çíàéòè äëÿ íå¨ îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð

(ìàòðèöÿ H1) ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

Ĵ =
∞∑
k=0

[
xT (k)Qx(k) + uT (k)Ru(k)

]
, (2.233)

äå Q = I4, R = 2I2.

Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó,ùî çàäàíà ñèñòåìà ïîâíiñòþ êåðîâàíà. Ìà-
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òðèöþ F (ε) çàïèøåìî ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ìàòðèöü F (ε) = F̃0 + εF1, äå

F̃0 =


m1 m2 m3 m4

−3/5 4/5 0 0

0 0 12/13 5/13

l1 l2 l3 l4

 , F1 =


0 0 1 0

0 0 0 2

0 3 0 0

4 0 0 0

 .

Òóò ìè çîáðàçèëè ìàòðèöþ çáóðåííÿ ÷åðåç F1 çàìiñòü F̃1, âèõîäÿ÷è ç ïîäàëü-

øèõ ñïðîùåíü.

Îñêiëüêè ðÿäêè F̃0,2∗ F̃0,3∗ ìàòðèöi F̃0 îðòîãîíàëüíi òà íîðìîâàíi, à òàêîæ

â ìàòðèöi (I − S)F̃0 ïåðøèé i ÷åòâåðòèé ðÿäêè íóëüîâi, òî çà äîïîìîãîþ çâî-

ðîòíîãî çâ'ÿçêó (2.224) ìîæíà îòðèìàòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ. Äëÿ öüîãî

ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü F̃0,i∗F̃
T
0,j∗ = δij, i ≤ j, i, j ∈ {1, 4} ç âèëó÷å-

ííÿì òîòîæíîñòåé F̃0,2∗F̃
T
0,2∗ = 1, F̃0,2∗F̃

T
0,3∗ = 0, F̃0,3∗F̃

T
0,3∗ = 1, ïðè íåâiäî-

ìèõ F̃0,1∗, F̃0,4∗ i âèáèðà¹ìî îäèí ç ¨¨ ðîç'ÿçêiâ F̃0,1∗ = [4/5, 3/5, 0, 0], F̃0,4∗ =

[0, 0,−5/13, 12/13]. Ïîáóäîâàíà îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè òà

ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó (ôîðìóëà (2.227)) ìàþòü âèãëÿä

F0 =


4/5 3/5 0 0

−3/5 4/5 0 0

0 0 12/13 5/13

0 0 −5/13 12/13

 , H0 =

[
m1 − 4

5 m2 − 3
5 m3 m4

l1 l2 l3 +
5
13 l4 − 12

13

]
.

Âiäçíà÷èìî, ùî çíàéäåíèé ðåãóëÿòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó âèêîíó¹ ïåâíi ðîáà-

ñíi ôóíêöi¨ � êîìïåíñó¹ ïàðàìåòðè mi, li, i = 1, 4.

Ìàòðèöÿ F0 çîáðàæåíà â êàíîíi÷íié ôîðìi, òîìó äëÿ ïîáóäîâè îïòè-

ìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà çàñòîñó¹ìî àëãîðèòì [41]. Ðåãóëÿòîð áóäå îïòèìàëüíèì,

ÿêùî âèáðàòè [144]

H1 =
(
εGTPG+R

)−1
GTPF, (2.234)

äå F = F0 + εF1, à Rn×n ∋ P � ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ-

ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

P = F TPF − εF TPG
(
εGTPG+R

)−1
GTPF + εQ. (2.235)
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Òóò Q òà R � ìàòðèöi ç (2.233).

Âèõîäÿ÷è ç (2.235), áóäåìî øóêàòè ìàòðèöþ-ðîç'ÿçîê P òà ìàòðèöþ Q ó

âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ïàðàìåòðîì ε

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ..., Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ... . (2.236)

Ç (2.235) îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi [41]

P0 − F T
0 P0F0 = 0, (2.237)

Pi − F T
0 PiF0 = F T

1 Pi−1F0 + F T
0 Pi−1F1 −

∑
(k,j,q,l,t)∈J(i)

F T
k PjGMqG

TPlFt +Qi−1,

i = 1, 2, ...,

(2.238)

äå

M0 = R−1, Mi = −R−1
i∑

k=1

GTPk−1GMi−k, i = 1, 2, ... .

Òóò J(i) = {(i1, i2, i3, i4, i5) | i1, i5 ∈ {0, 1}; i2, i3, i4 ∈ {0, i− 1};
5∑

j=1

ij = i − 1}

� ìíîæèíè iíäåêñiâ, i = 1, 2, ... . Ïîêëàäà¹ìî Q0 = I4, Qi = 0, i = 1, 2, . . . .

Ìàòðèöÿ F0 ìà¹ ðiçíi âëàñíi âëàñíi çíà÷åííÿ, òîìó ìàòðèöÿ P0, ÿê ïåðå-

ñòàâíà ç íåþ (2.237), ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó P0 = {c10, c10, c20, c20}, äå

c10 =
a11 + a22 +

√
(a11 + a22)2 + (b11 + b22)(v11 + v22)

b11 + b22
= 2,

c20 =
a33 + a44 +

√
(a33 + a44)2 + (b33 + b44)(v33 + v44)

b33 + b44
= 2,

(2.239)

A = {aij}41 = F0F
T
1 , B = {bij}41 = GR−1GT , V0 = {vij}41 = F0Q0F

T
0 .

Äàëi îá÷èñëþ¹ìî åëåìåíòè ìàòðèöi P1 = {pij}41 ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòå-
ìè (2.238) çà ôîðìóëàìè

p22 = p11 + d11 −
f11
f12

d22 = p11 − 1, p12 = −1

2

(
f11
f12

d11 + d22

)
=

2

3
,

p44 = p33 + d33 −
f33
f34

d44 = p33 + 1, p34 = −1

2

(
f33
f34

d33 + d44

)
= −6

5
,

p13 = −d13
2

− f12d23 − f34d14
2(f11 − f33)

=
2043

520
,

p14 = −d14
2

− f12d24 + f34d13
2(f11 − f33)

=
1557

520
,
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p23 = −d23
2

+
f12d13 + f34d24
2(f11 − f33)

= −7651

520
,

p24 = −d24
2

+
f12d14 − f34d23
2(f11 − f33)

= −1699

520
,

äå F0 = {fij}41, D1 = {dij}41 = AP0 + P0A
T − P0BP0 + V0.

Çîáðàçèìî ìàòðèöþ-ðîçâ'ÿçîê P = P0+ εP1 ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(2.235) äëÿ ε = .01

P =


1.931826923 0.0066666667 0.0392884615 0.0299423077

0.0066666667 1.921826923 −0.1471346154 −0.0326730769

0.0392884615 −0.1471346154 1.88125 −0.012

0.0299423077 −0.0326730769 −0.012 1.89125

 ,
λ1 = 1.738399549, λ2 = 1.888223322, λ3 = 1.942988817, λ4 = 2.056542158 òà

ìàòðèöþ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó H1 (2.234)

H1 =

[
0.7639417761 0.5772291817 0.0218775563 0.0211087093

0.0589321977 −0.0043121793 −0.3656363992 0.8620948477

]
.

Òîäi ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè Fz = F (ε) − G(H0 + εH1)

ïðè ε = .01 íàáóäå âèãëÿäó

Fz =


0.7923605822 0.5942277082 0.0097812244 −0.0002110871

−3/5 4/5 0 0.02

0 0.03 12/13 5/13

0.0394106780 0.0000431218 −0.3809590206 0.9144559746

 ,
âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêî¨ äîðiâíþþòü λ1,2 = .7957519546 ± .5972509677i, λ3,4 =

.9191947853± .3826620915i i çà ìîäóëåì ìåíøi îäèíèöi.

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà ñèñòåìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ïîáóäî-

âàíîãî ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî íàáëèæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñòàáiëi-

çîâàíà.

2.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [135, 112, 113,

114, 43, 137] i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:
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• ïîêàçàíî, ùî çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíîãî âèáîðó âåêòîðà êåðóâàíü ìî-

æëèâî îòðèìàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¨ ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè ñïðîùåíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi, ïîáóäîâè îïòèìàëüíî-

ãî ðåãóëÿòîðà òà ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìàòè òàêîæ

àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè ó äîñèòü ñêëàäíèõ âèïàäêàõ;

• äîñëiäæåíi óìîâè iñíóâàííÿ áàæàíîãî êåðóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî

ìîæíà îòðèìàòè ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó;

• âèêîðèñòàíèé ïiäõiä, ÿêèé çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíî¨ äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ ó ôîðìi Ôðîáåíióñà, äå

ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ íåîáõiäíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ, à ïîòiì îá÷èñëþ¹-

òüñÿ âåêòîð çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó.;

• äîâåäåíi òåîðåìè, ùî âêàçóþòü íà íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïîáóäîâè

ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì;

• ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà áóäóâàòè êåðóâàííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî âèðiøóâàëî á

äâi çàäà÷i: îòðèìàííÿ íåâèðîäæåíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi òà ïîáó-

äîâà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ;

• ïîáóäîâàíà ëiíiéíà äèñêðåòíà ìàéæå êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà òà íàâåäåíi

âiäïîâiäíi òåîðåìè;

• äîâåäåíî êîðåêòíiñòü ðîçêëàäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïó-

íîâà òà Ðiêêàòi â íåñêií÷åííi ðÿäè òà äîñëiäæåíà ¨õ ñòiéêiñòü;

• íàâåäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäèê òà àëãîðè-

òìiâ äî ìîäåëåé ãiðîâåðòèêàëi, ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ

ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ òà îá'¹êòà ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi÷íèì åôåêòîì.
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ÐÎÇÄIË 3

ÌÎÄÀËÜÍÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ ÔÎÐÌÓÂÀÍÍß ÌÀÉÆÅ

ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèðiøó¹òüñÿ çàäà÷à îòðèìàííÿ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè ìåòîäàìè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ, ïðè ÿêîìó çàçäàëåãiäü

ìîæíà çàäàòè áàæàíå ðîçòàøóâàííÿ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ [4],

[6], [67], [69].

Çàïðîïîíîâàíî ïîêðîêîâèé îïèñ çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñè-

ñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ.

Îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ

ñèñòåìè ïîðÿäêó 2n ç m - âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ;

Çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó, ç ìåòîþ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íî ñòié-

êî¨ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, ïðîiëþñòðîâàíî íà ìîäåëi êåðîâàíîãî ãi-

ðîñòàáiëiçàòîðà.
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3.1. Ïîáóäîâà àëãîðèòìó, ÿêèé ðåàëiçó¹ ìîäàëüíèé ïiäõiä äî ôîð-

ìóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ ïîáóäîâè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíî¨ ñòàöiî-

íàðíî¨ ñèñòåìè âèãëÿäó (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,

Çàäàìîñÿ ìåòîþ îòðèìàòè â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü, ìàéæå êîíñåðâàòèâíó

òà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêó ñèñòåìó. Âåêòîð u îáåðåì ó âèãëÿäi (2.58)

u = −(K0 + εK1)x = −Kx.

Ïåðøèé äîäàíîê öüîãî âåêòîðà áóäå âiäïîâiäàòè çà îòðèìàííÿ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, à äðóãèé - çà àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü. Cèñòåìà (2.57)

ïåðåòâîðèòüñÿ ó âèãëÿä (2.60)

ẋ = (Ã0 −BK0 + ε(Ã1 −BK1))x = (A0 + εA1)x = Ax.

Ïðè öüîìó áàæàíî, ùîá ìàòðèöÿ A0 áóëà êîñîñèìåòðè÷íîþ àáî çâîäèëàñÿ

äî òàêî¨ çà äîïîìîãîþ íåîñîáëèâîãî ïåðåòâîðåííÿ. Òàêîæ íåõàé det(A0) ̸= 0.

Çãiäíî ç òåîði¹þ ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ [4], [6], [67], [69] ìîæíà äëÿ êåðîâà-

íèõ ñèñòåì çàçäàëåãiäü âèáðàòè áàæàíèé âèä õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

ñèñòåìè, çàìêíåíî¨ çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì çà ñòàíîì. Òîìó âèìàãàòèìåìî, ùîá

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A0 áóëè ÷èñòî óÿâíi, à ìàòðèöi

A -êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè.

Çàïðîïîíó¹ìî ïîêðîêîâèé îïèñ çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñè-

ñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ.

I. Ïåðåâiðêà óìîâè ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè {Ã, B},äå Ã = Ã0 + εÃ1,

ÿê íåîáõiäíî¨ òà äîñòàòíüî¨.

II. Ïîáóäîâà ìàòðèöi K0, ç ìåòîþ îòðèìàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-

÷ëåíà ìàòðèöi Ã0 −BK0 âèãëÿäó

A0(λ) = (λ2 + ω2
1) · (λ2 + ω2

2) = λ4 + (ω2
1 + ω2

2) · λ2 + ω2
1 · ω2

2 (3.1)
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Çàóâàæåííÿ 1. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ âèçíà÷åííÿ K0, ¹ âèêîíàííÿ óìîâè

ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè {Ã0, B}.
Çàóâàæåííÿ 2. Ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i ïîáóäîâè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

ñèñòåìè ç äâîìà âõîäàìè âèêîíóþòü ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó, ïiäáèðà¹òüñÿ

òàêèé çâîðîòíèé çâ`ÿçîê çà ñòàíîì, ùîá îòðèìàíà ñèñòåìà áóëà á êåðîâàíà

çà äîïîìîãîþ îäíîãî âõîäó. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè [6].

Íà äðóãîìó åòàïi áóäó¹òüñÿ êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè ç îäíèì âõîäîì.

Îòæå,

1. Ìàòðèöþ K0 ïðåäñòàâëÿ¹ìî ó âèãëÿäi

K0 =M0 +M1, (3.2)

ïðè÷îìó M0 ïîâèííà áóòè îáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùîá ïàðà ìàòðèöü {Ã0 −
BM0, bi} áóëà êåðîâàíà. bi - âiäìiííèé âiä íóëÿ ñòîâïåöü ìàòðèöi B; i = 1,

àáî i = 2.

2. Ñêëàäà¹ìî ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi äëÿ ïàðè {Ã0−BM0, bi} çà ôîðìóëîþ

R0 = (bi, (Ã0 −BM0) · bi, (Ã0 −BM0)
2 · bi, (Ã0 −BM0)

3 · bi). (3.3)

3. Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç M11 ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi M1, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

M1 =

[
m1

11 m1
12 m1

13 m1
14

0 0 0 0

]
. (3.4)

4. Äàëi çàñòîñîâó¹ìî àëãîðèòì ñèíòåçó îäíîâèìiðíèõ ìîäàëüíèõ ðåãóëÿ-

òîðiâ. Îá÷èñëþ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïåðåäà÷i ðåãóëÿòîðà â êàíîíi÷íîìó áàçèñi, ÿê

ðiçíèöþ âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ áàæàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

A0(λ) (3.1) i õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi Ã0 −BM0

λ4 +m3λ
3 +m2λ

2 +m1λ+m0. (3.5)

Ðåçóëüòàòè çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi âåêòîðà - ðÿäêà

M̃11 =
[
ω2
1 · ω2

2 −m0 −m1 ω2
1 + ω2

2 −m2 −m3

]
. (3.6)
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5. Äëÿ ïîëiíîìà (3.5) ñêëàäà¹ìî êàíîíi÷íó ïàðó { ˜Ã0 −BM0, b̃} âèäó

˜Ã0 −BM0 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−m0 −m1 −m2 −m3

 , b̃ =

0

0

0

1

 , (3.7)

i îá÷èñëþ¹ìî äëÿ íå¨ ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi R̃0 â êàíîíi÷íîìó áàçèñi.

6. Çà ôîðìóëîþ P0 = R̃0 · R−1
0 , îá÷èñëþ¹ìî ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ ïàðè

{Ã0 −BM0, bi} â ïàðó { ˜Ã0 −BM0, b̃}.
7. Çíàéøîâøè M11 çà ôîðìóëîþ M11 = M̃11 · P , çàïèøåìî äðóãèé êîìïî-

íåíò ìàòðèöi K0, à ñàìå M1.

8. Îá÷èñëþ¹ìî K0.

III. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî áàæàíèé âèä õà-

ðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A = A0 + εA1, çàäà¹ìî ó âèãëÿäi

A(λ) = [(λ+ λ1)
2 + ω2

1] · [(λ+ λ1)
2 + ω2

2] (3.8)

Çàóâàæåííÿ 3. Âiäçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ âñiõ êðîêiâ ïî

çíàõîäæåííþ K, ïîâíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ çíàõîäæåííÿ K0.

Çàóâàæåííÿ 4. ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå, äëÿ ñèñòåìè ç äâîìà âõîäàìè,

ìàòðèöþ êåðóâàííÿ ðîçøóêóþòü ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ìàòðèöü (3.2). Ïðîïî-

íó¹òüñÿ, â ÿêîñòi ïåðøîãî äîäàíêà âèêîðèñòîâóâàòè âæå çíàéäåíó ìàòðèöþ

K0 i äàëi áóäóâàòè ìîäàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè {Ã − BK0, bi} ç îäíèì

âõîäîì.

3.2. Óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äî

2n-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ñèñòåì

Óçàãàëüíèìî àëãîðèòì ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñèñòåìè (2.57)

ẋ = (Ã0 + εÃ1)x+Bu,
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ñ 2n-âèìiðíèì âåêòîðîì ñòàíó, òà m-âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàíü.

I. Ïåðåâiðêà óìîâè ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè {Ã, B},äå Ã = Ã0 + εÃ1,

ÿê íåîáõiäíî¨ òà äîñòàòíüî¨.

II. Ïîáóäîâà ìàòðèöi K0, ç ìåòîþ îòðèìàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-

÷ëåíà ìàòðèöi Ã0 −BK0 âèãëÿäó

A0(λ) = (λ2 + ω2
1) · (λ2 + ω2

2) · ...

·(λ2 + ω2
n) = λ2n + (ω2

1 + ω2
2 + ...+ ω2

n) · λ2n−2 + ...+ ω2
1 · ω2

2 · ... · ω2
n

(3.9)

Çàóâàæåííÿ 1. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ âèçíà÷åííÿ K0, ¹ âèêîíàííÿ óìîâè

ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ñèñòåìè {Ã0, B}.
Çàóâàæåííÿ 2. Ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i ïîáóäîâè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ âèêî-

íóþòü ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó, ïiäáèðà¹òüñÿ òàêèé çâîðîòíèé çâ`ÿçîê çà

ñòàíîì, ùîá îòðèìàíà ñèñòåìà áóëà á êåðîâàíà çà äîïîìîãîþ îäíîãî âõîäó.

Íà äðóãîìó åòàïi áóäó¹òüñÿ êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè ç îäíiì âõîäîì.

Îòæå,

1. Ìàòðèöþ K0 ïðåäñòàâëÿ¹ìî ó âèãëÿäi

K0 =M0 +M1, (3.10)

ïðè÷îìó M0 ïîâèííà áóòè îáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùîá ïàðà ìàòðèöü {Ã0 −
BM0, bi} áóëà êåðîâàíà. bi - âiäìiííèé âiä íóëÿ ñòîâïåöü ìàòðèöi B; i = 1,m.

2. Ñêëàäà¹ìî ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi äëÿ ïàðè {Ã0−BM0, bi} çà ôîðìóëîþ

R0 = (bi, (Ã0 −BM0) · bi, (Ã0 −BM0)
2 · bi, ..., (Ã0 −BM0)

2n−1 · bi). (3.11)

3. Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç M11 ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi M1 ∈ ℜm×2n, ÿêà ìà¹

âèãëÿä

M1 =


m1

11 m1
12 ... m1

12n

0 0 ... 0

....

0 0 ... 0

 . (3.12)

4. Äàëi çàñòîñîâó¹ìî àëãîðèòì ñèíòåçó îäíîâèìiðíèõ ìîäàëüíèõ ðåãóëÿ-

òîðiâ. Îá÷èñëþ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïåðåäà÷i ðåãóëÿòîðà â êàíîíi÷íîìó áàçèñi, ÿê
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ðiçíèöþ âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ áàæàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

A0(λ) (3.9) i õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi Ã0 −BM0

λ2n +m2n−1λ
2n−1 +m2n−2λ

2n−2 + ...+m1λ+m0. (3.13)

Ðåçóëüòàòè çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi âåêòîðà - ðÿäêà M̃11

M̃11

T
=



ω2
1 · ω2

2 · ... · ω2
n −m0

−m1

...

ω2
1 + ω2

2 + ...+ ω2
n −m2n−2

−m2n−1


. (3.14)

5. Äëÿ ïîëiíîìà (3.13) ñêëàäà¹ìî êàíîíi÷íó ïàðó { ˜Ã0 −BM0, b̃} âèäó

˜Ã0 −BM0 =



0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

....

0 0 0 ... 1

−m0 −m1 −m2 ... −m2n−1


, b̃ =



0

0

...

0

1


, (3.15)

i îá÷èñëþ¹ìî äëÿ íå¨ ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi R̃0 â êàíîíi÷íîìó áàçèñi.

6. Çà ôîðìóëîþ P0 = R̃0 · R−1
0 , îá÷èñëþ¹ìî ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ ïàðè

{Ã0 −BM0, bi} â ïàðó { ˜Ã0 −BM0, b̃}.
7. Çíàéøîâøè M11 çà ôîðìóëîþ M11 = M̃11 · P , çàïèøåìî äðóãèé êîìïî-

íåíò ìàòðèöi K0, à ñàìå M1.

8. Îá÷èñëþ¹ìî K0.

III. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî áàæàíèé âèä õà-

ðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A = A0 + εA1, çàäà¹ìî ó âèãëÿäi

A(λ) == λ2n + 2nλ2n−1ω + n(2n− 1)λ2n−2ω2 + ...+ ω2n. (3.16)

Çàóâàæåííÿ 3. Âiäçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ âñiõ êðîêiâ ïî

çíàõîäæåííþ K, ïîâíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ çíàõîäæåííÿ K0.
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Çàóâàæåííÿ 4. ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå, äëÿ ñèñòåìè ç äâîìà âõîäàìè,

ìàòðèöþ êåðóâàííÿ ðîçøóêóþòü ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ìàòðèöü (3.10). Ïðîïî-

íó¹òüñÿ, â ÿêîñòi ïåðøîãî äîäàíêà âèêîðèñòîâóâàòè âæå çíàéäåíó ìàòðèöþ

K0 i äàëi áóäóâàòè ìîäàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè {Ã − BK0, bi} ç îäíèì

âõîäîì.

3.3. Çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äî ìîäåëi êåðîâàíîãî ãiðî-

ñòàáiëiçàòîðà

Äëÿ iëþñòðàöi¨ ïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ïîáóäîâè ìîäàëüíîãî êåðóâàííÿ,

âèáåðåìî çà îñíîâó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹ ïîâåäiíêó

ãiðîñêîïi÷íîãî ñòàáiëiçàòîðà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ x i y [51]

J(β0)
d2x

dt2
+H cos β0

dy

dt
=M

B0
d2y

dt2
−H cos β0

dx

dt
= 0

(3.17)

Ïåðåïèñàâøè äàíó ñèñòåìó ó âèãëÿäi, âiäïîâiäíîìó (2.57), îòðèìà¹ìî ìà-

òðèöþ êîåôiöi¹íòiâ

Ã0 + εÃ1 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

+ cos β0


0 0 0 0

0 0 0 − H
J(β0)

0 0 0 0

0 H
B0

0 0

 , (3.18)

òà êåðóâàííÿ u =M

B =


0

1
J(β0)

0

0

 (3.19)

(Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó, ó ïîäàëüøîìó, çàìiíåìî J(β0) íà J).
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Àëå, ó òàêîìó âèãëÿäi ñèñòåìà íå ¹ êåðîâàíîþ. Ìàòðèöÿ êåðîâàíîñòi

U = (B, ÃB, Ã2B, Ã3B) =


0 1

J 0 −H2·cos2(β0)
J2B0

1
J 0 −H2·cos2(β0)

J2B0
0

0 0 H·cos(β0)
JB0

0

0 H·cos(β0)
JB0

0 −H3·cos3(β0)
J2B2

0

 (3.20)

ìà¹ ðàíã ðiâíèé òðüîì.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî íà ãiðîñòàáiëiçàòîð äi¹ òàêîæ ìîìåíò N . Âií i áóäå

äðóãèì êåðóâàííÿì, òîáòî u1 =M , u2 = N .

J(β0)
d2x

dt2
+H cos β0

dy

dt
=M

B0
d2y

dt2
−H cos β0

dx

dt
= N.

(3.21)

Òîäi

Bu =


0 0

0 1
J

0 0

1
B0

0

 ·

[
u1

u2

]
. (3.22)

Äëÿ íîâî¨ ìàòðèöi B óìîâà ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi âèêîíó¹òüñÿ, à çíà÷èòü ìî-

æíà ïåðåõîäèòè äî âèêîíàííÿ ïóíêòó II íàøîãî àëãîðèòìó - êîíñòðóþâàííÿ

ìàòðèöi K0. (Ñèñòåìà {Ã0, B} - òàêîæ ïîâíiñòþ êåðîâàíà).

Îòæå,

1. Âèáåðåìî ìàòðèöþ M0 ó âèãëÿäi

M0 =

[
m0

11 0 0 0

0 0 m0
23 0

]
. (3.23)

Çàïèøåìî

Ã0 −BM0 =


0 1 0 0

0 0 −m0
23

J 0

0 0 0 1
−m0

11

B0
0 0

 , b1 =

0

0

0

1
B0

 . (3.24)

b1- ïåðøèé ñòîâïåöü ìàòðèöi B.
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2. Ñêëàäåìî ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi äëÿ ïàðè {Ã0 −BM0, b1}

R0 =


0 0 0 −m0

23

JB0

0 0 −m0
23

JB0
0

0 1
B0

0 0

1
B0

0 0 0

 . (3.25)

3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M11 ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi M1, ÿêà ìà¹ âèãëÿä (3.4)

4. Îá÷èñëèâøè õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìàòðèöi Ã0 −BM0

λ4 − m0
23m

0
11

JB0
(3.26)

çàïèøåìî

M̃11 =
[
ω2
1 · ω2

2 +
m0

23m
0
11

JB0
0 ω2

1 + ω2
2 0

]
. (3.27)

5. Äëÿ ïîëiíîìà (3.26) ñêëàäåìî êàíîíi÷íó ïàðó { ˜Ã0 −BM0, b̃1}, äå

˜Ã0 −BM0 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
m0

23m
0
11

JB0
0 0 0

 , b̃1 =

0

0

0

1

 , (3.28)

i îá÷èñëèìî äëÿ íå¨ ìàòðèöþ êåðîâàíîñòi R̃0 â êàíîíi÷íîìó áàçèñi:

R̃0 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 . (3.29)

6. Çíàõîäèìî ìàòðèöþ P0 ïåðåòâîðåííÿ ïàðè {Ã0 − BM0, b1} â ïàðó

{ ˜Ã0 −BM0, b̃1} ,

P0 = R̃0 ·R−1
0 =


−B0J

m0
23

0 0 0

0 −B0J
m0

23
0 0

0 0 B0 0

0 0 0 B0

 . (3.30)
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7. Îá÷èñëèâøè

M11 = M̃11 · P0 =
[
−ω2

1 ·ω2
2B0J

m0
23

−m0
11 0 (ω2

1 + ω2
2) ·B0 0

]
, (3.31)

çàïèøåìî äðóãèé êîìïîíåíò ìàòðèöi K0, à ñàìå

M1 =

−ω2
1 ·ω2

2B0J
m0

23
−m0

11 0 (ω2
1 + ω2

2) ·B0 0

0 0 0 0

 . (3.32)

8. Øóêàíà ìàòðèöÿ K0 ìà¹ âèãëÿä

K0 =

−ω2
1 ·ω2

2B0J
m0

23
0 (ω2

1 + ω2
2) ·B0 0

0 0 m0
23 0

 , (3.33)

òîìó ìîæíà îá÷èñëèòè ïåðøèé äîäàíîê íîâî¨ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè, à ñàìå ìà-

òðèöþ A0. Ìà¹ìî

A0 =


0 1 0 0

0 0 −m0
23

J 0

0 0 0 1
ω2
1 ·ω2

2J
m0

23
0 −ω2

1 − ω2
2 0

 . (3.34)

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi det(A0) = ω2
1 · ω2

2 ̸= 0, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì

ñïiâïàäà¹ ç (3.1).

Ïðè âèêîíàííi ïóíêòó III çàïèøåìî òiëüêi îñíîâíi ïðîìiæíi ðåçóëüòàòè

òà îñòàòî÷íó øóêàíó ìàòðèöþ K.

Îòæå, õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi Ã−BK0 ìà¹ âèãëÿä

λ4 + λ2 · (ω2
1 + ω2

2 +
H2 cos2 β0
B0J

)+

+λ · (H cos β0m
0
23

B0J
+
ω2
1ω

2
2H cos β0
m0

23

) + ω2
1ω

2
2.

(3.35)

Ìàòðèöÿ P ïåðåòâîðåííÿ ïàðè {Ã−BK0, b1} â êàíîíi÷íó ïàðó { ˜Ã−BK0, b̃1}
äîðiâíþ¹

P =


−B0J

m0
23

B0JH cosβ0

m02
23

B0H
2 cos2 β0

m02
23

0

0 −B0J
m0

23
−B0H cosβ0

m0
23

0

0 0 B0 0

0 0 0 B0

 . (3.36)
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I, íàðåøòi, äðóãèé äîäàíîê ìàòðèöi K:

εK1 =

− (ω4−ω2
1ω

2
2)B0J

m0
23

ω4B0JH cosβ0

m02
23

− 4ω3B0J
m0

23
+H cos β0B0

0 0

ω4B0H
2 cos2 β0

m02
23

− 4ω3B0H cosβ0

m0
23

+ (6ω2 − ω2
1 − ω2

2)B0 4ωB0

0 0

 (3.37)

Ïiäñóìîâóþ÷è çíàéäåíi K0 i εK1 çàïèøåìî âèä øóêàíî¨ ìàòðèöi

K =

−ω4B0J
m0

23

ω4B0JH cosβ0

m02
23

− 4ω3B0J
m0

23
+H cos β0

0 0

ω4B0H
2 cos2 β0

m02
23

− 4ω3B0H cosβ0

m0
23

+ 6ω2B0 4ωB0

m0
23 0

 (3.38)

Â ðåçóëüòàòi äi¨ çíàéäåíîãî êåðóâàííÿ, îòðèìàëè çàìêíåíó àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêó ñèñòåìó, ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ A = A0 + εA1 âèäó

A =


0 1 0 0

0 0 −m0
23

J 0

0 0 0 1
ω2
1ω

2
2J

m0
23

0 −ω2
1 − ω2

2 0

+

+


0 0

0 0

0 0

ω4J
m0

23
− ω2

1ω
2
2J

m0
23

−ω4JH cosβ0

m02
23

+ 4ω3J
m0

23

0 0

0 −H cosβ0

J

0 0

−ω4H2 cos2 β0

m02
23

+ 4ω3H cosβ0

m0
23

− 6ω2 + ω2
1 + ω2

2 −4ω



(3.39)

Çàóâàæèìî, ÿêùî â (3.23) ïîêëàñòèm0
23 = −J , òî çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ âèä

óñiõ ìàòðèöü. À ñàìå

K0 =

[
ω2
1ω

2
2B0 0 (ω2

1 + ω2
2)B0 0

0 0 −J 0

]
, (3.40)
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A0 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−ω2
1ω

2
2 0 −ω2

1 − ω2
2 0

 , (3.41)

K =

[
ω4B0

ω4B0H cosβ0

J + 4ω3B0 +H cos β0

0 0

ω4B0H
2 cos2 β0

J2 + 4ω3B0H cosβ0

J + 6ω2B 4ωB0

−J 0

] (3.42)

I, íàðåøòi, ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−ω2
1ω

2
2 0 −ω2

1 − ω2
2 0

+

+


0 0

0 0

0 0

−ω4 + ω2
1ω

2
2 −ω4H cosβ0

J − 4ω3

0 0

0 −H cosβ0

J

0 0

−ω4H2 cos2 β0

J2 − 4ω3H cosβ0

J − 6ω2 + ω2
1 + ω2

2 −4ω



(3.43)

Ïðîàíàëiçó¹ìî ñèëè, ùî äiþòü íà ïî÷àòêîâó i íîâó çàìêíóòó ñèñòåìè.

Çãiäíî êëàñèôiêàöi¨ ñèë, îïèñàíî¨ â [94] ìà¹ìî, ùî íà ïî÷àòêîâó ñèñòåìó äiþòü

òiëüêè ãiðîñêîïi÷íi ñèëè. Âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

G =

[
0 H cos β0

−H cos β0 0

]
. (3.44)

Íà íîâó ñèñòåìó, ç ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ (3.43) äiþòü äèñèïàòèâíi, ãiðîñêî-
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ïi÷íi, ïîòåíöiéíi ñèëè òà ñèëè ðàäèàëüíî¨ êîðåêöi¨ ç âiäïîâiäíèìè ìàòðèöÿìè:

B =

[
0 H cosβ0

2 + ω4H cosβ0J
2 + 2ω3J2

H cosβ0

2 + ω4H cosβ0J
2 + 2ω3J2 4ωJ2

]
, (3.45)

G =

[
0 H cosβ0

2 − ω4H cosβ0J
2 − 2ω3J2

−H cosβ0

2 + ω4H cosβ0J
2 + 2ω3J2 0

]
, (3.46)

C =

[
0 −J+J2ω4

2

−J+J2ω4

2
ω4J2 cos2 β0

2 − 2ω3H cos β0J + 3ω2J2

]
, (3.47)

P =

[
0 −J−J2ω4

2

J+J2ω4

2 0

]
. (3.48)

3.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [136] i ïîëÿãàþòü

ó íàñòóïíîìó:

• çàïðîïîíîâàíî ìîäàëüíèé ïiäõiä îòðèìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè;

• íàâåäåíî àëãîðèòì çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó äëÿ ñèñòåìè ÷å-

òâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ;

• îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó çàñòîñóâàííÿ ìîäàëüíîãî ïiäõîäó

äëÿ ñèñòåìè ïîðÿäêó 2n ç m - âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ;

• íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó äî ìîäåëi

êåðîâàíîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà.
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ÐÎÇÄIË 4

ÌIÍIÌÀÊÑÍÅ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÌÀÉÆÅ ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÈÌÈ

ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ

äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

Ôîðìóëþ¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi âiä-

ïîâiäíîãî âèãëÿäó.

Çíàõîäèòüñÿ óìîâà äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðà, ùî âõîäèòü â ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi.

Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäèí ç åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

Íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäèê òà àëãîðè-

òìiâ äî ìîäåëi ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ òà

ìîäåëi äâîõ çâ'ÿçàíèõ êåðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ.
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4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé íà êåðîâàíó ëiíiéíó ñòàöiîíàðíó ìàéæå êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó

[105] äi¹ íåâiäîì¹ çáóðåííÿ f(t) ç îáìåæåíîþ åíåðãi¹þ. Ìîäåëü ìàòèìå âèãëÿä

ẋ = (A0 + εA1)x+ εBu+ εΨf, (4.1)

äå x = [x1, ..., x2n]
T - 2n-âèìiðíèé âåêòîð ñòàíó, u = [u1, ..., um]

T - m-âèìiðíèé

âåêòîð êåðóâàíü, ε - ìàëèé ïàðàìåòð; A0, A1 ∈ ℜ2n×2n, ïðè÷îìó A0 = −AT
0

òà det(A0) ̸= 0, B ∈ ℜ2n×m- ìàòðèöÿ ïðè êåðóâàííi, Ψ ∈ ℜ2n×k- ìàòðèöÿ ïðè

çáóðåííi.

Ïðîáëåìà ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ [5] ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè êåðóâà-

ííÿ u(t), ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTu− γ2fTf)dt, (4.2)

i çáóðåííÿ f(t), ùî éîãî ìàêñèìiçó¹.

Â ôóíêöiîíàëi (4.2)- γ -çàäàíå ÷èñëî,Q > 0 - äîäàòíüî âèçíå÷åíà ìàòðèöÿ.

Áàæàíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

u = −εBTSx, (4.3)

à íàéãiðøå çáóðåííÿ

f = Kfx,Kf = εγ−2ΨTS. (4.4)

Òóò S - äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

íàñòóïíîãî âèãëÿäó

SA+ ATS − ε2SBBTS + γ−2ε2SΨΨTS +Q = 0, (4.5)

äå A = A0 + εA1.

ßêùî ïîêëàñòè

P = εS (4.6)

ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (4.5) ïåðåïèøåòüñÿ òàêèì ÷èíîì

PA+ ATP − εPBBTP + γ−2εPΨΨTP + εQ = 0. (4.7)
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Ïðè γ → ∞ ðiâíÿííÿ (4.7) ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì Ðiêêàòi, ÿêå îòðèìà-

íå äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè

ñèñòåìàìè [104].

Âiäìiòèìî, ùî íå äëÿ âñiõ çíà÷åíü γ iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ P ,

ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi (4.7). Âiäîìî [5], ùî iñíó¹ ìiíiìàëüíå çíà-

÷åííÿ γ = γmin òàêå, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü γ, ÿêi íàëåæàòü iíòåðâàëó [γmin,∞)

ìàòðèöÿ P äîäàòíî âèçíà÷åíà, à ïðè γ < γmin ìàòðèöÿ P çíàêîçìiííà.

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (4.7) ó çðó÷íîìó äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ âè-

ãëÿäi

PA+ ATP − εP (BBT − γ−2ΨΨT )P + εQ = 0. (4.8)

Âèõîäÿ÷è ç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ çðîçóìiëî, ùî

êåðóâàííÿ u(t) ïîâèííî äiÿòè íà ñèñòåìó ïî òèõ æå m ≤ n êàíàëàõ, ùî i çáó-

ðåííÿ f(t). Iíøèìè ñëîâàìè, íåíóëüîâi åëåìåíòè ìàòðèöi Ψ ∈ ℜ2n×k, ìîæóòü

ðîçòàøîâóâàòèñÿ òiëüêè â òèõ ðÿäêàõ, â ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ íåíóëüîâi åëåìåí-

òè ìàòðèöi B ∈ ℜ2n×m, ÿêà ìà¹ ìàêñèìàëüíè ðàíã m. Ç öüîãî, î÷åâèäíî,

âèïëèâà¹ òàêà óìîâà

2n ≥ m = rang(B) ≥ rang(Ψ). (4.9)

Âiäîìî [146], ùî rang(AAT ) = rang(A). Òîäi, óìîâà (4.9) ìîæå áóòè çàïèñàíà

ó âèãëÿäi

2n ≥ m = rang(BBT ) ≥ rang(ΨΨT ). (4.10)

Îöiíèìî ïàðàìåòð γ. Ïðèïóñòèìî, ùî

BBT − γ−2ΨΨT (4.11)

ç (4.8) ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ ðàíãó m.

Çíàéäåìî êîíñòðóêòèâíi óìîâè äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðà γ, ùî âõîäèòü â

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi (4.8).

Ç âèêëàäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî

N = BBT − γ−2ΨΨT = B(Im − γ−2HHT )BT . (4.12)
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Ìàòðèöÿ N ìàòèìå ìàêñèìàëüíèé ðàíã m òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè áóäå

íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöÿ

M = Im − γ−2HHT . (4.13)

Äëÿ iñíóâàííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ðîçâ'ÿçêó P > 0 ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(4.8) M ïîâèííà áóòè òåæ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ùî áóäå òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíàíî óìîâó [90], [146]

|γ| ≥
√
λmax(HHT ). (4.14)

4.2. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi äëÿ ìàéæå êîíñå-

ðâàòèâíèõ ñèñòåì

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (4.8) çàñòîñó¹ìî âèêëàäåíèé â ðîáîòi [105] ïiä-

õiä, ÿêèé áóâ çàïðîïîíîâàíèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèìè ñèñòåìàìè ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. À ñàìå, øóêà-

òèìåìî ìàòðèöþ-ðîçâ'ÿçîê P ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ìàëèì ïàðàìåòðîì

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ... =
∞∑
i=0

εiPi. (4.15)

Ó òàêîìó æ âèãëÿäi ïðåäñòàâèìî i ìàòðèöþ Q

Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ... =
∞∑
i=0

εiQi. (4.16)

Ïiäñòàâèâøè (4.15) i (4.16) ó (4.8), îäåðæó¹ìî

(P0 + εP1 + ε2P2 + ...) · (A0 + εA1) + (A0 + εA1)
T · (P0 + εP1 + ε2P2 + ...)−

−ε · (P0 + εP1 + ε2P2 + ...) · (BBT − γ−2ΨΨT ) · (P0 + εP1 + ε2P2 + ...)+

+ε · (Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ...) = 0

(4.17)

Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó

ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi:

A0P0 − P0A0 = 0, (4.18)
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A0P1 − P1A0 = P0A1 + AT
1 P0 − P0 · (BBT − γ−2ΨΨT ) · P0 +Q0,

A0P2 − P2A0 = P1A1 + AT
1 P1−

−P0 · (BBT − γ−2ΨΨT ) · P1 − P1 · (BBT − γ−2ΨΨT ) · P0 +Q1,

................

A0Pi − PiA0 = Pi−1A1 + AT
1 Pi−1−

−
i−1∑
k=0

Pk · (BBT − γ−2ΨΨT ) · Pi−1−k +Qi−1,

................

(4.19)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ áàæàíîãî íàáëèæåííÿ ìàòðèöi - ðîçâ'ÿçêó P ïîòðiáíî

ïîñëiäîâíå ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ðiâíÿíü äàíî¨ ñèñòåìè.

4.3. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ãi-

ðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹

ðóõ ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω [94] . Ðîòîð

íàñàäæåíèé íà âàë áåç çìiùåííÿ i ïåðåêîñó

ẍ+ αẋ+ k2x+ αωy = εb1u1 + εψ1f1

ÿ + αẏ + k2y − αωy = εb2u2,
(4.20)

äå k2 - êðóãîâà ÷àñòîòà ïîïåðå÷íèõ ïðóæíèõ êîëèâàíü âàëó çà âiäñóòíî-

ñòi âíóòðiøíüîãî òåðòÿ, α - êîåôiöi¹íò âíóòðiøíüîãî òåðòÿ, âiäíåñåíèé äî

îäèíèöi ìàñè.

Ìîäåëü (4.20) âiäïîâiäà¹ ïî ôîðìi (4.1)

ẋ = (A0 + εA1)x+ εBu+ εΨf,

äå

B =


0 0

b1 0

0 0

0 b2

 , u =

[
u1

u2

]
,Ψ =


0

ψ1

0

0

 , f =
[
f1

]
(4.21)
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Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ çàìiíè çìiííèõ x1 = x, x2 = ẋ, x3 = y, x4 = ẏ, òà ç

óðàõóâàííÿì (4.21) çàïèøåìî ñèñòåìó (4.20) ó ìàòðè÷íî¨ ôîðìi


ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

−k2 −α −αω 0

0 0 0 1

αω 0 −k2 −α




x1

x2

x3

x4

+ ε


0 0

b1 0

0 0

0 b2


[
u1

u2

]
+ ε


0

ψ1

0

0


[
f1

]
(4.22)

Àëå, äëÿ ïîâíî¨ âiäïîâiäíîñòi ñèñòåìè (4.22) ñèñòåìi (4.1) ïîòðiáíî, ùîá îäèí

ç äîäàíêiâ ìàòðèöi ïðè çìiííî¨ x áóâ êîñîñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äëÿ âèêî-

íàííÿ öi¹¨ óìîâè ïðåäñòàâèìî ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (4.22) ó âèãëÿäi

ñóìè Ā0 + εĀ1, äå

Ā0 =


0 1 0 0

−k2 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −k2 0

 , εĀ1 =


0 0 0 0

0 −α −αω 0

0 0 0 0

αω 0 0 −α

 . (4.23)

Çàñòîñóâàâ ïåðåòâîðåííÿ

T =


k 0 0 0

0 1 0 0

0 0 k 0

0 0 0 1

 (4.24)

çíàéäåìî, ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi TĀ0 = A0T , êîñîñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ A0,

ïîäiáíó äî ìàòðèöi Ā0

A0 =


0 k 0 0

−k 0 0 0

0 0 0 k

0 0 −k 0

 . (4.25)

Ìàòðèöÿ εĀ1 ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
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εA1 =


0 0 0 0

0 −α −αω
k 0

0 0 0 0

αω
k 0 0 −α

 . (4.26)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ε = 1
k . Òîäi

A1 =


0 0 0 0

0 −αk −αω 0

0 0 0 0

αω 0 0 −αk

 . (4.27)

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøîãî ðîçâ'ÿçêó, ïîêëàäåìî, b1 = 1, b2 = 1, ψ1 = 1.

Äëÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ïîòðiáíî çíàéòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóí-

êöiîíàë (4.2)

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTu− γ2fTf)dt,

i çáóðåííÿ f(t), ìàêñiìiçiðóþùåå éîãî.

Íàãàäà¹ìî, ùî áàæàíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿ-

äi (4.3)

u = −εBTSx,

à íàéãiðøå çáóðåííÿ

f = Kfx,Kf = εγ−2ΨTS.

Òóò S - äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(4.5), ÿêå ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ çàìiíè P = εS ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi (4.8)

PA+ ATP − εP (BBT − γ−2ΨΨT )P + εQ = 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ P iñíó¹ òiëüêè äëÿ çíà÷åíü γ,

ÿêi íàëåæàòü iíòåðâàëó [γmin,∞). Îòæå, çàéìåìîñÿ îöiíêîé ïàðàìåòðà γ. Äëÿ

íåâiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi BBT − 1
γ2ΨΨT ïîòðiáíî, ùîá âèêîíóâàëàñü

óìîâà (4.14)

|γ| ≥
√
λmax(HHT ),
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äå H çíàõîäèòüñÿ ç âèðàçó

Ψ = BH.

Ïðè çàäàíèõ ìàòðèöÿõ B,Ψ, à ñàìå

B =


0 0

1 0

0 0

0 1

 ,Ψ =


0

1

0

0


ìà¹ìî

H =

[
1

0

]
.

Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi HHT äîðiâíþþòü 0 òà 1. Çíà÷èòü |γ| ≥ 1. Âiäçíà-

÷èìî, ùî äëÿ ìàòðèöü

BBT =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 , BBT − 1

γ2
ΨΨT =


0 0 0 0

0 1− 1
γ2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 (4.28)

ðàíãè ïîâèííi áóòè îäíàêîâèìè. Òîìó äîäàòíî âèçíà÷åíàÿ ìàòðèöÿ P -

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.8) áóäå iñíóâàòè êîëè |γ| > 1.

Áóäåìî øóêàòè ìàòðèöþ P ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè çà ε,

òîáòî ó âèãëÿäi P = P0 + εP1. Çàäàìî ìàòðèöi

Q0 =


q01 0 0 0

0 q02 0 0

0 0 q03 0

0 0 0 q04

 , Qi = 0, i = 1, 2, ... (4.29)

q01, q02, q03, q04 > 0. Äëÿ ñïðîùåííÿ ðiøåííÿ ïîêëàäåìî α = 0.

Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (4.18) òà ïåðøèõ äâóõ ðiâíÿíü (4.19) îòðèìà-
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¹ìî

P0 =



√
γ2(q01+q02)

γ2−1 0 0 0

0
√

γ2(q01+q02)
γ2−1 0 0

0 0
√
q03 + q04 0

0 0 0
√
q03 + q04

 , (4.30)

P1 =


0 q01

2k 0 0
q01
2k 0 0 0

0 0 0 q03
2k

0 0 q03
2k 0

 . (4.31)

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè çà ε îòðèìàëè

P =



√
γ2(q01+q02)

γ2−1
q01
2 0 0

q01
2

√
γ2(q01+q02)

γ2−1 0 0

0 0
√
q03 + q04

q03
2

0 0 q03
2

√
q03 + q04

 . (4.32)

Òîäi

S =


k
√

γ2(q01+q02)
γ2−1

q01k
2 0 0

q01k
2 k

√
γ2(q01+q02)

γ2−1 0 0

0 0 k
√
q03 + q04

q03k
2

0 0 q03k
2 k

√
q03 + q04

 . (4.33)

Øóêàíå êåðóâàííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

u =

−q01
2 x1 −

√
γ2(q01+q02)

γ2−1 x2

−q03
2 x3 −

√
q03 + q04x4

 , (4.34)

à íàéãiðøå îáóðåííÿ

f =
[
q01
2γ2x1 +

√
q01+q02
γ2(γ2−1)x2

]
. (4.35)
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Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ÿêà âiäïîâiäà¹ ìî-

äåëi äâîõ çâ'ÿçàíèõ êåðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç ìàòðèöÿìè

A0 =


0 0 ω1 0

0 0 0 ω2

−ω1 0 0 0

0 −ω2 0 0

 , A1 = 0, B =


0 0

0 0

1 0

0 1

 ,

Q0 =


q01 0 0 0

0 q02 0 0

0 0 q03 0

0 0 0 q04

 , Qi = 0, i = 1, 2, ...,

(4.36)

ω1, ω2 > 0, ω1 ̸= ω2, q01, q02, q03, q04 > 0. Îáåðåìî ìàòðèöþ Ψ ïðè çáóðåííi ó

âèãëÿäi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì iñíóâàííÿ ðiøåííÿ ðiâíÿííÿ. Íåõàé

Ψ =


0

0

1

0

 . (4.37)

Îöiíèìî ïàðàìåòð γ. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî ìàòðèöþ (4.11)

BBT − γ−2ΨΨT =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1− 1
γ2 0

0 0 0 1

 . (4.38)

Äëÿ íåâiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi öi¹¨ ìàòðèöi íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíó-

âàëàñÿ óìîâà γ2 ≥ 1. Àëå, âðàõîâóþ÷è óìîâó ðiâíîñòi ðàíãiâ ìàòðèöü BBT

i BBT − 1
γ2ΨΨT îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî γ2 > 1, àáî |γ| > 1 Áóäåìî øóêàòè

ìàòðèöþ-ðîçâ'ÿçîê P ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè çà ε, òîáòî ó

âãëÿäi P = P0 + εP1.

Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (4.18), îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi
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P0, à ñàìå

P0 =


p011 0 0 0

0 p022 0 0

0 0 p011 0

0 0 0 p022

 . (4.39)

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ç ñèñòåìè (4.19) çíàéäåìî çíà÷åííÿ

p011 =

√
γ2(q01 + q03)

γ2 − 1
, p022 =

√
q02 + q04, (4.40)

òà çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi P1, à ñàìå

P1 =


p111 0 q01

2ω1
0

0 p122 0 q02
2ω2

q01
2ω1

0 p111 0

0 q02
2ω2

0 p122

 . (4.41)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (4.19) çíàéäåìî çíà÷åííÿ

p111 = 0, p122 = 0. (4.42)

Îñòàòî÷íî, ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, ìàòðèöÿ-ðîçâ'ÿçîê P áóäå

ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä

P =



√
γ2(q01+q03)

γ2−1 0 ε q01
2ω1

0

0
√
q02 + q04 0 ε q02

2ω2

ε q01
2ω1

0
√

γ2(q01+q03)
γ2−1 0

0 ε q02
2ω2

0
√
q02 + q04

 . (4.43)

Òîäi

S =


1
ε

√
γ2(q01+q03)

γ2−1 0 q01
2ω1

0

0 1
ε

√
q02 + q04 0 q02

2ω2

q01
2ω1

0 1
ε

√
γ2(q01+q03)

γ2−1 0

0 q02
2ω2

0 1
ε

√
q02 + q04

 . (4.44)
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Øóêàíå êåðóâàííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

u =

−ε q01
2ω1
x1 −

√
γ2(q01+q03)

γ2−1 x3

−ε q02
2ω2
x2 −

√
q02 + q04x4

 , (4.45)

à íàéãiðøå çáóðåííÿ

f =
[

εq01
2γ2ω1

x1 +
√

q01+q03
γ2(γ2−1)x3

]
. (4.46)

4.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [175] i ïîëÿãàþòü

ó íàñòóïíîìó:

• ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì;

• ñôîðìóëüîâàíà íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

âiäïîâiäíîãî âèãëÿäó;

• îòðèìàíî óìîâà äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðà, ùî âõîäèòü â ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi;

• çàñòîñîâàíî îäèí ç åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-

íÿííÿ Ðiêêàòi äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì;

• íàâåäåíî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äî ìî-

äåëi ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ òà ìîäåëi

äâîõ çâ'ÿçàíèõ êåðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü, ÿêi ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨,

ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ïîáóäîâè êåðîâàíèõ ìàéæå êîí-

ñåðâàòèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíîãî âèáîðó âåêòîðà

êåðóâàíü. Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïîáóäîâè íåïå-

ðåðâíèõ òà äèñêðåòíèõ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

2. Îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì çàñòîñîâàíî äî ìîäåëåé ãiðîâåðòèêàëi, ãiðîñêîïà ç ëiíiéíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ ìiæðàìêîâî¨ êîðåêöi¨ òà îá'¹êòà ç âèíèêàþ÷èì ãiðîñêîïi-

÷íèì åôåêòîì.

3. Çàñòîñîâàíî ìîäàëüíèé ïiäõiä îòðèìàííÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíî¨ àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè òà íàâåäåíî àëãîðèòì âèêîðèñòàííÿ ìîäàëüíîãî ïiä-

õîäó äëÿ ñèñòåìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äâîâèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàííÿ òà

éîãî óçàãàëüíåííÿ íà ñèñòåìó ïîðÿäêó 2n ç m - âèìiðíèì âåêòîðîì êåðóâàí-

íÿ. Îòðèìàíèé àëãîðèòì çàñòîñîâàíî äî ìîäåëi êåðîâàíîãî ãiðîñòàáiëiçàòîðà.

4. Äîñëiäæåíà çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìàéæå êîíñåðâàòèâíèõ

ñèñòåì. Ñôîðìóëüîâàíà íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ðiê-

êàòi ç ïàðàìåòðîì òà çíàéäåíà óìîâà äëÿ îöiíêè öüîãî ïàðàìåòðà.

5. Îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ç ìiíiìàêñíîãî êåðóâàííÿ çàñòîñîâàíî

äî ìîäåëi ðîòîðà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ òà ìîäåëi

äâîõ çâ'ÿçàíèõ êåðîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ.
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