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ÀÍÎÒÀÖIß

Ñàâ÷åíêî Í.Â. Êîëèâàííÿ òà ñòiéêiñòü ðóõó äåÿêèõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ìå-

õàíi÷íèõ ñèñòåì. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.02.01 �Òåîðåòè÷íà ìåõàíiêà�

(113 � Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ñëîâ'ÿíñüê, 2017. Çàõèñò âiäáóäåòüñÿ ó Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî àêòóàëüíèì ïðîáëåìàì ñó÷àñíî¨ òåîðå-

òè÷íî¨ ìåõàíiêè, ùî âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì, ÿêi îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿí-

íÿìè.

Òåìàòèêà äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç Ïëàíàìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó òå-

õíi÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

íà 2011 � 2014 ðîêè.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêó i ñïèñêó âèêî-

ðèñòàíèõ äæåðåë iç 118 íàéìåíóâàíü äæåðåë âiò÷èçíÿíèõ i çàðóáiæíèõ àâòî-

ðiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 144 ñòîðiíîê. Ó ðîáîòi ìiñòèòüñÿ

12 ðèñóíêiâ i 1 òàáëèöÿ.

Àêòóàëüíiñòü îáðàíîãî íàïðÿìó äîñëiäæåíü ïiäòâåðäæó¹òüñÿ âèñíîâêà-

ìè ïåðøîãî ðîçäiëó äèñåðòàöi¨, â ÿêîìó íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè ç ïèòàíü

ñòiéêîñòi ðóõó íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü ñòiéêó i íåéòðàëüíó êîìïîíåíòè;

ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ; ñòiéêîñòi îáåðòàíü âàæêîãî òâåðäîãî òi-

ëà ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ; çàñòîñóâàííÿ äåìïôóþ÷èõ ïðèñòðî¨â äëÿ ñòàáiëiçàöi¨

ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì òà äîñëiäæåííÿ âïëèâó ñòðóêòóðè ñèë íà äèíàìiêó i

ñòiéêiñòü ðóõó äàíèõ ñèñòåì.

Çàãàëüíó ìåòîäèêó äîñëiäæåíü âèêëàäåíî ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨.

À ñàìå çàçíà÷åíî, ùî ìåòîäè äèíàìiêè ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ òië, ÿêiñíî¨ òåî-

ði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü âèêîðèñòîâóþ-
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òüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü ðóõó ìàÿòíèêîâèõ ñèñòåì i îáåðòàííÿ òâåðäîãî

òiëà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. Ïðè ïîáóäîâi îöiíîê

âëàñíèõ çíà÷åíü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè çàñòîñîâóþòüñÿ åëåìåíòè òåîði¨ çáóðåíü.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà. Äîñòîâiðíiñòü îòðèìàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ ïiäòâåðäæåíî ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ðóõó. Ïðè ïîðiâíÿëüíié îöiíöi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ïiäòâåðäæó-

þòüñÿ âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåíü çäîáóâà÷à ¹ íåêîíñåðâàòèâíi ìåõàíi÷íi ñè-

ñòåìè. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ âèñòóïàþòü çàäà÷i ñòiéêîñòi i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó

öèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî çàâäàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿ-

ïóíîâà äëÿ êëàñiâ íåêîíñåðâàòèâíèõ íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ó êðèòè-

÷íèõ âèïàäêàõ iç çàñòîñóâàííÿì äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó äåÿêèõ ñèñòåì

òâåðäèõ òië.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêó 2m+ l, ìàòðèöÿ ëiíié-

íî¨ ÷àñòèíè ÿêî¨ ìà¹ m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ i l âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi íàëåæàòü

âiäêðèòié ëiâié êîìïëåêñíié ïiâïëîùèíi, à íåëiíiéíà ÷àñòèíà ñèñòåìè ìà¹ ñïå-

öiàëüíèé âèãëÿä. Äàíèé ïiäõiä âèäà¹òüñÿ áiëüø ïðîñòèì, íiæ âiäîìèé ìåòîä

çâåäåííÿ.

Ó ðîáîòi óïåðøå ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî äâi òåîðåìè, ùî äîçâîëÿþòü

êîíñòðóêòèâíî âñòàíîâèòè àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü òðèâiàëü-

íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çàçíà÷åíîãî âèãëÿäó. Òàêîæ äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî

ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ç äèíàìi÷íèì

ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü. Ïîêàçàíî, ùî ââåäåííÿ îñòàííüîãî äî ñèñòåìè ðîáèòü

íèæíié ñòàí ðiâíîâàãè àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè ìàÿòíèêîâîãî îñöèëÿòîðà

çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ äî íüîãî äèíàìi÷íîãî àáñîðáåðà. Ç'ÿñîâàíî, ùî äîäà-

âàííÿ àáñîðáåðà ó äàíîìó âèïàäêó âåäå äî ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêî-
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ñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ. Ó ðàçi ïîäâiéíîãî ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ïîêàçàíî, ùî

ïðè¹äíàííÿ àáñîðáåðà çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü ðóõó. Îïèñàíî

îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïòèìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ àáñîðáåðà.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ðóõó ëiíiéíî¨ ìåõàíi÷íî¨

ñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñòðóêòóðè ñèë (ïîòåíöiàëüíi, ãiðîñêîïi÷íi,

äèñèïàòèâíi òà öèðêóëÿöiéíi ñèëè). Òàêîæ çíàéäåíî îöiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü

äëÿ êîíêðåòíèõ âèïàäêiâ, ùî äà¹ çìîãó îöiíèòè øâèäêiñòü çàãàñàííÿ çáóðå-

íèõ ðóõiâ ñèñòåìè.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi îòðèìàíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-

êîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi-

¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. Öi óìîâè íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ íà ðîçïîäië ìàñ

ó òiëi, âåëè÷èíó øâèäêîñòi îáåðòàííÿ i êîåôiöi¹íò òåðòÿ. Ïðîâåäåíî îöiíêó

âïëèâó äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü ðóõó ãiðîñêîïà. Âñòàíîâëåíî, ùî

ïðè îáåðòàííi íàâêîëî íèæíüîãî ñòàíó âiäíîñíî¨ ðiâíîâàãè, ðóõ ñòà¹ àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêèì. Ïðè îáåðòàííi íàâêîëî âåðõíüîãî ñòàíó ðiâíîâàãè âïëèâ

äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó ¹ äâî¨ñòèì � ãiðîñêîïi÷íî ñòàáiëiçîâàíå îáåðòàííÿ òi-

ëà ìîæå âòðà÷àòè âëàñòèâiñòü ñòiéêîñòi, àëå ìîæå ñòàâàòè i àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì. Ïðèìiòíèì ¹ òîé ôàêò, ùî îñòàííié åôåêò ñòàáiëiçàöi¨ ìîæëèâèé

ëèøå äëÿ äèíàìi÷íî íåñèìåòðè÷íîãî òiëà. Òàêîæ äîñëiäæåíî êðèòè÷íèé çà

Ëÿïóíîâèì âèïàäîê, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíîãî íà-

áëèæåííÿ ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Îäåðæàíi â äèñåðòàöi¨ íîâi ðåçóëüòàòè ìàþòü â îñíîâíîìó òåîðåòè÷íå çíà-

÷åííÿ. Âîíè ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ äëÿ ôàõiâöiâ ó ãàëóçi òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíi-

êè, à ñàìå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ ñòiéêîñòi

ðóõó íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü, ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ôóí-

êöiÿ Ëÿïóíîâà, ñòðóêòóðà ñèë, ðiâíîìiðíà àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü çà ÷àñòè-

íîþ çìiííèõ, äåìïôóþ÷èé ìîìåíò, ðiâíîìiðíi îáåðòàííÿ, êðèòè÷íèé âèïàäîê,

äåìïôåð ïàñèâíîãî òèïó, âëàñíi çíà÷åííÿ, øâèäêiñòü çàãàñàííÿ êîëèâàíü, ïî-

äâiéíèé ìàÿòíèê, ìàÿòíèêîâèé îñöèëÿòîð.
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ABSTRACT

Savchenko N.V. Oscillations and stability of the motion of some

non-conservative mechanical systems. � Qualifying scienti�c work on the rights of

manuscript.

Dissertation for the degree of a Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences (PhD) in the specialty 01.02.01 �Theoretical mechanics� (113 � Applied

mathematics). � Institute of Applied Mathematics and Mechanics of the National

Academy of Sciences of Ukraine, Slavyansk, 2017. The defense will be held at the

Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kiev.

The dissertation is devoted to the actual problems of modern theoretical

mechanics which arise in the study of the motion stability of mechanical systems,

and are described by nonlinear ordinary di�erential equations.

The subject of the dissertation is connected with the Plans of Scienti�c

Researches of the Technical Mechanics Department of the Institute of Applied

Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of Ukraine for

2011 � 2014.

The dissertation consists of an introduction, �ve sections, a conclusion and a

list of references to 118 scienti�c works by domestic and foreign authors, used as

sources. The total volume of the dissertation is 144 pages. The work contains 12

�gures and 1 table.

The relevance of the chosen direction of research is con�rmed by the conclusi-

ons in the �rst section of the dissertation, which gives an overview of the li-

terature on the motion stability of nonlinear systems containing stable and neutral

components; stability of movement with respect to a part of variables; the rotation

stability of a heavy rigid body with a �xed point; the use of damping devices to

stabilize the movement of mechanical systems and the study of the forces structure

in�uence on the dynamics and movement stability of these systems.

The general research methodology is described in the second section of the

dissertation. Namely, it is indicated that the methods of analytical mechanics

are used in the study of the equations of the pendulum systems motion and
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the rotation of a heavy rigid body with a �xed point under the in�uence of the

damping torque. When constructing estimates of the eigenvalues of the mechanical

system, elements of the perturbation theory are used. Some results of the matrix

theory are also used in the course of the study. A Lyapunov's direct method is used

to solve the problem of stability of the equilibrium state of nonlinear mechanical

systems. The reliability of the obtained results is proved by the results of numerical

integration of di�erential equations of motion. At a comparative evaluation, the

�ndings of the dissertation are con�rmed by known results.

The main subject of the applicant's research is non-conservative mechanical

systems. The research area contains stability and stabilization problems for these

mechanical systems.

In the dissertation the scienti�c problem of constructive recording of Lyapunov

functions for classes of non-conservative nonlinear mechanical systems in critical

cases with application to the study of motion stability of stability problem of

multibody system's dynamics is solved.

In the third section, we propose a method for constructing the Lyapunov

function for the system of ordinary di�erential equations of order 2m + l, whose

linear part matrix has m pairs of purely imaginary and l eigenvalues belonging

to the open left complex half-plane, while the nonlinear part of the system has a

special form. This approach seems more simple than the well-known Kamenkov's

principle of reduction. In the thesis two theorems were �rst formulated and proved,

which allow us to establish constructively the asymptotic stability or instability of

the solution of the system of the speci�ed type. There has also been studied the

problem of the equilibrium state stability of a double mathematical pendulum

with a dynamic oscillator absorber. It is shown that adding the latter to the

system makes the lower equilibrium state asymptotically stable. The dissertation

has solved the problem of stabilizing the equilibrium state of a pendulum oscillator

by adding a dynamic absorber to it. It was found that in this case the addition

of an absorber leads to uniform asymptotic stability with respect to a part of the

variables. For a double physical pendulum, it is shown that attachment of the
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absorber provides exponential stability of motion. Some aspects of the optimal

con�guration of the oscillations absorber are discussed.

In the fourth section, there has been solved the problem of the motion stability

of a linear mechanical system which is under the action of the forces structure

(potential, gyroscopic, dissipative and circulating forces). In addition, self-value

estimates for speci�c cases have been found, which allows us to estimate the

attenuation rate of perturbed movements of the system.

In the �fth section, we have obtained necessary and su�cient conditions for

the asymptotic stability of uniform rotations of the asymmetric gyroscope which

is under the in�uence of the damping torque. These conditions impose restricti-

ons on the distribution of masses in the body, the value of the rotation speed

and the friction coe�cient. An estimation of the damping torque in�uence on

the gyroscope motion stability has been carried out. It was established that at

rotation around the lower state of the relative equilibrium the motion becomes

asymptotically stable. At rotation around the upper equilibrium state, the e�ect

of the damping torque is twofold: the gyroscopically stabilized rotation of the

body may lose the property of stability, but may become asymptotically stable.

It is noteworthy that the last stabilization e�ect is possible only for a dynami-

cally asymmetric body. The Lyapunov-critical case is also investigated when the

characteristic equation of the linear approximation system has a pair of purely

imaginary roots.

The new results obtained in the dissertation are basically of theoretical value.

They are of interest to specialists in the �eld of theoretical mechanics, namely,

they can be used to further develop the theory of motion stability of nonlinear

mechanical systems.

Keywords: asymptotic stability, Lyapunov's direct method, Lyapunov functi-

on, structure of forces, uniform asymptotic stability with respect to a part of

the variables, damping torque, permanent rotations, the critical case, damper of

passive type, eigenvalues, rate of the oscillations fading, double pendulum, the

pendulum oscillator.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó äàíèé ÷àñ çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ çàäà÷à êîí-

ñòðóêòèâíîãî îïèñó i àíàëiçó óìîâ ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi îïè-

ñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Çàçâè÷àé

ïðè ðîçâ'ÿçàííi öi¹¨ çàäà÷i äîñëiäíèê ñòèêà¹òüñÿ ç ïðîáëåìîþ ãðîìiçäêèõ îá-

÷èñëåíü. Òîìó äëÿ àíàëiçó ïîâåäiíêè ñèñòåìè âàæëèâèì ¹ çàâäàííÿ ïîøóêó

øëÿõiâ ïîäîëàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ òðóäíîùiâ çà ðàõóíîê âèðîáëåííÿ ñïåöi-

àëüíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîöåäóð, ñïðÿìîâàíèõ íà ðåäóêöiþ âiäïîâiäíèõ óìîâ.

Îäíèì iç îñíîâíèì ïiäõîäiâ äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó íåëiíiéíèõ ìå-

õàíi÷íèõ ñèñòåì ¹ ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

Îñîáëèâå ìiñöå â òåîði¨ ñòiéêîñòi çàéìà¹ äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íèõ âèïàä-

êiâ. Òåîðiÿ êðèòè÷íèõ âèïàäêiâ áåðå ïî÷àòîê âiä Î. Ì. Ëÿïóíîâà i îòðèìàëà

ñâié ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ Ì. Ã. ×åòà¹âà, Â. Ã. Âåðåòåííèêîâà, ß. Ì. Ãîëü-

öåðà, Ã. Â. Êàìåíêîâà, À. Ë. Êóíiöèíà, I. Ã. Ìàëêiíà, À. Ì. Ìîë÷àíîâà,

À. Ñ. Îçiðàíåðà, Ë. Ñàëüâàäîði, Â. À. Ïëiñà, Î. Â. Àíàøêiíà, E. H. Abed,

J.-H. Fu òà iíøèõ â÷åíèõ. Ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ àêòóàëüíèì ¹ âèâ÷åííÿ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè. Öÿ çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ äëÿ

êðèòè÷íîãî âèïàäêó ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ ó ðîáîòàõ Ë. Ñàëüâàäîði,

Ê. Ïàéôôåðà, Î. ß. Ñàâ÷åíêà, Î. Î. Iãíàòü¹âà òà iíøèõ. Ó òîé æå ÷àñ, âiä-

êðèòèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà â ÿâíîìó âèãëÿäi

ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ.

Çàäà÷i ñòiéêîñòi i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íå çà âñiìà, à ëèøå

ïî âiäíîøåííþ äî äåÿêî¨ ÷àñòèíè çìiííèõ, ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü íà

ïðàêòèöi ÿê ç âèìîãè íîðìàëüíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ, òàê i ïðè îöiíþâàííi

ìîæëèâîñòåé ñèñòåìè. Çàçíà÷åíi çàäà÷i ¹ ìiæäèñöèïëiíàðíèìè i âèíèêàþòü

ïðè ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ ÿâèù i êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ó ñàìèõ ðiçíèõ ðîçäiëàõ

íàóêè: ìåõàíiöi, ôiçèöi, åêîíîìiöi, áiîëîãi¨ òà iíøèõ.
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Çàáåçïå÷èòè ñòiéêiñòü çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ äëÿ áàãàòüîõ êëàñiâ ñèñòåì âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ ïðîñòiøèì, íiæ çà âñiìà çìiííèìè, i òîìó ó òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî

êåðóâàííÿ íàâiòü âèäiëèâñÿ îêðåìèé íàóêîâèé íàïðÿìîê, ÿêèé ïðèñâÿ÷åíèé

äîñëiäæåííþ òà çàáåçïå÷åííþ ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ. Ó äàíîìó ïè-

òàííi ñóòò¹âi ðåçóëüòàòè îäåðæàâ Â. Â. Ðóìÿíöåâ. Ñåðåä ÷èñëåííèõ ïóáëiêà-

öié iç öüîãî íàïðÿìêó âiäçíà÷èìî òàêîæ êíèãè Â. I. Çóáîâà, Ì. Ì. Êðàñîâ-

ñüêîãî, Â. I. Âîðîòíiêîâà, Î. ß. Ñàâ÷åíêà i Î. Î. Iãíàòü¹âà.

Ãîëîâíèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ òàêîæ ¹ ìåòîä ôóíêöié

Ëÿïóíîâà, ÿêèé âèÿâèâñÿ âåëüìè åôåêòèâíèì ïðè àíàëiçi ÿê òåîðåòè÷íèõ,

òàê i ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì. Îäíàê, õî÷à ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ ïðèêëàäíèõ çà-

äà÷àõ ìåòîä ôóíêöié Ëÿïóíîâà i äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè æîðñòêi óìîâè ñòiéêîñòi

çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ, òèì íå ìåíø, ó öiëîìó ïèòàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäî-

âè ôóíêöié Ëÿïóíîâà çàëèøà¹òüñÿ ìàëîâèâ÷åíèì. Ó òàêié ñèòóàöi¨ çíà÷íèé

iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ïðÿìîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà ç îïèñîì

êîíñòðóêòèâíèõ øëÿõiâ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òå-

ìàòèêà äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç Ïëàíàìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó òåõíi-

÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

íà 2011 � 2014 ðîêè.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè ¹ íåêîíñåðâàòèâíi ìåõàíi÷íi ñèñòåìè. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ âèñòó-

ïàþòü çàäà÷i ñòiéêîñòi i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó öèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Ïðè ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì âàæëè-

âîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ¹ íåñèìåòðè÷íå òâåðäå òiëî ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ,

ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. Ó òàêîìó âèïàäêó îñíîâíîþ

ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèçíà÷åííÿ óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ

îáåðòàíü öüîãî òiëà. Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè

ðÿä çàâäàíü. Äî öèõ çàâäàíü íàëåæàòü ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðóõó

ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè i ïðèâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Íà-

ñòóïíèìè çàâäàííÿìè ¹ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ãiðîñêîïà i îöiíêà âïëèâó
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äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü äàíîãî ðóõó.

ßêùî ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà ìàÿòíèêîâèìè ñèñòåìàìè, òî îñíîâ-

íîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ñòàáiëiçàöiÿ êîëèâàíü ñèñòåìè øëÿõîì äîäàâàííÿ

äî íå¨ äèíàìi÷íèõ ïîãëèíà÷iâ êîëèâàíü ðiçíèõ êîíôiãóðàöié. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

âèíèêà¹ ðÿä çàâäàíü, à ñàìå: äîñëiäæåííÿ ñòàíiâ ðiâíîâàãè íà ñòiéêiñòü çà

äîïîìîãîþ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà òà îòðèìàííÿ óìîâ ñòàáiëiçàöi¨ êîëè-

âàíü äàíèõ ìàÿòíèêîâèõ ñèñòåì.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ìåòîäè äèíàìiêè ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ òië, ÿêiñíî¨

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü ðóõó ìàÿòíèêîâèõ ñèñòåì i îáåðòàííÿ òâåðäîãî

òiëà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. Ïðè ïîáóäîâi îöiíîê

âëàñíèõ çíà÷åíü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè çàñòîñîâóþòüñÿ åëåìåíòè òåîði¨ çáóðåíü.

Òàêîæ ó õîäi äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåÿêi ðåçóëüòàòè òåîði¨ ìàòðèöü.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ñòiéêiñòü ñòàíiâ ðiâíîâàãè íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

Äîñòîâiðíiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êîðåêòíiñòþ ïî-

ñòàíîâîê âèõiäíèõ çàäà÷ òà âèêîðèñòàííÿì ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæåíî òàêîæ ÷èñåëüíèì iíòåãðóâàííÿì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó. Ïðè ïîðiâíÿëüíié îöiíöi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ ïiäòâåðäæóþòüñÿ âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî

íàóêîâå çàâäàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà äëÿ êëàñiâ íå-

êîíñåðâàòèâíèõ íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ iç çà-

ñòîñóâàííÿì äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó äåÿêèõ ñèñòåì òâåðäèõ òië. Ó

ðåçóëüòàòi äîñëiäæåííÿ îòðèìàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:

1. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêó 2m + l, ìàòðèöÿ ëiíiéíî¨

÷àñòèíè ÿêî¨ ìà¹m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ i l âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi íàëåæàòü

âiäêðèòié ëiâié êîìïëåêñíié ïiâïëîùèíi, à íåëiíiéíà ÷àñòèíà ñèñòåìè

ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä. Äàíèé ïiäõiä âèäà¹òüñÿ áiëüø ïðîñòèì, íiæ
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âiäîìèé ìåòîä çâåäåííÿ.

2. Óïåðøå ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî äâi òåîðåìè, ùî äîçâîëÿþòü êîí-

ñòðóêòèâíî âñòàíîâèòè àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü òðèâi-

àëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çàçíà÷åíîãî âèùå âèãëÿäó.

3. ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíèõ òåîðåì äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî

ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ëiíié-

íèì äèíàìi÷íèì ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü ïàñèâíîãî òèïó. Ïîêàçàíî, ùî

ââåäåííÿ îñòàííüîãî äî ñèñòåìè ðîáèòü íèæíié ñòàí ðiâíîâàãè àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêèì.

4. Òàêîæ óïåðøå ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè ìàÿòíè-

êîâîãî îñöèëÿòîðà çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ äî íüîãî äèíàìi÷íîãî àá-

ñîðáåðà. Ç'ÿñîâàíî, ùî äîäàâàííÿ àáñîðáåðà â äàíîìó âèïàäêó âåäå

äî ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

5. Ó ðàçi ïîäâiéíîãî ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ïîêàçàíî, ùî ïðè¹äíàííÿ àá-

ñîðáåðà çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü ðóõó. Îïèñàíî îñíîâíi

âëàñòèâîñòi îïòèìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ àáñîðáåðà.

6. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî îöiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíî¨ ìå-

õàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ

ñèë ðiçíèõ òèïiâ.

7. Îòðèìàíî óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü íåñè-

ìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåí-

òó. Òàêîæ ïðîâåäåíî îöiíêó âïëèâó öüîãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü ðóõó

ãiðîñêîïà.

8. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi îáåðòàíü ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïóíîâèì âè-

ïàäêó, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ,

ùî îïèñó¹ ðóõ íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêàïà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ

äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó, ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îäåðæàíi â äèñåðòà-

öi¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü â îñíîâíîìó òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Âîíè ïðåäñòàâëÿþòü

iíòåðåñ äëÿ ôàõiâöiâ ó ãàëóçi òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè, à ñàìå ìîæóòü áóòè âèêî-

ðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ñòàòòi [1�6] îïóáëiêîâàíi ñïiëüíî ç

ä.ô.-ì.í. Â.�. Ïóçèðüîâèì, ÿêîìó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà îáãîâîðå-

ííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíi ó ñòàòòÿõ [4, 5]. Çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñòiéêîñòi ðóõó ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïóíîâèì âèïàäêó, êîëè

õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ ìà¹ m ïàð ÷èñòî

óÿâíèõ êîðåíiâ i l êîðåíiâ ç âiä'¹ìíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ. Çàïðîïîíîâàíî ñïî-

ñiá ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè ñïåöiàëüíîãî âèäó ó êðèòè÷íîìó

âèïàäêó ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ñòà-

íó ðiâíîâàãè ïîäâiéíîãî ìàÿòíèêà ç äèíàìi÷íèì ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü. Êðiì

òîãî, âèâ÷åíî ïèòàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ øëÿõîì

ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4 âiäîáðàæåíi ó ñòàòòi [1]. Çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü îòðè-

ìàííÿ îöiíîê âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè

ñâîáîäè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñòðóêòóðè ñèë.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 îïóáëiêîâàíi ó ñòàòòÿõ [2,3]. Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáó-

âà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-

êîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä

äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-

ïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ñòiéêiñòü, êåðóâàííÿ i äèíàìiêà òâåðäîãî

òiëà� (ICSCD XI), Äîíåöüê, 2011 ð.;

� Ñåìiíàðàõ iç çàãàëüíî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i

ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2013 � 2014 ðð.);
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� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Ìîäåëþâàííÿ i äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì� (DSMSI XVII), Êè¨â, 2015 ð.;

� Ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 2015,

2017 ðð.;

� Ñåìiíàði âiääiëó ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòè-

êè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà çà ó÷àñòþ êàôåäðè ìàòåìàòèêè ÄÂÍÇ �Äîíáà-

ñüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò� (2017 ð., êåðiâíèêè � ïðîô. Î.Ë.

Çó¹â, ïðîô. Ñ.Ì. ×óéêî);

� Ìàòåìàòè÷íîìó ñåìiíàði äî 100-ði÷÷ÿ Ñ.Ã. Êðåéíà (2017 ð., êåðiâíèêè

� ïðîô. Ñ.Ì. ×óéêî, ïðîô. À.Ë. Çó¹â, Â.Ô. Ùåðáàê);

� Ñåìiíàði �Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìà-

òèêà� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2017 ð., êåðiâíèêè � àêàäåìiêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè I.Î. Ëóêîâñüêèé òà Â.Ë. Ìàêàðîâ).

Ïóáëèêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó 10

ðîáîòàõ [1�10], ç ÿêèõ 6 ñòàòåé ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíàëàõ òà çáiðíèêàõ,

4 ðîáîòè ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié. Ñòàòòÿ [5] îïóáëiêîâàíà ó

íàóêîâîìó æóðíàëi, ÿêèé âêëþ÷åíî äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêó òà ñïèñêó âèêî-

ðèñòàíèõ äæåðåë iç 118 íàéìåíóâàíü. Îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñòàíîâèòü

144 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó, ç íèõ 11 ñòîðiíîê çàéìà¹ ñïèñîê âèêîðèñòà-

íèõ äæåðåë. Ó ðîáîòi ìiñòèòüñÿ 12 ðèñóíêiâ i 1 òàáëèöÿ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1.1. Äîñëiäæåííÿ âïëèâó ñòðóêòóðè ñèë íà äèíàìiêó i

ñòiéêiñòü ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

Ñâié ïî÷àòîê äàíå ïèòàííÿ áåðå ó ðîáîòàõ Òîìñîíà i Òåòà, ÿêi â 1879 ðî-

öi äàëè çàãàëüíå âèçíà÷åííÿ ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë i äîâåëè ÷îòèðè òåîðåìè ïðî

ñòiéêiñòü ðóõó, âiäîìi â ïîäàëüøîìó ÿê êëàñè÷íi òåîðåìè Òîìñîíà � Òåòà �

×åòà¹âà [11]. Ó äàíèé ÷àñ ïèòàííÿ âïëèâó ñòðóêòóðè ñèë íà äèíàìiêó i ñòié-

êiñòü ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ¹ îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äëÿ ÷èñëåííèõ àâòîðiâ.

Ïîðÿä iç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ðåçóëüòàòiâ çàãàëüíîãî õàðàêòåðó, ïðèñâÿ÷åíèõ

óçàãàëüíåííþ i ðîçâèòêó êëàñè÷íèõ òåîðåì Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà, âåëè-

êå ÷èñëî ðîáiò ïîâ'ÿçàíå ç äîñëiäæåííÿì ïîâåäiíêè êîíêðåòíèõ ñèñòåì, ùî

çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi¹þ ñòðóêòóðè ñèë.

Êíèãà Ä. Ð. Ì¹ðêiíà [12] ïðèñâÿ÷åíà çàãàëüíèì âiäîìîñòÿì ïðî äîñëi-

äæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåì ïî ñòðóêòóði äiþ÷èõ ñèë; íàâåäåíî äîñòàòíþ

êiëüêiñòü íàî÷íèõ ïðèêëàäiâ. Òàêîæ áàãàòî ïðèêëàäíèõ çàäà÷ îïèñàíî ó ïðà-

öi Â. Ì. Ðóáàíîâñüêîãî i Â. Î. Ñàìñîíîâà [13]. Ó ñòàòòi Â. Ì. Êîøëÿêîâà [14]

íàâåäåíi ñòðóêòóðíi ïåðåòâîðåííÿ äåÿêèõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

Î. À. Êîñîâ ó [15] ðîçãëÿäà¹ ìåõàíi÷íi ñèñòåìè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi-

¹þ iñòîòíî íåëiíiéíèõ ïîçèöiéíèõ ñèë. Ìåòîäîì äåêîìïîçèöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ

äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñòàíó ðiâíîâàãè. Âèâ÷àþòüñÿ çàäà-

÷i ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè íåëiíiéíèõ íåñòàöiîíàðíèõ ñèñòåì iç çàäàíèìè

ïîòåíöiàëüíèìè ñèëàìè çà ðàõóíîê ïðè¹äíàííÿ ñèë iíøî¨ ñòðóêòóðè. Äëÿ

ñèñòåì iç íåñòàöiîíàðíèì îäíîðiäíèì äîäàòíî âèçíà÷åíèì ïîòåíöiàëîì äî-

âåäåíà ìîæëèâiñòü ¨¨ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíèìè äèñèïàòèâíèìè ñèëàìè, ùî íå

õàðàêòåðíî äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì. Äëÿ ñèñòåì iç ïàðíîþ êiëüêiñòþ êîîðäèíàò
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n > 4, çà íàÿâíîñòi äèñèïàòèâíèõ ñèë ç ïîâíîþ äèñèïàöi¹þ åíåðãi¨, äîâåäå-

íà ìîæëèâiñòü âiáðàöiéíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ çà ðàõóíîê äîäàâàííÿ öèðêóëÿöiéíèõ

i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî êîëèâàþòüñÿ áëèçüêî íóëÿ.

Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðóõó ñèñòåìè ïiä äi¹þ ñèë ç ÷àñòêîâîþ äèñèïàöi-

¹þ åíåðãi¨ áóëà äîñëiäæåíà â ðîáîòi Ã. Ê. Ïîæàðèöüêîãî [16]. Ó äàíié ðîáîòi

âêàçàíi óìîâè çà ÿêèõ äîäàâàííÿ äèñèïàöi¨ çà ÷àñòèíîþ êîîðäèíàò çàáåçïå÷ó¹

àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü içîëüîâàíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè.

Ó ðàáîòi [12] ïî ñóòi ìiñòèòüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòié-

êiñòü içîëüîâàíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî çíà-

õîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñèë ïîâíî¨ äèñèïàöi¨, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Äåùî áiëüø

ïîâíî âîíî áóëî çàïèñàíå Ë. Ñàëüâàäîði, ÿêîìó i âiäíîñÿòü öåé ðåçóëüòàò.

Â. �. Ïóçèðüîâ ó ñòàòòi [17] äîñëiäèâ âïëèâ, ÿêèé çäiéñíþþòü äèñèïàòèâíi

ñèëè ç íåïîâíîþ äèñèïàöi¹þ åíåðãi¨, íà ñòiéêiñòü ñòàíó âiäíîñíî¨ ðiâíîâàãè

êîíñåðâàòèâíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Äîâåäåíi ó ðîáîòi òå-

îðåìè ¹ ïîäàëüøèì ðîçâèòêîì êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ Òîìñîíà � Òåòà � ×å-

òà¹âà � Ñàëüâàäîði ó âèïàäêó ÷àñòêîâî¨ äèñèïàöi¨ åíåðãi¨.

Óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ñòàíó ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ìå-

õàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñèë ç ïîâíîþ i ÷àñòêîâîþ äèñèïà-

öi¹þ åíåðãi¨, çà øâèäêîñòÿìè i çà ÷àñòèíàìè êîîðäèíàò îòðèìàíi ó ðîáîòi [18]

Â. Â. Ðóìÿíöåâà.

Î. Ï. Ñåéðàíÿí i Î. Ì. Êèðèëîâ [19] ïðîàíàëiçóâàëè âïëèâ ìàëèõ ñèë,

ÿêi ïðîïîðöiéíi óçàãàëüíåíîìó âåêòîðó øâèäêîñòåé, íà ñòiéêiñòü ðóõó ëiíié-

íî¨ àâòîíîìíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè iç íåêîíñåðâàòèâíèìè ïîçèöiéíèìè ñèëàì.

Íèìè áóëè îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ìàòðèöi

äèñèïàòèâíèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë, ïiä äi¹þ ÿêèõ ñèñòåìà ñòà¹ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêîþ.

Ðîáîòà Î. Â. Êàðàïåòÿíà òà I. Ñ. Ëàãóòiíî¨ [20] ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåí-

íþ âïëèâó äèñèïàòèâíèõ i ñòàëèõ ñèë íà âèãëÿä i ñòiéêiñòü óñòàëåíèõ ðóõiâ

ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç öèêëi÷íèìè êîîðäèíàòàìè.

Ó ñòàòòi [21] Ë. Ã. Ëîáàñ i Ë. Ë. Ëîáàñ âñòàíîâèëè çàëåæíiñòü ìåæ îáëà-
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ñòåé ôëàòåðíî¨ i äèâåðãåíòíî¨ íåñòiéêîñòi âiä ïàðàìåòðà àñèìåòði¨ ñëiäêóþ÷î¨

ñèëè. Íèìè áóëî ïîêàçàíî, ùî çà äåÿêèõ çíà÷åíü äàíîãî ïàðàìåòðà îáëàñòü

ôëàòåðíî¨ íåñòiéêîñòi çíèêà¹, à îáëàñòü äèâåðãåíòíî¨ íåñòiéêîñòi iñíó¹ çàâ-

æäè. Ç ïðèêëàäàìè äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó ðîáîòi [22].

Ïàðàäîêñàëüíèé âïëèâ ìàëèõ äèñèïàòèâíèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë íà ñòié-

êiñòü ðóõó ëiíiéíèõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì, ùî ïîëÿãà¹ ó íåïåðåäáà÷óâàíié,

íà ïåðøèé ïîãëÿä, ïîâåäiíöi êðèòè÷íîãî íåêîíñåðâàòèâíîãî íàâàíòàæåííÿ

âèâ÷à¹òüñÿ ó ðîáîòi Î. Ì. Êèðèëîâà [23]. Çà äîïîìîãîþ äîñëiäæåííÿ áiôóð-

êàöié êðàòíèõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà íåêîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè

îòðèìàíî àíàëiòè÷íèé îïèñ öüîãî åôåêòó. Ó ÿêîñòi ìåõàíi÷íîãî ïðèêëàäó áó-

ëà ðîçãëÿíóòà ìîäåëü äèñêîâîãî ãàëüìà, ùî îïèñó¹ âèíèêíåííÿ ñêðèïó ïiä

÷àñ ãàëüìóâàííÿ àâòîìîáiëÿ.

Ó ñòàòòi [24] Ñ. À. Àãàôîíîâ äîñëiäèâ ìîæëèâiñòü ñòàáiëiçàöi¨ äî àñèìïòî-

òè÷íî¨ ñòiéêîñòi ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè çà äîïîìî-

ãîþ íåëiíiéíèõ äèñèïàòèâíèõ i ïîçèöiéíèõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèë. Ñòiéêiñòü

ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè äîñÿãíóòà çà ðàõóíîê ãiðîñêîïi÷íî¨ ñòàáiëiçàöi¨. Ó òåð-

ìiíàõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè îòðèìàíi óìîâè ñòàáiëiçàöi¨. Óêàçàíi âèïàäêè, êîëè

ãiðîñêîïi÷íà ñòàáiëiçàöiÿ ðóéíó¹òüñÿ öèìè íåëiíiéíèìè ñèëàìè.

Åôåêò äåñòàáiëiçàöi¨ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè íåêîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, ùî çíà-

õîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ÿê çàâãîäíî ìàëî¨ ëiíiéíî¨ ñèëè â'ÿçêîãî òåðòÿ, ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ Î. �. Áàéêîâèì i Ï. Ñ. Êðàñèëüíèêîâèì ó ñòàòòi [25]. Îòðèìàíi íåîáõiäíi

òà äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåìè ç äåêiëüêîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè äëÿ

âèïàäêó ìàëîãî òåðòÿ i, ÿê íàñëiäîê, óìîâè iñíóâàííÿ åôåêòó äåñòàáiëiçàöi¨

(åôåêòó Öèãëåðà). Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ïðî ñòàáiëiçàöiþ ñòàíó ðiâíîâà-

ãè ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ âåëèêèõ ñèë òåðòÿ. Ïîáóäîâàíî êðèòåði¨

ñòiéêîñòi ñòàíó ðiâíîâàãè ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, êîëè ñèëè òåð-

òÿ ïðèéìàþòü äîâiëüíi çíà÷åííÿ.

Ó ðîáîòi Î. Ì. Êèðèëîâà i F. Verhulst [26] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïàðàäîêñ äåñòà-

áiëiçàöi¨ êîíñåðâàòèâíî¨ òà íåêîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåì ç ìàëîþ äèñèïàöi¹þ (àáî
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ïàðàäîêñ Öèãëåðà). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i çàñòîñîâó¹òüñÿ ïàðàñîëüêà

ñèíãóëÿðíîñòi Ó¨òíi. Ïèòàííÿ ãiðîñêîïi÷íî¨ ñòàáiëiçàöi¨ òàêîæ ðîçãëÿíóòî ó

ñòàòòi [27] äëÿ ñòàòè÷íî íåñòiéêî¨ ëiíiéíî¨ êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè. Ïîêàçàíî,

ùî ñòiéêiñòü ðóõó ìîæå áóòè ïîëiïøåíà àáî çíèùåíà ñëàáêèì çàãàñàííÿì i

äîäàâàííÿì öèðêóëÿöiéíèõ ñèë. Öå ðåãóëþ¹òüñÿ îñîáëèâîñòÿìè ìåæi îáëàñòi

àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ïàðàñîëüêè Ó¨òíi äëÿ çáóðåíî¨ ñèñòåìè.

Îòæå, öèðêóëÿöiéíi ñèëè ìîæóòü çäiéñíþâàòè íà ðóõ ñèñòåìè ÿê äåñòà-

áiëiçóþ÷èé âïëèâ [21, 28], òàê i ñòàáiëiçóþ÷èé [12, 24]. Òàêèì ÷èíîì, äîñèòü

âàæëèâîþ îáñòàâèíîþ, ÿêà âïëèâà¹ íà ñêëàäíiñòü äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó

ñèñòåìè i éîãî ðåçóëüòàòè, ¹ âiäñóòíiñòü àáî íàÿâíiñòü öèðêóëÿöiéíèõ (íåêîí-

ñåðâàòèâíèõ ïîçèöiéíèõ) ñèë. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ÷àñòî ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè âèùåçãàäàíi òåîðåìè Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà i ¨õ óçàãàëüíåííÿ, ÿêi

çàçâè÷àé ìiñòÿòü âèìîãè ÿêiñíîãî ïîðÿäêó � ïîâíà äèñèïàöiÿ åíåðãi¨, äîâiëüíi

ãiðîñêîïi÷íi ñèëè, ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ïðè îäíèõ (áóäü-ÿêèõ ïî âåëè÷è-

íi) ïîòåíöiàëüíèõ ñèëàõ [12, òåîðåìè 1 � 4 ï. 6.5] i ò. ï. Ó äðóãîìó âèïàäêó

ñèòóàöiÿ ïðèíöèïîâî iíøà, îñêiëüêè ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü ðóõó çàëåæèòü

âiä êiëüêiñíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ âåëè÷èíàìè äiþ÷èõ ñèë. Çîêðåìà, ðóõ ãi-

ðîñêîïi÷íî ñòàáiëiçîâàíî¨ ñèñòåìè âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü ïðè äîäàâàííi àáî îäíèõ

äèñèïàòèâíèõ, àáî îäíèõ öèðêóëÿöiéíèõ ñèë, àëå ìîæå ñòàòè àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì ïðè ¨õ ñïiëüíîìó âïëèâi (ïðèêëàäîì ìîæå áóòè îáåðòàííÿ ðîòîðà íà

ãíó÷êîìó âàëó, äèâ. [13, ï.3.2] àáî [28]).

Ó ðîáîòi [29] P. Hagedorn òà M. Eckstein ñôîðìóëþâàëè òåîðåìè ïðî âïëèâ

äåìïôóâàííÿ íà ñòiéêiñòü ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi¹þ

ñòðóêòóðè ñèë, i íà ñàìîçáóäíi êîëèâàííÿ. Òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè ïðàêòè-

÷íîãî çàñòîñóâàííÿ äàíèõ òåîðåì äëÿ çàäà÷ ìàøèíîáóäóâàííÿ.

Ó ñòàòòi D. Jekel i P. Hagedorn [30] ïîêàçàíî, ùî ãiðîñêîïi÷íi ÷ëåíè ñïðè-

ÿþòü çìåíøåííþ ðîçìiðiâ îáëàñòåé íåñòiéêîñòi, à ÿâèùå àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-

êîñòi ðóõó ç íåñêií÷åííî ìàëèì çàãàñàííÿì ìîæå çíèêíóòè ÷åðåç ãiðîñêîïi÷íi

åôåêòè. Òàêîæ îïèñàíî, ùî íåäiàãîíàëüíi ÷ëåíè ìàòðèöi äåìïôóâàííÿ ìàþòü

äåñòàáiëiçóþ÷èé âïëèâ íà ñèñòåìó. Ó ÿêiéñü ìiði âîíè êîìïåíñóþòü ïîçèòèâ-
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íèé åôåêò äiàãîíàëüíèõ äåìïôóþ÷èõ ÷ëåíiâ.

Ðåçóëüòàòè çàãàëüíèõ äîñëiäæåíü âïëèâó ñòðóêòóðè ñèë íà ñòiéêiñòü ñòà-

íó ðiâíîâàãè ñòàöiîíàðíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç óñïiõîì âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ ïðî ñòàáiëiçàöiþ óñòàëåíèõ ðóõiâ êåðîâàíèõ

ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ Â. Â. Êðåìåíòóëî [31], Î. Ì. Ë¹òî-

âà [32], Ê. Ìàãíóñà [33], Ã. Ê. Ïîæàðèöêîãî [34], Â. Â. Ðóìÿíöåâà [35] òà iíøèõ

àâòîðiâ.

Äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó çàëèøà¹òüñÿ ìàëî äîñëiäæåíîþ çàäà÷à ñòiéêiñòi ñòà-

íó ðiâíîâàãè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó, êîëè ñèëè, ùî äiþòü íà ñèñòåìó,

çàëåæàòü âiä ÷àñó àáî íà ñèñòåìó íàêëàäåíî íåñòàöiîíàðíi çâ'ÿçêè. Öå ïî-

ÿñíþ¹òüñÿ ÿê ñêëàäíiñòþ âèêîðèñòàííÿ ó äîñëiäæåííÿõ ðiâíÿííÿ ëiíiéíîãî

íàáëèæåííÿ, òàê i ñêëàäíiñòþ ïîáóäîâè ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà.

Ðàçîì iç òèì, çàäà÷à ñòiéêiñòi ñòàíó ðiâíîâàãè íåñòàöiîíàðíî¨ ìåõàíi÷íî¨

ñèñòåìè ¹ àêòóàëüíîþ òîìó, ùî âîíà ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïiä ÷àñ äî-

ñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ïðîãðàìíèõ ðóõiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì òà ïðè äîñëiäæåííi

ñòiéêîñòi ðóõó ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ìîæóòü áóòè âñòàíîâëåíi íà îá'¹êòi,

ùî çäiéñíþ¹ íåñòàöiîíàðíèé ïðîñòîðîâèé ðóõ.

1.2. Ñòiéêiñòü ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

1.2.1. Ñòiéêiñòü îáåðòàíü âàæêîãî òâåðäîãî òiëà ç íåðóõîìîþ òî-

÷êîþ. Ïåðìàíåíòíi îáåðòàííÿ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà ç îäíi¹þ íåðóõîìîþ

òî÷êîþ áóëè âiäêðèòi ó 1894 ð. Á. Ê. Ìëîäçå¹âñüêèì [36] i Î. Øòàóäå [37];

îñòàííüîìó íàëåæèòü äåòàëüíå äîñëiäæåííÿ öèõ îáåðòàíü. Ñïî÷àòêó çàäà÷à

ïîøóêó óìîâ ¨õ ñòiéêîñòi ïðè çàäàíîìó ðîçïîäiëi ìàñ çäàâàëàñÿ çàíàäòî âàæ-

êîþ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ. Îäíàê ó 1920 ð. Ð. Ãðàììåëü îòðèìàâ óìîâè ñòiéêîñòi

ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü òiëà øëÿõîì ðîçãëÿäó ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü çáó-

ðåíîãî ðóõó òâåðäîãî òiëà [38,39]. Çâàæàþ÷è íà ñêëàäíiñòü îòðèìàíèõ óìîâ,

áóëî ìàëî íàäi¨ íà âèäiëåííÿ íà êîíóñi ïåðìàíåíòíèõ îñåé îáëàñòåé ñòiéêîñòi,

âíàñëiäîê ÷îãî Ð. Ãðàììåëü �îáåðíóâ� ïîñòàíîâêó çàäà÷i. Âií çàïðîïîíóâàâ
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øóêàòè íå íàïðÿìíi êîñèíóñè ñòiéêèõ ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü ïðè çàäàíî-

ìó ðîçïîäiëi ìàñ, à, íàâïàêè, âèõîäÿ÷è ç ïåâíîãî ïîëîæåííÿ îñi îáåðòàííÿ

ó òâåðäîìó òiëi òà iç íàïåðåä çàäàíîãî âiäíîøåííÿ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ òiëà äî

éîãî âàãè, çíàéòè òàêi ïîëîæåííÿ öåíòðà ìàñ òiëà, ïðè ÿêèõ ìîæëèâi ñòiéêi

ïåðìàíåíòíi îáåðòàííÿ íàâêîëî çàäàíî¨ îñi. Ó òàêié ïîñòàíîâöi Ð. Ãðàììåëü

ïðîàíàëiçóâàâ îòðèìàíi íèì óìîâè ñòiéêîñòi ðóõó äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó

íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà ïðè äîâiëüíîìó íàïðÿìêó îñi îáåðòàííÿ, à òàêîæ

äëÿ âèïàäêó, êîëè âiñü îáåðòàííÿ íàëåæèòü îäíié iç ãîëîâíèõ ïëîùèí iíåðöi¨

òâåðäîãî òiëà äëÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Ó 1945 ð. Î. Áîòòåìà [40] çàñòîñóâàâ óìîâè, ÿêi îòðèìàâ Ð. Ãðàììåëü, äî

äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü òâåðäîãî òiëà ó âèïàäêó, êîëè

öåíòð ìàñ òiëà ðîçòàøîâàíèé íà îäíié ç ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ (íà ïiäñòàâi

îäíi¹¨ ç òåîðåì Ëÿïóíîâà [41]).

Óìîâè, ÿêi îòðèìàâ Ð. Ãðàììåëü, ¹ ëèøå íåîáõiäíèìè óìîâàìè ñòiéêîñòi

ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü òâåðäîãî òiëà. Äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà i äëÿ

ãiðîñêîïà Ëàãðàíæà íåîáõiäíi óìîâè ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâ-

êîëî ãîëîâíî¨ îñi iíåðöi¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ òiëà, áóëè îòðèìàíi ó

1882 ð. Ì. �. Æóêîâñüêèì [42].

Äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî ãîëîâíî¨ îñi

iíåðöi¨, ÿêà ìiñòèòü öåíòð ìàñ òiëà, îòðèìàíi Ì. Ã. ×åòà¹âèì [43, 44] äëÿ âè-

ïàäêó Ëàãðàíæà. Ó ðîáîòi [44] âêàçàíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ïåðìà-

íåíòíèõ îáåðòàíü òiëà ÿê äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó (ïðè äîâiëüíîìó ðîçïîäiëi

ìàñ òâåðäîãî òiëà), òàê i äëÿ íèçêè îêðåìèõ âèïàäêiâ.

W. O. Schichlen i H. I. Weber ó ðîáîòi [45] ðîçãëÿíóëè ïèòàííÿ ñòiéêîñòi

ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíüØòàóäå äëÿ ãiðîñêîïà ç äåìïôóâàííÿì. Ïîêàçàíî, ùî

ñòiéêiñòü ðóõó òiëà çàëåæèòü âiä ïîâåäiíêè ñèìåòðè÷íèõ ãiðîñêîïiâ iç çàãàñà-

ííÿì: ñòàòè÷íi ãiðîñêîïè ìîæóòü áóòè íåñòiéêèìè ÷åðåç íåñèìåòðiþ, à ñòàòè-

÷íî íåñòiéêi ãiðîñêîïè ìîæóòü áóòè ñòàáiëiçîâàíi íåñèìåòðè÷íèìè ìîìåíòàìè

iíåðöi¨. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi òðèêóòíèêà Ìàãíóñà äëÿ

ñòàòè÷íî ñòiéêèõ i íåñòiéêèõ ãiðîñêîïiâ.
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Ñòiéêiñòü ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü âàæêîãî òâåðäîãî òiëà ç íåðóõîìîþ òî-

÷êîþ íàâêîëî âåðòèêàëi ðîçãëÿíóòi Î. Â. Õîëîñòîâîþ [46] ó ïðèïóùåííi ñà-

ìîãî çàãàëüíîãî ðîçïîäiëó ìàñ ó òiëi i äîâiëüíîãî ðîçìiùåííÿ òî÷êè çàêðiïëå-

ííÿ. Ó äîïóñòèìèõ îáëàñòÿõ ï'ÿòèìiðíîãî ïðîñòîðó ïàðàìåòðiâ çàäà÷i ïðîâî-

äèòüñÿ äåòàëüíèé ëiíiéíèé àíàëiç ñòiéêîñòi ðóõó. Âèïèñàíî íåîáõiäíi óìîâè

ñòiéêîñòi, à ó äåÿêèõ âèïàäêàõ çíàéäåíî i äîñòàòíi óìîâè.

Ïðîáëåìà åâîëþöi¨ îáåðòàíü òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî íåðóõîìî¨ òî÷êè ïðî-

äîâæó¹ ïðèâåðòàòè óâàãó äîñëiäíèêiâ. Ó ïðèêëàäíîìó àñïåêòi àíàëiç îáåð-

òàëüíèõ ðóõiâ òië âiäíîñíî íåðóõîìî¨ òî÷êè âàæëèâèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

êîñìîíàâòèêè, âõîäæåííÿ ëiòàëüíèõ àïàðàòiâ ó àòìîñôåðó, ðóõó îáåðòîâîãî

ñíàðÿäà, ãiðîñêîïi¨. Ïðè öüîìó ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ó ÿêîñòi ïîðîäæóþ÷îãî

(îïîðíîãî) ðóõó òâåðäîãî òiëà, ùî âðàõîâó¹ îñíîâíi ìîìåíòè ñèë, ÿêi äiþòü

íà òiëî, ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ðóõ ó âèïàäêó Ëàãðàíæà. Ó öüîìó âèïàäêó ïå-

ðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî òiëî ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó i çíàõîäèòüñÿ ó ïîëi ñèëè òÿæiííÿ,

ïðè÷îìó öåíòð ìàñ òiëà i íåðóõîìà òî÷êà ëåæàòü íà îñi äèíàìi÷íî¨ ñèìåòði¨

òiëà. Âiäíîâëþþ÷èé ìîìåíò ñèë, àíàëîãi÷íèé ìîìåíòó ñèëè òÿæiííÿ, ñòâîðþ-

¹òüñÿ òàêîæ àåðîäèíàìi÷íèìè ñèëàìè, ùî äiþòü íà òiëî ó ïîòîöi ãàçó. Òîìó

ðóõè, áëèçüêi äî âèïàäêó Ëàãðàíæà, äîñëiäæóâàëèñÿ ó öiëîìó ðÿäi ðîáiò ïî

äèíàìiöi ëiòàëüíèõ àïàðàòiâ, äå îêðiì âiäíîâëþþ÷îãî ìîìåíòó âðàõîâóâàëèñÿ

ðiçíi çáóðþþ÷i ìîìåíòè.

Ó ìîíîãðàôi¨ Â. Ñ. Àñëàíîâà [47] äîñëiäæåíî ðóõ òâåðäîãî òiëà, ùî îáåð-

òà¹òüñÿ ó àòìîñôåði ïiä äi¹þ ñèíóñî¨äàëüíîãî àáî áiãàðìîíi÷íîãî âiäíîâëþ-

þ÷îãî ìîìåíòó, ÿêèé çàëåæèòü âiä ÷àñó i ìàëèõ çáóðþþ÷èõ ìîìåíòiâ. Âïëèâ

íà ðóõ ãiðîñêîïà åêâàòîðiàëüíîãî i àêñiàëüíîãî ãàëüìóþ÷îãî ìîìåíòiâ, ùî

âiäiãðàþòü iñòîòíó ðîëü ïðè âèâ÷åííi îáåðòàëüíîãî ðóõó àðòèëåðiéñüêèõ ñíà-

ðÿäiâ, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó êíèçi Á. I. Îêóí¹âà [48]. Ó ìîíîãðàôi¨ Ì. Ì. Ìîiñå-

¹âà [49] äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Ëàãðàíæà ïðî ðóõ îñåñèìåòðè÷íî¨ äçèãè, ÿêà

çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ïåðåêèäàþ÷îãî ìîìåíòó, ñïðÿìîâàíîãî ïåðïåíäèêóëÿð-

íî ïëîùèíi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü ñèìåòði¨ äçèãè. Ó ñòàòòi [50] ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ âïëèâ çìiíè íàïðÿìó ñèëè, ùî ñòâîðþ¹ ïåðåêèäàþ÷èé àáî âiäíîâëþþ÷èé
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ìîìåíò, íà ðóõ ãiðîñêîïà Ëàãðàíæà. Âïëèâ äèñèïàòèâíèõ ñèë íà ñòiéêiñòü

ïåðìàíåíòíèõ ðóõiâ ãiðîñêîïà Ëàãðàíæà îïèñàíî ó ðîáîòi Å. Ê. Óçáåê [51].

Ó ñòàòòi [52] äîñëiäæó¹òüñÿ âïëèâ â'ÿçêîãî òåðòÿ íà ñòiéêiñòü ïî Ëÿïóíî-

âó îáåðòàííÿ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè. Z. M. Ge i

M. H. Wu [53] îòðèìàëè äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi âåðòèêàëüíîãî îáåðòàííÿ

äçèãè Ëàãðàíæà çà íàÿâíîñòi äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. Ó ðîáîòi [54]

Â. �. Ïóçèðüîâèì îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi �ñïëÿ÷î¨�

äçèãè ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì. Î. ß. Ñàâ÷åíêî i Â. Ñ. Áåçðó÷êî [55] çàéìàëè-

ñÿ äîñëiäæåííÿì ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ òâåðäîãî òiëà ó âèïàäêó Ëàãðàíæà, ÿêå

çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ìîìåíòó äèñèïàòèâíèõ ñèë i äåáàëàíñó òÿãè, ùî ñòâîðþ¹

âiäíîâëþþ÷èé ìîìåíò. Çíàéäåíî îáëàñòi âèêîíàííÿ óìîâ ñòiéêîñòi ðiâíîìið-

íèõ îáåðòàíü. Ó ðîáîòi [56] Î. �. Ïîçäíÿêîâè÷ i Â. �. Ïóçèðüîâ ðîçãëÿíóëè

çàäà÷ó ïàñèâíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ îáåðòàíü íàâêîëî âåðòèêàëi ãiðîñêîïà Ëàãðàíæà

ç äâîñòóïåíåâèõ äåìïôåðîì òèïó �ãîéäàëêè�. Àíàëiç óìîâ ñòiéêîñòi ðiâíîìið-

íèõ îáåðòàíü âàæêîãî ãiðîñêîïà íà ïðóæíî çàêðiïëåíié ïiäñòàâöi ïðîâåäåíî

ó ðîáîòi [57].

Íåçâàæàþ÷è íà ÷èñëåííó ëiòåðàòóðó, ÿêà ïðèñâÿ÷åíà ïèòàííþ ñòiéêîñòi

ðóõó âàæêîãî òâåðäîãî òiëà, äîñëiäæåííÿ ó öié ãàëóçi êîðèñòóþòüñÿ ïîïèòîì

ó çâ'ÿçêó ç ïðîáëåìàìè ðóõó ëiòàëüíèõ àïàðàòiâ (ñóïóòíèêiâ, êîñìi÷íèõ êîðà-

áëiâ, ëiòàêiâ, áåçïiëîòíèõ àïàðàòiâ), íåáåñíèõ òië (ïëàíåò, êîìåò), ãiðîñêîïiâ

òà iíøèõ îá'¹êòiâ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè.

Âàæêå òâåðäå òiëî ç îäíi¹þ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ÿâëÿ¹ ñîáîþ êîíñåðâàòèâíó

ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ñòiéêiñòü ÿêî¨ ìîæëèâà òiëüêè ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïóíî-

âèì âèïàäêó.

1.2.2. Âèâ÷åííÿ êðèòè÷íèõ âèïàäêiâ òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó. Áiëüø

ñòðîãå ôîðìóëþâàííÿ òåîðiÿ ñòiéêîñòi ðóõó íàáóëà ó ðîáîòàõ Î. Ì. Ëÿïóíîâà.

Âií âèâ÷àâ ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî çáóðåíü ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Íàéáiëüø çàâåðøåíîãî âèãëÿäó

éîãî òåîðiÿ ìà¹ äëÿ âèïàäêó ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü
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ðóõó âèõiäíî¨ ñèñòåìè, çãiäíî Î. Ì. Ëÿïóíîâó, åêâiâàëåíòíå ïèòàííþ ïðî ñòié-

êiñòü ðóõó ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè. Âií äîâiâ, ùî äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi

òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ ñèñòåìè äîñòàòíüî, ùîá óñi êîðåíi ¨¨ õàðàêòå-

ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìàëè âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè [41]. ßêùî ñåðåä êîðåíiâ

öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ õî÷à á îäèí ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, òî òðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè íåñòiéêèé.

Îäíàê, ïîáóäîâà õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà i îöiíêà éîãî êîðåíiâ íå çàâ-

æäè äàþòü îäíîçíà÷íó âiäïîâiäü ïðî õàðàêòåð ïîâåäiíêè ñèñòåìè. Ìîæóòü

ìàòè ìiñöå êðèòè÷íi âèïàäêè. Âèïàäîê, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñè-

ñòåìè ìà¹ êîðiíü ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ i íå ìà¹ êîðåíiâ ç äîäàòíîþ

äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì çà Ëÿïóíîâèì. Ó êðèòè÷íèõ âè-

ïàäêàõ âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ïîâíî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè íå

ìîæóòü áóòè âñòàíîâëåíi øëÿõîì äîñëiäæåííÿì ðiâíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåí-

íÿ. Ó òàêèõ âèïàäêàõ íà õàðàêòåð ñòiéêîñòi iñòîòíèé âïëèâ ìàþòü íåëiíiéíi

÷ëåíè. Çàëåæíî âiä âèãëÿäó íåëiíiéíèõ ÷ëåíiâ, íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ïîâíî¨ ñè-

ñòåìè ìîæå áóòè ÿê ñòiéêèì, òàê i íåñòiéêèì.

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó êðèòè÷íi âèïàäêè ¹ âèíÿòêîâèìè. Îäíàê, ïðè

äîñëiäæåííi ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì öi âèïàäêè çóñòði÷àþòüñÿ äîñèòü ÷àñòî. Òî-

ìó çíà÷íèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ òàêîæ âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi ðóõó â êðèòè÷íèõ

âèïàäêàõ, êîëè iç äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè íåìîæëèâî çðîáèòè

ÿêèé-íåáóäü âèñíîâîê ïðî ñòiéêiñòü ðóõó ñèñòåìè.

Ó òàêèõ çàäà÷àõ îäíèì iç îñíîâíèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ ôóí-

êöi¨ Ëÿïóíîâà (ÔË). �õ ïîáóäîâà ìîæå âèÿâèòèñÿ äîñèòü ñêëàäíîþ â çàëå-

æíîñòi âiä âèäó íåëiíiéíèõ äîäàíêiâ.

Ó äàíèé ÷àñ äîñèòü ïîâíî âèâ÷åíi âèïàäêè ïîäâiéíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ i

äâîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Òàê âèïàäîê îäíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ i âèïàäîê ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ

áóëè äîñëiäæåíi ùå Î. Ì. Ëÿïóíîâèì [41] äëÿ óñòàëåíèõ ðóõiâ. Âií ïîêàçàâ,

ùî ó âèïàäêó îäíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ äîñëiäæåííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè çâî-

äèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi îäíîãî ðiâíÿííÿ âèäó ẏ1 = Ỹ1 (y1) . Ó ñâîþ
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÷åðãó, çàäà÷à ñòiéêîñòi äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìîëîäøèì ÷ëåíîì ó

ðîçêëàäàííi éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè. ßêùî ñòåïiíü ìîëîäøîãî ÷ëåíà íåïàðíà, à

êîåôiöi¹íò ïðè íüîìó âiä'¹ìíèé, òî íåçáóðåíèé ðóõ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Ó

âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ âií íåñòiéêèé. Ïîäiáíèì ÷èíîì äîñëiäæåíèé êðèòè÷íèé

âèïàäîê ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Ó ðîáîòi Ì. Ã. ×åòà¹âà [11] äîñëiäæåíi âèïàäêè îäíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ i

ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ ïðè áiëüø çàãàëüíèõ, íiæ ó Î. Ì. Ëÿïóíîâà, îáìå-

æåííÿõ íà êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè. Ó ìîíîãðàôi¨ I. Ã. Ìàëêiíà [58] äîñëiäæåíi

âèïàäêè ïîäâiéíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ, äâîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ i îäíîãî

íóëüîâîãî òà ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Òåîðåìà Ìàëêiíà ïðî îñîáëèâèé âè-

ïàäîê äåêiëüêîõ íóëüîâèõ êîðåíiâ áóëà óçàãàëüíåíà Î. Ñ. Îçèðàíåðîì [59] íà

âèïàäîê òiëüêè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ óñi êîðåíi õàðàêòå-

ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñòî óÿâíèìè, âèâ÷àëèñÿ òàêîæ Ë. Ñàëüâàäîði [60],

ÿêèé ïîøèðèâ äëÿ íèõ ïiäõiä Ëÿïóíîâà.

Äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ òàêîæ ìîæå áóòè

âèêîðèñòàíèé ïðèíöèï çâåäåííÿ, çãiäíî ÿêîìó çà äîïîìîãîþ íåëiíiéíî¨ çàìi-

íè âèõiäíó ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ñïåöiàëüíîìó âèãëÿäi, äëÿ ÿêîãî i

áóäó¹òüñÿ ÔË.

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåòîäó äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íèõ âèïàäêiâ çðî-

áèâ Ã. Â. Êàìåíêîâ. Äëÿ ñèñòåì, ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü ðóõó ÿêèõ ðîçâ'ÿçó¹-

òüñÿ ôîðìàìè êiíöåâîãî ïîðÿäêó, íèì ñôîðìóëüîâàíèé òàê çâàíèé �ïðèíöèï

çâåäåííÿ� çà ôóíêöiÿìè Ëÿïóíîâà i ×åòà¹âà òà çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïðè-

âåäåííÿ çàäà÷i ñòiéêîñòi ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó m íóëüîâèõ i q ïàð ÷èñòî

óÿâíèõ êîðåíiâ äî êðèòè÷íîãî âèïàäêó êðàòíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ [61].

Â. Ã. Âåðåòåííiêîâ ó ðîáîòi [62] îòðèìàâ äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi çà ôîðìàìè êiíöåâîãî ïîðÿäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî ïðèíöèï

çâåäåííÿ.

Â. Î. Ïëiññ [63] îïèñàâ ïðèíöèï çâåäåííÿ, ÿêèé ñïðàâåäëèâèé òàêîæ i äëÿ

òðàíñöåíäåíòíèõ âèïàäêiâ. Âií äîâiâ, ùî íåëiíiéíà ñèñòåìà ó êðèòè÷íîìó âè-

ïàäêó ìîæå áóòè ïðèâåäåíà äî ñèñòåìè ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi ç âèêîðèñòàííÿì
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iíâàðiàíòíî¨ ïîâåðõíi, ïðè öüîìó ç àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi àáî íåñòiéêîñòi

óêîðî÷åíî¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü âèõiäíî¨

ñèñòåìè.

À. Ì. Ìîë÷àíîâ ó ðîáîòi [64] ðîçãëÿíóâ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ó âèïàä-

êó íåéòðàëüíîñòi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Òàêîæ âií îïèñàâ

ñïîñiá ïåðåõîäó âiä âèõiäíî¨ ñèñòåìè äî ¨¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè i ñôîðìóëüîâàâ

êðèòåðié ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåìè çà ôîðìàìè òðåòüîãî ïîðÿäêó ó òåðìiíàõ

iíâàðiàíòíèõ ïðîìåíiâ.

Ó ðîáîòi Ã. Î. ßðîøåâè÷à [65] äîâåäåíî, ùî, ÿêùî ïåðøå íàáëèæåííÿ äëÿ

ñèñòåì çáóðåíîãî ðóõó ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ ïîëiíîìà Q2 I. I. Åòåðìàíà,

òî òåîðåìè Î. Ì. Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü ðóõó çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì çàëè-

øàþòüñÿ ó ñèëi. Ïðè öüîìó íå âèìàãà¹òüñÿ àíàëiòè÷íiñòü íåëiíiéíèõ ÷ëåíiâ,

àëå ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âîíè ìàþòü ïåâíèé âèãëÿä. Ó ðÿäi âèïàäêiâ ïåðåâà-

ãîþ íàâåäåíîãî ìåòîäó ïîáóäîâè ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ¹ ìîæëèâiñòü óñóíåííÿ

êðèòè÷íèõ êîðåíiâ.

Ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó àâòîíîìíî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ó êðèòè-

÷íîìó âèïàäêó òðüîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ äîñëiäæåíà À. Ë. Êóíiöè-

íèì [66]. Âií ñôîðìóëþâàâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ðóõó çà ïåð-

øèì íàáëèæåííÿì. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîøèðåíi íà âèðîäæåíèé âèïàäîê.

Ó ñòàòòi Î. Â. Àíàøêiíà [67] îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-

êîñòi ñòàíó ðiâíîâàãè íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó, êîëè óêîðî÷åíà ñèñòåìà

ìà¹ ñòiéêèé òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Óìîâè ñòiéêîñòi äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè çà-

ïèñàíi ó òåðìiíàõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà ñïåöiàëüíîãî âèäó. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

çàñòîñîâàíî äî êðèòè÷íîãî âèïàäêó 2m ÷èñòî óÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ñ. Â. Ì¹äâ¹ä¹â i Â. Ì. Òõàé ðîçãëÿíóëè êðèòè÷íèé âèïàäîê îäíîãî íó-

ëüîâîãî êîðåíÿ, m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ i q êîðåíiâ ç âiä'¹ìíèìè äié-

ñíèìè ÷àñòèíàìè. Ó ¨õ ðîáîòi [68] äîâåäåíî, ùî íàÿâíiñòü íóëüîâîãî êîðåíÿ,

ÿê ïðàâèëî, ïðèçâîäèòü äî íåñòiéêîñòi, ÿêà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà âæå ç ÷ëå-

íiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ðîçêëàäàííÿ â ðÿä ïðàâèõ ÷àñòèíàõ âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Ó

âèðîäæåíîìó âèïàäêó äëÿ ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi
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óìîâè ñòiéêîñòi; êðiì òîãî, ïîêàçàíî, ùî çà âiäñóòíîñòi äîäàòêîâîãî âèðîäæå-

ííÿ íåñòiéêiñòü âèõiäíî¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹ ç íåñòiéêîñòi ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè.

Äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi i íåñòiéêîñòi

îòðèìàíi ïðè âèêîíàííi íåîáõiäíèõ óìîâ ñòiéêîñòi äëÿ ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè. Ó

ðîáîòi [69] Â. Ì. Òõàé ðîçãëÿíóâ êðèòè÷íèé âèïàäîê m íóëüîâèõ êîðåíiâ, n

ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ i q êîðåíiâ ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè ó ïðè-

ïóùåííi, ùî m-êðàòíîìó íóëüîâîìó êîðåíþ âiäïîâiäà¹ m ãðóï ðîçâ'ÿçêiâ, à

ìiæ ÷èñòî óÿâíèìè êîðåíÿìè íåìà¹ ðåçîíàíñíèõ ñïiââiäíîøåíü. Çà öèõ óìîâ

âiäîêðåìëþ¹òüñÿ âèïàäîê, ó ÿêîìó àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü íåìîæëèâà.

Ó ðîáîòi Â. Â. Ãðóøêîâñüêî¨ i Î. Ë. Çó¹âà [70] ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðèòè÷íèé

âèïàäîê äâîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Òàêîæ ïîáóäîâàíà àñèì-

ïòîòè÷íà îöiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ó âèïàäêó ñòiéêîñòi çà ôîðìàìè òðåòüî-

ãî ïîðÿäêó. Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê âèêîðèñòàíèé ïðèíöèï çâåäåííÿ ç ÿâíîþ

ïîáóäîâîþ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ óêîðî÷åíî¨ ïiäñèñòåìè íà öåíòðàëüíîìó

ðiçíîìàíiòòi.

Àëüòåðíàòèâîþ ïðèíöèïó çâåäåííÿ ¹ �ïðÿìà� ïîáóäîâà ÔË, ÿêà, ó çàëå-

æíîñòi âiä ñêëàäíîñòi çàäàíî¨ ñèñòåìè, ìîæå âèÿâèòèñÿ çíà÷íî ïðîñòiøîþ ç

òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó.

Òàê Î. ß. Ñàâ÷åíêî i Î. Î. Iãíàòü¹â ó [71] íàâåëè ðåçóëüòàòè ïî äîñëi-

äæåííþ ñòiéêîñòi íåçáóðåíîãî ðóõó ñèñòåìè ó ïðèïóùåííi, ùî ïðàâi ÷àñòèíè

ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó ¹ íåàâòîíîìíèìè, àëå ñèñòåìà ïåðøîãî íàáëèæåííÿ

àâòîíîìíà i ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ m êîðåíiâ ç âiä'¹ìíèìè äiéñíè-

ìè ÷àñòèíàìè i q ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

J.-H. Fu, E. H. Abed [72] ïîáóäóâàëè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ âèõiäíî¨ ñè-

ñòåìè ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó íóëüîâîãî êîðåíÿ i ïàðè ïðîñòèõ ÷èñòî óÿâíèõ

êîðåíiâ. Âîíè ïîêàçàëè, ùî ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó íóëüîâîãî êîðåíÿ ôóíêöi¨

Ëÿïóíîâà ìiñòÿòü êâàäðàòè÷íi i êóái÷íi ÷ëåíè ïî çìiííèì ñòàíó. Ó âèïàäêó

ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ ó ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà ç'ÿâëÿþòüñÿ ÷ëåíè ÷åòâåðòî¨

ñòåïåíi.

ß. Ì. Ãîëüöåð ó ðîáîòi [73] çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ òåîði¨ öåíòðàëüíèõ ði-
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çíîìàíiòü ïðèâiâ ñèñòåìó ó âèïàäêó k ïàð ÷èñòî óÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äî

âèäó

ṙs = rs

 ∑
|m|=N

a(s)m rm

+O
(
rN+ 3

2

)
,

ó êîíóñi r > 0. Äëÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè äîâåäåíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi i íåñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ äîâiëüíèõ N i k. Äîâåäåííÿ

öèõ óìîâ âêëþ÷à¹ ó ñåáå ïîáóäîâó ôóíêöié Ëÿïóíîâà i ×åòà¹âà, ÿêi êîíñòðó-

êòèâíî îïèñóþòü îáëàñòi òÿæiííÿ i íåñòiéêîñòi.

Ó ðîáîòi [74] Î. Þ. Îëåêñàíäðîâ ðîçãëÿíóâ ñèñòåìó, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

ẋ1 = afλ1 (x1) + bfµ2 (x2) , ẋ2 = cf η1 (x1) + df ζ2 (x2) ,

äå a, b, c, d � êîíñòàíòè, λ, µ, η, ζ � äåÿêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ôóíêöi¨ fj íåïå-

ðåðâíi ó äåÿêîìó îêîëi íóëÿ i çàäîâiëüíÿþòü óìîâi xjfj(xj) > 0, äëÿ xj ̸= 0.

Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ôóíêöié

Ëÿïóíîâà, ùî çàáåçïå÷óþòü àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü, i çíàéäåíî çàãàëüíèé

âèãëÿä öèõ ôóíêöié.

Ê. Ïàéôôåð i Î. ß. Ñàâ÷åíêî ó ñòàòòi [75] ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòè ùîäî

ïàñèâíî¨ ñòàáiëiçàöi¨, ÿêi îñíîâàíi íà ïîáóäîâi ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà ó âèïàäêó

äåêiëüêîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî ïðîñòèé ìàÿ-

òíèê. À ó ñòàòòi [76] àâòîðè ðîçãëÿíóëè ñèñòåìè, ñòàáiëiçàöiÿ ÿêèõ ÷àñòêîâî

çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèìè ÷ëåíàìè ðiâíÿíü ðóõó ñèñòåìè ó êðèòè÷íî-

ìó âèïàäêó ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Âîíè ïîêàçàëè, ùî êðèòè÷íi çìiííi

àñèìïòîòè÷íî ïîâîäÿòüñÿ ÿê (Gt)−
1
2 , äå G � êîíñòàíòà. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿ-

íóòî ìàÿòíèê, äî ÿêîãî ïðèêðiïëåíî ìàñèâíå òiëî. Äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ðó-

õó òàêîãî ìàÿòíèêà ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà. Âèïàäîê äâîõ ïàð ÷èñòî

óÿâíèõ êîðåíiâ äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [77], äå îïèñàíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà

ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè, à îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çàñòîñîâàíî äî çàäà÷i

íåëiíiéíî¨ îïòèìàëüíî¨ ñòiéêîñòi ðóõó.

1.2.3. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ. Çàäà÷i

ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íå ïî âñiì, à ëèøå ïî âiäíî-
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øåííþ äî äåÿêî¨ ÷àñòèíè çìiííèõ, ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü íà ïðàêòèöi,

ÿê ç âèìîãè íîðìàëüíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ, òàê i ïðè îöiíöi ìîæëèâîñòåé ñè-

ñòåìè. Çàçíà÷åíi çàäà÷i ¹ ìiæäèñöèïëiíàðíèìè i âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi

áàãàòüîõ ÿâèù i êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ó ñàìèõ ðiçíèõ ðîçäiëàõ íàóêè: ìåõàíiöi,

ôiçèöi, åêîíîìiöi, áiîëîãi¨ òà iíøèõ. Çàáåçïå÷èòè ñòiéêiñòü ðóõó çà ÷àñòèíîþ

çìiííèõ ëåãøå, íiæ çà âñiìà çìiííèìè, i òîìó â òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî êåðóâà-

ííÿ íàâiòü âèäiëèâñÿ îêðåìèé íàóêîâèé íàïðÿì, ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ

òà çàáåçïå÷åííþ ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

Óïåðøå çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ ïîñòàâèâ

Î. Ì. Ëÿïóíîâ, îñêiëüêè òàêà çàäà÷à ¹ áiëüø çàãàëüíîþ i äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäà-

òè ñòiéêiñòü áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåì. Îäíàê, ñàì Ëÿïóíîâ ¨¨ íå ðîçãëÿäàâ. Íà

çàóâàæåííÿ Î. Ì. Ëÿïóíîâà çâåðíóâ óâàãó I. Ã. Ìàëêií [78], ÿêèé âêàçàâ (áåç

äîâåäåííÿ) äåÿêi óìîâè ïåðåíåñåííÿ òåîðåì Ëÿïóíîâà íà âèïàäîê ñòiéêîñòi

ðóõó ïî âiäíîøåííþ äî ÷àñòèíè çìiííèõ.

Ó ïåðøié ïîëîâèíi XX ñòîëiòòÿ çíà÷íîãî ðîçâèòêó çàçíàëî äîñëiäæåííÿ

ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ëiíiéíèõ [79�81] i íå-

ëiíiéíèõ ñèñòåì [78, 82]. Iíøà ãiëêà ðîçâèòêó çàçíà÷åíî¨ çàäà÷i ïîâ'ÿçàíà ç

äîñëiäæåííÿìè ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç öèêëi÷íèìè êîîðäèíàòàìè [83], à òàêîæ

ç áiëüø ïiçíiìè äîñëiäæåííÿìè ìîäåëåé êîíêóðåíöi¨ âèäiâ [84].

À óæå ç ñåðåäèíè ÕÕ ñòîëiòòÿ çàäà÷à ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìií-

íèõ ñòàëà áiëüø iíòåíñèâíî äîñëiäæóâàòèñÿ. Ïðè öüîìó ãëèáîêîìó àíàëiçó

áóëî ïiääàíî ÿê âëàñíå òðàêòóâàííÿ Î. Ì. Ëÿïóíîâà, òàê i ðÿä iíøèõ ïîíÿòü

ñòiéêîñòi (àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi) ðóõó ïî âiäíîøåííþ äî ÷àñòèíè çìiííèõ.

Ñåðåä ÷èñëåííèõ ïóáëiêàöié iç öüîãî íàïðÿìêó âiäçíà÷èìî êíèãè

Â. I. Çóáîâà [85], Ì. Ì. Êðàñîâñüêîãî [86], Â. I. Âîðîòíiêîâà, Â. Â. Ðóìÿí-

öåâà [87�89], Î. ß. Ñàâ÷åíêî i Î. Î. Iãíàòü¹âà [71].

Ó ðîáîòi Â. Â. Ðóìÿíöåâà [90] ðîçïî÷àòî ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ çà-

äà÷i äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç íåïåðåðâíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, à ñàìå: êîí-

êðåòèçîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ; ââåäå-
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íî ïðèíöèïîâå äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîíÿòòÿ çíàêîâèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ çà ÷àñòèíîþ

çìiííèõ; äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü i àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ðóõó çà ÷à-

ñòèíîþ çìiííèõ, ÿêi óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íi òåîðåìè Ëÿïóíîâà.

K. Pei�er i N. Rouche [91] âiäçíà÷èëè, ùî çàäà÷à ñòiéêîñòi ðóõó çà ÷àñòè-

íîþ çìiííèõ â ïîñòàíîâöi Ëÿïóíîâà íå çâîäèòüñÿ, âçàãàëi êàæó÷è, äî çàäà÷

ÿêîãî-íåáóäü ðîäó ñòiéêîñòi ìíîæèí (òðà¹êòîðié). Çàçíà÷åíà îáñòàâèíà ïðè-

çâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi îêðåìî¨ ðîçðîáêè âiäïîâiäíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ

öi¹¨ çàäà÷i, iíòåðåñ äî ÿêî¨ îáóìîâëþ¹òüñÿ ïðàêòè÷íèìè ïîòðåáàìè ó ñàìèõ

ðiçíèõ ãàëóçÿõ.

Ïðîâiäíèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ ¹ ìåòîä ôóíêöié Ëÿïó-

íîâà, ÿêèé îïèíèâñÿ âåëüìè åôåêòèâíèì ïðè àíàëiçi ÿê òåîðåòè÷íèõ, òàê i

ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì. Îäíàê, õî÷à ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ ïðèêëàäíèõ çàäà-

÷àõ ìåòîä ôóíêöié Ëÿïóíîâà i äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ñòðîãi óìîâè ñòiéêîñòi çà

÷àñòèíîþ çìiííèõ, òèì íå ìåíø, ó öiëîìó ïèòàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäî-

âè ôóíêöié Ëÿïóíîâà çàëèøà¹òüñÿ ìàëîâèâ÷åíèì. Ó òàêié ñèòóàöi¨ çíà÷íèé

iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ ÿê ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòîäó Ëÿïóíîâà õ îïèñîì êîí-

ñòðóêòèâíèõ øëÿõiâ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà.

1.3. Çàñòîñóâàííÿ äåìïôóþ÷èõ ïðèñòðî¨â äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó

ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

Çàäà÷à óñóíåííÿ àáî çìåíøåííÿ íåáàæàíèõ âiáðàöié ó ìåõàíi÷íèõ ñèñòå-

ìàõ ìà¹ äàâíþ iñòîðiþ. Ç öi¹þ ìåòîþ âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi ìåòîäè, ó òîìó

÷èñëi äîäàâàííÿ äî ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ äåìïôóþ÷èõ ïðèñòðî¨â � äè-

íàìi÷íèõ àáñîðáåðiâ. Çà ïðèíöèïîì äi¨ ¨õ ïîäiëÿþòü íà ïàñèâíi i àêòèâíi (à

òàêîæ çìiøàíîãî òèïó). Äåìïôåðè àêòèâíîãî òèïó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó âè-

ïàäêàõ, êîëè ïîòðiáíî êåðóâàòè âëàñòèâîñòÿìè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè i ïåðåäáà-

÷àþòü íàÿâíiñòü çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó. Âîíè âèìàãàþòü âñòàíîâëåííÿ ñåíñîðiâ,

àêòóàòîðiâ i çîâíiøíüîãî äæåðåëà åíåðãi¨. Äî ïðèñòðî¨â ïàñèâíîãî òèïó âiäíî-

ñÿòü òàêi, ÿêi, áóäó÷è äîäàíèìè äî ñèñòåìè, âèêîíóþòü ñâî¹ ïðèçíà÷åííÿ çà
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ðàõóíîê ïðèðîäíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëó. Ñþäè âiäíîñÿòüñÿ â'ÿçêîïðóæíi

ìàòåðiàëè, â'ÿçêi ðiäèíè, ìàãíiòíi ïðèñòðî¨, ï'¹çîêåðàìi÷íi äåìïôåðè òà ií.

Íàéáiëüø ïîøèðåíèì ¹ âèêîðèñòàííÿ â'ÿçêîïðóæíèõ ìàòåðiàëiâ (ïðîñòîòà i

âiäíîñíà äåøåâèçíà).

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì äåìïôåðà ïàñèâíîãî òèïó ¹ äèíàìi÷íèé ïîãëèíà÷

êîëèâàíü (ÄÏÊ) [92]. Âií ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðè¹äíàíó ìàñó, ÿêà çàçâè÷àé ìîäåëþ-

¹òüñÿ ÿê ìàòåðiàëüíà òî÷êà i õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìàñîþ, æîðñòêiñòþ i êîåôiöi-

¹íòîì â'ÿçêîãî òåðòÿ.

Ïåðøà ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ, ÿêà ïðèñâÿ÷åíà ÄÏÊ, áóëà ïðåäñòàâëåíà

J. Ormondroyd i D. Hartog [93]. Ó ðîáîòi [94] D. Hartog ïåðøèì ðîçâ'ÿçàâ

çàäà÷ó ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòðiâ äèíàìi÷íîãî àáñîðáåðà, ÿêèé ïðè-

¹äíàíèé äî êëàñè÷íî¨ ïåðâèííî¨ ñèñòåìè, òîáòî ñèñòåìè áåç äåìïôóâàííÿ. Ó

öüîìó äîñëiäæåííi âèêîðèñòîâóâàëàñÿ îñîáëèâiñòü �ôiêñîâàíèõ� ÷àñòîò, òîáòî

÷àñòîò, ïðè ÿêèõ àìïëiòóäà âiäãóêó ïåðâèííî¨ ìàñè íå çàëåæèòü âiä àáñîðáå-

ðà. Íà ïiäñòàâi öèõ äîñëiäæåíü J. Brock [95] îòðèìàâ àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

äëÿ îïòèìàëüíîãî êîåôiöi¹íòà äåìïôóâàííÿ ÄÏÊ.

ÄÏÊ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ðiçíèõ öiëåé. Òàê ó ðîáîòi

Chinnery A. E. [96] àáñîðáåð çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ çàñïîêî¹ííÿ âiëüíèõ êîëè-

âàíü, à ó ñòàòòi Liu K., Liu J. [97] � äëÿ âiáðàöié, ÿêi âèêëèêàíi äi¹þ çîâíi-

øíüî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëè.

Ó âñiõ âèïàäêàõ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ ÄÏÊ

âèíèêà¹ çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ éîãî êîíñòðóêöi¨. Îäíàê ïðè øèðîêîìó ÷àñòîòíî-

ìó ñïåêòði çîâíiøíiõ çáóðåíü, ÿêi âèêëèêàþòüñÿ ðiçíèìè ôàêòîðàìè, ìîæëè-

âà ïîÿâà ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü. Ïàñèâíi ÄÏÊ òðèâàëèé ÷àñ øèðîêî âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ó áóäiâíèöòâi äëÿ çàõèñòó âèñîòíèõ ñïîðóä âiä âiòðîâèõ i ñåéñìi-

÷íèõ íàâàíòàæåíü. Òàê, íàïðèêëàä, òåõíi÷íå çàñòîñóâàííÿ àáñîðáåðiâ îïèñà-

íî ó êíèçi Á. Ã. Êîðåí¹âà i Ë. Ì. Ð¹çíiêîâà [98], ó ñòàòòi

Klein H. W. [99] òà ií.

Ó ðîáîòi T. Dahlberg [100] ðîçãëÿíóòî ðiçíi òèïè ÄÏÊ: îäíîìàñîâèé, äâî-

ìàñîâèé i êîíòèíóàëüíèé. Ïîêàçàíî ïåðåâàãó äâîìàñîâîãî ÄÏÊ íàä îäíîìà-
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ñîâèì i êîíòèíóàëüíîãî íàä óñiìà. Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàëêà

Åéëåðà ç äåêiëüêîìà ïðóæèííèìè ÄÏÊ. Äëÿ àíàëiçó âiáðàöié áàëîê ç ði-

çíîìàíiòíèìè äîäàòêàìè M. Gurgoze i D. V. Bambill çàïðîïîíóâàëè äåÿêi

êëàñè÷íi àíàëiòè÷íi ìåòîäè [101,102].

Çà÷àñòó ÄÏÊ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ êîëèâàíü ñèñòåì ìàÿòíè-

êîâîãî òèïó. Ïîäâiéíèé ìàÿòíèê ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñïðîùåíóþ ìîäåëü

çâ'ÿçàíèõ òië. Âií çíàõîäèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó òåõíiöi. Õî÷à éîãî ðóõ

îïèñó¹òüñÿ äîñòàòíüî ïðîñòîþ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ ÄÐ, ìàÿòíèê ìîæå äå-

ìîíñòðóâàòè äèíàìi÷íèé ðóõ, ÿêèé ìîæå áóòè ñêëàäíèì i íåïåðåäáà÷óâà-

íèì [103,104].

Ðóõ ïîäâiéíîãî ìàÿòíèêà äóæå ñèëüíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ çáóðåíü.

Öi çáóðåííÿ ìîæóòü ñïðîâîêóâàòè çðîñòàííÿ àìïëiòóäè êîëèâàííÿ äðóãî¨

ëàíêè, ùî ó ñâîþ ÷åðãó ìîæå ïðèçâåñòè äî õàîòè÷íîãî ðóõó [105�107]. Äëÿ

çàïîáiãàííÿ öüîãî ÿâèùà i çàñòîñîâóþòü ÄÏÊ.

Ó âèïàäêó çâè÷àéíîãî ìàÿòíèêà ÄÏÊ âèêîðèñòîâóâàâñÿ ó ðîáîòàõ

Pei�erK., SavchenkoA.Ya. [75], He C., Liu G. [108], Viet L. D. [109] òà iíøèõ.

Âiäìiòèìî, ùî ñõîæi çàäà÷i äëÿ ìàÿòíèêîâèõ ñèñòåì ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ

Î. ß. Ñàâ÷åíêî, Î. �. Ïîçäíÿêîâè÷à [110] i Â. �. Ïóçèðüîâà [111].

Ó ñòàòòi [111] àâòîðàìè ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïàñèâíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ äâîëàí-

êîâîãî ïðóæíîãî ìàÿòíèêà, âåðõíié ñòàí ðiâíîâàãè ÿêîãî ¹ ñòiéêèì, àëå íå

àñèìïòîòè÷íî. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïðè¹äíàííi äî ñèñòåìè ñòàáiëiçóþ÷îãî ïðè-

ñòðîþ (ëiíiéíèé îñöèëÿòîð ç â'ÿçêèì òåðòÿì) ç òàêèì ðîçðàõóíêîì, ùîá ðóõ

âèõiäíî¨ (îñíîâíî¨) ñèñòåìè ñòàâ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Ïîäiáíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà Î. ß. Ñàâ÷åíêî òà Â. Â. Êðàâ÷åíêî [112] äëÿ ôi-

çè÷íîãî ìàÿòíèêà. Ïðè öüîìó ñòàáiëiçóþ÷èé ïðèñòðié ìîäåëþâàâñÿ ñèñòåìîþ

ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê. Ðàçîì iç òèì, ñèñòåìà, ÿêà äîñëiäæóâàëàñÿ, áóëà iñòîòíî

íåëiíiéíîþ, à ñàìå � ìàâ ìiñöå êðèòè÷íèé âèïàäîê ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Î. �. Ïîçäíÿêîâè÷ i Â. �. Ïóçèðüîâ ó ðîáîòi [113] ðîçãëÿíóëè ïèòàííÿ

âèáîðó ïàðàìåòðiâ äèíàìi÷íîãî ïîãëèíà÷à êîëèâàíü, ùî çàáåçïå÷óþòü éîãî

íàéáiëüøó åôåêòèâíiñòü. Ó ÿêîñòi ÄÏÊ îáðàíî îäíîñòóïåíåâèé ãiäðàâëi÷íèé
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ãàñèëüíèê.

Ó ðîáîòi W. Szyszkowski òà D. Stilling [114] åôåêò äåìïôóâàííÿ ãåíåðó¹-

òüñÿ ó áåçìîòîðíîìó êîëèâàëüíîìó ôiçè÷íîìó ìàÿòíèêó øëÿõîì áåçïåðåðâ-

íîãî ðóõó äîïîìiæíî¨ ìàñè. Âèçíà÷åíî îñíîâíi ïàðàìåòðè, ÿêi âïëèâàþòü íà

õàðàêòåðèñòèêè çàãàñàííÿ ìàÿòíèêîâî¨ ñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî áåçïåðåðâíå

çàãàñàííÿ ìîæå áóòè äîñÿãíóòå, ÿêùî ðóõ ìàñè ñèíõðîíiçó¹òüñÿ ç îáåðòàííÿì

ìàÿòíèêà. Ó iíøîìó âèïàäêó ñèñòåìà ñòà¹ ñõèëüíîþ äî ôåíîìåíó �áèòòÿ�.

Äëÿ òîãî, ùîá ìàêñèìiçóâàòè ïðîäóêòèâíiñòü çâè÷àéíèõ äèíàìi÷íèõ ïî-

ãëèíà÷iâ, Í. Matsuhisa i Ì. Yasuda [115] çàïðîïîíóâàëè íîâèé òèï äèíàìi÷íî-

ãî ïîãëèíà÷à, ÿêèé ïåðåìiùó¹òüñÿ âåðòèêàëüíî. Öåé ïîãëèíà÷ ñêëàäà¹òüñÿ ç

ìàñè, ÿêó ïiäòðèìó¹ ïðóæèíà. Ìàñà ðóõà¹òüñÿ âãîðó i âíèç òà âèêëèêà¹ ñèëó

Êîðiîëiñà, ùîá çàïîáiãòè õèòàííþ ñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî òàêèé òèï ïîãëèíà-

÷à äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ çìåíøåííÿ ðîçãîéäóâàííÿ êàíàòíî¨ äîðîãè

ïîðèâàìè âiòðó.
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1.4. Âèñíîâêè

Âèêîíàíèé ó äàíîìó ðîçäiëi àíàëiç ëiòåðàòóðè äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íàñòóïíi

âèñíîâêè.

1. Äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó çàëèøà¹òüñÿ ìàëî äîñëiäæåíîþ çàäà÷à ïðî ñòié-

êiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó âèïàäêó, êîëè äiþ÷i ñèëè çàëåæàòü âiä

÷àñó àáî íà ñèñòåìó íàêëàäåíî íåñòàöiîíàðíi çâ'ÿçêè.

2. Ðàçîì ç òèì, çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè íåñòàöiîíàðíî¨ ìå-

õàíi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ àêòóàëüíîþ òîìó, ùî âîíà ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâà-

ííÿ ó äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi ïðîãðàìíèõ ðóõiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì òà

ó äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi ðóõó ãiðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ìîæóòü áóòè

âñòàíîâëåíi íà îá'¹êòi, ùî çäiéñíþ¹ íåñòàöiîíàðíèé ïðîñòîðîâèé ðóõ.

3. Íåçâàæàþ÷è íà íàÿâíiñòü ðiçíèõ ïiäõîäiâ äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi

ðóõó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ, îñíîâíèì ìåòîäîì óñå æ òàêè çàëèøà¹òüñÿ

ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà. Òîìó çíà÷íèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ ïîäàëü-

øèé ðîçâèòîê ïðÿìîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà ç îïèñîì êîíñòðóêòèâíèõ

øëÿõiâ ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà.

4. Ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ ñòiéêîñòi ðóõó àêòóàëüíîþ òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ

çàäà÷à ïîáóäîâè ó ÿâíîìó âèãëÿäi ôóíêöié Ëÿïóíîâà äëÿ íåëiíiéíèõ

ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü ñòiéêó i íåéòðàëüíó êîìïîíåíòè.

5. Íåäîñòàòíüî äîñëiäæåíi çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íèõ

òâåðäèõ òië, ÿêi ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü ó íèçöi ïðèêëàäíèõ çà-

äà÷.

6. Çàâäÿêè øèðîêîìó ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàííþ ìàÿòíèêîâèõ ñèñòåì

àêòóàëüíèìè çàëèøàþòüñÿ çàäà÷i äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçà-

öi¨ ðóõó äàíèõ ñèñòåì. Äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ÄÏÊ

ðiçíî¨ êîíôiãóðàöi¨ i îáèðàòè íàéáiëüø åôåêòèâíèé ñïîñiá.
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ÐÎÇÄIË 2

ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß

2.1. Âïëèâ ñòðóêòóðè ñèë íà ñòiéêiñòü ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

Íàâåäåìî äåÿêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, ÿêi âèêëàäåíi ó [12].

2.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîëîæåííÿ ñèñòåìè

âèçíà÷à¹òüñÿ s óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè q1, ..., qs, à ¨¨ ðóõ îïèñó¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿìè Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäó

d

dt

∂T

∂q̇k
− ∂T

∂qk
= Qk(q, q̇),

dqk
dt

= q̇k, (k = 1, ..., s). (2.1)

Ó öèõ ðiâíÿííÿõ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè

T =
1

2

s∑
k=1

s∑
j=1

akj q̇kq̇j (2.2)

ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ äîäàòíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó óçàãàëüíåíèõ

øâèäêîñòåé q̇ ç êîåôiöi¹íòàìè iíåðöi¨ akj(q) = ajk(q), ÿêi çàëåæàòü âiä êî-

îðäèíàò q, à óçàãàëüíåíi ñèëè Qk ¹ ôóíêöiÿìè êîîðäèíàò q i øâèäêîñòåé

q̇.

Íåõàé

Qk(q, q̇) = −∂Π

∂qk
+Dk + Γk +Rk,

äå Π � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ, Π = −Kkq/2 , Kk � ïîòåíöiàëüíi, Dk � äè-

ñèïàòèâíi, Γk � ãiðîñêîïi÷íi, Rk � íåêîíñåðâàòèâíi ïîçèöiéíi (öèðêóëÿöiéíi)

ñèëè.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ïðè q = 0 ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ. Òà-

êîæ ïðè q = 0 ðiâíèìè íóëþ ñòàþòü ïîòåíöiàëüíi i öèðêóëÿöiéíi ñèëè, à ïðè

q̇ = 0 � äèñèïàòèâíi i ãiðîñêîïi÷íi ñèëè. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ñèëè çàäîâiëüíÿ-

þòü óìîâàì iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1).
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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî çíà÷åííÿì q = 0, q̇ = 0 âiäïîâiäà¹ ðiâíîâàãà ñèñòåìè,

à ðiâíÿííÿ (2.1) îïèñó¹ çáóðåíèé ðóõ áiëÿ ñòàíó ðiâíîâàãè.

Çàäà÷à ñòàâèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿê âèçíà÷èòè õàðàêòåð ñòiéêîñòi ðiâ-

íîâàãè ñèñòåìè çà ñòðóêòóðîþ äiþ÷èõ ñèë?

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âèïàäîê, êîëè ðîçêëàäàííÿ âñiõ ñèë çà ñòåïåíÿìè q i

q̇ ìiñòÿòü ëiíiéíi ÷àñòèíè. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó ïðèâî-

äèòüñÿ äî âèãëÿäó

Aq̈ +B1q̇ +C1q = Q(2), (2.3)

äå A � äîäàòíî âèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, B1 i C1 � äåÿêi êâàäðàòíi

ìàòðèöi ç ïîñòiéíèìè åëåìåíòàìè, ñêëàäîâi âåêòîðà Q(2) ìiñòÿòü êîîðäèíàòè

qk i øâèäêîñòi q̇k ó ñòåïåíi âèùå ïåðøî¨.

Ïðåäñòàâèìî ìàòðèöi B1 i C1 ÿê ñóìó ñèìåòðè÷íî¨ òà êîñîñèìåòðè÷íî¨

ìàòðèöü. Òîäi îòðèìà¹ìî

Aq̈ +Bq̇ +Gq̇ +Cq + Pq = Q(2), (2.4)

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.2), ó ÿêié êîåôi-

öi¹íòè akj íåîáõiäíî ââàæàòè ñòàëèìè ÷èñëàìè. Ïîòåíöiàëüíi, öèðêóëÿöiéíi,

äèñèïàòèâíi òà ãiðîñêîïi÷íi ñèëè âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè ðiâíîñòÿìè

K = −Cq, R = −Pq, D = −Bq̇, Γ = −Gq̇.

Äèñèïàòèâíà ôóíêöiÿ Ðåëåÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

F =
1

2
Bq̇q̇.

Ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó (2.4) ìîæíà çàïèñàòè â iíøié ôîðìi. Äëÿ öüîãî

ïåðåéäåìî äî íîâîãî âåêòîðó çìiííèõ z çà ôîðìóëîþ

q = Λz,

äå Λ � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ.

Ïiäñòàâèâøè ó (2.4), ìà¹ìî

AΛz̈ +BΛż +CΛż +CΛz + PΛz = Z1.
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Ïîìíîæèìî çëiâà îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ íà òðàíñïîíîâàíó ìà-

òðèöþ ΛT .

ΛTAΛz̈ +ΛTBΛż +ΛTGΛż +ΛTCΛz +ΛTPΛz = Z, (2.5)

äå Z = ΛTZ1 � âåêòîð, ñêëàäîâi ÿêîãî ìiñòÿòü zk i żk ó ñòåïåíi âèùå ïåðøî¨.

Òåîðåìà 2.1. ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A i C ïîðÿäêà s ñèìåòðè÷íi,

ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A çíàêîâèçíà÷åíà, òî:

1) óñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(Aλ + C) = 0 ¹ äiéñíèìè

÷èñëàìè;

2) çàâæäè çíàéäåòüñÿ òàêà íåâëàñíà ìàòðèöÿ Λ, ùî

ΛTAΛ = E, ΛTCΛ = C0,

äå E � îäèíè÷íà, à C0 � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, C0 = diag(c1, c2, ..., cs), ïðè-

÷îìó c1, c2, ..., cs äîðiâíþþòü êîðåíÿì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Íåõàé Λ ñàìå òàêà ìàòðèöÿ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöÿ ΛTBΛ

áóäå ñèìåòðè÷íîþ, à ìàòðèöi ΛTGΛ i ΛTPΛ � êîñîñèìåòðè÷íi.

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò i áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî Ez̈ = z̈, ðiâíÿííÿ (2.5)

ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

z̈ +Bż +Gż +C0z + Pz = Z, (2.6)

äå äëÿ ïðîñòîòè ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿΛTBΛ i êîñîñèìåòðè÷íi ìàòðèöiΛTGΛ

i ΛTPΛ ïîçíà÷åíi êîëèøíiìè áóêâàìè B,G i P âiäïîâiäíî.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

q = Λz ðiâíÿííÿ (2.4) ìîæíà ïðèâåñòè äî âèãëÿäó (2.6), ïðè÷îìó ïîòåí-

öiàëüíi, äèñèïàòèâíi, ãiðîñêîïi÷íi òà öèðêóëÿöiéíi ñèëè ïåðåòâîðþþòüñÿ ó

ñèëè òi¹¨ æ ñòðóêòóðè. Î÷åâèäíî, ùî iç ñòiéêîñòi (íåñòiéêîñòi) âiäíîñíî êîîð-

äèíàò z i øâèäêîñòåé ż âèïëèâà¹ ñòiéêiñòü (íåñòiéêiñòü) âiäíîñíî êîîðäèíàò

q i øâèäêîñòåé q̇ i íàâïàêè.

2.1.2. Êîåôiöi¹íòè ñòiéêîñòi. Íåõàé íà ñèñòåìó äiþòü ëèøå ïîòåíöi-

àëüíi ñèëè, ÿêi ìiñòÿòü ëiíiéíó ÷àñòèíó, à âñi iíøi ñèëè âiäñóòíi
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(D = Γ = R = 0). Òîäi ç (2.6) ìà¹ìî

z̈ +C0z = Z.

Àáî

z̈1 + c1z1 = Z1,

. . . . . . . . . . . .

z̈s + cszs = Zs,

(2.7)

äå ôóíêöi¨ zk ìiñòÿòü êîîðäèíàòè zj i øâèäêîñòi żj ó ñòåïåíi âèùå ïåðøî¨.

Ëiíiéíà ÷àñòèíà êîæíîãî ç ðiâíÿíü (2.7) ìiñòèòü ëèøå îäíó êîîðäèíà-

òó (òàêi êîîðäèíàòè íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè). Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà k-ãî

ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþþòü ±
√
−ck. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ÿêå-

íåáóäü ÷èñëî ck > 0, òî çà âiäñóòíîñòi âiäïîâiäíîãî íåëiíiéíîãî ÷ëåíà Zk ðóõ

ó íîðìàëüíié êîîðäèíàòi áóäå ñòiéêèì. ßêùî æ ck < 0, òî ðóõ ¹ íåñòiéêèì

íåçàëåæíî âiä ÷ëåíiâ âèùîãî ïîðÿäêó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ÷èñëà ck íàçèâàþòüñÿ

êîåôiöi¹íòàìè ñòiéêîñòi ñèñòåìè, à ÷èñëî âiä'¹ìíèõ ÷èñåë � ñòóïåíåì íåñòié-

êîñòi. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ñòiéêîñòi íåìà¹ íóëüîâèõ.

Ñïðàâåäëèâå ïðîñòå ïðàâèëî: ÿêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi C ïîòåíöiàëüíèõ

ñèë âèõiäíèõ ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó äîäàòíèé, òî ñòóïiíü íåñòiéêîñòi ñèñòåìè

ïàðíà, ÿêùî æ detC < 0, òî ñòóïiíü íåñòiéêîñòi ñèñòåìè íåïàðíà.

2.1.3. Òåîðåìè Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà.

Òåîðåìà 2.2 (Ïåðøà òåîðåìà Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà). ßêùî íå-

ñòiéêiñòü içîëüîâàíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè ñèñòåìè ïðè îäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ

ñèëàõ ìà¹ íåïàðíó ñòóïiíü, òî ãiðîñêîïi÷íà ñòàáiëiçàöiÿ ðiâíîâàãè íåìî-

æëèâà çà áóäü-ÿêèõ ÷ëåíiâ, ùî ìiñòÿòü êîîðäèíàòè i øâèäêîñòi ó ñòåïåíi

âèùå ïåðøî¨.

Òåîðåìà 2.3 (Äðóãà òåîðåìà Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà). ßêùî içî-

ëüîâàíèé ñòàí ðiâíîâàãè ñèñòåìè ñòiéêèé ïðè îäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèëàõ,

òî ïðè äîäàâàííi äîâiëüíèõ ãiðîñêîïi÷íèõ i äèñèïàòèâíèõ ñèë ñòiéêiñòü

ðiâíîâàãè çáåðiãà¹òüñÿ.
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Òåîðåìà 2.4 (Òðåòÿ òåîðåìà Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà). ßêùî içî-

ëüîâàíèé ñòàí ðiâíîâàãè ñèñòåìè ñòiéêèé ïðè îäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèëàõ,

òî âií ñòà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì ïðè äîäàâàííi äîâiëüíèõ ãiðîñêîïi÷íèõ

ñèë i ñèë îïîðó ç ïîâíîþ äèñèïàöi¹þ.

Òåîðåìà 2.5 (×åòâåðòà òåîðåìà Òîìñîíà � Òåòà � ×åòà¹âà). ßêùî

ó îêîëi içîëüîâàíîãî íåñòiéêîãî ñòàíó ðiâíîâàãè êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìîæå ìàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, òî ïðè äîäàâàííi ñèë

ç ïîâíîþ äèñèïàöi¹þ i äîâiëüíèõ ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë ðiâíîâàãà çàëèøà¹òüñÿ

íåñòiéêîþ.

2.1.4. Ñòiéêiñòü äèñèïàòèâíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ÷àñòêîâîþ

äèñèïàöi¹þ åíåðãi¨. Íàâåäåìî ðåçóëüòàò iç [17], ÿêèé äîçâîëèòü áiëüø

ïðîñòî äîñëiäæóâàòè ñòiéêiñòü ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ íàñòóïíîþ

ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Aq̈ +Bq̇ +Cq = F (t, q̇, q)q̇1 +N (t, q̇, q), (2.8)

äå êâàäðàòíi ìàòðèöi A, C ïîðÿäêà m+ n i F (t, q, q̇) ïîðÿäêà m ¹ ñèìåòðè-

÷íèìè, êâàäðàòíà ìàòðèöÿ B � êîñîñèìåòðè÷íà, q = (q1, q2)
T , òîáòî âåêòîð

q äiëèòüñÿ íà ïiäâåêòîðà q1, q2 ïîðÿäêà m,n âiäïîâiäíî. Âåêòîð N(t, q̇, q)

ÿâëÿ¹ ñîáîþ íàáið äîâiëüíèõ íåëiíåéíèõ ÷ëåíiâ. Çàëåæíiñòü âiä t ¹ ïåðåiîäè-

÷íîþ àáî êâàçiïåðiîäè÷íîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà çàáåçïå÷ó¹ ñòiéêèé ðóõ:

q = 0, q̇ = 0. (2.9)

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ìàòðèöÿ F 0 = F (t, 0, 0) äîäàòíî âèçíà÷åíà äëÿ t > 0.

×åðåç d,d22 ïîçíà÷àþòüñÿ ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè

d = A
d2

dt2
+ (B + F 0)

d

dt
+C, d22 = A22

d2

dt2
+B22

d

dt
+C22,

à D(λ),D22(λ) � âiäïîâiäíi λ−ìàòðèöi:

D(λ) = Aλ2 + (B + F 0)λ+C, D22(λ) = A22λ
2 +B22λ+C22.
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Íåõàé λ0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì äëÿ d22, à γ20 � âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ðiâíiñòü

D12(λ0)γ20 = 0. (2.10)

Òåîðåìà 2.6. Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ðóõ ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿìè (2.8), i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ æîäíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà

d22 íå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.10). Òîäi äîäàâàííÿ äî ñèñòåìè äîâiëüíî¨ äè-

ñèïàòèâíî¨ ñèëè, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ïîâíó äèñèïàöiþ åíåðãi¨ (ïî ëiíiéíèì ÷ëå-

íàì) ïî q̇1, ïðèâîäèòü äî íàñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ:

I) ßêùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi C äîäàòíi, òî ñòàí ðiâíîâàãè (2.9)

ñòà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì. Ñòiéêiñòü ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ i ðiâíîìið-

íîþ.

II) ßêùî ìàòðèöÿ C ìà¹ õî÷à á îäíå âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ, òî ñòàí

ðiâíîâàãè (2.9) ¹ íåñòiéêèì, íàâiòü ó òîìó âèïàäêó, êîëè ïîïåðåäíüî âií

áóâ ñòàáiëiçîâàíèé çà äîïîìîãîþ ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë. Ñåðåä çáóðåíèõ îêðåìèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ïðèíàéìíi îäèí ìà¹ âiä'¹ìíå ÷èñëî Ëÿïóíîâà.

2.2. Åëåìåíòè òåîði¨ çáóðåíü

Íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ óòî÷íåííÿ êîðåíiâ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ, âè-

êëàäåíi ó [116].

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ, êîëè ìàëèé ïàðàìåòð ñòî¨òü ìíî-

æíèêîì ïðè íàéáiëüøié ñòåïåíi íåâiäîìî¨.

εxn = xm + am−1x
m−1 + am−2x

m−2 + . . .+ a1x+ a0, (2.11)

äå êîåôiöi¹íòè as íå çàëåæàòü âiä ε i x, n i m � öiëi ÷èñëà i n > m. Ïðè ε→ 0

ðiâíÿííÿ (2.11) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

xm + am−1x
m−1 + am−2x

m−2 + . . .+ a1x+ a0 = 0, (2.12)

ÿêå ìà¹ êîðåíi αs, äå s = 1, 2, ...,m.
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Áóäåìî øóêàòè êîðåíi ðiâíÿííÿ (2.11) ïðè ìàëîìó ε. Ðiâíÿííÿ (2.11) íà-

çèâà¹òüñÿ çáóðåíèì ðiâíÿííÿì, à (2.12) � íåçáóðåíèì àáî âèðîäæåíèì ðiâíÿí-

íÿì. Ïðè ìàëîìó, àëå ñêií÷åííîìó, ε ïðèðîäíî î÷iêóâàòè, ùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

(2.11) áóäóòü ëèøå òðîõè âiäðiçíÿòèñÿ âiä êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2.12).

Ïåðøèé êðîê ïðè çíàõîäæåííi íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ ó âèáîði

ôîðìè ðîçêëàäàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíi êîðåíi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi

x = x0 + εx1 + ε2x2 + ..., (2.13)

äå áàãàòîêðàïêîþ ïîçíà÷åíî äîäàíêè, äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèê ñòåïåíÿ n > 3.

Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âèçíà÷àþòü òiëüêè îäèí àáî äâà ÷ëåíè ðîçêëàäàííÿ,

îñêiëüêè îá÷èñëåííÿ ÷ëåíiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå ãðîìiçäêèì.

Íàïðèêëàä, ó áàãàòüîõ íåëiíiéíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷àõ çíàõîäæåííÿ ÷ëåíiâ âè-

ùèõ ïîðÿäêiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ ïðîöåäóðîþ íàâiòü ïðè âèêî-

ðèñòàííi îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè.

Ïåðøèé ÷ëåí ðîçêëàäàííÿ x0 íàçèâàþòü ÷ëåíîì íóëüîâîãî ïîðÿäêà, äðó-

ãèé, εx1, � ÷ëåíîì ïåðøîãî ïîðÿäêà i ò.ä.

Ïiäñòàâèìî (2.13) ó (2.11). Ìà¹ìî

ε(x0 + εx1 + ...)n = (x0 + εx1 + ...)m + am−1(x0 + εx1 + ...)m−1+

+ am−2(x0 + εx1 + ...)m−2 + ...+ a1(x0 + εx1 + ...) + a0

àáî

xm0 + am−1x
m−1
0 + am−2x

m−2
0 + ...+ a1x0 + a0 + ε[mxm−1

0 + (m− 1)am−1x
m−2
0 +

+ (m− 2)am−2x
m−3
0 + ...+ a1]x1 − εxn0 +O(ε2) = 0.

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îòðèìó¹ìî

xm0 + am−1x
m−1
0 + am−2x

m−2
0 + ...+ a1x0 + a0 = 0, (2.14)

[mxm−1
0 + (m− 1)am−1x

m−2
0 + (m− 2)am−2x

m−3
0 + ...+ a1]x1 = xn0 . (2.15)

Ðiâíÿííÿ (2.14) ñïiâïàäà¹ ç (2.12) i ìà¹ òi æ ñàìi êîðåíi x0 = αs, äå

s = 1, 2, ...,m. Òîäi iç (2.15) âèïëèâà¹, ùî

x1 = αn
s [mα

m−1
s + (m− 1)am−1α

m−2
s + ...+ a1]

−1.
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Òàêèì ÷èíîì,

x = αs + εαn
s [mα

m−1
s + (m− 1)am−1α

m−2
s + ...+ a1]

−1 + ... . (2.16)

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ðîçêëàäàííÿ (2.16) ñòà¹ íåïðèäàòíèì ùîðàçó,

êîëè ÷ëåí ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Öå âiäïîâiäà¹ âèïàäêó êðà-

òíîãî êîðåíÿ ðiâíÿííÿ (2.14). Ó òàêîìó ðàçi ðîçêëàäàííÿ ìà¹ âêëþ÷àòè ó ñåáå

äðîáîâi ñòåïåíi ε.

Ïåðø íiæ ïðèñòóïèòè äî âèçíà÷åííÿ n − m êîðåíiâ, ùî ùå çàëèøèëè-

ñÿ íåâiäîìèìè, âiäìiòèìî, ùî âîíè ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi ïðè ε → 0,

îñêiëüêè ìàëèé ïàðàìåòð ε ñòî¨òü ìíîæíèêîì ïðè íàéáiëüøié ñòåïåíi íåâi-

äîìî¨ x. Òîìó ðîçêëàäàííÿ äëÿ íèõ áóäåìî âiäøóêóâàòè ó âèãëÿäi

x =
y

εν
+ x0 + ..., ν > 0. (2.17)

Ïiäñòàâèâøè (2.17) ó (2.12), ìà¹ìî

ε

(
yn

εnν
+
nyn−1x0
ε(n−1)ν

+ ...

)
=

ym

εmν
+
mym−1x0
ε(m−1)ν

+ ...+

+
am−1y

m−1

ε(m−1)ν
+

(m− 1)am−1y
m−2x0

ε(m−2)ν
+ ... .

(2.18)

Âèîêðåìëþþ÷è ãîëîâíi ÷ëåíè, îòðèìó¹ìî

ε(1−nν)yn = ε−mνym.

Îòæå, 1− nν = −mν, òîäi
ν =

1

n−m
, (2.19)

yn = ym. (2.20)

Äëÿ ðiâíÿííÿ (2.20) íóëü ¹ êîðåíåì êðàòíîñòi m. Îêðiì òîãî,

yn−m = 1 = e2πir,

äå r = 1, 2, ..., (n−m). Çâiäñè

y = ω, ω2, ..., ωn−m; ω = exp

(
2πi

n−m

)
. (2.21)



46

Êîðiíü y = 0 ìè íå áåðåìî äî óâàãè, îñêiëüêè âií âiäïîâiäà¹ ïåðøèì s

êîðåíÿì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.19) i (2.20), ïåðåïèøåìî (2.18) ó âèãëÿäi

nyn−1x0ε
ν = mym−1x0ε

ν + am−1y
m−1εν + ... .

Ïîðiâíÿííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè εν ó îáîõ ÷àñòèíàõ öi¹¨ ðiâíîñòi äà¹

nyn−1x0 = mym−1x0 + am−1y
m−1,

çâiäêè

x0 =
am−1y

m−1

nyn−1 −mym−1
=

am−1

nyn−m −m
=

am−1

n−m
. (2.22)

Òàêèì ÷èíîì, n−m êîðåíiâ, ùî çàëèøèëèñÿ íåâiäîìèìè, çàäàþòüñÿ ðîç-

êëàäàííÿìè

x =
ωr

εν
+

am−1

n−m
+ ..., r = 1, 2, ..., n−m, (2.23)

äå ν i ω âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.19) i (2.21) âiäïîâiäíî.

2.3. Åëåìåíòè òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

Íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, òåîðåìè i ôàêòè òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó, âèêëà-

äåíi ó [58].

2.3.1. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ. Ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó. Ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó i ïðèïóñòèìî, ùî ¨¨ ðóõ ìîæå áóòè îïèñàíèé ñè-

ñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ìîæå áóòè ïðèâåäåíà äî íîðìàëüíîãî

âèãëÿäó
dys
dt

= Ys(t, y1, ..., yn) (s = 1, 2, ..., n), (2.24)

äå ys � äåÿêi ïàðàìåòðè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ðóõîì (êîîðäèíàòè, øâèäêîñòi àáî

äåÿêi ôóíêöi¨ öèõ âåëè÷èí).

Ðîçãëÿíåìî ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðóõ, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ äåÿêèé ÷àñòêî-

âèé ðîçâ'ÿçîê ys = fs(t) ðiâíÿíü (2.24). Öåé ðóõ íàçèâà¹òüñÿ íåçáóðåíèì, íà

âiäìiíó âiä iíøèõ ðóõiâ ñèñòåìè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ çáóðåíèìè. Ðiçíèöi çíà÷åíü

âåëè÷èí ys ó ÿêîìóñü çáóðåíîìó i íåçáóðåíîìó ðóñi íàçèâàþòüñÿ çáóðåííÿìè.
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Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåçáóðåíèé ðóõ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì ïî âiäíîøåííþ

äî âåëè÷èí ys, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà ε, ÿêèì áè ìàëèì âîíî

íå áóëî, çíàéäåòüñÿ iíøå äîäàòíå ÷èñëî η(ε), òàêå, ùî äëÿ âñiõ çáóðåíèõ

ðóõiâ ys = ys(t), äëÿ ÿêèõ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = t0 âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi

|ys(t0)− fs(t0)| 6 η, (2.25)

áóäóòü ïðè óñiõ t > t0 âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíîñòi

|ys(t)− fs(t)| < ε. (2.26)

Íåçáóðåíèé ðóõ íàçèâà¹òüñÿ íåñòiéêèì, ÿêùî âií íå ¹ ñòiéêèì. Òàêèì ÷è-

íîì, äëÿ íåñòiéêîñòi ðóõó äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëî ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷è-

ñëî ε i ïðè áóäü-ÿêîìó, ÿê çàâãîäíî ìàëîìó, η õî÷à á äëÿ îäíîãî iç çáóðåíèõ

ðóõiâ, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.25), ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó õî÷à á

îäíà ç íåðiâíîñòåé (2.26) ïåðåòâîðèëàñÿ ó ðiâíiñòü.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi äîöiëüíî ó ðiâíÿííÿõ ðóõó çðîáèòè ïåðåõiä äî

íîâèõ çìiííèõ

xs = ys − fs(t) (s = 1, 2, ..., n), (2.27)

äå fs(t) � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (2.24), ÿêèé âiäïîâiäà¹ íåçáóðåíîìó

ðóõó i, ÿê íàñëiäîê, xs � çáóðåííÿ.

Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì ïåðåòâîðåíi ðiâíÿííÿ

dxs
dt

= Xs(t, x1, ..., xn) ≡ Ys(t, x1 + f1, ..., xn + fn)− Ys(t, f1, ..., fn) (2.28)

íàçèâàþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çáóðåíîãî ðóõó. Êîæíîìó ðóõó

äàíî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäà¹ ÷àñòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (2.28). Çîêðåìà, íåçáóðå-

íîìó ðóõó âiäïîâiäà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x1 = ... = xn = 0, ÿêèé ñèñòåìà

(2.28) ïîâèííà ìàòè. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöi¨ Xs(t, x1, ..., xn) äîðiâ-

íþâàëè íóëþ ïðè x1 = ... = xn = 0.

Ó çìiííèõ xs íåðiâíîñòi (2.25) i (2.26) ìàþòü âiäïîâiäíèé âèãëÿä

|xs(t0)| 6 η, (2.29)
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|xs(t)| < ε. (2.30)

I, ÿê íàñëiäîê, âèçíà÷åííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåìè ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåçáóðåíèé ðóõ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà ε, ÿêèì áè ìàëèì âîíî íå áóëî, ìîæíà ïiäiáðàòè

iíøå äîäàòíå ÷èñëî η(ε) òàêå, ùî äëÿ óñiõ çáóðåíèõ ðóõiâ, äëÿ ÿêèõ ó ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.29), ïðè óñiõ t > t0

áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíîñòi (2.30).

Îçíà÷åííÿ 2.3. ßêùî íåçáóðåíèé ðóõ ¹ ñòiéêèì, i ÿêùî ÷èñëî η ìîæíà

îáðàòè íàñòiëüêè ìàëèì, ùî äëÿ óñiõ çáóðåíèõ ðóõiâ, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

íåðiâíîñòÿì (2.29), áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ óìîâè

lim
t→∞

xs(t) = 0, (2.31)

òî íåçáóðåíèé ðóõ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì àñèìïòîòè÷íî.

2.3.2. Ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

2.3.2.1. Ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà. Êðèòåðié Ñèëüâåñòðà. Áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè óñòàëåíi ðóõè, äëÿ ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó ìàþòü

âèãëÿä
dxs
dt

= Xs(x1, ..., xn) (s = 1, 2, .., n), (2.32)

äå Xs íå çàëåæèòü ÿâíî âiä t.

Íåõàé çàäàíà îáëàñòü

|xs| 6 H (s = 1, 2, .., n), (2.33)

äå H � äåÿêà ñòàëà.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ôóíêöi¨ Xs ó îáëàñòi (2.33) íåïåðåðâíi i òàêi, ùî ðiâ-

íÿííÿ (2.32) äëÿ êîæíî¨ ñèñòåìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü x0s âåëè÷èí xs, ùî íà-

ëåæàòü îáëàñòi (2.33), äîïóñêàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äåÿêi ôóíêöi¨ V (x1, ..., xn) çìiííèõ x1, ..., xn, ÿêi âèçíà-

÷åíi â äåÿêîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âîíè îäíîçíà÷íi,
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äîðiâíþþòü íóëþ ïðè x1 = ... = xn = 0 i ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi.

Ôóíêöi¨, ùî ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi, íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiÿìè Ëÿïóíîâà.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ôóíêöiÿ V (x1, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîâèçíà÷åíîþ (äî-

äàòíî âèçíà÷åíîþ àáî âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ), ÿêùî âîíà ïðè

|xs| 6 h, (2.34)

äå h � äîñòàòíüî ìàëå äîäàòíå ÷èñëî, ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ òiëüêè

îäíîãî ïåâíîãî çíàêà i äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè ïðè x1 = ... = xn = 0.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ôóíêöiÿ V (x1, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîñòàëîþ (äîäà-

òíîþ àáî âiä'¹ìíîþ), ÿêùî âîíà ó îáëàñòi (2.34) ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ

òiëüêè îäíîãî ïåâíîãî çíàêà, àëå ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ i ïðè

x21 + ...+ x2n ̸= 0.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ôóíêöiÿ V (x1, ..., xn) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ, ÿêùî

âîíà íå ¹ íi çíàêîâèçíà÷åíîþ, íi çíàêîïîñòiéíîþ i, îòæå, ÿêèì áè ìàëèì

íå áóëî ÷èñëî h, ìîæå íàáóâàòè ó îáëàñòi (2.34) ÿê äîäàòíi, òàê i âiä'¹ìíi

çíà÷åííÿ.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ äðóãîãî (ïðÿìîãî) ìåòîäó Ëÿïóíîâà íåîá-

õiäíî çíàòè êðèòåði¨ çíàêîâèçíà÷åííîñòi i çíàêîçìiííîñòi ôóíêöié. Çàãàëüíèõ

êðèòåði¨â òàêîãî ðîäó íå iñíó¹. Íàâåäåìî äåÿêi iç íèõ.

Íåõàé V (x1, ..., xn) ÿâëÿ¹ ñîáîþ îäíîðiäíó ôîðìó m-ãî ïîðÿäêà. Òàê ïðè

äîâiëüíîìó λ âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

V (λx1, ..., λxn) = λmV (x1, ..., xn),

òîäi, ÿêùî ôîðìà V ¹ çíàêîâèçíà÷åíîþ, òî çíàêîâèçíà÷åííiñòü áóäå ìàòè

ìiñöå ó âñüîìó ïðîñòîði, à íå òiëüêè â îêîëi ïî÷àòêà êîîðäèíàò. Òå æ ñàìå

áóäå ñïðàâåäëèâå i âiäíîñíî çíàêîçìiííîñòi. Çíàêîâèçíà÷åíiñòü ìîæå ìàòè

ìiñöå òiëüêî ïðè m ïàðíîìó.

Ëåìà 2.1. Áóäü-ÿêà ôîðìà íåïàðíîãî ïîðÿäêó ¹ ôóíêöiÿ çíàêîçìiííà.

ßêùî m � ïàðíå ÷èñëî, òî ôîðìà V ìîæå áóòè ÿê çíàêîâèçíà÷åíà, òàê i

çíàêîçìiííà.
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Íåõàé ìà¹ ìiñöå êâàäðàòè÷íà ôîðìà

2V =
n∑

α,β=1

cαβxαxβ. (2.35)

Òåîðåìà 2.7 (Êðèòåðié Ñèëüâåñòðà). Äëÿ òîãî, ùîá êâàäðàòè÷íà

ôîðìà (2.35) áóëà äîäàòíî âèçíà÷åíîþ (âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ), íåîáõiäíî i

äîñòíüî, ùîá óñi ãîëîâíi ìiíîðè ¨¨ äèñêðèìiíàíòà, òîáòî âåëè÷èíè

c11,

∣∣∣∣∣∣ c11 c12

c12 c22

∣∣∣∣∣∣ , ...
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 ... c1n

c12 c22 ... c2n

... ... ... ...

c1n c2n ... cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

áóëè äîäàòíèìè (÷åðãóâàëè ñâié çíàê, ïðè÷îìó c11 < 0).

2.3.2.2. Òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü i íåñòiéêiñòü ðóõó.

Òåîðåìà 2.8 (Ïåðøà òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü). ßêùî äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó ìîæëèâî çíàéòè çíàêîâèçíà÷åíó

ôóíêöiþ V (x1, ..., xn), ïîâíà ïîõiäíà ÿêî¨ çà ÷àñîì, ÿêà çàïèñàíà ó ñèëó öèõ

ðiâíÿíü, ¹ çíàêîñòàëà ôóíêöiÿ, çíàê ÿêî¨ ïðîòèëåæíèé äî V , àáî òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ, òî íåçáóðåíèé ðóõ ñòiéêèé.

Òåîðåìà 2.9 (Äðóãà òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü). ßêùî äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó ìîæëèâî çíàéòè çíàêîâèçíà÷åíó

ôóíêöiþ V (x1, ..., xn), ïîâíà ïîõiäíà ÿêî¨ çà ÷àñîì, ÿêà çàïèñàíà ó ñèëó öèõ

ðiâíÿíü, ¹ çíàêîâèçíà÷åíà ôóíêöiÿ, çíàê ÿêî¨ ïðîòèëåæíèé äî V , òî íåçáó-

ðåíèé ðóõ ñòiéêèé àñèìïòîòè÷íî.

Òåîðåìà 2.10 (Ïåðøà òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü). ßêùî

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó ìîæëèâî çíàéòè ôóíêöiþ

V (x1, ..., xn) òàêó, ùî ¨¨ ïîâíà ïîõiäíà çà ÷àñîì dV/dt, ÿêà çàïèñàíà ó ñèëó

öèõ ðiâíÿíü, ¹ çíàêîâèçíà÷åíà ôóíêöiÿ, à ñàìà ôóíêöiÿ V íå áóäå çíàêîñòà-

ëîþ, çíàê ÿêî¨ ïðîòèëåæíèé äî dV/dt, òî íåçáóðåíèé ðóõ íåñòiéêèé.

Òåîðåìà 2.11 (Äðóãà òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü). ßêùî

iñíó¹ ôóíêöiÿ V òàêà, ùî ¨¨ ïîâíà ïîõiäíà çà ÷àñîì t, ÿêà çàïèñàíà ó ñèëó
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ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó, ìà¹ ó îáëàñòi |xs| 6 h 6 H âèãëÿä

dV

dt
= λV +W (x1, ..., xn),

äå λ � äîäàòíà ñòàëà, à W òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ àáî ¹ çíàêîñòàëîþ

ôóíêöi¹þ, i ÿêùî ó îñòàííüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ V íå ¹ çíàêîñòàëîþ, çíàê

ÿêî¨ ïðîòèëåæíèé äî W , òî íåçáóðåíèé ðóõ íåñòiéêèé.

Òåîðåìà 2.12 (Ì. Ã. ×åòà¹âà). ßêùî äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çáóðåíîãî ðóõó ìîæëèâî çíàéòè òàêó ôóíêöiþ V (x1, ..., xn), ùî

1) ó ÿê çàâãîäíî ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò iñíó¹ îáëàñòü, äå

V > 0, íà ìåæi ÿêî¨ V = 0, i

2) ó âñiõ òî÷êàõ îáëàñòi V > 0 ïîõiäíà dV/dt íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü,

òî íåçáóðåíèé ðóõ íåñòiéêèé.

2.3.2.3. Ìåòîäèêà ïîáóäîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà. Ó äàíîìó ïiäïóí-

êòi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäîëîãiþ, ÿêà âèêëàäåíà ó [71].

Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà ÇÄÐ ïîðÿäêà 2m+ l, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

dx

dt
= Ax+

l∑
s=1

ξsC̃
(s)
x,

dξ

dt
= Bξ +

2m∑
s=1

xsD̃
(s)
x, (2.36)

äå x ∈ R2m, ξ ∈ Rl, A,B, C̃
(s)

(s = 1, 2m) − äiéñíi êâàäðàòíi ìàòðèöi,

D̃
(j)

(j = 1, 2m) − äiéñíi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi ïîðÿäêà l × 2m. Ìàòðèöÿ A

ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ±iω1, ...,±iωm (0 < ω1 < ... < ωm), à äiéñíi ÷àñòèíè

âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi B âiä'¹ìíi.

Çìiííi xs (s = 1, 2m) áóäåìî íàçèâàòè êðèòè÷íèìè, à ξj (j = 1, l) −
íåêðèòè÷íèìè.

Çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî íåâèðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ êðèòè÷íèõ çìiííèõ

x = Λz

ïðèâåäåìî ñèñòåìó (2.36) äî âèãëÿäó

dz

dt
= Jz +

l∑
s=1

ξsC
(s)
⋆ z,

dξ

dt
= Bξ +

2m∑
s=1

zsD
(s)z, (2.37)
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äå J = diag(iω1, ..., iωm,−iω1, ...,−iωm) − æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöi A,

z = (y, ȳ)T , C(s)
⋆ = Λ−1C̃

(s)
Λ, åëåìåíòè ìàòðèöü D(s) âiäîìèì ÷èíîì âèðà-

æàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòè ìàòðèöü D̃
(s)
, Λ. Ðèñà çâåðõó îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå

ñïðÿæåííÿ, âåðõíié iíäåêñ T − òðàíñïîíóâàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî j-èé i j+m-èé

ðÿäêè ìàòðèöü C(s)
⋆ ¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè, òîáòî C(s)

⋆ =

 C(s)

C
(s)

 .

Çãiäíî ç ðîáîòàìè [62, 75], ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé

P = (p1, ..., pm) −m-âèìiðíèé iíäåêñ,

p = |P | = p1 + ...+ pm,

îäíîðiäíó ôîðìó ïîðÿäêà n çàïèøåìî ÿê∑
p+q=n

kPQy
P ȳQ =

∑
p+q=n

kp1...pmq1...qmy
p1
1 ...y

pm
m ȳq11 ...ȳ

qm
m .

Ïîçíà÷èìî

V
(2)
0 (z) =

m∑
j=1

αjyj ȳj

i îáåðåìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi

V (z, ξ) = V
(2)
0 (z) + αm+1V

(2)(ξ) + V (3)(z, ξ) + V (4)(z),

V (3) =
l∑

s=1

ξsṼ
(2)
s (z),

(2.38)

äå αj (j = 1,m), αm+1 � äåÿêi äiéñíi ñòàëi, V (2) � äîäàòíî âèçíà÷åíà êâà-

äðàòè÷íà ôîðìa, Ṽ (2)
s = zTK(s)z, åëåìåíòè ìàòðèöü K(s) áóäóòü âèçíà÷åíi

íèæ÷å. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç αy âåêòîð (α1y1, ..., αmym), òîäi

m∑
j=1

αjyj ȳj = ⟨αy, ȳ⟩,

äå êóòîâi äóæêè îçíà÷àþòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Îá÷èñëèìî ïîõiäíó dV/dt ó ñèëó ñèñòåìè (2.37) i ïîäàìî ¨¨ ó âèãëÿäi ñóìè

V̇ (z, ξ) = V̇ (2)(z, ξ) + V̇ (3)(z, ξ) + V̇ (4)(z, ξ) + ... .
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Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ ôîðì V̇ (s)(s = 2, 4).

V̇ (2)(z, ξ) = −αm+1U
(2)(ξ),

ïðè öüîìó, îñêiëüêè ñïåêòð ìàòðèöi B íàëåæèòü äiéñíié ëiâié ïiâïëîùèíi, òî

ôîðìó V (2) ìîæíà îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùî U (2)(ξ) áóäå äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.

V̇ (3)(z, ξ) =
l∑

s=1

[(bsξ)Ṽ
(2)
s (z) + ξs(grad Ṽ

(2)
s )(Jz)]+

+ ⟨αȳ,

l∑
s=1

ξsC
(s)z⟩+ ⟨αy,

l∑
s=1

ξsC
(s)
z̄⟩+ β⟨grad V (2),

2m∑
s=1

zsD
(s)z⟩,

(2.39)

V̇ (4)(z, ξ) = (grad Ṽ (4))(Jz)+
l∑

s=1

ξs(grad Ṽ
(2)
s )

l∑
s=1

ξsC
(s)z+⟨Ṽ

(2)
,
2m∑
s=1

zsD
(s)z⟩,

(2.40)

äå bs îçíà÷à¹ s-èé ðÿäîê ìàòðèöi B; Ṽ
(2)

= (Ṽ
(2)
1 , ..., Ṽ

(2)
l )T .

Âèçíà÷èìî åëåìåíòè ìàòðèöü K(s) òàêèì ÷èíîì, ùîá

V̇ (3) ≡ 0.

Ïðèðiâíþþ÷è íóëþ êîåôiöi¹íòè ïðè ðiçíèõ äîäàíêàõ âèäó

ξsy
P ȳQ (s = 1, l, p+q = 2), îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

âiäíîñíî k(s)PQ. Öÿ ñèñòåìà ðîçïàäà¹òüñÿ íà 2m2 +m ïiäñèñòåì s-ãî ïîðÿäêà

ç ìàòðèöÿìè, ùî ìàþòü âèãëÿä

B̃ = BT + iΩPQE,

äå ΩPQ = (p1 − q1)ω1 + ...+ (pm − qm)ωm, E − îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêà l.

Î÷åâèäíî, ùî detB̃ ̸= 0, òîìó øóêàíi êîåôiöi¹íòè îäíîçíà÷íî âèðàæà-

þòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòè ìàòðèöü C(s), i ¹ ïðè öüîìó ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

ïàðàìåòðiâ α1, ..., αm, αm+1.

Àíàëîãi÷íî, êîåôiöi¹íòè ôîðìè V (4) ìîæíà îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá

V̇ (4) =
m∑
p=2

GPy
PyP ,
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äå GP ÿâëÿþòü ñîáîþ ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ðiçíèõ äîáóòêiâ êîåôiöi¹íòiâ k(s)PQ íà

åëåìåíòè ìàòðèöü D(s) i, ÿê íàñëiäîê, ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÿê

GP = α1G
(1)
P + ...+ αmG

(m)
P + αm+1G

(m+1)
P . (2.41)

Âåëè÷èíè G(s)
P , s = 1,m íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ñòiéêîñòi, âîíè çàëåæàòü

âiä êîåôiöi¹íòiâ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (2.37) (i íå çàëåæàòü âiä ìíîæíèêiâ

αs) i äîçâîëÿþòü çàñòîñîâóâàòè òåîðåìè Ëÿïóíîâà àáî ×åòà¹âà, òîáòî ðîáèòè

âèñíîâîê ïðî ñòiéêiñòü (íåñòiéêiñòü) ðîçâ'ÿçêó, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ. Äëÿ öi¹¨

ìåòè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìè ìîíîãðàôi¨ [71], ÿêi äàþòü íåîáõiäíi i

äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi (çà âèíÿòêîì äåÿêèõ ãðàíè÷íèõ âè-

ïàäêiâ) i äîñòàòíi óìîâè íåñòiéêîñòi.

2.3.3. Ñòiéêiñòü ðóõó çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì. Íåõàé äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó ìàþòü âèãëÿä

dxs
dt

= ps1x1 + ...+ psnxn +Xs(x1, ..., xn) (s = 1, 2, .., n), (2.42)

äå psj � ñòàëi, Xs � ôóíêöi¨ çìiííèõ x1, ..., xn, ÿêi íå çàëåæàòü âiä t i ðîç-

êëàäàþòüñÿ ó îáëàñòi |x| 6 H ó ðÿäè çà ñòåïåíÿìè öèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó

ðîçêëàäàííÿ ïî÷èíàþòüñÿ ÷ëåíàìè íå íèæ÷å äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ

dxs
dt

= ps1x1 + ...+ psnxn (s = 1, 2, .., n).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ n-ãî ñòóïåíÿ

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p11 − λ p12 ... p1n

p12 p22 − λ ... p2n

... ... ... ...

p1n p2n ... pnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (2.43)

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì, à âèçíà÷íèê

D(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèì âèçíà÷íèêîì. Íåõàé λj (j = 1, 2, ..., n) � êîðåíi

öüîãî ðiâíÿííÿ.
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Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. ßêùî óñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (2.43) ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, òî íå-

çáóðåíèé ðóõ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

2. ßêùî ñåðåä êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2.43) ¹ õî÷à á îäèí ç äîäàòíîþ äiéñíîþ

÷àñòèíîþ, òî íåçáóðåíèé ðóõ íåñòiéêèé.

3. ßêùî ðiâíÿííÿ (2.43) íå ìà¹ êîðåíiâ ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, àëå

¹ ÷àñòèíà êîðåíiâ ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, òî ìîæå ìàòè ìiñöå ÿê ñòié-

êiñòü, òàê i íåñòiéêiñòü. Òàêi âèïàäêè íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè ó ðîçóìiííi

Ëÿïóíîâà i âèìàãàþòü ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ (íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ

ïðÿìîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà).

Òàêèì ÷èíîì, ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü íåçáóðåíîãî ðóõó çâîäèòüñÿ äî äîñëi-

äæåííÿ õàðàêòåðó êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2.43).

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê ó (2.43), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

f(λ) = λ4 + p1λ
n−1 + ...+ pn = 0. (2.44)

Iç êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìà f(λ) ñêëàäåìî ìàòðèöþ
p1 1 0 0 0 0 ...

p3 p2 p1 1 0 0 ...

p5 p4 p3 p2 p1 1 ...

... ... ... ... ... ... ...

 .

Ó çàïèñi öi¹¨ ìàòðèöi ââàæà¹ìî, ùî pm = 0, ÿêùî m > n. Ðîçãëÿíåìî âèçíà-

÷íèêè

∆1 = p1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣ p1 1

p3 p2

∣∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p1 1 0

p3 p2 p1

p5 p4 p3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ..., ∆n = an∆n−1.

Òåîðåìà 2.13 (Êðèòåðié Ãóðâiöà). Äëÿ òîãî, ùîá óñi êîðåíi ðiâíÿí-

íÿ (2.43) ìàëè âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòåé ∆k > 0 ïðè k = 1, ..., n.

Öi óìîâè íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè Ðàóñà � Ãóðâiöà.
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Òåîðåìà 2.14 (Êðèòåðié ñòiéêîñòi Ëü¹íàðà � Øèïàðà). Ó òîìó

âèïàäêó, êîëè óñi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.43) äîäàòíi

(p1 > 0, ..., pn > 0), iç òîãî ôàêòó, ùî âèçíà÷íèêè ∆1,∆3,∆5, ... ç íåïàðíèìè

iíäåêñàìè äîäàòíi, âèïëèâà¹ i äîäàòíiñòü âèçíà÷íèêiâ Ãóðâiöà ∆2,∆4,∆6, ...

ç íåïàðíèìè iíäåêñàìè i íàâïàêè.

2.3.4. Ñòiéêiñòü çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ. Òåîðåìà Ðóìÿíöåâà � Îçè-

ðàíåðà. Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ðiâíÿííÿ ðóõó ÿêî¨ îïèñóþòüñÿ íà-

ñòóïíîþ ñèñòåìîþ ÇÄÐ

ẋ = X(t,x,y), ẏ = Y (t,x,y), (2.45)

äå X,Y � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî

X : I ×Ω×Rm → Rn,

Y : I ×Ω×Rm → Rm,

äå I = [0;+∞), à Ω � îáëàñòü ó Rn, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî

X(t, 0, 0) ≡ 0, Y (t, 0, 0) ≡ 0

äëÿ óñiõ t ∈ I i, êðiì òîãî, ôóíêöi¨ X(t,x,y), Y (t,x,y) íåïåðåðâíi ó îáëà-

ñòi I × Ω ×Rm, çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè ÄÐ (2.45).

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.45).

Íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ [71] i òåîðåìó [88], ÿêi íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî

äîñëiäæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Ôóíêöiÿ V (t,x,y) : I ×Ω×Rm → R äîïóñêà¹ íåñêií-

÷åííî ìàëó íàéâèùó ãðàíèöþ âiäíîñíî x, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ b ∈ K

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|V (t,x,y)| 6 b(||x||),
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äå K � êëàñ ôóíêöié Õàíà, || · || � åâêëiäîâà íîðìà:

||x|| =
√
x21 + . . .+ x2n, ||y|| =

√
y21 + . . .+ y2m.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ðîçâ'ÿçîê z = 0 ñèñòåìè (2.45) ðiâíîìiðíî ñòiéêèé ïî

âiäíîøåííþ äî x, ÿêùî äëÿ çàäàíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δ = δ(ε) òàêå, ùî

||x(t, t0, z0)|| < ε

äëÿ áóäü-ÿêèõ t0, z0, t, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì t0 ∈ I, ||z0|| < δ i t > t0.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ðîçâ'ÿçîê z = 0 ñèñòåìè (2.45) ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè-

÷íî ñòiéêèé ïî âiäíîøåííþ äî x (ðiâíîìiðíî x-ñòiéêèé) i îáëàñòü

Gδ ⊂ Rn+m ëåæèòü ó îáëàñòi x-òÿæiííÿ, ÿêùî âií ðiâíîìiðíî ñòiéêèé

ïî âiäíîøåííþ äî x, i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

x(t, t0, z0) ∈ Γ, t > t0, lim
t→∞

||x(t, t0, z0)|| = 0, (2.46)

ïðè÷îìó ñïiââiäíîøåííÿ (2.46) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî t0, z0 iç îáëàñòi

t0 ∈ I, z0 ∈ Gδ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî η > 0 çíàéäåòüñÿ T (η) > 0, òàêå, ùî

iç t0 ∈ I, z0 ∈ Gδ ñëiäó¹

||x(t, t0, z0)|| < η

äëÿ óñiõ t > t0+T . Òóò Γ � äåÿêà ïåâíà íàïåðåä çàäàíà îáëàñòü, ùî ëåæèòü

ó îáëàñòi Ω.

Òåîðåìà 2.15 (Ðóìÿíöåâ Â. Â., Îçèðàíåð Î. Ñ.). ßêùî äëÿ ÄÐ çáó-

ðåíîãî ðóõó (2.45) ó îáëàñòi I×Γ×Rm ìîæíà ïiäiáðàòè äîäàòíî âèçíà÷åíó

âiäíîñíî x ôóíêöiþ, ÿêà áóäå ìàòè âiä'¹ìíî âèçíà÷åíó âiäíîñíî x ïîõiäíó

dV/dt, ÿêà çàïèñàíà ó ñèëó öèõ ðiâíÿíü, òî iñíó¹ îáëàñòü Ωδ, (0 ∈ Ωδ ∈ Γ),

òàêà, ùî íåçáóðåíèé ðóõ x = 0,y = 0 ¹ ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì

âiäíîñíî x i îáëàñòü Ωδ ×Rm ëåæèòü ó îáëàñòi x-òÿæiííÿ.
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ÐÎÇÄIË 3

ÏÐßÌÈÉ ÌÅÒÎÄ ËßÏÓÍÎÂÀ I ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÅßÊÈÕ

ÌÀßÒÍÈÊÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

3.1. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè ó

êðèòè÷íîìó âèïàäêó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ ÄÐ ïî-

ðÿäêó 2m+ l, ùî ìà¹ âèãëÿä

dx

dt
= Ax+

l∑
s=1

ξsC̃
(s)
x,

dξ

dt
= Bξ +

2m∑
s=1

xsD̃
(s)
x, (3.1)

äå x ∈ R2m, ξ ∈ Rl, A,B, C̃
(s)

(s = 1, 2m) − äiéñíi êâàäðàòíi ìàòðèöi,

D̃
(j)

(j = 1, 2m) − äiéñíi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó l × 2m. Ìàòðèöÿ A

ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ±iω1, ...,±iωm (0 < ω1 < · · · < ωm), à äiéñíi ÷àñòèíè

âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi B âiä'¹ìíi.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (3.1).

3.1.2. Äîñëiäæåííÿ ñòàíó ðiâíîâàãè ñèñòåìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿ-

äó íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà çãiäíî ç ìåòîäèêîþ, ÿêà

âèêëàäåíà ó ï. 2.3.2.3. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîíêðåòíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ó

âèïàäêó m > 2 ïåðåâiðêà óìîâ (2.41) äîñòàòíüî ñêëàäíà, îñêiëüêè êîåôiöi¹í-

òè ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (3.1) çàçâè÷àé çàëåæàòü âiä äåêiëüêîõ ïàðàìåòðiâ

(ðîçïîäië ìàñ ñèñòåìè, ïðóæíi õàðàêòåðèñòèêè òà ií.), i çàäà÷à çâîäèòüñÿ

äî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè íåðiâíîñòåé âèñîêîãî ñòóïåíÿ. Òîìó ìè îáìåæèìîñÿ

âèïàäêîì m = 2. Äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.1. 1 Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà, ïîáóäîâàíî¨ çãiäíî ç îïèñà-

íîþ âèùå ïðîöåäóðîþ, ìà¹ ìiñöå îäèí iç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

1Ó òåðìiíàõ ïðîìåíiâ ñòiéêîñòi öÿ òåîðåìà âiäïîâiäà¹ êðèòåðiþ Ìîë÷àíîâà.
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A1. G
(1)
20 < 0, G

(2)
02 < 0, G

(1)
11 6 0, G

(2)
11 6 0,

A2. G
(1)
20 < 0, G

(2)
02 < 0, min{G(1)

11 , G
(2)
11 } 6 0, max{G(1)

11 , G
(2)
11 } > 0,

Á. G
(1)
20 < 0, G

(2)
02 < 0, G

(1)
11 > 0, G

(2)
11 > 0, G

(1)
20G

(2)
02 > G

(1)
11G

(2)
11 ,

Â. G
(1)
20 > 0, àáî G

(2)
02 > 0, àáî G

(1)
20G

(2)
02 < G

(1)
11G

(2)
11 (G

(1)
11 > 0).

Òîäi ó âèïàäêàõ À, Á òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.37) àñèìïòîòè-

÷íî ñòiéêèé, à ó âèïàäêó Â - íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ó òðüîõ ïåðøèõ âèïàäêàõ ÔË òà ¨¨ ïîõiäíà çà

÷àñîì çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü

[41,58]. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íi ôîðìè

U(ρ1, ρ2) = G20ρ
2
1+G11ρ1ρ2+G02ρ

2
2, U0(ρ1, ρ2) = U−α3

∂U

∂α3
, ρj = yjyj (j = 1, 2),

ïðè öüîìó

G20 = α1G
(1)
20 +α3G

(3)
20 , G11 = α1G

(1)
11 +α2G

(2)
11 +α3G

(3)
11 , G02 = α2G

(2)
02 +α3G

(3)
02 .

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó A1 ôîðìà U0(ρ1, ρ2) ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ ïðè äî-

âiëüíèõ äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ ìíîæíèêiâ α1, α2.

Çâåðíåìîñÿ äî âèïàäêó A2. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi G(1)
11 6 0. Òîäi, ÿêùî

íåðiâíiñòü ñòðîãà, òî, îáèðàþ÷è α2 äîñòàòíüî ìàëèì â ïîðiâíÿííi ç α1, ìîæíà

äîìîãòèñÿ âiä'¹ìíîñòi óñiõ òðüîõ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìè U0. ßêùî æ G
(1)
11 = 0,

òî, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñèëüâåñòðà, U0 âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè

α1 > 0, α2 > 0, ∆ = 4α1α2G20G02 − (α1G
(1)
11 + α2G

(2)
11 )

2 > 0.

Îáèðàþ÷è α2 äîñòàòíüî ìàëèì, ó ïîðiâíÿííi ç α1, ìîæíà äîìîãòèñÿ äîäàòíî-

ñòi äëÿ ∆.

Íåõàé òåïåð âèêîíóþòüñÿ óìîâè âèïàäêó Á. Îáèðàþ÷è α1 äîâiëüíèì äî-

äàòíèì ÷èñëîì, à α2 òàêèì, ùî äîðiâíþ¹

α1(2G
(1)
20G

(2)
02 −G

(2)
11G

(1)
11 )

G
(2)
11

2 ,
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íåâàæêî áà÷èòè, ùî

∆ =
4α2

1G
(1)
20G

(2)
02 (G

(1)
20G

(2)
02 −G

(2)
11G

(1)
11 )

G
(2)
11

2 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ ïðè íàëåæíîìó âèáîði êîíñòàíò α1, α2

ôîðìà U0 ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ. Àëå òîäi ïðè âèáîði äîñòàòíüî ìàëîãî (äîäà-

òíîãî) çíà÷åííÿ α3 òàêîþ æ áóäå i ôîðìà U, à îòæå i ôóíêöiÿ dV/dt, îñêiëüêè

ó äîñòàòíüî ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó R2m+l âîíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âè-

ãëÿäi

V̇ = V̇0 + o(V̇0),

äå V̇0 = −α3U
(2)(ξ) + U(ρ1, ρ2).

Iíàêøå êàæó÷è, ôóíêöiÿ V (z, ξ) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, à ¨¨ ïîâíà ïîõiäíà

çà ÷àñîì ó ñèëó ðiâíÿíü (2.37) � âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, i, çãiäíî ç òåîðåìîþ

Ëÿïóíîâà ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü, íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.37) (i

åêâiâàëåíòíî¨ ¨é ñèñòåìè (3.1)) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

×àñòèíà òâåðäæåííÿ òåîðåìè, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåñòiéêîñòi, äîâîäèòüñÿ çà

äîïîìîãîþ òåîðåìè ×åòà¹âà (ç äâîìà ôóíêöiÿìè) [11]. Ôîðìàëüíå äîâåäåííÿ

äîñèòü ãðîìiçäêå, òîìó ìè âiäçíà÷èìî ëèøå, ùî âîíî ïðîâîäèòüñÿ ïîäiáíî

äîâåäåííþ òåîðåìè 2.1 iç [71].

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ñèñòåìó

dx

dt
= X0(x, ξ) +X

(3)
1 (x) +X

(3)
2 (x, ξ) + ...,

dξ

dt
= Ξ0(x, ξ) +Ξ

(2)
1 (x, ξ) + ...,

(3.2)

äå ÷åðåç X0(x, ξ),Ξ0(x, ξ) ïîçíà÷åíi ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.1),

X
(3)
1 ,X

(3)
2 , Ξ

(2)
1 − îäíîðiäíi ôîðìè çàçíà÷åíèõ çìiííèõ, X

(3)
2 (x,0) = 0,

Ξ
(2)
1 (x,0) = 0, áàãàòîêðàïêîþ ïîçíà÷åíà ñóêóïíiñòü äîäàíêiâ áiëüø âèñîêîãî

ïîðÿäêó.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, x = Λz � ëiíiéíå íîðìàëiçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ äëÿ

êðèòè÷íèõ çìiííèõ. Ïîçíà÷èìî

Z1 = (Y 1,Y 1)
T = Λ−1X

(3)
1 (Λz),
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à j-ó êîìïîíåíòó âåêòîðà Y 1 ïîäàìî ó âèãëÿäi∑
p+q=n

g
(j)
PQ yP ȳQ.

Ââåäåìî ó ðîçãëÿä òàêîæ Ij − m-âèìiðíèé iíäåêñ, êîìïîíåíòàìè ÿêîãî ¹

ñèìâîëè Êðîíåêåðà δjs. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2. ßêùî êîåôiöi¹íòè, îá÷èñëåíi äëÿ ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè (2.37),

òàêi, ùî
∑
GPy

PyP ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ ïðè äåÿêèõ äîäàòíèõ ìíîæíè-

êàõ α1, · · · , αm+1 (çîêðåìà, ÿêùî âèêîíàíi óìîâè À, Á òåîðåìè 3.1) i ôîðìà

X
(3)
1 òàêà, ùî

Re g
(j)
PP−Ij

= 0 (j = 1,m), (3.3)

òî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.2) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ïðè áóäü-ÿêèõ

X
(3)
2 , Ξ

(2)
1 .

Äîâåäåííÿ. Äîäàìî ñïî÷àòêó ó ïðàâó ÷àñòèíó ñèñòåìè (3.1) òiëüêè X
(3)
1 (x),

i âèêîíà¹ìî ïîáóäîâó ÔË çãiäíî ç îïèñàíîþ âèùå ïðîöåäóðîþ. Î÷åâèäíî, ùî

çðîáëåíà çìiíà âïëèíå íà âèãëÿä V (4)(z), àëå íå âïëèíå íà Ṽ (2)
s (z). Âðàõî-

âóþ÷è òàêîæ óìîâè (3.3), ìîæíà áà÷èòè, ùî âèðàçè äëÿ GP íå çìiíÿòüñÿ.

Çìiíèòüñÿ ñóêóïíiñòü äîäàíêiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ó ñàìié ôóíêöi¨ (ïîçíà-

÷èìî íîâó ôîðìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ÷åðåç Ṽ (4)) i äîäàíêè ïîðÿäêó ìàëîñòi

âèùå ÷åòâåðòîãî ó V̇ . Îäíàê öå íå âïëèíå íà çíàêîâèçíà÷åíiñòü V (z, ξ) i ¨ ¨

ïîõiäíî¨, òîìó óìîâè òåîðåìè Ëÿïóíîâà, ÿê i ðàíiøå, áóäóòü âèêîíàíi.

Âiçüìåìî òåïåð ÔË ó âèãëÿäi (2.38) ç V (4), ÿêà çàìiíåíà íà Ṽ (4), i çíàéäåìî

ïîâíó ïîõiäíó çà ÷àñîì ó ñèëó ñèñòåìè (3.2)

V̇ = V̇0(z, ξ) + ⟨gradV (2)
0 (z),Z

(3)
2 (z, ξ)⟩+ ⟨gradV (2)(ξ),Ξ

(2)
1 (z, ξ)⟩+

+ ⟨gradξV (3)(z, ξ),Ξ
(2)
1 (z, ξ)⟩+ ..., V̇0(z, ξ) = −α3U

(2)(ξ) +
∑
p=2

GPy
P ȳP .

(3.4)

Äðóãèé i ÷åòâåðòèé äîäàíêè ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó äëÿ V̇ ìiñòÿòü êðèòè÷íi

çìiííi z ó òðåòié ñòåïåíi, íåêðèòè÷íi ξ � ó ïåðøié ñòåïåíi i, ÿê íàñëiäîê, ìà-

þòü áiëüø âèñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòi íiæ V̇0. Òðåòié äîäàíîê ìiñòèòü êðèòè÷íi
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çìiííi z ó ïåðøié ñòåïåíi, íåêðèòè÷íi ξ � ó äðóãié i ìàþòü áiëüø âèñîêèé ïî-

ðÿäîê ìàëîñòi íiæ U (2)(ξ), à îòæå i V̇0. Òàêèì ÷èíîì, V̇ ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ

ôóíêöi¹þ âiäíîñíî çìiííèõ z, ξ.

3.1.3. Îöiíêà øâèäêîñòi çàãàñàííÿ çáóðåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíié-

íî¨ ñèñòåìè ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Îòðèìà¹-

ìî ñòåïåíåâó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó

÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà, îáðàíà çãiäíî ç ï. 2.3.2.3, ìà¹ âèãëÿä

V (x, ξ) = V
(2)
0 (x) + αm+1V

(2)(ξ) +
l∑

s=1

ξsṼ
(2)
s (x) + ...,

äå V (2), Ṽ (2) � äîäàòíî âèçíà÷åíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè,

òî äëÿ íå¨ ó äîñòàòíüî ìàëîìó ε1-îêîëi ïî÷àòêó ïðîñòîðó R2m+l ñïðàâåäëèâà

îöiíêà

V (x, ξ) 6
m∑
j=1

αj(x
2
j + x2m+j) + b̃||ξ||2 + c̃||x||2||ξ|| 6

6 max (αj)|mj=1||x||2 + b̃||ξ||2 + c̃||x||2||ξ|| 6 β1(||x||2 + ||ξ||2) + c̃||x||2||ξ|| 6

6 (β1 + ε1)(||x||2 + ||ξ||2),

äå b̃ � ìàêñèìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïî íåêðè-

òè÷íèì çìiííèì, c̃ � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ êâà-

äðàòè÷íî¨ ôîðìè Ṽ (2)
s (x), β1 = max (αj, b̃)|mj=1.

À äëÿ ïîõiäíî¨ ó ñèëó ñèñòåìè âèêîíàíî

V̇ (x, ξ) 6 −d||ξ||2 − g||x||4,

äå d, g � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ x i ξ ïðè áóäü-ÿêîìó q̃ 6 g âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

−d||ξ||2 − g||x||4 6 −q̃(||x||4 + ||ξ||4) 6 −1

2
q̃(||x||2 + ||ξ||2)2.
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Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

V̇ 6 −qV 2,

äå q = q̃/[2(β1 + ε1)
2].

Äëÿ îòðèìàíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ íåðiâíîñòi çàïèøåìî âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ

ïîðiâíÿííÿ

V̇ = −qV 2.

Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

V (t0) = V0 > 0

¹ ôóíêöiÿ

V̂ (V0, t) =
1

q(t− t0) +
1
V0

= (q(t− t0) + V −1
0 )−1.

Òîäi íà áóäü-ÿêîìó ðîçâ'ÿçêó u(t) = (x(t), ξ(t)) ñèñòåìè (3.1), ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâèì óìîâàì u(t0) = u0, âèêîíàíî îöiíêó

V (u(t),u0) 6 (q(t− t0) + V −1
0 )−1 (t > t0). (3.5)

Îñêiëüêè äëÿ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà òàêîæ âèêîíàíî

V (x, ξ) > min (αj)|mj=1||x||2 +
˜̃b||ξ||2 − c̃||x||2||ξ||,

äå ˜̃b � ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïî íåêðèòè-

÷íèì çìiííèì, òî öå îçíà÷à¹, ùî ó ìàëîìó ε2-îêîëi ïî÷àòêó ïðîñòîðó R2m+l

âèêîíàíà íåðiâíiñòü

V > (β2 − ε2)(||x||2 + ||ξ||2), (3.6)

äå β2 = min (αj,
˜̃b)|mj=1.

Iç (3.5) i (3.6) ìà¹ìî

β2(||x||2 + ||ξ||2) 6 (q(t− t0) + [β1(||x0||2 + ||ξ0||2)]−1)−1.

Òîäi îöiíêà (3.5) äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.1) ìàòèìå âèãëÿä

||u(t)|| 6 (γ1(t− t0) + γ2||u0||−2)−
1
2 , t > t0, ||u(t)|| 6 ε,
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äå γ1 = qβ2, γ2 = β2/β1, ε = min (ε1, ε2).

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíà îöiíêà äëÿ øâèäêîñòi çàãàñàííÿ çáóðåíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ñèñòåìè (3.1) çáiãà¹òüñÿ ç îöiíêîþ, ÿêà áóëà îòðèìàíà ó ðîáîòi [70] ç âè-

êîðèñòàííÿì ïðèíöèïó çâåäåííÿ.

3.1.4. Ïðèêëàä. Ïîäâiéíèé ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê ç ïðè¹äíà-

íèì äèíàìi÷íèì ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü. Ó ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ îïèñàíî¨

ïðîöåäóðè ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿ-

òíèêà ç ïðè¹äíàíèì äèíàìi÷íèì ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü (ÄÏÊ)(ðèñ. 3.1). Ìàñè

i äîâæèíè ëàíîê âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü m1, l1 i m2, l2, ìàñà ÄÏÊ � m3, æîðñ-

òêiñòü ïðóæèíè � k, êîåôiöi¹íò â'ÿçêîãî òåðòÿ � h. Ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíî¨

êîîðäèíàòè ξ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ïîëîæåííÿ ÄÏÊ, âiçüìåìî âiäíîøåííÿ éîãî

âiäñòàíi äî øàðíiðà O1 äî äîâæèíè äðóãî¨ ëàíêè.

Ðèñ. 3.1. Ïîäâiéíèé ìàÿòíèê ç ïîãëèíà÷åì êîëèâàíü ó äðóãié ëàíöi.

Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

OO1 = l1(sinφ1, cosφ1), O1O2 = l2(sinφ2, cosφ2), O1O3 = l2ξ(sinφ2, cosφ2).

v1 = l1φ̇1(cosφ1,− sinφ1), v2 = l2φ̇2(cosφ2,− sinφ2) + v1,
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v3 = l2ξ̇(sinφ2, cosφ2) + l2φ̇2ξ(cosφ2,− sinφ2) + v1.

Êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ çàïèøóòüñÿ âiäïîâiäíî

2T = (m1 +m2 +m3)l
2
1φ̇

2
1 + l22(m2 +m3ξ

2)φ̇2
2 +m3l

2
2ξ̇

2+

+ 2l1l2φ̇1[φ̇2(m2 +m3ξ) cos(φ2 − φ1) +m3ξ̇ sin(φ2 − φ1)],

Π = −g[(m1 +m2 +m3)l1 cos(φ1) + l2(m2 +m3ξ) cos(φ2)] +
1

2
kl2(ξ − ξ(0))2.

Çíà÷åííÿ ξ(0) âiäïîâiäà¹ äîâæèíi ïðóæèíè ó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíi. Ôóí-

êöiÿ Ðåëåÿ ìà¹ âèãëÿä R = −hξ̇2/2.
Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðóõó äàíî¨ ñèñòåìè ó ôîðìi Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= Q, (3.7)

äå L = T − Π, Q = (0, 0,−hξ̇).
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñòiéêiñòü ðóõó ñèñòåìè ó îêîëi íèæíüîãî ñòàíó ðiâíî-

âàãè

φ1 = 0, φ2 = 0, ξ = ξ0, (ξ0 = ξ(0) +
m3g

k
). (3.8)

Ââåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè i ÷àñ çà ôîðìóëàìè

M = m1 +m2 +m3, m̃2 =
m2

M
, m̃3 =

m3

M
, h̃ =

h

M

√
l2
g
, k̃ =

kl2
Mg

, τ =

√
g

l2
t.

(3.9)

Äëÿ çðó÷íîñòi ó ïîäàëüøîìó õâèëþ çâåðõó áóäåìî îïóñêàòè.

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.7)

(aλ4 + bλ2 + c)(m3λ
2 + hλ+ k) = 0, (3.10)

äå a = l1m2 + l1m3ξ
2
0 − l1m

2
2 − 2l1m2m3ξ0 − l1m

2
3ξ

2
0 , b = −m2 − m3ξ

2
0−

−l1m2 − l1m3ξ0, c = m2 +m3ξ0.

Ðiâíÿííÿ (3.10) ìà¹ äâi ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ λ1 = iω1,

λ2 = iω2, λ3 = −λ1, λ4 = −λ2 i äâà êîðåíÿ ç âiä'¹ìíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.

Ïåðåâiðèìî, ùî ω1 ̸= ω2. Ñïðàâäi

b2−4ac = [m2+m3ξ
2
0−l1(m3ξ0+m2)]

2+12m2m3ξ0(m2+m3ξ0)+4(m3
3ξ

3
0+m

3
3) > 0.
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ñèñòåìè ôîðìóëè ïåðåòâîðå-

ííÿ äîñèòü îá'¹ìíi, òîìó ìè îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì îäíàêîâèõ ëàíîê, òîáòî

l1 = l2 = l, m1 = m2 = m, êðiì òîãî ïðèïóñòèìî m3 = m/2, ξ0 = 1/2.

Ç ìåòîþ ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ (3.7) äî âèäó (3.1) ñêîðèñòà¹ìîñÿ çìiííèìè

Ãàìiëüòîíà. Ââåäåìî çâè÷àéíèì ÷èíîì [117] óçàãàëüíåíi iìïóëüñè

p1 =
5

2
φ̇1 + φ̇2 cos(φ1 − φ2) +

1

2
ξφ̇2 cos(φ1 − φ2)−

1

2
ξ̇ sin(φ1 − φ2),

p2 = φ̇2 +
1

2
ξ2φ̇2 + φ̇1 cos(φ1 − φ2) +

1

2
ξφ̇1 cos(φ1 − φ2),

p3 =
1

2
ξ̇ − 1

2
φ̇1 sin(φ1 − φ2).

Ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà ìà¹ âèãëÿä H = H(2) +H(3) +H(4) + ..., äå

H(2) =
9

20
p21 − p1p2 + p22 + p23 +

5

4
φ2
1 +

5

8
φ2
2 +

1

2
kξ2,

H(3) =
1

5
p21ξ −

2

5
p1ξp2 +

9

10
φ1p1p3 −

9

10
φ2p1p3 − φ1p2p3 + φ2p2p3 +

1

4
φ2
2ξ,

H(4) = − 9

25
φ2
1p

2
1 +

18

25
φ1φ2p

2
1 −

4

25
p21ξ

2 − 9

25
φ2
2p

2
1 +

13

10
φ2
1p1p2 −

13

5
φ1φ2p1p2+

+
4

5
p1p2ξ

2 +
13

10
φ2
2p1p2 +

2

5
φ1ξp1p3 −

2

5
φ2
1φ2ξp1p3 − φ2

1p
2
2 + 2φ1φ2p

2
2 −

4

5
p22ξ

2−

− φ2
2p

2
2 −

2

5
φ1ξp2p3 +

2

5
φ2ξp2p3 +

9

20
φ2
1p

2
3 −

9

10
φ1φ2p

2
3 +

9

20
φ2
2p

2
3 −

5

48
φ4
1 −

5

96
φ4
2.

Îòðèìó¹ìî ñèñòåìó âèäó (3.1) ïðè

A =


0 0 9

10 −1

0 0 −1 2

−5
2 0 0 0

0 −5
4 0 0

 , C̃
(1)

=


0 0 2

5 −2
5

0 0 −2
5 0

0 0 0 0

0 −1
2 0 0

 ,

C̃
(2)

=


9
10 − 9

10 0 0

−1 1 0 0

0 0 − 9
10 1

0 0 9
10 −1

 , x =


φ1

φ2

p1

p2

 , ξ =

 ξ

p3

 ,

ξ′1 = 2ξ2 −
9

10
p1φ2 +

9

10
p1φ1 + p2φ2 − p2φ1,



67

ξ′2 = −kξ1 −
1

5
p21 +

2

5
p1p2 −

1

4
φ2
2 − h(2ξ2 −

9

10
p1φ2 +

9

10
p1φ1 + p2φ2 − p2φ1).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ω1 =
√

38− 2
√
201/4, ω2 =

√
38 + 2

√
201/4, îòðèìó¹ìî

ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ

Λ =


1 1 1 1

1.3177 −1.5177 −1.3177 −1.5177

3.2199i 1.2276i −3.2199i −1.2276i

2.1215i −0.9316i −2.1215i 0.9316i

 .

Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ x = Λy. Ñèñòåìà (2.37) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

y′ = J1y +C(1)ξ1y +C(2)ξ2y,

y′ = J1y +C
(1)
ξ1y +C

(2)
ξ2y,

ξ′1 = 2ξ2 + 2.6019i(y1ȳ2 − y2ȳ1)− 1.3077i(ȳ1ȳ2 − y1y2)− 0.2467i(y21 − ȳ21)+

+ 5.1273i(y22 − ȳ22),

ξ′2 = −kξ1 − hξ2 − 0.7393(y1ȳ2 + y2ȳ1) + 2.7393(ȳ1ȳ2 + y1y2)+

+ 0.183(ȳ22 + y22)− 1.093(y21 + ȳ21) + 0.4495y1ȳ1 − 2.6695y2ȳ2,

äå y =

 y1

y2

 , J1 = diag(iω1, iω2). Ìàòðèöi C(1), C(2) − ïðÿìîêóòíi

ìàòðèöi 4× 2, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç 1 i 2 ðÿäêiâ ìàòðèöü Λ−1C̃
(1)
Λ i Λ−1C̃

(2)
Λ

âiäïîâiäíî.

Âèçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

V (2)(ξ) =
ξ21 + 2k1ξ1ξ2 + k2ξ

2
2

2
,

äå k1 > 0, k2 > 0, k2 > k21.

Ïiäáåðåìî êîåôiöi¹íòè k1, k2 òàêèì ÷èíîì, ùîá ïîõiäíà âiä V (2) ó ñèëó

ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (2.37) áóëà âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.

V̇ (2)(ξ) = −kk1ξ21 + (2− hk1 − kk2)ξ1ξ2 + (2k1 − hk2)ξ
2
2 .

Íåõàé

k2 =
2− k1h

k
.
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Òîäi, îáðèðàþ÷è äîâiëüíèì äîñòàòíüî ìàëèì çíà÷åííÿ äëÿ k1, îòðèìó¹ìî âiä'-

¹ìíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó V̇ (2)(ξ).

Ç óðàõóâàííÿì âèùåâèêëàäåíîãî ìàòåðiàëó ÔË ìàòèìå âèãëÿä

V (y,y, ξ) = α1y1ȳ1 + α2y2ȳ2 + α3V
(2)(ξ) + ξ1(k

(1)
200y

2
1 + k

(1)
110y1y2 + k

(1)
101y1ȳ1+

+ k
(1)
020y

2
2 + k

(1)
011y2ȳ1 + k

(1)
010y2ȳ2 + k̄

(1)
200ȳ

2
1 + k̄

(1)
110ȳ1ȳ2 + k̄

(1)
020ȳ

2
2 + k̄

(1)
011y1ȳ2)+

+ ξ2(k
(2)
200y

2
1 + k

(2)
110y1y2 + k

(2)
101y1ȳ1 + k

(2)
020y

2
2 + k

(2)
011y2ȳ1 + k

(2)
010y2ȳ2 + k̄

(2)
200ȳ

2
1+

+ k̄
(2)
110ȳ1ȳ2 + k̄

(2)
020ȳ

2
2 + k̄

(2)
011y1ȳ2),

äå αj, (j = 1, 2, 3) � äåÿêi äiéñíi, à k(1)npq, k
(2)
npq � êîìïëåêñíi ñòàëi.

Âèðàçè äëÿ êîíñòàíò Gnp ìàòèìóòü âèãëÿä

G20 = Re[k
(2)
200(−2.186− 0.4934ih) + 0.899k

(2)
101 + 0.4934i(k

(1)
200 − k̄

(1)
200)+

+ k̄
(2)
200(−2.186 + 0.4934ih)], G02 = Re[−10.2546i(k

(1)
020 − k̄

(1)
020 + k̄

(2)
020h)−

− 5.339k
(2)
010 + k

(2)
020(0.366 + 10.25466ih)], G11 = Re[−0.7393(k̄

(2)
011 + k

(2)
011)+

+ 2.7393(k̄
(2)
110 + k

(2)
110)− 2.6695k

(2)
101 − 2.6019i(k̄

(1)
011 − k

(1)
011 − hk̄

(2)
011 + hk

(2)
011)−

− 1.3077i(k
(1)
110 − k̄

(1)
110 − hk

(2)
110 + hk̄

(2)
110) + 0.4495k

(2)
010].

Ñòàëi k(1)npq, k
(2)
npq âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

V ′(3)(ξ1, ξ2) = 0.

Ìà¹ìî

k
(1)
200 = −α1(1.6191k − 0.2002k2 + 1.4634ikh− 1.6609− 2.7553h2)

23.5476h2 + 9.7656k2 − 23.5476k + 14.1949
,

k
(2)
200 =

−4.6829α1(−37.6762i+ 31.25ik − 48.5259h)

2354.7623h2 + 976.5625k2 − 2354.7623k + 1419.4958
,

k
(1)
110 =

α1(0.0187ikh− 0.1601h2 − 0.3167 + 0.1338k − 0.0136k2)

1.9781h2 + 0.25k2 − 1.9781k + 3.9128
+

+
α2(0.0426ihk + 0.3047k − 0.0309k2 − 0.3646h2 − 0.7212

1.9781h2 + 0.25k2 − 1.9781k + 3.9128
, k

(2)
101 = 0,

k
(2)
110 =

α1(1.8702ik − 5.2605h− 7.3986i) + α2(4.2588ik − 11.9796h− 16.8486i)

197.8069h2 + 25k2 − 197.8069k + 391.2759
,

k
(1)
020 = −α2(−204.7698k + 29.252 + 24.2626k2 + 97.0881ikh+ 7.0535h2)

414.7181h2 + 25k2 − 414.7181k + 1719.9109
,
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k
(2)
020 = − α2[i(0.9709k − 8.0528)− 3.9543h]

4.1472h2 + 0.25k2 − 4.1472k + 17.1991
,

k
(1)
011 = −α1(1.8702ihk + 2.7033k2 − 3.1138k + 0.7683 + 1.9356h2)

39.6931h2 + 25k2 − 39.6931k + 15.7554
−

−α2(7.0911k − 6.1561k2 − 1.7496− 4.2588ihk − 4.4079h2)

39.6931h2 + 25k2 − 39.6931k + 15.7554
, k

(2)
010 = 0,

k
(2)
011 = −α1(1.8702ik − 1.4846i− 2.3565h) + α2(3.3809i− 4.2588ik + 5.3664h)

39.6931h2 + 25k2 − 39.6931k + 15.7554
.

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî âèðàçè äëÿ Gnp ïåðåïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

G20 = − 0.3480α1h

h2 + 0.4147k2 − k + 0.6028
, G11 = G10 +G01,

G10 = α1h(
0.1069

h2 + 0.6298k2 − k + 0.3969
− 0.0479

h2 + 0.1264k2 − k + 1.9781
),

G01 = −α2h(
0.1090

h2 + 0.1264k2 − k + 1.9781
+

0.2433

h2 + 0.6298k2 − k + 0.3969
),

G02 = − 39.1257α2h

h2 + 0.0603k2 − k + 4.1472
.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óñi çíàìåííèêè ó öèõ âèðàçàõ äîäàòíi. Òàêèì

÷èíîì, G20 < 0, G01 < 0, G02 < 0 ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ k i h, à G10

ìîæå çìiíþâàòè çíàê. Îòæå, çíàéäåíi âèðàçè äëÿ êîíñòàíò G çàäîâiëüíÿþòü

ïóíêòó À òåîðåìè 3.1.

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.2. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïåðåâi-

ðèòè âèêîíóâàíiñòü óìîâè (3.3). Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ H(4), çàïèøåìî

âåêòîð-ôóíêöiþ X
(3)
1 , êîìïîíåíòè ÿêî¨ ¹ ôîðìàìè òðåòüîãî ïîðÿäêó âiä

êðèòè÷íèõ çìiííèõ

X
(3)
1 =



(
−18

25p1 +
13
10p2

)
(φ1 − φ2)

2

(
13
10p1 − 2p2

)
(φ1 − φ2)

2

(
18
25p

2
1 − 13

5 p1p2 + 2p22
)
(φ1 − φ2) +

5
12φ

3
1

(
−18

25p
2
1 +

13
5 p1p2 − 2p22

)
(φ1 − φ2) +

5
24φ

3
2


.
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Âðàõîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ x = Λy, îòðèìó¹ìî

g
(1)
2010 = −0.2388i, g

(1)
1101 = 0.6433i, g

(2)
1101 = 1.4650i, g

(2)
0201 = −14.7693i.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâè òåîðåìè 3.2 âèêîíàíi. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê (3.8) äàíî¨

ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

3.2. Ñòàáiëiçàöiÿ ñòàíó ðiâíîâàãè ìàÿòíèêîâîãî îñöèëÿòîðà ó

âèïàäêó ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îçíà÷åííÿ òà òåîðåìó, ùî ñòîñóþòüñÿ ñòiéêîñòi

çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ, ÿêi âèêëàäåíi ó ïóíêòi 2.3.4.

3.2.1. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñòiéêî¨ êîìïîíåíòè. Ðîç-

ãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ðiâíÿííÿ ðóõó ÿêî¨ îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àé-

íèõ ÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó

Aẍ+Bẋ+Cx = 0, (3.11)

äå x ∈ R2, ìàòðèöi A, C � ñèìåòðè÷íi i äîäàòíî âèçíà÷åíi, B = diag(b1, 0),

b1 > 0.

Äîìíîæèìî çëiâà ðiâíÿííÿ (3.11) íà îáåðíåíó ìàòðèöþ äî A. Òîäi ðiâíÿ-

ííÿ (3.11) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ẍ+ B̃ẋ+ C̃x = 0, (3.12)

äå

B̃ = A−1B =

 b11 0

b21 0

 , b11 > 0, C̃ = A−1C =

 c11 c12

c12 c22

 ,

detC̃ =
detC

detA
> 0.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.12) ìà¹ âèãëÿä

λ4 + b11λ
3 + (c11 + c22)λ

2 + (b11c22 − b21c12)λ+ c11c22 − c212 = 0. (3.13)
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3.2.1.1. Âèïàäîê ðiçíèõ êîðåíiâ. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ðiâíÿííÿ

(3.13), ìà¹ ÷îòèðè êîìïëåêñíèõ êîðåíÿ

λ1 = σ1 + iω1, λ2 = λ1, λ3 = σ2 + iω2, λ4 = λ3, σ1,2 < 0.

Ðèñà çâåðõó îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿç-

êó ñèñòåìè (3.12).

Ïðèâåäåìî ñèñòåìó äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ÄÐ (3.12), äî êàíî-

íi÷íîãî âèäó. Äëÿ öüîãî ââåäåìî çàìiíó

y = S1x+ S2ẋ, (3.14)

äå S1,S2 � øóêàíi ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi ñèñòåìà (2.46) ïåðåïèøåòüñÿ

ó âèãëÿäi

ÿ + P ẏ +Qy = 0, (3.15)

äå

P =

 2σ1 0

0 2σ2

 , Q =

 σ21 + ω2
1 0

0 σ22 + ω2
2

 .

Çíàéäåìî âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöü S1,S2.

S1 =

 s111 s112

s121 s122

 , S2 =

 s211 s212

s221 s222

 .

Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî çàìiíó (3.14) äî (3.15). Âðàõîâóþ÷è, ùî

ẏ = S1ẋ+ S2ẍ, ÿ = S1ẍ+ S2x
(3),x(3) = −Bẍ−Cẋ,

îòðèìà¹ìî

(S1 − S2B + PS2)ẍ+ (PS1 − S2C +QS2)ẋ+QS1x = 0. (3.16)

Ïðèðiâíÿ¹ìî ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ iç (3.12) òà (3.16), ïîïåðåäíüî äîìíî-

æèâøè (3.12) çëiâà íà S1 − S2B + PS2. Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ êîðåíÿìè

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ i êîåôiöi¹íòàìè ñàìî¨ ñèñòåìè, îòðèìó¹ìî íà-

ñòóïíi âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöü ïåðåòâîðåííÿ

s112 =
s111c12
c11

, s121 = −s
2
21(ω

2
1 + σ21 − c11)

2σ2
, s122 =

s221c12
2σ2

,
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s211 =
s111(ω

2
2 + 4σ21 + 4σ1σ2 + σ22 − c11)

2c11σ1
, s212 = − s111c12

2c11σ1
, s222 = 0,

äå s111, s
2
21 � íåíóëüîâi ñòàëi.

Îñêiëüêè äëÿ (3.15) ìàþòü ìiñöå íîðìàëüíi êîîðäèíàòè, òî ñèñòåìà ðîç-

ïàäà¹òüñÿ íà äâà íåçàëåæíèõ ÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó. Âèêîíà¹ìî ïåðåõiä äî

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ øëÿõîì ââåäåííÿ çàìiíè

y = S̃z,

äå S̃ � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó.

Ïåðåïèøåìî (3.15) ó âèãëÿäi ñèñòåìè ÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó

ẏ1 = y2,

ẏ2 = −(σ21 + ω2
1)y1 − 2σ1y2,

ẏ3 = y4,

ẏ4 = −(σ22 + ω2
2)y3 − 2σ2y4.

(3.17)

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ ïåðøî¨ i îñòàííüî¨ ïàð ðiâíÿíü ìàòðèöi ïåðåõîäó

äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ìàòèìóòü íàñòóïíèé âèãëÿä

S̃1 =

 1 1

λ1 λ1

 , S̃2 =

 1 1

λ2 λ2


âiäïîâiäíî.

Äëÿ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ çàãàëüíîâiäîìèé ôàêò ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ôóí-

êöiþ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè ìîæíà îáðàòè ó âèãëÿäi

V =
∑
j

αjzjzj,

äå αj � äîâiëüíi íåíóëüîâi ìíîæíèêè [71].

Ôóíêöiÿ, ÿêà óçÿòà òàêèì ÷èíîì, áóäå çíàêîâèçíà÷åíîþ, à ¨¨ ïîõiäíà ó

ñèëó ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè ðiâíÿíü ðóõó ìàòèìå ïðîòèëåæíèé çíàê. Ó

íàøîìó âèïàäêó

V = α1z1z1 + α2z2z2. (3.18)
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Íåõàé α1 = −(λ1 − λ1)
2, α2 = −(λ2 − λ2)

2.

Ïîâåðíåìîñÿ äî äiéñíèõ çìiííèõ y = (y1, y2, y3, y4)
T , äå âåðõíié iíäåêñ T

îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ. Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî çâîðîòíó çàìiíó

z = S̃
−1
y,

äå S̃ = diag(S̃1, S̃2), z = (z1, z1, z2, z2)
T .

Ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà i ¨¨ ïîõiäíà ó ñèëó ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.17) ìà-

òèìóòü âèãëÿä

V = V1 + V2,

äå V1 = (ω2
1 + σ21)y

2
1 − 2σ1y1y2 + y22, V2 = (ω2

2 + σ22)y
2
3 − 2σ2y3y4 + y24,

V̇ = 2σ1V1 + 2σ2V2

âiäïîâiäíî.

Äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè V1 çàïèøåìî êðèòåðié Ñèëüâåñòðà. Ìàòðèöÿ

êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ìà¹ âèãëÿä ω2
1 + σ21 −σ1
−σ1 1

 ,

∆1 = ω2
1 + σ21 > 0,∆2 = ω2

1 > 0.

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî äëÿ V2.

Îòæå, V ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, à V̇ � âiä'¹ìíî

âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà çìiííèõ y1, y2, y3, y4.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî óñi óìîâè òåîðåìè 2.15 âèêîíàíi (çà óìîâè, ùî ðîçâ'ÿ-

çîê ïîâíî¨ ñèñòåìè ¹ z-ïðîäîâæóâàíèì). Îòæå, ðîçâ'ÿçîê ïîâíî¨ ñèñòåìè ðiâ-

íîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

3.2.1.2. Âèïàäîê êðàòíèõ êîðåíiâ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiâíÿííÿ

(3.13) ìà¹ êðàòíi êîðåíi

λ1,2 = σ + iω = λ, λ3,4 = λ1,2 = λ, σ < 0.
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Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (3.12) ó âèãëÿäi ñèñòåìè ÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó

ẋ = Ax,

äå

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

−c11 −c12 −b11 0

−c12 −c22 −b21 0

 .

Âèêîíà¹ìî ïåðåõiä äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ çà ïðàâèëîì

x = Sz,

äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âëàñíèõ âåêòîðiâ a1,a2

ìàòðèöi A i äâîõ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ b1, b2, à z = (z1, z2, z1, z2)
T .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó

(A− λE)a1 = 0,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ìà¹ìî

a1 =

(
p1,−

p1(b21λ+ c12)

λ2 + c22
, p1λ,−

p1λ(b21λ+ c12)

λ2 + c22

)T

,

äå p1 � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà. Âëàñíèé âåêòîð a2 îòðèìó¹òüñÿ iç âåêòîðà

a1 øëÿõîì êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíåâîãî âåêòîðà b1 ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó

(A− λE)b1 = a1.

Çâiäñè ìà¹ìî

b1 =


− (b11+2λ)p1+q2c12

b11λ+λ2+c11

q2

− [(b11+2λ)p1+q2c12]λ
b11λ+λ2+c11

+ p1

λq2 − (b21λ+c12)p1
λ2+c22

 ,

äå q2 � äîâiëüíà ñòàëà. Êîðåíåâèé âåêòîð b2 îòðèìó¹òüñÿ iç âåêòîðà b1 øëÿõîì

êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.
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Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ìàòèìå âèãëÿä

S =


p1 − (b11+2λ)p1+q2c12

b11λ+λ2+c11
p1 − (b11+2λ)p1+q2c12

b11λ+λ
2
+c11

−p1(b21λ+c12)
λ2+c22

q2 −p1(b21λ+c12)

λ
2
+c22

q2

p1λ − [(b11+2λ)p1+q2c12]λ
b11λ+λ2+c11

+ p1 p1λ − [(b11+2λ)p1+q2c12]λ

b11λ+λ
2
+c11

+ p1

−p1λ(b21λ+c12)
λ2+c22

λq2 − (b21λ+c12)p1
λ2+c22

−p1λ(b21λ+c12)

λ
2
+c22

λq2 − (b21λ+c12)p1

λ
2
+c22

 .

Ó êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ñèñòåìà (3.12) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ż = Jz, (3.19)

äå

J =


λ 1 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 1

0 0 0 λ

 .

Äëÿ íå¨ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà ìàòèìå âèãëÿä

V = α1z1z1 + α2z2z2 + β(z1z2 + z1z2), (3.20)

äå α1, α2, β � äiéñíi íåíóëüîâi ñòàëi.

À ïîõiäíà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà ó ñèëó ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.19)

V̇ = α1(λ+ λ)z1z1 + [β(λ+ λ) + α1](z1z2 + z1z2) + (α2(λ+ λ) + 2β)z2z2.

Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè êðèòåðié Ñèëüâåñòðà äëÿ äàíèõ êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì, ïåðåéäåìî äî äiéñíèõ çìiííèõ çà ïðàâèëîì

z = x̂+ iŷ, z = x̂− iŷ,

äå x̂ = (x̂1, x̂2)
T , ŷ = (ŷ1, ŷ2)

T .

Ìà¹ìî

V = α1(x̂
2
1 + ŷ21) + α2(x̂

2
2 + ŷ22) + 2β(x̂1x̂2 + ŷ1ŷ2),

V̇ = α1(λ+ λ)(x̂21 + ŷ21) + 2[β(λ+ λ) + α1](x̂1x̂2 + ŷ1ŷ2)+

+ [α2(λ+ λ) + 2β](x̂22 + ŷ22).
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Óìîâè êðèòåðiþ Ñèëüâåñòðà äëÿ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà ìàþòü âèãëÿä

∆1 = α1,∆2 = α1α2 − β2,∆3 = α1(α1α2 − β2),∆4 = (α1α2 − β2)2.

Äëÿ òîãî, ùîá V áóëà äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, áóäåìî

ââàæàòè, ùî

α1,2 > 0, β <
√
α1α2.

Äëÿ V̇ ìà¹ìî

∆1 = α1(λ+ λ) < 0,∆2 = α2
1(λ+ λ)2 > 0,

∆3 = α1(λ+ λ)[(α1α2 − β2)(λ+ λ)2 − α2
1] < 0,

∆4 = [(α1α2 − β2)(λ+ λ)2 − α2
1]
2 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, V ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, à V̇ � âiä'¹ìíî

âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñâî¨õ çìiííèõ.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî óñi óìîâè òåîðåìè 2.15 âèêîíàíi (çà óìîâè, ùî ðîçâ'ÿ-

çîê ïîâíî¨ ñèñòåìè ¹ z-ïðîäîâæóâàíèì). Îòæå, ðîçâ'ÿçîê ïîâíî¨ ñèñòåìè ¹

ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

3.2.2. Ïðèêëàä. Ìàÿòíèêîâèé îñöèëÿòîð. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíó ìåõàíi÷íó ñèñòåìó. Îñíîâíà ñèñòåìà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìàÿòíèê (ðèñ. 3.2).

Äî ìàÿòíèêà ïðè¹äíàíèé äèíàìi÷íèé àáñîðáåð (ÄÀ).

Æîðñòêîñòi ïðóæèí ìàÿòíèêà i àáñîðáåðà äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî k̃ i k̃a,

l � âiäñòàíü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðó ìàñ ìàÿòíèêà, êîåôiöi¹íò â'ÿçêîãî

òåðòÿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç h̃a. Ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò âiçüìåìî êóò φ

ìiæ âiññþ ìàÿòíèêà i íàïðÿìêîì ñèëè òÿæiííÿ i âåëè÷èíè η̃ i ũ. Çâ'ÿæåìî ç

òî÷êîþ O ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, âiñü îðäèíàò ÿêî¨ ñïðÿ-

ìîâàíà ó áiê, ïðîòèëåæíèé âåêòîðó ñèëè òÿæiííÿ. Ìà¹ìî

r1 =

 η̃ sinφ

−η̃ cosφ

 , r2 =

 l sinφ

−l cosφ

 , r3 =

 d̃ sinφ+ ũ cosφ

−d̃ cosφ+ ũ sinφ

 ,

à âåêòîðè øâèäêîñòåé

v1 =

 ˙̃η sinφ+ η̃φ̇ cosφ

− ˙̃η cosφ+ η̃φ̇ sinφ

 , v2 =

 lφ̇ cosφ

lφ̇ sinφ

 ,
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Ðèñ. 3.2. Ìàÿòíèê ç ÄÀ.

v3 =

 d̃φ̇ cosφ+ ˙̃u cosφ− ũφ̇ sinφ

d̃φ̇ sinφ+ ˙̃u sinφ+ ũφ̇ cosφ

 .

Äëÿ êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié çàäàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ìà¹ìî

âiäïîâiäíî

K =
1

2
(Ml2 + m̃η̃2 + m̃ad̃

2 + m̃aũ
2 + J̃)φ̇2 + m̃ad̃ ˙̃uφ̇+

1

2
m̃ ˙̃η

2
+

1

2
m̃a

˙̃u
2
,

Π = −(Ml + m̃η̃)g cosφ− m̃ag(d̃ cosφ− ũ sinφ) +
1

2
k̃aũ

2 +
1

2
k̃(η̃ − η̃0)

2,

äå g � ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæiííÿ, çíà÷åííÿ η̃0 âiäïîâiäà¹ äîâæèíi ïðóæèíè

ó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíi, J̃ � ìîìåíò iíåðöi¨ ìàÿòíèêà. Ôóíêöiÿ Ðåëåÿ ìà¹

âèãëÿä R = −h̃a ˙̃u
2
.

Ââåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè i ÷àñ çà ôîðìóëàìè

η =
η̃

l
, u =

ũ

l
, d =

d̃

l
, µ1 =

m̃a

M
,µ2 =

m̃

M
, ka =

k̃al

Mg
, k =

k̃l

Mg
,

ha =
h̃a

l
√
gl
, J =

J̃

Ml2
, τ =

√
g

l
t.

(3.21)

Ç óðàõóâàííÿì çàìiíè (3.21), çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè, ùî ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ, ó ôîðìi Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó

d

dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= Qj, j = 1, 3,



78

äå L � ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà, L = K − Π.

2L = (µ1d
2 + η2µ2 + µ1u

2 + J + 1)φ′2 + µ2η
′2 + µ1u

′2 + 2µ1du
′φ′+

+ 2(µ1d+ ηµ2 + 1) cosφ− 2µ1u sinφ− kau
2 − k(η − η0)

2.

Çíàéäåìî ñòàí ðiâíîâàãè. Ïðèðiâíþþ÷è íóëþ ãðàäi¹íò ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð-

ãi¨, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

(µ1d+ ηµ2 + 1) sinφ+ µ1u cosφ = 0,

− µ2 cosφ+ k(η − η0) = 0,

µ1 sinφ+ kau = 0.

(3.22)

Îñêiëüêè η > 0, u > 0, òî iç ïåðøî¨ ðiâíîñòi (3.22) îòðèìó¹ìî φ = 0,

φ = π. Òîäi íèæíüîìó ñòàíó ðiâíîâàãè âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ

η(0) =
kη0 + µ2

k
.

Îñêiëüêè ïîâíà åíåðãiÿ ñèñòåìè äîäàòíà çíàêîâèçíà÷åíà ôóíêöiÿ, à ¨¨ ïî-

õiäíà � íå äîäàòíà, òî íèæíié ñòàí ðiâíîâàãè ñòiéêèé, à îòæå, âií ¹ ïðîäîâ-

æóâàíèì ïî âñiì çìiííèì.

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü íèæíüîãî ñòàíó ðiâíîâàãè

äàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, òîáòî ðîçâ'ÿçêó

φ = 0, η = η(0), u = 0, φ̇ = 0, η̇ = 0, u̇ = 0. (3.23)

Çðîáèâøè ïåðåõiä äî çáóðåíü φ = φ∗, η = η(0) + η∗, u = u∗, çàïèøåìî

ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó (âåðõíié iíäåêñ �*� ç ìåòîþ çðó÷íîñòi íèæ÷å îïóñêà-

¹ìî).

(µ1d
2 + η2µ2 + J + 1)φ′′ + µ1du

′′ + (µ1d+ 1)φ+ µ1u+ µ2φη + ... = 0,

µ2η
′′ + kη +

1

2
µ2φ

2 + ... = 0,

µ1dφ
′′ + µ1u

′′ + hau
′ + kau+ µ1φ+ ... = 0.

(3.24)

Áàãàòîêðàïêîþ ïîçíà÷åíi ñóêóïíîñòi äîäàíêiâ, ùî ìàþòü ïîðÿäîê ìàëîñòi

âèùå äðóãîãî âiäíîñíî çáóðåíü i ¨õ ïîõiäíèõ, øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíöi-

þâàííÿ çà ÷àñîì τ .
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (3.24) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi ïiäñè-

ñòåìè. Iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî äâà ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíÿ ±i
√

k
µ2
, à äëÿ

ïåðøîãî i òðåòüîãî çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ i ïåðåâiðèìî âèêî-

íàííÿ êðèòåðiÿ Ðàóñà � Ãóðâiöà.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

a =
µ1

η20µ2 + J + 1
, k =

ka
a(η20µ2 + J + 1)

, h =
ha

a(η20µ2 + J + 1)
, J̃ =

J

η20µ2 + J + 1
.

Íàäàëi õâèëþ çâåðõó áóäåìî îïóñêàòè.

Çàïèøåìî ïåðøå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.24), âiäêèíóâøè äîäàíêè

ïîðÿäêó ìàëîñòi âèùå ïåðøîãî âiäíîñíî çáóðåíü óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò i ¨õ

ïîõiäíèõ.

u′′ + h(ad2 + 1)u′ + (Jd− d+ 1)φ+ (ad2k − ad+ k)u = 0,

φ′′ − ahdu′ − (J − 1)φ− a(kd− 1)u = 0.
(3.25)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè (3.25) ìà¹ âèãëÿä

a0λ
4 + a1λ

3 + a2λ
2 + a3λ+ a4 = 0,

äå

a0 = 1, a1 = (ad2 + 1)h, a2 = ad2k − ad− J + k + 1,

a3 = (ad− J + 1)h, a4 = (ad− J + 1)k − a.

Óñi éîãî êîåôiöi¹íòè äîäàòíi, òàê ñàìî ÿê i âèçíà÷íèê Ãóðâiöà

a3(a1a2 − a0a3)− a4a
2
1 = ah2[(J − 1)d+ 1]2 > 0.

Òîìó, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ëü¹íàðà � Øèïàðà [118], óñi ÷îòèðè êîðåíÿ ìàþòü

âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè. Òàêèì ÷èíîì, ïî çìiííié η � êðèòè÷íèé (çà Ëÿïóíî-

âèì) âèïàäîê ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (3.24)

ìà¹ ìiñöå ðiâíîìiðíà àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ïî çìiííèì φ, φ′, u i u′.

Âiäïîâiäíî äî âèùåâèêëàäåíîãî òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó, ìàòðèöi B̃, C̃

äëÿ ñèñòåìè (3.25) ìàòèìóòü âèãëÿä

B̃ =

 h(ad2 + 1) 0

−ahd 0

 , C̃ =

 k(ad2 + 1)− ad (J − 1)d+ 1

a(1− kd) 1− J

 .
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ4 + h(ad2 + 1)λ3 + [k(ad2 + 1)− ad+ 1− J ]λ2 + [h(ad2 + 1)(1− J)+

+ ahd([J − 1]d+ 1)]λ+ [k(ad2 + 1)− ad](1− J)− [(J − 1)d+ 1]2 = 0.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ðiçíèõ êîðåíiâ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà çãiäíî

ç ôîðìóëîþ (3.18). Òîäi ó ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà ìàòèìå

âèãëÿä

V = (ω2
1 + σ21)(s

2
12φ

′ + s211u
′ + s112φ+ s111u)

2−

− 2σ1(s
2
12φ

′ + s211u
′ + s112φ+ s111u)(s

2
22φ

′ + s221u
′ + s122φ+ s121u)+

+ (s222φ
′ + s221u

′ + s122φ+ s121u)
2 + (ω2

2 + σ22)[(−b11s211 − b21s
2
12 + s111)u

′ + s112φ
′−

− (c11s
2
11 + c12s

2
12)u− (c12s

2
11 + c22s

2
12)φ]

2 − 2σ2[(−b11s211 − b21s
2
12 + s111)u

′+

+ s112φ
′ − (c11s

2
11 + c12s

2
12)u− (c12s

2
11 + c22s

2
12)φ][(−b11s221 − b21s

2
22+

+ s121)u
′ + s122φ

′ − (c11s
2
21 + c12s

2
22)u− (c12s

2
21 + c22s

2
22)φ]+

+ [(−b11s221 − b21s
2
22 + s121)u

′ + s122φ
′ − (c11s

2
21 + c12s

2
22)u− (c12s

2
21 + c22s

2
22)φ]

2.

Ó ñèëó ãðîìiçäêîñòi ïîäàëüøèõ âèêëàäîê, ïåðåéäåìî äî ÷èñåëüíîãî ïðè-

êëàäó. Íåõàé h = 0.4, a = 0.2, d = 0.2, k = 2.39, J = 0.3 Òîäi

σ1 = −0.0336, σ2 = −0.1679, ω1 = 0.5816, ω2 = 1.6367.

Íåõàé s111 = 1, s221 = 2. Ìàòðèöi ïåðåõîäó S1 i S2 ìàòèìóòü âèãëÿä

S1 =

 1 0.3630

−12.0824 −5.1193

 , S2 =

 −2.2928 5.4003

2 0

 .

Ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

V = 168.3876u2 + 134.3264uφ+ 47.4084uφ′ + 76.2142uu′ + 38.9844φ2+

+ 16.4292φφ′ + 11.1129φu′ + 173.8353u′2 + 123.2068φ′u′ + 35.8379φ′2.

Ìàòðèöÿ äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
168.3876 67.1632 38.1071 23.7042

67.1632 38.9844 5.5565 8.2146

38.1071 5.5565 173.8353 61.6034

23.7042 8.2146 61.6034 35.8379

 .
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Äëÿ íå¨ ìà¹ìî

∆1 = 168.3876, ∆2 = 2053.5932, ∆3 = 3.23 · 105, ∆4 = 4.2 · 106.

Î÷åâèäíî, ùî çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñèëüâåñòðà, V ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâà-

äðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V̇ â ñèëó ðiâíÿíü ðóõó:

V̇ = −17.467u2 − 11.989uφ− 16.122uφ′ − 38.477uu′ − 6.076φ2 − 5.662φφ′−

− 9.164φu′ − 56.934u′2 − 43.459φ′u′ − 9.381φ′2 + ηW (2)(u, u′, φ, φ′),

äå W (2)(u, u′, φ, φ′) � êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïî çìiííèì u, u′, φ, φ′.

Îñòàííié äîäàíîê ó ïîõiäíié ëiíiéíèé ïî η i êâàäðàòè÷íèé ïî u, u′, φ, φ′,

îòæå âií ìà¹ ïîðÿäîê âèùèé, íiæ êâàäðàòè÷íà ÷àñòèíà, i íå âïëèíå íà âiä'-

¹ìíó âèçíà÷åíiñòü ïîõiäíî¨.

Äëÿ ìàòðèöi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

∆1 = −17.4671, ∆2 = 70.1973, ∆3 = −2437.816, ∆4 = 2145.509.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñèëüâåñòðà, V̇ ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ êâà-

äðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî óñi óìîâè òåîðåìè 2.15 âèêîíàíi. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê

âèõiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

Íà ðèñ. 3.3, 3.4 ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü

ðóõó âèõiäíî¨ ñèñòåìè.

Ðèñ. 3.3. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè.
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Ðèñ. 3.4. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êðàòíèõ êîðåíiâ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà çãi-

äíî ç ôîðìóëîþ (3.20). Òîäi ó ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà ìàòèìå

âèãëÿä

V = α1(ŝ14φ
′ + ŝ13u

′ + ŝ12φ+ ŝ11u)(ŝ34φ
′ + ŝ33u

′ + ŝ32φ+ ŝ31u)+

+ α2(ŝ24φ
′ + ŝ23u

′ + ŝ22φ+ ŝ21u)(ŝ44φ
′ + ŝ43u

′ + ŝ42φ+ ŝ41u)+

+ β[(ŝ14φ
′ + ŝ13u

′ + ŝ12φ+ ŝ11u)(ŝ44φ
′ + ŝ43u

′ + ŝ42φ+ ŝ41u)+

+ (ŝ34φ
′ + ŝ33u

′ + ŝ32φ+ ŝ31u)(ŝ24φ
′ + ŝ23u

′ + ŝ22φ+ ŝ21u)],

äå ŝij � åëåìåíòè îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äî S.

Íåõàé a = 0.2, d = 0.2, J = 0.3, h = 2.0411, k = 1.8517. Òîäi

λ = −0.5143 + 0.6853i, λ̄ = −0.5143− 0.6853i.

Íåõàé p1 = 1, q2 = 2. Òîäi ìàòðèöÿ ïåðåõîäó S ìàòèìå âèãëÿä

S =


1 −3.088 + 1.432i 1 −3.088− 1.432i

−0.655− 0.820i 2 −0.655 + 0.820i 2

−0.514 + 0.685i 1.607− 2.853i −0.514− 0.685i 1.607 + 2.853i

0.899− 0.027i −1.684 + 0.551i 0.899 + 0.027i −1.684− 0.551i

 .

Ïðè α1 = 0.5, α2 = 0.8, β = 0.1325 <
√
α1α2 îòðèìà¹ìî

V = 1.76092u2 + 1.8645uφ+ 1.4461uu′ − 2.4453φ′u+ 0.7223φ2 + 0.9383φu′−

− 0.6745φφ′ + 0.3568u′2 − 0.7097165677φ′u′ + 1.3389φ′2.

Äëÿ ìàòðèöi äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ìà¹ìî

∆1 = 1.7609, ∆2 = 0.4028, ∆3 = 0.011, ∆4 = 0.0004.
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Çãiäíî êðèòåðiþ Ñèëüâåñòðà, V ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V̇ â ñèëó ðiâíÿíü ðóõó çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

V̇ = −0.5382u2 − 0.6655uφ− 0.346uu′ + 0.8576uφ′ − 0.3348φ2 − 0.2379φu′+

+ 0.1803φφ′ − 0.8007u′2 + 0.1716φ′u′ − 0.6744φ′2 + ηW (2)(u, u′, φ, φ′).

Çà àíàëîãi¹þ ç âèùåâèêëàäåíèì âèïàäêîì ìà¹ìî

∆1 = −0.5382, ∆2 = 0.0694, ∆3 = −0.0016, ∆4 = 0.0001.

Òàêèì ÷èíîì V̇ ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Îòæå, óñi óìîâè òåîðåìè 2.15 âèêîíàíi, à îòæå ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè

ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

3.3. Âèêîðèñòàííÿ äèíàìi÷íîãî àáñîðáåðà äëÿ ñòàáiëiçàöi¨

êîëèâàíü ïîäâiéíîãî ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà

3.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ïîäâiéíèé ìàÿòíèê iç ðîçïîäi-

ëåíîþ ìàñîþ (ðèñ. 3.5), ÿêèé ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó O i çíàõîäèòüñÿ ó ãðàâiòà-

öiéíîìó ïîëi. Ïðèïóñòèìî, ùî öåíòð ìàñ ïåðøî¨ ëàíêè ðîçòàøîâàíèé ó C1. Ó

òî÷öi O1, ÿêà ðîçòàøîâàíà íà îñi OC1, ïðèêðiïëåíî äðóãó ëàíêó. Òî÷êà C2 −
öåíòð ìàñ äðóãî¨ ëàíêè. Ó ïåðøié ëàíöi (êîíôiãóðàöiÿ À) ïðèêðiïëåíî äè-

íàìi÷íèé ïîãëèíà÷ êîëèâàíü (ÄÏÊ) ç æîðñòêiñòþ k i êîåôiöi¹íòîì â'ÿçêîãî

òåðòÿ h. Àáñîðáåð êîëèâà¹òüñÿ âçäîâæ îñi O2x
′, ÿêà îðòîãîíàëüíà äî ïðÿìî¨

OO1 i ïåðåòèíà¹ ¨¨ ó òî÷öi O2. Øàðíiðè ó òî÷êàõ O, O1 ïåðåäáà÷àþòüñÿ áåç

òåðòÿ.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà äëÿ äàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Äëÿ ïî÷àòêó

çàïèøåìî êiíåòè÷íó åíåðãiþ K ñèñòåìè ó âèãëÿäi

K = Kp +Ka,

äå Kp, Ka � êiíåòè÷íi åíåðãi¨ ïåðâèííî¨ ñèñòåìè (ìàÿòíèê áåç ïîãëèíà÷à) i
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Ðèñ. 3.5. Ïîäâiéíèé ìàÿòíèê ç ÄÏÊ ó ïåðøié ëàíöi.

àáñîðáåðà, ðîçðàõîâàíi çà ôîðìóëàìè

Kp =
1

2
[J1φ̇

2
1 + J2φ̇

2
2 +m2l

2φ̇2
1 + 2m2ll2φ̇1φ̇2cos(φ1 − φ2)],

Ka =
1

2
ma[φ̇

2
1(l

2
a + u2) + 2laφ̇1u̇+ u̇2],

äå J1, J2 � ìîìåíòè iíåðöi¨ ïåðøî¨ i äðóãî¨ ëàíîê ìàÿòíèêà âiäíîñíî ïîëþñiâ

O, O1 âiäïîâiäíî, m1,m2,ma � ìàñè ïåðøî¨ i äðóãî¨ ëàíîê i ïîãëèíà÷à âiäïî-

âiäíî, u � ïîäîâæåííÿ ïðóæèíè, φ1, φ2 � êóòè âiäõèëåííÿ ëàíîê ìàÿòíèêà âiä

âåðòèêàëüíî¨ îñi, l � äîâæèíà ïåðøî¨ ëàíêè, l1, l2 � âiäñòàíi âiä òî÷îê ïiäâiñó

êîæíî¨ iç ëàíîê äî öåíòðó ìàñ, la � âiäñòàíü OO2.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

Π = −gcosφ1(mala +m1l1 +m2l)−m2l2gcosφ2 +magusinφ1 +
1

2
ku2.
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Ðiâíÿííÿ ðóõó çàïèøåìî ó âèãëÿäi ðiâíÿíü Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó

(J1 +m2l
2 +mal

2
a)φ̈1 +m2ll2[φ̈2cos(φ1 − φ2) + φ̇2(φ̇1 − φ̇2)sin(φ1−

− φ2)] +malaü+ gsinφ1(m1l1 +m2l +mala) +magucosφ1 = 0,

J2φ̈2 +m2ll2φ̈1cos(φ1 − φ2)−m2ll2φ̇1(φ̇1 + φ̇2)sin(φ1 − φ2)+

+m2gl2sinφ2 = 0, malaφ̈1 +maü+magsinφ1 + ku = −hu̇.

(3.26)

Âèçíà÷èìî óìîâè ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåìè (3.26), êîëè ìàÿòíèê ïåðåáóâà¹

ó íèæíüîìó ñòàíi ðiâíîâàãè, òîáòî ðîçâ'ÿçêó

φ1 = 0, φ2 = 0, u = 0, φ̇1 = 0, φ̇2 = 0, u̇ = 0. (3.27)

3.3.2. Îòðèìàííÿ óìîâ ñòàáiëiçàöi¨. Äëÿ ïî÷àòêó çàïèøåìî ëiíiéíó

àïðîêñèìàöiþ ñèñòåìè (3.26)

(J1 +m2l
2 +mal

2
a)φ̈1 +m2ll2φ̈2 +malaü+

+ g(m1l1 +m2l +mala)φ1 +magu = 0,

J2φ̈2 +m2ll2φ̈1 +m2gl2φ2 = 0,

malaφ̈1 +maü+magφ1 + ku = −hu̇.

(3.28)

Ââåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè çà ôîðìóëàìè

m̃a =
ma

m1
, m̃2 =

m2

m1
, l̃a =

la
l1
, l̃ =

l

l1
, l̃2 =

l2
l1
, τ =

√
g

l1
t,

k̃ =
kl1
m1g

, h̃ =
h

m1
, ũ =

u

l1
.

(3.29)

Ñèñòåìó (3.28) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(J1 + m̃2l̃
2 + m̃al̃

2
a)φ̃

′′
1 + m̃2l̃l̃2φ̃

′′
2 + m̃al̃aũ

′′+

+ (1 + m̃2l̃ + m̃al̃a)φ̃1 + m̃aũ = 0,

J̃2φ̃
′′
2 + m̃2l̃l̃2φ̃

′′
1 + m̃2l̃2φ̃2 = 0,

m̃al̃aφ̃
′′
1 + m̃aũ

′′ + m̃aφ̃1 + k̃ũ = −h̃ũ′.

(3.30)

Äëÿ ïðîñòîòè çàïèñó ó ïîäàëüøîìó õâèëþ çâåðõó áóäåìî îïóñêàòè.

Ùîá äîñëiäèòè ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü ðóõó (3.27), ìè áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè ðåçóëüòàòè iç [17], ÿêi âèêëàäåíi ó ïóíêòi 2.1.4.
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Çãiäíî âèùåíàâåäåíèì òâåðäæåííÿì, ìàòðèöi A i C (B = 0) äëÿ ñèñòåìè

(3.30) ìàþòü âèãëÿä

A =


J1 +m2l

2 +mal
2
a m2ll2 mala

m2ll2 J2 0

mala 0 ma

 ,

C =


1 +m2l +mala 0 ma

0 m2l2 0

ma 0 k

 .

Äëÿ ïåðåâiðêè óìîâè (2.10) íåîáõiäíî äîñëiäèòè ñóìiñíiñòü íàñòóïíî¨ ñè-

ñòåìè

[λ2(J1 +m2l
2 +mal

2
a) + 1 +m2l +mala]γ1 + λ2m2ll2γ2 = 0,

λ2m2ll2γ1 + (λ2J2 +m2l2)γ2 = 0,

(λ2la + 1)γ1 = 0.

(3.31)

Iç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ (3.31) âèïëèâà¹, ùî λ2 = −1/la. Òîäi óìîâà ñóìiñíîñòi

ñèñòåìè (3.31) ìàòèìå âèãëÿä

δ1 = (m2l2 +m2
2ll2)l

2
a − (J1m2l2 +m2

2l
2l2 +m2lJ2 + J2)la+

+ J1J2 +m2l
2J2 −m2

2l
2l22 = 0.

(3.32)

Îáèðàþ÷è äîâiëüíi la (la 6 l), çà âèíÿòêîì çíà÷åíü, ÿêi ïåðåòâîðþþòü

(3.32) ó ñïðàâæíþ ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî íåñóìiñíó ñèñòåìó (3.31). Îòæå, âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.6 i ìè ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó, ùî

äîñëiäæó¹òüñÿ.

Äëÿ áiëüøî¨ íàî÷íîñòi ìîæíà ïîðiâíÿòè öåé ðåçóëüòàò ç âèñíîâêàìè, îòðè-

ìàíèìè çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¨ ïðîöåäóðè, çàñíîâàíî¨ íà êðèòåði¨ Ðàóñà �

Ãóðâiöà [118].

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.30) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

a0λ
6 + a1λ

5 + a2λ
4 + a3λ

3 + a4λ
2 + a5λ+ a6 = 0,
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äå êîåôiöi¹íòè çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

a0 = ma[J1J2 +m2l
2(J2 −m2l

2
2)], a1 = h[m2l

2(J2 −m2l
2
2) + J2(J1 + l2ama)],

a2 = m2l
2k(J2 −m2l

2
2) + J1J2k + [m2l2(J1 +m2l

2) + J2(1 +m2l)]ma+

+ J2mala(kla −ma), a3 = h[J2 + J1m2l2 +m2l(J2 +m2ll2) +mala(J2 + lam2l2)],

a4 = k[m2l2(J1 +m2l
2) + J2(1 +m2l)] + (1 +m2l)mam2l2 − J2m

2
a+

+ (J2k −mam2l2)lama +m2l2kmal
2
a, a5 = m2l2h(1 +m2l +mala),

a6 = m2l2k(1 +m2l) +mam2l2(kla −ma).

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âè-

êîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

a0 > 0, a3 > 0, a5 > 0, a6 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

∆5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 0

a3 a2 a1 a0 0

a5 a4 a3 a2 a1

0 a6 a5 a4 a3

0 0 0 a6 a5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0.

(3.33)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî a0, a3, a5, a6 äîäàòíi.

∆3 = h2m2
a∆30 = h2m2

a(p0 − 2p1la + p2l
2
a +mal

4
am

4
2l

4
2l

2),

äå

p0 = J2[l
2m2(J2 −m2l

2
2) + J1J2]

2,

p1 = (m3
2l

3
2l

2 +m2lJ
2
2 + J2

2 )[l
2m2(J2 −m2l

2
2) + J1J2],

p2 = J2(1 +m2l)[J
2
2 (1 +m2l) + 2m3

2l
3
2l

2] +m4
2l

2l42(m2l
2 + J1).

Ïåðåòâîðèìî âèðàç äëÿ ∆30 äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó

∆30 = p0(la −
p1
p2
)2 +m4

2l
4
2l

2(J1J2 +m2l
2J2 −m2

2l
2l22)

3 +mam
4
2l

4
2l

2l4a.
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Òàêèì ÷èíîì, öåé âèðàç, î÷åâèäíî, äîäàòíèé, îñêiëüêè

p0 > 0, J2 > m2l
2
2.

Âèçíà÷íèê ∆5 ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê

∆5 = m4
2l

2l42h
3m4

aδ
2
1.

Î÷åâèäíî, ùî óìîâè êðèòåðiÿ Ðàóñà � Ãóðâiöà äëÿ ñèñòåìè (3.30)

çàâæäè âèêîíóþòüñÿ, çà âèíÿòêîì âèïàäêiâ, êîëè δ1 = 0.

Îòæå, δ1 ̸= 0 ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi

ðóõó ñèñòåìè (3.26). Òîáòî, îáèðàþ÷è çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà la, ÿêå íå çàäîâîëü-

íÿ¹ (3.32), ìè ìîæåìî äîìîãòèñÿ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ðóõó ïîäâiéíîãî

ìàÿòíèêà ç äîäàíîþ ìàñîþ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîãëèíà÷ êîëèâàíü ðîçòàøîâàíèé ó äðóãié ëàí-

öi ìàÿòíèêà (ðèñ. 3.6).

Ðèñ. 3.6. Ïîäâiéíèé ìàÿòíèê ç ÄÏÊ â äðóãié ëàíöi.

Ó öié ñèòóàöi¨ ïiä ÷àñ âèáîðó áåçðîçìiðíèõ ïàðàìåòðiâ íåîáõiäíî çàìiíèòè
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m1 íà m2 i l1 íà l2. Òîäi ìàòðèöi ïðèéìàþòü âèãëÿä

A =


J1 + l2 +mal

2 l +malla mal

l +malla J2 +mal
2
a mala

mal mala ma

 ,

C =


m1l1 + l +mal 0 0

0 1 +mala ma

0 ma k

 .

Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó óìîâ

[λ2(J1 + l2 +mal
2) +m1l1 + l +mal]γ1 + λ2(l +malla)γ2 = 0,

λ2(l +malla)γ1 + [λ2(J2 +mal
2
a) + 1 +mala]γ2 = 0,

λ2lγ1 + γ2λ
2la + γ2 = 0.

(3.34)

Ùîá ïåðåâiðèòè óçãîäæåíiñòü ñèñòåìè, âèðàçèìî iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (3.34)

γ2 = − λ2l(1 +mala)γ1
λ2J2 + λ2mal2a + 1 +mala

.

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó òðåò¹ ðiâíÿííÿ (3.34), îòðèìà¹ìî

λ2lγ1(λ
2J2 + 2 + 2mala − λ2la)

λ2J2 + λ2mal2a + 1 +mala
= 0.

Çâiäêè ìà¹ìî λ2 = −2(1 +mala)/(J2 − la).

Óìîâó ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (3.34) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

δ2 = l3ama[(4l
2 + 4J1 + 2l)ma + 2l + 2m1l1]− l2a[(6l

2 + 2lJ2)−

− (l − 2lJ2 − 2m1l1J2 + 6J1 + 6l2)ma − l −m1l1]+

+ la[(2l
2m2

a + 2J1ma + 2mal
2)J2 − 10mal

2 + 2J1 + 2l2]−

− (mal +m1l1 + l)J2
2 + (2J1 + 2mal

2 + 2l2)J2 − 4l2 = 0.

(3.35)

Àíàëîãi÷íî ïåðøîìó âèïàäêó, îáèðàþ÷è la òàêèì, ùîá íå çàäîâîëüíèòè

ðiâíîñòi (3.35), îòðèìó¹ìî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó, ùî äîñëiäæó¹-

òüñÿ.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi, îòðèìàíi ç âèêî-

ðèñòàííÿì êðèòåðiÿ Ðàóñà � Ãóðâiöà, òàêîæ âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî δ2 ̸= 0.
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Çàóâàæåííÿ 3.1. Ó âèïàäêó, êîëè ðiâíiñòü (3.31) àáî (3.35) ìà¹ ìiñöå,

öåé ôàêò íå çàâàæà¹ àñèìïòîòè÷íié ñòiéêîñòi ðiâíîâàãè. Ëiíiéíå íàáëè-

æåííÿ ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ, i ìè îòðèìó¹ìî êðèòè÷íèé âèïà-

äîê ó ðîçóìiííi Ëÿïóíîâà. Äëÿ äîêàçó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ìîæíà

ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà [75]. Öÿ ôóíêöiÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó äîäàòíî

âèçíà÷åíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè i ôîðìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó i ìà¹ âiä'¹ìíó

ïîõiäíó çà ÷àñîì. Çàãàëîì, öÿ ïðîöåäóðà íå ñêëàäíà, àëå âîíà ïðèçâîäèòü äî

íàäçâè÷àéíî âåëè÷åçíèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöi¨ (i ¨¨

ïîõiäíî¨).

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ïiäõiä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ àñèì-

ïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðóõó, âiäíîñíî ïðîñòèé i íàáàãàòî ïðîñòiøèé, íiæ

âèêîðèñòàííÿ iíøèõ ìåòîäiâ. Îäíàê âií íå äà¹ îöiíêè øâèäêîñòi çàãàñàí-

íÿ çáóðåíèõ êîëèâàíü ïåðâèííî¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî öåé ïiäõiä ìîæå áóòè

çìiíåíèé àáî äîïîâíåíèé äåÿêîþ ñïåöiàëüíîþ ïðîöåäóðîþ îöiíêè. Î÷åâèäíî,

ùî çàìiñòü öüîãî âèãðàøó âií (ïiäõiä) âòðàòèòü ÷àñòèíó ïðîñòîòè.

Çàðàç ìè íå îáãîâîðþ¹ìî ïèòàííÿ âèáîðó ïàðàìåòðiâ ïîãëèíà÷iâ ç ìåòîþ

îïòèìiçàöi¨ øâèäêîñòi çàãàñàííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïàðàìåòðiâ ìàÿ-

òíèêà öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ âèùîãî ïîðÿäêó i,

éìîâiðíî, íå ìà¹ ÿâíîãî êiíöåâîãî ðîçâ'ÿçêó. Îäíàê, ÿêùî ðîçïîäië ìàñè ìàÿ-

òíèêà çàäàíî, ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè ìîæóòü äîïîìîãòè. Íàøi ðîçðàõóíêè ñâiä-

÷àòü ïðî òå, ùî êîíôiãóðàöiÿ B ç íåâåëèêîþ âiäñòàííþ la ¹ êðàùîþ, à çíà÷å-

ííÿ k, h ñèëüíî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ ïåðâèííî¨ ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ïðè

m1 = m2 = m, l1 = l2 = l,J1 = J2 = ml2,

m̃a = 2m/5, äëÿ êîíôiãóðàöi¨ A îòðèìàíî l̃a = 0.552, k̃ = 0.45, h̃ = 0.463,

i σ = max{Reλj} ≈ −0.0140. Äëÿ êîíôiãóðàöi¨ B âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ¹

l̃a = 0.05, k̃ = 0.486, h̃ = 0.234, i σ = max{Reλj} ≈ −0.0943.



91

3.4. Âèñíîâêè

Ó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ñòàíiâ ðiâíîâàãè äåÿêèõ ìàÿòíè-

êîâèõ ñèñòåì. Ïåðåëi÷èìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó.

1. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ðóõó ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïóíîâèì âèïàä-

êó, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ ñèñòåìè ìà¹

m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ i l êîðåíiâ ç âiä'¹ìíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.

2. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè çàçíà-

÷åíîãî âèùå âèãëÿäó ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Äàíèé ïiäõiä âèäà¹òüñÿ áiëüø ïðîñòèì, íiæ âiäîìèé ìåòîä çâåäåííÿ.

3. Ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî äâi òåîðåìè, ùî äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè

àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàçíà-

÷åíî¨ ñèñòåìè.

4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ïîäâiéíîãî ìàòåìà-

òè÷íîãî ìàÿòíèêà, äî ÿêîãî ïðè¹äíàíî ëiíiéíèé äèíàìi÷íèé ïîãëèíà÷

êîëèâàíü ïàñèâíîãî òèïó. Ïîêàçàíî, ùî äîäàâàííÿ îñòàííüîãî äî ñè-

ñòåìè ðîáèòü íèæíié ñòàí ðiâíîâàãè ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

5. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ øëÿ-

õîì ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà.

6. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè ìàÿòíèêîâîãî îñöèëÿ-

òîðà çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ äî íüîãî äèíàìi÷íîãî àáñîðáåðà. Ç'ÿñî-

âàíî, ùî äîäàâàííÿ àáñîðáåðà ó äàíîìó âèïàäêó âåäå äî ðiâíîìiðíî¨

àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.

7. Ïîêàçàíî, ùî ïðè¹äíàííÿ ÄÏÊ äî ïîäâiéíîãî ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà

ñòàáiëiçó¹ éîãî ðiâíîâàãó � çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü. Äëÿ

öüîãî çàñòîñîâó¹òüñÿ ñïåöiàëüíà ïðîñòà ïðîöåäóðà ïåðåâiðêè óìîâ ñòà-

áiëiçàöi¨.
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ÐÎÇÄIË 4

ÂÏËÈÂ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÑÈË ÍÀ ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÐÓÕÓ

ÌÅÕÀÍI×ÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ Ç ÄÂÎÌÀ ÑÒÓÏÅÍßÌÈ ÑÂÎÁÎÄÈ

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ðiâíÿííÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

L =
d

dt2
Ã+

d

dt
B̃ + C̃,

äå Ã, B̃, C̃ � äiéñíi êâàäðàòíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, Ã � äîäàòíî âèçíà-

÷åíà. Ðîçêëàäåìî B̃, C̃ íà ñèìåòðè÷íó i êîñîñèìåòðè÷íó (ç íóëüîâîþ ãîëîâ-

íîþ äiàãîíàëëþ) ñêëàäîâi:

B̃ = B +G(B > 0), C̃ = C + P

i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ

L(x) = 0,x ∈ R2, (4.1)

ÿêå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíÿííÿ ðóõó ëiíåàðèçîâàíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè,

ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äèñèïàòèâíî¨, ãiðîñêîïi÷íî¨, ïîòåíöiàëüíî¨ i öèðêó-

ëÿöiéíî¨ ñèë (ÄÑ, ÃÑ, ÏÑ i ÖÑ âiäïîâiäíî). ßê âiäîìî [12,118], çàâæäè ìîæíà

âêàçàòè íåâèðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿ

x = Λx̃

òàêå, ùî

ΛTAΛ = E, ΛTCΛ = diag(c1, c2),

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.



93

Ñòðóêòóðà ìàòðèöü G,P íå çìiíèòüñÿ, òîìó, íå îáìåæóþ÷è ñïiëüíîñòi,

ââàæà¹ìî, ùî

Ã = E,B =

b11 b12

b12 b22

 ,G = gJ ,C =

c1 0

0 c2

 ,P = pJ ,J =

 0 1

−1 0

 .

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ñèñòåìè (4.1) ìà¹ âèãëÿä

f(λ) = λ4 + (b11 + b22)λ
3 + (c1 + c2 + g2 + b11b22 − b212)λ

2+

+ (b11c2 + c1b22)λ+ c1c2 + p2.
(4.2)

Äîñëiäèìî âïëèâ ñòðóêòóðè ñèë íà ñòiéêiñòü ðóõó çàäàíî¨ ñèñòåìè. À äëÿ

äåÿêèõ âèïàäêiâ îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (ÂÇ) � êîðåíiâ õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (f(λ) = 0).

4.2. Âèïàäîê âiäñóòíîñòi öèðêóëÿöiéíî¨ ñèëè

Çóïèíèìîñÿ ñïî÷àòêó íà âèïàäêó p = 0. Ïðîàíàëiçó¹ìî óìîâè ñòiéêîñòi

íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4.1). Äëÿ òîãî, ùîá óñi ÂÇ ìàëè âiä'¹ìíi äié-

ñíi ÷àñòèíè, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ðàóñà � Ãóðâiöà [12], íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ

äîäàòíiñòü êîåôiöi¹íòiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà i âèðàçó

∆0
3 = (c1 + c2 + g2 + b11b22 − b212)(b11 + b22)(b11c2 + c1b22)−

− (b11c2 + c1b22)
2 − c1c2(b11 + b22)

2 = b11b22(c1 − c2)
2+

+ (c1b22 + c2b11)(b11 + b22)(g
2 + b11b22 − b212).

(4.3)

ßêùî ìåõàíi÷íà ñèñòåìà çà âiäñóòíîñòi äèñèïàòèâíèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë

ñòiéêà (c1 > 0, c2 > 0), òî ëåãêî áà÷èòè, ùî óñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà (4.2)

äîäàòíi (b212 6 b11b22). Î÷åâèäíîþ ¹ i íåâiä'¹ìíiñòü âèçíà÷íèêà ∆0
3 (ñóìà äâîõ

íåâiä'¹ìíèõ äîäàíêiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.3)). Îäíàê ¹ íàñòóïíi ìîæëèâîñòi

äëÿ òîãî, ùîá âií äîðiâíþâàâ íóëþ:

1) ßêùî b11 > 0, b22 > 0, òî c1 = c2. Ïåðøi äâi äóæêè ó çàïèñi äðóãîãî

äîäàíêà ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.3) ñòðîãî äîäàòíi, à òðåòÿ äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè

çà óìîâ

g = 0, b212 = b11b22.
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Òîáòî ãiðîñêîïi÷íà ñèëà âiäñóòíÿ, à äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ ¹ ÷àñòêîâîþ (ôóíêöiÿ

Ðåëåÿ çíàêîñòàëà). Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (4.1) ¹ ñòiéêîþ íåàñèìïòîòè÷íî,

à ¨¨ ÂÇ äîðiâíþþòü

λ1,2 = ±
√
c1i, λ3,4 = −b±

√
b2 − 4c1,

äå 2b = b11 + b22− ñëiä ìàòðèöi B.

2) Çà óìîâè c1 ̸= c2, ìà¹ìî b11b22 = 0. ßêùî îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ íå

íóëüîâèé, òî b12 = 0 � iíàêøå ïîðóøèòüñÿ ïðèïóùåííÿ detB > 0. Òîäi äðó-

ãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.3) áóäå äîðiâíþâàòè íóëþ òiëüêè çà óìîâè

g = 0. Ñèñòåìà (4.1) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà ðiâíÿííÿ, îäíå iç ÿêèõ îïèñó¹ êîëè-

âàííÿ çâè÷àéíîãî îñöèëÿòîðà, à iíøå � îñöèëÿòîðà ç â'ÿçêèì òåðòÿì. ßêùî

æ b11 = 0, b22 = 0, i, ÿê íàñëiäîê, b12 = 0, òî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

(4.2) � áiêâàäðàòíå, éîãî äèñêðèìiíàíò äîðiâíþ¹

D = (c1 − c2)
2 + 2g2(c1 + c2) + g4

i ñòðîãî äîäàòíèé, îòæå ÂÇ ÷èñòî óÿâíi i ðiçíi, ðóõ ¹ ñòiéêèì íåàñèìïòîòè-

÷íî. Îñòàííié âèñíîâîê âèïëèâà¹ òàêîæ iç ïåðøî¨ òåîðåìè Òîìñîíà � Òåòà �

×åòà¹âà [12].

Îáèäâà îïèñàíi âèïàäêè ìîæëèâi òiëüêè çà óìîâè, ùî ãiðîñêîïi÷íà ñèëà

âiäñóòíÿ, à äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ ¹ íåïîâíîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ÃÑ íå äîðiâ-

íþ¹ íóëþ, àáî ôóíêöiÿ Ðåëåÿ äîäàòíî âèçíà÷åíà, òî áóäü-ÿêèé ðóõ ñèñòåìè

(4.1) ñòiéêèé àñèìïòîòè÷íî.

ßêùî ìåõàíi÷íà ñèñòåìà çà âiäñóòíîñòi äèñèïàòèâíèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë

íåñòiéêà, i ñòóïiíü íåñòiéêîñòi íåïàðíà (c1c2 < 0), òî âiëüíèé ÷ëåí õàðàêòåðè-

ñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà âiä'¹ìíèé. ßêùî æ c1 < 0, c2 < 0 (ïàðíà ñòóïiíü íåñòié-

êîñòi ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè), òî êîåôiöi¹íò ïðè λ âiä'¹ìíèé. ßê íàñëiäîê, ó

îáîõ âèïàäêàõ õî÷à á îäíå ÂÇ ìà¹ äîäàòíó äiéñíó ÷àñòèíó. Ðóõ íåñòiéêèé çà

áóäü-ÿêèõ ãiðîñêîïi÷íèõ i äèñèïàòèâíèõ ñèë.

Ïåðåéäåìî äî îòðèìàííÿ îöiíîê äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü. Íåõàé

0 6 c2 6 c1 = ω2
0 (ω0 > 0), b > 0.



95

Ïîçíà÷èìî

b11 = 2bδ1, b22 = 2b(1− δ1), b12 = 2bδ2
√
δ1(1− δ1),

0 6 δ1 6 1, −1 6 δ2 6 1
(4.4)

i ââåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè i ÷àñ çà ôîðìóëàìè

b = ω0b̃, g = ω0g̃, c2 = ω2
0 c̃2, λ = ω0λ̃, t = t̃/ω0. (4.5)

Äëÿ çðó÷íîñòi õâèëþ çâåðõó íàäàëi îïóñêà¹ìî.

Ïîçíà÷èìî v = max(b, g) i ðîçãëÿíåìî âèïàäîê v >> 1. Õàðàêòåðèñòè÷íå

ðiâíÿííÿ f(λ) = 0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíÿííÿ ç âåëèêèì ïàðàìåòðîì àáî,

ðîçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íà v, ÿê ñèíãóëÿðíî çáóðåíå ðiâíÿííÿ ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì ε = 1/v. Ùîá ïîçáóòèñÿ âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøîìó

ñòóïåíi, çðîáèìî ïiäñòàíîâêó

λ = σ/ε, b = b1/ε, g = g1/ε.

Î÷åâèäíî, ùî max(b1, g1) = 1, ε > 0.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ òåîði¨ çáóðåíü [116] çíàéäåìî àñèìïòîòè÷íi ðîçêëà-

äàííÿ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

f1(σ, ε) = σ4 + 2b1σ
3 + [4b21δ1(1− δ1)(1− δ22) + g21 + ε2(1 + c2)]σ

2+

+ 2b1ε
2[1− δ1(1− c2)]σ + ε4c2.

Âiäïîâiäíèé ïîðîäæóþ÷èé ìíîãî÷ëåí f1(σ, 0) ìà¹ äâîêðàòíèé êîðiíü

(σ0)1,2 = 0.

Âèçíà÷èìî ïîðÿäîê êîðåíiâ σ1,2(ε). Ç öi¹þ ìåòîþ ïiäñòàâèìî

σ = σ1ε
m (m > 0)

äî ìíîãî÷ëåíà f1(σ, ε) i âèäiëèìî ãîëîâíó ÷àñòèíó.

Ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü ñòåïåíiâ ε äëÿ êîæíîãî iç äîäàíêiâ, âèïèøåìî

¨õ ïîêàçíèêè:

4m, 3m, 2m, 2m+ 2,m+ 2, 4.
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Ñåðåä ïåðøèõ ÷îòèðüîõ ïîêàçíèêiâ íàéìåíøèì ¹ 2m, i äëÿ âèçíà÷åííÿ m

îòðèìó¹ìî óìîâó

2m = min(m+ 2, 4),

òîáòî m = 2.

Äëÿ äðóãî¨ ïàðè êîðåíiâ ïîðîäæóþ÷îãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî

(σ0)3,4 = −b1 ±
√
D1, D1 = b21[1− 4δ1(1− δ1)(1− δ22)]− g21. (4.6)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî, âíàñëiäîê óìîâ (4.4), âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ íå-

âiä'¹ìíèé. Âií äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè çà óìîâè δ1 = 1/2, δ2 = 0, i ïðèéìà¹

íàéáiëüøå çíà÷åííÿ 1, ÿêùî îäíå (i òiëüêè îäíå) iç çíà÷åíü δ1, 1− δ1, 1− δ22

äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî âiäïîâiäà¹ íåïîâíié äèñèïàöi¨ åíåðãi¨. Ó ïåðøîìó iç öèõ

âèïàäêiâ êîðåíi (σ0)3,4 êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi (i ðiçíi), òîìó êîðåíi ìíîãî÷ëå-

íà f1 ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäiâ âiäíîñíî öiëèõ ñòåïåíiâ ε, òî÷íiøå ε2,

îñêiëüêè ìàëèé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëåíèé ó f1 òiëüêè ñâî¨ìè ïàðíèìè ñòåïåíÿ-

ìè. Äëÿ âñiõ iíøèõ ïàð çíà÷åíü δ1, δ2 äèñêðèìiíàíò D1 ìîæå äîðiâíþâàòè

íóëþ ïðè âiäïîâiäíîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ êîåôiöi¹íòàìè b1 i g1, ùî õà-

ðàêòåðèçóþòü âåëè÷èíè (âiäíîñíî ÷àñó t̃) äèñèïàòèâíî¨ i ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèë

âiäïîâiäíî. Òîäi

(σ0)3 = (σ0)4 = −b1,

i, ÿê öå áóëî çðîáëåíî âèùå, ïiäñòàâèìî

σ = −b1 + αεn

äî f1 i âèäiëèìî ãîëîâíó ÷àñòèíó:

α4ε4n − 2b1α
3ε3n + α2ε2+2n(1 + c2)− 2b1αε

2+n[δ1 + (1− δ1)c2]+

+ b21α
2ε2n + c2ε

4 + b21ε
2(1− c2)(2δ1 − 1).

ßêùî δ1 ̸= 1/2, òî íàéìåíøèìè ïîêàçíèêàìè áóäóòü 2n i 2, çâiäêè ìà¹ìî

n = 1. Çíà÷åííÿ α áóäå ïðè öüîìó äiéñíèì, ÿêùî δ1 ∈ [0, 1/2) i óÿâíèì ïðè

δ1 ∈ (1/2, 1]. Ïðè δ1 = 1/2 íàéìåíøèìè ïîêàçíèêàìè áóäóòü 2n, n + 2 i 4,
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çâiäêè ìà¹ìî n = 2. Îòæå, äëÿ ïîøóêó êîðåíiâ f1(σ, ε) ìîæíà êîðèñòóâà-

òèñÿ ðîçêëàäàííÿì ó ðÿä ïî öiëèì ñòåïåíÿì ε, õî÷à, âèêëþ÷àþ÷è ÷àñòêîâèé

âèïàäîê D1 = 0 (δ1 ̸= 1/2), öi ðîçêëàäàííÿ áóäóòü ìiñòèòè òiëüêè ïàðíi ñòå-

ïåíi ìàëîãî ïàðàìåòðà. Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäàíü ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ ç âè-

êîðèñòàííÿì áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè àíàëiòè÷íèõ îá÷èñëåíü (MAPLE, MATLAB,

Mathematica). Òàê, çà äîïîìîãîþ ïàêåòà MAPLE 12 ìà¹ìî

(σ2)3,4 = − σ0(1 + c2) + b1(1− δ1 + δ1c2)

4σ20 + 3b1σ0 + 2[b21δ1(1− δ1)(1− δ22) + g21]
,

äå âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ σ0 áåðåòüñÿ iç ôîðìóëè (4.6). Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõó-

âàííÿì çàìiíè (4.5) ó ÿêîñòi øóêàíèõ îöiíîê äëÿ ÂÇ îòðèìó¹ìî

λ1,2 ≈ − b[c1(1− δ1) + c2δ1]±R

b2δ1(1− δ1)(1− δ22) + g2
, λ3,4 ≈ −(b±R

√
D1) +R−1(σ2)3,4,

R =
√
b2c21(1− δ1)2 − 2c1c2[b2δ1(1− δ1)(1− 2δ22) + 2g2] + b2c22δ

2
1.

(4.7)

ßê âèïëèâà¹ ç ôîðìóë (4.7), ìàêñèìàëüíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîêàçíèê äëÿ

ñèñòåìè (4.1) (ïðè p = 0) íå ïåðåâèùó¹ âèðàçó

−b[c1(1− δ1) + c2δ1]/[b
2δ1(1− δ1)(1− δ22) + g2],

ÿêèé ïðè b > g ìà¹ ïîðÿäîê b−1, ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó � ïîðÿäîê b/g2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè çàäàíèõ ÏÑ ñèñòåìè äîäàâàííÿ âåëèêèõ ÄÑ i ÃÑ õî÷à i

ãàðàíòó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü, àëå çàáåçïå÷ó¹ ñëàáêó øâèäêiñòü ïðàãíåííÿ

çáóðåíèõ ðóõiâ äî íóëÿ, òèì ìåíøó, ÷èì áiëüøå max(b, g).

4.3. Âðàõóâàííÿ âïëèâó öèðêóëÿöiéíî¨ ñèëè. Âèïàäîê p≫ 1

Öèðêóëÿöiéíi ñèëè ìîæóòü çäiéñíþâàòè íà ðóõ ñèñòåìè ÿê äåñòàáiëiçóþ-

÷èé âïëèâ [21, 28], òàê i ñòàáiëiçóþ÷èé [12, 24]. Çàïèøåìî âèðàç äëÿ

∆3 = F (p, b, g) :

F = −4p2(b2+g2)+4bgp[4b2δ1(1−δ1)(1−δ22)+g2+(c1−c2)(2δ1−1)]+∆0
3. (4.8)

ßêùî ðóõ çà âiäñóòíîñòi ÖÑ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, òî

F = ∆0
3 > 0,
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i ñòiéêiñòü, î÷åâèäíî, çáåðåæåòüñÿ ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åí-

íÿõ p. Ó òîé æå ÷àñ iç (4.8) âèïëèâà¹, ùî F < 0 ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çà

ìîäóëåì çíà÷åííÿõ p, ùî ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ õî÷à á îäíîãî äîäàòíîãî õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ïîêàçíèêà, ïðè öüîìó ðóõ íåñòiéêèé. Öÿ ñèòóàöiÿ âèäà¹òüñÿ

íàéöiêàâiøîþ ç ïðèêëàäíî¨ òî÷êè çîðó, i ìè ðîçãëÿíåìî ¨¨ äåòàëüíiøå.

Iç (4.8) ìîæíà áà÷èòè, ùî êîìïåíñóâàòè äåñòàáiëiçóþ÷èé âïëèâ ÖÑ ìîæíà

àáî âåëèêîþ âåëè÷èíîþ ÃÑ, àáî ÄÑ (àáî ñïiëüíî ÃÑ i ÄÑ). Îáìåæèìîñÿ

âèïàäêîì p > 0, g ≫ 1, à b, c1, c2 ââàæàòèìåìî âåëè÷èíàìè ïîðÿäêó îäèíèöi.

À) Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî âåëè÷èíà g íå ïåðåâåðøó¹ ïîðÿäêó p1/2. Òîäi

ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî

p = 1/ε2, g = γ/ε(γ > 0).

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (4.2) ìà¹ ÷îòèðè ðiçíèõ êîìïëåêñíèõ êîðåíÿ ïî-

ðÿäêó 1/ε. Ñïðàâäi, àíàëîãi÷íî ï. 4.2 ïðèïóñòèìî λ = λ̃/ε (�òèëüäó� îïóñêà-

¹ìî). Ïîðîäæóþ÷å ðiâíÿííÿ

f0(λ) = λ4 + γ2λ2 + 2γλ+ 1 = 0

ìà¹ êîðåíi

λ01 = −1

r
+

1

2
i(γ − r), λ02 =

1

r
+

1

2
i(γ + r), λ03 = λ01, λ04 = λ02,

r =

√
γ2 +

√
γ4 + 16.

(4.9)

Íàñòóïíi êîåôiöi¹íòè λsj(s = 1, 2, ...) ðàçêëàäàííÿ λj(ε) (j = 1, 4) ó ðÿäè Òåé-

ëîðà çíàõîäÿòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹ öiëèìè

ôóíêöiÿìè âiä λ0j, ..., λs−1j. Çîêðåìà,

λ1j = −bλ30j/ρ,

äå ρ = 2λ30j + γ2λ0j + γ.

Âiäìiòèìî, ùî ρ ̸= 0. Ó öüîìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïiä-

ñòàíîâêîþ ó ρ(λ) âèðàçiâ iç (4.9), àëå çíà÷íî ïðîñòiøå îá÷èñëèòè ðåçóëüòàíò

ìíîãî÷ëåíiâ f0(ξ) i ρ(ξ). Âií äîðiâíþ¹

γ4 + 16 > 0,
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îòæå, æîäåí iç êîðåíiâ f0(ξ) íå ìîæå áóòè êîðåíåì ρ(ξ). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (4.2) îòðèìó¹ìî

λj = λ0jp
1/2 + λ1j +O(p−1/2). (4.10)

Iç (4.9) i (4.10) âèäíî, ùî ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ ñèñòåìà (4.1) ìà¹ äâà

âåëèêèõ äîäàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîêàçíèêà ïîðÿäêó

p1/2/r = p(g2 +
√
g4 + 16p2)−1/2,

ùî ãàðàíòó¹ øâèäêå çðîñòàííÿ çáóðåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (íåçàëåæíî âiä âèäó äè-

ñèïàòèâíî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ ñèë).

Á) Íåõàé òåïåð ïåðåâàæàþ÷îþ ¹ ÃÑ (ó âèïàäêàõ, êîëè ïåðåâàæàþ÷îþ ¹

ÏÑ, ÄÑ àáî äâi áóäü-ÿêi ñèëè, òåõíiêà ðîçðàõóíêó òàêà æ), òîáòî

g ≫ max(b, p, c1, c2). Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ

b = gb̃ε, p = g2p̃ε, c1 = g2c̃1ε, c2 = g2c̃2ε, λ = gλ̃, (4.11)

îòðèìà¹ìî ìíîãî÷ëåí

λ̃4 + 2b̃ελ̃3 + [1 + ε(c̃1 + c̃2) + 4ε2b̃2δ1(1− δ1)(1− δ22)]λ̃
2+

+ 2ε[p̃+ ε̃b(c̃1 − c̃1δ1 + c̃2δ1)]λ̃+ ε2(p̃2 + c̃1c̃2),

ÿêèé ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ

(λ̃0)1,2 = ±i

i ïîäâiéíèé íóëüîâèé êîðiíü

(λ̃0)3,4 = 0.

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå ðîáèëîñÿ âèùå, ïiäñòàâëÿ¹ìî

λ̃ = λ0 + λ1ε+ λ2ε
2

i çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ λ1, λ2. Âèêîíóþ÷è ïåðåõiä äî ïåðâèííèõ ïàðàìåòðiâ

çãiäíî (4.11), îòðèìó¹ìî äëÿ ÂÇ íàñòóïíi íàáëèæåííÿ:

λ1,2 ≈ ±i[g + 1

2g
(c1 + c2)]− b+

1

g
p+

1

g2
b[c1(1− δ1) + c2δ1],

λ3,4 ≈
1

g
−p±R1 −

1

g
b[c1(1− δ1) + c2δ1]−

1

2g2
(c1 + c2)(p∓R1)

2,

äå R1 =
√
−c1c2.
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4.4. Âèïàäîê âiäñóòíîñòi ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèëè

Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ÄÑ, ÏÑ i ÖÑ (ÃÑ

âiäñóòíÿ). Âiäïîâiäíi ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä

B =

 b1 0

0 b2

 ,C =

 c1 0

0 c2

 ,P =

 0 p

−p 0

 .

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî Ã = E. Òîäi ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè çàïèøóòüñÿ

ó âèãëÿäi

ẍ1 + b1ẋ1 + c1x1 + px2 = 0,

ẍ2 + b2ẋ2 − px1 + c2x2 = 0.
(4.12)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b1 = 2bδ1, b2 = 2b(1− δ1), c1 = 2cδ2, c2 = 2c(1− δ2), (4.13)

äå b > 0, c > 0, 0 6 δ1 6 1, 0 6 δ2 6 1.

Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè (4.12) ìà¹ âèãëÿä

f(λ) = λ4 + 2bλ3 + [4b2δ1(1− δ1) + 2c]λ2 + 4bc(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)λ+

+ 4c2δ2(1− δ2) + p2 = 0.
(4.14)

Ïîêàæåìî, ùî êîåôiöi¹íò ïðè λ äîäàòíèé. Äiéñíî,

4bc(δ1 − 2δ1δ2 + δ2) = 4bc(δ1 − 2δ1δ2 + δ2 + δ21 − δ21 + δ22 − δ22) =

= 4bc[δ1 + (δ1 − δ2)
2 + δ2(1− δ2)] > 0.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî óñi êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (4.14) äîäàòíi (çà âèíÿòêîì,

êîëè δ1 è δ2 îäíî÷àñíî ïðèéìàþòü îäíàêîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ).

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê Ãóðâiöà ∆3.

∆3 = −4b2p2 + 16δ1(1− δ1)b
2[(2δ2 − 1)2c2 + 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)b

2c].

Iç çàïèñó ∆3 âèäíî, ùî ó âèïàäêó íåïîâíî¨ äèñèïàöi¨ (ïðè δ1 = 0 àáî

δ1 = 1) âèïëèâà¹ ïîðóøåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi (∆3 < 0). Òàêèì ÷èíîì,
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ïîâíà äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ ¹ îäíi¹þ iç íåîáõiäíèõ óìîâ íàÿâíîñòi àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi ó äàíîìó âèïàäêó. Ç öi¹þ ìåòîþ ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ δ1 âèêëþ÷à¹ìî,

òîáòî

0 < δ1 < 1.

Çíàéäåìî óìîâó, çà ÿêî¨ âèêîíàíî ∆3 > 0. Öå ìîæëèâî ÿêùî

p2 < 4δ1(1− δ1)[(2δ2 − 1)2c2 + 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)b
2c]. (4.15)

Âiäçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ëü¹íàðà � Øèïàðà ðîçãëÿäàòè âèçíà-

÷íèêè Ãóðâiöà ïàðíîãî ïîðÿäêó íå äîöiëüíî. �õ äîäàòíiñòü âèïëèâà¹ ç äîäà-

òíîñòi âèçíà÷íèêiâ íåïàðíîãî ïîðÿäêó.

Ðîçäiëèìî íåðiâíiñòü (4.15) íà c2 i ââåäåìî íîâi çìiííi

p̃ =
p2

c2
, b̃ =

b2

c
.

Ìà¹ìî

p̃ < 4δ1(1− δ1)[(2δ2 − 1)2 + 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)̃b]. (4.16)

Íàäàëi äëÿ çðó÷íîñòi çíàê “˜” áóäåìî îïóñêàòè.
Ðîçãëÿíåìî óìîâó (4.16) áiëüø äåòàëüíî i çîáðàçèìî îáëàñòü àñèìïòîòè-

÷íî¨ ñòiéêîñòi âèõiäíî¨ ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ

p(δ1, δ2) = 4δ1(1− δ1)[(2δ2 − 1)2 + 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)b].

Äîñëiäèìî ¨¨ íà íàÿâíiñòü åêñòðåìóìiâ.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó
∂p

∂δ1
= 0,

∂p

∂δ2
= 0,

îòðèìó¹ìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó M0 = (1/2, 1/2).

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ó òî÷öi M0

A =
∂2p

∂δ21
, B =

∂2p

∂δ1∂δ2
, C =

∂2p

∂δ22
,

AC −B2 = −16b(b+ 4) < 0,
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Îòæå, òî÷êà M0 ¹ ñiäëîâîþ äëÿ äàíî¨ ïîâåðõíi.

Íà ðèñ. 4.1 çîáðàæåíèé âèãëÿä ïîâåðõíi p = p(δ1, δ2). Íèæ÷å öi¹¨ ïîâåðõíi

çíàõîäèòüñÿ îáëàñòü àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi, à âèùå � îáëàñòü íåñòiéêîñòi.

Ðèñ. 4.1. Âèãëÿä ïîâåðõíi p = p(δ1, δ2) ïðè b = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè òàêi, ùî âèêîíàíà óìîâà

(4.16), ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðóõó ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

4.4.1. Ñòiéêiñòü ðóõó ñèñòåìè ó âèïàäêó ìàëî¨ äèñèïàöi¨. Ó âè-

ïàäêó b = 0 ìîæå áóòè ÿê ñòiéêiñòü, òàê i íå ñòiéêiñòü. Äîñëiäèìî öå ïèòàííÿ

áiëüø äåòàëüíî. Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (4.14) ó

âèãëÿäi

λ4 + 2cλ2 + 4c2δ2(1− δ2) + p2 = 0. (4.17)

Âîíî ¹ áiêâàäðàòíèì ïî λ.

Éîãî äèñêðèìiíàíò äîðiâíþ¹

D

4
= c2(2δ2 − 1)2 − p2.

Ó âèïàäêó, êîëè D > 0, iç òåîðåìè Âi¹òà âèïëèâà¹, ùî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

âiäíîñíî λ2 ìà¹ äâà ðiçíèõ âiä'¹ìíèõ êîðåíÿ, à îòæå äëÿ λ ìàþòü ìiñöå äâi

ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. ßê íàñëiäîê, ðóõ çàäàíî¨ ñèñòåìè áóäå ñòiéêèì

íåàñèìïòîòè÷íî.
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Ïðè D = 0 ìà¹ ìiñöå âèïàäîê êðàòíèõ ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ ç îäíi¹þ

ãðóïîþ ðîçâ'ÿçêiâ. Æîðäàíîâà êëiòèíà äëÿ ñèñòåìè ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê, ùî

îçíà÷à¹ ôëàòåðíó íåñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè.

ßêùî æ D < 0, òî çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà äîäàòíà äiéñíà ÷àñòèíà λ, ùî

ñïðè÷èíÿ¹ äèâåðãåíòíó íåñòiéêiñòü ðóõó, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ.

Ïåðåéäåìî äî îòðèìàííÿ îöiíîê äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ðîçãëÿíåìî âèïà-

äîê ìàëî¨ ÄÑ, òîáòî çíàéäåìî îöiíêè äëÿ ÂÇ ðiâíÿííÿ (4.14) ïðè ìàëîìó

çíà÷åííi ïàðàìåòðà b.

Îòðèìó¹ìî ìíîãî÷ëåí

λ4 + 2λ3ε+ [4δ1(1− δ1)ε
2 + 2c]λ2 + 4ε(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)λ+ 4c2δ2(1− δ2) + p2,

ÿêèé ïðè ε = 0 ìà¹ ÷îòèðè êîðåíi

λ0 = ±
√

−c±
√
c2(2δ2 − 1)2 − p2.

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå ðîáèëîñÿ âèùå, ïiäñòàâëÿ¹ìî

λ = λ0 + ελ1

i çíàõîäèìî âèðàç äëÿ λ1.

λ1 = −2c(δ1 − 2δ1δ2 + δ2) + λ20
2(λ20 + c)

.

Òîäi äëÿ ÂÇ ìà¹ìî íàñòóïíi îöiíêè

λ ≈ −b
2
[1∓ 1− 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)

R
]±

√
c
√
1∓R i, (4.18)

äå R =
√
(2δ2 − 1)2 − (p/c)2.

ßê ìîæíà áà÷èòè iç ôîðìóëè (4.18), ìàêñèìàëüíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé ïî-

êàçíèê äëÿ ñèñòåìè (4.12) íå ïåðåâèùó¹ âèðàçó

−b
2
[1− 1− 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)

2R
],

ÿêèé ïðè ìàëîìó çíà÷åííi b = ε òàêîæ ìà¹ ïîðÿäîê ìàëîñòi ε. Òàêîæ iç (4.18)

ñëiäó¹, ùî çíà÷åííÿ b íå âïëèâà¹ íà ÷àñòîòó êîëèâàíü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè.

Íàéáiëüøà ÷àñòîòà êîëèâàíü íå ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ
√
2c, à íàéìåíøà � ìîæå

áóòè äîñòàòíüî áëèçüêîþ äî íóëÿ.



104

4.4.2. Âðàõóâàííÿ âïëèâó ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè. Âèïàäîê c ≫ 1.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêà, êîëè ïåðåâàæàþ÷îþ ¹ ïîòåíöiàëüíà ñèëà,

òîáòî c >> 1. Ïàðàìåòð b ââàæàòèìåìî âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó îäèíèöi, à p �

îäíîãî ïîðÿäêó ç âåëè÷èíîþ c.

Ðîçäiëèìî (4.14) íà c2 i ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

σ = λε, ε =
1

c2
, p̃ =

p

c
. (4.19)

Îòðèìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

f(σ) = σ4 + 2εσ3 + [4ε2δ1(1− δ1) + 2]σ2 + 4ε(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)σ+

+4δ2(1− δ2) + p̃2 = 0.

Âiäïîâiäíèé ïîðîäæóþ÷èé ìíîãî÷ëåí ïðè ε = 0 ìà¹ ÷îòèðè êîðåíÿ

σ0 = ±
√

−1±
√

(2δ2 − 1)2 − p̃2.

ßê i ðàíiøå, ïiäñòàâëÿ¹ìî çàìiñòü σ âèðàç σ0 + εσ1 i çíàõîäèìî σ1.

σ1 = −2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2) + σ20
2(σ20 + 1)

.

Âèêîíóþ÷è ïåðåõiä äî ïî÷àòêîâèõ ïàðàìåòðiâ çãiäíî (4.19), îòðèìó¹ìî

äëÿ ÂÇ íàñòóïíi íàáëèæåííÿ

λ ≈ −1

2
[1∓ 2(δ1 − 2δ1δ2 + δ2)− 1

R
] + c2

√
1∓R i, (4.20)

äå R =
√
(2δ2 − 1)2 − (p/c)2.

4.5. Ïðèêëàä. Âàæêèé ãiðîñêîï

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ðóõó âàæêîãî òâåðäîãî òiëà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ

äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó M = −k(ω − ω0) :

Jω̇ + ω × Jω + Ps× ν = M , ν̇ + ω × ν = 0, (4.21)

äå J = diag(J1, J2, J3) � òåíçîð iíåðöi¨, ω � âåêòîð êóòîâî¨ øâèäêîñòi òiëà

ó çâ'ÿçàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ν � îðò âåðòèêàëi, s � âåêòîð, ñïðÿìîâàíèé
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iç íåðóõîìî¨ òî÷êè äî öåíòðó ìàñ òiëà, P � âàãà òiëà, ω0 = (0, 0, ω0)
T , ω0 �

êîíñòàíòà; âåðõíié iíäåêñ T îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ.

Îáåðåìî ó ÿêîñòi íåçáóðåíîãî ðóõó ðiâíîìiðíi îáåðòàííÿ òiëà íàâêîëî ãî-

ëîâíî¨ îñi, ùî ìiñòèòü öåíòð ìàñ

ω = ω0 = (0, 0, ω0)
T , ν = (0, 0, 1)T (4.22)

i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âàðiàöiÿõ:

˙̃ω1

˙̃ω2

˙̃ω3

˙̃ν1
˙̃ν2
˙̃ν3


=



−k/J1 ω0(J2 − J3)/J1 0 0 P/J1 0

ω0(J3 − J1)/J2 −k/J2 0 −P/J2 0 0

0 0 −k/J3 0 0 0

0 −1 0 0 ω0 0

1 0 0 −ω0 0 0

0 0 0 0 0 0





ω̃1

ω̃2

ω̃3

ν̃1

ν̃2

ν̃3


,

(4.23)

çíà÷êîì �òèëüäà� ïîçíà÷åíi çáóðåííÿ. Î÷åâèäíî, áåç îáìåæåííÿ ñïiëüíîñòi,

ìîæíà ââàæàòè ω0 > 0. Ââîäÿ÷è áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè i ÷àñ çà ôîðìóëàìè

α = J2/J1, β = J3/J1, µ = P/(J1ω
2
0),κ = k/(J1ω0), τ = ω0t (4.24)

i, âèðàæàþ÷è iç ÷åòâåðòîãî i ï'ÿòîãî ðiâíÿíü (4.23) çìiííi ω̃1, ω̃2, îòðèìó¹ìî

ν̃2
′′ + κν̃2′ + (α− β + 1)ν̃1

′ + (β − α− µ)ν̃2 + κν̃1 = 0,

αν̃1
′′ + κν̃1′ − (α− β + 1)ν̃2

′ + (β − 1− µ)ν̃1 − κν̃2 = 0,

òîáòî ñèñòåìó âèãëÿäó (4.1) ïðè

x = (ν̃2,
√
αν̃1)

⋆,A = diag(1, 1),B = diag(κ,
κ
α
),G = gJ ,

C = diag(β − α− µ, (β − 1− µ)/α),P = κJ , g =
α + 1− β√

α
.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

αλ4 + κ(α + 1)λ3 + [κ2 + 2α + β2 − (α + 1)(β + µ)]λ2+

+ κ(α + 1− 2µ)λ+ (β − 1− µ)(β − α− µ) + κ2 = 0.
(4.25)
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Çàïèøåìî óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðóõó (4.22) ñèñòåìè (4.21). Êðè-

òåðié Ðàóñà � Ãóðâiöà äëÿ ðiâíÿííÿ (4.25) äà¹ íàñòóïíi óìîâè:

κ2 + 2α + β2 − (α + 1)(β + µ) > 0, (α + 1− 2µ) > 0, (4.26)

(β − 1− µ)(β − α− µ) + κ2 > 0, (4.27)

∆3 = −µκ2[−µ(α− 1)2 + 2(α + 1)(κ2 + (α + 1− β)2)] > 0. (4.28)

Äåòàëüíèé àíàëiç íåðiâíîñòåé (4.26) � (4.28) áóäå ïðîâåäåíî ó Ðîçäiëi 5.

Òîìó òóò îáìåæèìîñÿ êîíñòàòàöi¹þ íàñòóïíîãî ôàêòó.

Çà âiäñóòíîñòi äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó (k = 0) 1, ÿêùî âiëüíèé ÷ëåí õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ âiä'¹ìíèé (íåðiâíiñòü (4.27) ìà¹ ïðîòèëåæíèé çíàê),

òî ðîçâ'ÿçîê (4.22) íåñòiéêèé: ¹ îäíå äîäàòíå (äiéñíå) ÂÇ. Ïîêàæåìî, ùî ìî-

æíà ïiäiáðàòè òàêå çíà÷åííÿ κ, ùî óñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (4.25), áóäóòü ìàòè

âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè.

Òàê, ïðè α < β < 1 (îáåðòàííÿ íàâêîëî ñåðåäíüî¨ îñi) i β − 1 < µ < β −α

(ïðè öüîìó µ < 0� �âèñÿ÷èé� ãiðîñêîï [39]) íåðiâíîñòi (4.26) � (4.28) âèêîíàíi

ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, ÿêùî

κ2 > κ0 = max(κ1,κ2), (4.29)

äå

κ1 = α(β + µ− 2)− β2 + β + µ,

κ2 = (1− β + µ)(β − µ− α).

Íàïðèêëàä, ïðè α = 0.5, β = 0.7, µ = −0.25 ìà¹ìî κ1 = −0.815,

κ2 = 0.0225, κ0 = 0.15. Çîêðåìà, ïðè κ = 0.14 óìîâè (4.26) � (4.28) íå

âèêîíàíi i êîðåíi ðiâíÿííÿ (4.25) ìàþòü âèãëÿä

λ1,2 ≈ −0.0398± 1.2822i, λ3 ≈ −0.3505, λ4 ≈ 0.0101 > 0.

Ïðè κ = 0.16 öi óìîâè âèêîíàíi; êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (4.25)

äîðiâíþþòü

λ1,2 ≈ −0.0452± 1.2807i, λ3 ≈ −0.3796, λ4 ≈ −0.0099.

1Àíàëiç íåîáõiäíèõ óìîâ ñòiéêîñòi ìiñòèòüñÿ â [39]
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Çíàéäåìî àñèìïòîòè÷íi îöiíêè ÂÇ ó âèïàäêó øâèäêèõ îáåðòàíü

(ω0 >> 1). Íåõàé

µ = δε2, (δ = sgnP ), κ = κε. (4.30)

Ïðè ε = 0 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ êîðåíi

(λ0)1,2 = ±i, (λ0)3,4 = ±
√

(β − 1)(α− β)/α.

Çàóâàæèìî, ùî ïiäêîðåíåâèé âèðàç äëÿ äðóãî¨ ïàðè êîðåíiâ íå äîðiâíþ¹ −1,

îñêiëüêè iíàêøå áóëî á α − β + 1 = 0 � ïîðóøåííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà

äëÿ ìîìåíòiâ iíåðöi¨. Òîìó, íå çàëåæíî âiä òîãî, äîäàòíèé âií (îáåðòàííÿ òiëà

íàâêîëî ñåðåäíüî¨ îñi i (λ0)3,4 äîäàòíi) àáî âiä'¹ìíèé (óñi êîðåíi ÷èñòî óÿâíi)

êîðåíi ïîðîäæóþ÷îãî ðiâíÿííÿ äëÿ (4.25) ðiçíi. Ðîçâ'ÿçêè (4.25) øóêàþòüñÿ

çãiäíî çi ñòàíäàðòíîþ ïðîöåäóðîþ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âiäíîñíî ε.

ßêùî æ (β − 1)(α− β) = 0, òî ïîðîäæóþ÷å ðiâíÿííÿ ìà¹ êðàòíi êîðåíi, i öi

äâà âèïàäêè ( α = β, β = 1) ïîòðáåáóþòü îêðåìîãî ðîçãëÿäó.

Äëÿ ïåðøî¨ ïàðè êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (4.25) ìà¹ìî

(λ)1,2 = (
δκ0
β2

ε3 +O(ε4))± i(1− δ

β
ε2 +O(ε3)),

àáî, ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (4.30),

(λ⋆)1,2 =
1

β2
[κµ± iβ(β − µ)]. (4.31)

Çiðî÷êà îçíà÷à¹ íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ÂÇ.

Äëÿ äðóãî¨ ïàðè êîðåíiâ îòðèìó¹ìî

(λ)3,4 = ± 1

α

√
α(β − 1)(α− β)− α + 1

2α
κ0ε+

+
ε2

8αβ
√
α(β − 1)(α− β)

[βκ2
0(α− 1)2 + 4αδ(αβ + β − 2α)] +O(ε3),

òîäi

(λ⋆)3,4 = ± 1

α

√
α(β − 1)(α− β)− α + 1

2α
κ+

+
1

8αβ
√
α(β − 1)(α− β)

[βκ(α− 1)2 + 4αµ(αβ + β − 2α)].
(4.32)



108

Iç ôîðìóë (4.31), (4.32) ìîæíà áà÷èòè, çîêðåìà, ùî äëÿ âèñÿ÷îãî ãiðîñêîïà

(µ < 0), ó âèïàäêó îáåðòàííÿ íàâêîëî áiëüøî¨ àáî ìåíøî¨ ãîëîâíî¨ îñi iíåðöi¨,

ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.32) ¹ ÷èñòî óÿâíèì, òîìó íàéáiëüøîìó

õàðàêòåðèñòè÷íîìó ïîêàçíèêó âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ

κµ/β2.

Ç óðàõóâàííÿì (4.24) öå îçíà÷à¹, ùî ðóõ, ÿêèé äîñëiäæóâàâñÿ, ¹ àñèìïòîòè-

÷íî ñòiéêèì, àëå øâèäêiñòü çàãàñàííÿ ìà¹ ïîðÿäîê ω−2
0 .
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4.6. Âèñíîâêè

Ïåðåëi÷èìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó.

1. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ðóõó ëiíiéíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî

çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ïîòåíöiàëüíèõ, ãiðîñêîïi÷íèõ, äèñèïàòèâíèõ i

öèðêóëÿöiéíèõ ñèë.

2. Çíàéäåíî îöiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äàíî¨

ñèñòåìè ó âèïàäêàõ âiäñóòíîñòi òà íàÿâíîñòi öèðêóëÿöiéíî¨ ñèëè, âiä-

ñóòíîñòi ãiðîñêîïi÷íî¨ ñèëè (ðîçãëÿíóòî âèïàäêè ìàëî¨ äèñèïàöi¨ òà

ïåðåâàæàííÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè). Öå äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè øâèä-

êiñòü çàãàñàííÿ çáóðåíèõ ðóõiâ ñèñòåìè.

3. Âèâ÷åíî ïèòàííÿ ïðî âïëèâ äåÿêîãî äîïîìiæíîãî ïàðàìåòðà, ùî õà-

ðàêòåðèçó¹ ñïiââiäíîøåííÿ çíà÷åíü çàçíà÷åíèõ ñèë, íà âåëè÷èíó ìi-

íiìàëüíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîêàçíèêà Ëÿïóíîâà (ÌÕÏË) i ÷àñòîò

ñèñòåìè.

4. Îïèñàíî ìîæëèâi âàðiàíòè, êîëè ñïåêòð ñèñòåìè ëåæèòü ó ëiâié ïiâ-

ïëîùèíi � âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié Ðàóñà � Ãóðâiöà, àëå çàãàñàííÿ çáó-

ðåíèõ ðóõiâ âiäáóâà¹òüñÿ �çàíàäòî ïîâiëüíî�.

5. Ó ÿêîñòi ïðèêëàäà ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ðiâíîìiðíi îáåðòàííÿ âàæ-

êîãî òâåðäîãî òiëà, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó.
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ÐÎÇÄIË 5

ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÐIÂÍÎÌIÐÍÈÕ ÎÁÅÐÒÀÍÜ ÍÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ

ÃIÐÎÑÊÎÏÀ, ÙÎ ÇÍÀÕÎÄÈÒÜÑß ÏIÄ ÄI�Þ

ÄÅÌÏÔÓÞ×ÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÓ

5.1. Ïîïåðåäíi çàóâàæåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ðóõó âàæêîãî òâåðäîãî òiëà, ÿêå çíàõîäèòüñÿ ïiä

äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó M = −k(ω̃ − ω̃0) :

J ˙̃ω + ω̃ × Jω̃ + Ps× ν = M , ν̇ + ω̃ × ν = 0. (5.1)

Ó ðîçäiëi 4 îòðèìàíi óìîâè ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü òiëà íàâêîëî

ãîëîâíî¨ îñi, ùî ìiñòèòü öåíòð ìàñ, ÿêèì âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê

ω̃ = ω̃0 = (0, 0, ω0)
T , ν = (0, 0, 1)T . (5.2)

Âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ó âàðiàöiÿõ çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåìè

Aẍ+ (B +G)ẋ+ (C + P )x = 0, (5.3)

äå x = (ν̃2,
√
aν̃1)

T , A = diag(1, 1), B = diag(κ, κa ), G = b√
a
Λ,

C = diag(1− b+ µ, (a− b+ µ)/a), P =
κ√
a
Λ, Λ =

 0 1

−1 0

 ,

çíà÷êîì �òèëüäà� ïîçíà÷åíi çáóðåííÿ. Òóò âèêîðèñòàíi íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

a =
J2
J1
, b =

J1 + J2 − J3
J1

, µ =
P |s|e
J1ω2

0

, κ =
k

J1ω0
, τ = ω0t. (5.4)

ßêùî öåíòð ìàñ òiëà ðîçòàøîâàíèé âèùå òî÷êè îïîðè, òî e = 1 i

e = −1 � â iíøîìó âèïàäêó. Î÷åâèäíî, áåç îáìåæåííÿ ñïiëüíîñòi, ìîæíà

ââàæàòè ω0 > 0.
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Ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé òðèêóòíèêà äëÿ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ ìíîæèíà ìî-

æëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a, b âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè

a > 0, 0 < b < 2, b < 2a. (5.5)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ (5.3) ìà¹ âèãëÿä

aλ4 + κ(a+ 1)λ3 + [κ2 + 2a+ b2 − (a+ 1)(b+ µ)]λ2+

+ κ(a+ 1− 2µ)λ+ (b− 1 + µ)(b− a+ µ) + κ2 = 0.
(5.6)

Çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ðàóñà � Ãóðâiöà [118] óñi êîðåíi ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi

÷àñòèíè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

κ2 + 2a+ b2 − (a+ 1)(b+ µ) > 0, (a+ 1− 2µ) > 0; (5.7)

(b− 1 + µ)(b− a+ µ) + κ2 > 0; (5.8)

∆3 = −µκ2{−µ(a− 1)2 + 2(a+ 1)[κ2 + b2]} > 0. (5.9)

Çíàéäåìî óìîâè ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (5.7) � (5.9). Íàãàäà¹ìî [39], ùî íåîáõi-

äíi óìîâè ñòiéêîñòi çâè÷àéíîãî âàæêîãî ãiðîñêîïà (áåç äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó,

òîáòî ïðè κ = 0) ¹

c2 = −(a+1)(µ−µ0) > 0, c0 = (µ−µ1)(µ−µ2) > 0, d = c22−4ac0 > 0, (5.10)

äå

µ0 = b− (2a+ b2)/(a+ 1), µ1 = min(a, 1)− b, µ2 = max(1, a)− b. (5.11)

5.2. Óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü

íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà

5.2.1. Âèïàäîê âèñÿ÷îãî ãiðîñêîïà. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó áiëüø ïðî-

ñòèé âèïàäîê âèñÿ÷îãî ãiðîñêîïà (µ < 0). Âèðàç äëÿ d iç (5.10) ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

d = [µ(a− 1)− b(a+ 1− b)]2 − 4abµδ1 (5.12)
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àáî

d = [µ(a− 1) + b(a+ 1− b)]2 − 4abµδ2, (5.13)

äå δ1 = −a+ b+ 1, δ2 = a+ b− 1.

ßêùî δ1 > 0, òî äîäàòíiñòü d âèïëèâà¹ iç ïåðøîãî ïîäàííÿ (5.12). Ó

ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ìà¹ìî a > b+ 1, òîäi

δ2 > b+ 1 + b− 1 = 2b > 0,

i d > 0 â ñèëó (5.13). ßê íàñëiäîê, çîêðåìà, ìà¹ìî µ1 < µ0 < µ2. Ñïðàâäi,

ÿêùî µ = µ0, òî c2 = 0, à c0 < 0 (iíàêøå ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà d > 0). Îòæå,

íåðiâíîñòi (5.10) âèêîíàíi òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî

µ ∈ (−∞, µ1)
∪

(µ2, 0).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó óìîâè (5.7) � (5.9) òàêîæ âèêîíàíi ïðè

áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi êîåôiöi¹íòà κ ̸= 0 − ñòiéêi ó ïåðøîìó íàáëèæåííi

ðiâíîìiðíi îáåðòàííÿ âèñÿ÷îãî ãiðîñêîïà ñòàþòü àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî µ ∈ [µ1, µ2], µ2 < 0. Òîäi äðóãà ç óìîâ (5.10)

ïîðóøó¹òüñÿ (îáåðòàííÿ ãiðîñêîïà áåç òåðòÿ íåñòiéêå), îäíàê ïðè çíà÷åííÿõ

κ áiëüøèõ, íiæ

κ2 = [(µ1 − µ)(µ− µ2)]
1/2

âiëüíèé ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äîäàòíèé. Ïðè öüîìó êîåôiöi¹íò

ïðè λ2 òàêîæ äîäàòíèé, îñêiëüêè

κ2 + c2 > −c0 + c2 = −µ2 − 2bµ+ a = f(µ).

Íà äàíîìó iíòåðâàëi çìiíè çìiííî¨ µ (i ïðè áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ çíà÷å-

ííÿõ a, b) ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(µ) âiä'¹ìíà, òàê ÿê

µ+ b ∈ [min(a, 1),max(a, 1)].

Îòæå ôóíêöiÿ ñïàäà¹ i ïðèéìà¹ ñâî¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ íà ïðàâîìó êiíöi

ïðîìiæêó

f(µ2) = −max(a2, 1) + b2 + a > 0,
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îñêiëüêè µ2 < 0, òîáòî b > max(a, 1).

Òàêèì ÷èíîì, óñi óìîâè (5.7) � (5.9) âèêîíàíi ïðè κ > κ2. Öåé ðåçóëüòàò

íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî µ ∈ [µ1, 0), µ2 > 0. ßêùî æ µ1 > 0, òî óìîâè àñèì-

ïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi âèêîíàíi äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü κ. Äåìïôóþ÷èé ìîìåíò

ìà¹ ñòàáiëiçóþ÷èé âïëèâ íà ðóõ òâåðäîãî òiëà: ñòiéêi ó ïåðøîìó íàáëèæåííi

îáåðòàííÿ çàâæäè ïåðåâîäèòü ó àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi, à íåñòiéêi � ïðè äîäà-

òêîâîìó îáìåæåííi çíèçó íà âåëè÷èíó êîåôiöi¹íòà äåìïôóâàííÿ.

5.2.2. Âèïàäîê âèïðÿìëåíîãî ãiðîñêîïà. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó

âèïàäêó âèïðÿìëåíîãî ãiðîñêîïà (µ > 0). Òåïåð óæå íåðiâíiñòü (5.9) íå âèêî-

íó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Âèðàç ó

ôiãóðíèõ äóæêàõ ìà¹ áóòè âiä'¹ìíèì, çâiäêè ìà¹ìî îáìåæåííÿ íà κ:

κ2 = κ < κ3 =
(a− 1)2µ

2(a+ 1)
− b2. (5.14)

Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà (5.14) äîäàòíà, òî ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ óìîâà κ3 > 0.

Iíàêøå, ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (5.7) � (5.9) áóäå íåñóìiñíà. Îòæå, íåîáõiäíîþ

óìîâîþ ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (5.7) � (5.9) ¹ óìîâà

µ > µ3 =
2b2(a+ 1)

(a− 1)2
. (5.15)

Iç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi (5.7) i (5.8) ìà¹ìî

κ > κ1 = (a+ 1)(µ+ b)− 2a− b2, (5.16)

κ > κ2 = −µ2 + (a− 2b+ 1)µ− (b− a)(b− 1). (5.17)

ßêùî κ1,2 < 0, òî óìîâè (5.16), (5.17) âèêîíóþòüñÿ i ïðè àíàëiçi ¨õ ìîæíà íå

âðàõîâóâàòè.

Îá'¹äíóþ÷è óìîâè (5.14), (5.16) i (5.17), îòðèìà¹ìî:

κ0 = max(κ1, κ2, 0) < κ < κ3. (5.18)

Âiäìiòèìî, ùî κ2 > κ1, ÿêùî

0 < µ <
√
a+ b2 − b
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i κ1 > κ2, ÿêùî

µ >
√
a+ b2 − b.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîäâiéíà íåðiâíiñòü (5.18) ìàëà ìiñöå, íåîáõiäíîþ ¹ äîäà-

òíiñòü äâîõ âèðàçiâ

κ31 = κ3 − κ1 = −a
2 + 6a+ 1

2(a+ 1)
µ+ 2a− 2b(a+ 1),

κ32 = κ3 − κ2 = µ2 + [2b− a2 + 6a+ 1

2(a+ 1)
]µ+ a− b(a+ 1).

(5.19)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïåðøó íåðiâíiñòü (5.19) âiäíîñíî µ, ìà¹ìî

µ < µ31 =
−2(ab− 2a+ b)(a+ 1)

a2 + 6a+ 1
. (5.20)

Òàê ÿê ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ óìîâà µ > 0, òî íåðiâíiñòü (5.20) ìà¹ ñåíñ ïðè

0 < b <
2a

a+ 1
.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì iç äðóãî¨ íåðiâíîñòi (5.19) ìà¹ìî íàñòóïíi îáìåæåííÿ

íà µ:

µ < µ32 =
2(a− ab− b)

a+ 1
, (5.21)

µ >
1

2
(a+ 1). (5.22)

Íåðiâíiñòü (5.21) ìà¹ ñåíñ ïðè

0 < b <
a

1 + a
.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.22) ñóïåðå÷èòü äðóãié óìîâi

(5.7) i âîíà ìîæå áóòè âèêëþ÷åíà iç ðîçãëÿäó. Îá'¹äíóþ÷è çàçíà÷åíi îáìåæå-

ííÿ íà µ, îòðèìà¹ìî óìîâè ñóìiñíîñòi ñèñòåìè íåðiâíîñòåé (5.7) � (5.9):

µ3 < µ < min(µ1, µ31, µ32). (5.23)

Âèä i ðîçòàøóâàííÿ ïîâåðõîíü µ = µ1, µ = µ31, µ = µ32 ïðåäñòàâëåíi íà

ðèñ. 5.1.
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Ðèñ. 5.1. Âèä ïîâåðõîíü: µ = µ1(a, b) − âåðõíÿ, µ = µ31(a, b) − ñåðåäíÿ,

µ = µ32(a, b) − íèæíÿ.

Îñêiëüêè

µ31 − µ32 =
2a(4b(a+ 1) + (a− 1)2)

(1 + a2 + 6a)(a+ 1)
> 0, µ1 − µ32 =

b(a+ 1 + b)

a+ 1
> 0,

òî µ31 > µ32 i µ1 > µ32 äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü a i b. Îòæå, (5.23) ïåðåïèøåòüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

µ3 < µ < µ32. (5.24)

Ðîçòàøóâàííÿ ïîâåðõîíü µ = µ3, µ = µ32 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.2.

Ðèñ. 5.2. Âèä ïîâåðõîíü µ = µ32(a, b), µ = µ3(a, b).
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Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (5.24) íåîáõiäíî, ùîá

µ32 − µ3 =
2a(a− 1)2 − 2b2(a+ 1)2 − 2b(a− 1)(a2 − 1)

(a+ 1)(a− 1)2
> 0. (5.25)

1. ßêùî 0 < a < 1, òî

a− 1

a+ 1
< 0 <

a(1− a)

a+ 1
.

I òîäi âèêîíàííÿ óìîâè (5.25) áóäå ïðè

0 < b <
a(1− a)

a+ 1
.

2. Ïðè a > 1 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

a(1− a)

a+ 1
< 0 <

a− 1

a+ 1
,

òîäi óìîâà (5.25) ñïðàâåäëèâà ïðè

0 < b <
a− 1

a+ 1
.

Îòæå, ìíîæèíà, íà ÿêié ñóìiñíà ñèñòåìà (5.7), íå ïîðîæíÿ i îïèñó¹òüñÿ

íåðiâíîñòÿìè (5.24) ç óðàõóâàííÿì îáìåæåííÿ (5.25).

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ (âèïàäîê, êîëè õî÷à á îäíà ç íå-

ðiâíîñòåé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ðiâíiñòü ¹ êðèòè÷íèì ó ðîçóìiííi Ëÿïóíîâà i âè-

ìàãà¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ) óìîâàìè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìið-

íèõ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà ¹ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (5.18), (5.24)

i (5.25). Îñòàííÿ iç íèõ íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ðîçïîäië ìàñ ó òiëi i ¹ íå-

îáõiäíîþ äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi. Äðóãà óìîâà âèçíà÷à¹ äiàïàçîí äîïó-

ñòèìèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi îáåðòàííÿ. Ïåðøà óìîâà âèçíà÷à¹ iíòåð-

âàë çíà÷åíü (κ0, κ3) êîåôiöi¹íòà κ, ÿêi ïåðåâîäÿòü ñòiéêi (íåàñèìïòîòè÷íî)

îáåðòàííÿ âèïðÿìëåíîãî âàæêîãî ãiðîñêîïà ó àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi.

Îáëàñòü âèêîíàííÿ óìîâ (5.7) � (5.9) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.3.
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Ðèñ. 5.3. Îáëàñòü âèêîíàííÿ óìîâ (5.7) � (5.9).

5.3. Îöiíêà âïëèâó äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü ðóõó

ñèñòåìè

Ïîðiâíÿ¹ìî îòðèìàíi óìîâè ç óìîâàìè ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü âè-

ïðÿìëåíîãî ãiðîñêîïà (áåç äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó), ÿêi íàâåäåíi ó [57]. Öi

óìîâè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi òàáëèöi.

Òàáëèöÿ ó iíøèõ ïîçíà÷åííÿõ íàâåäåíà ó [39], òàì æå ââåäåíî òåðìií

�òîíêèé� (�òîâñòèé�), ÿêèé ó íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ âiäïîâiäà¹ âèïàäêó

a < 1− b2 (a > 1− b2).

Îáëàñòü Âèä ãèðîñêîïà Îáåðòàííÿ ñòiéêå ïðè

D1 : b < a < 1− b2 êîðîòêîîñíèé, òîíêèé ω ∈ (ω1,∞)

D2 : a < b <
√
1− a ñåðåäíüîîñíèé, òîíêèé ω ∈ Ø

D3 : 1− b2 < a < b, b < 1 ñåðåäíüîîñíèé, òîâñòèé ω ∈ (ω⋆, ω2)

D4 :
√
1− a < b < a êîðîòêîîñíèé, òîâñòèé ω ∈ (ω⋆, ω2) ∪ (ω1,∞)

D5 : b > 1 äîâãîîñíèé ω ∈ (ω⋆,∞)

Ìåæi iíòåðâàëiâ ω1, ω2, ω⋆ âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì µ1 = a − b,

µ2 = 1− b, i ìåíøîìó iç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ d(µ) = 0

µ⋆ =
b

(1− a)2
[b(a+ 1)− (1− a)2 − 2

√
a(a+ b− 1)(1 + b− a)].
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî µ⋆ > 0 ó îáëàñòÿõ D3, D4, D5. �õ ÿâíi âè-

ðàçè ÷åðåç ïàðàìåòðè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ

ôîðìóë (5.4).

Ó îáëàñòÿõ D′
j (j = 1; 5) óìîâè ñòiéêîñòi îòðèìóþòüñÿ iç íàâåäåíèõ ó

òàáëèöi çà äîïîìîãîþ çàìiíè (a, b, µ) −→ (1/a, b/a, µ/a).

Ðèñ. 5.4. Ðîçáèòòÿ íà ïiäîáëàñòi.

ßê ìîæíà áà÷èòè íà ðèñ. 5.4, îáëàñòü çíà÷åíü a, b, ó ÿêié âèêîíàíi óìî-

âè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi, íàëåæèòü îáëàñòi D1 (D′
1). Ïðîìiæîê (µ3, µ32)

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü µ íàëåæèòü ïðîìiæêó (0, µ1) (ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî

µ32 < µ1). Iíòåðâàë çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi, ïðè ÿêèõ îáåðòàííÿ áóäå ñòié-

êèì, çâóæó¹òüñÿ � íèæíÿ ìåæà çáiëüøó¹òüñÿ, i ç'ÿâëÿ¹òüñÿ îáìåæåííÿ çâåðõó.

Äëÿ òî÷îê (a, b), ùî íàëåæàòü íåçàøòðèõîâàíié ÷àñòèíi ðèñóíêà, ìà¹ ìiñöå

íåñòiéêiñòü, íåçàëåæíî âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ òiëà i âåëè÷èíè äåìïôóþ÷î-

ãî ìîìåíòó. Âïëèâ îñòàííüîãî íà ñòiéêiñòü îáåðòàíü âèïðÿìëåíîãî ãiðîñêîïà,

òàêèì ÷èíîì, â îñíîâíîìó íåãàòèâíèé, òîáòî ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ñòiéêiñòü

îáåðòàíü ðóéíó¹òüñÿ. Ðàçîì iç òèì, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó [57], äëÿ ñèìåòðè÷íîãî

ãiðîñêîïà äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ �ðóéíó¹� ñòiéêiñòü áóäü-ÿêèõ îáåðòàíü âèïðÿì-

ëåíîãî ãiðîñêîïà (íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ïðè a = 1, µ > 0 íåðiâ-

íiñòü (5.9) íå âèêîíó¹òüñÿ). Òàêèì ÷èíîì, íåñèìåòðiÿ òiëà ìîæå çäiéñíþâàòè

ïîçèòèâíèé âïëèâ íà ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü.



119

5.4. Äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íîãî âèïàäêó ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ

êîðåíiâ

Îòðèìàíi âèùå óìîâè íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ íà ðîçïîäië ìàñ ó òiëi, âå-

ëè÷èíó êóòîâî¨ øâèäêîñòi îáåðòàííÿ i íà âåëè÷èíó êîåôiöi¹íòà äåìïôóâàííÿ,

à ñàìå:

b < b1 =
|1− a|
a+ 1

min(a, 1), (5.26)

µ1 < µ < µ2, (5.27)

κ1 < κ < κ2, (5.28)

äå µ1, µ2,κ1,κ2 îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

µ1 =
2b2(a+ 1)

(a− 1)2
, µ2 =

2(a− ab− b)

a+ 1
,

κ1 =
√

−µ2 + (a− 2b+ 1)µ− (b− a)(b− 1), κ2 =

√
(a− 1)2µ

2(a+ 1)
− b2.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñèñòåìè ðiâíÿíü ðóõó (5.1), ÿêà ëiíåàðèçî-

âàíà ó îêîëi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü, ìà¹ âèãëÿä

f(λ) = (λ+
κ

1− b+ a
)f1(λ), (5.29)

äå f1(λ) = aλ4 + κ(a + 1)λ3 + [κ2 + 2a + b2 − (a + 1)(b + µ)]λ2+

+κ(a+ 1− 2µ)λ+ (b− 1 + µ)(b− a+ µ) + κ2.

Çàóâàæèìî, ùî ïåðåñòàíîâêà ìiñöÿìè iíäåêñiâ 1 i 2 ó ôîðìóëàõ (5.4) ðiâíî-

çíà÷íà çàìiíi âåêòîðà ïàðàìåòðiâ (a, b, µ,κ) íà (1/a, b/a, µ/a,κ/a). Öå îçíà-

÷à¹, ùî ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèïàäêîì J2 < J1, òîáòî a < 1. Ïðè öüîìó áóäü-

ÿêà îòðèìàíà óìîâà ñòiéêîñòi ïîøèðþ¹òüñÿ íà âèïàäîê J2 > J1 çà äîïîìîãîþ

âêàçàíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïàðàìåòðiâ. Âèïàäîê a = 1 iç ðîçãëÿäó âèêëþ÷à¹-

òüñÿ, îñêiëüêè ïðè öüîìó çíà÷åííi ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà ñòiéêîñòi (5.26) i õî÷à

á îäèí âëàñíèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (5.29) ëiíåàðèçîâàíî¨ ñè-

ñòåìè ìà¹ äîäàòíó äiéñíó ÷àñòèíó, ùî îçíà÷à¹ åêñïîíåíöiàëüíó íåñòiéêiñòü

ðîçâ'ÿçêó, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ.
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Íåðiâíîñòi (5.26) � (5.28) ÿâëÿþòü ñîáîþ óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi

ðóõó çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì, òîáòî óìîâè òîãî, ùî óñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ (5.29) ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè. Öi óìîâè ¹ íåîáõiäíèìè

i äîñòàòíiìè ó òîìó ðîçóìiííi, ùî çìiíà áóäü-ÿêîãî iç çíàêiâ íåðiâíîñòi íà

ïðîòèëåæíèé ãàðàíòó¹ íàÿâíiñòü äîäàòíî¨ äiéñíî¨ ÷àñòèíè ó êîðåíÿ f1(λ) i

åêñïîíåíöiàëüíå çðîñòàííÿ çáóðåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâîñòi çà-

ìiíè çíàêà íåðiâíîñòi ó (5.26) � (5.28) íà çíàê ðiâíîñòi.

1) ßêùî b = b1, òî µ1 = µ2. Óìîâà (5.27) ïåðåõîäèòü â óìîâó

µ = µ1. Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî κ2(µ, a, b) = κ2(µ1, a, b1) = 0, i äëÿ

áóäü-ÿêîãî κ ̸= 0 ìà¹ìî ïîðóøåííÿ óìîâè (5.28). Âèñíîâîê: iñíó¹ êîðiíü ç

äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.

2) ßêùî óìîâà (5.26) âèêîíàíà, à µ = µ2, òî κ1 = κ2. �äèíà ìîæëèâiñòü,

ïðè ÿêié íå âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà çíàêà ó (5.28), öå κ = κ1. Îñòàííÿ ðiâíiñòü

ïåðåòâîðþ¹ ó íóëü âiëüíèé ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Ç òî÷êè çîðó

òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó ìà¹ìî êðèòè÷íèé âèïàäîê îäíîãî íóëüîâîãî êîðåíÿ.

3) ßêùî µ1 = µ < µ2, òî κ2 = 0. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó 1), îòðèìó¹ìî çìiíó

çíàêà ó (5.28) i êîðiíü ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.

4) ßêùî κ = κ1 (i âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãî óìîâà (5.27)), òî ìíîãî÷ëåí f1(λ)

ìà¹ íóëüîâèé êîðiíü i ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

5) ßêùî âèêîíàíi óìîâè (5.26), (5.27) i κ = κ2, òî ìíîãî÷ëåí f1(λ) ìà¹

ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ λ1,2 = ±iω1 i äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíÿ

ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè λ3,4 = σ2 ± iω2. Ìà¹ìî êðèòè÷íèé âèïàäîê

ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ, ÿêèé i ¹ îá'¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ.

Ïåðåéäåìî äî çáóðåíü çà ôîðìóëàìè

ω1 = x1, ω2 = x2, ν1 = x3, ν2 = x4, ω3 = 1 + x5.

Ïðåäñòàâèìî âèðàç äëÿ ν3 ó âèãëÿäi

ν3 = 1− F1(ν1, ν2) + F2(ν1, ν2),

äå F1(ν1, ν2) = (ν21 + ν22)/2, F2(ν1, ν2) =
√

1− ν21 − ν22 − 1 + (ν21 + ν22)/2.
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Òîäi, ÿêùî âèêîíàííi óìîâè (5.26), (5.27) i κ = κ2, âèõiäíà ñèñòåìà äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòèìå âèãëÿä

ẋ1 = −κ2x1 + µx4 + (b− 1)x2x5,

ẋ2 = −κ2

a
x2 −

µ

a
x3 +

a− b

a
x1x5,

ẋ3 = −x2 + x4 + x4x5 + x2F1(x3, x4)− x2F2(x3, x4),

ẋ4 = x1 − x3 − x3x5 − x1F1(x3, x4) + x1F2(x3, x4),

ẋ5 = − κ2

1− b+ a
x5 + F3(x1, x2),

(5.30)

äå F3(x1, x2) = (1− a)x1x2/(1− b+ a).

Íåîáõiäíî äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.30).

5.4.1. Çâåäåííÿ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (5.30) äî êàíîíi÷íîãî

âèäó. Ìàòðèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè (5.30) ìîæå áóòè

çàïèñàíà ó âèãëÿäi áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi diag (A, σ3), äå

A =


−κ2 0 0 µ

0 −κ2

a
−µ
a 0

0 −1 0 1

1 0 −1 0

 , σ3 = − κ2

1− b+ a
.

Çâåäåìî ìàòðèöþ A äî æîðäàíîâî¨ ôîðìè:

J = diag (iω1,−iω1, σ2 + iω2, σ2 − iω2).

Íåõàé S = (slj) (l, j = 1, 4) � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà

iç ðiâíÿííÿ

AS − SJ = 0. (5.31)

Çíàéäåìî ÿâíi âèðàçè äëÿ ω1, σ2, ω2. Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìà-

þòü âèãëÿä

λ1 = iω1, λ2 = λ1, λ3 = σ2 + iω2, λ4 = λ3.
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Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Âi¹òà îòðèìà¹ìî

σ2 = −(a+ 1)κ2

2a
, ω2

1 =
a+ 1− 2µ

a+ 1
,

ω2
2 =

4a[κ2
2 + (b+ µ− a)(b+ µ− 1)]− κ2

2ω
2
1(a+ 1)2

4a2ω2
1

.

(5.32)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è (5.31) âiäíîñíî åëåìåíòiâ ìàòðèöi S, ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë

(5.32), ìà¹ìî

s11 =
2s31

a+ 2b− 1
[b+ µ

a− 1

a+ 1
+ iκ2ω1],

s13 =
s33

4(1− a+ ab+ b)
(a+ 1)[(a− 1)[(a+ 1)µ− 2(b2 + 2)]+

+
iω2

σ2
[(a− 1)2µ− 2(a+ 1)b2], s21 = s31

2(κ2 − ibω1)

a− 1 + 2b
,

s23 = −s33
2κ2(a+ 1)[σ2[(a+ 1)(a+ 1− b)− 2] + iω2(a+ 1)(a− 1− b)]

4aσ2[1− a+ (a+ 1)b]
,

s41 = s31
2κ2 + iω1(a− 1)

a− 1 + 2b
, s43 = −s33

2κ2(a+ 1)[(a+ 1)σ2 + iω2(a− 1)]

4σ2[1− a+ (a+ 1)b]
.

(5.33)

Âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ ç äðóãèì ïàðíèì iíäåêñîì îòðèìóþòüñÿ iç ôîðìóë

(5.33) øëÿõîì çàìiíè ó ïðàâié ÷àñòèíi ìíîæíèêà s3,j−1 íà s3 j,

(j = 2, 4), à âiäïîâiäíîãî êîìïëåêñíîãî âèðàçó � íà ñïðÿæåíèé éîìó. Åëå-

ìåíòè s3 j, (j = 1, 4) ìîæóòü îáèðàòèñÿ äîâiëüíî, çà âèíÿòêîì íóëüîâèõ çíà-

÷åíü (ó öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ S áóäå âèðîäæåíîþ). Îáåðåìî s32 = s31,

s34 = s33, äå s31, s33 − äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ x = Sz, çâîäèìî (5.30) äî ñèñòåìè íàñòóïíîãî

âèãëÿäó:

z′ = J1z + x5Cz +Dz(Φ1(z, z) + Φ2(z, z)),

z′ = J1z + x5Cz +Dz(Φ1(z, z) + Φ2(z, z)),

x′5 = σ3x5 + Φ3(z, z),

(5.34)

äå z =

 z1

z2

 , J1 = diag(iω1, σ2 + iω2), ðèñà çâåðõó îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå

ñïðÿæåííÿ. Ìàòðèöi C,D− ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi 4× 2, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ iç 1
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i 3 ðÿäêiâ ìàòðèöü S−1ÃS i S−1BS âiäïîâiäíî, äå

Ã =


0 b− 1 0 0

(a− b)/a 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , B =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ,

Φ1(z, z), Φ2(z, z), Φ3(z, z) îòðèìàíi iç F1(x3, x4), F2(x3, x4), F3(x1, x2) øëÿ-

õîì çàìiíè ó ðiâíÿííÿõ (5.30) çìiííèõ x íà z. Êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ Φ1(z, z)

çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

ïðè z2j : s23j + s24j, j = 1, 2;

ïðè zjzl : 2(s3js3l + s4js4l), j, l = 1, 2; j ̸= l;

ïðè zjzl : 2(s3js3l + s4js4l), j, l = 1, 2.

5.4.2. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè. Çàïèøåìî ôóí-

êöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi

V (z1, z1, z2, z2, x5) = α1z1z1 + α2z2z2 + α3x
2
5 + z2(k12z

2
1 + k11z1z1 + k10z1

2)+

+ z2(k22z
2
1 + k21z1z1 + k20z1

2) + x5(k32z
2
1 + k31z1z1 + k30z1

2)+

+ V (4)(z1, z1, z2, z2, x5),

äå αl � äåÿêi äiéñíi, à klj (l = 1, 3, j = 0, 2) � êîìïëåêñíi ñòàëi.

Âiäîìî, ùî ôóíêöiþ V ìîæíà ïiäiáðàòè òàêèì ÷èíîì [71], ùî ¨¨ ïîâíà

ïîõiäíà ó ñèëó ðiâíÿíü çáóðåíîãî ðóõó ìàòèìå âèãëÿä

V ′ = V ′
0 + o(V ′

0),

äå

V ′
0 = V ′(2)(z2, z2, x5) +Gz21z1

2,

ïðè öüîìó ôîðìà V ′(2)(z2, z2, x5) ¹ çíàêîâèçíà÷åíîþ, à ñòàëà G âèçíà÷à¹òüñÿ

çi ñïiââiäíîøåííÿ

V ′(4)(z1, z1) = Gz21z1
2.

Êîåôiöi¹íòè klj, l = 1, 3, j = 0, 2 çíàõîäÿòüñÿ iç óìîâè

V ′(3)(z2, z2, x5) = 0. (5.35)
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Çàóâàæèìî, ùî âèðàç äëÿ G ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

G = α1Gα1
+ α2Gα2

+ α3Gα3
.

Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ α2, α3 çíàê G çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì α1Gα1
. Áåç

îáìåæåííÿ ñïiëüíîñòi, ââàæà¹ìî α1 = 1. Äëÿ Gα1
çíàéäåìî âèðàç

Gα1
= Re(

1− a

1− b+ a
(k31s12s21 + k32s12s22 + k31s11s22 + k30s11s21)+

+ (s31s32 + s41s42)(d22 + d11) +
d21
2
(s242 + s232) +

d12
2
(s241 + s231)),

äå dlj, clj � åëåìåíòè ìàòðèöü D i C âiäïîâiäíî.

Ïåðåéäåìî äî îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòà ñòiéêîñòi G. Iç óìîâè (5.35) çíàõî-

äèìî êîåôiöi¹íòè klj, l = 1, 3, j = 0, 2:

k30 =
c12(1− b+ a) + 2α2s12s22(1− a)

κ2 + 2iω1(1− b+ a)
,

k31 = (c11 + c22)(1− b+ a) + 2α2(1− a)(s12s21 + s11s22),

k32 = −c21(1− b+ a) + 2α2s11s21(1− a)

−κ2 + 2iω1(1− b+ a)
,

klj = 0, l ̸= 3, j = 0, 2.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè âèðàçè äëÿ slj, dlj, clj ÷åðåç ïàðàìåòðè ñèñòåìè, ìà¹ìî

Gα1
= 8µs231(a− 1)3(a+ 2b− 1)(µ− µ1)g1(a, b, µ) g2(a, b, µ) g3(a, b, µ), (5.36)

äå

g1 = [(128a+ 128)b4 − (280a2 + 528a+ 280)b3 + (148a3 + 492a2 + 492a+

+ 148)b2 + (7a4 − 72a3 − 126a2 − 72a+ 7)b− 9a5 − 5a4 + 14a3 + 14a25a−

− 9]µ− (56a2 + 112a+ 56)b4 + (158a3 + 474a2 + 474a+ 158)b3 − (88a4+

+ 384a3 + 592a2 + 384a+ 88)b2 + (−10a5 + 22a4 + 116a3 + 116a2 + 22a−

− 10)b+ 4a6 + 8a5 − 4a4 − 16a3 − 4a2 + 8a+ 4, g2 = −(3a4 + 4a3 − 14a2+

+ 4a+ 3)µ+ (a+ 1)2[8(a+ 1)b2 + 4(a− 1)2b+ 2(a3 − a2 − a+ 1)],

g3 = (−34a+ 32ab− 15 + 32b− 16b2 − 15a2)µ+ 2(a+ 1)(2a− b+ 2)×

× (2a− 3b+ 2).
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Çàóâàæèìî, ùî

1− a− 2b = 1− a− 2b+ 2b1 − 2b1 = 2(b1 − b) +
(1− a)2

1 + a
> 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî b < b1, çãiäíî ç óìîâîþ (5.26) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

a+ 2b− 1 < 0.

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ g1 ó âèãëÿäi

g1 = g11(a, b)µ+ g10(a, b), g11 = 128b4(1 + a)− 8b3(35a2 + 66a+ 35)+

+ 4b2(a+ 1)(37a2 + 86a+ 37) + b(7a4 − 72a3 − 126a2 − 72a+ 7)−

− (a+ 1)(a− 1)2(9a2 + 14a+ 9), g10 = (a+ 1)2(2a+ 2− b)[56b3−

− 46b2(a+ 1)4b(a2 − 6a+ 1) + 2(1− a)(a+ 1)2].

Ïîêàæåìî, ùî g1(a, b, µ) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòà µ â îáëà-

ñòi (5.26), (5.27). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî g11 < 0 ñêðiçü ó îáëàñòi

D − ÷àñòèíè ïåðøîãî êâàäðàíòà ïëîùèíè Oab, îáìåæåíî¨ êðèâîþ b = b1(a).

Íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ äâîõ àðãóìåíòiâ g11(a, b) íàáóâà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ

ó çàìêíóòié îáëàñòi D àáî ó òî÷êàõ åêñòðåìóìó, àáî íà ìåæi öi¹¨ îáëàñòi. Â

îáëàñòi D ôóíêöiÿ g11(a, b) ìà¹ äâi ñòàöiîíàðíi òî÷êè

P1(0.263, 0.038), P2(0.607, 0.086),

ïåðøà iç ÿêèõ ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó, à äðóãà íå ¹ òî÷êîþ åêñòðåìóìó. Îòæå,

íàéáiëüøå çíà÷åííÿ äîñÿãà¹òüñÿ íà ìåæi îáëàñòi. Ïðè b = 0 ìà¹ìî

g11(a, 0) = −(a+ 1)(a− 1)2(9a2 + 14a+ 9) 6 0.

Ïðè b = b1(a) îòðèìó¹ìî

g11(a, b1) = (a−1)(540a7+93a6+426a5−145a4+88a3−21a2+34a+9)/(a+1)3.

Äàíèé âèðàç ¹ âiä'¹ìíèì ïðè a ∈ (0, 1), îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ñüîìî¨ ñòå-

ïåíi ó ÷èñåëüíèêó ìà¹ îäèí âiä'¹ìíèé i øiñòü êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ. Òàêèì

÷èíîì, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g11(a, b) äîðiâíþ¹ íóëþ i äîñÿãà¹òüñÿ íà
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ìåæi îáëàñòi D ïðè a = 1, b = 0, òîìó ñêðiçü ó ñàìié îáëàñòi D âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü g11 < 0.

Îá÷èñëèìî òåïåð âèðàç ψ1(a, b) = g1(a, b, µ1):

ψ1 = 128b6(a+ 1)2 − 8b5(a+ 1)(35a2 + 66a+ 35) + 4b4(a+ 1)2(37a2 + 86a+

+ 37) + b3(7a5 − 65a4 − 198a3 − 170a2 − 121a+ 35)− b2(a+ 1)(a− 1)2×

× (9a3 + 23a2 + 23a+ 32)− 2b(a− 1)2(a2 − 6a+ 1) + (a+ 1)(a− 1)4.

Êðèâà âîñüìîãî ïîðÿäêó ψ1(a, b) = 0 ìà¹ ó ïåðøié ÷âåðòi ïëîùèíè Oab ÷îòè-

ðè âiòêè, îäíà (i òiëüêè îäíà) iç ÿêèõ ïåðåòèíà¹ ìåæó îáëàñòi D

(ðèñ. 5.5). Ïîçíà÷èìî öþ âiòêó ÷åðåç C1 i çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó êðèâèõ

C1 i C0 : b = b1(a). Îòðèìà¹ìî óìîâó

(3a+ 1)(a− 1)4(132a7 + 3a6 + 73a5 − 64a4 − 2a3 − 21a2 + 5a+ 2) = 0.

Ìíîãî÷ëåí ñüîìî¨ ñòåïåíi ìà¹ òðè äiéñíèõ êîðåíÿ, îäèí iç íèõ �

âiä'¹ìíèé. Äâà äîäàòíèõ êîðåíÿ a1 ≈ 0.390, a2 ≈ 0.660 âèçíà÷àþòü òî÷êè

ïåðåòèíó M1{a1, b1(a1)},M2{a2, b1(a2)} êðèâèõ C0 i C1. Êðèâà C1 ðîçáèâà¹

îáëàñòü D íà ïiäîáëàñòi D1 i D\D1. Îñêiëüêè g1(a, b, µ) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ

àðãóìåíòà µ, òî ó êîæíié iç îáëàñòåé D1, D\D1 çíàê âèðàçó ψ1(a, b) ñòàëèé,

i öi çíàêè ïðîòèëåæíi. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî sgn(ψ1) = 1 ó îáëàñòi

D\D1, îñêiëüêè

lim
b→+0

ψ1(a, b) = (a+ 1)(a− 1)4 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ó îáëàñòi D1 ìà¹ìî ψ1(a, b) < 0, i, ÿê íàñëiäîê,

g1(a, b, µ) < 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ µ > µ1.

Ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ ψ2(a, b) = g1(a, b, µ2) :

ψ2(a, b) = −256b5(a+ 1)2 + 24b4(a+ 1)(21a2 + 50a+ 21)− 2b3(69a4 + 604a3+

+ 1038a2 + 604a+ 69)− 2b2(a+ 1)(51a4 − 28a3 − 174a2 − 28a+ 51)+

+ 2b(a− 1)2(4a4 + 35a3 + 54a2 + 35a+ 4) + 2(a+ 1)(a− 1)4(2a2 + 3a+ 2).

Îòðèìàíî êðèâó C2, ÿêà ðîçáèâà¹ îáëàñòüD\D1 íà ïiäîáëàñòiD2, D3.Ó îáëà-

ñòi D3 ìà¹ìî ψ2(a, b) > 0, à îòæå, g1(a, b, µ) > 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ
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µ < µ2. Ó òîé æå ÷àñ, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè iç îáëàñòi D2 âèêîíóþòüñÿ íå-

ðiâíîñòi ψ1(a, b) > 0, ψ2(a, b) < 0, à çíà÷åííÿ

µ⋆ = −g10(a, b)
g11(a, b)

íàëåæèòü iíòåðâàëó (5.27). Âiäïîâiäíî, g1 > 0 ïðè µ < µ⋆ i g1 < 0 ïðè µ > µ⋆.

Ðèñ. 5.5. Ðîçáèòòÿ îáëàñòi D íà ïiäîáëàñòi.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ çíàêà âèðàçó g2 äîñëiäèìî éîãî çíàê íà ìåæi

µ = µ2. Îòðèìó¹ìî, ùî

g2(a, b, µ2) =
2(b(a+ 1)3 + (a− 1)2(a2 + 3a+ 1))(4b+ (a− 1)2)

a+ 1
> 0.

Îñêiëüêè g2 ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ïî µ, âîíà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

g2 > 0 äëÿ âñiõ µ < µ2, çîêðåìà, i íà iíòåðâàëi (5.27).

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹ìî âèðàç g3:

g3(a, b, µ2) = (a+1)b(16b2+7a2+50a+7)−(29a2+74a+29)b2+(a−1)2(4a2+9a+4).

Ïiñëÿ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî

g3(a, b, µ2) =
b

a+ 1
[16(b1 − b)2(1 + a)2 + (b1 − b)(61a3 + 103a2 + 71a+ 29)+

+ 52a4 + 77a3 + 28a2 + 35a+ 64] + (a− 1)2(4a2 + 9a+ 4) > 0.
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Òàêèì ÷èíîì, g3 > 0 äëÿ âñiõ µ íà iíòåðâàëi (5.27).

Ïðè µ > µ∗ âèêîíàíî íåðiâíiñòü Gα1
< 0. Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñòàòíüî

ìàëèõ çíà÷åííÿõ α2, α3 çíàê G çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì Gα1
. Òàêèì ÷èíîì, ïðè

äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ α2, α3 ôóíêöiÿ V (z1, z1, z2, z2, x5) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ,

à V ′ � âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà. Îòæå, óñi óìîâè äðóãî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî

ñòiéêiñòü ðóõó [41, 58] âèêîíàíi. Òîìó íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.34), à

îòæå i ñèñòåìè (5.30), àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Ïðè µ < µ∗ âèêîíàíî íåðiâíiñòü Gα1
> 0. Òîäi ó âèïàäêó α2 < 0, α3 < 0

ôóíêöiÿ V ′ � äîäàòíî âèçíà÷åíà, à ñàìà ôóíêöiÿ V � çíàêîçìiííà. Îòæå, óñi

óìîâè ïåðøî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü ðóõó âèêîíàíi i íóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.30) íåñòiéêèé.

5.5. ×èñåëüíèé ïðèêëàä

Ïðîiëþñòðó¹ìî îá÷èñëþâàëüíó ïðîöåäóðó íà ÷èñåëüíîìó ïðèêëàäi. Âi-

çüìåìî òî÷êó M3(0.5, 0.165) iç îáëàñòi D1. Äëÿ íå¨ îòðèìà¹ìî

µ1 = 0.3267, µ2 = 0.3366, µ⋆ = 0.2825, µ⋆ ̸∈ (µ1, µ2), κ2 = 0.0165.

Îáåðåìî µ = 0.33, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (5.27). Òîäi

V = z1z1 + α2z2z2 + α3x
2
5 + (0.6314− 10.3529α3)x5z1z1 + (0.4575α3 − 0.5215+

+ 0.1126i− 0.1655iα3)x5z1
2 + (0.4575α3 − 0.5215− 0.1126i+ 0.1655iα3)x5z

2
1+

+ (0.3072− 0.15i+ 0.0451α3 − 0.0382iα3)z1
4 + (0.0451α3 + 0.3072 + 0.15i+

+ 0.0382iα3)z
4
1 + (0.8961iα3 − 2.3542α3 − 2.2345 + 0.5367i)z1

3z1−

− (2.3542α3 + 2.2345 + 0.5367i+ 0.8961iα3)z
3
1z1,

V ′ = −0.0497α2z2z2 − 0.0248α3x
2
5 + (−0.003 + 0.6686α3)z

2
1z1

2 + V ′(3) + V ′(4),

äå V ′(3) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ïî íåêðèòè÷íèì çìiííèì, à V ′(4) ìà¹ ïîðÿäîê íå

íèæ÷å ïåðøîãî ïî íåêðèòè÷íèì çìiííèì.

Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ α2, α3 ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà äîäà-

òíî âèçíà÷åíà, à ¨¨ ïîõiäíà ìà¹ ïðîòèëåæíèé çíàê. Îòæå, ðóõ ñèñòåìè (5.30)

ïðè äàíîìó âèáîði ïàðàìåòðiâ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
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Âiçüìåìî òî÷êó M4(0.5, 0.16) iç îáëàñòi D2. Òîäi

µ1 = 0.3072, µ2 = 0.3466, µ⋆ = 0.3236, κ2 = 0.0326.

Çàóâàæèìî, ùî µ1 < µ⋆ < µ2. Îáåðåìî µ = 0.32 < µ⋆. Ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà

ìàòèìå âèãëÿä

V = z1z1 + α2z2z2 + α3x
2
5 + (0.3485α3 + 0.2826iα3 − 0.4707− 0.2082i)x5z

2
1+

+ (−0.4707 + 0.2082i+ 0.3485α3 − 0.2826iα3)x5z1
2 + (0.6057−

− 9.4814α3)x5z1z1 + (1.393iα3 − 1.9034 + 0.9494i− 1.609α3)z1
3z1+

+ (0.0096α3 − 0.0494iα3 + 0.197− 0.2429i)z1
4 + (−1.393iα3 − 1.609α3−

− 1.9034− 0.9494i)z31z1 + (0.0096α3 + 0.197 + 0.2429i+ 0.0494iα3)z
4
1,

V ′ = −0.0979α2z2z2 − 0.0487α3x
2
5 + (0.0004 + 1.1004α3)z

2
1z1

2 + V ′(3) + V ′(4).

Îáèðàþ÷è çíà÷åííÿ α2 i α3 âiä'¹ìíèìè, îòðèìó¹ìî ïîõiäíó ôóíêöi¨ Ëÿ-

ïóíîâà âiä'¹ìíî âèçíà÷åíó, à ñàìó ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà � çíàêîçìiííó. Òîáòî

çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü [58] ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.30)

íåñòiéêèé.

Îáåðåìî µ = 0.33 > µ⋆. Òîäi κ2 = 0.0435 i

V = z1z1 + α2z2z2 + α3x
2
5 − 0.4551x5z

2
1 + 0.3683ix5z

2
1α3 + 0.2890x5z

2
1α3+

+ 0.6123x5z1z1 − 9.7777α3x5z1z1 + 0.2816ix5z1
2 − 0.4551x5z1

2−

− 0.3683ix5z1
2α3 ++0.2890x5z1

2α3 − 0.2816ix5z
2
1 + (−1.7964− 1.2699i−

− 1.3346α3 − 1.8620iα3)z
3
1z1 + (−1.7964 + 1.2699i− 1.3346α3+

+ 1.8620iα3)z1z1
3 + (0.1238 + 0.3036i)z41 + (0.1238 + 0.3036i− 0.0141α3)z1

4,

V ′ = −0.1307α2z2z2 − 0.0650α3x
2
5 + (−0.001 + 1.5621α3)z

2
1z1

2 + V ′(3) + V ′(4).

Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ α2, α3 ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà i ¨¨ ïîõi-

äíà çàäîâiëüíÿþòü äðóãié òåîðåìi Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü. Îòæå, ðóõ, ÿêèé

äîñëiäæó¹òüñÿ, ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Âiçüìåìî òî÷êó M5(0.5, 0.14) iç îáëàñòi D3. Ïðè öüîìó âèáîði ïàðàìåòðiâ

ñèñòåìè ìà¹ìî

µ1 = 0.2352, µ2 = 0.3866, µ⋆ = 0.4482, κ2 = 0.0889.
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Îáåðåìî µ = 0.33 < µ⋆. Òîäi

V = z1z1 + α2z2z2 + α3x
2
5 + (0.3953iα3 − 0.0951α3 − 0.2461− 0.4827i)x5z

2
1+

+ (−0.3953iα3 − 0.0951α3 − 0.2461 + 0.4827i)x5z1
2 + (0.5302−

− 7.9999α3)x5z1z1 + (−1.5481iα3 − 0.6347− 1.7927i+ 0.5187α3)z1z
3
1+

+ (1.5481iα3 − 0.6347 + 1.7927i+ 0.5187α3)z1
3z1 + (−0.2004 + 0.2031i−

− 0.0359α3 − 0.0204iα3)z
4
1 + (0.0204iα3 − 0.2004− 0.2031i− 0.0359α3)z1

4,

V ′ = −0.2666α2z2z2 − 0.1307α3x
2
5 + (0.0426 + 2.1021α3)z

2
1z1

2 + V ′(3) + V ′(4).

Ïðè α2 < 0, α3 < 0 âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïåðøî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî íå-

ñòiéêiñòü.

Ìîæíà áà÷èòè, ùî ðîçãëÿíóòi ÷àñòêîâi âèïàäêè óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëü-

òàòàìè ï. 5.4.2.

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåíà çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü íåñè-

ìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó ïàðè ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Âñòàíîâëåíî, ùî ÿêùî âèêîíàíi óìîâè (5.26) � (5.28), òîäi ïðè µ > µ∗ ìà¹

ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.30), à îòæå i

àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðóõó, ùî äîñëiäæóâàâñÿ, à ïðè µ < µ∗ � íåñòiéêiñòü.
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5.6. Âèñíîâêè

Äî îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó âàðòî âiäíåñòè íàñòóïíi ïîëîæåííÿ.

1. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî âïëèâ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü îáåð-

òàíü âàæêîãî òâåðäîãî òiëà ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ íàâêîëî ãîëîâíî¨ îñi

iíåðöi¨, ùî ìiñòèòü öåíòð ìàñ.

2. Çíàéäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðóõó äà-

íî¨ ñèñòåìè, ÿêi íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ íà ðîçïîäië ìàñ ó òiëi, âåëè-

÷èíó øâèäêîñòi îáåðòàííÿ i êîåôiöi¹íò òåðòÿ.

3. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî íèæíüîãî ñòàíó âiäíîñíî¨ ðiâ-

íîâàãè ðóõ ñòà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì. Ïðè îáåðòàííi íàâêîëî âåðõ-

íüîãî ñòàíó ðiâíîâàãè âïëèâ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó ¹ äâî¨ñòèì � ãi-

ðîñêîïi÷íî ñòàáiëiçîâàíå îáåðòàííÿ òiëà ìîæå âòðà÷àòè âëàñòèâiñòü

ñòiéêîñòi, àëå ìîæå ñòàâàòè i àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì. Ïðèìiòíèì ¹ òîé

ôàêò, ùî îñòàííié åôåêò ñòàáiëiçàöi¨ ìîæëèâèé ëèøå äëÿ äèíàìi÷íî

íåñèìåòðè÷íîãî òiëà.

4. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ðóõó ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïóíîâèì âèïàä-

êó, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ, ùî

îïèñó¹ îáåðòàííÿ âàæêîãî ãiðîñêîïà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ äåì-

ïôóþ÷îãî ìîìåíòó, ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.
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ÇÀÊËÞ×ÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî íàóêîâå çàâäàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáó-

äîâè ôóíêöié Ëÿïóíîâà äëÿ êëàñiâ íåêîíñåðâàòèâíèõ íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì ó êðèòè÷íèõ çà Ëÿïóíîâèì âèïàäêàõ iç çàñòîñóâàííÿì äî äîñëiäæåí-

íÿ ñòiéêîñòi ðóõó äåÿêèõ ñèñòåì òâåðäèõ òië. Ïåðåðàõó¹ìî íàéáiëüø âàæëèâi

íàóêîâi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó äèñåðòàöi¨.

1. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè,

ÿêà îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîðÿä-

êó 2m + l, ìàòðèöÿ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ÿêî¨ ìà¹ m ïàð ÷èñòî óÿâíèõ i

l âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi íàëåæàòü âiäêðèòié ëiâié êîìïëåêñíié ïiâïëî-

ùèíi, à íåëiíiéíà ÷àñòèíà ñèñòåìè ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä. Çàïðîïî-

íîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè çàçíà÷åíîãî

âèãëÿäó ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó äâîõ ïàð ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ. Äàíèé

ïiäõiä âèäà¹òüñÿ áiëüø ïðîñòèì, íiæ âiäîìèé ìåòîä çâåäåííÿ.

2. Ó ïiäðîçäiëi 3.1.2 óïåðøå ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî äâi òåîðåìè, ùî

äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü òðèâi-

àëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè äàíîãî ñïåöiàëüíîãî âèäó.

3. Ó ïiäðîçäiëi 3.1.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè ïî-

äâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, äî ÿêîãî ïðè¹äíàíî äèíàìi÷íèé

ïîãëèíà÷ êîëèâàíü. Ïîêàçàíî, ùî äîäàâàííÿ îñòàííüîãî äî ñèñòåìè

ðîáèòü íèæíié ñòàí ðiâíîâàãè àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

4. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 óïåðøå êîíñòðóêòèâíî ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà

äëÿ ñòiéêî¨ êîìïîíåíòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðîçâ'ÿ-

çàíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ñòàíó ðiâíîâàãè ìàÿòíèêîâîãî îñöèëÿòîðà ç

ïðè¹äíàíèì äî íüîãî äèíàìi÷íèì àáñîðáåðîì. Ç'ÿñîâàíî, ùî äîäàâà-

ííÿ àáñîðáåðà ó äàíîìó âèïàäêó âåäå äî ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ.
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5. Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ó âèïàäêó ïîäâiéíîãî ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ïîêàçàíî,

ùî ïðè¹äíàííÿ àáñîðáåðà çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü ðóõó.

Îïèñàíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïòèìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ àáñîðáåðà.

6. Ó ïiäðîçäiëàõ 4.2, 4.3 òà 4.4 äîñëiäæåíî âïëèâ ñòðóêòóðè ñèë íà ñòié-

êiñòü ðóõó ëiíiéíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè òà

îòðèìàíî îöiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äàíî¨

ñèñòåìè äëÿ êîíêðåòíèõ âèïàäêiâ, ùî äà¹ çìîãó îöiíèòè øâèäêiñòü

çàãàñàííÿ çáóðåíèõ ðóõiâ.

7. Ó ïiäðîçäiëi 5.2 îòðèìàíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêîïà, ùî çíàõî-

äèòüñÿ ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó. À ó ïiäðîçäiëi 5.3 çðîáëåíî

îöiíêó âïëèâó äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü ðóõó ãiðîñêîïà.

8. Ó ïiäðîçäiëi 5.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ñòiéêîñòi ó êðèòè÷íîìó çà Ëÿïó-

íîâèì âèïàäêó, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíîãî íà-

áëèæåííÿ, ùî îïèñó¹ ðóõ íåñèìåòðè÷íîãî ãiðîñêàïà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ

ïiä äi¹þ äåìïôóþ÷îãî ìîìåíòó, ìà¹ ïàðó ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Òàêèì ÷èíîì, äîñÿãíóòà ãîëîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè i ðîçâ'ÿçàíi

óñi ïîñòàâëåíi çàâäàííÿ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìàþòü â îñíîâíîìó òåîðåòè÷íå

çíà÷åííÿ. Âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨

ñòiéêîñòi íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.
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