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Загальна характеристика роботи

Актуальнiсть теми. Дослiдження розподiлiв випадкових
процесiв та їх граничних функцiоналiв було, i залишається, акту-
альним напрямком розвитку теорiї випадкових процесiв. Останнiм
часом iнтерес до цих задач iстотно зрiс в зв’язку з їх застосуванням
в теорiї ризику, в теорiї надiйностi, теорiї масового обслуговуван-
ня та в теорiї зберiгання запасiв. В прикладних галузях постановки
класичних граничних задач пов’язанi з немонотонними складними
процесами Пуассона зi стрибками одного знаку. Першi дослiдження
таких граничних задач проводилися в роботах Ф. Лундберга, Г. Кра-
мера, В. Феллера, Н. Прабху. Узагальненню цих задач присвяченi
роботи А. А. Боровкова, Б. А. Рогозiна (1972 – 1986), В. С. Ко-
ролюка (1974, 1975), С. Асмуссена (1989, 1994), М. С. Братiйчука,
Д. В. Гусака (1990), Д. В. Гусака (1998, 2007), Є.В. Карнауха (2007).

За останнi роки в рiзних прикладних галузях проводяться iн-
тенсивнi дослiдження таких узагальнень класичної моделi, в яких
використовуються напiвмарковськi процеси, випадковi блукання та
процеси в марковському середовищi. Деякi некласичнi моделi тео-
рiї ризику враховують можливiсть змiни середовища, що обумов-
лює вiдповiдний вибiр бiльш загальних класiв процесiв. При такому
виборi бажано, щоб для дослiдження узагальнених процесiв можна
було використовувати аналоги методiв, розроблених для вiдповiдних
процесiв без урахування впливу середовища. Такi умови задовольня-
ють процеси з незалежними приростами в марковському середовищi
або процеси, заданi на ланцюгу Маркова.

Процеси з незалежними приростами є одним з найбiльш вивчених
об’єктiв теорiї ймовiрностей, що пояснюється як можливiстю отри-
мання точних розв’язкiв багатьох задач, так i широким спектром
практичих застосувань. Фундаментальними роботами, в яких були
дослiдженi основнi властивостi процесiв з незалежними приростами,
є роботи А. В. Скорохода (1964), Л. Такача (1971), I. I. Гiхмана та
А. В. Скорохода (1973).

Важливим питанням для практичних задач є поняття про роз-
подiл граничних функцiоналiв вiд процесiв з незалежними приро-
стами та вiд сум незалежних однаково розподiлених випадкових ве-
личин. Задачi про вивчення розподiлiв граничних функцiоналiв для
процесiв ще називають граничними задачами для випадкових про-
цесiв або блукань. Такi граничнi задачi розглядались в роботах
А. В. Скорохода (1964), Б. А. Рогозина та Є. А. Печерського (1969),
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В.С. Королюка (1976), В.С. Королюка, М.С. Братiйчука, Б. Пирджа-
нова (1987), М. С. Братiйчука та Д. В. Гусака (1990, 2011), Є. В. Кар-
науха (2007, 2010), В. I. Лотова (2013).

При дослiдженнi задач, пов’язаних з розподiлом граничних функ-
цiоналiв використовується багато рiзних методiв, якi можна умовно
подiлити на прямi (iмовiрнiснi) та аналiтичнi. До прямих методiв
вiдносяться комбiнаторний метод, який викладений в монографiях
А. В. Скорохода (1964) та Л. Такача, а також метод теорiї вiднов-
лення, який наведений в монографiї В. Феллера (1984). При дослiд-
женнi граничних функцiоналiв виникають рiзницево-iнтегральнi або
iнтегро-диференцiальнi рiвняння, якi можна розв’язувати прямими
i наближеними методами. Проте бiльш привабливим є одержання
точних формул. При умовi неперервного перетину рiвня ефектив-
ним є резольвентний метод, який детально викладений в роботах
В. С. Королюка, В. Н. Супруна, В. М. Шуренкова (1976), В. С. Ко-
ролюка, М. С. Братiйчука, Б. Пирджанова (1987), М. С. Братiйчука
та Д. В. Гусака (1990).

Важливим аналiтичним методом дослiдження розподiлiв гранич-
них функцiоналiв є факторизацiйний метод, що базується на iдеї
про факторизацiю аналiтичної функцiї, який викладений в роботах
В. А. Малишева (1976) А. А. Боровкова (1986), М. С. Братiйчука та
Д. В. Гусака (1990). Його широке використання викликано тим, що
ним можна користуватися без iстотних обмежень на процес.

Факторизацiйнi методи в граничних задачах для звичайних ви-
падкових блукань та процесiв отримали своє продовження та мат-
ричне узагальнення для випадкових блукань та процесiв на ланцю-
гах Маркова в роботах Х. Д. Мiллера (1962), Й. Кейлсона (1967),
К. Арндта (1980, 1982), А. А. Боровкова (1984), В.С. Королюка,
М.С. Братiйчука, Б. Пирджанова (1987), В. С. Лугавова, Б. А. Рого-
зiна (1988 – 2012), В. I. Лотова, Н. Г. Орлової (1989, 2006), Д. В. Гу-
сака (1998, 2007, 2011, 2014).

Для гратчастих пуасонiвських процесiв на ланцюгу Маркова
ми використовуємо матричну основну факторизацiйну тотожнiсть
g(s, z) = Ezζ(θs) = s(sI−K(z))−1:

g(s, z) =

{
Ezξ

+(θs)P−1
s Ezξ(θs)−ξ+(θs),

Ezξ
−(θs)P−1

s (s, z)Ezξ(θs)−ξ−(θs)

i розглядаємо обидва розклади. В роботах В. I. Лотова, Н. Г. Орло-
вої (2004 – 2006) для випадкових блукань Sn на ланцюгу Маркова
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(iз стрибками на його переходах) наводиться iмовiрнiсна iнтерпри-
тацiя лише для перших компонент факторизацiї. При вивченнi та-
ких функцiоналiв як число перетинiв додатного (вiд’ємного) рiвня
В. I. Лотовим, Н. Г. Орловою (2005, 2006), В. С. Лугавовим (1988) ви-
користовуються першi множники факторизацiї А. А. Боровкова або
у термiнах генератрис початкових сходинкових висот {τ±(0), γ±(0)}.

Найбiльш вивченим видом однорiдних процесiв з незалежними
приростами є складнi пуасонiвськi процеси зi стрибками одного зна-
ку. Цi процеси в теорiї ризику використовуються в змiнi капiталу
компанiї. При цьому стрибки процесу трактуються як вимоги, що
мають показниковий розподiл. Проте такi процеси часто не досить
точно описують модель реального процесу. Тому розглядають також
узагальнення цих процесiв, описанi в роботах С. Асмусена (2000). В
роботах H. Nyrhinen (2001), J. Cai (2002), J. Cai, D. C. M. Dickson
(2004), W. Wei, Y. Hu (2008) розглядаються моделi ризику з дис-
кретним часом i багатократним перестраховуванням, з ускладнени-
ми узагальненнями класичних процесiв ризику.

У випадку не дискретного часу за умови неперервного перети-
ну рiвня розподiли граничних функцiоналiв були розглянутi в робо-
тах Д. В. Гусака та С. I. Пересипкiної (1974), Д. В. Гусака (1998),
С. Асмуссена (2000), В. С. Лугавова (2003, 2012), Є. В. Карнауха
(2007, 2008), а у гратчастому випадку з перетином рiвня тiльки оди-
ничними стрибками – Д. В. Гусаком та А. I. Туренiязовою (1987).
Важливою властивiстю марковських адитивних процесiв є те, що
для них можна узагальнити методи дослiдження розподiлiв гранич-
них функцiоналiв, розробленi для скалярних однорiдних процесiв з
незалежними приростами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана в Державному вищому навчальному закладi
“Ужгородський нацiональний унiверситет” на кафедрi теорiї ймовiр-
ностей i математичного аналiзу в рамках держбюджетної дослiдни-
цької теми «Розробка i дослiдження нових методiв моделювання ви-
падкових процесiв i полiв та розв’язкiв рiвнянь математичної фiзи-
ки», номер державної реєстрацiї 0115U001101.

Мета та задачi дослiдження. Основним завданням роботи є
вивчення вигляду компонент матричної основної факторизацiйної
тотожностi та розподiлiв функцiоналiв для гратчастих майже напiв-
неперервних процесiв, заданих на ланцюгу Маркова. Мета дослiд-
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ження полягає у подальшому вивченi розподiлу граничних функцiо-
налiв цих процесiв за допомогою методу факторизацiї. Для досяг-
нення поставленої мети розглядаються наступнi задачi:

• дослiдження основних властивостей майже напiвнеперервних
процесiв, заданих на ланцюгу Маркова;

• встановлення вигляду компонент матричної основної фактори-
зацiйної тотожностi для майже напiвнеперервних цiлочислових
процесiв, заданих на ланцюгу Маркова;

• вивчення граничної поведiнки компонент матричної основної
факторизацiйної тотожностi дослiджуваних процесiв;

• дослiдження властивостей матриць Z−1
s , R−1

s , Z(s),R(s) та їх
поведiнки при s → 0;

• доведення тверджень про спiльну генератрису перестриб-
кових функцiоналiв та про їх маргiнальнi генератриси
{τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3;

• вивчення граничних розподiлiв перестрибкових функцiоналiв
{τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3 для введених процесiв при x → 0 та
x → ∞.

Об’єкт i предмет дослiдження. Об’єктом дослiдження дисер-
тацiйної роботи є цiлочисловi майже напiвнеперервнi процеси заданi
на ланцюгу Маркова. Предметом дослiдження є граничнi задачi для
визначених функцiоналiв розглянутих процесiв.

Методи дослiдження. В роботi використовується аналiтичний
апарат теорiї випадкових процесiв та факторизацiйно-проекцiйний
метод.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiї от-
римано новi теоретичнi результати, основними iз яких є наступнi:

• дослiджено основнi властивостi класу майже напiвнеперервних
процесiв, заданих на ланцюгу Маркова, що є узагальненим ти-
пом напiвнеперервних процесiв;
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• знайдено конкретизованi зображення компонент матричної фак-
торизацiї, а саме основної факторизацiйної тотожностi, для цьо-
го класу процесiв;

• встановленi спiввiдношення для дограничних (s > 0) та гра-
ничних (s → 0) розподiлiв екстремумiв i їх доповнень;

• встановлено спiввiдношення для генератрис перестрибко-
вих функцiоналiв звичайних гратчастих пуассонiвських про-
цесiв (m = 1) через нульовий та нескiнченно вiддалений рiвень
для довiльного знаку середнього значення процесу;

• встановлено спiввiдношення для матричних генератрис пере-
стрибкових функцiоналiв гратчастих пуассонiвських процесiв
на ланцюгу Маркова;

• отримано спiввiдношення для матричних генератрис перестриб-
кових функцiоналiв через нульовий та нескiнченно вiддалений
рiвень.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Всi отриманi в дисертацiйнiй
роботi результати мають теоретичне значення та практичне засто-
сування в теорiї ризику, теорiї масового обслуговування та iнших
галузях, в яких використовуються марковськi адитивнi процеси.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної
роботи отриманi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї
здобувач опублiкував шiсть робiт, з них двi разом з науковим керiв-
ником доктором фiзико-математичних наук, професором Д. В. Гуса-
ком, в яких Д. В. Гусаку належить постановка задач i вибiр методу
дослiдження та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйно-
го дослiдження доповiдались та обговорювалися на слiдуючих кон-
ференцiях та семiнарах:

• Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, Україна, 20-
26 лютого 2012);
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• Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Математика. Iн-
формацiйнi технологiї. Освiта” (Луцьк – Свiтязь, 7-9 вересня
2012);

• Всеукраїнської наукової конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, Україна, 25
лютого - 3 березня 2013);

• XV мiжнароднiй науковiй конференцiя iм. академiка Михайла
Кравчука (Київ, 15-17 травня 2014);

• IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi
вiд дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня - 5 липня
2014);

• International Conference Dedicated to the 80th Anniversary of
Prof. A. Ya. Dorogovtsev “Stochastic Processes in Abstract Spaces”
(Kyiv, 14-16 October, 2015);

• Мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї “Методика ви-
кладання та методи дослiдження в математицi” (Берегове, 21-
23 квiтня, 2016);

• Науковому семiнарi “Исчисление Маллявена и его приложения”
Iнститута математики НАН України пiд керiвництвом доктора
фiз.-мат. наук, професора А. А. Дороговцева (2012, 2014);

• Мiжкафедральному науковому семiнарi математичного факуль-
тету державного вищого навчального закладу “Ужгородський
нацiональний унiверситет”, пiд керiвництвом доктора фiз.-мат.
наук Г. I. Сливки-Тилищак (2017).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi в шести стат-
тях, двi з яких в журналах, що iндексуються в наукометричнiй базi
Scopus, i в сiмох збiрках тез конференцiй, п’ять з яких є мiжнарод-
ними.

Структура диссертацiї. Диссертацiйна робота складається iз
анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, якi розбитi на пiдроздiли, та вис-
новкiв до них, списку використаних джерел та додатку. Повний обсяг
роботи займає 179 сторiнок, список використаних джерел займає 14
сторiнок i мiстить 99 найменувань.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,

визначено мету i сформульовано задачi дослiдження, а також ви-
свiтлено наукову новизну отриманих результатiв. Наведено вiдомостi
про апробацiю роботи та публiкацiї.

Перший роздiл присвячений викладенню основних початкових
вiдомостей та введенню необхiдних матричних позначень. Спочат-
ку наводиться конструктивне означення гратчастого пуассонiвсько-
го процесу з умовно незалежними приростами, заданого на ланцюгу
Маркова.

Нехай Y(t) = {ξ(t), x(t)} двовимiрний марковський процес зi зна-
ченнями в фазовому просторi {Z×E} заданий на {Ω, F , P}. Припу-
стимо, що x(t) – скiнченний ергодичний ланцюг Маркова iз множи-
ною станiв E = {1, ...,m} та матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = eQt, Q = N(P− I),

де N = ∥δkrnk∥k,r∈E, {nk > 0, k ∈ E} – параметри показниково роз-
подiлених випадкових величин ζk (час перебування x(t) в станi k).
Матриця P = ∥pkr∥k,r∈E, pkr = P{x(σn + 0) = r/x(σn) = k} є мат-
рицею перехiдних iмовiрностей вкладеного ланцюга yn = x(σn + 0)
зi стацiонарним розподiлом π = (π1, π2, ..., πm), де σn - момент n-ої
змiни стану x(t), Q - iнфiнiтезимальна (твiрна) матриця.

Нехай {ξn(t)}mn=1 сукупнiсть пуассонiвських процесiв з довiль-
ним розподiлом стрибкiв у Z\{0} та послiдовнiсть незалежних су-
купностей однаково розподiлених цiлозначних випадкових величин
{χ(n)

kr }n≥1 (k, r ∈ E), що не залежать вiд ξr(t) та x(t), i розподiл стриб-
кiв на переходах ланцюга Маркова x(t), f(x) = ∥pkrP{χkr = x}∥k,r∈E,
f̃(z) = ∥pkrEzχkr∥, f̃(1) = P. Компонента ξ(t) – процес з умовно
незалежними приростами △ξ(t)

.
= △ξk(t), якщо x(t) знаходиться

в k-му станi. Λ = ∥δkrλk∥k,r∈E , δkr = I{k=r}, де λk - iнтенсивно-
стi стрибкiв пуассонiвських процесiв {ξk(t)}mk=1 з розподiлом p(x) =

∥δkrP{ξ(1)k = x}∥k,r∈E. Розподiл 1-го сумарного стрибка процесу ξ(t)
на ланцюгу Маркова позначимо через Π0(x) = Λp(x) +Nf(x).

Введений таким чином процес Y(t) = {ξ(t), x(t)} називається
складним гратчастим процесом Пуассона з незалежними прироста-
ми, заданим на скiнченному ланцюгу Маркова.

Еволюцiя процесу Y(t) визначається матричною твiрною функ-
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цiєю (т. ф.) та кумулянтою

gt(z) = Ezξ(t) = etK(z), |z| = 1,

K(z) = lnEzξ(1) =
∑
x ̸=0

(zx − 1)Π0(x) + Q,K(1) = Q.

Означення 1.1.2. Процес Y(t), заданий на ланцюгу Маркова,
називається майже напiвнеперервним зверху, якщо компонента ξ(t)
перетинає додатний рiвень лише додатними геометрично розподiле-
ними стрибками, тобто кумулянта якого має вигляд

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I]+

+Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x) + N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) + Q,

або

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I] +Λ2[p̃ 2(z)− I] + N[̃f(z)− P] + Q,

де C = ∥δkrck∥, 0 < ck < 1, ck – параметри геометрично розподiлених
додатних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m, Λ = Λ1+Λ2,
де Λ1 – матриця iнтенсивностей додатних стрибкiв пуассонiвських
процесiв {ξk(t)}mk=1 з розподiлом p1(x), Λ2 – матриця iнтенсивностей
вiд’ємних стрибкiв пуассонiвських процесiв {ξk(t)}mk=1 з розподiлом
p2(x).

Означення 1.1.3. Процес Y(t), заданий на ланцюгу Маркова,
називається майже напiвнеперервним знизу, якщо компонента ξ(t)
перетинає вiд’ємний рiвень лише вiд’ємними геометрично розподiле-
ними стрибками, тобто кумулянта якого має вигляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x)+

+Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] + N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) + Q,

або

K(z) = Λ1[p̃1(z)− I] +Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] + N[̃f(z)− P] + Q,
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де B = ∥δkrbk∥, 0 < bk < 1, bk – параметри геометрично розподiлених
вiд’ємних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m.

Розглянемо вiдповiдно показниково та геометрично розподiленi
випадковi величини θs, ν̃ε. Тодi генератриса ξ(θs) та матриця пере-
ходу записуються

g(s, z) = s(sI− K(z))−1, Ps = s(sI−Q)−1.

Введемо позначення функцiоналiв для ξ(t), що характеризують
екстремуми процесу на iнтервалi [0, t] та їх доповнення:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(u), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t),

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(u), ξ̌(t) = ξ(t)− ξ−(t),

та абсолютнi екстремуми ξ± = sup(inf)0≤u≤∞ξ(u).
Розподiли екстремумiв процесу та їх генератриси в момент θs по-

значимо

P+(s, x)=P{ξ+(θs) < x}=∥P{ξ+(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+,

P+(s, x)=P{ξ̌(θs) < x}=∥P{ξ̌(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+,

P−(s, x)=P{ξ−(θs) < x}, P−(s, x)=P{ξ(θs) < x}, x ∈ Z−,

p±
x (s) = P{ξ±(θs) = x} = ∥P{ξ±(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z±,

p̌+
x (s) = P{ ξ̌(θs) = x}, x ∈ Z+, p̌−

x (s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z−,

px(s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z,

p±(s) = P{ξ±(θs) = 0}, p−(s) = P{ξ(θs) = 0}, p+(s) = P{ ξ̌(θs) = 0},

q±(s) = P{± ξ±(θs) > 0} = Ps − p±(s),

q−(s) = P{ξ(θs) < 0} = Ps−p−(s), q+(s) = P{ ξ̌(θs) > 0} = Ps−p+(s),

p∗
±(s) = p±(s)P

−1
s , p±

∗ (s) = P−1
s p±(s),

q∗
±(s) = q±(s)P

−1
s = I− p∗

±(s), q±
∗ (s) = P−1

s q±(s) = I− p±
∗ (s),

g±(s, z) = Ezξ
±(θs),g+(s, z) = Ez ξ̌(θs),g−(s, z) = Ezξ(θs).
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Визначимо операцiї проектування

[R̃(z)]+=
+∞∑
x=1

zxRx, [R̃(z)]−=
−∞∑
x=−1

zxRx, [R̃(z)]0+=
+∞∑
x=0

zxRx,

[R̃(z)]0−=

0∑
x=−∞

zxRx, R̃(z)=[R̃(z)]++[R̃(z)]0−=[R̃(z)]−+[R̃(z)]0+.

Надалi припускається, що виконується умова E|ξ(t)| < ∞.
В пiдроздiлi 1.1 наведено матричний аналог основної факториза-

цiйної тотожностi, яка в матричному випадку є двоїстою.
Теорема 1.1.1. Для двовимiрного процесу Y(t) = {ξ(t), x(t)}

при s > 0 має мiсце матрична основна факторизацiйна тотожнiсть
на | z |= 1:

g(s, z) = E zξ(θs) =

{
g+(s, z)P

−1
s g−(s, z),

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z).

В другому роздiлi отримано твердження про уточнення компо-
нент матричної факторизацiйної тотожностi (дограничнi та гранич-
нi). Основними результатами пiдроздiлу 2.1 є теореми, якi мiстять
уточнення розподiлiв та генератрис екстремумiв та їх доповнень для
майже напiвнеперервних зверху (знизу) процесiв, заданих на скiн-
ченному ланцюгу Маркова, за якими хвости розподiлiв максимуму
та доповнення до мiнiмуму (мiнiмуму та доповнення до максимуму)
мають геометричне представлення.

Теорема 2.1.1. Для майже напiвнеперервного зверху процесу
ξ(t) на ланцюгу Маркова x(t) генератриса та розподiл максимуму
ξ+(θs) визначаються спiввiдношеннями

g+(s, z) = (I−Cz)[I− Z−1
s z]−1p+(s),

p+
x (s) = (I−CZs)Z

−x
s p+(s), x ∈ Z+,

p+(s) = (I− Z−1
s )(I−C)−1Ps,

q+(s) = (Z−1
s −C)(I−C)−1Ps,

P+(s, x) = (Z−1
s −C)Z−x

s (I−C)−1Ps, x ∈ Z0
+.
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Генератрису доповнення до максимуму ξ(θs) можна виразити через
генератрису вiд’ємних значень процесу та матричний параметр гео-
метричного розподiлу Z−1

s :

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0−+

+(Z−1
s −C)z(I−Cz)−1E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0]),

p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s)+

(C− Z−1
s )C x−1E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x]), x ∈ Z−

0 ,

де Z−1
s = q+(s)P

−1
s + p+(s)P

−1
s C.

Теорема 2.1.2. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв ге-
нератриса та розподiл доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) визначаються
спiввiдношеннями

g+(s, z) = p+(s)[I−R−1
s z]−1(I−Cz),

p̌+
x (s) = p+(s)R−x

s [I−RsC ], x ∈ Z+,

p+(s) = Ps(I−C)−1(I−R−1
s ),

q+(s) = Ps(I−C)−1(R−1
s −C),

P
+
(s, x) = Ps(I−C)−1R−x

s (R−1
s −C), x ∈ Z0

+.

Генератрису мiнiмуму ξ−(θs) можна виразити через генератрису вiд’ємних
значень процесу та матричний параметр R−1

s

g−(s, z) =
(
[g(s, z)]0− +E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0]·

·(I−Cz)−1z(R−1
s −C)

)
(p+(s))−1Ps,

p−
x (s) = [px(s) +E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x]·

·C x−1(C−R−1
s )](p+(s))−1Ps, x ∈ Z−

0 ,

де R−1
s = P−1

s q+(s) +CP−1
s p+(s).

Теорема 2.1.5. Для майже напiвнеперервного знизу процесу, за-
даного на ланцюгу Маркова генератриси екстремумiв та їх розподiли
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визначаються спiввiдношеннями мiнiмуму ξ−(θs):

g−(s, z) = (zI−B)(zI− Z(s))−1p−(s),

p−
x (s) = (Z(s)−B)

(
Z(s)

)−x−1
p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Z(s))(I−B)−1Ps,

q−(s) = (Z(s)−B)(I−B)−1Ps,

P−(s, x)=(Z(s)−B)
(
Z(s)

)−x
(I−B)−1Ps, x∈Z0

−.

Генератриса доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) виражається через гене-
ратрису додатних значень ξ(θs) та матричний параметр геометрич-
ного розподiлу Z(s) = q−(s)P

−1
s + p−(s)P

−1
s B:

g+(s, z) = Ps(p−(s))
−1([g(s, z)]0++

+(Z(s)−B)z(I−Bz)−1E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0]),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s)+

+(Z(s)−B)B−x−1E[B ξ(θs), ξ(θs) > x]), x ∈ Z+
0 .

Для доповнення до максимуму ξ(θs) маємо:

g−(s, z) = p−(s)[zI−R(s)]−1(zI−B),

p̌−
x (s) = p−(s)(R(s))−x−1(R(s)−B), x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I−B)−1(I−R(s)),

q−(s) = Ps(I−B)−1(R(s)−B),

P−(s, x)=Ps(I−B)−1
(
R(s)

)−x
(R(s)−B), x∈Z0

−.

Генератриса максимуму ξ+(θs) виражається через генератрису до-
датних значень ξ(θs) та матричний параметр геометричного розподi-
лу R(s) = P−1

s q−(s) +BP−1
s p−(s)

g+(s, z) = ([g(s, z)]0+ +E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0])·
·(zI−B)−1(R(s)−B))(p−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s) +E[B ξ(θs), ξ(θs) > x])·

·B−x−1(B−R(s)))(p−(s))−1Ps, x ∈ Z+
0 .
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Теореми 2.1.1 – 2.1.2 та теорема 2.1.5, а також матрична основна
факторизацiйна тотожнiсть, дозволяють отримати твердження для
пар {g+(s, z), g

−(s, z)} i {g−(s, z), g
+(s, z)} виразити “непростi” ге-

нератриси розподiлiв.
В пiдроздiлi 2.2 отримано твердження про розподiли абсолютних

екстремумiв та їх доповнень в залежностi вiд знаку m0
1.

Зокрема в теоремi 2.2.2 встановлено, що для майже напiвнепере-
рвного зверху процесу ξ(t) заданого на ланцюгу Маркова x(t) при
|z| ≥ 1 маємо:

1. при 0 < m0
1 < ∞, генератриса ξ− виражається через обернення

кумулянти K(z), а розподiл ξ̌ вироджений;

2. при −∞ < m0
1 < 0, розподiл ξ− вироджений, а розподiл ξ̌ неви-

роджений i виражається дробово-лiнiйною функцiєю

g+(z) = p+[I−R−1
0 z]−1(I−Cz),

p+ = P{ξ̌ = 0} = P0p
+
∗ (0) = P0(I−C)−1(I−R−1

0 ),

де R−1
0 = q+

∗ (0) +Cp+
∗ (0);

3. при m0
1 = 0, розподiли ξ−, ξ̌ виродженi.

В теоремi 2.2.3 встановлено, що для майже напiвнеперервного
зверху процесу ξ(t) заданого на ланцюгу Маркова x(t) при |z| ≥ 1
маємо:

1. при 0 < m0
1 < ∞, генератриса ξ = lim

s→0
(ξ(θs) − ξ+(θs)) визна-

чається через кумулянту K(z), а ξ+ має вироджений розподiл;

2. при −∞ < m0
1 < 0, розподiл ξ вироджений, а генератриса ξ+

визначається дробово-лiнiйною функцiєю

g+(z) = (I−Cz)[I− Z−1
0 z]−1p+,

p+ = P{ξ+ = 0} = p∗
+(0)P0 = (I− Z−1

0 )(I−C)−1P0,

де Z−1
0 = q∗

+(0) + p∗
+(0)C;

3. при m0
1 = 0, розподiли ξ, ξ+ виродженi.
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У випадку майже напiвнеперервного знизу процесу на ланцюгу
Маркова мають мiсце аналогiчнi твердження i поняття.

В пiдроздiлi 2.3 доведено стацiонарнiсть матриць R(0), R−1
0 .

Третiй роздiл присвячений вивченню розподiлiв перестрибкових
функцiоналiв для пуассонiвських процесiв у незмiнному середовищi
(m = 1). В пiдроздiлi 3.1 наведено основнi твердження та спрощення
позначень для пуассонiвських процесiв ξ(t) в скалярному випадку, а
також розглядається цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,
ξ(0) = 0} з кумулянтою

k(z) = λ1(p1(z)− 1) + λ2
1− z

z − b
(0 < b < 1, λ1, λ2 > 0), |m0

1| < ∞.

Основна факторизацiйна тотожнiсть для генератриси g(s, z) =
Ezξ(θs) = s

s−k(z) , |z| = 1, має простий вигляд g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z),

де g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1).

Позначимо функцiонали, однаковi для скалярного i матричного
випадку, пов’язанi з перетином рiвня x ∈ Z+

0 :

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = γ1(x) = ξ(τ+(x))− x,

γ+(x) = γ2(x) = x− ξ(τ+(x)− 0), γ+
x = γ3(x) = γ+(x) + γ+(x).

В пiдроздiлах 3.2 – 3.3 отримано спiввiдношення для генератрис
введених функцiоналiв через рiвень x = 0 для всiх значень m0

1 =
Eξ(1) та σ2

1 = Dξ(1) < ∞ i встановлено спiввiдношення для γk(∞)
при всiх знаках m0

1 ≥ 0.
Теорема 3.2.1 Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t)

генератриси перестрибкiв мають вигляд

1. Якщо m0
1 = 0, то

E [u
γ1(0)
1 ] = [bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)](λ1b+ λ2)
−1,

E [u
γ2(0)
2 ] = [bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)](λ1b+ λ2)

−1,

E [u
γ3(0)
3 ] = [bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)](λ1b+ λ2)
−1,

де Π̃+
0 (z)=λ1p̃1(z), Π̃(z)=

∞∑
r≥0

zrΠ(r),Π(r)=
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k),Π(0)=

λ1, a1(1, u1) = u1Π̃(u1), a2(1, u2) = Π̃(u2), a3(1, u3) = λ1u3p̃
′
1(u3).
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2. Якщо m0
1 < 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)],

E [u
γ2(0)
2 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)],

E [u
γ3(0)
3 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)].

3. Якщо m0
1 > 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u1) + (z0 − b)a1(z0, u1)],

E [u
γ2(0)
2 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ(0) + (z0 − b)a2(z0, u2)],

E [u
γ3(0)
3 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u3) + (z0 − b)a3(z0, u3)],

де a1(z, u1) =
u1

u1−z (Π̃
+
0 (u1)− Π̃+

0 (z)), a2(z, u2) =
1

1−zu2
(Π̃+

0 (1)−
Π̃+

0 (zu2)), a3(z, u3) =
1

1−z (Π̃
+
0 (u3)− Π̃+

0 (zu3)).

Теорема 3.3.1. Якщо процес ξ(t) майже напiвнеперервний знизу,
тодi

1. Якщо m0
1 = 0, то

E u
γ1(∞)
1 =

[
bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
(p̃ ′

1(u1)− p̃ ′
1(1))

]
1

σ2
1(1− b)

,

E u
γ2(∞)
2 =

[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
] 1

σ2
1(1− b)

,

E u
γ3(∞)
3 =λ1

[
bu3p̃

′
1(u3)+

1− b

2
u2
3p̃

′′
1(u3)

]
1

σ2
1(1− b)

.

2. Якщо m0
1 > 0, тодi

E u
γ1(∞)
1 =p−z

−1
0 [ba1(1, u1)+(z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0
]
1

m0
1

,

E u
γ2(∞)
2 =p−[bΠ̃(u2) +

z0 − b

z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
]
1

m0
1

,

E u
γ3(∞)
3 =p−z

−1
0 [ba3(1, u3)+(z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z
−1
0 , u3z0)

1− z0
]
1

m0
1

.
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3. Якщо m0
1 < 0, тодi умовнi генератриси

E
[
u
γ1(∞)
1 |τ+(∞) < ∞

]
=[bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
·

· (p̃ ′
1(u1)− p̃ ′

1(1))]m−(1),

E
[
u
γ2(∞)
2 |τ+(∞) < ∞

]
=
[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
)
]m−(1),

E
[
u
γ3(∞)
3 |τ+(∞) < ∞

]
=λ1[bu3p̃

′
1(u3) +

1− b

2
u2
3p̃

′′
1(u3)]m−(1),

де m−(1) = p′−(0)[Eξ+]−1.

В четвертому роздiлi отримано спiввiдношення для твiрного пе-
ретворення спiльної генератриси функцiоналiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ

+
x }

та деякi допомiжнi твердження, згiдно з якими отримується
Теорема 4.2.1. Якщо Y (t) майже напiвнеперервний знизу про-

цес з на ланцюгу Маркова, тодi

1. При m0
1 > 0,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a1(1, u1)+

+(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux
1 − (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π(x)

]
,

E[u
γ2(∞)
2 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a2(1, u2)+

+(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux
2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
,

E[u
γ3(∞)
3 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a3(1, u3)+

+(p−
∗ (0))

−1(I−B)−1
∞∑
x=1

∞∑
l=x+1

(
ul
2I− (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
,

де m+(1) =
1

m0
1
P0, R(0) = q∗

−(0)+Bp∗
−(0), Π(x) =

∑
l≥x+1

Π+
0 (l),
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Π+
0 (l) = Λ1p1(l) +Nf(l), a1(1, u1) =

u1

u1−1 (Π̃
+
0 (u1)− Π̃+

0 (1)),

a2(1, u2) = Π̃(u2),a3(1, u3) = u3(Π̃
+
0 (u3))

′.

2. При m0
1 = 0, σ2

0 < ∞,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m0(1)

[
a1(1, u1)+

(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux
1 − (R(0))x

)
(I−B)P∗Π(x)

]
,

E[u
γ2(∞)
2 ] = m0(1)

[
a2(1, u2)+

(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux
2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)P∗Π+

0 (l)

]
,

E[u
γ3(∞)
3 ] = E[u

γ1(∞)+γ2(∞)
3 ],

де m0(1) = 2
σ2
0
P0(I−B)−1, R(0) = P̂∗

S +B(I− P̂∗
S).

3. При m0
1 < 0, генератриса E

[
u
γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) < ∞
]

вироджена.

Автор висловлює вдячнiсть своєму науковому керiвнику, доктору
фiзико-математичних наук, професору Гусаку Дмитру Васильови-
чу за поставленi задачi, важливi рекомендацiї i постiйну увагу на
всiх етапах виконання цiєї роботи.

Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню граничних задач для
одного класу гратчастих пуассонiвских процесiв на ланцюгу Марко-
ва.

• Отримано твердження про граничнi значення збуреної куму-
лянти, а також твердження, що базуються на оберненнi сингу-
лярно збурених матриць.
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• Встановлюється матричний аналог узагальнення формули
Полячека-Хiнчина, яка встановлює зв’язок 1-их компонент ос-
новної факторизацiйної тотожностi та факторизацiйних ком-
понент тотожностi А. А. Боровкова в термiнах генератрис
початкових сходинкових висот {τ±(0), γ±(0)}.

• Отримано дограничнi (s > 0) та граничнi (s → 0) спiввiдношен-
ня для компонент матричної основної факторизацiйної тотож-
ностi у випадку майже напiвнеперервних гратчастих процесiв
на ланцюгу Маркова.

• Доведено властивiсть стацiонарностi матриць R(0) i R−1
0 .

• Отримано спiввiдношення для скалярних та матричних роз-
подiлiв перестрибкових функцiоналiв через рiвень x = 0 та
x = ∞ у випадку майже напiвнеперервних знизу цiлозначних
процесiв.

Список опублiкованих праць за темою дисертацiї

1. Герич М. С. Уточнення компонент основної факторизацiйної
тотожностi для гратчастих пуассонiвських процесiв на ланцю-
гах Маркова / Д. В. Гусак, М. С. Герич // Наук. вiсн. Ужгород.
ун-ту. Серiя: матем. i iнформ. – 2011. – Вип. 22, №2. – С. 54-63.

2. Герич М. С. Уточнення основної факторизацiйної тотожностi
для майже напiвнеперервних ґратчастих процесiв на ланцюгах
Маркова / М. С. Герич // Тези доповiдей всеукраїнської на-
укової конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та
математичного аналiзу”. – Iвано-Франкiвськ, 2012. – С. 14-15.

3. Герич М. С. Генератриси розподiлу екстремумiв та їх доповнень
для напiвнеперервних зверху ґратчастих пуассонiвських про-
цесiв на ланцюгу Маркова / М. С. Герич, Д. В. Гусак // Тези
доповiдей мiжнародної науково-практичної конференцiї “Мате-
матика. Iнформацiйнi технологiї. Освiта”. – Луцьк – Свiтязь,
2012. – С. 18-19.

4. Герич М. С. Уточнення основної факторизацiйної тотожностi
для майже напiвнеперервних гратчастих пуассонiвських про-
цесiв на ланцюгу Маркова / М. С. Герич // Карпатськi мате-
матичнi публiкацiї – 2012. – 4, № 2. – С. 229-240.



19

5. Герич М. С. Про розподiл абсолютного мiнiмуму для напiвне-
перервного зверху ґратчастого процесу на ланцюгу Маркова /
М. С. Герич // Тези доповiдей всеукраїнської наукової конфе-
ренцiї “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного
аналiзу”. – Iвано-Франкiвськ, 2013. – С. 6-7.

6. Herych M. S. Moment generating funtions of extremums and their
complemets for upper semi-continuous lattice Poison process on
Markov chain / M. S. Herych // Visn. Kiev nats. Un-t them.
T.G. Shevchenko Series: Phys.-Math. Science – 2013. – Vol. № 1. –
P. 21-27.

7. Герич М. С. Генератриси розподiлу екстремумiв та їх допов-
нень для напiвнеперервних зверху ґратчастих пуассонiвських
процесiв на ланцюгах Маркова / М. С. Герич // Тези доповiдей
XV Мiжнародної наукової конференцiї iм. академiка Михайла
Кравчука. – Київ, 2014. – С. 43-44.

8. Герич М. С. Розподiл абсолютних екстремумiв для майже на-
пiвнеперервних зверху цiлочислових пуассонiвських процесiв
на ланцюгах Маркова / М. С. Герич // Тези доповiдей IV мiж-
народної ганської конференцiї, присвяченої 135 рiчницi вiд дня
народження Ганса Гана. – Чернiвцi, 2014. – С. 27-28.

9. Герич М. С. Про генератриси екстремумiв та їх доповнень для
майже напiвнеперервних цiлочислових пуассонiвських процесiв
на ланцюгах Маркова / М. С. Герич, Д. В. Гусак // Укр. мат.
журн. – 2015. – Т. 67, №8. – C. 1034-1049.

10. Herych M. S. On overshoots for the almost semi-continuous Poisson
processes defined on a Markov chain / M. S. Herych // International
Conference “Stochastic Processes in Abstract Spaces”. – 2015. – P. 19.

11. Герич М. С. Розподiли перестрибкових функцiоналiв для грат-
частих пуассонiвських процесiв на ланцюгу Маркова / М. С. Ге-
рич // Матерiали мiжнародної наукової математичної конфе-
ренцiї “Методика викладання та методи дослiдження в мате-
матицi” у м. Берегове, 21-23 квiтня 2016 р. – Ужгород: ТОВ
«РIК-У», 2016. – С. 33.

12. Герич М. С. Розподiли перестрибкiв для майже напiвнеперерв-
них процесiв, заданих на ланцюгу Маркова / М. С. Герич //
Теорiя ймовiр. та мат. статистика. – 2016. – Вип. 94. – С. 36-49.



20

13. Герич М. С. Про стрибки через нескiнчено вiддалений рiвень
для одного класу гратчастих процесiв / М. С. Герич, Д. В. Гу-
сак // Наук. вiсн. Ужгород. ун-ту. Серiя: матем. i iнформ.
– 2016. – Вип. 29, №2. – С. 54-63.

Aнотацiя

Герич М. С. Граничнi задачi для одного класу гратчастих
пуассонiвських процесiв на ланцюгах Маркова. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 – теорiя ймовiрностей i
математична статистика. Iнститут математики НАН України, Київ,
2018.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню граничних задач для
гратчастих пуассонiвських процесiв на ланцюгах Маркова.

Введено конструктивне означення дослiджуваних процесiв та ос-
новнi матричнi позначення. Наведено двоїстий аналог основної мат-
ричної факторизацiйної тотожностi. Доведено матричний аналог уза-
гальнення формули Полячека-Хiнчина, яка встановлює зв’язок 1-их
компонент основної факторизацiйної тотожностi та факторизацiй-
них компонент тотожностi Боровкова в термiнах генератрис почат-
кових сходинкових висот {τ±(0), γ±(0)}.

Отримано дограничнi (s > 0) спiввiдношення для компонент ос-
новної факторизацiйної тотожностi i встановлюється, що одна з ком-
понент виражається через генератрису матричного геометричного
розподiлу, а друга компонента виражається через матричний пара-
метр цього геометричного розподiлу та збурення кумулянти K(z).
Отримано граничнi спiввiдношення при s → 0 для розподiлiв абсо-
лютних екстремумiв, залежно вiд знаку m0

1. Для матриць R(0) i R−1
0

доведено властивiсть стацiонарностi.
Дослiджено розподiли перестрибкових функцiоналiв для цiлочис-

лових гратчастих пуассонiвських процесiв у випадку m = 1. Для всiх
випадкiв значень m0

1 = Eξ(1) при x = 0 детально вивчається роз-
подiл γk(x) i отримано спiввiдношення для розподiлiв перестрибко-
вих функцiоналiв через рiвень x → ∞ для майже напiвнеперервних
знизу цiлозначних процесiв, а саме, генератриси γk(∞) при m0

1 ≥ 0,
та умовних генератрис γk(∞) при m0

1 < 0.
Доведено твердження про матричний вигляд спiльної i маргi-

нальних генератрис, розподiлiв перестрибкових функцiоналiв у ви-
падку майже напiвнеперервних знизу процесiв на ланцюгу Маркова.
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Для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв на ланцю-
гу Маркова розглянуто розподiли перестрибкових функцiоналiв че-
рез рiвень x = 0 та x → ∞ , а саме, генератриси γk(∞) при m0

1 ≥ 0.

Ключовi слова: майже напiвнеперервнi зверху або знизу про-
цеси, генератриси екстремумiв, кумулянта, основна факторизацiй-
на тотожнiсть, cходиковi висоти, спiльний розподiл перестрибкових
функцiоналiв.

Герич М. С. Предельные задачи для одного класса ре-
шетчатых пуассоновских процессов на цепях Маркова. – Ру-
копись.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.05 – теория вероятностей
и математическая статистика. Институт математики НАН Украины,
Киев, 2018.

Диссертационная работа посвящена изучению предельных задач
для решетчатых пуассоновских процессов на цепях Маркова.

Введено конструктивное определение исследуемых в диссертаци-
онной работе процессов и основные матричные обозначения. При-
ведено двойственное основное матричное факторизационное тожде-
ство, доказано матричный аналог обобщения формулы Полячека-
Хинчина, которая устанавливает связь между первыми компонента-
ми основного факторизационного тождества и компонентами фак-
торизации тождества Боровкова в терминах производящих функций
начальных лестничных высот {τ±(0), γ±(0)} .

Получены допредельные (s > 0) соотношения для компонент ос-
новного факторизационного тождества и устанавливается, что одна
из компонент выражается через производящую функцию матрично-
го геометрического распределения, а вторая компонента основного
факторизационного тождества выражается через матричный пара-
метр этого геометрического распределения и возмущения кумулян-
ты K(z). Получены предельные соотношения при s → 0 для распре-
делений абсолютных экстремумов, в зависимости от знака m0

1. Для
матриц R(0) и R−1

0 доказано свойство стационарности.
Исследованы распределения лестничных функционалов для це-

лочисленных решетчатых пуассоновских процессов в случае m = 1.
Для всех значений знака m0

1 = Eξ(1) при x = 0 подробно изучает-
ся распределение γk(x) и получены соотношения для распределений
лестничных функционалов через уровень x → ∞ для почти полу-
непрерывных снизу целочисленных процессов, а именно, производя-
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щие функции γk(∞) при m0
1 ≥ 0, и условных производящих функций

γk(∞) при m0
1 < 0.

Доказано утверждение об матричной совместной и маргинальных
производящих функциях расматриваемых функционалов, а также
их распределение в случае почти полунепрерывных снизу процес-
сов на цепи Маркова. Подробно изучается матричные распределе-
ния γk(x) и получены матричные соотношения для производяших
функций γk(∞) при m0

1 ≥ 0.

Ключевые слова: почти полунепрерывные сверху или снизу
процессы, производящая функция экстремумов, кумулянта, основ-
ное факторизационное тождество, лестничные высоты, общее рас-
пределение лестничных функционалов.
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The dissertation is devoted to the study of boundary value problems
for lattice Poisson processes on the Markov chains.

The constructive definition of the studied processes in the dissertation
and the main matrix notations are introduced. In the introduction the
actuality of the topic of the dissertation and its connection with other
scientific programs, plans, themes at the place of performance of disserta-
tion work, are noted, the purpose and tasks and methods of research.
Scientific novelty and the practical value of the results obtained are
designated. Also it is indicated personal contribution of the applicant
and where the main results of the dissertation work were tested and
published.

In the first chapter, lattice Poisson processes on the Markov chains
and their description introduced and properties. There is contained a
constructive definition of objects under study in the dissertation and the
main matrix designations, it is resulted a matrix analog of the dual basic
factorization identity.

The second chapter is devoted to the study of issues related to the
components of the main factorization identity. The first subsection speci-
fies the relations (s > 0) for the components of the main factorization
identity and establishes that one of the components of the main factoriza-
tion identity is expressed by the linear franctional functions. Other com-
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ponents of the basic factorization identity are expressed in terms of
the matrix parameter of this geometric distribution and the cumulant
of the process K(z). In the second subdivision we get the relation of
distributions of absolute extrema, depending on the sign m0

1, their form
is specified for s → 0. The third section is devoted to the study of the
properties of the matrices R(0) and R−1

0 that are stationary.
In the third section, the distributions of overshouts functionals for

scalar lattice Poisson processes. In the first subdivision we give simplifica-
tion of the notation and the subsequent statements for scalar lattice
Poisson processes ξ(t). In the second subdivision, for all cases of m0

1 =
Eξ(1) with x = 0, the distributions of γk(x) for the almost lower semi-
continuous integer processes was studied in detail. In the third subsection,
the distributions of overjump functionals are γk(∞), γk(0) are studied.

The fourth chapter contains questions on the study of common and
marginal generatrices and the distribution of overjump functionals in the
case of almost lower semi-continuous processes on the Markov chain. In
the first subsection we obtain assertions for the joint matrix generatrice
of overjump functionals, from which statements of marginal matrix genera-
trised of pairs of functionals follow. In the second subsection for the
distributions and generatrices of overjump functionals, of γk(∞) and
γk(0) are studied for m0

1 ≥ 0.
Keywords: almost upper or lower semi-continuous processes, moment

generating functions of extrema, cumulant function, basic factorization
identity, ladder heights, joint distribution of overshouts functionals.
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