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матична статистика. – Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню граничних задач для
гратчастих пуассонiвських процесiв на ланцюгах Маркова. Основна
частина дисертацiї складається зi вступу, чотирьох роздiлiв розбитих
на пiдроздiли, висновкiв, списку використаної лiтератури та додатку зi
списком опублiкованих праць здобувача за темою дисертацiї i наукових
семiнарiв та конференцiй, на яких доповiдались отриманi результати.

У вступi вiдзначаються: актуальнiсть теми дисертацiї та її зв’язок
з iншими науковими програмами, планами, темами в мiсцi виконання
дисертацiйної роботи; мета i задачi, об’єкт i предмет та методи дослi-
дження; наукова новизна i практичне значення отриманих результатiв;
особистий внесок здобувача, а також, де були апробованi i опублiкованi
основнi результати дисертацiйної роботи.

В першому роздiлi вивчаються гратчастi пуассонiвськi процеси на
ланцюгу Маркова та їх основнi поняття та властивостi. Перший пiдроз-
дiл мiстить конструктивне означення дослiджуваних в дисертацiйнiй
роботi об’єктiв та основнi матричнi позначення, наведено матричний
аналог двоїстої основної факторизацiйної тотожностi. В другому пiд-
роздiлi отримано твердження, яке базується на оберненнi сингулярно
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збурених матриць. Доведено матричний аналог узагальнення форму-
ли Полячека-Хiнчина, яка встановлює зв’язок 1-их компонент основної
факторизацiйної тотожностi та факторизацiйних компонент тотожно-
стi Боровкова в термiнах генератрис початкових сходинкових висот
{τ±(0), γ±(0)}.

Другий роздiл присвячений вивченню питань, пов’язаних iз компо-
нентами основної факторизацiйної тотожностi. В першому пiдроздiлi
уточнюються дограничнi спiввiдношення (s > 0) для компонент основ-
ної факторизацiйної тотожностi i встановлюється, що одна з компонент
основної факторизацiйної тотожностi має просту форму i виражається
через генератрису матричного геометричного розподiлу. Iншi компо-
ненти основної факторизацiйної тотожностi мають складнiшу форму
i виражаються через матричний параметр цього геометричного роз-
подiлу та збурення кумулянти K(z). В другому пiдроздiлi отримано
спiввiдношення розподiлiв абсолютних екстремумiв, залежно вiд зна-
ку m0

1 уточнюється їх вигляд при s → 0. Третiй пiдроздiл присвяче-
ний вивченню властивостей матриць R(0) i R−1

0 , якi є стацiонарними
i узагальнюють одиничнi коренi скалярного рiвняння Лундберга для
звичайних гратчастих пуассонiвських процесiв.

В третьому роздiлi дослiджуються розподiли перестрибкових фун-
кцiоналiв для цiлочислових гратчастих пуассонiвських процесiв при
m = 1. В першому пiдроздiлi ми наводимо спрощення позначень та
необхiднi надалi твердження для цiлочислових гратчастих пуассонiв-
ських процесiв ξ(t). В другому пiдроздiлi для всiх випадкiв значень
m0

1 = Eξ(1) при x = 0 детально вивчається розподiл γk(x) для май-
же напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв. В третьому пiдроз-
дiлi розглянуто розподiли перестрибкових функцiоналiв через рiвень
x → ∞ для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв, а
саме, генератриси γk(∞) при m0

1 ≥ 0, та умовнi генератриси γk(∞)
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при m0
1 < 0.

Четвертий роздiл мiстить питання по вивченню спiльної i маргi-
нальних генератрис та розподiлiв перестрибкових функцiоналiв у ви-
падку майже напiвнеперервних знизу процесiв на ланцюгу Маркова.
В першому пiдроздiлi отримано твердження для спiльної матричної
генератриси перестрибкових функцiоналiв, з якого випливають твер-
дження про маргiнальнi матричнi генератриси пар функцiоналiв. В
другому пiдроздiлi для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних
процесiв на ланцюгу Маркова розглянуто розподiли перестрибкових
функцiоналiв через рiвень x = 0 та x → ∞ , а саме, генератриси
γk(∞) при m0

1 ≥ 0.
Ключовi слова: майже напiвнеперервнi зверху або знизу процеси,

генератриси екстремумiв, кумулянта, основна факторизацiйна тото-
жнiсть, перестрибковi функцiонали, cходинковi висоти, спiльний роз-
подiл перестрибкових функцiоналiв.
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ABSTRACT

Herych M. S. Boundary-value problems for one class of lattice Poisson
processes on Markov chains. – Qualifying scientific work on the rights of
the manuscripts.

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sci-
ences, 01.01.05 — Probability Theory and Mathematical Statistics. — Insti-
tute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the study of boundary value problems for lattice
Poisson processes on the Markov chains. The main part of the thesis consi-
sts of the introduction, four sections, conclusions, the list of references and
the appendix with the list of the author’s publications and the scientific
seminars and conferences, at which the obtained results were reported.

The introduction notes: the actuality of the topic of the dissertation and
its connection with other scientific programs, plans, themes at the place of
performance of dissertation work; purpose and tasks, object and subject
and methods of research; scientific novelty and the practical value of the
results obtained; personal contribution of the applicant, as well as where
the main results of the dissertation work were tested and published.

In the first section, lattice Poisson processes on the Markov chains and
their basic concepts and properties are studied. The first unit contains
a constructive definition of objects under study in the dissertation and
the main matrix designations, it is resulted a matrix analog of the dual
basic factorization identity. In the second subsection we obtain an assertion
based on the inversion of singularly perturbed matrices. A matrix analog
of the generalization of the Polachek-Khinchin formula is established, whi-
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ch establishes the connection between the first components of the basic
factorization identity and the factorization components of the Borovkov
identity in terms of generators of the initial ladder heights {τ±(0), γ±(0)}.

The second section is devoted to the study of issues related to the
components of the main factorization identity. The first subsection specifies
the boundary relations (s > 0) for the components of the main factorizati-
on identity and establishes that one of the components of the main factori-
zation identity has a simple form and is expressed through the matrix
of geometric distribution generator (moment generating function). Other
components of the basic factorization identity have a more complex form
and are expressed in terms of the matrix parameter of this geometric di-
stribution and the cumulant of the process K(z). In the second subdivision
we get the relation of distributions of absolute extrema, depending on the
sign m0

1, their form is specified for s → 0. The third section is devoted to
the study of the properties of the matrices R(0) and R−1

0 that are stati-
onary and generalize the unit roots of the scalar Lundberg equation for
ordinary lattice Poisson processes.

In the third section, the distributions of overshouts functionals for scalar
lattice Poisson processes. In the first subdivision we give simplification
of the notation and the subsequent statements for scalar lattice Poisson
processes ξ(t). In the second subdivision, for all cases of m0

1 = Eξ(1) wi-
th x = 0, the distributions of γk(x) for the almost lower semi-continuous
integer processes was studied in detail. In the third subsection, the distri-
butions of over jump functionals are considered through the level x → ∞
for the almost lower semi-continuous processes, namely, the generatrix of
γk(∞) for m0

1 ≥ 0, and the conditional generatrixe γk(∞) with m0
1 < 0.

The fourth section contains questions on the study of common and
marginal generatrices and the distribution of overjump functionals in the
case of almost lower semi-continuous processes on the Markov chain. In
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the first subsection we obtain assertions for the joint matrix generatrice of
overjump functionals, from which statements of marginal matrix generatrix
of pairs of functionals follow. In the second subsection for almost lower
semi-continuous lattice processes on the Markov chains the distributions
of overjump functionals are considered through the level x→ ∞ for these
processes, namely, the generatrix γk(∞) for m0

1 ≥ 0.
Keywords: almost upper or lower semi-continuous processes, moment

generating functions of extrema, cumulant function, basic factorization
identity, overjump (overshout) functionals, ladder heights, joint distributi-
on of overshouts functionals.
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Вступ

Актуальнiсть теми.
Дослiдження розподiлiв випадкових процесiв та їх граничних фун-

кцiоналiв було, i залишається, актуальним напрямком розвитку теорiї
випадкових процесiв. Останнiм часом iнтерес до цих задач iстотно зрiс
в зв’язку з їх застосуванням в теорiї ризику, в теорiї надiйностi, теорiї
масового обслуговування та в теорiї зберiгання запасiв. Такi важливi
показники теорiї ризику, як iмовiрнiсть банкрутства, розподiл момен-
ту банкрутства, величина вимоги, що надiйшла в момент банкрутства,
можуть бути вираженi через розподiл абсолютного максимуму, розпо-
дiли моменту досягнення рiвня та перестрибку процесу ризику. В тео-
рiї масового обслуговування в термiнах розподiлiв граничних функцiо-
налiв виражаються розподiли процесу незайнятостi, вiртуального ча-
су чекання, перiодiв зайнятостi та числа вимог, що обслуговуються на
кожному перiодi зайнятостi. Для опису надходження товарiв в схови-
ще використовується процес зберiгання, важливою характеристикою
якого є стацiонарний розподiл. В прикладних галузях постановки кла-
сичних граничних задач пов’язанi з немонотонними складними проце-
сами Пуассона зi стрибками одного знаку. Першi дослiдження таких
граничних задач проводилися в роботах Ф. Лундберга, Г. Крамера,
В. Феллера, Н. Прабху. Узагальненню цих задач присвяченi роботи
С. Асмуссена [72]-[75], А. А. Боровкова, Б. А. Рогозiна [4]-[6], М. С. Бра-
тiйчука [7], Д. В. Гусака [27], [29]-[30], В. С. Королюка [40]-[42], [44],

14



15

Є.В. Карнауха [36] та iнших. За останнi роки в теорiї ризику, теорiї
масового обслуговування та теорiї зберiгання проводяться iнтенсивнi
дослiдження таких узагальнень класичної моделi, в яких використо-
вуються напiвмарковськi процеси, випадковi блукання та процеси в
марковському середовищi, дробовi вiнерiвськi процеси та процеси з
субекспоненцiйно розподiленими стрибками. Деякi некласичнi моделi
теорiї ризику враховують можливiсть змiни середовища, що обумов-
лює вiдповiдний вибiр бiльш загальних класiв процесiв. При такому
виборi бажано, щоб для дослiдження узагальнених процесiв можна
було використовувати аналоги методiв, розроблених для вiдповiдних
процесiв без урахування впливу середовища. Такi умови задовольня-
ють процеси з незалежними приростами в марковському середовищi
або процеси, заданi на ланцюгу Маркова. Найбiльш вивченим класом
процесiв в марковському середовищi є клас напiвнеперервних процесiв
(їх траєкторiї мають стрибки лише одного знаку). Проте з практичної
точки зору бiльш привабливим є припущення про можливiсть стрибкiв
рiзних знакiв, при цьому, якщо припустити, що розподiл або додатних
або вiд’ємних стрибкiв належить певному класу розподiлiв, тодi можна
отримати аналогiчнi результати, як i для напiвнеперервних процесiв.

Наведемо короткий iсторичний огляд робiт по тематицi дисерта-
цiйної роботи. Процеси з незалежними приростами є одним з найбiльш
вивчених об’єктiв теорiї ймовiрностей, що пояснюється як можливiстю
отримання точних розв’язкiв багатьох задач, так i широким спектром
практичих застосувань. Фундаментальними роботами, в яких були до-
слiдженi основнi властивостi процесiв з незалежними приростами, є
роботи А. В. Скорохода [67], Л. Такача [69], I. I. Гiхмана та А. В. Ско-
рохода [21], В. Феллера [70].

Важливим питанням для практичних задач є поняття про розпо-
дiл граничних функцiоналiв вiд процесiв з незалежними приростами
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та вiд сум незалежних однаково розподiлених випадкових величин.
Задачi про вивчення розподiлiв граничних функцiоналiв для проце-
сiв ще називають граничними задачами для випадкових процесiв або
блукань. Такi граничнi задачi розглядались в роботах А. В. Скорохо-
да [67], Б. А. Рогозина [66], Є. Л. Пресмана [64], Б. А. Рогозина та
Є. А. Печерського [63], В. С. Королюка [41], В.С. Королюка, М.С. Бра-
тiйчука, Б. Пирджанова [46], Б. I. Каплана [34], М. С. Братiйчука та
Д. В. Гусака [7], Є. В. Карнауха [35]-[38], Д. В. Гусака [29], В. I. Лотова
[53] та М. С. Герич [10]-[20].

При дослiдженнi задач, пов’язаних з розподiлом граничних фун-
кцiоналiв використовується багато рiзних методiв, якi можна умовно
подiлити на прямi (iмовiрнiснi) та аналiтичнi. До прямих методiв вiд-
носяться комбiнаторний метод, який найбiльш повно викладений в мо-
нографiях Л. Такача [69] та А. В. Скорохода [67], а також метод теорiї
вiдновлення, основнi положення якого наведенi в монографiї В. Фел-
лера [70].

При дослiдженнi граничних функцiоналiв виникають рiзницево-
iнтегральнi або iнтегро-диференцiальнi рiвняння, якi можна розв’язу-
вати наближеними методами (див. А. А. Боровкова [3], В. I. Лотова,
Н. Г. Орлової [49, 50], Б. В. Норкiна [61]). Проте бiльш привабливим
є одержання точних формул. При умовi неперервного перетину рiв-
ня (тобто для напiвнеперервного випадку) ефективним є резольвен-
тний метод, який детально викладений в роботах В. С. Королюка,
В. Н. Супруна, В. М. Шуренкова [43], В. С. Королюка, М. С. Бра-
тiйчука, Б. Пирджанова [46], М. С. Братiйчука та Д. В. Гусака [7],
Д. В. Гусака [29, 30], [87].

Ще одним важливим аналiтичним методом дослiдження розпо-
дiлiв граничних функцiоналiв є факторизацiйний метод, що базується
на iдеї про факторизацiю аналiтичної функцiї. Факторизацiйний пiдхiд
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до вивчення граничних задач для блукань та процесiв з незалежними
приростами викладений в роботах В. А. Малишева [58] А. А. Боров-
кова [6], М. С. Братiйчука та Д. В. Гусака [7]. Широке використання
факторизацiйно-проекцiйного методу викликано тим, що ним можна
користуватися без iстотних обмежень на процес.

В статтях А. А. Боровкова [3] були знайденi повнi асимптотичнi
розклади граничних функцiоналiв для випадкових блукань, якi поро-
дженi сумами незалежних однаково розподiлених випадкових величин.
Як в подальшому вияснилось, цей метод застосовний для дослiдження
граничних функцiоналiв i в iнших ситуацiях. На його основi були зна-
йденi повнi асимптотичнi розклади розподiлiв для деяких двовимiрних
випадкових блукань (А. А. Боровков, Б. А. Рогозин [5]), а також для
випадкових блукань, заданих на ланцюгу Маркова (Э. Л. Пресман
[65]).

В роботах новосибiрських iмовiрнисникiв В. I. Лотова [48], [52],
В. I. Лотова та Н. Г. Орлової [49]-[51], В. С. Лугавова, Б.А.Рогозина
[54]-[57] для гратчастих випадкових блукань Sn на ланцюгу Марко-
ва використовується матричний аналог факторизацiйної тотожностi
А. А. Боровкова [6] для звичайних блукань Sn, яка в гратчастому ви-
падку має вигляд

1− βf(z) = Rβ+
(z)D−1(β)Rβ−(z), f(z) = EzS1, 0 < β < 1,

де
Rβ+

(z) = 1− E[βτ+(0)zγ+(0), τ+(0) <∞],

Rβ−(z) = 1− E[βτ−(0)zγ−(0), τ−(0) <∞],

D(β) = 1− E[βτ±(0), γ±(0) = 0, τ±(0) <∞].

Факторизацiйнi методи в граничних задачах для звичайних ви-
падкових блукань та процесiв отримали своє продовження та матричне
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узагальнення для випадкових блукань та процесiв на ланцюгах Мар-
кова в роботах Х. Д. Мiллера [95], Й. Кейлсона [92], К. Арндта [1]-[2],
А. А. Боровкова [5], В.С. Королюка, М.С. Братiйчука, Б. Пирджанова
[46], В. С. Лугавова, Б. А. Рогозiна [54]-[57], В. I. Лотова, Н. Г. Орлової
[48]-[51], Д. В. Гусака [23]-[30].

В роботах В. I. Лотова, Н. Г. Орлової [49]-[51] для випадкових
блукань Sn на ланцюгу Маркова (iз стрибками на його переходах)

Sn = Sn−1 + χ(1)
σn−1,σn

, S0 = 0, F(z) = ∥Pkrz
χ
(1)
kr ∥

матричний аналог тотожностi А. А. Боровкова [6] має наступний дво-
їстий вигляд

1− βF(z) =

{
Rβ+(z)Rβ−(z),

Lβ−(z)Lβ+(z).

В цих роботах наводиться iмовiрнiсна iнтерпритацiя лише для
перших компонент факторизацiї

I− ∥E[zγ±(0)βτ±(0), τ±(0) <∞]∥ =

{
Rβ+(z),

Lβ−(z).

Для гратчастих пуасонiвських процесiв на ланцюгу Марко-
ва ми використовуємо основну факторизацiйну тотожнiсть для
g(s, z) = Ezζ(θs) = s(sI−K(z))−1:

g(s, z) =

{
Ezξ

+(θs)P−1
s Ezξ(θs)−ξ+(θs),

Ezξ
−(θs)P−1

s (s, z)Ezξ(θs)−ξ−(θs).

Узагальнена матрична факторизацiйна тотожнiсть А. А. Боров-
кова для гратчастого пуассонiвського процесу на ланцюгу Маркова з
кумулянтою K(z) має вигляд

sI−K(z) =

{
R+

1 (s, z)(D(s))−1R−
2 (s, z),

R−
1 (s, z)(D(s))−1R+

2 (s, z),
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де
D(s) = P{ξ(θs) = 0},

R±
1 (s, z) = I− E[zγ±(0)e−sτ±(0), τ±(0) <∞].

При вивченi розподiлу таких функцiоналiв як число перетинiв до-
датного (вiд’ємного) рiвня новосибiрцями В. I. Лотовим, Н. Г. Орло-
вою [50]-[51], В. С. Лугавовим [54] використовуються першi множники
Rβ+(z), Lβ−(z) факторизацiї А. А. Боровкова або R+

1 (s, z), R
−
1 (s, z)

у термiнах генератрис початкових сходинкових висот {τ±(0), γ±(0)}.
Для числа перетинiв смуги [a, b] в роботах В. I. Лотова, Н. Г. Орлової
[49], [51], [53] використовуються Rβ+

(z) (R+
1 (s, z)) i Lβ−(z) (R−

1 (s, z)).
Для вивчення перестрибкових функцiоналiв для гратчастих пуа-

сонiвських процесiв на ланцюгу Маркова ми використовуємо всi ком-
поненти факторизацiї g(s, z). Для встановлення розподiлу верхнiх фун-
кцiоналiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+x (x)} використовуються компоненти
верхньої факторизацiї Ezξ

+(θs), Ezξ(θs)−ξ−(θs), а для нижнiх функцiо-
налiв {τ−(x), γ−(x), γ−(x), γ−x (x)} – компоненти нижньої факторизацiї
Ezξ(θs)−ξ+(θs), Ezξ

−(θs).
В роботах Д. В. Гусака, А. I. Туренiязової [25]-[26], Є. В. Карнауха

[35]-[37],[88], М. С. Герич та Д. В. Гусака [13]-[19] для майже напiвнепе-
рервних процесiв знизу (зверху), другi компоненти основної фактори-
зацiйної тотожностi в g(s, z) визначаються матричними геометрични-
ми розподiлами, параметри яких визначаються матрицями Z−1

s (Z(s)),
R−1

s (R(s)). Завдяки цьому проекцiйнi дужки [g−(s, z)a(z)]+ легко роз-
криваються функцiями W(s, x), якi є зрiзаними згортками геометри-
чного розподiлу ξ−(θs) з функцiями A(x, u1, u2, u3).

Згiдно з матричними узагальненнями формули Полячека-Хiнчина
встановлюється зв’язок мiж першими компонентами основної факто-
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ризацiйної тотожностi для g(s, z) та факторизацiєю Боровкова

g+(s, z) = p+(s)R
+
1 (s, z), g−(s, z) = p−(s)R

+
1 (s, z).

Застосування напiвнеперервних процесiв Левi на ланцюгах Мар-
кова i опис методiв дослiдженння ризикових характеристик мiститься
в роботах S. Asmussen, H. Albrecher, Z. F. Henriksen, Cl. Kluppelberg
[72]-[75].

На початку нового столiття з’являються роботи H. Nyrhinen [96],
J. Cai [76]-[77], J. Cai, D. C. M. Dickson [78], W. Wei, Y. Hu [98] з ускла-
дненими узагальненнями класичних процесiв ризику, в яких розгля-
даються моделi ризику з дискретним часом i багатократним перестра-
ховуванням. Воно пов’язане з марковським "reinsurer’s rate of interest"
(процентним iнтересом перестрахувальника). В цих моделях "the rate
of interest" визначається регулярним ланцюгом Маркова In з матри-
цею перехiдних iмовiрностей P =∥ pkr ∥ (k, r = 1,m) i процентним

значенням {ik}, 0 < ik < 1,
m∑
k=1

ik < 1. Якщо позначити резервний про-

цес ризику з дискретно розподiленими вимогами {Xi}i≥1 та премiями
{Yi}i≥1 через

Un = u+
∑
i≤n

(Yi −Xi), U0 = u,

то "збурений ланцюгом In" процес приймає вигляд

Ũn = (1 + In)Ũn−1 + Yn −Xn, n ≥ 0.

Iз останнього спiввiдношення видно, що резерв при n-му страхуваннi
збiльшується на InUn−1. Це збiльшення резерву визначає стрибок на
переходах In: χ

(n)
kr = InUn−1 i збiльшує iмовiрнiсть виживання.

Наприклад, можна розглянути середовище Маркова: умови се-
редовища описуються скiнченним ланцюгом Маркова i iнтенсивнiсть
надходження вимог здiйснюється у вiдповiдностi до змiни стану сере-
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довища. Це дозволяє розглядати бiльшу варiацiю нiж та, яку припу-
скає пуассонова модель.

Структура та основнi влвстивостi процесiв Левi, заданих на лан-
цюгу Маркова, або марковських адитивних процесiв вивчається в ро-
ботах А. В. Скорохода та I. I. Єжова [31].

У випадку недискретного часу за умови неперервного перетину
рiвня розподiли граничних функцiоналiв були розглянутi в роботах
Д. В. Гусака та С. I. Пересипкiної [23], К. Арнда [1]-[2], В. С. Лугавова
[56]-[57], Д. В. Гусака [27], С. Асмуссена [74], Є. В. Карнауха [35]-[37].
У випадку перетину рiвня геометрично розподiленими стрибками роз-
подiли базових граничних функцiоналiв одержано Д. В. Гусаком та
М. С. Герич [17], а також М. С. Герич [19]. У випадку перетину рiвня
тiльки одиничними стрибками аналогiчнi результати було отримано
Д. В. Гусаком та А. I. Туренiязовою [26], а також М. С. Герич [89].

Важливою властивiстю марковських адитивних процесiв є те, що
для них можна узагальнити методи дослiдження розподiлiв граничних
функцiоналiв, розробленi для скалярних однорiдних процесiв з неза-
лежними приростами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконана в державному вищому навчальному закладi "Ужго-
родський нацiональний унiверситет" на кафедрi теорiї ймовiрностей
i математичного аналiзу в рамках держбюджетної дослiдницької те-
ми “Розробка i дослiдження нових методiв моделювання випадкових
процесiв i полiв та розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики”, номер
державної реєстрацiї 0115U001101.

Мета та задачi дослiдження. Основним завданням роботи є ви-
вчення вигляду компонент матричної основної факторизацiйної тото-
жностi та розподiлiв функцiоналiв для гратчастих майже напiвнепе-
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рервних процесiв, заданих на ланцюгу Маркова. Тобто марковських
адитивних процесiв, одна компонента яких перетинає рiвень (додатний
або вiд’ємний) лише геметрично розподiленими стрибками, а друга є
скiнченним ланцюгом Маркова. А саме, розглядаються розподiли та
генератриси екстремумiв, в тому числi абсолютних екстремумiв, пе-
рестрибкових функцiоналiв та функцiоналiв, пов’язаних з виходом з
обмеженого iнтервалу. Мета дослiдження полягає у подальшому ви-
вченi розподiлу граничних функцiоналiв цих процесiв з допомогою
методу факторизацiї. Для досягнення поставленої мети розглядаються
наступнi задачi:

• дослiдження основних властивостей майже напiвнеперервних про-
цесiв, заданих на ланцюгу Маркова;

• отримання матричного аналога основної факторизацiйної тото-
жностi для гратчастих пуассонiвських процесiв на ланцюгу Мар-
кова;

• встановлення вигляду компонент основної факторизацiйної тото-
жностi для майже напiвнеперервних цiлочислових процесiв, зада-
них на ланцюгу Маркова;

• вивчення граничної поведiнки компонент основної факторизацiй-
ної тотожностi дослiджуваних процесiв;

• дослiдження властивостей матриць Z−1
s , R−1

s , Z(s),R(s), що ви-
значають дробово-лiнiйнi компоненти основної факторизацiйної
тотожностi, та їх поведiнка при s→ 0;

• доведення тверджень про спiльну генератрису перестрибкових
функцiоналiв та про маргiнальнi генератриси пар {τ+(x), γk(x)},
k = 1, 3;
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• вивчення граничних розподiлiв перестрибкових функцiоналiв
{τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3 для введених процесiв при x → 0 та
x→ ∞.

Об’єкт i предмет дослiдження. Об’єктом дослiдження дисертацiй-
ної роботи є цiлочисловi майже напiвнеперервнi процеси заданi на лан-
цюгу Маркова, з геометричним розподiлом стрибкiв одного знаку. Пре-
дметом дослiдження є граничнi задачi для визначених функцiоналiв
розглянутих процесiв.

Методи дослiдження. В роботi використовується анлiтичний апа-
рат теорiї випадкових процесiв та факторизацiйно-проекцiйний метод.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiї отримано
новi теоретичнi результати, основними iз яких є наступнi:

• дослiджено основнi властивостi класу майже напiвнеперервних
процесiв, заданих на ланцюгу Маркова, що є узагальненим типом
напiвнеперервних процесiв;

• знайденi конкретизованi зображення компонент матричної факто-
ризацiї, а саме основної факторизацiйної тотожностi, для цього
класу процесiв;

• встановленi спiввiдношення для дограничних (s > 0) та грани-
чних (s→ 0) розподiлiв екстремумiв i їх доповнень;

• отриманi твiрнi перетворення дограничних розподiлiв та генера-
трис основних граничних функцiоналiв дослiджуваних процесiв;

• доведено справедливiсть спiввiдношень для генератрис перестриб-
кових функцiоналiв скалярних гратчастих пуассонiвських проце-
сiв (m = 1) через нульовий та нескiнченно вiддалений рiвень для
довiльного знаку їх середнiх значень;
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• встановлено спiввiдношення для матричних генератрис перестриб-
кових функцiоналiв гратчастих пуассонiвських процесiв на лан-
цюгу Маркова;

• отримано спiввiдношення для матричних генератрис перестриб-
кових функцiоналiв через нульовий та нескiнченно вiддалений рi-
вень при m0

1 ≥ 0.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота носить теоретичний характер. Всi отриманi в дисертацiйнiй роботi
результати мають теоретичне значення та практичне застосування в
теорiї ризику, теорiї масового обслуговування та iнших галузях, в яких
використовуються марковськi адитивнi процеси. Зокрема, для знахо-
дження ймовiрностей банкрутства процесiв ризику в марковському се-
редовищi зi стохастичними премiями, а також для процесiв з обмеже-
ними резервами.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи
отриманi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї здобувач
опублiкував шiсть робiт, з них двi разом з науковим керiвником до-
ктором фiзико-математичних наук, професором Д. В. Гусаком, в яких
Д. В. Гусаку належить постановка задач i вибiр методу дослiдження
та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-
боти доповiдались та обговорувались на слiдуючих конференцiях та
семiнарах:

• Всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу» (Ворохта, Україна, 20-26
лютого 2012);
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• Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї «Математика. Iн-
формацiйнi технологiї. Освiта» (Луцьк – Свiтязь, 7-9 вересня 2012);

• Всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу» (Ворохта, Україна, 25
лютого -3 березня 2013);

• XV мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка Михайла
Кравчука (Київ, 15-17 травня 2014);

• IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi вiд
дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня - 5 липня 2014);

• International Conference Dedicated to the 80th Anniversary of Prof.
A. Ya. Dorogovtsev "Stochastic Processes in Abstract Spaces"(Kyiv,
14-16 October, 2015);

• Мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї «Методика ви-
кладання та методи дослiдження в математицi» (Берегове, 21-23
квiтня, 2016);

• Науковому семiнарi “Исчисление Маллявена и его приложения”
Iнститута математики НАН України пiд керiвництвом доктора
фiз.-мат. наук, професора А. А. Дороговцева (2012, 2014);

• Мiжкафедральному науковому семiнарi математичного факуль-
тету державного вищого навчального закладу "Ужгородський на-
цiональний унiверситет" пiд керiвництвом доктора фiз.-мат. наук,
доцента Г. I. Сливки-Тилищак (2017).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi в шести
статтях [10, 13, 89, 17, 19, 20] у фахових виданнях, двi з яких [17, 19]
у журналах, що iндексуються науковометричною базою Scopus:
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1. Герич М. С. Уточнення компонент основної факторизацiйної тото-
жностi для гратчастих пуассонiвських процесiв на ланцюгах Мар-
кова / Д. В. Гусак, М. С. Герич // Наук. вiсн. Ужгород. ун-ту.
Серiя: матем. i iнформ. – 2011. – Вип. 22, № 2. – С. 54-63.

2. Герич М. С. Уточнення основної факторизацiйної тотожностi для
майже напiвнеперервних гратчастих пуассонiвських процесiв на
ланцюгу Маркова / М. С. Герич // Карпатськi математичнi пу-
блiкацiї – 2012. – 4, № 2. – С. 229-240.

3. Herych M. S. Moment generating funсtions of extremums and their
complemets for upper semi-continuous lattice Poison process on Ma-
rkov chain / M. S. Herych // Bul. of Taras Shevchenko Nation. Univer.
Ser. Phys.-Mathem. – 2013. – V. № 1. – P. 21–27.

4. Герич М. С. Про генератриси екстремумiв та їх доповнень для
майже напiвнеперервних цiлочислових пуассонiвських процесiв на
ланцюгах Маркова / М. С. Герич, Д. В. Гусак // Укр. мат. журн. –
2015. – Т. 67, № 8. – C. 1034-1049.

5. Герич М. С. Розподiли перестрибкiв для майже напiвнеперервних
процесiв, заданих на ланцюгу Маркова / М. С. Герич // Теорiя
ймовiр. та мат. статистика. – 2016. – Вип. 94. – С. 36-49.

6. Герич М. С. Про стрибки через нескiнчено вiддалений рiвень для
одного класу гратчастих процесiв / М. С. Герич, Д. В. Гусак //
Наук. вiсн. Ужгород. у-ту. Серiя: матем. i iнформ. – 2016. – Вип. 29,
№ 2. – С. 54-63.

i в семи збiрниках тез конференцiй [11, 12, 14, 15, 16, 90, 18], п’ять з
яких є мiжнародними [12, 15, 16, 90, 18].
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Структура диссертацiї. Диссертацiйна робота складається iз ано-
тацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, що розбитi на пiдроздiли, та виснов-
кiв до них, списку використаних джерел та додатку. Загальний обсяг
дисертацiї – 179 сторiнок. Обсяг основного тексту дисертацiї – 149 сто-
рiнок. Список використаних джерел займає 14 сторiнок i мiстить 99
найменувань. Додаток займає 4 сторiнки i мiстить список публiкацiй
за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Автор висловлює вдячнiсть своєму науковому керiвнику
доктору фiзико-математичних наук, професору Гусаку Дми-
тру Васильовичу за поставленi задачi, важливi рекомендацiї
i постiйну увагу на всiх етапах виконання цiєї роботи.

Основний змiст роботи

Для зручностi читача нумерацiя тверджень i формул спiвпадає
з нумерацiєю в основному текстi роботи. Перший роздiл присвячений
викладенню основних початкових вiдомостей та введенню необхiдних
матричних позначень. Cпочатку наводяться необхiднi для подальшої
роботи означання та деякi основнi твердження, наводиться констру-
ктивне означення гратчастого пуассонiвського процесу з умовно неза-
лежними приростами, заданого на ланцюгу Маркова.

Нехай Y(t) = {ξ(t), x(t)} двовимiрний марковський процес зi зна-
ченнями в фазовому просторi {Z×E} заданий на {Ω, F , P}, на якому
задано потiк σ -алгебр {Ft}t≥0 (Fs ⊂ Ft ⊂ F, 0 ≤ s < t). x(t) - скiнчен-
ний ергодичний ланцюг Маркова iз множиною станiв E = {1, ...,m} та
матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = eQt,Q = N(P− I),

N = ∥δkrnk∥k,r∈E, де δkr = I{k=r}, {nk > 0, k ∈ E} – параметри пока-
зниково розподiлених випадкових величин ζ(·)k (час перебування x(t) в
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станi k). Матриця P = ∥pkr∥k,r∈E, pkr = P{x(σn + 0) = r/x(σn) = k} є
матриця перехiдних iмовiрностей вкладеного ланцюга yn = x(σn+0) зi
стацiонарним розподiлом π = (π1, π2, ..., πm), де σn - момент n-ої змiни
стану x(t), Q - iнфiнiтезимальна (твiрна) матриця.

Нехай {ξn(t)}mn=1 сукупнiсть пуассонiвських процесiв з довiльним
розподiлом стрибкiв у Z\{0} та послiдовнiсть незалежних сукупно-
стей однаково розподiлених цiлозначних випадкових величин {χ(n)

kr }n≥1

(k, r ∈ E). Компонента ξ(t) – процес з умовно незалежними прироста-
ми △ξ(t) .= △ξk(t), якщо x(t) знаходиться в k-му станi.

Сукупнiсть незалежних випадкових величин {χkr}mk,r=1, що не за-
лежать вiд ξr(t) та x(t), визначаються розподiлом стрибкiв χ(·)

kr на пе-
реходах ланцюга Маркова x(t), f(x) = ∥pkrP{χ(·)

kr = x}∥k,r∈E, f̃(z) =

∥pkrEzχ
(·)
kr∥, f̃(1) = P.

Λ = ∥δkrλk∥k,r∈E, де λk - iнтенсивностi стрибкiв пуассонiвських
процесiв {ξk(t)}mk=1 з розподiлом стрибкiв p(x) = ∥δkrP{ξ(1)k = x}∥k,r∈E.

Розподiл 1-го сумарного стрибка процесу ξ(t) на ланцюгу Маркова
позначимо через Π0(x) = Λp(x) +Nf(x).

Матрична твiрна функцiя процесу ξ(t) має вигляд

gt(z) = Ezξ(t) = etK(z), |z| = 1,

де
K(z) = lnEzξ(1) =

∑
x̸=0

(zx − 1)Π0(x) + Q

або в термiнах твiрних функцiй

K(z) = Λ(p̃(z)− I) + N(̃f(z)−P) + Q.

Введений таким чином процес Y (t) = {ξ(t), x(t)} називається
складним гратчастим процесом Пуассона з незалежними приростами,
заданим на скiнченному ланцюгу Маркова.
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Означення 1.1.2. Складний гратчастий процес Пуассона Y (t),
заданий на ланцюгу Маркова, називається майже напiвнеперервним
зверху, якщо компонента ξ(t) перетинає додатний рiвень лише дода-
тними геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого
має вигляд

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I]+

+Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x) + N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) + Q,

або

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I]+

+Λ2[p̃ 2(z)− I] + N[̃f(z)− P] + Q,

де C = ∥δkrck∥, 0 < ck < 1, ck – параметри геометрично розподiлених
додатних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m.

Означення 1.1.3. Складний гратчастий процес Пуассона Y (t),
заданий на ланцюгу Маркова, називається майже напiвнеперервним
знизу, якщо компонента ξ(t) перетинає вiд’ємний рiвень лише вiд’єм-
ними геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого
має вигляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x)+

+Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] + N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) + Q,

або

K(z) = Λ1[p̃1(z)− I] +Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I]+

+N[̃f(z)− P] + Q,

де B = ∥δkrbk∥, 0 < bk < 1, bk – параметри геометрично розподiлених
вiд’ємних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m. В подальших
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викладках для спрощення позначень iнтегральних та твiрних пере-
творень будемо користуватися вiдповiдно показниково та геометрично
розподiленими випадковими величинами θs, ν̃ε, тодi генератриса ξ(θs)

g(s, z) = s

∫ +∞

0

e−stgt(z)dt = Ezξ(θs) = s(sI− K(z))−1,

Ps = s

∫ +∞

0

e−stP(t)dt = s(sI−Q)−1,P0 = lim
s→0

Ps = ∥δkrπr∥.

Введемо позначення функцiоналiв для ξ(t), що характеризують
екстремуми процесу на iнтервалi [0, t] та їх доповнення:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(u), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t),

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(u), ξ̌(t) = ξ(t)− ξ−(t),

та абсолютнi екстремуми ξ± = sup(inf)0≤u≤∞ξ(u).

Розподiли екстремумiв процесу в момент θs позначимо

P+(s, x)=P{ξ+(θs) < x}=∥P{ξ+(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+
0 ,

P+(s, x)=P{ξ̌(θs) < x}=∥P{ξ̌(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+
0 ,

P−(s, x)=P{ξ−(θs) < x}, P−(s, x)=P{ξ(θs) < x}, x ∈ Z0
−,

p±
x (s) = P{ξ±(θs) = x} = ∥P{ξ±(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z±,

p̌+
x (s) = P{ ξ̌(θs) = x}, x ∈ Z+, p̌

−
x (s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z−,

px(s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z\{0},

p±(s) = P{ξ±(θs) = 0}, p−(s) = P{ξ(θs) = 0}, p+(s) = P{ ξ̌(θs) = 0},

P(s, x) = P{ξ(θs) < x}, P(s, x) = Ps −P(s, x),

q±(s) = P{± ξ±(θs) > 0} = Ps − p±(s),

q−(s) = P{ξ(θs) < 0} = Ps−p−(s), q+(s) = P{ ξ̌(θs) > 0} = Ps−p+(s),

p∗
±(s) = p±(s)P

−1
s , p±

∗ (s) = P−1
s p±(s),
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q∗
±(s) = q±(s)P

−1
s = I− p∗

±(s), q
±
∗ (s) = P−1

s q±(s) = I− p±
∗ (s).

Їх вiдповiднi матричнi твiрнi функцiї

g(s, z) = Ezξ(θs) = ∥E[zξ(θs), x(θs) = r|x(0) = k}∥ = ∥Ekr[z
ξ(θs)]∥,

g±(s, z) = Ezξ
±(θs),g+(s, z) = Ez ξ̌(θs),g−(s, z) = Ezξ(θs).

Надалi припускається, що виконується умова E|ξ(t)| <∞.
Визначимо також операцiї проектування

[R̃(z)]+ =
+∞∑
x=1

zxRx, [R̃(z)]− =
−∞∑
x=−1

zxRx,

[R̃(z)]0+ =
+∞∑
x=0

zxRx, [R̃(z)]0− =
0∑

x=−∞
zxRx,

R̃(z) = [R̃(z)]+ + [R̃(z)]0− = [R̃(z)]− + [R̃(z)]0+.

Важливим методом дослiдження твiрних перетворень розподiлiв гра-
ничних функцiоналiв є метод, заснований на факторизацiйному роз-
кладi g(s, z) на |z| = 1 i визначеннi цих перетворень у термiнах фа-
кторизацiйних компонент, що допускають аналiтичне продовження на
|z| ≤ 1 та |z| ≥ 1. В пiдроздiлi 1.1 наведено матричний аналог основної
факторизацiйної тотожностi, яка в матричному випадку є двоїстою.

Теорема 1.1.1. Для двовимiрного процесу Y(t) = {ξ(t), x(t)}
при s > 0 має мiсце матрична основна факторизацiйна тотожнiсть на
| z |= 1:

g(s, z) = E zξ(θs) =

{
g+(s, z)P

−1
s g−(s, z),

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z).

Для ергодичного ланцюга Маркова з твiрною матрицею Q та дiаго-
нально записаним стацiонарним розподiлом πd = ∥δkrπr∥ водиться
поняття зворотного ланцюга Маркова x̂(t).
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Означення 1.1.5. Ланцюг Маркова x̂(t) називається зворотним
(оберненим за часом) до ланцюга Маркова x(t), якщо πd – його по-
чатковий розподiл, а матриця перехiдних ймовiрностей задається за
допомогою твiрної матрицi:

Q̂ = N(P̂− I) = SQTS−1, S = Nπ−1
d =

∥∥∥∥δkrnrπr
∥∥∥∥ .

Усередненi за стацiонарним розподiлом математичне сподiвання та
дисперсiя:

m0
1 =

m∑
k=1

πk

m∑
r=1

[δkrEξk(1) +
m∑
r ̸=k

nkpkrEχkr],

σ20 =
m∑
k=1

πk

m∑
r=1

[δkrDξk(1) +
m∑
r ̸=k

nkpkrDχkr].

Другий роздiл присвячений дослiдженню майже напiвнеперерв-
них процесiв, заданих на скiнченному ланцюгу Маркова. У пiдроздiлi
2.1 розглядаються дограничнi (s > 0) уточнення компонент матричної
факторизацiйної тотожностi. Основними результатами даного пiдроз-
дiлу є теореми, якi мiстять уточнення розподiлiв та генератрис екс-
тремумiв та їх доповнень для майже напiвнеперервних зверху (знизу)
процесiв, заданих на скiнченному ланцюгу Маркова, за якими хвости
розподiлiв максимуму та доповнення до мiнiмуму (мiнiмуму та допов-
нення до максимуму) мають геометричне представлення.

Теорема 2.1.1. Для майже напiвнеперервного зверху процесу
ξ(t) на ланцюгу Маркова x(t) генератриса та розподiл максимуму
ξ+(θs) визначаються спiввiдношеннями

g+(s, z) = (I−Cz)[I− Z−1
s z]−1p+(s),

p+
x (s) = (I−CZs)Z

−x
s p+(s), x ∈ Z+,

p+(s) = (I− Z−1
s )(I−C)−1Ps,
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q+(s) = (Z−1
s −C)(I−C)−1Ps,

P+(s, x) = (Z−1
s −C)Z−x

s (I−C)−1Ps, x ∈ Z0
+;

генератрису доповнення до максимуму ξ(θs) можна виразити через
генератрису вiд’ємних значень процесу та матричний параметр геоме-
тричного розподiлу Z−1

s = q+(s)P
−1
s + p+(s)P

−1
s C :

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0− +

+(Z−1
s −C)z(I−Cz)−1E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0]),

p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s)+

+(C− Z−1
s )C x−1E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x]), x ∈ Z−

0 .

Теорема 2.1.2. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв ге-
нератриса та розподiл доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) визначаються
спiввiдношеннями

g+(s, z) = p+(s)[I−R−1
s z]−1(I−Cz),

p̌+
x (s) = p+(s)R−x

s [I−RsC ], x ∈ Z +,

p+(s) = Ps(I−C)−1(I−R−1
s ),

q+(s) = Ps(I−C)−1(R−1
s −C),

P
+
(s, x) = Ps(I−C)−1R−x

s (R−1
s −C), x ∈ Z0

+.

Генератрису мiнiмуму ξ−(θs) можна виразити через генератрису вiд’-
ємних значень процесу та матричний параметр геометричного розпо-
дiлу R−1

s = P−1
s q+(s) +CP−1

s p+(s) :

g−(s, z) =
(
[g(s, z)]0− + E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0] ·

·(I−Cz)−1z(R−1
s −C)

)
(p+(s))−1Ps,

p−
x (s) = [px(s) + E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x] ·

·C x−1(C−R−1
s )](p+(s))−1Ps, x ∈ Z0

−.
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З теореми 2.1.1. та теореми 2.1.2. та матричної основної факто-
ризацiйної тотожностi отримуємо наступну теорему, яка дозволяє для
пар {g+(s, z), g

−(s, z)} i {g−(s, z), g
+(s, z)} виразити "непростi" ге-

нератриси розподiлiв.
Теорема 2.1.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес

на ЛМ x(t), тодi при |z| ≥ 1 генератриса доповнення до максимуму
ξ(θs) задовольняє наступнi спiввiдношення

g−(s, z) = (I−C)(I− Z−1
s )−1(I− Z−1

s z)(I−Cz)−1s(sI−K(z))−1 =

= (I−C)[I+ (1− z)(Zs − I)−1](I−Cz)−1s(sI−K(z))−1,

p̌−
x (s) = (I−C)(I− Z−1

s )−1
( x∑
r=−∞

Cx−rpr(s)−

− Z−1
s

x−1∑
r=−∞

Cx−r−1pr(s)
)
, x ∈ Z−,

p−(s) = (I−C)(Zs − I)−1s(sC+Λ1 + (Λ2 +N)C)−1,g−(s, 1) = Ps,

а генератриса мiнiмуму ξ−(θs) виражається через матричний параметр
R−1

s та збурення кумулянти

g−(s, z) = s(sI−K(z))−1(I−Cz)−1(I−R−1
s z)(I−R−1

s )−1(I−C) =

= s(sI−K(z))−1(I−Cz)−1[I+ (1− z)(Rs − I)−1](I−C),

p−
x (s) =

( x∑
r=−∞

pr(s)C
x−r −R−1

s

x−1∑
r=−∞

pr(s)C
x−r−1

)
·

· (I−R−1
s )−1(I−C), x ∈ Z−,

p−(s) = s(sC+Λ1 +C(Λ2 +N))−1(Rs − I)−1(I−C),g−(s, 1) = Ps.

Також у випадку майже напiвнеперервного зверху процесу на лан-
цюгу Маркова доведено твердження про незалежнiсть розподiлу γ+(x)
вiд τ+(x).
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Аналогiчно до теорем 2.1.1-2.1.3 мають мiсце теореми 2.1.5-2.1.6 у
випадку майже напiвнеперервного знизу процесу на ланцюгу Маркова.

Теорема 2.1.5. Для майже напiвнеперервного знизу процесу, за-
даного на ланцюгу Маркова, мають мiсце наступнi спiввiдношення для
генератрис екстремумiв та їх розподiлiв:

для ξ−(θs):

g−(s, z) = (zI−B)(zI− Z(s))−1p−(s),

p−
x (s) = (Z(s)−B)

(
Z(s)

)−x−1
p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Z(s))(I−B)−1Ps,

q−(s) = (Z(s)−B)(I−B)−1Ps,

P−(s, x)=(Z(s)−B)
(
Z(s)

)−x
(I−B)−1Ps, x∈Z0

−,

для ξ̌(θs) :

g+(s, z) = Ps(p−(s))
−1([g(s, z)]0++

+(Z(s)−B)z(I−Bz)−1E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0]),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s)+

+(Z(s)−B)B−x−1E[B ξ(θs), ξ(θs) > x]), x ∈ Z+
0 ,

де Z(s) = q−(s)P
−1
s + p−(s)P

−1
s B.

Генератриса ξ(θs) виражається через матричний параметр
R(s)=P−1

s q−(s) +BP−1
s p−(s):

g−(s, z) = p−(s)[zI−R(s)]−1(zI−B),

p̌−
x (s) = p−(s)(R(s))−x−1(R(s)−B), x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I−B)−1(I−R(s)),

q−(s) = Ps(I−B)−1(R(s)−B),

P−(s, x)=Ps(I−B)−1
(
R(s)

)−x
(R(s)−B), x∈Z0

−.
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Через R(s) складнiше виражається генератриса ξ+(θs):

g+(s, z) = ([g(s, z)]0+ + E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0])·

·(zI−B)−1(R(s)−B))(p−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s) + E[B ξ(θs), ξ(θs) > x])·

·B−x−1(B−R(s)))(p−(s))−1Ps, x ∈ Z+
0 .

Згiдно з результатами теореми 2.1.5 i основної факторизацiйної
тотожностi для компонент, що виражаються за допомогою операцiї
проектування, справедлива

Теорема 2.1.6 Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес
на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриса максимуму
ξ+(θs) має вигляд

g+(s, z) = s(sI−K(z))−1(zI−B)−1(zI−R(s))(I−R(s))−1(I−B) =

= s(sI−K(z))−1(zI−B)−1[I+ (z − 1)(I−R(s))−1](I−B),

p+
x (s) =

(+∞∑
r=x

pr(s)B
r−x −

+∞∑
r=x+1

pr(s)B
r−x−1R(s)

)
·

· (I−R(s))−1(I−B), x ∈ Z+,

p+(s) = s(sB+Λ2 +B(Λ1 +N))−1(R(s)− I)−1(I−B),g+(s, 1) = Ps.

Генератриса доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) задовольняє наступнi спiв-
вiдношення

g+(s, z) = (I−B)(I− Z(s))−1(zI− Z(s))(zI−B)−1s(sI−K(z))−1 =

= (I−B)[I+ (z − 1)(I− Z(s))−1](zI−B)−1s(sI−K(z))−1,

p̌+
x (s) = (I−B)(I− Z(s))−1

(+∞∑
r=x

Br−xpr(s)−

− Z(s)
+∞∑

r=x+1

Br−x−1pr(s)
)
, x ∈ Z+,
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p+(s) = (I−B)((Z(s))−1−I)−1s(sB+Λ2+(Λ1+N)B)−1,g+(s, 1) = Ps.

В пiдроздiлi 2.2 отримано твердження про розподiли абсолютних
екстремумiв та їх доповнень в залежностi вiд знаку m0

1.
Нехай yz∗ = x(τ+(z − 1)) (z ≥ 1), y0∗ = x(0) – вкладений ланцюг

Маркова з матрицею перехiдних ймовiрностей
P1

∗ = ∥P{y1∗ = r|y0∗ = k}∥ = P∗ та твiрною матрицею Q∗ = P∗ − I.
Зворотнiй ланцюг Маркова до вкладеного з матрицею перехiдних
ймовiрностей P̂∗ = ∥P{ŷ 1

∗ = r|ŷ 0
∗ = k}∥ i твiрною матрицею

Q̂∗ = SQT
∗ S

−1, Q̂∗ = P̂∗ − I. Позначимо P̂∗S = S(P̂∗)
TS−1, Q̂∗S =

S(Q̂∗)
TS−1. Також Π∗ = lim

s→0
s(sI − Q∗)

−1 = ∥π∗kr∥, π∗kr = ρ∗r, k, r =

1,m, – стацiонарний розподiл вкладеного ланцюга Маркова y1∗, а усе-
реднення M∗ по стацiонарному розподiлу Π∗

µ+∗ =
m∑
k=1

ρ∗k

m∑
r=1

E[τ+(0), y1∗ = r|y0∗ = k].

Вiдповiдно Π̂∗ = lim
s→0

s(sI − Q̂∗)
−1 = ∥π̂∗kr∥, π̂∗kr = ρ̂∗r, k, r = 1,m, –

стацiонарний розподiл зворотного ланцюга Маркова з твiрною матри-
цею Q̂∗, а усереднення M̂∗ по стацiонарному розподiлу Π̂∗

µ̂+∗ =
m∑
k=1

ρ̂∗k

m∑
r=1

E[τ̂+(0), ŷ 1
∗ = r|ŷ 0

∗ = k].

Тодi справедлива
Теорема 2.2.2. Для майже напiвнеперервного зверху процесу

ξ(t) на ланцюгу Маркова x(t) при |z| ≥ 1 маємо:

1. Якщо 0 < m0
1 <∞, тодi розподiл абсолютного мiнiмуму ξ− неви-

роджений i справедливi наступнi граничнi спiввiдношення

g−(z) = Ezξ
−
= lim

s→0
g−(s, z) =

m0
1

ν +
0

(1−z)(−K(z))−1(I−Cz)−1P0 =

=
m0

1

ν +
0

[Λ1+(z−1I−C)(Q(1− z−1)−1−Λ2F̃2(z)−NF̃−(z))]
−1P0,
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g−(1) =
1

µ̂+∗m0
1

P0(I−C)−1Π̂∗S =
1

µ̂+∗m0
1

P0(I−C)−1Π∗ =

=
ν +
0

µ̂+∗m0
1

Π∗ = P0,

Π̂∗S = Π∗ = P0,
1

µ̂+
∗

=
m0

1

ν +
0

,

де ν +
0 =

m∑
k=1

πkν
+
k , ν+k = (1− ck)

−1,

p− = P{ξ− = 0} =
m0

1

ν +
0

(Λ1 +C(Λ2 +N))−1P0,

де R−1
0 = P̂∗S +C(I− P̂∗S), а ξ̌ має вироджений розподiл;

2. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл ξ− вироджений, а розподiл ξ̌

невироджений i визначається наступними граничними спiввiдно-
шеннями при s→ 0

g+(z) = p+[I−R−1
0 z]−1(I−Cz),

p̌+
x = P{ξ̌ = x} = p+R−x

0 (I−R0C), x ∈ Z+,

p+ = P{ξ̌ = 0} = P0p
+
∗ (0) = P0(I−C)−1(I−R−1

0 ),

q+ = P{ξ̌ > 0} = P0(I−C)−1(R−1
0 −C),

P{ξ̌ > x} = P0(I−C)−1R−x
0 (I−R0C), x ∈ Z+

0 ,

де R−1
0 = q+

∗ (0) +Cp+
∗ (0).

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ−, ξ̌ виродженi.

Теорема 2.2.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес
заданий на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≥ 1 маємо:
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1. При 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл ξ = lim

s→0
(ξ(θs) − ξ+(θs)) невиро-

джений i генератриса визначається граничним спiввiдношенням
при s→ 0

g−(z) = Ezξ =
m0

1

ν+0
P0(1− z)(I−Cz)−1(−K(z))−1 =

=
m0

1

ν+0
P0[Λ1+(Q(1− z−1)−1−Λ2F̃2(z)−NF̃−(z))(z

−1I−C)]−1,

g−(1) =
1

µ+∗
Π∗(I−C)−1 1

m0
1

P0 =
ν+0

µ+∗m0
1

P0 = P0,

1

µ+∗
=
m0

1

ν+0
,

p− = P{ξ = 0} =
m0

1

ν+0
P0(Λ1 + (Λ2 +N)C)−1,

де Z−1
0 = P∗(0) + (I−P∗)C, а ξ+ має вироджений розподiл.

2. При −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл ξ вироджений, а розподiл ξ+

невироджений i визначається наступними спiввiдношеннями

g+(z) = (I−Cz)[I− Z−1
0 z]−1p+,

p+
x = P{ξ+ = x} = (I−CZ0)Z

−x
0 p+, x ∈ Z+,

p+ = P{ξ+ = 0} = p∗
+(0)P0 = (I− Z−1

0 )(I−C)−1P0,

q+ = P{ξ+ = 0} = (Z−1
0 −C)(I−C)−1P0,

P{ξ+ > x} = (Z−1
0 −C)Z−x

s (I−C)−1P0, x ∈ Z0
+,

де Z−1
0 = q∗

+(0) + p∗
+(0)C.

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ, ξ+ виродженi.
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У випадку майже напiвнеперервного знизу процесу y∗z = x(τ−(1−
z)) (z ≥ 1), y∗0 = x(0) – вкладений ланцюг Маркова з матрицею пе-
рехiдних ймовiрностей P∗

1 = ∥P{y∗1 = r|y∗0 = k}∥ = P∗ та твiр-
ною матрицею Q∗ = P∗ − I. Зворотнiй ланцюг Маркова до вкла-
деного з матрицею перехiдних ймовiрностей P̂∗ = ∥P{ŷ ∗

1 = r|ŷ ∗
0 =

k}∥ (k, r = 1,m ) та твiрною матрицею Q̂∗ = S(Q∗)TS−1, Q̂∗ = P̂ ∗ − I.

P̂∗
S = S(P̂∗)TS−1, Q̂∗

S = S(Q̂∗)TS−1; M̂∗
S = S(E[τ̂−(0)])TS−1, Π∗ =

lim
s→0

s(sI −Q∗)−1 = ∥π∗kr∥, π∗kr = ρ∗r, k, r = 1,m, – стацiонарний розпо-
дiл вкладеного ланцюга Маркова, а усереднення M∗ по ρ∗r

µ−∗ =
m∑
k=1

ρ∗k

m∑
r=1

E[τ−(0), y ∗
1 = r|y ∗

0 = k].

Π̂ ∗ = lim
s→0

s(sI − Q̂ ∗)−1 = ∥π̂∗kr∥, π̂ ∗
kr = ρ̂ ∗

r , k, r = 1,m, – стацiонарний

розподiл зворотного ланцюга, а усереднення M̂ ∗ по ρ̂ ∗
r

µ̂−∗ =
m∑
k=1

ρ̂ ∗
k

m∑
r=1

E[τ̂ −(0), ŷ ∗
1 = r|ŷ ∗

0 = k].

Тодi справедлива
Теорема 2.2.4. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес

на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриси абсолютних
екстремумiв та їх доповнень мають вигляд:

1. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл абсолютного максимуму ξ+

невироджений i справедливi наступнi граничнi спiввiдношення

g+(z) = Ezξ
+

= lim
s→0

g+(s, z) =

=
|m0

1|
ν −
0

(1− z)(−K(z))−1(zI−B)−1P0 =

=
|m0

1|
ν −
0

[Λ2+(I−Bz−1)(Q(z−1−1)−1−z(Λ1F̃1(z)+NF̃+(z))]
−1P0,
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g+(1) =
1

µ̂−∗ |m0
1|
P0(I−B)−1Π̂∗

S =
1

µ̂−∗ |m0
1|
P0(I−B)−1Π∗ =

=
ν −
0

µ̂−∗ |m0
1|
Π∗ = P0,

Π̂∗
S = Π∗ = P0,

1

µ̂−
∗

=
|m0

1|
ν −
0

, ν −
0 =

m∑
k=1

πkν
−
k , ν

−
k = (1− bk)

−1,

p+
x = P{ξ+ = x} =, x ∈ Z−,

p+ = P{ξ+ = 0} =
|m0

1|
ν −
0

(Λ2 +B(Λ1 +N))−1P0,

а ξ має вироджений розподiл.

2. Якщо 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл ξ+ вироджений, а розподiл ξ

невироджений i визначається спiввiдношеннями

g−(z) = p−(zI−R(0))−1(zI−B),

p̌−
x = P{ξ = x} = p−(R(0))−x−1(R(0)−B), x ∈ Z−,

p− = P{ξ = 0} = P0p
−
∗ (0) = P0(I−B)−1(I−R(0)),

q− = P{ξ < 0} = P0(I−B)−1(R(0)−B),

P{ξ < x} = P0(I−B)−1(R(0))−x(R(0)−B), x ∈ Z0
−.

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ+, ξ виродженi.

Теорема 2.2.5. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес
на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриси абсолютних
екстремумiв та їх доповнень мають вигляд

1. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл ξ̌ = lim

s→0
(ξ(θs) − ξ−(θs)) неви-

роджений i його генератриса визначається спiввiдношенням при
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s→ 0

g+(z) = Ezξ̌ = lim
s→0

g+(s, z) =

=
|m0

1|
ν−0

P0(1− z)(zI−B)−1(−K(z))−1 =

=
|m0

1|
ν−0

P0[Λ2+(Q(z−1−1)−1−z(Λ1F̃1(z)+NF̃+(z)))(I−Bz−1)]−1,

g+(1) =
1

µ−∗
Π∗(I−B)−1 1

|m0
1|
P0 =

ν−0
µ−∗ |m0

1|
P0 = P0,

1

µ−∗
=

|m0
1|

ν−0
,

p+ = P{ξ̌ = 0} =
|m0

1|
ν−0

P0(Λ2 + (Λ1 +N)B)−1,

а ξ− має вироджений розподiл.

2. Якщо 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл ξ̌ вироджений, а розподiл ξ−

невироджений i визначається спiввiдношеннями

g−(z) = (zI−B)[zI− Z(0)]−1p−,

p−
x = (Z(0)−B)[Z(0)]−x−1p−, x ∈ Z−,

p− = P{ξ− = 0} = p∗
−(0)P0 = (I− Z(0))(I−B)−1P0,

q− = P{ξ− < 0} = q∗
−(0)P0 = (Z(0)−B)(I−B)−1P0,

P{ξ− < x} = (Z(0)−B)(Z(0))−x(I−B)−1P0, x ∈ Z0
−.

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ̌, ξ− виродженi.

В пiдроздiлi 2.3 доведено стацiонарнiсть матриць R(0), R−1
0 .

Третiй роздiл присвячений вивченню розподiлiв перестрибкових
функцiоналiв для пуассонiвських процесiв у незмiнному середовищi
(m = 1). В пiдроздiлi 3.1 наведено основнi твердження та спрощення
позначень для пуассонiвських процесiв ξ(t) в скалярному випадку, а
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також розглядається цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,

ξ(0) = 0} з кумулянтою

k(z) = λ1(p1(z)− 1) + λ2
1− z

z − b
(0 < b < 1, λ1, λ2 > 0), |m0

1| <∞.

Генератриса якого

g(s, z) = Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
, |z| = 1.

Крiм того, для скалярного випадку, замiсть двоїстої факториза-
цiйної тотожностi (2.1.12), маємо

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1,

де g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1), Ps = s(s−Q)−1 = 1.

Позначимо функцiонали, пов’язанi з перетином додатного рiвня
x ∈ Z+

0 :

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x,

γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0), γ+x = γ+(x) + γ+(x).

Основними твердженнями даного роздiлу є спiввiдношення для ге-
нератрис перестрибкових функцiоналiв через рiвень x = 0 для май-
же напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв, а саме, генератри-
си та розподiли γk(0), (k = 1, 3) для всiх значень m0

1 = Eξ(1) та
σ21 = Dξ(1) < ∞. Встановлено спiввiдношення для розподiлiв γk(∞)

при m0
1 ≥ 0, та умовнi генератриси γk(∞) при m0

1 < 0.
Теорема 3.2.1 Для процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) генератриси

перестрибкiв мають вигляд

1. Якщо m0
1 = 0, то

E [u
γ1(0)
1 ] = [bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)](λ1b+ λ2)
−1,

E [u
γ2(0)
2 ] = [bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)](λ1b+ λ2)

−1,

E [u
γ3(0)
3 ] = [bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)](λ1b+ λ2)
−1,
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де Π̃+
0 (z) = λ1p̃1(z), Π̃(z) =

∞∑
r≥0

zrΠ(r), Π(r) =
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k), Π(0) =

λ1, a1(1, u1) = u1Π̃(u1), a2(1, u2) = Π̃(u2), a3(1, u3) = λ1u3p̃
′
1(u3).

2. Якщо m0
1 < 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)],

E [u
γ2(0)
2 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)],

E [u
γ3(0)
3 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)].

3. Якщо m0
1 > 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u1) + (z0 − b)a1(z0, u1)],

E [u
γ2(0)
2 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ(0) + (z0 − b)a2(z0, u2)],

E [u
γ3(0)
3 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u3) + (z0 − b)a3(z0, u3)],

де a1(z, u1) = u1

u1−z(Π̃
+
0 (u1) − Π̃+

0 (z)), a2(z, u2) = 1
1−zu2

(Π̃+
0 (1) −

Π̃+
0 (zu2)), a3(z, u3) =

1
1−z(Π̃

+
0 (u3)− Π̃+

0 (zu3)).

Теорема 3.3.1. Якщо процес ξ(t) має кумулянту (3.1.3), тодi

1. При m0
1 = 0

E u
γ1(∞)
1 =

[
bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
(p̃ ′

1(u1)− p̃ ′
1(1))

]
m0(1),

E u
γ2(∞)
2 =

[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
]
m0(1),

E u
γ3(∞)
3 =λ1

[
bu3p̃

′
1(u3)+

1− b

2
u23p̃

′′
1(u3)

]
m0(1),

де m0(1) = 1
σ2
1(1−b)

.

2. Якщо m0
1 > 0, тодi

E u
γ1(∞)
1 =p−z

−1
0 [ba1(1, u1)+(z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0
]m+(1),

E u
γ2(∞)
2 =p−[bΠ̃(u2) +

z0 − b

z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
]m+(1),

E u
γ3(∞)
3 =p−z

−1
0 [ba3(1, u3)+(z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z
−1
0 , u3z0)

1− z0
]m+(1),
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де m+(1) =
1
m0

1
.

3. Якщо m0
1 < 0, тодi умовнi генератриси

E
[
u
γ1(∞)
1 |τ+(∞) <∞

]
=[bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
·

· (p̃ ′
1(u1)− p̃ ′

1(1))]m−(1),

E
[
u
γ2(∞)
2 |τ+(∞) <∞

]
=
[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
)
]m−(1),

E
[
u
γ3(∞)
3 |τ+(∞) <∞

]
=λ1[bu3p̃

′
1(u3) +

1− b

2
u23p̃

′′
1(u3)]m−(1),

де m−(1) = p′−(0)[Eξ
+]−1.

В четвертому роздiлi отримано спiввiдношення для твiрного пере-
творення спiльної генератриси функцiоналiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+x }
та деякi допомiжнi твердження, згiдно з якими отримується

Теорема 4.2.1. Якщо Y (t) майже напiвнеперервний знизу процес
з на ланцюгу Маркова, тодi

1. При m0
1 > 0,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a1(1, u1)+

+(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux1 − (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π(x)

]
,

E[u
γ2(∞)
2 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a2(1, u2)+

+(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
,

E[u
γ3(∞)
3 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a3(1, u3)+

+(p−
∗ (0))

−1(I−B)−1
∞∑
x=1

∞∑
l=x+1

(
ul2I− (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
,
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де m+(1) =
1
m0

1
P0, R(0) = q∗

−(0) +Bp∗
−(0), Π(x) =

∑
l≥x+1

Π+
0 (l),

Π+
0 (l) = Λ1p1(l) +Nf(l), a1(1, u1) = u1

u1−1(Π̃
+
0 (u1)− Π̃+

0 (1)),

a2(1, u2) = Π̃(u2), a3(1, u3) = u3(Π̃
+
0 (u3))

′.

2. При m0
1 = 0, σ20 <∞,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m0(1)

[
a1(1, u1)+

(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux1 − (R(0))x

)
(I−B)P∗Π(x)

]
,

E[u
γ2(∞)
2 ] = m0(1)

[
a2(1, u2)+

(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)P∗Π+

0 (l)

]
,

E[u
γ3(∞)
3 ] = E[u

γ1(∞)+γ2(∞)
3 ],

де m0(1) = 2
σ2
0
P0(I−B)−1, R(0) = P̂∗

S +B(I− P̂∗
S).

3. При m0
1 < 0

lim
ε→1

E

[
u
γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) <∞
]
= 0.



Роздiл 1

Гратчастi пуассонiвськi процеси на

ланцюгу Маркова

1.1 Основнi поняття та матричнi позначення. Ма-

тричний аналог основної факторизацiйної то-

тожностi

Нехай Y(t) = {ξ(t), x(t)} двовимiрний марковський процес зi значен-
нями в фазовому просторi {Z × E} заданий на повному iмовiрнiсно-
му просторi {Ω, F , P}, на якому визначено потiк σ-алгебр {Ft}t≥0

(Fs ⊂ Ft ⊂ F , 0 ≤ s ≤ t). Припустимо також, що компонента
x(t) - скiнченний ергодичний ланцюг Маркова iз множиною станiв
E = {1, ...,m} та матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = ∥P{x(t) = r|x(0) = k}∥k,r∈E = eQt, (1.1.1)

i твiрною матрицею Q (див. [6]). Для детальнiшого опису ξ(t), "ке-
рованого" ланцюгом Маркова x(t) з m станами в E, слiд задати на-
бiр пуассонiвських процесiв {ξn(t)}mn=1 з довiльним розподiлом стриб-
кiв у Z\{0} та послiдовнiсть незалежних сукупностей однаково роз-
подiлених цiлозначних випадкових величин {χ(n)

kr }n≥1 (k, r ∈ E). Як i

47
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для випадку дiйснозначного ξ(t) (див.[31], [27], [36]), Y(t) є марков-
ським адитивним процесом вiдносно {Ft}– σ-алгебри подiй, породже-
них {Y(s), 0 ≤ s ≤ t}, а компонента ξ(t)– процесом з умовно неза-
лежними приростами. В [31] Y(t) називався марковським процесом
"однородным по компоненте ξ(t)".

Позначимо матрицю Λ = ∥δkrλk∥k,r∈E , δkr = I{k=r}, де λk - iн-
тенсивностi стрибкiв пуассонiвських процесiв {ξk(t)}mk=1 з розпо-
дiлом стрибкiв p(x) = ∥δkrP{ξ(1)k = x}∥k,r∈E. N = ∥δkrnk∥k,r∈E, де
{nk > 0, k ∈ E} – параметри показниково розподiлених випадко-
вих величин ζ

(·)
k – часiв перебування x(t) в станi k. Матриця P =

∥pkr∥k,r∈E, pkr = P{x(σn + 0) = r/x(σn) = k} є матрицею перехiдних
ймовiрностей вкладеного ланцюга yn = x(σn + 0) зi стацiонарним роз-
подiлом π = (π1, π2, ..., πm), де σn - момент n-ої змiни стану x(t). Ма-
триця Q називається iнфiнiтезимальною (твiрною) i має вигляд

Q = N(P− I).

Перша компонента {ξ(t), t ≥ 0} визначається сукупнiстю незале-
жних однорiдних процесiв з генератрисами

gr(t, z) = Ezξr(t) = etkr(z), |z| = 1, ξr(0) = 0.

Сукупнiсть незалежних випадкових величин {χkr}mk,r=1, що не за-
лежать вiд ξr(t) та x(t), визначаються розподiлом стрибкiв χ

(·)
kr на

переходах ланцюга Маркова x(t), f(x) = ∥pkrP{χ(·)
kr = x}∥k,r∈E, не-

залежним вiд верхнього iндексу, f̃(z) = ∥pkrEzχ
(·)
kr∥, f̃(1) = P, якщо

P{χ(·)
kr = x} = 0 при x ̸= 0 або P{χ(·)

kr = 0} = 1, тобто при вiдсутностi
стрибкiв χ(·)

kr.
Розподiл 1-го сумарного стрибка процесу ξ(t) на ланцюгу Марко-

ва позначимо через Π0(x) = Λp(x)+Nf(x),що є дискретним аналогом
стрибкової мiри Левi Π(dx) = λdF (x) для числового складного пуас-
сонiвського процесу (див. (1.7) в [30]).
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Якщо ξ(0) = 0, то значення ξ(t) можна описати таким чином:
ξ(t) = ξk(t), 0 ≤ t < ζ

(1)
k = σ1, P{ζ(1)k > t} = e−nkt (nk > 0, k = 1,m),

ξ(σ1) = ξk(σ1 − 0) + χ
(1)
kr , якщо σ1 – момент 1-го переходу ЛМ iз k в r,

ξ(t) = ξ(σ1) + ξr(t)− ξr(σ1), σ1 ≤ t < σ1 + ζ
(2)
r = σ2, якщо x(t) в станi

r,
ξ(σ2) = ξl(σ2 − 0) + χ

(2)
rl , якщо x(t) переходить iз r в l,

ξ(t) = ξ(σ2) + ξl(t)− ξl(σ2), σ2 ≤ t < σ2 + ζ
(3)
l = σ3,

де ξr(t)− ξr(σ1)
.
= ξr(t−σ1), ξl(t)− ξl(σ2)

.
= ξl(t−σ2),...; σ1, σ2, σ3, ... –

вiдповiдно моменти 1-ї, 2-ї, 3-ї, ... змiни станiв ЛМ x(t), послiдовнiсть
яких позначимо {σn}n≥1.

В силу однорiдностi Y(t) за часом по компонентi ξ(t) для опису
розподiлу цього процесу достатньо розглянути матричну твiрну фун-
кцiю

gt(z) = Ezξ(t) = etK(z), |z| = 1,

де K(z) = lnEzξ(1) будемо називати кумулянтою процесу i вона має
наступний вигляд

K(z) = lnEzξ(t) =
∑
x ̸=0

(zx − 1)Π0(x) + Q (1.1.2)

або в термiнах твiрних функцiй

K(z) = Λ(p̃(z)− I) + N(̃f(z)−P) + Q. (1.1.3)

Означення 1.1.1. Введений таким чином процес Y (t) = {ξ(t), x(t)}

називається складним гратчастим процесом Пуассона з незалежними

приростами, заданим на скiнченному ланцюгу Маркова.

Означення 1.1.2. Складний гратчастий процес Пуассона Y (t), зада-

ний на ланцюгу Маркова, називається майже напiвнеперервним звер-

ху, якщо компонента ξ(t) перетинає додатний рiвень лише додатними
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геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого має ви-

гляд

K(z) = (Λ1 +NP)[(I−C)z(I−Cz)−1 − I]+

+Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x) +N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) +Q,
(1.1.4)

або

K(z) = (Λ1 +NP)(z − 1)(I−Cz)−1+

+Λ2[p̃ 2(z)− I] +N[̃f−(z)−P] +Q,
(1.1.5)

де C = ∥δkrck∥, 0 < ck < 1, ck – параметри геометрично розподiлених

додатних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m, а

f̃−(z) = ∥pkrE[zχkr , χkr < 0]∥, k, r = 1,m.

Для простоти ми обмежимось випадком, коли кумулянта K(z)

має вигляд

K(z) = Λ1[(I−C)z(I−Cz)−1 − I]+

+Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x) +N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) +Q,
(1.1.6)

або

K(z) = Λ1(z − 1)(I−Cz)−1+

+Λ2[p̃ 2(z)− I] +N[̃f−(z)−P] +Q.
(1.1.7)

Означення 1.1.3. Складний гратчастий процес Пуассона Y (t), зада-

ний на ланцюгу Маркова, називається майже напiвнеперервним зни-

зу, якщо компонента ξ(t) перетинає вiд’ємний рiвень лише вiд’ємними

геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта якого має ви-
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гляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x)+

+(Λ2 +NP)[(I−B)(zI−B)−1 − I] +N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) +Q,
(1.1.8)

або

K(z) = Λ1[p̃1(z)− I] + (Λ2 +NP)(1− z)(zI−B)−1+

+N[̃f+(z)−P] +Q,
(1.1.9)

де B = ∥δkrbk∥, 0 < bk < 1, bk – параметри геометрично розподiлених

вiд’ємних стрибкiв процесу ξ(t), якщо x(t) = k, k = 1,m, а

f̃+(z) = ∥pkrE[zχkr , χkr > 0]∥, k, r = 1,m.

Для простоти ми обмежимось випадком, коли кумулянта K(z)

має вигляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x)+

+Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] +N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) +Q,
(1.1.10)

або

K(z) = Λ1[p̃1(z)− I] +Λ2(1− z)(zI−B)−1+

+N[̃f+(z)−P] +Q.
(1.1.11)

Λ = Λ1 + Λ2, Λ1 = ∥δkrλ(1)k ∥, Λ2 = ∥δkrλ(2)k ∥, де λ(1)k – iнтенсивно-
стi додатнiх стрибкiв ξ(1)k > 0, λ(2)k – iнтенсивностi вiд’ємних стрибкiв
ξ
(1)
k < 0;

p(x) =

{
p1(x), ξ

(1)
k > 0,

p2(x), ξ
(1)
k < 0;

p̃(z) =

{
p̃1(z), ξ

(1)
k > 0,

p̃2(z), ξ
(1)
k < 0.
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Означення 1.1.4. Складний гратчастий процес Пуассона Y(t), зада-

ний на ланцюгу Маркова, називається напiвнеперервним зверху (зни-

зу) якщо C = 0 (B = 0), тобто додатнi (вiд’ємнi) стрибки процесу

одиничнi.

Введемо позначення основних функцiоналiв для ξ(t):
функцiонали, що характеризують екстремуми процесу на iнтервалi
[0, t] та їх доповнення:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(u), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t),

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(u), ξ̌(t) = ξ(t)− ξ−(t),
(1.1.12)

та абсолютнi екстремуми

ξ± = sup(inf)0≤u≤∞ξ(u)

функцiонали, пов’язанi з перетином додатного рiвня x ∈ Z+
0 :

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x,

γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0), γ+x = γ+(x) + γ+(x),
(1.1.13)

та функцiонали, пов’язанi з перетином вiд’ємного рiвня x ∈ Z0
−:

τ−(x) = inf{t > 0 : ξ(t) < x}, γ−(x) = x− ξ(τ−(x)),

γ−(x) = ξ(τ−(x)− 0)− x, γ−x = γ−(x) + γ−(x).
(1.1.14)

З останнiх позначень випливає, що:

ξ(τ+(x)− 0) = x− γ+(x), ξ(τ
+(x) + 0) = x+ γ+(x),

γ+(x) = ξ(τ+(x) + 0)− ξ(τ+(x)− 0).

Дослiдження подiбних функцiоналiв в теорiї масового обслуговування
i в теорiї ймовiрностей базується на аналiзi рiвнянь, або систем рiвнянь
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на пiвосi. В монографiях Ф. Д. Гахова [9] та Б. Нобла [60] використову-
ється метод Вiнера-Хопфа для дослiдження цих рiвнянь. В граничних
задачах для випадкових блукань в [5]-[6] використовуються 1-ша та
2-га факторизацiйнi тотожностi А. А. Боровкова. Для систем рiвнянь
типу згортки в роботах И. Ц. Гохберга, М. Г. Крейна [22], М. Г. Крейна
[47], вводиться поняття факторизацiї деякого класу аналiтичних фун-
кцiй на осi для iнтегральних перетворень функцiй. При дослiдженнi
систем рiзницевих рiвнянь в [22] вводиться поняття факторизацiї ма-
тричних аналiтичних функцiй на одиничному колi та необхiднi для
нього поняття кiлець та пiвкiлець твiрних перетворень

Для твiрних перетворень дискретних матричних послiдовностей
{Rx, x = 0,±1,±2, . . .} вводиться спочатку поняття кiльця та розши-
реного кiльця. А саме, позначимо кiльце твiрних функцiй R̃(z)

L : {R̃(z) =
+∞∑

x=−∞
zxRx,

+∞∑
x=−∞

| Rx |<∞, |z| = 1}

iз звичайною операцiєю множення та звичайною операцiєю додавання.
А розширення кiльця L:

LI : {I± R̃(z) = R̃I(z), det R̃I(z) ̸= 0}.

Аналогiчно позначимо пiдкiльце на |z|±1 ≤ 1 та їх розширення

L± :

{
R̃±(z) =

±∞∑
x=0

zxRx

}
,L±

I : {I± R̃±(z), det[I± R̃±(z)] ̸= 0},

якi допускають аналiтичне продовження на |z| ≥ 1 (|z| ≤ 1) R̃±1
± (z) ∈

L±
I . Визначимо також операцiї проектування

[R̃(z)]+ =
+∞∑
x=1

zxRx, [R̃(z)]− =
−∞∑
x=−1

zxRx,

[R̃(z)]0+ =
+∞∑
x=0

zxRx, [R̃(z)]0− =
0∑

x=−∞
zxRx,
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R̃(z) = [R̃(z)]+ + [R̃(z)]0− = [R̃(z)]− + [R̃(z)]0+.

Основна мета нашої роботи полягає у вивченнi розподiлу граничних
функцiоналiв (1.1.12)-(1.1.13) для цiлочислових майже напiвнеперерв-
них пуассонiвських процесiв. Дослiдження цих функцiоналiв основує-
ться на їх стохастичних спiввiдношеннях при x ∈ Z+

0 :

τ+kr(x)
.
=


ζ ′k + τ+kr(x− ξ

(1)
k ), ζ ′k < ζk, ξ

(1)
k ≤ x,

ζ ′k, ζ
′
k < ζk, ξ

(1)
k > x,

ζk + τ+jr(x− χkj), ζ
′
k > ζk, χkj ≤ x,

ζk, ζ
′
k > ζk, χkr > x;

(1.1.15)

[γ1(x)]kr=γ
+
kr(x)

.
=


γ+kr(x− ξ

(1)
k ), ζ ′k < ζk, ξ

(1)
k ≤ x,

ξ
(1)
k − x, ζ ′k < ζk, ξ

(1)
k > x,

γ+jr(x− χkj), ζ
′
k > ζk, χkj ≤ x,

χkr − x, ζ ′k > ζk, χkr > x;

(1.1.16)

[γ2(x)]kr=[γ+(x)]kr
.
=


[γ+(x− ξ

(1)
k )]kr, ζ

′
k < ζk, ξ

(1)
k ≤ x,

x, ζ ′k < ζk, ξ
(1)
k > x,

[γ+(x− χkj)]jr , ζ
′
k > ζk, χkj ≤ x,

x, ζ ′k > ζk, χkr > x;

(1.1.17)

[γ3(x)]kr=[γ+x ]kr
.
=



[γ+
x−ξ

(1)
k

]kr, ζ
′
k < ζk, ξ

(1)
k ≤ x,

ξ
(1)
k , ζ ′k < ζk, ξ

(1)
k > x,[

γ+x−χkj

]
jr
, ζ ′k > ζk, χkj ≤ x,

χkr, ζ
′
k > ζk, χkr > x.

(1.1.18)

Цi граничнi функцiонали при x ∈ Z+
0 називаються верхнiми. Анало-

гiчнi стохастичнi спiввiдношення мають мiсце для нижнiх граничних
функцiоналiв (1.1.14) при x ∈ Z0

−.
В подальших викладках для спрощення позначень iнтегральних

та твiрних перетворень будемо користуватися вiдповiдно показниково
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та геометрично розподiленими випадковими величинами θs, ν̃ε:

P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0,

P{ν̃ε = k} = (1− ε)εk, 0 < ε < 1, k = 0, 1, 2, . . .

Пiсля застосування iнтегрального перетворення Лапласа-Карсона по
t до P(t) та gt(z) отримаємо

Ps = s

∫ +∞

0

e−stP(t)dt = s(sI−Q)−1, lim
s→0

Ps = P0. (1.1.19)

g(s, z) = s

∫ +∞

0

e−stgt(z)dt = Ezξ(θs) = s(sI− K(z))−1. (1.1.20)

На основi стохастичних спiввiдношень (1.1.15)-(1.1.18) встановлю-
ються iнтегральнi рiвняння, якi пiсля перетворень Лапласа-Карсона
зводяться до матричного операторного рiвняння, зокрема, для
Pt(x) = ∥Pkr{ξ(t) = x)}∥ рiвняння має вигляд

Pt(x) = I{x=0}e
−(Λ+N)t +

∫ t

0

∑
y

e−(Λ+N)uΠ0(y)Pt−u(x− y)du. (1.1.21)

Пiсля перетворення Лапласа-Карсона по t з (1.1.21) випливає ма-
трично-операторне рiвняння для P(s, x) = ∥Pkr{ξ(θs) = x}∥:

LsP(s, x) = sI{x=0}, x ∈ Z, Ls = sI− L. (1.1.22)

Твiрний оператор L визначається ядром Π0(x) на класi обмежених,
вимiрних в {Z× E} матричних функцiй F(x)

LF(x) =
∑
y

Π0(y)[F(x− y)−F(x)] +QF , x ∈ Z. (1.1.23)

Слiд вiдзначити, що пiсля твiрного перетворення по x:

LF(x) ⇒ K(z)F̃(x).
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Тому кумулянту K(z) називають символом оператора L (див. [41],
[46]). sI − K(z) – символом оператора Ls = sI − L. Отже, з (1.1.22)
пiсля твiрного перетворення по x одержимо

(sI−K(z))g(s, z) = sI, g(s, z) = s(sI−K(z))−1.

Розподiли екстремумiв процесу в момент θs позначимо

P+(s, x)=P{ξ+(θs) < x}=∥P{ξ+(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+,

P+(s, x)=P{ξ̌(θs) < x}=∥P{ξ̌(θs) < x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+,

P−(s, x)=P{ξ−(θs) < x}, P−(s, x)=P{ξ(θs) < x}, x ∈ Z−,

p+
x (s) = P{ξ+(θs) = x} = ∥P{ξ+(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}∥, x ∈ Z+,

p̌+
x (s) = P{ ξ̌(θs) = x}, x ∈ Z+,

p−
x (s) = P{ξ−(θs) = x}, p̌−

x (s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z−,

px(s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z,

p+(s) = P{ξ+(θs) = 0}, p−(s) = P{ξ−(θs) = 0},

p−(s) = P{ξ(θs) = 0}, p+(s) = P{ ξ̌(θs) = 0},

P(s, x) = P{ξ(θs) < x}, P(s, x) = Ps −P(s, x),

q±(s) = P{± ξ±(θs) > 0} = Ps − p±(s),

q−(s) = P{ξ(θs) < 0} = Ps−p−(s), q+(s) = P{ ξ̌(θs) > 0} = Ps−p+(s),

p∗
±(s) = p±(s)P

−1
s , p±

∗ (s) = P−1
s p±(s),

q∗
±(s) = q±(s)P

−1
s = I− p∗

±(s), q
±
∗ (s) = P−1

s q±(s) = I− p±
∗ (s).

Їх вiдповiднi матричнi твiрнi функцiї позначимо

g(s, z) = Ezξ(θs) = ∥E[zξ(θs), x(θs) = r|x(0) = k}∥ = ∥Ekr[z
ξ(θs)]∥,

g+(s, z) = Ezξ
+(θs),g−(s, z) = Ezξ

−(θs),g+(s, z) = Ez ξ̌(θs),g−(s, z) = Ezξ(θs).
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Надалi будемо позначати

T±
∗ (s, x) = E[e−sτ±(x), τ±(x) <∞] =

= ∥E[e−sτ±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k, τ±(x) <∞]∥,

T±
∗ (s, x, z) = E[e−sτ±(x)zγ

±(x), τ±(x) <∞] =

= ∥E[e−sτ±(x)zγ
±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k, τ±(x) <∞]∥,

T̃+
∗ (s, ε, z) = (1−ε)

+∞∑
x=0

εxT+
∗ (s, x, z) = E[e−sτ+(ν̃ε)zγ

+(ν̃ε), τ+(ν̃ε) <∞],

беручи до уваги, що генератриси τ±(x) розглядаються на ланцюгах
x(τ±(x)), вiдповiдно. Необхiдно зазначити, що множина значень лан-
цюга x(τ±(x)) може звузитися за рахунок недосяжностi рiвня x ∈ Z+

0

(x ∈ Z0
−) процесом ξ(t). Тому будемо накладати наступну умову:

∀k ∈ E : P{y∗x = k} = P{x(τ±(x)) = k} > 0.

Лема 1.1.1. (Аналог леми 3.1. в [27] для ξ(t) на ланцюгу Маркова в

R1.) Зв’язок мiж розподiлами ξ±(θs) та генератрисами τ±(x) визна-

чається наступними спiввiдношеннями:

P{ξ+(θs) > x} = E[e−sτ+(x), τ+(x) <∞]Ps = T+
∗ (s, x)Ps, (1.1.24)

P{ξ−(θs) < x} = E[e−sτ−(x), τ−(x) <∞]Ps = T−
∗ (s, x)Ps, (1.1.25)

g±(s, z) = (I− T̃±
∗ (s, z))Ps, T̃

±
∗ (s, z)) = I− g±(s, z)P

−1
s . (1.1.26)

Надалi будемо припускати, що

∥E
[
|ξ(t)|l, x(t) = r|x(0) = k

]
∥ <∞, l = 1, 2. (1.1.27)

Важливим методом дослiдження твiрних перетворень розподiлiв
граничних функцiоналiв є метод, заснований на факторизацiйному
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розкладi g(s, z) на |z| = 1 i визначеннi цих перетворень у термiнах
факторизацiйних компонент, що допускають аналiтичне продовження
на |z| ≤ 1 та |z| ≥ 1. Має мiсце матричний аналог основної фактори-
зацiйної тотожностi, (див. [29], теорема 7.1 (7.11)), яка в матричному
випадку є двоїстою.

Теорема 1.1.1. [10] Для двовимiрного процесу Y(t) = {ξ(t), x(t)} при

s > 0 має мiсце матрична основна факторизацiйна тотожнiсть на

| z |= 1:

g(s, z) = E zξ(θs) =

 g+(s, z)P
−1
s g−(s, z),

g−(s, z)P
−1
s g+(s, z).

(1.1.28)

В термiнах компонент факторизацiї g+(s, z) = Ezξ
+(θs),

g−(s, z) = Ezξ̌(θs) описуються розподiли "верхнiх" функцiоналiв, по-
в’язаних з перетином рiвня x ∈ Z+

0 . Розподiли "нижнiх" функцiоналiв,
пов’язаних з перетином рiвня x ∈ Z0

− виражаються через компоненти
g−(s, z) = Ezξ

−(θs), g+(s, z) = Ezξ(θs).
В наступному твердженнi встановлюється 2-га факторизацiйна

тотожнiсть, в якiй спiльна генератриса пари функцiоналiв {τ+(x),γ+(x)}
виражається тiльки через першу компоненту факторизацiї.

Теорема 1.1.2. [25] Для процесу ξ(t) пара функцiоналiв {τ+(x), γ+(x)}

зв’язана з розподiлом ξ+(θs) наступними спiввiдношеннями:

T+
∗ (s, x, z) = E[zξ

+(θs)−x, ξ+(θs) ≥ x](g+(s, z))
−1, (1.1.29)

T̃+
∗ (s, ε, z) =

(1− ε)z

z − ε
(g+(s, z)− g+(s, ε))(g+(s, z))

−1. (1.1.30)

Спiввiдношення (1.1.29) є матричним аналогом другої факториза-
цiйної тотожностi (2 ф. т. див. (2.26) в [30]), а (1.1.30) – твiрним пере-
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творенням 2 факторизацiйної тотожностi, яке дає можливiсть знахо-
дити простi спiввiдношення для спiльної генератриси {τ+(x), γ+(x)},
якщо перша компонента факторизацiї має простiший вигляд.

Оскiльки ланцюг Маркова x(t) – ергодичний, тодi

lim
t→∞

P(t) = lim
s→0

P(θs) = lim
s→0

s(sI−Q)−1 = P0,

P0 = ∥p0kr∥mk,r=1, p
0
kr = πr > 0.

Для ергодичного ланцюга Маркова з твiрною матрицею Q = N(P−I)

та дiагонально записаним стацiонарним розподiлом πd = ∥δkrπr∥ в
[39] вводиться поняття зворотного ЛМ x̂(t).

Означення 1.1.5. Ланцюг Маркова x̂(t) називається зворотним (обер-

неним за часом) до ланцюга Маркова x(t), якщо πd – його початковий

розподiл, а матриця перехiдних ймовiрностей задається за допомогою

твiрної матрицi:

Q̂ = N(P̂− I) = SQTS−1, S = Nπ−1
d =

∥∥∥∥δkrnrπr
∥∥∥∥ .

Зауважимо, що процес x(t) є еквiвалентним зворотному процесу
x̂(t), якщо виконується умова симетризацiї: pkr = πr

πk
prk, k, r = 1,m.

Зворотний процес ξ̂(t) (ξ̂(0) = 0, t ≥ 0) на ланцюгу Маркова x̂(t)
визначається кумулянтою i генератрисою ξ̂(θs):

K̂(z) = SKT (z)S−1, ĝ(s, z) = Ezξ̂(θs) = s(sI− K̂(z))−1,

K̂(1) = SKT (1)S−1 = SQTS−1 = Q̂,

ĝ(s, 1) = s(sI− K̂(1))−1 = P̂s.

Основна факторизацiйна тотожнiсть (1.1.28) в термiнах генератрис
екстремумiв зворотного процесу ĝ±(s, z) = Ezξ̂

±(θs) набуває вигляду

g(s, z) =

{
g+(s, z)P

−1
s S ĝT

−(s, z)S
−1;

g−(s, z)P
−1
s S ĝT

+(s, z)S
−1.

(1.1.31)
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З (1.1.28) та (1.1.33) випливають наступнi спiввiдношення зв’язку
мiж розподiлами екстремумiв звичайного та зворотного процесiв

g±(s, z) = S ĝT
±(s, z)S

−1, Ps = S (P̂s)
TS−1;

q+(s) = S q̂T
+(s)S

−1, q−(s) = S q̂T
−(s)S

−1.

P{ξ(θs) < x} = S
(
P{ξ̂ −(θs) < x}

)T

S−1, x ∈ Z0
−,

P{ξ̌(θs) < x} = S
(
P{ξ̂ +(θs) < x}

)T

S−1, x ∈ Z+
0 .

(1.1.32)

P{ξ̌(θs) > x} = PsT̂
+
∗ (s, x), (1.1.33)

P{ξ(θs) < x} = PsT̂
−
∗ (s, x). (1.1.34)

Позначимо спiльну генератрису перестрибкових функцiоналiв (1.1.13)
через

V(s, x, u1, u2, u3) = E[e−sτ+(x)u
γ+(x)
1 u

γ+(x)
2 u

γ+
x

3 , τ+(x) <∞], (1.1.35)

а її твiрне перетворення по x:

v(s, z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxV(s, x, u1, u2, u3),

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = (1− ε)v(s, ε, u1, u2, u3) =

=(1−ε)
+∞∑
x=0

εxV(s, x, u1, u2, u3)=E[e−sτ+(ν̃ε)u
γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) <∞],

маргiнальнi генератриси та їх твiрнi перетворення

Vi(s, x, ui) = E[e−sτ+(x)u
γi(x)
i , τ+(x) <∞] = Vi(s, x, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i,

vi(s, z, ui) = vi(s, z, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i,

ṽi(s, ε, ui) = ṽi(s, ε, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i.
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Функцiї

A(x, u1, u2, u3) =
+∞∑

l=x+1

ul−x
1 ux2u

l
3Π

+
0 (l), x ∈ Z+

0 , (1.1.36)

є правими частинами рiзницевих рiвнянь для спiльних генера-
трис (1.1.35) розподiлу перестрибкових функцiоналiв з оператором Ls

i виражаються через вiдповiднi твiрнi перетворення розподiлу Π+
0 (l)

додатних стрибкiв, де Π̃+
0 (z) =

+∞∑
x=0

zxΠ+
0 (x).

a(z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxA(x, u1, u2, u3),

ã(ε, u1, u2, u3) = (1− ε)
+∞∑
x=0

εxA(x, u1, u2, u3),

A(x, 1, 1, 1) = Ax(1) =
+∞∑

l=x+1

Π+
0 (l) = Π(x), a(z) =

+∞∑
x=0

zxΠ(x) = Π̃(z).

Ai(x, ui) = Ai(x, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i, ãi(ε, ui) = ãi(ε, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i,

W(s, x, u1, u2, u3) =
0∑

y=−∞
p̌−
y (s)A(x− y, u1, u2, u3),

w(s, z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxP−1
s W(s, x, u1, u2, u3),

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = (1− ε)
+∞∑
x=0

εxP−1
s W(s, x, u1, u2, u3),

Wi(s, x, ui) = Wi(s, x, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i,

w̃i(s, ε, ui) = w̃i(s, ε, u1, u2, u3)|ur=1, r ̸=i,

K(s, x) = W(s, x, 1, 1, 1) =
0∑

y=−∞
p̌−
y (s)Ax−y(1), k(s, z) =

+∞∑
x=0

zxK(s, x).
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1.2 Допомiжнi твердження.

Якщо x(t) – однорiдний регулярний ланцюг Маркова з твiрною матри-
цею Q i матрицею P(t), то згiдно iз (1.1.1) її перетворення Лапласа-
Карсона є оберненням сингулярно збуреної матрицi (sI − Q)−1

(|sI−Q| ≠ 0 при достатньо малих s > 0).
Для x(t) iснує стацiонарний розподiл lim

t→+∞
P(t) = P0 = ∥p0kr∥,

p0kr = πr,∀ k, що визначається як границя обернення (1.1.19) при s→ 0

P0 = lim
s→0

s(sI−Q)−1. (1.2.1)

При цьому мають мiсце спiввiдношення

QP0 = 0, P0Q = 0; (1.2.2)

перше з них очевидне, а друге визначає єдиний розв’язок вiдповiдної
системи лiнiйних рiвнянь для значень стацiонарних iмовiрностей {πk}
(див. [6]).

Позначимо для процесу ξ(t) з кумулянтою (1.1.2) через

M0
1 = Eξ(1) =

∑
x̸=0

xΠ0(x), D0 = Dξ(1) =
∑
x ̸=0

x2Π0(x),

якi надалi вважаємо обмеженими.
Ще позначимо K̃(z) =

∑
x̸=0

(zx − 1)Π0(x), i вiдмiтимо, що при

z = 1 + ε, ε → 0 K̃(1 + ε) ≈ εK̃
′
(1) + ε2

2 K̃
′′
(1), де K̃

′
(1) = Eξ(1) =

M0
1, K̃

′′
(1) = Dξ(1) = D0.

Тодi при z = 1 + ε має мiсце наближення

−K(z) = (1− z)M0
1 −

1

2
(1− z)2D0 −Q+ o(ε2). (1.2.3)

Вiдповiдно усередненнi по стацiонарному розподiлу P0 моменти позна-
чимо

m0
1 =

m∑
k=1

πk

m∑
r=1

[δkrEξk(1) +
m∑
r ̸=k

nkpkrEχkr], (1.2.4)
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σ20 =
m∑
k=1

πk

m∑
r=1

[δkrDξk(1) +
m∑
r ̸=k

nkpkrDχkr]. (1.2.5)

Лема 1.2.1. [44] Нехай Q 0 - вироджена матриця m-го порядку, ν ̸=

0. Тодi обернення збуреної зворотної матрицi Q0 + νI має розклад

(Q0 + νI)−1 = ν−1Π1 +T0(I+ νT0)
−1 (1.2.6)

де Π1–власний проектор матрицi Q0, r = dimN(Q0) < m, Π1 =
r∑

k=1

uk
⊗

ρk, uk, ρk -правий та лiвий власнi вектори оператора Q0, що

вiдповiдають нульовому власному значенню: (ρ(i), u(j)) = δij, i, j =

1, r. Крiм того T0 = (I−Π1)((Π1 −Q0)
−1 −Π1)(I−Π1),

Π1Q0 = Q0Π1 = 0, Π1T0 = T0Π1 = 0. (1.2.7)

На основi (1.2.3) та (1.2.6) iз леми 1.2.1 встановлюється

Лема 1.2.2. Для процесу Y(t) з кумулянтою (1.1.2) iз |m0
1| <∞, σ2

0 <

∞ мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
z→1

(−(1− z)K−1(z)) =

= lim
z→1

(1− z)((1− z)M0
1 −Q)−1 =

1

m0
1

P0, m
0
1 ̸= 0, (1.2.8)

lim
z→1

(1− z)2K−1(z) =

= lim
z→1

(1− z)2(
1

2
(1− z)2D0 −Q)−1 =

2

σ20
P0, m

0
1 = 0, σ20 <∞. (1.2.9)

Як i для звичайних ґратчастих пуассонiвських процесiв має мiсце
аналогiчний матричний результат. З леми 1.1.1 при x = 0 випливає
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Лема 1.2.3. Для гратчастого процесу Пуассона заданого на ланцюгу

Маркова, мають мiсце наступнi представлення матриць p±
∗ (s) та

p∗
±(s):

p∗
±(s) = I − E[e−sτ±(0), τ±(0) < ∞] = I − T±

∗ (s, 0); (1.2.10)

p±
∗ (s) = I− S(E[e−sτ̂±(0), τ̂±(0) <∞])TS−1 =

= I− S(T̂±
∗ (s, 0))

TS−1; (1.2.11)

де

T±
∗ (s, 0) = q±(s)P

−1
s , T̂±

∗ (s, 0) = q̂±(s)P̂
−1
s . (1.2.12)

Iз стохастичних спiввiдношень (1.1.15)–(1.1.18) аналогiчно до рiв-
няння (1.1.22) виводиться рiвняння для генератрис (1.1.35)

Теорема 1.2.1. [25] Для довiльного цiлозначного пуассонiвського про-

цесу ξ(t) на ЛМ x(t) твiрне перетворення спiльної генератриси фун-

кцiоналiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+x } виражається наступним чином

sv(s, z, u1, u2, u3) = g+(s, z)P
−1
s [g−(s, z)a(z, u1, u2, u3)]

0
+, (1.2.13)

де a(z, u1, u2, u3) має вигляд

a(s, x, u1, u2, u3) =
u1

u1 − zu2
(Π̃+

0 (u1u3)− Π̃+
0 (u2u3z)). (1.2.14)

З теореми 1.2.1 пiсля обернення (1.2.13) по z випливає

Наслiдок 1.2.1. Спiльна генератриса (1.1.35) функцiоналiв

{τ+(x), γ1(x), γ2(x), γ3(x)} визначається через згортку

sV(s, x, u1, u2, u3) =
x∑

y=0

p+
y (s)P

−1
s W(s, x− y, u1, u2, u3), (1.2.15)
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де функцiя W(s, x − y, u1, u2, u3) є оберненням проекцiйної дужки в

(1.2.13).

Згiдно теореми 1.2.1 та наслiдку 1.2.1 встановлюється

Наслiдок 1.2.2. Якщо виконується умова (1.1.27), тодi

g+(s, z) =
[
I+ (1− z)s−1k(s, z)

]−1
Ps,

p+(s) =
[
I+ s−1k(s, 0)

]−1
Ps.

(1.2.16)

g+(s, z) = (I−V1(s, 0, z))
−1 p+(s). (1.2.17)

Доведення. Пiдставимо замiсть u1 = u2 = u3 = 1 в (1.2.13) i отримаємо

sv(s, z, 1, 1, 1) = g+(s, z)P
−1
s [g−(s, z)a(z)]0+. (1.2.18)

Розглянемо множник

[
g−(s, z)a(z)

]0
+
=

[
+∞∑
x=0

zxp̌−
x (s)

+∞∑
x=0

zxAx(1)

]0

+

=

=
+∞∑
x=0

zx
0∑

k=−∞

p̌−
k (s)Ax−k(1) =

+∞∑
x=0

zxK(s, x) = k(s, z).

Використовуючи (1.1.24) та (1.1.27) i означення v(s, z, u1, u2, u3) отри-

маємо

v(s, z, 1, 1, 1) =
+∞∑
x=0

zxV(s, x, 1, 1, 1) =
+∞∑
x=0

zxE
[
e−sτ+(x), τ+(x) <∞

]
=

=
+∞∑
x=0

zxP{ξ+(θs) > x}P−1
s =

+∞∑
x=0

zx
+∞∑

k=x+1

p+
k (s)P

−1
s

=
+∞∑
k=1

p+
k (s)

k−1∑
x=0

zxP−1
s =
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=
1

1− z

[
+∞∑
k=0

p+
k (s)−

+∞∑
k=0

zkp+
k (s)

]
P−1

s =
1

z − 1

[
g+(s, z)P

−1
s − I

]
.

Пiдсталяючи отриманi спiввiдношення в (1.2.18) одержимо перше спiв-

вiдношення в (1.2.16). Друге спiввiдношення в (1.2.16) випливає з пер-

шого при граничному переходi z → 0. (1.2.17) отримаємо з (1.1.30) при

граничному переходi ε→ 0.

Спiввiдношення (1.2.17) є матричним аналогом узагальнення фор-
мули Полячека-Хiнчина. Вона встановлює зв’язок перших компонент
факторизацiйної тотожностi Боровкова для Ezξ(θs), що виражаються
в термiнах генератрис початкових сходинкових висот {τ±(0), γ±(0)}

R±
1 (s, z) = I− E[e−sτ±(0)zγ

±(0), τ±(0) <∞], (1.2.19)

з першими компонентами основної факторизацiйної тотожностi:
g±(s, z) = [R±

1 (s, z)]
−1p±(s). Згiдно зi спiввiдношенням (1.2.17) маємо

R±
1 (s, z) = I−V1(s, 0, z).

Висновки до роздiлу 1

1. Наводяться основнi поняття, матричнi позначення та допомiжнi
твердження, що є необхiдними для подальшого дослiдження.

2. Отримано твердження про граничнi значення збуреної кумулян-
ти.

3. Встановлюється матричний аналог узагальнення формули Поля-
чека-Хiнчина, яка встановлює зв’язок 1-их компонент основної
факторизацiйної тотожностi та факторизацiйних компонент то-
тожностi А. А. Боровкова в термiнах генератрис початкових схо-
динкових висот {τ±(0), γ±(0)}.



Роздiл 2

Розподiли екстремумiв та їх

доповнень для майже

напiвнеперервних процесiв

2.1 Дограничнi уточнення (s > 0) компонент основ-

ної матричної факторизацiйної тотожностi для

майже напiвнеперервних процесiв

В теоремi 1.1.1 наведена двоїста матрична основна факторизацiйна
тотожнiсть, згiдно якої уточнюються компоненти основної фактори-
зацiйної тотожностi (1.1.28). Встановлюється, що одна з компонент
основної факторизацiйної тотожностi виражається через генератрису
матричного геометричного розподiлу, а iнша має складнiшу форму i
виражається через матричний параметр цього геометричного розподi-
лу та збурення кумулянти K(z).

В роботах [27] – [28] були отриманi уточнення компонент факто-
ризацiї (1.1.28) для неперервних знизу або зверху процесiв ξ(t) з непе-
рервним розподiлом стрибкiв визначених на ланцюгу Маркова. Данi

67
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результати було узагальнено для майже напiвнеперервних процесiв в
роботi [35]–[37]. Уточнення компонент основної факторизацiйної тото-
жностi одержано в спiльних роботах [25], [26] для напiвнеперервних
процесiв, стрибки яких в одну сторону лише одиничнi. Розглянемо пи-
тання про конкретизацiю представлень компонент основної фактори-
зацiйної тотожностi для майже напiвнеперервних гратчастих пуассо-
нiвських процесiв на ланцюгу Маркова, яке для скалярного випадку
вивчалося в [29] (див. теореми 7.5–7.6).

Зауважимо, що кожнiй з цих теорем вiдповiдають два дограни-
чнi та граничнi матричнi узагальнення з вiдповiдними наслiдками.
Спочатку встановлюються твердження для майже напiвнеперервних
процесiв про "простi" (дробово-лiнiйнi) компоненти основної факто-
ризацiйної тотожностi при s > 0 (дограничний випадок). Залежно вiд
знаку m0

1 уточнюється їх вигляд при s→ 0 (граничний випадок).

Теорема 2.1.1. Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t)

на ланцюгу Маркова x(t) генератриса та розподiл максимуму ξ+(θs)

визначаються спiввiдношеннями

g+(s, z) = (I−Cz)[I− zZ−1
s ]−1p+(s), (2.1.1)

p+
x (s) = (I−CZs)Z

−x
s p+(s), x ∈ Z+, (2.1.2)

p+(s) = (I− Z−1
s )(I−C)−1Ps, (2.1.3)

q+(s) = (Z−1
s −C)(I−C)−1Ps, (2.1.4)

P+(s, x) = (Z−1
s −C)Z−x

s (I−C)−1Ps, x ∈ Z+
0 . (2.1.5)

Генератрису доповнення до максимуму ξ(θs) можна виразити через

генератрису вiд’ємних значень процесу та матричний параметр гео-
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метричного розподiлу Z−1
s :

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0− +

+(Z−1
s −C)z(I−Cz)−1E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0]), (2.1.6)

p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s)+

(C− Z−1
s )C x−1E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x]), x ∈ Z0

−,
(2.1.7)

де

Z−1
s = q+(s)P

−1
s + p+(s)P

−1
s C. (2.1.8)

Доведення. Здiйснивши граничний перехiд у (1.1.29) при ε→ 0, дiста-

немо

T̃+
∗ (s, 0, z) = I− p+(s)(g+(s, z))

−1.

Внаслiдок чого отримуємо наступне спiввiдношення для g+(s, z):

g+(s, z) = (I− T̃+
∗ (s, 0, z))

−1p+(s). (2.1.9)

Розглянемо множник (I− T̃+
∗ (s, 0, z))

−1. Вiднiмемо вiд нього одиничну

матрицю та виконаємо наступнi перетворення:(
I− T̃+

∗ (s, 0, z)
)−1

− I =
(
I−T+

∗ (s, 0)p̃1(z)
)−1 − I =

= T+
∗ (s, 0)p̃1(z)

[
I−T+

∗ (s, 0)p̃1(z)
]−1

.
(2.1.10)

За умови майже напiвнеперервностi зверху, спiввiдношення (2.1.10) на-

буває вигляду (
I− T̃+

∗ (s, 0, z)
)−1

− I =

= T+
∗ (s, 0)(I−C)z

[
I − Cz − T+

∗ (s, 0)z + T+
∗ (s, 0)Cz

]−1
=

= T+
∗ (s, 0)(I−C)z

[
I − (T+

∗ (s, 0) + (I − T+
∗ (s, 0))C)z

]−1
.

(2.1.11)
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Позначимо через

Z−1
s = (T+

∗ (s, 0) + (I − T+
∗ (s, 0))C. (2.1.12)

Згiдно умови (1.1.24)

T+
∗ (s, 0) = q+(s)P

−1
s . (2.1.13)

Iз (2.1.13), пiсля врахування зв’язку мiж матрицями p+(s) i q+(s),

отримаємо

I−T+
∗ (s, 0) = I−q+(s)P

−1
s = I−(Ps−p+(s))P

−1
s = p+(s)P

−1
s . (2.1.14)

Пiдставивши в (2.1.12) спiввiдношення (2.1.13) i (2.1.14), дiстанемо

(2.1.8).

Використовуючи формули (2.1.12) – (2.1.14) iз (2.1.11), мтимемо:

(I − T̃
+

∗ (s, 0, z))
−1 = q+(s)P

−1
s (I−C)z[I − Z−1

s z]−1 + I. (2.1.15)

Пiдставляючи (2.1.15) в (2.1.9), пiсля деяких простих перетворень,

отримаємо (2.1.1). Формулу (2.1.2) одержимо iз (2.1.1) оберненням по

z. Cпiввiдношення (2.1.3) отримаємо як розв’язок матричного рiвнян-

ня iз (2.1.8) вiдносно p+(s), а (2.1.4) випливає iз (2.1.3) i спiввiдноше-

ння q+(s) = Ps − p+(s).

Формулу для g−(s, z) можна одержати iз першого спiввiдношення

в (1.1.28), пiдставляючи представлення (2.1.2) для g+(s, z) . Врахував-

ши властивiсть

g(s, z) = [g(s, z)]0− + [g(s, z)]+ ,
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та пiсля застосування операцiї проектування на [ ]0−, маємо

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1
[
[g(s, z)]0−+

+ (C− Z−1
s )

{
(I−Cz)−1z[g(s, z)]0−

}0

−

]
. (2.1.16)

Розглянемо окремо множник

[
(I−Cz)−1z[g(s, z)]0−

]0
− =

[
+∞∑
x=0

Cxzx+1
0∑

y=−∞
zypy(s)

]0

−

=

=

[
+∞∑
x=0

Cx
+∞∑

y=−∞
zy+x+1py(s)

]0

−

=
+∞∑
x=0

Cx
−x−1∑
y=−∞

zy+x+1py(s) =

=
0∑

y=−∞
zy

+∞∑
x=1

Cx−1py−x(s).

Тодi пiсля врахування останнього спiввiдношення та (2.1.8) iз (2.1.16),

дiстаємо (2.1.6). Спiввiдношення (2.1.7) може бути отримане обертан-

ням (2.1.6) по z.

З попередньої теореми випливає

Наслiдок 2.1.1. Для напiвнеперервних зверху процесiв (C = 0) ге-

нератриса та розподiл ξ+(θs) визначаються спiввiдношеннями

g+(s, z) = [I− Z−1
s z]−1p+(s),p

+
x (s) = Z−x

s p+(s), x ∈ Z+,

p+(s) = (I− Z−1
s )Ps, q+(s) = Z−1

s Ps,

P+(s, x) = Z−x−1
s Ps, x ∈ Z+

0 .

Для ξ(θs) маємо

g−(s, z) = Ps(p+(s))
−1([g(s, z)]0− − Z−1

s z[g(s, z)]−),
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p̌−
x (s) = Ps(p+(s))

−1(px(s)− Z−1
s px−1(s)), x ∈ Z0

−,

де Z−1
s = q+(s)P

−1
s .

Теорема 2.1.2. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв генера-

триса та розподiл доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) визначаються спiв-

вiдношеннями

g+(s, z) = p+(s)[I−R−1
s z]−1(I−Cz), (2.1.17)

p̌+
x (s) = p+(s)R−x

s [I−RsC ], x ∈ Z+, (2.1.18)

p+(s) = Ps(I−C)−1(I−R−1
s ), (2.1.19)

q+(s) = Ps(I−C)−1(R−1
s −C), (2.1.20)

P
+
(s, x) = Ps(I−C)−1R−x

s (R−1
s −C), x ∈ Z+

0 . (2.1.21)

Генератрису мiнiмуму ξ−(θs) можна виразити через генератрису

вiд’ємних значень процесу та матричний параметр геометричного

розподiлу R−1
s

g−(s, z) =
(
[g(s, z)]0− + E[C |ξ(θs)| − zξ(θs), ξ(θs) < 0] ·

·(I−Cz)−1z(R−1
s −C)

)
(p+(s))−1Ps, (2.1.22)

p−
x (s) = [px(s) + E[C |ξ(θs)|, ξ(θs) < x] ·

·C x−1(C−R−1
s )](p+(s))−1Ps, x ∈ Z0

−, (2.1.23)

де

R−1
s = P−1

s q+(s) +CP−1
s p+(s). (2.1.24)
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Доведення. На основi стохастичних спiввiдношень для τ−kr(x), (x∈Z0
−),

де нижнi iндекси означають початкове значення ланцюга x(t) та зна-

чення x(t) в момент досягнення рiвня x, (x(0) = k, x(τ−(x)) = r).

Розглядаємо тiльки тi траєкторiї процесу, для яких τ−(x) <∞, тобто

τ−kr(x)
.
=



ζ ′k, ξ
(k)
1 < x, ζ ′k < ζk,

ζk, χkr < x, ζ ′k > ζk,

ζ ′k + τ−kr(x− ξk), ξ
(k)
1 ≥ x, ζ ′k < ζk,

ζk + τ−kr(x− χkj), χkj ≥ x, ζ ′k > ζk, (x(ζk) = j).

(2.1.25)

На основi стохастичних спiввiдношень (2.1.25) запишемо рiвняння

T−
∗kr(s, x) = E[e−sτ−(x), x(τ−(x)) = r|x(0) = k] =

= λk
+∞∫
0

e−(s+λk+nk)ydy
x−1∑

l=−∞
P{ξk = l}+

+nk
+∞∫
0

e−(s+λk+nk)ydy
x−1∑

l=−∞
pkrP{χkr = l}+

+λk
+∞∫
0

e−(s+λk+nk)ydy
+∞∑
l=x

e−sτ−kr(x−l)P{ξk = l}+

+nk
n∑

j=1

+∞∫
0

e−(s+λk+nk)ydy
+∞∑
l=x

e−sτ−kr(x−l)pkjP{χkj = l} =

= (s+ λk + nk)
−1
[ x−1∑
l=−∞

(
λkP{ξk= l}+nkpkrP{χkr= l}

)
+

+
+∞∑
l=x

(
λkP{ξk= l}e−sτ−kr(x−l)+nk

n∑
j=1

pkjP{χkj= l}e−sτ−kr(x−l)
)]
.

(2.1.26)
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Запишемо (2.1.26) в матричнiй формi:

(sI+Λ+N)T−
∗ (s, x) =

x−1∑
l=−∞

Π0(l) +
+∞∑
l=x

T−
∗ (s, x− l)Π0(l). (2.1.27)

Застосуємо до (2.1.27) твiрне перетворення по x ∈ Z0
−, i врахувавши

умову майже напiвнеперервностi зверху процесу, отримаємо

(sI+Λ+N)T̃−
∗ (s, z) =

=
z

z − 1

[
−Λ2(p̃2(z)− I)−N(f̃(z)−P)

]
+

+
[
Λ2p̃2(z) +Nf̃(z) +NP−NP

]
T̃−

∗ (s, z)+

+Λ1(I−C)z(I−Cz)−1
[
T̃−

∗ (s, z)− T̃−
∗ (s,C

−1)
]
,

(2.1.28)

де

T̃−
∗ (s, z) =

0∑
x=−∞

zxT−
∗ (s, x) =

z

z − 1

(
I− g−(s, z)P

−1
s

)
. (2.1.29)

Перетворимо (2.1.28) до вигляду

(sI−K(z))T̃−
∗ (s, z) =

=
z

z − 1
[−Λ2(p̃2(z)− I)−N(f̃(z)−P)]−

−Λ1(I−C)z(I−Cz)−1T̃−
∗ (s, C

−1).

(2.1.30)

Пiдставимо (2.1.29) в (2.1.30) i врахуємо (1.1.6), то пiсля деяких пере-

творень отримаємо

(sI−K(z))g−(s, z) = [sI+Λ1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C
−1)].(2.1.31)

З (2.1.31) згiдно (1.1.20) та другого спiввiдношення (1.1.28), одержимо

g+(s, z) = Ps[I+Λ1s
−1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C

−1)]−1. (2.1.32)
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Пiсля граничного переходу при z → 0 в (2.1.32), отримаємо

p+(s) = Ps[I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)]−1. (2.1.33)

Iз (2.1.33), одержимо

q+(s) = PsΛ1s
−1g−(s,C

−1)[I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)]−1. (2.1.34)

Згiдно (2.1.33) з (2.1.32)

g+(s, z) = Ps[I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)]−1[I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)]·

· [I+Λ1s
−1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C

−1)]−1 =

= p+(s)
[(

I+Λ1s
−1g−(s,C

−1)+

+Λ1s
−1(1− z)(I−Cz)−1g−(s,C

−1)−Λ1s
−1g−(s,C

−1)
)
·

·
(
I+Λ1s

−1g−(s,C
−1)

)−1]−1

=

= p+(s)
[
I−Λ1s

−1(I−Cz)−1(I−C)zg−(s,C
−1)·

·
(
I+Λ1s

−1g−(s,C
−1)

)−1
]−1

=

= p+(s)
[
I−

(
C+Λ1s

−1(I−C)g−(s,C
−1)·

·
(
I+Λ1s

−1g−(s,C
−1)

)−1
)
z
]−1

(I−Cz). (2.1.35)

Позначимо через

R−1
s = C+ (I−C)Λ1s

−1g−(s,C
−1)

(
I+Λ1s

−1g−(s,C
−1)

)−1
, (2.1.36)

пiсля чого (2.1.17) доведено. Згiдно (2.1.33) та (2.1.34) iз (2.1.36) ви-

пливає (2.1.24), з якого виражається (2.1.19). Iз (2.1.19) та спiввiдно-

шення q+(s) = Ps−p+(s) одержуємо (2.1.20). Обернувши (2.1.17) по z,

отримуємо (2.1.18). Використовуючи (2.1.17) та друге спiввiдношення
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(1.1.28), отримаємо, попередньо застосувавши операцiю проектування

на [ ]0−, спiввiдношення (2.1.22). Формула (2.1.23) випливає з (2.1.22)

пiсля обертання по z.

З теореми 2.1.2, з врахуванням умови майже напiвнеперервностi
зверху, випливає

Наслiдок 2.1.2. Для напiвнеперервних зверху процесiв C = 0 гене-

ратриса та розподiл доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) визначаються спiв-

вiдношеннями

g+(s, z) = p+(s)[I−R−1
s z]−1,

p̌+
x (s) = p+(s)R

−x
s , x ∈ Z+,

p+(s) = Ps(I−R−1
s ), q+(s) = PsR

−1
s ,

P
+
(s, x) = PsR

−x−1
s , x ∈ Z+

0 .

Для мiнiмуму ξ−(θs) маємо

g−(s, z) = ([g(s, z)]0− − [g(s, z)]−R
−1
s z)(p+(s))

−1Ps,

p−
x (s) = (px(s)− px−1(s)R

−1
s )(p+(s))

−1Ps, x ∈ Z0
−,

де R−1
s = P−1

s q+(s).

Як бачимо в теоремi 2.1.1 i теоремi 2.1.2 показано, що одна з пари
компонент основної факторизацiйної тотожностi (1.1.28) є матричною
дробово-лiнiйною функцiєю вiдносно z, а iнша компонента цих пар ви-
значається застосуванням операцiї проектування до генератриси роз-
подiлу самого процесу. Наступне наше завдання полягає в тому, щоб iз
пар {g+(s, z), g

−(s, z)} i {g−(s, z), g
+(s, z)} виразити "непростi" ге-

нератриси розподiлiв пiсля розкриття операцiї проектування.
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Зауважимо, що для "простих" генератрис та вiдповiдних розпо-
дiлiв в теоремах 7.5, 7.6 (див. [29]) встановленi подвоєнi матричнi уза-
гальнення, так i для непростих генератрис i розподiлiв одержанi по-
двiйнi матричнi узагальнення з вiдповiдними наслiдками.

Далi кумулянту (1.1.6) зведемо до вигляду

K(z)=(z − 1)
[
Λ1(I−Cz)−1−z−1(Λ2F̃2(z)+NF̃−(z))

]
+Q, (2.1.37)

де F̃2(z) =
∑
x≤0

zxP{ξ(1)k < x}, F̃−(z) =
∑
x≤0

zx∥pkrP{χ(1)
kr < x}∥, |z| ≥ 1,

K(1) = Q, K(∞) = −(Λ1 + (Λ2 +N)C)C−1.

Теорема 2.1.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес

на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≥ 1 генератриса доповнення до

максимуму ξ(θs) задовольняє наступнi спiввiдношення

g−(s, z) = (I−C)(I− Z−1
s )−1(I− Z−1

s z)(I−Cz)−1s(sI−K(z))−1 =

= (I−C)[I+ (1− z)(Zs − I)−1](I−Cz)−1s(sI−K(z))−1, (2.1.38)

p̌−
x (s) = (I−C)(I− Z−1

s )−1
( x∑
r=−∞

Cx−rpr(s)−

− Z−1
s

x−1∑
r=−∞

Cx−r−1pr(s)
)
, x ∈ Z−, (2.1.39)

p−(s) = (I−C)(Zs − I)−1s(sC+Λ1 + (Λ2 +N)C)−1, (2.1.40)

g−(s, 1) = Ps, (2.1.41)

а генератриса мiнiмуму ξ−(θs) виражається через матричний пара-

метр R−1
s геометричного розподiлу та збурення кумулянти K(z)

g−(s, z) = s(sI−K(z))−1(I−Cz)−1(I−R−1
s z)(I−R−1

s )−1(I−C) =

= s(sI−K(z))−1(I−Cz)−1[I+ (1− z)(Rs − I)−1](I−C), (2.1.42)
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p−
x (s) =

( x∑
r=−∞

pr(s)C
x−r −R−1

s

x−1∑
r=−∞

pr(s)C
x−r−1

)
·

· (I−R−1
s )−1(I−C), x ∈ Z−, (2.1.43)

p−(s) = s(sC+Λ1 +C(Λ2 +N))−1(Rs − I)−1(I−C), (2.1.44)

g−(s, 1) = Ps. (2.1.45)

Доведення. З першої рiвностi в (1.1.28) отримаємо

g−(s, z) = Ps(g+(s, z))
−1g(s, z).

Тодi згiдно з (1.1.11) i (2.1.1):

g−(s, z) = (I−C)(I− Z−1
s )−1(I− Z−1

s z)(I−Cz)−1s(sI−K(z))−1.

Отже, перше спiввiдношення в (2.1.38) доведено. Друге спiввiдношен-

ня в (2.1.38) отримуємо iз першого спiввiдношення, шляхом перетво-

рення множника до виду

(I− Z−1
s )−1(I− Z−1

s z) = (Zs − I)−1(Zs − Iz) =

= (Zs − I)−1(Zs − I+ I− Iz) = [I+ (1− z)(Zs − I)−1].

Обернувши (2.1.38) по z, одержимо (2.1.39). (2.1.40) i (2.1.41) отримує-

мо iз (2.1.38) пiсля граничного переходу вiдповiдно при z → ∞ i z → 1,

врахувавши значення K(1) та K(∞).

Аналогiчно з другої рiвностi в (1.1.28) в силу (1.1.11) i (2.1.17)

отримаємо перше спiввiдношення у (2.1.42).
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Для доведення другого спiввiдношення в (2.1.42) множник

(I−R−1
s z)(I−R−1

s )−1 зведемо до вигляду

(I−R−1
s z)(I−R−1

s )−1 = (Rs − Iz)(Rs − I)−1 =

= (Rs − I)(Rs − I)−1 + (1− z)(Rs − I)−1 = [I+ (1− z)(Rs − I)−1].

Обернувши (2.1.42) по z, одержимо (2.1.43). (2.1.44) i (2.1.45) отри-

маємо iз першого спiввiдношення (2.1.42) пiсля граничного переходу

вiдповiдно при z → ∞ та z → 1, врахувавши K(1) та K(∞).

З другої факторизацiйної тотожностi для майже напiвнеперерв-
ного процесу ξ(t) на ланцюгу Маркова випливає важливе твердження
про незалежнiсть розподiлу γ+(x) вiд τ+(x).

Теорема 2.1.4. Якщо процес ξ(t) майже напiвнеперервний зверху,

тодi γ+(x) не залежить вiд τ+(x) i має незалежний вiд x геометри-

чний розподiл з параметром C

T+
∗ (s, x, z)=(Z−1

s −C)Z−x
s (I−C)−1Ezγ

+(x) =

= T+
∗ (s, x)(I−C)z(I−Cz)−1, (2.1.46)

T+
∗ (s, x) = (Z−1

s −C)Z−x
s (I−C)−1,Ezγ

+(x) = (I−C)z(I−Cz)−1.

Доведення. Легко довести, що в загальному випадку

g+(s, z)− g+(s, ε)

z − ε
=

∞∑
k=1

zk − εk

z − ε
p+
k (s) =

∞∑
k=1

p+
k (s)

k−1∑
r=0

zk−1−rεr =

=
∞∑
r=0

(ε
z

)r
∞∑

k=r+1

p+
k (s)z

k−1. (2.1.47)
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При умовi майже напiвнеперервностi зверху i згiдно з (2.1.2), друга

сума в (2.1.47) набуде вигляду
∞∑

k=r+1

(I −CZs)Z
−k
s p+(s)z

k−1 = (I −CZs)
∞∑
k=r

zkZ−k−1
s p+(s). (2.1.48)

Пiсля пiдстановки (2.1.48) в праву частину (2.1.47), врахувавши (2.1.3),

одержимо

g+(s, z)− g+(s, ε)

z − ε
= (Z−1

s −C)
∞∑
r=0

(
εZ−1

s

)r
(I− zZ−1

s )−1p+(s) =

= (Z−1
s −C)(I− εZ−1

s )−1(I− zZ−1
s )−1p+(s). (2.1.49)

Домноживши рiвнiсть (2.1.49) на (1−ε)z та на (g+(s, z))
−1 справа, вра-

хувавши попередньо (2.1.1), отримаємо твiрне перетворення (1.1.30)

другої факторизацiйної тотожностi

T̃+
∗ (s, ε, z) = (1 − ε)z(Z−1

s − C)(I − εZ−1
s )−1(I − Cz)−1. (2.1.50)

Обернувши (2.1.50) по ε, отримаємо

T+
∗ (s, x, z) = (Z−1

s −C)Z−x
s z(I−Cz)−1 =

= (Z−1
s −C)Z−x

s (I−C)−1(I−C)z(I−Cz)−1 =

= T+
∗ (s, x)Ez

γ+(x),

i таким чином (2.1.46) доведено.

Нехай Z(t) = {ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний знизу процес,
тодi Z1(t) = {ξ1(t), x1(t)} = {−ξ(t), x(t)} є майже напiвнеперервним
зверху. Використовуючи наступнi спiввiдношення мiж генератрисами
екстремумiв та доповнень процесiв Z(t) i Z1(t), а також їх розподiлiв:

g∓(s, z) = g1
±(s, z

−1), g∓(s, z) = g±
1 (s, z

−1),
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p∓(s) = p1
±(s), p

∓(s) = p±
1 (s),

q∓(s) = q1
±(s), q

∓(s) = q±
1 (s),

p∓
x (s) = (p±

−x(s))1, p̌
+
x (s) = (p̌−

−x(s))1, p̌
−
x (s) = (p̌+

−x(s))1,

можна отримати твердження про уточнення компонент факторизацiї
(1.1.28) для майже напiвнеперервних знизу процесiв.

Теорема 2.1.5. Для майже напiвнеперервного знизу процесу, зада-

ного на ланцюгу Маркова генератриси екстремумiв та їх розподiли

визначаються спiввiдношеннями.

Мiнiмуму ξ−(θs)

g−(s, z) = (zI−B)(zI− Z(s))−1p−(s),

p−
x (s) = (Z(s)−B)

(
Z(s)

)−x−1
p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Z(s))(I−B)−1Ps,

q−(s) = (Z(s)−B)(I−B)−1Ps,

P−(s, x)=(Z(s)−B)
(
Z(s)

)−x
(I−B)−1Ps, x∈Z0

−.

(2.1.51)

Генератриса доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) виражається через

генератрису додатних значень ξ(θs) та матричний параметр геоме-

тричного розподiлу Z(s) = q−(s)P
−1
s + p−(s)P

−1
s B:

g+(s, z) = Ps(p−(s))
−1([g(s, z)]0++

+(Z(s)−B)z(I−Bz)−1E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0]),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s)+

+(Z(s)−B)B−x−1E[B ξ(θs), ξ(θs) > x]), x ∈ Z+
0 .

(2.1.52)
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Для доповнення до максимуму ξ(θs) маємо:

g−(s, z) = p−(s)[zI−R(s)]−1(zI−B),

p̌−
x (s) = p−(s)(R(s))−x−1(R(s)−B), x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I−B)−1(I−R(s)),

q−(s) = Ps(I−B)−1(R(s)−B),

P−(s, x)=Ps(I−B)−1
(
R(s)

)−x
(R(s)−B), x∈Z0

−.

(2.1.53)

Генератриса максимуму ξ+(θs) виражається через генератрису

додатних значень ξ(θs) та матричний параметр геометричного роз-

подiлу R(s) = P−1
s q−(s) +BP−1

s p−(s)

g+(s, z) = ([g(s, z)]0+ + E[B ξ(θs) − zξ(θs), ξ(θs) > 0])·

·(zI−B)−1(R(s)−B))(p−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s) + E[B ξ(θs), ξ(θs) > x])·

·B−x−1(B−R(s)))(p−(s))−1Ps, x ∈ Z+
0 .

(2.1.54)

Оскiльки g−(s, z) в (2.1.51) не є генетрисою "строгого" геометри-
чного розподiлу, то її можна записати таким чином

g−(s, z) = (zI−B)(zI− Z(s))−1(I− Z(s))(I−B)−1Ps =

= (zI−B)g∗
−(s, z)(I−B)−1Ps,

(2.1.55)

де g∗
−(s, z) = (zI − Z(s))−1(I − Z(s)) генератриса геометричного роз-

подiлу на Z− з матричним параметром Z(s).
Оскiльки g−(s, z) в (2.1.53) не є також генетрисою "строгого" гео-

метричного розподiлу, то її теж можна записати таким чином

g−(s, z) = Ps(I−B)−1(I−R(s))(zI−R(s))−1(zI−B) =

= Ps(I−B)−1g−
∗ (s, z)(zI−B),

(2.1.56)
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де g−
∗ (s, z) = (I−R(s))(zI−R(s))−1 генератриса геометричного роз-

подiлу на Z− з матричним параметром R(s).
Спiввiдношення (2.1.55) можна переписати

g−(s, z) = (zI−B)g∗
−(s, z)(I−B)−1Ps =

= B∗
−(z)(I−B)g∗

−(s, z)(I−B)−1Ps.
(2.1.57)

Лiнiйну функцiю B∗
−(z) = (zI−B)(I−B)−1 назвемо матричною

дiагональною квазiгенератрисою з бернуллiвськими iмовiрностями

p0
B = −B(I−B)−1 < 0, q0

B = (I−B)−1 > 0.

Аналогiчно (2.1.56) зводиться до вигляду

g−(s, z) = Ps(I−B)−1g−
∗ (s, z)(I−B)(I−B)−1(zI−B) =

= Ps(I−B)−1g−
∗ (s, z)(I−B)B−

∗ (z).
(2.1.58)

Лiнiйна функцiя B−
∗ (z) = (I − B)−1(zI − B) називається матри-

чною дiагональною квазiгенератрисою з бернуллiвськими iмовiрностя-
ми

p̌0
B = −(I−B)−1B < 0, q̌0

B = (I−B)−1 > 0.

За рахунок квазiрозподiлу Бернуллi, множина значень ξ− та ξ попов-
нюється значенням 0.

Зауважимо, що генератриса ξ+(θs) в (2.1.54) використовується
при визначеннi генератрис {τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3.

З теореми 2.1.5 випливає

Наслiдок 2.1.3. Для напiвнеперервних знизу процесiв B = 0 генера-

триси та розподiли екстремумiв i їх доповнень визначаються спiввiд-
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ношеннями: для мiнiмуму ξ−(θs)

g−(s, z) = z(zI− Z(s))−1p−(s),

p−
x (s) =

(
Z(s)

)x
p−(s), x ∈ Z−,

p−(s) = (I− Z(s))Ps, q−(s) = Z(s)Ps,

P−(s, x) =
(
Z(s)

)−x+1
Ps, x ∈ Z0

−,

для доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) маємо:

g+(s, z) = Ps(p−(s))
−1([g(s, z)]0+ − zZ(s)[g(s, z)]+),

p̌+
x (s) = Ps(p−(s))

−1(px(s)− Z(s)px+1(s)), x ∈ Z+
0 ,

де Z(s) = q−(s)P
−1
s .

Для доповнення до максимуму ξ(θs) маємо:

g−(s, z) = p−(s)[zI−R(s)]−1z,

p̌−
x (s) = p−(s)(R(s))−x, x ∈ Z−,

p−(s) = Ps(I−R(s)), q−(s) = PsR(s),

P−(s, x) = Ps

(
R(s)

)−x+1
, x ∈ Z0

−,

для максимуму ξ+(θs) маємо:

g+(s, z) = ([g(s, z)]0+ − [g(s, z)]+z
−1R(s))(p−(s))−1Ps,

p+
x (s) = (px(s)− px+1(s)R(s))(p−(s))−1Ps, x ∈ Z+

0 ,

де R(s) = P−1
s q−(s).

Згiдно з результатами теореми 2.1.5 деякi "нескладнi" компо-
ненти основної факторизацiйної тотожностi в (1.1.28) є матричними
дробово-лiнiйними функцiями, а iншi виражаються за допомогою опе-
рацiї проектування. Тому, як i у випадку майже напiвнеперервних



85

зверху процесiв, розглянемо кумулянту (1.1.10), яка представляється
у виглядi

K(z) = (1− z)[Λ2(zI−B)−1 − (Λ1F̃1(z) +NF̃+(z))] +Q, (2.1.59)

де F̃1(z) =
∑
x≥0

zxP{ξ(1)k > x}, F̃+(z) =
∑
x≥0

zx∥pkrP{χ(1)
kr > x}∥, |z| ≤ 1,

K(1) = Q, K(0) = −Λ2B
−1 −Λ1 −N.

Аналогiчну теорему до теореми 2.1.3 наведемо без доведення.

Теорема 2.1.6. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес на

ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриса максимуму ξ+(θs)

має вигляд

g+(s, z) = s(sI−K(z))−1(zI−B)−1(zI−R(s))(I−R(s))−1(I−B) =

= s(sI−K(z))−1(zI−B)−1[I+ (z − 1)(I−R(s))−1](I−B), (2.1.60)

p+
x (s) =

(+∞∑
r=x

pr(s)B
r−x −

+∞∑
r=x+1

pr(s)B
r−x−1R(s)

)
·

· (I−R(s))−1(I−B), x ∈ Z+, (2.1.61)

p+(s) = s(sB+Λ2 +B(Λ1 +N))−1(R(s)− I)−1(I−B), (2.1.62)

g+(s, 1) = Ps. (2.1.63)

Генератриса доповнення до мiнiмуму ξ̌(θs) задовольняє наступнi спiв-

вiдношення

g+(s, z) = (I−B)(I− Z(s))−1(zI− Z(s))(zI−B)−1s(sI−K(z))−1 =

= (I−B)[I+ (z − 1)(I− Z(s))−1](zI−B)−1s(sI−K(z))−1, (2.1.64)
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p̌+
x (s) = (I−B)(I− Z(s))−1

(+∞∑
r=x

Br−xpr(s)−

− Z(s)
+∞∑

r=x+1

Br−x−1pr(s)
)
, x ∈ Z+, (2.1.65)

p+(s) = (I−B)((Z(s))−1 − I)−1s(sB+Λ2 + (Λ1 +N)B)−1, (2.1.66)

g+(s, 1) = Ps. (2.1.67)

2.2 Розподiли абсолютних екстремумiв процесу та

їх доповнень для майже напiвнеперервних про-

цесiв

Для отримання спiввiдношень розподiлiв абсолютних екстремумiв нам
знадобиться навести деякi новi вiдомостi про уточнення вигляду гра-
ничних матриць Z−1

s , R−1
s , Z(s), R(s) при s→ 0.

Для майже напiвнеперервного зверху цiлочислового пуассонiвсько-
го процесу ξ(t) на ланцюгу Маркова x(t) з кумулянтою (2.1.37) розгля-
немо вкладений ланцюг Маркова yz∗ = x(τ+(z − 1)) (z ≥ 1), y0∗ = x(0)

з матрицею перехiдних ймовiрностей P1
∗ = ∥P{y1∗ = r|y0∗ = k}∥ = P∗

та твiрною матрицею Q∗ = P∗ − I. Тодi

Pn
∗ = ∥P{yn∗ = r|y0∗ = k}∥ = (P∗)

n , n ≥ 1,

а пiсля усереднення по ν̃ε одержимо

(1− ε)
∑
n≥0

εn(P∗)
n = (1− ε) (I− εP∗)

−1 ; (2.2.1)

де P{τ+(0) <∞} = ∥P{τ+(0) <∞, y1∗ = r|y0∗ = k}∥,

T+
∗ (s, 0) = ∥E[e−sτ+(0), y1∗ = r|y0∗ = k, τ+(0) <∞]∥, k, r = 1,m.
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Зворотнiй ланцюг Маркова до вкладеного з матрицею перехi-
дних ймовiрностей P̂∗ = ∥P{ŷ 1

∗ = r|ŷ 0
∗ = k}∥ i твiрною матрицею

Q̂∗ = SQT
∗ S

−1, Q̂∗ = P̂∗ − I,

P{τ̂+(0) <∞} = ∥P{τ̂+(0) <∞, ŷ 1
∗ = r|ŷ 0

∗ = k}∥,

T̂+
∗ (s, 0) = ∥E[e−sτ̂+(0), ŷ 1

∗ = r|ŷ 0
∗ = k, τ̂+(0) <∞]∥, k, r = 1,m.

Введемо позначення

P̂∗S = S(P̂∗)
TS−1, Q̂∗S = S(Q̂∗)

TS−1,

M̂∗S = S(E[τ̂+(0)])TS−1, T̂+
∗S(s, 0) = S(T̂+

∗ (s, 0))
TS−1.

Згiдно з (1.2.10)-(1.2.12) та спiввiдношень (2.1.8) i (2.1.24), ма-
тричнi параметри Z−1

s , R−1
s виражаються через генератриси T+

∗ (s, 0),

T̂+
∗S(s, 0):

Z−1
s = T+

∗ (s, 0) + (I−T+
∗ (s, 0))C, (2.2.2)

R−1
s = T̂+

∗S(s, 0) +C(I− T̂+
∗S(s, 0)). (2.2.3)

Розглянемо випадки:

1. Якщо m0
1 ≥ 0, тодi T+

∗ (0, 0) = P∗, T̂
+
∗S(0, 0) = P̂∗S i генератриса

τ+(0) при s→ 0 задовольняє наближення

I−T+
∗ (s, 0) = −Q∗ + sM∗ + o(s), M∗ = Eτ+(0) > 0. (2.2.4)

Позначимо стацiонарний розподiл вкладеного ланцюга Маркова
y1∗ через

Π∗ = lim
s→0

s(sI−Q∗)
−1 = ∥π∗kr∥, π∗kr = ρ∗r, k, r = 1,m,

а усереднення M∗ по стацiонарному розподiлу Π∗

µ+∗ =
m∑
k=1

ρ∗k

m∑
r=1

E[τ+(0), y1∗ = r|y0∗ = k].
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Генератриса τ̂+(0) при s→ 0 задовольняє наближення

I− T̂+
∗ (s, 0) = −Q̂∗ + sM̂∗ + o(s), M̂∗ = Eτ̂+(0) > 0. (2.2.5)

Перепишемо (2.2.5) у виглядi

I− T̂+
∗S(s, 0) = −Q̂∗S + sM̂∗S + o(s). (2.2.6)

Вiдповiдно стацiонарний розподiл зворотного ланцюга Маркова з
твiрною матрицею Q̂∗ позначимо через

Π̂∗ = lim
s→0

s(sI− Q̂∗)
−1 = ∥π̂∗kr∥, π̂∗kr = ρ̂∗r, k, r = 1,m,

а усереднення M̂∗ по стацiонарному розподiлу Π̂∗

µ̂+∗ =
m∑
k=1

ρ̂∗k

m∑
r=1

E[τ̂+(0), ŷ 1
∗ = r|ŷ 0

∗ = k].

При s → 0 спiввiдношення (2.2.2) та (2.2.3) будуть мати насту-
пний вигляд

Z−1
0 = P∗ + (I−P∗)C,

R−1
0 = P̂∗S +C(I− P̂∗S),

(2.2.7)

q∗
+(0) = P∗, p

∗
+(0) = I−P∗, q

+
∗ (0) = P̂∗S, p

+
∗ (0) = I− P̂∗S.

2. Якщо m0
1 < 0, тодi T+

∗ (0, 0) < P∗, T̂
+
∗S(0, 0) < P̂∗S. З (2.1.1) та

(2.1.2) при s→ 0:

Z−1
0 = q∗

+(0) + p∗
+(0)C,

R−1
0 = q+

∗ (0) +Cp+
∗ (0),

(2.2.8)

q∗
+(0) < P∗, p

∗
+(0) = I− q∗

+(0), q
+
∗ (0) < P̂∗S, p

+
∗ (0) = I− q+

∗ (0).

Розглянемо майже напiвнеперервний знизу цiлочисловий процес
ξ(t) на ланцюгу Маркова з кумулянтою (2.1.53).
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Аналогiчно до випадку майже напiвнеперервного зверху проце-
су розглянемо для майже напiвнеперервного знизу процесу вкладений
ланцюг Маркова y∗z = x(τ−(1 − z)) (z ≥ 1), y∗0 = x(0) з матрицею
перехiдних ймовiрностей

P∗
1 = ∥P{y∗1 = r|y∗0 = k}∥ = P∗

та твiрною матрицею Q∗ = P∗ − I. Тодi

P∗
n = ∥P{y∗n = r|y∗0 = k}∥ = (P∗)n , n ≥ 1.

Пiсля усереднення по ν̃ε одержимо

(1− ε)
∑
n≥0

εn(P∗)n = (1− ε) (I− εP∗)−1 ,

де P{τ−(0) <∞} = ∥P{τ−(0) <∞, y1∗ = r|y0∗ = k}∥,

T−
∗ (s, 0) = ∥E[e−sτ−(0), y∗1 = r|y∗0 = k, τ−(0) <∞]∥.

Зворотнiй ланцюг Маркова до вкладеного з матрицею перехiдних ймо-
вiрностей P̂∗ = ∥P{ŷ ∗

1 = r|ŷ ∗
0 = k}∥ (k, r = 1,m ) та твiрною матрицею

Q̂∗ = S(Q∗)TS−1, Q̂∗ = P̂ ∗ − I,

P{τ̂−(0) <∞} = ∥P{τ̂−(0) <∞, ŷ ∗
1 = r|ŷ ∗

0 = k}∥,

T̂−
∗ (s, 0) = ∥E[e−sτ̂−(0), ŷ ∗

1 = r|ŷ ∗
0 = k, τ̂ −(0) <∞]∥.

Позначимо
P̂∗

S = S(P̂∗)TS−1, Q̂∗
S = S(Q̂∗)TS−1,

M̂∗
S = S(E[τ̂−(0)])TS−1, T̂−

∗S(s, 0) = S(T̂−
∗ (s, 0))

TS−1.

Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2.1.53), згiдно спiввiдношень
(1.2.10)-(1.2.12) в теоремi 2.1.6, матричнi параметри Z(s), R(s) вира-
жаються через генератриси T−

∗ (s, 0), T̂
−
∗S(s, 0):

Z(s) = T−
∗ (s, 0) + (I−T−

∗ (s, 0))B, (2.2.9)
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R(s) = T̂−
∗S(s, 0) +B(I− T̂−

∗S(s, 0)). (2.2.10)

Стацiонарний розподiл вкладеного ланцюга Маркова

Π∗ = lim
s→0

s(sI−Q∗)−1 = ∥π∗kr∥, π∗kr = ρ∗r, k, r = 1,m,

а усереднення M∗ по ρ∗r

µ−∗ =
m∑
k=1

ρ∗k

m∑
r=1

E[τ−(0), y ∗
1 = r|y ∗

0 = k].

Вiдповiдно для зворотного ланцюга Маркова з твiрною матрицею
Q̂ ∗ стацiонарний розподiл

Π̂ ∗ = lim
s→0

s(sI− Q̂ ∗)−1 = ∥π̂∗kr∥, π̂ ∗
kr = ρ̂ ∗

r , k, r = 1,m,

а усереднення M̂ ∗ по ρ̂ ∗
r

µ̂−∗ =
m∑
k=1

ρ̂ ∗
k

m∑
r=1

E[τ̂ −(0), ŷ ∗
1 = r|ŷ ∗

0 = k].

Аналогiчно до майже напiвнеперервного зверху процесу мають
мiсце наступнi аналогiчнi випадки для майже напiвнеперервних знизу
процесiв:

1. Якщо m0
1 ≤ 0, тодi має мiсце T−

∗ (0, 0) = P∗, T̂−
∗ (0, 0) = P̂∗ i

спiввiдношення (2.2.9) та (2.2.10) набудуть вигляду

Z(0) = P∗ + (I−P∗)B,

R(0) = P̂∗
S +B(I− P̂∗

S),
(2.2.11)

q∗
−(0) = P∗, p∗

−(0) = I−P∗, q−
∗ (0) = P̂∗

S, p
−
∗ (0) = I− P̂∗

S.

2. Якщо m0
1 > 0, тодi T−

∗ (0, 0) < P∗, T̂−
∗ (0, 0) < P̂∗. З (2.2.9), (2.2.10)

при s→ 0 випливає, що

Z(0) = q∗
−(0) + p∗

−(0)B,

R(0) = q−
∗ (0) +Bp−

∗ (0),
(2.2.12)

q∗
−(0) < P∗, p∗

−(0) = I− q∗
−(0), q

−
∗ (0) < P̂∗

S, p
−
∗ (0) = I− q−

∗ (0).
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Згiдно властивостей матричних параметрiв встановлюється

Теорема 2.2.1. Для майже напiвнеперервного зверху процесу:

1) Якщо m0
1 ≥ 0, тодi |p∗

+(0)| = |p+
∗ (0)| = 0;

2) Якщо m0
1 < 0, тодi |p∗

+(0)| ̸= 0 та |p+
∗ (0)| ̸= 0.

Для майже напiвнеперервного знизу процесу:

3) Якщо m0
1 ≤ 0, тодi |p∗

−(0)| = |p−
∗ (0)| = 0;

4) Якщо m0
1 > 0, тодi |p∗

−(0)| ̸= 0 та |p−
∗ (0)| ̸= 0.

Доведення. Розлянемо майже напiвнеперервний зверху процес. Якщо

m0
1 ≥ 0, тодi при s → 0 iз (2.1.3) та (2.1.19), врахувавши вiдповiдно

(2.2.7), маємо

p∗
+(0) =

(
I− Z−1

0

)
(I−C)−1 = I−P∗ = − (P∗ − I) = −Q∗,

p+
∗ (0) = (I−C)−1 (I−R−1

0

)
= I−P∗S = I−P∗ = −Q∗.

А звiдси випливає, що |p∗
+(0)| = |p+

∗ (0)| = 0.

Якщо m0
1 < 0, то при s→ 0 маємо

p∗
+(0) = I− q∗

+(0) = I−T+
∗ (0, 0)P0,

причому

T+
∗ (0, 0)<P∗,

m∑
r=1

t0kr= t
0
k<1, T+

∗ (0, 0)P0=∥t0kδkr∥=T0
dgP0, k, r=1,m.

Позначимо норму

∥T+
∗ (0, 0)∥ = max

k
t0k = t0+ < 1, ∥P0∥ =

m∑
r=1

πr = 1, k = 1,m.
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При цих умовах

∥T+
∗ (0, 0)P0∥ = t0+ < 1

i матричний ряд∑
l≥0

(
T+

∗ (0, 0)P0

)l
=

(
I−T+

∗ (0, 0)P0

)−1

збiжний.

Отже, iснує (p∗
+(0))

−1, тому |p∗
+(0)| ̸= 0. Аналогiчно доводиться,

що |p+
∗ (0)| ̸= 0.

Нехай Y (t) = {ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний знизу процес,

тодi Ý (t) = {−ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний зверху процес,

при цьому m0
1 = −ḿ0

1 та ṕ∗
+(s) = p∗

−(s), ṕ
+
∗ (s) = p−

∗ (s). Тому з 1), 2)

випливає 3), 4) вiдповiдно.

Iз леми 1.2.1 -1.2.2 i спiввiдношень (2.1.1)-(2.1.3) та (2.1.7) випли-
ває

Лема 2.2.1. Якщо ξ(t) – майже напiвнеперервний зверху процес, то-

дi при 0 ≤ m0
1 <∞ мають мiсце наступнi граничнi спiввiдношення

lim
s→0

s(I−T+
∗ (s, 0))

−1 = lim
s→0

s(sM∗ −Q∗)
−1 =

1

µ+∗
Π∗,

lim
s→0

s(I− Z−1
s )−1 =

1

µ+∗
(I−C)−1Π∗,

(2.2.13)

lim
s→0

s(I− T̂+
∗S(s, 0))

−1 = lim
s→0

s(sM̂∗ − Q̂∗)
−1 =

1

µ̂+
∗
Π̂∗S,

lim
s→0

s(I−R−1
s )−1 =

1

µ̂+
∗
Π̂∗S(I−C)−1.

(2.2.14)

Доведення. При m0
1 ≥ 0, згiдно леми 1.2.1, iз спiввiдношень (2.2.4) та

(2.2.6) при s→ 0 вiдповiдно отримуємо першi спiввiдношення в (2.2.13)

та (2.2.14).
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Розглянемо s(I − Z−1
s )−1, s(I −R−1

s )−1, якi згiдно (2.2.2) i (2.2.3)

перепишемо у виглядi

s(I− Z−1
s )−1 = s(I−C)−1(I−T+

∗ (s, 0))
−1,

s(I−R−1
s )−1 = s(I−T+

∗S(s, 0))
−1(I−C)−1.

(2.2.15)

Iз (2.2.15) у випадку m0
1 ≥ 0 при s → 0, згiдно перших спiввiдно-

шеннь в (2.2.13) та (2.2.14) вiдповiдно, отримуємо другi спiввiдношен-

ня в (2.2.13) та (2.2.14).

Зауважимо, що Π∗P∗ = Π∗, P∗Π∗ = Π∗, Π̂∗S = Π∗.

Теорема 2.2.2. Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) на

ланцюгу Маркова x(t) при |z| ≥ 1 маємо:

1. Якщо 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл абсолютного мiнiмуму ξ−

невироджений i згiдно з (2.2.14) справедливi наступнi граничнi

спiввiдношення

g−(z) = Ezξ
−
= lim

s→0
g−(s, z) =

m0
1

ν +
0

(1−z)(−K(z))−1(I−Cz)−1P0 =

=
m0

1

ν +
0

[Λ1+(z−1I−C)(Q(1− z−1)−1−Λ2F̃2(z)−NF̃−(z))]
−1P0,

(2.2.16)

g−(1) =
1

µ̂+∗m0
1

P0(I−C)−1Π̂∗S =
1

µ̂+∗m0
1

P0(I−C)−1Π∗ =

=
ν +
0

µ̂+∗m0
1

Π∗ = P0, (2.2.17)

Π̂∗S = Π∗ = P0,
1

µ̂+
∗

=
m0

1

ν +
0

, (2.2.18)
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де ν +
0 =

m∑
k=1

πkν
+
k , ν+k = (1− ck)

−1,

p− = P{ξ− = 0} =
m0

1

ν +
0

(Λ1 +C(Λ2 +N))−1P0, (2.2.19)

R−1
0 визначається в (2.2.7), а ξ̌ має вироджений розподiл.

2. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл ξ− вироджений, а розподiл ξ̌

невироджений i визначається наступними граничними спiввiд-

ношеннями при s→ 0

g+(z) = p+[I−R−1
0 z]−1(I−Cz), (2.2.20)

p̌+
x = P{ξ̌ = x} = p+R−x

0 (I−R0C), x ∈ Z+, (2.2.21)

p+ = P{ξ̌ = 0} = P0p
+
∗ (0) = P0(I−C)−1(I−R−1

0 ), (2.2.22)

q+ = P{ξ̌ > 0} = P0(I−C)−1(R−1
0 −C), (2.2.23)

P{ξ̌ > x} = P0(I−C)−1R−x
0 (I−R0C), x ∈ Z+

0 , (2.2.24)

де R−1
0 визначається згiдно з (2.2.8).

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ−, ξ̌ виродженi.

Доведення. У випадку 0 < m0
1 < ∞ генератриса абсолютного мiнiму-

му згiдно з (2.2.14) визначається iз другого спiввiдношення в (2.1.42)

при s→ 0, пiсля використання вигляду (2.1.37) кумулянти K(z)

g−(z) = lim
s→0

g−(s, z) =

= (1− z)(−K(z))−1(I−Cz)−1(I− P̂∗Sz)
1

µ̂+∗
Π̂∗S =

=
1

µ̂+
∗
[Λ1 + (z−1I−C)(Q(1− z−1)−1 −Λ2F̃2(z)−NF̃−(z))]

−1Π∗.

(2.2.25)
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Першу рiвнiсть в (2.2.17) отримуємо пiсля граничного переходу

при z → 1 у другому рядку (2.2.25) та врахування умови леми 1.2.2. Iз

умови Π̂∗S = Π∗, отримаємо другу рiвнiсть в (2.2.17). Перетворивши

добуток

P0(I−C)−1Π∗ = ν +
0 Π∗,

запишемо третю рiвнiсть в (2.2.17). Здiйснивши граничний перехiд у

(2.1.45) (див. теорему 2.1.3) при s → 0, отримуємо g−(1) = P0. Таким

чином, (2.2.17) i (2.2.18) доведено.

Врахувавши умови (2.2.18) в (2.2.25), отримаємо (2.2.16). Спiв-

вiдношення (2.2.19) визначаємо iз (2.1.44) при s → 0, але попередньо

врахувавши (2.2.14) та (2.2.18).

Остання частина в (2.2.16) виражена через F̃2(z), F̃−(z) ∈ L0
−, згi-

дно з одержаними граничними значеннями g−(s, 1) та g−(1), g−(s,∞),

g−(∞) (якi не дорiвнюють 0 та ∞), якi належать до класу L0
−, дає

пiдставу стверджувати, що операцiя проектування [·]0− не впливає на

її складовi F̃2(z) i F̃−(z).

Легко довести, що ξ̌ має вироджений розподiл. З (2.1.19) при s→0,

отримаємо lim
s→0

p+(s) = P0(I−C)−1(I−R−1
0 ) = P0(I−P∗) = 0, отже,

g+(s, z) → 0 при s→ 0.

При −∞ < m0
1 < 0, спiввiдношення (2.2.20)-(2.2.24) випливають

вiдповiдно iз (2.1.17)-(2.1.21) при s→ 0, з врахуванням всiх викладок

та позначень.

Якщо m0
1 = 0, то при s → 0 iз (2.1.3), (2.1.19) згiдно (2.2.7) та

умови (1.2.2) p+(s) = 0, p+(s) = 0, отже, g+(s, z) = 0, g+(s, z) = 0

при s→ 0. Таким чином, ξ+ та ξ мають виродженi розподiли.
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Майже аналогiчно встановлюється

Теорема 2.2.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес

заданий на ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≥ 1 маємо:

1. При 0 < m0
1 < ∞ розподiл ξ = lim

s→0
(ξ(θs)− ξ+(θs)) невироджений

i згiдно з (2.2.13) генератриса визначається граничним спiввiд-

ношенням при s→ 0

g−(z) = Ezξ =
m0

1

ν+0
P0(1− z)(I−Cz)−1(−K(z))−1 =

=
m0

1

ν+0
P0[Λ1+(Q(1− z−1)−1−Λ2F̃2(z)−NF̃−(z))(z

−1I−C)]−1,

(2.2.26)

g−(1) =
1

µ+∗
Π∗(I−C)−1 1

m0
1

P0 =
ν+0

µ+∗m0
1

P0 = P0, (2.2.27)

1

µ+∗
=
m0

1

ν+0
, (2.2.28)

p− = P{ξ = 0} =
m0

1

ν+0
P0(Λ1 + (Λ2 +N)C)−1, (2.2.29)

а ξ+ має вироджений розподiл.

2. При −∞ < m0
1 < 0 розподiл ξ вироджений, а розподiл ξ+ неви-

роджений i визначається наступними спiввiдношеннями

g+(z) = (I−Cz)[I− Z−1
0 z]−1p+, (2.2.30)

p+
x = P{ξ+ = x} = (I−CZ0)Z

−x
0 p+, x ∈ Z+, (2.2.31)

p+ = P{ξ+ = 0} = p∗
+(0)P0 = (I− Z−1

0 )(I−C)−1P0, (2.2.32)

q+ = P{ξ+ = 0} = (Z−1
0 −C)(I−C)−1P0, (2.2.33)
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P{ξ+ > x} = (Z−1
0 −C)Z−x

s (I−C)−1P0, x ∈ Z0
+, (2.2.34)

де Z−1
0 визначається згiдно (2.2.8).

3. Якщо m0
1 = 0, то розподiли ξ, ξ+ виродженi.

Доведення. У випадку 0 < m0
1 <∞ генератриса g−(z), згiдно з (2.2.13),

визначається iз (2.1.38) при s→ 0 та врахування попереднiх викладок:

g−(z) = lim
s→0

g−(s, z) =

= lim
s→0

(I−C)s(I− Z−1
s )−1(I− Z−1

s z)(I−Cz)−1(sI−K(z))−1 =

=
1

µ+∗
Π∗(I− Z−1

0 z)(I−Cz)−1(−K(z))−1 =

=
1

µ+∗
Π∗(1− z)(I−Cz)−1(−K(z))−1. (2.2.35)

Першу рiвнiсть в (2.2.27) отримуємо iз (2.2.35) при z → 1 та ре-

зультатiв леми 1.2.2.

Значення добутку Π∗(I−C)−1P0 = ν+0 P0, де (I−C)−1 = ∥Eξ+1 ∥ =

∥δkrν+k ∥ дає можливiсть записати другу рiвнiсть в (2.2.27). Остання рiв-

нiсть в (2.2.27) випливає з (2.1.41) пiсля граничного переходу при s→ 0

iз якої отримуємо (2.2.28). Перше спiввiдношення в (2.2.26) отримуємо

iз (2.2.35), попередньо пiдставивши (2.2.28) та (2.2.18). Друге спiввiд-

ношення в (2.2.26) випливає iз першого пiсля пiдстановки замiсть K(z)

(2.1.37).

Остання частина рiвностi (2.2.26) виражена через F̃2(z),

F̃−(z)∈L0
−, згiдно з одержаними граничними значеннями g−(s, 1) та

g−(1), g−(s,∞), g−(∞) (якi не дорiвнюють 0 та ∞), дає пiдставу ствер-

джувати, що вона належать до класу L0
− i тому операцiя проектування

[·]0− не впливає на її складовi F̃2(z), F̃−(z).
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Абсолютний максимум ξ+ має вироджений розподiл, оскiльки здiй-

снивши граничний перехiд при s → 0 у (2.1.3) i врахувавши умову

(1.2.2) та попереднi викладки, отримаємо

lim
s→0

p+(s) = (I− Z−1
0 )(I−C)−1P0 = (I−P∗)P0 = 0.

Отже, g+(s, z) → 0 при s→ 0.

Розглянемо випадок −∞ < m0
1 < 0. Спiввiдношення (2.2.30)-

(2.2.34) випливають вiдповiдно iз (2.1.1)-(2.1.5) при s → 0, з враху-

ванням усiх викладок та позначень.

Якщо m0
1 = 0, то p+(s) = 0, p+(s) = 0 вiдповiдно випливає iз

(2.1.3), (2.1.19) та умови (1.2.2), а отже, g+(s, z) = 0, g+(s, z) = 0 при

s→ 0. Таким чином, ξ+ та ξ мають виродженi розподiли.

Для майже напiвнеперервних знизу процесiв з кумулянтою (2.1.53)
справедливi аналогiчнi твердження до тих, якi ми сформулювали у ви-
падку майже напiвнеперервних зверху процесiв. Доведення яких про-
водиться аналогiчно з врахуванням вiдповiдних понять та позначень,
тому тiльки сформулюємо їх.

Лема 2.2.2. Якщо ξ(t) – майже напiвнеперервний знизу процес на

ланцюгу Маркова x(t), тодi при −∞ < m0
1 ≤ 0 мають мiсце наступнi

спiввiдношення

lim
s→0

s(I−T−
∗ (s, 0))

−1 = lim
s→0

s(sM∗ −Q∗)−1 =
1

µ−∗
Π∗,

lim
s→0

s(I− Z(s))−1 =
1

µ−∗
(I−B)−1Π∗,

(2.2.36)

lim
s→0

s(I− T̂−
∗S(s, 0))

−1 = lim
s→0

s(sM̂∗
S − Q̂∗

S)
−1 =

1

µ̂−
∗
Π̂∗

S,

lim
s→0

s(I−R(s))−1 =
1

µ̂−
∗
Π̂∗

S(I−B)−1.
(2.2.37)
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Зауважимо, що Π̂∗
S = Π∗, P∗Π∗ = Π∗, Π∗P∗ = Π∗.

Мають мiсце аналогiчнi теореми, якi наведемо без доведення.

Теорема 2.2.4. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес на

ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриси абсолютних екс-

тремумiв та їх доповнень мають вигляд:

1. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл абсолютного максимуму ξ+

невироджений i згiдно з (2.2.37) справедливi наступнi граничнi

спiввiдношення

g+(z) = Ezξ
+

= lim
s→0

g+(s, z) =

=
|m0

1|
ν −
0

(1− z)(−K(z))−1(zI−B)−1P0 =

=
|m0

1|
ν −
0

[Λ2+(I−Bz−1)(Q(z−1−1)−1−z(Λ1F̃1(z)+NF̃+(z))]
−1P0,

(2.2.38)

g+(1) =
1

µ̂−∗ |m0
1|
P0(I−B)−1Π̂∗

S =
1

µ̂−∗ |m0
1|
P0(I−B)−1Π∗ =

=
ν −
0

µ̂−∗ |m0
1|
Π∗ = P0, (2.2.39)

Π̂∗
S = Π∗ = P0,

1

µ̂−
∗

=
|m0

1|
ν −
0

, ν −
0 =

m∑
k=1

πkν
−
k , ν

−
k = (1− bk)

−1,

p+
x = P{ξ+ = x} =, x ∈ Z−,

p+ = P{ξ+ = 0} =
|m0

1|
ν −
0

(Λ2 +B(Λ1 +N))−1P0,

а ξ має вироджений розподiл.
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2. Якщо 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл ξ+ вироджений, а розподiл ξ

невироджений i визначається спiввiдношеннями

g−(z) = p−(zI−R(0))−1(zI−B),

p̌−
x = P{ξ = x} = p−(R(0))−x−1(R(0)−B), x ∈ Z−,

p− = P{ξ = 0} = P0p
−
∗ (0) = P0(I−B)−1(I−R(0)),

q− = P{ξ < 0} = P0(I−B)−1(R(0)−B),

P{ξ < x} = P0(I−B)−1(R(0))−x(R(0)−B), x ∈ Z0
−,

де R(0) визначається в (2.2.12).

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ+, ξ виродженi.

Теорема 2.2.5. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес на

ланцюгу Маркова x(t), тодi при |z| ≤ 1 генератриси абсолютних екс-

тремумiв та їх доповнень мають вигляд

1. Якщо −∞ < m0
1 < 0, тодi розподiл ξ̌ = lim

s→0
(ξ(θs) − ξ−(θs)) не-

вироджений i згiдно з (2.2.36) його генератриса визначається

спiввiдношенням при s→ 0

g+(z) = Ezξ̌ = lim
s→0

g+(s, z) =

=
|m0

1|
ν−0

P0(1− z)(zI−B)−1(−K(z))−1 =

=
|m0

1|
ν−0

P0[Λ2+(Q(z−1−1)−1−z(Λ1F̃1(z)+NF̃+(z)))(I−Bz−1)]−1,

(2.2.40)

g+(1) =
1

µ−∗
Π∗(I−B)−1 1

|m0
1|
P0 =

ν−0
µ−∗ |m0

1|
P0 = P0,

1

µ−∗
=

|m0
1|

ν−0
,
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p+ = P{ξ̌ = 0} =
|m0

1|
ν−0

P0(Λ2 + (Λ1 +N)B)−1,

а ξ− має вироджений розподiл.

2. Якщо 0 < m0
1 < ∞, тодi розподiл ξ̌ вироджений, а розподiл ξ−

невироджений i визначається спiввiдношеннями

g−(z) = (zI−B)[zI− Z(0)]−1p−,

p−
x = (Z(0)−B)[Z(0)]−x−1p−, x ∈ Z−,

p− = P{ξ− = 0} = p∗
−(0)P0 = (I− Z(0))(I−B)−1P0,

q− = P{ξ− < 0} = p∗
−(0)P0 = (Z(0)−B)(I−B)−1P0,

P{ξ− < x} = (Z(0)−B)(Z(0))−x(I−B)−1P0, x ∈ Z0
−,

де R(0) визначається в (2.2.12).

3. Якщо m0
1 = 0, тодi розподiли ξ̌, ξ− виродженi.

Зауважимо, що згiдно з (2.1.57)

g−(z) = (Iz −B)g∗
−(z)(I−B)−1P0.

Зауваження 2.2.1. Матричнi спiввiдношення в теоремах 2.2.2-2.2.5 для

g±(s, z) та g±(s, z) мають складнiший вигляд нiж у випадку звичай-

них цiлозначних пуассонiвських процесiв. Це ускладнення обумовле-

не тим, що в нашому випадку виникає потреба в розглядi зворотного

процесу на ланцюгу Маркова та його вiдповiдних характеристик, необ-

хiдних для вияснення двоїстостi основної факторизацiйної тотожностi

(1.1.28) та (1.1.33) та iмовiрнiсної iнтерпретацiї компонент основної фа-

кторизацiйної тотожностi. Крiм того, деякi з характеристик зворотно-

го процесу вимагають додаткового вивчення (леми 2.2.1-2.2.2) з метою
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встановлення вiдповiдних граничних спiввiдношень (2.2.16), (2.2.38)

та (2.2.26), (2.2.40) для g∓(z) = lim
s→0

g∓(s, z), g
∓(z) = lim

s→0
g∓(s, z) при

±m0
1 > 0.

В скалярному випадку вiдповiднi скорочення для майже напiвне-

перервного зверху цiлочислового процесу ξ(t) (C = c) випливають

з того, що Z−1
s = R−1

s = q+(s) + cp+(s), оскiльки p+(s) = p+(s),

Ps = P0 = 1, ξ+(θs)
.
= ξ(θs), ξ−(θs)

.
= ξ̌(θs). Для майже напiвнеперерв-

ного знизу цiлочислового процесу ξ(t) (B = b) мають мiсце аналогiчнi

спрощення, оскiльки p−(s) = p−(s), то Z(s) = R(s) = q−(s) + bp−(s).

Зауваження 2.2.2. Одержанi в теоремах 2.2.2-2.2.5 компоненти фа-

кторизацiї g±(s, z) та g±(s, z), що визначають генератриси розподiлiв

екстремумiв та їх доповнень, необхiднi для знаходження генератрис

перестрибкових функцiоналiв γ1(x) = γ+(x), γ2(x) = γ+(x):

E[e−sτ+(x)zγi(x), τ+(x) <∞], i = 1, 2.

Цi генератриси визначають першу та другу дисконтну (при s > 0)

функцiї банкрутства (при s → 0 i m0
1 < 0 вiдповiднi граничнi фун-

кцiї банкрутства). Генератриси ξ±(θs), що виражаються матричними

дробово-лiнiйними функцiями (див. (2.1.1) та (2.1.51)), визначають

геометричний розподiл екстремумiв (а також i генератрис τ±(x)), на

пiдставi якої обчислюються дисконтнi функцiї банкрутства. Крiм того,

при ±m0
1 < 0 генератриси g±(z) (див. (2.2.16) i (2.2.38)) визначають

розподiли ξ±:

p+
k = P{ξ± = k},±k ≥ 0.

Для процесу ризику з дискретним розподiлом вимог та з геометри-
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чно розподiленими премiями хвiст розподiлу ξ+ визначає функцiю бан-

крутства

Ψ(u) = P{ξ+ > u} =
∑
k>u

p+
k , (Ψ(0) = q+ < P0), u ≥ 0.

Далi для майже напiвнеперервних зверху процесiв розглянемо

m−(ε) = lim
s→0

s−1(1− ε)g−(s, ε), якщо m0
1 < 0,

m0(ε) = lim
s→0

s−1(1− ε)g−(s, ε)p
+
∗ (s), якщо m0

1 = 0,

а для майже напiвнеперервних знизу процесiв

m+(ε) = lim
s→0

s−1(1− ε)g+(s, ε), якщо m0
1 > 0,

m0(ε) = lim
s→0

s−1(1− ε)g+(s, ε)p
−
∗ (s). якщо m0

1 = 0,

Тодi з теорем 2.2.2-2.2.5 випливає

Наслiдок 2.2.1. Для майже напiвнеперервного знизу процесу спра-

ведливi наступнi спiввiдношення

m+(1) = lim
ε→1

m+(ε) =
1

m0
1

P0, m
0
1 > 0,

m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) =
2

σ20
P0 (I−B)−1 , m0

1 = 0.
(2.2.41)

Для майже напiвнеперервного зверху процесу справедливi наступнi

спiввiдношення

m−(1) = lim
ε→1

m−(ε) = − 1

m0
1

P0, m
0
1 < 0,

m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) =
2

σ20
P0 (I−C)−1 , m0

1 = 0.
(2.2.42)
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Доведення. Розглянемо майже напiвнеперервний знизу процес. Згiдно

з лемою 1.2.2 та спiввiдношення (2.1.60) (див. теорему 2.1.6), у випадку

m0
1 > 0 маємо

m+(1) = lim
ε→1

m+(ε) = lim
ε→1

lim
s→0

s−1(1− ε)g+(s, ε) =

=lim
ε→1

(1− ε) lim
s→0

(sI−K(ε))−1(εI−B)−1(εI−R(s))(I−R(s))−1(I−B) =

= lim
ε→1

(1− ε)(−K(ε))−1(εI−B)−1 lim
s→0

s−1·

·
[
sI+ s(ε− 1)(I−R(s))−1

]
(I−B) =

= lim
ε→1

(1−ε)(−K(ε))−1(I−B)−1(I−B) = lim
ε→1

(1−ε)(−K(ε))−1 =
1

m0
1

P0.

При m0
1 = 0 згiдно з лемою 1.2.2 пiсля врахування спiввiдношення

(2.1.60) (див. теорему 2.1.6), отримаємо

m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) = lim
ε→1

lim
s→0

s−1(1− ε)g+(s, ε)p
−
∗ (s) =

= lim
ε→1

(1− ε) lim
s→0

s−1s(sI−K(ε))−1(εI−B)−1·

·(εI−R(s))(I−R(s))−1(I−B)P−1
s p−(s) =

=lim
ε→1

(1− ε)(−K(ε))−1(εI−B)−1 lim
s→0

(I+(ε−1)(I−R(s))−1)(I−R(s))=

= lim
ε→1

(1− ε)2(K(ε))−1(εI−B)−1 =
2

σ20
P0 (I−B)−1 .

Формули (2.2.42) отримуємо iз (2.2.41) пiсля вiдповiдних перепозна-

чень, якщо розглянути замiсть Y (t) = {ξ(t), x(t)} – майже напiвнепе-

рервного зверху процесу, Ý (t) = {−ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперерв-

ний знизу процес.



105

2.3 Граничнi матрицi Z−1
0 , R−1

0 , Z(0), R(0) та їх вла-

стивостi

Означення 2.3.1. Стохастичнi матрицi T1,2 з одинаковими рядками

називаються матрицями стацiонарного типу, якщо

T1,2 = ∥t1,2kr ∥,
m∑
r=1

t1,2kr = 1, k = 1,m. (2.3.1)

Цi матрицi мають такi властивостi:

1. T1T2 = T2, T2T1 = T1, зокрема TkP0 = P0, T
r
k = Tk, k = 1, 2.

2. Якщо T1T2=T1, то T2=T1; якщо P0Tk=P0, то Tk=P0, k=1, 2.

3. Якщо D - дiагональна матриця, то T1DT2 = d0T2, d0 =
m∑
r=1

t
(1)
1r dr.

4. P0P
∗ = P∗.

Нагадаємо, що в загальному випадку розподiли екстремумiв та
їх доповнень пов’язанi з вiдповiдними генератрисами функцiоналiв
τ±(x), τ̂ ±(x):

P+(s, x)=T+
∗ (s, x)Ps,T

+
∗ (s, x)=E[e−sτ+(x), τ+(x) <∞], x∈Z+

0 ; (2.3.2)

P−(s, x)=T−
∗ (s, x)Ps,T

−
∗ (s, x)=E[e−sτ−(x), τ−(x) <∞], x∈Z0

−; (2.3.3)

P
+
(s, x)=PsT̂

+
∗ (s, x),T̂

+
∗ (s, x)=E[e−sτ̂+(x), τ̂+(x) <∞], x∈Z+

0 ; (2.3.4)

P−(s, x)=PsT̂
−
∗ (s, x),T̂

−
∗ (s, x)=E[e−sτ̂−(x), τ̂−(x) <∞], x∈Z0

−. (2.3.5)

При x = 0 з (2.3.2)–(2.3.5) випливає, що

q±(s) = T±
∗ (s, 0)Ps, q

±(s) = PsT̂
±
∗ (s, 0). (2.3.6)
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Розподiли (2.3.2)-(2.3.5) у випадку майже напiвнеперервностi звер-
ху або знизу мають показникову форму

P+(s, x)=(Z−1
s −C)Z−x

s (I−C)−1Ps, x∈Z+
0 ,

P
+
(s, x)=Ps(I−C)−1R−x

s (R−1
s −C), x∈Z+

0 ,

P−(s, x)=(Z(s)−B)(Z(s))−x(I−B)−1Ps, x∈Z0
−,

P−(s, x)=Ps(I−B)−1(R(s))−x(R(s)−B), x∈Z0
−,

(2.3.7)

якi визначають перетворення Лапласа-Карсона розподiлiв P{ξ+(t)>
x}, P{ξ(t) > x} x ∈ Z+

0 для майже напiвнеперервних зверху процесiв,
та розподiлiв P{ξ−(t) < x}, P{ξ̌(t) > x} x ∈ Z0

− для майже напiвнепе-
рервних знизу процесiв. В теорiї ризику розподiли

F{±ξ± < x}, x ∈ Z0
−

при ∓m0
1 < 0 називаються iмовiрностями банкрутства на скiнченному

iнтервалi [0, t] майже напiвнеперервних зверху або знизу надлишкових
процесiв вимог.

Подiбний показниковий вигляд мають i генератриси τ±(x) момен-
тiв першого банкрутства

T+
∗ (s, x)=(Z−1

s −C)Z−x
s (I−C)−1, x∈Z+

0 ,

T−
∗ (s, x)=(Z(s)−B)(Z(s))−x(I−B)−1, x∈Z0

−.
(2.3.8)

Якщо ±m0
1 ≥ 0, тодi з першого спiввiдношення в (2.3.6) при s→ 0

випливає, що

q±(0) = P0 = T±
∗ (0, 0)P0 = T±

∗ (0, 0) = P±
∗ , (2.3.9)

отже, P±
∗ = ∥P{x(τ±(0)) = r|x(0) = k}∥ – стохастичнi матрицi.

Розподiли (2.3.2)-(2.3.5) мають показникову форму.
Якщо ±m0

1 ≥ 0, тодi з другого спiввiдношення в (2.3.6) при s→ 0

випливає, що

q±(0) = P0 = P0T̂
±
∗ (0, 0) = T̂±

∗ (0, 0) = P̂±
∗ , (2.3.10)
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отже, P̂±
∗ = ∥P{x̂(τ̂±(0)) = r|x̂(0) = k}∥ – стохастичнi матрицi.

У випадку майже напiвнеперервностi процесу розподiли (2.3.2)–
(2.3.5) виражаються через матрицi Z−1

s , R−1
s , Z(s), R(s). Згiдно ре-

зультатiв теорем 2.1.1 та 2.1.2, для майже напiвнеперервного зверху
процесу ξ(t)

Z−1
s = q+(s)P

−1
s + p+(s)P

−1
s C,

R−1
s = P−1

s q+(s) +CP−1
s p+(s),

(2.3.11)

а у випадку майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t)

Z(s) = q−(s)P
−1
s + p−(s)P

−1
s B,

R(s) = P−1
s q−(s) +BP−1

s p−(s).
(2.3.12)

Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) розподiли (2.3.2)
i (2.3.4), визначаються, згiдно теорем 2.1.1–2.1.2, спiввiдношеннями
(2.1.5) i (2.1.21). Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) роз-
подiли (2.3.3) i (2.3.5), визначаються, згiдно теореми 2.1.5, спiввiдно-
шеннями (2.1.51) i (2.1.53).

Лема 2.3.1. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес, тодi

при m0
1 ≥ 0 мають мiсце наступнi представлення матриць:

Z−1
0 = C+P+

∗ (C )−1, C = I−C, (2.3.13)

R−1
0 = C+ (C )−1P̂+

∗ , P̂
+
∗ = P0. (2.3.14)

Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес, тодi при m0
1 ≤ 0

мають мiсце наступнi представлення матриць:

Z(0) = B+P−
∗ (B )−1, B = I−B, (2.3.15)

R(0) = B+ (B )−1P̂−
∗ , P̂

−
∗ = P0. (2.3.16)
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Доведення. Iз (2.3.6) запишемо вiдповiдно T+
∗ (s, 0) та T̂+

∗ (s, 0) у ви-

глядi

T+
∗ (s, 0) = q+(s)P

−1
s , (2.3.17)

T̂+
∗ (s, 0) = P−1

s q+(s). (2.3.18)

При m0
1 ≥ 0 у випадку майже напiвнеперервностi зверху процесу ξ(t)

iз (2.3.17) та (2.3.18), пiсля врахування вiдповiдно (2.1.4) та (2.1.20),

випливає, що

T+
∗ (s, 0) = (Z−1

s −C)(C)−1, (2.3.19)

T̂+
∗ (s, 0) = (C)−1(C−R−1

s ). (2.3.20)

Пiсля врахування (2.3.9) iз (2.3.19) отримаємо (2.3.13), а пiсля враху-

вання (2.3.10) iз (2.3.20) отримаємо (2.3.14).

Аналогiчно у випадку майже напiвнеперервного знизу процесу

при m0
1 ≤ 0 з (2.3.6) та (2.3.9), пiсля врахуванння спiввiдношень для

q−(s) у (2.1.51) та q−(s) у (2.1.53), отримаємо:

T−
∗ (s, 0) = q−(s)P

−1
s = (Z(s)−B)(B)−1, (2.3.21)

T̂−
∗ (s, 0) = (B)−1(R(s)−B). (2.3.22)

Iз представлень (2.3.21) i (2.3.22) пiсля врахування вiдповiдно (2.3.9),

(2.3.10) отримуємо (2.3.14).

При m0
1 < 0 матрицi Z−1

0 та R−1
0 є невиродженими i через них ви-

значаються розподiли абсолютного екстремуму та доповнення до мi-
нiмуму для майже напiвнеперервних зверху процесiв ξ(t). Аналогiчно
через невиродженi матрицi Z(0) та R(0) приm0

1 > 0 визначаються роз-
подiли абсолютного мiнiмуму та доповнення до максимуму для майже
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напiвнеперервних знизу процесiв ξ(t), а також умовнi генератриси пе-
рестрибкових функцiоналiв через нескiнченно вiддалений рiвень.

Зауваження 2.3.1. При C = B = 0 матрицi Z−1
0 , Z(0) дуже просто

виражаються через P0. Iз спiввiдношень (2.3.13) та (2.3.15) випливає,

що при m0
1 ≥ 0

P0 = P0Z
−1
0 =Z−1

0 , P0=P0Z(0)=Z(0), Z−1
0 = Z(0) = P0. (2.3.23)

Зауваження 2.3.2. При C = B = 0 матрицi R−1
0 , R(0) дуже просто

виражаються через P0. Iз спiввiдношень (2.3.14) та (2.3.16) випливає,

що при m0
1 ≤ 0

P0=R−1
0 P0=R−1

0 , P0 = R(0)P0 = R(0), R−1
0 = R(0) = P0. (2.3.24)

Введемо позначення при m0
1 ≤ 0 i B ̸= 0

D = B(B)−1 = ∥δkrdk∥, dk = bk(1− bk)
−1 = E|ξbk| − 1, k = 1,m,

d0 =
m∑
k=1

πkdk, d0 + 1 = (b0)
−1 =

m∑
k=1

πkE|ξbk|, k = 1,m,

де ξbk – геометрично розподiленi випадковi величини вiд’ємних стриб-
кiв ξ(t).

Проаналiзуємо поведiнку матрицi R(s) при s → 0 для m0
1 ≤ 0.

Для цього ще раз нагадаємо вигляд матрицi R(s), що отриманий в
теоремi 2.1.5

R(s) = P−1
s q−(s) +BP−1

s p−(s). (2.3.25)

Лема 2.3.2. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес на лан-

цюгу Маркова x(t), тодi при m0
1 ≤ 0 матриця R(0) є матрицею ста-

цiонарного типу i для неї справедливо

R(0) = (b0)
−1P0(B)−1, 0 < B < I, (b0)

−1 =
m∑
k=1

πkb
−1
k . (2.3.26)
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Доведення. В силу (2.3.24) залишається довести (2.3.26) при B ̸= 0.

Домножимо матрицю R(s) в (2.3.25) злiва на Ps

PsR(s) = q−(s) +X(s), X(s) = PsBP−1
s p−(s). (2.3.27)

Пiсля пiдстановки p−(s) = Ps(B)−1(I−R(0)) в X(s) при s→ 0 одер-

жуємо

X(0) = P0D(I−R(0)),

пiсля пiдстановки якого в граничне спiввiдношення (2.3.27) знаходимо,

що при s→ 0

P0R(0) = P0 +P0D(I−R(0)) = P0(B)−1 −P0DR(0).

Оскiльки P0DR(0) = d0R(0), то з останнього спiввiдношення випли-

ває, що

(Id0 +P0)R(0) = P0(B)−1, d0 > 1,

тому

R(0) = d−1
0 (I+ d−1

0 P0)
−1P0(B)−1 = d−1

0

∑
k≥0

(−d−1
0 )kP0(B)−1. (2.3.28)

З (2.3.28) випливає (2.3.26).

Аналогiчне твердження справедливе для майже напiвнеперервно-
го зверху процесу ξ(t), яке наведемо без доведення.

Лема 2.3.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес на

ланцюгу Маркова x(t), тодi при m0
1 ≥ 0 матриця R−1

0 є матрицею

стацiонарного типу i визначається спiввiдношенням

R−1
0 =(c0)

−1P0(C)−1,0<C<I, (c0)
−1=

m∑
k=1

πkc
−1
k =

m∑
k=1

πkEξck,

(2.3.29)
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де ξck – геометрично розподiленi випадковi величини додатних стриб-

кiв ξ(t).

Стохастичнi матрицi R(0) в (2.3.26) (R−1
0 в (2.3.29)) використо-

вуються при визначенi розподiлiв перестрибкових функцiоналiв через
нескiнченно вiддалений рiвень для майже напiвнеперервних знизу про-
цесiв ξ(t), коли m0

1 ≥ 0 (для майже напiвнеперервних зверху процесiв
ξ(t), коли m0

1 ≤ 0).
Слiд окремо зауважити, що для майже напiвнеперервних знизу

дiйснозначних процесiв Левi нульовi коренi рiвняння (L0) ρ(0) = 0

при ±m0
1 ≤ 0 узагальнюються для таких же ξ(t) на ланцюгу Маркова

матрицями R(0) та R−1
0 iнфiнiтизимального типу (з нульовими сума-

ми елементiв кожного рядка): P0R(0) = 0, R−1
0 P0 = 0. Для майже

напiвнеперервних знизу (зверху) гратчастих пуассонiвських процесiв
одиничнi коренi рiвняння (L0) z(0) = 1 при ±m0

1 ≤ 0 узагальнюються
для таких же ξ(t) на ланцюгу Маркова матрицями R(0), R−1

0 стацiо-
нарного типу:

R(0)P0 = P0R(0) = P0,R
−1
0 P0 = P0R

−1
0 = P0. (2.3.30)

Висновки до роздiлу 2

1. Отримано дограничнi спiввiдношення (s > 0) для компонент основ-
ної факторизацiйної тотожностi у випадку майже напiвнеперерв-
них гратчастих процесiв на ланцюгу Маркова.

2. Встановлюються спiввiдношення без проектування для генера-
трис екстремумiв та їх доповнень. Новi спiввiдношення для ге-
нератрис визначаються через обернення збуреної матричної ку-
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мулянти, що виражаються в термiнах генератрис розподiлу вiд-
повiдних стрибкiв.

3. Доведено твердження, що базуються на оберненнi сингулярно збу-
рених матриць.

4. Одержано спiввiдношення для генератрис абсолютних екстрему-
мiв та їх доповнень.

5. Доведено властивiсть стацiонарностi матриць R(0) i R−1
0 , якi уза-

гальнюють одиничнi коренi скалярного рiвняння Лундберга для
звичайних гратчастих пуассонiвських процесiв.



Роздiл 3

Майже напiвнеперервнi гратчастi

пуассонiвськi процеси у скалярному

випадку, m = 1

Даний роздiл присвячений вивченню розподiлiв перестрибкових фун-
кцiоналiв для цiлочислових пуассонiвських гратчастих процесiв при
m = 1. Зауважимо, що в роздiлi 7 монографiї [29] та [30] для цiлочи-
слових гратчастих пуассонiвських процесiв ξ(t) розподiли γk(∞) роз-
глядалися не для всiх випадкiв значень m0

1 = Eξ(1) i лише при скiн-
ченних x <∞ там детально вивчався розподiл γk(x). Щоб усунути цю
прогалину, ми детальнiше розглянемо розподiли перестрибкових фун-
кцiоналiв через рiвень x = 0 та x → ∞ для майже напiвнеперервних
знизу цiлозначних процесiв, а саме, генератриси γk(0) та γk(∞) при
m0

1 ≥ 0, та умовнi генератриси γk(∞) при m0
1 < 0.

113
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3.1 Спрощення позначень i основних тверджень

Розглянемо складний пуассонiвський процес

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξ k ,

де ν(t) – процес Пуассона з параметром λ > 0.

Означення 3.1.1. Однорiдний процес з незалежними приростами

{ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0} називається гратчастим пуассонiвським про-

цесом, якщо стрибкова мiра Левi зосереджена в послiдовностi точок

{xr = rh} (h > 0, r ̸= 0 – цiле) i визначається спiввiдношенням

Π0(r) = Π0(xr) = λpr, pr = P{ξ1 = rh}, r = ±1,±2,±3, . . . ,

а генератриса такого процесу визначається спiввiдношенням

gt(z) = Ezξ(t) = etk(z), |z| = 1,

k(z) = λ(p(z)− 1), p(z) = Ezξ1 =
∑
r ̸=0

zrhpr, |z| = 1. (3.1.1)

Без обмеження загальностi можна вважати, що h = 1 i розгля-
дати тiльки цiлозначнi процеси. Як i ранiше функцiю k(z) = ln g1(z)

називаємо кумулянтою процесу.

Означення 3.1.2. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,

ξ(0) = 0} називається майже напiвнеперервним зверху, якщо ξ(t) пе-

ретинає додатний рiвень лише геометрично розподiленими стрибками,

а його кумулянта має вигляд

k(z) = λ1
z − 1

1− cz
+ λ2(p2(z)− 1) (0 < c < 1, λ1, λ2 > 0), |m0

1| <∞.

(3.1.2)
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Означення 3.1.3. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,

ξ(0) = 0} називається майже напiвнеперервним знизу, якщо ξ(t) пере-

тинає вiд’ємний рiвень лише геометрично розподiленими стрибками, а

його кумулянта має вигляд

k(z) = λ1(p1(z)− 1) + λ2
1− z

z − b
(0 < b < 1, λ1, λ2 > 0), |m0

1| <∞.

(3.1.3)

Означення 3.1.4. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,

ξ(0) = 0} називається напiвнеперервним зверху або знизу, вiдповiдно,

при c = 0 або b = 0.

Зауважимо, що при m > 1 еволюцiя ξ(t) проходить у змiнному
середовищi з m рiзними станами i розподiли процесу ξ(t) та його фун-
кцiоналiв визначаються матричними спiввiдношеннями. При m = 1

еволюцiя ξ(t) проходить в незмiнному середовищi i розподiли процесу
ξ(t) та його функцiоналiв визначаються скалярними спiввiдношення-
ми. Тому випадок m = 1 коротко назвемо скалярним.

Зауважимо, що при m = 1 замiсть матричних спiввiдношень для
розподiлiв ξ(t) та перестрибкових функцiоналiв маємо скалярнi спро-
щеннi спiввiдношення.

Зокрема при m = 1 (тобто в скалярному випадку) ξ(θs) має гене-
ратрису

g(s, z) = Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
, |z| = 1. (3.1.4)

Крiм того, для скалярного випадку ξ−(θs)
.
= ξ(θs), ξ+(θs)

.
= ξ̌(θs),

тому двоїста факторизацiйна тотожнiсть (2.1.12), спрощується

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (3.1.5)

де g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1).
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В позначеннях V (...) та Vk(...) у випадкуm0
1≥0 P{τ+(x)<∞}= 1,

тому в них достовiрна подiя пропускається.
Спiльна генератриса всiх перестрибкових функцiоналiв визнача-

ється при довiльному знаку m0
1, згiдно з теоремою 7.7. в [30], таким

чином

sV (s, x, u1, u2, u3) =
x∑

y=0

p+y (s)W (s, x− y, u1, u2, u3), x ∈ Z+
0 , (3.1.6)

p±
±y(s) = P{ξ±(θs) = ±y}, y ∈ Z+

0 ,

W (s, x, u1, u2, u3) =
∑
y≥0

A(x+ y, u1, u2, u3)p
−
−y(s), x ∈ Z+

0 ,

A(x, u1, u2, u3) =
∑

k≥x+1

uk−x
1 ux2u

k
3Π

+
0 (k), Π

+
0 (k) = λ1pk, x ∈ Z+

0 .

Ми обмежимось розглядом генератрис маргiнальних розподiлiв.
Зокрема, згiдно з теоремою 7.7. в [30], для маргiнальних генератрис

Vk(s, x, uk) = E
[
e−sτ+(x)u

γk(x)
k , τ+(x) <∞

]
=

= E
[
u
γk(x)
k , ξ+(θs) > x

]
, 0 < x <∞, k = 1, 3

та їх твiрних перетворень

vk(s, z, uk) =
∞∑
x=0

zxVk(s, x, uk), k = 1, 3

одержанi спiввiдношення

Vk(s, x, uk) = s−1
x∑

y=0

p+y (s)Wk(s, x− y, uk), x ≥ 0, k = 1, 3, (3.1.7)

vk(s, z, uk) = s−1wk(s, z, uk)g+(s, z), k = 1, 3. (3.1.8)

Функцiї Wk(s, x, uk) визначаються таким чином

Wk(s, x, uk) =
∑
y≥0

Ak(x+ y, uk)p
−
−y(s), x ≥ 0, (3.1.9)
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де

A1(x, u1) =
∑

k≥x+1

uk−x
1 Π+

0 (k), A2(x, u2) =
∑

k≥x+1

ux2Π
+
0 (k) = ux2Π(x),

A3(x, u3) =
∑

k≥x+1

uk3Π
+
0 (k), ak(z, uk) =

∑
x≥0

zxAk(x, uk),

якi остаточно виражаються через генератрису додатних стрибкiв

Π̃+
0 (z) =

∞∑
x≥0

zxΠ+
0 (x) = λ1p̃1(z),

де Π̃+
0 (1) = λ1, та генератриси хвостiв розподiлу

Π̃(z) =
∞∑
r≥0

zrΠ(r), Π(r) =
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k), Π(0) = λ1,

Π̃(1) =
∞∑
r≥0

Π(r) = λ1
∑
r>0

rpr. Причому генератриса хвостiв зв’язана з

розподiлом стрибкiв наступним спiввiдношенням

Π̃(z) =
λ1

1− z
(1− p̃1(z)), (3.1.10)

A1(0, u1) = λ1p̃1(u1) = Π̃+
0 (u1), A1(0, 1) = λ1, A1(x, 1) = Π(x),

a1(z, u1) =
u1

u1 − z
(Π̃+

0 (u1)− Π̃+
0 (z)) =

λ1u1
u1 − z

(p̃1(u1)− p̃1(z)),

a1(1, u1) = u1Π̃(u1),

A2(0, u2) = Π(0) = λ1, A2(0, 1) = λ1, A2(x, 1) = Π(x),

a2(z, u2) =
1

1− zu2
(Π̃+

0 (1)− Π̃+
0 (zu2)) =

λ1
1− zu2

(1− p̃1(zu2)) = Π̃(zu2),

a2(1, u2) = Π̃(u2),

A3(0, u3) = Π̃+
0 (u3), A3(0, 1) = λ1, A3(x, 1) = Π(x),

a3(z, u3) =
1

1− z
(Π̃+

0 (u3)− Π̃+
0 (zu3)) =

λ1
1− z

(p̃1(u3)− p̃1(zu3)),
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a3(1, u3) = λ1u3p̃
′
1(u3).

Твiрнi перетворення функцiй (3.1.9) мають вигляд

wk(s, z, uk) =
∑
x≥0

zxWk(s, x, uk). (3.1.11)

Якщо ξ(t) (ξ(0) = 0) – майже напiвнеперервний знизу цiлозначний
процес Пуасона з кумулянтою (3.1.3), тодi ξ−(θs) має геометричний
розподiл, завдяки якому вдається конкретизувати представлення (3.1.9)
для Wk(s, x, uk) (k = 1, 3).

Для дослiдження розподiлу перестрибкiв через рiвень x = 0 та
x→ ∞ використаємо лему, що випливає з результатiв роздiлу 7 в [30],
про асимптотичну поведiнку коренiв кумулянтного рiвняння Лундбер-
га при s→ 0

k(z) = s, s ≥ 0. (Ls)

Лема 3.1.1. [29] Для ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) з |m0
1|<∞ та σ21< ∞

рiвняння (Ls) при s → 0 має 2 дiйснi коренi 0 < z1(s) < 1 < z2(s).

Лiвий корiнь z1(s) визначає генератрису ξ−(θs)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)

z − z1(s)
, p−(s) =

1− z1(s)

1− b
,

z1(s) = q−(s) + bp−(s),

p−−k(s) = p−(s)(z1(s)− b)(z1(s))
k−1, k ≥ 1.

(3.1.12)

а) Якщо m0
1 = 0, тодi при s → 0 добуток доповнень коренiв

z1(s) = 1− z1(s), z2(s) = z2(s)− 1

z1(s)z2(s) = O(s), p−(s)p+(s) ≈ k1s, k1 = (λ1b+ λ2)
−1. (3.1.13)

б) Якщо m0
1 > 0, тодi z2(0) = 1, а z1(0) < 1 визначає генератрису ξ−

E zξ
−
=
p−(1− b)(z − b)

z − z1(0)
, p− =

1− z1(0)

(1− b)
, z1(0) = q− + bp−,

s−1p+(s)p−(s) →s→0 p
′
+(0)p−, p

′
+(0) = E[τ+(0)].

(3.1.14)
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в) Якщо m0
1 < 0, тодi z2(0) > 1, а z1(0) = 1, при цьому ( див. (7.91)

в [30])

z1(s) ≈ 1 +
s

|m0
1|
, p−(s) ≈

s

|m0
1|(1− b)

,

s−1p−(s)p+(s) →s→0 p
′
−(0)p+, s→ 0,

p′−(0) = E[τ−(0)] =
1

|m0
1|(1− b)

.

(3.1.15)

Схематично графiки кумулянти для y ≤ s (див. рис. 3.1 та рис. 3.2),
при достатньо малих s > 0, мають форму близьку до параболи (з не-
симетричними вертикально направленими вверх гiлками, якi при зро-
станнi k(z) наближаються до асимптот z = b та z = c−1) i розташованi
в правiй пiвплощинi в обмеженiй смузi прямої z = 1. При m0

1 = 0

вершина графiка знаходиться на осi абсцис в точцi z = 1.

Рис. 3.1: Графiк кумулянти при m0
1 = 0

При ±m0
1 > 0 графiки опущенi вниз i змiщенi влiво (вправо) так,

щоб права (лiва) гiлка проходила через точку (1; 0) (див. рис. 3.2).
Отже, приm0

1 = 0 рiвняння (L0) має двократний корiнь z1,2(0) = 1

(див. (3.1.13)). При m0
1 > 0 рiвняння (L0) має корiнь z2(0) = 1, а
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Рис. 3.2: Графiк кумулянти при ±m0
1 > 0

z1(0) < 1 (визначає p− в (3.1.14)). При m0
1 < 0 рiвняння (L0) має ко-

рiнь z2(0) > 1, i z1(0) = 1, а 1 − z1(s) ≈ O(s) визначає асимптотику
p−(s) в (3.1.15). Якщо ξ(t) з кумулянтою (3.1.2) – майже напiвнепе-
рервний зверху процес (c ∈ (0, 1)), то 1 < z2(s) < c−1.

Лема 3.1.2. [30] Для процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) має мiсце

спiввiдношення (3.1.7), де Wk(s, x, uk) визначаються через Ak(x, uk)

W1(s, x, u1) = p−(s)(z1(s))
−1[bA1(x, u1)+

+
(z1(s)− b)u1
u1 − z1(s)

{A1(x, u1)− A1(x, z1(s))}],
(3.1.16)

W2(s, x, u2) = p−(s)u
x
2(z1(s))

−1[bΠ(x)+

+(z1(s)− b)
∑
y≥0

(u2z1(s))
yΠ(x+ y)],

(3.1.17)

W3(s, x, u3) = p−(s)(z1(s))
−1[bA3(x, u3)+

+
z1(s)− b

1− z1(s)

{
A3(x, u3)− (z1(s))

−xA3(x, u3z1(s))
}
].

(3.1.18)

Iз спiввiдношеня в (7.46) (див. теорему 7.7 в [30]) та (3.1.6) випли-
ває твердження для спiльної генератриси функцiоналiв
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Теорема 3.1.1. [30] Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t)

з кумулянтою (3.1.3) має мiсце спiввiдношення

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3) =

= s−1(1− ε)g+(s, ε)w(s, ε, u1, u2, u3),
(3.1.19)

де

w(s, ε, u1, u2, u3) = p−(s)

[
a(ε, u1, u2, u3) +

u2(z1(s)− b)

u1 − u2z1(s)
·

·
{
a(ε, u1, u2, u3)− u1u

−1
2 (z1(s))

−1a3(ε(z1(s))
−1, u2u3z1(s)

}]
.

(3.1.20)

З теореми 3.1.1 випливає

Наслiдок 3.1.1. Спiльнi генератриси пар функцiоналiв {τ+(ν̃ε), γk(ν̃ε)}

мають вигляд

ṽk(s, ε, uk) = E
[
e−sτ+(ν̃ε)u

γk(ν̃ε)
k , τ+(ν̃ε) <∞

]
=

= (1− ε)vk(s, ε, uk) = s−1(1− ε)g+(s, ε)wk(s, ε, uk) =

= s−1g+(s, ε)w̃k(s, ε, uk), k = 1, 3 , (3.1.21)

де

w1(s, ε, u1) = p−(s)(z1(s))
−1

[
ba1(ε, u1) +

(z1(s)− b)u1
u1 − z1(s)

·

·
{
a1(ε, u1)− a1(ε, z1(s)

}]
,

(3.1.22)

w2(s, ε, u2) = p−(s)(z1(s))
−1

[
bΠ̃(εu2) +

z1(s)(z1(s)− b)

z1(s)− ε
·

·
{
Π̃(z1(s)u2)− ε(z1(s))

−1Π̃(εu2)
}]
,

(3.1.23)
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w3(s, ε, u3) = p−(s)(z1(s))
−1

[
ba3(ε, u3) +

z1(s)− b

1− z1(s)
·

·
{
a3(ε, u3)− a3(ε(z1(s))

−1, u3z1(s)
}]
.

(3.1.24)

У випадку m0
1 ≤ 0, z1(s) → 1 при s → 0, тому w0

k(ε, uk) =

lim
s→0

wk(s, ε, uk) залежить тiльки вiд ε, uk.

У випадку m0
1 > 0, z1(s) → z1(0) = q− + bp− < 1 при s → 0,

тому границя w+
k (ε, uk) = lim

s→0
wk(s, ε, uk) крiм ε, uk суттєво залежить

вiд z1(0) < 1.

Лема 3.1.3. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) при |m0
1| < ∞

та σ21 <∞

1. При m0
1 = 0

m0(1)=lim
s→0
ε→1

m0(s, ε)=lim
ε→1
s→0

1− ε

s
p−(s)g+(s, ε)=

1

σ21(1− b)
. (3.1.25)

2. При m0
1 > 0

m+(1) = lim
s→0
ε→1

m+(s, ε) = lim
s→0
ε→1

1− ε

s
g+(s, ε) =

1

m0
1

. (3.1.26)

Зауважимо, що приm0
1 = 0 моменти додатних стрибкiв µ1 = p̃ ′

1(1),

µ2 = p̃ ′′
1(1) пов’язанi з моментами геометричного розподiлу:

λ1µ1 = λ2(1− b)−1,

σ21 = k′′(1) = λ1µ2 +
λ2b

(1− b)2
= λ1(1− b)−1(bµ1 + (1− b)µ2).

(3.1.27)

3.2 Перестрибки через нульовий рiвень

Для скiнченного рiвня 0 < x < ∞ лише при m0
1 < 0 в наслiдку 7.1

(див. [29]) наведенi граничнi розподiли γk(x), k = 1, 3, якi називаю-
ться функцiями банкрутства i визначаються спiввiдношеннями (7.73).
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В теорiї ризику вважається перша функцiя банкрутства при k = 1 з
перестрибком γ1(u) = γ+(u), що називається "дефiцитною" ,оскiльки
пiсля банкрутства резерв страховика вичерпаний.

Позначимо z1(s) = zs i розглянемо спочатку перестрибковi фун-
кцiонали через рiвень x = 0. Нехай

W 0
k (s, x, uk) = p−1

− (s)Wk(s, x, uk), x ≥ 0, k = 1, 3. (3.2.1)

Лема 3.2.1. Згiдно з (3.1.7) спiльнi генератриси пар {τ+(0), γk(0)}

для довiльного знаку m0
1 визначаються простими спiввiдношеннями

Vk(s, 0, uk) = s−1p+(s)Wk(s, 0, uk) =

= s−1p−(s)p+(s)W
0
k (s, 0, uk), k = 1, 3, (3.2.2)

де

W 0
1 (s, 0, u1) = bz−1

s A1(0, u1) + (zs − b)z−1
s a1(zs, u1),

W 0
2 (s, 0, u2) = bz−1

s A2(0, u2) + (zs − b)z−1
s a2(zs, u2),

W 0
3 (s, 0, u3) = bz−1

s A3(0, u3) + (zs − b)z−1
s a3(zs, u3).

(3.2.3)

Доведення. Використовуючи означення W 0
k (s, x, uk) та спiввiдношен-

ня (3.1.7) при x = 0, отримаємо (3.2.2). Пiдставивши (3.1.16)-(3.1.18)

в (3.2.1) при x = 0, отримаємо вiдповiдно перше, друге та третє спiв-

вiдношення в (3.2.3).

Теорема 3.2.1. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) генератриси

перестрибкiв мають вигляд

1. Якщо m0
1 = 0, то

E [u
γ1(0)
1 ] = [bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)](λ1b+ λ2)
−1,

E [u
γ2(0)
2 ] = [bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)](λ1b+ λ2)

−1,

E [u
γ3(0)
3 ] = [bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)](λ1b+ λ2)
−1.

(3.2.4)
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2. Якщо m0
1 < 0, тодi згiдно з (3.2.1)

E [u
γ1(0)
1 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)],

E [u
γ2(0)
2 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)],

E [u
γ3(0)
3 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃

+
0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)].

(3.2.5)

3. Якщо m0
1 > 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u1) + (z0 − b)a1(z0, u1)],

E [u
γ2(0)
2 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ(0) + (z0 − b)a2(z0, u2)],

E [u
γ3(0)
3 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃
+
0 (u3) + (z0 − b)a3(z0, u3)].

(3.2.6)

Доведення. Спочатку розглянемо випадок m0
1 = 0. Зауважимо, що

zs → 1 при s→ 0. З першого спiввiдношення (3.2.3) леми 3.2.1

W 0
1 (s, 0, u1) = bz−1

s A1(0, u1) + (zs − b)z−1
s a1(zs, u1),

її граничнi значення при s→ 0, u1 → 1

W 0
1 (0, 0, u1) = bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1), (3.2.7)

W 0
1 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (3.2.8)

Згiдно з (3.2.2) при k = 1, 3

E[e−sτ+(0)u
γk(0)
k ] = s−1p−(s)p+(s)W

0
k (s, 0, uk). (3.2.9)

Враховуючи друге спiввiдношення (3.1.13) (див. лему 3.1.1) пiсля гра-

ничного переходу s→ 0 з (3.2.9) випливає:

E[u
γ1(0)
1 ] = k1W

0
1 (0, 0, u1) −−−→

u1→1
1, (3.2.10)

отже, k1 = (W 0
1 (0, 0, 1))

−1.



125

Згiдно (3.1.27), перепишемо (3.2.8) у видi

W 0
1 (0, 0, 1) = bλ1 + λ2. (3.2.11)

Пiдставивши в лiву частину (3.2.10) спiввiдношення (3.2.7) i (3.2.11)

отримаємо перше спiввiдношення (3.2.3).

У випадку k = 2 з другого спiввiдношення (3.2.3) обчислюється

функцiя W 0
2 з її граничними значеннями s→ 0, u2 → 1

W 0
2 (0, 0, u2) = bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2), (3.2.12)

W 0
2 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (3.2.13)

Як i в попередньому випадку з урахуванням (3.1.27) генератриса γ2(0)

визначається через (3.2.12) i (3.2.13) пiсля граничного переходу s→ 0

у (3.2.9) при k = 2. Таким чином, отримане друге спiввiдношення

(3.2.4).

Для випадку k = 3, аналогiчно з третього спiввiдношення (3.2.3)

при граничному переходi s→ 0, u3 → 1

W 0
3 (0, 0, u3) = bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3), (3.2.14)

W 0
2 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (3.2.15)

Iз урахуванням (3.1.27) генератриса γ3(0) визначається через (3.2.14)

i (3.2.15) пiсля граничного переходу s → 0 у (3.2.9) при k = 3. Отже,

третє спiввiдношення в (3.2.4) доведено.

Далi встановимо справедливiсть спiввiдношень (3.2.5) у випадку

m0
1 < 0. Зауважимо, що zs → 1 при s→ 0.
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Здiйснивши граничний перехiд в (3.2.2) при s→ 0, згiдно (3.1.15),

отримаємо

E[u
γk(0)
k ] = lim

s→0
Vk(s, 0, uk) = p+p

′
−(0)W

0
k (0, 0, uk), (3.2.16)

i пiдставивши в (3.2.16) замiсть W 0
k (0, 0, uk) при k = 1, 2, 3 вiдповiдно

(3.2.7), (3.2.12) i (3.2.14) отримаємо (3.2.5).

I накiнець зупинимось на випадку m0
1 > 0. З (3.2.2) при s → 0,

врахувавши (3.1.14), отримаємо

E[u
γk(0)
k ] = lim

s→0
Vk(s, 0, uk) = p′+(0)p−W

0
k (0, 0, uk), (3.2.17)

деW 0
k (0, 0, uk) визначенi в (3.2.2). Пiдставивши в (3.2.17) граничнi спiв-

вiдношення отриманi iз (3.2.2) при s → 0, вiдповiдно при k = 1, 2, 3,

отримаємо всi спiввiдношення (3.2.6). Теорема доведена.

Пiсля обернення спiввiдношень (3.2.4)– (3.2.6) отримаємо

Наслiдок 3.2.1. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1.3) розподiли пе-

рестрибкiв мають вигляд

1. Якщо m0
1 = 0, то

P{γ1(0) = r} = [bΠ+
0 (r) + (1− b)Π(r − 1)]k1, r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r} = [bΠ(0) + (1− b)Π(r)]k1, r ∈ Z0
+,

P{γ3(0) = r} = [bΠ+
0 (r) + (1− b)rΠ+

0 (r)]k1, r ∈ Z0
+,

(3.2.18)

де k1 = (λ1b+ λ2)
−1.
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2. Якщо m0
1 < 0, тодi

P{γ1(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ

+
0 (r) + (1− b)Π(r − 1)], r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)Π(r)], r ∈ Z0

+,

P{γ3(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ

+
0 (r) + (1− b)rΠ+

0 (r)], r ∈ Z0
+.

(3.2.19)

3. Якщо m0
1 > 0, тодi

P{γ1(0) = r} = z−1
0 p−p

′
+(0)[bΠ

+
0 (r) + (z0 − b)(z−r

0 Π̃(z0)−

−
r−1∑
k=0

z−k−1
0 Π+

0 (r − k − 1))], r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r} = z−1
0 p−p

′
+(0)[bΠ(0) + (z0 − b)zr0Π(r)], r ∈ Z0

+,

P{γ3(0) = r} = p−p
′
+(0)[bΠ

+
0 (r) + (z0 − b)

r−1∑
k=0

zk0Π
+
0 (r)], r ∈ Z0

+.

(3.2.20)

Доведення. Пiсля обернення спiввiдношень (3.2.4)-(3.2.5) вiдповiдно

по uk, k = 1, 3 одержуються розподiли γk(0) в термiнах хвостiв розпо-

дiлу Π(r). Отже, (3.2.18)-(3.2.19) доведено.

При m0
1 > 0 (3.2.6) теж можна обернути по uk, k = 1, 3, але спiв-

вiдношення для розподiлу γk(0) будуть складнiшими, поскiльки зале-

жать вiд z1(0) < 1, зокрема

a1(z0, u1) =
λ1u1
u1 − z0

(p̃1(u1)− p̃1(z0)),

a2(z0, u2) = Π̃(z0u2),

a3(z0, u3) =
λ1

1− z0
(p̃1(u3)− p̃1(z0u3)).

(3.2.21)
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Для обернення (3.2.21) по uk, k = 1, 3 слiд здiйснити деякi перетворе-

ння i звести їх до вигляду

a1(z0, u1) =
u1

u1 − z0
((1− z0)Π̃(z0)− (1− u1)Π̃(u1)),

a2(z0, u2) = Π̃(z0u2),

a3(z0, u3) =
1

1− z0
((1− u3z0)Π̃(u3z0)− (1− u3)Π̃(u3)).

(3.2.22)

Пiсля обернення (3.2.22) одержується згортка геометричного розподi-

лу (з параметром 0 < z1(0) < 1) з вiдповiдними послiдовностями

a(1)r = z−r
0 Π̃(z0)−

r−1∑
k=0

(z−1
0 )k+1Π+

0 (r − k − 1), r ∈ Z+,

a(2)r = zr0Π(r), r ∈ Z0
+,

a(3)r =
1− zr0
1− z0

Π̃+
0 (r).

(3.2.23)

Обернення спiввiдношень (3.2.23) вiдповiдно по uk, k = 1, 3 визначає

лише одну складову розподiлу γk(0), а ще одна складова цього розподi-

лу визначається простим оберненням Ak(0, uk), k = 1, 3. Таким чином,

(3.2.20) доведено.

Зауваження 3.2.1. Слiд зауважити, що при m0
1 < 0

P{γ2(0) = 0, ξ+ > 0} = bp+p
′
−(0)Π(0) > 0

за рахунок того, що при перетинi рiвня x = 0 першим додатним стриб-

ком процеса ξ(t) недострибок є нульовим.
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3.3 Перестрибки через нескiнченно вiддалений рi-

вень

В наступному параграфi розглядаються генератриси перестрибкiв че-
рез рiвень x→ ∞.

Поскiльки при m0
1 < 0 хвiст розподiлу P+(s, x) = P{ξ+(θs)> x}→

0 при s → 0, тому для дослiдження генератрис γk(∞) при m0
1 < 0

нам доведеться розглянути, замiсть спiльних генератрис функцiоналiв
Vk(s, x, uk), умовнi генератриси функцiоналiв γk(x), k = 1, 3.

Будемо позначати умовнi генератриси

E
[
u
γk(x)
k | ξ+(θs) > x

]
= Vk(s, x, uk)

(
P+(s, x)

)−1
, k = 1, 3, (3.3.1)

i для вiдповiдних умовних генератрис має мiсце

Лема 3.3.1. Умовнi генератриси γk(ν̃ε) мають вигляд

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1(1− ε)g+(s, ε)
[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
wk(s, ε, uk). (3.3.2)

Доведення. Пiсля усереднення (3.3.1) за геометричним розподiлом зна-

ходимо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= (1− ε)
∞∑
x=0

εxVk(s, x, uk)
[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
,

яке згiдно (3.1.7) перепишемо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= (1− ε)
∞∑
x=0

εxs−1
x∑

y=0

p+y (s)Wk(s, x− y, uk)
[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
.
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Змiнивши порядок сумування в останньому спiввiдношенi, отримаємо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1(1− ε)
∞∑
y=0

p+y (s)ε
y

+∞∑
x−y=0

εx−yWk(s, x− y, uk)
[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
,

звiдки й випливає (3.3.2).

Позначимо

w0
k(s, x, uk) = p−1

− (s)wk(s, x, uk), x ≥ 0, k = 1, 3. (3.3.3)

Теорема 3.3.1. Якщо процес ξ(t) має кумулянту (3.1.3), тодi

1. При m0
1 = 0

E u
γ1(∞)
1 =

[
bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
(p̃ ′

1(u1)− p̃ ′
1(1))

]
m0(1),

E u
γ2(∞)
2 =

[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
]
m0(1),

E u
γ3(∞)
3 =λ1

[
bu3p̃

′
1(u3)+

1− b

2
u23p̃

′′
1(u3)

]
m0(1).

(3.3.4)

2. Якщо m0
1 > 0, тодi

E u
γ1(∞)
1 =p−z

−1
0 [ba1(1, u1)+(z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0
]m+(1),

E u
γ2(∞)
2 =p−[bΠ̃(u2) +

z0 − b

z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
]m+(1),

E u
γ3(∞)
3 =p−z

−1
0 [ba3(1, u3)+(z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z
−1
0 , u3z0)

1− z0
]m+(1).

(3.3.5)
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3. Якщо m0
1 < 0, тодi умовнi генератриси

E
[
u
γ1(∞)
1 |τ+(∞) <∞

]
=[bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)

u1 − 1
·

· (p̃ ′
1(u1)− p̃ ′

1(1))]m−(1),

E
[
u
γ2(∞)
2 |τ+(∞) <∞

]
=
[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2)
)
]m−(1),

E
[
u
γ3(∞)
3 |τ+(∞) <∞

]
=λ1[bu3p̃

′
1(u3) +

1− b

2
u23p̃

′′
1(u3)]m−(1).

(3.3.6)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок m0
1 = 0. Пiдставимо (3.1.22)

у (3.3.3), пiсля чого отримаємо

w0
1(s, ε, u1) = bz−1

s a1(ε, u1) +
(zs − b)u1
(u1 − zs)zs

[a1(ε, u1)− a1(ε, zs)] . (3.3.7)

Здiйснимо граничний перехiд при s→ 0 в (3.3.7)

w0
1(0, ε, u1) = lim

s→0
w0

1(s, ε, u1) = ba1(ε, u1)+
(1− b)u1
u1 − 1

[a1(ε, u1)− a3(ε, 1)] .

(3.3.8)

В (3.3.8) перейдемо до границi при ε→ 1

w0
1(0, 1, u1) = lim

ε→1
w0

1(0, ε, u1) = bu1Π̃(u1) +
λ1(1− b)u1
u1 − 1

[p̃′1(u1)− p̃′1(1)] .

(3.3.9)

Iз (3.3.9) при u1 → 1 отримаємо

w0
1(0, 1, 1) = lim

u1→1
w0

1(0, 1, u) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2). (3.3.10)

Розглянемо ν̃ε геометрично розподiлену випадкову величину з пара-

метром ε < 1. Тодi згiдно з (3.1.21), генератриси {τ+(ν̃ε), γk(ν̃ε)} пiсля

врахування (3.3.3) визначаються спiввiдношеннями

E
[
e−sτ+(ν̃ε)u

γk(ν̃ε)
k , τ+(ν̃ε) < +∞

]
=

=
1− ε

s
p−(s)g+(s, ε)w

0
k(s, ε, uk) = m0(s, ε)w

0
k(s, ε, uk).

(3.3.11)
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З урахуванням (3.1.25), iз леми 3.1.3 та граничних значень (3.3.9) i

(3.3.10) iз (3.3.11) при s→ 0 i ε→ 1 випливає, що

E u
γ1(∞)
1 = w0

1(0, 1, u)(w
0
1(0, 1, 1))

−1. (3.3.12)

Згiдно (3.1.27), з (3.3.10) маємо w0
1(0, 1, 1) = σ21(1− b) i, таким чином,

перше спiввiдношення в (3.3.4) доведено.

Далi пiдставивши (3.1.23) в (3.3.3), розглянемо твiрне перетворе-

ння w0
2(s, ε, u2) з граничними значеннями при s→ 0 i ε→ 1

w0
2(s, ε, u2) = bz−1

s Π̃(εu2) +
zs − b

zs − ε

(
Π̃(zsu2)− εz−1

s Π̃(εu2)
)
,

w0
2(0, 1, u2) = bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃

′(u2),

w0
2(0, 1, 1) = lim

u2→1
w0

2(0, 1, u2) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2).

(3.3.13)

З урахуванням леми (3.1.3), iз (3.3.11) пiсля граничного переходу

s→ 0, ε→ 1 знаходимо, що

E u
γ2(∞)
2 = w0

2(0, 1, u2)(w
0
2(0, 1, 1))

−1.

Згiдно з (3.3.13), iз врахуванням (3.1.27) з останнього спiввiдношення

випливає друге спiввiдношення (3.3.4).

Iз (3.1.24) та (3.3.3), аналогiчно, як i в попереднiх випадках при

s→ 0, ε→ 1

w0
3(s, ε, u3) = z−1

s [ba3(εu3) +
zs − b

1− zs

(
a3(εu3)− a3(εz

−1
s , u3zs)

)
],

w0
3(0, 1, u3) = ba3(1, u2) + (1− b)a ′

3(1, u3), (3.3.14)

де a ′
3(1, u3) =

∂
∂ε a3(ε, u3)|ε=1 =

λ1

2 u
2
3p̃

′′
1(u3),

w0
3(0, 1, 1) = lim

u3→1
w0

2(0, 1, u3) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2),
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згiдно (3.3.11), встановлюється третє спiввiдношення (3.3.4).

Розглянемо далi випадок m0
1 > 0. Iз (3.1.21), попередньо знайшов-

ши граничнi значення (3.1.22) – (3.1.24) при s→ 0 i ε→ 1, отримаємо

w1(0, 1, u1) = p−(0)z
−1
0 [ba1(1, u1) + (z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0
],

w2(0, 1, u2) = p−(0)z
−1
0 [bΠ̃(u2) +

z0 − b

z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
],

w3(0, 1, u3) = p−(0)z
−1
0 [ba3(1, u3) + (z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z
−1
0 , u3z0)

1− z0
],

та врахувавши спiввiдношення (3.1.26) iз леми 3.1.3, одержимо (3.3.5).

I накiнець зупинимось на випадку m0
1 < 0.

При m0
1 < 0 позначимо

m−
0 (s, ε) = s−1p−(s)(1− ε)g+(s, ε)

[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
. (3.3.15)

Здiйснивши в (3.3.15) граничний перехiд при s → 0 згiдно леми 3.1.1

отримаємо

m−
0 (0, ε) = p ′

−(0)(1− ε)g+(ε)
[
P{ξ+ > ν̃ε}

]−1
.

При ε→ 1 iз останнього спiввiдношення отримаємо

m−(1) = p ′
−(0)

[
Eξ+

]−1
. (3.3.16)

Згiдно леми 3.3.1, iз спiввiдношення (3.3.2) пiсля врахування (3.3.3)

умовнi генератриси визначаються спiввiдношеннями

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1p−(s)(1− ε)g+(s, ε)
[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
w0

k(s, ε, uk), k = 1, 3.

(3.3.17)
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Здiйснивши граничний перехiд в (3.3.17) при s → 0, ε → 1 i пiсля

врахування (3.3.16) та вiдповiдних граничних значень (3.3.9), (3.3.13),

(3.3.14), отримуємо (3.3.6)

Зауваження 3.3.1. Для дiйснозначних схiдчастих процесiв Левi (див.

[87], лема 3.4, с. 84) незалежно вiд знаку m0
1 атомарнi ймовiрностi

p±(s) > 0, p0(s) = P{ξ(θs) = 0} задовольняють спiввiдношення (точне

i асимптотичне)

p+(s)p−(s) = p0(s) =
s

s+ λ
⇒ lim

s→0
s−1p+(s)p−(s) =

1

λ1 + λ2
. (3.3.18)

Отже, асимптотичне спiввiдношення (3.1.13) в лемi 3.1.1 i (3.3.18) май-

же подiбнi, тобто i в гратчастому випадку при m0
1 = 0 i s→ 0 добуток

p+(s)p−(s) ≈ k1s =
s

bλ1 + λ2
(s→ 0) (3.3.19)

асимптотично лiнiйний по s i обернено пропорцiональний сумарнiй iн-

тенсивностi λ1 додатних та λ2 вiд’ємних стрибкiв. Але в гратчастому

випадку величина iнтенсивностi λ1 зменшена (λ1b < λ1, 0 < b < 1).

Крiм того,

p0(s) = p+(s)p−(s) +
∑
k≥1

p−−k(s)p
+
k (s) > p+(s)p−(s) >

s

s+ λ
= p00(s).

(3.3.20)

Слiд вiдзначити, що згiдно (7.32) в [30]

p+(s)p−(s) = p0(s)− (zs − b)
∑
k≥1

bk−1pk(s), 0 < b < zs < 1.

Це пояснюється тим, що в гратчастому випадку пiсля момента

першого стрибка ζ1 процес ξ(t) повторно може попадати в нуль. Тому

p0(s)>s

∫ ∞

0

e−stP{ζ1 > t}dt=s
∫ ∞

0

e−(s+λ)tdt=s(s+ λ)−1=p00(s),

(3.3.21)
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де p00(s) – iмовiрнiсть початкового перебування ξ(t) в 0 (до виходу з

0). Iмовiрнiсть перебування ξ(t) в нулi за рахунок повернення в нього

визначається рiзницею

p0(s)=p0(s)− p00(s)>p+(s)p−(s)− p00(s)≈
sλ1(1− b)

(λ1 + λ2)(bλ1 + λ2)
(s→ 0).

(3.3.22)

Права частина в (3.3.22) досягає максимуму при b = 0, коли процес

ξ(t) напiвнеперервний знизу.

Зауваження 3.3.2. Для iлюстрацiї деяких результатiв з розподiлу гра-

ничних функцiоналiв використовується введене Ю. П. Студнєвим (див.

[68]) поняття дискретних квазiймовiрнiсних розподiлiв.

Означення 3.3.1. Числова послiдовнiсть {pk}+∞
k=−∞ називається дис-

кретним квазiймовiрнiсним розподiлом, якщо∑
|k|≥0

pk = 1,
∑
|k|≥0

|pk| <∞.

Квазiгенератрисою такого розподiлу називається твiрна функцiя

p∗(z) =
∑
|k|≥0

pkz
k, |z| = 1. (3.3.23)

Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) рiвняння Лун-
дберга: k(z) = 0 (L0) (k(z) = lnEzξ(t)) має корiнь z0 > 1. Якщо позна-
чити c′ = z−1

0 , то при m0
1 < 0 генератриса ξ+ зводиться до вигляду

g+(z) =
1− c′

1− c
· 1− cz

1− c′z
=
z−1 − c

1− c
· (1− c′)z

1− c′z
= b−∗ (z)g

+
∗ (z),

де g+∗ (z) – генератриса геометричного розподiлу з параметром c′ на Z+.
Функцiю b−∗ (z) можна iнтерпретувати як квазiгенератрису бернуллiв-
ського "розподiлу":

p 0 = − c

1− c
· p−1 = 1− p 0 =

1

1− c
,
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Eξ+ =
1

1− c′
− 1

1− c
=

c′ − c

(1− c′)(1− c)
> 0.

Аналогiчно для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) рiвняння
Лундберга (L0) має корiнь b < z0 < 1. Якщо позначити b′ = z0, то
враховуючи, що p− = 1−z0

1−b , при m0
1 > 0 генератрису ξ− можна звести

до вигляду

g−(z) =
1− b′

1− b
· z − b

z − b′
=
z − b

1− b
· 1− b′

z − b′
= b+∗ (z)g

−
∗ (z),

g−∗ (z) – генератриса геометричного розподiлу на Z− з параметром b′,
b+∗ (z) квазiгенератрисa бернуллiйового "розподiлу":

p0 = − b

1− b
, p1 = 1− p0 =

1

1− b
; Eξ− =

b− b′

(1− b′)(1− b)
< 0.

За рахунок p1 > 0 множина значень ξ− поповнюється значенням {0}.
Для розподiлу ξ+ та перестрибкових функцiоналiв процесу ξ(t) з

полiномiальними генератрисами додатних стрибкiв p̃1(z) використову-
ються квазiгенератриси геометричного розподiлу на Z+ ∪ {0} з пара-
метром 0 < c∗ = |z3(0)|−1 < 1 (|z3(0)| > z1,2(0)):

p+∗ (z) =
1 + c∗
1 + c∗z

,

p∗k = (1 + c∗)(−c∗)k, k ≥ 0,
∑
k≥0

p∗k = 1,
∑
k≥0

|p∗k| =
1 + c∗
1− c∗

.

Приклад 3.3.1. Нехай ξ(t) - цiлозначний пуассонiвський процес з ге-

нератрисою стрибкiв

p(z) =
q(1− b)

z − b
+
p(z2 + z)

2
, p = q =

1

2
, 0 < b < 1.

Дослiдити функцiонали ξ± i γk(∞), k = 1, 3 процесу при всiх зна-

ках значення m0
1 на пiдставi основної факторизацiйної тотожностi та

графiкiв його кумулянти: 1) m0
1 = 0; 2) m0

1 > 0; 3) m0
1 < 0.
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Розв’язання. Отже, ξ(t) – майже напiвнеперервний знизу про-

цес. Згiдно (3.1.1), кумулянта даного процесу має вигляд:

k(z) = λ

[
1

2
· (1− z)

z − b
+

1

2

z2 + z − 2

2

]
= λ1 ·

z2 + z − 2

2
+ λ2 ·

(1− z)

z − b
,

де λ > 0, λ = λ1 + λ2, λ1 = λ2 =
λ
2 .

Перепишемо кумулянту k(z) у наступному виглядi:

k(z) =
λP3(z)

4(z − b)
, P3(z) = (z − 1)(z2 + (2− b)z − 2(1 + b)).

Тодi генератриса процесу ξ(θs) згiдно (3.1.4) матиме вигляд:

g(s, z) = Ezξ(θs) =
4s(z − b)

4s(z − b)− λP3(z)
, s > 0, |z| = 1,

або перепишемо

g(s, z) =
4s(z − b)

P3(s, z)
, P3(s, z) = 4s(z − b)− λP3(z). (3.3.24)

Рiвняння Лундберга (Ls): k(z) = s або P3(s, z) = 0 має три коренi

(див. рис. 3.3):

b < z1(s) < 1 < z2(s) < |z3(s)|, z3(s) < 0.

В силу того, що ξ(t) – майже напiвнеперервний знизу, то згiдно

леми 3.1.1 має мiсце (3.1.12)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)

z − z1(s)
, p−(s) =

1− z1(s)

1− b
,

де z1(s) – додатнiй розв’язок рiвняння Лундберга, b < z1(s) < 1. Отже,

P3(s, z) = (z − z1(s))P2(s, z), де P2(s, z) = −λ(z − z2(s))(z − z3(s)).
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На основi (3.3.24) i (3.1.12), iз основної факторизацiйної тотожно-

стi (3.1.5) отримаємо спiввiдношення

g(s, z) =
p−(s)(z − b)

z − z1(s)
· 4s(p−(s))

−1

P2(s, z)
, p−(s) =

4s

P2(s, 1)
,

з якого визначається генератриса

g+(s, z) =
4s

p−(s)P2(s, z)
=
P2(s, 1)

P2(s, z)
=
z2(s)− 1

z2(s)− z
· |z3(s)|+ 1

|z3(s)|+ z
. (3.3.25)

Отже, згiдно з (3.3.25), розподiл ξ+(θs) виражається через геометри-

чний розподiл з параметром c2(s) = (z2(s))
−1 та квазiрозподiл геоме-

тричного типу з параметром c∗3(s) = (|z3(s)|)−1.

Знайдемо m0
1 = k′(1) = λ(1−3b)

4(1−b) , σ
2
1 = k′′(1) = λ

2+
λ

(1−b)2 i розглянемо

наступнi випадки:

1) При m0
1 = 0, b = 1

3 (λ = 1) рiвняння (L0): (див. рис. 3.4)

Рис. 3.3: Графiк кумулянти y = k(z) та y = s
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Рис. 3.4: Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 = 0

z1(0) = z2(0) = 1, z3(0) = −8

3
.

В силу (3.1.12) p−(s) → 0 i g−(s, z) → 0, при s → 0. Згiдно з (3.3.25)

g+(s, z) → 0 при s→ 0. Отже, P{ξ± = ±∞} = 1.

Згiдно з теоремою 3.3.1, при m0
1 = 0 генератриси γ1,2,3(∞) визна-

чаються через спiввiдношення (3.1.10) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1
2
z2p̃ ′′

1(z),

спiввiдношеннями (3.3.4).

Отже,

E zγ1(∞) =
1

22

(
z2 + 6z

)
,

E zγ2(∞) =
3

22
z +

1

11
,
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E zγ3(∞) =
2

11

(
z2 +

1

4
z

)
.

2) При m0
1 > 0, b < 1

3 (λ = 10, b = 1
4) рiвняння Лундберга (L0) має

наступнi розв’язки (див. рис. 3.5):

z2(0) = 1, z1(0) =
−7 +

√
209

8
< 1 < |z3(0)|, z3(0) =

−7−
√
209

8
< 0.

В силу (3.3.25), g+(s, z) → 0 при s→ 0. Отже, ξ+ має вироджений

розподiл.

Згiдно з (3.1.12) генератриса ξ− визначається при s → 0 спiввiд-

ношенням

g−(z) =
p−(z − b)

z − z1(0)
, p− =

1− z1(0)

1− b
.

Рис. 3.5: Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 > 0

Згiдно з теоремою 3.3.1, при m0
1 > 0 генератриси γ1,2,3(∞) визна-

чаються через спiввiдношення (3.1.10) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1
2
z2p̃ ′′

1(z),
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спiввiдношеннями (3.3.5).

Отже,

E zγ1(∞) = 3p−

[
z2 + (z0 +

7

4
)z

]
,

E zγ2(∞) = 3p−(z0z + 0, 5),

E zγ3(∞) =
3

4
p−

[
(4z0 + 7)z2 + 4z

]
,

де z0 = z1(0) =
−7+

√
209

8 , p− = 4
3(1− z0) =

15−
√
209

6 .

3) При m0
1 < 0, b > 1

3 (λ = 10, b = 1
2) рiвняння Лундберга (L0) має

наступнi розв’язки (див. рис. 3.6):

z1(0) = 1, 1 < z2(0) =
−3 +

√
57

4
< |z3(0)|, z3(0) =

−3−
√
57

4
< 0.

Рис. 3.6: Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 < 0

В силу (3.1.12) p−(s) → 0 i g−(s, z) → 0 при s → 0. Отже, ξ− має

вироджений розподiл.



142

Згiдно з (3.3.25), генератриса ξ+ визначається при s → 0 спiввiд-

ношенням

g+(z) = Ezξ
+

=
1− (z2(0))

−1

1− (z2(0))−1z
· 1 + |z3(0)|−1

1 + |z3(0)|−1z
(3.3.26)

i є добутком генератрис геометричного розподiлу з параметрами

c2(0) = (z2(0))
−1 та квазiрозподiлу з параметром c∗3(0) = (|z3(0)|)−1 <

c2(0) < 1. В силу умови c∗3(0) = (|z3(0)|)−1 < c2(0) < 1 цей добуток

визначає звичайний розподiл ξ+. Пiсля розкладу g+(z) на простi дроби

iз (3.3.26) отримаємо

g+(z) =
(1− (z2(0))

−1)(1 + (|z3(0)|)−1)

(z2(0))−1 + (|z3(0)|)−1
·

·
(

(z2(0))
−1

1− (z2(0))−1z
+

(|z3(0)|)−1

1 + (|z3(0)|)−1z

)
,

(3.3.27)

а пiсля вiдповiдних розкладiв (3.3.27) у степеневi ряди в термiнах c2(0)

та c∗3(0) одержимо

g+(z) =
(1− c2(0))(1 + c∗3(0))

c2(0) + c∗3(0)

∞∑
k=0

(
(c2(0))

k+1 + (−1)k(c∗3(0))
k+1

)
zk,

де c∗3(0) < c2(0) < 1.

Отже,

p+k =
(1− c2(0))(1 + c∗3(0))

c2(0) + c∗3(0)

(
(c2(0))

k+1 + (−1)k(c∗3(0))
k+1

)
> 0, k ≥ 0.

Згiдно з теоремою 3.3.1, при m0
1 < 0 генератриси γ1,2,3(∞) визна-

чаються через умовнi генератриси (3.3.6), спiввiдношенням (3.1.10) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1
2
z2p̃ ′′

1(z).

Отже,

E
[
zγ1(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

4

[
z2 + 4z

]
m−(1),
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E
[
zγ2(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

2
(z + 1)m−(1),

E
[
zγ3(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

4

[
3z2 + z

]
m−(1),

де m−(1) =
4
5

(
1

z2(0)−1 −
1

|z3(0)|+1

)−1

= 4
35 .

Висновки до роздiлу 3

1. Розглянуто розподiли перестрибкових функцiоналiв через рiвень
x = 0 для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв, а
саме, генератриси та розподiли γk(0), (k = 1, 3) для всiх значень
m0

1 = Eξ(1) .

2. У випадку цiлочислових гратчастих пуассонiвських процесiв ξ(t)
встановлено спiввiдношення для розподiлiв γk(∞) при m0

1 ≥ 0, та
умовнi генератриси γk(∞) при m0

1 < 0.



Роздiл 4

Перестрибковi функцiонали

Даний роздiл присвячений вивченню спiльних i маргiнальних гене-
ратрис та розподiлiв перестрибкових функцiоналiв у випадку майже
напiвнеперервних знизу процесiв

4.1 Генератриси перестрибкiв додатного рiвня

Надалi розглядаються майже напiвнеперервнi знизу процеси з куму-
лянтою (1.1.6). Знайдемо для цих процесiв вигляд спiльної генера-
триси перестрибкових функцiоналiв та генератрис пар функцiоналiв
{τ+(x), γ+(x)}, {τ+(x), γ+(x)}, {τ+(x), γ+x } при x ∈ Z+

0 .
З теореми 1.2.1 випливає

Наслiдок 4.1.1. Для майже напiвнеперервного знизу процесу Y(t) з

кумулянтою (1.1.6) має мiсце спiввiдношення

sV(s, x, u1, u2, u3) =
x∑

y=0

p+
y (s)P

−1
s W(s, x− y, u1, u2, u3), (4.1.1)

де W(s, x, u1, u2, u3) визначається через згорткою p̌−
k (s) з A(x, u1, u2, u3)

144
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при умовi (1.1.6) i має такий уточнений вигляд

W(s, x, u1, u2, u3) = p−(s)
[
A(x, u1, u2, u3) + u1(u1I− u2R(s))−1·

·
{
R(s)

(
A(x+ 1, u1, u2, u3)− (R(s))−x−1A3(x+ 1, u2u3R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul2 − u

l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul3BΠ+

0 (l)
}]
. (4.1.2)

Доведення. Формула (4.1.1) випливає з (1.2.13) пiсля обернення по

z. Використовуючи спiввiдношення (2.1.55) для p̌−
y (s) (див. теорема

2.1.5) iз означення W(s, x, u1, u2, u3) маємо

W(s, x, u1, u2, u3) =
0∑

y=−∞
p̌−
y (s)A(x− y, u1, u2, u3) =

= p−(s)A(x, u1, u2, u3)+

+ p−(s)
−1∑

y=−∞
[R(s)]−y−1 (R(s)−B)A(x− y, u1, u2, u3) =

= p−(s)A(x, u1, u2, u3) + p−(s)d(x, u1, u2, u3). (4.1.3)

Позначимо, через d(s, x, u1, u2, u3), суму в другому доданку спiввiд-

ношення (4.1.3), що виражається через згортку A(x, u1, u2, u3) i гео-

метричний розподiл ξ(θs) з матричним параметром R(s). Розглянемо

окремо d(s, x, u1, u2, u3), беручи до уваги означення A(x, u1, u2, u3)

d(s, x, u1, u2, u3) =
−1∑

y=−∞
(R(s))−y−1(R(s)−B)A(x− y, u1, u2, u3) =

=
−1∑

y=−∞
(R(s))−y−1(R(s))−B)

+∞∑
l=x−y+1

u
l−(x−y)
1 ux−y

2 ul3Π
+
0 (l).
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В останньому спiввiдношенi змiнивши порядок сумування отримаємо

d(s, x, u1, u2, u3) =
+∞∑

l=x+2

ul−x
1 ux2u

l
3

−1∑
y=x−l+1

uy1u
−y
2 [R(s)]−y−1 ·

· (R(s)−B)Π+
0 (l) =

= (I− u−1
1 u2R(s))−1

{ ∞∑
l=x+2

u
l−(x+1)
1 ux+1

2 ul3(R(s)−B)Π+
0 (l)−

−
∞∑

l=x+2

(R(s))l−(x+1)(u2u3)
l(R(s)−B)Π+

0 (l)
}
=

= (I− u−1
1 u2R(s))−1

{
R(s)A(x+ 1, u1, u2, u3)−

−BA(x+ 1, u1, u2, u3)− (R(s))−xA3(x+ 1, u2u3R(s))+

+ (R(s))−(x+1)
∞∑

l=x+2

(u2u3R(s))l BΠ+
0 (l)

}
=

= (I− u−1
1 u2R(s))−1

{
R(s)

(
A(x+ 1, u1, u2, u3)−

− (R(s))−(x+1)A3(x+ 1, u2u3R(s))
)
+

+
∞∑

l=x+2

[
(R(s))l−(x+1)ul2 − u

l−(x+1)
1 ux+1

2

]
ul3BΠ+

0 (l)
}
. (4.1.4)

Пiдставивши в (4.1.3) спiввiдношення (4.1.4) отримаємо (4.1.2).

Для подальших викладок наведемо наступнi спiввiдношення

A1(x, u1) =
∑

k≥x+1

uk−x
1 Π+

0 (k), A2(x, u2) =
∑

k≥x+1

ux2Π
+
0 (k) = ux2Π(x),

A3(x, u3) =
∑

k≥x+1

uk3Π
+
0 (k), ak(z, uk) =

∑
x≥0

zxAk(x, uk),

якi остаточно виражаються через генератрису додатних стрибкiв

Π̃+
0 (z) =

∞∑
x≥0

zxΠ+
0 (x) = Λ1p̃1(z) +Nf̃(z),
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де Π+
0 (x) = Λ1p1(x)+Nf(x), Π̃+

0 (1) = Λ1+NP та генератрису хвоста
розподiлу

Π̃(z)=
∞∑
r≥0

zrΠ(r),Π(r)=
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k),Π(0)=Λ1+NP, Π̃(1)=

∞∑
r≥0

Π(r).

A1(0, u1) = Π̃+
0 (u1), A1(x, 1) = Π(x),A1(0, 1) = Λ1 +NP,

a1(z, u1) =
u1

u1 − z
(Π̃+

0 (u1)− Π̃+
0 (z)),

A2(0, u2) = Π(0), A2(x, 1) = Π(x),A2(0, 1) = Π(0),

a2(z, u2) = Π̃(zu2), a2(1, u2) = Π̃(u2),

A3(0, u3) = Π̃+
0 (u3), A3(x, 1) = Π(x),A3(0, 1) = Π(1),

a3(z, u3) =
1

1− z
(Π̃+

0 (u3)− Π̃+
0 (zu3)), a3(1, u3) = u3(Π̃

+
0 (u3))

′.

Позначимо γ1(x) = γ+(x), γ2(x) = γ+(x), γ3(x) = γ+x . Розглянемо
обернення генератрис Vi(s, x, ui) = E

[
e−sτ+(x)u

γi(x)
i , τ+(x) <∞

]
, якi

для скалярного випадку визначають багатозначну функцiю банкрут-
ства (див. [30]). Для цього спочатку розглянемо наступнi представле-
ння функцiй Wi(s, x, ui), зручнi для обернення по ui.

Лема 4.1.1. Для майже напiвнеперервного знизу процесу Y(t) з ку-

мулянтою (1.1.6) спiльнi генетатриси пар {τ+(x), γi(x)} визначаю-

ться спiввiдношеннями

sVi(s, x, ui) =
x∑

y=0

p+
y (s)P

−1
s Wi(s, x− y, ui), i = 1, 3, (4.1.5)
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де функцiї W(s, x, ui) згiдно з (4.1.2) мають вигляд

W(s, x, u1, u2) = p−(s)[A(x, u1, u2)+

+ (I− u−1
1 u2R(s))−1

{
R(s)

(
A(x+ 1, u1, u2)−

− (R(s))−(x+1)A3(x+ 1, u2R(s))
)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul2 − u

l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul3BΠ+

0 (l)], (4.1.6)

W1(s, x, u1) = p−(s)[A1(x, u1) + u1(u1I−R(s))−1·

·
{
R(s)

(
A1(x+ 1, u1)−A1(x+ 1,R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1) − u

l−(x+1)
1

)
BΠ+

0 (l)
}
], (4.1.7)

W2(s, x, u2) = p−(s)[A2(x, u2) + (I− u2R(s))−1·

· {R(s)
(
A2(x+ 1, u2)− (R(s))−(x+1)A3(x+ 1, u2R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(u2R(s))l−(x+1) − I

)
ux+1
2 BΠ+

0 (l)}], (4.1.8)

W3(s, x, u3) = p−(s)
[
A3(x, u3) + (I−R(s))−1·

·
{
R(s)

(
A3(x+ 1, u3)− (R(s))−x−1A3(x+ 1, u3R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1) − I

)
ul3BΠ+

0 (l)
}]
. (4.1.9)

Доведення. (4.1.5) випливає iз (4.1.1) вiдповiдно при замiнi uk = 1,

якщо k ̸= i. З (4.1.2) при u3 = 1 випливає (4.1.6). Оскiльки

W1(s, x, u1) = W(s, x, u1, 1, 1),
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W2(s, x, u2) = W(s, x, 1, u2, 1),

W3(s, x, u3) = W(s, x, 1, 1, u3),

то iз (4.1.2) отримуємо вiдповiдно (4.1.7)-(4.1.9).

Зауважимо, що функцiю W2(s, x, u2) можна записати значно про-
стiшим спiввiдношенням, згiдно її означення та вигляду A2(x, u2), а
саме перепишемо її наступним чином

W2(s, x, u2) = p−(s)[A2(x, u2)+
−1∑

y=−∞
(R(s))−1 (R(s)−B)ux−y

2 Π(x−y)].

(4.1.10)

Врахувавши (4.1.7)-(4.1.9) iз (4.1.5) отримаємо необхiднi представ-
лення для вiдповiдних генератрис Vi(s, x, ui) пар функцiоналiв.

Обернувши (4.1.5) по u1, u2, u3 отримаємо (4.1.11)-(4.1.13)

Наслiдок 4.1.2. Для процесу Y (t) з кумулянтою (1.1.6) мають мiсце

наступнi формули (l ∈ Z+
0 )

P{γ1(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ1(x) = l, τ+(x) <∞

]
=

s−1
x∑

y=0

p+
y (s)P

−1
s

0∑
j=−∞

p̌−
j (s)Π

+
0 (x− y − j + l), l ∈ Z+,

(4.1.11)

P{γ2(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ2(x) = l, τ+(x) <∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
x−y(s)P

−1
s p̌−

y−l(s)Π(l), l ∈ Z+
0 ;

(4.1.12)
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P{γ3(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ3(x) = l, τ+(x) <∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
x−y(s)P

−1
s

∞∑
j=y−l+1

p̌−
j (s)Π

+
0 (j), l ∈ Z+.

(4.1.13)

4.2 Перестрибки через нескiнченно вiддалений та

нульовий рiвнi

Розглянемо маргiнальнi розподiли функцiоналiв γi(x) у випадку x =

∞. Для цього спочатку доведемо наступну лему.

Лема 4.2.1. Для майже напiвнеперервного знизу процесу Y(t) з ку-

мулянтою (1.1.6) має мiсце спiввiдношення

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3), (4.2.1)

де

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = p−
∗ (s)

[
ã(ε, u1, u2, u3) + (1− ε)(I− u−1

1 u2R(s))−1·

·
∞∑
l=2

ul3

{
(1− εu−1

1 u2)
−1(ul−1

1 − (εu2)
l−1)−

(I− ε(R(s))−1)−1((u2R(s))l−1 − (εu2)
l−1)

}
(R(s)−B)Π+

0 (l)

]
.

(4.2.2)

Доведення. Згiдно означення ṽ(s, ε, u1, u2, u3) iз формули (4.1.1) ви-
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пливає (4.2.1) наступним чином

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = (1− ε)
∞∑
x=0

εxV(s, x, u1, u2, u3) =

= (1− ε)
∞∑
x=0

εxs−1
x∑

y=0

p+
y (s)P

−1
s W(s, x− y, u1, u2, u3) =

= s−1(1− ε)
∞∑
y=0

εyp+
y (s)

∞∑
l=0

εlP−1
s W(s, l, u1, u2, u3) =

= s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3).

Згiдно з (4.1.2) отримаємо

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = (1− ε)
∞∑
x=0

εxP−1
s p−(s)

[
A(x, u1, u2, u3)+

+ u1(u1I− u2R(s))−1 ·
{
R(s)

(
A(x+ 1, u1, u2, u3)−

− (R(s))−x−1A3(x+ 1, u2u3R(s))
)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul2 − u

l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul3BΠ+

0 (l)}
]
=

= p−
∗ (s)

5∑
k=1

Ik,

де кожен доданок останнього спiввiдношення пiсля вiдповiдних пе-

ретворень виражається через матричний параметр R(s) та значення

функцiй A(1, u1, u2, u3), A3(1, εu2u3), A3(1,R(s)u2u3) та деякi скла-

днiшi згортки з BΠ+
0 (l). Розглянемо окремо наступнi доданки

I1 = (1− ε)
∞∑
x=0

εxA(x, u1, u2, u3) = ã(ε, u1, u2, u3);
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I2 = (1− ε)
∞∑
x=0

εxA(x+ 1, u1, u2, u3) =

= (1− ε)(1− εu−1
1 u2)

−1
(
A(1, u1, u2, u3)− ε−1A3(1, εu2u3)

)
;

I3 = (1− ε)(R(s))−1
∞∑
x=0

(ε(R(s))−1)xA3(x+ 1, u2u3R(s)) =

= (1− ε) (R(s)− εI)−1
(
A3(1, u2u3R(s))− ε−1R(s)A3(1, εu2u3)

)
;

I4 = (1− ε)
∞∑
x=0

εx
∞∑

l=x+2

(u2u3)
l(R(s))l−(x+1)BΠ+

0 (l) =

= (1− ε)
(
I− ε(R(s))−1

)−1
∞∑
l=2

(u2u3)
l
(
(R(s))l−1 − εl−1

)
BΠ+

0 (l);

I5 = (1− ε)
∞∑
x=0

εx
∞∑

l=x+2

u
l−(x+1)
1 ux+1

2 ul3BΠ+
0 (l) =

= (1− ε)(1− εu−1
1 u2)

−1u2

∞∑
l=2

ul3

(
ul−1
1 − (εu2)

l−1
)
BΠ0(l).

Пiдставляючи I1, I2, I3, I4, I5 в спiввiдношення для w̃(s, ε, u1, u2, u3)

отримаємо (4.2.2).

Зауважимо, що пiдставляючи в (4.2.1) замiсть u2 = u3 = 1, u1 =
u3 = 1, u1 = u2 = 1, отримаємо

ṽi(s, ε, ui) = s−1g+(s, ε)w̃i(s, ε, ui), (4.2.3)

де вiдповiдно w̃1(s, ε, u1), w̃2(s, ε, u2), w̃3(s, ε, u3) мають наступнi зо-
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браження

w̃1(s, ε, u1) = (1− ε)p−
∗ (s)

[
a1(ε, u1)+

+(I− u−1
1 R(s))−1

∞∑
l=2

{
(1− u−1

1 ε)−1(ul−1
1 − εl−1)−

(I− (R(s))−1ε)−1((R(s))l−1 − εl−1)
}
(R(s)−B)Π+

0 (l)

]
;

(4.2.4)

w̃2(s, ε, u2) = (1− ε)p−
∗ (s)

[
a2(ε, u2)+

+u2(I− u2R(s))−1
∞∑
l=2

{
(1− u2ε)

−1(1− (u2ε)
l−1)−

(I− (R(s))−1ε)−1((u2R(s))l−1 − (u2ε)
l−1)

}
(R(s)−B)Π+

0 (l)

]
;

(4.2.5)

w̃3(s, ε, u3) = (1− ε)p−
∗ (s)

[
a3(ε, u3)+

+(I−R(s))−1
∞∑
l=2

ul3

{
(1− ε)−1(1− εl−1)−

(I− (R(s))−1ε)−1((R(s))l−1 − εl−1)
}
(R(s)−B)Π+

0 (l)

]
.

(4.2.6)

Згiдно з (4.2.4)-(4.2.6) пiсля граничного переходу в (4.2.3) отри-
мується

Теорема 4.2.1. Якщо Y (t) майже напiвнеперервний знизу процес з

кумулянтою (1.1.6), тодi

1. При m0
1 > 0,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a1(1, u1)+

(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux1 − (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π(x)

]
,

(4.2.7)
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E[u
γ2(∞)
2 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a2(1, u2)+

(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
,

(4.2.8)

E[u
γ3(∞)
3 ] = m+(1)p

−
∗ (0)

[
a3(1, u3)+

(p−
∗ (0))

−1(I−B)−1
∞∑
x=1

∞∑
l=x+1

(
ul2I− (R(0))x

)
(I−B)q−

∗ (0)Π
+
0 (l)

]
.

(4.2.9)

2. При m0
1 = 0, m0

2 <∞,

E[u
γ1(∞)
1 ] = m0(1)

[
a1(1, u1)+

(I− u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux1 − (R(0))x

)
(I−B)P∗Π(x)

]
,

(4.2.10)

E[u
γ2(∞)
2 ] = m0(1)

[
a2(1, u2)+

(I− u2R(0))−1
∞∑
x=1

ux2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I−B)P∗Π+

0 (l)

]
,

(4.2.11)

E[u
γ3(∞)
3 ] = E[u

γ1(∞)+γ2(∞)
3 ]. (4.2.12)

3. При m0
1 < 0

lim
ε→1

E

[
u
γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) <∞
]
= 0. (4.2.13)

Матрицi m+(1), m0(1) визначенi в наслiдку 2.2.1.
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Доведення. Якщо m0
1 > 0, тодi згiдно з теоремою 2.1.1 |p−

∗ (0)| ̸= 0

формули (4.2.7)-(4.2.9) випливають з (4.2.3) та вiдповiдно (4.2.4)-(4.2.6)

пiсля граничного переходу при s→ 0, ε→ 1.

Якщо m0
1 = 0, m0

2 < ∞, тодi згiдно з теоремою 2.1.1 |p−
∗ (0)| = 0

формули (4.2.10)-(4.2.11) випливають з (4.2.3) та вiдповiдно (4.2.4)-

(4.2.6) пiсля граничного переходу при s→ 0, ε→ 1, (4.2.12) визначає-

ться через розподiл суми недострибку та перестрибку процесу.

Якщо m0
1 < 0, то (4.2.13) очевидно.

Для випадку x = 0 має мiсце твердження

Теорема 4.2.2. Для процесу Y (t) з кумулянтою (1.1.6) маємо

P{γ1(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ1(0) = l, τ+(0) <∞

]
=

s−1p+(s)P
−1
s

0∑
j=−∞

p̌−
j (s)Π

+
0 (l − j), l ∈ Z+,

(4.2.14)

P{γ2(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ2(0) = l, τ+(0) <∞

]
=

s−1p+(s)P
−1
s p̌−

−l(s)Π(x), l ∈ Z+
0 ,

(4.2.15)

P{γ3(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ3(0) = l, τ+(0) <∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
−y(s)P

−1
s

∞∑
j=y−l+1

p̌−
j (s)Π

+
0 (j), l ∈ Z+.

(4.2.16)

Доведення. Спiввiдношення (4.2.14) - (4.2.16) випливають вiдповiдно

iз (4.1.9) - (4.1.12) якщо пiдставити x = 0.



156

В роботах H. Nyrhinen [96], J. Cai [76]-[77], J. Cai, D.C.M. Dickson
[78], W. Wei, Y. Hu [98] з ускладненими узагальненнями класичних про-
цесiв ризику, в яких розглядаються моделi ризику з дискретним часом
i багатократним перестраховуванням. Воно пов’язане з марковським
"reinsurer’s rate of interest" (процентним iнтересом перестрахувальни-
ка). В цих моделях "the rate of interest" визначається регулярним лан-
цюгом Маркова In з матрицею перехiдних iмовiрностей P =∥ Pkr ∥
(k, r = 1,m) i процентними значеннями {ik}, 0 < ik < 1,

m∑
k=1

ik < 1.

Якщо позначити резервний процес ризику з дискретно розподiленими
вимогами {Xi}i≥1 та премiями {Yi}i≥1, через

Un = u+
∑
i≤n

(Yi −Xi), U0 = u, (4.2.17)

то "збурений ланцюгом In" процес приймає вигляд

Ŭn = (1 + In)Ŭn−1 + Yn −Xn, n ≥ 0. (4.2.18)

Iз (4.2.18) видно, що резерв при n-му перестрахуваннi збiльшується
на InUn−1. Це збiльшення резерву визначає стрибок на переходних In:
χ
(n)
kr = InUn−1 i збiльшує iмовiрнiсть виживання.

Можна розглянути аналогiчну модель гратчастого резервного про-
цесу ризику з неперервним часом:

ξ(t) = u+ Y (t)−X(t), ξ(0) = u, (4.2.19)

Y (t) - премiальний процес, X(t) - процес вимог. Для модифiкованого
процесу (4.2.19) процентнi надбавки резерву визначаються стрибками
на переходах ЛМ

χ
(n)
kr = Inξ(σn−1), σ0 = 0, σ1 = τ (1) , ..., σn = σn−1 + τ (n), (4.2.20)

де {τ (n)k } – незалежнi мiж собою i вiд n показниково розподiленi ве-
личини, τ (n) = τ

(n)
k – часи перебування ланцюга Маркова в станi :

P{τ (·)k > t} = eikt, N =∥ δkrik ∥ – матриця iнтенсивностей стрибкiв In.
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Доцiльно розглянути замiсть ξ(t) надлишковий процес вимоги

ξ(t) = X(t)− Y (t), (4.2.21)

де u > 0 – ризиковий рiвень. Момент 1-го досягнення рiвня u визначає
момент банкрутства, тому верхня пiвплощина u ≥ 0 є "ризиковою
зоною" для ξ(t). В певнi випадковi моменти може появитись вимога
Yi, що обумовить вихiд ξ(t) за ризиковий рiвень u, тобто приведе до
банкрутства. Тодi в резервi страхувальника не вистачить коштiв для
оплати частини вимоги, що дорiвнює перестрибку γ+(u). Цю частину
називають дефiцитом або штрафом (penalty) вимог. Тому науковий
керiвник запропонував у модифiкованому процесi на {In} розглянути
замiсть (4.2.20) випадковi величини χ

(n)
kr = Inγ

+(u), як перестрибки
на n-му переходi ланцюга Маркова In. Тодi (4.2.21) узагальнюється
надлишковим процесом вимог ξ̀(t) на {It}

ξ̀(t) = X(t)− (Y (t) + Itγ
+(u)), ξ(0) = 0. (4.2.22)

Якщо стрибки X(t) геометрично розподiленi, тодi γ+(u) також мають
геометричний розподiл з тимже параметром C > 0, причому розпо-
дiл γ+(u) не залежить вiд u (див. [29]). В цьому випадку процес ξ̀(t) -
майже напiвнеперервний зверху. В згаданих роботах для модифiкова-
них процесiв ризику з марковськими "reinsurer’s interest rata"основна
мета визначається знаходженням експоненцiальних оцiнок iмовiрностi
банкрутства в скiнченний момент t або тотальної (кiнцевої) iмовiрно-
стi банкрутства (ultimate ruin probability). У випадку майже напiв-
неперервного зверху процесу ξ̀(t) при умовi, що m̀0

1 < 0 iмовiрнiсть
банкрутства ψ(u) визначається "хвостом розподiлу" абсолютного ма-
ксимуму ξ̀+ = sup

0≤t<∞
ξ̀(t), який згiдно з результатами в [17] має геоме-
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тричний розподiл з матричним параметром Z−1
0

Ψ(u) = P{ξ̀+ > u} = Z−u
0 q+ = e−u lnZ0q+, |Z±1

0 | ̸= 0,

q+ = P{ξ̀+ > 0} = q⋆
+(0)P0 = (Z−1

0 − cI)(I − cI)−1P0,

Z−1
0 = q⋆

+(0) + cp⋆
+(0), |Z±1

0 | ̸= 0.

(4.2.23)

Спiввiдношення (4.2.23) уточнює показникову оцiнку Ψ(u) з конкре-
тним коефiцiєнтом при експонентi.

Якщо стрибки X(t) в (4.2.20) мають довiльний розподiл при умо-
вi m0

1 = Eζ(1) < 0, а стрибки Y (t) геометрично розподiленi, в силу
майже напiвнеперервностi знизу процесу (4.2.21), розподiл γ+(u) по-
в’язаний з розподiлом ξ+ i визначається iз спiввiдношень (7.71)-(7.73)
(див. [29]).

P{γ+(u) = r, ξ+ > u} =
u∑

y=0

g′1(0, u− y, r)p+y ,

g1(0, x, r)=λp
′

−(0)[bpr+x+(1− b)F (x+ r − 1)],

p
′

−(0)=
1

|m1|(1− b)
,

(4.2.24)

де pr = P{Xi = r}, F (x) = P{Xk > x}, λ – iнтенсивнiсть стрибкiв
X(t).

Якщо k-му стану ланцюга Маркова (в k-му середовищi) вiдповiдає
резервний процес

ζk(t) = Xk(t)− Yk(t),

Xk(t) =
∑
i≤ν

′
k

X
(i)
k , Yk =

∑
i≤ν

′′
k (t)

Y
(i)
k , P{ν

′,′′

k (t) > t} = e−tλ
′,′′
k , тодi пере-

стрибки через рiвень u залежать вiд k i стрибки на переходах лан-
цюга It – χ

(n)
kr = Ikγ

+
k (u) мають розподiл i вiдповiдну генератрису

f(x) = ∥P{γ+k (u) = x}pkr∥, f̃(z) = ∥Ezγ+
k (u)pkr∥.

Якщо "дiагональнi" процеси ζk(t) майже напiвнеперервнi знизу,
тобто вимоги Y (i)

k – геометрично розподiленi з параметром bk, Eζk(1) =
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m
′

k < 0, то розподiли γ+k (u) подiбно до (4.2.24) визначаються через
∂
∂sp

(k)
− (s)|s=0 = (|m′

k|(1− bk))
−1 та розподiли премiй X(·)

k

p(k)x = P{X(.)
k = r},

F
(k)
(x) = P{X(·)

k > x} =
∑

r≥x+1

p(k)r , x > 0.
(4.2.25)

Зауважимо, що при довiльному розподiлi вимог та геометрично
розподiлених премiй, згiдно з (2.2.38), при m̃0

1 < 0 генератриса ζ+

непроста i визначається наступним спiввiдношенням

g+(z) = Ezζ
+

=
m̃0

1

ν−0
[Λ2+(zI−B)(Q(1− z)−1)−Λ1F̃1(z)−Nf̃(z)]−1P0

а її обернення по z складнiше за розподiл ζ+ у скалярному випадку.
Простiше визначається лише

p+ = g+(0) =
m̃0

1

χ−
0

(Λ2 +B(Λ1 +N))−1P0

q+ = Ψ(0) = P0 − p+,

де q+ – iмовiрнiсть банкрутства при u = 0.

Приклад 4.2.1. Розглянемо дiагональний надлишковий процес

ζd(t) = X(t)− Y (t),

з вiдповiдною кумулянтою

K(d)(z) = (z − 1)(Λ1(I−Cz) +Λ2(zI−B)), (4.2.26)

Λ1 =

λ(1)1 0

0 λ
(2)
1

, Λ2 =

λ(1)2 0

0 λ
(2)
2

, X(t) – процес вимог з геоме-

тричним розподiлом i параметром C =

c1 0

0 c2

, Y (t) – процес премiй
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з геометричним розподiлом i параметром B =

b1 0

0 b2

. Нехай лан-

цюг Маркова It має два стани з матрицею перехiдних iмовiрностей

P =

0 1

1 0

. Тодi процес ζ̂(t), що враховує процентнi виплати дефi-

циту вимог на переходах ланцюга Маркова It визначається процесом

ζd(t) та розподiлами перестрибкiв γ(1,2)1 (u):

f (1,2)u (z) = ∥pkrP{γ(1,2)1 (u) = r}∥.

Знайти ймовiрнiсть банкрутства для ζ̂(t).

Слiд мати на увазi, що в загальному випадку розподiл перестриб-

кiв γ(1,2)1 (u) тiсно пов’язаний з τ+(1,2)(u). Розподiли перестрибкiв та їх

генератриси визначаються в (3.1.22). Кумулянта процесу ζ̂(t) = ζ̂u(t)

має вигляд

K̂u(z) = Λ1(z − 1)(I−Cz) +NP(fu(z)− I) +Λ2(z − 1)(zI−B) +Q.

(4.2.27)

Оскiльки процес ζ(d)(t) майже напiвнеперервний зверху, то розподiл

γ
(1,2)
1 (u) в силу теореми 2.1.4 не залежить вiд u i τ+(1,2)(u), а його гео-

метричний розподiл визначається матричним параметром C.

Отже, кумулянта ζ̂(t) незалежить вiд u i має вигляд

K̂u(z) = (Λ1 +NP)(z − 1)(I−Cz) + (z − 1)Λ2(zI−B) +Q. (4.2.28)

При умовi m̂0
1 < 0 розподiл ζ̂+ невироджений i визначається невиро-

дженою матрицею Ẑ−1
0 = q̂∗

+(0) +Cp̂∗
+(0). Згiдно з формулою (2.2.29)

iмовiрнiсть банкрутства визначається спiввiдношенням

Ψ(u) = P{ζ̂+ > u} = (Ẑ−1
0 −C)Ẑ−u

0 (I−C)−1P0.
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Висновки до роздiлу 4

1. Одержанi спiввiдношення для спiльної генератриси функцiона-
лiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+x } та пар перестрибкових функцоналiв
{τ+(x), γi(x)}, i = 1, 3 у випадку майже напiвнеперервних знизу
процесiв заданих на ланцюгу Маркова.

2. Для визначення генератрис перестрибкових функцiоналiв через
рiвень x → ∞ знайдено твiрнi перетворення цих генератрис при
скiнченних x та деякi допомiжнi твердження.
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