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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Адекватними математичними моделями
природних об’єктiв часто є фрактали. Важливiсть фракталiв поля-
гає не тiльки у моделюваннi фiзичних та бiологiчних процесiв — це
строго математичне поняття, яке об’єднує рiзнi математичнi об’єкти
такi, як, наприклад, кривi та поверхнi, що не мають дотичної у жо-
днiй точцi, нiде не монотоннi функцiї, неперервнi нiде не диференцi-
йовнi функцiї, сингулярнi розподiли i т. д. Останнi функцiї (функцiї
зi складною локальною будовою) утворюють множини другої кате-
горiї Бера у деяких метричних просторах, чим i зумовлений науко-
вий iнтерес до дослiдження таких функцiй через доволi повiльний
розвиток теорiй вiдповiдних функцiй до останнього часу. Зокрема,
проблема побудови якнайпростiшого задання функцiй зi складною
локальною будовою залишається актуальною й досi. Такими ж є i
задачi про побудову узагальнень таких функцiй, дослiдження спе-
цiальним чином означених класiв функцiй, що мiстять функцiї зi
складною локальною будовою. Варто зазначити, що у переважнiй
бiльшостi робiт з даної тематики в якостi систем зображень для кон-
струювання таких функцiй розглядаються зображення дiйсних чи-
сел, що ґрунтуються на розкладах чисел у додатнi ряди, у той час як
знакопочережнi розклади майже не використовуються. Вiдкритою
залишається i задача про моделювання, дослiдження властивостей
та закономiрностей у властивостях вiдповiдних функцiй, що моде-
люються певним методом, i, аргумент яких визначений у термiнах
класичного зображення дiйсних чисел та послiдовних узагальненнях
цього зображення (зокрема, s-ве зображення, зображення додатним
рядом Кантора, Q̃-зображення).

Для моделювання та дослiдження самоподiбних фракталiв, фун-
кцiй зi складною локальною будовою використовуються методи, по-
будованi на використаннi рiзних систем зображень (кодувань) дiй-
сних чисел. Те чи iнше зображення дiйсного числа є зручним для
розв’язання певних задач математики у залежностi вiд своїх «осо-
бливостей» (геометрiї, метричних вiдношень, наявностi самоподiбно-
стi i т. п.). Тому однi задачi, розв’язати якi у термiнах одного зо-
браження чисел важко, можна доволi просто розв’язати у термiнах
iншого зображення дiйсних чисел.
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У 1869 роцi Георг Кантор розглянув розклади чисел x ∈ [0; 1] у
додатнi ряди вигляду ∑∞

k=1
εk(x)

d1d2...dk
,

де (dk) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1,
та εk(x) ∈ {0, 1, . . . , dk − 1}, i сформулював критерiй подання ра-
цiональних чисел у формi таких рядiв для випадку перiодичної по-
слiдовностi (dk). У подальшому, останнi ряди, якi у науковiй лiте-
ратурi стали називати рядами Кантора, дослiджувалися багатьма
вченими, серед яких: П. А. Дiананда, А. Оппенгейм, П. Ердос, Дж.
Ганкль, Е. Г. Штраус, П. Руцький, Р. Тiждеман, П. Кугапатанакуль,
В. Ляогакосоль, Б. Манче, Пiнґжi Юан, Дж. Ґалямбос, П. Кiршенго-
фер, Р. Ф. Тiшi, Т. Комецу, С. Пруґсапiтак, Дж. Раттанамунґ, Б. Лi,
М. Паштека, Ї. Ванґ, Зiксiонґ Вен, Ляйфенґ Ксi, М. С. Ватерман,
А. Ренюї, Лю Вен. Чимало праць присвячено знаходженню критерi-
їв представлення рацiональних чисел рядами Кантора.

Вбачаючи перспективнiсть у використаннi зображення чисел до-
датним рядом Кантора, яке є узагальненням класичного s-го зобра-
ження i частинним випадком полiосновного Q̃-зображення, для ви-
вчення функцiй, перетворень i мiр зi складною локальною будовою,
доцiльно розглянути геометрiю та метричну теорiю цього зображен-
ня, знайти критерiї рацiональностi числа. Виникає задача побудува-
ти та вивчити узагальнення нега-s-го представлення дiйсних чисел —
представлення знакопочережним рядом Кантора i знакопочережний
Q̃-розклад. На основi постановки вказаних вище задач постає зада-
ча — вивчати взаємозв’язок мiж цими представленнями i застосо-
вувати отриманi результати для побудови i вивчення фрактальних
множин, функцiй зi складною локальною будовою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Робота виконана у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту
математики НАН України згiдно з науково-дослiдною темою «Фра-
ктальний аналiз неперервних функцiй i мiр» (номер державної реє-
страцiї 0111U000053).

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дисертацiйного до-
слiдження є кодування (зображення) дiйсних чисел за допомогою
рядiв Кантора (додатним чи знакопочережним), частиннi випадки
останнього кодування (s-ве, нега-s-ве зображення, розклад числа у
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нега-s-ий ряд Кантора, змiшаний s-ий ряд), узагальнення (Q̃-
зображення, подання чисел у виглядi знакопочережного Q̃-розкладу,
нега-Q̃-представлення) та їх застосування до побудови i дослiдження
фрактальних множин, функцiй зi складною локальною будовою.

Предметом дослiдження є: тополого-метрична теорiя та геоме-
трiя дiйсних чисел, зображених рядами Кантора, знакопочережним
Q̃-розкладом; нега-Q̃-представлення; тополого-метричнi та фракталь-
нi властивостi множин спецiального типу, визначених у термiнах
подання дiйсних чисел частинними випадками рядiв Кантора; рi-
знi властивостi функцiй зi складною локальною будовою, аргумент i
значення яких визначенi у термiнах рiзних зображень дiйсних чисел
(рядами Кантора, їх частинними випадками чи узагальненнями).

Мета дослiдження — розвиток тополого-метричної теорiї та ви-
вчення систем кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом,
поглиблення теорiй сингулярних, нiде не монотонних та нiде не ди-
ференцiйовних функцiй на основi узагальнень вiдомих функцiй, зна-
ходження нових фрактальних множин, а також класiв функцiй зi
складною локальною будовою, вдосконалення апарату для задання
таких функцiй.

Основнi завдання дослiдження:
— дослiдити зображення дiйсних чисел знакопочережним ря-

дом Кантора i властивостi множини його неповних сум, зо-
браження чисел, що подаються у виглядi нега-Q̃-розкладу
(знакопочережного Q̃-розкладу) та нега-Q̃-представлення;

— описати властивостi оператора зсуву цифр представлення чи-
сла знакопочережним рядом Кантора, а також деякi застосу-
вання операторiв зсуву цифр певних представлень чисел та
взаємозв’язку представлень знакопочережним i додатним ря-
дами Кантора;

— встановити критерiї рацiональностi представлення дiйсних чи-
сел додатним та знакопочережним рядами Кантора;

— вивчити тополого-метричнi, фрактальнi властивостi нових мно-
жин, у поданнi елементiв яких рядами Кантора спецiального
вигляду накладаються певнi залежностi на вживання симво-
лiв (цифр);

— провести дослiдження властивостей нових функцiй, заданих
перетворювачами цифр, або комбiнацiй цифр зображення ар-
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гументу, серед них i тих, аргумент i значення яких визначенi
у термiнах s-го або нега-s-го зображень, а також вивчити пев-
нi узагальнення класичної функцiї Салема.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи ма-
тематичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї мiри, фра-
ктального аналiзу, метричної теорiї чисел, теорiї ймовiрностей.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi
результати, що виносяться на захист:

— змодельовано ланцюжок узагальнень нега-s-го представлен-
ня дiйсних чисел, а саме: кодування чисел, якi встановлю-
ються через розклад числа у знакопочережний ряд Канто-
ра, нега-Q̃-розклад (знакопочережний Q̃-розклад) та нега-Q̃-
представлення; розроблено основи метричної теорiї чисел, зо-
бражених останнiми розкладами, детально вивчено властиво-
стi множини неповних сум знакопочережного ряду Кантора;

— дослiджено i застосовано взаємозв’язок кодувань дiйсних чи-
сел за допомогою знакопочережних i додатних рядiв Кан-
тора при моделюваннi функцiй, що зберiгають розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича; введено поняття узагальненого опе-
ратора зсуву цифр та описано властивостi оператора зсуву
цифр представлення числа знакопочережним рядом Канто-
ра; застосовано оператори зсуву цифр Q̃-представлення та
представлення чисел додатним рядом Кантора для задання
нескiнченними системами функцiональних рiвнянь функцiй
зi складною локальною будовою;

— доведено критерiї рацiональностi представлення дiйсних чи-
сел додатним та знакопочережним рядами Кантора;

— проведено тополого-метричний i фрактальний аналiз нових
множин, у поданнi елементiв яких у формi рядiв Кантора
спецiального вигляду (змiшаний s-ий ряд, s-ве, нега-s-ве пред-
ставлення) накладається певна функцiональна залежнiсть на
вживання символiв; вивчено фрактальнi властивостi деяких
множин, елементи яких подаються у виглядi розкладiв в нега-
s-ий ряд Кантора, а також довiльної множини, яка мiстить всi
можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s

s+1 ; 1
s+1 ]), у s-му (або

нега-s-му) зображеннi яких вживаються набори цифр лише з
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фiксованої множини наборiв s-их цифр;
— дослiджено узагальнення класичної функцiї Салема, аргу-

мент яких визначено у термiнах зображення дiйсних чисел
рядами Кантора (додатними, знакопочережними) i нега-Q̃-
зображення, а також новi функцiї, заданi певним перетворю-
вачем цифр або комбiнацiй цифр зображення аргументу, та,
аргумент i значення яких визначенi у термiнах s-го чи нега-
s-го зображення.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiй-
на робота має теоретичний характер. Отриманi результати можуть
бути використанi при подальшому вивченнi математичних об’єктiв
зi складною локальною будовою.

Особистий внесок здобувача. Результати, що виносяться на
захист, отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати даного ди-
сертацiйного дослiдження доповiдалися на наукових конференцiях
рiзного рiвня та наукових семiнарах. Серед 12 конференцiй, у те-
зах доповiдей яких було опублiковано результати дисертацiї, можна
вiдмiтити такi:

— Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акаде-
мiка М. Кравчука, Київ, 19–21 квiтня 2012 р.;

— International Conference on Algebra dedicated to 100th anni-
versary of S. M. Chernikov, Kyiv, August 20–26, 2012;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в
теорiї диференцiальних рiвнянь», Київ, 13–14 грудня 2012 р.;

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вче-
них з математики та фiзики, Київ, 25–27 квiтня 2013 р.;

— Fifth International Conference on Analytic Number Theory and
Spatial Tessellations, Kyiv, September 16–20, 2013;

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiв-
няння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та мате-
матичнi методи механiки» до 100-рiччя вiд дня народження
члена-кореспондента НАН України Положого Г. М., Київ, 23–
24 квiтня 2014 р.;

— International Conference «Probability, Reliability and Stochastic
Optimization», Kyiv, April 7–10, 2015;
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— Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених
з математики та фiзики, Київ, 23–25 квiтня 2015 р..

Науковi семiнари:
1. Семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН Укра-

їни.
2. Київський семiнар з функцiонального аналiзу.
3. Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України.
4. Семiнар вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу

Iнституту математики НАН України.
5. Семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь i теорiї коливань

Iнституту математики НАН України.
6. Семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН

України.
7. Семiнар з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України та НПУ iм. М. П. Драгоманова.

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 10 статтях
([1]-[10]) та одному препринтi ([11]). Статтi [1]-[7] та [9] опублiкованi
у виданнях, що внесенi до перелiку наукових фахових видань Укра-
їни ([9] — у мiжнародному науковому виданнi). Статтi [8] та [10]
опублiковано у виданнях iнших держав. Чотири статтi ([7]-[10]) опу-
блiковано у виданнях, що входять до мiжнародних наукометричних
баз (Web of Science, Scopus, Google Scholar, MathSciNet (Mathematical
Reviews), Zentralblatt MATH). Додатково матерiали даного дисерта-
цiйного дослiдження вiдображено у чотирьох препринтах ([12]-[15]).
Також матерiали даної дисертацiйної роботи додатково вiдображено
у матерiалах 12 конференцiй ([16]-[27]).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з ано-
тацiї, змiсту, перелiку скорочень i умовних позначень, вступу, п’яти
роздiлiв, розбитих на пункти та пiдпункти, висновкiв, списку вико-
ристаних джерел, списку публiкацiй автора та одного додатка. За-
гальний обсяг роботи – 209 сторiнок, основний текст роботи викла-
дено на 164 сторiнках. Список використаних джерел налiчує всього
71 найменування, список публiкацiй автора — 27.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi подана загальна характеристика дисертацiї: обґрунто-
вано актуальнiсть теми; вказано мету, задачi i методи дослiдження;
висвiтлено наукову новизну та практичне значення одержаних ре-
зультатiв; описано особистий внесок здобувача.

У роздiлi 1 «Огляд лiтератури та ключовi поняття» здiй-
снюється огляд лiтератури, розглядаються основнi математичнi по-
няття (зокрема, представлення дiйсних чисел додатними рядами Кан-
тора, s-ве та Q̃-представлення). Означаються оператори зсуву цифр
цих представлень.

У роздiлi 2 «Розклади дiйсних чисел у знакопочережнi
ряди Кантора. Критерiї рацiональностi» вводяться вiдповiдно
поняття нега-D- i нега-(dn)-зображення дiйсних чисел з деякого вiд-
рiзка, а саме:

x = ∆−Dε1ε2...εn... ≡ −
ε1
d1

+ ε2
d1d2
− ε3

d1d2d3
+ . . .+ (−1)nεn

d1d2d3...dn
+ . . . ,

x = ∆
−(dn)
ε1ε2...εn... ≡

∑∞
n=1

(−1)n+1

d1d2...dn
+
∑∞
n=1

(−1)n+1εn
d1d2...dn

,
де D ≡ (dn) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiль-
ших 1, i εn ∈ Adn ≡ {0, 1, . . . , dn − 1}. У даному роздiлi вивчається
геометрiя та основи метричної теорiї, найпростiшi метричнi задачi
нега-D-зображення, взаємозв’язок додатних i знакопочережних ря-
дiв Кантора. Показано, що довiльне число з деякого вiдрiзка можна
подати у формi розкладу в знакопочережний ряд Кантора, причому
лише числа iз деякої злiченної множини мають два рiзних зображе-
ння знакопочережним рядом Кантора, а решта — єдине зображення.

Знакопочережний ряд Кантора, який є одночасно нега-s-им ря-
дом, називається нега-s-им рядом Кантора, а саме:

− ε1
sm1

+ ε2
sm1+m2

− ε3
sm1+m2+m3

+ . . .+ (−1)nεn
sm1+m2+...+mn + . . . ,

де εn ∈ A ≡ {0, 1, . . . , s − 1}, 1 < s — фiксоване натуральне число,
(mn) — послiдовнiсть непарних натуральних чисел.

Змiшаним s-им рядом називається ряд (який є знакопочережним
рядом Кантора) вигляду

− α1

sk1
+ α2

sk2
− α3

sk3
+ . . .+ (−1)nαn

skn
+ . . . , αn ∈ A.

У пiдроздiлi 2.5 вивчаються рiзнi властивостi множини неповних
сум. Множиною всiх неповних сум знакопочережного ряду Кантора
називається множина виду: Ms0 ≡ {x : x = ∆−Dδ1δ2...δn..., (δn) ∈ L′s0},
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де s0 = ∆−Dε1ε2...εn... — фiксоване число, A
′

n ≡ {0, εn},
L
′

s0 = A
′

1 ×A
′

2 ×A
′

3 × . . . = {δ : δ = (δ1, δ2, . . . , δn, . . . ), δn ∈ A
′

n}.
Теорема 2.3. Множина Ms0 неповних сум знакопочережного

ряду Кантора є:
1) одноелементною множиною {0}, якщо s0 = 0;
2) скiнченною множиною, якщо у зображеннi s0 = ∆−Dε1ε2...εn...

умова εn 6= 0 виконується лише для скiнченної множини
значень n;

3) вiдрiзком
[
− 2

3 ; 1
3

]
, якщо dn = 2 для всiх n ∈ N та s0 = − 1

3 ;
4) об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв, якщо iснує скiнчен-

на множина номерiв mi (i = 1, k0, k0 — фiксоване число)
таких, що dmi 6= 2 та s0 = ∆−Dε1ε2...εmk0 (1)

;

5) континуальною, досконалою, нiде не щiльною нуль-множиною
Лебега, якщо εn 6= 0 та dn > 2 для нескiнченної множини
значень n.

Пiдроздiл 2.6 присвячений вивченню операторiв зсуву цифр нега-
D-представлення. Розглянуто властивостi оператора зсуву цифр пред-
ставлення, описано поняття оператора зсуву нега-D-зображення та
означається нове поняття узагальненого оператора зсуву нега-D-пред-
ставлення, а саме:
ϕ̂m(x) = − ε1

d1
+. . .+ (−1)m−1εm−1

d1...dm−1
+ (−1)mεm+1

d1...dm−1dm+1
+ (−1)m+1εm+2

d1...dm−1dm+1dm+2
+. . . .

У пiдроздiлi 2.7 сформульовано критерiї рацiональностi чисел,
представлених розкладами у ряди Кантора. У пунктi 2.7.1 формулю-
ються основнi твердження про задання рацiональних чисел у термi-
нах знакопочережних рядiв Кантора. Решта пунктiв даного роздiлу
присвяченi вiдповiдним дослiдженням для додатних рядiв Кантора.
Пункт 2.7.2 присвячено формулюванню критерiю скiнченного пред-
ставлення.

Основнi результати мiстяться у пунктi 2.7.3.
Теорема 2.9. Число x є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли

iснують n ∈ Z0 i c ∈ N такi, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x). Тобто,

∆D
0...0︸︷︷︸
n

εn+1εn+2εn+3...
= dn+1...dn+c∆

D
0...0︸︷︷︸
n+c

εn+c+1εn+c+2εn+c+3...
,

де ϕ̂ — оператор зсуву цифр представлення числа додатним рядом
Кантора, ϕ̂(x) = ϕ̂(∆D

ε1ε2...εn...) =
∑∞
n=2

εn
d2d3...dn

.
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Пункт 2.7.4. присвячено формулюванню i доведенню деяких на-
слiдкiв iз основних тверджень попереднього пункту.

У роздiлi 3 «Самоподiбнi фрактали» дослiджено тополого-
метричнi, фрактальнi властивостi множин спецiального вигляду, еле-
менти яких визначенi у термiнах частинних випадкiв рядiв Кантора.

Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 2, A0 ≡ A \ {0} ≡
{1, 2, . . . , s − 1 }, L ≡ (A0)∞ ≡ (A0) × (A0) × . . . — простiр односто-
роннiх послiдовностей елементiв множини A0, u — фiксоване число
з множини A, u = 0, s− 1, αn 6= u. Дослiджуються властивостi мно-
жин

S(s,u) ≡ {x : x = ∆s
u...u︸︷︷︸
α1−1

α1...u...u︸︷︷︸
αn−1

αn..., (αn) ∈ L},

S(−s,u) ≡ {x : x = ∆−su...u︸︷︷︸
α1−1

α1...u...u︸︷︷︸
αn−1

αn..., (αn) ∈ L},

S− ≡
{
x : x =

∑∞
n=1

(−1)nαn
sα1+α2+...+αn , (αn) ∈ L

}
та множини S̃, яка мiстить всi числа з [0; 1], в s-му зображеннi яких
дозволено вживати лише набори s-их цифр з множини {u . . . u︸ ︷︷ ︸

c−1

c}, де

c = 1, s− 1, u ∈ A, c 6= u, u = 0, s− 1.
Позначимо через Υs та Υ−s класи всiх можливих множин S(s,u)

та S(−s,u) вiдповiдно. Вiдтак вважатимемо, що Υ — клас множин, що
мiстить класи: . . . ,Υ−n, . . . ,Υ−4,Υ−3,Υ3,Υ4, . . . ,Υn, . . . .

Теорема 3.1. Усi множини з Υ \
{
S(−3,1),S(−3,2),S(3,1),S(3,2)

}
та множина S− є: континуальними, нiде не щiльними, досконали-
ми нуль-множинами Лебега, а також самоподiбними фракталами,
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(·) яких задовольняє рiвнян-
ня:

2

(
1

s

)α0(S
−)

−
(

1

s

)sα0(S
−)

= 1,
∑

p 6=u,p∈A0

(
1

s

)pα0(S(±s,u))
= 1,

де пiд позначенням S(±s,u) маємо на увазi множину S(s,u) або S(−s,u).
Теорема 3.2. Нехай E — множина, яка мiстить всi можливi

числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-му) зобра-
женнi яких вживаються набори цифр лише з фiксованої множини
Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв s-их цифр.
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Тодi розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(E) множини E за-
довольняє рiвняння:

N(σ1
m)
(
1
s

)α0
+N(σ2

m)
(
1
s

)2α0
+ . . .+N(σkm)

(
1
s

)kα0
= 1,

де N(σ1
m)+N(σ2

m)+. . .+N(σlm) = m, N(σkm) — кiлькiсть k-цифрових
(k = 1, l) наборiв σkm з множини Σ̃.

Теорема 3.3. Множина S̃ є: континуальною, нiде не щiльною,
досконалою нуль-множиною Лебега та самоподiбним фракталом,
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(S̃) якого задовольняє рiвнян-
ня(

1
s

)α0(S̃)
+ (s− 1)

((
1
s

)2α0(S̃)
+
(
1
s

)3α0(S̃)
+ . . .+

(
1
s

)(s−1)α0(S̃)
)

= 1.

Пiдроздiл 3.3 присвячено розгляду одного прикладу самоподiбно-
го фрактала, означеного у термiнах нега-s-го ряду Кантора.

Роздiл 4 «Функцiї зi складною локальною будовою» при-
свячений дослiдженню функцiй зi складною локальною будовою.

У пiдроздiлi 4.1 як приклад функцiї зi складною локальною будо-
вою розглянуто функцiю, яка «зберiгає цифру 0», а саме: аргумент i
значення дослiджуваної функцiї визначенi у термiнах трiйкового зо-
браження чисел з вiдрiзка [0; 1], а значення функцiї отримується iз
аргумента замiною 1 на 2, 2 на 1, цифра 0 є iнварiантом. У цьому ж
пiдроздiлi оглядово розглядаються i решта функцiй, якi можна змо-
делювати замiною конкретної цифри на фiксовану цифру в термiнах
трiйкового зображення.

У пiдроздiлi 4.2 дослiджується клас Λs функцiй, що заданi пе-
ретворювачами цифр або комбiнацiй цифр зображення аргументу
та аргумент i значення яких визначенi у термiнах s-го чи нега-s-
го зображення. Тобто, вивчаються усi можливi функцiї, якi можна
змоделювати згаданим вище методом, але якi заданi у термiнах s-го
та/або нега- s-го зображення чисел.

Клас функцiй Λs мiстить лише такi монотоннi функцiї: y = x,
y = 1− x та y = − s−1s+1 − x. Решта функцiй є немонотонними.

Теорема 4.4. Справедливими є наступнi твердження:
1) довiльна функцiя f ∈ Λs, за винятком лiнiйних фун-

кцiй, є неперервною майже скрiзь. Зокрема, функцiя f є не-
перервною в s-во-iррацiональних точках [0; 1] або нега-s-во-
iррацiональних точках [− s

s+1 ; 1
s+1 ] (залежно вiд зображен-

ня, у термiнах якого визначений аргумент функцiї f), s-во-
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рацiональнi точки чи, вiдповiдно, нега-s-во-рацiональнi то-
чки є точками стрибкiв функцiї f ;

2) довiльна функцiя з класу функцiй Λs, за винятком лiнiйних
функцiй, є нiде не диференцiйовною;

3) довiльна функцiя f ∈ Λs є iнтегровною за Лебегом, причому∫
D(f)

f(x)dx =
1

2
, де D(f) — область визначення функцiї f ;

4) значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича графiка довiль-
ної функцiї f ∈ Λs дорiвнює 1.

У пiдроздiлi 4.3 дослiджуються узагальнення класичної функцiї
Салема, аргумент яких визначений у термiнах зображення дiйсних
чисел рядами Кантора (знакопочережними, додатними).

Нехай P = ||pi,n|| — така задана матриця, що n = 1, 2, . . . , i =
0, dn − 1, i, для якої справедливою є наступна система властивостей:
∀n ∈ N : pi,n ∈ (−1; 1); ∀(in), in ∈ Adn :

∏∞
n=1 |pin,n| = 0; ∀n ∈ N :∑mn

i=0 pi,n = 1; ∀εn 6= 0 :
∑εn−1
i=0 pi,n > 0, n ∈ N.

Розглянемо нескiнченну систему функцiональних рiвнянь
f(ϕ̂k(x)) = βεk+1,k+1 + pεk+1,k+1f(ϕ̂k+1(x)),

де x = ∆D
ε1ε2...εn..., ϕ̂ — оператор зсуву цифр представлення числа

рядом Кантора, k = 0, 1, 2, . . . , εk+1 ∈ Adk+1
та βεk+1,k+1 = 0, якщо

εk+1 = 0, i βεk+1,k+1 =
∑εk+1−1
i=0 pi,k+1, якщо εk+1 6= 0.

Теорема 4.5. Система функцiональних рiвнянь
f
(
i+ϕ̂k(x)
dk

)
= βi,k + pi,k · f(ϕ̂k(x)),

де k = 1, 2, . . . , та i ∈ Adk , у класi обмежених та визначених на
вiдрiзку [0; 1] функцiй має єдиний розв’язок, який має вигляд

F (x) = βε1(x),1 +
∑∞
k=2

(
βεk(x),k

∏k−1
n=1 pεn(x),n

)
.

Останнi двi системи функцiональних рiвнянь є еквiвалентними.
Нехай x = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn.... Розглянемо функцiю вигляду

F̃ (x) = βε1(x),1 +
∑∞
n=2

(
β̃εn(x),n

∏n−1
j=1 p̃εj(x),j

)
,

де β̃εn(x),n = βεn(x),n i p̃εn(x),n = pεn(x),n за умови непарного n та
β̃εn(x),n = βdn−1−εn(x),n i p̃εn(x),n = pdn−1−εn(x),n, якщо n — парне.

Теорема 4.6. Функцiї F , F̃ володiють наступними властиво-
стями:
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— є неперервними;
— монотонно неспаднi за умови невiд’ємностi елементiв ма-

трицi P , зокрема, строго зростаючi за умови, коли всi еле-
менти pi,n матрицi P є додатними;

— є iнтегровними за Лебегом, причому

1∫
0

F (x)dx =

1∫
0

F̃ (x)dx =

∞∑
n=1

β0,n + β1,n + β2,n + ...+ βdn−1,n
d1d2...dn

.

Розглянемо випадок, коли елементи матрицi P = ||pi,n|| можуть
бути як невiд’ємними, так i вiд’ємними числами.

Теорема 4.7. Нехай матриця P є такою, що для всiх n ∈ N:
pεn,n · pεn−1,n < 0, причому dn · pdn−1,n > 1 або dn · pdn−1,n 6 1 та

lim
n→∞

n∏
k=1

dkp0,k 6= 0, lim
n→∞

n∏
k=1

dkpdk−1,k 6= 0

одночасно. Тодi функцiя F є нiде не диференцiйовною на [0; 1].
Теорема 4.8. Нехай pεn,n · pεn−1,n < 0 для всiх n ∈ N, εn ∈

∈ Adn \ {0} та

lim
n→∞

n∏
k=1

dkp0,k 6= 0, lim
n→∞

n∏
k=1

dkpdk−1,k 6= 0

одночасно. Тодi функцiя F̃ є нiде не диференцiйовною на [0; 1].

У роздiлi 5 «Знакопочережний Q̃-розклад, нега-Q̃-
зображення дiйсних чисел та функцiї зi складною локаль-
ною будовою» дослiджується знакопочережний Q̃-розклад та роз-
глядається нега-Q̃-представлення дiйсних чисел — вiдповiдно уза-
гальнення представлення дiйсних чисел знакопочережним рядом Кан-
тора та узагальнення взаємозв’язку кодувань чисел за допомогою
додатного i знакопочережного рядiв Кантора; вивчаються узагаль-
нення класичної функцiї Салема, аргумент яких визначений у тер-
мiнах нега-Q̃-зображення.

У пiдроздiлi 5.1 моделюється знакопочережний Q̃-розклад.
Теорема 5.1. Для довiльного числа x ∈ [t

′

0; t
′′

0 ] iснує послiдов-
нiсть (ik), ik ∈ N0

mk
, така, що
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x = −ai1,1 +
∑∞
k=2

[
(−1)kaik,k

∏k−1
j=1 qij ,j

]
,

якщо для всiх k ∈ N справедливою є наступна система умов:

qc+1,2k

(
am2k+1,2k+1 +

∞∑
t=2

[
ãm2k+t,2k+t

2k+t−1∏
r=2k+1

q̃mr,r

])
>

> qc,2k

(
1−

∞∑
t=2

[
ã0,2k+t

2k+t−1∏
r=2k+1

q̃0,r

])
;

qc+1,2k−1

(
am2k,2k +

∞∑
t=2

[
ã0,2k+t−1

2k+t−2∏
r=2k

q̃0,r

])
>

> qc,2k−1

(
1−

∞∑
t=2

[
ãm2k+t−1,2k+t−1

2k+t−2∏
r=2k

q̃mr,r

])
.

Останнiй розклад можна побудувати, прийнявши за основу пред-
ставлення дiйсних чисел фiксовану матрицю (−1) · Q̃ = (−1) · ||qi,j ||,
де i = 0,mj ,mj ∈ N0

∞ ≡ N ∪ {0,∞}, j = 1, 2, . . . , Q̃ = ‖qi,j‖ — фi-
ксована матриця, елементи якої володiють такими властивостями:
qi,j > 0; ∀j ∈ N :

∑mj
i=0 qi,j = 1; ∀(ij), ij ∈ Z0 :

∏∞
j=1 qij ,j = 0. Крiм

того, aik,k =
∑ik(x)−1
i=0 qi,j при ik 6= 0 та aik,k = 0 при ik = 0. Також

ãik,k = aik,k та q̃ik,k = qik,k за умови непарного k i ãik,k = amk−ik,k та
q̃ik,k = qmk−ik,k, якщо k — парне.

У пiдроздiлi також дослiджуються основне метричне вiдношення,
властивостi цилiндрiв (зокрема, доведено, що вони є вiдрiзками, ви-
вчено розташування цилiндрiв однакового рангу), дiйснi числа, якi
мають два рiзних знакопочережних Q̃-розклади.

Пiдроздiл 5.2 є допомiжним i присвячений нега-Q̃-зображенню
дiйсних чисел — зображенню, для якого справедливою є тотожнiсть

∆−Q̃i1i2...in... ≡ ∆Q̃
i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]....

Нехай задано матрицi однакового порядку Q̃ = ||qi,n|| (якою моде-
люється Q̃-представлення) та P = ||pi,n||, де i = 0,mn, mn ∈ N∪ {0},
n = 1, 2, . . . , причому елементи pi,n матрицi P задовольняють си-
стему умов: pi,n ∈ (−1; 1); ∀n ∈ N :

∑mn
i=0 pi,n = 1; ∀(in), in ∈ Z0 :∏∞

n=1 |pin,n| = 0; ∀in ∈ N : 0 <
∑in−1
i=0 pi,n < 1.

У пiдроздiлi 5.3 вивчаються властивостi функцiй
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F (x) = βi1(x),1 +
∑∞
k=2

[
β̃ik(x),k

∏k−1
j=1 p̃ij(x),j

]
,

де x = ∆−Q̃i1i2...in.... Доведено, що функцiя останнього вигляду є єди-
ним розв’язком нескiнченної системи функцiональних рiвнянь

f
(
ϕ̂k(x)

)
= β̃ik+1,k+1 + p̃ik+1,k+1f

(
ϕ̂k+1(x)

)
,

де ϕ̂ — оператор зсуву символiв Q̃-представлення та k = 0, 1, . . . , у
класi обмежених та визначених на [0; 1] функцiй. Функцiя y = F (x) є
неперервною в усiх точках вiдрiзка [0; 1]. У даному пiдроздiлi вказу-
ються умови монотонностi, умови iснування хоча б одного промiжку
монотонностi, умови немонотонностi та умови, за яких дослiджува-
на функцiя є сталою майже скрiзь на [0; 1]. Дослiджено iнтегральнi
властивостi. Зокрема,∫ 1

0
F (x)dx = z1 +

∑∞
n=2

(
zn
∏n−1
k=1 σk

)
, де

zn = β̃0,nq̃0,n + β̃1,nq̃1,n + ...+ β̃mn,nq̃mn,n,
σn = p̃0,nq̃0,n + p̃1,nq̃1,n + ...+ p̃mn,nq̃mn,n.

Також наведено умови, за яких дослiджувана у даному пiдроздiлi
функцiя не має нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної у жоднiй нега-
Q̃-рацiональнiй точцi вiдрiзка [0; 1].

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена моделюванню рiзних зображень
дiйсних чисел, застосуванню нових та вiдомих зображень у теорiї
множин i теорiї функцiй зi складною локальною будовою (нiде не мо-
нотонних, нiде не диференцiйовних функцiй). Основна увага акцен-
тована на зображеннях дiйсних чисел, що ґрунтуються на розкла-
дах чисел у ряди Кантора. Зокрема, розглянуто додатний, знако-
почережний ряди Кантора, їх узагальнення (Q̃-представлення, нега-
Q̃-представлення, знакопочережний Q̃-розклад) та подання чисел у
формi рядiв Кантора спецiального вигляду (s-ве, нега-s-ве представ-
лення, змiшаний s-ий ряд, нега-s-ий ряд Кантора).

Змодельовано ланцюжок узагальнень нега-s-го представлення дiй-
сних чисел, а саме: кодування чисел, якi встановлюються через роз-
клад числа у знакопочережний ряд Кантора, нега-Q̃-розклад (знако-
почережний Q̃-розклад) та нега-Q̃-представлення. Розроблено осно-
ви метричної теорiї чисел, зображених останнiми розкладами, де-
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тально вивчено властивостi множини неповних сум знакопочережно-
го ряду Кантора. Введено поняття нега-s-го ряду Кантора i змiша-
ного s-го ряду.

Дослiджено i застосовано взаємозв’язок кодувань дiйсних чисел
за допомогою знакопочережних i додатних рядiв Кантора при моде-
люваннi функцiй, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.
Введено поняття узагальненого оператора зсуву цифр та вивчено
властивостi оператора зсуву цифр представлення числа знакопоче-
режним рядом Кантора. Застосовано оператори зсуву цифр Q̃-
представлення та представлення чисел додатним рядом Кантора для
задання нескiнченними системами функцiональних рiвнянь функцiй
зi складною локальною будовою.

Доведено критерiї рацiональностi представлення дiйсних чисел
додатним та знакопочережним рядами Кантора.

Проведено тополого-метричний i фрактальний аналiз нових мно-
жин, у поданнi елементiв яких у формi рядiв Кантора спецiального
вигляду (змiшаний s-ий ряд, s-ве, нега-s-ве представлення) наклада-
ється певна функцiональна залежнiсть на вживання символiв. Ви-
вчено фрактальнi властивостi деяких множин, елементи яких подаю-
ться у виглядi розкладiв у нега-s-ий ряд Кантора, i довiльної множи-
ни, яка мiстить всi можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s

s+1 ; 1
s+1 ]), в

s-му (або нега-s-му) зображеннi яких вживаються набори цифр лише
з фiксованої множини наборiв s-их цифр.

Дослiджено узагальнення класичної функцiї Салема, аргумент
яких визначено у термiнах зображення дiйсних чисел рядами Кан-
тора (додатними, знакопочережними) i нега-Q̃-зображення, а також
новi функцiї, заданi певним перетворювачем цифр або комбiнацiй
цифр зображення аргументу, що їх аргумент i значення визначенi у
термiнах s-го чи нега-s-го зображення.
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АНОТАЦIЇ

Сербенюк С. О. Ряди Кантора як засiб задання i дослiдже-
ння математичних об’єктiв з фрактальними властивостями.—
Квалiфiкацiйна наукова праця на правх рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. —
Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

У дисертацiйнiй роботi змодельовано i вивчено зображення дiй-
сних чисел, що є узагальненнями класичного нега-s-го зображення,
та математичнi об’єкти зi складною локальною будовою, а саме —
фрактальнi множини (на елементи яких накладаються певнi зале-
жностi на вживання цифр в їх розкладах у формi рядiв Кантора
спецiального вигляду), недиференцiйовнi, нiде не монотоннi функцiї
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(що задаються у термiнах s-го, нега-s-го, нега-Q̃- представлень та
розкладами чисел у додатнiй чи знакопочережний ряд Кантора).
Сформульовано критерiї рацональностi чисел, зображених рядами
Кантора.

Ключовi слова: додатний ряд Кантора, знакопочережний ряд
Кантора, знакопочережний Q̃-розклад, s-ве представлення, нега-s-ве
представлення, неповна сума ряду, фрактал, розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича, оператор зсуву, недиференцiйовна функцiя, нiде не мо-
нотонна функцiя, функцiя розподiлу, мiра Лебега, рацiональне чи-
сло.

Сербенюк С. А. Ряды Кантора как средство задания и иссле-
дования математических объектов с фрактальными свойствами.—
Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.01 — математический ана-
лиз. —Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

В дисертационной работе смоделированы и изучены представле-
ния действительных чисел, которые являются обобщениями класси-
ческого нега-s-адического представления, а также математические
объекты со сложным локальным строением, а точнее — фракталь-
ные множества (на элементы которых накладываются определенные
зависимости на употребление цифр в их разложениях в форме ря-
дов Кантора специального вида), не дифференцируемые, нигде не
монотонные функции (задаваемые в терминах s-адического, нега-s-
адического, нега-Q̃-представлений и разложением чисел в позитив-
ный или знакочередующийся ряд Кантора). Сформулированы кри-
терии рациональности чисел, изображенных рядами Кантора.

Ключевые слова: позитивный ряд Кантора, знакочередующий-
ся ряд Кантора, знакочередующееся Q̃-разложение, s-адическое пред-
ставление, нега-s-адическое представление, неполная сумма ряда, фра-
ктал, размерность Хаусдорфа–Безиковича, оператор сдвига, недиф-
ференцируемая функция, нигде не монотонная функция, функция
распределения, мера Лебега, рациональное число.

Serbenyuk S. O. Cantor series as the mean of creating and
studying of mathematical objects with fractal properties. —
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Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.
Candidate’s thesis on Physics and Mathematics by the speciality

01.01.01 — mathematical analysis. — Institute of Mathematics of NAS
of Ukraine, Kyiv, 2018.

This thesis is devoted to modeling and studying certain representa-
tions (representations by alternating Cantor series, alternating Q̃-expan-
sions, nega-Q̃-representations) of real numbers such that are generaliza-
tions of the nega-s-adic representation. Fractal sets, non-differentiable
functions, and nowhere monotonic functions that are defined in terms
of the s-adic or nega-s-adic representation, representations by positive
or alternating Cantor series, and the nega-Q̃-representation, are investi-
gated.

Topological, metric, and fractal properties of new fractal sets, whose
elements have a certain functional restriction on using digits in own rep-
resentations by Cantor series of a certain type, are investigated. Also,
fractal properties of an arbitrary set (a subset of [0, 1] or [− s

s+1 ,
1
s+1 ]),

whose elements represented by Cantor series of the special form and
have restrictions expressed by a functional dependence on using digits in
own representations, are studied. Necessary and sufficient conditions for
rational numbers to be representable by alternating and positive Can-
tor series are formulated. Properties of the set of incomplete sums of
an alternating Cantor series are investigated. A new class of functions,
that are defined in terms of the s-adic or nega-s-adic representation,
with complicated local structure is modeled and investigated. Classes
of generalizations of the Salem function such that their arguments de-
fined by an alternating Cantor series, a positive Cantor series, or the
nega-Q̃-representation, are studied.

Key words: positive Cantor series, alternating Cantor series, al-
ternating Q̃-expansion, s-adic representation, nega-s-adic representation,
incomplete sum of series, fractal, Hausdorff–Besicovitch dimension, shift
operator, non-differentiable function, nowhere monotonic function, dis-
tribution function, Lebesgue measure, rational number.
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