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АНОТАЦIЯ

Сербенюк С. О. Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження матема-

тичних об’єктiв з фрактальними властивостями. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-

тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. — Iнститут

математики НАН України, Київ, 2017.

У 1869 роцi Георг Кантор розглянув розклади дiйсних чисел з вiдрiз-

ка [0; 1] у додатнi ряди вигляду

∞∑
k=1

εk(x)

d1d2 . . . dk
, де

D ≡ (dk) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, dk > 1, та εk(x) ∈
∈ Adk ≡ {0, 1, . . . , dk − 1}. Зазначимо, що чимало задач теорiї чисел, те-

орiї функцiй зi складною локальною будовою, що пов’язанi з представлен-

ням дiйсних чисел додатними рядами Кантора, залишалися вiдкритими з

1869 року. Наприклад, проблема знаходження умов подання рацiональних

чисел рядами Кантора, моделювання недиференцiйовних чи немонотонних

функцiй, аргументи яких визначенi розкладами в ряд Кантора. Вбачаю-

чи перспективнiсть у використаннi розкладiв чисел в ряди Кантора, якi є

узагальненням класичного s-го представлення i частинним випадком по-

лiосновного Q̃-представлення, для вивчення функцiй, перетворень i мiр зi

складною локальною будовою, доцiльно розглянути геометрiю та метри-

чну теорiю таких розкладiв, знайти критерiї представлення рацiональних

чисел. Цiкавою та перспективною є задача про моделювання послiдовно-

стi узагальнень нега-s-го представлення дiйсних чисел (нега-s-го представ-

лення — представлення чисел знакопочережним рядом Кантора — знако-

почережне Q̃-представлення) та застосування змодельованих i вивчених

представлень у теорiї фракталiв та теорiї функцiй зi складною локальною

будовою.
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Дисертацiйна робота присвячена застосуванню рiзних зображень дiй-

сних чисел у теорiї множин i теорiї функцiй зi складною локальною будо-

вою (нiде немонотонних, нiде недиференцiйовних функцiй). Основна увага

акцентована на зображеннях дiйсних чисел, що ґрунтуються на розкладах

чисел в ряди Кантора. Зокрема, розглянуто додатний, знакопочережний

ряди Кантора, їх узагальнення (Q̃-представлення, нега-Q̃-представлення,

знакопочережний Q̃-розклад) та подання чисел у формi рядiв Кантора спе-

цiального виду (s-ве, нега-s-ве представлення, змiшаний s-ий ряд, нега-s-ий

ряд Кантора).

У процесi проведення дослiдження були змодельованi узагальнення нега-

s-го представлення дiйсних чисел: представлення знакопочережним рядом

Кантора та його узагальнення — знакопочережне Q̃-представлення. При

моделюваннi знакопочережного Q̃-представлення згенеровано знакопоче-

режний Q̃-розклад i вивчено умови, за яких довiльне число з деякого вiд-

рiзка можна подати у виглядi останнього розкладу, а також побудовано

i розглянуто нега-Q̃-зображення дiйсних чисел. Розроблено основи метри-

чних теорiй чисел, зображених знакопочережним рядом Кантора, знакопо-

чережним Q̃-розкладом, нега-Q̃-представленням.

В термiнах вiдомих i змодельованих у данiй роботi зображень чисел

моделюються i дослiджуються новi види фрактальних множин, функцiї,

що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, функцiї зi складною ло-

кальною будовою (недиференцiйовнi, немонотоннi).

У вступi наведено загальну характеристику дисертацiї, обґрунтовано

актуальнiсть теми, вказано мету, задачi i методи дослiдження, висвiтлено

наукову новизну та практичне значення одержаних результатiв, описано

особистий внесок здобувача.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури i розгляду ключових

математичих понять. У цьому роздiлi розглядаються представлення дiй-

сних чисел додатними рядами Кантора, s-ве та Q̃-представлення. Означа-
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ються оператори зсуву цифр цих представлень.

У другому роздiлi розроблено основи метричної теорiї чисел, зобра-

жених знакопочережними рядами Кантора, дослiджено властивостi мно-

жини неповних сум знакопочережного ряду Кантора та сформульовано

необхiднi i достатнi умови представлення рацiональних чисел додатними i

знакопочережними рядами Кантора. Зокрема, вивчається геометрiя i топо-

логiя зображення чисел знакопочережними рядами Кантора, його метри-

чнi властивостi, взаємозв’язок додатних i знакопочережних рядiв Канто-

ра. Розглянуто функцiї, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

(останнi моделюються на основi взаємозв’язку кодувань дiйсних чисел за

допомогою знакопочережних i додатних рядiв Кантора). Вводяться понят-

тя нега-s-го ряду Кантора i змiшаного s-го ряду. Описано властивостi опе-

ратора зсуву цифр представлення, вводиться нове поняття узагальненого

оператора зсуву цифр (символiв) представлення.

У третьому роздiлi дослiджено тополого-метричнi i фрактальнi вла-

стивостi нових множин спецiального виду, елементи яких представлено в

термiнах рядiв Кантора спецiального виду (s-ве, нега-s-ве представлення,

змiшаний s-ий ряд, нега-s-ий ряд Кантора), i, на вживання цифр в зображе-

ннях елементiв яких накладено обмеження, що виражається функцiональ-

ною залежнiстю. Дослiджено фрактальнi властивостi довiльної множини,

яка мiстить всi можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або

нега-s-му) зображеннi яких вживаються набори цифр лише з фiксованої

множини Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв s-их цифр.

Четвертий роздiл присвячено функцiям зi складною локальною будо-

вою. У пiдроздiлi 4.1 як приклад функцiї зi складною локальною будовою

розглянуто функцiю, яка «зберiгає цифру 0», а саме: аргумент i значення

дослiджуваної функцiї визначенi в термiнах трiйкового зображення чисел з

вiдрiзка [0; 1], а значення функцiї отримується iз аргумента замiною 1 на 2,

2 на 1, цифра 0 є iнварiантом. Останнiй спосiб задання функцiї є новим та
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одним iз найпростiших способiв задання функцiй зi складною локальною

будовою.

У пiдроздiлi 4.2 дослiджується новий клас функцiй, аргумент i значе-

ння яких визначенi у термiнах s-го або нега-s-го зображення, i, якi заданi

певними перетворювачами цифр або комбiнацiй цифр зображення аргу-

менту. Тобто, вивчаються усi можливi функцiї, якi можна змоделювати

згаданим вище методом, але якi визначенi в термiнах s-го та/або нега-s-го

зображення чисел. Вивчено фрактальнi, iнтегральнi, диференцiальнi та iн-

шi властивостi змодельованих функцiй. Зокрема, показано, що всi функцiї,

окрiм тотожного перетворення, y = 1− x та y = −s−1
s+1 − x, з даного класу

функцiй є нiде недиференцiйовними.

У пiдроздiлi 4.3 змодельовано узагальнення функцiї Салема, аргумент

яких визначений у термiнах зображення чисел рядами Кантора (додатни-

ми, знакопочережними), та дослiджуються їх властивостi.

У п’ятому роздiлi змодельовано та дослiджено узагальнення нега-s-

го (з довiльною основою −s < −1) зображення дiйсних чисел (нега-s-ве

зображення з дробовою основою вперше було введене японцями Shunji Ito

i Taizo Sadahiro у 2009 роцi), а саме — подання дiйсних чисел з деяко-

го вiдрiзка у виглядi знакопочережного Q̃-розкладу. Також розглядається

нега-Q̃-зображення дiйсних чисел. Останнi зображення дiйсних чисел —

узагальнення представлення дiйсних чисел знакопочережним рядом Кан-

тора та узагальнення взаємозв’язку додатного i знакопочережного рядiв

Кантора вiдповiдно. Крiм того, у даному роздiлi вивчаються властивостi

узагальнень функцiї Салема, аргумент яких визначений в термiнах нега-

Q̃-зображення.

Особливостями проведеного у данiй роботi дослiдження узагальнень

функцiї Салема є наступне: вперше вивчено властивостi функцiй (узагаль-

нень функцiї Салема), рiзнi цифри зображення аргументу та значення яких

належать рiзним алфавiтам; вперше запропоновано i дослiджено узагаль-
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нення функцiї Салема в термiнах знакопочережних представлень дiйсних

чисел; застосовано поняття операторiв зсуву цифр (символiв) представлен-

ня числа додатним рядом Кантора, Q̃-представлення до моделювання кла-

сiв функцiй зi складною локальною будовою за допомогою нескiнченних

систем функцiональних рiвнянь.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних математичних дослi-

джень в областi метричної теорiї чисел та математичних об’єктiв зi скла-

дною локальною будовою, представлених у рiзних системах кодування.

Отриманi результати та запропонованi методи можуть бути корисними

при розв’язаннi задач метричної теорiї чисел, фрактальної геометрiї, теорiй

нiде недиференцiйовних, нiде немонотонних та сингулярних функцiй.

Ключовi слова: додатний ряд Кантора, знакопочережний ряд Кантора,

знакопочережний Q̃-розклад, s-ве представлення, нега-s-ве представлення,

неповна сума ряду, фрактал, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, опера-

тор зсуву, недиференцiйовна функцiя, нiде немонотонна функцiя, функцiя

розподiлу, мiра Лебега, рацiональне число.
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ABSTRACT

Serbenyuk S. O. Cantor series as the mean of creating and studying of

mathematical objects with fractal properties. — Manuscript.

Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01 —

mathematical analysis. — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv,

2017.

In 1869, Georg Cantor considered expansions of real numbers from the

segment [0; 1] in positive series of the form

∞∑
k=1

εk(x)

d1d2 . . . dk
, where

D ≡ (dk) is a fixed sequence of positive integers, dk > 1, and εk(x) ∈
∈ Adk ≡ {0, 1, . . . , dk − 1}. Note that a number of problems of number theory

and the theory of functions with a complicated local stucture connected with

the representation of real numbers by Cantor series are open since 1869, e.g. the

problem of discovering conditions for a rational number to be representable by

Cantor series, modeling non-differentiable or non-monotonic functions whose

arguments represented by expansions in a Cantor series. Seeing the perspecti-

ve in using expansions of numbers in Cantor series, that are a generalization

of the classical s-adic representation and a partial case of the polybasic Q̃-

representation, for studying functions, transformations and measures with a

complicated local structure, it is advisable to consider the geometry and metric

theory of such expansions, to discover criteria of a representation of rational

numbers. The problem on modeling a sequence of generalizations of the nega-

s-adic representation of real numbers (the nega-s-adic representation — the

representation of numbers by alternating Cantor series — the alternating Q̃-

representation) and applications of modeled and investigated representations in

fractal theory and the theory of functions with a complicated local structure,

is interesting and promising.
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This thesis is devoted to the application of various representations of real

numbers in set theory and the theory of functions with a complicated local

structure (nowhere monotonic, nowhere differentiable functions). The main

attention is given to representations of real numbers, based on representations

of numbers by Cantor series. In particular, a positive and alternating Cantor

series, their generalizations (a Q̃-expansion, a nega-Q̃-expansion, an alternating

Q̃-expansion), and representations of numbers by Cantor series of the special

form (the s-adic, nega-s-adic representations, and a mixed s-adic series, a nega-

s-adic Cantor series) are considered.

During the research, the following generalizations of the nega-s-adic

representation of real numbers were modeled: the representation by an alternat-

ing Cantor series, and its generalization (the alternating Q̃-representation).

When modeling the alternating Q̃-representation, an alternating Q̃-expansion

is generated, conditions under which an arbitrary number from a certain segment

can be represented by the last-mentioned expansion are studied, as well as a

nega-Q̃-representation is generated and considered. The foundations of metric

theories of numbers represented by an alternating Cantor series, an alternating

Q̃-expansion, and a nega-Q̃-representation, are developed.

New types of fractal sets, functions preserving the Hausdorff-Besikovitch

dimension, and functions with a complicated local structure (non-differentiable,

non-monotonic), are modeled and investigated in terms of well-known number

representations and number representations modeled in this thesis.

In the introduction, general characteristics of the dissertation are gi-

ven, the relevance of the topic is substantiated, the purpose, problems, and

techniques of the investigation are indicated, the scientific novelty and practi-

cal significance of obtained results are highlighted, the personal contribution of

the aspirant is described.

The first section is devoted to the literature review and the consideration

of key mathematical notions. In this section, the representations of real numbers
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by positive Cantor series, the s-adic and Q̃− representation are considered. The

shift operators of these representations are defined.

In the second section, the foundations of the metric theory of numbers

represented by alternating Cantor series are given, properties of the set of

incomplete sums of an alternating Cantor series are investigated, and necessary

and sufficient conditions for rational numbers to be representable by alternat-

ing and positive Cantor series are formulated. In particular, the geometry and

topology of the representation of numbers by alternating Cantor series, its

metric properties, and the relation between positive and alternating Cantor

series are studied. Functions preserving the Hausdorff-Besikovich dimension are

considered (the last functions are modeled by the relation between encodings

of real numbers by alternating and positive Cantor series). The notions of a

nega-s-adic Cantor series and a mixed s-adic series are introduced. Properties

of the shift operator of the representation are described, a new notion of the

generalized shift operator of digits (symbols) of the representation is introduced.

In the third section, topological, metric, and fractal properties of new sets

of special type are investigated. These sets are sets, whose elements represented

by Cantor series of the special form (the s-adic, nega-s-adic representations,

and a mixed s-adic series, a nega-s-adic Cantor series) and have restrictions

expressed by a functional dependence on using digits in own representations.

Fractal properties of an arbitrary set (this set is a set of numbers from the

segment [0; 1] (or [− s
s+1 ; 1

s+1 ])), whose elements represented in terms of the

s-adic (or nega-s-adic) representation and have only combinations of digits

from a fixed set Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} of combinations of s-adic digits in own

representations, are investigated.

The fourth section is devoted to functions with a complicated local

structure. In subsection 4.1, a function that «preserves the digit 0» was consi-

dered as an example of a function with a complicated local structure, i.e.,

the argument and values of the function represented in terms of the ternary
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representation of numbers from [0; 1], and values of the function are obtained

from the argument by the following change of digits: 1 by 2, 2 by 1, and the

digit 0 is invariant. The last technique of determination of the function is one

of the simplest techniques of the determination of functions with a complicated

local structure.

In subsection 4.2, a new class of functions whose arguments and values

represented in terms of the s-adic or nega-s-adic representation and these functi-

ons are obtained from the s-adic or nega-s-adic representation of the argument

by a certain change of digits or combinations of digits, is introdused and investi-

gated. That is all possible functions, that can be modeled by techniques that

are similar to a technique from the last subsection, are studied but these functi-

ons determined in terms of the s-adic or nega-s-adic representation of numbers.

Fractal, integral, differential, and other properties of modeled functions are

studied. In particular, it is shown that all functions, except for the identity

transformation, y = 1− x, and y = −s−1
s+1 − x, from this class of functions are

nowhere differentiable.

In subsection 4.3, generalizations of the Salem function are modeled, the

argument of these functions represented in terms of the representation of numbers

by Cator series (positive and alternating), and their properties are investigated.

In the fifth section, a generalization of the nega-s-adic (with an arbitrary

base −s < −1) representation of real numbers (the nega-s-adic representation

with a fractional base was introduced by the Japanese mathematicans Shunji

Ito and Taizo Sadahiro in 2009) is modeled and investigated, i.e., a representati-

on of real numbers from a certain segment in the form of the alternating Q̃-

expansion. Also, the nega-Q̃-representation of real numbers is considered. The

last representations of real numbers are generalizations of the representation

of real numbers by an alternating Cantor series and the relation between a

positive and alternating Cantor series respectively. In addition, in this section,

properties of the Salem function generalizations, whose arguments represented
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in terms of the nega-Q̃-representation, are studied.

The following are peculiarities of the investigation of generalizations of the

Salem function in this thesis: properties of functions (generalizations of the

Salem function), that various digits of them argument and values belong to

different alphabets are studied for the first time; generalizations of the Salem

function were proposed and studied in terms of alternating representations of

real numbers for the first time; the notions of the shift operators of digits

(symbols) of the representation of real number by a positive Cantor series, the

Q̃-expansion are applicated for modeling classes of functions with a complicated

local structure by infinite systems of functional equations.

The carried out investigations lie in the field of modern mathematical investi-

gations in the field of metric theory and mathematical objects with a compli-

cated local structure presented in various encoding systems.

The obtained results and the proposed techniques can be useful for

solving problems of the metric theory of numbers, fractal geometry, the theory

of nowhere differentiable, nowhere monotonic, and singular functions.

Key words : positive Cantor series, alternating Cantor series, alternating Q̃-

expansion, s-adic representation, nega-s-adic representation, incomplete sum of

series, fractal, Hausdorff–Besicovitch dimension, shift operator, non-differentiable

function, nowhere monotonic function, distribution function, Lebesgue measure,

rational number.
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ПЕРЕЛIК СКОРОЧЕНЬ I УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел
Z — множина цiлих чисел
Z0 — множина цiлих невiд’ємних чисел
D ≡ (dn) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел,

бiльших 1
Adn — множина {0, 1, . . . , dn − 1} цiлих невiд’ємних

чисел
A — алфавiт {0, 1, . . . , s − 1} s-ої або нега-s-ої си-

стеми числення
Q — множина рацiональних чисел
I — множина iррацiональних чисел
∆(c1c2...cn) — перiодичне число з перiодом (c1c2 . . . cn), що

визначене певним представленням чисел, вi-
домим з контексту

Q̃ = ‖qi,j‖— деяка фiксована матриця, де i = 0,mj, mj ∈
∈ N0

∞ ≡ N ∪ {0,∞}, j = 1, 2, . . . , елементи
якої володiють такими властивостями:

1◦. qi,j > 0;

2◦. ∀j ∈ N :

mj∑
i=0

qi,j = 1;

3◦. ∀(ij), ij ∈ Z0 :
∞∏
j=1

qij ,j = 0.

aik(x),k — число вигляду

aik,k =

{
0, якщо ik = 0;∑ik(x)−1

i=0 qi,j, якщо ik 6= 0.

q̃ik,k — елемент матрицi Q̃ такий, що

q̃ik,k =

{
qik,k, якщо k — непарне;
qmk−ik,k, якщо k — парне.
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λ(·) — мiра Лебега множини
d(·) — дiаметр множини
α0(·) — розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини
Γf — графiк функцiї y = f(x)
P = ‖pi,n‖— така фiксована матриця, що n = 1, 2, . . . ,

i = 0,mn, i, елементи якої володiють такими
властивостями:

1◦. ∀n ∈ N : pi,n ∈ (−1; 1);

2◦. ∀n ∈ N :
mn∑
i=0

pi,n = 1;

3◦. ∀(in) :
∞∏
n=1

|pin,n| = 0;

4◦. ∀in 6= 0 : 0 <
in−1∑
i=0

pi,n < 1, n ∈ N.

p̃in,n — елемент матрицi P такий, що

p̃in,n =

{
pin,n, якщо n — непарне;
pmn−in,n, якщо n — парне.

βin,n — число вигляду

βin,n =

{∑in−1
i=0 pi,n > 0, якщо in 6= 0;

0, якщо in = 0.

β̃in,n — число вигляду

β̃in,n =

{
βin,n, якщо n — непарне;
βmn−in,n, якщо n — парне.

� — кiнець доведення
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ВСТУП

Дисертацiйна робота1 присвячена дослiдженню та застосуванню (в тео-

рiї множин i теорiї функцiй зi складною локальною будовою) представлен-

ня дiйсних чисел рядами Кантора та його знакопочережних узагальнень —

знакопочережного Q̃-розкладу i нега-Q̃-представлення, а саме: дослiджен-

ню фрактальних множин спецiального типу, що визначенi в термiнах ря-

дiв Кантора спецiального виду; формулюванню критерiїв представлення

рацiональних чисел рядами Кантора; заданню i дослiдженню функцiй зi

складною локальною будовою, визначених в термiнах представлення дiй-

сних чисел рядами Кантора, їх частинними випадками та узагальненнями.

Актуальнiсть теми. Адекватними математичними моделями приро-

дних об’єктiв часто є фрактали [13, с. 3]. Вперше поняття «фрактал» зу-

стрiчається в роботi Мандельброта [52], яка була опублiкована в 1975 роцi

французькою мовою.

Фрактал в широкому розумiннi — це множина, топологiчна розмiрнiсть

якої не спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича (фрактальною), а

у вузькому розумiннi — це множина, яка має дробову фрактальну розмiр-

нiсть [13, с. 5-14].

Нинi iнтерес до вивчення самоподiбних фракталiв продовжує стрiмко

зростати i породжений системою прикладних задач природничих та те-

хнiчних наук, для розв’язання яких це поняття застосовне. Важливiсть

фракталiв полягає не тiльки у моделюваннi фiзичних та бiологiчних про-
1Результати даного дисертацiйного дослiдження отриманi в перiод з листопада 2010 року по жовтень

2014 року. Публiкацiя результатiв дослiдження вiд моменту їх апробацiї на конференцiях чи семiнарах

до виходу з друку журналiв в силу рiзних обставин складала 2–4 роки. З розширеним варiантом

дисертацiйної роботи можна ознайомитись за посиланням www.researchgate.net/publication/309679924.
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цесiв — це строго математичне поняття, яке об’єднує рiзнi математичнi

об’єкти такi, як, наприклад, кривi та поверхнi, що не мають дотичної в жо-

днiй точцi, неперервнi нiде недиференцiйовнi функцiї, сингулярнi розподiли

i т. д. [13, 8]. Останнi функцiї (функцiї зi складною локальною будовою)

утворюють множини другої категорiї Бера в деяких метричних просторах

(сингулярнi функцiї — в метричному просторi всiх неперервних монотонних

функцiй з супремум-метрикою [71], а неперервнi нiде недиференцiйовнi —

у просторi неперервних на вiдрiзку функцiй з рiвномiрною метрикою [8]),

чим i зумовлений науковий iнтерес до дослiдження вiдповiдних функцiй

iз-за доволi повiльного розвитку теорiй таких функцiй до останнього часу.

Для моделювання та дослiдження функцiй зi складною локальною бу-

довою (нiде недиференцiйовних, сингулярних, нiде немонотонних функцiй),

самоподiбних фракталiв,DP -перетворень (перетворень, що зберiгають фра-

ктальну розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича) використовуються методи, по-

будованi на використаннi рiзних систем зображень (кодувань) дiйсних чи-

сел: зi скiнченним або нескiнченним алфавiтом, моделлю числа в яких є до-

датний чи знакопочережний ряд. Необхiднiсть використання рiзних зобра-

жень дiйсних чисел особливо притаманна i в теорiї чисел для дослiдження

динамiчних систем [2], якi нерозривно пов’язанi з поняттями вiдображення

та мiри.

Яскравим прикладом зображень з нескiнченним алфавiтом є зображе-

ння, в якому моделлю числа є подання дiйсних чисел у виглядi розкладу в

ряд, члени якого є числами оберненими до натуральних (наприклад, ряди

Люрота, Енгеля, Остроградстького). Iндивiдуальний розвиток теорiй роз-

кладiв дiйсних чисел в ряд такого типу спричинив появу великої кiлькостi

нерозв’язаних задач. Вiдсутнiсть повного викладу метричної, ймовiрнiсної,

фрактальної теорiй таких зображень сприяє виявленню багатьох не дослi-

джених об’єктiв теорiй функцiй зi складною локальною будовою, динамi-

чних систем, теорiї множин, фрактальної геометрiї i т. п.
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Зародження i початок бурхливого розвитку теорiй представлення дiй-

сних чисел розкладами в нескiнченнi ряди, члени яких є рацiональними

числами, зокрема, оберненими до натуральних чисел, припадає на перiод

побудови аксiоматичної теорiї чисел, що було логiчним наслiдком в розви-

тку математичної науки в силу створених Дедекiндом, Кантором, Вейєр-

штрассом пiдходiв до викладу теорiї дiйсних чисел. Нинi отриманi науко-

вi результати чи вiдомi iдеї в теорiї представлень дiйсних чисел згадани-

ми щойно розкладами активно застосовуються в ергодичнiй, фрактальнiй,

ймовiрнiсних теорiях чисел та для побудови чiткого та повного викладу

метричної теорiї чисел, що подаються у виглядi таких розкладiв. Те чи iн-

ше представлення дiйсного числа є зручним для розв’язання певних задач

математики в залежностi вiд своїх «особливостей» (геометрiї, метричних

вiдношень, наявностi самоподiбностi i т. п.). Тому однi задачi, розв’язати

якi в термiнах одного представлення чисел важко, можна доволi просто

розв’язати в термiнах iншого представлення дiйсних чисел. Останнє легко

помiтити при конструюваннi та дослiдженнi функцiй зi складною локаль-

ною будовою певним фiксованим набором методiв.

Оскiльки теорiї сингулярних, нiде недиференцiйовних, нiде немонотон-

них функцiй за свою бiльш нiж 100-рiчну iсторiю збагачувалися лише по-

одинокими прикладами та вибiрковими дослiдженнями властивостей та-

ких функцiй, проблема побудови якнайпростiшого задання таких функцiй

залишається актуальною й досi. Крiм того, актуальними залишаються за-

дачi побудови узагальнень таких функцiй, дослiдження спецiальним чином

означених класiв функцiй, що мiстять функцiї зi складною локальною бу-

довою. Особливо хотiлося б вiдмiтити, що в переважнiй бiльшостi робiт з

даної тематики розглядаються в якостi систем зображень для конструюва-

ння таких функцiй зображення дiйсних чисел, що ґрунтуються на розкла-

дах чисел в додатнi ряди, в той час як знакопочережнi розклади майже

не використовуються. Вiдкритою залишається i задача про моделювання,
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дослiдження властивостей та закономiрностей у властивостях вiдповiдних

функцiй, що моделюються певним методом, i, аргумент яких визначений у

термiнах класичного зображення дiйсних чисел та послiдовних узагальнен-

нях цього зображення (наприклад, s-ве зображення, зображення додатним

рядом Кантора, Q̃-зображення). Деякi з розпочатих автором дисертацiй-

ного дослiдження дослiджень вiдповiдних задач мiстяться в даному дисер-

тацiйному дослiдженнi.

У 1869 роцi Георг Кантор в роботi [20] розглянув розклади чисел x ∈
∈ [0; 1] у додатнi (знакододатнi) ряди

∞∑
k=1

εk(x)

d1d2 . . . dk
, де

D ≡ (dk) — деяка фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1,

та εk(x) ∈ Adk ≡ {0, 1, . . . , dk − 1}. В [20] Кантор частково розглядає

проблему знаходження необхiдних i достатнiх умов подання рацiональних

чисел у формi таких рядiв, довiвши, що для рядiв з перiодичною послiдов-

нiстю (dk) критерiєм рацiональностi числа є перiодичнiсть послiдовностi

(εk). Також Кантором було доведено i властивiсть про те, що якщо всi чле-

ни послiдовностi (dk), починаючи з деякого номеру дiляться на деяке число

q, то в представленнi рацiональних чисел p
q елементи послiдовностi (εk), по-

чинаючи з деякого номеру, набувають значення бiльшого, нiж попереднi.

Вбачаючи перспективнiсть у використаннi зображення чисел додатним

рядом Кантора, яке є узагальненням класичного s-го зображення i частин-

ним випадком Q̃-зображення, для вивчення функцiй, перетворень i мiр зi

складною локальною будовою, доцiльно розглянути геометрiю та метри-

чну теорiю цього зображення, знайти критерiї рацiональностi числа. Також

виникає задача побудувати узагальнення нега-s-го представлення дiйсних

чисел — представлення знакопочережним рядом Кантора i знакопочере-

жний Q̃-розклад дiйсних чисел та вивчити такi представлення. На основi

постановки вказаних вище задач постає задача — вивчати взаємозв’язок
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мiж цими представленнями i застосовувати отриманi результати для по-

будови i вивчення фрактальних множин, функцiй зi складною локальною

будовою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана в Iнститутi математики НАН України у рамках дослi-

джень математичних об’єктiв зi складною локальною будовою, що прово-

дяться у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України

та на кафедрi вищої математики НПУ iменi М. П. Драгоманова. Резуль-

тати, опублiкованi в джерелах, що зазначенi у списку публiкацiй автора

даного дисертацiйного дослiдження, вiдповiдають тематицi, зокрема, та-

ких науково-дослiдних тем:

— «Фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр» (№ державної ре-

єстрацiї 0111U000053);

— «Системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i фра-

ктали» (№ державної реєстрацiї 0113U003009);

— «Фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локаль-

ною будовою» (№ державної реєстрацiї 0107U000583);

— «Двiйкове кодування дiйсних чисел та фрактали» (№ державної ре-

єстрацiї 0110U001279).

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дисертацiйного дослi-

дження є кодування (зображення) дiйсних чисел за допомогою рядiв Кан-

тора (додатним чи знакопочережним), частиннi випадки останнього коду-

вання (s-ве, нега-s-ве зображення, розклад числа в нега-s-ий ряд Кантора,

змiшаний s-ий ряд), узагальнення (Q̃-зображення, подання чисел у виглядi

знакопочережного Q̃-розкладу, нега-Q̃-представлення) та їх застосування

до побудови i дослiдження фрактальних множин, функцiй зi складною ло-

кальною будовою.

Предметом дослiдження є: тополого-метрична теорiя та геометрiя пред-
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ставлень дiйсних чисел рядами Кантора, знакопочережним Q̃-розкладом,

нега-Q̃-представлення; тополого-метричнi та фрактальнi властивостi мно-

жин спецiального типу, визначених у термiнах представлення дiйсних чи-

сел частинними випадками рядiв Кантора; рiзнi властивостi функцiй зi

складною локальною будовою, аргумент i значення яких визначенi в тер-

мiнах рiзних зображень дiйсних чисел (рядами Кантора, їх частинними

випадками чи узагальненнями).

Мета дослiдження — розвиток тополого-метричної теорiї та вивчен-

ня систем кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом, поглиблення

теорiй сингулярних, нiде немонотонних та нiде недиференцiйовних функцiй

на основi узагальнень вiдомих функцiй, знаходження нових фрактальних

множин, а також класiв функцiй зi складною локальною будовою, вдоско-

налення апарату для задання таких функцiй.

Основнi завдання дослiдження:

— довести факт, що довiльне число з деякого вiдрiзка можна подати

у виглядi розкладу в знакопочережний ряд Кантора, знайти кiль-

кiсть таких представлень i розробити основи метричної теорiї чисел,

зображених знакопочережними рядами Кантора;

— дослiдити властивостi множини неповних сум знакопочережного

ряду Кантора;

— розробити основи метричної теорiї чисел, зображених у виглядi роз-

кладу в ряд

−ai1,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)nain,n

n−1∏
j=1

qij ,j

]
,

та згенерувати знакопочережне нега-Q̃-зображення, яке є системою

кодування при довiльнiй фiксованiй матрицi Q̃, властивостi елемен-

тiв котрої описано вище (тобто, без будь-яких додаткових умов, що

накладаються на елементи матрицi Q̃), побудувати основи тополого-

метричної теорiї цього зображення;



28

— вивчити взаємозв’язок представлень дiйсних чисел знакопочережним

та додатним рядами Кантора, його застосування до моделювання

функцiй, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича. Роз-

глянути властивостi оператора зсуву цифр представлення числа

знакопочережним рядом Кантора та вивчити застосування опера-

торiв зсуву символiв (цифр) представлення числа рядом Кантора

та Q̃-представлення до розв’язання рiзних математичних проблем,

зокрема — моделювання об’єктiв зi складною локальною будовою;

— знайти критерiї рацiональностi представлення дiйсних чисел дода-

тним та знакопочережним рядами Кантора;

— вивчити тополого-метричнi, фрактальнi властивостi нових множин

спецiального типу, в поданнi елементiв яких у виглядi рядiв Канто-

ра спецiального виду (s-ве, нега-s-ве представлення, змiшаний s-ий

ряд, нега-s-ий ряд Кантора) накладається певна залежнiсть (зокре-

ма, функцiональна) на вживання символiв (цифр). Вивчити фра-

ктальнi властивостi довiльної множини, яка мiстить всi можливi

числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-му) зобра-

женнi яких вживаються набори цифр лише з фiксованої множини

Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв s-их цифр;

— вивчити функцiї з класу нових функцiй, заданих перетворювачами

цифр або комбiнацiй цифр зображення аргументу, та, аргумент i

значення яких визначенi у термiнах s-го або нега-s-го зображень;

— побудувати та дослiдити функцiї, аргумент яких визначений у тер-

мiнах зображення чисел рядами Кантора (додатними, знакопочере-

жними), нега-Q̃-зображення, i, аналiтичне задання яких є узагаль-

ненням аналiтичного задання класичної функцiї Салема.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи математи-

чного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї мiри, фрактального
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аналiзу, метричної теорiї чисел, теорiї ймовiрностей.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi ре-

зультати, що виносяться на захист:

— показано, що кодування чисел, яке встановлюється через розклад

числа в знакопочережний ряд Кантора має нульову надлишковiсть

(довiльне число з деякого вiдрiзка можна подати у формi розкла-

ду в знакопочережний ряд Кантора, причому лише числа iз деякої

злiченної множини мають два рiзних зображення знакопочережним

рядом Кантора, а решта — єдине зображення), розроблено осно-

ви метричної теорiї чисел, зображених знакопочережними рядами

Кантора;

— детально вивчено тополого-метричнi властивостi множини непов-

них сум знакопочережного ряду Кантора;

— введено в розгляд i розроблено основи метричної теорiї чисел, що

подаються у виглядi знакопочережного Q̃-розкладу

−ai1,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)nain,n

n−1∏
j=1

qij ,j

]
,

вивчено умови приналежностi останнього представлення до систем

кодувань. Як доповнення до основних результатiв, що стосуються

узагальнень представлення чисел знакопочережним рядом Канто-

ра, та, як допомiжний результат для дослiджень узагальнень фун-

кцiї Салема, згенеровано знакопочережне нега-Q̃-зображення чисел

з [0; 1] та розроблено основи тополого-метричної теорiї цього зобра-

ження;

— вивчено взаємозв’язок кодувань дiйсних чисел за допомогою зна-

копочережних i додатних рядiв Кантора та розглянуто функцiї,

що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, i, моделюван-

ня яких ґрунтується на цьому взаємозв’язку. Описано властивостi
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оператора зсуву цифр знакопочережного ряду Кантора i введено

поняття узагальненого оператора зсуву цифр представлення. Опе-

ратори зсуву представлення чисел додатним рядом Кантора та Q̃-

представлення застосовано для задання нескiнченними системами

функцiональних рiвнянь функцiй зi складною локальною будовою;

— у термiнах оператора зсуву цифр представлення чисел рядом Кан-

тора (додатним, знакопочережним) сформульовано критерiї рацiо-

нальностi числа, що подається у виглядi такого ряду. Зокрема, для

випадку додатного ряду Кантора сформульовано i доведено як основ-

ний результат (для випадку довiльної послiдовностi (dn)), так i ряд

його наслiдкiв;

— введено в розгляд множини, в поданнi елементiв яких у формi ря-

дiв Кантора спецiального виду (змiшаний s-ий ряд, s-ве, нега-s-ве

представлення) накладається певна функцiональна залежнiсть на

вживання символiв i детально вивчено тополого-метричнi та фра-

ктальнi властивостi таких множин. Зокрема, дослiджено властиво-

стi цилiндрiв, доведено, що дослiджуванi множини є континуальни-

ми, нiде не щiльними, досконалими множинами нульової мiри Лебе-

га та самоподiбними фракталами, вказано рiвняння, що їх задоволь-

няють значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича дослiджуваних

множин. Вивчено фрактальнi властивостi деяких множин, елемен-

ти яких подаються у виглядi розкладiв в нега-s-ий ряд Кантора.

Сформульовано i доведено теорему про фрактальнi властивостi до-

вiльної множини, яка мiстить всi можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або

[− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-му) зображеннi яких вживаються на-

бори цифр лише з фiксованої множини Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв
s-их цифр;

— введено в розгляд i дослiджено функцї з одного класу Λs функцiй,

кожна з яких задана певним перетворювачем цифр або комбiнацiй



31

цифр зображення аргументу, та, аргумент i значення якої визначенi

у термiнах s-го чи нега-s-го зображення. Доведено, що усi функцiї з

цього класу функцiй, крiм y = −s−1
s+1−x, y = 1−x i y = x, є неперерв-

ними майже скрiзь та нiде недиференцiйовними. Показано, що зна-

чення iнтеграла Лебега довiльної функцiї по її областi визначення

дорiвнює 1
2 та значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича графiка

довiльної функцiї з Λs дорiвнює 1. Вивчено фрактальнi властивостi

множин iнварiантних точок деяких функцiй (композицiєю котрих

можна визначити довiльну функцiю з Λs). Бiльш детально вивчено

на прикладi однiєї функцiї з Λ3 властивостi та рiзнi форми задання

таких функцiй у термiнах трiйкового зображення;

— побудовано узагальнення класичної функцiї Салема (точнiше, уза-

гальнення аналiтичного задання класичної функцiї Салема), аргу-

мент яких визначено в термiнах зображення дiйсних чисел рядами

Кантора (знакододатними, знакопочережними), нега-Q̃-зображення.

Вивчено властивостi дослiджуваних функцiй (неперервнiсть, дифе-

ренцiальнi, iнтегральнi властивостi та iн.).

Всi одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має тео-

ретичний характер. Отриманi результати можуть бути використаними в

дослiдженнях iз загальної теорiї сингулярних мiр, теорiї фракталiв, пере-

творень, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича,

для вивчення тополого-метричних i фрактальних властивостей об’єктiв зi

складною локальною будовою. Запропонованi в дисертацiї методи можуть

бути корисними при дослiдженнi функцiй зi складною локальною будо-

вою. Результати дослiдження є внеском у теорiю функцiй дiйсної змiнної,

зокрема, теорiї сингулярних, нiде немонотонних та нiде недиференцiйовних

функцiй, фрактальну геометрiю, метричну теорiю чисел.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати отриманi та майже

усi задачi поставленi автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати даного дисертацiй-

ного дослiдження доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та

наукових семiнарах. Конференцiї:

— Друга мiжунiверситетська наукова конференцiя з математики та

фiзики для студентiв та молодих науковцiв, Київ, 28–29 квiтня 2011 р.;

— Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка

М. Кравчука, Київ, 19–21 квiтня 2012 р.;

— Мiжнародна конференцiя «Динамiчнi системи та їх застосування»,

Київ, 16–18 травня 2012 р.;

— International Conference on Algebra dedicated to 100th anniversary of

S. M. Chernikov, Kyiv, August 20–26, 2012;

— International Conference «Modern Stochastics: Theory and Applicati-

ons III» dedicated to 100th anniversary of B. V. Gnedenko and 80th

anniversary of M. I. Yadrenko, Kyiv, September 10–14, 2012;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», Київ, 13–14 грудня 2012 р.;

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з

математики та фiзики, Київ, 25–27 квiтня 2013 р.;

— Fifth International Conference on Analytic Number Theory and Spatial

Tessellations, Kyiv, September 16–20, 2013;

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiвняння,

обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи

механiки» до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента

НАН України Положого Георгiя Миколайовича, Київ, 23–24 квiтня

2014 р.;

— International Conference «Probability, Reliability and Stochastic Opti-
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mization», Kyiv, April 7–10, 2015;

— Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики, Київ, 23–25 квiтня 2015 р.;

— Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Київ, 3–6 червня

2015 р.

З листопада 2010 року автором дисертацiйного дослiдження було про-

ведено наступнi доповiдi на таких семiнарах:

1. Семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України (ке-

рiвник: с. н. с., д. ф.-м. н. С. I. Максименко). Мiсце проведення:

Iнститут математики НАН України. Дати проведення:

— 28.10.2015 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за

матерiалами кандидатської дисертацiї).

— 04.11.2015 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (про-

довження, за матерiалами кандидатської дисертацiї).

— 11.05.2016 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (про-

довження, за матерiалами кандидатської дисертацiї).

2. Київський семiнар з функцiонального аналiзу (керiвники: акад. НАН

України, проф., д. ф.-м. н., гол. н. с. Ю. М. Березанський; чл.-

кор. НАН України, проф., д. ф.-м. н. М. Л. Горбачук; чл.-кор. НАН

України, проф., д. ф.-м. н. Ю. С. Самойленко). Дата проведення:

11.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН Украї-

ни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження матема-

тичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

кандидатської дисертацiї).

3. Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (керiв-

ник: чл.-кор. НАН України, проф., д. ф.-м. н. Ю. А. Дрозд). Дата
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проведення: 17.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики

НАН України. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження

математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерi-

алами кандидатської дисертацiї).

4. Семiнар вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу Iнститу-

ту математики НАН України (керiвник: проф., д. ф.-м. н. Ю. Б. Зе-

лiнський). Дата проведення: 17.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнсти-

тут математики НАН України. Тема: «Ряди Кантора як засiб зада-

ння i дослiдження математичних об’єктiв з фрактальними власти-

востями» (за матерiалами кандидатської дисертацiї).

5. Семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь i теорiї коливань Iнститу-

ту математики НАН України (керiвник: акад. НАН України, проф.,

д. ф.-м. н., директор iнституту А. М. Самойленко). Дата прове-

дення: 14.12.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН

України. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження мате-

матичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

кандидатської дисертацiї).

6. Семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Украї-

ни (керiвник: проф., д. ф.-м. н. А. С. Романюк). Дата проведення:

22.01.2016 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН Украї-

ни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження матема-

тичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

кандидатської дисертацiї).

7. Семiнар2 з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН Укра-

їни та НПУ iм. М. П. Драгоманова (керiвник: проф., д. ф.-м. н.

М. В. Працьовитий). Мiсце проведення: Iнститут математики НАН

України або НПУ iменi М. П. Драгоманова. Дати проведення:
2Архiв доповiдей доступний за посиланням:

http://www.imath.kiev.ua/events/index.php?seminarId=21&archiv=1
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а) 29.09.2011 р. Тема: «Основнi тополого-метричнi властивостi однi-

єї множини чисел, визначеної s-адичним зображенням з обмеже-

ннями».

б) 16.02.2012 р. Тема: «Основнi тополого-метричнi властивостi однi-

єї множини, заданої нега-s-адичним та s-адичним зображенням

з параметром, та її використання».

в) 21.02.2013 р. Тема: «Про деякi застосування зображень чисел

рядами Кантора».

г) 05.09.2013 р. Тема: «Представлення дiйсних чисел знакопочере-

жними рядами Кантора».

д) 27.02.2014 р. Тема: «Розмiрнiсть Хаусдорфа одного класу мно-

жин, визначених у термiнах представлення дiйсних чисел ряда-

ми Кантора».

е) 16.10.2014 р. Тема: «Задання системами функцiональних рiв-

нянь класу функцiй, представлених рядами Кантора».

є) 30.10.2014 р. Тема: «Полiосновне знакододатне та знакопочере-

жне Q̃-представлення та їх застосування для задання функцiй

системами функцiональних рiвнянь».

ж) 28.09.2017 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАНУкра-

їни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження мате-

матичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерi-

алами кандидатської дисертацiї).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено в 10 статтях [1a]-

[10a] та одному препринтi [11a]. Статтi [1a]–[7a] та [9a] опублiкованi у ви-

даннях, що внесенi до перелiку наукових фахових видань України ([9a] —

у мiжнародному науковому виданнi), з них [4a] — збiрник наукових праць

учасникiв мiжнародної конференцiї (даний випуск журналу мiстить ро-

боти учасникiв Мiжнародної наукової конференцiї з алгебри, присвяче-
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ної 100-рiччю вiд дня народження С. М. Чернiкова). Статтi [8a] та [10a]

опублiковано у виданнях iнших держав. Чотири статтi ([7a]–[10a]) опу-

блiковано у виданнях, що входять до мiжнародних наукометричних баз

(Web of Science, Scopus, Google Scholar, MathSciNet (Mathematical Reviews),

Zentralblatt MATH).

Додатково матерiали даного дисертацiйного дослiдження вiдображено

в чотирьох препринтах [12a]—[15a], з них: препринти [13a]—[15a] стосуються

огляду лiтератури, а препринт [12a]— подальших наукових дослiджень3, якi

ґрунтуються на наукових дослiдженнях, проведених в данiй дисертацiйнiй

роботi. Також матерiали даної дисертацiйної роботи додатково вiдображено

в матерiалах 12 конференцiй [16a]- [27a], з них [27a] та [16a] стосуються,

вiдповiдно, узагальнень дослiджень та отримання допомiжного результату,

вказаного для повноти викладу в оглядi лiтератури.

Змiст (структура) роботи. Дисертацiйна робота складається з ано-

тацiї, змiсту, перелiку скорочень i умовних позначень на двi сторiнки, всту-

пу, п’яти роздiлiв, розбитих на пункти та пiдпункти, висновкiв, списку ви-

користаних джерел, списку публiкацiй автора та одного додатка. Загаль-

ний обсяг роботи – 209 сторiнок, основний текст роботи викладено на 164

сторiнках. Список використаних джерел налiчує всього 71 найменування,

список публiкацiй автора — 27.

3Вiдповiднi дослiдження, що є узагальненнями дослiджень, проведених в данiй дисертацiйнiй

роботi, були затвердженi у запитi на вiдкриття наукової роботи за вiдомчою тематикою вiддi-

лу фрактального аналiзу Iнституту математики Нацiональної академiї наук України на 2016–

2020 рр. Останнiй запит успiшно пройшов конкурс i вiдповiднi дослiдження були затвердже-

нi для виконання у перiод з 2016 до 2020 року в Iнститутi математики НАН України. Про-

ект «Generalizations of classical representations of real numbers and their applications» доступний

за посиланням: https://www.researchgate.net/project/Generalizations-of-classical-representations-of-real-

numbers-and-their-applications
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА КЛЮЧОВI ПОНЯТТЯ

ДОСЛIДЖЕННЯ

У даному роздiлi здiйснюється огляд лiтератури, розглядаються клю-

човi математичнi поняття дослiдження. Зокрема, розглядаються представ-

лення дiйсних чисел додатними рядами Кантора, s-ве, Q̃-представлення.

Формулюються означення операторiв зсуву цифр цих представлень.

1.1. Додатнi ряди Кантора, їх частиннi випадки та

узагальнення

Означення 1.1. Подання числа x0 ∈ [0; 1] у виглядi наступного ряду

x0 =
α1

s
+
α2

s2
+ . . .+

αn
sn

+ . . . ≡ ∆s
α1α2...αn...

, (1.1)

де s — фiксоване натуральне число, бiльше 1, αn ∈ A, називається s-им

представленням числа x0, а символiчний запис ∆s
α1α2...αn...

— s-им зобра-

женням числа x0.

Довiльне число з вiдрiзка [0; 1] має не бiльше двох s-их зображень, при-

чому два зображення (одне мiстить перiод (0), а друге — перiод (s − 1))

мають лише числа виду x0 = ∆s
α1α2...αn−1αn(0) = ∆s

α1α2...αn−1[αn−1](s−1) iз злiчен-

ної пiдмножини вiдрiзка [0; 1]. Такi числа називають s-во-рацiональними,

а решту — s-во-iррацiональними [8, с. 20].

Розглянемо розклад довiльного числа x0 ∈
[
− s
s+1 ; 1

s+1

]
в ряд виду

α1

−s
+

α2

(−s)2
+

α3

(−s)3
+ . . .+

αn
(−s)n

+ . . . , де αn ∈ A. (1.2)
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Ввiвши деякi поправки, ряд (1.2) зведемо до розкладу виду

s

s+ 1
+
α1

s
− α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
(−1)n+1 + . . . (1.3)

числа x0 ∈ [0; 1].

Кожен з розкладiв (1.2), (1.3) є нега-s-им представленням числа x0.

Вiдповiдно, запис ∆−sα1α2...αn...
подання числа x0 у виглядi розкладу в ряд

(1.2) або (1.3) називається нега-s-им зображенням числа x0. Два рiзних

нега-s-их зображення ∆−sα1α2...αn−1αn([s−1]0) = ∆−sα1α2...αn−1[αn−1](0[s−1]) мають ли-

ше числа iз деякої злiченної множини, якi називаються нега-s-во-рацiональни-

ми. Решта чисел називається нега-s-во-iррацiональними. Вони мають єдине

нега-s-ве зображення.

У 1869 роцi, як уже зазначалося, Г. Кантор подав iдею про можливiсть

подання будь-якого числа з вiдрiзка [0; 1] у виглядi розкладу в ряд вигляду

ε1

d1
+

ε2

d1d2
+ . . .+

εn
d1d2 . . . dn

+ . . . , (1.4)

де (Adn) — послiдовнiсть множин Adn, згенерована послiдовнiстю D ≡ (dn),

та εn ∈ Adn для всiх натуральних чисел n (n ∈ N).

Означення 1.2. Сума (1.4) називається числовим додатним (або зна-

кододатним) рядом Кантора. Число dn називається n-им елементом, а

число εn — n-ою цифрою розкладу (1.4).

Теорема 1.1 ([12]). Для довiльного числа x з вiдрiзка [0; 1] iснує по-

слiдовнiсть (εn) така, що x можна подати у формi розкладу в ряд (1.4).

Означення 1.3. Подання числа x ∈ [0, 1] у виглядi розкладу в ряд

(1.4) називається представленням числа x додатним рядом Кантора або

D-представленням числа x. Представлення числа x рядом Кантора (1.4)

позначається x = ∆D
ε1ε2...εn...

. Символiчний запис ∆D
ε1ε2...εn...

називається зо-

браженням числа x додатним рядом Кантора або D-зображенням x.

Означення 1.4. Числа, зображення яких рядом Кантора мiстять пе-

рiод (0), називаються D-рацiональними числами. Загалом, D-рацiональнi
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числа мають два рiзних зображення рядом Кантора. Тобто,

∆D
ε1ε2...εn−1εn(0) = ∆D

ε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1][dn+3−1]....

Решта чисел з [0; 1] мають єдине зображення додатним рядом Кантора i

називаються D-iррацiональними числами.

Нехай маємо матрицю Q̃ = ‖qi,j‖, де i = 0,mj, mj ∈ N 0
∞ ≡ N ∪ {0,∞}

та j = 1, 2, . . . , елементи якої володiють наступними властивостями:

1◦. qi,j > 0;

2◦. ∀j ∈ N :

mj∑
i=0

qi,j = 1;

3◦. ∀(ij), ij ∈ Z0 :
∞∏
j=1

qij ,j = 0,

де Z0 = N ∪ {0}.

Теорема 1.2 ([8, с. 87-89]). Для будь-якого x ∈ [0; 1) iснує послiдов-

нiсть (ik(x)), ik(x) ∈ N 0
mk
≡ {0, 1, . . . ,mk}, така, що

x = ai1(x),1 +
∞∑
k=2

[
aik(x),k

k−1∏
j=1

qij(x),j

]
. (1.5)

Означення 1.5. Подання числа x у виглядi (1.5) називається Q̃-пред-

ставленням числа x i позначається x = ∆Q̃
i1(x)i2(x)...ik(x).... Останнє позначе-

ння називається Q̃-зображенням числа x. Число ik(x) називається k-им

Q̃-символом x.

У випадку, колиmj <∞ для всiх j > j0 ∈ N (j0 —деяке число), iснують

числа, якi мають два рiзних Q̃-зображення, одне з яких мiстить перiод (0):

∆Q̃
i1i2...in−1in(0) = ∆Q̃

i1i2...in−1[in−1]mn+1mn+2mn+3...
.

У випадку, коли для всiх j ∈ N qi,j = 1
dj
, де i = 0, dj − 1, Q̃-представлення

набуває вигляду D-представлення.
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Зауваження 1.1. Цiлком очевидно, що Q̃-представлення дiйсних чисел

є узагальненням β-розкладу (s-го представлення, де 1 < s = β ∈ R, R —

множина дiйсних чисел). Поняття останнього представлення було введене

A. Rényi у роботi [63] в 1957 роцi.

Хоча поняття нега-s-го представлення було введене, мабуть [27], у стат-

тi [30], опублiкованiй у 1885 роцi, поняття (−β)-розкладу (нега-s-го пред-

ставлення, де 1 < s = β ∈ R), вперше зустрiчається у статтi [42] Shunji Ito

i Taizo Sadahiro, опублiкованiй у 2009 роцi. В останнiй статтi вивчаються

деякi фундаментальнi властивостi дослiджуваної нової системи кодування.

Бiльшiсть з цих властивостей виявились аналогiчними вiдповiдним власти-

востям β-розкладiв, однак часто — бiльш складнiшими.

Переваги системи числення з вiд’ємною основою, наприклад, пов’язанi

з тим, що як додатнi, так i вiд’ємнi числа можуть бути представленi не-

вiд’ємними цифрами без необхiдностi зазначення знаку числа. Вивченню

подання дiйсних чисел в позицiйнiй системi числення з вiд’ємною основою

присвячено чимало статей (див., наприклад, [27, 54, 17]). Дослiдженням

(−β)-розкладiв дiйсних чисел займалися, зокрема, такi автори: P. Ambrož,

D. Dombek, Ch. Frougny, S. Ito, A. Ch. Lai, , Z. Masáková, E. Pelantová,

T. Sadahiro, T. Vávra.

Пункт 5.1 даної дисертацiйної роботи присвячено моделюванню та до-

слiдженню узагальнення (−β)-розкладу дiйсних чисел, а пункт 2.1 — уза-

гальненню нега-s-го представлення дiйсних чисел.

У випадку, коли Q̃ = Q = {q0, q1, . . . , qs−1}, отримаємоQ-представлення

дiйсних чисел з вiдрiзка [0; 1]:

aα1
+
∞∑
n=2

[
aαn

n−1∏
j=1

qαj

]
≡ ∆Q

α1α2...αn...
. (1.6)

Слiд звернути увагу, що залежно вiд змiсту чисел qi, де i = 0, s− 1,

ряд (1.6) може бути не тiльки аналiтичним поданням чисел, але й аналi-
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тичним виразом функцiї. Наприклад, останнiй ряд є функцiєю розподiлу

випадкової величини η = ∆s
ξ1ξ2...ξn...

[8, с. 82-83], для якої s-вi цифри ξn є

випадковими та P{ξn = αn} = qαn для довiльного n ∈ N.

1.2. Зображення рацiональних та iррацiональних чисел

рядами Кантора

Дослiдженням задання1 рацiональних чисел рядами Кантора займало-

ся чимало авторiв, серед яких: Diananda P. A., Oppenheim A., Erdös P.,

Hančl J., Straus E. G., Rucki P.,Tijdeman R., Kuhapatanakul P., Laohakosol V.,

Mance B., Marques D., Pingzhi Yuan.

Зазначимо, що чимало праць (наприклад, [66, 31, 34, 32, 35]) присвяче-

но дослiдженню умов рацiональностi чи iррацiональностi розкладiв дiйсних

чисел у ряд Кантора вигляду (1.4), для якого послiдовностi (εn) та (dn) є по-

слiдовностями цiлих чисел (у деяких працях, наприклад, [34, 66, 26, 32, 48]

на (dn) накладається обмеження про те, що для всiх n ∈ N справджує-

ться умова 1 < dn ∈ Z), але досить багато статей присвячено дослiджен-

ню вiдповiдної задачi як для розглядуваних у дисертацiйному дослiдженнi

додатних рядiв Кантора [20, 21, 46, 57], так i для рядiв Кантора спецiаль-

ного вигляду [36, 38, 37, 34], зокрема, — рядiв Ахмеса (ряд (1.4), у якому

εn = const = 1 для всiх n ∈ N) [21, 35, 25].

У [21, 31, 32, 34, 35, 36, 26, 57, 66] дослiджувалися критерiї рацiональ-

ностi (iррацiональностi) зображення чисел розкладами в ряд Кантора, а в

[26, 21, 34, 46, 57, 66] — достатнi умови рацiональностi (iррацiональностi).

Зокрема, проблему задання рацiональних та iррацiональних чисел за пев-

них умов, що накладаються на послiдовностi (dn) i (εn) було розглянуто

в [20, 26, 31, 32, 34, 46, 57, 66], у той час як результатiв дослiдження цiєї
1Додатково з оглядом лiтератури, що стосується дослiдження зображення рацiональних чисел ря-

дами Кантора можна ознайомитись в препринтi [14a].
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задачi для випадку довiльностi послiдовностi (dn) дуже мало [21, 34, 66].

Зауважимо, що у декiлькох статтях розглядаються умови (що накла-

даються на послiдовностi (dn) i (εn)), за яких умовами (достатнiми, необ-

хiдними i достатнiми) зображення рацiональних чисел рядом Кантора є

або скiнченний розклад числа [46, 32], або умова εn
dn−1 = const для всiх n,

бiльших деякого n0 [21, 34, 66].

У [21] P. H. Diananda та A. Oppenheim довели такий критерiй, форму-

лювання якого є подiбним до формулювання теореми 2.11.

Теорема 1.3. Необхiдною i достатньою умовою того, що число x,

представлене у виглядi розкладу в ряд (1.4), було рацiональним, є iсну-

вання чисел h, k, де (h, k) = 1, 0 6 h 6 k та N ∈ Z таких, що умова

Ai = h
k(Bi − 1) виконується для всiх i > N .

У цiй теоремi

x = X = A0 +
A1

B1
+

A2

B1B2
+ . . .+

An

B1B2 . . . Bn
+ . . . ,

де A0 = ε0 — цiла частина x, Bi > 2, 0 6 Ai 6 Bi − 1, B1 = d1d2 . . . di1,

B2 = di1+1di2+1 . . . di1+i2, . . . ,

ε1

d1
+

ε2

d1d2
+ . . .+

εi1
d1d2...di1

=
A1

B1
.

Iз кiлькостi множникiв, наприклад, в B2 = di1+1di2+1 . . . di1+i2 випливає, що

у [21] використовувалась послiдовнiсть, вiдмiнна вiд послiдовностi (in) (для

якої ϕ̂in(x) = const при доведеннi теореми 2.11). Крiм того, в теоремi 2.11

вказано всi можливi значення сталої hk .

У [21] вiдзначено цiкавiсть теореми 1.3 для таких випадкiв:

— послiдовнiсть (dn) є такою, що d1d2 . . . dn
... q для будь-якого цiлого

числа q (q ∈ Z) i всiх великих n;

— (dn) — перiодична послiдовнiсть.

В останнiй статтi без доведення зазначено, що в першому випадку для

зображення рацiонального числа x (x ∈ Q) додатним рядом Кантора не-
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обхiдно i достатньо, щоб εn = 0 або εn = dn − 1 (n > n0). У другому

випадку x ∈ Q тодi i тiльки тодi, коли (dn) — строго перiодична. Останнє

твердження було доведене Кантором в [20]. Важко не помiтити взаємозв’я-

зок наслiдку теореми 1.3 для першого випадку i теореми 2.8 про критерiй

D-рацiональностi, достатню умову якого було доведено Кантором у [20].

Автором дисертацiйного дослiдження дану умову було переформульовано,

спрощено її доведення та доведено необхiдну умову D-рацiональностi.

У [34] J. Hančl, R. Tijdeman за допомогою використання поняття су-

ми SN =
∑∞

n=N
εn

dN ...dn
(поняття оператора зсуву (N − 1)-го порядку цифр

представлення) сформулювали умови iррацiональностi числа, поданого у

виглядi розкладу (1.4), де послiдовностi (dn) i (εn) — послiдовностi цiлих

чисел з dn > 1 для всiх n ∈ N. Зокрема, у [34] зазначено, що сума (1.4)

дорiвнює рацiональному числу, якщо εn
dn−1 = const для всiх n, бiльших де-

якого n0. Частково остання стаття присвячена вивченю властивостей, яки-

ми повиннi володiти послiдовностi (dn) i (εn), щоб критерiєм рацiональ-

ностi була умова εn
dn−1 = const. Зокрема, розглядаються випадки, коли:

lim infn→∞

(
εn+1

dn+1
− εn

dn

)
= 0, εn = o(dn−1dn), εn+1 − εn = o(dn−1dn). Серед

отриманих в цiй статтi результатiв можна вiдмiтити наступнi.

Лема 1.1 ([34]). Якщо S =
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
= r

q для деяких r ∈ Z, q ∈ N,

тодi qSN ∈ Z для всiх N ∈ N.

Твердження 1.1 ([34]). Якщо (Sn) — обмежена знизу послiдовнiсть

i для будь-якого ε > 0 маємо Sn+1 − Sn < ε для n > n0(ε), тодi S =

=
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
∈ Q тодi i тiльки тодi, коли εn

dn−1 = const для N > N0.

Наслiдок 1.1 ([34]). Якщо (εn) — послiдовнiсть натуральних чисел

така, що εn+1 − εn = o(n), то
∑∞

n=1
εn
n! ∈ Q тодi i тiльки тодi, коли

εn
n−1 = const для n > n1.

Теорема 1.4 ([34]). Нехай (dn) — монотонна послiдовнiсть нату-

ральних чисел, що володiє властивiстю εn = o(d2
n). Тодi

∑∞
n=1

εn
d1d2...dn

∈ Q
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тодi i тiльки тодi, коли εn
dn−1 = const для n > n0.

Теорема 1.5 ([34]). Нехай (dn) — необмежена монотонна послiдов-

нiсть додатних чисел. Тодi
∑∞

n=1
n

d1d2...dn
∈ Q тодi i тiльки тодi, коли

n
dn−1 = const для n > n0.

Результати, отриманi у [34], узагальнили i пiдкоректували в [66] Robert

Tijdeman та Pingzhi Yuan. Зокрема, узагальнено результати, що стосуються

випадкiв, коли εn = n, dn →∞, i, коли dn = n, εn+1−εn = O(n). Показано,

що в системi умов εn = o(d2
n) , εn > 0, εn+1 − εn < εdn для n > n1(ε) умо-

вою εn = o(d2
n) можна знехтувати, i, при цьому критерiєм рацiональностi

залишатиметься умова εn
dn−1 = const для всiх n > n0. Зокрема:

Теорема 1.6 ([66]). Нехай (dn) — монотонна послiдовнiсть нату-

ральних чисел, бiльших 1, та (εn) — послiдовнiсть цiлих чисел така,

що εn+1 − εn = o(dn+1). Тодi
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
∈ Q тодi i тiльки тодi, ко-

ли εn
dn−1 = const з деякого n0.

У цiй статтi формулюються й iншi тереми про умови, що задовольняють

послiдовностi натуральних чисел (dn) i (εn), щоб
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
∈ Q тодi

i тiльки тодi, коли εn
dn−1 = const з деякого n0. Крiм того, доведено таке

твердження.

Теорема 1.7 ([66]). Нехай (dn) — послiдовнiсть натуральних чисел,

бiльших 1, таких, що εn = O(dn) i limn→∞
εn
dn

= α ∈ I (α — iррацiональне

число). Тодi
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
∈ I.

Останнє твердження, але з умовою 0 6 εn < dn замiсть εn = O(dn) було

доведено в [57].

Зазначимо, що в [66] при доведеннях використовувались такi позна-

чення: для пiдпослiдовностi (nk) натуральних чисел n0 = 1, ε∗k = εnk−1 +

εnk−2dnk−1 + . . .+εnk−1
dnk−1dnk−2 . . . dnk−1+1, а також d∗k = dnk−1dnk−2 . . . dnk−1

.
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Тодi, для k = 1, 2, 3, . . .

S =
∞∑
k=1

ε∗k
d∗1d

∗
2 . . . d

∗
k

, Snk =
k∑
j=1

ε∗j
d∗1d

∗
2 . . . d

∗
j

, Rnk =
∞∑

j=k+1

ε∗j
d∗k+1d

∗
k+2 . . . d

∗
j

.

Для ряду Кантора (1.4), де (dn) i (εn) — послiдовностi цiлих чисел з

dn > 0 для всiх n ∈ N, що ряд (1.4) збiжний, справедливими є наступнi

твердження.

Лема 1.2 ([66]). Якщо iснує пiдпослiдовнiсть (nk) натуральних чисел

така, що Rnk = Rnk+1
для k = 1, 2, . . . , тодi S ∈ Q.

Твердження 1.2 ([66] ). Якщо послiдовнiсть (Rn) обмежена знизу

та iснує пiдпослiдовнiсть (nk) натуральних чисел, що Rnk+1
− Rnk < ε

для k > k0(ε), то S ∈ Q тодi i тiльки тодi, коли Rnk = Rnk+1
для всiх

великих k.

Особливiстю дослiдження, яке провiв у [57] A. Oppenheim, є вивчення

(в переважнiй бiльшостi) достатнiх умов iррацiональностi чисел, що пода-

ються не тiльки у виглядi розкладiв в ряд (1.4), а й у виглядi знакозмiнного

ряду (1.4) такого, що |εi| < di− 1 для i = 1, 2, 3, . . . , а також εmεn < 0 для

деяких m > i та n > i, коли i — будь-яке фiксоване цiле число. В цiй статтi

дослiдження проводиться на основi використання деяких результатiв з [20],

а саме — достатньої умови iррацiональностi числа x, що подається у вигля-

дi ряду (1.4), а також вивчення границi вiдношення cin = εin
din

при n → ∞,

де (in) — деяка пiдпослiдовнiсть натуральних чисел, та сум виду

xin =
εin
din

+
εin+1

dindin+1
+

εin+2

dindin+1din+2
+ . . . .

Серед результатiв, отриманих в [57], можна видiлити наступний.

Лема 1.3. Число x, задане у виглядi розкладу в збiжний ряд (1.4),

де dn i εn — цiлi числа, буде iррацiональним тодi i тiльки тодi, коли для

кожного q ∈ N можна знайти число r ∈ Z та пiдпослiдовнiсть (in) такi,
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що
r

q
< xin <

r + 1

q
, n = 1, 2, 3, . . . .

В [26] P. Erdös, E. G. Straus вивчили критерiї представлення рацiональ-

них чисел розкладами в ряди Кантора спецiального вигляду.

Теорема 1.8 ([26]). Нехай (εn) — послiдовнiсть цiлих чисел, (dn) —

послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1 для всiх великих n, та

limn→∞
|εn|

dn−1dn
= 0. Тодi

∑∞
n=1

εn
d1d2...dn

∈ Q тодi i тiльки тодi, коли iснують

B ∈ N i послiдовнiсть (cn) цiлих чисел такi, що для всiх великих n:

Bεn = cndn − cn+1, |cn+1| < dn
2 .

Теорема 1.9 ([26]). Нехай pn — n-те просте число i (dn) — монотон-

на послiдовнiсть натуральних чисел, що задовольняють умови limn→∞
pn
d2
n

=

= 0, lim infn→∞
dn
pn

= 0. Тодi
∑∞

n=1
pn

d1d2...dn
∈ I.

У [32] J. Hančl розглянув властивостi, якими повиннi володiти послiдов-

ностi (dn) i (εn), щоб необхiдною i достатньою умовою подання рацiональ-

ного числа у виглядi ряду (1.4) був скiнченний розклад в ряд (1.4).

В [53] було доведено критерiй iррацiональностi розкладiв чисел в ряд

Кантора, послiдовнiсть (dn) елементiв якого володiє спецiальною властивi-

стю.

Теорема 1.10 ([53]). Нехай x =
∑∞

n=1
εn

d1d2...dn
. Вважатимемо, що не-

скiнченно багато dn дiлиться без остачi на кожне просте число. Тодi

x ∈ I тодi i тiльки тодi, коли умова 0 < εn < dn − 1 виконується для

нескiнченної множини значень n.

У [48] Bill Mance придiлив увагу умовам iррацiональностi чисел (пред-

ставлених розкладами в ряд (1.4), для якого εn 6= dn−1 нескiнченно часто),

що володiють властивiстю певного виду нормальностi. Серед наведених в

останнiй роботi умов iррацiональностi вiдмiтимо наступний критерiй iрра-

цiональностi.
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Означення 1.6 ([48, с.45]). Число x називається нормальним за D-

розподiлом, якщо послiдовнiсть

X = (x (mod 1), d1x (mod 1), d1d2x (mod 1), d1d2 . . . dnx (mod 1), . . . )

рiвномiрно розподiлена на [0; 1).

Теорема 1.11 ([48, с. 264]). [0; 1) 3 x ∈ I тодi i тiльки тодi, ко-

ли iснує базова послiдовнiсть D = (dn) така, що x — нормальне за D-

розподiлом.

Насамкiнець, варто вiдмiтити, що вивченню умов рацiональностi та iр-

рацiональностi чисел, визначених розкладами в ряд
∑∞

n=1
an
bn
, присвячено

працi [46, 33, 66]. Зокрема, в [46] доведено необхiдну умову рацiональностi

суми
∑∞

n=1
an(−1)n+1

bn
за певних властивостей, якими володiють послiдовностi

(an), (bn).

1.3. Метрична, ймовiрнiсна та фрактальна теорiї зображення

дiйсних чисел додатними рядами Кантора

В областi вiдповiдних дослiджень можна вiдмiтити роботи наступних

авторiв: B. Mance, J. Galambos, G. Iommi, B. Skorulski, P. Kirschenhofer,

R. F. Tichy, T. Komatsu, V. Laohakosol, S. Prugsapitak, J. Rattanamoong,

B. Li, M. Paštéka, Yi Wang, ZhixiongWen, Lifeng Xi, M. S. Waterman, P. Erdös,

A. Rényi.

Вiдповiднi дослiдження можна подiлити на двi групи. Перша являє со-

бою дослiдження властивостей подання дробової частини дiйсного числа

рядом Кантора (1.4), а iнша — дослiдження вiдповiдних властивостей по-

дання цiлих невiд’ємних чисел рядом Кантора виду

k =
∞∑
n=1

εnd1d2 . . . dn,

де εn ∈ Adn.
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Чимало робiт також присвячено вивченню властивостей нормальностi

числа та сумiжним з вивченням цiєї властивостi проблемам, а саме: рi-

знi види властивостi нормальностi числа та їх взаємозв’язок (наприклад,

[19, 48]); середнє значення функцiї суми цифр зображення числа рядом

Кантора (див. [44] та посилання в ньому); поведiнка частоти найбiльш ча-

сто вживаної цифри серед перших цифр в зображеннi числа [23]; необ-

хiднi, достатнi, необхiднi i достатнi умови володiння числом властивiстю

нормальностi певного виду [49, 48, 50]; повнота мiри Лебега, щiльнiсть,

топологiчнi властивостi, мiра Хаусдорфа множини, елементи якої володi-

ють властивiстю нормальностi певного виду [49, 50]; рацiональнiсть та iр-

рацiональнiсть числа, що володiє властивiстю нормальностi певного виду

i т. п. Деякi роботи стосуються вивчення властивостей узагальнень пред-

ставлень дiйсних чисел. Наприклад, вивчення властивостей цифр (послi-

довностей цифр) полiадичного числа α як функцiй (послiдовностей фун-

кцiй) вiд α [58], вводиться поняття комплексного ряду Кантора i дослi-

джується Q-алгебраїчна та Q-лiнiйна незалежнiсть чисел, заданих в тер-

мiнах рядiв Кантора [45], вивчаються узагальнення розкладiв чисел в ряд

Кантора до матричних розкладiв [68]. Окремi роботи стосуються вивчення

окремих питань, пов’язаних з певними видами властивостi нормальностi

[47, 48], зокрема, означеної в означеннi 1.6 нормальностi за D-розподiлом

[19, 49, 50].

Нехай маємо додатний ряд Кантора (1.4). Множина

∆D
c1c2...cn

= {x : x = ∆D
c1c2...cnεn+1εn+2...εn+k...

},

де c1, c2, . . . , cn — фiксований набiр цифр ci ∈ Adi, i = 1, n, εn+k ∈ Adn+k

для k = 1, 2, . . . , є вiдрiзком, мiра Лебега якого дорiвнює 1
d1d2...dn

[29].

Лема 1.4 ([29]). Цифри (коефiцiєнти) εn(x), означенi умовами для

ряду (1.4), є стохастично незалежними по вiдношенню до мiри Лебега i,

для кожного n = 1, 2, . . . , є рiвномiрно розподiленими на 0, 1, . . . , dn − 1.
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Нехай маємо ймовiрнiсний простiр (X,G, P ), де X = [0; 1), G — сiм’я

вимiрних за Лебегом пiдмножин X, P (A) — мiра Лебега множини A ∈ G.

В [24] доведено, що

P{εn1
(x) = k1, εn2

(x) = k2, . . . , εnr(x) = kr, } =
1

dn1
dn2

. . . dnr
,

де 0 6 kj 6 dnj − 1, j = 1, r, n1 < n2 < . . . < nr, r = 1, 2, . . . , та для ряду

Кантора (1.4), який володiє властивiстю
∑∞

n=1
1
dn
< +∞, для будь-якого

N ∈ N виконується умова
∞∑
n=1

P{εn(x) < N} =
∑
dn6N

1 +
∑
N<dn

N

dn
< +∞.

Загалом, значення мiри Лебега множини

∆n1n2...nr
c1c2...cr

= {x : x = ∆D
ε1ε2...εn...

, εnj = cj, j = 1, r},

де c1, c2, . . . , cr — фiксований набiр чисел cj ∈ Adnj
, було обчислено в [12].

В останнiй статтi було вивчено основнi топологiчнi, метричнi та геометри-

чнi властивостi розкладiв чисел в знакододатний ряд (1.4), а також деякi

властивостi множини неповних сум останнього ряду.

Число випадкiв появи цифри k в послiдовностi εn(x), εn+1(x), . . . , по-

значимо νk,n(x), де k = 0, 1, . . . , n = 1, 2, . . . . Введемо позначення mn(x) =

= supk νk,n(x), m(x) = limn→+∞mn(x), DN(x) — кiлькiсть рiзних цифр в

послiдовностi ε1, ε2, . . . , εn, Rn =
∑∞

j=n
1
dj
, де n = 1, 2, . . . .

Теорема 1.12 ([24]). Нехай dn 6 dn+1 та
∑∞

n=1
1
dn
< +∞.

Якщо
∑∞

n=1R
s−1
n = +∞, але

∑∞
n=1R

s
n < +∞ для деякого додатного

цiлого числа s, тодi P(m(x) = s) = 1.

Ми маємо P(m(x) = +∞) = 1 тодi i тiльки тодi, коли
∑∞

n=1R
s
n = +∞

для всiх s = 1, 2, . . . .

Теорема 1.13 ([24]). Нехай
∑∞

n=1
1
dn
< +∞. Тодi для майже кожно-

го x

lim
N→+∞

DN(x)

N
= 1.
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Теорема 1.14 ([24]). Послiдовнiсть (εn(x)) є зростаючою для всiх

n > n0(x) для майже всiх x тодi i тiльки тодi, коли
∑∞

n=1
dn
dn+1

< +∞.

В [24] вивчаються також властивостi множини S(x) всiх натуральних

чисел, що зустрiчаються принаймнi раз в послiдовностi (εn), зокрема, до-

ведено наступне твердження.

Теорема 1.15. Щiльнiсть множини S(x) з ймовiрнiстю 1 дорiвнює 0.

У деяких роботах вивчаються фрактальнi властивостi розкладiв чисел

в додатний ряд Кантора та фрактальнi властивостi множин спецiального

виду, елементи яких подано у формi розкладiв в такi ряди [41, 67, 51, 48].

Наприклад, у [41] дослiджуються фрактальнi властивостi, зокрема, зна-

чення розмiрностi Хаусдорфа множин, елементи яких означенi в термiнах

частот цифр в своєму зображеннi рядом Кантора. У [4] встановлено необхi-

днi i достатнi умови, щоб функцiя розподiлу випадкової величини з незале-

жними цифрами розкладу в ряд Кантора, для якого sup dn <∞, зберiгала

розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича довiльної пiдмножини вiдрiзка [0; 1], а

робота [69], зокрема, присвячена вивченню довiрчостi покриттiв цилiндра-

ми ∆D
c1c2...cn

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича будь-якої

пiдмножини вiдрiзка [0; 1].

1.4. Функцiї

Перейдемо до розгляду2 функцiй зi складною локальною будовою.

В [70] Liu Wen розглянув властивостi функцiї u = f(x) =
∑∞

n=1
un

n(n+1) ,

де

un+1 =


−un

n , якщо εn+1 = 0, але εn 6= 0,

чи, якщо εn+1 = dn+1 − 1, але εn 6= dn − 1;

un, в iншому випадку,

2Окремо огляду лiтератури з вiдповiдної тематики даної дисертацiйної роботи присвячено пре-

принт [13a].
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аргумент якої визначений у термiнах розкладу в ряд (1.4). Дана функцiя

є коректно означеною та неперервною в довiльнiй точцi x ∈ (0; 1), а також

нiде недиференцiйовною на (0; 1), коли dn > 3 для всiх n = 1, 2, . . . , i

limn→∞
d1d2...dn

n! =∞.

У [51] Bill Mance придiлив увагу дослiдженню властивостей функцiї

ψP,D(x) =
∞∑
n=1

min(En, dn − 1)

d1d2 . . . dn
,

де

x = E0 +
∞∑
n=1

En

p1p2 . . . pn
, ε0 +

∞∑
n=1

εn
d1d2 . . . dn

,

E0 ∈ Z, ε0 ∈ Z, i D ≡ (dn), P ≡ (pn) — послiдовностi натуральних чисел,

бiльших 1, En ∈ Apn, εn ∈ Adn, та En 6= pn − 1, εn 6= dn − 1 нескiнченно

часто.

Нехай p0 — фiксоване число, 0 < p0 < 1, p1 = 1− p0. Функцiя виду

S(x) = βα1(x) +
∞∑
n=2

(
βαn(x)

n−1∏
j=1

pαj(x)

)
,

де x = ∆2
α1(x)α2(x)...αn(x)..., β0 = 0, β1 = p0, називається функцiєю Салема

i є одним з найпростiших прикладiв строго зростаючої сингулярної фун-

кцiї [64].

Працьовитим М. В. та Калашнiковим А. В. в роботi [9] дослiджувалось

узагальнення аналiтичного задання функцiї Салема, аргумент якого ви-

значений у термiнах s-го зображення. Подiбне дослiдження для випадку,

коли x задано в термiнах Q-зображення [8, с. 87] було проведено цими ж

авторами в роботi [10].

Дослiдження, проведенi в роботах [9, 10], було узагальнено автором да-

ної дисертацiйної роботи (див. п. 4.3 i п. 5.3 дисертацiї) у 2014 роцi для

випадкiв, коли аргумент функцiї представлений у виглядi розкладу в до-

датний або знакопочережний ряд Кантора [6a, 9a, 24a] i в термiнах нега-

Q̃-зображення [11a, 26a]. Отриманi результати було представлено у квiтнi
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2014 року на Мiжнароднiй математичнiй конференцiї «Диференцiальнi рiв-

няння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi мето-

ди механiки» [24a] i у жовтнi 2014 року в доповiдях «Задання системами

функцiональних рiвнянь класу функцiй, представлених рядами Кантора»3,

«Полiосновне знакододатне та знакопочережне Q̃-представлення та їх за-

стосування для задання функцiй системами функцiональних рiвнянь» на

засiданнях семiнару з фрактального аналiзу вiддiлу фрактального аналiзу

IМ НАН та НПУ iм. М. П. Драгоманова (публiкацiї [24a, 6a, 9a, 26a, 11a]).

Цiлком очевидним стає факт, що такi дослiдження можна проводити для

моделювання i дослiдження функцiй зi складною локальною будовою, ар-

гумент яких визначений у термiнах чи не будь-якого зображення дiйсних

чисел.

У 2012 роцi в роботах [21a] та [3a] автором дисертацiйного дослiджен-

ня було введено i вивчено приклад (п. 4.1 дисертацiї) функцiї зi складною

локальною будовою, що «зберiгає» цифру нуль, задану перетворювачем

цифр трiйкового зображення аргументу, та, значення якої визначене у тер-

мiнах трiйкового зображення. Остання функцiя є одним iз найпростiших

прикладiв нiде недиференцiйовних функцiй. Також було згенеровано та

дослiджено всi можливi приклади функцiй, аргумент i значення яких за-

дано в термiнах трiйкового зображення, i, якi можна було побудувати та-

кими перетворювачами цифр [3a]. В цей же рiк отриманi результати було

узагальнено до випадку перетворювача k-цифрових комбiнацiй s-их цифр

зображення аргументу для довiльного фiксованого 1 < s ∈ N. Вiдповiднi

результати доповiдалися на Третiй мiжунiверситетськiй науковiй конфе-

ренцiї молодих вчених з математики та фiзики у квiтнi 2013 року [22a]. В

тому ж роцi автором данi дослiдження було проведено i для випадку нега-

s-го зображення дiйсних чисел. Слiд зазначити, що усi функцiї, крiм y = x

3Текст доповiдi доступний за посиланням https://www.researchgate.net/publication/314426236
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та

f(x) = f
(
∆s
α1α2...αn...

)
= ∆s

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]... = 1− x,

f(x) = f
(
∆−sα1α2...αn...

)
= ∆−s[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]... = −s− 1

s+ 1
− x,

з дослiджуваного класу функцiй виявилися нiде недиференцiйовними. Тоб-

то, лiнiйними виявилися функцiї, в термiнах s-го (нега-s-го) зображення

значення яких отримується з зображення аргумента замiною цифр: 0 на

s−1, 1 на s−2, . . . , s−2 на 1, s−1 на 0. Всi отриманi результати4 в цьому

напрямку (п. 4.2 дисертацiї), що є узагальненнями результатiв [21a, 3a], бу-

ло об’єднано в одну статтю [8a], частину матерiалiв якої було представлено

[23a] у вереснi 2013 року на мiжнароднiй конференцiї «Fifth International

Conference on Analytic Number Theory and Spatial Tessellations», присвяче-

нiй українському математику Г. Вороному.

Ще одним прикладом функцiї зi складною локальною будовою є фун-

кцiя Мiнковського, яку у 1911 роцi з метою встановлення взаємно одно-

значної вiдповiдностi мiж рацiональними числами та квадратичними iр-

рацiональностями з [0; 1] означив Г.Мiнковський в [55]. Остання функцiя

не зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича [16a]. Особливiстю задання

цiєї функцiї є той факт, що її аргумент x ∈ [0; 1] заданий розкладом в лан-

цюговий дрiб, а значення — в термiнах змiшаного двiйкового ряду. Тобто,

x = [0; a1, a2, a3, . . . , an, . . . ],

y = G(x) = 21−a1 − 21−(a1+a2) + . . .+ (−1)n−121−(a1+a2+...+an) + . . . .

1.5. Фрактальнi множини

Вперше поняття «фрактал» запропонував у 1977 роцi Б.Мандельброт

в [52]. Проте, першi приклади фрактальних множин, якi породжували сво-
4Презентацiї i тези вiдповiдних довiдей доступнi за посиланням

www.researchgate.net/profile/Symon_Serbenyuk/publications
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го часу в математичнiй науцi ряд суперечностей i дискусiй, з’явилися за-

довго до того. Яскравим прикладом є славнозвiсна множина Кантора. При-

клади фрактальних множин, а особливо — самоподiбних фракталiв, зустрi-

чаються чи не в кожнiй математичнiй працi, присвяченiй теорiї фракталiв:

чи то в оглядовiй лiтературi, чи то в строгому науковому викладi. Дослi-

дження фрактальних властивостей числових множин породжує задачу про

вивчення в термiнах рiзних зображень дiйсних чисел тополого-метричних

та фрактальних властивостей множини спецiального типу з фiксованими

умовами, що накладаються на її елементи, та узагальнень такої множини.

Зокрема, дослiдження закономiрностей таких властивостей множин, зада-

них одним i тим самим способом, але у термiнах рiзних зображень дiйсних

чисел. Цим питанням придiлятиметься увага в роздiлi 3 дисертацiї.

Дослiджуванi в данiй дисертацiйнiй роботi фрактальнi множини5 є но-

вими. Проте, вони володiють структурою Морана (є самоподiбними фра-

кталами, поняття такої структури було введено Мораном в статтi [56]).

Рiзнi множини, що володiють структурою Морана, розглядалися рядом

авторiв (наприклад, див. [59, 40, 61, 51, 22] i посилання в них).

Варто вiдмiтити, що тополого-метричнi, фрактальнi властивостi мно-

жин, на елементи яких накладається обмеження на вживання цифр чи

комбiнацiй цифр в термiнах того чи iншого зображення, вивчалися в ря-

дi робiт (див., наприклад, [51, 13, 8, 11, 3, 7, 1]). Множини такого типу,

елементи яких задано в термiнах розкладiв в додатний ряд Кантора, на-

приклад, вивчено в [51]. Зокрема, за умови, коли limn→∞
log dn

log d1d2...dn
= 0,

виведено формулу для обчисленя розмiрностi Хаусдорфа множини

RI(D) =

{
x : x =

∞∑
n=1

εn
d1d2 . . . dn

, εn ∈ In ⊆ Adn

}
а також знайдено умови, за яких значення розмiрностi Хаусдорфа та па-

5Бiльш детальнiше з оглядом лiтератури з вiдповiдної тематики можна ознайомитись в преприн-

тi [15a].
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кувальної розмiрностi дослiджуваної множини спiвпадають.

1.6. Оператори зсуву цифр знакододатних представлень

Поняття оператора зсуву цифр числа, визначеного в термiнах того чи

iншого зображення дiйсних чисел, не є новим i зустрiчається у багатьох

джерелах, часто без вживання самого термiну. Прикладом є описане вище

застосування цього поняття для формулювання умов рацiональностi (iрра-

цiональностi) чисел, що подаються у виглядi розкладiв в ряд Кантора.

Означення 1.7. Оператором ϕ̂ зсуву символiв Q̃-представлення на-

зивається вiдображення

ϕ̂(x) = ϕ̂
(

∆Q̃
i1i2...in...

)
= ai2,2 +

∞∑
k=3

[
aik,k

k−1∏
j=2

qij ,j

]
.

Останнє означення можна уточнити наступним чином.

Означення 1.8. Нехай
(
Q̃k

)
— послiдовнiсть матриць Q̃k, де k =

= 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, 3, . . . ,

Q̃k =



q0,k+1 q0,k+2 . . . q0,k+j . . .

q1,k+1 q1,k+2 . . . q1,k+2 . . .
... ... . . . ... . . .

qmk+1−1,k+1 qmk+2−2,k+2 . . . qmk+j ,k+j . . .

qmk+1,k+1 qmk+2−1,k+2 . . . . . .

qmk+2,k+2 . . . . . .


.

Нехай
(
F Q̃k

[0;1)

)
— послiдовнiсть множинF Q̃k

[0;1) всiх можливих Q̃k-представ-

лень, згенерованих матрицею Q̃k, чисел з [0; 1), де Q̃0 = Q̃.

Оператором ϕ̂k зсуву символiв k-го порядку Q̃-представлення числа

x ∈ [0; 1) називається вiдображення π
(
ϕ̂k(x, Q̃)

)
таке, що

ϕk : [0; 1)× Q̃→ [0; 1)× Q̃k
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((i1, i2, . . . , ik, . . . ), Q̃)→ ((ik+1, ik+2, ik+j, . . . ), Q̃k),

π : [0; 1)× Q̃k → [0; 1)

(x
′
, Q̃k)→ x

′
.

Зауваження 1.2. Задля компактностi викладу замiсть позначення

π
(
ϕ̂k(x, Q̃)

)
вживатимемо в подальшому позначення ϕ̂k.

Оскiльки x = ai1,1 + qi1,1ϕ̂(x), тому ϕ̂(x) =
x−ai1,1
qi1,1

.

k-кратне застосування оператора ϕ̂ до числа x призводить до вiдобра-

ження ϕ̂k: ϕ̂k(x) = aik+1,k+1 +
∑∞

n=k+2

[
ain,n

∏n−1
j=k+1 qij ,j

]
.

Легко показати справедливiсть наступних рiвностей:

ϕ̂k(x) =
1

q0,1q0,2 . . . q0,k
∆Q̃

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

ik+1ik+2...
,

ϕ̂k−1(x) = aik,k + qik,kϕ̂
k(x) =

1

q0,1q0,2 . . . q0,k−1
∆Q̃

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

ikik+1...
. (1.7)

Зауваження 1.3. Оскiльки оператор ϕ̂k(x) в окремих випадках набуває

двох рiзних значень вiд двох рiзних представлень Q̃-рацiонального числа

x, для уникнення неоднозначностi без домовленостi використовуватимемо

лише одне з двох зображень Q̃-рацiонального числа, а саме — зображення,

що мiстить перiод (0).

Розглянемо частиннi випадки описаного щойно поняття.

Означення 1.9. Оператором зсуву цифр s-го представлення назива-

ється вiдображення ϕ̂, для якого

ϕ̂(x) = ϕ̂
(
∆s
α1α2...αn...

)
=

∞∑
n=2

αn
sn−1

≡ ∆s
α2α3...αn...

.

З останнього означення випливає, що ϕ̂(x) = ϕ̂
(
∆s
α1α2...αn...

)
= xs− α1(x),

i+ϕ̂(x)
s = ∆s

iα2α3...αn...
.
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Означення 1.10. Оператором зсуву цифр представлення числа x до-

датним рядом Кантора (1.4) називається вiдображення ϕ̂ таке, що для

x = ∆D
ε1ε2...εn...

справедливою є рiвнiсть:

ϕ̂(x) =
∞∑
n=2

εn
d2d3 . . . dn

.

Очевидно, ϕ̂(x) = d1x− ε1(x) i ϕ̂(x) = d1∆
D
0ε2ε3...εn...

.

n-кратне застосування оператора ϕ̂ до числа x призводить до оператора

ϕ̂n, для якого

ϕ̂n(x) =
∞∑

k=n+1

εn
dn+1dn+2 . . . dk

≡ d1d2 . . . dn∆
D
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

εn+1εn+2εn+3...
. (1.8)

Крiм того,

i

dn
+
ϕ̂n(x)

dn
= d1d2...dn−1∆

D
0...0︸︷︷︸
n−1

iεn+1εn+2εn+3...
= ϕ̂n−1(x), (1.9)

Узагальненням оператора зсуву представлення є узагальнений6 опера-

тор зсуву.

Означення 1.11. Узагальненим оператором зсуву цифр представле-

ння числа x ∈ [0; 1] додатним рядом Кантора (1.4) називається вiдобра-

ження ϕ̂m, означене наступною рiвнiстю:

ϕ̂m(x) =
ε1

d1
+ . . .+

εm−1

d1d2 . . . dm−1
+

εm+1

d1d2 . . . dm−1dm+1
+

+
εm+2

d1d2 . . . dm−1dm+1dm+2
+ . . . .

Тобто, вiдображення ϕ̂m — це вiдображення π(ϕ̂m(x,D)), а саме:

ϕ̂m : [0; 1]×D → [0; 1]×Dm̄, де Dm̄ = (d1, d2, . . . , dm−1, dm+1, . . . )

6Поняття узагальненого оператора зсуву ранiше не зустрiчалося. Автором даного дисертацiй-

ного дослiдження означення цього поняття для випадку знакопочережного ряду Кантора бу-

ло сформульовано у доповiдi «Представлення дiйсних чисел знакопочережними рядами Кантора»

на семiнарi з фрактального аналiзу 5 вересня 2013 року (презентацiя доступна за посиланням

www.researchgate.net/publication/303720347).
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((ε1, ε2, . . . ), (d1, d2, . . . ))→ ((ε1, . . . , εm−1, εm+1, . . . ), (d1, . . . , dm−1, dm+1, . . . )) ,

π : [0; 1]×Dm̄ → [0; 1]

(x̃, Dm̄)→ x̃.

Висновки до роздiлу 1

У роздiлi 1 здiйснено огляд основної лiтератури в контекстi дослiджува-

них задач, розглянуто ключовi математичнi поняття дослiдження. Зокре-

ма, коротко розглянуто представлення дiйсних чисел додатними рядами

Кантора, s-ве, нега-s-ве та Q̃-представлення. Наведено означення та розгля-

нуто деякi елементарнi властивостi операторiв зсуву цифр згаданих знако-

додатних представлень.
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РОЗДIЛ 2

РОЗКЛАДИ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ У ЗНАКОПОЧЕРЕЖНI

РЯДИ КАНТОРА. КРИТЕРIЇ РАЦIОНАЛЬНОСТI

Роздiл 21 присвячено розкладам дiйсних чисел в знакопочережнi ря-

ди Кантора. Зокрема, розробцi основ метричної теорiї чисел, зображених

знакопочережними рядами Кантора, тополого-метричному аналiзу множи-

ни неповних сум, розгляду вiдображень спецiального виду — операторiв

зсуву цифр та функцiй, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

(останнi моделюються на основi взаємозв’язку кодувань дiйсних чисел за

допомогою знакопочережних i додатних рядiв Кантора). Роздiл також при-

свячено необхiдним i достатнiм умовам подання рацiонального числа у

формi додатного чи знакопочережного ряду Кантора.

2.1. Знакопочережнi ряди Кантора

2.1.1. Подання чисел у виглядi знакопочережного ряду Кан-

тора. Нехай задано послiдовнiсть D ≡ (dn).

Означення 2.1. Числовим знакопочережним рядом Кантора назива-

ється ряд виду

−ε1

d1
+

ε2

d1d2
− ε3

d1d2d3
+ . . .+

(−1)nεn
d1d2d3 . . . dn

+ . . . , (2.1)

де εn ∈ Adn для будь-якого n ∈ N. Число dn називатимемо n-им елемен-

том, а εn — n-ою цифрою розкладу (2.1).
1Результати даного роздiлу, якi стосуються знакопочережних рядiв Кантора [10a], увiйшли до пере-

лiку найбiльш вагомих результатiв фундаментальних i прикладних дослiджень Iнституту математики

НАН України за 2013 рiк. Вiдповiднi дослiдження було представлено в доповiдi «Представлення дiй-

сних чисел знакопочережними рядами Кантора» на семiнарi з фрактального аналiзу 5 вересня 2013

року (презентацiя доступна за посиланням www.researchgate.net/publication/303720347).
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Подання числа x у формi ряду (2.1) називатимемо представленням чи-

сла x знакопочережним рядом Кантора (2.1) або нега-D-представленням,

а його символiчний запис ∆−Dε1ε2...εn...
— зображенням числа x знакопочере-

жним рядом Кантора (2.1) або нега-D-зображенням.

Легко помiтити2, що кожен знакопочережний ряд Кантора є абсолютно

збiжним, причому його сума належить вiдрiзку [a0 − 1; a0], де

a0 =
∞∑
n=1

d2n − 1

d1d2 . . . d2n
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2 . . . dn
.

Теорема 2.1. Кожне число x ∈ [a0 − 1; a0] можна подати у виглядi

знакопочережного ряду Кантора (2.1).

Доведення. Цiлком очевидно, що a0 − 1 = ∆−D[d1−1]0[d3−1]0[d5−1]0... та a0 =

= ∆−D0[d2−1]0[d4−1]0[d6−1]0... = −∆−D(1) . Нехай x — довiльне число з (a0 − 1; a0).

Оскiльки для всiх ε1 ∈ Ad1

−ε1

d1
−
∞∑
k=2

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
< x 6 −ε1

d1
+
∞∑
k=1

d2k − 1

d1d2 . . . d2k
, а також

[a0 − 1; a0] = I0 =

d1−1⋃
i=0

[
− i

d1
−
∞∑
k=2

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
;− i

d1
+
∞∑
k=1

d2k − 1

d1d2 . . . d2k

]
,

тому

−
∞∑
k=2

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
< x+

ε1

d1
6

∞∑
k=1

d2k − 1

d1d2 . . . d2k
.

Позначимо x+ ε1

d1
= x1. Отримаємо випадки:

1. x1 =
∑∞

k=1
d2k−1

d1d2...d2k
. В такому разi x = ∆−Dε1[d2−1]0[d4−1]0... або x =

= ∆−D[ε1−1]0[d3−1]0[d5−1]0....

2. Якщо ж не виконується перший пункт, тодi x = − ε1

d1
+ x1, де

ε2

d1d2
−
∞∑
k=2

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
6 x1 <

ε2

d1d2
+
∞∑
k=2

d2k − 1

d1d2 . . . d2k
.

2З детальним описом вiдповiдних дослiджень можна ознайомитись в [10a].
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Позначивши x2 = x1 − ε2

d1d2
, отримаємо два випадки:

1. x2 =
∑∞

k=2
d2k−1−1

d1d2...d2k−1
. В такому разi або x = ∆−Dε1ε2[d3−1]0[d5−1]0..., або

x = ∆−Dε1[ε2−1]0[d4−1]0[d6−1]0....

2. У разi, коли умова першого випадку не виконується, отримаємо x =

= − ε1

d1
+ ε2

d1d2
+ x2, де

− ε3

d1d2d3
−
∞∑
k=3

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
< x2 6 −

ε3

d1d2d3
+
∞∑
k=2

d2k − 1

d1d2 . . . d2k
i т. д.

За скiнченну кiлькiсть крокiв m отримаємо:

(−1)m+1εm+1

d1d2 . . . dm+1
−
∑
k>m+2

2

d2k−1 − 1

d1d2 . . . d2k−1
< xm <

(−1)m+1εm+1

d1d2 . . . dm+1
+
∑
k>m+1

2

d2k − 1

d1d2 . . . d2k
,

причому, можливi випадки:

1.

xm+1 =


∑

k>m+2
2

d2k−1−1
d1d2...d2k−1

, якщо m — непарне;∑
k>m+1

2

d2k−1
d1d2...d2k

, якщо m — парне.

В такому разi

x = ∆−Dε1ε2...εm+1[dm+2−1]0[dm+4−1]0... або x = ∆−Dε1...εm[εm+1−1]0[dm+3−1]0[dm+5−1]0....

2. У випадку, коли не iснує такого m ∈ N, щоб виконувалась хоча б

одна з умов останньої системи, продовжуючи процес до нескiнчен-

ностi, отримаємо

x = −ε1

d1
+ x1 = −ε1

d1
+

ε2

d1d2
+ x2 = . . . =

= −ε1

d1
+

ε2

d1d2
− ε3

d1d2d3
+ . . .+

(−1)nεn
d1d2 . . . dn

+ xn = . . . .

З останньої рiвностi випливає, що x =
∑∞

n=1
(−1)nεn
d1d2...dn

. Теорему доведено.

Лема 2.1. Нехай маємо деякi числа x = ∆−Dε1ε2...εm−1εmεm+1...
та x

′
=

= ∆−D
ε1ε2...εm−1ε

′
mε
′
m+1...

, де εm 6= ε
′

m.
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Числа x, x′ спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли є справедливою одна

iз систем умов:
εm+2i−1 = dm+2i−1 − 1,

εm+2i = 0 = ε
′

m+2i−1,

ε
′

m+2i = dm+2i − 1,

ε
′

m = εm − 1;

або


εm+2i = dm+2i − 1,

εm+2i−1 = 0 = ε
′

m+2i,

ε
′

m+2i−1 = dm+2i−1 − 1,

ε
′

m − 1 = εm;

для всiх i ∈ N.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай εm = ε
′

m + 1. Тодi

0 = x− x′ = ∆−Dε1ε2...εm−1εmεm+1...
−∆−D

ε1ε2...εm−1ε
′
mε
′
m+1...

=
(−1)m

d1d2 . . . dm
+

+
(−1)m+1(εm+1 − ε

′

m+1)

d1d2 . . . dm+1
+ . . .+

εm+i − ε
′

m+i

d1d2 . . . dm+i
(−1)m+i + . . . =

=
(−1)m

d1d2 . . . dm

(
1 +

∞∑
i=1

(−1)i(εm+i − ε
′

m+i)

dm+1dm+2 . . . dm+i

)
,

∞∑
i=1

(−1)i(εm+i − ε
′

m+i)

dm+1dm+2 . . . dm+i
> −

∞∑
i=1

dm+i − 1

dm+1dm+2 . . . dm+i
= −1.

Остання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть лише в тому випадку, коли

εm+2i = ε
′

m+2i−1 = 0 i εm+2i−1 = dm+2i−1 − 1, ε′m+2i = dm+2i − 1. Тобто,

в даному випадку з рiвностi x = x
′ випливають умови першої системи.

Аналогiчним чином, з умови x = x
′ при ε

′

m = εm + 1 випливають умови

другої системи.

Достатнiсть є очевидною.

Означення 2.2. Число x ∈ I0 = [a0 − 1; a0] називається нега-D-

рацiональним, якщо воно має два рiзних нега-D-зображення. Тобто, його

можна зобразити у виглядi ∆−Dε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]0[dn+5−1]... або

∆−Dε1ε2...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]0[dn+6−1]....

Решта чисел з I0 називаються нега-D-iррацiональними.

З теореми 2.1 та леми 2.1 випливає наступне твердження.



63

Теорема 2.2. Кожне нега-D-iррацiональне єдиним чином представля-

ється знакопочережним рядом Кантора. Кожне нега-D-рацiональне чи-

сло має рiвно два подання у формi ряду (2.1), причому множина нега-D-

рацiональних чисел є злiченною множиною.

Означення 2.3. Нега-D-зображення ∆−Dε1ε2...εn...
числа x називається ква-

зiперiодичним, якщо iснують числа m ∈ Z0 i t ∈ N та функцiї φ1, φ2, ..., φt

(якi множини Adn вiдображають в Adn), що

x = ∆−Dε1ε2...εmφ1(dm+1)φ2(dm+2)...φt(dm+t)φ1(dm+t+1)φ2(dm+t+2)...φt(dm+2t)...

Як приклади квазiперiодичних чисел можна навести наступнi числа:

x1 = ∆−Dε1ε2...εn0[dn+2−1][dn+3−1]...[dn+i−1]..., x2 = ∆−Dε1ε2...εn0[dn+1−1]0[dn+3−1]0[dn+5−1]....

Зауваження 2.1. Iснують такi послiдовностi (dn), що деяке нега-D-

рацiональне число x може бути iррацiональним.

2.1.2. Знакопочережнi ряди Кантора спецiального виду. Iз-за

виникнення при подальших дослiдженнях деяких незручностей, видозмi-

нимо запис знакопочережного ряду Кантора (2.1) до вигляду:

∞∑
n=1

1 + εn
d1d2 . . . dn

(−1)n+1, (2.2)

де εn ∈ Adn. Зауважимо, що

inf

( ∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2 . . . dn
+
∞∑
n=1

(−1)n+1εn
d1d2 . . . dn

)
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2 . . . dn
−
∞∑
i=1

d2i − 1

d1d2 . . . d2i
= 0,

sup

( ∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2...dn
+
∞∑
n=1

(−1)n+1εn
d1d2...dn

)
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2...dn
+
∞∑
i=1

d2i−1 − 1

d1d2...d2i−1
= 1.

Запис ∆
−(dn)
ε1ε2...εn... для представлення числа x ∈ [0; 1] рядом (2.2) назива-

тимемо нега-(dn)-зображенням числа x ∈ [0; 1]. При цьому dn називати-

мемо n-им елементом, а εn = εn(x) — n-ою цифрою розкладу (2.2).

Перейдемо до розгляду рядiв спецiального виду.
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У загальному випадку, ряд

αk1

(−s)k1
+

αk2

(−s)k2
+ . . .+

αkn
(−s)kn

+ . . . , αkn ∈ A, (2.3)

де (kn) —деяка фiксована неспадна послiдовнiсть натуральних чисел, на-

зивається нега-s-им рядом.

Ввiвши замiну: m1 = k1, m2 = k2 − k1, m3 = k3 − k2, . . . , mn = kn−
−kn−1, . . . , отримаємо ряд

∞∑
n=1

αm1+m2+...+mn

(−s)m1+m2+...+mn
, де αm1+m2+...+mn

∈ A. (2.4)

Тi числа x ∈
[
− s
s+1 ; 1

s+1

]
, якi можна подати у виглядi (2.4) мають наступне

нега-s-ве зображення:

x =
∞∑
n=1

αm1+m2+...+mn

(−s)m1+m2+...+mn
≡ ∆−s0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m1−1

αm1
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2−1

αm1+m2
...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

mn−1

αm1+m2+...+mn ...
.

Знакопочережний ряд Кантора, який є одночасно нега-s-им рядом, на-

зивається нега-s-им рядом Кантора. Тобто, нега-s-им рядом Кантора є

ряд вигляду

− ε1

sm1
+

ε2

sm1+m2
− ε3

sm1+m2+m3
+ . . .+

(−1)nεn
sm1+m2+...+mn

+ . . . , (2.5)

де εn ∈ A, (mn) — послiдовнiсть непарних натуральних чисел.

Змiшаним s-им рядом називається ряд вигляду

−α1

sk1
+
α2

sk2
− α3

sk3
+ . . .+

(−1)nαn
skn

+ . . . , αn ∈ A. (2.6)

Очевидно, останнiй ряд є знакопочережним рядом Кантора.

2.2. Взаємозв’язок кодувань дiйсного числа за допомогою

додатного та знакопочережного рядiв Кантора

Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ Adn, що x =

=
∑∞

n=1
αn

d1d2...dn
≡ ∆D

α1α2...αn...
. Очевидно, просто перейти до подання числа
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x у виглядi

x =
α1d2 + α2

d1d2
+
α3d4 + α4

d1d2d3d4
+ . . .+

α2n−1d2n + α2n

d1d2 . . . d2n
+ . . . ,

але останнiй розклад є представленням числа x додатним рядом Канто-

ра з послiдовнiстю елементiв (d
′

n), де d′n = d2n−1d2n. Справдi, оскiльки

0 6 α2n−1d2n + α2n 6 d2n−1d2n − 1, то

x =
∞∑
n=1

βn
p1p2 . . . pn

≡ ∆
D
′
1

β1β2...βn...
, (2.7)

де βn = α2n−1d2n + α2n, pn = d2n−1d2n для будь-якого n ∈ N.

Тепер перейдемо до розгляду подання числа у виглядi знакопочережно-

го ряду Кантора (2.1). Повторивши попереднiй прийом, отримаємо

x =
ε2 − ε1d2

d1d2
+
ε4 − ε3d4

d1d2d3d4
+ . . .+

ε2n − ε2n−1d2n

d1d2 . . . d2n
+ . . . .

Проте, (ε2n− ε2n−1d2n) не при всiх значеннях ε2n−1 i ε2n належить множинi

{0, 1, . . . , d2n−1d2n− 1}. Тому в такому випадку доцiльно використовувати

саме нега-(dn)-зображення числа x. Справдi, для

x =
∞∑
n=1

1 + δn
d1d2 . . . dn

(−1)n+1 ≡ ∆
−(dn)
δ1δ2...δn...

, де
∞∑
n=1

(−1)n+1

d1d2 . . . dn
≡ ∆−D0[d2−1]0[d4−1]0...,

отримаємо

x =
∞∑
n=1

d2n − 1

d1d2 . . . d2n
+
δ1d2 − δ2

d1d2
+
δ3d4 − δ4

d1d2d3d4
+ . . .+

δ2n−1d2n − δ2n

d1d2 . . . d2n
+ . . . .

Причому, завжди (δ2n−1d2n−δ2n+d2n− 1) ∈ {0, 1, . . . , d2n−1d2n− 1}. Отже,

x =
∞∑
n=1

(δ2n−1 + 1)d2n − δ2n − 1

d1d2 . . . d2n
≡ ∆D

′
1

γ1γ2...γn...
, (2.8)

де γn = (δ2n−1 + 1)d2n − δ2n − 1 = δ2n−1d2n + d2n − 1− δ2n.

Лема 2.2. Тотожнiми перетвореннями вiдрiзка [0; 1] є наступнi фун-

кцiї: x = ∆D
ε1ε2...εn...

f→ ∆
−(dn)
ε1[d2−1−ε2]...ε2n−1[d2n−1−ε2n]... = f(x) = y,

x = ∆−(dn)
ε1ε2...εn...

g→ ∆D
ε1[d2−1−ε2]...ε2n−1[d2n−1−ε2n]... = g(x) = y.
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Останнє твердження випливає з наведених вище мiркувань i тотожно-

стей (2.7) та (2.8).

Як наслiдок3, на вiдрiзку [0; 1] DP-функцiями (функцiями, що зберiга-

ють фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича) є наступнi функцiї:

x = ∆D
ε1ε2...εn...

f→ ∆
−(dn)
[d1−1−ε1]ε2...[d2n−1−1−ε2n−1]ε2n...

= f(x) = y,

x = ∆−(dn)
ε1ε2...εn...

g→ ∆D
[d1−1−ε1]ε2...[d2n−1−1−ε2n−1]ε2n...

= g(x) = y.

Лема 2.3. Справедливими є наступнi спiввiдношення:

1. ∆D
ε1ε2...εn...

−∆−Dε1ε2...εn...
≡ 2∆D

ε10ε30... ≡ −2∆−Dε10ε30...;

2. ∆D
ε1ε2...εn...

+ ∆−Dε1ε2...εn...
≡ 2∆D

0ε20ε4...
≡ 2∆−D0ε20ε4...

;

3. ∆D
ε1ε2...εn...

−∆
−(dn)
ε1ε2...εn... ≡ 2∆D

′

ε2ε4ε6...
−∆D

′

[d2−1][d4−1]..., де εn ∈ Adn, D
′ ≡

≡ (d1d2, d3d4, . . . , d2k−1d2k, . . .);

4. ∆D
′

γ1γ2...γn...
= ∆D

′

β1β2...βn...
+ ∆D

′

[d2−1][d4−1]...[d2n−1]... − 2∆D
′

ε2ε4ε6...
.

2.3. Геометрiя та основи метричної теорiї

Нехай c1, c2, . . . , cm — впорядкований набiр цiлих невiд’ємних чисел та-

кий, що ci ∈ Adi для i = 1,m.

Означення 2.4. Нега-D-цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm нази-

вається множина ∆−Dc1c2...cm всiх чисел з вiдрiзка [−1 + a0; a0], якi мають (в

своєму нега-D-зображеннi) першi m цифр вiдповiдно рiвнi c1, c2, . . . , cm.

Лема 2.4. Нега-D-цилiндр є вiдрiзком, причому ∆−Dc1c2...cm =

=

[
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
(−1)m

d1d2 . . . dm
(am − 1);

m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
(−1)m

d1d2 . . . dm
am

]
3З леми 2.2 та її наслiдкiв випливає новий метод перенесення методологiї фрактального аналiзу та

побудови метричної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй сiмейств зображень дiйсних чисел на основi

дослiдження спецiальних вiдображень (G-iзоморфiзмiв систем числення), якi зберiгають мiру Лебега

та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча можуть бути розривними на всюди щiльних множинах).



67

при парному m та ∆−Dc1c2...cm =

=

[
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
(−1)m

d1d2 . . . dm
am;

m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
(−1)m

d1d2 . . . dm
(am − 1)

]
при непарному m, де

am = sup
∞∑
j=1

(−1)jεm+j

dm+1dm+2 . . . dm+j
.

Доведення. Нехай m — парне число та x ∈ ∆−Dc1c2...cm. Тобто,

x =
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
∞∑

j=m+1

(−1)jεj
d1d2 . . . dj

, де εj ∈ Adj .

Тодi

x
′
=

m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

−
∞∑
k=1

dm+2k−1 − 1

d1d2 . . . dm+2k−1
6 x 6

6
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
∞∑
k=1

dm+2k − 1

d1d2 . . . dm+2k
= x

′′
.

Звiдси, x ∈ [x
′
;x
′′
] i ∆−Dc1c2...cm ⊆ [x

′
;x
′′
].

Оскiльки
∞∑
j=1

dm+2j − 1

d1d2 . . . dm+2j
=

1

d1d2 . . . dm
sup

∞∑
j=1

(−1)jεm+j

dm+1dm+2 . . . dm+j
,

−
∞∑
j=1

dm+2j−1 − 1

d1d2 . . . dm+2j−1
=

1

d1d2 . . . dm
inf

∞∑
j=1

(−1)jεm+j

dm+1dm+2 . . . dm+j
,

то x ∈ ∆−Dc1c2...cm, причому x
′ ∈ ∆−Dc1c2...cm 3 x

′′.

Лема 2.5. Цилiндри ∆−Dc1c2...cm мають наступнi властивостi:

1. inf ∆−Dc1c2...cm =

=


∑m

i=1
(−1)ici
d1d2...di

− 1
d1d2...dm

∑∞
j=1

dm+2j−1−1
dm+1dm+2...dm+2j−1

, якщо m — парне,

∑m
i=1

(−1)ici
d1d2...di

− 1
d1d2...dm

∑∞
j=1

dm+2j−1
dm+1dm+2...dm+2j

, якщо m — непарне.
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2. sup ∆−Dc1c2...cm =

=


∑m

i=1
(−1)ici
d1d2...di

+ 1
d1d2...dm

∑∞
j=1

dm+2j−1
dm+1dm+2...dm+2j

, якщо m — парне,

∑m
i=1

(−1)ici
d1d2...di

+ 1
d1d2...dm

∑∞
j=1

dm+2j−1−1
dm+1dm+2...dm+2j−1

, якщо m — непарне.

3. |∆−Dc1c2...cm| =
1

d1d2...dm
.

4. ∆−Dc1c2...cmc ⊂ ∆−Dc1c2...cm.

5. ∆−Dc1c2...cm =
⋃dm+1−1
c=0 ∆−Dc1c2...cmc.

6. limm→∞ |∆−Dc1c2...cm| = 0.

7.
|∆−Dc1c2...cmcm+1

|
|∆−Dc1c2...cm |

= 1
dm+1

.

8. sup ∆−Dc1c2...cmc = inf ∆−Dc1c2...cm[c+1], якщо m — непарне,

sup ∆−Dc1c2...cm[c+1] = inf ∆−Dc1c2...cmc, якщо m — парне,

де c 6= dm+1 − 1.

9.

∆−Dc1c2...cm∩∆−De1e2...em
=


∆−Dc1c2...cm, якщо ei = ci, i = 1,m;

∅, якщо ∃i, i < m, що ci 6= ei;

∅, якщо ∃i, що ci 6= ei, cm 6= em − 1,

де, в останньому випадку, em 6= 0.

10.
⋂∞
m=1 ∆−Dc1c2...cm = x = ∆−Dc1c2...cm....

Доведення. Властивостi 1 i 2 випливають безпосередньо з означен-

ня цилiндра ∆−Dc1c2...cm. Наслiдком цих властивостей є властивiсть 3. З неї

випливають властивостi 6 та 7.

Доведемо властивiсть 4. Нехай m — парне натуральне число. Пока-

жемо, що  inf ∆−Dc1c2...cmc > inf ∆−Dc1c2...cm,

sup ∆−Dc1c2...cmc 6 sup ∆−Dc1c2...cm.
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Справдi,

inf ∆−Dc1c2...cmc − inf ∆−Dc1c2...cm =
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
(−1)m+1c

d1d2 . . . dm+1
+

+
(−1)m+1

d1d2 . . . dm+1

(
dm+3 − 1

dm+2dm+3
+

dm+5 − 1

dm+2 . . . dm+5
+ . . .

)
−

m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

−

− (−1)m

d1d2 . . . dm

(
−dm+1 − 1

dm+1
− dm+3 − 1

dm+1dm+2dm+3
− dm+5 − 1

dm+1 . . . dm+5
− . . .

)
=

=
dm+1 − 1− c
d1d2 . . . dm+1

> 0, причому рiвнiсть виконується при c = dm+1 − 1.

sup ∆−Dc1c2...cm − sup ∆−Dc1c2...cmc =
m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+

+
(−1)m

d1d2 . . . dm

(
dm+2 − 1

dm+1dm+2
+

dm+4 − 1

dm+1 . . . dm+4
+ . . .

)
−

m∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

−

− (−1)m+1c

d1 . . . dm+1
− (−1)m+1

d1 . . . dm+1

(
−dm+2 − 1

dm+2
− dm+4 − 1

dm+2 . . . dm+4
− . . .

)
=

=
c

d1d2 . . . dm+1
> 0, рiвнiсть виконується при c = 0.

Остання система нерiвностей доводиться для непарного m аналогiчно.

З властивостi 4 та означення цилiндра ∆−Dc1c2...cm випливає власти-

вiсть 5.

Властивiсть 8. Справдi, для непарного m

sup ∆−Dc1c2...cmc − inf ∆−Dc1c2...cm[c+1] =
(−1)m+1c

d1d2 . . . dm+1
+

(−1)m+1

d1d2 . . . dm+1
am+1−

− c+ 1

d1d2 . . . dm+1
(−1)m+1 − (−1)m+1

d1d2 . . . dm+1
(am+1 − 1) = 0.

При парному m

sup ∆−Dc1c2...cm[c+1] − inf ∆−Dc1c2...cmc =
(−1)m+1

d1d2 . . . dm+1
(c+ 1)+

+
(−1)m+1

d1d2 . . . dm+1
(am+1 − 1)− (−1)m+1c

d1d2 . . . dm+1
− (−1)m+1

d1d2 . . . dm+1
am+1 = 0.

Властивiсть 9 випливає з властивостей 1, 2 та 8.
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Доведемо властивiсть 10. За властивiстю 4

∆−Dc1 ⊂ ∆−Dc1c2 ⊂ ∆−Dc1c2c3 ⊂ . . .∆−Dc1c2...cn ⊂ . . . ,

а з врахуванням попередньої леми отримаємо, що остання система є стя-

жною системою вкладених вiдрiзкiв. За аксiомою Кантора
∞⋂
n=1

∆−Dc1c2...cn = x = ∆−Dc1c2...cn....

2.4. Найпростiшi метричнi задачi

Розглянемо множину ∆k
c чисел, якi в своєму нега-D-зображеннi ∆−Dε1ε2...εn...

на k-му мiсцi мають фiксовану цифру c ∈ Adk .

Лема 2.6. Множина ∆k
c (k > 1) є об’єднанням цилiндрiв k-го рангу.

Доведення. Якщо k = 1, то ∆k
c = ∆−Dc .

Якщо k = 2, то ∆2
c = ∆−D0c ∪∆−D1c ∪∆−D2c ∪ . . . ∪∆−D[d1−1]c.

Нехай k = n, тодi

∆n
c = ∆−D00 . . . 00︸ ︷︷ ︸

n−1

c
∪∆−D00 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n−1

c
∪ . . . ∪∆−D[d1−1][d2−1]...[dn−1−1]c.

Лема 2.7. Мiра Лебега множини ∆k
c дорiвнює 1

dk
.

Доведення.

λ(∆k
c ) =

d1−1∑
c1=0

. . .

dk−1−1∑
ck−1=0

|∆−Dc1c2...ck−1c
| = 1

dk

d1−1∑
c1=0

. . .

dk−1−1∑
ck−1=0

|∆−Dc1c2...ck−1
| = 1

dk
.

Наслiдок 2.1. Мiра Лебега множини ∆k
c чисел, в нега-D-зображеннi

яких на k-му мiсцi знаходяться цифри, вiдмiннi вiд цифри c, дорiвнює

1− 1
dk
.
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Лема 2.8. Дiаметр d(∆k
c ) множини ∆k

c обчислюється за формулою

d(∆k
c ) =

d1d2 . . . dk − dk + 1

d1d2 . . . dk
.

Доведення. Нехай ak = sup
∑∞

j=1
(−1)jεk+j

dk+1dk+2...dk+j
, k — парне число. Тодi

d(∆k
c ) = max

k−1∑
i=1

(−1)iεi
d1d2 . . . di

+
(−1)kc

d1d2 . . . dk
+

(−1)k

d1d2 . . . dk
ak−

−min
k−1∑
i=1

(−1)iεi
d1d2 . . . di

− (−1)kc

d1d2 . . . dk
− (−1)k

d1d2 . . . dk
(ak − 1) =

= 1− 1

d1 . . . dk−1
+

(−1)k

d1d2 . . . dk
=
d1d2 . . . dk − dk + 1

d1 . . . dk
.

Нехай k — непарне. Тодi

d(∆k
c ) =

d2 − 1

d1d2
+

d4 − 1

d1 . . . d4
+ . . .+

dk−1 − 1

d1 . . . dk−1
−

−
(
−d1 − 1

d1
− d3 − 1

d1d2d3
− . . .− dk−2 − 1

d1 . . . dk−2

)
+

+
(−1)k+1

d1d2 . . . dk
= 1− 1

d1d2 . . . dk−1
+

1

d1d2 . . . dk
=
d1d2 . . . dk − dk + 1

d1 . . . dk
.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) та (k1, k2, . . . , km) — фiксованi набори натуральних

чисел такi, що ci ∈ {0, 1, . . . , dki − 1}, i = 1,m, k1 < k2 < . . . < km.

Лема 2.9. Мiра Лебега множини ∆k1k2...km
c1c2...cm

чисел, в нега-D-зображеннi

∆−Dε1ε2...εn...
яких на ki-му мiсцi (i = 1,m) знаходиться цифра ci, обчислює-

ться за формулою

λ
(
∆k1k2...km
c1c2...cm

)
=

m∏
i=1

1

dki
.

Доведення. Для початку розглянемо множину ∆k1k2
c1c2

, що мiстить лише

тi числа, в нега-D-зображеннi ∆−Dε1ε2...εn...
яких на позицiях k1 та k2 знаходя-

ться фiксованi цифри c1 ∈ Adk1
i c2 ∈ Adk2

вiдповiдно.

λ
(
∆k1k2
c1c2

)
=

1

dk2

· dk2−1

dk2−1
· . . . · dk1+1

dk1+1
|∆k1

c1
| = 1

dk2

· 1

dk1

= λ
(
∆k1
c1

)
· λ
(
∆k2
c2

)
.
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λ
(
∆k1k2...km
c1c2...cm

)
=

1

dkm

∣∣∆k1k2...km−1
c1c2...cm−1

∣∣ =
1

dkm
· 1

dkm−1

∣∣∆k1k2...km−2
c1c2...cm−2

∣∣ = . . . =

=
1

dkm
· 1

dkm−1

· . . . · 1

dk1

=
1

dk1
dk2

. . . dkm
.

Наслiдок 2.2. Множини ∆k1k2...km
c1c2...cm

є метрично незалежними:

λ
(
∆k1k2...km
c1c2...cm

)
= λ

(
m⋂
i=1

∆ki
ci

)
=

m∏
i=1

λ
(
∆ki
ci

)
.

Лема 2.10. Дiаметр d
(
∆k1k2...km
c1c2...cm

)
множини ∆k1k2...km

c1c2...cm
обчислюється за

формулою

d
(
∆k1k2...km
c1c2...cm

)
= 1−

m∑
i=1

dki − 1

d1d2 . . . dki
.

Доведення. Введемо позначенняK = {k1, k2, . . . , km} та нехай l = 1, 2, . . . .

Тодi sup ∆k1k2...km
c1c2...cm

− inf ∆k1k2...km
c1c2...cm

=

=
∑

2l=j /∈K,j<km

dj − 1

d1d2 . . . dj
+

(−1)km

d1d2 . . . dkm

∞∑
p=1

dkm+2p − 1

dkm+1 . . . dkm+2p
−

−
∑

2l+1=j /∈K,j<km

1− dj
d1d2 . . . dj

− (−1)km

d1d2 . . . dkm

∞∑
p=1

1− dkm+2p+1

dkm+1 . . . dkm+2p+1
=

=
∑

0<j<km,j /∈K

dj − 1

d1d2 . . . dj
+

1

d1d2 . . . dkm
= 1−

m∑
i=1

dki − 1

d1d2 . . . dki
.

2.5. Множина неповних сум знакопочережного ряду Кантора

Нехай заданими є послiдовностi D ≡ (dn) та (εn). Розглянемо вiдповiд-

ний знакопочережний ряд Кантора

s0 =
∞∑
n=1

(−1)nεn
d1d2 . . . dn

≡ ∆−Dε1ε2...εn...
. (2.9)
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Нехай (A
′

n) — послiдовнiсть множин A′n = {0, εn}, а також

L
′

s0
= A

′

1 × A
′

2 × A
′

3 × . . . = {δ : δ = (δ1, δ2, . . . , δn, . . . ), δn ∈ A
′

n}.

Означення 2.5. Число s = s(δ) виду

s = s(δ) =
∞∑
n=1

(−1)nδn
d1d2 . . . dn

, (2.10)

де δ = (δn) ∈ L
′

s0
, називається неповною сумою знакопочережного ряду

Кантора (2.9).

Множину всiх неповних сум знакопочережного ряду Кантора (2.9) по-

значатимемо Ms0
. Тобто, Ms0

= {x : x = ∆−Dδ1δ2...δn..., (δn) ∈ L
′

s0
}.

Очевидним є той факт, що

Ms0
⊂

[
−
∞∑
k=1

ε2k−1

d1d2 . . . d2k−1
;
∞∑
k=1

ε2k

d1d2 . . . d2k

]
= I

Ms0
0 для s0 = ∆−Dε1ε2...εn...

та Ms0
= {0} при s0 = 0. Крiм того,

⋃
s0

Ms0
=

[
−
∞∑
k=1

d2k−1

d1d2 . . . d2k−1
;
∞∑
k=1

d2k

d1d2 . . . d2k

]
.

З метою дослiдження тополого-метричних властивостей множин Ms0

всiх неповних сум знакопочережного ряду Кантора (2.9) означимо деякi

допомiжнi поняття.

Означення 2.6. Цилiндром ∆
Ms0
c1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn нази-

вається множина

∆
Ms0
c1c2...cn ≡

{
x : x =

n∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
∞∑

j=n+1

(−1)jδj
d1d2 . . . dj

}
,

де c1, c2, . . . , cn — фiксованi числа з A′1, A
′

2, . . . , A
′

n вiдповiдно та δj ∈ A
′

j.

Означення 2.7. Цилiндричним вiдрiзком (iнтервалом) IMs0
c1c2...cn (∇

Ms0
c1c2...cn)

рангу n з основою c1c2 . . . cn називається вiдрiзок (iнтервал), кiнцi якого

спiвпадають з кiнцями цилiндра ∆
Ms0
c1c2...cn.
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З означення 2.6 випливають наступнi властивостi цилiндрiв.

1.

inf ∆
Ms0
c1c2...cn =

∆−Dc1c2...cn0εn+20εn+4...
, якщо n — непарне;

∆−Dc1c2...cnεn+10εn+30εn+5...
, якщо n — парне.

2.

sup ∆
Ms0
c1c2...cn =

∆−Dc1c2...cnεn+10εn+30εn+5...
, якщо n — непарне;

∆−Dc1c2...cn0εn+20εn+4...
, якщо n — парне.

3. d(∆
Ms0
c1c2...cn) = ∆D

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

εn+1εn+2...
≡
∑∞

k=n+1
εk

d1d2...dk
6 1

d1d2...dn
→ 0, n→ ∞.

4. ∆
Ms0
c1c2...cn = ∆

Ms0
c1c2...cn0 ∪∆

Ms0
c1c2...cnεn+1, якщо εn+1 6= 0.

5. ∆
Ms0
c1c2...cn ⊂ I

Ms0
c1c2...cn ⊂ ∆−Dc1c2...cn,

Ms0
⊂

⋃
ci∈A

′
i,i=1,n

∆
Ms0
c1c2...cn ⊂

⋃
ci∈A

′
i,i=1,n

I
Ms0
c1c2...cn.

6.

|∆−Dc1c2...cn \ (∆−Dc1c2...cn0 ∪∆−Dc1c2...cnεn+1
)| =


dn+1−2

d1d2...dn+1
, якщо εn+1 > 0;

dn+1−1
d1d2...dn+1

, якщо εn+1 = 0.

Лема 2.11. Нехай заданим є деяке число s0 = ∆−Dε1ε2...εn...
та (cn) —

довiльна фiксована послiдовнiсть з L′s0
. Тодi

1.
⋂∞
i=1 ∆−Dc1c2...cn =

⋂∞
i=1 ∆

Ms0
c1c2...cn = ∆−Dc1c2...cn....

2. ∆
Ms0
c1c2...cn = ∆−Dc1c2...cn ∩Ms0

та

Ms0
=
∞⋂
n=1

 ⋃
ci∈A

′
i,i=1,n

∆
Ms0
c1c2...cn

, де Ai = {0, εi}.

Доведення. 1. Нехай x = ∆−Dc1c2...cn.... З означення цилiндра ∆
Ms0
c1c2...cn ви-

пливає, що ∆−Dc1c2...cn... = x ∈ ∆
Ms0
c1c2...cn. Тому x ∈

⋂∞
n=1 I

Ms0
c1c2...cn. Iз властивостi 5

цилiндрiв ∆
Ms0
c1c2...cn i випливає перше твердження.
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2. Нехай x ∈Ms0
, тодi x належить деякому цилiндру ∆

Ms0
c1c2...cn ⊂ ∆−Dc1c2...cn.

Розглянемо множину ∆−Dc1c2...cn ∩Ms0
. Елементами цiєї множини, очевидно,

є числа виду ∆−Dc1c2...cnδn+1δn+2...δn+k...
, де δn+k ∈ A

′

n+k. З цього випливає, що

∆
Ms0
c1c2...cn ⊂ (∆−Dc1c2...cn ∩Ms0

) та той факт, що якщо x ∈ (∆−Dc1c2...cn ∩Ms0
), то

x ∈ ∆
Ms0
c1c2...cn.

Теорема 2.3. Множина Ms0
неповних сум знакопочережного ряду

Кантора є:

1. одноелементною множиною {0}, якщо s0 = 0;

2. скiнченною множиною, якщо в зображеннi s0 = ∆−Dε1ε2...εn...
умова

εn 6= 0 виконується лише для скiнченної множини значень n;

3. вiдрiзком
[
−2

3 ; 1
3

]
, якщо dn = const = 2 для всiх n ∈ N та s0 = −1

3;

4. об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв, якщо iснує скiнченна мно-

жина номерiв mi (i = 1, k0, k0 — фiксоване число) таких, що

dmi
6= 2 та s0 = ∆−Dε1ε2...εmk0

(1);

5. континуальною, досконалою, нiде не щiльною нуль-множиною Ле-

бега, якщо εn 6= 0 та dn > 2 для нескiнченної множини значень n.

Доведення. Першi чотири твердження випливають з тих фактiв, що

множина Ms0
є множиною C[−D,A′n] та трансформуваннi при накладаннi

умови dn = 2 для всiх n ∈ N представлення числа знакопочережним рядом

Кантора у нега-двiйкове представлення.

Перейдемо до доведення п’ятого твердження. Розглянемо вiдображення

x = ∆−Dδ1δ2...δn...
f→
∞∑
n=1

1

(2 + δ1)(2 + δ1 + δ2) . . . (2 + δ1 + . . .+ δn)
≡

≡ ∆E
δ1δ2...δn...

= f(x).

(2.11)

Тобто, таке вiдображення f , аргумент якого представлений знакопочере-

жним рядом Кантора, а значення — знакододатним рядом Енгеля i f :

Ms0
→ C[E, Vn], де Vn = A

′

n. Останнє вiдображення не є бiєкцiєю лише

у випадку нега-D-рацiонального аргумента ∆−Dδ1δ2...δk−1δk[dk+1−1]0[dk+3−1]0... =
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= ∆−Dδ1δ2...δk−1[δk−1]0[dk+2−1]0[dk+4−1].... Зазначимо, це виникає тодi, коли s0 =

= ∆−Dε1...εk−11[dk+1−1][dk+2−1].... Оскiльки в Ms0
множина нега-D-рацiональних

чисел є не бiльш як злiченною i у випадку такого числа можна скористу-

ватися лише одним його зображенням (наприклад, першим), тому з конти-

нуальностi множини C[E, Vn] випливає континуальнiсть Ms0
.

Доведемо, що множинаMs0
є нiде не щiльною. Оберемо цилiндр ∆

Ms0
c1c2...cn−1

такий, що для s0 = ∆−Dε1ε2...εn...
виконується умова εn 6= 0. Дослiдимо взаємне

розташування цилiндрiв ∆
Ms0
c1c2...cn−10, ∆

Ms0
c1c2...cn−1εn. Нехай n — парне число.

inf ∆
Ms0
c1c2...cn−1εn − sup ∆

Ms0
c1c2...cn−10 =

=
n−1∑
i=1

(−1)ici
d1d2 . . . di

+
εn

d1d2 . . . dn
−
∞∑
k=1

εn+2k−1

d1d2 . . . dn+2k−1
−

−
n−1∑
i=1

(−1)ici
d1d2...di

−
∞∑
k=1

εn+2k

d1d2 . . . dn+2k
=

1

d1d2 . . . dn

(
εn −

∞∑
k=1

εn+k

dn+1 . . . dn+k

)
.

Остання рiзниця є невiд’ємною (тобто, цилiндри розташованi «злiва напра-

во»), причому рiвнiсть нулю справджується у випадку, коли

s0 = ∆−Dε1ε2...εn−11[dn+1−1][dn+2−1][dn+3−1]....

Провiвши подiбнi мiркування для випадку, коли n є числом непар-

ним, отримаємо такий же результат, але для нерiвностi inf ∆
Ms0
c1c2...cn−10−

− sup ∆
Ms0
c1c2...cn−1εn > 0. Тобто, у випадку непарного n цилiндри ∆

Ms0
c1c2...cn роз-

ташованi «справа налiво».

Таким чином, для довiльного iнтервала, що включається у вiдрiзок

[inf Ms0
; supMs0

] iснує пiдiнтервал, що не мiстить точок з множини Ms0
,

оскiльки ∆
Ms0
c1c2...cn−10 ∩ ∆

Ms0
c1c2...cn−1εn 6= ∅ тодi i тiльки тодi, коли εn = 0 або

s0 = ∆−Dε1ε2...εn−11[dn+1−1][dn+2−1][dn+3−1]....

Доведемо, що Ms0
— замкнена без iзольованих точок. Виберемо довiль-

ну граничну точку x0 множини Ms0
. Тодi, за означенням, для всiх ε > 0

iнтервал (x0 − ε;x0 + ε) мiстить хоча б одну точку з Ms0
, вiдмiнну вiд x0.

Якщо не iснує єдиного вiдрiзка IMs0

δ1(x0)δ2(x0)...δn(x0), що мiстить x0, тодi точка
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x0 належить одному iз сумiжних з множиною Ms0
iнтервалiв. З цього ви-

пливає, що iснує ε0 > 0 таке, що (x0 − ε0;x0 + ε0) ∩ Ms0
= ∅. У такому

разi точка x0 не є граничною. Якщо ж вiдрiзок IMs0

δ1(x0)δ2(x0)...δn(x0) iснує, то

Ms0
3
∞⋂
n=1

I
Ms0

δ1(x0)δ2(x0)...δn(x0) = x0.

Отже, Ms0
— замкнена множина.

Припустимо, що iснує деяка iзольована точка x′ = ∆−Dδ1δ2...δn.... Тодi iснує

ε0 > 0 таке, що

(x
′ − ε0;x

′
+ ε0) ∩ (Ms0

\ {x′}) = ∅. (2.12)

Виберемо число m таким чином, щоб d(∆
Ms0

δ1δ2...δm
) < ε0 та εm+1(s0) 6= 0. Тодi

∆
Ms0

δ1δ2...δm
⊂ (x

′ − ε0;x
′
+ ε0) та

x
′ 6= x = ∆−Dδ1δ2...δnσδm+2...

∈ (x
′ − ε0;x

′
+ ε0) ∩Ms0

, де

σ =

εm+1, якщо δm+1 = 0;

0, якщо δm+1 6= 0.

Останнє протирiчить (2.12). В силу отриманого протирiччя наше припуще-

ння є хибним. Отже, множина Ms0
не мiстить iзольованих точок.

Обчислимо мiру Лебега множини Ms0
. Нехай Fk — об’єднання цилiн-

дричних вiдрiзкiв IMs0
c1c2...ck рангу k (ck ∈ A

′

k). Тодi Ms0
⊂ Fk ⊂ Fk+1 для всiх

k ∈ N i λ(Ms0
) 6 limk→∞ Fk. Iз властивостей цилiндрiв ∆

Ms0
c1c2...cn та з того,

що d(∆
Ms0
c1c2...cn) = |IMs0

c1c2...cn| випливає, що

λ(Ms0
) 6 lim

k→∞

2k ·∆D
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

εk+1(s0)εk+2(s0)εk+3(s0)...

 =

= lim
k→∞

(
2k

d1d2 . . . dk
·
∞∑

i=k+1

εi(s0)

dk+1 . . . di

)
= 0.
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2.6. Оператор зсуву цифр представлення чисел

знакопочережним рядом Кантора

Нехай маємо послiдовнiсть (−Dk), k = 0, 1, . . . , елементами якої є по-

слiдовностi (−1) ·Dk ≡ (−dk+n) ≡ (−dk+1,−dk+2,−dk+3, . . . ) вiд’ємних на-

туральних чисел (−1) ·dn+k, менших (−1), де (−1) ·D0 ≡ (−dn) = (−1) ·D,

n = 1, 2, . . . .

Нехай
(
F−Dk

[χk;χ
′
k]

)
— послiдовнiсть множин F−Dk

[χk;χ
′
k]

всiх можливих нега-

D-представлень, згенерованих послiдовнiстю (−1) ·Dk, дiйсних чисел з де-

якого вiдрiзка [χk;χ
′

k].

Означення 2.8. Нехай маємо деякi фiксованi числа x ∈ [χ0;χ
′

0] =

= [a0 − 1; a0] та k, k ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }.
Оператором зсуву цифр (k+1)-го порядку представлення числа x зна-

копочережним рядом Кантора (2.1) називається вiдображення ϕ̂k+1, озна-

чене на множинi F−D0

[χ0;χ
′
0]
наступним чином:

ϕ̂k+1(x) =
∞∑

n=k+2

(−1)n−k−1εn
dk+2 . . . dn

,

Тобто, оператором зсуву цифр (k+ 1)-го порядку представлення числа

знакопочережним рядом Кантора (2.1) називається вiдображення

πk(ϕ̂
k+1(x,−D)) таке, що

ϕ̂k+1 : [χ0;χ
′

0]× (−1) ·D0 −→ [χk+1;χ
′

k+1]× (−1) ·Dk+1

((ε1, ε2, . . . ), (−d1,−d2, . . . )) −→ ((εk+2, εk+3, . . . ), (−dk+2,−dk+3, . . . )) ,

πk : [χk+1;χ
′

k+1]× (−1) ·Dk+1 −→ [χk+1;χ
′

k+1]

(xk+1,−Dk+1) −→ xk+1,

де χk = infx ϕ̂
k(x), χ′k = supx ϕ̂

k(x), ϕ̂0(x) = x для довiльного x ∈ [a0−1; a0].

Зауваження 2.2. Домовимося в подальшому замiсть позначення

πk(ϕ̂
k+1(x,−D)) використовувати позначення ϕ̂k+1(x).
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Означимо оператор, який є узагальненням оператора ϕ̂.

Означення 2.9. Узагальненим оператором зсуву цифр представлення

числа x ∈ [a0−1; a0] знакопочережним рядом Кантора (2.1) називатимемо

вiдображення ϕ̂m, означене на F−D[a0−1;a0] наступною рiвнiстю: ϕ̂m(x) =

= −ε1

d1
+. . .+

(−1)m−1εm−1

d1d2 . . . dm−1
+

(−1)mεm+1

d1d2 . . . dm−1dm+1
+

(−1)m+1εm+2

d1d2 . . . dm−1dm+1dm+2
+. . . .

Тобто, означимо вiдображення π̃(ϕ̂m(x,−D)), для якого

ϕ̂m : [a0 − 1; a0]× (−1) ·D −→ [b
(m)
0 ; b(m)]× (−1) ·Dm̄

((εk+1, . . . , εm−1, εm, εm+1, . . . ), (−d1, . . . ,−dm−1,−dm,−dm+1, . . . )) −→

−→ ((ε1, . . . , εm−1, εm+1, . . . ), (−d1, . . . ,−dm−1,−dm+1, . . . )) ,

π̃ : [b
(m)
0 ; b(m)]× (−1) ·Dm̄ −→ [b

(m)
0 ; b(m)]

(x̃m,−Dm̄) −→ x̃m,

де (−1) · Dm̄ ≡ (−d1,−d2, . . . ,−dm−1,−dm+1, . . . ), b
(m)
0 = inf ϕ̂m(x), b(m) =

= sup ϕ̂m(x).

Зауваження 2.3. Оскiльки подання довiльного числа x ∈ [a0 − 1; a0] у

виглядi знакопочережного ряду Кантора єдиним чином задається фiксо-

ваними послiдовностями (εn) i (−dn), то застосування оператора ϕ̂ чи ϕ̂m
призводить до переходу до зображення «iншим» рядом Кантора. Справ-

дi, ϕ̂m(∆−Dε1ε2...εm−1εmεm+1...
) ≡ ∆−Dm̄

ε1ε2...εm−1εm+1...
, ϕ̂(∆−Dε1ε2...εn...

) ≡ ∆−D1
ε2ε3...εn...

≡
≡ −d1∆

−D
0ε2...εn...

. В загальному випадку

ϕ̂k(∆−Dε1ε2ε3...εn...
) ≡ ∆−Dk

εk+1εk+2...
≡ (−1)kd1d2...dk∆

−D
0...0︸︷︷︸

k

εk+1εk+2...
,

де k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Означення 2.10. Оператором зсуву цифр зображення числа x =

= ∆−Dε1ε2...εn...
знакопочережним рядом Кантора (2.1) назвемо вiдображення
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ϕ̃ таке, що

ϕ̃(∆−Dε1ε2...εn...
) = ∆−Dε2...εn...

≡
∞∑
n=1

(−1)nεn+1

d1d2 . . . dn
.

Зауваження 2.4. Очевидно, що вiдображення ϕ̃ не завжди коректно

визначене, адже не для всiх знакопочережних рядiв Кантора (2.1) викону-

ється нерiвнiсть εn+1 6 dn − 1. Проте, якою б не була послiдовнiсть (dn),

iснують числа з [a0 − 1; a0], для яких вiдображення ϕ̃ є коректно визначе-

ним.

Слiд зазначити, що для випадку, коли dn = const = s, s ∈ N \ {1},
поняття операторiв зсуву цифр представлення та зображення числа вiдпо-

вiдним рядом є еквiвалентними. В останньому випадку такий оператор у

науковiй лiтературi вiдомий як оператор зсуву цифр.

З останньої нерiвностi випливає наступне твердження.

Лема 2.12. Оператор ϕ̃ є коректно визначеним для довiльного x ∈
∈ [a0 − 1; a0] тодi i тiльки тодi, коли для послiдовностi (dn) елементiв

знакопочережного ряду Кантора (2.1) для довiльного n ∈ N виконується

нерiвнiсть dn+1 6 dn.

Перейдемо до розгляду властивостей оператора ϕ̂.

Лема 2.13. Справедливими є наступнi твердження:

1. оператор ϕ̂ має рiвно d1 iнварiантних точок:

− i

d1 + 1
, i = 0, d1 − 1;

2. оператор ϕ̂ не є бiєктивним вiдображенням;

3. якщо послiдовнiсть (dn) — чисто перiодична послiдовнiсть перiоду

k, тодi вiдображення ϕ̂ має перiодичнi точки перiоду k, де k ∈ N.

Тобто, ϕ̂k+j(∆−D(ε1ε2...εk)) = ϕ̂kt+j(∆−D(ε1ε2...εk)), t = 0, 1, 2, . . . ;

4. нехай x = ∆−Dε1ε2...εn...
. Якщо iснує таке m ∈ N, що ϕ̂m(x) = x, то

x =

(
1 +

1

(−1)md1d2 . . . dm − 1

)
∆−Dε1ε2...εm(0);
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5. якщо для фiксованого числа x iснують такi m ∈ Z0 та c ∈ N, що

ϕ̂m(x) = ϕ̂m+c(x), тодi

x =
∆−Dε1ε2...εm(0) + (−1)c+1dm+1dm+2 . . . dm+c∆

−D
ε1ε2...εm+c(0)

1 + (−1)c+1dm+1dm+2 . . . dm+c
;

6. для довiльного k ∈ N справедливими є наступнi рiвностi:

ϕ̂k(x) = (−1)kd1d2 . . . dkx+ (−1)k+1d1d2 . . . dk∆
−D
ε1ε2...εk(0),

x = (−1)k
ϕ̂k(x) + (−1)kd1d2 . . . dk∆

−D
ε1ε2...εk(0)

d1d2 . . . dk
;

7. для довiльних m ∈ N i c ∈ N виконується рiвнiсть:

(−1)cdm+1dm+2 . . . dm+c · ϕ̂m(x)− ϕ̂m+c(x) =

= (−1)m+cd1d2 . . . dm+c ·∆−D0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

εm+1εm+2...εm+c(0)
;

8. вiдображення ϕ̂ є спадним на кожному з iнтервалiв першого рангу

∇−Dc = (inf ∆−Dc ; sup ∆−Dc );

9. вiдображення ϕ̂ є неперервним в кожнiй точцi iнтервалу першого

рангу ∇−Dc , а кiнцi цього iнтервалу є точками стрибкiв вiдобра-

ження ϕ̂;

10. вiдображення ϕ̂ має похiдну майже скрiзь (в розумiннi мiри Ле-

бега), причому, якщо в точцi x = ∆−Dε1ε2...εn...
вiдображення ϕ̂ має

похiдну, то (ϕ̂(x))
′
= −d1;

11. вiдображення ϕ̂k не має похiдної в жоднiй нега-D-рацiональнiй то-

чцi ∆−Dε1ε2...εn[dn+1−1]0[dn+3−1]0..., де k > n− 1;

12. множина

C[−D, V ] = {x : x = ∆−Dε1ε2...εn...
, εn ∈ {v1, v2, . . . , vm} ⊂ {0, 1, . . . , dn−1}},

де v1, v2, . . . , vm — фiксованi натуральнi числа, 1 < m 6 dn − 1,

dn > 2, є iнварiантною вiдносно вiдображення ϕ̂, якщо лише по-

слiдовнiсть (dn) є чисто перiодичною послiдовнiстю з простим
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перiодом, а множина

C[−D, Vn] = {x : x = ∆−Dε1ε2...εn...
, εn ∈ Vn = {v(n)

1 , v
(n)
2 , . . . , v(n)

m } ⊂ Adn}

є iнварiантною вiдносно ϕ̂k, коли послiдовностi множин (dn) i (Vn)

є чисто перiодичними послiдовностями з перiодом довжини k.

2.7. Критерiї рацiональностi

2.7.1. Зображення рацiональних чисел знакопочережними ря-

дами Кантора. Поняття оператора зсуву цифр представлення числа

знакопочережним рядом Кантора є корисним для формулювання крите-

рiїв рацiональностi числа, що подається у виглядi розкладу в такий ряд.

Сформулюємо основнi твердження.

Теорема 2.4. Рацiональне число x = p
q з вiдрiзка [−1 + a0; a0] має

скiнченний розклад в знакопочережний ряд Кантора (2.1) тодi i тiльки

тодi, коли iснує n0 таке, що d1d2 . . . dn0
≡ 0( mod q).

Наслiдок 2.3. Iснують такi послiдовностi (dn), що кожне рацiональ-

не число має скiнченний розклад у вiдповiдний ряд (2.1).

Лема 2.14. Для довiльного n ∈ N виконується рiвнiсть

∆−(dn)
ε1ε2...εn...

+ ∆−Dε1ε2...εn...
+ ∆−D(1) = 0.

Наслiдок 2.4. Iснують такi знакопочережнi ряди (2.2), що число ви-

ду ∆
−(dn)
ε1ε2...εn(0) може бути iррацiональним.

Наступнi твердження є еквiвалентними.

Теорема 2.5. Число x0 ∈ (−1 + a0; a0) є рацiональним тодi i тiльки

тодi, коли iснують такi номери k ∈ Z0 та t ∈ N, k 6= t, що ϕ̂k(x) = ϕ̂t(x).

Теорема 2.6. Число x0 ∈ (−1 + a0; a0) є рацiональним тодi i тiльки

тодi, коли iснують k ∈ Z0 i t ∈ N (k < t) такi, що

∆−D0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

εk+1εk+2εk+3...
= (−1)t−kdk+1dk+2 . . . dt∆

−D
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

t

εt+1εt+2εt+3...
.
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Теорема 2.7. Число x є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли послi-

довнiсть (ϕ̂k(x)), k = 0, 1, 2, . . . , мiстить хоча б два однакових числа.

Проведемо вiдповiднi дослiдження для додатних рядiв Кантора i наве-

демо доведення основних тверджень.

2.7.2. Критерiй D-рацiональностi.

Теорема 2.8. Рацiональне число p
q ∈ (0, 1) є D-рацiональним тодi i

тiльки тодi, коли iснує такий номер n0, що d1d2 . . . dn0
≡ 0(mod q).

Доведення. Необхiднiсть. Справдi, нехай

p

q
=
ε1

d1
+

ε2

d1d2
+ . . .+

εn−1

d1d2 . . . dn−1
+

εn
d1d2 . . . dn−1dn

+

+
0

d1d2 . . . dndn+1
+

0

d1d2 . . . dndn+1dn+2
+ . . . ,

p

q
=
ε1d2d3 . . . dn + ε2d3 . . . dn + . . .+ εn−1dn + εn

d1d2 . . . dn
,

pd1d2 . . . dn = qεn + q(ε1d2d3 . . . dn + ε2d3 . . . dn + . . .+ εn−1dn),

εn =
pd1d2 . . . dn − q(ε1d2d3 . . . dn + ε2d3 . . . dn + . . .+ εn−1dn)

q
.

Оскiльки в останнiй рiвностi εn є натуральним числом, то вираз в правiй

частинi також є натуральним числом. Враховуючи, що (p, q) = 1, отрима-

ємо d1d2 . . . dn ≡ 0(mod q).

Достатнiсть.4 Нехай (p, q) = 1, p < q, iснує такий номер n0, що

d1d2 . . . dn0
≡ 0(mod q) та

p

q
=
ε1

d1
+

ε2

d1d2
+. . .+

εn0

d1d2 . . . dn0

+
εn0+1

d1d2 . . . dn0
dn0+1

+. . . =

n0∑
k=1

εk
d1d2 . . . dk

+rn0
,

де rn0
= 1

d1d2...dn0

(
εn0+1

dn0+1
+

εn0+2

dn0+1dn0+2
+ . . .

)
— залишок ряду. Тодi

p

q
=
ε1d2 . . . dn0

+ . . .+ εn0

d1d2 . . . dn0

+ rn0
.

4Достатня умова D-рацiональностi була сформульована Г. Кантором в [20], однак у неї було дещо

iнше формулювання та бiльш громiздке доведення.
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Позначивши φ =
d1d2...dn0

q ∈ N (за умовою) , отримаємо

pφ = (ε1d2 . . . dn0
+ . . .+ εn0

) + d1d2 . . . dn0
rn0
.

Оскiльки у лiвiй частинi останньої рiвностi знаходиться натуральне чи-

сло, то й в правiй також натуральне. Звiдси випливає, що d1d2 . . . dn0
rn0

= 0

або d1d2 . . . dn0
rn0

= 1. Що й потрiбно було довести.

2.7.3. Загальнi критерiї рацiональностi. Основним результатом

даного пункту є наступне твердження.

Теорема 2.9. Число x є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли iсну-

ють n ∈ Z0 i c ∈ N такi, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x).

Доведення. Необхiднiсть.Нехай маємо послiдовнiсть (ϕ̂n(x)), породже-

ну оператором зсуву цифр представлення (1.4) числа x:

ϕ̂0(x) = x,

ϕ̂(x) = d1x− ε1,

ϕ̂2(x) = d2ϕ̂(x)− ε2 = d1d2x− d2ε1 − ε2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ̂n(x) = dnϕ̂
n−1(x)− εn = x

n∏
j=1

dj −

(
n−1∑
i=1

εidi+1di+2 . . . dn

)
− εn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

З (1.8) випливає, що

x =
n∑
j=1

εj
d1d2 . . . dj

+
1

d1d2 . . . dn
ϕ̂n(x). (2.13)

Нехай Q 3 x = a
b , a < b та (a, b) = 1. Тодi для довiльного n ∈ N:

ϕ̂n(x) =
ad1d2 . . . dn − b(ε1d2d3 . . . dn + . . .+ εn−1dn + εn)

b
=
an
b
. (2.14)
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Оскiльки 0 6 an
b 6 1 при n → ∞, з того, що b = const, випливає an ∈

∈ {0, 1, 2, . . . , b − 1}, а отже iснує таке c ∈ N, що an = an+c. Бiльше того,

iснує пiдпослiдовнiсть (nm) натуральних чисел, що anm = const для всiх

m ∈ N.

Достатнiсть. Справдi, якщо iснують такi n ∈ Z0 i c ∈ N, що ϕ̂n(x) =

= ϕ̂n+c(x), тодi з (1.8) випливає

x

(
n+c∏

k=n+1

dk − 1

)
=

(
n+c∏

k=n+1

dk

)
·
n+c∑
i=1

εi
d1d2 . . . di

−
n∑
j=1

εj
d1d2 . . . dj

,

x = ∆D
ε1ε2...εn(0) +

dn+1 . . . dn+c

dn+1 . . . dn+c − 1
∆D

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

εn+1εn+2...εn+c(0)
.

Отже, x ∈ Q i з врахуванням (2.13) справедливим є наступне твердже-

ння.

Лема 2.15. Якщо iснують такi n ∈ Z0 i c ∈ N, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x),

то x ∈ Q i виконується наступна рiвнiсть:

ϕ̂n(x) =
d1d2 . . . dndn+1 . . . dn+c

dn+1 . . . dn+c − 1
∆D

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

εn+1εn+2...εn+c(0)
.

Теорема 2.10. Число x = ∆D
ε1ε2...εn...

є рацiональним тодi i тiльки

тодi, коли iснують n ∈ Z0 i c ∈ N такi, що

∆D
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

εn+1εn+2εn+3...
= dn+1 . . . dn+c∆

D
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n+c

εn+c+1εn+c+2εn+c+3...
.

Теореми 2.9 i 2.10 є еквiвалентними.

2.7.4. Деякi наслiдки iз загальних критерiїв. Розглянемо са-

мий простий випадок, коли c = const = 1 i n = 0, 1, 2, . . . . Тобто, коли

ϕ̂n(x) = const для довiльного n ∈ Z0. Такi числа, вiдмiннi вiд 0 та 1, справ-

дi iснують. Наприклад,

x =
1

3
+

2

3 · 5
+

3

3 · 5 · 7
+ . . .+

n

3 · 5 · . . . · (2n+ 1)
+ . . . = ϕ̂n(x) =

1

2
.

Знайдемо критерiї виконання умови ϕ̂n(x) = const.



86

Лема 2.16. Якщо ϕ̂n(x) = x для всiх n ∈ N, то εn
dn−1 = const = x.

Доведення. Якщо ϕ̂n(x) = ϕ̂n+1(x) = const, тодi ϕ̂n(x) = dn+1ϕ̂
n(x)−

−εn+1. Звiдки,

ϕ̂n(x) =
εn+1

dn+1 − 1
= const. (2.15)

Тобто,

x =
ε1

d1 − 1
=
ε1

d2
+

ε2

d1(d2 − 1)
=
ε1

d1
+

ε2

d1d2
+

ε3

d1d2(d3 − 1)
= . . . =

=
n−1∑
i=1

εi
d1...di

+
εn

d1 . . . dn−1(dn − 1)
= . . . .

Зауваження 2.5. Якщо ϕ̂n(x) = const для всiх n > n0, де n0 — фiксо-

ване додатне цiле число, то з (2.13) випливає, що умова εn
dn−1 = const є

справедливою для всiх n > n0 та

x =

n0∑
i=1

εi
d1d2 . . . di

+
1

d1d2 . . . dn0

· εn0+1

dn0+1 − 1
.

Лема 2.17. Нехай Z0 3 n0 — фiксоване число. Умова ϕ̂n(x) = const є

справедливою для всiх n > n0 тодi i тiльки тодi, коли εn
dn−1 = const для

всiх n > n0.

Доведення. Необхiднiсть випливає з останньої леми.

Достатнiсть. Нехай для всiх n > n0

const = p =
εn

dn − 1
=

εn+1

dn+1 − 1
= . . . =

εn+i

dn+i − 1
= . . . .

Скориставшись рiвнiстю εn
dn

= εn
dn−1 −

εn
dn(dn−1) , отримаємо

ϕ̂n(x) =
∞∑

i=n+1

εi
dn+1 . . . di

=

(
εn+1

dn+1 − 1
− εn+1

dn+1(dn+1 − 1)

)
+

+
∞∑
i=1

[(
n+i∏

j=n+1

1

dj

)(
εn+i+1

dn+i+1 − 1
− εn+i+1

dn+i+1(dn+i+1 − 1)

)]
=
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= p

(
1− 1

dn+1

)
+ p

∞∑
i=1

[(
1− 1

dn+i+1

)( n+i∏
j=n+1

1

dj

)]
= p.

Наслiдок 2.5. Множина чисел, для представлення яких рядом Кан-

тора (1.4) справедливою є умова ϕ̂n(x) = x для всiх n ∈ N, є скiнчен-

ною множиною порядку minn dn, причому x = ε
d−1, де d = minn dn та

ε ∈ {0, 1, . . . , d− 1}.

При дослiдженнi критерiю рацiональностi важливою є задача обчислен-

ня значень елементiв послiдовностi (εn) рацiонального числа x = ∆D
ε1ε2...εn...

.

Вiдповiднi значення просто визначити для випадку ϕ̂n(x) = x, n = 1, 2, . . . .

Лема 2.18. Нехай d = minn dn та Ad 3 ε — фiксоване число.

Рiвностi ϕ̂n(x) = x = ε
d−1 виконуються тодi i тiльки тодi, коли у

представленнi числа x рядом Кантора (1.4) для всiх n ∈ N справедливою

є умова:

Z0 3 εn =
dn − 1

d− 1
ε.

Доведення. Необхiднiсть випливає з наслiдку 2.5 та рiвностi (2.15).

Достатнiсть. Справдi, нехай εn = dn−1
d−1 ε. Тодi

x =
∞∑
n=1

dn−1
d−1 ε

d1d2 . . . dn
=

ε

d− 1

∞∑
n=1

dn − 1

d1d2 . . . dn
=

ε

d− 1
.

Наслiдок 2.6. Нехай n0 —фiксоване цiле додатне число, ε0 — чисель-

ник звичайного дробу εn0+k

d1d2...dn0
dn0+1...dn0+k

та d0 = minn>n0
dn в розкладi (1.4)

числа x за умови, що dn0+k = d0.

Умова ϕ̂n(x) = const є справедливою для всiх n > n0 тодi i тiльки

тодi, коли в розкладi (1.4) числа x для кожного n > n0 виконується умова

Z0 3 εn =
dn − 1

d0 − 1
ε0.
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Повернимось тепер до рiвностей (2.14). Зокрема, до iснування послiдов-

ностi (nm) такої, що anm = const в цих рiвностях. Нехай в розкладi (1.4)

числа x ∈ [0; 1] ∩Q iснує послiдовнiсть (nm), що ϕ̂nm(x) = const. Останню

умову можна записати наступним чином:

const =
∞∑

i=n1+1

εi
dn1+1 . . . di

=
∞∑

i=n2+1

εi
dn2+1 . . . di

= . . . =
∞∑

i=nm+1

εi
dnm+1 . . . di

= . . . .

Очевидно, можливо звести ряд Кантора (1.4) до ряду Кантора, для яко-

го умова ϕ̂nm(x) = const еквiвалентна умовi ϕ̂k(x) = const, k = 0, 1, 2, . . . .

Тобто,

x =
∞∑
n=1

εn
d1d2 . . . dn

=

n1∑
j=1

εj
d1d2 . . . dj

+
1

d1 . . . dn1

x
′
,

x
′
=
∑∞

m=1
σm

(δ1+1)(δ2+1)...(δm+1) =

=
∞∑
m=1

εnm+1dnm+2dnm+3 . . . dnm+1
+ . . .+ εnm+1−1dnm+1

+ εnm+1

(dn1+1 . . . dn2
)(dn2+1 . . . dn3

) . . . (dnm+1 . . . dnm+1
)

. (2.16)

Саме для ряду Кантора (2.16) i є справедливою умова ϕ̂m(x
′
) = const

для m = 0, 1, 2, . . . .

Пiдсумовуючи наведенi вище результати, отримаємо твердження.

Теорема 2.11. Число x, подане у виглядi ряду Кантора (1.4), є ра-

цiональним тодi i тiльки тодi, коли iснує така пiдпослiдовнiсть (nm)

натуральних чисел, що для всiх m = 1, 2, . . . , виконуються умови:

σm
δm

=
εnm+1dnm+2 . . . dnm+1

+ . . .+ εnm+1−1dnm+1
+ εnm+1

dnm+1dnm+2 . . . dnm+1
− 1

= const;

σm =
δm
δ
σ, де δ = min

m∈N
δm та σ— число в чисельнику звичайного дробу iз

нескiнченної суми (2.16), знаменник якого дорiвює (δ1+1)(δ2+1) . . . (δ+1).
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Нехай iснують такi n ∈ Z0 та n ∈ N, що справедливою є теорема 2.9.

Тодi

x =
∞∑
k=1

εk
d1d2 . . . dk

=
n∑
i=1

εi
d1d2 . . . di

+

+

(
εn+1

d1d2 . . . dndn+1
+ . . .+

εn+c

d1d2 . . . dndn+1 . . . dn+c

)
+
∞∑
j=1

εn+c+j

d1d2 . . . dn+c+j
=

=
εn+1dn+2 . . . dn+c + εn+2dn+3 . . . dn+c + . . .+ εn+c−1dn+c + εn+c

d1d2 . . . dn(dn+1dn+2 . . . dn+c)
+

+
∞∑
j=1

εn+c+j

d1d2 . . . dn+c+j
+

n∑
i=1

εi
d1d2 . . . di

.

Для заданого початкового ряду справджується ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), в той

час як для ряду, записаному в останньому рядку, справедливою є умова

ϕ̂n(x) = ϕ̂n+1(x). З останньої умови випливає, що

ϕ̂n(x) =
εn+1dn+2 . . . dn+c + εn+2dn+3 . . . dn+c + . . .+ εn+c−1dn+c + εn+c

dn+1dn+2 . . . dn+c − 1
.

А отже, справедливим є наступне твердження.

Теорема 2.12. Якщо число x подане у формi ряду (1.4) та Q 3 x = a
b ,

тодi iснують такi числа n ∈ Z0 i c ∈ N, що

d1d2 . . . dn(dn+1dn+2 . . . dn+c − 1)
... b.

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 введено в розгляд i вивчено кодування дiйсних чисел, яке

ґрунтується на розкладi чисел у знакопочережний ряд Кантора. Зокрема:

— розроблено основи метричної теорiї чисел, зображених знакопоче-

режними рядами Кантора;

— вивчено тополого-метричнi властивостi множини неповних сум зна-

копочережного ряду Кантора;
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— описано властивостi операторiв зсуву цифр представлення та зо-

браження числа знакопочережним рядом Кантора, введено поняття

узагальненого оператора зсуву цифр представлення;

— дослiджено взаємозв’язок предсталень дiйсних чисел знакопочере-

жним та додатним рядами Кантора;

— розглянуто функцiї, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича,

i, моделювання яких ґрунтується на взаємозв’язку кодувань дiйсних

чисел за допомогою знакопочережних i додатних рядiв Кантора;

— доведено загальнi критерiї5 рацiональностi чисел, поданих у виглядi

рядiв Кантора.

Дослiдження, викладенi в даному роздiлi, є новими. Формулювання де-

яких з наслiдкiв загальних критерiїв рацiональностi чисел, поданих у фор-

мi додатних рядiв Кантора, є дещо подiбними iз окремими вiдомими твер-

дженнями, але доповнюють вiдомi результати та доведенi iншими способа-

ми.

Результати роздiлу опублiкованi у роботах [4a, 10a] i тезах конферен-

цiї [19a], а також апробованi в доповiдях на семiнарах та звiтних конферен-

цiях.

5В дане дисертацiйне дослiдження внесено лише найбiльш загальнi результати

(для випадку довiльної послiдовностi (dn)). Бiльш детальнiше з проведеними дослi-

дженнями автора з цiєї тематики можна ознайомитись в публiкацiях за посиланням

www.researchgate.net/profile/Symon_Serbenyuk/publications.
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РОЗДIЛ 3

САМОПОДIБНI ФРАКТАЛИ

Роздiл присвячено дослiдженню тополого-метричних i фрактальних вла-

стивостей1 нових фрактальних множин (накладається певна функцiональ-

на залежнiсть на вживання символiв в поданнi елементiв дослiджуваних

множин у формi рядiв Кантора спецiального виду).

У даному роздiлi фактично розглядаються функцiї, означеннi на мно-

жинах канторiвського типу з допомогою проекторiв, i здiйснюється тополого-

метричний i фрактальний аналiз їх множин значень.

Нехай s — фiксоване цiле число з множини Z \ {−2,−1, 0, 1, 2}, A0 ≡
≡ A \ {0} ≡ {1, 2, . . . , s − 1} та L ≡ (A0)

∞ ≡ (A0) × (A0) × (A0) × . . . . —
простiр одностороннiх послiдовностей елементiв множини A0.

Розглянемо новi класи Υs та Υ−s, вiдповiдно, множин S(s,u) та S(−s,u)

виду

S(s,u) ≡

x : x = ∆s
u...u︸︷︷︸
α1−1

α1u...u︸︷︷︸
α2−1

α2...u...u︸︷︷︸
αn−1

αn...
, (αn) ∈ L

 , (3.1)

S(−s,u) ≡

x : x = ∆−su...u︸︷︷︸
α1−1

α1u...u︸︷︷︸
α2−1

α2...u...u︸︷︷︸
αn−1

αn...
, (αn) ∈ L

 , (3.2)

де αn 6= u, αn 6= 0, u = 0, s− 1 i число u є фiксованим для множин S(s,u)

та S(−s,u). Тобто, клас множин Υs мiстить множини S(s,0),S(s,1), . . . ,S(s,s−1).

Аналогiчно, Υ−s мiстить множини S(−s,0),S(−s,1), . . . ,S(−s,s−1). Означимо Υ

1Вiдповiднi результати частково було представлено автором в тезах доповiдей на

конференцiях [17a, 18a, 20a], а також в доповiдях на семiнарах вiд 29.09.2011 р. та

16.02.2012 р. (див. вступ). З повними дослiдженнями можна ознайомитись за посиланням

www.researchgate.net/profile/Symon_Serbenyuk/publications
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як клас множин, що мiстить класи

. . . ,Υ−n, . . . ,Υ−4,Υ−3,Υ3,Υ4, . . . ,Υn, . . . .

У даному роздiлi вивчатимемо також властивостi множини

S− ≡

{
x : x =

∞∑
n=1

(−1)nαn
sα1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L,

}
,

елементи якої подано у виглядi змiшаного s-го ряду (2.6), та S̃, яка мiстить

всi числа з [0; 1], в s-му зображеннi яких дозволено вживати лише набори

s-их цифр з множини {u . . . u︸ ︷︷ ︸
c−1

c}, де c = 1, s− 1, u ∈ A, c 6= u, u = 0, s− 1.

Очевидними є наступнi рiвностi:

S(s,u) ≡

{
x : x =

u

s− 1
+
∞∑
n=1

αn − u
sα1+...+αn

, (αn) ∈ L, αn 6= u, αn 6= 0

}
, (3.3)

S(−s,u) ≡

{
x : x =

∞∑
n=1

(
αn − u

(−s)α1+α2+...+αn

)
− u

s+ 1
, (αn) ∈ L, αn 6= u, αn 6= 0

}
.

3.1. Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi

Теорема 3.1. Усi множини з Υ \
{
S(−3,1),S(−3,2),S(3,1),S(3,2)

}
та мно-

жина S− є: континуальними, нiде не щiльними, досконалими нуль-множи-

нами Лебега, а також самоподiбними фракталами, розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича α0(·) яких задовольняє рiвняння:

2

(
1

s

)α0(S−)

−
(

1

s

)sα0(S−)

= 1,

∑
p6=u,p∈A0

(
1

s

)pα0(S(±s,u))

= 1,

де пiд позначенням S(±s,u) маємо на увазi множину S(s,u) або S(−s,u).
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Доведення. Розпочнемо з детального дослiдження властивостей мно-

жини S(s,0). Рiвнiсть

S(s,0) 3 x0 =
c1

sc1
+

c2

sc1+c2
+

c3

sc1+c2+c3
+ . . .+

cn
sc1+c2+...+cn

+ . . .

скорочено позначатимемо через x0 = ∆
′

c1c2...cn...
.

З означення множини S(s,0) випливає, що вона не мiстить s-во-

рацiональних чисел. Тобто, кожен її елемент має єдине s-ве зображення.

Для доведення континуальностi S(s,0) достатньо побудувати взаємно одно-

значну вiдповiднiсть мiж множиною S(s,0) та множиною C[s, A0] всiх чисел

з вiдрiзка [0, 1], s-ве зображення яких не мiстить цифри нуль. Такою є

∀(αn) ∈ L : x =
∞∑
n=1

αn
sα1+α2+...+αn

→
∞∑
n=1

αn
sn

= y = f(x), (3.4)

що еквiвалентно

x = ∆s
0...0︸︷︷︸
c1−1

c1 0...0︸︷︷︸
c2−1

c2...0...0︸︷︷︸
cn−1

cn...
→ ∆s

c1c2...cn...
= y = f(x). (3.5)

З вiдповiдностi (3.5) випливає, що вiдповiднiсть (3.4) є взаємно однозна-

чною вiдповiднiстю мiж множинами S(s,0) та C[s, A0]. Iз континуальностi

множини C[s, A0] випливає континуальнiсть множини S(s,0).

З метою детального вивчення властивостей множини S(s,0) дослiдимо

властивостi корисного для цього поняття цилiндра.

Нехай {c1, c2, . . . , cn} — фiксований набiр s-их цифр, вiдмiнних вiд ци-

фри 0.

Означення 3.1. Цилiндром ∆′c1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn нази-

вається пiдмножина множини S(s,0), всi елементи якої мають в своєму s-му

зображеннi першi n ненульовi цифри вiдповiдно рiвнi c1, c2, . . . , cn.

Лема 3.1. Цилiндри мають наступнi властивостi:

1.

inf ∆
′

c1c2...cn
= ∆

′

c1c2...cn(s−1) = gn +
s− 1

sc1+c2+...+cn(ss−1 − 1)
,
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sup ∆′c1c2...cn = ∆
′

c1c2...cn(1) = gn +
1

sc1+c2+...+cn(s− 1)
,

де gn =
n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

.

2. ∆′c1c2...cn ⊂ Ic1c2...cn, де Ic1c2...cn — вiдрiзок з тими ж самими кiнцями,

що й вiдповiдний цилiндр ∆
′

c1c2...cn
:

Ic1c2...cn =

[
gn +

s− 1

(ss−1 − 1)sc1+c2+...+cn
; gn +

1

(s− 1)sc1+c2+...+cn

]
.

(3.6)

3. ∆′c1c2...cn ⊂ ∆s
0...0︸︷︷︸
c1−1

c1 0...0︸︷︷︸
c2−1

c2...0...0︸︷︷︸
cn−1

cn
, ci ∈ A0.

4. ∆
′

c1c2...cn
=
⋃s−1
i=1 ∆

′

c1c2...cni
∀cn ∈ A0, n ∈ N.

5.

d(∆′c1c2...cn) =
ss−1 − 1− (s− 1)2

(s− 1)(ss−1 − 1)sc1+c2+...+cn
.

6.
d(∆′c1c2...cn+1

)

d(∆′c1c2...cn)
=

1

scn+1
.

7. Цилiндри ∆′c1c2...cn−11,∆
′
c1c2...cn−12,∆

′
c1c2...cn−13, . . . ,∆

′
c1c2...cn−1[s−1] розта-

шованi «справа налiво». Тобто, inf ∆′c1c2...cn−1p
> sup ∆′c1c2...cn−1[p+1]

для буь-якого p ∈ N 1
s−2 ≡ {1, 2, . . . , s− 2}.

8. Iнтервалом, що не мiстить жодної точки з множини S(s,0) є

будь-який iнтервал виду

Tc1...cn−1p = (sup ∆′c1...cn−1[p+1]; inf ∆′c1...cn−1p
) = (bp+1; ap), де

bp+1 =
p+ 1

sc1+...+cn−1+p+1
+

1

(s− 1)sc1+...+cn−1+p+1
+

n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

,

ap =
p

sc1+...+cn−1+p
+

s− 1

(ss−1 − 1)sc1+...+cn−1+p
+

n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

.

9. ∆
′

c1c2...cn−1p
∩∆

′

c1c2...cn−1[p+1] = ∅ ∀p ∈ N 1
s−2.
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10. Якщо x0 ∈ S(s,0) , то

x0 =
∞⋂
n=1

∆′c1c2...cn.

Доведення. Властивiсть 1. Оскiльки a
sa >

b
sb

при a < b, тому

inf ∆
′

c1c2...cn
=

1

sc1+c2+...+cn

(
s− 1

ss−1
+

s− 1

s2(s−1)
+ . . .

)
+

n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

=

=

(
n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
+

s− 1

sc1+c2+...+cn(ss−1 − 1)
= ∆

′

c1c2...cn(s−1),

sup ∆′c1c2...cn =
1

sc1+c2+...+cn

(
1

s
+

1

s2
+ . . .

)
+

n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

=

=

(
n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
+

1

sc1+c2+...+cn(s− 1)
= ∆

′

c1c2...cn(1).

Властивiсть 2 випливає з властивостi 1, а властивiсть 3 випливає з

попереднiх двох властивостей та рiвностi

∆s
0...0︸︷︷︸
c1−1

c1 0...0︸︷︷︸
c2−1

c2...0...0︸︷︷︸
cn−1

cn
=

[
n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

;
1

sc1+c2+...+cn
+

n∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

]
.

Властивостi 4, 5 та 6 є також наслiдками попереднiх властивостей

цилiндрiв.

Для доведення властивостi 7 розглянемо рiзницю

inf ∆′c1c2...cn−1p
− sup ∆′c1c2...cn−1[p+1] =

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
+

p

sc1+c2+...+cn−1+p
+

+
1

sc1+c2+...+cn−1+p
· s− 1

ss−1 − 1
−

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
− p+ 1

sc1+c2+...+cn−1+p+1
−

− 1

sc1+c2+...+cn−1+p+1
· 1

s− 1
=

(ss−1 − 1)(p(s− 1)2 − s) + s(s− 1)2

(s− 1)(ss−1 − 1)sc1+c2+...+cn−1+p+1
> 0.

Властивiсть 8 доведемо, показавши, що виконуються нерiвностi:

1) inf ∆′c1...cn−1p
− inf ∆′c1c2...cn−1pcn+1

6 0, p ∈ N 1
s−2.
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2) sup ∆′c1...cn−1[p+1] − sup ∆′c1c2...cn−1[p+1]cn+1
> 0, p ∈ N 1

s−2.

1)

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
+

p

sc1+...+cn−1+p
+

s− 1

(ss−1 − 1)sc1+...+cn+cn−1+p
−

−

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
− p

sc1+...+cn−1+p
− cn+1

sc1+...+cn−1+p+cn+1
−

− 1

sc1+...+p+cn+1
· s− 1

ss−1 − 1
=

(s− 1)(scn+1 − 1)− cn+1(s
s−1 − 1)

(ss−1 − 1)sc1+...+cn−1+p+cn+1
6 0.

При cn+1 = s− 1 виконується рiвнiсть.

2)

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
+

p+ 1

sc1+...+cn−1+p+1
+

1

(s− 1)sc1+...+cn+cn−1+p+1
−

−

(
n−1∑
k=1

ck
sc1+c2+...+ck

)
− p+ 1

sc1+...+cn−1+p+1
− cn+1

sc1+...+cn−1+p+1+cn+1
−

− 1

sc1+...+cn−1+p+1+cn+1
· 1

s− 1
=

scn+1 − cn+1(s− 1)− 1

(s− 1)sc1+...+cn−1+p+1+cn+1
> 0,

при cn+1 = 1 виконується рiвнiсть.

Властивiсть 9 є наслiдком останньої властивостi.

Властивiсть 10. Якщо x0 = ∆
′

c1c2...cn...
∈ S(s,0), то очевидним є той факт,

що x0 = ∆
′

c1c2...cn...
∈ ∆

′

c1
∩∆

′

c1c2
∩. . .∩∆

′

c1c2...cn
∩. . . . В результатi отримуємо,

що x0 ∈ Ic1 ∩ Ic1c2 ∩ . . . ∩ Ic1c2...cn ∩ . . . . З властивостей цилiндрiв випливає,

що Ic1 ⊃ Ic1c2 ⊃ . . . ⊃ Ic1c2...cn ⊃ . . . . Тобто, отримали систему вкладених

вiдрiзкiв, яка за аксiомою Кантора мiстить єдину точку, якою i є точка x0.

Лему доведено.

Повернимось до доведення властивостей множини S(s,0).

Нiде не щiльнiсть S(s,0). Оскiльки, за означенням, у довiльно вибра-

ному iнтервалi, який є пiдмножиною вiдрiзка I0, iснують цилiндри ∆
′

c1...cn

рангу n та виконуються властивiсть 8 i нерiвностi з властивостi 7 для цих

цилiндрiв, то для будь-якого iнтервала, що включається у вiдрiзок I0, iснує

пiдiнтервал, що не мiстить точок з множини S(s,0). Отже, S(s,0) — нiде не

щiльна множина.
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Нульмiрнiсть за Лебегом S(s,0). Для знаходження мiри Лебега λ(·)
знайдемо суму довжин всiх сумiжних з множиною S(s,0) iнтервалiв.

Введемо наступнi позначення: S(s,0) =
⋂∞
k=1Ek, де

E1 = I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Is−1,

E2 = I11 ∪ . . . ∪ I[s−1][s−1],

E3 = I111 ∪ . . . ∪ I[s−1][s−1][s−1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ek = I1...1︸︷︷︸
k

∪ . . . ∪ I[s− 1]...[s− 1]︸ ︷︷ ︸
k

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

та Ic1c2...cn — вiдрiзок, кiнцi якого спiвпадають з кiнцями вiдповiдного ци-

лiндра ∆
′

c1c2...cn
. Причому, Ek = Ek+1 ∪ Ēk+1, оскiльки Ek+1 ⊂ Ek.

Mаємо початковий вiдрiзок I0 такий, що λ(I0) = d0. Таким чином, отри-

маємо

λ(E1) =

(
1

s
+

1

s2
+

1

s3
+ . . .+

1

ss−1

)
d0.

Позначимо
1

s
+

1

s2
+

1

s3
+ . . .+

1

ss−1
= σ.

Тому λ(Ē1) = d0 − σd0 = d0(1− σ). Аналогiчно,

λ(Ē2) = d
′(1)
i − σd

′(1)
i = d

′(1)
i (1− σ) =

(
1

s
+

1

s2
+ . . .+

1
s−1

)
d0(1− σ) =

= σd0(1− σ), де i = 1, s− 1.

λ(Ē3) = d
′(2)
i − σd

′(2)
i = d

′(2)
i (1− σ) = σd

′(1)
i (1− σ) = σ2d0(1− σ).

Таким чином, отримаємо послiдовнiсть, яка є нескiнченно спадною геоме-

тричною прогресiєю: d0(1−σ), σd0(1−σ), σ2d0(1−σ), . . . , σn−1d0(1−σ), . . . .

Як наслiдок,

λ(S(s,0)) = d0 −
∞∑
k=1

λ(Ēk) = d0 −
∞∑
j=1

σj−1d0(1− σ) = d0 −
d0(1− σ)

1− σ
= 0.
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Замкненiсть S(s,0). Оскiльки Ek = I1...1︸︷︷︸
k

∪ . . . ∪ I[s− 1]...[s− 1]︸ ︷︷ ︸
k

— за-

мкнена як об’єднання вiдрiзкiв, то й S(s,0) =
⋂∞
k=1Ek є замкненою як пере-

тин замкнених множин.

Досконалiсть S(s,0).Доведемо, що множина S(s,0) не мiстить iзольованих

точок. Нехай x ∈ S(s,0) i нехай P - будь-який iнтервал, що мiстить x, Jn —

вiдрiзок множини En, що мiстить x. Виберемо достатньо велике n таке, щоб

Jn ⊂ P . Нехай xn — той кiнець вiдрiзка Jn, для якого xn 6= x. Iз побудови

випливає, що xn ∈ S(s,0). Отже, x — гранична точка множини, що означає

вiдсутнiсть iзольованих точок.

Множина S(s,0) замкнена та не мiстить iзольованих точок, а отже —

досконала.

Перейдемо до вивчення тополого-метричних властивостей множин S(s,u),

де u ∈ A0. Рiвнiсть

x0 =
u

s− 1
+
∞∑
k=1

ck − u
sc1+...+ck

скорочено позначатимемо через x0 = ∆
(s,u)
c1...cn.... Тобто,

x0 = ∆(s,u)
c1...cn...

= ∆s
u...u︸︷︷︸
c1−1

c1u...u︸︷︷︸
c2−1

c2...u...u︸︷︷︸
cn−1

cn...
.

Для доведення континуальностi S(s,u) достатньо побудувати взаємно

однозначну вiдповiднiсть мiж множиною S(s,u) та множиною C[s, A0 \ {u}]
всiх чисел з вiдрiзка [0; 1], s-ве зображення яких не мiстить цифр 0 та u.

Такою є наступна вiдповiднiсть

∀(αn) ∈ L : x =

(
u

s− 1
+
∞∑
n=1

αn − u
sα1+α2+...+αn

)
f→
∞∑
n=1

αn
sn

= y = f(x),

що еквiвалентно

x = ∆s
u...u︸︷︷︸
α1−1

α1u...u︸︷︷︸
α2−1

α2...u...u︸︷︷︸
αn−1

αn...
f→ ∆s

α1α2...αn...
= y = f(x).

Подальшi мiркування є аналогiчними2 вiдповiдним мiркуванням, що були
2Повне доведення наведене в статтi [2a].
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наведенi при доведеннi континуальностi множини S(s,0).

Перейдемо до вивчення властивостей поняття цилiндра, необхiдного

для вивчення тополого-метричних властивостей множини S(s,u).

Означення 3.2. Цилiндром ∆
(s,u)
c1...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn нази-

ватимемо множину виду

∆(s,u)
c1...cn

≡

{
x : x =

(
n∑
k=1

ck − u
sc1+...+ck

)
+

1

sc1+...+cn

( ∞∑
i=n+1

αi − u
sαn+1+...+αi

)
+

u

s− 1

}
,

де c1, c2, . . . , cn — фiксованi s-вi цифри та αn 6= u, αn 6= 0, 2 < s ∈ N, n ∈ N.

Лема 3.2. Цилiндри ∆
(s,u)
c1...cn мають наступнi властивостi:

1.

inf ∆(s,u)
c1...cn...

=

τ + 1
sc1+...+cn

(
s−1−u
ss−1−1 + u

s−1

)
, якщо u ∈ {0, 1};

τ + 1
sc1+...+cn

1
s−1 , якщо u ∈ {2, . . . , s− 1}.

sup ∆(s,u)
c1...cn...

=


τ + 1

sc1+...+cn
1
s−1 , якщо u = 0,

τ + 1
sc1+...+cn

(
1

su+1−1 + u
s−1

)
, якщо u ∈ {1, . . . , s− 2};

τ + 1
sc1+...+cn

(
1− 1

ss−2−1

)
, якщо u = s− 1,

де

τ =
n∑
k=1

ck − u
sc1+...+ck

+
n∑
k=1

u

sk
.

2.

d(∆(s,u)
c1...cn

) =
1

sc1+...+cn
d(S(s,u));

3.
d(∆

(s,u)
c1...cncn+1)

d(∆
(s,u)
c1...cn)

=
1

scn+1
;

4.

∆(s,u)
c1c2...cn

=
s−1⋃
i=1

∆
(s,u)
c1c2...cni

∀cn ∈ A0, n ∈ N, i 6= u.

5. Для цилiндрiв одного i того ж рангу виконуються наступнi спiв-

вiдношення:
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а) inf ∆
(s,u)
c1...cnp > sup ∆

(s,u)
c1...cn[p+1] при u ∈ {0, 1},

б) при u ∈ {2, 3, . . . , s− 3}sup ∆
(s,u)
c1...cnp < inf ∆

(s,u)
c1...cn[p+1] для всiх p+ 1 6 u;

inf ∆
(s,u)
c1...cnp > sup ∆

(s,u)
c1...cn[p+1] для всiх u < p,

в) sup ∆
(s,u)
c1...cnp < inf ∆

(s,u)
c1...cn[p+1] при u ∈ {s− 2, s− 1}.

Доведення. Перша властивiсть випливає iз рiвностей:

inf Ss,u =


∑∞

k=1
max{αk}−u

smax{α1}+...+max{αk}
+ u

s−1 , якщо u ∈ {0, 1};∑∞
k=1

min{αk}−u
smin{α1}+...+min{αk}

+ u
s−1 , якщо u ∈ {2, 3, . . . , s− 1},

supS(s,u) =


∑∞

k=1
min{αk}

smin{α1}+...+min{αk}
, якщо u = 0,∑∞

k=1
1

s(1+u)k + u
s−1 , якщо u ∈ {1, 2, . . . , s− 2};∑∞

k=1
max{αk}−s+1

smax{α1}+...+max{αk}
+ 1, якщо u = s− 1,

що, в свою чергу, випливають iз означення множини Ss,u.

Очевидно, що друга властивiсть є наслiдком першої, а третя — на-

слiдком другої. Четверта властивiсть випливає з означення.

Доведемо п’яту властивiсть. Доведемо першу нерiвнiсть для u = 1.

inf ∆(s,1)
c1...cnp

− sup ∆
(s,1)
c1...cn[p+1] =

(
n∑
k=1

ck − 1

sc1+...+ck

)
+

(
c1+...+cn∑
k=1

1

sk

)
+

+
1

sc1+...+cn+1
+

1

sc1+...+cn+2
+ . . .+

1

sc1+...+cn+p−1
+

p

sc1+...+cn+p
+

inf S(s,1)

sc1+...+cn+p
−

−

(
n∑
k=1

ck − 1

sc1+...+ck

)
−

(
c1+...+cn∑
k=1

1

sk

)
− 1

sc1+...+cn+1
− 1

sc1+...+cn+2
− . . .−

− 1

sc1+...+cn+p−1
− 1

sc1+...+cn+p
− p+ 1

sc1+...+cn+p+1
−

supS(s,1)

sc1+...+cn+p+1
=

1

sc1+...+cn+p
×

×
((

p− 1− p+ 1

s

)
+

(
(ss−1 − 1)((s+ 1)s− s− 2) + (s− 2)(s2 − 1)s

(s− 1)s(s+ 1)(ss−1 − 1)

))
>

> 0, де 1 < p < s− 1, s > 2.



101

Перейдемо до доведення системи нерiвностей. Доведемо першу нерiв-

нiсть. Нагадаємо, що p+ 1 6 u.

sup ∆(s,u)
c1...cnp

− inf ∆
(s,u)
c1...cn[p+1] =

p

sc1+...+cn+p
+

1

sc1+...+cn+p

(
1

su+1 − 1
+

u

s− 1

)
−

− u

sc1+...+cn+p
− p+ 1

sc1+...+cn+p+1
− 1

(s− 1)sc1+...+cn+p+1
=

=
1

sc1+...+cn+p

(
1

su+1 − 1
+

u

s− 1
− u− p+ 1

s
− 1

s(s− 1)
+ p

)
<

<
1

sc1+...+cn+p

(
1

su+1 − 1
− 1

s(s− 1)
+

u

s− 1
− p+ 1

s
− 1

)
< 0.

Доведемо другу нерiвнiсть. Нагадаємо, що p > u, тобто p− u > 1.

sup ∆
(s,u)
c1...cn[p+1] − inf ∆(s,u)

c1...cnp
=

p

sc1+...+cn+p
+

1

sc1+...+cn+p

1

s− 1
− u

sc1+...+cn+p
−

− p+ 1

sc1+...+cn+p+1
− 1

sc1+...+cn+p+1

(
1

su+1 − 1
+

u

s− 1

)
=

=
1

sc1+...+cn+p

(
p+

1

s− 1
− u− p+ 1

s
− 1

s(su+1 − 1)
− u

s(s− 1)

)
>

>
1

sc1+...+cn+p

(
1 +

1

s− 1
− p+ 1

s
− 1

s(su+1 − 1)
− u

s(s− 1)

)
> 0.

Остання нерiвнiсть леми є наслiдком системи нерiвностей i доводиться

аналогiчно. Лему доведено.

З того, що S(s,u) ⊂ C[s, A0] =
{
x : x = ∆s

α1α2...αn...
, αn ∈ A0

}
для всiх u =

= 1, s− 1, випливає нiде не щiльнiсть та нульмiрнiсть за Лебегом мно-

жини S(s,u). Досконалiсть доводиться по аналогiї з доведенням вiдповiдної

властивостi множини S(s,0).

Перейдемо до вивчення фрактальних властивостей множин S(s,u). Про-

ведемо вiдповiднi дослiдження для множини S(s,0). Оскiльки S(s,0) ⊂ I0 i

S(s,0) — досконала, то вона є компактом. Крiм того

S(s,0) = [I1 ∩ S(s,0)] ∪ [I2 ∩ S(s,0)] ∪ . . . ∪ [Is−1 ∩ S(s,0)],
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[I1 ∩ S(s,0)]
s−1

∼ S(s,0), [I2 ∩ S(s,0)]
s−2

∼ S(s,0), . . . , [Is−1 ∩ S(s,0)]
s−(s−1)

∼ S(s,0).

Оскiльки множина S(s,0) є компактною самоподiбною множиною просто-

ру R1, то її самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з фрактальною розмiрнiстю

Хаусдорфа-Безиковича. Врахувавши рiвняння (див. [56]), що його задо-

вольняє значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича самоподiбного фра-

ктала, отримаємо, що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0 множини S(s,0)

задовольняє рiвняння(
1

s

)α0

+

(
1

s

)2α0

+

(
1

s

)3α0

+ . . .+

(
1

s

)(s−1)α0

= 1.

Доведення фрактальних властивостей множини S(s,u), де u ∈ A0, є ана-

логiчним доведенню вiдповiдних властивостей для множини S(s,0), але з

врахуванням умови, що αn 6= u для всiх n ∈ N, в означеннi множини S(s,u).

Перейдемо до вивчення множини S(−s,0). Спочатку доведемо твердже-

ння про її континуальнiсть3. Для цього покажемо, що множини S(−s,0) та

C[−s, A0] є еквiвалентними. Тобто, побудуємо взаємно однозначну вiдпо-

вiднiсть мiж цими множинами, а саме:

x =
∞∑
n=1

αn · (−1)α1+α2+...+αn

sα1+α2+...+αn

f−→
∞∑
n=1

αn
(−s)n

= f(x) = y,

що еквiвалентно

x = ∆−s0...0︸︷︷︸
α1−1

α1 0...0︸︷︷︸
α2−1

α2...0...0︸︷︷︸
αn−1

αn...

f−→ ∆−sα1α2...αn...
= f(x) = y.

Подальшi мiркування є аналогiчними з наведеними вище в доведеннях кон-

тинуальностi множин.

Очевидно, що

inf S(−s,0) = −1

s
− 2

s3
− 2

s5
− . . . = − s2 + 1

s(s2 − 1)
,

3Вiдповiдне доведення повнiстю описане в [5a].
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supS(−s,0) =
2

s2
+

2

s4
+

2

s6
+ . . . =

2

s2 − 1
.

Нехай задано набiр {c1, c2, . . . , cn} вiдмiнних вiд 0 s-их цифр.

Означення 3.3. Цилiндром ∆
(−s,0)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn нази-

ватимемо пiдмножину множини S(−s,0), всi елементи якої мають в своєму

нега-s-му зображеннi першi n вiдмiнних вiд 0 цифр, рiвних c1, c2, . . . , cn

вiдповiдно.

Лема 3.3. Цилiндри ∆
(−s,0)
c1c2...cn мають наступнi властивостi:

1.

inf ∆(−s,0)
c1c2...cn

=

g
(−s)
n +

inf S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + . . .+ cn — парне;

g
(−s)
n +

supS(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + . . .+ cn — непарне,

sup ∆(−s,0)
c1c2...cn

=

g
(−s)
n +

supS(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + . . .+ cn — парне;

g
(−s)
n +

inf S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + . . .+ cn — непарне,

де

g(−s)
n =

n∑
i=1

ci(−1)i

sc1+c2+...+ci
.

2.

d
(

∆(−s,0)
c1c2...cn

)
=

d
(
S(−s,0)

)
sc1+c2+...+cn

.

3.
d
(

∆
(−s,0)
c1c2...cncn+1

)
d
(

∆
(−s,0)
c1c2...cn

) =
1

scn+1
.

4.

∆(−s,0)
c1c2...cn

=
s−1⋃
i=1

∆
(−s,0)
c1c2...cni

.

5. Цилiндри ∆
(−s,0)
c1c2...cncn+1 (n+ 1)-го рангу з основою c1c2 . . . cncn+1 задо-

вольняють наступнi спiввiдношення:

inf ∆(−s,0)
c1c2...cnp

> sup ∆
(−s,0)
c1c2...cn[p+1], якщо c1 + c2 + . . .+ cn + p — парне,

inf ∆
(−s,0)
c1c2...cn[p+1] > sup ∆(−s,0)

c1c2...cnp
, якщо c1+c2+. . .+cn+p — непарне.
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6. T (−s,0)
c1c2...cnp ∩ S(−s,0) = ∅, де T (−s,0)

c1c2...cnp — iнтервал, причому T (−s,0)
c1c2...cnp =

=


(

sup ∆
(−s,0)
c1c2...cn[p+1]; inf ∆

(−s,0)
c1c2...cnp

)
, c1 + . . .+ cn + p — парне;(

sup ∆
(−s,0)
c1c2...cnp; inf ∆

(−s,0)
c1c2...cn[p+1]

)
, c1 + . . .+ cn + p — непарне,

1 6 p < s− 1, p — натуральне число.

7. ∆
(−s,0)
c1c2...cnp ∩∆

(−s,0)
c1c2...cn[p+1] = ∅, де p ∈ {1, 2, . . . , s− 2}.

8. Якщо x0 ∈ S(−s,0), то

x0 =
∞⋂
n=1

∆(−s,0)
c1c2...cn

.

Доведення. Властивостi 1 — 4 випливають з означеннь цилiндра ∆
(−s,0)
c1c2...cn

та множини S(−s,0).

Доведемо властивiсть 5. Маємо цилiндри ∆
(−s,0)
c1c2...cnp,∆

(−s,0)
c1c2...cn[p+1], де

1 6 p < s− 1. Введемо позначення:

g(−s)
n =

n∑
i=1

ci
(−s)c1+c2+...+ci

, $n = c1 + c2 + . . .+ cn.

З означення цилiндра ∆
(−s,0)
c1c2...cn випливає, що

∆(−s,0)
c1c2...cnp

⊂


[
g

(−s)
n + p

(−s)$n+p + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)$n+p ; g

(−s)
n + p

(−s)$n+p + 2
(s2−1)(−s)$n+p

]
,[

g
(−s)
n + p

(−s)$n+p + 2
(s2−1)(−s)$n+p ; g

(−s)
n + p

(−s)$n+p + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)$n+p

]
,

де в першому випадку число $n + p парне, а в другому — непарне.

Аналогiчно, ∆
(−s,0)
c1c2...cn[p+1] ⊂

⊂


[
g

(−s)
n + p+1

(−s)$n+p+1 + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)$n+p+1 ; g

(−s)
n + p+1

(−s)$n+p+1 + 2
(s2−1)(−s)$n+p+1

]
,[

g
(−s)
n + p+1

(−s)$n+p+1 + 2
(s2−1)(−s)$n+p+1 ; g

(−s)
n + p+1

(−s)$n+p+1 + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)$n+p+1

]
,

де в першому випадку число ($n + p+ 1) — парне, а в другому — непарне.

Перейдемо тепер до доведення нерiвностей. Нехай парним є число$n+ p =

= c1 + c2 + . . .+ cn + p. Тодi inf ∆
(−s,0)
c1c2...cnp − sup ∆

(−s,0)
c1c2...cn[p+1] =

= g(−s)
n +

p

(−s)$n+p
+

−(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)$n+p
− g(−s)

n − p+ 1

(−s)$n+p+1
−
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− −(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)$n+p+1
=

1

s$n+p

(
ps+ p+ 1− s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)

)
> 0,

оскiльки

s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)
= 1 +

(s+ 1)2

s(s2 − 1)
= 1 +

s+ 1

s(s− 1)
< 2.

Нехай $n + p — непарне. Тодi inf ∆
(−s,0)
c1c2...cn[p+1] − sup ∆

(−s,0)
c1c2...cnp =

= g(−s)
n +

p+ 1

(−s)$n+p+1
+

−(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)$n+p+1
− g(−s)

n − p

(−s)$n+p
−

− −(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)$n+p
=

1

s$n+p+1

(
ps+ p+ 1− s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)

)
> 0.

Для доведення властивостi 6 достатньо довести наступнi нерiвностi:

— при умовi, що c1 + c2 + . . .+ cn + p — парне число: sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1]cn+2

− sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1] < 0,

inf ∆
(−s,0)
c1c1...cnpcn+2 − inf ∆

(−s,0)
c1c1...cnp > 0;

— при умовi, що c1 + c2 + . . .+ cn + p — непарне число: sup ∆
(−s,0)
c1c1...cnpcn+2 − sup ∆

(−s,0)
c1c1...cnp < 0,

inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1]cn+2

− inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1] > 0.

Введемо позначення:

l0(c1, c2, . . . , cn, p) =

−
s2+1
s(s2−1) , якщо c1 + c2 + . . .+ cn + p — парне;

2
s2−1 , якщо c1 + c2 + . . .+ cn + p — непарне.

l(c1, c2, . . . , cn, p) =


2

s2−1 , якщо c1 + c2 + . . .+ cn + p — парне;

− s2+1
s(s2−1) , якщо c1 + c2 + . . .+ cn + p — непарне.

Якщо c1 + . . .+ cn + p — парне, то sup ∆
(−s,0)
c1...cn[p+1]cn+2

− sup ∆
(−s,0)
c1...cn[p+1] =

= g(−s)
n +

p+ 1

(−s)c1+...+cn+p+1
+

cn+2

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
+
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+
l(c1, . . . , cn, p+ 1, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
− g(−s)

n − p+ 1

(−s)c1+...+cn+p+1
− l(c1, . . . , cn, p+ 1)

(−s)c1+...+cn+p+1
=

= − 1

sc1+...+cn+p+1

(
cn+2

(−s)cn+2

+
l(c1, . . . , cn, p+ 1, cn+2)

(−s)cn+2

+
s2 + 1

s(s2 − 1)

)
=

=

−
1

sc1+...+cn+p+1

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — парне;

− 1
sc1+...+cn+p+1

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — непарне,

оскiльки

− cn+2

scn+2
− 2

(s2 − 1)scn+2
+

s2 + 1

s(s2 − 1)
=

(s2 + 1)scn+2 + scn+2 − (s2cn+2 + 2)s

(s2 − 1)s1+cn+2
> 0.

Аналогiчно, inf ∆
(−s,0)
c1...cnpcn+2 − inf ∆

(−s,0)
c1...cnp =

=
cn+2

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
+
l0(c1, c2, . . . , cn, p, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
− l0(c1, c2, . . . , cn, p)

(−s)c1+...+cn+p
=

=


1

sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, якщо cn+2 — парне;

1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, якщо cn+2 — непарне.

Нехай c1 +c2 + . . .+cn+p — непарне. Тодi sup ∆
(−s,0)
c1...cnpcn+2−sup ∆

(−s,0)
c1...cnp =

=
cn+2

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
+
l(c1, . . . , cn, p, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
− l(c1, . . . , cn, p)

(−s)c1+...+cn+p
=

=

−
1

sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — парне;

− 1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — непарне.

Аналогiчно, inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1]cn+2

− inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn[p+1] =

=
cn+2

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
+
l0(c1, . . . , cn, p+ 1, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
− l0(c1, . . . , cn, p+ 1)

(−s)c1+...+cn+p+1
=

=


1

sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, якщо cn+2 — парне;

1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, якщо cn+2 — непарне.

Властивiсть 7 є наслiдком властивостi 6.
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Властивiсть 8. З властивостей цилiндрiв дослiджуваної множини ви-

пливає, що якщо x0 ∈ S(−s,0), то x0 ∈ ∆
(−s,0)
α1 ∩∆

(−s,0)
α1α2 ∩ . . .∩∆

(−s,0)
α1α2...αn ∩ . . . ,

де x0 = ∆−s0...0︸︷︷︸
α1−1

α1 0...0︸︷︷︸
α2−1

α2...0...0︸︷︷︸
αn−1

αn...
. Крiм того,

x0 ∈
[
inf ∆(−s,0)

α1
; sup ∆(−s,0)

α1

]
∩ . . . ∩

[
inf ∆(−s,0)

α1α2...αn
; sup ∆(−s,0)

α1α2...αn

]
∩ . . . .

Як наслiдок, x0 належить системi вiдрiзкiв[
inf ∆(−s,0)

α1
; sup ∆(−s,0)

α1

]
⊃ . . . ⊃

[
inf ∆(−s,0)

α1α2...αn
; sup ∆(−s,0)

α1α2...αn

]
⊃ . . . .

Тому, з аксiоми Кантора випливає, що x0 =
⋂∞
n=1 ∆

(−s,0)
c1c2...cn.

Нiде не щiльнiсть S(−s,0) випливає iз властивостi 6 цилiндрiв ∆
(−s,0)
c1c2...cn.

Рiвнiсть мiри Лебега нулю та досконалiсть цiєї множини доводяться по

аналогiї з доведенням вiдповiдних властивостей для множини S(s,0).

Розглянемо фрактальнi властивостi S(−s,0). Оскiльки множина S(−s,0)

обмежена i замкнена, то вона є компактом. Крiм того

S(−s,0) =
s−1⋃
i=1

[[
inf ∆

(−s,0)
i ; sup ∆

(−s,0)
i

]
∩ S(−s,0)

]
,

[[
inf ∆

(−s,0)
i ; sup ∆

(−s,0)
i

]
∩ S(−s,0)

]
s−i∼ S(−s,0) для всiх i = 1, s− 1.

Iз зазначеного вище та [56] випливає, що значення α0 розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича множини S(−s,0) задовольняє рiвняння(
1

s

)α0

+

(
1

s

)2α0

+ . . .+

(
1

s

)(s−1)α0

= 1.

Дослiдимо тополого-метричнi i фрактальнi властивостi множини S−.

Цилiндром ∆−c1c2...cn з основою c1c2 . . . cn рангу n називатимемо множину

всiх можливих чисел з S−, для яких справедливою є умова αi = ci для всiх

i = 1, n, де c1, c2, . . . , cn — фiксований набiр чисел.
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Очевидно, що

∆−c1c2...cn ⊂


[
σ2k + inf S−

sc1+c2+...c2k
;σ2k + supS−

sc1+c2+...c2k

]
, якщо n = 2k;[

σ2k+1 − supS−

sc1+c2+...c2k+1
;σ2k+1 − inf S−

sc1+c2+...c2k+1

]
, якщо n = 2k + 1,

де k ∈ N,

σn =
n∑
i=1

ci
sc1+c2+...+ci

, inf S− =
−ss−1 + s− 1

ss − 1
, supS− =

−s2 + s+ 1

ss − 1
.

Лема 3.4. Справедливими є наступнi властивостi:

1.

d(∆−c1c2...cn) =
ss−1 − s2 + 2

(ss − 1)sc1+c2+...+cn
.

2.
∆−c1c2...cncn+1

∆−c1c2...cn
=

1

scn+1
.

3.

∆−c1c2...cncn+1
⊂ ∆−c1c2...cn ∀cn ∈ A0, n ∈ N.

4. Цилiндри ∆−c1c2...cn−11,∆
−
c1c2...cn−12, ...,∆

−
c1c2...cn−1[s−1] розташованi:

— «справа налiво», якщо n — парне. Тобто,

∀k ∈ N : sup ∆−c1c2...c2k−1[c2k+1] < inf ∆−c1c2...c2k−1c2k
,

— «злiва направо», якщо n — непарне. Тобто,

∀k ∈ N : sup ∆−c1c2...c2kc2k+1
< inf ∆−c1c2...c2k[c2k+1+1].

Доведення. Перша та друга властивостi випливають з означення цилiн-

дрiв.

Для доведення третьої властивостi потрiбно розглянути випадки для

парного та непарного n.

1. Нехай n = 2k, k ∈ N. Тодi нерiвнiсть inf ∆−c1c2...cncn+1
> inf ∆−c1c2...cn

можна записати у виглядi:
2k∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

− c2k+1

sc1+...+c2k+1
− supS−

sc1+...+c2k+1
>

2k∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

+
inf S−

sc1+...+c2k
,
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що еквiвалентно −c2k+1 − supS− > sc2k+1 inf S−,

(s2 − s− 1) + sc2k+1(ss−1 − s+ 1)− c2k+1(s
s − 1)

ss − 1
> 0.

Очевидно, що остання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть при c2k+1 = 1.

Перевiримо виконання нерiвностi sup ∆−c1c2...cncn+1
6 sup ∆−c1c2...cn для ви-

падку парного n:

2k∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

− c2k+1

sc1+...+c2k+1
− inf S−

sc1+...+c2k+1
6

2k∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

+
supS−

sc1+...+c2k
,

−c2k+1 − inf S− 6 sc2k+1 supS−,

що еквiвалентно

(1 + c2k+1 + s2+c2k+1 + ss−1)− s− s1+c2k+1 − c2k+1s
s − sc2k+1 6 0.

Oстання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть при c2k+1 = s− 1.

2. Нехай n = 2k + 1, k ∈ N. Тодi нерiвнiсть inf ∆−c1c2...cncn+1
> inf ∆−c1c2...cn

еквiвалентна нерiвностi

2k+1∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

+
c2k+2

sc1+...+c2k+2
+

inf S−

sc1+...+c2k+2
>

2k+1∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

− supS−

sc1+...+c2k+1
.

В результатi отримаємо

(s− 1− c2k+2)− sc2k+2(s2 − s− 1) + ss−1(sc2k+2 − 1) > 0.

При c2k+2 = s− 1 остання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть.

Аналогiчно, для нерiвностi sup ∆−c1c2...cncn+1
6 sup ∆−c1c2...cn отримаємо:

2k+1∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

+
c2k+2

sc1+...+c2k+2
+

supS−

sc1+...+c2k+2
6

2k+1∑
m=1

(−1)mcm
sc1+...+cm

− inf S−

sc1+...+c2k+1
,

supS− + c2k+2(s
s − 1) 6 −sc2k+2 inf S−,

(s− s2) + (1− c2k+2) + (s− 1)sc2k+2 + ss−1(sc2k+2 − sc2k+2) 6 0,
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що справджується для всiх можливих значень c2k+2 та s > 2 i перетворю-

ється в рiвнiсть при c2k+2 = 1.

Перейдемо до доведення четвертої властивостi про розташування ци-

лiндрiв. Розглянемо рiзницi: sup ∆−c1c2...c2k−1[c2k+1] − inf ∆−c1c2...c2k−1c2k
=

=
c2k + 1

sc1+c2+...+c2k+1
+

supS−

sc1+c2+...+c2k+1
− c2k

sc1+c2+...+c2k
− inf S−

sc1+c2+...+c2k
=

=
ss(2 + c2k − sc2k) + s(c2k + 2− 2s)− c2k

s(ss − 1)sc1+c2+...+c2k
< 0,

sup ∆−c1c2...c2kc2k+1
− inf ∆−c1c2...c2k[c2k+1+1] =

c2k+1

sc1+...+c2k+c2k+1
− inf S−

sc1+...+c2k+c2k+1
−

− 1 + c2k+1

s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
+

supS−

s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
=

=
ss(2 + c2k+1 − sc2k+1) + s(2− 2s− c2k+1)− c2k+1

(ss − 1)s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
< 0.

Лему доведено.

Наслiдок 3.1. Для всiх cn ∈ {1, 2, . . . , s− 2} виконується умова

∆−c1c2...cn−1cn
∩∆−c1c2...cn−1[cn+1] = ∅.

Наслiдок 3.2. Iнтервали виду(
sup ∆−c1...c2k−1

; inf ∆−c1...c2k−2[c2k−1+1]

)
,
(

sup ∆−c1...c2k−1[c2k+1]; inf ∆−c1...c2k−1c2k

)
,

де k ∈ N, є «дiрками» множини S−.

Наслiдок 3.3. Для довiльного x0 ∈ S− виконується рiвнiсть

x0 =
∞⋂
n=1

∆−c1c2...cn.

Доведення твердження про те, що множина S− є континуальною, нiде

не щiльною, досконалою нуль-множиною Лебега та самоподiбним фракта-

лом проводиться по аналогiї з доведеннями вiдповiдних властивостей для

множини S(−s,0), але з врахуванням тверджень останньої леми, її наслiдкiв

та властивостей розкладiв чисел в знакопочережний ряд Кантора.
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Очевидно, що зазначенi вище властивостi множини S(−s,u) доводяться

аналогiчно.

3.2. Фрактальна розмiрнiсть довiльної множини з одного

класу самоподiбних фракталiв

Теорема 3.2. Нехай E — множина, яка мiстить всi можливi числа

з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-му) зображеннi яких

вживаються набори цифр лише з фiксованої множини Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m}
наборiв s-их цифр.

Тодi розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(E) множини E задоволь-

няє рiвняння

N(σ1
m)

(
1

s

)α0

+ . . .+N(σkm)

(
1

s

)kα0

+ . . .+N(σlm)

(
1

s

)lα0

= 1, (3.7)

де N(σ1
m) + N(σ2

m) + . . . + N(σlm) = m, N(σkm) — кiлькiсть k-цифрових

(k = 1, l) наборiв σkm з множини Σ̃.

Доведення. Доведення проведемо для випадку s-го зображення. З до-

веденням для випадку нега-s-го зображення можна ознайомитись в [5a].

Нехай маємо скiнченну множину Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} фiксованих набо-

рiв s-их цифр, за допомогою яких можна подати у формi s-го зображення

довiльне число з деякої множини E.

Очевидно, iснують набори σ′, σ′′ з множини Σ̃ такi, що ∆s
σ′σ′ ...

= inf E,

∆s
σ′′σ′′ ...

= supE.

Цилiндром ∆
(s,E)
σ1σ2...σn рангу n з основою σ1σ2 . . . σn множини E назива-

тимемо таку пiдмножину множини E, всi елементи якої мають в своєму

s-му зображеннi n перших фiксованих набори σ1, σ2, . . . , σn.

Очевидно, що

d(∆(s,E)
σ1σ2...σn

) =
1

sN(σ1+σ2+...+σn)
d(E),
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де N(σ1 + σ2 + . . .+ σn) — кiлькiсть s-их цифр в наборi σ1σ2 . . . σn.

Оскiльки E — множина, на елементи якої накладається обмеження на

вживання цифр в своєму зображеннi, E ⊂ [inf E; supE], а також

d(∆
(s,E)
σ1σ2...σnσn+1)

d(∆
(s,E)
σ1σ2...σn)

=
sN(σ1+σ2+...+σn)

sN(σ1+σ2+...+σn+σn+1)
=

1

sN(σn+1)
,

E = [Iσ1
∩ E] ∪ [Iσ2

∩ E] ∪ . . . ∪ [Iσm ∩ E], де Iσi = [inf ∆
(s,E)
σi ; sup ∆

(s,E)
σi ] та

i = 1, 2, . . . ,m, тому

[Iσ1
m
∩ E]

s−1

∼ E, [Iσ2
m
∩ S]

s−2

∼ E, [Iσ3
m
∩ E]

s−3

∼ E, . . . , [Iσlm ∩ E]
s−l∼ E.

Врахувавши рiвняння (див. [56]), що його задовольняє значення роз-

мiрностi Хаусдорфа-Безиковича самоподiбного фрактала, та iснування у

множинi Σ̃ кiлькох наборiв з однаковою кiлькiстю s-их цифр, отримаємо

рiвняння (3.7).

З останньої теореми випливає наступне твердження.

Теорема 3.3. Множина S̃ є: континуальною, нiде не щiльною, доско-

налою нуль-множиною Лебега та самоподiбним фракталом, розмiрнiсть

Хаусдорфа-Безиковича α0(S̃) якого задовольняє рiвняння(
1

s

)α0(S̃)

+ (s− 1)

((
1

s

)2α0(S̃)

+

(
1

s

)3α0(S̃)

+ . . .+

(
1

s

)(s−1)α0(S̃)
)

= 1.

Доведення. Справедливiсть твердження про те, що множина S̃ є конти-

нуальною, нiде не щiльною, досконалою нуль-множиною Лебега, випливає

з фрактальних властивостей цiєї множини. Останнi, в свою чергу, випли-

вають з теореми 3.2.

Справдi, в s-му зображеннi елемента з множини S̃ дозволено вживати

такi набори s-их цифр:

02, 003, . . . , 0 . . . 00︸ ︷︷ ︸
s−2

(s− 1);
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1, 12, 113, . . . , 1 . . . 11︸ ︷︷ ︸
s−2

(s− 1);

223, 2224, . . . , 2 . . . 22︸ ︷︷ ︸
s−2

(s− 1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u2, uu3, . . . , u . . . uu︸ ︷︷ ︸
u−2

(u− 1), u . . . uu︸ ︷︷ ︸
u

(u+ 1), . . . , u . . . uu︸ ︷︷ ︸
s−2

(s− 1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(s− 1)2, (s− 1)(s− 1)3, . . . , (s− 1) . . . (s− 1)(s− 1)︸ ︷︷ ︸
s−3

(s− 2).

Загалом s2 − 3s + 3 набори, з них 1 — одноцифровий, а всi решта мiстять

вiд двох до s− 1 цифр (їх по s− 1).

3.3. Самоподiбнi фрактали, означенi у термiнах нега-s-их

рядiв Кантора

З теореми 3.2 випливають наступнi твердження.

Теорема 3.4. Нехай s > 1 — фiксоване натуральне число та для всiх

n ∈ N αm1+m2+...+mn
6= 0 i mn ∈ {3, 5, 7, . . . , 2i+ 1, . . . }.

Множина M(−D,s) ≡

x : x = ∆−s0...0︸︷︷︸
m1−1

αm1
0...0︸︷︷︸
m2−1

αm1+m2
...0...0︸︷︷︸

mn−1

αm1+m2+...+mn ...


є N-самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якого

дорiвнює

logs

 3

√
s− 1

2
+

1

6

√
27(s− 1)2 − 4

3
+

3

√
s− 1

2
− 1

6

√
27(s− 1)2 − 4

3

.
Доведення. З (2.5) та теореми 3.2 випливає, що розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича множиниM(−D,s) приmn ∈ {3, 5, 7, . . . , 2i+1, . . . }, αm1+...+mn
6=

6= 0 та фiксованому s > 1 задовольняє рiвняння

(s− 1)

(
1

s

)3α0

+ (s− 1)

(
1

s

)5α0

+ . . .+ (s− 1)

(
1

s

)(2i+1)α0

+ . . . = 1,
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i = 1, 2, . . . , яке еквiвалентне рiвнянню s3α0−sα0−(s−1) = 0. За формулами

Кардано отримаємо вiдповiдний результат.

Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 здiйснено детальний тополого-метричний i фрактальний

аналiз нових множин, в поданнi елементiв яких рядами Кантора спецi-

ального виду накладається певна функцiональна залежнiсть на вживання

символiв (цифр). Зокрема:

— доведено, що дослiджуванi множини є континуальними, досконали-

ми, нiде не щiльними нуль-множинами Лебега;

— вивчено властивостi цилiндрiв дослiджуваних множин;

— показано, що усi дослiджуванi множини є самоподiбними фракта-

лами;

— для кожної з дослiджуваних множин або зазначено формулу для об-

числення значення фрактальної розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича,

або вказано вiдповiдне рiвняння, що його задовольняє значення

фрактальної розмiрностi множини;

— вивчено фрактальнi властивостi довiльної множини, яка мiстить всi

можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-

му) зображеннi яких вживаються набори цифр лише з фiксованої

множини Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв s-их цифр.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [1a, 2a, 5a] i

тезах наукових конференцiй [17a, 18a, 20a], а також апробованi в доповiдях

на семiнарах та звiтних конференцiях.

Дослiдження, проведенi у роздiлi 3, є новими.
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РОЗДIЛ 4

ФУНКЦIЇ ЗI СКЛАДНОЮ ЛОКАЛЬНОЮ БУДОВОЮ

Даний роздiл1 присвячено дослiдженню функцiй зi складною локаль-

ною будовою. Вивчаються функцiї, заданi перетворювачами цифр або ком-

бiнацiй цифр зображення аргументу, та, аргумент i значення яких визначе-

нi у термiнах s-го або нега-s-го зображень. Дослiджуються функцiї, аргу-

мент яких визначений у термiнах зображення дiйсних чисел рядами Кан-

тора, i, аналiтичне задання яких є узагальненням аналiтичного задання

класичної функцiї Салема.

4.1. Приклад функцiї зi складною локальною будовою

У даному пунктi вводиться функцiя2 (аргумент i значення якої визна-

ченi у термiнах трiйкового зображення), значення якої отримується iз зна-

чення аргументу замiною цифри 2 на 1, 1 на 2, а 0 — iнварiант. Тобто, до-

слiджувана функцiя «зберiгає цифру 0». Дослiдженню властивостей цiлого

класу функцiй, побудованих подiбним чином, буде присвячено наступний

пункт дисертацiї.
1Дослiдження даного роздiлу, що стосуються знакододатних i знакопочережних рядiв Кантора, увi-

йшли до перелiку найбiльш вагомих результатiв фундаментальних i прикладних дослiджень Iнституту

математики НАН України за 2014 рiк.
2Така функцiя є одним iз найпростiших серед нинi вiдомих прикладiв функцiй зi складною ло-

кальною будовою. Вiдповiдний результат було представлено у 2012 роцi в [21a], а дослiдження дали

поштовх до моделювання дуже простим методом, а саме — замiною цифри (комбiнацiй цифр) на

цифру (комбiнацiю цифр) в зображеннi аргументу, цiлого класу функцiй зi складною локальною бу-

довою. Вiдповiднi дослiдження проводились автором у 2012–першому пiврiччi 2013 рр. [3a, 22a, 23a]. З

основними та додатковими публiкацiями вiдповiдних дослiджень можна ознайомитись за посиланням

www.researchgate.net/profile/Symon_Serbenyuk/publications
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4.1.1. Означення. Домовившись у трiйковому зображеннi не роз-

глядати трiйково-рацiональнi числа, зображення яких мiстить перiод (2)

(крiм числа 1), дослiдимо функцiю f , яка на вiдрiзку [0; 1] визначається

рiвнiстю:

f(x) = f
(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)..., (4.1)

де ϕ(i) = −3i2+7i
2 , i ∈ {0, 1, 2}. Вивчимо диференцiальнi, iнтегральнi, фра-

ктальнi та iншi властивостi функцiї f .

Означимо додатковi функцiї, потрiбнi для дослiдження деяких власти-

востей функцiї f .

Нехай i, j, k — цифри трiйкової системи числення, причому попарно

рiзнi. Означимо функцiю ϕij(α), визначену на алфавiтi трiйкової системи

числення наступним чином:
i j k

ϕij(α) 0 0 1

Пiд функцiєю fij розумiтимемо функцiю, яка визначається рiвнiстю:

fij(x) = fij
(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕij(α1)ϕij(α2)...ϕij(αn)....

Зауваження 4.1. З означення функцiї fij цiлком очевидно, що f01 = f10,

f02 = f20, f12 = f21. Тому надалi використовуватимемо лише позначення

f01, f02, f12.

Лема 4.1. Функцiя f може бути визначена одною iз трьох еквiва-

лентних мiж собою рiвностей:

f(x) = 2x− 3f01(x), (4.2)

де f01

(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕ01(α1)ϕ01(α2)...ϕ01(αn)..., ϕ01(i) = i2−i
2 , i ∈ {0, 1, 2};

f(x) =
3

2
− x− 3f12(x), (4.3)

де f12

(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕ12(α1)ϕ12(α2)...ϕ12(αn)..., ϕ12(i) = i2−3i+2
2 , i ∈ {0, 1, 2};

f(x) =
x

2
+

3

2
f02(x),
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де f02

(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕ02(α1)ϕ02(α2)...ϕ02(αn)..., ϕ02(i) = −i2 + 2i, i ∈ {0, 1, 2}.

Доведення. Очевидно, що кожне число x = ∆3
α1α2...αn...

можна предста-

вити у виглядi суми двох чисел ∆3
β1β2...βn...

та ∆3
γ1γ2...γn...

таких, що βn ∈ {0, 1}
та γn ∈ {0, 1} для кожного n ∈ N. Причому, очевидно, що αn = 2 тодi i

тiльки тодi, коли βn = γn = 1.

Легко показати, що на множинi C[3, N0
1 ] = {x : x = ∆3

α1...αn...
, αn ∈ {0, 1}}

дослiджувана функцiя має вигляд f(x) = 2x. Цей факт, насамперед, ви-

пливає з означення функцiї f .

Проте, 1 = ϕ(2) 6= ϕ(1) + ϕ(1) = 4. Саме тому ϕ(2) = ϕ(1) + ϕ(1)− 3.

Таким чином,

f(x) = f(x1) + f(x2)− 3∆3
000...00︸ ︷︷ ︸

k1−1

1000...00︸ ︷︷ ︸
k2−k1−1

1... 000...00︸ ︷︷ ︸
kn−(k1+...+kn−1)−1

1...
=

= 2x− 3∆3
000...00︸ ︷︷ ︸

k1−1

1000...00︸ ︷︷ ︸
k2−k1−1

1... 000...00︸ ︷︷ ︸
kn−(k1+...+kn−1)−1

1...
, де

x = ∆3
e1e2...ek1−12ek1+1...ek2−12ek2+1...ekn−12ekn+1...

, ek ∈ {0, 1}. Тобто, kn — пози-

цiя n-ої двiйки в зображеннi числа x. Останнє задання функцiї f еквi-

валентне заданню f(x) = 2x − 3f01(x), де f01(x) = f01

(
∆3
α1α2...αn...

)
=

= ∆3
ϕ01(α1)ϕ01(α2)...ϕ01(αn)..., ϕ01(i) = i2−i

2 при i ∈ N 0
2 = {0, 1, 2}. Тобто,

ϕ01(αi) =

0, якщо αi ∈ {0, 1};

1, якщо αi = 2.

Легко показати, що f01(x) = x − ∆3
111... + f12(x) = x − 1

2 + f12(x), де

f12(x) = f12

(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕ12(α1)ϕ12(α2)...ϕ12(αn)..., ϕ12(i) = i2−3i+2
2 , i ∈ N 0

2 .

Таким чином,

f(x) = 2x− 3f01(x) = 2x− 3

(
x− 1

2
+ f12(x)

)
=

3

2
− x− 3f12(x).

Варто зазначити, що для будь-якого x ∈ [0; 1]:

f01(x) + f12(x) + f02(x) = ∆3
111... =

1

2
.
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Тому з останньої рiвностi та суми (4.2) i (4.3) випливає, що 2f(x) = x+ 3
2−

−3(f01(x) + f12(x)) = x+ 3
2 − 3(1

2 − f02(x)) = x+ 3f02(x).

4.1.2. Основнi властивостi.

Лема 4.2. Функцiї f, f01, f02, f12 володiють наступними властивостя-

ми:

1. [0; 1]
f→
(
[0; 1] \ {∆3

α1α2...αn111...}
)
∪
{

1
2

}
;

2. єдиною iнварiантною точкою функцiї f є точка x0 = 0;

3. функцiя f не є бiєктивним вiдображенням на деякiй зчисленнiй

пiдмножинi точок вiдрiзка [0; 1];

4. для кожного x ∈ [0; 1] :

f(x)− f(1− x) = f01(x)− f12(x), (4.4)

f(x) + f(1− x) =
1

2
+ 3f02(x), (4.5)

f01(x) + f02(x) + f12(x) =
1

2
, (4.6)

2f01(x) + f02(x) = x, (4.7)

f01(x)− f12(x) = x− 1

2
; (4.8)

5. функцiя f є нi зростаючою, нi спадною. Зокрема, на множинi

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn0

1αn0+2αn0+3...
∧ x2 = ∆3

c1...cn0
2βn0+2βn0+3...

)},

де n0 ∈ Z0, c1, c2, . . . , cn0
— фiксований набiр трiйкових цифр, αn0+i

i βn0+i належать {0, 1, 2}, i ∈ N, f є спадною, а на множинi

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn0

0αn0+2αn0+3...
∧ x2 = ∆3

c1...cn0
rβn0+2βn0+3...

)},

де r ∈ {1, 2}, — зростаючою.

Доведення. Перша та друга властивостi функцiї f випливають з озна-

чення (4.1).

Доведемо третю властивiсть. Умова f(x1) = f(x2) при x1 6= x2

виконується для всiх x, що належать таким множинам:
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G1 = {x : x1 = ∆3
c1c2...cn0

2000... ∧ x2 = ∆3
c1c2...cn0

0111...},
G2 = {x : x1 = ∆3

c1c2...cn0
1000... ∧ x2 = ∆3

c1c2...cn0
2111...},

G3 = {x : x1 = ∆3
c1c2...cn0

0111... ∧ x2 = ∆3
c1c2...cn0

2000...},
G4 = {x : x1 = ∆3

c1c2...cn0
2111... ∧ x2 = ∆3

c1c2...cn0
1000...},

де c1, c2, . . . , cn0
— фiксованi трiйковi цифри, n0 ∈ Z0. Це випливає з насту-

пних мiркувань.

Нехай маємо x1 = ∆3
α1α2...αn...

та x2 = ∆3
β1β2...βn...

такi, що x1 6= x2. Зна-

йдемо множину G = {x : f(x1) = f(x2), x1 6= x2}.
Нехай f(x1) = f(x2) = y1,2 — трiйково-iррацiональне число. Тодi ϕ(αn) =

= ϕ(βn) для всiх n ∈ N, серед яких iснує хоча б один номер n0 > 0, що

αn0
6= βn0

. Проте, з останньої нерiвностi та означення (4.1) випливає, що

ϕ(αn0
) 6= ϕ(βn0

). Таким чином, отримано протирiччя. Множина трiйково-

iррацiональних чисел не належить множинi G.

Нехай f(x1) = f(x2) = y1,2 — трiйково-рацiональне число. Тодi iснує та-

ке n0 ∈ Z0, що y1,2 = ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn0

)ϕ(αn0+1)(0) = ∆3
ϕ(β1)ϕ(β2)...ϕ(βn0

)[ϕ(αn0+1)−1](2)

або y1,2 = ∆3
ϕ(β1)ϕ(β2)...ϕ(βn0

)ϕ(βn0+1)(0) = ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn0

)(ϕ(βn0+1)−1)(2). Тобто,


ϕ(αn0+2) = ϕ(αn0+3) = . . . = 0,

ϕ(βn0+2) = ϕ(βn0+3) = . . . = 2,

ϕ(βn0+1) = ϕ(αn0+1)− 1.
ϕ(βn0+2) = ϕ(βn0+3) = . . . = 0,

ϕ(αn0+2) = ϕ(αn0+3) = . . . = 2,

ϕ(αn0+1) = ϕ(βn0+1)− 1,



120

причому ϕ(α1) = ϕ(β1), ϕ(α2) = ϕ(β2), . . . , ϕ(αn0
) = ϕ(βn0

). Звiдси,



αn0+2 = αn0+3 = . . . = 0,

βn0+2 = βn0+3 = . . . = 1;

αn0+1 = 2,

βn0+1 = 0;αn0+1 = 1,

βn0+1 = 2;

αn0+2 = αn0+3 = . . . = 1,

βn0+2 = βn0+3 = . . . = 0;

αn0+1 = 0,

βn0+1 = 2;αn0+1 = 2,

βn0+1 = 1;

Множина G = G1∪G2∪G3∪G4 є зчисленною як пiдмножина рацiональних

чисел.

Доведемо властивiсть (4.4). З означення функцiї f вiдомо, що

ϕ(i) = −3i2+7i
2 , i ∈ {0, 1, 2} та 1 = ∆3

222.... Тому розглянемо рiзницю

ϕ(i)− ϕ(2− i) =
−3i2 + 7i

2
− −3(2− i)2 + 7(2− i)

2
=

=
−3i2 + 7i+ 3(4− 4i+ i2)− 7(2− i)

2
=

2i− 2

2
= i− 1.

Аналогiчно, з означень функцiй f01 i f12 випливає, що

ϕ01(i)− ϕ12(i) =
i2 − i

2
− i2 − 3i+ 2

2
=

2i− 2

2
= i− 1.

Властивiсть (4.5) доводиться по аналогiї з доведенням властивостi (4.4):

ϕ(i) + ϕ(2− i) =
−3i2 + 7i

2
+
−3(2− i)2 + 7(2− i)

2
=
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=
−3i2 + 7i− 3(4− 4i+ i2) + 14− 7i

2
=
−6i2 + 12i+ 2

2
=

= −3i2 + 6i+ 1 = 1− 3(−i2 + 2i) =
1

2
+ 3ϕ02(i).

Властивостi (4.6) та (4.7) випливають з означень функцiй f01, f02, f12.

Для доведення властивостi (4.8) скористаємось означенням функцiї

f . Зокрема, вiд рiвностi (4.2) вiднiмемо рiвнiсть (4.3) та отриману рiзни-

цю подiлимо на 3. В результатi отримаємо рiвнiсть, еквiвалентну шуканiй

рiвностi.

Немонотоннiсть. Нехай x1 = ∆3
α1α2...αn...

, x2 = ∆3
β1β2...βn...

. У нашому

випадку функцiя f є спадною, якщо iснує таке n0 ∈ Z0, що ϕ(αn0+1) >

> ϕ(βn0+1) при αn0+1 < βn0+1 i α1 = β1, . . . , αn0
= βn0

. Тому з означення

функцiї f випливає, що αn0+1 = 1 i βn0+1 = 2. А отже, множиною, на якiй

дослiджувана функцiя є спадною, буде множина виду

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn0

1αn0+2αn0+3...
∧ x2 = ∆3

c1...cn0
2βn0+2βn0+3...

)},

де c1, c2, . . . , cn0
— фiксований набiр трiйкових цифр.

Функцiя f є зростаючою, якщо iснує n0 ∈ Z0, що ϕ(αn0+1) < ϕ(βn0+1)

при αn0+1 < βn0+1 i α1 = β1, . . . , αn0
= βn0

. Тому, провiвши аналогiчнi

мiркування, отримаємо множину зростання функцiї

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn0

0αn0+2αn0+3...
∧ x2 = ∆3

c1...cn0
rβn0+2βn0+3...

)},

де r ∈ {1, 2}.

Лема 4.3. Функцiя f задовольняє функцiональне рiвняння

f(x)− f(1− x) = x− 1

2
. (4.9)

Доведення. Властивiсть (4.9) випливає з (4.4) та (4.8).

Знайдемо значення фрактальної розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича всiх

рiвнiв функцiй f01, f02, f12.
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Теорема 4.1. Якщо в трiйковому зображеннi числа y0 є хоча б одна

цифра 2, то f−1
ij (y0) = ∅.

Якщо y0 = 0 або y0 — трiйково-рацiональне число з множини C[3, {0, 1}],
то α0(f

−1
ij (y0)) = log3 2.

Якщо y0 — трiйково-iррацiональне число з множини C[3, {0, 1}], то

0 6 α0(f
−1
ij (y0)) 6 log3 2.

Доведення. З означення функцiї fij очевидно, що якщо в трiйковому зо-

браженнi числа y0 є хоча б одна цифра 2, то f−1
ij (y0) = ∅. Тобто, множиною

значень функцiї fij є множина

E1 = {x : x = ∆3
e1e2...en...

, en ∈ {0, 1}} = C[3, {0, 1}].

Якщо y0 = 0, то множиною прообразiв є множина канторiвського ти-

пу, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює log3 2, що випливає з

означень функцiй f01, f02, f12. Множинами прообразiв нуля для цих фун-

кцiй, вiдповiдно, будуть множини: E3 = {x : x = ∆3
v1v2...vn...

, vn ∈ {1, 2}},
E2 = {x : x = ∆3

u1u2...un...
, un ∈ {0, 2}}, E1.

Нехай y0 — трiйково-рацiональне число з E1. Тобто,

y0 =
1

3l1
+

1

3l2
+ . . .+

1

3ln0

+
0

3ln0
+1

+
0

3ln0
+2

+ . . . .

Тодi множиною прообразiв f−1
01 (y0), f−1

02 (y0), f−1
12 (y0) будуть всi рацiональнi

числа з вiдрiзка [0; 1], трiйкове зображення яких має перiод з використа-

нням цифр {0, 1}, {0, 2}, {1, 2} вiдповiдно, а також iррацiональнi числа, у

трiйковому зображеннi яких, пiсля фiксованого номеру n0 вживаються ли-

ше цифри з вiдповiдної двоелементної множини цифр.

Легко показати, що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича такої множи-

ни прообразiв фiксованого трiйково-рацiонального елемента y0 з множини

значень однiєї з функцiй f01(y0), f02(y0), f12(y0), дорiвнює log3 2.

Доведення проведемо, наприклад, для функцiї f01(x). Отож,

f−1
01 (y0) =

{
x : x = aln0

+
1

3ln0

(eln0
+1

3
+
eln0

+2

32
+ . . .+

eln0
+m

3m
+ . . .

)}
=
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=

{
x : x = aln0

+
1

3ln0

z, z ∈ E1

}
, де aln = ∆3

e1...el1−12el1+1...el2−12el2+1...eln0−1200...,

n0 — фiксоване число з множини додатних цiлих чисел, eln ∈ {0, 1}, n ∈ N.

Оскiльки n0 — фiксоване число, яке залежить лише вiд y0, то α0(f
−1
01 (y0)) =

= α0(E1) = log3 2. Аналогiчно можна провести доведення i для iнших двох

функцiй.

Нехай y0 — трiйково-iррацiональне число з E1. Тобто,

y0 =
1

3l1
+

1

3l2
+ . . .+

1

3ln
+ . . . .

Тодi f−1
ij (y0) = {x : x = ∆̂l1l2...ln...

kk...k... , ln ∈ N}, де ∆̂l1l2...ln...
kk...k... — число, в трiйковому

зображеннi якого на позицiях l1, l2, . . . , ln, . . . , знаходиться цифра k, а на

iнших позицiях в зображеннi — лише цифри з множини {i, j}.
Слiд зауважити, що натуральнi числа l1, l2, . . . , ln, . . . — фiксованi i за-

лежать вiд числа y0 такого, що y0 = fij(x0). Тобто, маємо задану моно-

тонно зростаючу послiдовнiсть натуральних чисел (ln). Тодi, в залежно-

стi вiд частоти цифри 1 в трiйковому зображеннi числа y0, отримаємо

0 6 α0(f
−1
ij (y0)) 6 log3 2. Справдi, оскiльки

∆̂l1l2...ln...
kk...k... = ∆3

00...00︸ ︷︷ ︸
l1−1

k000...000︸ ︷︷ ︸
l2−l1−1

k...
+ ∆̂l1l2...ln...

00...0... , де

∆3
00...00︸ ︷︷ ︸

l1−1

k000...000︸ ︷︷ ︸
l2−l1−1

k...
— фiксоване число, яке залежить тiльки вiд y0, а

∆̂l1l2...ln...
00...0... — пiдмножина множини C[3, {i, j}] (при k 6= 0 ), причому для

n→∞ виконуються умови:

α0(f
−1
ij (y0))→ 0 при

n

ln
→ 1,

α0(f
−1
ij (y0))→ log3 2 при

n

ln
→ 0.

Останнi два рядки справедливi i при k = 0.



124

Теорема 4.2. Функцiя f є неперервною в трiйково-iррацiональних то-

чках, а трiйково-рацiональнi точки є точками неусувних розривiв першо-

го роду (точками стрибкiв функцiї). Причому, трiйково-рацiональна то-

чка x0 = ∆3
α1α2...αn000... є точкою стрибку функцiї 1

2·3n−1 вгору при αn = 1

та 1
2·3n−1 вниз при αn = 2.

Функцiя f є нiде недиференцiйовною, iнтеграл Лебега вiд функцiї f

дорiвнює 1
2, а розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича графiка дорiвнює 1.

Остання теорема наводиться без доведення3, оскiльки доведення вiдпо-

вiдних властивостей наведенi в пунктi 4.2 для довiльної функцiї, що нале-

жить класу функцiй, змодельованих подiбним чином.

4.1.3. Деякi подiбнi за властивостями функцiї. В термiнах трiй-

кового зображення дiйсних чисел можна означити m = 3! = 6 функцiй fm,

що визначаються на вiдрiзку [0; 1] наступним чином:

fm(x) = fm
(
∆3
α1α2...αn...

)
= ∆3

ϕm(α1)ϕm(α2)...ϕm(αn)...,

де функцiя ϕm(αn), визначена на алфавiтi трiйкової системи числення, для

кожної з функцiй fm,m = 1, 6, задається з наступної таблицi.
0 1 2

ϕ1(αn) 0 1 2

ϕ2(αn) 0 2 1

ϕ3(αn) 1 0 2

ϕ4(αn) 1 2 0

ϕ5(αn) 2 0 1

ϕ6(αn) 2 1 0

Очевидно, що функцiя f1(x) є функцiєю y = x, а функцiя f6(x) —

функцiєю y = 1− x.
3З доведенням теореми 4.2 можна ознайомитись в статтi [3a].
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Лема 4.4. Довiльна функцiя fm визначається за допомогою функцiй

fij наступною рiвнiстю: fm = a
(ij)
m x+b

(ij)
m +c

(ij)
m fij(x), де a(ij)

m , b
(ij)
m , c

(ij)
m ∈ Q.

Теорема 4.3. Довiльна функцiя fm, вiдмiнна вiд функцiй y = x, y =

= 1− x, володiє наступними властивостями: 1) майже скрiзь неперерв-

на; 2) нiде недиференцiйовна; 3) розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича гра-

фiка дорiвнює 1; 4) iнтегровна за Лебегом, причому, iнтеграл Лебега до-

рiвнює 1
2.

4.2. Один клас функцiй зi складною локальною структурою,

визначених перетворювачами цифр

4.2.1. Коректнiсть означення функцiй з дослiджуваного класу

функцiй. Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 1. Позначення

x = ∆±sα1α2...αn...
означає, що x = ∆s

α1α2...αn...
або x = ∆−sα1α2...αn...

, αn ∈ A.
Нехай Λs — клас функцiй типу

f : x = ∆±sα1α2...αn...
→ ∆±sβ1β2...βn...

= f(x) = y, (4.10)

де
(
βkm+1, βkm+2, . . . , β(m+1)k

)
= θ

(
αkm+1, αkm+2, . . . , α(m+1)k

)
, для конкре-

тної функцiї f число k — фiксоване натуральне, m = 0, 1, 2, . . . , а також

θ(γ1, γ2, . . . , γk) — деяка функцiя k змiнних (причому, взаємно однозначна

вiдповiднiсть), областю визначення i множиною значень якої є множина

Ak = A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
k

.

Тобто, для фiксованого числа s > 1 кожнiй комбiнацiї (γ1, γ2, . . . , γk) з

k s-их чи нега-s-их цифр (залежно вiд зображення, в термiнах якого ви-

значений аргумент функцiї) ставиться у вiдповiднiсть єдина комбiнацiя

θ(γ1, γ2, . . . , γk) з k s-их чи нега-s-их цифр (залежно вiд зображення, в тер-

мiнах якого визначене значення функцiї) i навпаки, комбiнацiї θ(γ1, γ2, . . . , γk)

ставиться у вiдповiднiсть єдина комбiнацiя (γ
′

1, γ
′

2, . . . , γ
′

k), яка може й не
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спiвпадати з (γ1, γ2, . . . , γk). Функцiя θ на множинi Ak є бiєкцiєю. Очевидно,

що довiльна функцiя f ∈ Λs є однiєю з функцiй:

f sk , f+, f−1
+ , f+ ◦ f sk , f sk ◦ f−1

+ , f+ ◦ f sk ◦ f−1
+ , де

f sk
(
∆s
α1α2...αn...

)
= ∆s

β1β2...βn...
, (4.11)(

βkm+1, βkm+2, . . . , β(m+1)k

)
= θ

(
αkm+1, αkm+2, . . . , α(m+1)k

)
дляm = 0, 1, . . . ,

i деякого фiксованого натурального числа k. Тобто,

(β1, β2, . . . , βk) = θ (α1, α2, . . . , αk) ,

(βk+1, βk+2, . . . , β2k) = θ (αk+1, αk+2, . . . , α2k) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
βkm+1, βkm+2, . . . , β(m+1)k

)
= θ

(
αkm+1, αkm+2, . . . , α(m+1)k

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i

f+

(
∆s
α1α2...αn...

)
= ∆−sα1α2...αn...

, (4.12)

f−1
+

(
∆−sα1α2...αn...

)
= ∆s

α1α2...αn...
. (4.13)

Тобто, для функцiй f+, f−1
+ iнварiантом є цифри в зображеннi аргументу,

функцiя f sk будується наступним чином: маємо фiксованi натуральнi числа

k та s > 1, кожнiй з усiх можливих k-цифрових комбiнацiй s-их цифр

поставимо у вiдповiднiсть деяку k-цифрову комбiнацiю s-их цифр таким

чином, щоб будь-яким двом рiзним комбiнацiям ставилися у вiдповiднiсть

рiзнi комбiнацiї.

Функцiя f виду (4.1), яку було дослiджено в п. 4.1, є функцiєю f 3
1 .

Наведемо приклад функцiї f 2
2 : f 2

2 (x) = f 2
2

(
∆2
α1α2...αn...

)
= ∆2

β1β2...βn...
, де

(β2m+1, β2(m+1)) = θ(α2m+1, α2(m+1)), m = 0, 1, 2, 3, . . . , та

α2m+1α2(m+1) 00 01 10 11

β2m+1β2(m+1) 10 11 00 01
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Очевидно, що у випадку двiйкового зображення, множина функцiй f 2
1

складається лише з функцiй y = x та y = 1− x, але множина функцiй f 2
2

є множиною порядку 4! i також мiстить y = x та y = 1− x.
Даному класу Λs функцiй належить кiлька лiнiйних функцiй (далi —

лiнiйнi функцiї). Це функцiї y = x та

f(x) = f
(
∆s
α1α2...αn...

)
= ∆s

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]... = 1− x,

f(x) = f
(
∆−sα1α2...αn...

)
= ∆−s[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]... = −s− 1

s+ 1
− x.

Лема 4.5. Для довiльної функцiї f з класу функцiй Λs, крiм лiнiйних

функцiй, значення f для рiзних зображень s-во-рацiонального числа з [0; 1]

(нега-s-во-рацiонального числа з [− s
s+1 ; 1

s+1 ] вiдповiдно) є рiзними.

Доведення. Нехай маємо s-во-рацiональне число

x(0,n) = ∆s
α1α2...αn−1αn(0) = ∆s

α1α2...αn−1[αn−1](s−1) = x(s−1,n), n ∈ Z0.

Достатньо розглянути випадок, коли n = k. Тодi рiвнiсть f sk(x(0,n)) =

= f sk(x(s−1,n)) буде справедливою для чисел x(0,k) = ∆s
0...01︸ ︷︷ ︸

k

(0)
та x(s−1,k) =

= ∆s
0...0︸︷︷︸

k

(s−1)
лише у випадку, коли справедливою буде система:


θ(0, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸

k

) = (0, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
k

),

θ(s− 1, s− 1, . . . , s− 1, s− 1︸ ︷︷ ︸
k

) = (s− 1, s− 1, . . . , s− 1, s− 1︸ ︷︷ ︸
k

);

та f sk(∆s
0...01︸ ︷︷ ︸

k

000...
) = ∆s

0...01︸ ︷︷ ︸
k

000...
= ∆s

0...0︸︷︷︸
k

[s−1][s−1][s−1]...
.

У загальному випадку

f sk(x(0,n)) = f sk(∆s
α1α2...αn−1αn000...) = ∆s

β1β2...βn−1βn000... та

f sk(x(s−1,n)) = f sk(∆s
α1α1...αn−1[αn−1](s−1)) = ∆s

β1β2...βn−1[βn−1](s−1).

Тобто, f sk(x(s−1,n)) = f sk(x(0,n)) у випадку, коли f sk = x.
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У випадку, коли
θ(0, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸

k

) = (s− 1, s− 1, . . . , s− 1, s− 1︸ ︷︷ ︸
k

),

(0, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
k

) = θ(s− 1, s− 1, . . . , s− 1, s− 1︸ ︷︷ ︸
k

),

провiвши аналогiчнi мiркування, отримаємо, що f sk(x(s−1,n)) = f sk(x(0,n))

виконується за умови, коли f sk = 1− x.
Аналогiчно,

f+(∆s
α1α2...αn−1αn(0)) 6= f+(∆s

α1α2...αn−1[αn−1](s−1)),

f−1
+ (∆−sα1α2...αn−1αn[s−1]0[s−1]0...) 6= f−1

+ (∆−sα1α2...αn−1[αn−1]0[s−1]0[s−1]0...).

Таким самим чином можна показати, що умова леми справедлива i для

суперпозицiй f+ ◦ f sk , f sk ◦ f−1
+ , f+ ◦ f sk ◦ f−1

+ .

Зауваження 4.2. З єдиностi зображення довiльного s-во-iррацiонального

числа iз [0; 1] випливає коректнiсть означення функцiї f sk в s-во-

iррацiональних точках.

В силу останньої леми, при дослiдженнi функцiй f ∈ Λs (крiм y = x та

y = 1 − x) не розглядатимемо s-ве зображення, що мiстить перiод (s − 1)

для чисел з [0; 1) у випадку, коли аргумент визначений у термiнах s-го

зображення.

У випадку ж, коли аргумент визначений у термiнах нега-s-го зображен-

ня, при дослiдженнi f ∈ Λs (крiм y = x та y = −s−1
s+1−x) не розглядатимемо

нега-s-ве зображення, що мiстить перiод (0[s− 1]) для чисел з [− s
s+1 ; 1

s+1).

Лема 4.6. Множина функцiй f sk з визначеною в нiй операцiєю «ком-

позицiя функцiй» утворює скiнченну групу порядку
(
sk
)
!.

Доведення. Зафiксувавши довiльне натуральне число s > 1 та довiльне

k ∈ N, утворимо множину Ak
(s) всiх впорядкованих з повтореннями вибiрок

k чисел з множини A = {0, 1, . . . , s − 1}. Множина функцiй f sk є групою

перестановок елементiв множини Ak
(s). Тобто, симетричною групою.
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4.2.2. Немонотоннiсть.

Лема 4.7. Довiльна функцiя f ∈ Λs, вiдмiнна вiд лiнiйних функцiй,

володiє наступними властивостями:

1. вiдображає вiдрiзок [0; 1] або [− s
s+1 ; 1

s+1 ] (залежно вiд зображення,

в термiнах якого визначений аргумент) в один з вiдрiзкiв (зале-

жно вiд зображення, в термiнах якого визначене значення фун-

кцiї) [0; 1] або [− s
s+1 ; 1

s+1 ] без злiченної пiдмножини точок.

2. немонотонна;

3. не задовольняє умови бiєктивного вiдображення на областi визна-

чення.

Доведення. Перша властивiсть для f та друга для f sk випливають iз

задання (4.11) функцiї f sk .

Немонотоннiсть f+. Нехай маємо x1 = ∆s
α1α2...αn...

та x2 = ∆s
β1β2...βn...

такi, що x1 < x2. Очевидно, iснує таке n0, що αj = βj для всiх j = 1, n0 − 1

та αn0
< βn0

. Звiдси, f(x1) = ∆−sα1α2...αn0−1αn0
... < ∆−sβ1β2...βn0−1βn0

... = f(x2), якщо n0 — парне;

f(x1) = ∆−sα1α2...αn0−1αn0
... > ∆−sβ1β2...βn0−1βn0

... = f(x2), якщо n0 — непарне.

Що й треба було довести.

Доведемо, що f sk є бiєктивним вiдображенням на вiдрiзку [0; 1] лише

у випадку, коли ysk = x або ysk = 1 − x. Нехай маємо x1 = ∆s
α1α2...αn...

та

x2 = ∆s
β1β2...βn...

такi, що x1 6= x2.

Нехай y1,2 = ∆s
γ1γ2...γn...

= f sk(x1) = f sk(x2) — s-во-iррацiональне число.

Тодi для всiх m = 0, 1, . . . , (γkm+1, γkm+2, . . . , γ(m+1)k) =

= θ(αkm+1, αkm+2, . . . , α(m+1)k) = θ(βkm+1, βkm+2, . . . , β(m+1)k). З останнiх

рiвностей, в свою чергу, випливає, що x1 = x2, а це суперечить умовi.

Нехай y1,2 — s-во-рацiональне число. Тобто,

y1,2 = ∆s
γ1γ2...γn−1γn(0) = ∆s

γ1γ2...γn−1[γn−1](s−1). (4.14)
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Очевидно, легко пiдiбрати таку пiдмножинуM множини рацiональних чи-

сел з вiдрiзка [0; 1], образами якої пiд дiєю f sk були б точки виду (4.14). На

M функцiя f sk не є бiєкцiєю.

Небiєктивнiсть на [0; 1] f+. Для доведення цiєї властивостi достатньо

знайти такi два числа x1 6= x2, що f(x1) = f(x2). З означення функцiї f та

властивостей s-го та нега-s-го представлення чисел випливає, що за x1 та

x2 можна вибрати прообрази деякого нега-s-во-рацiонального числа.

Очевидно, легко пiдiбрати такi пiдмножини s-во-рацiональних чи нега-

s-во-рацiональних чисел, на яких не будуть бiєктивними вiдображеннями

й функцiї типiв: f−1
+ , f+ ◦ f sk , f sk ◦ f−1

+ , f+ ◦ f sk ◦ f−1
+ .

Лема 4.8. Для довiльного числа x ∈ [0; 1] функцiя f+ задовольняє рiв-

няння:

f(x) + f(1− x) = −s− 1

s+ 1
; (4.15)

Доведення. Справдi, вибравши довiльне x = ∆s
α1α2...αn...

, отримаємо:

f+(x)+f+(1−x) = f+(∆s
α1α2...αn...

)+f+(∆s
[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]...) = ∆−s(s−1) =

= −s−1
s+1 .

Лема 4.9. Для довiльного числа y ∈
[
− s
s+1 ; 1

s+1

]
функцiя f−1

+ задоволь-

няє рiвняння:

f−1(y) + f−1

(
−s− 1

s+ 1
− y
)

= 1; (4.16)

Доведення останньої леми є аналогiчним доведенню леми 4.8.

4.2.3. Фрактальнi властивостi множин iнварiантних точок.

Лема 4.10. Для множини iнварiантних точок функцiї f sk справедли-

вими є наступнi властивостi:

— множина iнварiантних точок функцiї f sk є континуальною мно-

жиною зi значенням розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича, рiвним
1
k logs j, якщо iснує множина {σ1, . . . , σj} (j > 2) k-цифрових набо-

рiв s-их цифр таких, що θ(a(i)
1 , a

(i)
2 , . . . , a

(i)
k ) = (a

(i)
1 , a

(i)
2 , . . . , a

(i)
k ), де
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σi = (a
(i)
1 a

(i)
2 . . . a

(i)
k ), i = 1, j;

— множина iнварiантних точок функцiї f sk є скiнченною, якщо iснує

єдиний набiр σ = (a1a2 . . . ak) з k s-их цифр такий, що

θ(a1, a2, . . . , ak) = (a1, a2, . . . , ak);

— множина iнварiантних точок функцiї f sk є порожньою множи-

ною, якщо не iснує жодного k-цифрового набору σ s-их цифр тако-

го, що θ(a1, a2, . . . , ak) = (a1, a2, . . . , ak), σ = (a1a2 . . . ak).

Доведення. З теореми 3.2 випливає, що множина всiх можливих чисел

з вiдрiзка [0; 1], s-ве зображення яких мiстить лише набори s-их цифр з

{σ1, σ2, . . . , σj} (j > 2), є самоподiбним фракталом, значення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича якого задовольняє рiвняння j
(

1
s

)kα0 = 1.

У випадку iснування єдиного набору σ з умови леми, множиною iнва-

рiантних точок є одноелементна множина {x : x = ∆s
(a1a2...ak)}.

Лема 4.11. Множини iнварiантних точок функцiй f+ i f−1
+ є само-

подiбним фракталом, значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича якого

дорiвнює 1
2.

Доведення. З того, що

∞∑
n=1

(−1)nαn
sn

=
∞∑
n=1

αn
sn

випливає, що множина {x : f+(x) = x} є множиною всiх чисел з вiдрiзка

[0; 1], в s-му зображеннi яких використовуються лише двоцифровi набори s-

их цифр з множини {00, 01, . . . , 0(s−1)}. Тобто,
{
x : x = ∆s

0α2...0α2n0α2n+20...

}
.

З теореми 3.2 випливає, що множина iнварiантних точок функцiй f+ та f−1
+

є самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0 якого

задовольняє рiвняння s
(

1
s

)2α0 = 1. Звiдки, α0 = 1
2 .

4.2.4. Основнi властивостi.

Теорема 4.4. Справедливими є наступнi твердження:
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1. довiльна функцiя f ∈ Λs, за винятком лiнiйних функцiй, є непе-

рервною майже скрiзь. Зокрема, функцiя f є неперервною в s-во-

iррацiональних точках [0; 1] або нега-s-во-iррацiональних точках

[− s
s+1 ; 1

s+1 ] (залежно вiд зображення, у термiнах якого визначе-

ний аргумент функцiї f), s-во-рацiональнi точки чи, вiдповiдно,

нега-s-во-рацiональнi точки є точками стрибкiв функцiї f ;

2. довiльна функцiя з класу функцiй Λs, за винятком лiнiйних фун-

кцiй, є нiде недиференцiйовною;

3. довiльна функцiя f ∈ Λs є iнтегровною за Лебегом, причому∫
D(f)

f(x)dx =
1

2
, де D(f) — область визначення функцiї f ;

4. значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича графiка довiльної фун-

кцiї f ∈ Λs дорiвнює 1.

Доведення. Неперервнiсть. Доведення проведемо для функцiй f sk . Не-

хай маємо довiльне число x = ∆s
α1α2...αn...

∈ [0; 1].

Нехай число x0 — s-во-iррацiональне. Тодi iснує таке n0 = n0(x), що αm(x) = αm(x0), m = 1, n0 − 1;

αn0
(x) 6= αn0

(x0).

З останньої системи очевидною є еквiвалентнiсть умов x→ x0 та n0 →∞.

Розглянемо модуль рiзницi:

|f sk(x)− f sk(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=n0

βj(x)− βj(x0)

sk

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
j=n0

|βj(x)− βj(x0)|
sk

6

6
∞∑
j=n0

s− 1

sk
=

1

sn0−1
→ 0 при n0 →∞.

Таким чином, функцiя f sk є неперервною в s-во-iррацiональних точках.

Для решти функцiй з Λs доведення цього факту є однаковим.
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Нехай x0 = ∆s
β1β2...βn...

— s-во-рацiональне число. Тодi

lim
x→x0−0

f sk(x) = ∆s
γ1γ2...γtτττ...

,

де t ≡ 0( mod k), (ττ . . . τ︸ ︷︷ ︸
k

) = θ(s− 1, s− 1, . . . , s− 1︸ ︷︷ ︸
k

), а також

(γ1, . . . , γk) = θ(β1, . . . , βk), (γk+1, . . . , γ2k) = θ(βk+1, . . . , β2k), . . . ,

(γr+1, γr+2, . . . , γt) = θ(βr+1, . . . , βn−1, (βn − 1), s− 1, s− 1, . . . , s− 1︸ ︷︷ ︸
k

),

r =
[
n
k

]
— цiла частина n

k .

lim
x→x0+0

f sk(x) = ∆s
γ1γ2...γrδr+1δr+2...δtξξξ...

, де θ(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

) = (ξ, . . . , ξ︸ ︷︷ ︸
k

),

а також

(γ1, . . . , γk) = θ(β1, . . . , βk), . . . , (γr−k+1, . . . , γr) = θ(βr−k+1, . . . , βr),

(δr+1, δr+2, . . . , δt︸ ︷︷ ︸
k

) = θ(βr+1, βr+2, . . . , βn, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

).

Отже, точка x0 є точкою стрибку:

t∑
j=r+1

δj − γj
sj

+
∞∑

j=t+1

ξ − τ
sj

=
t∑

j=r+1

δj − γj
sj

+
ξ − τ

(s− 1)st
.

По аналогiї вiдповiдне доведення проводиться i для функцiй f+, f−1
+ , f+◦f sk ,

f sk ◦ f−1
+ , f+ ◦ f sk ◦ f−1

+ .

Недиференцiйовнiсть. Розглянемо функцiї f sk . Розглянемо послiдовнiсть

(xn) чисел xn = ∆s
α1α2...αn−1αnαn+1...

з [0; 1]. Виберемо x0 = ∆s
α1α2...αn−1cαn+1...

,

де c — фiксована s-ва цифра, яка в s-му зображеннi числа x0 використову-

ється нескiнченну кiлькiсть разiв i є n-ою s-ою цифрою числа x0. Тодi

xn − x0 =
αn − c
sn

,

f sk(xn)− f sk(x0) = ∆s
0...0︸︷︷︸

r

[γr+1−γ
′
r+1][γr+2−γ

′
r+2]...[γn−γ′n]...[γr+k−γ

′
r+k]000...

, де
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r =
[
n
k

]
— цiла частина вiд числа n

k та

(γr+1, . . . , γn−1, γn, γn+1, . . . , γr+k) = θ(αr+1, . . . , αn−1, αn, αn+1, . . . , αr+k),

(γ
′

r+1, . . . , γ
′

n−1, γ
′

n, γ
′

n+1, . . . , γ
′

r+k) = θ(αr+1, . . . , αn−1, c, αn+1, . . . , αr+k).

Очевидно, що умова x→ x0 еквiвалентна умовi n→∞. Тому

f sk
′
(x0) = lim

n→∞

∑r+k
i=r+1

γi−γ
′
i

si

αn−c
sn

.

Оскiльки при рiзних наборах αr+1 . . . αn . . . αr+k та αr+1 . . . αn−1cαn+1 . . . αr+k

s-их цифр похiдна функцiї f sk в точцi x0 набуває рiзних значень, то функцiя

f sk нiде недиференцiйовна.

Єдиним випадком iснування похiдної буде випадок, коли

r+k∑
i=r+1

γi − γ
′

i

si
= ±αn − c

sn

Тобто, у випадку, коли f sk = x або f sk = 1− x.
Доведемо, що нiде недиференцiйовною є функцiя f+. Справдi, позна-

чивши

a =
∞∑
n=1

α2n−1(x)

s2n−1
−
∞∑
n=1

α2n−1(x0)

s2n−1
,

b =
∞∑
n=1

α2n(x)

s2n
−
∞∑
n=1

α2n(x0)

s2n
,

отримаємо:

(f+(x0))
′ = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

a→0,b→0

b− a
a+ b

=

=


a = ρ cos(ϕ),

b = ρ sin(ϕ),

ρ→ 0.

 = lim
ρ→0

sin(ϕ)− cos(ϕ)

sin(ϕ) + cos(ϕ)
.

Тобто, границi не iснує. Такi ж мiркування можна провести i для f−1
+ та й

решти функцiй f ∈ Λs.
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Iнтегральнi властивостi. Для функцiї f sk умови iснування iнтеграла

Лебега виконуються, причому, в силу її самоподiбних властивостей, значе-

ння I iнтеграла Лебега можна визначити з рiвностi:

I =
1

s2k
skI +

s2k − sk

2
· 1

s2k
,

I

(
1− 1

sk

)
=
sk − 1

2sk
, I =

1

2
.

Аналогiчно, для функцiй f+ та f−1
+

I =
(s− 1)s

2s2
+ sI

1

s2
=

1

s
I +

s− 1

2s
,

звiдки I = 1
2 .

Для iнших функцiй з Λs можна обчислити значення iнтеграла Лебега

за означенням вiдповiдного iнтеграла.

Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича графiкiв функцiй. З означення i вла-

стивостей функцiй f+ та f−1
+ випливає, що графiк кожної з них належить

s з s2 квадратiв першого рангу:

u(ii) =

[
i

s
;
i+ 1

s

]
×
[
−i+ 1

s
;− i

s

]
, i ∈ A — у випадку функцiї f+,

u(ii) =

[
−i+ 1

s
;− i

s

]
×
[
i

s
;
i+ 1

s

]
, i ∈ A — у випадку функцiї f−1

+ ,

а саме: u(00),u(11),u(22), . . . ,u((s−1)(s−1)).

Графiк кожної з дослiджуваних функцiй належить s2 iз s4 квадратiв

другого рангу:

u(i1i1)(i2i2) =

[
i1
s

+
i2
s2

;
i1
s

+
i2 + 1

s2

]
×
[
−i1
s

+
i2
s2

;−i1
s

+
i2 + 1

s2

]
— для f+,

u(i1i1)(i2i2) =

[
−i1
s

+
i2
s2

;−i1
s

+
i2 + 1

s2

]
×
[
i1
s

+
i2
s2

;
i1
s

+
i2 + 1

s2

]
— для f−1

+ ,

i1 ∈ A, i2 ∈ A, а саме:

— та частина графiка, що належала квадрату u(00), належить s ква-

дратам u(00)(00),u(00)(11),u(00)(22), . . . ,u(00)((s−1)(s−1));
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— та частина графiка, що належала квадрату u(11), належить s ква-

дратам u(11)(00),u(11)(11),u(11)(22), . . . ,u(11)((s−1)(s−1));

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

— та частина графiка, що належала квадрату u((s−1)(s−1)), належить s

квадратам u((s−1)(s−1))(00),u((s−1)(s−1))(11),u((s−1)(s−1))(22), . . . ,

u((s−1)(s−1))((s−1)(s−1)); i т. д.

Графiки Γf+
, Γf−1

+
функцiй f+ та f−1

+ , вiдповiдно, мiстяться в sm ква-

дратах m-го рангу з довжиною сторони s−m. Тому

Ĥα(Γf+
) = Ĥα(Γf−1

+
) = lim

m→∞
sm
(√

s−2m + s−2m
)α

= lim
m→∞

sm
(
2 · s−2m

)α
2 =

= lim
m→∞

(
s

2m
α −2m · 2

)α
2

= lim
m→∞

(
2
α
2 · (s1−α)m

)
.

Оскiльки s(1−α)m → 0 при всiх α > 1 i графiки дослiджуваних фун-

кцiй володiють самоподiбними властивостями, то αK(Γf+
) = αK(Γf−1

+
) =

= α0(Γf−1
+

) = α0(Γf+
) = 1, де αK(·) — фрактальна клiтинкова ентропiйна

розмiрнiсть множини, Ĥα(·) — α-мiрна мiра Хаусдорфа множини.

Для знаходження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича графiка функцiї

f sk використовуватимемо s-вi квадрати рангу, кратного числу k.

З означення функцiї f sk та її властивостей випливає, що її графiк нале-

жить sk iз s2k квадратiв k-го рангу.

Графiк Γfsk функцiї f sk належить s2k квадратам iз s4k квадратiв 2k-го

рангу i т. д.

Таким чином, графiк Γfsk функцiї f sk мiститься в smk квадратах mk-го

рангу з довжинами сторiн s−mk, m ∈ N. Всього таких квадратiв iснує s2mk.

Тому

Ĥα(Γfsk) = lim
m→∞

smk
(√

2 · s−2mk
)α

= lim
m→∞

smk
(
2
α
2 · s−αmk

)
=

= lim
m→∞

smk
(

2
α
2 · s(1−α)mk

)
.
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По аналогiї з функцiями f+ i f−1
+ , s(1−α)mk → 0 для всiх α > 1 та αK(Γfsk) =

= α0(Γfsk) = 1.

Таким самим чином можна довести дане твердження i для решти фун-

кцiй з дослiджуваного класу.

4.3. Функцiї, аргумент яких визначений у термiнах рядiв

Кантора

4.3.1. Означення та задання. Нехай маємо послiдовнiсть D ≡ (dn)

та фiксовану матрицю P = ‖pi,n‖, де n = 1, 2, . . . , i = 0,mn, i, для якої

справедливою є наступна система властивостей:

1◦. ∀n ∈ N : pi,n ∈ (−1; 1);

2◦. ∀n ∈ N :

mn∑
i=0

pi,n = 1;

3◦. ∀(in) :
∞∏
n=1

|pin,n| = 0;

4◦. ∀in 6= 0 : 0 <

in−1∑
i=0

pi,n < 1, n ∈ N.

У нашому випадку mn = dn − 1 для всiх n = 1, 2, . . . .

Розглянемо нескiнченну систему функцiональних рiвнянь

f(ϕ̂k(x)) = βεk+1,k+1 + pεk+1,k+1f(ϕ̂k+1(x)), (4.17)

де k = 0, 1, 2, . . . , εk+1 ∈ Adk+1
, ϕ̂ — оператор зсуву цифр представлення та

βεk+1,k+1 =

0, якщо εk+1 = 0;∑εk+1−1
i=0 pi,k+1, якщо εk+1 6= 0.

Система (4.17) в силу рiвностi (1.9) є еквiвалентною нескiнченнiй систе-

мi

f

(
i+ ϕ̂k(x)

dk

)
= βi,k + pi,k · f(ϕ̂k(x)), (4.18)
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де k = 1, 2, . . . , i ∈ Adk .

Теорема 4.5. Система функцiональних рiвнянь (4.18) в класi обме-

жених та визначених на вiдрiзку [0; 1] функцiй має єдиний розв’язок,

який має вигляд

F (x) = βε1(x),1 +
∞∑
k=2

(
βεk(x),k

k−1∏
n=1

pεn(x),n

)
. (4.19)

Доведення. З системи (4.17) та визначеностi функцiї F в усiх точках

вiдрiзка [0; 1] випливає, що

F (x) = βε1,1 + pε1,1 · f(ϕ̂(x)) = βε1,1 + pε1,1 ·
(
βε2,2 + pε2,2 · f(ϕ̂2x)

)
=

= βε1,1 + pε1,1βε2,2 + pε1,1pε2,2 ·
(
βε3,3 + pε3,3 · f(ϕ̂3x)

)
= . . . =

= βε1,1 + pε1,1βε2,2 + βε3,3pε1,1pε2,2 + . . .+ βεk,k

k−1∏
n=1

pεn,n +

(
k∏

n=1

pεn,n

)
f(ϕ̂k(x)).

Тому

lim
m→∞

(
βε1(x),1 +

m∑
k=2

(
βεk(x),k

k−1∏
n=1

pεn(x),n

))
= f(∆D

ε1ε2...εm...
),

оскiльки F — визначена та обмежена на [0; 1] i

k∏
n=1

pεn,n 6
k∏

n=1

(
max

i=0,dn−1
pi,n

)
6 pkM → 0 (k →∞),

де pM = maxn=1,k pεn,n.

Легко помiтити, що F (x) = x за умови, коли pi,n = 1
dn

для всiх n ∈ N.

Нехай x = ∆
−(dn)
ε1ε2...εn.... Розглянемо функцiю виду

F̃ (x) = βε1(x),1 +
∞∑
n=2

(
β̃εn(x),n

n−1∏
j=1

p̃εj(x),j

)
,

де

β̃εn(x),n =

βεn(x),n, якщо n — непарне;

βdn−1−εn(x),n, якщо n — парне,
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p̃εn(x),n =

pεn(x),n, якщо n — непарне;

pdn−1−εn(x),n, якщо n — парне.

Легко показати, що дослiджувана функцiя F̃ в класi визначених та

обмежених на вiдрiзку функцiй є єдиним розв’язком наступних (еквiвален-

тних мiж собою в силу рiвностi (1.9)) нескiнченних систем функцiональних

рiвнянь, а саме:

f

(
ĩ(x) + ϕ̂k(y)

dk

)
= β̃i(x),k + p̃i(x),k · f(ϕ̂k(y)),

де k = 1, 2, . . . , i ∈ Adk ,

ĩ(x) =

i(x), якщо k — непарне;

dk − 1− i(x), якщо k — парне,

та

f(ϕ̂k(y)) = β̃εk+1(x),k+1 + p̃εk+1(x),k+1f(ϕ̂k+1(y)),

де k = 0, 1, 2, . . . , εk+1 ∈ Adk+1
i y = ∆D

ε1[d2−1−ε2]ε3...[d2n−1−ε2n]ε2n+1...
.

Справдi,

F̃ (x) = βε1(x),1 +
k∑

n=2

(
β̃εn(x),n

n−1∏
j=1

p̃εj(x),j

)
+

(
k∏
j=1

p̃εj(x),j

)
· f(ϕ̂k(y)),

де y = ∆D
ε1(x)[d2−1−ε2(x)]ε3(x)[d4−1−ε4(x)].... Оскiльки функцiя F̃ є визначеною та

обмеженою на [0; 1], в силу третьої властивостi матрицi P при граничному

переходi в останнiй рiвностi при k → ∞ легко помiтити справедливiсть

доводжуваного твердження.

Лема 4.12. Функцiї y = F (x), y = F̃ (x) є коректно означеними в

довiльнiй точцi вiдрiзка [0; 1].

Доведення. Нехай x — D-рацiональне число. Розглянемо рiзницю

δ = F (∆D
ε1...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...)− F (∆D

ε1...εn−1εn(0)) =
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=

(
n−1∏
j=1

pεj ,j

)
· (−βεn,n + βεn−1,n + βdn+1−1,n+1pεn−1,n+

+ βdn+2−1,n+2pεn−1,npdn+1−1,n+1 + . . .) =

(
n−1∏
j=1

pεj ,j

)
·

· (−βεn,n + βεn−1,n + (1− pdn+1−1,n+1)pεn−1,n+

+ (1− pdn+2−1,n+2)pεn−1,npdn+1−1,n+1 + . . .) = 0.

Вiдповiдне твердження для функцiї y = F̃ (x) доводиться аналогiчно

(див. [9a]): розглядається рiзниця

δ = F̃ (∆
−(dn)
ε1...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3]0...)− F̃ (∆

−(dn)
ε1...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]0...)

значень функцiї вiд рiзних нега-(dn)-рацiональних зображень аргументу,

але з врахуванням випадкiв парного i непарного n.

4.3.2. Основнi властивостi.

Теорема 4.6. Функцiї F , F̃ володiють наступними властивостями:

— є неперервними;

— монотонно неспаднi за умови невiд’ємностi елементiв матрицi P ,

зокрема, строго зростаючi за умови, коли всi елементи pi,n ма-

трицi P є додатними;

— iнтегровнi за Лебегом, причому

1∫
0

F (x)dx =

1∫
0

F̃ (x)dx =
∞∑
n=1

β0,n + β1,n + β2,n + . . .+ βdn−1,n

d1d2 . . . dn
.

Доведення. Неперервнiсть. Доведення проведемо для випадку фун-

кцiї F̃ , оскiльки доведення неперервностi функцiї F є аналогiчним.

Нехай маємо довiльне число x0 = ∆
−(dn)
ε1(x0)...εn0

(x0)εn0+1(x0)... з вiдрiзка [0; 1].

Нехай x = ∆
−(dn)
ε1(x)ε2(x)...εn0

(x)εn0+1(x)... — таке число, для якого справедливими

є умови εj(x) = εj(x0) при j = 1, n0 − 1 та εn0
(x) 6= εn0

(x0). Розглянемо
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рiзницю

F̃ (x)− F̃ (x0) =

(
n0−1∏
j=1

p̃εj(x0),j

)(
F̃ (ϕ̂n0−1(x))− F̃ (ϕ̂n0−1(x0))

)
.

|F̃ (x)−F̃ (x0)| 6

(
n0−1∏
j=1

|p̃εj(x0),j|

)
6

(
max

j=1,n0−1
|p̃εj(x0),j|

)n0−1

→ 0 (n0 →∞),

що еквiвалентно умовi limx→x0
F̃ (x) = F̃ (x0).

Справдi, для нега-(dn)-iррацiонального числа x0 еквiвалентними є умо-

ви x → x0 та n0 → ∞ i тому не виникає сумнiвiв щодо неперервностi

функцiї F̃ .

Нехай x0 — нега-(dn)-рацiональне число. У такому разi неперервнiсть

функцiї F̃ в нега-(dn)-рацiональнiй точцi x0 можна довести, використову-

ючи поняття одностороннiх границь з врахуванням випадкiв парного та

непарного n0.

Монотоннiсть. Проведемо доведення спочатку для випадку функцiї F .

Очевидно, що

F (0) = β0,1 +
∞∑
n=2

(
β0,n

n−1∏
j=1

p0,j

)
= min

x∈[0;1]
F (x) = 0,

F (1) = βd1−1,1 +
∞∑
n=2

(
βdn−1,n

n−1∏
j=1

pdj−1,j

)
= max

x∈[0;1]
F (x) = 1.

Нехай маємо x1 = ∆D
ε1(x1)ε2(x1)...εn(x1)... та x2 = ∆D

ε1(x2)ε2(x2)...εn(x2)... такi, що

x1 < x2. Тодi iснує такий номер n0, що εj(x1) = εj(x2) для всiх j = 1, n0 − 1

та εn0
(x1) < εn0

(x2). Отже,

F (x2)− F (x1) =

(
n0−1∏
j=1

pεj(x2),j

)
· (βεn0

(x2),n0
− βεn0

(x1),n0
+

∞∑
m=1

(
βεn0+m(x2),n0+m

m−1∏
j=0

pεn0+j(x2),n0+j

)
−
∞∑
m=1

(
βεn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

pεn0+j(x1),n0+j

)
).
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Оскiльки

βεn0
(x2),n0

−βεn0
(x1),n0

= pεn0
(x1),n0

+ pεn0
(x1)+1,n0

+ . . .+ pεn0
(x2)−1,n0

> pεn0
(x1),n0

,

δ =
∞∑
m=1

(
βεn0+m(x2),n0+m

m−1∏
j=0

pεn0+j(x2),n0+j

)
−

−
∞∑
m=1

(
βεn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

pεn0+j(x1),n0+j

)
>

> −
∞∑
m=1

(
βεn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

pεn0+j(x1),n0+j

)
>

> −

( ∞∑
m=1

(
βdn0+m−1,n0+m

m−1∏
j=1

pdn0+j−1,n0+j

))
pεn0

(x1),n0
= −pεn0

(x1),n0
,

то

F (x2)− F (x1) > pεn0
(x1),n0

− pεn0
(x1),n0

= 0.

Цiлком очевидним є той факт, що у випадку, коли всi елементи pi,n

матрицi P є додатними, справедливою буде умова F (x2)− F (x1) > 0.

Доведемо монотоннiсть функцiї F̃ . Нехай елементи pi,n матрицi P є

невiд’ємними. Очевидно, що

F̃ (0) = F̃ (∆
−(dn)
0[d2−1]0[d4−1]...) = β0,1 +

∞∑
n=2

(
β0,n

n−1∏
j=1

p0,j

)
= min

x∈[0;1]
F̃ (x) = 0,

F̃ (1) = F̃ (∆
−(dn)
[d1−1]0[d3−1]0...) = βd1−1,1 +

∞∑
n=2

(
βdn−1,n

n−1∏
j=1

pdj−1,j

)
=

= max
x∈[0;1]

F̃ (x) = 1.

Нехай x1 = ∆
−(dn)
ε1(x1)ε2(x1)...εn(x1)... та x2 = ∆

−(dn)
ε1(x2)ε2(x2)...εn(x2)... — деякi числа

(x1 < x2). Очевидно, iснує такий номер n0, що εj(x1) = εj(x2) для всiх

j = 1, n0 − 1 та εn0
(x1) < εn0

(x2) при непарному n0 або εn0
(x1) > εn0

(x2)

у випадку парного n0. Розглянемо рiзницю

F̃ (x2)− F̃ (x1) =

(
n0−1∏
j=1

p̃εj(x2),j

)
· (β̃εn0

(x2),n0
− β̃εn0

(x1),n0
+
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∞∑
m=1

(
β̃εn0+m(x2),n0+m

m−1∏
j=0

p̃εn0+j(x2),n0+j

)
−
∞∑
m=1

(
β̃εn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

p̃εn0+j(x1),n0+j

)
).

Отже,

κ =
∞∑
m=1

(
β̃εn0+m(x2),n0+m

m−1∏
j=0

p̃εn0+j(x2),n0+j

)
−

−
∞∑
m=1

(
β̃εn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

p̃εn0+j(x1),n0+j

)
>

> −
∞∑
m=1

(
β̃εn0+m(x1),n0+m

m−1∏
j=0

p̃εn0+j(x1),n0+j

)
,

де для непарного n0

κ > −pεn0
(x1),n0

(1−pdn0+1−1,n0+1+
∞∑
m=2

[
(1− pdn0+m−1,n0+m)

m−1∏
j=1

pdn0+j−1,n0+j

]
) =

= −pεn0
(x1),n0

та для парного n0 по аналогiї отримаємо

κ > −pdn0
−1−εn0

(x1),n0
·
(

max
x∈[0,1]

F̃ (ϕ̂n0(x1))

)
= −pdn0

−1−εn0
(x1),n0

.

Як наслiдок, у випадку непарного n0

F̃ (x2)− F̃ (x1) =

(
n0−1∏
j=1

p̃εj(x2),j

)
· (β̃εn0

(x2),n0
− β̃εn0

(x1),n0
+ κ) >

>

(
n0−1∏
j=1

p̃εj(x2),j

)
· (pεn0

(x1),n0
+ pεn0

(x1)+1,n0
+ . . .+ pεn0

(x2)−1,n0
− pεn0

(x1),n0
) > 0

та у випадку парного n0

F̃ (x2)− F̃ (x1) =

(
n0−1∏
j=1

p̃εj(x2),j

)
· (β̃εn0

(x2),n0
− β̃εn0

(x1),n0
+ κ) =

=

(
n0−1∏
i=1

p̃i,εi(x2)

)
· (pdn0

−1−εn0
(x1),n0

+ pdn0
−εn0

(x1),n0
+ . . .+

+ pdn0
−2−εn0

(x2),n0
− pdn0

−1−εn0
(x1),n0

) > 0.
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Цiлком очевидно, що коли коли всi елементи pi,n матрицi P є додатними,

справедливою буде умова F̃ (x2)− F̃ (x1) > 0.

Iнтегральнi властивостi. Використовуючи означення функцiї F та вла-

стивостi iнтеграла Лебега, отримаємо

1∫
0

F (x)dx =

1
d1∫

0

F (x)dx+

2
d1∫

1
d1

F (x)dx+

3
d1∫

2
d1

F (x)dx+ . . .+

1∫
d1−1
d1

F (x)dx =

=

1
d1∫

0

p0,1F (ϕ̂(x))dx+

2
d1∫

1
d1

[p0,1 + p1,1F (ϕ̂(x))] dx+

+

3
d1∫

2
d1

[p0,1 + p1,1 + p2,1F (ϕ̂(x))] dx+ . . .+

1∫
d1−1
d1

[βd1−1,1 + pd1−1,1F (ϕ̂(x))] dx =

=

 x = ε1

d1
+ 1

d1
ϕ̂(x),

dx = 1
d1
d(ϕ̂(x)).

 =
p0,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) + p0,1x|
2
d1
1
d1

+

+
p1,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) + (p0,1 + p1,1)x|
3
d1
2
d1

+

+
p2,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) + . . .+ βd1−1,1x|1d1−1
d1

+
pd1−1,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) =

=
β1,1 + β2,1 + . . .+ βd1−1,1

d1
+

1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) =

=
β1,1 + β2,1 + . . .+ βd1−1,1

d1
+

1

d1
× (

1
d2∫

0

p0,2F (ϕ̂2(x))d(ϕ̂(x))+

+

2
d2∫

1
d2

[
p0,2 + p1,2F (ϕ̂2(x))

]
d(ϕ̂(x))+
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+

3
d2∫

2
d2

[
p0,2 + p1,2 + p2,2F (ϕ̂2(x))

]
d(ϕ̂(x)) + . . .+

+

1∫
d2−1
d2

[
βd2−1,2 + pd2−1,2F (ϕ̂2(x))

]
d(ϕ̂(x))) = . . . =

=
n∑
j=1

β0,j + β1,j + . . .+ βdj−1,j

d1d2 . . . dj
+

1

d1d2 . . . dn

1∫
0

F (ϕ̂n(x))d(ϕ̂n(x)) = . . . .

Продовжуючи процес до нескiнченностi, отримаємо

1∫
0

F (x)dx =
∞∑
n=1

β0,n + β1,n + β2,n + . . .+ βdn−1,n

d1d2 . . . dn
.

Що й потрiбно було довести.

Розглянемо функцiю F̃ . Позначимо y = g(x) допомiжну функцiю g, де

g(x) = g
(

∆−(dn)
ε1ε2...εn...

)
= ∆D

ε1[d2−1−ε2]...ε2n−1[d2n−1−ε2n]....

З означення дослiджуваної функцiї F̃ та властивостей iнтеграла Лебега

випливає наступне:

1∫
0

F̃ (x)dx =

1
d1∫

0

F (y)dy +

2
d1∫

1
d1

F (y)dy + . . .+

1∫
d1−1
d1

F (y)dy =

=

1
d1∫

0

p0,1F (ϕ̂(y))dy +

2
d1∫

1
d1

[p0,1 + p1,1F (ϕ̂(y))] dy+

+

3
d1∫

2
d1

[β2,1 + p2,1F (ϕ̂(y))] dy + . . .+

1∫
d1−1
d1

[βd1−1,1 + pd1−1,1F (ϕ̂(y))] dy.

Оскiльки y = ε1

d1
+ 1

d1
ϕ̂(y) i, як наслiдок, dy = 1

d1
d(ϕ̂(y)), то



146

1∫
0

F̃ (x)dx =

=
p0,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) + β1,1y|
2
d1
1
d1

+
p1,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) + β2,1y|
3
d1
2
d1

+

+
p2,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) + . . .+ βd1−1,1y|1d1−1
d1

+
pd1−1,1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) =

=
β1,1 + β2,1 + . . .+ βd1−1,1

d1
+

1

d1

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)).

Враховуючи взаємозв’язок D-представлення та нега-(dn)-представлення, на

другому кроцi отримаємо:
1∫

0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) =

1∫
d2−1
d2

p0,2F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂(y))+

+

d2−1
d2∫

d2−2
d2

[
β1,2 + p1,2F (ϕ̂2(y))

]
d(ϕ̂(y)) + . . .+

+

1
d2∫

0

[
βd2−1,2 + pd2−1,2F (ϕ̂2(y))

]
d(ϕ̂(y)).

Оскiльки ϕ̂(y) = d2−1−ε2

d2
+ 1

d2
ϕ̂2(y) та d(ϕ̂(y)) = 1

d2
d(ϕ̂2(y)), то

1∫
0

F (ϕ̂(y))d(ϕ̂(y)) =
p0,2

d2

1∫
0

F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂2(y)) + β1,2y|
d2−1
d2
d2−2
d2

+

+
p1,2

d2

1∫
0

F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂2(y)) + . . .+ βd2−1,2y|
1
d2
0 +

pd2−1,2

d2

1∫
0

F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂2(y)) =

=
β1,2 + β2,2 + . . .+ βd2−1,2

d2
+

1

d2

1∫
0

F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂2(y)).
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Отже,
1∫

0

F̃ (x)dx =
β1,1 + β2,1 + . . .+ βd1−1,1

d1
+

+
β1,2 + β2,2 + . . .+ βd2−1,2

d1d2
+

1

d1d2

1∫
0

F (ϕ̂2(y))d(ϕ̂2(y)).

По аналогiї, на кроцi n отримаємо

1∫
0

F̃ (x)dx =
n∑
j=1

β̃0,j + β̃1,j + β̃2,j + . . .+ β̃dj−1,j

d1d2 . . . dj
+

+
1

d1d2 . . . dn

1∫
0

F (ϕ̂n(y))d(ϕ̂n(y)).

Продовжуючи процес до нескiнченностi, отримаємо

1∫
0

F̃ (x)dx =
∞∑
n=1

β̃0,n + β̃1,n + β̃2,n + . . .+ β̃dn−1,n

d1d2 . . . dn
.

Лема 4.13. Справедливими є наступнi рiвностi:

µF
(
∆D
c1c2...cn

)
=

n∏
j=1

pcj ,j, µF̃

(
∆−(dn)
c1c2...cn

)
=

n∏
j=1

p̃cj ,j.

Нехай x0 = ∆D
ε1ε2...εn...

— D-iррацiональна точка, x1 = ∆
−(dn)
ε1ε2...εn... — нега-

(dn)-iррацiональна точка. Тодi

F
′
(x0) = lim

n→∞

(
n∏
j=1

djpεj ,j

)
, F̃

′
(x1) = lim

n→∞

(
n∏
j=1

dj p̃εj ,j

)
.

Доведення. Обчислимо прирiст µF̃ функцiї F̃ на цилiндрах ∆
−(dn)
c1c2...cn:

µF̃

(
∆−(dn)
c1c2...c2n−1

)
= F̃

(
∆
−(dn)
c1c2...c2n−10[d2n+1−1]0[d2n+3−1]...

)
−

− F̃
(

∆
−(dn)
c1c2...c2n−1[d2n−1]0[d2n+2−1]0[d2n+4−1]...

)
=
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=

(
2n−1∏
j=1

p̃cj ,j

)
(βd2n−1,2n + βd2n+1−1,2n+1pd2n−1,2n+

+ βd2n+2−1,2n+2pd2n−1,2npd2n+1−1,2n+1 + . . .) =

=

(
2n−1∏
j=1

p̃cj ,j

)
(1− pd2n−1,2n + (1− pd2n+1−1,2n+1)pd2n−1,2n+

+ (1− pd2n+2−1,2n+2)pd2n−1,2npd2n+1−1,2n+1 + . . .) =

(
2n−1∏
j=1

p̃cj ,j

)
,

µF̃

(
∆−(dn)
c1c2...c2n

)
= F̃

(
∆
−(dn)
c1c2...c2n[d2n+1−1]0[d2n+3−1]0[d2n+5−1]...

)
−

− F̃
(

∆
−(dn)
c1c2...c2n0[d2n+2−1]0[d2n+4−1]...

)
=

=

(
2n∏
j=1

p̃cj ,j

)
(βd2n+1−1,2n+1 + βd2n+2−1,2n+2pd2n+1−1,2n+1+

+βd2n+3−1,2n+3pd2n+1−1,2n+1pd2n+2−1,2n+2 + . . .) =

(
2n∏
j=1

p̃cj ,j

)
.

Знайдемо похiдну функцiї F̃ в нега-(dn)-iррацiональнiй точцi

x0 = ∆
−(dn)
ε1ε2...εn.... Оскiльки x0 = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn... =

⋂∞
n=1 ∆

−(dn)
ε1ε2...εn, то

F̃
′
(x0) = lim

n→∞

µF̃

(
∆
−(dn)
ε1ε2...εn

)
|∆−(dn)

ε1ε2...εn|
= lim

n→∞

∏n
j=1 p̃εj ,j

1
d1d2...dn

=
∞∏
j=1

(
dj p̃εj ,j

)
.

Аналогiчно,

µF
(
∆D
c1c2...cn

)
= F

(
∆D
c1c2...cn[dn+1−1][dn+2−1]...

)
− F

(
∆D
c1c2...cn(0)

)
=

n∏
j=1

pcj ,j

та

F
′
(x0) = lim

n→∞

µF
(
∆D
ε1ε2...εn

)
|∆D

ε1ε2...εn
|

= lim
n→∞

∏n
j=1 pεj ,j

1
d1d2...dn

=
∞∏
j=1

(
djpεj ,j

)
.

Наслiдок 4.1. Оскiльки дослiджуванi функцiї є неперервними та мо-

нотонними, то вони (згiдно теореми Лебега) мають скiнченну похiдну

майже скрiзь в розумiннi мiри Лебега. Проте, у випадку, коли an =
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= dnp̃εn,n > 1 (an = dnpεn,n > 1) для всiх n ∈ N за винятком, можливо,

скiнченної кiлькостi, отримаємо F̃ ′(x0) =∞ (F ′(x0) =∞). Тому:

— у випадку, коли для скiнченної множини значень n виконується

an > 1, отримаємо F̃ ′(x0) = 0 (F ′(x0) = 0);

— у випадку, коли an = 1 для всiх n ∈ N (що є справедливим лише

для функцiї F̃ (x) = x), отримаємо F̃ ′(x0) = 1 (F ′(x0) = 1);

— у випадку, коли лише для скiнченної кiлькостi номерiв виконує-

ться умова pεn,n 6= 1
dn
, отримаємо 0 6 F̃

′
(x0) <∞ (F ′(x0) <∞).

Нехай елементи pi,n матрицi P є невiд’ємними i нехай η — випадкова

величина, представлена у виглядi наступного канторiвського розкладу

η =
ξ1

d1
+

ξ2

d1d2
+

ξ3

d1d2d3
+ . . .+

ξk
d1d2 . . . dk

+ . . . ≡ ∆D
ξ1ξ2...ξk...

,

де

ξk =

εk, якщо k — непарне;

dk − 1− εk, якщо k — парне;

та цифри ξk (k = 1, 2, . . . ) є випадковими i набувають значень 0, 1, . . . , dk− 1

з ймовiрностями p0,k, p1,k, . . . , pdk−1,k. Тобто, ξk — незалежнi та P{ξk = ik} =

= pik,k, ik ∈ Adk .

З означення функцiї розподiлу та рiвностей

{η < x} = {ξ1 < ε1(x)} ∪ {ξ1 = ε1(x), ξ2 < d2 − 1− ε2(x)} ∪ . . .∪

∪{ξ1 = ε1(x), ξ2 = d2 − 1− ε2(x), . . . , ξ2k−1 < ε2k−1(x)}∪

∪{ξ1 = ε1(x), . . . , ξ2k−1 = ε2k−1(x), ξ2k < d2k − 1− ε2k(x)} ∪ . . . ,

P{ξ1 = ε1(x), ξ2 = d2 − 1− ε2(x), . . . , ξ2k−1 < ε2k−1(x)} =

= βε2k−1(x),2k−1

2k−2∏
j=1

p̃εj(x),j

i

P{ξ1 = ε1(x), ξ2 = d2 − 1− ε2(x), . . . , ξ2k < d2k − 1− ε2k(x)} =



150

= βd2k−1−ε2k(x),2k

2k−1∏
j=1

p̃εj(x),j

випливає, що наслiдком останньої теореми є наступна лема.

Лема 4.14. Функцiя розподiлу F̃η випадкової величини η має вигляд

F̃η(x) =


0, x < 0;

βε1(x),1 +
∑∞

k=2

[
β̃εk(x),k

∏k−1
j=1 p̃εj(x),j

]
, 0 6 x < 1;

1, x > 1,

де p̃εj(x),j
> 0.

4.3.3. Недиференцiйовнi функцiї. Розглянемо випадок, коли еле-

менти матрицi P = ‖pi,n‖ можуть бути як невiд’ємними, так i вiд’ємними

числами. Тобто, нехай pi,n ∈ (−1; 1) для всiх n ∈ N, i = 0, dn − 1.

В такому разi з пункту 1 леми 4.13 випливає, що якщо для кожного

n ∈ N числа pi,n, i = 0, dn − 1, є як невiд’ємними, так i вiд’ємними числами,

то функцiї F, F̃ не мають жодного промiжку монотонностi.

Теорема 4.7. Нехай матриця P є такою, що для всiх n ∈ N викону-

ються умови: pεn,n ·pεn−1,n < 0, причому dn · pdn−1,n > 1 або dn ·pdn−1,n 6 1,

та

lim
n→∞

n∏
k=1

dkp0,k 6= 0, lim
n→∞

n∏
k=1

dkpdk−1,k 6= 0

одночасно. Тодi функцiя F є нiде недиференцiйовною на [0; 1].

Доведення. Нехай x0 — деяка D-рацiональна точка, тобто x0 =

= x
(1)
0 = ∆D

ε1ε2...εn−1εn(0) = ∆D
ε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1][dn+3−1]... = x

(2)
0 , εn 6= 0.

Розглянемо послiдовностi (x
′

k), (x
′′

k) чисел

x
′

k = x
(1)
0 +

1

d1d2 . . . dn+k
= ∆D

ε1ε2...εn−1εn 0...0︸︷︷︸
k−1

1(0)
,

x
′′

k = x
(2)
0 −

1

d1d2 . . . dn+k
= ∆D

ε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...[dn+k−1](0)
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такi, що x′ → x0 i x′′ → x0 при k →∞. Тодi

F (x
′

k)− F (x0) = [βε1,1 + βε2,2pε1,1 + . . .+ βεn,n

n−1∏
j=1

pεj ,j+

+ β1,n+k

(
n∏
j=1

pεj ,j

)(
n+k−1∏
m=n+1

p0,m

)
]−

−

[
βε1,1 + βε2,2pε1,1 + . . .+ βεn,n

n−1∏
j=1

pεj ,j

]
=

(
n∏
j=1

pεj ,j

)
·

(
n+k∏

m=n+1

p0,m

)
,

F (x0)− F (x
′′

k) = [βε1,1 +
n−1∑
t=2

[
βεt,t

t−1∏
j=1

pεj ,j

]
+ βεn−1,n

n−1∏
j=1

pεj ,j+

+ pεn−1,nβdn+1−1,n+1

n−1∏
j=1

pεj ,j + . . .+ pεn−1,nβdn+k−1,n+k

n−1∏
j=1

pεj ,j

n+k−1∏
l=n+1

pdl−1,l+

+ pεn−1,nβdn+k+1−1,n+k+1

n−1∏
j=1

pεj ,j

n+k∏
l=n+1

pdl−1,l + . . .]−

− [βε1,1 +
n−1∑
t=2

[
βεt,t

t−1∏
j=1

pεj ,j

]
+ βεn−1,n

n−1∏
j=1

pεj ,j+

+
n+k∑
l=n+1

[
βdl−1,l

(
n−1∏
j=1

pεj ,j

)
pεn−1,n

(
l−1∏

m=n+1

pdm−1,m

)]
] =

= pεn−1,n

(
n−1∏
j=1

pεj ,j

)
·

(
n+k∏

m=n+1

pdm−1,m

)
.

Звiдки,

B
′

k =
F (x

′

k)− F (x0)

x
′

k − x0
= (dnpεn,n)

(
n−1∏
j=1

djpεj ,j

)(
n+k∏

m=n+1

dmp0,m

)
,

B
′′

k =
F (x0)− F (x

′′

k)

x0 − x
′′

k

= (dnpεn−1,n)

(
n−1∏
j=1

djpεj ,j

)(
n+k∏

m=n+1

dmpdm−1,m

)
.

Позначимо b0,k =
∏n+k

m=n+1 (dmp0,m) i bdk−1,k =
∏n+k

m=n+1 (dmpdm−1,m).
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Лема 4.15. Якщо для довiльного n ∈ N справедливою є система умов

p0,n > 0,

p1,n < 0,

. . .

p2t−1,n < 0,

p2t,n > 0,

. . .

де t ∈ N, тодi 
dnp0,n > 1,

dnp2,n > 1,

. . .

dnpdn−1,n > 1.

Справдi, з умов pεn,npεn−1,n < 0 та 0 < β1,n = p0,n випливає система в

формулюваннi останньої леми.

Доведення проводиться методом вiд супротивного. Припустимо, що для

всiх in ∈ Adn \ {1} виконується нерiвнiсть dnpin,n < 1. Тодi∑
in∈Adn\{1}

dnpin,n < dn − 1,

звiдки p1,n >
1
dn
. Останнє суперечить умовi p1,n < 0. Отже, припущення є

хибним. Лему 4.15 доведено.

Оскiльки,
∏n−1

j=1 djpεj ,j = const, pεn,npεn−1,n < 0 та за умовою теореми

послiдовностi (b0,k), (bdk−1,k) не збiгаються до 0 одночасно, отримаємо на-

ступнi випадки (m = n+ 1, n+ k, k →∞):

1. якщо для всiх k ∈ N за винятком, можливо, скiнченної множини

номерiв k справедливими є нерiвностi dmp0,m > 1 та dmpdm−1,m > 1,

то одна з послiдовностей B ′k, B
′′

k прямує до ∞, а iнша — до −∞;

2. якщо для всiх k ∈ N за винятком, можливо, скiнченної множини

номерiв k один з добуткiв dmp0,m, dmpdm−1,m є бiльшим 1, а iнший —



153

меншим 1, тодi одна з послiдовностей B ′k, B
′′

k прямує до ±∞, а iн-

ша — до 0;

3. якщо для всiх k ∈ N за винятком, можливо, скiнченної множини

номерiв k один з добуткiв dmp0,m, dmpdm−1,m є бiльшим 1, а iнший —

рiвним 1, тодi одна з послiдовностей B ′k, B
′′

k прямує до ±∞, а iнша

є сталою послiдовнiстю;

4. якщо для всiх k ∈ N за винятком, можливо, скiнченної множини

номерiв k один з добуткiв dmp0,m, dmpdm−1,m є меншим 1, а iнший —

рiвним 1, тодi одна з послiдовностей B ′k, B
′′

k прямує до 0, а iнша є

сталою послiдовнiстю;

5. якщо для всiх k ∈ N добутки dmp0,m, dmpdm−1,m є рiвними 1, то

послiдовностi B ′k, B
′′

k є рiзними сталими послiдовностями, оскiльки

pεn,n 6= pεn−1,n в силу умов pεk,k ∈ (−1; 1), βεk,k > 0.

Таким чином, функцiя F є нiде недиференцiйовною на [0; 1], оскiльки

у всiх випадках limk→∞B
′

k 6= limk→∞B
′′

k.

Теорема 4.8. Нехай pεn,n ·pεn−1,n < 0 для всiх n ∈ N, εn ∈ Adn \{0} та

lim
n→∞

n∏
k=1

dkp0,k 6= 0, lim
n→∞

n∏
k=1

dkpdk−1,k 6= 0

одночасно. Тодi функцiя F̃ є нiде недиференцiйовною на [0; 1].

Доведення. Виберемо деяку нега-(dn)-рацiональну точку x0 =

= ∆
−(dn)
ε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]... = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]..., де εn 6= 0.

Нехай n — непарне, Ξp — множина парних чисел, Ξo — множина непар-

них чисел. Тодi

x0 = x
(1)
0 = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]... = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]... = x

(2)
0

та у випадку парного n

x0 = x
(1)
0 = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]... = ∆

−(dn)
ε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]... = x

(2)
0 .
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Розглянемо числовi послiдовностi (x
′

k), (x
′′

k): x
′

k =

∆
−(dn)
ε1...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]0...[dn+k−1−1]1[dn+k+1−1]0[dn+k+3−1]..., n ∈ Ξo, k ∈ Ξp;

∆
−(dn)
ε1...εn−1εn[dn+1−1]0...[dn+k−2−1]0[dn+k−2]0[dn+k+2−1]0[dn+k+4−1]..., n ∈ Ξo, k ∈ Ξo;

∆
−(dn)
ε1...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]0...[dn+k−1−1]1[dn+k+1−1]0[dn+k+3−1]..., n ∈ Ξp, k ∈ Ξo;

∆
−(dn)
ε1...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0...[dn+k−2−1]0[dn+k−2]0[dn+k+2−1]0[dn+k+4−1]..., n ∈ Ξp, k ∈ Ξp,

x
′′

k =

∆
−(dn)
ε1...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0...[dn+k−1−1]00[dn+k+2−1]0[dn+k+4−1]..., n ∈ Ξo, k ∈ Ξo;

∆
−(dn)
ε1...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0...[dn+k−1][dn+k+1−1]0[dn+k+3−1]0[dn+k+5−1]..., n ∈ Ξo, k ∈ Ξp;

∆
−(dn)
ε1...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]...0[dn+k−1][dn+k+1−1]0[dn+k+3−1]..., n ∈ Ξp, k ∈ Ξo;

∆
−(dn)
ε1...εn−1εn[dn+1−1]0...[dn+k−1−1]00[dn+k+2−1]0[dn+k+4−1]0[dn+k+6−1]..., n ∈ Ξp, k ∈ Ξp,

Тобто,

x
′

k = x
(1)
0 +

1

d1d2 . . . dn+k
, x

′′

k = x
(2)
0 −

1

d1d2 . . . dn+k

та x′k → x0, x
′′

k → x0 при k →∞.

Нехай n — непарне. Тодi

y
(1)
0 = g(x

(1)
0 ) = ∆D

ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]ε5...[dn−1−1−εn−1]εn(0),

y
(2)
0 = g(x

(2)
0 ) = ∆D

ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...[dn−1−1−εn−1][εn−1][dn+1−1][dn+2−1][dn+3−1]...,

y
′

k = g(x
′

k) = ∆D
ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...[dn−1−1−εn−1]εn 0...0︸︷︷︸

k−1

1(0)
,

y
′′

k = g(x
′′

k) = ∆D
ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...[dn−1−1−εn−1][εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...[dn+k−1](0),

де F̃ (x) = F (g(x)) = F ◦ g. Отже,

F̃ (x
′

k) = F (y
′

k) = βε1,1 +
n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βεn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+

(
n+k−1∑
l=n+1

(
β0,l

l−1∏
m=n+1

p0,m

))(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ β1,n+k

(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)(
n+k−1∏
m=n+1

p0,m

)
,
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F̃ (x
(1)
0 ) = F (y

(1)
0 ) = βε1,1 +

n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βεn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j,

F̃ (x
′

k)−F̃ (x
(1)
0 ) = β1,n+k

(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)(
n+k−1∏
m=n+1

p0,m

)
=

(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)(
n+k∏

m=n+1

p0,m

)
,

F̃ (x
(2)
0 ) = F (y

(2)
0 ) = βε1,1 +

n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βεn−1,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+ pεn−1,n

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)( ∞∑
l=n+1

[
βdl−1,l

l−1∏
m=n+1

pdm−1,m

])
,

F̃ (x
′′

k) = F (y
′′

k) = βε1,1 +
n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βεn−1,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+ pεn−1,n

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)(
n+k∑
l=n+1

[
βdl−1,l

l−1∏
m=n+1

pdm−1,m

])
.

Звiдки

F̃ (x
(2)
0 )− F̃ (x

′′

k) = pεn−1,n

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
·

(
n+k∏

m=n+1

pdm−1,m

)
.

Перейдемо до розгляду випадку, коли n — парне. В такому разi

y
(1)
0 = g(x

(1)
0 ) = ∆D

ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...εn−1[dn−εn](0),

y
(2)
0 = g(x

(2)
0 ) = ∆D

ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...εn−1[dn−εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...,

y
′

k = g(x
′

k) = ∆D
ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...εn−1[dn−εn] 0...0︸︷︷︸

k−1

1(0)
,

y
′′

k = g(x
′′

k) = ∆D
ε1[d2−1−ε2]ε3[d4−1−ε4]...εn−1[dn−1−εn][dn+1−1][dn+2−1]...[dn+k−1](0).

Як наслiдок,

F̃ (x
′

k) = F (y
′

k) = βε1,1 +
n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βdn−εn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+ β1,n+k

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
·

(
n+k−1∏
m=n+1

p0,m

)
pdn−εn,n,

F̃ (x
(1)
0 ) = F (y

(1)
0 ) = βε1,1 +

n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βdn−εn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j.
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Отже,

F̃ (x
′

k)− F̃ (x
(1)
0 ) = β1,n+k

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
·

(
n+k−1∏
m=n+1

p0,m

)
pdn−εn,n =

=

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
·

(
n+k∏

m=n+1

p0,m

)
pdn−εn,n,

F̃ (x
(2)
0 ) = F (y

(2)
0 ) = βε1,1 +

n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βdn−1−εn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+

(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)( ∞∑
l=n+1

[
βdl−1,l

l−1∏
m=n+1

pdm−1,m

])
,

F̃ (x
′′

k) = F (y
′′

k) = βε1,1 +
n−1∑
t=2

(
β̃εt,t

t−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
+ βdn−1−εn,n

n−1∏
j=1

p̃εj ,j+

+

(
n∏
j=1

p̃εj ,j

)(
n+k∑
l=n+1

[
βdl−1,l

l−1∏
m=n+1

pdm−1,m

])
,

F̃ (x
(2)
0 )− F̃ (x

′′

k) = pdn−1−εn,n

(
n−1∏
j=1

p̃εj ,j

)
·

(
n+k∏

m=n+1

pdm−1,m

)
.

Таким чином,

B
′

k =
F̃ (x

′

k)− F̃ (x0)

x
′

k − x0
=

=

(dnpεn,n)
(∏n−1

j=1 dj p̃εj ,j

)(∏n+k
m=n+1 dmp0,m

)
, n — непарне;

(dnpdn−εn,n)
(∏n−1

j=1 dj p̃εj ,j

)(∏n+k
m=n+1 dmp0,m

)
, n — парне.

B
′′

k =
F̃ (x0)− F̃ (x

′′

k)

x0 − x
′′

k

=

=

(dnpεn−1,n)
(∏n−1

j=1 dj p̃εj ,j

)(∏n+k
m=n+1 dmpdm−1,m

)
, n — непарне;

(dnpdn−1−εn,n)
(∏n−1

j=1 dj p̃εj ,j

)(∏n+k
m=n+1 dmpdm−1,m

)
, n — парне.

Позначимо b0,k =
∏n+k

m=n+1 dmp0,m i bdk−1,k =
∏n+k

m=n+1 dmpdm−1,m.



157

Оскiльки,
∏n−1

j=1 dj p̃εj ,j = const, pεn,npεn−1,n < 0, pdn−εn,npdn−1−εn,n < 0 та

за умовою теореми послiдовностi (b0,k), (bdk−1,k) не збiгаються до 0 одно-

часно, розглянувши усi можливi випадки, коли dkp0,k > 1, dkp0,k = 1,

dkp0,k < 1, dkpdk−1,k > 1, dkpdk−1,k = 1, dkpdk−1,k < 1, отримаємо, що у

всiх випадках limk→∞B
′

k 6= limk→∞B
′′

k. Тобто, функцiя F̃ є недиференцi-

йовною.

Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 дослiджено функцї з одного класу Λs функцiй, кожна з

яких задана певним перетворювачем цифр або комбiнацiй цифр зображе-

ння аргументу, та, аргумент i значення якої визначенi у термiнах s-го чи

нега-s-го зображення. Вiдповiдний спосiб моделювання функцiй зi скла-

дною локальною будовою є новим i найпростiшим серед вiдомих способiв

моделювання таких функцiй. Доведено, що усi функцiї з цього класу фун-

кцiй, крiм y = −s−1
s+1 − x, y = 1 − x i y = x, є неперервними майже скрiзь

та нiде недиференцiйовними. Показано, що значення iнтеграла Лебега до-

вiльної функцiї по її областi визначення дорiвнює 1
2 та значення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича графiка довiльної функцiї з Λs дорiвнює 1. Вивчено

фрактальнi властивостi множин iнварiантних точок деяких функцiй (ком-

позицiєю котрих можна визначити довiльну функцiю з Λs). Бiльш детально

вивчено на прикладi однiєї функцiї з Λ3 властивостi та рiзнi форми задан-

ня таких функцiй у термiнах трiйкового зображення. Отриманi результати,

дослiджуванi функцiї є новими.

У даному роздiлi побудовано i вивчено властивостi (неперервнiсть, умо-

ви монотонностi, умови недиференцiйовностi, iнтегральнi властивостi та

iн.) узагальнень функцiї Салема, аргумент яких визначений у термiнах

зображення чисел рядами Кантора (додатними, знакопочережними). Осо-

бливостями проведеного дослiдження є наступне: вперше вивчено власти-
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востi функцiй, рiзнi цифри зображення аргументу та значення яких нале-

жать рiзним алфавiтам; вперше запропоновано i дослiджено узагальнення

функцiї Салема, визначенi у термiнах знакопочережних представлень дiй-

сних чисел. Проведенi дослiдження для випадку подання аргумента дослi-

джуваних функцiй у формi додатного ряду Кантора є узагальненням вiдо-

мих результатiв, а для випадку подання аргумента дослiджуваних функцiй

у виглядi знакопочережного ряду Кантора — новими.

Результати роздiлу опублiкованi у роботах [3a, 6a, 8a, 9a] i апробованi на

наукових конференцiях [21a]–[24a] та семiнарах.
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РОЗДIЛ 5

ЗНАКОПОЧЕРЕЖНИЙ Q̃-РОЗКЛАД,

НЕГА-Q̃-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ ТА ФУНКЦIЇ ЗI

СКЛАДНОЮ ЛОКАЛЬНОЮ БУДОВОЮ

В цьому роздiлi дослiджується подання чисел у формi знакопочережно-

го Q̃-розкладу та розглядається нега-Q̃-представлення дiйсних чисел — вiд-

повiдно узагальнення представлення дiйсних чисел знакопочережним ря-

дом Кантора та узагальнення взаємозв’язку кодувань чисел за допомогою

додатного i знакопочережного рядiв Кантора.

Вивчаються функцiї, аргумент яких визначений у термiнах нега-Q̃-зобра-

ження, i, якi є узагальненнями класичної функцiї Салема.

5.1. Знакопочережний Q̃-розклад дiйсного числа

Нехай заданою є матриця Q̃. Розглянемо ряд виду

−ai1,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)nain,n

n−1∏
j=1

qij ,j

]
. (5.1)

Розклад (5.1) можна змоделювати, використовуючи аналiтичний пiдхiд.

Суть аналiтичного пiдходу до побудови знакопочережного Q̃-представлення

дiйсних чисел полягає в тому, що якщо основою нега-s-го представлення

є фiксоване число (−s), де 1 < s ∈ N, та за основу представлення чи-

сел знакопочережним рядом Кантора приймається фiксована послiдовнiсть

(−dn), де 1 < dn ∈ N, то знакопочережний Q̃-розклад можна побудува-

ти, прийнявши за основу представлення дiйсних чисел фiксовану матрицю
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(−1) · Q̃ = (−1) · ‖qi,j‖. Отже, розглянемо суму

∞∑
n=1

[(
in−1∑
i=0

(−qi,n)

)
n−1∏
j=1

(−qij ,j)

]
= −ai1,1 +

∞∑
n=2

[
(−1)nain,n

n−1∏
j=1

qij ,j

]
.

Очевидно, що останнiй знакопочережний ряд є абсолютно збiжним, при-

чому його сума належить вiдрiзку [t
′

0; t
′′

0], де

t
′

0 = −am1,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)nãmn,n

n−1∏
j=1

q̃mj ,j

]
= −1 +

∞∑
n=1

(
(−1)n−1

n∏
j=1

q̃mj ,j

)
,

t
′′

0 =
∞∑
n=2

[
(−1)nã0,n

n−1∏
j=1

q̃0,j

]
=

∞∑
n=1

(
(−1)n−1

n∏
j=1

q̃0,j

)
,

t
′′

0 − t
′

0 = am1,1 + am2,2q0,1 + am3,3qm1,1q0,2 + am4,4q0,1qm2,2q0,3 + . . . .

Позначатимемо ∆
(−Q̃)
i1i2...in...

подання числа x у виглядi розкладу (5.1) та

F (−Q̃)

[t
′
0;t
′′
0 ]
— множину всiх можливих представлень дiйсних чисел з [t

′

0; t
′′

0] зна-

копочережним Q̃-розкладом (5.1).

Легко помiтити, що подання чисел у формi ряду (5.1) набуває виду

нега-s-го представлення, якщо qi,j = 1
s для всiх j ∈ N, i = 0, s− 1; у

випадку, коли qi,j = 1
dj

для будь-якого j ∈ N, i = 0, dj − 1, — представлення

знакопочережним рядом Кантора (нега-D-представлення).

Означення 5.1. Цилiндром ∆
(−Q̃)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn нази-

вається множина виду ∆
(−Q̃)
c1c2...cn ≡

{
x : x = ∆

(−Q̃)
c1c2...cnin+1in+2...in+k...

, x ∈ [t
′

0; t
′′

0]
}
,

де c1, . . . , cn —фiксованi числа, in+k ∈ N 0
mn+k

= {0, 1, . . . ,mn+k}, k = 1, 2, . . . .

Дослiдимо вiдображення φ : F (−Q̃)

[t
′
0;t
′′
0 ]
→ [t

′

0; t
′′

0] i дамо вiдповiдь на питання

про те, чи є подання дiйсних чисел з [t
′

0; t
′′

0] у виглядi розкладу в ряд (5.1)

системою кодування (числення).

Лема 5.1. Справедливими є наступнi властивостi:

1. Цилiндр ∆
(−Q̃)
c1c2...cn є вiдрiзком.
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2. «Основне метричне вiдношення»:
d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ckc

)
d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ck

) = qc,k+1×

×
amk+2,k+2 +

∑∞
t=k+3

[
ãmt,t

∏t−1
r=k+2 q̃mr,r

]
+
∑∞

t=k+3

[
ã0,t

∏t−1
r=k+2 q̃0,r

]
amk+1,k+1 +

∑∞
t=k+2

[
ãmt,t

∏t−1
r=k+1 q̃mr,r

]
+
∑∞

t=k+2

[
ã0,t

∏t−1
r=k+1 q̃0,r

] ,
де k = 0, 1, 2, . . . ,

q̃in,n =

qin,n, якщо n — непарне;

qmn−in,n, якщо n — парне,

ãin,n =

ain,n, якщо n — непарне;

amn−in,n, якщо n — парне.

3. Якщо ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1cnmn+10mn+30mn+5...

= ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[cn−1]0mn+20mn+40mn+6...

, де

cn 6= 0, тодi при парному n справедливою є наступна рiвнiсть

t
′′

0 −
∑n−2

k=2

[
ã0,k

∏k−1
j=1 q̃0,j

]
−
∏n−1

j=1 q̃0,j

t
′
0 + am1,1 +

∑n−1
k=2

[
ãmk,k

∏k−1
j=1 q̃mj ,j

] =
qcn,n

∏n
j=1 q̃0,j

qcn−1,n

∏n
j=1 q̃mj ,j

та

t
′′

0 −
∑n−1

k=2

[
ã0,k

∏k−1
j=1 q̃0,j

]
t
′
0 + am1,1 +

∑n−2
k=2

[
ãmk,k

∏k−1
j=1 q̃mj ,j

]
+
∏n−1

j=1 q̃mj ,j

=
qcn−1,n

∏n
j=1 q̃0,j

qcn,n
∏n

j=1 q̃mj ,j

при непарному n.

Доведення. Покажемо, що довiльний цилiндр ∆
(−Q̃)
c1c2...cn є вiдрiзком. До-

ведення проведемо для парного n. Нехай x ∈ ∆
(−Q̃)
c1c2...cn. Тобто,

x = −ac1,1 +
n∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

+
n∏
j=1

qcj ,j

(
−ain+1,n+1 +

∞∑
l=n+2

[
(−1)lail,l

l−1∏
r=n+1

qir,r

])
.
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Звiдси,

x
′
= −ac1,1 +

n∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
−

−
n∏
j=1

qcj ,j

(
amn+1,n+1 +

∞∑
t=2

[
ãmn+t,n+t

n+t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

])
6

6 x 6 −ac1,1+
n∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

(
n∏
j=1

qcj ,j

) ∞∑
t=2

[
ã0,n+t

n+t−1∏
r=n+1

q̃0,r

]
= x

′′
.

Отже, x ∈ [x
′
;x
′′
] ⊇ ∆

(−Q̃)
c1c2...cn.

Оскiльки

x
′
= −ac1,1 +

n∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

+

(
n∏
j=1

qcj ,j

)
inf

{
−ain+1,n+1 +

∞∑
l=n+2

[
(−1)lail,l

l−1∏
r=n+1

qir,r

]}
,

x
′′

= −ac1,1 +
n∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

+

(
n∏
j=1

qcj ,j

)
sup

{
−ain+1,n+1 +

∞∑
l=n+2

[
(−1)lail,l

l−1∏
r=n+1

qir,r

]}
,

то x′, x′′, x належать ∆
(−Q̃)
c1c2...cn.

«Основне метричне вiдношення». В нега-s-му, нега-D-представленнях

для вiдповiдних цилiндрiв ∆−sc1c2...cn, ∆−Dc1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn

справедливими є наступнi спiввiдношення:

— для довiльного n ∈ N: |∆−sc1c2...cn| =

=
1

sn
ϕ̂n(∆s

(s−1)) =
1

sn
ϕ̂n
(∣∣∣∣sup

x
∆−sα1α2...αn...

− inf
x

∆−sα1α2...αn...

∣∣∣∣) =

=
1

sn

∣∣∣∣ϕ̂n(sup
x

∆−sα1α2...αn...

)
− ϕ̂n

(
inf
x

∆−sα1α2...αn...

)∣∣∣∣ =

=
1

sn

∣∣∣ϕ̂n (∆−s(0[s−1])

)
− ϕ̂n

(
∆−s([s−1]0)

)∣∣∣ ,
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де ϕ̂ — оператор зсуву цифр вiдповiдного представлення.

Таким чином,∣∣∣∣ϕ̂n(sup
x

∆−sα1α2...αn...

)
− ϕ̂n

(
inf
x

∆−sα1α2...αn...

)∣∣∣∣ =

= ϕ̂n
(

sup
x

∆−sα1α2...αn...
− inf

x
∆−sα1α2...αn...

)
= const =

= sup
x

∆−sα1α2...αn...
− inf

x
∆−sα1α2...αn...

.

— для кожного n ∈ N:

|∆−Dc1c2...cn| =
1

d1d2 . . . dn
ϕ̂n(∆D

[d1−1][d2−1]...[dn−1]...) =

=
1

d1d2 . . . dn
ϕ̂n
(∣∣∣∣sup

x
∆−Dε1ε2...εn...

− inf
x

∆−Dε1ε2...εn...

∣∣∣∣) =

=
1

d1d2 . . . dn

∣∣∣∣ϕ̂n(sup
x

∆−Dε1ε2...εn...

)
− ϕ̂n

(
inf
x

∆−Dε1ε2...εn...

)∣∣∣∣ =

=
1

d1d2 . . . dn

∣∣∣ϕ̂n (∆−D(0[d2−1]...0[d2k−1]...)

)
− ϕ̂n

(
∆−D[d1−1]0...[d2k−1−1]0...

)∣∣∣ ,
де k = 1, 2, . . . , ϕ̂ — оператор зсуву цифр вiдповiдного представле-

ння.

Отже,

ϕ̂n
(

sup
x

∆−Dε1ε2...εn...
− inf

x
∆−Dε1ε2...εn...

)
=

=

∣∣∣∣ϕ̂n(sup
x

∆−Dε1ε2...εn...

)
− ϕ̂n

(
inf
x

∆−Dε1ε2...εn...

)∣∣∣∣ = const =

= sup
x

∆−Dε1ε2...εn...
− inf

x
∆−Dε1ε2...εn...

.

Розглянемо розклад (5.1). Нехай n = 1. В такому разi

d
(

∆(−Q̃)
c1

)
= ∆

(−Q̃)
c1m20m4...0m2k...

−∆
(−Q̃)
c10m30m5...0m2k−1...

=

= qc1,1

(
am2,2 +

∞∑
k=3

[
ã0,k

k−1∏
j=2

q̃0,j

]
+
∞∑
k=3

[
ãmk,k

k−1∏
j=2

q̃mj ,j

])
=

= qc1,1

(
t
′′

0

q0,1
− t

′

0 + am1,1

qm1,1

)
=
qm1,1t

′′

0 − q0,1t
′

0 − am1,1q0,1

q0,1qm1,1
qc1,1 = qc1,1(t

′′

0 − t
′

0),
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якщо справедливою є умова

t
′′

0 =
q0,1(1− qm1,1)

qm1,1(1− q0,1)
(1 + t

′

0).

Очевидно, остання умова не завжди є справедливою залежно вiд матри-

цi Q̃. Наприклад, розглянемо випадок, коли для всiх натуральних значень n

справедливо mn <∞ та для всiх n > 1 q0,n = const = q0, qmn
= const = qm,

q0 6= qm, q0,1 = q1, qm1,1 = q2, q1 6= q2. Тодi

t
′

0 = ∆
(−Q̃)
m10m30m5...

≡ −

(
1− q2 + q2

∞∑
k=1

(
(1− qm)qk0q

k−1
m

))
=

= q2

(
1− (1− qm)q0

1− q0qm

)
− 1,

t
′′

0 = ∆
(−Q̃)
0m20m40m6...

≡ q1

( ∞∑
k=1

(1− qm)qk−1
0 qk−1

m

)
=

1− qm
1− q0qm

q1.

Отож,

q0,1(1− qm1,1)

qm1,1(1− q0,1)
(1 + t

′

0) =
q1(1− q2)

q2(1− q1)
q2

(
1− (1− qm)q0

1− q0qm

)
=

=
q1(1− q2)(1− q0)

(1− q1)(1− q0qm)
= t

′′

0,

якщо
1− qm
1− q0

=
1− q2

1− q1
.

Цiлком очевидно, що останнє спiввiдношення справедливе не завжди. Тоб-

то, метричне вiдношення
d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ckc

)
d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ck

) , де k = 0, 1, 2, 3, . . . , при k = 0 ци-

лiндром вважатимемо вiдрiзок [t
′

0; t
′′

0], залежно вiд матрицi Q̃ не завжди

дорiвнює qc,k+1. В загальному випадку

d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ckc

)
d
(

∆
(−Q̃)
c1c2...ck

) =
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= qc,k+1

amk+2,k+2 +
∑∞

t=k+3

[
ãmt,t

∏t−1
r=k+2 q̃mr,r

]
+
∑∞

t=k+3

[
ã0,t

∏t−1
r=k+2 q̃0,r

]
amk+1,k+1 +

∑∞
t=k+2

[
ãmt,t

∏t−1
r=k+1 q̃mr,r

]
+
∑∞

t=k+2

[
ã0,t

∏t−1
r=k+1 q̃0,r

] .
Твердження про представлення чисел, що мають два рiзних зображе-

ння. Нехай x1 = ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1cnmn+10mn+30mn+5...

, ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[cn−1]0mn+20mn+40mn+6...

=

= x2, де cn 6= 0.

Якщо n — парне число, то

x1 = −ac1,1 +
n−1∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+ (−1)n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
×

×

(
acn,n − qcn,n

(
amn+1,n+1 +

∞∑
k=2

[
amn+2k−1,n+2k−1

n+2k−2∏
j=n+1

q̃mj ,j

]))
=

= −ac1,1 +
n−1∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
×

×

(
acn,n + qcn,n

(
t
′

0 + am1,1 +
n−1∑
k=2

[
ãmk,k

k−1∏
j=n+1

q̃mj ,j

])
n∏
j=1

(q̃mj ,j)
−1

)
,

x2 = −ac1,1 +
n−1∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+ (−1)n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
×

×

(
acn−1,n + qcn−1,n

∞∑
k=1

[
amn+2k,n+2k

n+2k−1∏
j=n+1

q̃0,j

])
=

= −ac1,1 +
n−1∑
k=2

[
(−1)kack,k

k−1∏
j=1

qcj ,j

]
+

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
×

×

(
acn−1,n + qcn−1,n

(
t
′′

0 −
n∑
k=2

[
ã0,k

k−1∏
j=n+1

q̃0,j

])
n∏
j=1

(q̃0,j)
−1

)
.

З умови x1 = x2 випливає перша рiвнiсть в третьому пунктi леми.

Нехай n — непарне число. Тодi за умови, що x1 = x2, отримаємо

−qcn−1,n + qcn,n

(
t
′′

0 −
n−1∑
k=2

[
ã0,k

k−1∏
j=1

q̃0,j

])
n∏
j=1

(q̃0,j)
−1 =
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= qcn−1,n

(
t
′

0 + am1,1 +
n∑
k=2

[
ãmk,k

k−1∏
j=1

q̃mj ,j

])
n∏
j=1

(q̃mj ,j)
−1,

звiдки випливає друга рiвнiсть в третьому пунктi леми.

Теорема 5.1. Для довiльного числа x ∈ [t
′

0; t
′′

0] iснує послiдовнiсть (ik),

ik ∈ N 0
mk

, така, що

x = −ai1,1 +
∞∑
k=2

[
(−1)kaik,k

k−1∏
j=1

qij ,j

]
,

якщо для всiх k ∈ N справедливою є наступна система умов

qc+1,2k

(
am2k+1,2k+1 +

∞∑
t=2

[
ãm2k+t,2k+t

2k+t−1∏
r=2k+1

q̃mr,r

])
>

> qc,2k

(
1−

∞∑
t=2

[
ã0,2k+t

2k+t−1∏
r=2k+1

q̃0,r

])
;

qc+1,2k−1

(
am2k,2k +

∞∑
t=2

[
ã0,2k+t−1

2k+t−2∏
r=2k

q̃0,r

])
>

> qc,2k−1

(
1−

∞∑
t=2

[
ãm2k+t−1,2k+t−1

2k+t−2∏
r=2k

q̃mr,r

])
.

Доведення. З леми 5.1 вiдомо, що довiльний цилiндр ∆
(−Q̃)
c1c2...cn є вiдрiз-

ком. Дослiдимо задачу про розташування цилiндрiв однакового рангу.

Оскiльки у згаданих вище нега-s-му та нега-D-зображеннях цилiндри

є вiдрiзками, що розташованi «злiва направо» при парному n та «справа

налiво», якщо n — непарне, то «щось подiбне» мало б справджуватися i

для представлення рядом (5.1).

Розглянемо необхiднi для подальшого дослiдження розташування ци-

лiндрiв ∆
(−Q̃)
c1c2...cn спiввiдношення. Нехай n — деяке фiксоване натуральне

число.

Якщо цилiндри ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1c, ∆

(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] перекриваються i розташова-

нi:
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— «злiва направо», то κ1 = sup ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1c − inf ∆

(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] > 0;

— «справа налiво», то κ2 = sup ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] − inf ∆

(−Q̃)
c1c2...cn−1c > 0.

Причому, у першому випадку

κ1 < κ2 = |∆(−Q̃)
c1c2...cn−1c

|+ |∆(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1]| − |∆

(−Q̃)
c1c2...cn−1c

∩∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1]| = W.

У другому ж випадку κ2 < κ1 = W .

Якщо цилiндри ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1c, ∆

(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] не перекриваються i розташо-

ванi:

— «злiва направо», то ν1 = inf ∆
(−Q̃)
c1...cn−1[c+1]− sup ∆

(−Q̃)
c1...cn−1c = −κ1 > 0;

— «справа налiво», то ν2 = inf ∆
(−Q̃)
c1...cn−1c− sup ∆

(−Q̃)
c1...cn−1[c+1] = −κ2 > 0.

Проте, в такому разi у першому випадку

ν1 > ν2 = V = −|∆(−Q̃)
c1c2...cn−1c

| − |∆(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1]| −$,

де $ — мiра Лебега спiльного сумiжного з цилiдрами ∆
(−Q̃)
c1...cn−1c, ∆

(−Q̃)
c1...cn−1[c+1]

iнтервала. У другому випадку V = ν1 < ν2.

Перевiримо, якi ж iз наведених вище спiввiдношень є справедливими.

Отже, нехай n — парне. Розглянемо рiзницю

κ1 = sup ∆(−Q̃)
c1c2...cn−1c

− inf ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] =

= ac,n

n−1∏
j=1

qcj ,j + qc,n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)(
a0,n+1 +

∞∑
t=n+2

[
ã0,t

t−1∏
r=n+1

q̃0,r

])
−

−ac+1,n

n−1∏
j=1

qcj ,j + qc+1,n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)(
amn+1,n+1 +

∞∑
t=n+2

[
ãmt,t

t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

])
=

=

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
× (qc+1,n

(
amn+1,n+1 +

∞∑
t=n+2

[
ãmt,t

t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

])
+

+qc,n

(
−1 +

∞∑
t=n+2

[
ã0,t

t−1∏
r=n+1

q̃0,r

])
).
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Позначивши

ω1 = amn+1,n+1 +
∞∑

t=n+2

[
ãmt,t

t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

]
, ω2 =

∞∑
t=n+2

[
ã0,t

t−1∏
r=n+1

q̃0,r

]
,

отримаємо κ1 = (qc+1,nω1 − qc,n + qc,nω2)qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1.

Таким чином, справедливими є подвiйна нерiвнiсть

−qc,n <
κ1

qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1
6 −qc,n + max{qc,n, qc+1,n}

та умови

κ1 < 0, якщо qc+1,nω1 < (1− ω2)qc,n,

κ1 = 0, якщо qc+1,nω1 = (1− ω2)qc,n,

κ1 > 0, якщо qc+1,nω1 > (1− ω2)qc,n.

Крiм того,

κ2 = sup ∆
(−Q̃)
c1...cn−1[c+1] − inf ∆(−Q̃)

c1...cn−1c
= (qc,n + qc+1,nω2 + qc,nω1)

n−1∏
j=1

qcj ,j > 0,

κ2 − κ1

qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1
= (2− ω2)qc,n + (qc,n − qc+1,n)ω1 + qc+1,nω2 =

= (2− ω2)qc,n − (ω1 − ω2)qc+1,n + qc,nω1 > 0,

де ω1 > ω2.

Отже, у випадку парного n цилiндри розташованi «злiва направо», але,

залежно вiд матрицi Q̃, сумiжнi цилiндри ∆
(−Q̃)
c1c2...cn можуть або перекрива-

тися, або не перекриватися, або перетинатися в однiй точцi.

Аналогiчно, якщо n — непарне число, тодi

κ2 = sup ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] − inf ∆(−Q̃)

c1c2...cn−1c
= −qc,n

n−1∏
j=1

qcj ,j+

+qc+1,n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)(
amn+1,n+1 +

∞∑
t=n+2

[
ã0,t

t−1∏
r=n+1

q̃0,r

])
+
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+qc,n

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)( ∞∑
t=n+2

[
ãmt,t

t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

])
.

Позначивши

ω1 = amn+1,n+1 +
∞∑

t=n+2

[
ã0,t

t−1∏
r=n+1

q̃0,r

]
, ω2 =

∞∑
t=n+2

[
ãmt,t

t−1∏
r=n+1

q̃mr,r

]
,

отримаємо κ2 = (−qc,n + qc+1,nω1 + qc,nω2)qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1.

Отже,

−qc,n <
κ2

qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1
6 −qc,n + max{qc,n, qc+1,n}.

Причому,

κ2 < 0, якщо qc+1,nω1 < (1− ω2)qc,n,

κ2 = 0, якщо qc+1,nω1 = (1− ω2)qc,n,

κ2 > 0, якщо qc+1,nω1 > (1− ω2)qc,n.

Оскiльки

κ1 = sup ∆(−Q̃)
c1c2...cn−1c

− inf ∆
(−Q̃)
c1c2...cn−1[c+1] =

= (qc,n + qc,nω1 + qc+1,nω2)

(
n−1∏
j=1

qcj ,j

)
> 0

та

κ1 − κ2

qc1,1qc2,2 . . . qcn−1,n−1
= (2− ω2)qc,n + (qc,n − qc+1,n)ω1 + qc+1,nω2 > 0,

то у випадку непарного n цилiндри розташованi «справа налiво», але, зале-

жно вiд матрицi Q̃, сумiжнi цилiндри ∆
(−Q̃)
c1c2...cn можуть або перекриватися,

або не перетинатися, або перетинатися в однiй точцi.

5.2. Нега-Q̃-зображення дiйсних чисел

Дослiдження, описанi в даному пунктi дисертацiйної роботи, є допомi-

жними. Їх застосування у моделюваннi функцiй зi складною локальною

будовою буде описано в наступному пунктi.
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Нехай маємо матрицю Q̃. Розглянемо ряд виду

i1−1∑
i=0

qi,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)n−1δ̃in,n

n−1∏
j=1

q̃ij ,j

]
+
∞∑
n=1

(
2n−1∏
j=1

q̃ij ,j

)
, (5.2)

де перша сума дорiвнює 0 при i1 = 0,

δ̃in,n =


0, якщо in = 0 та n — непарне;∑in−1

i=0 qi,n, якщо in 6= 0 та n — непарне;∑mn

i=mn−in qi,n, якщо n — парне.

Означення 5.2. Подання числа x у виглядi розкладу в ряд (5.2) нази-

вається нега-Q̃-представленням числа x, а його символiчний запис

∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x)... — нега-Q̃-зображенням числа x.

Оскiльки am2k−i2k = q0,2k + q1,2k + . . . + qm2k−i2k−1,2k = 1 − qm2k−i2k,2k−
−qm2k−i2k+1,2k − . . .− qm2k,2k, то очевидним є наступне твердження.

Лема 5.2. Справедливими є наступнi тотожностi:

∆−Q̃i1i2...in... ≡ ∆Q̃
i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]..., ∆Q̃

i1i2...in...
≡ ∆−Q̃i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]....

За умови, що mn < ∞ для всiх n ∈ N, числа iз злiченної пiдмножини

вiдрiзка [0; 1] мають два рiзних нега-Q̃-зображення, а саме:

∆−Q̃i1i2...in−1inmn+10mn+30mn+5...
= ∆−Q̃i1i2...in−1[in−1]0mn+20mn+4...

, in 6= 0.

Такi числа називаються нега-Q̃-рацiональними, а решта, що мають єдине

нега-Q̃-зображення, — нега-Q̃-iррацiональними.

Придiлимо увагу вивченню розкладiв дiйсних чисел в ряд (5.2) та змо-

делюємо1 останнє представлення. Нехай маємо деяку матрицю Q̃
′
= ‖q̃i,j‖

(i = 0,mj, mj ∈ N ∪ {0,∞}, j = 1, 2, . . . ), яка володiє такими самими

властивостями, що й матриця Q̃.
1Такий спосiб моделювання представлення дiйсних чисел не є новим (див., наприклад, [8, с. 87-89]).
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Слiдуючи «злiва направо», точками ã0,1, ã1,1, . . . , ãm1,1 розiб’ємо вiдрi-

зок [0; 1] на вiдрiзки, якi назвемо вiдрiзками першого рангу та позначимо

∆−Q̃0 ,∆−Q̃1 , . . . , вiдповiдно. Очевидно, що |∆−Q̃i1 | = q̃i1,1. Слiдуючи «спра-

ва налiво», розiб’ємо (точками ãi1+1,1, ã0,2, ã1,2, . . . ) кожен з вiдрiзкiв ∆−Q̃i1

першого рангу на вiдрiзки ∆−Q̃i1i другого рангу, де i = 0,m2, таким чи-

ном, щоб |∆−Q̃i1i | = q̃i1,1q̃i,2 i т. д. Кожен вiдрiзок ∆−Q̃i1i2...i2k−1
(2k − 1)-го

рангу, слiдуючи «справа налiво», розiб’ємо на вiдрiзки ∆−Q̃i1i2...i2k−1i
2k-го

рангу, де i = 0,m2k, таким чином, що |∆−Q̃i1i2...i2k−1i
| = q̃i,2k

∏2k−1
j=1 q̃ij ,j, а

кожний вiдрiзок ∆−Q̃i1i2...i2k−1i2k
2k-го рангу, слiдуючи «злiва направо», ро-

зiб’ємо на вiдрiзки ∆−Q̃i1i2...i2ki (2k + 1)-го рангу, де i = 0,m2k+1, так, що

|∆−Q̃i1i2...i2ki| = q̃i,2k+1

∏2k
j=1 q̃ij ,j, i т. д. В результатi отримаємо систему вiдрiз-

кiв рiзних рангiв, якi володiють властивостями:

1. ∆−Q̃i1i2...iki ⊂ ∆−Q̃i1i2...ik для всiх i ∈ N 0
mk+1

;

2. |∆−Q̃i1i2...ik| =
∏k

j=1 q̃ij ,j → 0 (k →∞).

Як наслiдок, за аксiомою Кантора

x =
∞⋂
k=1

∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x) = ∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x)....

Тобто, кожна послiдовнiсть (ik), ik ∈ N 0
mk

, а разом з нею i послiдовнiсть

вiдрiзкiв (∆−Q̃i1i2...ik) визначає єдину точку x ∈ [0; 1), яку позначатимемо

∆−Q̃i1i2...ik.... I навпаки, для кожної точки x ∈ [0; 1) iснує послiдовнiсть вiдрiз-

кiв ∆−Q̃i1(x), ∆−Q̃i1(x)i2(x), . . . , ∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x), . . . , кожен з яких мiстить x.

Накладемо умови, щоб Q̃′ = Q̃. Тобто, що q̃ik,k є елементами матрицi Q̃.

Якщо x = ∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x)..., то iснує рiвно i1 вiдрiзкiв 1-го рангу, якi

лежать лiвiше точки x;m2−i2 вiдрiзкiв 2-го рангу, якi належать ∆−Q̃i1(x) i ле-

жать лiвiше x; i2k−1 вiдрiзкiв (2k−1)-го рангу, якi належать ∆−Q̃i1(x)i2(x)...i2k−2(x),

лежать лiвiше x i мають сумарну довжину ai2k−1,2k−1

∏2k−2
j=1 q̃ij ,j;m2k−i2k вiд-

рiзкiв 2k-го рангу, якi належать ∆−Q̃i1(x)i2(x)...i2k−1(x), лежать лiвiше x i мають

сумарну довжину am2k−i2k,2k
∏2k−1

j=1 q̃ij ,j, i т. д. Тому для будь-якого x ∈ [0; 1)
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iснує послiдовнiсть (ik(x)), ik(x) ∈ N 0
mk

, така, що

x = ai1(x),1 +
∞∑
k=2

[
ãik(x),k

k−1∏
j=1

q̃ij(x),j

]
. (5.3)

Зауваження 5.1. Варто зазначити, що подання чисел у формi розкладу

(5.3) є узагальненням нега-(dn)-представлення та дещо видозмiненого нега-

s-го представлення (1.3).

Таким чином, ∆−Q̃i1i2...ik... ≡ ∆Q̃
i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]... i навпаки, ∆Q̃

i1i2...ik...
≡

≡ ∆−Q̃i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]....

Оскiльки am2k−i2k = q0,2k + q1,2k + . . . + qm2k−i2k−1,2k = 1 − qm2k−i2k,2k−
−qm2k−i2k+1,2k − . . .− qm2k,2k, то

∆−Q̃i1i2...ik... ≡
i1−1∑
i=0

qi,1 +
∞∑
k=2

[
(−1)k−1δ̃ik,k

k−1∏
j=1

q̃ij ,j

]
+
∞∑
k=1

(
2k−1∏
j=1

q̃ij ,j

)
.

Означення 5.3. Цилiндром ∆−Q̃c1c2...cn рангу n з основою c1c2 . . . cn на-

зивається множина всiх можливих чисел з [0; 1], в нега-Q̃-зображеннi яких

першi n символiв i1, i2, . . . , in рiвнi c1, c2, . . . , cn вiдповiдно, де c1, c2, . . . , cn —

фiксований набiр символiв з N 0
m1
, N0

m2
, . . . , N 0

mn
вiдповiдно.

З наведених вище мiркувань випливає наступне твердження.

Лема 5.3. Цилiндри ∆−Q̃c1c2...cn володiють наступними властивостями:

1. цилiндр ∆−Q̃c1c2...cn є вiдрiзком, причому

∆−Q̃c1c2...cn =
[
∆−Q̃c1c2...cnmn+10mn+3...

; ∆−Q̃c1c2...cn0mn+20mn+4...

]
, n — непарне,

∆−Q̃c1c2...cn =
[
∆−Q̃c1c2...cn0mn+20mn+4...

; ∆−Q̃c1c2...cnmn+10mn+3...

]
, n — парне;

2. для будь-якого n ∈ N: ∆−Q̃c1c2...cnc ⊂ ∆−Q̃c1c2...cn;

3. для всiх n ∈ N: ∆−Q̃c1c2...cn =
⋃mn+1

c=0 ∆−Q̃c1c2...cnc;

4. цилiндри ∆−Q̃c1c2...cn розташованi «злiва направо», якщо n — непарне,

та «справа налiво», якщо n — парне число. Тобто,

sup ∆−Q̃c1c2...cn−1c
= inf ∆−Q̃c1c2...cn−1[c+1], якщо n — непарне,
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sup ∆−Q̃c1c2...cn−1[c+1] = inf ∆−Q̃c1c2...cn−1c
, якщо n — парне;

5. для будь-якого n ∈ N: |∆−Q̃c1c2...cn| =
∏n

j=1 q̃cj ,j;

6. для довiльного x ∈ [0; 1]:
⋂∞
n=1 ∆−Q̃c1c2...cn = x = ∆−Q̃c1c2...cn....

5.3. Функцiї зi складною локальною будовою, аргумент яких

визначений у термiнах нега-Q̃-зображення

5.3.1. Задання та коректнiсть означення функцiй. Нехай зада-

но матрицi однакового порядку Q̃ = ‖qi,n‖ та P = ‖pi,n‖, де i = 0,mn,

mn ∈ N ∪ {0}, n = 1, 2, . . . , mn < ∞ для всiх n ∈ N.

Розглянемо2 деякий клас функцiй ΛF , аргумент x i значення y кожної

функцiї з якого подаються наступним чином:

x =

i1−1∑
i=0

qi,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)n−1δ̃in,n

n−1∏
j=1

q̃ij ,j

]
+
∞∑
n=1

(
2n−1∏
j=1

q̃ij ,j

)
,

y = F (x) =

i1−1∑
i=0

pi,1 +
∞∑
n=2

[
(−1)n−1ζ̃in,n

n−1∏
j=1

p̃ij ,j

]
+
∞∑
n=1

(
2n−1∏
j=1

p̃ij ,j

)
,

де перша сума в останнiх рiвностях дорiвнює 0 при i1 = 0,

ζ̃in,n =


∑mn

i=mn−in pi,n, якщо n — парне та in 6= mn;

0, якщо n — непарне та in = 0;∑in−1
i=0 pi,n, якщо n — непарне та in 6= 0,

Тобто, розглядатимемо функцiї, аргумент яких визначений в термiнах нега-

Q̃-представлення, але подання значення функцiї має лише «формальний»

вигляд нега-P -представлення i є останнiм лише за умови додатностi всiх

елементiв pi,n матрицi P . Клас функцiй, аргумент i значення яких пода-

ються у виглядi нега-Q̃- i нега-P -представлення вiдповiдно та iнварiантом
2Бiльш детальнiше вiдповiднi дослiдження описано в препринтi [11a].
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яких є символ in нега-Q̃-зображення дiйсного числа, є пiдкласом дослiджу-

ваного класу функцiй.

З леми 5.2 випливає, що

F

(
ãi1(x),1 +

∞∑
n=2

[
ãin(x),n

n−1∏
j=1

q̃ij(x),j

])
= β̃i1(y),1 +

∞∑
n=2

[
β̃in(y),n

n−1∏
j=1

p̃ij(y),j

]
,

де, як наголошується, Q̃ та P — фiксованi матрицi.

Розглянемо нескiнченну систему функцiональних рiвнянь

f
(
ϕ̂k(x)

)
= β̃ik+1,k+1 + p̃ik+1,k+1f

(
ϕ̂k+1(x)

)
, (5.4)

де k = 0, 1, . . . .

Врахувавши (1.7), систему (5.4) можна записати наступним чином

f
(
ãik,k + q̃ik,kϕ̂

k(x)
)

= β̃ik,k + p̃ik,kf
(
ϕ̂k(x)

)
,

де k = 1, . . . , i ∈ N 0
mk

.

Лема 5.4. Функцiя y = F (x) є коректно означеною в довiльнiй точцi

вiдрiзка [0; 1].

Для доведення леми достатньо оцiнити рiзницю значень дослiджува-

ної функцiї вiд двох рiзних нега-Q̃-зображень довiльної фiксованої нега-Q̃-

рацiональної точки. Вiдповiднi обчислення описано в препринтi [11a].

Теорема 5.2. Нескiнченна система функцiональних рiвнянь (5.4) в

класi обмежених та визначених на [0; 1] функцiй має єдиний розв’язок

F (x) = βi1(x),1 +
∞∑
k=2

[
β̃ik(x),k

k−1∏
j=1

p̃ij(x),j

]
. (5.5)

Доведення. Справдi, для довiльного x = ∆−Q̃i1(x)i2(x)...ik(x)... з [0; 1] отрима-

ємо:

f(x) = βi1(x),1 + pi1(x),1f (ϕ̂(x)) =

= βi1(x),1 + pi1(x),1

(
βm2−i2(x),2 + pm2−i2(x),2f

(
ϕ̂2(x)

))
=
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=βi1(x),1 + βm2−i2(x),2pi1(x),1 + pi1(x),1pm2−i2(x),2

(
βi3(x),3 + pi3(x),3f

(
ϕ̂3(x)

))
= . . .

. . . = βi1(x),1 + β̃i2(x),2p̃i1(x),1 + β̃i3(x),3p̃i1(x),1p̃i2(x),2 + . . .

. . .+ β̃ik(x),k

k−1∏
j=1

p̃ij(x),j +

(
k∏
j=1

p̃ij(x),j

)
f
(
ϕ̂k(x)

)
.

Оскiльки ϕ̂k(x) ∈ [0; 1] для довiльних x ∈ [0; 1] та k ∈ Z0, функцiя f

визначена в усiх точках вiдрiзка [0; 1], обмежена на цьому вiдрiзку (тобто,

iснує таке M > 0, що для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується умова |f(x)| 6
6 M) i нескiнчений добуток

∏k
j=1 p̃ij(x),j 6

∏k
j=1 |p̃ij(x),j| прямує до нуля

при k →∞, тому f
(

∆−Q̃i1i2...ik...

)
=

= lim
k→∞

(
βi1(x),1 +

k∑
n=2

[
β̃in(x),n

n−1∏
j=1

p̃ij(x),j

]
+

(
k∏
j=1

p̃ij(x),j

)
f
(
ϕ̂k(x)

))
=

= lim
k→∞

(
βi1(x),1 +

k∑
n=2

[
β̃in(x),n

n−1∏
j=1

p̃ij(x),j

])
= βi1(x),1+

∞∑
k=2

[
β̃ik(x),k

k−1∏
j=1

p̃ij(x),j

]
.

5.3.2. Неперервнiсть та умови монотонностi.

Лема 5.5. Функцiя y = F (x) є неперервною в усiх точках вiдрiз-

ка [0; 1].

Доведення. Нехай [0; 1] 3 x0 — деяке число. Розглянемо рiзницю

F (x)− F (x0) =

(
n0∏
j=1

p̃ij ,j

)(
β̃in0+1(x),n0+1 − β̃in0+1(x0),n0+1

)
+

(
n0∏
j=1

p̃ij ,j

)
×

×

( ∞∑
k=n0+2

(
β̃ik(x),k

k−1∏
l=n0+1

p̃il(x),l

)
−

∞∑
k=n0+2

(
β̃ik(x0),k

k−1∏
l=n0+1

p̃il(x0),l

))
,

де in0+1(x) 6= in0+1(x0), ij(x) = ij(x0), j = 1, n0.

Нехай x0 — нега-Q̃-iррацiональна точка. Перейшовши до границi при

x→ x0, в силу обмеженостi F , отримаємо

lim
x→x0

|F (x)− F (x0)| = lim
n0→∞

(
n0∏
j=1

∣∣p̃ij ,j∣∣
)

= 0,
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оскiльки умови x→ x0 та n0 →∞ є еквiвалентними. Таким чином,

lim
x→x0

F (x) = F (x0).

У випадку нега-Q̃-рацiонального x0 для доведення неперервностi слiд

довести неперервнiсть злiва та неперервнiсть справа функцiї y = F (x) в

точцi x0. Справдi, позначивши

x0 = x
(1)
0 = ∆−Q̃i1i2...in−1[in−1]0mn+20mn+4...

= ∆−Q̃i1i2...in−1inmn+10mn+3...
= x

(2)
0 ,

якщо n — непарне, та

x0 = x
(1)
0 = ∆−Q̃i1i2...in−1inmn+10mn+3...

= ∆−Q̃i1i2...in−1[in−1]0mn+20mn+4...
= x

(2)
0 ,

якщо n — парне, розглянемо границi

lim
x→x0+0

F (x) = lim
x→x(2)

0

F (x), lim
x→x0−0

F (x) = lim
x→x(1)

0

F (x)

i скористаємось мiркуваннями, наведеними для випадку, коли точка x0 є

нега-Q̃-iррацiональною.

Лема 5.6. Значення приросту µF

(
∆−Q̃c1c2...cn

)
функцiї F на цилiндрi

(вiдрiзку) ∆−Q̃c1c2...cn обчислюється за формулою:

µF

(
∆−Q̃c1c2...cn

)
=

n∏
j=1

p̃ij ,j. (5.6)

Теорема 5.3. Функцiя y = F (x) є:

— монотонно неспадною (зростаючою), якщо всi елементи pi,n ма-

трицi P є невiд’ємними (додатними);

— немонотонною на вiдрiзку [0; 1], але такою, що має хоча б один

промiжок монотонностi на цьому вiдрiзку, якщо матриця P не

мiстить нулiв та iснує лише скiнченний набiр {pi,n} елементiв

pi,n < 0 матрицi P ;
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— такою, що не має жодного промiжку монотонностi на [0; 1], якщо

матриця P не мiстить нулiв та iснує нескiнченна пiдпослiдов-

нiсть (nk) натуральних чисел така, що для довiльного k ∈ N iснує

хоча б один елемент pi,nk < 0 матрицi P , де i = 0,mnk;

— сталою майже скрiзь на [0; 1], якщо iснує нескiнченна пiдпослiдов-

нiсть (nk) натуральних чисел така, що для довiльного k ∈ N iснує

хоча б один елемент pi,nk = 0 матрицi P , де i = 0,mnk.

5.3.3. Iнтегральнi властивостi.

Теорема 5.4. Функцiя F є iнтегровною за Лебегом, причому

1∫
0

F (x)dx = z1 +
∞∑
n=2

(
zn

n−1∏
k=1

σk

)
, де

zn = β̃0,nq̃0,n+ β̃1,nq̃1,n+ . . .+ β̃mn,nq̃mn,n = β0,nq0,n+β1,nq1,n+ . . .+βmn,nqmn,n,

σn = p̃0,nq̃0,n + p̃1,nq̃1,n + . . .+ p̃mn,nq̃mn,n = p0,nq0,n + p1,nq1,n + . . .+ pmn,nqmn,n.

Доведення. З рiвностi (1.7) випливає, що d(ϕ̂n(x)) = q̃in+1,n+1d(ϕ̂n+1(x)).

Використовуючи означення функцiї та адитивну властивiсть iнтеграла Ле-

бега, отримаємо:

1∫
0

F̃ (x)dx =

a1,1∫
0

F (x)dx+

a2,1∫
a1,1

F (x)dx+ . . .+

1∫
am1,1

F (x)dx =

=

a1,1∫
0

p0,1F (ϕ̂(x))dx+

a2,1∫
a1,1

[β1,1 + p1,1F (ϕ̂(x))] dx+ . . .

. . .+

1∫
am1,1

[βm1,1 + pm1,1F (ϕ̂(x))] dx = p0,1q0,1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x))+
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+ β1,1q1,1 + p1,1q1,1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) + . . .+ βm1,1qm1,1+

+ pm1,1qm1,1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) = β0,1q0,1 + β1,1q1,1 + . . .+ βm1,1qm1,1+

+ (p0,1q0,1 + p1,1q1,1 + . . .+ pm1,1qm1,1)

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) =

= z1 + σ1

1∫
0

F (ϕ̂(x))d(ϕ̂(x)) =

= z1 + σ1(

a1,2∫
0

(
β̃m2,2 + p̃m2,2F (ϕ̂2(x))

)
d(ϕ̂(x)) + . . .

. . .+

1∫
am2,2

(
β̃0,2 + p̃0,2F (ϕ̂2(x))

)
d(ϕ̂(x))) = z1 + σ1(β0,2q0,2 + β1,2q1,2 + . . .

. . .+ βm2,2qm2,2 + (p0,2q0,2 + . . .+ pm2,2qm2,2))

1∫
0

F (ϕ̂2(x))d(ϕ̂2(x))) =

= z1 + z2σ1 + σ1σ2

1∫
0

F (ϕ̂2(x))d(ϕ̂2(x)) = . . .

. . . = z1 + z2σ1 + z3σ1σ2 + . . .+ znσ1σ2 . . . σn−1+

+ σ1σ2 . . . σn

1∫
0

F (ϕ̂n(x))d(ϕ̂n(x)) = . . . .

Продовжуючи процес до нескiнченностi, отримаємо

1∫
0

F (x)dx = z1 +
∞∑
n=2

(
zn

n−1∏
k=1

σk

)
.

Лема 5.7. Якщо функцiя F має похiдну F ′(x0) в нега-Q̃-iррацiональнiй
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точцi x0, то F ′(x0) має вигляд

F
′
(x0) = lim

n→∞

(
n∏
j=1

p̃ij(x0),j

qij(x0),j

)
.

Доведення. Твердження випливає з властивостi 6 цилiндрiв ∆−Q̃c1c2...cn та

з еквiвалентностi умов x→ x0, n→∞.

Лема 5.8. Якщо для всiх n ∈ N та i = 0,mn виконується умова

pi,n > 0, то функцiя F є неперервною функцiєю розподiлу ймовiрностей

на [0; 1].

Нехай η — випадкова величина, представлена наступним чином:

η = ∆Q̃
ξ1ξ2...ξn...

, де ξn =

in, якщо n — непарне;

mn − in, якщо n — парне,

n = 1, 2, 3, . . . , цифри ξn — випадковi, незалежнi та набувають значень

0, 1, . . . ,mn з ймовiрностями p0,n, p1,n, . . . , pmn,n.

Теорема 5.5. Функцiя розподiлу F̃η випадкової величини η має вигляд

F̃η(x) =


0, x < 0;

β1,i1(x) +
∑∞

n=2

[
β̃in(x),n

∏n−1
j=1 p̃ij(x),j

]
, 0 6 x < 1;

1, x > 1.

5.3.4. Умови, за яких похiдна функцiї не iснує в жоднiй нега-

Q̃-рацiональнiй точцi.

Теорема 5.6. Якщо матриця P володiє наступними властивостями:

— для всiх n ∈ N, in ∈ N 1
mn
≡ {1, 2, . . . ,mn}: pin,n · pin−1,n < 0;

— границi

lim
n→∞

n∏
k=1

p0,k

q0,k
6= 0, lim

n→∞

n∏
k=1

pmk,k

qmk,k
6= 0

одночасно, то функцiя F не має нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної в

жоднiй нега-Q̃-рацiональнiй точцi вiдрiзка [0; 1].
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Доведення. Нехай x0 — деяка нега-Q̃-рацiональна точка. У випадку не-

парного n позначимо

x0 = x
(1)
0 = ∆−Q̃i1i2...in−1inmn+10mn+30mn+5...

= ∆−Q̃i1i2...in−1[in−1]0mn+20mn+4−... = x
(2)
0 .

У випадку ж парного n

x0 = x
(1)
0 = ∆−Q̃i1i2...in−1[in−1]0mn+20mn+4...

= ∆−Q̃i1i2...in−1inmn+10mn+30mn+5...
= x

(2)
0 .

Розглянемо послiдовностi (x
′

k), (x
′′

k) чисел такi, що x′k → x0, x
′′

k → x0 при

k →∞ i при непарному n

x
′

k =

∆−Q̃i1...in−1inmn+10mn+30...mn+k−11mn+k+10mn+k+3...
, якщо k — парне;

∆−Q̃i1...in−1inmn+10...mn+k−20[mn+k−1]0mn+k+20mn+k+4...
, якщо k — непарне,

x
′′

k =

∆−Q̃i1...in−1[in−1]0mn+20...mn+k−100mn+k+20mn+k+4...
, якщо k — непарне;

∆−Q̃i1...in−1[in−1]0mn+20...mn+kmn+k+10mn+k+30mn+k+5...
, якщо k — парне,

та при парному n

x
′

k =

∆−Q̃i1...in−1[in−1]0mn+20mn+40...mn+k−11mn+k+10mn+k+3...
, якщо k — непарне;

∆−Q̃i1...in−1[in−1]0mn+20...mn+k−20[mn+k−1]0mn+k+20mn+k+4...
, якщо k — парне,

x
′′

k =

∆−Q̃i1...in−1inmn+10mn+3...0mn+kmn+k+10mn+k+3...
, якщо k — непарне;

∆−Q̃i1...in−1inmn+10...mn+k−100mn+k+20mn+k+40mn+k+6...
, якщо k — парне.

Отже, якщо n — непарне, тодi

x
′

k − x
(1)
0 = ∆Q̃

i1[m2−i2]i3[m4−i4]...in 0...0︸︷︷︸
k−1

1(0)
−∆Q̃

i1[m2−i2]...in(0) ≡

≡ a1,n+k

(
n∏
j=1

q̃ij ,j

)(
n+k−1∏
t=n+1

q0,t

)
,

F
(
x
′

k

)
−F

(
x

(1)
0

)
= β1,n+k

(
n∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k−1∏
t=n+1

p0,t

)
=

(
n∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

p0,t

)
,
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x
(2)
0 − x

′′

k = ∆Q̃
i1[m2−i2]...[mn−1−in−1][in−1]mn+1mn+2...

−

−∆Q̃
i1[m2−i2]...[mn−1−in−1][in−1]mn+1mn+2...mn+k(0) ≡

≡ qin−1,n

(
n−1∏
j=1

q̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

qmt,t

)
,

F
(
x

(2)
0

)
− F

(
x
′′

k

)
= pin−1,n

(
n−1∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

pmt,t

)
.

Якщо ж n — парне, то

x
′

k − x
(1)
0 = ∆Q̃

i1[m2−i2]...in−1[mn−in+1] 0...0︸︷︷︸
k−1

1(0)
−∆Q̃

i1[m2−i2]...in−1[mn−in+1](0) ≡

≡ a1,n+k

(
n−1∏
j=1

q̃ij ,j

)(
n+k−1∏
t=n+1

q0,t

)
qmn−in+1,n =

=

(
n−1∏
j=1

q̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

q0,t

)
qmn−in+1,n,

F
(
x
′

k

)
− F

(
x

(1)
0

)
= β1,n+k

(
n−1∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k−1∏
t=n+1

p0,t

)
pmn−in+1,n =

=

(
n−1∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

p0,t

)
pmn−in+1,n,

x
(2)
0 − x

′′

k = ∆Q̃
i1[m2−i2]...in−1[mn−in]mn+1mn+2...

−∆Q̃
i1[m2−i2]...in−1[mn−in]mn+1...mn+k(0) ≡

≡

(
n∏
j=1

q̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

qmt,t

)
,

F
(
x

(2)
0

)
− F

(
x
′′

k

)
=

(
n∏
j=1

p̃ij ,j

)(
n+k∏
t=n+1

pmt,t

)
.

Таким чином,

B
′

k =
F (x

′

k)− F (x0)

x
′

k − x0
=


pin,n
qin,n

(∏n−1
j=1

p̃ij ,j

q̃ij ,j

)(∏n+k
t=n+1

p0,t

q0,t

)
, n — непарне;

pmn−in+1,n

qmn−in+1,n

(∏n−1
j=1

p̃ij ,j

q̃ij ,j

)(∏n+k
t=n+1

p0,t

q0,t

)
, n — парне.
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B
′′

k =
F (x0)− F (x

′′

k)

x0 − x
′′

k

=


pin−1,n

qin−1,n

(∏n−1
j=1

p̃ij ,j

q̃ij ,j

)(∏n+k
t=n+1

p̃mt,t
q̃mt,t

)
, n — непарне;

pmn−in,n
qmn−in,n

(∏n−1
j=1

p̃ij ,j

q̃ij ,j

)(∏n+k
t=n+1

p̃mt,t
q̃mt,t

)
, n — парне.

Позначимо

b0,k =
n+k∏
t=n+1

p0,t

q0,t
, bmk,k =

n+k∏
m=n+1

pmt,t

qmt,t
.

Оскiльки
∏n−1

j=1 (p̃ij ,j/q̃ij ,j) = const, pin,npin−1,n < 0, pmn−in+1,npmn−in,n < 0

та послiдовностi (b0,k), (bmk,k) не збiгаються до 0 одночасно, тому у всiх

можливих випадках виконується умова

lim
k→∞

B
′

k 6= lim
k→∞

B
′′

k,

що свiдчить про те, що функцiя F не має нi скiнченної, нi нескiнченної

похiдної.

Висновки до роздiлу 5

У роздiлi 5 вводиться поняття знакопочережного Q̃-розкладу. Побудо-

вано основи метричної теорiї та вивчено умови приналежностi останнього

представлення, яке є узагальненням нега-s-го представлення та представ-

лення знакопочережним рядом Кантора, до систем кодувань.

Описано основи тополого-метричної теорiї нега-Q̃-зображення дiйсних

чисел з [0; 1].

Дослiджено властивостi функцiй, аргумент яких визначений у термi-

нах нега-Q̃-зображення, i, аналiтичне задання яких є узагальненням ана-

лiтичного задання класичної функцiї Салема. Зокрема, дослiджено умови

монотонностi та немонотонностi, недиференцiйовностi, iнтегральнi та iншi

властивостi таких функцiй.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [7a, 11a] i апро-

бованi на наукових конференцiях [25a, 26a] та семiнарах.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена застосуванню рiзних зображень дiй-

сних чисел у теорiї множин i теорiї функцiй зi складною локальною будо-

вою (нiде немонотонних, нiде недиференцiйовних функцiй). Основна увага

акцентована на зображеннях дiйсних чисел, що ґрунтуються на розкладах

чисел в ряди Кантора. Зокрема, розглянуто додатний, знакопочережний

ряди Кантора, їх узагальнення (Q̃-представлення, нега-Q̃-представлення,

знакопочережний Q̃-розклад) та подання чисел у формi рядiв Кантора спе-

цiального виду (s-ве, нега-s-ве представлення, змiшаний s-ий ряд, нега-s-ий

ряд Кантора).

У процесi проведення дослiдження було змодельовано узагальнення нега-

s-го представлення дiйсних чисел: представлення знакопочережним рядом

Кантора та його узагальнення — знакопочережне Q̃-представлення. При

моделюваннi знакопочережного Q̃-представлення згенеровано знакопоче-

режний Q̃-розклад i вивчено умови, за яких довiльне число з деякого вiд-

рiзка можна подати у виглядi останнього розкладу, а також побудовано

i розглянуто нега-Q̃-зображення дiйсних чисел. Розроблено основи метри-

чних теорiй чисел, зображених у термiнах змодельованих представлень.

Основними результатами проведеного дослiдження є наступнi:

— Розв’язано задачу про знаходження критерiїв рацiональностi числа,

що подається у формi додатного ряду Кантора. Основнi результати

сформульовано i для випадку знакопочережного ряду Кантора.

— Розроблено основи метричної теорiї чисел, зображених знакопочере-

жними рядами Кантора, дослiджено тополого-метричнi властивостi

множини неповних сум знакопочережного ряду Кантора. Дослiдже-

но взаємозв’язок кодувань дiйсних чисел за допомогою знакопоче-
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режних i додатних рядiв Кантора. З цих закономiрностей випливає

новий метод перенесення методологiї фрактального аналiзу та по-

будови метричної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй сiмейств зо-

бражень дiйсних чисел на основi дослiдження спецiальних вiдобра-

жень (G-iзоморфiзмiв систем числення), якi зберiгають мiру Лебега

та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча можуть бути розрив-

ними на всюди щiльних множинах). Розглянуто функцiї, що збе-

рiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, i, моделювання яких

ґрунтується на вказаному вище взаємозв’язку.

— Змодельовано та дослiджено узагальнення нега-s-го (з довiльною

основою −s < −1) представлення дiйсних чисел, а саме — пред-

ставлення чисел з деякого вiдрiзка знакопочережним Q̃-розкладом.

— Сконструйовано новий клас функцiй, аргумент i значення яких ви-

значенi у термiнах s-го або нега-s-го зображення, i, якi заданi пев-

ними перетворювачами цифр або комбiнацiй цифр зображення ар-

гументу. Вивчено їх фрактальнi, iнтегральнi, диференцiальнi та iн-

шi властивостi. Зокрема, показано, що всi функцiї, окрiм y = x,

y = 1 − x та y = −s−1
s+1 − x, з даного класу функцiй є нiде недифе-

ренцiйовними, неперервними майже скрiзь. Доведено, що значення

iнтеграла Лебега довiльної функцiї по її областi визначення дорiв-

нює 1
2 та значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича графiка до-

вiльної функцiї з Λs дорiвнює 1. Вивчено фрактальнi властивостi

множин iнварiантних точок функцiй, композицiєю котрих можна

визначити довiльну функцiю з Λs. Бiльш детально вивчено на при-

кладi однiєї функцiї з Λ3 властивостi та рiзнi форми задання таких

функцiй у термiнах трiйкового зображення.

— Побудовано i вивчено властивостi узагальнень функцiї Салема, ар-

гумент яких визначений у термiнах зображення чисел рядами Кан-

тора (додатними, знакопочережними), нега-Q̃-зображення. Особли-
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востями проведеного дослiдження є наступне: вперше вивчено вла-

стивостi функцiй (узагальнень функцiї Салема), рiзнi цифри зо-

браження аргументу та значення яких належать рiзним алфавiтам;

вперше запропоновано i дослiджено узагальнення функцiї Салема,

визначенi у термiнах знакопочережних представлень дiйсних чисел.

— Змодельовано та вивчено тополого-метричнi властивостi нових мно-

жин, елементи яких подаються у виглядi ряду Кантора спецiально-

го виду (змiшаного s-го ряду, нега-s-го ряду Кантора i s-го та нега-

s-го представлень), та, на вживання цифр в зображеннях елементiв

яких накладено обмеження, що виражається функцiональною зале-

жнiстю. Введено поняття нега-s-го ряду Кантора i змiшаного s-го

ряду.

— Вивчено фрактальнi властивостi довiльної множини, яка мiстить всi

можливi числа з вiдрiзка [0; 1] (або [− s
s+1 ; 1

s+1 ]), в s-му (або нега-s-

му) зображеннi яких вживаються набори цифр лише з фiксованої

множини Σ̃ = {σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃m} наборiв s-их цифр.

— Описано властивостi операторiв зсуву цифр представлення i зобра-

ження числа знакопочережним рядом Кантора, введено поняття

узагальненого оператора зсуву цифр. Застосовано поняття опера-

торiв зсуву цифр (символiв) представлення числа додатним рядом

Кантора, Q̃-представлення до моделювання функцiй зi складною

локальною будовою за допомогою нескiнченних систем функцiо-

нальних рiвнянь.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних математичних дослi-

джень в областi метричної теорiї чисел та математичних об’єктiв зi скла-

дною локальною будовою, представлених у рiзних системах числення.

Отриманi результати та запропонованi методи можуть бути корисними

при розв’язаннi задач метричної теорiї чисел, фрактальної геометрiї, теорiй

нiде недиференцiйовних, нiде немонотонних та сингулярних функцiй.
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32. Hančl J. A note on a paper of Oppenheim and Šalát concerning series
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37. Hančl J. On the irrationality of factorial series III / J. Hančl, R. Ti-

jdeman // Indag. Mathem., N. S. — 2009. — 20, no. 4. — Pp. 537–549.



190
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Додаток А

Список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї

Результати1 цiєї дисертацiйної роботи було апробовано в рядi доповiдей

на наукових семiнарах Iнституту математики НАН України та Нацiональ-

ного педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова, в тезах допо-

вiдей на мiжнародних та всеукраїнських конференцiях (перелiки наведе-

но нижче). Також отриманi в дисертацiї результати проходили оцiнку на

Вченiй радi Iнституту математики НАН України при проходженнi щорi-

чних атестацiй здобувача як аспiранта (2011–2013 рр.) та щорiчних звiтах

спiвробiтникiв IМ НАН України (2013–2015 рр., неодноразово результати

дисертацiйного дослiдження зазначалися в списку найбiльш вагомих ре-

зультатiв фундаментальних i прикладних дослiджень Iнституту математи-

ки НАН України за рiк), у жовтнi 2015 року здобувачем успiшно пройдено

атестацiю молодшого наукового спiвробiтника IМ НАН України. Крiм то-

го, апробацiя результатiв також вiдбувалася (2012–2014 рр.) на секцiйних

доповiдях Звiтно-наукової конференцiї2 викладачiв, аспiрантiв та докто-

рантiв Фiзико-математичного iнституту НПУ iменi М.П. Драгоманова.

Дослiдження3, що є узагальненнями дослiджень, проведених в данiй
1Результати дисертацiйного дослiдження отриманi в перiод з 01 листопада 2010 року по 01 листопада

2014 року. Публiкацiя результатiв дослiдження вiд моменту їх апробацiї на конференцiях чи семiнарах

до виходу з друку журналiв в силу рiзних обставин складала 2–4 роки.
2Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi складною локальною будовою, що

проводяться у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України. Останнiй вiддiл є

спiльним науковим пiдроздiлом Iнституту математики НАН України та Нацiонального педагогiчного

унiверситету iменi М. П. Драгоманова подвiйного пiдпорядкування Нацiональнiй академiї наук Укра-

їни та Мiнiстерству освiти i науки України.
3Проект «Generalizations of classical representations of real numbers and their applications» досту-
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дисертацiйнiй роботi, були затвердженi у запитi на вiдкриття наукової ро-

боти за вiдомчою тематикою вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту ма-

тематики Нацiональної академiї наук України на 2016–2020 рр. Останнiй

запит успiшно пройшов конкурс i вiдповiднi дослiдження були затвердженi

для виконання у перiод з 2016 до 2020 року в Iнститутi математики НАН

України.

З листопада 2010 року автором дисертацiйного дослiдження було про-

ведено наступнi доповiдi на таких семiнарах:

1. Семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України (ке-

рiвник: с. н. с., д. ф.-м. н. С. I. Максименко). Мiсце проведення:

Iнститут математики НАН України. Дати проведення:

— 28.10.2015 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за

матерiалами кандидатської дисертацiї).

— 04.11.2015 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (про-

довження, за матерiалами кандидатської дисертацiї).

— 11.05.2016 р. Тема:«Ряди Кантора як засiб задання i дослiджен-

ня математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (про-

довження, за матерiалами кандидатської дисертацiї).

2. Київський семiнар з функцiонального аналiзу (керiвники: акад. НАН

України, проф., д. ф.-м. н., гол. н. с. Ю. М. Березанський; чл.-

кор. НАН України, проф., д. ф.-м. н. М. Л. Горбачук; чл.-кор. НАН

України, проф., д. ф.-м. н. Ю. С. Самойленко). Дата проведення:

11.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН Украї-

ни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження матема-

тичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

пний за посиланням: https://www.researchgate.net/project/Generalizations-of-classical-representations-of-

real-numbers-and-their-applications
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кандидатської дисертацiї).

3. Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (керiв-

ник: чл.-кор. НАН України, проф., д. ф.-м. н. Ю. А. Дрозд). Дата

проведення: 17.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики

НАН України. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження

математичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерi-

алами кандидатської дисертацiї).

4. Семiнар вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу Iнститу-

ту математики НАН України (керiвник: проф., д. ф.-м. н. Ю. Б. Зе-

лiнський). Дата проведення: 17.11.2015 р. Мiсце проведення: Iнсти-

тут математики НАН України. Тема: «Ряди Кантора як засiб зада-

ння i дослiдження математичних об’єктiв з фрактальними власти-

востями» (за матерiалами кандидатської дисертацiї).

5. Семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь i теорiї коливань Iнститу-

ту математики НАН України (керiвник: акад. НАН України, проф.,

д. ф.-м. н., директор iнституту А. М. Самойленко). Дата прове-

дення: 14.12.2015 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН

України. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження мате-

матичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

кандидатської дисертацiї).

6. Семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Украї-

ни (керiвник: проф., д. ф.-м. н. А. С. Романюк). Дата проведення:

22.01.2016 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАН Украї-

ни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження матема-

тичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерiалами

кандидатської дисертацiї).

7. Семiнар4 з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН Укра-
4Архiв доповiдей доступний за посиланням:

http://www.imath.kiev.ua/events/index.php?seminarId=21&archiv=1
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їни та НПУ iм. М. П. Драгоманова (керiвник: проф., д. ф.-м. н.

М. В. Працьовитий). Мiсце проведення: Iнститут математики НАН

України або НПУ iменi М. П. Драгоманова. Дати проведення:

а) 29.09.2011 р. Тема: «Основнi тополого-метричнi властивостi однi-

єї множини чисел, визначеної s-адичним зображенням з обмеже-

ннями».

б) 16.02.2012 р. Тема: «Основнi тополого-метричнi властивостi однi-

єї множини, заданої нега-s-адичним та s-адичним зображенням

з параметром, та її використання».

в) 21.02.2013 р. Тема: «Про деякi застосування зображень чисел

рядами Кантора».

г) 05.09.2013 р. Тема: «Представлення дiйсних чисел знакопочере-

жними рядами Кантора».

д) 27.02.2014 р. Тема: «Розмiрнiсть Хаусдорфа одного класу мно-

жин, визначених у термiнах представлення дiйсних чисел ряда-

ми Кантора».

е) 16.10.2014 р. Тема: «Задання системами функцiональних рiв-

нянь класу функцiй, представлених рядами Кантора».

є) 30.10.2014 р. Тема: «Полiосновне знакододатне та знакопочере-

жне Q̃-представлення та їх застосування для задання функцiй

системами функцiональних рiвнянь».

ж) 28.09.2017 р. Мiсце проведення: Iнститут математики НАНУкра-

їни. Тема: «Ряди Кантора як засiб задання i дослiдження мате-

матичних об’єктiв з фрактальними властивостями» (за матерi-

алами кандидатської дисертацiї).

Результати, зазначенi в данiй дисертацiйнiй роботi, доповiдалися5 на

наукових конференцiях рiзного рiвня, а саме:
5Доповiдi проводилися на секцiйних засiданнях за винятком останньої конференцiї, на якiй матерi-

али було представлено на постернiй сесiї.
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— Друга мiжунiверситетська наукова конференцiя з математики та

фiзики для студентiв та молодих науковцiв, Київ, 28–29 квiтня 2011 р.;

— Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка

М. Кравчука, Київ, 19–21 квiтня 2012 р.;

— Мiжнародна конференцiя «Динамiчнi системи та їх застосування»,

Київ, 16–18 травня 2012 р.;

— International Conference on Algebra dedicated to 100th anniversary of

S. M. Chernikov, Kyiv, August 20–26, 2012;

— International Conference «Modern Stochastics: Theory and Applicati-

ons III» dedicated to 100th anniversary of B. V. Gnedenko and 80th

anniversary of M. I. Yadrenko, Kyiv, September 10–14, 2012;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», Київ, 13–14 грудня 2012 р.;

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з

математики та фiзики, Київ, 25–27 квiтня 2013 р.;

— Fifth International Conference on Analytic Number Theory and Spatial

Tessellations, Kyiv, September 16–20, 2013;

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiвняння,

обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи

механiки» до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента

НАН України Положого Георгiя Миколайовича, Київ, 23–24 квiтня

2014 р.;

— International Conference «Probability, Reliability and Stochastic Opti-

mization», Kyiv, April 7–10, 2015;

— Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики, Київ, 23–25 квiтня 2015 р.;

— Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Київ, 3–6 червня

2015 р.

Основнi результати роботи викладено в 10 статтях [1a]-[10a] та одному
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препринтi [11a]. Статтi [1a]–[7a] та [9a] опублiкованi у виданнях, що внесе-

нi до перелiку наукових фахових видань України ([9a] — у мiжнародному

науковому виданнi), з них [4a] — збiрник наукових праць учасникiв мiж-

народної конференцiї (даний випуск журналу мiстить роботи учасникiв

Мiжнародної наукової конференцiї з алгебри, присвяченої 100-рiччю вiд

дня народження С. М. Чернiкова). Статтi [8a] та [10a] опублiковано у ви-

даннях iнших держав. Чотири статтi ([7a]–[10a]) опублiковано у виданнях,

що входять до мiжнародних наукометричних баз (Web of Science, Scopus,

Google Scholar, MathSciNet (Mathematical Reviews), Zentralblatt MATH).

Додатково матерiали даного дисертацiйного дослiдження вiдображено

у чотирьох препринтах [12a]—[15a], з них: препринти [13a]—[15a] стосуються

огляду лiтератури, а препринт [12a]— подальших наукових дослiджень, якi

ґрунтуються на наукових дослiдженнях, проведених в данiй дисертацiйнiй

роботi. Також матерiали цiєї дисертацiйної роботи додатково вiдображено

у матерiалах 12 конференцiй [16a]- [27a], з них [27a] та [16a] стосуються,

вiдповiдно, узагальнень дослiджень та отримання допомiжного результату,

вказаного для повноти викладу в оглядi лiтератури.
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