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наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 «Математичний аналiз». –

Нацiональний педагогiчний унiверситет iм. М. П. Драгоманова, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню узагальнених J-внутрiшнiх

матриць-функцiй (м. ф.) i узагальнених γ-твiрних матриць.

Класичнi J-внутрiшнi м. ф. вiдiграють важливу роль у теорiї лiнiйних си-

стем, теорiї стохастичних процесiв, теорiї розсiювання, теорiї операторiв i теорiї

iнтерполяцiйних проблем аналiзу. У другiй половинi двадцятого столiття зна-

чного розвитку набула теорiя несамоспряжених операторiв. Зокрема, у роботах

М. С. Лiвшиця [8, 9] було введено поняття характеристичної функцiї лiнiйного

оператора, яка повнiстю характеризує спектральнi властивостi його цiлком не-

самоспряженої частини. Характеристичнi функцiї для рiзних класiв операторiв

дослiджувались у роботах М. С. Бродського, О.В. Кужеля, Е. Р. Цекановського,

В. О. Золотарьова, Ю. М. Арлiнського та iн (див. [6, 7, 17,18,44]).

Фiзичним двiйником цiєї теорiї є теорiя вiдкритих лiнiйних систем, яка стрiм-

ко розвивалась у роботах Р. Калмана, М. Арбiба, Дж. Хелтона, К. Главера,

Б. Франсiса останнi 50 рокiв у зв’язку з потребами часу. Аналогом характе-

ристичної функцiї у лiнiйнiй системi є передаточне вiдображення такої си-

стеми. У випадку недисипативної системи її передаточне вiдображення W (λ)

є J-стискаючим для деякої сигнатурної матрицi J (J = J∗ = J−1), тобто

W (λ)∗JW (λ) ≤ J для усiх точок λ з одиничного кола D, у яких W (λ) є го-

ломорфною. Факторизацiйну теорiю J-стискаючих м. ф. було побудовано В.

П. Потаповим (див. [14]).

J-стискаюча м. ф. називається J-внутрiшньою, якщо вона є J-унiтарною

на одиничному колi T майже всюди. До класу J-внутрiшнiх м. ф. вiдносяться

матрицi Неванлiнни, якi описують множину розв’язкiв проблеми моментiв ( [68],

див. також [41,74]) i резольвентнi матрицi проблеми Неванлiнни-Пiка, проблеми
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Шура, проблеми Крейна i бiдотичної iнтерполяцiйної проблеми ( [1, 21, 63]).

У роботi Д. З. Арова [30] було введено поняття сингулярної i регулярної J-

внутрiшньої м. ф., показано, що резольвентнi матрицi узагальненої бiдотичної

проблеми характеризуються як регулярнi J-внутрiшнi i доведено, що будь-яка

J-внутрiшня м. ф. допускає сингулярно-регулярну факторизацiю.

В iндефiнiтнiй iнтерполяцiйнiй проблемi Неванлiнни-Пiка потрiбно побуду-

вати функцiю, яка приймає наперед заданi значення у точках iнтерполяцiї, є

обмеженою на колi T та, на вiдмiну вiд класичної проблеми, має скiнченну

кiлькiсть полюсiв у серединi диску D. Такi iндефiнiтнi постановки виникають

при дослiдженнi проблеми погодження у широкосмугових електричних при-

строях [45,66] та у проблемах багатоканального розсiювання у фiзицi [67]. Опис

множини розв’язкiв деяких iндефiнiтних iнтерполяцiйних задач було отрима-

но Дж. Болом i Дж. Хелтоном, Г. Димом, В. Деркачем, А. Амiршадяном та

iн (див. [27, 39, 48]). Резольвентнi матрицi таких iндефiнiтних iнтерполяцiйних

задач вже не є J-внутрiшнiми, але належать до класу Uκ(J) узагальнених J-

внутрiшнiх м. ф. Бiльш того, В. Деркач i Г. Дим у роботi [48] показали, що

цi резольвентнi матрицi попадають у пiдклас так званих правих узагальнених

jpq-внутрiшнiх м. ф., де jpq = diag(Ip,−Iq). Для таких м. ф. вдається ввести

поняття асоцiйованої пари, довести факторизацiйнi формули i завдяки цьому

отримати параметризацiю всiх розв’язкiв задачi Шура-Такагi. У зв’язку з цим

виникає потреба узагальнити поняття сингулярних i регулярних (за Аровим)

матриць на клас правих узагальнених jpq- внутрiшнiх м. ф. i дослiдити пробле-

му сингулярно-регулярної факторизацiї у цьому класi. Досi питання iснування

такої факторизацiї для узагальненої jpq- внутрiшньої м. ф. було вiдкритим.

В 60-х роках з’явився цикл робiт В. М. Адамяна, Д.З. Арова i М.Г. Крей-

на [21, 22] по проблемi Нехарi, який викликав широкий резонанс у матема-

тичному свiтi. Проблема Нехарi – це задача про найкраще наближення фун-

кцiями з H∞ на одиничному колi T. Резольвентна матриця абсолютно неви-

значеної задачi Нехарi отримала назву γ-твiрної матрицi (див. [31]). Питання

сингулярно-регулярної факторизацiї γ-твiрної матрицi було розглянуто Д. З.

Аровим. Узагальненi γ-твiрнi матрицi виникають як резольвентнi матрицi для

задачi Нехарi-Такагi, тобто задачi наближення функцiї з L∞ рацiональними
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функцiями на колi T, розглянутої у роботi [22] В. М. Адамяна, Д. З. Арова i М.

Г. Крейна.

Перелiченi вище iнтерполяцiйнi проблеми мають своїм джерелом вiдповiд-

нi проблеми з теорiї лiнiйних систем. Так бiдотична iнтерполяцiйна проблема

породжується задачею мiнiмiзацiї чутливостi системи, а задача Нехарi-Такагi є

еквiвалентною проблемi редукцiї системи в теорiїH∞-контролю. В рацiонально-

му випадку матрична задача Нехарi-Такагi дослiджувалась Дж. Болом, I. Го-

хбергом i Л. Родманом [38]. У загальному випадку матрична задача Нехарi-

Такагi залишається вiдкритою.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню кола питань, пов’язаних з

класами узагальнених J-внутрiшнiх м. ф. та узагальнених γ-твiрних матриць,

отриманню факторизацiйних теорем для м. ф. з цих класiв та розв’язку задач

Такагi-Сарасона i Нехарi-Такагi.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми, подано короткий аналiз сучасного

стану проблеми, сформульовано мету та завдання дослiдження, наукову нови-

зну, практичне значення одержаних результатiв та подано вiдомостi про апро-

бацiю результатiв дисертацiйного дослiдження.

Роздiл 1 присвячено iсторичному огляду робiт, якi мають вiдношення до

теми дисертацiйного дослiждення. Зокрема, нагадуються поняття класiв Хардi

Hp×q
k , Hp×q

∞ , класу Шура Sp×q i узагальненого класу Шура Sp×qκ .

У роздiлi 2 введено новий пiдклас лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.

U `κ(jpq). Визначено поняття лiвої асоцiйованої пари. Знайдено зв’язок мiж кла-

сами правих та лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. За допомогою цього

зв’язку отримано факторизацiї лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. у тер-

мiнах лiвої асоцiйованої пари. Введено поняття сингулярної узагальненої J-

внутрiшньої м. ф. i отримано критерiй сингулярностi у термiнах асоцiйованой

пари i у термiнах простору Понтрягiна з вiдтворюючим ядром для лiвих i пра-

вих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.

У роздiлi 3 розглянуто факторизацiї узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Зна-

йдено зв’язок мiж асоцiйованою парою правої узагальненої jpq-внутрiшньої

м. ф. i асоцiйваними парами її дiльникiв. Введено означення регулярної уза-

гальненої jpq-внутрiшньої м. ф. Отримано достатнi умови для регулярностi уза-
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гальненої jpq-внутрiшньої м. ф. У рацiональному випадку доведено критерiй ре-

гулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Також отримано умови iснування

регулярно-сингулярної факторизацiї для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. На-

ведено приклад узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф., що не допускає регулярно-

сингулярну факторизацiю.

У роздiлi 4 розглядаються класи узагальнених γ-твiрних матриць. Введено

визначення класiв правих та лiвих узагальнених γ-твiрних матриць i визначен-

ня знаменникiв для матриць з цих класiв. Отримано зв’язок мiж узагальненими

jpq-внутрiшнiми м. ф. i узагальненими γ-твiрними матрицями, що мають псев-

допродовження. Введено поняття сингулярних, регулярних i сильно регулярних

γ-твiрних матриць. Знайдено достатнi умови регулярностi i сильної регулярно-

стi правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць. Отримано достатнi умови

регулярно-сингулярної факторизацiї узагальнених γ-твiрних матриць.

У роздiлi 5 дисертацiї розглянуто задачу Такагi-Сарасона i задачу Нехарi-

Такагi. Отримано опис розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-Сарасона. Зна-

йдено зв’язок мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона i задачi Нехарi-

Такагi. Отримано опис розв’язкiв цiлком невизначеної задачi Нехарi-Такагi для

обмежених функцiй, що мають псевдопродовження. Наведено деякi означення

з теорiї систем i показано застосування узагальнених γ-твiрних матриць у теорiї

H∞-контролю.

Ключовi слова: узагальненi J-внутрiшнi м. ф., узагальненi γ-твiрнi ма-

трицi, узагальнений клас Шура, узагальнений клас Смiрнова, факторизацiя

Крейна-Лангера, перетворення Потапова-Гiнзбурга, задача Нехарi-Такагi, за-

дача Такагi-Сарасона.
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Annotation

Sukhorukova O. O. "Generalized J-inner and γ-generating matrix valued functions

and indefinite interpolation problems". – Manuscript.

Thesis of the dissertation for obtaining of the degree of candidate of sciences

in physics and mathematics, speciality 01.01.01 – mathematical analysis. National

Pedagogical Dragomanov University, Kyiv, 2018.

The dissertation is devoted to the study of generalized J-inner matrix valued

functions and generalized γ-generating matrices.

The classical J-inner matrix valued functions play an important role in the theory

of linear systems, stochastic processes, scattering theory, operator theory and theory

of interpolation problems in analysis. In the second half of the twentieth century, the

theory of non-self-adjoint operators experienced significant development. In parti-

cular the definition of the characteristic function of a linear operator was introduced

by M. S. Livshits in his papers [8, 9]. This characteristic function fully characteri-

zes the spectral properties of its completely non-self-adjoint part. Characteristic

functions for different classes of operators were investigated in the works of M. S.

Brodsky, O.V. Kuzhel, E. R. Tsekanovskii, V. Zolotarev, Y. M. Arlinskii and others

(see [6, 7, 17,18,44]).

The physical twin of this theory is the theory of open linear systems, which was

rapidly developed in the papers of R. Kalman, M. Arbib, J. Helton, K. Glover, B.

Francis for the last 50 years in connection with the needs of the time. An analogue

of the characteristic function in a linear system is the transfer function of such

system. In the case of a nondissipative system, its transfer function W (λ) is a J-

contractive matrix valued function for some signature matrix J (J = J∗ = J−1),

that is W (λ)∗JW (λ) ≤ J for all points λ of the unit circle D, in which W (λ) is

holomorphic. The factorization theory of J-contractive matrix valued functions was

constructed by V. P. Potapov (see [14]).

The J-contractive matrix valued function is called J-inner if it is J-unitary almost

everywhere on unit circle T. The class of J-inner matrix valued functions includes

the Nevanlinna matrices, which describe the set of solutions of the moment problem

( [68], see also [41, 74]) and the resolvent matrices of the Nevanlinna-Pick problem,
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the Schur problem, the Krein problem and bitangential interpolation problem (

[1, 21, 63]). In the works [30] of D. Z. Arov definitions of singular and regular J-

inner matrix valued functions were introduced and it was shown that the resolvent

matrices of general bitangential problems are characterized as regular J-inner matrix

valued functions and there was proved that any J-inner matrix valued function

admits a singular-regular factorization.

In the Nevanlinna-Pick indefinite interpolation problem, one needs to find a

bounded function which takes prescribed values at interpolation points on the disk

T, and, unlike the classical problem, has κ poles inside the disk D. Such indefi-

nite problems arise in the study of the matching problem in broadband electrical

devices [45,66] and in problems of certain multichannel scattering problems in phy-

sics [67]. Descriptions of the sets of solution of some indefinite interpolation problems

were obtained by J. Helton and J. Ball, H. Dym, V. Derkach, A. Amirshadyan and

others (see [27,39,48]). Resolvent matrices of such indefinite interpolation problems

are not anymore J-inner, but rather belong to a class of generalized J-inner matrix

valued functions Uκ(J). Moreover, V. Derkach and H. Dym in the work [48] showed

that these resolvent matrices are contained in a subclass of so-called right-generalized

jpq-inner matrix valued functions, where jpq = diag(Ip,−Iq). For such matrix valued

functions one can introduce a definition of the associated pair and to prove the

factorization formulas, and to obtaine parametrization of all solutions of the Schur-

Takagi problem. In view of this the following problems arise: to generalize the notions

of singular and regular (by Arov) matrices on the class of right generalized jpq-inner

matrix valued functions and to investigate the problem of singular-regular factori-

zation in this class. Up to now, the question of the existence of such factorization

for a generalized jpq-inner matrix valued function was open.

In 60’s a series of works by V. M. Adamyan, D.Z. Arov and M. Krein [21,22] on

the Nehari problem was released, which causes a wide resonance in the mathematical

world. The Nehari problem is the problem of the best approximation by functions

fromH∞ on a unit circle T. The resolvent matrix of completely indeterminate Nehari

problem is called the γ-generating matrix (see [31]). The question of singular-regular

factorization of a γ-generating matrix was considered by D. Z. Arov. Generalized γ-

generating matrices arise as resolvent matrices for the Nehari-Takagi problem, that
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is, the problem of approximation of a function from L∞ by rational functions on

the circle T, which was considered in the paper [22] V. M. Adamyan, D.Z. Arov and

M. G. Krein.

The above-mentioned interpolation problems have their source in the correspondi-

ng problems in the theory of linear systems. Thus, a bitangential interpolation

problem is related to sensitivity minimization problem, and the Nehari-Takagi

problem is equivalent to the model reduction problem in the H∞-control theory.

In a rational case, matrix Nehari-Takagi problem was investigated by J.A. Ball, I.

Gohberg and L. Rodman in [38]. In the general case, the matrix Nehari-Takagi

problem remains open.

In the present thesis the martix Nehari-Takagi problem in the class of pseudo-

continuable functions is studied, its connection to the Takagi-Sarason problem is

found and full description of these problem are given.

The introduction contains the reasons for relevance of the subject, the brief

analysis of the current state of the problem, goals and objectives of the research,

the scientific novelty, the practical significance of the results and information of the

approbation of the results of the dissertation research.

The first section is devoted to the historical review of works related to the topic of

the dissertation research. In particular, the notions of the Hardy classes Hp×q
k , Hp×q

∞ ,

the Schur class Sp×q, and the generalized Schur class Sp×qκ are given and the facts

from the theory of interpolation problems, such as the generalized Schur problem

and the Nehari problem, are presented.

The second section is dedicated to a new class of left generalized jpq-inner matrix

valued functions U `κ(jpq). A notion of the left associated pair is introduced. Connecti-

ons between classes of left and right generalized jpq-inner matrix valued functions

is found. With the help of this connection the factorization of the left generalized

jpq-inner matrix valued functions is obtained in terms of the left associated pair.

In this section we introduce also the notion of singular generalized jpq-inner matrix

valued functions and obtain a characterization of singular matrix valued functions

in terms of associated pairs and in terms of reproducing kernel Pontryagin spaces

for left and right generalized J-inner matrix valued functions.

In Section 3 factorizations of generalized jpq-inner matrix valued functions are
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considered. Connections between associated pair of a right jpq-inner matrix valued

function and associated pairs of its divisors are found. The notions of right and left

regular generalized jpq-inner matrix valued functions are introduced. Sufficient condi-

tions for the regularity of the generalized jpq-inner matrix valued function are obtai-

ned. In the rational case, a criterion for the regularity of generalized jpq-inner matrix

valued function is proved. We also obtain criterion of existence of regular–singular

factorization for a rational generalized jpq-inner matrix valued function. An example

of a right generalized jpq-inner matrix valued function W is given such that W does

not admit a regular–singular factorization in the class of generalized jpq-inner matrix

valued functions.

In Section 4 the class of generalized γ-generating matrices is considered. Defini-

tion of right and left generalized γ-generating matrices are introduced. Connections

between generalized γ-generating matrices and generalized jpq-inner matrix valued

functions are found. We introduced definitions of singular, regular and strongly

regular generalized γ-generating matrices. Sufficient conditions for the regularity

and strongly regularity of the generalized γ-generating matrices is obtained. We

also obtain sufficient condition of existence of regular–singular factorization for a

rational generalized γ-generating matrices.

Takagi-Sarason problem and the Nehari-Takagi problem are considered in Secti-

on 5 of the thesis. A description of solutions of the Takagi-Sarason interpolation

problem is obtained. Under certain mild assumption, a one-to-one correspondence

between solutions of the Nehari-Takagi problem and solutions of some Takagi-

Sarason interpolation problem is established. A description of the solutions of

completely indeterminate Nehari-Takagi problem for a pseudo-continuable bounded

function is obtained. Some definitions from the system theory are given and appli-

cations of generalized γ-generating matrices to theH∞-control theory of is presented.

Key words and phrases: generalized J-inner matrix valued function, generali-

zed γ-generating matrix, generalized Smirnov class, Krein-Langer factorization,

Potapov-Ginzburg transform, Nehari-Takagi problem, Takagi-Sarason problem.

List of publications of the researcher:

1. Sukhorukova O. O. Factorization formulas for some classes of generalized J-

inner matrix valued functions / O. O. Sukhorukova // Methods Funct. Anal.



12

Topology. – 2014 – V. 20, no. 4. – P. 365–378.

2. Sukhorukova O. O. Generalized γ-generating matrices / O. O. Sukhorukova//

J. Math. Sci. – 2016. – V. 218, no. 1. – P. 89–104.

3. Derkach V. A. Generalized γ-generating matrices and Nehari-Takagi problem

/V. A. Derkach, O. O.Sukhorukova //Oper. Matrices. – 2016. – V. 10, no. 4. –

P. 1073–1091.

4. Derkach V. A. A-regular–A-singular factorizations of generalized J-inner

matrix functions. /V. A. Derkach, O. O.Sukhorukova //Methods Funct. Anal.

Topology. – 2017. – V. 23, no. 3. – P. 231–251.

5. Sukhorukova, O. O. Factorization of generalized γ-generating matrices /O. O.

Sukhorukova// Ukr. Mat. Visn. – 2017. – V. 14, no. 4. – P. 575–594.

6. Kuzmenko O. O. Singular generalized J-inner matrix valued functions

/О. О. Kuzmenko (О. О. Sukhorukova) // Abstract "Modern problems of

mathematics and its application in natural sciences and information technologi-

es"(Ukraine, Kharkiv, 27-28 April). – Kharkiv. – 2013. – P. 67 – 68.

7. Kuzmenko O. O. Singular generalized J-inner matrix valued functions

/О. О. Kuzmenko (О. О. Sukhorukova) // International Conference – Cri-

mean International Mathematical Conference (Sudak, Crimea, Ukraine, 23

September – 3 October, 2013). – Sudak. – 2013. – P. 60 – 61.

8. Sukhorukova О. О. Factorization formulas for some classes of generalized J-

inner matrix valued functions / О. О. Sukhorukova // Abstracts Ukrainian Sci-

entific Conference "Modern Problems of Probability Theory and Mathematical

Analysis"(Vorokhta, 25 February – 1 March, 2015). – Ivano-Frankivsk, 2015.

P. 77 – 78.

9. Sukhorukova О. О. Generalized γ-generating matrices and Nehari-Takagi

problem / О. О. Sukhorukova // Abstracts Fifth Ukrainian Scientific

Conference of Young Scientists in Mathematics and Physics "Actuarial

Problems of Modern Mathematics and Physics and Methods of their Learni-

ng"(Ukraine, Kyiv, 25-26 Aplil). – Kyiv. – 2016. – P. 25.



13

10. Sukhorukova О. О. Generalized γ-generating matrices and Nehari-Takagi

problem / О. О. Sukhorukova // Abstracts Seventeenth International Scientific

Mykhailo Kravchuk Conference (Ukraine, Kyiv, 19-20 May, 2016). – Kyiv. –

2016. – P. 29 – 32.

11. Sukhorukova О. О. Generalized γ-generating matrices and Nehari-Takagi

problem / О. О. Sukhorukova // Abstracts Sixth Ukrainian Conference of

Young Scientists in Mathematics and Physics (Ukraine, Kyiv, 21-22 April). –

Kyiv. – 2017. – P. 11.

12. Sukhorukova О. О. Generalized γ-generating matrices / О. О. Sukhorukova

// International Conference of Young Mathematicians dedicated to the 100th

Anniversary of Academician of National Academy of Sciences of Ukraine,

Professor Yu. O. Mitropolskiy (1917–2008) (Kyiv, Ukraine, June 7 – 10). –

Kyiv. – 2017. – P. 37.

13. Sukhorukova О. О. Nehari-Takagi problem / О. О. Sukhorukova // Modeling,

analysis, and approximation theory toward applications in tomography and

inverse problems (Germany, Braunschweig, February 3 – 7). – Braunschweig. –

2018.



Змiст

Умовнi позначення 16

Вступ 17

1 Огляд лiтератури 24

1.1 Основнi класи функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.1.1 Класи Хардi Hp×q
k , Hp×q

∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.1.2 Клас Шура Sp×q. Добуток Бляшке-Потапова . . . . . . . . 28

1.2 Простiр Гiльберта з вiдтворюючим ядром (RKHS) . . . . . . . . . 30

1.3 J-стискаючi та J-внутрiшнi матрицi-функцiї . . . . . . . . . . . . 30

1.3.1 Клас P(J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.3.2 Клас U(J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 Узагальнена проблема Шура . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.5 γ-твiрнi матрицi та задача Нехарi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.5.1 γ-твiрнi матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.5.2 Задача Нехарi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.6 Деякi класи узагальнених матриць-функцiй . . . . . . . . . . . . . 38

1.6.1 Узагальнений клас Шура Sp×qκ . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.6.2 Узагальнений клас jpq-внутрiшнix матриць-функцiй . . . . 40

1.7 Простiр Понтрягiна з вiдтворюючим ядром (RKPS) . . . . . . . . 42

2 Правi та лiвi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї 44

2.1 Клас U rκ(jpq) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2 Клас U `κ(jpq) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3 Клас U `κ(jpq) ∩ U rκ(jpq) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4 Клас сингулярних узагальнених J-внутрiшнiх матриць-функцiй . 59

2.4.1 Визначення сингулярної узагальненої J-внутрiшньої

матрицi-функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.4.2 Критерiй сингулярностi в термiнах асоцiйованих пар . . . 60

2.4.3 Критерiй сингулярностi в термiнах RKPS . . . . . . . . . . 63

2.5 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64



15

3 Регулярнi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї та їх фа-

кторизацiя 66

3.1 Факторизацiя jpq-внутрiшнiх матриць-функцiй . . . . . . . . . . . 66

3.2 Регулярнi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї . . . . . . . 75

3.3 Iснування регулярно-сингулярної факторизацiї . . . . . . . . . . . 85

3.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Узагальненi γ-твiрнi матрицi 87

4.1 Класи Mr
κ(jpq) та M`

κ(jpq) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 Сингулярнi, регулярнi и сильно регулярнi матрицi-функцiї з кла-

сiв Mr
κ(jpq) i M`

κ(jpq) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.3 Факторизацiя узагальнених γ-твiрних матриць . . . . . . . . . . . 105

4.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5 Задача Нехарi-Такагi 111

5.1 Iнтерполяцiйна задача Такагi-Сарасона . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.2 Задача Нехарi-Такагi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.3 Резольвентна матриця у випадку рацiональної м. ф. f0 . . . . . . 121

5.4 Мотивацiя з теорiї систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.5 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

Висновки 132

Лiтература 133



16

Умовнi позначення

Z – множина цiлих чисел;

Z+ – множина цiлих невiд’ємних чисел;

C – множина комплексних чисел;

T – множина точок на межi одиничного круга {λ : |λ| = 1};
D – множина точок в серединi одиничного круга {λ : |λ| < 1};
C+ (C−) – верхня (нижня) вiдкрита комплексна пiвплощина;

Cn – лiнiйний простiр комплексних n-мiрних векторiв-колонок;

Cp×q – простiр комплексних матриць розмiру p× q;
RKHS – простiр Понтрягiна з вiдтворюючим ядром;

м. в. – майже всюди;

м. ф. – матриця-функцiя;

rankA – ранг матрицi A;

spanL – лiнiйна оболонка множини L;

hf – множина точок голоморфностi f , h±f = hf ∩ Ω±;

ΠL – ортогональний проектор на пiдпростiр L ⊂ H;

Π− – ортогональний проектор з L̃p2 в (Hp
2)⊥;

K1 ×K2 – декартовий добуток K1 i K2;

K1 ⊕K2 – ортогональна сума K1 i K2;

K1 	K2 – ортогональна рiзниця K1 i K2;

ind−K – негативний iндекс простору K;
dim K – розмiрнiсть простору K;
Mπ(W,Ω) – полюсна кратнiсть на множинi Ω;

apr(W ) – права асоцiйована пара м. ф. W ;

ap`(W ) – лiва асоцiйована пара м. ф. W ;

Π – клас функцiй, що допускають псевдопродовження;

den(f) – знаменник м. ф.;

ν−(A) – число негативних власних значень матрицi A;

ranA – область значень матрицi (оператора) A;

kerA – ядро матрицi (оператора) A.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiя присвячена дослiдженню узагальненого кла-

су J-внутрiшнiх матриць-функцiй i узагальнених γ-твiрних матриць.

На початку 50-х рокiв В. П. Потапов запропонував новий, пов’язаний з те-

орiєю J-стискаючих матриць-функцiй пiдхiд до вивчення широкого кола iн-

терполяцiйних задач аналiзу (див. [14]). Зокрема, як показано у роботi [63],

резольвентна матриця узагальненої задачi Шура є J-внутрiшньої м. ф., тоб-

то J-стискаючою в одиничному диску D з J-унiтарними значеннями майже

всюди на одиничному колi T. Факторiзацiйну теорiю таких м. ф. було побудо-

вано В. П. Потаповим у [14]. У роботi [5] показано роль J-розтягуючих м. ф. у

аналiтичнiй теорiї електричних мереж. J-теорiя грає важливу роль у вивченнi

рiзноманiтних математичних задач.

У роботах Д. З. Арова [29, 30] визначено поняття сингулярной i регулярної

J-внутрiшньої м. ф., показано їх роль у теорiї iнтерполяцiйних задач Шура-

Неванлiнни-Пiка, отримано критерiї сингулярностi i регулярностi.

У [38] розглядаються деякi iнтерполяцiйнi задачi множини розв’язкiв яких

описуються за допомогою узагальнених J-внутрiшнiх м. ф. У роботi [47] бу-

ло розглянуто пiдклас правих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., якi грають

важливу роль в описi задачi Шура-Такагi (див. [49]). У зв’язку з цим вини-

кає бажання узагальнити поняття сингулярних i регулярних м. ф. на клас цих

функцiй i дослiдити дуальний клас лiвих jpq-внутрiшнiх м. ф.

У роботi [34] наведено теорему о сингулярно-регулярної факторизацiї J-

внутрiшнiх м. ф. Досi питання о iснуваннi такої факторизацiї в узагальненому

класi було вiдкритим.

Iнше питання, яке вивчається у роботi – це клас узагальнених γ-твiрних ма-

триць. Класичнi γ-твiрнi матрицi було введено Д. З. Аровим у зв’язку з розгля-

дом абсолютно невизначеної задачi Нехарi для одиничного кола T (див. [31]).

Як показано у роботах [21,29] будь-який розв’язок цiлком невизначеної матри-

чної задачi Нехарi описується за допомогою γ-твiрної матрицi. У роботi [31]

отримано зв’язок мiж γ-твiрними матрицями i J-внутрiшнiми м. ф. та отрима-

но факторизацiю для γ-твiрних матриць. Цi питання для класу узагальнених
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γ-твiрних матриць будуть розглядатися в дисертацiї. Крiм того, у роботi [34]

показано, що iснує зв’язок мiж множиною розв’язкiв узагальненої задачi Шура

та задачею Нехарi. У [38] показано, що проблема редукцiї з теорiї H∞-контролю

пов’язана з узагальненою задачею Нехарi, так званою, задачею Нехарi-Такагi,

тому постає питання про дослiдження такого зв’язку в узагальненому випадку.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Основнi на-

уковi результати, викладенi у дисертацiї, отримано при виконаннi науково-

дослiдницьких робiт "Гармонiчний та спектральний аналiз функцiй i опера-

торiв, рiвняння згортки та наближення функцiй"(номер державної реєстрацiї

0112U002701), "Метричнi простори, гармонiчний аналiз функцiй i операторiв,

сингулярнi та некласичнi задачi для диференцiальних рiвнянь"(номер держав-

ної реєстрацiї 0115U000136), що виконувались вiдповiдно до плану роботи До-

нецького нацiонального унiверситету; "Спектральнi проблеми теорiї диференцi-

альних i рiзницевих операторiв"(номер державної реєстрацiї 0115U000556), що

виконувалась вiдповiдно до плану роботи Нацiонального педагогiчного унiвер-

ситету iменi М. П. Драгоманова.

Мета i задачi дослiдження.

(1) Ввести означення лiвого класу узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., який є

дуальним для класу правих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Ввести по-

няття лiвої асоцiйованої пари для лiвої узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф.

i знайти факторизацiї м. ф. в термiнах лiвої асоцiйованої пари.

(2) Ввести означення сингулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф., довести

критерiї сингулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.

(3) Ввести означення регулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф., отрима-

ти достатнi умови для регулярностi узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф.,

довести критерiй регулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. при де-

яких умовах, отримати умови iснування регулярно-сингулярної фактори-

зацiї для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.

(4) Ввести означення правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць, отрима-

ти зв’язок мiж узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф. i множиною узагальне-

них γ-твiрних матриць. Ввести означення сингулярних, регулярних i силь-
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но регулярних γ-твiрних матриць. Отримати достатнi умови регулярно-

стi i сильної регулярностi правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць.

Отримати умови iснування регулярно-сингулярної факторизацiї узагаль-

нених γ-твiрних матриць.

(5) Отримати опис множини розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-

Сарасона. Отримати зв’язоку мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-

Сарасона i задачi Нехарi-Такагi. Отримати опис цiлком невизначеної задачi

Нехарi-Такагi для обмежених функцiй, що мають псевдопродовження.

Об’єкт дослiдження. Об’єктом дослiдження є класи узагальнених jpq-

внутрiшнiх м. ф. i класи узагальнених γ-твiрних матриць.

Предмет дослiдження. Предметом дослiдження є факторизацiйнi теореми

для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. i узагальнених γ-твiрних матриць, за-

дачi Такагi-Сарасона i Нехарi-Такагi.

Методи дослiдження. У дисертацiї використовується методи теорiї меромор-

фних м. ф., методи J-теорiї Потапова, методи просторiв Хардi i просторiв Пон-

трягiна з вiдтворюючим ядром.

Наукова новизна отриманих результатiв.

У дисертацiї отриманi такi новi результати:

(1) Введено новий клас U `κ(jpq) лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., ви-

значено поняття лiвої асоцiйованої пари {b1, b2} для лiвої узагальненої jpq-

внутрiшньої м. ф.W (λ). Доведено факторизацiйнi теореми для м. ф.W (λ)

у термiнах лiвої асоцiйованої пари {b1, b2}.

(2) Введено означення сингулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. Дове-

дено критерiї сингулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. у термi-

нах асоцiйованої пари i у термiнах простору Понтрягiна з вiдтворюючим

ядром.

(3) Введено означення регулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф., отрима-

но достатнi умови регулярностi узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф., доведе-

но критерiй регулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. у рацiонально-

му випадку, отримно умови iснування регулярно-сингулярної факториза-
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цiї для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Наведено приклад, коли не iснує

регулярно-сингулярної факторизацiї.

(4) Введено класи правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць Mr
κ(jpq),

M`
κ(jpq). Отримано зв’язок мiж узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф. i

множиною узагальнених γ-твiрних матриць, що мають псевдопродовже-

ння. Введенно означеня сингулярних, регулярних i сильно регулярних γ-

твiрних матриць. Отримано достатнi умови регулярностi i сильної регу-

лярностi правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць. Отримано умови

iснування регулярно-сингулярної факторизацiї узагальнених γ-твiрних ма-

триць.

(5) Отримано опис множини розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-

Сарасона. Отримано зв’язоку мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-

Сарасона i задачi Нехарi-Такагi. Отримано опис цiлком невизначеної задачi

Нехарi-Такагi для обмежених функцiй, що мають псевдопродовження.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичний характер. Вони можуть бути застосованi при дослiджен-

нi iнших типiв iнтерполяцiйних проблем та в J-теорiї. Матерiали дисертацiї

можуть бути використанi у навчальному процесi - при викладаннi спецiальних

курсiв математичного аналiзу.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та плану дослi-

джень, постановка задач та формулювання основних гiпотез належить науково-

му керiвнику В. О. Деркачу. Всi представленi в дисертацiї результати отримано

автором особисто.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї доповiдались та обговорювались на конферен-

цiях:

1. Восьмiй мiжнароднiй науковiй конференцiї для молодих вчених «Сучаснi

проблеми математики i її застосування в природничих науках та iнформа-

цiйних технологiях» (Україна, Харкiв, 27 – 28 квiтня 2013 р.).

2. Кримськiй Мiжнароднiй Математичнiй Конференцiї (Україна, Крим, Су-

дак, 22 вересня – 4 жовтня 2013 р.).
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3. Всеукраїнськiй науковiй конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу» (Україна, Ворохта, 25 лютого – 1 березня

2015 р.)

4. П’ятiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених з математики

та фiзики "Актуальнi проблеми сучасної математики i фiзики та методики

їх навчання"(Україна, Київ, 25 – 26 квiтня 2016 р.).

5. Сiмнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Михайла

Кравчука (Україна, Київ, 19 – 20 травня 2016 р.).

6. Шостiй всеукраїнськiй конференцiї молодих вчених з математики та фiзи-

ки (Україна, Київ, 21 – 22 квiтня 2017 р.).

7. International Conference of Young Mathematicians dedicated to the 100th

Anniversary of Academician of National Academy of Sciences of Ukraine,

Professor Yu. O. Mitropolskiy (1917–2008) (Ukraine, Kyiv, June 7 – 10, 2017).

8. International Conference “Modeling, analysis, and approximation theory toward

applications in tomography and inverse problems” (Germany, Braunschweig,

February 3 – 7, 2018).

Результати дисертацiї доповiдались на семiнарах:

1. Семiнарi кафедри математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь, До-

нецького нацiонального унiверситету (керiвник д. ф.-м. н. професор В. О.

Деркач).

2. Research Seminar “Applied Analysis”, Humboldt-Universitat zu Berlin, Insti-

tute of Mathematics (Seminar heads: L. Recke, I. Kmit).

3. Семiнарi кафедри математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь, На-

цiонального педагогiчного унiверситет iменi М. П. Драгоманова (керiвник

д. ф.-м. н. професор Г. М. Торбiн).

4. Науковому семiнарi з функцiонального аналiзу, Iнституту математики

НАН України (керiвники: академiк НАН України проф. Ю. М. Березан-

ський, член-кореспондент НАН України проф. А. Н. Кочубей).
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Публiкацiї

Основнi результати роботи викладено у 13 наукових публiкацiях, серед яких

2 статтi в українських фахових журналах [75], [77] та 3 статтi у журналах, що

iндексуються мiжнародною наукометричною базою Scopus [76], [52], [53] та 8 тез

доповiдей на конференцiях.

Структура i об’єм роботи. Дисертацiя складається зi вступу, 5 роздiлiв,

що подрiбненi на пiдроздiли, висновкiв та списку лiтератури, що мiстить 77

найменувань. Обсяг роботи складає 140 сторiнок.

Основний змiст дисертацiї. Дисертацiя присвячена дослiдженню узагаль-

неного класу J-внутрiшнiх м. ф. i узагальнених γ-твiрних матриць. I доведенню

iснування регулярно-сингулярної факторизацiї для м. ф. з цих класiв.

В роботi вводиться клас лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., який є ду-

альним для класу правих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., що вiдiграє важли-

ву роль в описi розв’язкiв iнтерполяцiйної проблеми Шура. Аналогiчно озна-

ченню правої асоцiйованої пари вводиться поняття лiвої асоцiйованої пари для

лiвої узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. W (λ). Показано зв’язок мiж лiвими i

правими узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф., завдяки якому знайдено факто-

ризацiї узагальненої лiвої jpq-внутрiшньої м. ф.W (λ) у термiнах лiвої асоцiйова-

ної пари {b1, b2}. Вводиться поняття сингулярної узагальненої jpq-внутрiшньої

м. ф. та отримано критерiї сингулярностi як у термiнах асоцiйованої пари, так

i у термiнах просторiв Понтрягiна з вiдтворюючим ядром. Введено означення

узагальненої регулярної jpq-внутрiшньої м. ф. Отримано достатнi умови для

регулярностi узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. У рацiональному випадку до-

ведено критерiй регулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Також отри-

мано умови iснування регулярно-сингулярної факторизацiї для узагальнених

jpq-внутрiшнiх м. ф.

Введено до розгляду класи правих та лiвих узагальнених γ-твiрних матриць.

Отримано зв’язок мiж узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф. i множиною уза-

гальнених γ-твiрних матриць, що мають псевдопродовження. Введенно поняття

сингулярних, регулярних i сильно регулярних γ-твiрних матриць. Знайдено до-

статнi умови регулярностi i сильної регулярностi правих i лiвих узагальнених

γ-твiрних матриць. Отримано достатнi умови регулярно-сингулярної фактори-



23

зацiї узагальнених γ-твiрних матриць.

Отримано опис розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-Сарасона. Знайдено

зв’язок мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона i задачi Нехарi-Такагi.

Отримано опис цiлком невизначеної задачi Нехарi-Такагi для обмежених фун-

кцiй, що мають псевдопродовження.
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1 Огляд лiтератури

1.1 Основнi класи функцiй

1.1.1 Класи Хардi Hp×q
k , Hp×q

∞

Нагадаємо деякi факти з [58] окремо для диску D = {λ ∈ C : |λ| < 1} (та-

кож [16]), i для напiвплощини C+ = {λ ∈ C : −i(λ− λ̄) > 0}.
Нехай 1 ≤ k < ∞ та f(z) є аналiтичною функцiєю у D. Кажуть, що f

належить до Hk = Hk(D), якщо

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reit)|kdt = ‖f‖kHk <∞.

При p = ∞ кажуть, що f належить до H∞, якщо f(z) є обмеженою аналiти-

чною функцiєю в D, та пишуть

‖f‖∞ = sup
z∈D
|f(z)|.

Очевидно, що Hk ⊃ Hk′ ⊃ H∞ при 0 < k < k′ <∞.

Нагадаємо деякi основнi результати про класи Хардi. Для бiльш детального

огляду див. монографiю [15] або [4].

Якщо f ∈ Hk, то для майже всiх (м. в.) t на одиничному колi T iснує радi-

альна границя

f(eit) = lim
r→1−0

f(reit).

При цьому, якщо f(λ) не є нульовою, то ln |f(eit)| ∈ L1[0, 2π], тому f(eit) 6= 0

м. в. Бiльш того, f(eit) iснує майже всюду як недотична границя f(λ), тобто

границя при λ, що збiгаються до eit всерединi кута, утвореного двома хордами

одиничного кола, що виходять з точки eit. Гранична функцiя f(eit) належить

лебеговому простору Lk[0, 2π] та при 1 ≤ k < ∞ є сильною границею f(reit);

тобто ∫ 2π

0

|f(eit)− f(reit)|kdt→ 0 (r → 1− 0).

При k ≥ 1 отримуємо∫ 2π

0

g(t)f(reit)dt→
∫ 2π

0

g(t)f(eit)dt (r → 1− 0),
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для будь-якої g ∈ Lk′[0, 2π] (1/k + 1/k′ = 1). Таким чином, формули Коши та

Пуасона справедливi для граничної функцiї f ∈ Hk (k ≥ 1). Тому

1

2π

∫ 2π

0

eintf(eit)dt =

{
f(0), n = 0;

0, n = 1, 2..,

та
1

2π

∫ 2π

0

P (ρ, τ − t)f(eit)dt = f(λ) (λ = ρeiτ , 0 ≤ ρ < 1),

де

P (ρ, τ) =
1− ρ2

1− 2ρ cos τ + ρ2
.

Навпаки, будь-яка функцiя g ∈ Lk[0, 2π] (1 ≤ k ≤ ∞), для якої ряд Фур’є має

вигляд
∞∑
0

cne
int

породжує функцiю

f(λ) =
∞∑
0

cnλ
n =

1

2π

∫ 2π

0

P (ρ, τ − t)f(t)dt (λ = ρeiτ), (1.1)

яка належить до класу Hk i має мiсце рiвнiсть

f(eit) = g(t) м. в. (1.2)

Очевидно, розглянутi функцiї g(t) утворюють пiдпростiр у Lk, який будемо

позначати L+
k .

Формули (1.1), (1.2) встановлюють при кожному фiксованому k

(1 ≤ k < ∞) взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж Hk та L+
k . Ця

вiдповiднiсть є лiнiйною та зберiгає метрику.

‖f‖k =

 1
2π

[∫ 2π

0 |f(eit)|k
] 1
k

(1 ≤ k <∞);

sup esst∈[0,2π]|f(eit)| (k =∞).

Таким чином, Hk можна ототожнювати з L+
k .

Розглянемо означення у випадку верхньої пiвплощини: нехай f(z) це аналi-
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тична функцiя в C+, 1 ≤ k <∞. Кажуть, що f ∈ Hk = Hk(C+), якщо

sup
0<y<∞

∫ ∞
−∞
|f(x+ iy)|kdx = ‖f‖kHk

<∞.

При k = ∞ будемо позначати через H∞ = H∞(C+) простiр обмежених аналi-

тичних функцiй в C+ з нормою

‖f‖∞ = sup
z∈C+

|f(z)|.

Вимiрну функцiю f(µ) будемо вiдносити до простору L̃k(R), якщо∫ ∞
−∞

|f(µ)|k

1 + µ2
<∞. (1.3)

Далi будемо позначати Ω+ одиничний диск D або верхню напiвплощину C+.

ρω(λ) =

{
1− λω, якщо Ω+ = D;

−2πi(λ− ω), якщо Ω+ = C+.

Нехай

Ω− := {ω ∈ C : ρω(ω) < 0} i Ω0 := ∂Ω+ = {ω ∈ C : ρω(ω) = 0}.

Тодi у випадку Ω+ = D, маємо

Ω0 = T = {λ : |λ| = 1}, Ω− = C\D.

У випадку Ω+ = C+, маємо

Ω− = C−, Ω0 = R.

Далi будемо розглядати випадки кола i пiвплощини одночасно.

Означення 1.1. Говорять, що функцiя s(λ) належить до класу Шура S, якщо

вона належить до H∞ i задовольняє умовi s(λ)∗s(λ) ≤ 1 для всiх λ ∈ Ω+.

Означення 1.2. Внутрiшня функцiя – це функцiя з S, для якої |u(λ)| ≤ 1 в

Ω+ та |u(µ)| = 1 м. в. на Ω0.
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Прикладом внутрiшньої функцiї є добуток Бляшке, який визначається на-

ступним чином

b(λ) =
n∏
k=1

γkbω(λ), (1.4)

де

bωk(λ) =

{
(λ− ωk)/(1− λωk), якщо Ω+ = D;

(λ− ωk)/(λ− ωk), якщо Ω+ = C+.
(1.5)

γk ∈ C, |γk| = 1, λ ∈ Ω+, ωk ∈ Ω+ та задовольняють умовi Бляшке

∞∑
n=1

Imωn
1 + |ωn|2

<∞ для Ω+ = C+,

∞∑
n=1

(1− |ωn|) <∞ для Ω+ = D.

Означення 1.3. Функцiя f з H∞ називається зовнiшньою, якщо

fH2 = H2.

Зовнiшня функцiя з H∞ має представлення у виглядi

f(λ) =

 κ exp
[

1
2π

∫ 2π

0
eit+λ
eit−λ ln k(t)dt

]
, Ω+ = D;

κ exp
[
i
π

∫ +∞
−∞

(
1
t−λ −

t
t2+1

)
ln k(t)dt

]
, Ω+ = C+,

(1.6)

де k(t) ≥ 0, ln k(t) ∈ L̃1, κ ∈ C, |κ| = 1. При цьому k(µ) = |f(µ)| м. в. на Ω0.

Будь-яка ненульова функцiя f ∈ H∞ допускає факторизацiю Рiса:

f = finfout,

де fin – це внутрiшня функцiя, fout – зовнiшня функцiя.

Означення 1.4. Матричний клас Хардi Hp×q
k — це клас p×q м. ф., элементи

яких належать до класу Хардi Hk.

Будемо позначати Hp
k := Hp×1

k .
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1.1.2 Клас Шура Sp×q. Добуток Бляшке-Потапова

Говорять, що м. ф. s(λ) порядку p×q належить до матричного класуШура Sp×q,
якщо вона належить до класу Хардi Hp×q

∞ , та задовольняє умовi s(λ)∗s(λ) ≤ Ip

для всiх λ ∈ Ω+.

М. ф. s ∈ Sp×q називається зовнiшньою, якщо sHp
2 = Hq

2 .

М. ф. s ∈ Sp×p називається внутрiшньою, якщо

s(µ)∗s(µ) = Ip м. в. на Ω0.

Будемо позначати через Sp×qin множину всiх внутрiшнiх p× q м. ф.,

Sp×qout – множину всiх зовнiшнiх p× q м. ф.

Прикладом внутрiшньої м. ф. є множник Бляшке-Потапова, тобто м. ф.,

що задана формулою

Bω(λ) = In − Π + bω(λ)Π, (1.7)

де bω(λ) – множник Бляшке (див. (1.5)), Π – ортогональний проектор в Cn.

Множник Бляшке-Потапова Bω(λ) називається простим, якщо ортогональний

проектор Π в (1.7) має ранг 1. М. ф.

B(λ) =

κy∏
j=1

Bωj(λ), (1.8)

де Bωj(λ) – простi множники Бляшке-Потапова, називаються правим добутком

Бляшке-Потапова. Зображення (1.8) не є однозначним, але при умовi, що всi

множники bωj є простими, виявляється, що їхня кiлькiсть κ є сталою. Це число

κ називається степенем правого добутку Бляшке-Потапова. Такi м. ф. були

введенi В. П. Потаповим у роботi [14].

Аналогiчно визначається поняття степеня для лiвого добутку Бляшке-

Потапова та виявляється, що степенi лiвого та правого добуткiв Бляшке-

Потапова спiвпадають.

Ненульова м. ф. s ∈ Sp×p рангу p допускає внутрiшньо-зовнiшню та

зовнiшньо-внутрiшню факторизацiї Ф. Рiса

s = b`a` = arbr, де b`, br ∈ Sp×pin , a`, ar ∈ Sp×pout . (1.9)
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При цьому множники b`, a`, br, ar визначаються однозначно з точнiстю до унi-

тарних множникiв u i v розмiру p× p:

b` → b`u, a` → u∗a` i ar → arv, br → v∗br.

Означення 1.5. Нульовою кратнiстю Mζ для F ∈ Hp×q
∞ ми будемо нази-

вати степiнь добутку Бляшке-Потапова b`, яка дорiвнює степеню добутку

Бляшке-Потапова br ( [65]) в факторизацiї (1.9)

Mζ(F ) = deg b`(= deg br).

Наступну узагальнену Теорему Руше було отримано в [65]. Доведення цiєї

теореми мiстило пробiл, який було усунуто в [49]. Скалярна версiя цiєї Теореми

була доведена iншим способом у [22].

Теорема 1.6. Нехай ϕ, ψ ∈ Hq×q
∞ , det(ϕ+ ψ) 6≡ 0 in Ω+, Mζ(ϕ,Ω+) < ∞,

‖ϕ(µ)−1ψ(µ)‖ ≤ 1 м. в. на Ω0. (1.10)

Тодi

Mζ(ϕ+ ψ,Ω+) ≤Mζ(ϕ,Ω+) (1.11)

При цьому в (1.11) має мiсто рiвнiсть, якщо

(ϕ+ ψ)−1ϕ|Ω0
∈ L̃q×q1 , (1.12)

де L̃q×q1 – це простiр вимiрних q × q м. ф. таких, що∫ ∞
−∞

tracef(µ)∗f(µ)

1 + µ2
<∞.

Нагадаємо означення класу Неванлiнни N p×q та класу Смiрнова N p×q
+

N p×q = {f = h−1g : g ∈ Hp×q
∞ , h ∈ S := S1×1},

N p×q
+ = {f = h−1g : g ∈ Hp×q

∞ , h ∈ Sout := S1×1
out }. (1.13)

Важливiсть класу Смiрнова визначається тим, що в ньому виконується насту-

пний принцип максимума Смiрнова
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Теорема 1.7. [34, Th 3.59] (Теорема Смiрнова)

N p×q
+ ∩ L̃p×qk = Hp×q

k (1 ≤ k ≤ ∞).

1.2 Простiр Гiльберта з вiдтворюючим ядром (RKHS)

Нагадаємо, що м. ф. Kω(λ) розмiру m ×m називається позитивним ядром на

Ω× Ω, якщо
n∑

i,j=1

u∗iKωj(ωj)uj ≥ 0 (1.14)

для кожного n ∈ Z+ та для кожного набору точок ω1, .., ωn з Ω та векторiв

u1, .., un з Cm.

Означення 1.8. Гiльбертiв простiр H вектор-функцiй розмiру m×1 визначе-

них на Ω називається простором Гiльберта з вiдтворюючим ядром (RKHS),

якщо iснує м. ф. Kω(λ) розмiру m×m визначена на Ω× Ω така, що:

(1) Kωu ∈ H (як функцiя вiд λ) для кожного набору ω ∈ Ω та u ∈ Cm.

(2) виконується вiдтворююча рiвнiсть

〈f,Kωu〉H = u∗f(ω)

для кожного набору ω ∈ Ω, u ∈ Cm, f ∈ H.

Теорема 1.9. Якщо m × m м. ф. Kω(λ) є позитивним ядром на Ω × Ω, то

iснує єдиний RKHS для якого Kω(λ) є вiдтворюючим ядром.

Бiльш детальну iнформацiю щодо просторiв Гiльберта з вiдтворюючими

ядрами дивiться в монографiях [54], [72].

1.3 J-стискаючi та J-внутрiшнi матрицi-функцiї

1.3.1 Клас P(J)

Матриця J ∈ Cm×m називається сигнатурною, якщо вона є самоспряженою та

унiтарною щодо стантартного скалярного добутку в Cm, тобто

J = J∗ та J∗J = Im.
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Говорять, що матриця U ∈ Cm×m є J-унiтарною, якщо

U ∗JU = J.

Клас J-унiтарних матриць будемо позначати Uconst(J).

Позначимо через hf область голоморфностi м. ф. f та нехай

h±f = hf ∩ Ω±.

Означення 1.10. Говорять, що мероморфна в Ω+ м. ф. розмiру m×m нале-

жить до класу Потапова J-стискаючих м. ф. P(J), якщо

U(λ)∗JU(λ) ≤ J (1.15)

для будь-якої точки λ ∈ h+
U .

Кожна m×m сигнатурна матриця J 6= Im є унiтарно еквiвалентною матрицi

jpq =

[
Ip 0

0 −Iq

]
, p ≥ 1, q ≥ 1, p+ q = m, (1.16)

де

P =
Im + J

2
, Q =

Im − J
2

– це ортогональнi проектори в Cm та

p = rank P, q = rank Q.

Як показано у [34], для м. ф.W (λ) з класу Потапова P(J) матрицi i(P−W (λ)Q)

i (P +QW (λ)) є оборотними i визначено перетворення Потапова-Гiнзбурга, яке

задається формулою

S(λ) = PG(W ) : = (PW (λ) +Q)(P +QW (λ))−1

= (P −W (λ)Q)−1(W (λ)P −Q) (1.17)

та S = PG(W ) належить до класу Шура Sm×m.
Нехай м. ф. W належить до P(jpq) i має блочне представлення
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W =

[
w11 w12

w21 w22

]
.

Тодi матриця w22(λ) є оборотною для всiх λ ∈ h+
W i перетворення Потапова-

Гiнзбурга набуває вигляду

S(λ) := PG(W ) =

[
w11(λ) w12(λ)

0 Iq

][
Ip 0

w21(λ) w22(λ)

]−1

. (1.18)

Формулу (1.18) можна переписати у виглядi

S =

[
s11 s12

s21 s22

]
=

[
w11 − w12w

−1
22 w21 w12w

−1
22

−w−1
22 w21 w−1

22

]
. (1.19)

Перетворення Потапова-Гiнзбурга (1.17) було отримано Ю. Гiнзбургом у [3].

Перетворення, визначене формулою (1.18), дослiджувалось незалежно Р. Ред-

хеффером в [70].

1.3.2 Клас U(J)

Означення 1.11. М. ф. U ∈ P(J) називають J-внутрiшньою, якщо

U(µ)∗JU(µ) = J м. в. µ ∈ Ω0. (1.20)

Клас J-внутрiшнiх м. ф. будемо позначати U(J).

Якщо U ∈ U(jpq), то, як показано в [32], s11, s22 допускають факторизацiї

Ф. Рiса

s11(λ) = b1(λ)ϕ1(λ) s22(λ) = ϕ2(λ)b2(λ), (1.21)

де b1 ∈ Sp×pin , ϕ1 ∈ Sp×pout , b2 ∈ Sq×qin , ϕ2 ∈ Sq×qout .

Внутрiшнi множники b1 та b2 будемо називати асоцiйованою парою та будемо

писати {b1, b2} ∈ ap(U).

Нагадаємо позначення (див. [34]):

N p×q
out = {f = h−1g : g ∈ Sp×qout , h ∈ S1×1

out }.
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Означення 1.12. М. ф. U ∈ U(J) називається сингулярною, якщо вона нале-

жить до класу N p×q
out . Клас сингулярних матриць функцiй будемо позначати

US(J).

У роботi [32] наведено критерiй сингулярностi у термiнах асоцiйованої пари

Лема 1.13. Якщо U ∈ U(jpq) та {b1, b2} ∈ ap(U), то:

U ∈ US(jpq)⇐⇒ bi ≡ const, i = 1, 2.

Означення 1.14. М. ф. U ∈ U(J) називається лiвою (правою) регулярною,

якщо вона не має непостiйного лiвого (правого) дiльника, який належить до

класу US(jpq). Клас лiвих (правих) регулярних матриць функцiй будемо по-

значати U `R(J) ( U rR(J)).

У статтi [32] наведенi критерiї регулярностi та сингулярностi м. ф. U класу

U(J) у термiнах Гiльбертового простору H(U) з вiдтворюючим ядром:

Kω(λ) =
J − U(λ)JU(ω)

ρω(λ)
, (1.22)

Теорема 1.15. Нехай U ∈ U(J). Тодi

(1) U ∈ U rR(J) ⇐⇒ H(U) ∩ L̃m2 = H(U).

(2) U ∈ US(J) ⇐⇒ H(U) ∩ L̃m2 = {0}.

У роботi [34] отримано регулярно-сингулярну факторизацiю J-внутрiшнiх

м. ф.:

Теорема 1.16. Нехай U ∈ U(J), то W допускає факторизацiю

U = U1U2, де U1 ∈ U rR(J), U2 ∈ US(J). (1.23)

1.4 Узагальнена проблема Шура

Роль регулярних J-внутрiшнiх м. ф. з’ясовується при описi множини розв’язкiв

узагальненої iнтерполяцiйної проблеми Шура ( [34], [1]), що полягає у насту-

пному:
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Маємо м. ф. b1 ∈ Sp×pin , b2 ∈ Sq×qin , s◦ ∈ Sp×p. Потрiбно описати множину

S(b1, b2; s
◦) = {s ∈ Sp×q : (b1)

−1(s− s◦)(b2)
−1 ∈ Hp×q

∞ }. (1.24)

М. ф. s(λ) називається розв’язком цiєї проблеми, якщо вона належить до

S(b1, b2; s
◦) .

Нагадаємо, що задача називається:

- невизначеною, якщо вона має бiльш нiж один розв’язок,

- цiлком невизначеною, якщо для кожного вектора η ∈ Cq iснує принаймнi

два розв’язки s1, s2 ∈ S(b1, b2; s
◦) такi, що ‖ ( s1 − s2) η‖∞ > 0.

Позначимо через T rW дробово-лiнiйне перетворення:

T rW [ε] = (w11(µ)ε(µ) + w12(µ))(w21(µ)ε(µ) + w22(µ))−1, (1.25)

пов’язане з м. ф. W ∈ U(jpq). Позначимо

T rW [Sp×q] = {TW [ε] : ε ∈ Sp×q}.

Легко бачити, що T rW [ε] ∈ Sp×q для кожної м. ф. ε ∈ Sp×q.

Теорема 1.17. Нехай W ∈ U(jpq), {b1, b2} ∈ ap(W ) та s◦ ∈ T rW [Sp×q]. Тодi
узагальнена задача Шура є цiлком невизначеною та

T rW [Sp×q] ⊆ S(b1, b2; s
◦). (1.26)

Бiльш того, у (1.26) буде рiвнiсть тодi i тiльки тодi, коли W ∈ U rR(jpq).

Справедливо i зворотнє твердження: множина розв’язкiв цiлком невизначе-

ної проблеми Шура спiвпадає з T rW [Sp×q] для деякої м. ф. W ∈ U rR(jpq).

1.5 γ-твiрнi матрицi та задача Нехарi

1.5.1 γ-твiрнi матрицi

Означення γ–твiрної матрицi було введено Д. З. Аровим [31] у зв’язку з розгля-

дом абсолютно невизначеної задачi Нехарi для одиничного кола T ( [21], [29],

[34]) та для дiйсної прямої R ( [34]).
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Для мероморфної в Ω+ м. ф. S(λ) введемо позначення

S# =

{
S(1/λ)∗, якщо Ω+ = D, λ 6= 0;

S(λ)∗, якщо Ω+ = C+

(1.27)

Означення 1.18. Матриця-функцiя

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, (1.28)

де a11 та a22 блоки розмiру p × p i q × q, вiдповiдно, називається правою γ-

твiрною матрицею класу Mr(jpq), якщо:

(1) A є вимiрною на Ω0 та має jpq-унiтарнi значення для м. в. µ ∈ Ω0;

(2) a22(µ) та a∗11(µ) є граничними значеннями голоморфних м. ф. a22(λ) i

a#
11(λ), таких, що a−1

22 та (a#
11)
−1 є зовнiшнiми м. ф. з класiв Шура Sp×p

та Sq×q, вiдповiдно;

(3r) м. ф. s21 := −a−1
22 a21 ∈ Sq×p.

Нехай M`(jpq) позначає клас m×m м. ф. A вигляду (1.28), якi вiдповiдають

умовам (1), (2), зазначеним вище для Mr(jpq) та замiсть умови (3r) задоволь-

няють наступнiй умовi:

(3`) м. ф. s12 := −a12a
−1
22 ∈ Sp×q.

М. ф. з класу M`(jpq) називають лiвими γ-твiрними матрицями.

Клас M`(jpq) був введений у [33, Роздiл 7.3.].

Означення 1.19. М. ф. A ∈Mr(jpq) називають:

(1) право-сингулярною (A ∈MrS(jpq)), якщо T rA[Sp×q] ⊆ Sp×q,

(2) лiво-сингулярною (A ∈M`S(jpq)), якщо T `A[Sp×q] ⊆ Sp×q,

(3) право-регулярною (A ∈ MrR(jpq)), якщо з факторизацiї A = A1A2, де

A1 ∈Mr(jpq) та A2 ∈MrS(jpq) випливає, що A2 є постiйною матрицею.

(4) лiво-регулярною (A ∈ M`R(jpq)), якщо з факторизацiї A = A2A1, де

A1 ∈Mr(jpq), та A2 ∈MrS(jpq) випливає, що A2 ≡ const.
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Щоб показати зв’язок γ-твiрних матриць з jpq-внутрiшнiми м. ф. знадобля-

ться наступнi означення:

Означення 1.20. Упорядкована пара {b1, b2} внутрiшнiх м. ф. b1 ∈ Sp×pin ,

b2 ∈ Sq×qin називається знаменником м. ф. f ∈ N p×q, якщо

b1fb2 ∈ N p×q
+ .

Множину знаменникiв м. ф. f будемо позначати den(f).

Граничнi значення f(µ) м. ф. f(λ) ∈ N p×q(C+) (N p×q(D)) визначенi м. в. на

R (T) наступним чином

f(µ) = lim
ν↓0

f(µ+ iν) (f(µ) = lim
r↑1

f(rµ)). (1.29)

Аналогiчно, визначаються граничнi значення м. ф. f ∈ N p×q(Ω−) м. в. на Ω0.

Означення 1.21. Говорять, що p × q м. ф. f− в Ω− є псевдопродовженням

м. ф. f ∈ N p×q, якщо

f#
− ∈ N p×q i f−(µ) = f(µ) м. в. на Ω0.

Пiдклас м. ф. f ∈ N p×q, що допускають псевдопродовження м. ф. f− в

Ω− будемо позначати Πp×q. Iнодi суперiндекс p × q будемо опускати, i для

стислостi будемо позначати цей клас Π, якщо це не призведе до плутанини.

Теорема 1.22. Нехай A ∈ Πm×m ∩Mr(jpq), {b1, b2} ∈ den(TA[0]) та

W (µ) =

[
b1(µ) 0

0 b−1
2 (µ)

]
A(µ), м. в. на Ω0. (1.30)

Тодi

W ∈ U(jpq) та {b1, b2} ∈ ap(W ). (1.31)

I навпаки, якщо (1.31) виконано, то

A(µ) =

[
b−1

1 (µ) 0

0 b2(µ)

]
W (µ) ∈ Πm×m ∩Mr(jpq) та {b1, b2} ∈ den(TA[0]).
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Теорема 1.23. Якщо м. ф. A ∈ Πm×m ∩Mr(jpq) та W ∈ U(jpq) зв’язанi фор-

мулою (1.30), то

A ∈MrR(jpq)⇐⇒ W ∈ U rR(jpq).

Теорема 1.24. Якщо м. ф. A ∈Mr(jpq), то

A ∈MrS(jpq)⇐⇒ A ∈ US(jpq).

Таким чином, класи MrS(jpq) та M`S(jpq) спiвпадають з US(jpq).

Як показано у [34], γ-твiрнi м. ф. допускають регулярно-сингулярну факто-

ризацiю

Теорема 1.25. Кожна м. ф. A ∈Mr(jpq) допускає факторизацiю

A = A1A2, A1 ∈MrR(jpq), A2 ∈ US(jpq), (1.32)

яка є єдиною с точнiстю до jpq-унiтарного постiйного множника

A1 → A1V, A2 → V −1A2, V ∈ Uconst.

У зв’язку з проблемою Нехарi-Такагi в дисертацiї будуть введенi класи уза-

гальнених правих Mr
κ(jpq) та лiвих M`

κ(jpq) γ-твiрних матриць та для м. ф.

з цих класiв будуть знайденi достатнi умови iснування регулярно-сингулярної

факторизацiї.

1.5.2 Задача Нехарi

У роботах [21], [20] показано, що регулярнi γ-твiрнi м. ф. грають важливу роль

у розв’язаннi задачi Нехарi.

Нехай f ∈ Lp×q∞ та Γ(f) – ганкелiв оператор побудований по f за правилом

Γ(f) = Π−Mf |Hq
2
, (1.33)

де Mf – оператор множення на f , який дiє з L̃q2 на L̃p2 та Π− – ортогональний

проектор з L̃p2 в (Hp
2)⊥. Легко побачити, що

‖Γ(f)‖ ≤ ‖f‖Lp×q∞ .
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Задача Нехарi NP (Γ) полягає у наступному:

дано оператор Ганкеля Γ з Hq
2 в (Hp

2)⊥. Потрiбно описати множину

N (Γ) = {f ∈ Lp×q∞ : Γ(f) = Γ та ‖f‖ ≤ 1}.

М. ф. f ∈ N (Γ) називається розв’язком NP (Γ).

Нагадаємо, що задача називається:

- невизначеною, якщо вона має бiльш нiж один розв’язок,

- цiлком невизначеною, якщо для кожного ненульового вектора η ∈ Cq iснує

принаймнi два розв’язки f1, f2 ∈ N (Γ) такi, що ‖(f1 − f2)η‖∞ > 0.

В [19] було отримано опис N (Γ) в цiлком невизначеному випадку:

Теорема 1.26. Нехай Γ це оператор Ганкеля такий, що задача Нехарi є цiл-

ком невизначеною. Тодi iснує м. ф. A ∈Mr(jpq) така, що

N (Γ) = TA[Sp×q].

В роботi [34] показано, що iснує зв’язок мiж множиною розв’язкiв узагаль-

неної задачi Шура S(b1, b2; s
◦) та задачi Нехарi N (Γ), в якiй Γ = Γ(b∗1s

◦b∗2):

s ∈ S(b1, b2; s
◦)⇐⇒ b∗1sb

∗
2 ∈ N (Γ).

Далi в роздiлi 5 буде розглянуто узагальнену задачу Нехарi-Такагi i уза-

гальнену задачу Такагi-Сарасона, та буде отримано зв’язок мiж множинами

розв’язкiв цих задач.

1.6 Деякi класи узагальнених матриць-функцiй

1.6.1 Узагальнений клас Шура Sp×qκ

Нехай κ ∈ Z+ := N ∪ {0}. Нагадаємо, що ермiтово ядро Kω(λ) : Ω × Ω →
Cm×m має κ вiд’ємних квадратiв, якщо для кожного натурального n та кожного

набору ωj ∈ Ω та uj ∈ Cm (j = 1, . . . , n) матриця

(
〈

Kωj(ωk)uj, uk
〉
)nj,k=1
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має не бiльше нiж κ вiд’ємних власних значень, i для деякого набору

ω1, . . . , ωn ∈ Ω та u1, . . . , un ∈ Cm точно κ вiд’ємних власних значень ( [65]).

Нехай Sq×pκ позначає узагальнений клас Шура м. ф. s розмiру q × p якi є

мероморфними в Ω+ та для яких ядро

Λsω(λ) =
Ip − s(λ)s(ω)∗

ρω(λ)
(1.34)

має κ вiд’ємних квадратiв у h+
s × h+

s .

У випадку κ = 0, клас Sq×p0 спiвпадає з класом Шура Sq×p.
Як показано у [65] кожна м. ф. s ∈ Sq×pκ допускає факторизацiю Крейна-

Лангера:

s(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1, λ ∈ h+
s , (1.35)

де b` ∈ Sq×q, br ∈ Sp×p добутки Бляшке-Потапова степеня κ, s`, sr ∈ Sq×p

та факторизацiї (1.35) є лiвою взаємно простою та правою взаємно простою,

вiдповiдно, тобто

rank
[
b`(λ) s`(λ)

]
= q (λ ∈ Ω+) (1.36)

та

rank
[
br(λ)∗ sr(λ)∗

]
= p (λ ∈ Ω+). (1.37)

Наступна матрична тотожнiсть була встановлена у рацiональному випадку

в [56], у загальному випадку див. [47].

Теорема 1.27. Нехай s ∈ Sq×pκ має факторизацiю Крейна-Лангера

s = b−1
` s` = srb

−1
r . (1.38)

Тодi iснує набiр м. ф. c` ∈ Hq×q
∞ , d` ∈ Hp×q

∞ , cr ∈ Hp×p
∞ та dr ∈ Hp×q

∞ , який

задовольняє тотожностi[
cr dr

−s` b`

][
br −d`
sr c`

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (1.39)

Бiльш того,
brcr + d`s` = Ip, brdr − d`b` = 0,

srcr − c`s` = 0, srdr + c`b` = Iq.
(1.40)
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У зв’язку з Теоремою 1.27 випливає питання: чи можна для м. ф. s ∈ Sq×p,
що допускає псевдопродовження, вибрати м. ф. c`, d`, cr, dr в (1.39) так, що вони

теж допускають псевдопродовження?

1.6.2 Узагальнений клас jpq-внутрiшнix матриць-функцiй

Означення 1.28. [26] Говорять, що мероморфна у Ω+ м. ф.

W (λ) = [wij(λ)]2i,j=1 розмiру m×m належить до класу Uκ(jpq) узагальнених

jpq-внутрiшнiх м. ф., якщо:

(i) ядро

KW
ω (λ) =

jpq −W (λ)jpqW (ω)∗

ρω(λ)
(1.41)

має κ вiд’ємних квадратiв в h+
W × h+

W ;

(ii) jpq −W (µ)jpqW (µ)∗ = 0 м. в. на Ω0.

Як вiдомо [26, Теорема 6.8] в кожнiй м. ф. W ∈ Uκ(jpq) блок w22(λ) є обо-

ротним для λ ∈ h+
W за винятком не бiльше нiж κ точок в Ω+. Таким чином,

перетворення Потапова-Гiнзбурга для W

S(λ) = PG(W (λ)) :=

[
w11(λ) w12(λ)

0 Iq

][
Ip 0

w21(λ) w22(λ)

]−1

(1.42)

визначено для тих λ ∈ h+
W , для яких w22(λ) є оборотним. Добре вiдомо, що S(λ)

належить до класу Sm×mκ та S(µ) є унiтарною для м. в. µ ∈ Ω0 (див. [26], [47]).

Означення 1.29. [47] Говорять, що m × m м. ф. W ∈ Uκ(jpq) належить

класу U rκ(jpq), якщо

s21 := −w−1
22 w21 ∈ Sq×pκ . (1.43)

Нехай W ∈ U rκ(jpq) та нехай факторизацiя Крейна-Лангера для s21 має ви-

гляд

s21(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1 (λ ∈ h+
s21

),

де b` ∈ Sq×qin , br ∈ Sp×pin , s`, sr ∈ Sq×p. Тодi, як показано у [47], м. ф. b`s22 та s11br

голоморфнi у Ω+, та

s11br ∈ Sp×p, b`s22 ∈ Sq×q. (1.44)
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Означення 1.30. [47] Розглянемо внутрiшньо-зовнiшню факторизацiю s11br

та зовнiшньо-внутрiшню факторизацiю b`s22

s11br = b1a1, b`s22 = a2b2, (1.45)

де b1 ∈ Sp×pin , b2 ∈ Sq×qin , a1 ∈ Sp×pout , a2 ∈ Sq×qout . Пара {b1, b2} внутрiшнiх множни-

кiв у факторизацiї (1.45) називається асоцiйованою парою м. ф. W ∈ U rκ(jpq).

Вiдтепер цю пару {b1, b2} будемо також називати правою асоцiйованою па-

рою та будемо писати {b1, b2} ∈ apr(W ), оскiльки вона пов’язана з правим

дробово-лiнiйним перетворенням (1.46), див [30], [34], [32]. Це перетворення грає

важливу роль в описi розв’язкiв рiзних iнтерполяцiйних задач, див. [22], [30],

[38], [36], [51], [48]. У випадку κ = 0 означення асоцiйованної пари було дано

в [30].

Розглянемо (праве) дробово-лiнiйне перетворення вiд м. ф. ε ∈ Sp×qκ2
(κ2 ∈

Z+)

T rW [ε] := (w11(λ)ε(λ) + w12(λ))(w21(λ)ε(λ) + w22(λ))−1, (1.46)

що побудовано на основi блочного вигляду

W (λ) =

[
w11(λ) w12(λ)

w21(λ) w22(λ)

]
(1.47)

м. ф.W ∈ Uκ(jpq) з блоками w11(λ) та w22(λ) розмiрiв p×p та q× q, вiдповiдно.
Нехай

Λ = {λ ∈ h+
W ∩ h+

ε : det (w21(λ)ε(λ) + w22(λ)) = 0}. (1.48)

Перетворення T rW [ε] є коректно визначеним при λ ∈ (h+
W ∩ h+

ε ) \ Λ.

Лема 1.31. Нехай W ∈ Uκ1(jpq), ε ∈ Sp×qκ2
. Тодi T rW [ε] ∈ Sp×qκ′ з κ′ ≤ κ2 + κ1.

Для кожної W ∈ U rκ(jpq) та ε ∈ Sp×q м. ф. T rW [ε] допускає дуальне перетво-

рення

T rW [ε] = (w#
11 + εw#

12)
−1(w#

21 + εw#
22). (1.49)

Як показано в [47], для W ∈ U rκ(jpq) та для м. ф. cr, dr, c`, d` таких як в
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Теоремi 1.27, м. ф.

K◦ := (−w11d` + w12c`)(−w21d` + w22c`)
−1, (1.50)

належить до Hp×q
∞ . Зрозумiло, що (K◦)# ∈ Hq×p

∞ (Ω−).

Далi у цiй дисертацiйнiй роботi буде введено пiдклас узагальнених лiвих jpq-

внутрiшнiх м. ф. U `κ(jpq).

1.7 Простiр Понтрягiна з вiдтворюючим ядром (RKPS)

У цьому пiдроздiлi ми введемо деякi факти та означення з [36,42,47], якi вико-

ристовуюсься в дисертацiї.

Лiнiйний простiр K оснащений пiвторалiнiйною формою 〈·, ·〉K на K × K
називається простором з iндефiнiтним скалярним добутком.

Пiдпростiр F простору K називається позитивним (негативним) вiдносно

форми 〈·, ·〉K, якщо 〈f, f〉K > 0 (< 0) для всiх f ∈ F , f 6= 0.

Простiр з iндефiнiтним скалярним добутком (K, 〈·, ·〉K) називається просто-

ром Понтрягiна, якщо його можна представити у виглядi ортогональної суми

K = K+ ⊕K−, (1.51)

де K+ – гiльбертiв простiр та K− – негативий пiдпростiр скiнченної розмiр-

ностi. Число ind−K := dimK− називається негативним iндексом простору K.
Збiжнiсть у просторi Понтрягiна (K, 〈·, ·〉K) розглядається вiдносно гiльберто-

вої норми

‖h‖2 = 〈h+, h+〉K − 〈h−, h−〉K , h = h+ + h−, h± ∈ K±. (1.52)

Легко бачити, що топологiя у K не залежить вiд вибору розкладання (1.51).

Простiр Понтрягiна (K, 〈·, ·〉K) Cm-значних функцiй на пiдмножинi Ω мно-

жини C називається RKPS (простором Понтрягiна з вiдтворюючим ядром),

якщо ермiтово ядро Kω(λ) : Ω× Ω→ Cm×m таке, що:

(1) для будь-якого ω ∈ Ω та кожного u ∈ Cm вектор-функцiя Kω(λ)u належить

до K;
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(2) для кожного h ∈ K, ω ∈ Ω та u ∈ Cm виконується вiдтворююча тотожнiсть

〈h,Kωu〉K = u∗f(ω). (1.53)

Як вiдомо (див. [73]), для кожного ермiтова ядра Kω(λ) : Ω × Ω → Cm×m iз

скiнченним числом вiд’ємних квадратiв на Ω×Ω iснує єдиний простiр Понтря-

гiна K з вiдтворюючим ядром Kω(λ) та ind−K = sq−K = κ. У випадку κ = 0

доведення цього факту належить Ароншайну [28].

Якщо W ∈ Uκ(jpq), то припущення (ii) в означеннi 1.28 класу Uκ(jpq) га-

рантує, що матриця W (λ) є оборотною в Ω+ за винятком iзольованого набору

точок. Визначимо W в Ω− формулою

W (λ) = jpqW
#(λ)−1jpq = jpqW (λ◦)−∗jpq, (1.54)

якщо λ◦ ∈ h+
W i detW (λ◦) 6= 0. Оскiльки W обмеженого типу, недотична гра-

ниця

W±(µ) = ∠ lim
λ→µ
{W (λ) : λ ∈ Ω±}

iснує м. в. на Ω0; та припущення (ii) в означеннi 1.28 означає, що недотичнi

границi W+(µ) та W−(µ) спiвпадають м. в. на Ω0, тому W в Ω− є псевдоме-

роморфним продовженням W в Ω+. Якщо W (λ) рацiональна, це подовження

мероморфне в C. Символ hW буде використаний для позначення областi голо-

морфностi W у C. Формула (1.54) означає, що W (λ) голоморфна i оборотна

у

ΩW := hW ∩ hW#. (1.55)

Нехай W ∈ Uκ(jpq) та K(W ) – це RKPS асоцiйований з ядром KW
ω (λ). Ядро

KW
ω (λ) поширюється на ΩW за рiвнiстю (1.54) iз збереженням числа κ вiд’ємних

квадратiв [24, Theorem 2.5.2].

Для W ∈ Uκ(jpq) введемо позначення:

L+
W := K(W ) ∩Hm

2 , L−W := K(W ) ∩ (Hm
2 )⊥, LW := K(W ) ∩ L̃m2 .
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2 Правi та лiвi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї

2.1 Клас U rκ(jpq)

Як вiдомо (див. Роздiл 1.3.1), перетворення Потапова-Гiнзбурга jpq-внутрiшнiх

м. ф. є внутрiшньою м. ф. Нагадаємо деякi факти, що стосуються перетво-

рення Потапова-Гiнзбурга узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. За Теоремою 6.8

з [26], для кожної W ∈ Uκ(jpq) матриця w22(λ) є оборотною для всiх λ ∈ h+
W за

винятком не бiльше нiж κ точок в Ω+. Таким чином, перетворення Потапова-

Гiнзбурга S(λ) вiд W (λ) є коректно визначеним при λ ∈ h+
S ∩ h+

W (див. [24])

S(λ) =

[
w11(λ) w12(λ)

0 Iq

][
Ip 0

w21(λ) w22(λ)

]−1

(2.1)

Формулу (2.1) можна переписати у виглядi

S =

[
s11 s12

s21 s22

]
=

[
w11 − w12w

−1
22 w21 w12w

−1
22

−w−1
22 w21 w−1

22

]
. (2.2)

М. ф. S(λ) має унiтарну недотичну границю м. в. на Ω0, тому псевдопродовже-

ння S на Ω− можна задати за допомогою формули S(λ) = (S#(λ))−1.

Формули (1.27) та (2.2) приводять до дуальної формули для S:

S =

[
w#

11 0

w#
12 Iq

]−1 [
Ip w#

21

0 w#
22

]
=

[
w−#

11 w−#
11 w

#
21

−w#
12w

−#
11 w#

22 − w
#
12w

−#
11 w

#
21

]
(2.3)

на h+
S ∩ h+

W#.

Нагадаємо, що м. ф. W = [wij]
2
i,j=1 ∈ Uκ(jpq) належить до класу правих

узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. U rκ(jpq), якщо (див. Означення 1.29)

s21 := −w−1
22 w21 ∈ Sq×pκ . (2.4)

Нехай факторизацiя Крейна-Лангера для s21 має вигляд

s21(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1 (λ ∈ h+
s21

), (2.5)

де b` ∈ Sq×qin , br ∈ Sp×pin , s`, sr ∈ Sq×p.
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Пропозицiя 2.1. Якщо s ∈ Sq×pκ i має факторизацiю Крейна-Лангера (2.5),

то iснує набiр м. ф. c` ∈ Hq×q
∞ , d` ∈ Hp×q

∞ , cr ∈ Hp×p
∞ i dr ∈ Hp×q

∞ , такий, що[
cr dr

−s` b`

][
br −d`
sr c`

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (2.6)

Якщо, крiм того, s ∈ Π, то c`, d`, cr, dr можна вибрати з Π.

Доведення. Перше твердження було доведено в Теоремi 1.27.

Припустимо тепер, що s ∈ Π i, отже s` ∈ Π. Нехай d` рацiональна м. ф. така,

що

b−1
` (Iq − s`d`) ∈ Hq×q

∞ .

Таку м. ф. можна вибрати за допомогою матричного iнтерполяцiйного много-

члена Лагранжа-Сiльвестра. Потiм покладемо

c` := b−1
` (Ip − s`d`),

звiдси отримуємо c` ∈ Hq×q
∞ ∩ Πq×q, оскiльки b`, s`, d` ∈ Π.

Включення cr, dr ∈ Π випливають з (2.6). 2

Як показано в [47], для кожної W ∈ U rκ(jpq) та cr, dr, c`, d` з (2.6), м. ф.

Kr = KW
r := (−w11d` + w12c`)(−w21d` + w22c`)

−1, (2.7)

належить до Hp×q
∞ та допускає представлення

Kr = (−w11d` + w12c`)a2b2 = b1a1(crw
#
21 − drw

#
22), (2.8)

де {b1, b2} ∈ apr(W ). Зрозумiло, що K#
r ∈ Hq×p

∞ (Ω−).

Надалi нам знадобляться наступнi факторизацiї для м. ф. W ∈ U rκ(jpq), якi

було отримано в [47].

Теорема 2.2. [47] Нехай W ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W ) та b`, s`, br, sr визна-

чаються факторизацiєю Крейна-Лангера (2.5). Тодi W допускає факториза-

цiю

W =

[
b1 0

0 b−1
2

][
a−∗1 0

0 a−1
2

][
b∗r −s∗r
−s` b`

]
м. в. на Ω0. (2.9)



46

Теорема 2.3. [47] Нехай W ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W ), b`, s`, br, sr визнача-

ються факторизацiєю Крейна-Лангера (2.5), cr, dr, c` i d` як у Теоремi 1.27

та Kr визначена за формулою (2.7). Тодi W допускає факторизацiї

W = Θ Φ в Ω+ та W = Θ−Φ− в Ω−, (2.10)

де

Θ =

[
b1 Krb

−1
2

0 b−1
2

]
в Ω+, Θ− =

[
b1 0

K#
r b1 b−1

2

]
в Ω−, (2.11)

Φ =

[
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

]
=

[
a1 0

0 a−1
2

][
cr dr

−s` b`

]
в Ω+, (2.12)

Φ− =

[
ϕ−11 ϕ−12

ϕ−21 ϕ−22

]
=

[
a−#

1 0

0 a#
2

][
b#
r −s#

r

d#
` c#

`

]
в Ω−. (2.13)

Крiм того, Φ(λ) i Φ−(λ) є оборотними у Ω+ i Ω−, вiдповiдно, та

Φ−1 =

[
br −d`
sr c`

][
a−1

1 0

0 a2

]
в Ω+,

(Φ−)−1 =

[
c#
r s#

`

−d#
r b#

`

][
a#

1 0

0 a−#
2

]
в Ω−.

(2.14)

З (2.12)–(2.14), випливає, що

Φ ∈ Nm×m
out (Ω+), Φ− ∈ Nm×m

out (Ω−) (m = p+ q). (2.15)

Приклад 2.4. Говорять, що jpq-внутрiшня м. ф. W (λ) називається елемен-

тарною, якщо вона не має нетривiальної факторизацiї в класi jpq-внутрiшнiх

м. ф. Всi елементарнi jpq-внутрiшнi м. ф. вичерпуються набором множникiв

Бляшке-Потапова наступних трьох типiв (див. [63]):

(1) U (1)
ω (λ) = U(Im + (bω(λ)− 1)P ), ω ∈ Ω+, P = P 2 i Pjpq ≥ 0;

(2) U (2)
ω (λ) = U(Im + (bω(λ)− 1)P ), ω ∈ Ω−, P = P 2 i Pjpq ≤ 0;

(3) U (3)
ω (λ) = U(Im − cω(λ)E), ω ∈ Ω0, E

2 = 0 i Ejpq ≥ 0.

Тут U — постiйна jpq-внутрiшня матриця, bω(λ) це елементарнi множники
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Бляшке вигляду

bω(λ) =

{
(λ− ω)/(1− λω), якщо Ω+ = D;

(λ− ω)/(λ− ω), якщо Ω+ = C+.
(2.16)

та

cω(λ) =

{
(ω + λ)/(ω − λ), якщо Ω+ = D, ω ∈ Ω0;

1/(πi(ω − λ)), якщо Ω+ = C+, ω ∈ Ω0.
(2.17)

Якщо Ω+ = C+, то iснує ще один тип множникiв Бляшке-Потапова (четвер-

того типу), що вiдповiдає ω =∞,

U (4)
∞ (λ) = U(Im + iλE) = Uexp(iλE), E2 = 0, EJ ≥ 0.

Елементарнi множники Бляшке-Потапова (1), (2) або (3) називаються

простими, якщо rankP = 1 або rankE = 1, вiдповiдно. Три попереднiх типи

простих множникiв Бляшке-Потапова мають такий вигляд:

U
(1)
ω (λ) = U(Im + (bω(λ)− 1)vv∗jpq), ω ∈ Ω+, v ∈ Cm i v∗jpqv = 1;

U
(2)
ω (λ) = U(Im − (bω(λ)− 1)vv∗jpq), ω ∈ Ω−, v ∈ Cm i v∗jpqv = −1;

U
(3)
ω (λ) = U(Im − cω(λ)vv∗jpq), ω ∈ Ω0, v ∈ Cm i v∗jpqv = 0.

Приклад 2.5. Змiнюючи знак v∗jpqv (v ∈ Cm) у перших двох типах еле-

ментарних множникiв Бляшке-Потапова можна отримати узагальненi jpq-

внутрiшнi м. ф., якi належать до класу U1(jpq):

V (1)
ω (λ) = U(Im − (bω(λ)− 1)vv∗jpq), ω ∈ Ω+, v∗jpqv = −1; (2.18)

V (2)
ω (λ) = U(Im + (bω(λ)− 1)vv∗jpq), ω ∈ Ω−, v∗jpqv = 1. (2.19)

Бiльш того, м. ф. V (i)
ω (λ) (i = 1, 2) в (2.18) та (2.19) належить до класу

U r1 (jpq), якщо вектор v = col{v1, v2} задовольняє умовi v2v
∗
1 6= 0.

2.2 Клас U `κ(jpq)

Введемо пiдклас лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.:

Означення 2.6. Говорять, що м. ф. W ∈ Uκ(jpq) розмiру m×m належить
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до класу лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. U `κ(jpq), якщо

s12 := w12w
−1
22 ∈ Sq×pκ . (2.20)

Класи U `κ(jpq) та U rκ(jpq) не спiвпадають. Проiлюструємо це за допомогою

прикладу:

Приклад 2.7. Нехай Ω+ = D,

W =

[√
2 −λ
−1
√

2λ

]
.

Тодi ядро KW
ω (λ) =

[
−1
√

2
√

2 2

]
має один вiд’ємний квадрат, отже W ∈ U1(j11).

Знайдемо перетворення Потапова-Гiнзбурга м. ф. W (λ)

S(λ) = PG(W (λ)) =

[√
2 −λ

0 1

][
1 −λ
0
√

2λ

]−1

=
1√
2

[
1 −1
1
λ

1
λ

]
.

Звiдси знаходимо s21 = 1√
2λ
, s12 = − 1√

2
. Таким чином, s21 ∈ S1 та s12 ∈ S,

отже W ∈ U r1 (j11), але W /∈ U `1(j11).

Для того, щоб показати зв’язок мiж лiвими та правими узагальненими jpq-

внутрiшнiми м. ф., введемо наступне позначення:

W̃ (λ) =

[
w̃11 w̃21

w̃12 w̃22

]
=

W (λ)∗, якщо Ω+ = D;

W (−λ)∗, якщо Ω+ = C+.
. (2.21)

Пропозицiя 2.8. Нехай W ∈ Uκ(jpq). Тодi:

W ∈ U `κ(jpq)⇐⇒ W̃ ∈ U rκ(jpq). (2.22)

Бiльш того, якщо S(λ) = [sij(λ)]2i,j=1 це перетворення Потапова-Гiнзбурга

м. ф. W (λ), то перетворення Потапова-Гiнзбурга Ŝ(λ) = PG(W̃ (λ)) м. ф.

W̃ (λ) має вигляд

Ŝ(λ) =

[
s̃11(λ) −s̃21(λ)

−s̃12(λ) s̃22(λ)

]
. (2.23)



49

Доведення. Нехай W ∈ U `κ(jpq). Розглянемо перетворення Потапова-

Гiнзбурга вiд W̃

Ŝ(λ) = PG(W̃ (λ)) =

[
ŝ11(λ) ŝ12(λ)

ŝ21(λ) ŝ22(λ)

]
.

Тодi

ŝ21(λ) = −w̃22(λ)−1w̃12(λ) = −(w12w
−1
22 )
∼

= −s̃12(λ) ∈ Sκ. (2.24)

Отже W̃ ∈ U rκ(jpq).

Тепер розглянемо наступнi елементи м. ф. Ŝ:

ŝ22(λ) = w̃22(λ)−1 = s̃22(λ), (2.25)

ŝ11(λ) = w̃11(λ)− w̃21(λ)w̃22(λ)−1w̃12(λ) =

= w̃11(λ)− (w12(λ)w22(λ)−1w21(λ))∼ = s̃11(λ). (2.26)

ŝ12(λ) = w̃21(λ)w̃−1
22 (λ) = −(−w−1

22 w21)
∼

= −s̃21(λ). (2.27)

З формул (2.24) та (2.27) випливає (2.22). 2

Нехай W ∈ Uκ(jpq). Позначимо через T `W лiве дробово-лiнiйне перетворення,

яке вiдповiдає м. ф. W :

T `W [ε] := (ε(λ)w12(λ) + w22(λ))−1(ε(λ)w11(λ) + w21(λ)). (2.28)

Тодi лiве та праве перетворення T `W [ε] i T rW [ε] (див. (1.46)) пов’язанi формулою

T `W [ε] = (T r
W̃

[ε̃])∼. (2.29)

Наступне твердження випливає з (2.29) та Леми 1.31.

Лема 2.9. Нехай W ∈ Uκ1(jpq), ε ∈ Sp×qκ2
. Тодi T `W [ε] ∈ Sp×qκ′ з κ′ ≤ κ2 + κ1.

Наслiдок 2.10. Нехай W ∈ U `κ(jpq) i м. ф. s12 має факторизацiю Крейна-

Лангера:

s12(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1, (λ ∈ h+
s12

). (2.30)

де b` ∈ Sp×pin , br ∈ Sq×qin , s`, sr ∈ Sp×q. Тодi
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(1) лiва факторизацiя Крейна-Лангера м. ф. ŝ21 має вигляд

ŝ21(λ) = −s̃12(λ) = b̃r(λ)−1(−s̃r(λ)), (2.31)

де ŝ`(λ) = −s̃r(λ), b̂`(λ) = b̃r(λ).

(2) права факторизацiя Крейна-Лангера м. ф. ŝ21 має вигляд

ŝ21(λ) = −s̃12(λ) = (−s̃`(λ))b̃`(λ)−1, (2.32)

де ŝr(λ) = −s̃`(λ), b̂r(λ) = b̃`(λ).

(3) тотожнiсть (2.6) для м. ф. ŝ21 набуває вигляд[
c̃` d̃`

s̃r b̃r

][
b̃` −d̃r
−s̃` c̃r

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
, (2.33)

де

ĉ` = c`(ŝ21) = c̃r, d̂` = d`(ŝ21) = d̃r,

ĉr = cr(ŝ21) = c̃`, d̂r = dr(ŝ21) = d̃`,

(4) iснують м. ф. c` ∈ Hp×p
∞ , d` ∈ Hq×p

∞ , cr ∈ Hq×q
∞ , dr ∈ Hq×p

∞ такi, що[
c` sr

d` br

][
b` −s`
−dr cr

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (2.34)

Доведення. Нехай W ∈ U `κ(jpq), то за Пропозицiєю 2.8 W̃ ∈ U rκ(jpq). Нехай

Ŝ(λ) = PG(W̃ ). З формули (2.24) i факторизацiї Крейна-Лангера (2.30) випли-

ває, що

ŝ21(λ) = −s̃12(λ) = −(b`(λ)−1s`(λ))∼ = −s̃`(λ)b̃`(λ)−1

= −(sr(λ)br(λ)−1)∼ = −b̃`(λ)−1s̃`(λ).

Тодi м. ф. ŝ21 допускає факторизацiю

ŝ21 = b̂`(λ)−1ŝ`(λ) = ŝr(λ)̂br(λ)−1,
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де

ŝ`(λ) = −s̃r(λ), b̂`(λ) = b̃r(λ),

ŝr(λ) = −s̃`(λ), b̂r(λ) = b̃`(λ).

I формула (2.6) перепишеться у виглядi[
ĉr d̂r

−ŝ` b̂`

][
b̂r −d̂`
ŝr ĉ`

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (2.35)

Тодi [
c̃` d̃`

s̃r b̃r

][
b̃` −d̃r
−s̃` c̃r

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (2.36)

Отже [
b` −s`
−dr cr

][
c` sr

d` br

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
, (2.37)

[
c` sr

d` br

][
b` −s`
−dr cr

]
=

[
Ip 0

0 Iq

]
. (2.38)

2

Теорема 2.11. Нехай W ∈ U `κ(jpq) та нехай br, b` множники Бляшке-

Потапова, що визначенi факторизацiєю Крейна-Лангера (2.30) м. ф. s12. Тодi

s22br ∈ Sq×q та b`s11 ∈ Sp×p. (2.39)

Доведення. Нехай W ∈ U `κ(jpq), то за Пропозицiєю 2.8 W̃ ∈ U rκ(jpq). Отже з

формул (1.44), (2.25) та (2.26) випливає:

b̃rs̃22 = (s22br)
∼ ∈ Sq×q, s̃11b̃` = (b`s11)

∼ ∈ Sp×p.

Отже s22br ∈ Sq×q, та b`s11 ∈ Sp×p. 2

Означення 2.12. Розглянемо зовнiшньо-внутрiшню факторизацiю м. ф. b`s11

та внутрiшньо-зовнiшню факторизацiю м. ф. s22br

b`s11 = a1b1, s22br = b2a2, (2.40)
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де b1 ∈ Sp×pin , b2 ∈ Sq×qin , a1 ∈ Sp×pout , a2 ∈ Sq×qout . Пару b1, b2 внутрiшнiх множни-

кiв в факторизацiях (2.40) будемо називати лiвою асоцiйованою парою м. ф.

W ∈ U `κ(jpq) та для стислостi будемо писати {b1, b2} ∈ ap`(W ).

Лема 2.13. Нехай W ∈ U `κ(jpq), то {b1, b2} ∈ ap`(W ) тодi i тiльки тодi, коли

{b̃1, b̃2} ∈ apr(W̃ ).

Доведення. З формули (2.40) отримуємо

s̃11b̃` = b̃1ã1, b̃rs̃22 = ã2b̃2 (2.41)

i, таким чином, за Означенням 1.30 маємо {b̃1, b̃2} ∈ apr(W̃ ). 2

Теорема 2.14. Нехай W ∈ U `κ(jpq), {b1, b2} ∈ ap`(W ), c`, d`, cr, dr визначенi

рiвнiстю (2.34) та нехай K` визначена рiвнiстю

K` = b2a2(−drw11 + crw21) = (w#
12c` − w

#
22d`)a1b1. (2.42)

Тодi W допускає факторизацiю

W = Φ1Θ1 в Ω+ та W = Φ−1 Θ−1 в Ω−, (2.43)

де

Θ1 =

[
b1 0

b−1
2 K` b−1

2

]
, Θ−1 =

[
b1 b1K

#
`

0 b−1
2

]
, (2.44)

Φ1 =

[
c` sr

d` br

][
a1 0

0 a−1
2

]
, Φ−1 =

[
b#
` d#

r

s#
` c#

r

][
a−#

1 0

0 a#
2

]
. (2.45)

Доведення. Оскiльки W ∈ U `κ(jpq), то за Пропозицiєю 2.8 i Лемою 2.13 ви-

пливає, що W̃ ∈ U rκ(jpq) i {b̃1, b̃2} ∈ apr(W̃ ). Тодi з Наслiдка 2.10 випливає, що

м. ф.

K̃` := KW̃
r = (−w̃11d̃r + w̃21c̃r)(−w̃12d̃r + w̃22c̃r)

−1

належить до класу Hp×q
∞ i з огляду на (2.8) вона допускає представлення

K̃` = (−w̃11d̃r + w̃21c̃r)ã2b̃2 = b̃1ã1(̃c`w̃
#
12 − d̃`w̃

#
22).
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Отже м. ф. K` = (KW̃
r )̃ можна переписати наступним чином:

K` = b2a2(−drw11 + crw21) = (w#
12c` − w

#
22d`)a1b1 ∈ Hq×p

∞ . (2.46)

За Теоремою 2.3 i Наслiдком 2.10, W̃ допускає факторизацiю

W̃ = Θ̃1Φ̃1 в Ω+, (2.47)

де

Θ̃1 =

[
b̃1 K̃`b̃

−1
2

0 b̃−1
2

]
, Φ̃1 =

[
ã1 0

0 ã−1
2

][
c̃` d̃`

s̃r b̃r

]
. (2.48)

Тодi

W = Φ1Θ1 =

[
c` sr

d` br

][
a1 0

0 a−1
2

][
b1 0

b−1
2 K` b−1

2

]
. (2.49)

Аналогiчно, друга тотожнiсть в (2.10) має вигляд

W̃ = Θ̃−1 Φ̃−1 ,

де

Θ̃−1 =

[
b̃1 0

K̃#
` b̃1 b̃−1

2

]
, Φ̃−1 =

[
ã−#

1 0

0 ã#
2

][
b̃#
` s̃#

`

d̃#
r c̃#

r

]
.

Отже

W = Φ−1 Θ−1 =

[
b#
` d#

r

s#
` c#

r

][
a−#

1 0

0 a#
2

][
b1 b1K

#
`

0 b−1
2

]
. (2.50)

2

Далi отримуємо аналог Теореми 2.2.

Теорема 2.15. НехайW ∈ U `κ(jpq), та нехай {b1, b2} ∈ ap`(W ). ТодiW можна

виразити у термiнах лiвої асоцiйованої пари наступним чином

W =

[
b∗` sr

s∗` br

][
a−∗1 0

0 a−1
2

][
b1 0

0 b−1
2

]
м. в. в Ω0. (2.51)

Доведення. Оскiльки W ∈ U `κ(jpq), то за Пропозицiєю 2.8 W̃ ∈ U rκ(jpq). Тодi
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з Теореми 2.2 i Наслiдка 2.10 випливає, що

W̃ =

[
w̃11 w̃21

w̃12 w̃22

]
=

[
b̃1 0

0 b̃−1
2

][
ã−∗1 0

0 ã−1
2

][
b̃∗` s̃∗`

s̃r b̃r

]
.

Переходячи до W отримуємо

W =

[
b∗` sr

s∗` br

][
a−∗1 0

0 a−1
2

][
b1 0

0 b−1
2

]
.

2

2.3 Клас U `κ(jpq) ∩ U rκ(jpq)

Нехай рацiональна м. ф. G(λ) порядку p× q є мероморфною в Ω+, rank G = n.

Тодi, як показано у роботi [69] (див. с. 56), iснують унiмодулярнi м. ф. M1, M2

розмiру p× p i q × q вiдповiдно, такi, що:

M1GM2 =

[
G′ 0

0 0

]
,

де G′(λ) = diag(g1(λ), .., gn(λ)), gi 6= 0.

Ступiнь Смiта-Макмiллана визначається наступним чином (див. [38], c. 90)

δ(G) = Σn
i=1deg(gi).

Нехай м. ф. G(λ) порядку p× q є мероморфною в Ω+ з розкладом Лорана

G(λ) = (λ− λ0)
−kG−k + · · ·+ (λ− λ0)

−1G−1 +G0 + o(λ− λ0) (2.52)

в околi полюса λ0 ∈ Ω+, G−j ∈ Cp×q (j = 0, 1, .., k).

Полюсна кратнiсть Mπ(G, λ0) визначається як (див. [64])

Mπ(G, λ0) = rankL(G, λ0), L(G, λ0) =


G−k 0
... . . .

G−1 . . . G−k

 . (2.53)
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Полюсна кратнiсть G на Ω+ визначимо наступним чином

Mπ(G,Ω+) =
∑
λ∈Ω+

Mπ(G, λ). (2.54)

Це означення полюсної кратностi у рацiональному випадку збiгається з означе-

нням на основi представлення Смiта-Макмiллана для G (див. [38]).

Пропозицiя 2.16. [47] Нехай H`, Hr ∈ Hp×q
∞ та G` ∈ Hp×p

∞ i Gr ∈ Hq×q
∞ пари

м. ф. для яких G−1
` ∈ Hp×p

κ,∞ та G−1
r ∈ Hq×q

κ,∞ для деякого κ ∈ N ∪ {0}. Тодi:

(i) Пара G`, H` є лiвою взаємно-простою на Ω+ ⇐⇒ Mπ(G−1
` H`,Ω+) =

Mπ(G−1
` ,Ω+).

(ii) Пара Gr, Hr є правою взаємно-простою на Ω+ ⇐⇒ Mπ(HrG
−1
r ,Ω+) =

Mπ(G−1
r ,Ω+).

Наступна лема була вперше доведена у [50] i вiдiграє вирiшальну роль у

подальшому при обчисленi полюсних кратностей

Лема 2.17. Нехай G ∈ Hp×q
κ,∞, H1 ∈ Hp×p

∞ i H2 ∈ Hq×q
∞ . Тодi

Mπ(H1G,Ω+) = Mπ(G,Ω+) =⇒Mπ(H1GH2,Ω+) = Mπ(GH2,Ω+)

i

Mπ(GH2,Ω+) = Mπ(G,Ω+) =⇒Mπ(H1GH2,Ω+) = Mπ(H1G,Ω+).

Лема 2.18. [47] Якщо S = [sij]
2
1 ∈ Sm×mκ i s21 ∈ Sq×pκ i, якщо

[
0 Iq

]
Sh ∈ Hq

2

для деякого h ∈ Hm
2 , то Sh ∈ Hm

2 .

Теорема 2.19. НехайW ∈ U `κ(jpq)∩U rκ(jpq) та S(λ) – перетворення Потапова-

Гiнзбурга. Нехай {b1, b2} i {b1, b2} її права та лiва асоцiйованi пари, що визна-

ченi формулами (1.45) та (2.40), вiдповiдно, множники Бляшке-Патапова b`,

br, b`, br визначенi факторизацiями Крейна-Лангера (2.5) та (2.30). Тодi:

(i) факторизацiя s22 = b−1
` (a2b2) є лiвою взаємно-простою на Ω+;

(ii) факторизацiя s22 = (b2a2)b
−1
r є правою взаємно-простою на Ω+;

(iii) факторизацiя s11 = b−1
` (a1b1) є лiвою взаємно-простою на Ω+;
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(iv) факторизацiя s11 = (b1a1)b
−1
r є правою взаємно-простою на Ω+;

Доведення. (i) Позначимо через κ′ полюсну кратнiсть s22 на Ω+

κ′ := Mπ(s22,Ω+)(≤ κ), (2.55)

через θ позначимо множник Бляшке-Потапова степеня κ′, такий що s22θ ∈ Sq×q.
Тодi s22θu ∈ Hq

2 для кожного u ∈ Cq. За Лемою 2.18[
s12

s22

]
θu ∈ Hm

2 , для усiх u ∈ Cq (2.56)

i отже

Mπ(s12,Ω+) ≤Mπ(

[
s12

s22

]
,Ω+) = κ′ ≤ κ. (2.57)

З iншого боку Mπ(s12,Ω+) = κ, якщо W ∈ U `κ(jpq). Це доводить рiвнiсть

Mπ(s22,Ω+) = κ = Mπ(b−1
` ,Ω+). (2.58)

За Пропозицiєю 2.16 це означає, що факторизацiя s22 = b−1
` (b`s22) є лiвою

взаємно-простою, так, що по (1.38) факторизацiя s22 = b−1
` (a2b2) є також лi-

вою взаємно-простою.

(ii) Нехай м. ф. W̃ (λ) задана формулою (2.21) та нехай Ŝ це перетворен-

ня Потапова-Гiнзбурга вiд W̃ (λ). Тодi за Пропозицiєю 2.8 Ŝ(λ) приймає ви-

гляд (2.23) та, отже, W̃ ∈ U `κ(jpq) ∩ U rκ(jpq).

За формулою (2.55), отримуємо, що κ′ = Mπ(s̃22,Ω+)(≤ κ). Припустимо,

що θ′ – це множник Бляшке-Потапова степеня κ′ такий, що s̃22θ
′ ∈ Sq×q. Тодi

s̃22θ
′u ∈ Hq

2 для кожного u ∈ Cq. За Лемою 2.18[
−s̃21

s̃22

]
θ′u ∈ Hm

2 , для усiх u ∈ Cq (2.59)

i отже

Mπ(−s̃21,Ω+) ≤Mπ(

[
−s̃21

s̃22

]
,Ω+) = κ′ ≤ κ. (2.60)
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З iншого боку Mπ(−s̃21,Ω+) = κ, якщо W̃ ∈ U `κ(jpq). Це доводить рiвнiсть

Mπ(s̃22,Ω+) = κ = Mπ(b̃−1
r ,Ω+). (2.61)

За Пропозицiєю 2.16 це означає, що факторизацiя s̃22 = b̃−1
r (b̃rs̃22) є лiвою

взаємно-простою, так, що по (2.30) факторизацiя s̃22 = b̃−1
r (ã2b̃2) є також

лiвою взаємно-простою. Це доводить справедливiсть (ii).

(iii) & (iv) Розглянемо м. ф.

U(λ) =

[
0 Iq

Ip 0

]
W#(λ)

[
0 Ip

Iq 0

]
=

[
w#

22(λ) w#
12(λ)

w#
21(λ) w#

11(λ)

]
.

Перетворення Потапова-Гiнзбурга S ′ = PG(U) =

[
s′11 s′12

s′21 s′22

]
цiєї м. ф. приймає

вигляд

S ′(λ) = PG(U(λ)) =

[
w#

22(λ) w#
12(λ)

0 Iq

][
Ip 0

w#
21(λ) w#

11(λ)

]−1

=

[
w#

22(λ)− w#
12(λ)w#

11(λ)−1w#
21(λ) w#

12(λ)w#
11(λ)−1

−w#
11(λ)−1w#

21(λ) w#
11(λ)−1

]

=

[
s22(λ) −s21(λ)

−s12(λ) s11(λ)

]
.

Тому, U ∈ U `κ(jpq) ∩ U rκ(jpq). Застосовуючи твердження (i) та (ii) до м. ф. U

отримаємо, що факторизацiї

s11 = b−1
` (a1b1) i s11 = (b1a1)b

−1
r (2.62)

є лiвою взаємно-простою та правою взаємно-простою, вiдповiдно, на Ω+. 2

Наведемо приклад м. ф.W ∈ U `κ(jpq)∩U rκ(jpq) такої, що лiва та права асоцiйованi

пари не спiвпадають.
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Приклад 2.20. Нехай м. ф. W (λ) розмiру 4× 4 задана наступним чином

W (λ) =


4−λ
3λ 0 2λ−2

3λ 0

0 1 0 0

0 0 0 1
2λ−2

3λ 0 4λ−1
3λ 0

 .

Тодi перетворення Потапова-Гiнзбурга S(λ) = PG(W (λ)) вiд W (λ) приймає

вигляд

S(λ) =


4−λ
3λ 0 2λ−2

3λ 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1
2λ−2

3λ 0 4λ−1
3λ 0


−1

=


3

4λ−1 0 2λ−2
4λ−1 0

0 1 0 0

0 0 0 1
2λ−2
4λ−1 0 3λ

4λ−1 0

 .

М. ф. s21(λ) допускає наступну факторизацiю Крейна-Лангера

s21(λ) =

[
0 0

2λ−2
3λ 0

]
= b−1

` s` =

[
1 0

0 4λ−1
4−λ

]−1 [
0 0

2λ−2
4−λ 0

]
,

з множником Бляшке-Потапова b` степеня 1 i тому s21 ∈ S2×2
1 .

Таким чином, враховуючи зовнiшньо-внутрiшню факторизацiю b`s22

b`s22 =

[
1 0

0 4λ−1
4−λ

][
0 1
3λ

4λ−1 0

]
=

[
0 1
3λ

4−λ 0

]
=

[
0 1
3

4−λ 0

][
λ 0

0 1

]
= a2b2,

отримуємо b2 =

[
λ 0

0 1

]
.

З iншого боку, м. ф. s12(λ) допускає факторизацiю Крейна-Лангера

s12(λ) =

[
2λ−2
4λ−1 0

0 0

]
= srb

−1
r =

[
2λ−2
4−λ 0

0 0

][
4λ−1
4−λ 0

0 1

]−1

,

i друга формула в (2.40) приймає вигляд

s22br =

[
0 1
3λ

4λ−1 0

][
4λ−4
4−λ 0

0 1

]
=

[
0 1
3λ

4−λ 0

]
=

[
1 0

0 λ

][
0 1
3

4−λ 0

]
= b2a2.
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Тодi b2 =

[
1 0

0 λ

]
i, таким чином, не спiвпадає з b2.

Аналогiчно, отримуємо b1 = b1 = I2.

2.4 Клас сингулярних узагальнених J-внутрiшнiх матриць-функцiй

2.4.1 Визначення сингулярної узагальненої J-внутрiшньої матрицi-функцiї

Означення 2.21. Будемо говорити, що м. ф. U ∈ Uκ(J) є сингулярною, якщо

U,U−1 ∈ Nm×m
+ . Клас узагальнених сингулярних J-внутрiшнiх м. ф. будемо

позначати USκ (J).

У випадку κ = 0 це означення було введено Д. З. Аровим в [30].

Найпростiший приклад сингулярних jpq-внутрiшнiх м. ф. є множник

Бляшке-Потапова третього типу, що має вигляд

U (3)
ω (λ) =

[
Ip − cω(λ)Ip cω(λ)Iq

−cω(λ)Ip Iq + cω(λ)Iq

]

де cω(λ) визначається формулою (2.17), або множник Бляшке-Потапова четвер-

того типу, що має вигляд

U (4)
∞ (λ) =

[
Ip − iλIp iλIq

−iλIp Iq + iλIq

]
.

(див. [32]).

Нижче ми наведемо приклад сингулярної узагальненої J-внутрiшньої м. ф.

W ∈ U2×2
κ (jpq) у випадку κ = 1.

Приклад 2.22. Нехай W (λ) = U(Im − cω(λ)vv∗jpq),

де

Ω+ = D, v =

[
1

1

]
, ω = 1.

Тодi матриця E = vv∗jpq задовольняє умовi E2 = 0, тобто W (λ) є аналогом

множника Бляшке-Потапова 3-го типу (див. Приклад 2.4) але замiсть умови
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EJ ≥ 0 виконується умова EJ ≤ 0.

W (λ) =
1

2(1− λ)

[
3− λ −1− λ
1 + λ 1− 3λ

]
,

W (λ)JW (µ)∗ =
1

(1− λ)(1− µ∗)

[
2− λ− µ∗ 1− λµ∗

1− λµ∗ λ+ µ∗ − 2λµ∗

]
,

та

KW
µ (λ) =

1

(1− λ)(1− µ∗)

[
−1 −1

−1 −1

]
.

Оскiльки матриця

[
−1 −1

−1 −1

]
має 1 вiд’ємне власне значення, то ядроKW

µ (λ)

має 1 вiд’ємний квадрат у D та J −W (µ)JW (µ)∗ = 0 для м. в. µ ∈ T, отже

W ∈ U r1 (J). Далi, оскiльки detW (λ) ≡ 1, тоW є зовнiшньою, i, таким чином,

W ∈ U r,S1 (J).

Пропозицiя 2.23. Нехай U = U1U2, де Ui ∈ USκi(J), i = 1, 2 узагальненi син-

гулярнi J-внутрiшнi м. ф. Тодi U ∈ USκ (J) для деякого κ ∈ Z+ такого, що

κ ≤ κ1 + κ2.

Доведення. Нехай U1, U2 – узагальненi сингулярнi J-внутрiшнi м. ф. Тодi

U1, U
−1
1 ∈ Nm×m

+ та U2, U
−1
2 ∈ Nm×m

+ , тому U = U1U2 належить до класу Nm×m
+ .

Бiльш того, U−1 = U−1
2 U−1

1 належить до Nm×m
+ . Отже U ∈ Nm×m

out , тобто м. ф.

U є сингулярною.

Включення U ∈ Uκ(J), де κ ≤ κ1 + κ2 це загальний факт, який випливає з

тотожностi

KU
ω (λ) = KU1

ω (λ) + U1(λ)KU2
ω (λ)U1(ω)∗

i Теореми 4.11 з [24] 2

2.4.2 Критерiй сингулярностi в термiнах асоцiйованих пар

Усюди далi будемо вважати, що J = jpq.

Лема 2.24. Нехай W ∈ U rκ(jpq) та {b1, b2} ∈ apr(W ). Тодi W ∈ U rκ(jpq)∩Nm×m
+

тодi i тiльки тодi, коли b2 ≡ const.
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Доведення. 1) Без втрати загальностi ми можемо припустити, що b2 = Iq.

Тодi з (2.10) та (2.11) випливає, що

W =

[
b1 K

0 I

]
Φ,

де Φ ∈ Nm×m
out (Ω+) ⊂ Nm×m

+ . Отже, W ∈ Nm×m
+ ∩ U rκ(jpq).

2) Припустимо тепер, що W ∈ Nm×m
+ . Тодi також WΦ−1 ∈ Nm×m

+ та за

формулою (2.10)

WΦ−1 = Θ =

[
b1 Kb−1

2

0 b−1
2

]
∈ Nm×m

+ ∩ L∞.

Тому, за принципом максимуму Смiрнова (Теорема 1.7)[
b1 Kb−1

2

0 b−1
2

]
∈ Hm×m

∞ ,

i отже b−1
2 ∈ Hm×m

∞ . Таким чином b2 ≡ const. 2

Лема 2.25. Нехай W ∈ U rκ(jpq) та {b1, b2} ∈ apr(W ). Тодi W ∈ U rκ(jpq)∩Nm×m
−

тодi i тiльки тодi, коли b1 ≡ const.

Доведення. 1) Без втрати загальностi припустимо, що b1 = Ip. Тодi з формул

(2.10), (2.11) та (2.12) випливає, що

W =

[
I 0

K# b−1
2 I

]
Φ−,

де Φ− ∈ Nm×m
out (Ω−) ⊂ Nm×m

− . Отде W ∈ Nm×m
− ∩ U rκ(jpq).

2) Навпаки, нехайW ∈ Nm×m
− . ТодiW (Φ−)−1 ∈ Nm×m

− та за формулою (2.10)

W (Φ−)−1 = Θ− =

[
b1 0

K#b1 b−1
2

]
∈ Nm×m

− ∩ L∞.

Таким чином, за принципом максимуму Смiрнова (Теорема 1.7)[
b1 0

K#b1 b−1
2

]
∈ Hm×m

∞ (Ω−),
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i отже b1 ∈ Hm×m
∞ (Ω−). Це доводить, що b1 ≡ const. 2

Теорема 2.26. НехайW ∈ U rκ(jpq) та {b1, b2} ∈ apr(W ). ТодiW є сингулярною

тодi i тiльки тодi, коли b1 ≡ const та b2 ≡ const.

Доведення. Якщо b2 ≡ const, то за Лемою 2.24

W ∈ U rκ(jpq) ∩Nm×m
+ . (2.63)

Якщо b1 ≡ const, то за Лемою 2.25 W ∈ U rκ(jpq) ∩Nm×m
− . З тотожностi

W (λ)jpqW
#(λ) = jpq, (λ ∈ hW ∩ hW#),

випливає, що

W (λ)−1 = jpqW
#(λ)jpq. (2.64)

Оскiльки W ∈ Nm×m
− , то W# ∈ Nm×m

+ . Отже,

W−1 ∈ Nm×m
+ . (2.65)

Беручи до уваги цi двi умови (2.63), (2.65) отримуємо, що W ∈ USκ (jpq) за

Означенням 2.21.

Навпаки, нехай W ∈ U r,Sκ (jpq). Тодi

W ∈ U rκ(jpq) ∩Nm×m
out (Ω+),

i отже W ∈ U rκ(jpq) ∩ Nm×m
+ . За Лемою 2.24 ця умова еквiвалентна умовi b2 ≡

const.

Далi з (2.64) та (2.65) випливає, що W# ∈ Nm×m
out . Отже W ∈ Nm×m

− i за

Лемою 2.25 ця умова еквiвалентна умовi b1 ≡ const. 2

В якостi наслiдка з Лем 2.24, 2.25 i Теореми 2.26, отримуємо наступний резуль-

тат для узагальненого класу лiвих jpq- внутрiшнiх м. ф. U `κ(jpq).

Наслiдок 2.27. [75] Нехай W ∈ U `κ(jpq) i {b1, b2} ∈ ap`(W ). Тодi:

(1) W ∈ U `κ(jpq) ∩N+ тодi i тiльки тодi, коли b2 ≡ const;

(2) W ∈ U `κ(jpq) ∩N− тодi i тiльки тодi, коли b1 ≡ const;



63

(3) W ∈ U `,Sκ (jpq) тодi i тiльки тодi, коли b1 ≡ const i b2 ≡ const.

Наслiдок 2.28. Нехай W ∈ U `κ(jpq) та {b1, b2} ∈ ap`(W ). Тодi W є сингуляр-

ною тодi i тiльки тодi, коли b1 ≡ const та b2 ≡ const.

Доведення. Випливає з Пропозицiї 2.8, Леми 2.13 i Теореми 2.26. 2

2.4.3 Критерiй сингулярностi в термiнах RKPS

У випадку, коли W належить до пiдкласу U rκ(jpq) пiдпростори

L+
W := K(W ) ∩Hm

2 , L−W := K(W ) ∩ (Hm
2 )⊥, LW := K(W ) ∩ L̃m2 (2.66)

можна охарактеризувати наступним чином

Теорема 2.29. ( [47, Theorem 4.19]) Нехай W ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W ), K

визначено як в (2.8), та нехай

H(b1) = Hm
2 	 b1H

m
2 , H∗(b2) = (Hm

2 )⊥ 	 b∗2(Hm
2 )⊥, (2.67)

Γ11 : f ∈ Hq
2 −→ PH(b1)Kf, Γ22 : f ∈ H∗(b2) −→ P(Hp

2 )⊥Kf.

Тодi:

L+
W =

{[
u1

Γ∗11u1

]
: u1 ∈ H(b1)

}
, (2.68)

L−W =

{[
Γ22u2

u2

]
: u2 ∈ H∗(b2)

}
, (2.69)

LW = L+
W +̇L−W . (2.70)

Теорема 2.30. Нехай W ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W ). Тодi

(1) W ∈ U rκ(jpq) ∩N+ тодi i тiльки тодi, коли L−W = {0};

(2) W ∈ U rκ(jpq) ∩N− тодi i тiльки тодi, коли L+
W = {0};

(3) W ∈ U r,Sκ (jpq) тодi i тiльки тодi, коли LW = {0}.
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Доведення. Припустимо, що W ∈ U rκ(jpq) ∩ N+. Тодi за Теоремою 2.24 (1)

b2 ≡ const. Отже

H∗(b2) = (Hm
2 )⊥ 	 b∗2(Hm

2 )⊥ = {0}

та за Теоремою 2.29 отримуємо

L−W = {0}.

I навпаки, якщо L−W = {0}, то за формулою (2.69)[
Γ22

I

]
H∗(b2) = {0},

маємо H∗(b2) = {0}. Тодi b2 ≡ const, i, отже, W ∈ U rκ(jpq) ∩N+.

Аналогiчно еквiвалентнiсть (2) Теореми 2.24 випливає з (1) та (2.68), та еквi-

валентнiсть (3) випливає з (1), (2) та (2.70). 2

Наслiдок 2.31. Нехай W ∈ U `κ(jpq). Тодi:

(1) W ∈ U `κ(jpq) ∩N+ тодi i тiльки тодi, коли L+

W̃
= {0};

(2) W ∈ U `κ(jpq) ∩N− тодi i тiльки тодi, коли L−
W̃

= {0};

(3) W ∈ U `,Sκ (jpq) тодi i тiльки тодi, коли L
W̃

= {0}.

Доведення. Оскiльки W ∈ U `,Sκ (jpq), то W̃ ∈ U r,Sκ (jpq), та за Теоремою 2.30

це можливо тодi i тiльки тодi, коли L
W̃

= {0}. 2

У випадку κ = 0 описи лiнiйного многовиду L±W , LW у виглядi (2.68) та

критерiй сингулярностi м. ф. W ∈ Uκ(jpq) в термiнах LW було представлено

у [32].

2.5 Висновки

Результати глави були представленi в [53,75].

Введено клас U `κ(jpq) лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., який є дуаль-

ним для класу правих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Введено поняття лiвої

асоцiйованої пари {b1, b2} для лiвої узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. W (λ) i
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знайдено факторизацiї м. ф. W (λ) у термiнах лiвої асоцiйованої пари {b1, b2}.
Введено поняття сингулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. та отримано

критерiї її сингулярностi як у термiнах асоцiйованої пари, так i у термiнах про-

сторiв Понтрягiна з вiдтворюючим ядром.
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3 Регулярнi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї та

їх факторизацiя

3.1 Факторизацiя jpq-внутрiшнiх матриць-функцiй

У роботi Д. З. Арова було доведено, що для м. ф. W ∈ U(jpq), яка допускає

представлення

W = W (1)W (2), де W (1),W (2) ∈ U(jpq) та {b1, b2} ∈ ap(W ),

{b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ ap(W (1)),

b
(1)
1 є лiвим дiльником b1 та b

(1)
2 є правим дiльником b2, див. [30], [34, Lemma 4.28].

У цьому роздiлi буде доведено аналог цього твердження для узагальнених пра-

вих i лiвих jpq-внутрiшнiх м. ф. Спiввiдношення мiж RKPS’s, що вiдповiдають

W , W (1) i W (2) представлено у наступному твердженнi.

Теорема 3.1. [24, Theorem 4.11] Нехай м. ф. W (λ) допускає факторизацiю

W = W (1)W (2), W (1) ∈ Uκ1(jpq), W (2) ∈ Uκ2(jpq). (3.1)

Тодi W ∈ Uκ(jpq), де κ ≤ κ1 + κ2 i

K(W ) ⊆ K(W (1)) +W (1)K(W (2), (3.2)

де K(W ), K(W (1)) i K(W (2)) це простори Понтрягiна з вiдтворюючими ядрами

KW
ω (λ), KW (1)

ω (λ) i KW (2)

ω (λ), вiдповiдно. Наступнi умови еквiвалентнi:

1. κ = κ1 + κ2;

2. K(W (1)) ⊂ K(W ) i це вкладення є стискаючим;

3. K(W (1)) ∩W (1)K(W (2)) є гiльбертовим пiдпростором в K(W ),

у цьому випадку в (3.2) буде рiвнiсть. Бiльш того, K (W (1)) iзометрiчно вкла-

дено в K(W ) тодi i тiльки тодi, коли K(W (1)) ∩ W (1)K(W (2)) = {0}, та

рiвнiсть (3.2) є ортогональною сумою

K(W ) = K(W (1))[+]W (1)K(W (2). (3.3)
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Важливiсть умови (1) з Теореми 3.1 проiлюструємо наступним прикладом:

Приклад 3.2. Нехай Ω+ = D i м. ф. U (1)(λ), U (2)(λ) заданi наступним чином

U (1)(λ) =
1

2(1− λ)

[
3− λ −λ− 1

1 + λ 1− 3λ

]
,

U (2)(λ) =
1

2(1− λ)

[
1− 3λ λ+ 1

−1− λ 3− λ

]
.

Тодi вiдповiднi ядра KU (1)

ω (λ) та KU (2)

ω (λ) мають вигляд

KU (1)

ω (λ) =
−1

(1− λ)(1− ω̄)

[
1 1

1 1

]
,

KU (2)

ω (λ) =
1

(1− λ)(1− ω̄)

[
1 1

1 1

]
.

Ядро KU (1)

ω (λ) має 1 вiд’ємний квадрат, а ядро KU (2)

ω (λ) є позитивним, тому

U (1) ∈ U r1 (j11), U (2) ∈ U(j11) та

K(U (1)) = K(U (2)) = U (1)K(U (2)) = span

{
1

1− λ

[
1

1

]}
.

Але

U(λ) = U (1)(λ)U (2)(λ) ≡ I

i отже в силу Теореми 3.1

K(U) = {0} 6= K(U (1)) + U (1)K(U (2)).

У цьому прикладi всi припущення Теореми 3.1 виконано окрiм (1). Зауважимо,

що U (1) ∈ U r,S1 (j11), так як s(1)
21 ∈ S1 i detU (1) ≡ 1.

Наведемо Теорему Лiча (Теорема 8 з [25]) у наших позначеннях.

Теорема 3.3. Нехай W ∈ Uκ(jpq) i W (1) ∈ Uκ1(jpq), де 0 ≤ κ1 ≤ κ, κ1 = κ− κ1.

Тодi наступнi умови еквiвалентнi

(i) W (λ) допускає факторизацiю W (λ) = W (1)(λ)W (2)(λ), де W (2) ∈ Uκ2(jpq).
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(ii) ядро
W (1)(λ)jpqW

(1)(ω)∗ −W (λ)jpqW (ω)∗

ρω(λ)

має κ2 вiд’ємних квадрата.

Лема 3.4. Нехай м. ф. W ∈ U rκ(jpq) допускає факторизацiю (3.1), де κ1 +κ2 =

κ. Тодi:

(i) W (1) ∈ U rκ1(jpq);

(ii) Для {b1, b2} ∈ apr(W ) та {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ apr(W (1)) маємо

θ1 := (b
(1)
1 )−1b1 ∈ Sp×pin , θ2 := b2(b

(1)
2 )−1 ∈ Sq×qin . (3.4)

Доведення. Доведення подiлимо на етапи.

1. Перевiримо (i): Нехай м. ф. W , W (k) та їх перетворення Потапова-Гiнзбурга

S, S(k) (k = 1, 2), якi визначенi формулою (2.1), мають блочнi представлення:

W = (wij)
2
i,j=1, W (k) = (w

(k)
ij )2

i,j=1,

S = (sij)
2
i,j=1, S(k) = (s

(k)
ij )2

i,j=1, k = 1, 2,
(3.5)

З рiвностi W = W (1)W (2) випливає, що

w21 = w
(1)
21 w

(2)
11 + w

(1)
22 w

(2)
21 , w22 = w

(1)
21 w

(2)
12 + w

(1)
22 w

(2)
22 . (3.6)

Оскiльки W ∈ U rκ(jpq) та W (1) ∈ Uκ1(jpq), то за Теоремою 6.8 з [26] м. ф. w22(λ)

та w(1)
22 (λ) є оборотними для кожного λ ∈ (h+

W ∩ h+
W (1)) окрiм скiнченного числа

точок i

s21 = −w−1
22 w21 ∈ Sp×qκ , s

(1)
21 = −(w

(1)
22 )−1w

(1)
21 ∈ S

p×q
κ′ , де κ′ ≤ κ1. (3.7)

З формули (3.6) отримуємо, що

w−1
22 w21 = (w

(1)
21 w

(2)
12 + w

(1)
22 w

(2)
22 )−1(w

(1)
21 w

(2)
11 + w

(1)
22 w

(2)
21 )

= (−s(1)
21 w

(2)
12 + w

(2)
22 )−1(−s(1)

21 w
(2)
11 + w

(2)
21 ). (3.8)
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З умови, що W (2) ∈ Uκ2(jpq) та Лемми 2.9 випливає, що

w−1
22 w21 = T `W (2)[−s(1)

21 ] ∈ Sq×pκ′′ , де κ′′ ≤ κ′ + κ2. (3.9)

З iншого боку w−1
22 w21 ∈ Sq×pκ , так як за припущеннямW ∈ U rκ(jpq). Порiвнюючи

рiвнiсть κ = κ′′ з (3.9) отримуємо

κ = κ′′ ≤ κ′ + κ2 ≤ κ1 + κ2 = κ (3.10)

З (3.10) випливає, що в (3.10) має мiсце рiвнiсть, тому κ′ = κ1. У наслiдок цього,

s
(1)
21 ∈ Sp×qκ1

. Це доводить, що W (1) ∈ U rκ1(jpq).
2. Перевiримо (ii): Нехай K(W ) – простiр з вiдтворюючим ядром (1.41) та

K(W (j)) (j = 1, 2) простори з вiдтворюючими ядрами

KW (j)

ω (λ) =
jpq −W (j)(λ)jpqW

(j)(ω)∗

ρω(λ)
(j = 1, 2).

З Теореми 3.1 випливає, що

K(W ) ∩Hm
2 ⊃ K(W (1)) ∩Hm

2 , K(W ) ∩ (Hm
2 )⊥ ⊃ K(W (1)) ∩ (Hm

2 )⊥.

Використовуючи формули для K(W ) ∩ Hm
2 та K(W ) ∩ (Hm

2 )⊥ з Теореми 2.29

отримуємо

H(b1) ⊇ H(b
(1)
1 ), H∗(b2) ⊇ H∗(b(1)

2 ). (3.11)

Включення (3.11) еквiвалентнi (3.4). 2

Як показує наступний приклад, припущення W ∈ U rκ(jpq) з Леми 3.4 має

важливе значення.

Приклад 3.5. Нехай Ω+ = D. Розглянемо м. ф.

W (1)(λ) =
1√
3

[
2 λ

1 2λ

]
∈ U r1 (j11),

W (2)(λ) =

[
λ 0

0 λ

]
∈ U1(j11) \ U `1(j11),
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та нехай

W (λ) = W (1)(λ)W (2)(λ).

Тодi

W (λ) =
1√
3

[
2 λ

1 2λ

][
λ 0

0 λ

]
=

1√
3

[
2λ λ2

λ 2λ2

]
.

Ядро:

KW
ω (λ) =

[
1 0

0 −1

]
− λω

3

[
1 2

2 4

]
має 2 вiд’ємних квадрати, отже W ∈ U2(j11). Однак, W 6∈ U r2 (j11), оскiльки

s21 = − 1
2λ ∈ S1. Це показує, що зворотнє твердження до Леми 3.4 (i) не є

вiрним.

Наступне твердження є дуальною версiєю Леми 3.4.

Лема 3.6. Нехай W ∈ U `κ(jpq) допускає факторизацiю (3.1), де κ1 + κ2 = κ.

Тодi:

(i) W (2) ∈ U `κ2(jpq);

(ii) Якщо {b1, b2} ∈ ap`(W ) та {b(2)
1 , b

(2)
2 } ∈ ap`(W (2)), то маємо

ϑ1 := b1(b
(2)
1 )−1 ∈ Sp×pin , ϑ2 := (b

(2)
2 )−1b2 ∈ Sq×qin . (3.12)

Доведення. Якщо W ∈ U `κ(jpq) та {b1, b2} ∈ ap`(W ), то, як показано в Ле-

мi 2.13, {b̃1, b̃2} ∈ apr(W̃ ) та W̃ ∈ U rκ(jpq) згiдно з формулою (2.22). Викори-

стовуючи Лему 3.4, отримуємо W̃ = W̃ (2)W̃ (1), де W̃ (2) ∈ U rκ2(jpq). Застосовую-

чи (2.22) одержимо твердження (i).

Далi, якщо {b(2)
1 , b

(2)
2 } ∈ ap`(W (2)), то в силу Леми 2.13, {b̃(2)

1 , b̃
(2)
2 } ∈

apr(W̃ (2)) та за Лемою 3.4

(b̃
(2)
1 )−1b̃1 ∈ Sp×pin , b̃2(b̃

(2)
2 )−1 ∈ Sq×qin . (3.13)

Цi включення еквiвалентнi (3.12). 2

Наслiдок 3.7. Нехай W ∈ U rκ(jpq) допускає факторизацiю (3.1), де κ1 = κ,

κ2 = 0. Тодi W (1) ∈ U rκ(jpq) та, якщо {b1, b2} ∈ apr(W ) i {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ apr(W (1)),

то (3.4) виконано.
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Наслiдок 3.8. Нехай W ∈ U `κ(jpq) допускає факторизацiю (3.1), з κ1 = 0,

κ2 = κ. ТодiW (2) ∈ U `κ(jpq) та, якщо {b1, b2} ∈ ap`(W ) i {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ ap`(W (2)),

то (3.12) виконано.

Лема 3.9. Нехай W ∈ U rκ(jpq) допускає факторизацiю (3.1), де

W (1) ∈ U rκ1(jpq), W (2) ∈ U `κ2(jpq), κ = κ1 + κ2,

та нехай {b1, b2} ∈ apr(W ), {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ apr(W (1)), {b(2)

1 , b
(2)
2 } ∈ ap`(W (2)). Тодi

deg b1 ≥ deg b(1)
1 + deg b

(2)
1 , deg b2 ≥ deg b(1)

2 + deg b
(2)
2 . (3.14)

Якщо, окрiм цього, W (1) ∈ L̃m2 , то виконуються наступнi рiвностi

deg b1 = deg b(1)
1 + deg b

(2)
1 , deg b2 = deg b(1)

2 + deg b
(2)
2 . (3.15)

Доведення. 1. Отримаємо формули для елементiв s11(λ) та s22(λ) пере-

творення Потапова-Гiнзбурга S(λ) м. ф. W (λ). Нехай м. ф. W (λ), W (k)(λ)

та їх перетворення Потапова-Гiнзбурга S(λ), S(k)(λ) (k = 1, 2), що визначенi

формулою (2.1), мають блочне представлення (3.5). Використовуючи рiвнiсть

w11 = w
(1)
11 w

(2)
11 + w

(1)
12 w

(2)
21 (3.16)

та (2.3) отримуємо наступнi рiвностi, що є вiрними на h+
S ∩ h+

W#

s11 = w−#
11 =

(
(w

(2)
11 )#(w

(1)
11 )# + (w

(2)
21 )#(w

(1)
12 )#

)−1

= (w
(1)
11 )−#

(
Ip + (w

(2)
11 )−#(w

(2)
21 )#(w

(1)
12 )#(w

(1)
11 )−#

)−1

(w
(2)
11 )−#

= s
(1)
11 (Ip − s(2)

12 s
(1)
21 )−1s

(2)
11 . (3.17)

Аналогiчно, з (3.6) та (2.2) випливає, що

w22 = w
(1)
22 (Iq − s(1)

21 s
(2)
12 )w

(2)
22 , (3.18)

s22 = w−1
22 = s

(2)
22 (Iq − s(1)

21 s
(2)
12 )−1s

(1)
22 . (3.19)

2. Перепишемо факторизацiї у (3.18) та (3.19) у термiнах асоцiйованих пар
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для м. ф. W (λ), W (1)(λ) та W (2)(λ).

Оскiльки W ∈ U rκ(jpq), W (1) ∈ U rκ1(jpq) та W (2) ∈ U `κ2(jpq), то

s21 ∈ Sp×qκ , s
(1)
21 ∈ Sp×qκ1

, s
(2)
12 ∈ Sp×qκ2

Нехай b`, br, b
(1)
` , b(1)

r , b(2)
` та b

(2)
r – внутрiшнi множники, що визначенi фактори-

зацiєю Крейна-Лангера м. ф. s21, s
(1)
21 , s

(2)
12 :

s21 = b−1
` s` = srb

−1
r ,

s
(1)
21 = (b

(1)
` )−1s

(1)
` = s(1)

r (b(1)
r )−1,

s
(2)
12 = (b

(2)
` )−1s

(2)
` = sr(b

(2)
r )−1.

Тодi, як випливає з [47, Theorem 4.6] (див. (1.45)) та [75, Theorem 3.8]

b`s22, b
(1)
` s

(1)
22 , s

(2)
22 b

(2)
r ∈ Sq×q, s11br, s

(1)
11 b

(1)
r , b

(2)
` s

(2)
11 ∈ Sp×p.

Розглянемо внутрiшньо-зовнiшнi (i зовнiшньо-внутрiшнi, вiдповiдно) фактори-

зацiї для цих м. ф.

s11br = b1a1, b`s22 = a2b2, (3.20)

s
(1)
11 b

(1)
r = b

(1)
1 a

(1)
1 , b

(1)
` s

(1)
22 = a

(1)
2 b

(1)
2 , (3.21)

b
(2)
` s

(2)
11 = a

(2)
1 b

(2)
1 , s

(2)
22 b

(2)
r = b

(2)
2 a

(2)
2 , (3.22)

де b1, b
(1)
1 , b

(2)
1 ∈ S

p×p
in , b2, b

(1)
2 , b

(2)
2 ∈ S

q×q
in , a1, a

(1)
1 , a

(2)
1 ∈ S

p×p
out , a2, a

(1)
2 , a

(2)
2 ∈ S

q×q
out .

Помножимо (3.17) на br справа та, використовуючи (3.20)-(3.22), отримуємо

b1a1 =s
(1)
11 (Ip − (b

(2)
` )−1s

(2)
` s(1)

r (b(1)
r )−1)−1s

(2)
11 br

= b
(1)
1 a

(1)
1 (b

(2)
` b(1)

r − s
(2)
` s(1)

r )−1a
(2)
1 b

(2)
1 br. (3.23)

Аналогiчно, помножимо (3.19) на b` злiва та, використовуючи (3.20)-(3.22),

отримуємо

a2b2 = b`s
(2)
22 (Iq − (b

(1)
` )−1s

(1)
` s(2)

r (b(2)
r )−1)−1(b

(1)
` )
−1
a

(1)
2 b

(1)
2

= b`b
(2)
2 a

(2)
2 (b

(1)
` b(2)

r − s
(1)
` s(2)

r )−1a
(1)
2 b

(1)
2 . (3.24)

3. Перевiримо (3.14): Нехай θ1, θ2 м. ф., що визначенi формулами (3.4). Тодi
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з (3.23) та (3.24) випливає, що

θ1a1 = a
(1)
1 (b

(2)
` b(1)

r − s
(2)
` s(1)

r )−1a
(2)
1 b

(2)
1 br, (3.25)

(b
(2)
` b(1)

r − s
(2)
` s(1)

r )(a
(1)
1 )−1θ1a1 = a

(2)
1 b

(2)
1 br. (3.26)

За узагальненою Теоремою Руше (Теорема 1.6)

Mζ(b
(2)
` b(1)

r − s
(2)
` s(1)

r ,Ω+) ≤ κ. (3.27)

З iншого боку

Mζ(a
(2)
1 b

(2)
1 br,Ω+) = deg br + deg b

(2)
1 = κ+ deg b

(2)
1 . (3.28)

Тепер (3.27), (3.28) означають нерiвнiсть

κ+ deg b
(2)
1 ≤ κ+ deg θ = κ+ deg b1 − deg b

(1)
1 , (3.29)

що збiгається з першою нерiвнiстю в (3.14).

Аналогiчно, з (3.24) випливає, що

a2θ2(a
(1)
2 )−1(b

(1)
` b(2)

r − s
(1)
` s(2)

r ) = b`b
(2)
2 a

(2)
2 . (3.30)

Порiвнюючи нульовi кратностi обох частин (3.30) та використовуючи Теоре-

му 1.6 отримаємо нерiвнiсть

deg b
(2)
2 + κ =Mζ(b`b

(2)
2 a

(2)
2 ,Ω+) =Mζ(θ2(a

(1)
2 )−1(b

(1)
` b(2)

r − s
(1)
` s(2)

r ),Ω+)

≤ κ+ deg b2 − deg b
(1)
2 , (3.31)

що збiгається з другою нерiвнiстю в (3.14).

4. Перевiримо (3.15): Використовуючи [47, Lemma 4.22] та припущення

W (1) ∈ L̃m×m2 маємо, що

(Ip − εs(1)
21 )−1 ∈ L̃p×p1 i (Ip − s(1)

21 ε)
−1 ∈ L̃p×p1 .

для усiх ε ∈ Sp×q. Тодi, за узагальненою Теоремою Руше (Теорема 1.6) отриму-
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ємо

Mζ(b
(2)
` b(1)

r − s
(2)
` s(1)

r ,Ω+) =Mζ(b
(1)
` b(2)

r − s
(1)
` s(2)

r ,Ω+) = κ. (3.32)

Тому нерiвностi (3.29), (3.31) перетворюються на рiвностi (3.15). 2

Лема 3.10. Нехай W ∈ U rκ(jpq) та W = W (1)W (2), де W (1) ∈ U rκ1(jpq), W
(2) ∈

U `κ2(jpq) та κ = κ1 + κ2. Тодi має мiсце наступна iмплiкацiя

apr(W (1)) = apr(W )⇒ W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq). (3.33)

Якщо, окрiм цього, W (1) ∈ L̃m2 , то справедливо i зворотнє твердження, i,

отже, буде справедлива еквiвалентнiсть

apr(W (1)) = apr(W )⇐⇒ W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq). (3.34)

Доведення. Припустимо, що apr(W (1)) = apr(W ), тобто

b1 = b
(1)
1 θ1, b2 = θ2b

(1)
2 (3.35)

для деяких постiйних унiтарних матриць θ1, θ2. Тодi, за Лемою 3.9 deg b
(2)
1 = 0

та deg b
(2)
2 = 0. З огляду на Теорему 2.24 це означає, що W (2) ∈ U `,Sκ (jpq).

I навпаки, якщо W (1) ∈ L̃m×m2 та W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq), то за Теоремою 2.24

deg b
(2)
1 = 0 та deg b

(2)
2 = 0. Тепер використуючи друге твердження Леми 3.9,

отримуємо рiвнiсть apr(W (1)) = apr(W ). 2

У випадку κ2 = 0 попередня Лема приймає вигляд.

Наслiдок 3.11. НехайW ∈ U rκ(jpq) та нехайW = W (1)W (2), деW (1) ∈ U rκ(jpq),

W (2) ∈ U(jpq). Тодi має мiсце наступна iмплiкацiя:

apr(W (1)) = apr(W )⇒ W (2) ∈ US(jpq). (3.36)

Якщо, окрiм цього, W (1) ∈ L̃m2 , то справедливо i зворотнє твердження, i,

отже, має мiсце наступна еквiвалентнiсть

apr(W (1)) = apr(W )⇐⇒ W (2) ∈ US(jpq). (3.37)
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3.2 Регулярнi узагальненi jpq-внутрiшнi матриць-функцiї

Означення 3.12. М. ф. W ∈ U rκ(jpq) називається право-регулярною узагаль-

неною jpq-внутрiшньою, якщо для кожної факторизацiї

W = W (1)W (2), W (1) ∈ U rκ1(jpq), W (2) ∈ U `κ2(jpq), (3.38)

з κ1 + κ2 = κ припущення W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq) означає, що W (2) (λ) ≡ const.

Аналогiчно, м. ф. W ∈ U `κ(jpq) називається лiво-регулярною узагальненою

jpq-внутрiшньою, якщо для кожної факторизацiї (3.38) з κ1 + κ2 = κ припу-

щення W (1) ∈ USκ1(jpq) означає, що W (1)(λ) ≡ const.

Щоб довести наступну теорему, нам знадобиться наступний результат [35,

Theorems 4.1 i 4.2] сформульований у термiнах резольвентного оператора Rα,

що дiє у просторi з вiдтворюючим ядром K(W ) (W ∈ Uκ(jp,q)) за формулою

(Rαf)(λ) =
f(λ)− f(α)

λ− α
, f ∈ K(W ), λ, α ∈ hW .

Нагадаємо, що K(W ) позначає RKPS з вiдтворюючим ядром KW
ω (λ).

Теорема 3.13. Нехай K – це RKPS вектор-функцiй в Cm, голоморфних на

областi визначення hK з вiд’ємним iндексом κ ∈ N ∪ {0}. Вiн є простором

K(W ) для деякої W ∈ Uκ(jpq), тодi i тiльки тодi, коли виконанi наступнi

три умови:

(1) простiр K є iнварiантним вiдносно Rα для усiх α ∈ hK;

(2) для всiх α, β ∈ hK та f, g ∈ K виконана одна з наступних рiвностей

[f, g]K + α[Rαf, g]K + β[f,Rβg]K−

− (1− αβ)[Rαf,Rβg]K = g(β)∗jpqf(α), (3.39)

у випадку Ω+ = D, або

[Rαf, g]K − [f,Rβg]K − (α− β)[Rαf,Rβg]K

= 2πig(β)∗jpqf(α), (3.40)

у випадку Ω+ = C+;
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(3) hK ∩ Ω0 6= ∅.

Нагадаємо, що гiльбертiв простiр з вiдтворючим ядром K(W ) вперше був

охарактеризований Л. де Бранжем [43] у випадку Ω+ = C+, випадок кола роз-

глядав Дж. Болл [37]; унiфiкована версiя обох випадкiв, що застосовується до

просторiв Крейна представлена в [35].

Наступна теорема забезпечує iснування певної факторизацiї вигляду (3.1).

У цьому роздiлi ми представимо деякi достатнi умови для узагальнених jpq-

внутрiшнiх м. ф.W ∈ U rκ(jpq) (W ∈ U `κ(jpq)) для визначення такої факторизацiї.

Теорема 3.14. Нехай W ∈ U rκ(jpq), K(W ) – це простiр Понтрягiна з вiд-

творюючим ядром KW
ω (λ), визначеним рiвнiстю (1.41), та нехай LW :=

K(W ) ∩ L̃m2 , κ1 = ind−(LW ), κ2 = κ− κ1. Припустимо, що:

(A1) hW ∩ Ω0 6= ∅;

(A2) замикання LW вiд LW є невиродженим пiдпростором в K(W ).

Тодi м. ф. W (λ) допускає факторизацiю (3.1), таку, що:

(i) RKPS K(W (1)) спiвпадає з LW та iзометрично вкладений в K(W );

(ii) LW (1) = LW та apr(W (1)) = apr(W ).

Доведення. 1. Перевiрка того, що замикання LW вiд LW є RKPS.

Дiйсно, LW є невиродженим пiдпростором в K(W ) та тому LW – це простiр

Понтрягiна з вiд’ємним iндексом κ1. Оскiльки K(W ) це RKPS, то оператор

евалюцiї E(λ) є обмеженим як оператор, що дiє з K(W ) в Cm. Вiдтворююче

ядро для K(W ) задано формулою

Kω(λ) = E(λ)E(ω)∗.

Нехай F (λ) звуження E(λ) на LW , [24]. F (λ) це обмежений оператор з LW у

Cm. Вiдтворююче ядро LW має вигляд

K(1)
ω (λ) = F (λ)F (ω)∗.
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2. Перевiрка того, що RKPS LW це простiр K(W (1)), тобто його ядро може

бути представлено наступним чином

K(1)
ω (λ) = KW (1)

ω (λ) :=
jpq −W (1)(λ)jpqW

(1)(ω)∗

ρω(λ)
,

для деякого W (1) ∈ Uκ1(jpq).
Перевiримо умови (1) – (3) з Теореми 3.13 для RKPS LW . Умова (1) викона-

на, оскiльки лiнеал LW є iнварiантним для всiх α ∈ hW . Умова (2) виконана,

оскiльки виконана тотожнiсть де Бранжа для усiх f, g ∈ K(W ) та LW ⊂ K(W ).

Остання умова випливає з (A1). Отже, LW це простiр Понтрягiна K(W (1)) з

вiдтворюючим ядром KW
ω (λ) для деякого W (1) ∈ Uκ1(jpq).

3. Побудова м. ф. W (2) ∈ Uκ2(jpq) такої, що виконано (3.1).

Нехай P – ортогональний проектор в K(W ) на

K(W (1)) := LW . (3.41)

Тодi

PE(·)E(ω)∗|LW = F (·)F (ω)∗ (ω ∈ hW ).

Дiйсно, для всiх f ∈ K(W (1)) та u ∈ Km отримуємо

〈f, P (E(·)E(ω)∗u〉K(W (1)) = 〈f, E(·)E(ω)∗u〉K(W )

= u∗f(ω) = 〈f, F (·)F (ω)∗u〉K(W (1)).
(3.42)

Нехай ядро K
(2)
ω (λ) визначено наступним чином

K(2)
ω (λ) = Kω(λ)− K(1)

ω (λ) (ω, λ ∈ hW ).

Ядро K
(2)
ω (λ) має κ2 = κ−κ1 вiд’ємних квадрати. Дiйсно, для кожного u, v ∈ Km

маємо

〈K(2)
ω (λ)u, v〉 = 〈E(ω)∗u,E(λ)∗v〉K(W ) − 〈F (ω)∗u, F (λ)∗v〉K(W )

= 〈(1− P )E(ω)∗u, (1− P )E(λ)∗v〉K(W ).
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Отже, одержуємо рiвнiсть

n∑
j,k=1

〈K(2)
ωj

(ωk)uj, uk〉ξjξk

=
n∑

j,k=1

〈(I − P )E(ωj)
∗uj, (I − P )E(ωk)

∗uk〉K(W )ξjξk

яка показує, що K
(2)
ω (λ) має κ2 вiд’ємних квадрата.

За Теоремою Лiча 3.3 ця м. ф. W (2) ∈ Pκ2(jpq) є такою, що W (λ) =

W (1)(λ)W (2)(λ). Бiльш того, W (2) ∈ Uκ2(jpq), оскiльки обидвi м. ф. W (λ) та

W (1)(λ) мають jpq-унiтарнi недотичнi границi м. в. на Ω0.

4. Перевiрка того, що W (1) ∈ U rκ1(jpq), ap
r(W (1)) = apr(W ).

Включення W (1) ∈ U rκ1(jpq) доведене у Лемi 3.4. Тепер з [26, Theorem 6.14]

випливає, що

K(W ) = K(W (1))[u]W (1)K(W (2)). (3.43)

Рiвнiсть (3.43) випливає з твердження (ii). Бiльш того, з (3.43) отримуємо, що

LW (1) = K(W (1)) ∩ L̃m2 ⊂ K(W ) ∩ L̃m2 = LW .

З iншого боку з (3.41) випливає, що

LW (1) = K(W (1)) ∩ L̃m2 = LW ∩ L̃m2 ⊃ LW .

У наслiдок цього, LW (1) = LW i тому apr(W (1)) = apr(W ) за Теоремою 2.29. Це

завершує доказ. 2

Наслiдок 3.15. Нехай W ∈ U rκ(jpq) ∩ U `κ(jpq) та виконанi припущення Теоре-

ми 3.14, W (1) ∈ U rκ1(jpq) i W (2) ∈ U `κ2(jpq) м. ф., що визначенi в Теоремi 3.14.

Тодi

W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq). (3.44)

Доведення. ОскiлькиW ∈ U rκ(jpq)∩U `κ(jpq),W (1) ∈ U rκ1(jpq) таW
(2) ∈ U `κ2(jpq),

то за Теоремою 3.14 має мiсце рiвнiсть

apr(W (1)) = apr(W ). (3.45)
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За Лемою 3.10 з цiєї рiвностi випливає, що W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq). 2

Наслiдок 3.16. Нехай виконанi припущення Теореми 3.14, W ∈ U rκ(jpq),

W (1) ∈ U rκ(jpq) i W (2) ∈ U(jpq) – це м. ф., що побудованi в Теоремi 3.14, та

нехай ind−LW = κ. Тодi W (2) ∈ U `,S(jpq).

Доведення. Оскiльки ind−LW = κ, простiр LW = (K(W ) ∩ L̃m2 ) є невиро-

дженим, тобто припущення (A2) виконано, то за Теоремою 3.14 iснують м. ф.

W (1) ∈ U rκ(jpq) i W (2) ∈ U(jpq) такi, що W = W (1)W (2) i (3.45) виконано. За

Наслiдком 3.11 W (2) ∈ US(jpq). 2

У наступнiй лемi ми знайдемо достатнi умови для регулярностi м. ф. W (λ).

Нагадаємо, що Rm×m множину рацiональних m×m м. ф.

Лема 3.17. Нехай W ∈ U rκ(jpq) i виконанi припущення Теореми 3.14, i

ind−LW = κ. Тодi справедливi наступнi iмплiкацiї:

1. W ∈ U r,Rκ (jpq) =⇒ LW = K(W );

2. K(W̃ ) ⊂ L̃m×m2 =⇒ W ∈ U r,Rκ (jpq);

3. W ∈ L̃m×m2 ∩Rm×m =⇒ W ∈ U r,Rκ (jpq).

Доведення. За Теоремою 3.14 i Наслiдком 3.16 W допускає факторизацiю

W = W (1)W (2), де W (1) ∈ U rκ(jpq) i W (2) ∈ US(jpq).

(1) Нехай W ∈ U r,Rκ (jpq) i припустимо, що LW = K(W ) ∩ L̃m2 6= K(W ). Тодi

K(W (1)) = K(W ) ∩ L̃m2 6= K(W ), (3.46)

i виконана рiвнiсть (3.43).K(W (2)) 6= {0}, тобтоW (2) 6≡ const. Але це суперечить

припущенню, що W ∈ U rRκ (jpq).

(2) Нехай W̃ – це м. ф., що визначена формулою (2.21), K(W̃ ) ⊂ L̃m×m2 i

припустимо, що

W = W (3)W (4), W (3) ∈ U rκ1(jpq), W
(4) ∈ U `,Sκ2 (jpq), κ3 + κ4 = κ.

Тодi

W̃ = W̃ (4)W̃ (3), де W̃ (3) ∈ Uκ3(jpq), W̃ (4) ∈ U r,Sκ4 (jpq).
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За Теоремою 3.1

K(W̃ ) = K(W̃ (4)) + W̃ (4)K(W̃ (3)). (3.47)

Оскiльки K(W̃ ) ⊂ L̃m×m2 i K(W̃ (4)) ⊂ K(W̃ ) отримуємо, що K(W̃ (4)) = {0}, i
тому W (4) ≡ const.

(3) Припустимо, що W ∈ L̃m×m2 ∩ Rm×m. Тодi Kωu ∈ L̃m2 для усiх ω ∈ hW

i u ∈ Cm i, отже, множина LW = K(W ) ∩ L̃m2 є щiльною в K(W ). Насправдi,

K(W ) є скiнченновимiрним простором, оскiлькиW рацiональна, i томуK(W ) =

LW ⊂ L̃m×m2 .

З припущенняW ∈ L̃m×m2 ∩Rm×m випливає також, що W̃ ∈ L̃m×m2 ∩Rm×m та

отже, як i вище, одержимо K(W̃ ) ⊂ L̃m×m2 . Далi в силу (2) отримуємоW ∈ U r,Rκ .

2

Зауваження 3.18. На вiдмiну вiд дефiнiтного випадку, результат Леми 3.17

набагато слабкiший. Якщо κ = 0, твердження (1) i (3) мають наступний

вигляд (див. [34, Theorems 5.86, 5.90]):

(1′) W ∈ U r,R(jpq)⇐⇒ LW = K(W );

(3′) W ∈ L̃m×m2 ∩ U r(jpq) =⇒ W ∈ U r,R(jpq).

У наступнiй теоремi доведено критерiй регулярностi для рацiональної м. ф.

W ∈ U rκ(jpq).

Теорема 3.19. Нехай W ∈ U rκ(jpq) – рацiональна м. ф. Тодi

W ∈ U r,Rκ (jpq)⇐⇒ LW = K(W ).

Доведення. 1. Перевiрка iмплiкацiї LW = K(W )⇒ W ∈ U r,Rκ (jpq).

З припущення LW = K(W ) випливає, що K(W ) ⊂ L̃m×m2 . Тодi W ∈ L̃m×m2 . За

Лемою 3.17(3) W ∈ U r,Rκ (jpq).

2. Перевiрка iмплiкацiї W ∈ U r,Rκ (jpq)⇒ LW = K(W ).

Припустимо, що LW 6= K(W ). Тодi W має полюс ω0 в Ω0, тому W̃ має по-

люс ω0. Отже простiр K(W̃ ) мiстить вектор-функцiю f(λ) = v
λ−ω0

, дивiться [26,

Theorem 5.2]. Вектор-функцiя f(λ) є власною функцiєю для оператора зворо-

тнього зсуву Rα, що вiдповiдає власному значенню 1
ω0−α , α ∈ Ω+. Оскiльки
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K = K(W̃ ) це RKPS з ядром KW̃
ω (λ) за [26, Theorem 6.9], то для кожного ви-

бору f, g ∈ K(W̃ ) та кожного α, β ∈ Ω+ виконується тотожнiсть (3.39), якщо

Ω+ = D, або тотожность (3.40), якщо Ω+ = C+.

Пiдставляючи β = α i g = f = v
λ−ω0

в (3.39), якщо Ω+ = D (або в (3.40),

якщо Ω+ = C+), отримуємо (3.39) ((3.40), вiдповiдно)

v∗jpqv = 0. (3.48)

Розглянемо м. ф.

Vε(λ) := Im −
ε

2
cω0

(λ)vv∗jpq, Wε(λ) := Vε(λ)−1W̃ (λ), ε > 0.

Тодi Vε ∈ U(jpq) i K(Vε) = span f , (див. Приклад 2.4),Wε ∈ Uκ′(jpq) для деякого

κ′ ≥ κ,

W̃ (λ) = Vε(λ)Wε(λ) (3.49)

та

K(W̃ ) ⊆ K(Vε) + Vε(K(Wε)). (3.50)

Якщо [f, f ]K ≤ 0, то виконується наступна нерiвнiсть

[f, f ]K ≤ 0 ≤ [f, f ]K(Vε) (3.51)

i тому простiр K(Vε) є вкладеним в K(W̃ ).

Якщо [f, f ]K > 0, то нерiвнiсть (3.51) буде справедливою для досить малого

ε ( [26, Theorem 5.4]), i, отже, знову вкладення K(Vε) ⊂ K(W̃ ) буде стискаю-

чим. За Теоремою 3.1 отримаємо, що κ′ = κ, отже Wε ∈ Uκ(jpq). Застосовуючи

перетворення (2.21) отримуємо факторизацiю

W (λ) = W̃ε(λ)Ṽε(λ),

де Wε ∈ U rκ(jpq), Vε ∈ US(jpq) i Vε 6≡ const. Це суперечить припущенню, що

W ∈ U r,Rκ (jpq). 2

У випадку κ = 0 в якостi приклада регулярної jpq-внутрiшньої м. ф. виступають

множники Бляшке першого та другого типу. В iндефiнiтному випадку (κ > 0)

цi приклади можуть бути трохи модифiкованi.
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Приклад 3.20. За Теоремою 3.19 кожна рацiональна м. ф. з U rκ(jpq), що не

має полюсiв в Ω0, є правою регулярною, зокрема, м. ф. Uω(λ) в (2.18) i (2.19)

належать до класу U r,R1 (jpq), якщо v2v
∗
1 6= 0.

У наступному прикладi ми розглянемо рацiональну узагальнену jpq-

внутрiшню м. ф. з полюсами на границi Ω0, яка не є регулярною та сингулярною

i не допускає регулярно-сингулярну факторизацiю.

Приклад 3.21. Нехай Ω+ = D та м. ф. W (λ) визначена формулою (див. [26,

(7.5)])

W (λ) = (I2 + {bβ,α(λ)− 1}W1,2)(I2 + {bα,β(λ)− 1}jpqW ∗
1,2jpq),

де

W1,2 = u1(u
∗
2jpqu1)

−1u∗2jpq, bα,β(λ) =
λ− α

1− λβ∗
,

та u1, u2 вектори з C2 такi, що u∗2jpqu1 6= 0. Тодi для u1 =

[
1

1

]
, u2 =

[
1

−1

]
,

α = 0 ∈ Ω+, β = 1, (помiтимо, що β 6∈ Ω+) та отримуємо

W (λ) =
1

2λ− 2

[
λ2 − 3λ+ 1 λ2 − λ+ 1

λ2 − λ+ 1 λ2 − 3λ+ 1

]
.

М. ф. W (λ) має наступнi властивостi:

1. W ∈ U r1 (jpq);

2. W (·) не є сингулярною, нi регулярною;

3. W (·) не допускає регулярно-сингулярну факторизацiю.

Дiйсно, ядро

KW
ω (λ) =

1

2(λ− 1)(ω − 1)

[
2− λ− ω λ− ω
−(λ− ω) −(2− λ− ω)

]
(3.52)

має 1 вiд’ємний квадрат в h+
W ; W (λ) є jpq-унiтарною м. в. на T i тому W ∈

U1(jpq). Перетворення Потапова-Гiнзбурга S(λ) = PG(W (λ)) вiд W (λ) має
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вигляд

S(λ) =
1

λ2 − 3λ+ 1

[
−2λ(λ− 1) λ2 − λ+ 1

−(λ2 − λ+ 1) 2(λ− 1)

]
.

Якщо λ1 i λ2 це два нулi многочлена λ2 − 3λ+ 1 такi, що λ1 ∈ D i λ2 6∈ D, то

факторизацiя Крейна-Лангера для s21(λ) має вигляд

s21(λ) = − λ2 − λ+ 1

λ2 − 3λ+ 1
= b−1

` s` = srb
−1
r ,

де br(λ) = b`(λ) = λ−λ1
1−λ1λ

i тому s21 ∈ S1 i W ∈ U r1 (jpq).

Оскiльки функцiя

b`s22 =
λ− λ1

1− λ1λ
· 2(λ− 1)

(λ− λ1)(λ− λ2)
=

2(λ− 1)

(1− λ1λ)(λ− λ2)
, λ2 /∈ D

зовнiшня, множник b2 в (1.45)вiдсутнiй, тобто b2 = 1.

Функцiя

s11br = − 2λ(λ− 1)

λ2 − 3λ+ 1
· λ− λ1

1− λ1λ
= − 2λ(λ− 1)

(λ− λ2)(1− λ1λ)

має внутрiшнiй множник b1 = λ. Тому асоцiйована пара apr(W ) спiвпадає з

{λ, 1} i за Теоремою 2.24 м. ф. W (·) не є сингулярною.

RKPS K(W ) та пiдпростiр LW мають вигляд

K(W ) = span

{[
1

1

]
,

1

λ− 1

[
1

−1

]}
, LW = span

{[
1

1

]}
.

За Теоремою 3.19 м. ф. W (λ) не є регулярною, оскiльки LW 6= K(W ).

Звернемо увагу, що той факт, що W (λ) не є правою регулярною можна

також перевiрити безпосередньо. Дiйсно, W (λ) допускає факторизацiю

W (λ) = W (1)(λ)U (2)(λ),

де U (2)(λ) – це матриця з Прикладу 3.2 та

W (1)(λ) = W (λ)(U (2)(λ))−1 =
1

2(1− λ)

[
3λ− 2 −λ(2λ− 1)

λ− 2 −λ(2λ− 3)

]
.
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Вiдповiдне вiдтворююче ядро KW (1)

ω (λ) та RKPS K(W (1)) мають вигляд

KW (1)

ω (λ) =
−1

2(1− λ)(1− ω)

[
2λω − λ− ω 2λω − 3λ− ω + 2

2λω − λ− 3ω + 2 2λω − 3λ− 3ω + 4

]
,

K(W (1)) = span

{[
1

1

]
,

1

λ− 1

[
1

−1

]}
.

Легко перевiрити, що κ−(K(W (1))) = 1 i тому W (1) ∈ U r1 (j11). Оскiльки

U (2) ∈ US(j11) та U (2) 6≡ const, це означає, що W (λ) не є регулярною.

Крiм того, м. ф. W (λ) не допускає регулярно-сингулярну факторизацiю.

Дiйсно, якщо

W (λ) = W (3)(λ)W (4)(λ), W (3) ∈ U r,Rκ3 (j11), W
(4) ∈ U `,Sκ4 (j11), (3.53)

то W (3)(λ) та W (4)(λ) є факторами степеня 1, оскiльки W не є нi регуляр-

ною, нi сингулярною м. ф. Якщо κ3 = 0, то м. ф. W (3) є фактором Бляшке-

Потапова 1-го типу з полюсом в ∞,

W (3)(λ) = I + (λ− 1)vv∗jpq, v∗jpqv = 1, (3.54)

де v ∈ C2 визначається з рiвностi v∗jpqW (3)(0) = 0.

Однак, рiвняння v∗jpqW (0) = 0 має єдиний (с точнiстю до jpq-унiтарного

множника) розв’язок v =

[
1

1

]
та цей вектор не задовольняє умовi v∗jpqv = 1.

У випадку κ3 = 1 м. ф. W (3) допускає представлення (2.18) (Див. При-

клад 2.4)

W (3)(λ) = I − (λ− 1)vv∗jpq, де v∗jpqv = −1

i знову v ∈ C2 визначається наступним чином v∗jpqW
(3)(0) = 0. Але це озна-

чає, що v∗jpqW (0) = 0 та розв’язок v =

[
1

1

]
рiвняння v∗jpqW (0) = 0 не задо-

вольняє умовi v∗jpqv = −1.

Це доводить, що м. ф. W (λ) не допускає факторизацiю (3.53).



85

3.3 Iснування регулярно-сингулярної факторизацiї

Теорема 3.22. НехайW ∈ U rκ(jpq)∩U `κ(jpq)∩Rm×m. Тодi наступнi твердження

еквiвалентнi:

(1) W допускає факторизацiю

W = W (1)W (2), W (1) ∈ U r,Rκ1 (jpq) W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq) (3.55)

з κ = κ1 + κ2;

(2) LW є невиродженим пiдпростором K(W ).

Бiльш того, множники W (1) та W (2) в (3.55) є однозначно визначеними з

точнiстю до jpq-унiтарного множника.

Доведення. 1. Перевiрка iмплiкацiї (2) =⇒ (1). Розглянемо факторизацiю

W = W (1)W (2), що побудована у Теоремi 3.14, в якiй W (1) ∈ U rκ1(jpq) та W (2) ∈
Uκ2(jpq). За Лемою 3.6 W (2) ∈ U `κ2(jpq) та в силу Наслiдка 3.15 W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq).

Оскiльки

K(W (1)) = LW = LW ⊂ L̃m2 ,

i W (1) ∈ Rm×m, то W (1) ∈ L̃m×m2 та, за Лемою 3.17, W (1) ∈ U r,Rκ1 (jpq).

2. Перевiрка iмплiкацiї (1) =⇒ (2). Нехай W допускає факторизацiю (3.55) з

κ = κ1 + κ2. За Теоремою 3.1 виконується наступна рiвнiсть

K(W ) = K(W (1)) +W (1)K(W (2)). (3.56)

Оскiльки W (1) ∈ U r,Rκ1 (jpq) не має нулiв на Ω0, то W (1)K(W (2)) ∩ L̃m2 = {0}. Це

означає, щоW (1)K(W (2))∩K(W (1)) = {0}, та одже за Теоремою 3.1 сума (3.56) є

ортогональною. Тому пiдпростiр LW = K(W ) ∩ L̃m2 = K(W (1)) є невиродженим

у K(W ).

3. Перевiрка єдиностi (3.55). Припустимо, що тепер W = W (3)W (4) iнша фа-

кторизацiя W така, що W (3) ∈ U r,Rκ3 (jpq) та W (4) ∈ USκ4(jpq).
За Теоремою 3.19 LW (3) = K(W (3)). Внаслiдок цього K(W (3)) ⊂ L̃m2 , тому

W (3) ∈ L̃m×m2 . Використовуючи Лему 3.9, отримуємо рiвнiсть

apr(W (3)) = apr(W ).
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Це означає, що (K(W (3)) =)LW (3) = LW . Крiм того, з огляду на Теорему 3.17

K(W (1)) = LW (1) = LW .

Таким чином, за [47, Theorem 4.19] W (3) = W (1)V , отже W (4) = V −1W (2), де V

постiйна jpq-унiтарна матриця. 2

3.4 Висновки

Результати глави були представленi у [53].

Введено означення регулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. Отримано

достатнi умови для регулярностi узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. У рацiо-

нальному випадку доведено критерiй регулярностi узагальнених jpq-внутрiшнiх

м. ф. Також отримано умови iснування регулярно-сингулярної факторизацiї

для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. Наведено приклад коли такої фактори-

зацiї не iснує.
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4 Узагальненi γ-твiрнi матрицi

4.1 Класи Mr
κ(jpq) та M`

κ(jpq)

Означення 4.1. Нехай Mr
κ(jpq) позначає клас m×m м. ф.

A(µ) =

[
a11(µ) a12(µ)

a21(µ) a22(µ)

]
, (4.1)

з блоками a11, a22 розмiру p× p та q × q вiдповiдно, таких, що:

(1) A(µ) є вимiрною на Ω0 м. ф., що є jpq-унiтарною м. в. на Ω0;

(2) м. ф. a22(µ) та a11(µ)∗ оборотнi м. в. на µ ∈ T та

s21(µ) = −a22(µ)−1a21(µ) = −a12(µ)∗(a11(µ)∗)−1 (4.2)

є граничним значенням s21(λ) ∈ Sq×pκ ;

(3) (a#
11)
−1br = a1 ∈ Sp×pout , b`a

−1
22 = a2 ∈ Sq×qout , де b`, br добутки Бляшке-

Потапова степеня κ, якi визначаються факторизацiєю Крейна-Лангера

для s21.

М. ф. класу Mr
κ(jpq) називаються узагальненими правими γ-твiрними матри-

цями.

Означення 4.2. Нехай M`
κ(jpq) позначає клас m×m м. ф. A(µ) вигляду (4.1)

таких, що:

(1) A(µ) є вимiрною на Ω0, jpq-унiтарною м. в. на Ω0 м. ф.;

(2) м. ф. a22(µ) та a11(µ)∗ оборотнi м. в. на µ ∈ T та

s12(µ) = a12(µ)a22(µ)−1 = (a11(µ)−1)∗a21(µ)∗ ∈ Sp×qκ ; (4.3)

(3) b`(a
#
11)
−1 = a1 ∈ Sp×pout , a

−1
22 br = a2 ∈ Sq×qout , де b`, br добутки Бляшке-

Потапова степеня κ, якi визначаються факторизацiєю Крейна-Лангера

для s12.

М. ф. класу M`
κ(jpq) називаються узагальненими лiвими γ-твiрними матри-

цями.



88

Для того, щоб показати зв’язок мiж лiвими та правими узагальненими γ-

твiрними м. ф., введемо наступне позначення:

Ã(µ) =

[
ã11 ã21

ã12 ã22

]
=

A(µ)∗, якщо Ω0 = T;

A(−µ)∗ якщо Ω0 = R.
(4.4)

Пропозицiя 4.3.

A ∈Mr
κ(jpq)⇐⇒ Ã ∈M`

κ(jpq). (4.5)

Доведення. Нехай A ∈ Mr
κ(jpq). Перевiримо умови Означення 4.2 для м. ф.

Ã, що задана формулою (4.4). Очевидно, що (1) виконана.

s̃12 = ã21ã
−1
22 = (a−1

22 a21)
∼ = −s̃21 ∈ Sp×qκ .

Отримуємо факторизацiю Крейна-Лангера для s̃12

s̃12 = −s̃21 = −(b−1
` s`)

∼ = −(srb
−1
r )∼ = (−s̃`)̃b−1

` = b̃−1
r (−s̃r),

тодi

s̃12 = b̃−1
` s̃` = s̃rb̃

−1
r де b̃r = b̃`, s̃r = −s̃`,

b̃` = b̃r, s̃` = −s̃r.

Тодi

b̃`(ã
#
11)
−1 = b̃r(ã

#
11)
−1 = ((a#

11)
−1br)

∼ = ã1 ∈ Sq×qout ,

ã−1
22 b̃r = ã−1

22 b̃` = (b`a
−1
22 )∼ = ã2 ∈ Sp×pout .

Тобто Ã ∈M`
κ(jpq). Очевидно, зворотне твердження теж є вiрним. 2

Означення 4.4. Упорядкована пара {b1, b2} внутрiшнiх м. ф. b1 ∈ N p×p,

b2 ∈ N q×q називається знаменником м. ф. f ∈ N p×q, якщо b1fb2 ∈ N p×q
+ .

Множину знаменникiв м. ф. f будемо позначати den(f).

Теорема 4.5. Нехай A ∈ Mr
κ(jpq) i b`, s`, br, sr визначенi факторизацiєю

Крейна-Лангера м. ф. s21 ∈ Sq×pκ . Нехай c`, d`, cr, dr визначенi рiвнiстю (2.6) i

нехай

f r0 := (−a11d` + a12c`)a2, (4.6)
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Тодi:

(i) f r0 допускає дуальне представлення

f r0 = a1(cra
#
21 − dra

#
22) (4.7)

i, якщо den(f r0 ) 6= ∅ i {b1, b2} ∈ den(f r0 ), то

W (λ) =

[
b1 0

0 b−1
2

]
A(λ) ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W ) (4.8)

i тому A ∈ Πm×m. Навпаки, якщо

W ∈ U rκ(jpq) i {b1, b2} ∈ apr(W ), (4.9)

то

A(λ) =

[
b−1

1 0

0 b2

]
W (λ) ∈ Πm×m ∩Mr

κ(jpq) i {b1, b2} ∈ den(f r0 );

(ii) якщо A ∈ Πm×m, то den(f r0 ) 6= ∅ i, крiм того, для деякого вибору м. ф.

c`, d`, cr, dr в (2.6) f r0 ∈ Π;

(iii) якщо {c(i)
` , d

(i)
` , c

(i)
r , d

(i)
r } (i = 1, 2) два набори м. ф., що задовольняють

рiвностi (2.6) i

f r,i0 = (−a11d
(i)
` + a12c

(i)
` )a2, i ∈ {1, 2}, (4.10)

то den(f r,10 ) = den(f r,20 ).

Доведення. (i) Нехай A ∈ Πm×m ∩Mr
κ(jpq). Тодi з формул (4.1), (1.35), (4.2)

випливає, що

−a21d` + a22c` =
[
a21 a22

] [−d`
c`

]
=
[
−a22s21 a22

] [−d`
c`

]

= a22b
−1
`

[
−s` b`

] [−d`
c`

]
= a−1

2 (s`d` + b`c`) = a−1
2 .
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Нехай f r0 визначена формулою (4.6). Тодi

f r0 = (−a11d` + a12c`)(−a21d` + a22c`)
−1.

Тотожнiсть [
cr −dr

]
A#jpqA

[
−d`
c`

]
=
[
cr −dr

]
jpq

[
−d`
c`

]
= 0

означає, що

(cra
#
11 − dra

#
12)(−a11d` + a12c`) = (cra

#
21 − dra

#
22)(−a21d` + a22c`).

Отже f r0 допускає дуальне представлення

f r0 = (cra
#
11 − dra

#
12)
−1(cra

#
21 − dra

#
22).

Використовуючи тотожнiсть

[
cr −dr

] [a#
11

a#
12

]
=
[
cr −dr

] [ a#
11

−s21a
#
11

]

=
[
cr −dr

] [ Ip

−srb−1
r

]
bra
−1
1 = a−1

1

отримуємо (4.7).

Нехай {b1, b2} ∈ den(f r0 ), тобто b1f
r
0 b2 ∈ N p×q

+ . Оскiльки b1f0b2 ∈ Lp×q∞ , то за

Теоремою Смiрнова (Теорема 1.7)

b1f
r
0 b2 ∈ Hp×q

∞ .

Знайдемо перетворення Потапова-Гiнзбурга S(λ) = PG(W (λ)) вiд м. ф. W (λ),

див. (2.1). З формули (4.8) випливає, що

s21 = −w−1
22 w21 = −a−1

22 a21 = −b−1
` s`, (4.11)

s22 = w−1
22 = a−1

22 b2 = b−1
` a2b2, (4.12)
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s11 = w−∗11 = b1a1a
−1
1 b−1

1 w−∗11 (4.13)

= b1a1(cra
∗
11 − dra∗12)b

−1
1 w−∗11

= b1a1(crw
∗
11 − drw∗12)w

−∗
11

= b1a1(cr + drs21),

s12 = −w−∗11 w
∗
21 = b1a1(crw

∗
11 − drw∗12)w

−∗
11 w

∗
21 (4.14)

= b1a1(crw
∗
11 − drw∗22 + drs22) = b1f0b2 + b1a1drs22.

За допомогою (4.11)-(4.14) отримуємо формулу

S(λ) =

[
b1a1cr + b1a1drs21 b1f0b2 + b1a1drs22

s21 s22

]

=

[
b1a1cr b1f0b2

0 0

]
+

[
b1a1dr

I

] [
s21 s22

]
= T (λ) +

[
b1a1dr

I

]
b−1
`

[
−s` a2b2

]
, (4.15)

де T (λ) ∈ Hm×m
∞ . З (4.15) випливає, що Mπ(S,Ω+) ≤ κ. З iншого боку

Mπ(s21,Ω+) = Mπ(−b−1
` s`,Ω+) = κ,

i, отже,

Mπ(S,Ω+) = κ.

Таким чином, S ∈ Sm×mκ , тому W ∈ U rκ(jpq).

Тепер доведемо (ii). Оскiльки A ∈ Πm×m, то a11, a12, a2 ∈ Π. За Пропо-

зицiєю 2.1 м. ф. c` i d` можна вибрати з Π. Тому, f r0 ∈ Π.

Доведемо зворотнє твердження з (i). Нехай W ∈ U rκ(jpq), {b1, b2} ∈ apr(W )

i нехай

A(λ) =

[
b−1

1 0

0 b2

]
W (λ). (4.16)

Оскiльки W є jpq-унiтарною на Ω0, то A є вимiрною. W допускає псевдопро-

довження на Ω−, тому A ∈ Nm×m i теж допускає псевдопродовження на Ω−.
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Розглянемо

s21 = −a−1
22 a21 = −w−1

22 b
−1
2 b2w21 = −w−1

22 w21 = s21 ∈ Sq×pκ . (4.17)

Далi, оскiльки {b1, b2} ∈ apr(W ), то

(a#
11)
−1br = (b−1

1 w#
11)
−1br = b−1

1 s11br = b−1
1 b1a1 = a1 ∈ Sp×pout , (4.18)

b`a
−1
22 = b`(b2w22)

−1 = b`w
−1
22 b
−1
2 = b`s22b

−1
2 = a2b2b

−1
2 = a2 ∈ Sq×qout .

Тобто за Означенням 4.1 A належить до класу Mr
κ(jpq). Окрiм цього, м. ф. f r0 ,

що побудована за формулою (4.6), допускає псевдопродовження. Доведемо, що

{b1, b2} ∈ den(f r0 ). Це випливає з тотожностi

b1f
r
0 b2 = b1(−a11d` + a12c`)a2b2 = (−w11d` + w12c`)a2b2 ∈ Hp×q

∞ .

(iii) Нехай {b1, b2} ∈ den(f r,10 ), то за твердженням (i) W ∈ U rκ(jpq) i

{b1, b2} ∈ apr(W ). Нехай

K(i) = (−w11d
(i)
` + w12c

(i)
` )a2b2, i = {1, 2}.

Тодi за [47, Theorem 4.11]

(b1a1)
−1(K(1) −K(2))(a2b2)

(−1) ∈ Hp×q
∞ . (4.19)

Оскiльки K(i) = b1f
r,i
0 b2 (i = 1, 2), то за фомулою (4.19) отримуємо

f r,10 − f
r,2
0 ∈ Hp×q

∞ .

Тому, {b1, b2} ∈ den(f r,20 ). Очевидно, зворотне твердження теж є вiрним. 2

Аналогiчне твердження справедливе i для класу узагальнених лiвих γ-

твiрних матриць.

Лема 4.6. Нехай A ∈ M`
κ(jpq), b`, s`, br, sr визначенi в факторизацiї Крейна-

Лангера м. ф. s12 ∈ Sq×pκ . Нехай c`, d`, cr, dr визначенi тотожнiстю (2.34) i

нехай

f `0 := a2(−dra11 + cra21). (4.20)



93

Тодi:

(i) f `0 допускає дуальне представлення

f `0 = (a#
12c` − a

#
22d`)a1. (4.21)

i, якщо den(f `0) 6= ∅ i {b1, b2} ∈ den(f `0), то

W (λ) = A(λ)

[
b1 0

0 b−1
2

]
∈ U `κ(jpq) (4.22)

i {b1, b2} ∈ ap`(W ). Навпаки, якщо

W ∈ U `κ(jpq) i {b1, b2} ∈ ap`(W ). (4.23)

Тодi

A(λ) = W (λ)

[
b−1

1 0

0 b2

]
∈ Πm×m ∩M`

κ(jpq) i {b1, b2} ∈ den(f `0);

(ii) якщо A ∈ Πm×m, то den(f `0) 6= ∅ i, бiльш того, м. ф. c`, d`, cr, dr в (2.34)

можна вибрати з Π i тодi f `0 ∈ Π;

(iii) якщо {c(i)
` , d

(i)
` , c

(i)
r , d

(i)
r } (i = 1, 2) два набори, що задовольняють тото-

жностi (2.34) i

f `,i0 = a2(−d(i)
r a11 + c(i)

r a21), i = {1, 2}.

то denf `,10 = denf `,20 .

Доведення. Нехай A ∈ Π ∩M`
κ(jpq). Розглянемо тотожнiсть

−dra12 + cra22 =
[
−dr cr

] [a12

a22

]
=
[
−dr cr

] [σr
br

]
a−1

2 = a−1
2 . (4.24)

Нехай f `0 визначена за формулою (4.20). Отже, (4.20) можна переписати у ви-

глядi

f `0 = (−dra12 + cra22)
−1(−dra11 + cra21). (4.25)
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Тотожнiсть [
−dr cr

]
AjpqA

#

[
c`

−d`

]
=
[
−dr cr

]
jpq

[
c`

−d`

]
= 0

означає, що

(−dra11 + cra21)(a
#
11c` − a

#
21d`) = (−dra12 + cra22)(a

#
12c` − a

#
22d`),

тому f `0 допускає дуальне представлення

f `0 = (a#
12c` − a

#
22d`)(a

#
11c` − a

#
21d`)

−1 = (a#
12c` − a

#
22d`)a1, (4.26)

що спiвпадає з (4.21).

Нехай {b2, b1} ∈ den(f `0), тобто

b2f
`
0b1 ∈ Hp×q

∞ (4.27)

та нехай S = PG(W ) – перетворення Потапова-Гiнзбурга м. ф. W . Форму-

ла (4.22) означає, що

s12 = w12w
−1
22 = a12b

−1
2 b2a

−1
22 = a12a

−1
22 = b−1

` σ`, (4.28)

s22 = w−1
22 = (a22b

−1
2 )−1 = b2a

−1
22 , (4.29)

s11 = w−∗11 = w−∗11 b
−1
1 a−1

1 a1b1 = w−∗11 b
−1
1 (a∗11c` − a∗21d`)a1b1

= w−∗11 (w∗11c` − w∗21d`)a1b1 = (c` + s12d`)a1b1, (4.30)

s21 = w∗12w
−∗
11 = w∗12w

−∗
11 b

−1
1 a−1

1 a1b1

= w∗12w
−∗
11 (w∗11c` − w∗21d`)a1b1

= (w∗12c` − w12w
−∗
11 w

∗
21d`)a1b1

= (w∗12c` + s22d` − w∗22d`)a1b1

= b2(a
∗
12c` − a∗22d`)a1b1 + s22d`a1b1

= b2f
∗
0b1 + s22d`a1b1. (4.31)
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Формули (4.28)-(4.31) дозволяють переписати S(λ) у виглядi

S(λ) =

[
c`a1b1 + s12d`a1b1 s12

b2f
`
0b1 + s22d`a1b1 s22

]

=

[
c`a1b1 0

b2f
`
0b1 0

]
+

[
s12

s22

] [
d`a1b1 Iq

]
= T (λ) +

[
σrb

−1
r

b2a2b
−1
r

] [
d`a1b1 Iq

]
= T (λ) +

[
σr

b2a2

]
b−1
r

[
d`a1b1 Iq

]
, (4.32)

де T (λ) ∈ Hm×m
∞ . З формул (4.32) випливає, що

Mπ(S,Ω+) ≤ κ.

З iншого боку

Mπ(s21,Ω+) = Mπ(σrb
−1
r ,Ω+) = κ,

тому

Mπ(S,Ω+) = κ.

Таким чином, S ∈ Sm×mκ i тому W ∈ U `κ(jpq).
Навпаки, нехай W ∈ U `κ(jpq), {b1, b2} ∈ ap`(W ) i нехай

A(λ) = W (λ)

[
b−1

1 0

0 b2

]
. (4.33)

Тодi м. ф. A(λ) є вимiрної i jpq-унiтарною на Ω0. Окрiм цього A належить до

Nm×m i допускає псевдопродовження в Ω−.

Розглянемо

s12 = a12a
−1
22 = w12b2b

−1
2 w22 = w12w22 ∈ Sp×qκ .

Далi, оскiльки {b1, b2} ∈ ap`(W ), то

a−1
22 br = b−1

2 w−1
22 br = a2 ∈ Sq×qout ,
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b`(a
#
11)
−1 = b`(w11b

−1
1 )−# = b`s11b

−1
1 = a1 ∈ Sp×pout .

Отже, A ∈M`
κ(jpq).

Твердження (ii) i (iii) доводяться так само, як в Теоремi 4.5. Тому f `0 ∈ Π.

Покажемо, що {b2, b1} ∈ den(f `0). Це випливає з тотожностi

b2f
`
0b1 = b2a2(−dra11 + cra21)

−1b1

= b2a2(−drw11b
−1
1 + crw21b

−1
1 )b1

= b2a2(−drw11 + crw21). (4.34)

Належнiсть b2a2(−drw11 + crw21) ∈ Hq×p
∞ доведено в (2.42). 2

Означення 4.7. Визначимо знаменник для узагальненого правого класу γ-

твiрних матриць A ∈ Πm×m ∩Mr
κ(jpq):

denr(A) := den(f r0 ),

та знаменник для узагального лiвого класу γ-твiрних матриць A ∈ Πm×m ∩
M`

κ(jpq):

den`(A) := den(f `0).

Враховуючи твердження (iii) Теореми 4.5 i Леми 4.6 цi означення коректнi.

Лема 4.8. Нехай A ∈Mr
κ(jpq)∩L̃m×m2 i м. ф. s21 = −a−1

22 a21 має факторизацiю

Крейна-Лангера

s21(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1 (λ ∈ h+
s21

).

Тодi для будь-якої м. ф. ε ∈ Sp×q маємо

Mζ(b` − s`ε,Ω+) = Mζ(br − εsr,Ω+) = κ. (4.35)

Доведення. В силу узагальненої Теореми Руше (Теорема 1.6)

Mζ(b` − s`ε,Ω+) ≤Mζ(b`,Ω+) = κ,

Mζ(br − εsr,Ω+) ≤Mζ(br,Ω+) = κ.
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Доведення включення (b` − s`ε)−1 ∈ L̃1 мiститься у Лемi 4.22 з [47]. Наведемо

його для повноти викладу.

Нехай u ∈ Cq i ‖u‖ = 1. Тодi

‖(Iq − ε∗s∗21)u‖ ≥ 1− ‖s∗21u‖ ≥
1

2
(1− ‖s∗21u‖2)

=
1

2
u∗(Iq − s21s

∗
21)u =

1

2
u∗a−1

22 a
−∗
22 u.

(4.36)

Звiдси випливає, що

‖(Iq − s21ε)
−1‖ = ‖(Iq − ε∗s∗21)

−1‖ ≤ 2‖a22a
∗
22‖.

З умови A ∈ L̃m×m2 слiдує, що (1 − s21ε)
−1 ∈ L̃q×q1 , отже, справедлива перша

рiвнiсть в (4.35). Доведення другої рiвностi в (4.35) аналогiчно. 2

Лема 4.9. Нехай A ∈M`
κ(jpq)∩ L̃m×m2 i м. ф. s12 = a12a

−1
22 має факторизацiю

Крейна-Лангера

s12(λ) = b`(λ)−1s`(λ) = sr(λ)br(λ)−1 (λ ∈ h+
s21

). (4.37)

Тодi для будь-якої м. ф. ε ∈ Sp×q маємо

Mζ(br + εsr,Ω+) = Mζ(b` + s`ε,Ω+) = κ. (4.38)

Доведення. Якщо A ∈ M`
κ(jpq) ∩ L̃m×m2 i s12 має факторизацiю Крейна-

Лангера (4.37), то за Пропозицiєю 4.3 Ã ∈ Mr
κ(jpq) ∩ L̃m×m2 , s̃21 = −s̃12 i має

факторизацiю Крейна-Лангера

s̃21(λ) = (−s̃`(λ))b̃`(λ)−1 = b̃r(λ)−1(−s̃r(λ)) (λ ∈ h+
s21

).

Тодi за Лемою 4.8 для будь-якої м. ф. ε ∈ Sq×p маємо

Mζ(b̃r − (−s̃r)ε,Ω+) = Mζ(b̃` − ε(−s̃`),Ω+) = κ, (4.39)

i, отже,

Mζ(br + εsr,Ω+) = Mζ(b` + s`ε,Ω+) = κ.

2
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4.2 Сингулярнi, регулярнi и сильно регулярнi матрицi-функцiї з

класiв Mr
κ(jpq) i M`

κ(jpq)

Означення 4.10. М. ф. A ∈Mr
κ(jpq) називається

(1) право-сингулярною (A ∈Mr,S
κ ), якщо f r0 = (−a11d` + a12c`)a2 ∈ Hp×q

∞ ;

(2) право-регулярною (A ∈ Mr,R
κ ), якщо з факторизацiї A = A1A2, з

A1 ∈Mr
κ1

(jpq) i A2 ∈M`,S
κ2

(jpq), κ1 + κ2 = κ випливає, що A2 ≡ const;

(3) сильно право-регулярною (Mr,sR
κ (jpq)), якщо знайдеться м. ф. f ∈ T rA[Sp×p]

така, що ‖f‖∞ < 1.

Означення 4.11. М. ф. A ∈M`
κ(jpq) називається

(1) лiво-сингулярною (A ∈M`,S
κ ), якщо f `0 = a2(−dra11 + cra21) ∈ Hp×q

∞ ;

(2) лiво-регулярною (A ∈ M`,R
κ ), якщо у факторизацiї A = A2A1, де

A1 ∈M`
κ1

(jpq) i A2 ∈MrS
κ2

(jpq), κ1 + κ2 = κ випливає, що A2 ≡ const;

(3) сильно лiво-регулярною (M`,sR
κ (jpq)), якщо знайдеться м. ф. f ∈ T `A[Sp×p]

така, що ‖f‖∞ < 1.

У випадку κ = 0, лiво-сингулярна матриця спiвпадає з право-сингулярною

матрицею, отже це означення спiвпадає з означенням в [31].

Лема 4.12. Нехай A ∈ Mr
κ(jpq) i s = s21 має факторизацiю Крейна-Лангера

(2.5). Тодi

s ∈ Sq×pκ i ln det{Iq − s`s∗`} ∈ L̃1, ln det{Ip − s∗rsr} ∈ L̃1 (4.40)

Навпаки, якщо s задовольняє умовам (4.40), то iснує м. ф. A ∈Mr
κ(jpq), така

що s = −a−1
22 a21. При цьому A визначена однозначно с точнiстю до лiвого

дiагонального jpq-унiтарного множника формулою

A(µ) =

[
a−(µ) 0

0 a+(µ)

][
b∗r −s∗r
−s` b`

]
, (4.41)

де a+ i a− – суттєво єдинi розв’язки рiвнянь

a−1
+ a−∗+ = Iq − s`s∗` , a−1

+ ∈ S
q×q
out , (4.42)
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a−1
− a

−∗
− = Iq − s∗rsr, a−#

− ∈ Sp×pout . (4.43)

Доведення. Якщо A ∈ Mr
κ(jpq), то s = s21 ∈ Sq×pκ . З jpq-унiтарностi м. ф. A

випливає, що

a21a
∗
21 − a22a

∗
22 = −Iq,

тодi

Iq − s21s
∗
21 = a−1

22 a
−∗
22 .

Оскiльки s21 = b−1
` s`, то

b`b
∗
` − s`s∗` = (b`a

−1
22 )(a−∗22 b

∗
`),

Iq − s`s∗` = a2a
∗
2,

де a2 = a−1
+ = b`a

−1
22 .

Аналогiчно, з тотожностi

a11a
∗
11 − a12a

∗
12 = Ip

i рiвностей (4.2) i s21 = srb
−1
r , отримуємо

Ip − (a−1
11 a12)(a

∗
12a
−∗
11 ) = a−1

11 a
−∗
11 ,

Ip − s∗s = a−1
11 a

−∗
11 ,

b∗rbr − s∗rsr = a∗1a1,

де a1 = a−∗11 br = a−∗− .

Таким чином, м. ф. Iq−s`s∗` , Ip−s∗rsr допускають факторизациї (4.42), (4.43)

i, отже, (див. [34], Теорема 3.78 )

ln det{Iq − s`s∗`} ∈ L̃1, ln det{Ip − s∗rsr} ∈ L̃1.

I навпаки, якщо виконана умова (4.40), то факторизацiйнi задачи (4.42),

(4.43) мають розв’язок. В силу Теореми Засухiна-Крейна (див. [71, Теорема

14]) iснують a1 ∈ Sp×pout , a2 ∈ Sq×qout , такi що

Iq − s`s∗` = a2a
∗
2,
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Ip − s∗rsr = a∗1a1.

Якщо факторизацiя Крейна-Лангера м. ф. s має вигляд

s = b−1
` s` = srb

−1
r ,

то покладемо

a11 := a−1
1 b∗r, a12 := −a−∗1 sr,

a21 := −a−1
2 s`, a22 := a−1

2 b`.

Тодi матриця A(λ) =

[
a11(λ) a12(λ)

a21(λ) a22(λ)

]
належить до класу Mr

κ(jpq) i допускає

факторизацiю

A =

[
a−∗1 0

0 a−1
2

][
b∗r −s∗r
−s` b`

]
. (4.44)

Вважаючи, що a+ = a−1
2 , a− = a−#

1 , отримуємо (4.41). 2

Лема 4.13. Нехай A ∈ M`
κ(jpq) i s := s12 має факторизацiю Крейна-Лангера

(4.37). Тодi

s ∈ Sp×qκ i ln det{Iq − s∗`s`} ∈ L̃1, ln det{Ip − srs
∗
r} ∈ L̃1 (4.45)

Навпаки, якщо s задовольняє умовам (4.45), то iснує м. ф. A ∈M`
κ(jpq), така

що s = a12a
−1
22 . При цьому A визначена однозначно с точнiстю до правого

дiагонального jpq-унiтарного множника за формулою

A(µ) =

[
b∗` sr

s` br

][
a−(µ) 0

0 a+(µ)

]
, (4.46)

де a+ i a− суттєво єдинi розв’язки рiвнянь

a2a
∗
2 = a−1

+ a−∗+ = Iq − srs
∗
r, a−1

− ∈ S
p×p
out , (4.47)

a∗1a1 = a−1
− a−∗− = Iq − s∗`s`, a−1

+ ∈ S
q×q
out . (4.48)

Доведення. Якщо A ∈ M`
κ(jpq) i s = s12 ∈ Sp×qκ , то за Пропозицiєю 4.3
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Ã =∈Mr
κ(jpq) i за Лемою 4.12

ln det{Iq − s̃`s̃
∗
`} ∈ L̃1 =⇒ ln det{Iq − s∗`s`} ∈ L̃1, (4.49)

ln det{Iq − s̃∗r s̃r} ∈ L̃1 =⇒ ln det{Ip − srs
∗
r} ∈ L̃1. (4.50)

Навпаки, нехай виконанi умови (4.45). Тодi факторизацiйнi задачi (4.47), (4.48)

мають розв’язки та iснує м. ф.

Ã(µ) =

[
ã−(µ) 0

0 ã+(µ)

][
b̃∗` s̃∗`

s̃r b̃r

]
.

Отже, факторизацiя м. ф. A буде мати вигляд

A(µ) =

[
b∗` sr

s∗` br

][
a−(µ) 0

0 a+(µ)

]
.

2

Лема 4.14. Нехай b ∈ Sq×q – множник Бляшке-Потапова степеня κ i

s ∈ Sq×q. Тодi
b− s = b̃s̃,

де b̃ – множник Бляшке-Потапова степеня κ′ ≤ κ, s̃ ∈ Nout.

Якщо до того ж (b− s)−1 ∈ L̃1, то deg b̃ = κ.

Доведення. Оскiльки b − s ∈ Hq×q
∞ , то даний вираз допускає внутрiшньо-

зовнiшню факторизацию

b− s = b̃s̃, де b̃ ∈ Sq×qin , s̃ ∈ Sq×qout .

Згiдно з узагальненою Теоремою Руше (Теорема 1.6)

κ′ = Mζ (̃b,Ω+) = Mζ(b− s,Ω+) ≤Mζ(b,Ω+) = κ,

тобто, b̃ – множник Бляшке-Потапова степеня κ′ ≤ κ. Бiльш того, якщо

(b− s)−1 ∈ L̃1, то за Теоремою 1.6 κ′ = κ. 2
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Надалi будемо використовувати наступнi позначення:

s12(µ) = a12(µ)a−1
22 (µ), s21(µ) = −a−1

22 (µ)a21(µ), (4.51)

∆r(µ) =

[
Ip −s21(µ)∗

−s21(µ) Iq

]
, ∆`(µ) =

[
Ip s12(µ)

s12(µ)∗ Iq

]
, (4.52)

Ṡconst = {A ∈ Cp×q : A∗A < Iq}.

Теорема 4.15. Нехай A ∈Mr
κ(jpq)∪M`

κ(jpq), m = p+ q i м. ф. s12, s21,∆r,∆`,

визначенi формулами (4.51) i (4.52). Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

(1) A ∈ Lm×m∞ ;

(2) ‖s12‖ < 1;

(3) ‖s21‖ < 1;

(4) ∆−1
r ∈ Lm×m∞ ;

(5) ∆−1
` ∈ Lm×m∞ ;

(6) ‖TA[ε]‖ < 1 для принаймнi однiєї матрицi ε ∈ Sp×qconst;

(7) ‖TA[ε]‖ < 1 для будь-якої матрицi ε ∈ Ṡp×qconst.

У дефiнiтному випадку (κ = 0) доведення Теореми 4.15 приведено в [34,

Lemma 7.11].

Доведення. Оскiльки A(µ) є jpq-унiтарною майже всюди на Ω0, блоки a11(µ),

a22(µ) є оборотними м. в. на Ω0 та виконанi наступнi рiвностi м. в. на Ω0

a11(µ)a11(µ)∗ = (Ip − s12(µ)s12(µ)∗)−1,

a22(µ)∗a22(µ) = (Ip − s21(µ)s21(µ)∗)−1,

a22(µ)a22(µ)∗ = (Ip − s∗12(µ)s12(µ))−1.

(4.53)

З рiвностей (4.53) випливають еквiвалентностi

a11 ∈ Lp×q∞ ⇐⇒ ‖s12‖∞ < 1⇐⇒ a22 ∈ Lq×q∞ ⇐⇒ ‖s21‖∞ < 1.
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Бiльш того, з умови a22 ∈ Lp×q∞ i умови (2) з Означення 4.1 випливає, що

a12 ∈ Lq×p∞ . З умови a11 ∈ Lp×p∞ i умови (2) з Означення 4.2 випливає, що

a21 ∈ Lp×q∞ .

Таким чином, доведенi еквiвалентностi (1) ⇐⇒ (2) ⇐⇒ (3). Бiльш того, з

формули для доповнення Шура

∆`(µ) =

[
Ip s12(µ)

0 Iq

][
I − s12(µ)s12(µ)∗ 0

0 Iq

][
Ip 0

s12(µ)∗ Iq

]

випливає еквiвалентнiсть (2) ⇐⇒ (5), а з аналогiчної формули для ∆r(µ) ви-

пливає еквiвалентнiсть (3)⇐⇒ (4).

Далi, нехай ε ∈ Sp×q i fε = TA[ε] та припустимо, що виконано (3). Тодi вiрна

тотожнiсть

Iq − f ∗ε fε = a−∗22 b
∗
`(b` − s`ε)−∗(Ip − ε∗ε)(b` − s`ε)−1b`a

−1
22 (4.54)

i, отже,

‖fε‖∞ < 1⇐⇒ ‖ε‖ < 1.

Таким чином (3) =⇒ (7). Оскiльки iмплiкацiя (7) =⇒ (6) очевидна, залишилось

перевiрити (6) =⇒ (1).

Припустимо, що виконано (6) i A ∈ Mr
κ(jpq), тобто ‖fε‖∞ < 1 для деякої

постiйної p × q стискаючої матрицi ε. Тодi, згiдно з формулою (4.54), ‖ε‖ < 1.

Таким чином, матриця

Vε =

[
1 ε

ε∗ 1

][
(1− εε∗)− 1

2 0

0 (1− ε∗ε)− 1
2 .

]
є постiйною jpq-внутрiшньою матрицею iз властивiстю TVε[0] = ε.

Припустимо, що

Â = AVε i Â =

[
â11 â12

â21 â22

]
.

Тодi

â21 = a−1
2 (−s` + b`ε

∗)(1− εε∗)−
1
2 , â22 = a−1

2 (b` − s`ε)(1− ε∗ε)−
1
2 ,
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ŝ21 = −â−1
22 â21 = (1− ε∗ε)

1
2 (b` − s`ε)−1(−s` + b`ε

∗)(1− εε∗)−
1
2 .

Згiдно з Лемою 4.14 Mπ(b`− s`ε,Ω+) = κ i, отже, справедлива наступна факто-

ризацiя

â22 = ϕoutbin, bin ∈ Sq×qin , ϕout ∈ Sq×qout .

Таким чином,

â−1
22 = b−1

in ϕ
−1
out.

Оскiльки ‖a−1
22 ‖ess ≤ 1 та binâ−1

22 ∈ N
q×q
out , то в силу Теореми Смiрнова (Теоре-

ма 1.7)

â = bina
−1
22 ∈ S

q×q
out .

Далi rank(b`− s`ε,−s` + b`ε
∗) = q, тому (b`− s`ε)−1(−s` + b`ε

∗) ∈ Sq×qκ , отже,

ŝ21 ∈ Sp×qκ .

Оскiльки Mπ(ŝ21) = Mπ(â−1
22 ) = κ, то в силу Леми 2.17

Mπ(binŝ21) = Mπ(binâ
−1
22 ) = 0, тобто ŝ` := binŝ21 ∈ Sq×p.

Тому ŝ21 = b−1
in ŝ` – факторизацiя Крейна-Лангера. Отже, Â ∈ Mr

κ(jpq). Крiм

того,

TÂ[0p×q] = TA = fε,

тому ‖TÂ[0p×q]‖ < 1. Тодi, враховуючи iмплiкацiю (2) =⇒ (1) для м. ф. Â ,

отримуємо Â ∈ Lm×m∞ i, отже, A ∈ Lm×m∞ , Доведення iмплиiкацiї (6) =⇒ (1) для

A ∈M`
κ(jpq) аналогiчно. 2

Лема 4.16. Якщо A ∈Mr
κ(jpq) ∩ Lm×m∞ , то A ∈Mr,sR

κ (jpq).

Якщо A ∈M`
κ(jpq) ∩ Lm×m∞ , то A ∈M`,sR

κ (jpq).

Доведення. Якщо A ∈ Mr
κ(jpq) ∩ Lm×m∞ , то за Лемою 4.15 iснує ε ∈ Sp×qconst

така, що ‖TA[ε]‖ < 1. Припустимо, що f = TA[ε]. Тодi ‖f‖∞ < 1, i таким чином

A ∈Mr,sR
κ (jpq).

Друге твердження випливає з першого твердження i наступних еквiвален-

тностей
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A ∈M`
κ(jpq)⇐⇒ Ã ∈Mr

κ(jpq),

A ∈M`,sR
κ (jpq)⇐⇒ Ã ∈Mr,sR

κ (jpq),

A ∈ Lm×m∞ ⇐⇒ Ã ∈ Lm×m∞ .

2

4.3 Факторизацiя узагальнених γ-твiрних матриць

Лема 4.17. Нехай A ∈Mr
κ(jpq) ∩ Πm×m. Тодi:

A ∈Mr,S
κ (jpq)⇐⇒ A ∈ U r,Sκ (jpq).

Доведення. Якщо A ∈ Mr,S
κ (jpq), то f r0 = (−a11d` + a12c`)a2 ∈ Hp×p

∞ , от-

же {Ip, Iq} ∈ den(f r0 ). За Теоремою 4.5, отримуємо, що A ∈ U rκ(jpq) i

{Ip, Iq} ∈ apr(A). Тодi за Теоремою 2.26 A ∈ U r,Sκ (jpq).

Навпаки, якщо A ∈ U r,Sκ (jpq) i {b1, b2} ∈ apr(A), то bi ≡ const, i = {1, 2}.
Отже за Теоремою 4.5 A ∈ Mr

κ(jpq), {b1, b2} ∈ den(f r0 ), тобто f r0 ∈ Hp×q
∞ , i тодi

A ∈Mr,S
κ (jpq). 2

Лема 4.18. Нехай A ∈M`
κ(jpq) ∩ Πm×m. Тодi

A ∈M`,S
κ (jpq)⇐⇒ A ∈ U `,Sκ (jpq).

Доведення. Якщо A ∈ M`,S
κ (jpq), то f `0 = a2(−dra11 + cra21) ∈ Hq×q

∞ , от-

же {Iq, Ip} ∈ den(f `0). За Теоремою 4.6, отримуємо, що A ∈ U `κ(jpq) i

{Iq, Ip} ∈ ap`(A). Тодi за Наслiжком 2.27 A ∈ U r,Sκ (jpq).

Навпаки, якщо A ∈ U `,Sκ (jpq) i {b1, b2} ∈ ap`(A), то bi ≡ const, i = {1, 2}.
Отже за Теоремою 4.6 A ∈ M`

κ(jpq), {b1, b2} ∈ den(f `0), тобто f `0 ∈ Hp×q
∞ , i тодi

A ∈M`,S
κ (jpq). 2

Зауваження 4.19. Використовуючи Леми 4.17, 4.18 i Пропозицiю 2.8 отри-
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муємо наступнi єквiвалентностi

A ∈M`,S
κ (jpq)⇐⇒ A ∈ U `,Sκ (jpq)⇐⇒ Ã ∈ U r,Sκ (jpq)

⇐⇒ Ã ∈Mr,S
κ (jpq).

Лема 4.20. Нехай A′,A ∈ Mr
κ(jpq) i A′ =

[
θ−1

1 0

0 θ2

]
A, θ1 ∈ Sp×pin , θ2 ∈ Sq×qin .

Тодi θ1 ≡ const, θ2 ≡ const.

Доведення. Нехай м. ф.

A′(µ) =

[
a′11(µ) a′12(µ)

a′21(µ) a′22(µ)

]

i A(µ), має представлення (4.1). Тодi

A′ =

[
θ−1

1 0

0 θ2

]
A =

[
θ−1

1 a11 θ−1
1 a12

θ2a21 θ2a22

]
,

i, отже, за Означенням 4.1

s′21 := −(a′22)
−1a′21 = −a−1

22 θ
−1
2 θ2a21 = −a−1

22 a21 = s21 ∈ Sq×pκ .

Це означає, що факторизацiї Крейна-Лангера s21 i s′21 спiвпадають

s′21 = s21 = b−1
` s` = srb

−1
r ,

де b` ∈ Sq×qin , br ∈ Sq×qin , s`, sr ∈ Sq×p. Тому

a′1 = (a′11)
−#br = θ#

1 (a11)
−#br ∈ Sp×pout , i a1 = a−#

11 br ∈ S
q×p
out .

Це можливо тiльки тодi, коли θ1 ≡ const. Аналогiчно,

a′2 = b`(a
′−1
22 ) = b`a

−1
22 θ

−1
2 ∈ S

q×q
out i a2 = b`a

−1
22 ∈ S

q×q
out .

Отже θ2 ≡ const. 2
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Лема 4.21. Нехай м. ф. A ∈Mr
κ(jpq) ∩ Πm×m допускає факторизацiю

A = A(1)A(2), де A(1) ∈Mr
κ1

(jpq), A(2) ∈M`,S
κ2

(jpq), (4.55)

з κ1 + κ2 = κ. Тодi denr(A(1)) ⊂ denr(A).

Доведення. Нехай м. ф. A ∈Mr
κ(jpq) ∩ Πm×m допускає факторизацiю (4.55).

Оскiльки A(2) ∈M`,S
κ2

, то f `0 ∈ H∞ i тому A(2) ∈ Πm×m. Так як A(1) = A(A(2))−1,

то A(1) ∈ Πm×m. Нехай {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ denr(A(1)) i κ1 + κ2 = κ. За Теоремою 4.5

W (1) =

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A(1) ∈ U rκ1(jpq), {b

(1)
1 , b

(2)
2 } ∈ aprW (1),

W (2) = A(2) ∈ U `,Sκ2 (jpq).

Покладемо, що

W ′ :=

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A =

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A(1)A(2) = W (1)W (2).

Тодi за Теоремою 3.1 W ′ ∈ Uκ′, κ′ ≤ κ1 + κ2 = κ.

З iншого боку, s21 = −(w′22)
−1w′21 = −a−1

22 a21 ∈ Sp×qκ , тому κ′ ≥ κ, отже

κ′ = κ. Таким чином W ′ ∈ U rκ(jpq).

Нехай {b′1, b′2} ∈ apr(W ′), тодi за Лемою 3.4 b′1 = b
(1)
1 θ1, b′2 = θ2b

(1)
2 . За

Теоремою 4.5

A′ =

[
b′−1

1 0

0 b′2

]
W ′ =

[
b′−1

1 0

0 b′2

]
W (1)W (2)

=

[
b′−1

1 0

0 b′2

][
b

(1)
1 0

0 (b
(2)
2 )−1

]
A(1)A(2)

=

[
θ−1

1 0

0 θ2

]
A ∈Mr

κ(jpq),

отже, за Лемою 4.20 θ1 ≡ const, θ2 ≡ const. Тому {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ apr(W ′). Таким

чином, за Теоремою 4.5 {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ denr(A). 2

Лема 4.22. Нехай м. ф. A ∈Mr
κ(jpq) ∩ L̃

p×q
2 ∩Rm×m. Тодi A ∈Mr,R

κ (jpq).
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Доведення. Нехай A = A(1)A(2), де A(1) ∈ Mr
κ1

(jpq), A(2) ∈ M`,S
κ2

(jpq),

κ1 + κ2 = κ i {b(1)
1 , b

(1)
2 } ∈ denr(A(1)). Тодi за Лемою 4.21 пара

{b(1)
1 , b

(2)
2 } ∈ denr(A). За Теоремою 4.5

W (1) =

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A(1) ∈ U rκ1(jpq) W (2) = A(2) ∈ U `,Sκ2 (jpq),

W =

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A =

[
b

(1)
1 0

0 (b
(1)
2 )−1

]
A(1)A(2) = W (1)W (2).

Так як W ∈ U rκ(jpq) ∩ L̃m×m2 , то за Теоремою 3.17(3) W ∈ U r,Rκ (jpq). За цiєю

умовою A(2) = W (2) ≡ const. Це означає, що A ∈Mr,R
κ (jpq). 2

Використовуючи перетворення (4.4), легко отримати таке твердження для кла-

су узагальнених лiвих γ-твiрних матриць:

Лема 4.23. Нехай м. ф. A ∈M`
κ(jpq) ∩ L̃

p×q
2 ∩Rm×m. Тодi A ∈M`,R

κ (jpq).

Теорема 4.24. Нехай м. ф. A ∈Mr
κ(jpq)∩Rm×m, {b1, b2} ∈ denr(A), W задана

рiвнiстю (4.8) та нехай:

(1) W (λ) ∈ U `κ(jpq),

(2) LW є невиродженим пiдпростором в K(W ).

Тодi м. ф. A допускає регулярно-сингулярну факторизацiю

A = A(1)A(2), A(1) ∈Mr,R
κ1

(jpq), A(2) ∈M`,S
κ2

(jpq), (4.56)

де κ1 = ind−LW i κ2 = κ− κ1.

Доведення. Нехай умови (1) i (2) виконанi. За Теоремою 4.5 W ∈ U rκ(jpq) i

{b1, b2} ∈ apr(W ). Тодi за Теоремою 5.6, W допускає факторизацiю

W = W (1)W (2),

де

W (1) ∈ U r,Rκ1 (jpq) i W (2) ∈ U `,Sκ2 (jpq), κ = κ1 + κ2.

За Теоремою 3.17 (3) i Лемою 3.10 apr(W ) = apr(W (1)).
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Отже, застосовуючи

[
b−1

1 0

0 b2

]
доW , та за Теоремою 4.5 i Лемою 4.17 отри-

муємо

A = A(1)A(2)

де

A(1) =

[
b−1

1 0

0 b2

]
W (1) ∈Mr

κ1
(jpq), A(2) = W (2) ∈M`,S

κ2
(jpq),

κ1 + κ2 = κ. Оскiльки м. ф. W (1) ∈ U r,Rκ (jpq), то за Теоремою 3.17 W (1) ∈ L̃m×m2 .

Тому A(1) ∈ L̃m×m2 , i таким чином, за Лемою 4.22 A(1) ∈Mr,R
κ (jpq). 2

Теорема 4.25. Нехай м. ф. A ∈M`
κ(jpq)∩Rm×m, {b1, b2} ∈ den`(A), W задана

рiвнiстю (4.22) та нехай:

(1) W (λ) ∈ U rκ(jpq),

(2) L
W̃

невироджений пiдпростiр в K(W̃ ), з вiд’ємним iндексом

ind−LW = κ1.

Тодi A допускає регулярно-сингулярну факторизацiю

A = A(2)A(1), A(1) ∈M`,R
κ1

(jpq), A(2) ∈Mr,S
κ2

(jpq), (4.57)

де κ1 = ind−LW i κ2 = κ− κ1.

Доведення. Якщо A ∈M`
κ(jpq), то за Пропозицiєю 4.3 Ã ∈Mr

κ(jpq) i м. ф. W̃

задовольняють усiм умовам Теореми 4.24. За Теоремою 4.24 Ã допускає факто-

ризацiю

Ã = Ã(1)Ã(2), Ã(1) ∈Mr,R
κ1

(jpq), Ã(2) ∈M`,S
κ2

(jpq), (4.58)

де κ1 + κ2 = κ.

Знову використовуючи перетворення (2.21), отримуємо (4.57). 2

4.4 Висновки

Результати глави були представленi в [52,53,76].

Введено пiдкласи правих i лiвих узагальнених γ-твiрних матриць. Отримано

зв’язок мiж узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф. i множиною узагальнених γ-

твiрних матриць, що мають псевдопродовження. Введено поняття сингулярних,
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регулярних i сильно регулярних γ-твiрних матриць. Знайдено достатнi умови

регулярностi i сильної регулярностi правих i лiвих узагальнених γ-твiрних ма-

триць. Отримано достатнi умови регулярно-сингулярної факторизацiї узагаль-

нених γ-твiрних матриць.
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5 Задача Нехарi-Такагi

5.1 Iнтерполяцiйна задача Такагi-Сарасона

Перед тим як почнемо розглядати задачу Нехарi-Такагi розглянемо задачу

Такагi-Сарасона i далi знайдемо їх зв’язок. Для цього нагадаємо деякi озна-

чення.

Нехай Rp×q позначає клас рацiональних м. ф. розмiру p× q та нехай κ ∈ N.

Говорять, що м. ф. ϕ(λ) розмiру p× q належить узагальненому класу Смiрнова

N p×q
+,κ , якщо вона допускає представлення

ϕ(λ) = ϕ0(λ) + r(λ), де ϕ0 ∈ N p×q
+ , r ∈ Rp×q i Mπ(r,Ω+) ≤ κ.

Якщо κ = 0, то класN p×q
+,0 спiвпадає з класом СмiрноваN p×q

+ , введеним у (1.13).

Узагальнений клас Смiрнова N p×q
+,κ був введений у [13]. У [49] м. ф. ϕ з N p×q

+,κ

була охарактеризована наступною лiвою взаємно простою факторизацiєю

ϕ(λ) = b`(λ)−1ϕ`(λ), (5.1)

де b` ∈ Sp×pin – добуток Бляшке-Потапова степеня κ, ϕ` ∈ N p×q
+ та

rank
[
b`(λ) ϕ`(λ)

]
= p для λ ∈ Ω+.

Зрозумiло, що для ϕ ∈ N p×q
+,κ iснує також права взаємно проста факторизацiя

ϕ(λ) = ϕr(λ)br(λ)−1, (5.2)

де br ∈ Sq×qin – добуток Бляшке-Потапова степеня κ, ϕr ∈ N p×q
+ та

rank
[
br(λ)∗ ϕr(λ)∗

]
= q для λ ∈ Ω+.

Це означає, що клас Sp×qκ мiститься у N p×q
+,κ i виконується наступна

Лема 5.1. [49] Нехай ϕ ∈ N p×q
+,κ , b` ∈ S

p×p
in , br ∈ Sq×qin , ϕ`, ϕr ∈ N p×q

+ . Тодi:

(i) факторизацiя (5.1) є лiвою взаємнопростою тодi i тiльки тодi, коли iснує
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пара м. ф. c` ∈ Hp×p
∞ i d` ∈ Hq×p

∞ таких, що

b`(λ)c`(λ) + ϕ`(λ)d`(λ) = Ip для λ ∈ Ω+;

(ii) факторизацiя (5.2) є правою взаємнопростою тодi i тiльки тодi, коли

iснує пара м. ф. cr ∈ Hq×q
∞ i dr ∈ Hq×p

∞ таких, що

cr(λ)br(λ) + dr(λ)ϕr(λ) = Iq для λ ∈ Ω+.

Задача TSPκ(b1, b2, K): Нехай b1 ∈ Sp×pin , b2 ∈ Sq×qin – внутрiшнi м. ф. та

K ∈ Hp×q
∞ , κ ∈ Z. М. ф. s розмiру p× q називається розв’язком задачi Такагi-

Сарасона TSPκ(b1, b2, K), якщо s належить до Sp×qκ′ для деякого κ′ ≤ κ та

задовольняє умовi

b−1
1 (s−K)b−1

2 ∈ N
p×q
+,κ . (5.3)

Множину розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона будемо позначати

T Sκ(b1, b2, K) =
⋃
κ′≤κ

{s ∈ Sp×qκ′ : b−1
1 (s−K)b−1

2 ∈ N
p×q
+,κ }.

Проблема T Sκ(b1, b2, K) вивчалась Дж. Боллом i Дж. Хелтоном в [39], у ра-

цiональному випадку в [38]. Загальний, але строго цiлком невизначений випадок

проблеми T Sκ(b1, b2, K) вичерпно дослiджено у [48,49]. Для випадку κ = 0 пов-

не дослiдження проблеми T S0(b1, b2, K) приведено у [60, 62] методом зведення

до абстрактної iнтерполяцiйної проблеми.

Побудуємо резольвентну матрицю проблеми T Sκ(b1, b2, K). Нехай

H(b1) = Hp
2 	 b1H

p
2 , H∗(b2) := (Hq

2)⊥ 	 b∗2(H
q
2)⊥,

H(b1, b2) := H(b1)⊕H∗(b2),

та нехай оператори K11 : Hq
2 → H(b1), K12 : H∗(b2) → H(b1), K22 : H∗(b2) →

(Hp
2)⊥ визначенi формулами

K11h+ = ΠH(b1)Kh+, h+ ∈ Hq
2 , (5.4)

K12h2 = ΠH(b1)Kh2, h2 ∈ H∗(b2), (5.5)
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K22h2 = Π−Kh2, h2 ∈ H∗(b2), (5.6)

K
def
=

(
K11 K12

0 K22

)
:

Hq
2

⊕
H∗(b2)

→
H(b1)

⊕
(Hp

2)⊥

. (5.7)

Розглянемо оператор P : H(b1, b2)→ H(b1, b2), який задається блочною матри-

цею

P =

[
I −K11K

∗
11 −K12

−K∗12 I −K∗22K22

]
. (5.8)

Набiр даних b1, b2, K розглянутий у [49] пiдлягає таким обмеженням:

(H1) b1 ∈ Sp×pin , b2 ∈ Sq×qin , K ∈ Hp×p
∞ .

(H2) κ1 = ν−(P) <∞.

(H3) 0 ∈ ρ(P).

(H4) hb1 ∩ hb#2
∩ Ω0 6= ∅.

Визначимо наступний оператор

F =

[
I K22

K∗11 I

]
:

H(b1)

⊕
H∗(b2)

→
b1(H

p
2)⊥

⊕
b∗2(H

q
2)

def
= K. (5.9)

Як показано у [49] для кожного h1 ∈ H(b1) та h2 ∈ H∗(b2) вектор-функцiї

(K∗11h1)(λ) та (K22h2)(λ) допускають псевдопродовження обмеженого типу, якi

є голоморфними на hb1 та hb#2
, вiдповiдно. Це дозволяє визначити оператор-

функцiю λ→ F (λ), де F (λ) дiє з H(b1, b2) в Cm за формулою

F (λ)h = (Fh)(λ), h ∈ H(b1, b2), λ ∈ hb1 ∩ hb#2
. (5.10)

Нехай µ ∈ hb1 ∩ hb#2
. Тодi оператор F (µ)∗ є обмеженим як оператор з Cm у

H(b1, b2) i м. ф.

W (λ) = I − ρµ(λ)F (λ)P−1F (µ)∗jpq для λ ∈ hb1 ∩ hb#2
, (5.11)
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є коректно визначеною для λ ∈ hb1 ∩hb#2 . Як показано у [49],W (λ) належить до

класу U rκ1(jpq) узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф. та приймає значення в L̃m×m2 .

Тодi, у рацiональному випадку, з Леми 3.17(3) випливає, що W ∈ U r,Rκ1 (jpq).

Наступна теорема дає опис множини T Sκ(b1, b2, K).

Теорема 5.2. Нехай виконанi умови (H1)–(H4) та нехай W (λ) – це м. ф., яка

задана формулою (5.11). Тодi W ∈ U rκ1(jpq) ∩ L̃
m×m
2 та

(1) T Sκ(b1, b2; K) 6= ∅ ⇐⇒ ν−(P) ≤ κ.

(2) Якщо κ1 = ν−(P) ≤ κ, то

T Sκ(b1, b2;K) = TW [Sp×qκ−κ1] := {TW [ε] : ε ∈ Sp×qκ−κ1}, (5.12)

де TW [ε] дробово-лiнiйне перетворення, що задано в (1.25).

Доведення. За умовою (H3) 0 ∈ ρ(P) i тому з (5.9), (5.10), (5.11) випливає,

що Wu ∈ L̃m×m2 для кожного u ∈ Cm, тобто W ∈ L̃m×m2 . Як було показано

у [49, див. Lemma 4.1 i Corollary 4.4] м. ф. W належить до класу U rκ1(jpq) i

{b1, b2} ∈ apr(W ). Тодi за [49, Теоремою 4.2] м. ф. W має факторизацiю

W = ΘΦ =

[
b1 Kb−1

2

0 b−1
2

][
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

]
, (5.13)

де Φ є зовнiшньою м. ф. i пара {ϕ21, ϕ22} є взаємно простою.

1. Нехай κ1 := ν−(P) ≤ κ i покажемо, що тодi T Sκ(b1, b2;K) 6= ∅. Дiйсно,

нехай ε ∈ Sp×qκ2
(κ2 = κ − κ1) має факторизацiю Крейна-Лангера ε = srθ

−1
r , де

sr ∈ Sp×q, θr ∈ Sq×qin . Тодi

s := TW [ε] = (w11ε+ w12)(w11ε+ w22)
−1

= (w11εr + w12θr)(w11εr + w22θr)
−1. (5.14)

За Лемою 1.31 s ∈ Sp×qκ′ , де κ′ ≤ κ. Покажемо, що s задовольняє умову (5.3). В

силу [49, Теореми 4.3] s21 = −ϕ−1
22 ϕ21 ∈ Sq×pκ1

i

Mξ(ϕ22,Ω+) = Mπ(ϕ−1
22 ,Ω+) = Mπ(ϕ−1

22 ϕ21,Ω+) = κ1.



115

За узагальненою Теоремою Руше 1.6 отримуємо

Mξ(ϕ21εr + ϕ22θr,Ω+) = Mξ(ϕ22θr,Ω+) = κ1 + κ2 = κ. (5.15)

З (5.14) випливає, що

G := b−1
1 (s−K)b−1

2 = (ϕ11εr + ϕ12θr)(ϕ21εr + ϕ22θr)
−1 (5.16)

Оскiльки Φ є зовнiшньою, то

ker

[
ϕ11εr + ϕ12θr

ϕ21εr + ϕ22θr

]
= ker Φ

[
εr

θr

]
= {0}

для всiх λ ∈ Ω+. Тому факторизацiя (5.16) є взаємно простою i в силу Пропо-

зицiї 2.16

Mπ(b−1
1 (s−K)b−1

2 ,Ω+) = Mπ(ϕ21εr + ϕ22θr,Ω+) = κ.

Це доводить, що s ∈ T Sκ(b1, b2;K).

2. Припустимо тепер, що T Sκ(b1, b2;K) 6= ∅ i s ∈ T Sκ(b1, b2;K). Покладемо

ε = TW−1[s], тодi s = TW [ε]. З рiвностi (1.49) випливає, що для λ ∈ h+
s ∩ h+

W[
Ip −s

]
W = (w#

11 + εw#
12)
−1
[
Ip −ε

]
,

[
Ip −s

]
WjpqW

∗

[
Ip

−s∗

]
= (w#

11 + εw#
12)
−1(Ip − εε∗)(w#

11 + εw#
12)
−∗.

Звiдси отримуємо тотожнiсть з λ ∈ h+
s ∩ h+

W

Ip − s(λ)s(λ)∗ −
[
Ip −s(λ)

]
(jpq −W (λ)jpqW (λ)∗)

[
Ip

−s(λ)∗

]
= (w#

11(λ) + ε(λ)w12(λ)#)−1(Ip − ε(λ)ε(λ)∗)(w11(λ)# + ε(λ)w12(λ)#)−∗

з якої випливає, що

1− ε(µ)ε(µ)∗ ≥ 0 для м. в. µ ∈ Ω0. (5.17)
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Нехай V (λ) = W (λ)−1 =

[
v11 v12

v21 v22

]
. Тодi має мiсце рiвнiсть

ε(λ) = (v11(λ)s(λ) + v12)(v21(λ)s(λ) + v22)
−1

з якої випливає, що ε ∈ N p×q i у вiдповiдностi до [34, Theorem 3.66] ε допускає

факторизацiю

ε = εRd
−1
R , де εR ∈ N p×q

+ , dR ∈ Sp×qin .

За нерiвнiстю (5.17) i Теоремою Смiрнова (Теорема 1.13) отримуємо εR ∈ Sp×q.
Позначимо κ2 = deg dR(≤ ∞). Оскiльки W ∈ U rκ1(jpq), то за Лемою 1.31

s = TW [ε] належить до класу Sp×qκ′ , де κ′ ≤ κ1 + κ2. Крiм того, доведен-

ня першої частини показує, що м. ф. b−1
1 (s − K)b−1

2 має полюсну кратнiсть

Mπ(b−1
1 (s−K)b−1

2 ,Ω+) = κ = κ1 +κ2, тобто κ ≥ κ1 = ν−(P). Це доводить пряму

iмплiкацiю в (1). 2

Зауваження 5.3. У випадку коли b1, b2, K рацiональнi м. ф. Теорема 5.2 дове-

дена у [48, Theorem 5.17]. У загальному випадку Теорема 5.2 не була сфор-

мульована для довiльного κ, але iдею її доведення можна вилучити з [49,

Theorem 5.7].

5.2 Задача Нехарi-Такагi

Розглянему наступну задачу Нехарi-Такагi:

Задача NTPκ(f0): нехай κ ∈ N i f0 ∈ Lp×q∞ . Треба знайти f ∈ Lp×q∞ таку, що

rank(Γ(f)− Γ(f0)) ≤ κ i ‖f‖∞ ≤ 1. (5.18)

У скалярному випадку задача NTPκ(f0) була розв’язана В. М. Адамяном,

Д. З. Аровим та М. Г. Крейном у [21] у випадку κ = 0 i у [22] для довiль-

ного κ ∈ N. У матричному випадку опис розв’язкiв проблеми NTP0(f0) було

отримано у невизначеному випадку В. М. Адамяном [20], i в загальному випад-

ку А. Хейфецем [61]. Iндефiнiтна матрична проблема NTPκ(f0) (при κ ∈ N)

розглядалась у [39] (дивiться також [38], де у рацiональному випадку було отри-

мано явну формулу для резольвентної матрицi).
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Далi ми обмежимося випадком, коли м. ф. f0 має псевдопродовження в Ω−

i den (f0) 6= ∅ i дамо опис всiх розв’язкiв проблеми NTPκ(f0). Нехай f0 ∈ Lp×q∞

Nκ(f0) = {f ∈ Lp×q∞ : f − f0 ∈ N p×q
+,κ , ‖f‖ ≤ 1}

i позначимо набiр розв’язкiв задачi NTPκ(f0):

NT κ(f0) = {f ∈ Lp×q∞ : rank(Γ(f)− Γ(f0)) ≤ κ i ‖f‖ ≤ 1}.

За теоремою Кронекера ( [57, Theorem 4]), умова f−f0 ∈ N p×q
+,κ є еквiвалентною

умовi

rank(Γ(f)− Γ(f0)) = κ,

Таким чином, множину NT κ(f0) можна представити у виглядi

NT κ(f0) =
⋃
κ′≤κ

Nκ′(f0). (5.19)

Далi встановимо зв’язок мiж множиною розв’язкiв задачi Нехарi-Такагi i

множиною розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона у випадку, коли f0 ∈ Π.

Теорема 5.4. Нехай f0 ∈ Lp×q∞ ∩ Πp×q, Γ = Γ(f0), κ ∈ Z+, {b1, b2} ∈ den(f0) i

K = b1f0b2. Тодi

f ∈ Nκ(f0)⇔ s = b1fb2 ∈ T Sκ(b1, b2, K0).

Доведення. Нехай f ∈ Nκ(f0). Тодi м. ф. ϕ(µ) := f(µ) − f0(µ), f0(µ) i f(µ)

допускають мероморфнi продовження ϕ(λ), f0(λ) та f(λ) на Ω+, такi, що

Mπ(f − f0,Ω+) = κ. (5.20)

Нехай s = b1fb2 i K = b1f0b2. Тодi Mπ(s−K,Ω+) ≤ κ. Оскiльки K ∈ Hp×q
∞ , то

κ′ := Mπ(s,Ω+) = Mπ(s−K,Ω+) ≤ κ.

Враховуючи, що ‖s‖∞ = ‖f‖∞ ≤ 1, отримуємо, що s ∈ Sκ′. Окрiм цього, умо-

ва (5.20) еквiвалентна умовi (5.3), отже s ∈ T Sκ(b1, b2, K).

I навпаки, якщо s ∈ Sp×qκ′ з κ′ ≤ κ та умова (5.3) виконана, то для f = b−1
1 sb−1

2 ,
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f0 = b−1
1 Kb−1

2 отримуємо, що (5.20) виконується та ‖f‖∞ ≤ 1. Тому, f ∈ Nκ(f0).

2

Лема 5.5. Нехай f0 ∈ Lp×q∞ ∩Πp×q, Γ = Γ(f0), {b1, b2} ∈ den(f0), K = b1f0b2 та

нехай P – оператор в H(b1) ⊕ H∗(b2), заданий формулами (5.4)-(5.6) i (5.8).

Тодi

ν−(P) = ν−(I − Γ∗Γ).

Бiльш того, якщо ν−(I − Γ∗Γ) <∞, то

0 ∈ ρ(P)⇐⇒ 0 ∈ ρ(I − Γ∗Γ).

Доведення. Простори Hq
2 i (Hp

2)⊥ розкладаються у пряму суму:

Hq
2 = b2(H

q
2)⊕H(b2), (Hp

2)⊥ = H∗(b1)⊕ b∗1(H
p
2)⊥.

Зауважимо, що ортогональний проектор на пiдпростiр b∗1(H
p
2)⊥ визначається

формулою Πb∗1(Hp
2 )⊥ = b∗1Π(Hp

2 )⊥b1. Оператор Γ, що дiє з Hq
2 в (Hp

2)⊥, представимо

наступним чином

Γ
def
=

(
Γ11 Γ12

0 Γ22

)
:

b2(H
q
2)

⊕
H(b2)

→
H∗(b1)

⊕
b∗1(H

p
2)⊥

, (5.21)

де оператори

Γ11 : b2(H
q
2)→ H∗(b1), Γ12 : H(b2)→ H∗(b1),

Γ22 : H(b2)→ b∗1(H
p
2)⊥

визначаються формулами

Γ11h+ = ΠH∗(b1)f0u+, u+ ∈ b2(H
q
2),

Γ12h2 = ΠH∗(b1)f0u2, u2 ∈ H(b2),

Γ22h2 = (b∗1Π−b1)f0u2, u2 ∈ H(b2). (5.22)

З (5.21), (5.22) та (5.4)-(5.6) випливає, що оператор Γ : Hq
2 → (Hp

2)⊥ та оператор
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K з (5.7) пов’язанi мiж собою наступним чином

Γ =Mb∗1|b1(Hp
2 )⊥KMb∗2|Hq

2
.

де

Mb∗1 :

(
H(b1)

(Hp
2)⊥

)
→

(
H∗(b1)

b∗1(H
p
2)⊥

)
,

Mb∗2 :

(
b2H

q
2

H(b2)

)
→

(
Hq

2

H∗(b2)

)
.

Отже, оператори Γ та K унiтарно еквiвалентнi. Останнє твердження випливає

з [55, Lemma 5.10]. 2

Теорема 5.6. Нехай f0 ∈ Lp×q∞ ∩ Πp×q, Γ = Γ(f0), κ ∈ Z+, {b1, b2} ∈ den(f0),

K = b1f0b2, та P визначений формулами (5.4)-(5.6) i (5.8), нехай виконуються

умови (H1)–(H4), та м. ф. W (λ) визначена формулой (5.11) i

A(µ) =

[
b1(µ)−1 0

0 b2(µ)

]
W (µ), µ ∈ hb1 ∩ hb#2

∩ Ω0. (5.23)

Тодi:

(1) A ∈Mr
κ1

(jpq);

(2) Nκ(f0) 6= ∅ тодi i тiльки тодi, коли κ ≥ κ1 := ν−(I − Γ∗Γ);

(3) Nκ(f0) = TA[Sp×qκ−κ1], при κ ≥ κ1,

(4) NTκ(f0) = ∪κk=κ1
TA[Sp×qk−κ1], при κ ≥ κ1.

Доведення. (1) За [49, Theorem 4.2] блочнi рядки W (λ) допускають факто-

ризацiю [
w11 w12

]
= b1

[
a11 a12

]
,[

w21 w22

]
= b−1

2

[
a21 a22

]
,

де a11 ∈ (Hp×p
2 )⊥, a12 ∈ (Hp×q

2 )⊥, a21 ∈ Hq×p
2 , a22 ∈ Hq×q

2 та

s21 = −w−1
22 w21 = −a−1

22 a21 ∈ Sp×qκ .
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Якщо м. ф. b`, s`, br, sr визначаються факторизацiями Крейна-Лангера для s21

s21 = b−1
` s` = srb

−1
r ,

то вiдповiдно до [49, Theorem 4.3] (див. (4.26), (4.27))

a2 := b`a
−1
22 ∈ S

q×q
out , a1 := (a#

11)
−1br ∈ Sp×pout .

За Означенням 1.30 пара {b1, b2} є правою асоцiйованою парою м. ф. W (λ)

класу U rκ1(jpq). Таким чином

A(λ) =

[
b−1

1 0

0 b2

][
w11 w12

w21 w22

]

належить до класу Mr
κ(jpq).

(2) За Теоремою 5.4 множина Nκ(f0) є непустою тодi i тiльки тодi, коли

T Sκ(b1, b2, K) не пуста. Внаслiдок цього (2) випливає з Теореми 5.2 та Лем-

ми 5.5.

(3) Твердження (3) випливає з формули (5.12), яка доказана в Теоремi 5.2, i

з еквiвалентностi

f ∈ Nκ(f0)⇐⇒ b1fb2 ∈ T Sκ(b1, b2, K) = TW [Sp×qκ−κ1]

(Теорема 5.4). Це означає, що для кожної f ∈ Nκ(f0) м. ф. s = b1fb2 належить

до T Sκ(b1, b2, K) i, отже, допускає представлення

s = (w11ε+ w12)(w21ε+ w22)
−1 = TW [ε]

для деякого ε ∈ Sκ−κ1. Тому м. ф. f = b−1
1 sb−1

2 можна представити наступним

чином

f = b−1
1 (w11ε+ w12)(b2w21ε+ b2w22)

−1 = TA[ε].

(4) Як випливає з (2) Nκ′(f0) = ∅ для κ′ < κ1. Тому, (4) випливає з (5.19) та

твердження (3). 2
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5.3 Резольвентна матриця у випадку рацiональної м. ф. f0

Припустимо тепер, що Ω+ = D i f0 – це рацiональна м. ф. вигляду

f0(λ) = C(λIn − A)−1B, (5.24)

де n ∈ N, A ∈ Cn×n, B ∈ Cn×q, C ∈ Cp×n,

σ(A) ⊂ D. (5.25)

Тодi вiдповiдний оператор Ганкеля Γ = Γ(f0) : Hq
2 → (Hp

2)⊥ побудований по f0

за правилом (1.33) має наступне блочне представлення (γj+k−1)
∞
j,k=1

(γj+k−1)
∞
j,k=1 = (CAj+k−2B)∞j,k=1. (5.26)

де γj задаються формулою

γj(f0) =
1

2π

∫
T
eijθf0(e

iθ)dθ (j = 1, 2, ..). (5.27)

Формула (5.26) може бути переписана у виглядi

Γ = ΩΞ,

де

Ξ =
[
B AB . . . An−1B

]
i Ω =


CA0

...

CAn−1

 . (5.28)

Представлення (5.24) називається мiнiмальним, якщо розмiрнiсть матрицi

A у (5.24) є мiнiмальною. Пара (A,B) називається керованою, якщо ran Ξ = Cn.

Пара (C,A) називається спостережуваною, якщо ker Ω = {0}.
Як вiдомо, див. [38, Теорема 4.14] представлення (5.24) є мiнiмальним, тодi

i тiльки тодi, коли пара (A,B) є керованою i пара (C,A) є спостережуваною,

тобто

ran Ξ = Cn та ker Ω = {0}. (5.29)

Нехай P – це грамiан, який вiдповiдає за керованiсть та Q – це грамiан, який
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вiдповiдає за спостереженнiсть, якi визначаються наступним чином

P =
∞∑
k=0

AkBB∗(A∗)k = ΞΞ∗, Q =
∞∑
k=0

(A∗)kCC∗(A)k = Ω∗Ω

та виявляються розв’язками наступних рiвнянь Ляпунова-Стейна

P − APA∗ = BB∗, Q− A∗QA = C∗C. (5.30)

Будемо розшукувати правий знаменник м. ф. F0(λ) = (λIn − A)B у виглядi

b2(λ) = Iq − (1− λ)B∗(In − λA∗)−1P−1(In − A)−1B. (5.31)

Формула (5.31) для b2(λ) iнспiрована роботою [48, Зауваження 4.2]. Той факт,

що м. ф. b2(λ) є внутрiшньою випливає з наступного твердження, яке мiститься

в [51]

Теорема 5.7. Нехай пара (A,B) є керованою, P = P ∗ є оборотною i задоволь-

няє першому з рiвнянь (5.30). Тодi м. ф. b2(λ) є узагальненою внутрiшньою,

тобто b2 ∈ Sq×qκ , де κ = ν−(P ).

Таким чином, для всiх µ ∈ T виконується рiвнiсть

b2(µ)−1 = b2(µ)∗. (5.32)

Покажемо тепер, що

F0(λ)b2(λ) ∈ Hp×q
∞ . (5.33)

Покладемо

Rλ = (λIn − A)−1, R1 = (In − A)−1.

Прямi розрахунки показують, що

F0(λ)Bb2(λ) = RλB[Iq − (1− λ)B∗(In − λA∗)−1P−1R1B]

= Rλ[R
−1
1 P (In − λA∗)− (1− λ)BB∗](In − λA∗)−1P−1R1B

Використовуючи першу з тотожностей Ляпунова-Стейна (5.30) перепишемо по-
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переднiй вираз у виглядi

Rλ[R
−1
1 P (In − λA∗)− (1− λ)(P − APA∗)](In − λA∗)−1P−1R1B

= Rλ[−λPA∗ − AP + APA∗ + λP ](In − λA∗)−1P−1R1B

= P (In − A∗)(In − λA∗)−1P−1(In − A)−1B.

Отже

F0(λ)Bb2(λ) = P (In − A∗)(In − λA∗)−1P−1(In − A)−1B. (5.34)

Таким чином виконується (5.33) i {Ip, b2} ∈ den(f0). Оскiльки м. ф. b2(λ) є

внутрiшньою, то

b2(λ)−1 = Iq + (1− λ)B∗(In − A∗)−1P−1(λIn − A)−1B. (5.35)

Теорема 5.8. Нехай f0(λ) м. ф. вигляду (5.24), де A ∈ Cn×n, B ∈ Cn×q,

C ∈ Cp×n задовольняють умовам (5.25) i (5.29), та нехай

M =

[
−A 0

0 In

]
, N =

[
−In 0

0 A∗

]
, Λ =

[
−Q In

In −P

]
, (5.36)

G(λ) =

[
C 0

0 B∗

]
(M − λN)−1. (5.37)

Припустимо, що 1 6∈ σ(PQ). Тодi:

(1) Nκ(f0) 6= ∅ тодi i тiльки тодi, коли

κ1 := ν−(I − PQ) ≤ κ; (5.38)

(2) якщо виконано (1), то матриця Λ є оборотною та Nκ(f0) = TA[Sκ−κ1], де

A(µ) = Im − (1− µ)G(µ)Λ−1G(1)∗jpq; (5.39)

(3) М. ф. A(µ) є узагальненою правою γ-твiрною матрицею класу Mr
κ1

(jpq).

Зауваження 5.9. Твердження (1), (2) Пропозицiї 5.8 та формула (5.39) для

резольвентної матрицi A(µ) добре вiдомi з [38, Theorem 20.5.1]. Покажемо,
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що (5.39) може бути отримана iз загальної формули (5.11) для резольвентної

матрицi задачi TSPκ(Ip, b2, K) з

K(λ) = f0(λ)b2(λ) = C(λIn − A)−1Bb2(λ). (5.40)

Доведення. (1) За Теоремою 5.4, f ∈ Nκ(f0) тодi i тiльки тодi, коли

s = fb2 ∈ T Sκ(Ip, b2, K). Поряд з TSPκ(Ip, b2, K) розглянемо також задачу

GSTPκ(Ip, b2, K): Знайти м. ф. s розмiру p× q таку, що:

s ∈ Sp×qκ i (s−K)b−1
2 ∈ N

p×q
+,κ . (5.41)

Як вiдомо [48, Theorem 5.17], цi проблеми мають однакову резольвентну матри-

цю. Припустимо, що s задовольняє (5.41). Тодi

Mπ((s−K)b−1
2 ,Ω+) =Mπ(s,Ω+) = κ.

За Лемою 5.1

Mπ(b`(s−K)b−1
2 ,Ω+) =Mπ(b`s,Ω+) =Mπ(s`,Ω+) = 0. (5.42)

За (5.35) та (5.40) вираз b`(s−K)b−1
2 = (s` − b`K)b−1

2 приймає форму

s`(Iq + (1− λ)B∗(In − A∗)−1P−1(λIn − A)−1B)− b`C(λIn − A)−1B.

Враховуючи, що

(1− λ)(λIn − A)−1 = −In + (In − A)(λIn − A)−1,

умову (5.42) можна переписати наступним чином

{s`B∗(In − A∗)−1P−1(In − A)− b`C}(λIn − A)−1B ∈ N+. (5.43)

Оскiльки пара (A,B) є керованою, то (5.43) можна переписати як[
b` −s`

]
F ∈ N+, (5.44)
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де

F (λ) = Ĉ(A− λIn)−1, Ĉ =

[
C

B∗(In − A∗)−1P−1(In − A)

]
. (5.45)

Таким чином задача GSTPκ(Ip, b2, K) еквiвалентна iнтерполяцiйнiй зада-

чi (5.44), що розглядалася в [48]. Як показано в [48, (1.14)] матриця Пiка P̂ ,

що вiдповiдає задачi (5.44), є єдиним розв’язком рiвняння Ляпунова-Стейна

A∗P̂A− P̂ = Ĉ∗jpqĈ (5.46)

та задача (5.44) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли κ1 := ν−(P̂ ) ≤ κ. Отже

за (5.30) i враховуючи, що

(In − A)−1BB∗(In − A∗)−1 = (In − A)−1P + PA∗(In − A∗)−1, (5.47)

розглянемо

Ĉ∗jpqĈ = C∗C − (In − A∗)P−1(In − A)−1BB∗(In − A∗)−1P−1(In − A)

= C∗C − (In − A∗)P−1[(In − A)−1P + PA∗(In − A∗)−1]P−1(In − A)

= C∗C − [(In − A∗)P−1 + (In − A∗)A∗(In − A∗)−1P−1(In − A)]

= C∗C − (In − A∗)P−1 − A∗P−1(In − A)

= Q− A∗QA− P−1 − A∗ + A∗P−1A

= (Q− P−1)− A∗(Q− P−1)A.

Тобто

Ĉ∗jpqĈ = (Q− P−1)− A∗(Q− P−1)A,

тодi

P̂ = P−1 −Q = P−1/2(I − P 1/2QP 1/2)P−1/2. (5.48)

З (5.48) та Теореми 5.2 випливає, що T Sκ(Ip, b2, K) 6= ∅ тодi i тiльки тодi, коли

κ1 := ν−(I − P 1/2QP 1/2) ≤ κ.

Вiдзначимо, що σ(I − P 1/2QP 1/2) = σ(I − PQ). За Теоремою 5.4 це доводить

(1).

(2) В силу [48, Theorem 3.1, Theorem 5.17] резольвентна матриця W (λ), що
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описує множину T Sκ(Ip, b2, K0) за формулою (5.12), приймає форму

W (λ) = Im − (1− λ)F (λ)P̂−1F (1)∗jpq,

де P̂ задається формулою (5.46). За [48, Lemma 4.8] W ∈ U rκ(jpq). Покладемо,

що

A(µ) :=

[
Ip 0

0 b2(µ)

]
W (µ) (5.49)

та покажемо, що м. ф.

A(µ) :=

[
Ip 0

0 b2(µ)

]
+ (µ− 1)

[
Ip 0

0 b2(µ)

]
F (µ)P̂−1F (1)∗jpq (5.50)

збiгається з м. ф. A(µ), що задана формулою (5.39). З (5.34) випливає, що

b2(µ)−1B∗(In − µA∗)−1 = B∗(In − A∗)−1P−1(µIn − A)−1(In − A)P.

Враховуючи (5.32), отримуємо

b2(µ)B∗(In − A∗)−1P−1(µIn − A)−1(In − A) = B∗(In − µA∗)−1P−1. (5.51)

З (5.51), (5.45), (5.36) та (5.37) це означає, що[
Ip 0

0 b2(µ)

]
F (µ) =

[
C(A− µIn)−1

B∗(In − A∗)−1P−1

]
= G(µ)

[
In

P−1

]
. (5.52)

Далi, з огляду на(5.45) та (5.31)

F (1)∗ =
[
(A∗ − In)−1C∗ P−1(A− In)−1B

]
= −

[
In P−1

]
G(1)∗, (5.53)

[
Ip 0

0 b2(µ)

]
= Im − (1− µ)G(µ)

[
0 0

0 −P−1

]
G(1)∗jpq. (5.54)
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Пiдставляючи (5.52), (5.53) i (5.54) у (5.50) отримуємо

A = Im − (1− µ)G(µ)

[
0 0

0 −P−1

]
G(1)∗jpq

+ (1− µ)G(µ)

[
In

P−1

]
(P −Q−1)

[
In P−1

]
G(1)∗jpq

= Im − (1− µ)G(µ)

[
P −Q−1 In −Q−1P−1

In − P−1Q−1 −P−1Q−1P−1

]
G(1)∗jpq

= Im − (1− µ)G(µ)Λ−1G(1)∗jpq.

За Теоремою 5.2 та [48, Theorem 3.1 i Theorem 5.17] множина T Sκ(Ip, b2, K0)

описується формулою

T Sκ(b1, b2;K) = TW [Sp×qκ−κ1] = {TW [ε] : ε ∈ Sp×qκ−κ1}.

Тому твердження (2) випливає з Теореми 5.6 (3).

(3) ОскiлькиW ∈ U rκ1(jpq) з (5.49) та Теореми 5.6 випливає, що A ∈Mr
κ1

(jpq).

2

5.4 Мотивацiя з теорiї систем

У скалярному випадку задача Нехарi-Такагi була поставлена i розв’язана у [22].

Незабаром з’ясувалося, що ця задача може бути використана у теорiї систем при

розглядi проблеми редукцiї скалярної лiнiйної системи, що привело до створен-

ня теорiї H∞-контроля у [38,58]. У випадку складної лiнiйної системи iнженери

намагаються створити її спрощену модель, яка зробить обчислювальнi алго-

ритми бiльш практичними. На жаль, бажання створити бiльш точну модель

приводить, як правило, до збiльшення кiлькостi параметрiв i збiльшення скла-

дностi обчислювальних операторiв. Якщо деякi параметри мають незначний

вплив, то має сенс вiдмовитися вiд них. Взагалi кажучi, проблема редукцiї мо-

делi полягає у наближеннi (у певному сенсi) даної моделi менш складною i тим

самим простiшою для роботи.

Розглянемо систему з дискретним часом, у якiй змiнна k приймає цiлочи-

сельнi значення. Нехай система управляється рiзницевими рiвняннями першого
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порядку:
xk+1 = Axk +Buk,

yk = Cxk +Duk.
, x0 = 0, k ∈ N ∪ {0}, (5.55)

де A,B,C,D постiйнi (комплекснi) матрицi (A-квадратна матриця), xk описує

стан системи в момент часу k, uk – це вхiдний сигнал, yk – це вiдповiдний

вихiдний сигнал.

Систему (5.55) можно однозначно розв’язати в термiнах {uk}:

yk = Duk +
k−1∑
j=0

CAk−j−1Buj, k ≥ 0. (5.56)

Далi будемо використовувати Z-перетворення, яке визначається наступним чи-

ном:

{vk}k≥0 −→ V (z) =
∞∑
j=0

vjz
−j.

Застосуємо Z-перетворення до системи (5.55), тодi вона перепишеться насту-

пним чином

zX(z) = AX(z) +BU(z),

Y (z) = CX(z) +DU(z).

Розв’язуючи перше рiвняння щодо X(t) i пiдставляючи в друге рiвняння, отри-

муємо

Y (z) = [D + C(zI − A)−1B]U(z).

Таким чином, множення на м. ф.

W (z) = D + C(zI − A)−1B

реалiзує вiдображення входу системи (5.55) на її вихiд, де вхiдний та вихiдний

сигнали виражаються через Z-перетворення. Тому W (z) називається переда-

точною функцiєю системи, та говорять, що (A,B,C,D) реалiзує передаточну

функцiю W . У Роздiлi 6 [38] показано, що рацiональна функцiя W має таку

реалiзацiю тодi i тiльки тодi, коли W є власною, тобто аналiтичною у ∞.

Якщо (C,A) – це нульова пара ядра, тобто
⋂∞
i=0Ker(CA

i) = {0}, та (A,B) –
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це пара повного ранга, тобто
∑∞

i=0 Im(AiB) = Cp, де p× p – це розмiр матрицi

A, то розмiр n простору спiвпадає зi степенем Макмiлана рацiональної м. ф.

W та є вже мiнiмально можливим розмiром для простору складеного з усiх си-

стем вигляду (5.55), якi породжують однакову поведiнку входу-виходу. Якщо

цей мiнiмальний розмiр все ще бiльший, нiж треба для практичних цiлей, мо-

жна досягти лише розумного наближення точної вхiдної поведiнки, щоб до-

сягти меньшої розмiрностi або зменшити ступiнь Макмiллана. Це призводить

до проблеми редукцiї моделi. Залишається обговорити, яка мiра наближення є

розумною i практичною для використання.

Припустимо, що W (z) є строго власною (тобто аналiтичною на нескiнчен-

ностi, W (∞) = 0) рацiональною м. ф. розмiру M × N з усiма полюсами у D.

Такi рацiональнi м. ф. називають стiйкими. Таким чином, стiйка рацiональна

м. ф. W (z) має мiнiмальну реалiзацiю наступного вигляду

W (z) = C(zI − A)−1B

де спектр σ(A) знаходиться у D. Норма ‖W‖∞ iндукована оператором входу-

виходу {u(t)}k≥0 → {y(t)}k≥0 системи (5.55) визначається наступним чином

‖W‖∞ = sup{‖W (z)‖ : |z| = 1}. (5.57)

За м. ф. W побудуємо оператор Ганкеля

Γ(W ) = Π(Lp2)⊥W |Lq2

з блочним представленням (γj+k−1)
∞
j,k=1, де

γj(W ) =
1

2π

∫
T
eijθW (eiθ)dθ (k = 1, 2, ..). (5.58)

За теоремою Нехарi (Теорема 20.2.1, [38]) норму ‖Γ(W )‖ можна iдентифi-

кувати з вiдстанню вiд W до множини антистiйких рацiональних м. ф. (тобто

функцiй з усiма полюсами поза D ∪ T) у нормi ‖ · ‖∞, тобто

‖Γ(W )‖ = inf{‖W −R‖∞ : R ∈ Rm×n(D ∪ T)} (5.59)
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Наступний результат дає корисний зв’язок мiж нормою Ганкеля i ‖W‖∞.

Теорема 5.10. Нехай W (z) строго власна м. ф. розмiру M × N з усiма по-

люсами у D i степенем Макмiллана n. Тодi

‖HW‖ ≤ ‖W‖∞ ≤ 2n‖HW‖.

Наступна Проблема мiнiмiзацiї моделi була розглянута К. Гловером у [58]:

Нехай задана власна i стiйка рацiональна м. ф.W0(z) з мiнiмальною реалiзацiєю

W0(z) = C(zI − A)−1B

степеня Макмiллана δ(W0) = n. Нехай також дано бажаний рiвень допустимостi

µ > 0. Проблема полягає у тому, щоб знайти

κ0 = min{κ : iснує стiйка рацiональнаW, δ(W ) ≤ κ, ‖W0 −W‖∗ < µ},

де ‖ · ‖∗ – це деяка пiдходяща норма, а потiм описати множину всiх κ0-

наближень:

{W (z) : W строго стiйка, δ(W ) = κ0, ‖W0 −W‖∗ < µ}. (5.60)

З точки зору фiзики правильно було би використовувати норму ‖W‖∞ оскiльки

вона iндукована оператором входу-виходу, але в цьому випадку математичну

проблему складно вирiшити. Розумним компромiсом, запропонованим у [58], є

використання норми Ганкеля ‖W‖∗ = ‖HW‖.
Дiйсно, згiдно з Теоремою 5.10 норма Ганкеля та норма ‖ · ‖∞ еквiвалентнi,

якщо ми обмежуємося передаточними функцiями обмеженого степеня Макмiл-

лана. У цьому випадку проблема редукцiї моделi дляW0 зводиться до проблеми

Нехарi-Такагi для f0 = W0.

Зв’язок мiж розв’язком W задачi (5.60) i розв’язком f задачi NTP(f0) за-

дається формулою W = W0 + f . Iдея застосування проблеми Нехарi-Такагi до

проблеми редукцiї моделi належить К. Гловеру i викладена у [58].
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5.5 Висновки

Результати глави були представленi у [52].

Отримано опис розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-Сарасона. Знайдено

зв’язок мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона i задачi Нехарi-Такагi.

Отримано опис цiлком невизначеної задачi Нехарi-Такагi для обмежених фун-

кцiй, що мають псевдопродовження. Отримано формулу для розв’язку задачi

Нехарi-Такагi у рацiональному випадку.
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Висновки

1. Введено клас U `κ(jpq) лiвих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., який є ду-

альним для класу правих узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф., що вiдiграє

важливу роль в описi розв’язкiв iнтерполяцiйної проблеми Шура. Пока-

зано зв’язок мiж лiвими i правими узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф.

Введено поняття лiвої асоцiйованої пари {b1, b2} для лiвої узагальненої

jpq-внутрiшньої м. ф.W (λ) i знайдено факторизацiї м. ф.W (λ) у термiнах

лiвої асоцiйованої пари {b1, b2}. Введено поняття сингулярної узагальненої

jpq-внутрiшньої м. ф. та отримано критерiї її сингулярностi як у термiнах

асоцiйованої пари, так i у термiнах просторiв Понтрягiна з вiдтворюючим

ядром.

2. Введено означення регулярної узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. Отрима-

но достатнi умови для регулярностi узагальненої jpq-внутрiшньої м. ф. У

рацiональному випадку доведено критерiй регулярностi узагальнених jpq-

внутрiшнiх м. ф. Також отримано умови iснування регулярно-сингулярної

факторизацiї для узагальнених jpq-внутрiшнiх м. ф.

3. Введено пiдкласи правих та лiвих узагальнених γ-твiрних матриць. Отри-

мано зв’язок мiж узагальненими jpq-внутрiшнiми м. ф. i множиною уза-

гальнених γ-твiрних матриць, що мають псевдопродовження. Введено по-

няття сингулярних, регулярних i сильно регулярних γ-твiрних матриць.

Знайдено достатнi умови регулярностi i сильної регулярностi правих i лi-

вих узагальнених γ-твiрних матриць. Отримано достатнi умови регулярно-

сингулярної факторизацiї узагальнених γ-твiрних матриць.

4. Отримано опис розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi Такагi-Сарасона. Зна-

йдено зв’язок мiж множиною розв’язкiв задачi Такагi-Сарасона i задачi

Нехарi-Такагi. Отримано опис цiлком невизначеної задачi Нехарi-Такагi

для обмежених функцiй, що мають псевдопродовження.
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