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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. В останнiй час з’явилася потреба i можли-
востi ґрунтовно вивчати функцiї, якi мають нетривiальнi (неоднорiднi)
локальнi властивостi i складну ”варiацiйну” поведiнку. Вони все частi-
ше з’являються у моделях реальних процесiв та явищ, а геометрична
теорiя дiйсних чисел, фрактальна геометрiя та фрактальний аналiз до-
зволяють проводити їх ґрунтовне вивчення. Мова йде про функцiї син-
гулярнi (неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, називається син-
гулярною, якщо її похiдна майже скрiзь рiвна нулю в розумiннi мiри
Лебега), нiде не диференцiйовнi, нiде не монотоннi (неперервна функцiя
називається нiде не монотонною, якщо вона не має жодного як завгодно
малого iнтервалу монотонностi), або функцiї, якi не мають промiжкiв
монотонностi, крiм промiжкiв сталостi. За бiльш нiж столiтню iсторiю
розвитку теорiї таких функцiй доведено не так багато теоретичних фа-
ктiв загального плану. Бiльшiсть з вiдомого стосується окремих прикла-
дiв таких функцiй або їх класiв. Iндивiдуальна теорiя кожного з пред-
ставникiв продовжує розвиватись. Ще у 1931 роцi незалежно один вiд
одного С. Банах та С. Мазуркевич довели, що множина нiде не дифе-
ренцiйовних у просторi C[0,1], неперервних на вiдрiзку [0, 1], функцiй є
множиною другої категорiї Бера. У 1932 роцi С. Сакс зробив уточнен-
ня до теореми Банаха-Мазуркевича, довiвши, що множина неперервних
на [0, 1] функцiй, у яких або iснує скiнченна права похiдна, або ця по-
хiдна рiвна +∞ на множинi континуум, є множиною другої категорiї
Бера у просторi C[0,1]. У 1983 роцi аналогiчний результат для звивистих
функцiй, якi на кожному як завгодно малому вiдрiзку досягають свого
глобального максимуму та мiнiмуму, отримав С. Б. Козирєв. Зовсiм не-
давно були встановленi новi факти стосовно фрактальних властивостей
(розмiрнiсть графiка) вiдомого з 1872 року прикладу нiде не диферен-
цiйовної функцiї Вейєрштрасса.

Iсторiя вивчення сингулярних функцiй як самостiйного об’єкту дослiд-
ження розпочалася бiльш нiж 100 рокiв тому. У 1981 роцi Т. Замфiреску
довiв, що ”бiльшiсть” неперервних монотонних функцiй є сингулярними,
оскiльки сингулярнi функцiї у метричному просторi всiх неперервних
монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють множину дру-
гої категорiї Бера. За своїми властивостями, пов’язаними з монотон-
нiстю, сингулярнi функцiї бувають принципово рiзними. Простiшими
для дослiдження є монотоннi функцiї. Найпростiшим класичним при-
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кладом неспадної сингулярної функцiї є функцiя Кантора (G.Cantor,
1883, H. Lebesque, 1904), її графiком є «канторiвськi сходи», строго зро-
стаючої — функцiї Салема (R. Salem, 1943) та Мiнковського (H. Mi-
nkowski, 1911), строго спадної — iнверсори цифр Q2- i Q3-зображення
чисел (М. В. Працьовитий, С. В. Скрипник, 2013, М. В. Працьовитий,
I. В. Замрiй, 2013 вiдповiдно). Сингулярнi функцiї фiгурували в роботах
рiзних авторiв, зокрема, Л. Шварца, Н. Вiнера та А. Вiнтнера, В. Джес-
сена та А. Вiнтнера, Я. Ф. Виннишина, М. В. Працьовитого, Г. М. Торбiна,
Я. В. Гончаренко, О. М. Барановського, А. А. Довгошея, А.В. Кала-
шнiкова, О. В. Косопльоткiної та iн. Слiд зауважити, що лише стро-
го зростаючiй сингулярнiй функцiї Мiнковського лише за останнi 10
рокiв присвячено бiльше десяти статей (O. Beaver – T. Garrity, 2004,
M. Kessebohmer – B. Stratmann, 2008, M. Lamberger, 2006, H. Okamoto
– M. Wunsch, 2007, G. Panti, 2008, G. Alkauskas, 2008-2012, А. А. Души-
стова – Н. Г. Мощевитин, 2009-2012) i побудовано її новi узагальнення
(М. В. Працьовитий – А. В. Калашнiков, 2009-2011 i М. В. Працьовитий
– Т. М. Iсаєва, 2015-2016).

Зовсiм недавно дослiдники зацiкавилися немонотонними сингуляр-
ними функцiями. Локальна поведiнка таких функцiй в деякiй мiрi є
складнiшою за поведiнку сингулярних монотонних функцiй. Досi вiдо-
мо дуже мало загальних фактiв щодо їх диференцiальних властивостей.
Але виявляється, що iснують сингулярнi нiде не монотоннi функцiї. У
XX ст. вперше був побудований приклад такої функцiї iндiйським мате-
матиком O. K. Shukla (1957), пiзнiше вони фiгурували e роботах iншого
iндiйського математика K. M. Garg (1969, 1985). Проте тривалий час не
було нових публiкацiй, що стосувались нiде не монотонних функцiй. I
лише недавно дослiдження їх продовжились (М. В. Працьовитий, 2011,
А. Н. Агаджанов, 2014).

Неперервна функцiя f називається функцiєю канторiвського типу,
якщо її множина несталостi є нiде не щiльною множиною. Неперерв-
на функцiя f називається сингулярною функцiєю канторiвського типу,
якщо її множина несталостi є нiде не щiльною множиною нульової мiри
Лебега. Нами не виявлено робiт, присвячених немонотонним сингуляр-
ним функцiям канторiвського типу. Саме на них ми акцентуємо увагу в
даному дисертацiйному дослiдженнi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi скла-
дною локальною будовою i фрактальними властивостями, що проводя-
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ться на кафедрi вищої математики Нацiонального педагогiчного унiвер-
ситету iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi фрактального аналiзу Iн-
ституту математики НАН України. Дослiдження проводилось у рамках
наступних науково-дослiдних тем:

— Двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (номер державної
реєстрацiї 0110U001279);

— Фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локаль-
ною будовою (номер державної реєстрацiї 0107U000583);

— Фрактальна геометрiя числових рядiв i фрактальний аналiз сто-
хастичних об’єктiв, з ними пов’язаних (номер державної реєстра-
цiї 0118U002059).

Об’єктом дослiдження даної дисертацiйної роботи є неперервнi
функцiї, визначенi на вiдрiзку [0, 1], множини несталостi яких є нiде не
щiльними, мають нульову або додатну мiру Лебега (функцiї канторiв-
ського типу).

Предметом дослiдження є структурнi, варiацiйнi, диференцiально-
iнтегральнi, автомодельнi та фрактальнi властивостi функцiй, їх множи-
ни рiвнiв, спектральнi та структурнi властивостi розподiлiв їх значень.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є введення у
розгляд континуального класу неперервних функцiй канторiвського ти-
пу, залежних вiд нескiнченної кiлькостi параметрiв, вивчення їх глобаль-
них властивостей та локальної поведiнки, тополого-метричних i фра-
ктальних властивостей суттєвих для функцiй множин.

Основнi завдання дисертацiйного дослiдження:
— використовуючи Q∗s-зображення дiйсних чисел, що є узагальнен-

ням s-ого зображення та Qs-зображення, коректно означити кон-
тинуальний клас неперервних функцiй канторiвського типу, сут-
тєво збагачений пiдкласом сингулярних функцiй;

— описати структурнi, варiацiйнi, iнтегрально-диференцiальнi, ав-
томодельнi та фрактальнi властивостi класу функцiй;

— вивчити локальнi та глобальнi тополого-метричнi i фрактальнi
властивостi множин несталостi немонотонних функцiй канторiв-
ського типу;

— вивчити лебегiвську структуру (вмiст сингулярної, абсолютно не-
перервної та дискретної компонент) i спектральнi властивостi ви-
падкової величини Y = f(X), де f — функцiя з дослiджуваного
класу, X — випадкова величина iз заданим розподiлом.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи мате-
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матичного аналiзу та теорiї функцiй дiйсної змiнної, метричної теорiї чи-
сел, теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу та фрактальної геометрiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi ре-
зультати, що виносяться на захист, наступнi.

— Введено у розгляд континуальний клас неперервних функцiй, за-
лежних вiд скiнченного набору параметрiв, зi складною локаль-
ною поведiнкою: сингулярних монотонних, сингулярних немоно-
тонних, нiде не монотонних функцiй, доведено ознаки належностi
до кожного з вказаних типiв. Вивчено їх структурнi властивостi,
множини особливостей (зокрема, максимумiв - мiнiмумiв), масив-
нiсть множин рiвнiв.

— За допомогою Q∗s-зображення дiйсних чисел, що є узагальненням
класичного s-кового зображення, сконструйовано нескiнченно-
параметричну сiм’ю неперервних функцiй з неоднорiдними ло-
кальними властивостями, якi у залежностi вiд набору параметрiв
є строго монотонними, але у переважнiй бiльшостi сингулярни-
ми, немонотонними сингулярними функцiями канторiвського ти-
пу та нiде не монотонними. Вивчено їх варiацiйнi та функцiо-
нальнi, диференцiальнi й iнтегральнi, автомодельнi i фрактальнi
властивостi, а також властивостi множин рiвнiв функцiї.

— Для немонотонної сингулярної функцiї канторiвського типу f ,
означеної у термiнах Q∗5-зображення чисел i нескiнченної послi-
довностi параметрiв, та випадкової величини X, цифри Q∗5-зобра-
ження якої є незалежними випадковими величинами, вивчено
лебегiвську структуру (вмiст дискретної, абсолютно неперерв-
ної та сингулярної компонент) розподiлу випадкової величини
Y = f(X), тополого-метричнi i фрактальнi властивостi спектра.

— Сфокусовано увагу на немонотонних сингулярних функцiях кан-
торiвського типу, окремi дослiдження яким ранiше не присвячу-
вались. Запропоновано методологiю їх вивчення.

Одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота має в основному теоретичний характер. Отриманi результати є пев-
ним внеском у теорiю функцiй дiйсної змiнної, фрактальний аналiз та
фрактальну геометрiю, теорiю розподiлiв випадкових величин. Запро-
понованi у дисертацiї прийоми та методи можуть бути використанi при
дослiдженнi рiзних математичних об’єктiв зi складною локальною будо-
вою i фрактальними властивостями.



5

Особистий внесок здобувача. Усi результати, якi виносяться на
захист, отриманi автором самостiйно. У спiльних з М. В. Працьовитим
публiкацiях спiвавтору належать загальна постановка задач, iдеї дове-
день та перевiрка результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-
слiдження доповiдалися на конференцiях рiзних рiвнiв та наукових се-
мiнарах, а саме:

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Актуальнi проблеми мето-
дологiї та методики навчання фiзико-математичних дисциплiн”,
присвяченiй 80-рiччю I. Т. Горбачука, Київ, 18 сiчня 2013 р.;

— Всеукраїнськiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-
методичнi проблеми математики у вищiй школi”, Київ, 26-27 черв-
ня 2013 р.;

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвня-
ння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi
методи механiки” до 100-рiччя вiд дня народження Г. М. Поло-
жого, Київ, 23-24 квiтня 2014 р.;

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка
Михайла Кравчука, Київ, 15-17 травня 2014 р.;

— Четвертiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених з
математики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2015 р.;

— Мiжнароднiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-
методичнi проблеми математики у вищiй школi”, Київ, 25-26 черв-
ня 2015 р.;

— П’ятiй всеукраїнськiй науковiй конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики ”Актуальнi проблеми сучасної математики
i фiзики та методика їх навчання”, Київ, 25-26 квiтня 2016 р.;

— Четвертiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Вiдкри-
тi еволюцiонуючi системи”, Нiжин, 20-21 травня 2016 р.;

— Всеукраїнськiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-
методичнi проблеми математики у вищiй школi”, присвяченiй па-
м’ятi професора С. С. Левiщенка, Київ, 7-8 жовтня 2016 р.;

— Шостiй всеукраїнськiй конференцiї молодих вчених з математи-
ки та фiзики, Київ, 21-22 квiтня 2017 р.;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-
рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митро-
польського, Київ, 7-10 червня 2017 р.;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Асимптотичнi методи в те-
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орiї диференцiальних рiвнянь”, присвяченiй 85-рiччю професора
М. I. Шкiля, Київ, 13-14 грудня 2017 р.

— семiнарi вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики НАН
України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник — доктор
фiзико-математичних наук, професор М. В. Працьовитий);

— семiнарi кафедри iнтегральних та диференцiальних рiвнянь Ки-
ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (ке-
рiвники: академiк НАН України А. М. Самойленко, академiк
НАН України М. О. Перестюк).

Публiкацiї. Основнi результати дослiдження викладено у 6 статтях
[1] — [6], опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових
фахових видань України, з них 1 стаття [6] у науковому виданнi, що
входить до мiжнародної наукометричної бази даних Scopus, та дотатково
вiдображено у матерiалах конференцiй [7] — [18].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, вступу,
чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу
та загальних висновкiв, списку використаних джерел (140 найменувань)
та списку публiкацiй автора (18 найменувань), списку умовних позна-
чень. Загальний обсяг роботи — 125 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дисертацiйного дослiдження,
вивчено його об’єкт, предмет, мету i завдання, висвiтлено наукову но-
визну, практичне значення, анонсовано основнi науковi результати.

Роздiл 1 «Концептуальнi основи дослiдження та огляд лiте-
ратури» носить вступний характер. У ньому описано Q∗s-зображення
(М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн), що є узагальненням s-кового зобра-
ження та Qs-зображення дiйсних чисел; описано його властивостi, необ-
хiднi для подальшого конструювання та дослiдження функцiй.

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число, As = {0, 1 . . . , s− 1} —
алфавiт s-кової системи числення, Q∗s = ‖qij‖— нескiнченна стохастична
матриця з додатними елементами, i ∈ As, j ∈ N така, що:

1. q0j + q1j + . . .+ q[s−1]j = 1; 2.
∞∏
j=1

max{q0j , q1j . . . , q[s−1]j} = 0.

Вiдомо (М. В. Працьовитий), що для будь-якого x ∈ [0, 1] iснує послi-

довнiсть (αk), αk = αk(x) ∈ As така, що x = βα11 +
∞∑
k=2

[
βαkk

k−1∏
j=1

qαjj

]
.



7

Подання числа x у виглядi даного ряду називається йогоQ∗s-представ-
ленням, а його символiчний запис x = ∆

Q∗
s

α1(x)...αk(x)... —Q∗s-зображенням.
При цьому αj(x) називається j-тим Q∗s-символом (цифрою) зображення
числа x. Iснують числа, що мають два Q∗s-зображення. Це числа виду
∆
Q∗

s

α1...αk−1αk(0) = ∆
Q∗

s

α1...αk−1[αk−1](s−1). Їх називають Q∗s-рацiональними.
Числа, що не мiстять перiод (0) або (s− 1), мають єдине Q∗s-зображення
i називаютьсяQ∗s-iррацiональними. Якщо для всiх i ∈ As, j ∈ N виконує-
ться qij = qi, тобто всi стовпцi матрицi ‖qij‖ однаковi, то Q∗s-зображення
називаєтьсяQs-зображенням, якщо ж при цьому qi = 1

s ,тоQs-зображен-
ня є звичайним s-ковим зображенням.

Розглядаються приклади вiдомих неперервних функцiй зi складною
локальною будовою: монотонних сингулярних функцiй, нiде не монотон-
них сингулярних функцiй, монотонних та немонотонних сингулярних
функцiй канторiвського типу, недиференцiйовних функцiй.

У другому роздiлi «Сингулярнi немонотоннi функцiї, визначе-
нi у термiнах Q∗s-зображення аргумента» введено у розгляд конти-
нуальний клас неперервних функцiй, залежних вiд скiнченного набору
параметрiв, що є сингулярними монотонними, нiде не монотонними або
сингулярними функцiями канторiвського типу.

Для заданого набору дiйсних чисел (a0, a1, . . . , as−1) таких, що a0 +
+a1 + . . .+ as−1 = 1, |ai| < 1, γ0 ≡ 0, 0 < γi ≡ a0 + a1 + . . .+ ai−1 < 1 для
всiх i ∈ 1, s− 1, розглядається функцiя f , означена рiвнiстю

f(x) = γα1(x) +
∞∑
k=2

γαk(x)

k−1∏
j=1

aαj(x)

 , (2.1)

де αk(x) – k-ий символ Q∗s-зображення числа x.
У пiдроздiлi 2.2 доведено, що функцiя f є неперервною на вiдрiзку

[0, 1] i набуває всiх значень з цього вiдрiзка. Пiдроздiл 2.3 присвячений
доведенню фактiв, що стосуються умов монотонностi, строгої монотон-
ностi та нiде не монотонностi функцiї, а пiдроздiл 2.4 — сингулярностi
канторiвського типу.

Теорема 2.3.1. Неперервна на [0, 1] функцiя f , визначена рiвнiстю

(2.1), є нiде не монотонною, якщо
s−1∏
i=0

ai 6= 0 i серед чисел a0, . . . , as−1

знайдеться ai < 0.
Означення 2.1.Спектром (множиною нестабiльностi) функцiї f
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називається множина Sf всiх x таких, що для будь-якого ε > 0 в ε-околi
Oε(x) точки x знайдуться x1 i x2 такi, що f(x1) 6= f(x2).

Означення 2.2. Неперервна функцiя називається сингулярною фун-
кцiєю канторiвського типу, якщо її множина несталостi (нестабiльно-
стi) є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 2.4.1. Для того, щоб функцiя f , визначена рiвнiстю (2.1),
була сингулярною функцiєю канторiвського типу, необхiдно i доста-
тньо, щоб множина C = C[Q∗s, V ] = {x : x = ∆

Q∗
s

α1...αn..., αn ∈ V ⊂ As},
V = {v : av 6= 0}, мала нульову мiру Лебега, тобто

∞∑
k=1

Wk = ∞, де

Wk =
∑

i:ai=0

qik.

У пiдроздiлi 2.5 вивчено екстремуми функцiї f (теорема 2.5.1.) i вста-
новлено, що f на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cm набуває найбiльшого i найменшого
значення на його кiнцях (теорема 2.5.2). У пiдроздiлi 2.6 дослiджується
масивнiсть множини рiвнiв функцiї f .

Теорема 2.6.1. Якщо серед членiв послiдовностi (an) є вiд’ємнi i
Q∗s-зображення числа x0 = ∆

Q∗
s

α1(x)α2(x)...αn(x)... має властивiсть
aαi(x)aαi+1(x) < 0 для нескiнченної множини значень i ∈ N , то множи-
на f−1(y0) рiвня y0 = f(x0) є злiченною множиною.

Роздiл 3 «Один клас неперервних нiде не монотонних фун-
кцiй з автомодельними властивостями» присвячений узагальненню
об’єктiв i результатiв попереднього роздiлу переходом вiд s-ого зображе-
ння функцiї до G∗s-зображення. Цей перехiд збiльшує кiлькiсть параме-
трiв у сiм’ї, значно розширює коло об’єктiв, збагачує родину представ-
никами з новими властивостями.

Задана матриця G∗s = ‖gij‖, i ∈ As, j ∈ N , що має властивостi:
1. | gij |< 1; 2. g0j + . . .+ g[s−1]j = 1;

3. γ0j = 0, 0 < γij =
i−1∑
k=0

gkj < 1, i ∈ 1, s− 1;

4. ∀(ijj), ij ∈ As має мiсце
∞∑
k=2

k−1∏
j=1

{|gijj |} <∞.

Розглядається функцiя f(x), означена рiвнiстю

f(x) = γα1(x)1 +
∞∑
k=2

γαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

 . (3.1)
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У пiдроздiлi 3.2 доведено, що функцiя є неперервною в кожнiй то-
чцi вiдрiзка [0, 1] i набуває всiх значень з цього вiдрiзка. У пiдроздiлi
3.3 доводиться монотоннiсть та нiде не монотоннiсть функцiї, а у 3.4 —
сингулярнiсть канторiвського типу.

Теорема 3.3.1. Функцiя f на [0, 1], визначена рiвнiстю (3.1):
1) має скiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця

‖gij‖ мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв;
2) має нескiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця

‖gij‖ мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв;
3) є кусково-монотонною, якщо у матрицi ‖gij‖ немає нулiв i у скiн-

ченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа;
4) є нiде не монотонною, якщо у матрицi ‖gij‖ немає нулiв i у не-

скiнченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа.
Лема 3.4.1. Неперервна функцiя f буде функцiєю канторiвського

типу тодi i тiльки тодi, коли серед елементiв матрицi ‖gij‖ iснує
нескiнченна кiлькiсть нулiв.

Теорема 3.4.1. Для того, щоб функцiя f , визначена рiвнiстю (3.1),
була сингулярною функцiєю канторiвського типу, необхiдно i доста-
тньо, щоб множина C[Q∗s, Vn] = {x : x = ∆

Q∗
s

α1...αn..., αn ∈ Vn ⊂ As},
де Vn = {v : gvn 6= 0}, мала нульову мiру Лебега, тобто

∞∑
k=1

Wk = ∞,

де Wk =
∑

i:gij=0

qik, k ∈ Z. Якщо ж
∞∑
k=1

Wk < ∞, то f буде функцiєю

квазiканторiвського типу.
У пiдроздiлi 3.5 доведено, що сингулярнi функцiї канторiвського ти-

пу, якi не мають промiжкiв монотонностi за виключенням промiжкiв
сталостi, є функцiями як обмеженої, так i необмеженої варiацiї.

У пiдроздiлах 3.7 i 3.8 самоафiннi властивостi дослiджуються для
перiодичних матриць Q∗s i G∗s, а саме:

— Q∗s = ‖qij‖— нескiнченна перiодична матриця, i ∈ As, j ∈ N така,
що має властивостi: qi,2k−1 = qi1 > 0, qi,2k = qi2 > 0, i = 0, s− 1,
k ∈ N i q0j + q1j + . . .+ q[s−1]j = 1, j ∈ {1, 2};

— G∗s = ‖gij‖ — нескiнченна перiодична матриця, i ∈ As, j ∈ N
така, що має властивостi: |gi,2k−1| = |gi1| < 1, |gi,2k| = |gi2| < 1,
i = 0, s− 1, k ∈ N i g0j + g1j + . . .+ g[s−1]j = 1, j ∈ {1, 2}.

Теорема 3.7.1. Графiк функцiї Γf = {(x, f(x)), x ∈ [0, 1]} є самоа-
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фiнною множиною, причому

Γ =
⋃

(i,j)∈As×As

ϕij (Γ) , де ϕkj (Γ) 6= ϕpj (Γ) при k 6= p,

ϕij :

{
x′ = βi1 + qi1βj2 + q01q02x,

y′ = γi1 + gi1γj2 + gi1gj2y.

Теорема 3.8.1. Для iнтеграла Рiмана функцiї f має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f(x)dx =

q01q02

(
s ·

s−1∑
i=0

γi1 +
s−1∑
i=0

γi2

)
1− q01q02

.

Роздiл 4 «Сiм’я немонотонних сингулярних функцiй кан-
торiвського типу з фрактальними властивостями» присвячений
сiм’ї неперервних немонотонних функцiй канторiвського типу, якi за-
лежать вiд послiдовностi параметрiв i належать до класу функцiй, якi
вивчалися у попередньому роздiлi. Основна увага придiляється лебегiв-
ськiй структурi розподiлу випадкової величини Y = f(X), тополого-
метричним i фрактальним властивостям спектра.

Використовуючи Q∗5-зображення чисел [0; 1] 3 x = ∆
Q∗

5

α1(x)...αk(x)..., яке
визначається п’ятiрковим алфавiтом A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} i нескiнченною
стохастичною матрицею ‖qik‖, i ∈ A5, k ∈ N , з додатними елементами

(q0k + q1k + q2k + q3k + q4k = 1) такою, що
∞∏
k=1

max
i
{qik} = 0, β0k = 0,

βi+1,k = βik + qik, i = 0, 4, неперервна функцiя канторiвського типу
означується рiвнiстю

f(x) = δα1(x)1 +
∞∑
k=2

δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

 ≡ ∆G
α1α2...αk...

, (4.1)

де (gn) = (g0n, g1n, g2n, g3n, g4n) — послiдовнiсть векторiв, таких, що:
g0n = g4n = 2+εn

4 , g1n = g3n = −εn
4 , g2n = 0; δ0n = 0, δ1n = 2+εn

4 ,
δ2n = 2

4 = δ3n, δ4n = 2−εn
4 , тобто δi+1,n = δin + gin, n ∈ N, при цьому

(εn) — наперед задана послiдовнiсть дiйсних чисел така, що 0 6 εn 6 1.
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Лема 4.1.1. Для того, щоб функцiя f , визначена рiвнiстю (4.1),
не мала промiжкiв монотонностi, крiм промiжкiв сталостi, необхi-
дно i достатньо, щоб εn 6= 0 виконувалась для нескiнченної множини
значень n.

У пiдроздiлi 4.2 доводиться критерiй належностi функцiї f до кла-
су функцiй з обмеженою варiацiєю. У пiдроздiлi 4.3 вивчено симетрiї
графiка та обчислено iнтеграл Рiмана.

Теорема 4.3.1. Якщо qij = qi = 1
5 , то графiк функцiї f , яка визна-

чена рiвнiстю (4.1), симетричнй вiдносно точки C
(

1
2 ,

1
2

)
i має мiсце

рiвнiсть
1∫
0

f(x)dx = 1
2 .

У пiдроздiлi 4.4 описанi автомодельнi властивостi функцiї.
Теорема 4.4.1. Якщо qij = qi = 1

5 , i, j ∈ N , εn = const 6= 0, то
Gi ≡ {M(x, y) : α1(x) = i, y = f(x)} i при i 6= 2 ϕi(Γf ) = Gi, де

ϕi :

x′ =
1

5
x+

i

5
,

y′ = gi1y + δi1.

У пiдроздiлi 4.5 дослiджуються множини рiвнiв функцiї при εn = 1.
Доведено, що множина рiвня функцiї f , яка мiстить вiдрiзки сталостi,
є злiченною множиною, причому множина рiвня функцiї бiльше двох
вiдрiзкiв мiстити не може.

Пiдроздiл 4.6 присвячений образам множин канторiвського типу при
вiдображеннi f . Доведено, що образом п’ятiркового цилiндра при вiд-
ображеннi f є G-цилiндр або точка, причому точкою є тодi i тiльки тодi,
коли в основi цилiндра є принаймнi одна цифра 2 i виконується рiвнiсть
f(∆

Q∗
5

c1c2...cm2) = ∆G
c1c2...cm2(0) = y0.

Теорема 4.6.1. Образом множини C1 ≡ C[Q∗5; {0, 1}] при вiдобра-
женнi f є вiдрiзок

[
0, 3

4

]
, злiченна множина точок якого має рiвно два

G2-зображення, а саме: ∆G2

c1c2...cm01(0) = ∆G2

c1c2...cm11(0),а решта точок
мають єдине G2-зображення.

Наслiдок 4.6.1. Образом множини C2 ≡ C[Q∗5; {3, 4}] при вiдобра-
женнi f є вiдрiзок

[
1
4 , 1
]
, злiченна множина точок якого має рiвно два

G2-зображення, а решта точок — єдине G2-зображення.
Теорема 4.6.2. При вiдображеннi f образом множини канторiв-

ського типу:
— C3 ≡ C[Q∗5; {1, 3}] є множина канторiвського типу C4 ≡ C[4; {1, 2}],
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причому вiдображення множини C3 у множину C4 є бiєктивним;
— C5 ≡ C[Q∗5; {1, 2, 3}] є множина E = C4

⋃
M , де M — дискретна

пiдмножина множини четвiрково-рацiональних чисел, а саме:

M = {y : y = ∆4
α1α2...αm−12(0), αi ∈ {1; 2}, m ∈ N}.

Теорема 4.6.3При вiдображеннi f образом множини канторiвсько-
го типу C[5;Vn], де

Vn =

{
{0, 4}, якщо n = 1(mod 3),

{1, 3}, якщо n 6= 1(mod 3),

є множина канторiвського типу нульової мiри Лебега, фрактальна

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює α0 =
3

6− log2 3
.

Пiдроздiл 4.7 присвячено випадковiй величинi X = ∆
Q∗

5
τ1τ2τ3..., де (τn)

— послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значе-
ння 0, 1, 2, 3, 4 з ймовiрностями P{τn = i} = pin, i = 0, 4. Лебегiвську
структуру розподiлу випадкової величини Y = f(X) висвiтлюють на-
ступнi теореми.

Теорема 4.7.3. Нехай X = ∆5
τ1τ2...τn... — неперервна випадкова ве-

личина, цифри (τn) п’ятiркового зображення якої є незалежними i ма-
ють розподiли P{τn = i} = pin, i = 0, 4, причому p3n = 0, p4n = 0 для
будь-якого n ∈ N . Тодi розподiл випадкової величини Y = f(X) є чисто

дискретним, якщо B ≡
∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(1− p2k)

]
= 1, i є нетривiальною

сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв, коли 0 < B < 1,
причому:
1) сумiшшю дискретного i сингулярного, якщо

W =
∞∑
n=1

[(
1− 4

3
p′0n

)2

+ (1− 4p′1n)2

]
=∞,

де p′0n =
p0n

p0n + p1n
i p′1n =

p1n

p0n + p1n
;

2) сумiшшю дискретного i абсолютно неперервного, якщо W <∞.
Наслiдок 4.7.1. Якщо p0n = p1n = 0 для будь-якого n ∈ N , то

розподiл випадкової величини Y = f(X) має чисто дискретний розпо-
дiл, якщо B = 1, i є сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв,
якщо 0 < B < 1.
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Теорема 4.7.4. Нехай X = ∆
Q∗

5
τ1τ2...τn... — випадкова величина, цифри

(τn) Q∗5-зображення якої є незалежними i мають розподiли

P{τn = i} = pin, i = 0, 4, причому
∞∏
k=1

max
i
{pik} = 0. Розподiл випадкової

величини Y = f(X) є:

1) чисто дискретним, якщо S ≡
∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(1− p2k)

]
= 1;

2) нетривiальною сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв,
якщо 0 < S < 1, причому FY (x) = cFd(x) + (1− c)Fc(x),
де Fd(x) =

∑
∆G

c1...cm2(0)=xi<x

cj∈{0,1,3,4}

pxi
, pxi

= P{Y = ∆G
c1...cm2(0)};

3. сингулярним розподiлом канторiвського типу, якщо для будь-
якого натурального n мають мiсце рiвностi p0n = p2n = p4n = 0.

Теорема 4.7.5. Нехай X = ∆
Q∗

5
τ1τ2...τn... — випадкова величина, ци-

фри (τn) Q∗5-зображення якої є незалежними i мають розподiли
P{τn = i} = pin, i = 0, 4. Якщо p2n = p3n = p4n = 0 для будь-якого
n ∈ N , то розподiл випадкової величини Y = f(X) = ∆

G∗
2

η1η2...ηn..., яка за-
кодована засобами двосимвольного алфавiту A2 = {0, 1} у системi з ну-
льовою надлишковiстю, цифри η1, η2, . . . зображення якої є незалежни-
ми, має чистий лебегiвський тип, причому абсолютно неперервний —

тодi i тiльки тодi, коли W =
∞∑
n=1

[(
1− 4

3p0n

)2
+ (1− 4p1n)2

]
< ∞ i

сингулярний, коли W =∞.
Теорема 4.7.6. Якщо розподiл випадкової величини X = ∆5

τ1τ2... є
неперервним i для будь-якого натурального n мають мiсце рiвностi{

p1n = p2n = p3n = 0, якщо n = 1(mod 3),

p0n = p4n = 0, якщо n 6= 1(mod 3),

то Y = f(X) має сингулярний розподiл канторiвського типу.

ВИСНОВКИ

Серед функцiй зi складною локальною будовою i фрактальними вла-
стивостями окремий iнтерес викликають неперервнi немонотоннi фун-
кцiї канторiвського типу. Їх теоретичне дослiдження ведеться у рiзних
напрямах (здiйснюється тополого-метричний i фрактальний аналiз мно-
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жин рiвнiв функцiй, множин рiзних особливостей, зокрема, множин не-
сталостi, структурний аналiз графiкiв, наявнiсть властивостей автомо-
дельностi, ведеться вивчення диференцiальних та iнтегральних власти-
востей функцiй тощо). Разом з цим вони все частiше з’являються у
рiзноманiтних математичних моделях (цифрова обробка сигналiв, кон-
струювання фрактальних антен), у сумiжних з фрактальним аналiзом
роздiлах математики (у теорiї ймовiрностей при вивченнi розподiлiв ви-
падкових величин, теорiї динамiчних систем). Вони адекватно описують
перехiднi фрактальнi випромiнювання, фiгурують у задачах управлiння
розподiленими системами тощо. Тому зручнiсть аналiтичного задання
таких функцiй та їх дослiдження є актуальною проблемою сьогодення.
В останнiй час для її вирiшення все ширше почали використовувати рi-
знi системи кодування дiйсних чисел, серед яких найпростiшою є s-кова
система зображення чисел. Її узагальненням є Q∗s-зображення, цифри
якого перестають виконувати функцiю чисел, а виступають лише у ролi
iндексiв. Саме це зображення чисел ми використовували для моделюва-
ння та дослiдження функцiй з нетривiальною локальною будовою. Серед
них мотонотоннi сингулярнi, немонотоннi сингулярнi, нiде не монотоннi
та немонотоннi сингулярнi функцiї канторiвського типу. Крiм вказаних
задач для одного з випадкiв проведено аналiз властивостей функцiй,
пов’язаних з ”масопереносом” при рiвномiрному та нерiвномiрному роз-
подiлi аргумента.

У дисертацiї запропонованi пiдходи, прийоми та методи, якi можуть
бути ефективно використанi при дослiдженнi нових класiв неперервних
немонотонних сингулярних функцiй канторiвського типу, а також для
систематизацiї вiдомостей про неперервнi функцiї зi складною локаль-
ною будовою та фрактальними властивостями.

У данiй роботi отримано наступнi результати.
— Побудовано континуальний клас неперервних функцiй, залежних

вiд скiнченного набору параметрiв, зi складною локальною по-
ведiнкою: сингулярних монотонних, сингулярних немонотонних,
нiде не монотонних функцiй тощо, знайдено ознаки належностi
розподiлу до кожного з вказаних лебегiвських типiв; вивчено їх
структурнi властивостi, описано множини особливостей (зокре-
ма, максимумiв – мiнiмумiв), масивнiсть множин рiвнiв та iншi.

— За допомогою Q∗s-зображення дiйсних чисел сконструйовано нес-
кiнченно-параметричну сiм’ю неперервних функцiй з неоднорi-
дними локальними властивостями, якi у залежностi вiд набору
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параметрiв є строго монотонними, але у переважнiй бiльшостi
сингулярними, немонотонними сингулярними функцiями канто-
рiвського типу або нiде не монотонними; вивчено їх варiацiйнi
i функцiональнi, диференцiальнi та iнтегральнi, автомодельнi i
фрактальнi властивостi, а також властивостi рiвнiв функцiй з
цiєї сiм’ї.

— Дослiджено лебегiвську структуру (вмiст дискретної, абсолютно
неперервної та сингулярної компонент) розподiлу випадкової ве-
личини Y = f(X) для немонотонної сингулярної функцiї кан-
торiвського типу f , означеної у термiнах Q∗5-зображення чисел
i нескiнченної послiдовностi параметрiв, та випадкової величини
X, цифри якої є незалежними випадковими величинами.

— Вивчено тополого-метричнi i фрактальнi властивостi спектра для
розподiлу випадкової величини Y = f(X).
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— Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.
Дисертацiйна робота присвячена неперервним на вiдрiзку немоно-

тонним сингулярним функцiям канторiвського типу, означеним у термi-
нах Q∗s-зображення чисел x ∈ [0, 1], яке є кодуванням числа засобами
скiнченного алфавiту A = {0, 1, . . . , s − 1} i узагальненням s-кового та
Qs-зображення дiйсних чисел; дослiдженню їх локальних та глобальних
властивостей: структурних, варiацiйних, диференцiальних, iнтеграль-
них, автомодельних та фрактальних. Окрема увага придiляється питан-
ню множин рiвнiв функцiй та тополого-метричних властивостей образiв
множин канторiвського типу. У роботi також дослiджується розподiл
випадкової величини Y = f(X), де f — немонотонна сингулярна фун-
кцiя канторiвського типу, а X — випадкова величина, розподiл якої iн-
дукується розподiлами цифр її Q∗5-зображення, якi є незалежними ви-
падковими величинами. Розв’язуються задачi про лебегiвську структуру
розподiлу (вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингулярної ком-
понент) випадкової величини Y . Розподiл останньої, взагалi кажучи, є
нетривiальною сумiшшю дискретної та неперервної компонент (дискре-
тної та сингулярної, дискретної та абсолютно неперервної), хоча може
мати i чистий лебегiвський тип. В роботi знайдено критерiй чистої дис-
кретностi (а також неперервностi). Для окремих випадкiв задача про
лебегiвську структуру розподiлу вичерпно розв’язана.

Ключовi слова: Q∗s-зображення дiйсного числа, немонотонна син-
гулярна функцiя канторiвського типу, множина рiвня функцiї, автомо-
дельнiсть графiка функцiї, варiацiя функцiї, множина несталостi фун-
кцiї, множина канторiвського типу, лебегiвський тип розподiлу, точко-
вий спектр розподiлу.

Свинчук О. В. Сингулярные немонотонные функции канто-
ровского типа и их фрактальные свойства. — Квалификационная
научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема-
тических наук по специальности 01.01.01 —Математический анализ (111
— Математика). —Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвящена непрерывным на отрезке немонотонным син-
гулярным функциям канторовского типа, которые определены в терми-
нах Q∗s-изображения чисел x ∈ [0, 1], которое является кодированием
числа посредством конечного алфавита A = {0, 1, . . . , s−1} и обобщени-
ем s-адического и Qs-изображения действительных чисел; исследованию
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их локальных и глобальных свойств: структурных, вариационных, диф-
ференциальных, интегральных, автомодельных и фрактальных. Особое
внимание уделяется вопросу множества уровней функции и тополого-
метрическим свойствам образов множеств канторовского типа. В работе
также исследуется распределение случайной величины Y = f(X), где f
— немонотонная сингулярная функция канторовского типа, а X — слу-
чайная величина, распределение которой индуцировано распределением
цифр ее Q∗5-изображения, которые являются независимыми случайными
величинами. Решаются задачи о лебеговской структуре распределения
(содержание дискретной, абсолютно непрерывной и сингулярной компо-
нент) случайной величины Y . Распределение последней, вообще говоря,
является нетривиальной смесью дискретной и непрерывной компонент
(дискретной и сингулярной, дискретной и абсолютно непрерывной), хо-
тя может иметь и чистый лебеговский тип. В работе найдено критерий
чистой дискретности (а также непрерывности). Для отдельных случаев
задача о лебеговской структуре распределения исчерпывающе решена.

Ключевые слова: Q∗s-изображение действительного числа, немо-
нотонная сингулярная функция канторовского типа, множество уровня
функции, автомодельность графика функции, вариация функции, мно-
жество непостоянства, множество канторовского типа, лебеговский тип
распределения, точечный спектр распределения.

Svynchuk O.V. Singular non-monotonic functions of Cantor
type and their fractal properties. — The Manuscript.

Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01 —
Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics
of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

We consider the so-called Q∗s-representation of numbers x ∈ [0, 1]. It is
an encoding of a number by means of finite alphabet A = {0, . . . , s − 1}
and generalizes s-adic and Qs-representation of real numbers. The thesis is
devoted to continuous on closed interval non-monotonic singular functions of
Cantor type defined in terms of a given Q∗s-representation of numbers. We
study their local and global properties: structural, variational, differential,
integral, self-similar, and fractal. Level sets of function as well as topological
and metric properties of images of Cantor type sets are examined in detail.

The main object of study is continuous function f defined by equality

f
(
x = ∆

Q∗
s

α1α2α3...αn...

)
= ∆G

α1α2α3...αn....
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This function depends on infinite number of parameters — Q∗s = ‖qik‖,
G∗s = ‖gik‖, i = 0, s− 1, k = 1, 2, . . . are given matrices with properties:

1) qik > 0, q0k + q1k + . . .+ q[s−1]k = 1,
∞∏
k=1

max{q0k, . . . , q[s−1]k} = 0,

2) | gik |< 1, g0k + g1k + . . .+ g[s−1]k = 1,
∞∏
k=1

max{g0k, . . . , g[s−1]k} = 0.

In the thesis, a formula for calculation of variation of the function is
obtained and necessary and sufficient conditions for function to be of un-
bounded variation are found. Behaviour of the function in sense of mono-
tonicity is studied exhaustively. In particular, we prove that function f is
a nowhere monotonic if and only if there are no zeroes in matrix ||gik|| and
there are negative elements in infinite number of columns. We prove the
criterion for the function to be of Cantor type (necessary and sufficient con-
ditions for the set of non-constancy to be a nowhere dense set) as well as
criterion of singularity of Cantor type (necessary and sufficient conditions
for the set of non-constancy to be a nowhere dense set of zero Lebesgue
measure). For s = 5, symmetries of the graph of function f, its self-similar
properties and properties of level sets of the function are studied. In particu-
lar, we prove that the level set of the function cannot contain more than two
closed intervals. Local and global topological, metric and fractal properties
of sets of non-constancy of the function are described in detail.

In this work, we study the distribution of random variable Y = f(X),
where f is a non-monotonic singular function of Cantor type and X is a
random variable such that its distribution induced by distributions of digits
of its Q∗5-representation that are independent random variables. Problems
about Lebesgue structure of distribution (content of discrete, absolutely con-
tinuous and singular components) for random variable Y are considered.
Generally speaking, distribution of random variable Y is a nontrivial mix-
ture of discrete and continuous components (discrete and singular or discrete
and absolutely continuous distributions). A criterion of pure discreteness as
well as of pure continuity for this random variable is found. For some cases,
the problem about Lebesgue structure of distribution is solved exhaustively.

Key words: Q∗s-representation of a real number, non-monotonic singu-
lar function of Cantor type, level set of a function, variation of function,
self-similarity of graph of function, set of non-constancy, set of Cantor type,
Lebesgue type of distribution, point spectrum of distribution.
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