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АНОТАЦIЯ

Свинчук О. В. Сингулярнi немонотоннi функцiї канторiвського типу

та їх фрактальнi властивостi. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 — мате-

матичний аналiз (111 — математика). — Iнститут математики НАН Укра-

їни, Київ, 2018.

Робота виконана на кафедрi вищої математики Нацiонального педаго-

гiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова.

Дисертацiйна робота присвячена неперервним на вiдрiзку немонотон-

ним сингулярним функцiям канторiвського типу, означеним в термiнах на-

перед заданого 𝑄*
𝑠-зображення чисел 𝑥 ∈ [0, 1], яке є кодуванням числа за-

собами скiнченного алфавiту 𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑠−1} i узагальненням 𝑠-кового

та 𝑄𝑠-зображення дiйсних чисел (1 < 𝑠 ∈ 𝑁); дослiдженню їх локальних

та глобальних властивостей: структурних, варiацiйних, диференцiальних,

iнтегральних, автомодельних та фрактальних. Основна увага придiляється

питанню рiвнiв функцiї та тополого-метричних властивостей образiв мно-

жин канторiвського типу.

Основним об’єктом дослiдження є неперервна функцiя 𝑓 , означена рiв-

нiстю

𝑓
(︀
𝑥 = Δ𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...
,

залежна вiд нескiнченної кiлькостi параметрiв, а саме:

𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑘‖, 𝐺*

𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑘‖, 𝑖 = 0, 𝑠− 1, 𝑘 = 1, 2, . . . — заданi матрицi, якi

мають властивостi:

1) 𝑞𝑖𝑘 > 0, 𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑘 = 1,
∞∏︀
𝑘=1

max{𝑞0𝑘, 𝑞1𝑘, . . . , 𝑞[𝑠−1]𝑘} = 0,



3

2) | 𝑔𝑖𝑗 |< 1, 𝑔0𝑘+𝑔1𝑘+ . . .+𝑔[𝑠−1]𝑘 = 1,
∞∏︀
𝑘=1

max{𝑔0𝑘, 𝑔1𝑘, . . . , 𝑔[𝑠−1]𝑘} = 0;

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

)︃
= Δ𝑄*

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

— 𝑄*
𝑠-зображення числа 𝑥 ∈ [0, 1], 𝛽0𝑗 = 0, 𝛽𝑖𝑗 =

𝑖−1∑︀
𝑘=0

𝑞𝑘𝑗, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1, 𝑗 ∈ 𝑁 ,

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
= Δ𝐺*

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

,

— 𝐺*
𝑠-зображення функцiї 𝑦, 𝛾0𝑗 = 0, 0 < 𝛾𝑖𝑗 =

𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑗 < 1, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1,

𝑗 ∈ 𝑁 .

У дисертацiї виведено формулу для обчислення варiацiї функцiї i зна-

йдено необхiднi та достатнi умови, при яких вона має необмежену варiацiю.

Вичерпно вивчено поведiнку функцiї у планi монотонностi, зокрема дове-

дено, що функцiя 𝑓 є нiде не монотонною тодi i тiльки тодi, коли в матрицi

||𝑔𝑖𝑘|| немає нулiв i в нескiнченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi еле-

менти. Доведено критерiй канторовостi (необхiднi та достатнi умови, при

яких множина несталостi є нiде не щiльною), а також критерiй сингуляр-

ностi канторiвського типу (необхiднi та достатнi умови, при яких множина

несталостi є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега).

При 𝑠 = 5 вивчено симетрiї графiка функцiї 𝑓 , його автомодельнi

властивостi та властивостi множин рiвнiв функцiї. Зокрема доведено,

що множина рiвня функцiї не може мiстити бiльше двох вiдрiзкiв.

Детально описано локальнi та глобальнi тополого-метричнi i фра-

ктальнi властивостi множин несталостi функцiї. Доведено, що обра-

зом множини 𝐶1 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {0, 1}}
при вiдображеннi 𝑓 є вiдрiзок

[︀
0, 34
]︀
, злiченна множина то-

чок якого має рiвно два 𝐺-зображення, а решта точок —

єдине 𝐺-зображення. При вiдображеннi 𝑓 образом множини

𝐶2 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 3}} є множина кан-
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торiвського типу 𝐶3 ≡ 𝐶[4;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ4
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 2}},
причому вiдображення множини 𝐶2 у множину 𝐶3 є бiєктивним, а обра-

зом множини 𝐶4 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 2, 3}} є

множина 𝐸 = 𝐶3

⋃︀
𝑀 , де 𝑀 = {𝑦 : 𝑦 = Δ4

𝛼1...𝛼𝑚−12(0)
, 𝛼𝑖 ∈ {1, 2},𝑚 ∈ 𝑁} —

дискретна пiдмножина множини четвiрково-рацiональних чисел.

При вiдображеннi 𝑓 образом множини канторiвського типу

𝐶[5;𝑉𝑛] = {𝑥 : 𝑥 = Δ5
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 = {0, 1, 3, 4}}, де

𝑉𝑛 =

⎧⎨⎩ {0, 4}, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

{1, 3}, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

є множина канторiвського типу нульової мiри Лебега, фрактальна розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює 𝛼0 =
3

6 − log2 3
.

У роботi дослiджується розподiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋), де 𝑓

— немонотонна сингулярна функцiя канторiвського типу, а 𝑋 — випадкова

величина, розподiл якої iндукується розподiлами цифр її 𝑄*
5-зображення,

що є незалежними випадковими величинами. Розподiл випадкової вели-

чини 𝑌 може мати як чистий лебегiвський тип (дискретний, абсолютно

неперервний, сингулярний), так i бути сумiшшю дискретного та неперерв-

ного. Взагалi кажучи, вiн має нетривiальну дискретну компоненту, тобто

атоми. В цiй ситуацiї природним чином виникають сумiшi дискретних та

неперервних розподiлiв, а їх неперервнi складовi часто є сумiшами дискре-

тного та сингулярного, дискретного та абсолютно неперервного розподiлiв

(це виникає в бiльшостi випадкiв тодi, коли функцiя є немонотонною, а то-

чнiше, коли вона не має промiжкiв монотонностi, крiм промiжкiв сталостi).

Ключовi слова: 𝑠-кова система числення, 𝑄*
𝑠-зображення дiйсного чи-

сла, сингулярна функцiя, функцiя канторiвського типу, немонотонна син-

гулярна функцiя канторiвського типу, рiвень функцiї, автомодельнiсть гра-

фiка функцiї, варiацiя функцiї, множина несталостi функцiї, множина кан-

торiвського типу, лебегiвський тип розподiлу, сумiш розподiлiв, точковий

спектр розподiлу.
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Svynchuk O. V. Singular non-monotonic functions of Cantor type and

their fractal properties. — Manuscript.

Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01 —

Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of

National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The work is prepared at the Department of Higher Mathematics of National

Pedagogical Mykhailo Drahomanov University.

We consider the so-called 𝑄*
𝑠-representation of numbers 𝑥 ∈ [0, 1]. It is an

encoding of a number by means of finite alphabet 𝐴 = {0, . . . , 𝑠 − 1} and

generalizes 𝑠-adic and 𝑄𝑠-representation of real numbers (1 < 𝑠 ∈ 𝑁). The

thesis is devoted to continuous on closed interval non-monotonic singular functi-

ons of Cantor type defined in terms of a given 𝑄*
𝑠-representation of numbers

𝑥 ∈ [0, 1]. We study their local and global properties: structural, variational,

differential, integral, self-similar, and fractal. Level sets of function as well as

topological and metric properties of images of Cantor type sets are examined

in detail.

The main object of study is continuous function 𝑓 defined by equality

𝑓
(︀
𝑥 = Δ𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...
.

This function depends on infinite number of parameters, namely:

𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑘‖, 𝐺*

𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑘‖, 𝑖 = 0, 𝑠− 1, 𝑘 = 1, 2, . . . are given matrices with

properties::

1) 𝑞𝑖𝑘 > 0, 𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑘 = 1,
∞∏︀
𝑘=1

max{𝑞0𝑘, 𝑞1𝑘, . . . , 𝑞[𝑠−1]𝑘} = 0,

2) | 𝑔𝑖𝑗 |< 1, 𝑔0𝑘+𝑔1𝑘+ . . .+𝑔[𝑠−1]𝑘 = 1,
∞∏︀
𝑘=1

max{𝑔0𝑘, 𝑔1𝑘, . . . , 𝑔[𝑠−1]𝑘} = 0;

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

)︃
= Δ𝑄*

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

— 𝑄*
𝑠-representation of numbers 𝑥 ∈ [0, 1], 𝛽0𝑗 = 0, 𝛽𝑖𝑗 =

𝑖−1∑︀
𝑘=0

𝑞𝑘𝑗, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1,

𝑗 ∈ 𝑁 ,
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𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
= Δ𝐺*

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

,

— 𝐺*
𝑠-representation of function 𝑦, 𝛾0𝑗 = 0, 0 < 𝛾𝑖𝑗 =

𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑗 < 1, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1,

𝑗 ∈ 𝑁 .

In the thesis, a formula for calculation of variation of the function is obtai-

ned and necessary and sufficient conditions for function to be of unbounded

variation are found. Behaviour of the function in sense of monotonicity is studi-

ed exhaustively. In particular, we prove that function 𝑓 is a nowhere monotonic

if and only if there are no zeroes in matrix ||𝑔𝑖𝑘|| and there are negative elements

in infinite number of columns. We prove the criterion for the function to be of

Cantor type (necessary and sufficient conditions for the set of non-constancy

to be a nowhere dense set) as well as criterion of singularity of Cantor type

(necessary and sufficient conditions for the set of non-constancy to be a nowhere

dense set of zero Lebesgue measure).

For 𝑠 = 5, symmetries of the graph of function f, its self-similar properti-

es and properties of level sets of the function are studied. In particular,

we prove that the level set of the function cannot contain more than two

closed intervals. Local and global topological, metric and fractal properties of

sets of non-constancy of the function are described in detail. We prove that

the image of the set 𝐶1 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {0, 1}}
under the mapping 𝑓 is a closed interval

[︀
0, 34
]︀

such that countable

set of its points have exactly two 𝐺-representations and the rest poi-

nts have a unique 𝐺-representation. Under the mapping 𝑓 , the image

of the set 𝐶2 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 3}} is the

set of Cantor type 𝐶3 ≡ 𝐶[4;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ4
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 2}}.
Moreover, mapping of the set 𝐶2 into the set 𝐶3 is bijective, and the image of

the set 𝐶4 ≡ 𝐶[𝑄*
5;𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 = {1, 2, 3}} is the set

𝐸 = 𝐶3

⋃︀
𝑀 , де 𝑀 = {𝑦 : 𝑦 = Δ4

𝛼1...𝛼𝑚−12(0)
, 𝛼𝑖 ∈ {1, 2},𝑚 ∈ 𝑁}, where 𝑀 is
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a discrete subset of the set of quaternary rational points.

Under the mapping 𝑓 , the image of the set of Cantor type

𝐶[5;𝑉𝑛] = {𝑥 : 𝑥 = Δ5
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 = {0, 1, 3, 4}}, where

𝑉𝑛 =

⎧⎨⎩ {0, 4}, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

{1, 3}, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

is the set of Cantor type of zero Lebesgue measure such that its fractal

Hausdorff-Besicovitch dimension is equal to 𝛼0 =
3

6 − log2 3
.

In this work, we study the distribution of random variable 𝑌 = 𝑓(𝑋),

where 𝑓 is a non-monotonic singular function of Cantor type and 𝑋 is a

random variable such that its distribution induced by distributions of digits

of its 𝑄*
5-representation that are independent random variables. The distributi-

on of random variable 𝑌 may be either of pure Lebesgue type of distribution

(discrete, absolutely continuous or singular) or a mixture of discrete and conti-

nuous distributions. Generally speaking, it has a nontrivial discrete component,

i. e., it has atoms. Mixtures of discrete and continuous distributions appear

naturally in this situation as well as their continuous components are often mi-

xtures of discrete and singular distributions, discrete and absolutely continuous

distributions (this appears in most cases if function is non-monotonic, i. e., it

does not have monotonicity intervals except for intervals where it is constant).

Key words: 𝑠-th counting system, 𝑄*
𝑠-representation of a real number, si-

ngular function, function of Cantor type, non-monotonic singular function of

Cantor type, level set of a function, variation of function, self-similarity of graph

of function, set of non-constancy, set of Cantor type, Lebesgue type of distri-

bution, mixture of probability distributions, point spectrum of distribution.
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ПЕРЕЛIК СКОРОЧЕНЬ I УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N множина натуральних чисел;

R множина дiйсних чисел;

𝐶[0,1] простiр неперервних на вiдрiзку [0, 1] функiй;

𝐴𝑠 = {0, 1, ..., 𝑠− 1} алфавiт 𝑠-кової системи числення (𝑠 > 2);

𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × . . . простiр послiдовностей елементiв алфавiту;

(𝑎) перiод у певному зображеннi числа;

𝛼𝑘(𝑥) 𝑘-та цифра певного зображення числа 𝑥;

Δ𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

𝑠-ковий цилiндр (вiдрiзок) рангу 𝑛 з основою

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛;

∇𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

𝑠-ковий iнтервал (внутрiшнiсть цилiндра)

рангу 𝑛 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛;

|Δ𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

| довжина цилiндра Δ𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

, що вiдповiдає 𝑠-

ковому зображенню;

Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 цилiндр рангу 𝑛 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛, що вiдпо-

вiдає 𝑄*
𝑠-зображенню дiйсних чисел;

∇𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 iнтервал рангу 𝑛 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛, що вiд-

повiдає 𝑄*
𝑠-зображенню дiйсних чисел;

𝜆 (𝐸) мiра Лебега множини 𝐸;

𝛼0 (𝐸) розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини

𝐸;

𝜇𝑓 (Δ𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) прирiст функцiї 𝑓 на цилiндрi рангу𝑚 з осно-

вою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚;

𝑓−1(𝑦0) множина рiвня 𝑦0 функцiї 𝑓 ;

≡ лiва i права сторна рiвнi за означенням.
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ВСТУП

Робота присвячена немонотонним сингулярним функцiям канторiвсько-

го типу, визначеним на вiдрiзку [0, 1]; дослiдженню їх локальних та гло-

бальних властивостей: структурних, варiацiйних, диференцiальних, iнте-

гральних, автомодельних та фрактальних, а також розподiлу їх значень

при заданому розподiлi аргументу.

Актуальнiсть теми. В останнiй час з’явилася потреба i можливостi

ґрунтовно вивчати функцiї, якi мають нетривiальнi (неоднорiднi) локальнi

властивостi i складну ”варiацiйну” поведiнку. Вони все частiше з’являю-

ться у моделях реальних процесiв та явищ, а геометрична теорiя дiйсних

чисел, фрактальна геометрiя та фрактальний аналiз дозволяють проводи-

ти їх ґрунтовне вивчення. Мова йде про функцiї сингулярнi (неперервна

функцiя, вiдмiнна вiд константи, називається сингулярною, якщо її похiдна

майже скрiзь рiвна нулю в розумiннi мiри Лебега), нiде не диференцiйовнi,

нiде не монотоннi (неперервна функцiя називається нiде не монотонною,

якщо вона не має жодного як завгодно малого iнтервалу монотонностi),

або функцiї, якi не мають промiжкiв монотонностi, крiм промiжкiв стало-

стi. За бiльш нiж столiтню iсторiю розвитку теорiї таких функцiй доведено

не так багато теоретичних фактiв загального плану. Бiльшiсть з вiдомого

стосується окремих прикладiв таких функцiй або їх класiв. Iндивiдуальна

теорiя кожного з представникiв продовжує розвиватись. Ще у 1931 роцi не-

залежно один вiд одного С. Банах [86] та С. Мазуркевич [117] довели, що

множина нiде не диференцiйовних у просторi 𝐶[0,1], неперервних на вiдрiзку

[0, 1], функцiй є множиною другої категорiї Бера. У 1932 роцi С. Сакс зро-

бив уточнення до теореми Банаха-Мазуркевича [38], довiвши, що множина

неперервних на [0, 1] функцiй, у яких або iснує скiнченна права похiдна, або

ця похiдна рiвна +∞ на множинi континуум є множиною другої катего-
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рiї Бера у просторi 𝐶[0,1]. У 1983 роцi аналогiчний результат для звивистих

функцiй, якi на кожному як завгодно малому вiдрiзку досягають свого гло-

бального максимуму та мiнiмуму, отримав С. Б. Козирєв [22]. Вiдомостi про

недиференцiйовнi функцiї частково систематизованi в роботi [135]. Зовсiм

недавно [87, 88, 89, 100] були встановленi новi факти стосовно фракталь-

них властивостей (розмiрнiсть графiка) вiдомого з 1872 року прикладу нiде

не диференцiйовної функцiї Вейерштрасса [138]: 𝑤(𝑥) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛 cos(𝑏𝑛𝜋𝑥), де

0 < 𝑎 < 1, 𝑏 – непарне цiле число.

Неперервна нiде не диференцiйовна Трибiн-функцiя [47], [70] :

𝑓

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

3−𝑛𝛼𝑛

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

2−𝑛𝛽𝑛,

де 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, 2}, 𝛽𝑛 ∈ {0, 1}, причому

𝛽1 =

⎧⎨⎩ 0, якщо 𝛼1 = 0,

1, якщо 𝛼1 ̸= 0},
𝛽𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝛽𝑛−1, якщо 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛−1,

1 − 𝛽𝑛−1, якщо 𝛼𝑛 ̸= 𝛼𝑛−1.

Iсторiя вивчення сингулярних функцiй як самостiйного об’єкту дослi-

дження розпочалася бiльш нiж 100 рокiв тому. У 1981 роцi Т. Замфiре-

ску довiв [140], що ”бiльшiсть” неперервних монотонних функцiй є сингу-

лярними, оскiльки сингулярнi функцiї у метричному просторi всiх непе-

рервних монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють множину

другої категорiї Бера. За своїми властивостями, пов’язаними з монотон-

нiстю, сингулярнi функцiї бувають принципово рiзними. Простiшими для

дослiдження є монотоннi функцiї. Найпростiшим класичним прикладом

неспадної сингулярної функцiї є функцiя Кантора [91, 30] (її графiком є

«канторiвськi сходи»), строго зростаючої – функцiя Салема [124] та Мiн-

ковського [118], строго спадної – iнверсор цифр 𝑄2- i 𝑄3-зображення чисел

[66], [58]. Сингулярнi функцiї фiгурували у роботах рiзних авторiв, зокрема,

Л. Шварца [127], Н. Вiнера та А. Вiнтнера [139], В. Джессена та А. Вiн-

тнера [107], Я. Ф. Виннишина [10, 11], М. В. Працьовитого [49, 50, 51, 52],

М. В. Працьовитого, Г. М. Торбiна та Я. В. Гончаренко [12], А. А. Довгошея

[134], О. М. Барановського, [2, 3] М. В. Працьовитого та А. В. Калашнiкова
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[16, 17, 61, 62], М. В. Працьовитого та О. В. Косопльоткiної [63] та iн.

Слiд зауважити, що лише строго зростаючiй сингулярнiй функцiї

Мiнковського лише за останнi 10 рокiв присвячено бiльше десяти ста-

тей (O. Beaver – T. Garrity [90], M. Kessebohmer – B. Stratmann [109],

M. Lamberger [112], H. Okamoto – M. Wunsch [119], G. Panti [121],

G. Alkauskas [80]-[85], А. А. Душистова – Н. Г. Мощевитин [14, 97, 96] i

побудовано її новi узагальнення (М. В. Працьовитий – А. В. Калашнiков

[17], [60], [19], [60], М. В. Працьовитий – Т. М. Iсаєва [15], [123]).

Зовсiм недавно дослiдники зацiкавились немонотонними сингулярними

функцiями. Локальна поведiнка таких функцiй в деякiй мiрi є складнiшою

за поведiнку сингулярних монотонних функцiй. Досi вiдомо дуже мало за-

гальних фактiв щодо їх диференцiальних властивостей. Але виявляється,

що iснують сингулярнi нiде не монотоннi функцiї. У XX ст. вперше був

побудований приклад такої функцiї iндiйським математиком O. K. Shukla

[128]. Пiзнiше вони фiгурували в роботах iншого iндiйського математика

K. M. Garg [101, 102]. Проте тривалий час не було нових публiкацiй, що

стосувались нiде не монотонних функцiй. I лише недавно дослiдження їх

продовжились [52, 1].

Сингулярнi функцiї викликають не лише теоретичний iнтерес (з ни-

ми пов’язанi складнi теоретико-ймовiрнiснi проблеми [73]), вони адекватно

описують перехiднi фрактальнi випромiнювання [6, 7], фiгурують у зада-

чах управлiння розподiленими системами [1], аналiзу i синтезу антен [27]

та iн. [31, 45, 28, 29, 37, 39].

Неперервна функцiя 𝑓 називається функцiєю канторiвського типу,

якщо її множина несталостi є нiде не щiльною множиною. Неперервна фун-

кцiя 𝑓 називається сингулярною функцiєю канторiвського типу, якщо її

множина несталостi є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. На-

ми не виявлено робiт, присвячених немонотонним сингулярним функцiям

канторiвського типу. Саме на них ми акцентуємо увагу в даному дисерта-

цiйному дослiдженнi.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi складною

локальною будовою, що проводяться на кафедрi вищої математики Нацiо-

нального педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi

фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України. Дослiдження

проводилось у рамках наступних науково-дослiдних тем:

— Двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (номер державної ре-

єстрацiї 0110U001279);

— Фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локальною

будовою (номер державної реєстрацiї 0107U00583);

— Фрактальна геометрiя числових рядiв i фрактальний аналiз стоха-

стичних об’єктiв, з ними пов’язаних (номер державної реєстрацiї

0118U002059).

Об’єктом дослiдження даної дисертацiйної роботи є неперервнi фун-

кцiї, визначенi на вiдрiзку [0, 1], множини несталостi яких є нiде не щiльни-

ми, мають нульову або додатну мiру Лебега (функцiї канторiвського типу).

Предметом дослiдження є структурнi, варiацiйнi, диференцiально-

iнтегральнi, автомодельнi та фрактальнi властивостi функцiй, їх множини

рiвнiв, спектральнi та структурнi властивостi розподiлiв їх значень.

Мета: ввести у розгляд континуальний клас неперервних функцiй кан-

торiвського типу, залежних вiд нескiнченної кiлькостi параметрiв, вивчен-

ня їх глобальних властивостей та локальної поведiнки, тополого-метричних

i фрактальних властивостей суттєвих для функцiй множин.

Завданнями дисертацiйного дослiдження є:

— використовуючи 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел, що є узагальненням

𝑠-ого зображення та 𝑄𝑠-зображення, коректно означити контину-

альний клас неперервних функцiй канторiвського типу, суттєво зба-

гачений пiдкласом сингулярних функцiй;

— описати структурнi, варiацiйнi, iнтегрально-диференцiальнi, авто-

модельнi та фрактальнi властивостi класу функцiї;
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— вивчити локальнi та глобальнi тополого-метричнi i фрактальнi вла-

стивостi множин несталостi немонотонних функцiй канторiвського

типу;

— вивчити лебегiвську структуру (вмiст сингулярної, абсолютно непе-

рервної та дискретної компонент) i спектральнi властивостi випад-

кової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋), де 𝑓 — функцiя з дослiджуваного класу,

𝑋 — випадкова величина iз заданим розподiлом.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи матема-

тичного аналiзу та теорiї функцiй дiйсної змiнної, метричної теорiї чисел,

теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу та фрактальної геометрiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi резуль-

тати, що виносяться на захист, наступнi.

— Введено у розгляд континуальний клас неперервних функцiй, за-

лежних вiд скiнченного набору параметрiв, зi складною локальною

поведiнкою: сингулярних монотонних, сингулярних немонотонних,

нiде не монотонних функцiй, доведено ознаки належностi до кожно-

го з вказаних типiв. Вивчено їх структурнi властивостi, множини

особливостей (максимумiв-мiнiмумiв), масивнiсть множин рiвнiв.

— За допомогою 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел, що є узагальнен-

ням класичного 𝑠-кового зображення, сконструйовано нескiнченно-

параметричну сiм’ю неперервних функцiй з неоднорiдними локаль-

ними властивостями, якi у залежностi вiд набору параметрiв є стро-

го монотонними, але у переважнiй бiльшостi сингулярними, немо-

нотонними сингулярними функцiями канторiвського типу та нiде не

монотонними. Вивчено їх варiацiйнi та функцiональнi, диференцi-

альнi й iнтегральнi, автомодельнi i фрактальнi властивостi, а також

властивостi множин рiвнiв функцiї.

— Для немонотонної сингулярної функцiї канторiвського типу 𝑓 , озна-

ченої у термiнах 𝑄*
5-зображення чисел i нескiнченної послiдовно-

стi параметрiв, та випадкової величини 𝑋, цифри 𝑄*
5-зображення
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якої є незалежними випадковими величинами, вивчено лебегiвську

структуру (вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингулярної

компонент) розподiлу випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋), тополого-

метричнi i фрактальнi властивостi його спектра.

— Сфокусовано увагу на немонотонних сингулярних функцiях кан-

торiвського типу, окремi дослiдження яким ранiше не присвячува-

лись. Запропоновано методологiю їх вивчення.

Одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має в основ-

ному теоретичний характер. Отриманi результати є певним внеском у те-

орiю функцiй дiйсної змiнної, фрактальний аналiз та фрактальну геоме-

трiю, теорiю розподiлiв випадкових величин. Запропонованi у дисертацiї

прийоми та методи можуть бути використанi при дослiдженнi рiзних ма-

тематичних об’єктiв зi складною локальною будовою i фрактальними вла-

стивостями.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, якi виносяться на за-

хист, належать автору та отриманi самостiйно. У спiльних з М. В. Працьо-

витим публiкацiях спiвавтору належать постановка окремих задач, пере-

вiрка отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-

слiдження доповiдалися на конференцiях рiзних рiвнiв та наукових семi-

нарах, а саме:

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Актуальнi проблеми методоло-

гiї та методики навчання фiзико-математичних дисциплiн”, присвя-

ченiй 80-рiччю I. Т. Горбачука, Київ, 18 сiчня 2013 р.;

— Всеукраїнськiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi”, Київ, 26-27 червня

2013 р.;

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння,

обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи
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механiки” до 100-рiччя вiд дня народження Г. М. Положого, Київ,

23-24 квiтня 2014 р.;

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка

Михайла Кравчука, Київ, 15-17 травня 2014 р.;

— Четвертiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених з

математики та фiзики, Київ, 23-25 квiтня 2015 р.;

— Мiжнароднiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi”, Київ, 25-26 червня

2015 р.;

— П’ятiй всеукраїнськiй науковiй конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики ”Актуальнi проблеми сучасної математики i фi-

зики та методика їх навчання”, Київ, 25-26 квiтня 2016 р.;

— Четвертiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Вiдкритi

еволюцiонуючi системи”, Нiжин, 20-21 травня 2016 р.;

— Всеукраїнськiй науково-методичнiй конференцiї ”Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi”, присвяченiй па-

м’ятi професора С. С. Левiщенка, Київ, 7-8 жовтня 2016 р.;

— Шостiй всеукраїнськiй конференцiї молодих вчених з математики

та фiзики, Київ, 21-22 квiтня 2017 р.;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-

рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митро-

польського, Київ, 7-10 червня 2017 р.;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Асимптотичнi методи в те-

орiї диференцiальних рiвнянь”, присвяченiй 85-рiччю професора

М. I. Шкiля, Київ, 13-14 грудня 2017 р.

— семiнарi вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник — доктор

фiзико-математичних наук, професор М. В. Працьовитий);

— семiнарi кафедри iнтегральних та диференцiальних рiвнянь Київ-

ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiв-
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ники: академiк НАН України А. М. Самойленко, академiк НАН

України М. О. Перестюк).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 6 статтях [1a] —

[6a] опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових фахових

видань України, з них 1 стаття [6a] у науковому виданнi, що входить до

мiжнародної наукометричної бази даних Scopus, та дотатково вiдображено

у матерiалах конференцiй [7a] — [18a].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

вступу, чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного

роздiлу та загальних висновкiв, списку використаних джерел (140 найме-

нувань) та списку публiкацiй автора (18 найменувань), списку умовних

позначень. Загальний обсяг роботи — 125 сторiнок.

Основний змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть дисер-

тацiйного дослiдження, вивчено його об’єкт, предмет, мету i завдання, ви-

свiтлено наукову новизну, практичне значення, анонсовано основнi науковi

результати.

Роздiл 1 «Концептуальнi основи дослiдження та огляд лiтера-

тури» носить вступний характер. У ньому описано 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних

чисел [72], що є узагальненням 𝑠-кового зображення та 𝑄𝑠-зображення дiй-

сних чисел; описано його властивостi, необхiднi для подальшого констру-

ювання та дослiдження функцiй.

Нехай 1 < 𝑠 — фiксоване натуральне число, 𝐴𝑠 = {0, 1, 2, . . . , 𝑠− 1} —

алфавiт 𝑠-кової системи числення, 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑗‖ — нескiнченна стохастична

матриця з додатними елементами, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 така, що:

1. 𝑞0𝑗 + 𝑞1𝑗 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑗 = 1;

2.
∞∏︀
𝑗=1

max{𝑞0𝑗, 𝑞1𝑗, . . . , 𝑞[𝑠−1]𝑗} = 0.

Вiдомо [50], що для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑘),

𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑥) ∈ 𝐴𝑠 така, що

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

[︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

]︃
.
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Подання числа 𝑥 у виглядi ряду називається його 𝑄*
𝑠-представленням,

а його символiчний запис 𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)...
– 𝑄*

𝑠-зображенням. При цьому

𝛼𝑗(𝑥) називається 𝑗-тим 𝑄*
𝑠-символом (цифрою) зображення числа 𝑥. Iсну-

ють числа, що мають два 𝑄*
𝑠-зображення. Це числа виду Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(0)
=

Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](𝑠−1). Їх називають 𝑄*
𝑠-рацiональними. Числа, що не мiстять

перiод (0) або (𝑠 − 1), мають єдине 𝑄*
𝑠-зображення i називаються 𝑄*

𝑠-

iррацiональними.

Якщо для всiх 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 виконується 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖, тобто всi стовпцi ма-

трицi ‖𝑞𝑖𝑗‖ однаковi, то𝑄*
𝑠-зображення називається𝑄𝑠-зображенням, якщо

ж при цьому 𝑞𝑖 = 1
𝑠 ,то 𝑄𝑠-зображення є звичайним 𝑠-ковим зображенням.

Розглядаються приклади функцiй зi складною локальною будовою: мо-

нотонних сингулярних функцiй, нiде не монотонних сингулярних функцiй,

монотонних та немонотонних сингулярних функцiй канторiвського типу,

недиференцiйовних функцiй.

У другому роздiлi «Сингулярнi немонотоннi функцiї, визначенi

в термiнах 𝑄*
𝑠-зображення аргумента» введено в розгляд континуаль-

ний клас неперервних функцiй, залежних вiд скiнченного набору параме-

трiв, що є сингулярними монотонними, нiде не монотонними або сингуляр-

ними функцiями канторiвського типу.

Для заданого набору дiйсних чисел (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) таких, що

𝑎0 + 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑠−1 = 1, |𝑎𝑖| < 1, 𝛾0 ≡ 0, 0 < 𝛾𝑖 ≡ 𝑎0 + 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑖−1 < 1

для всiх 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1, розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

[︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥)

]︃
, (2.1)

де 𝛼𝑘(𝑥) – 𝑘-ий символ 𝑄*
𝑠-зображення числа 𝑥.

У пiдроздiлi 2.2 доведено, що функцiя 𝑓 є неперервною на вiдрiзку [0, 1] i

набуває всiх значень з цього вiдрiзка. Пiдроздiл 2.3 присвячений доведенню

фактiв, що стосуються умов монотонностi, строгої монотонностi та нiде не

монотонностi функцiї, а пiдроздiл 2.4 — сингулярностi канторiвського типу.

Теорема 2.3.1. Неперервна на [0, 1] функцiя 𝑓 , визначена рiвнiстю
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(2.1), є нiде не монотонною, якщо
𝑠−1∏︀
𝑖=0

𝑎𝑖 ̸= 0 i серед чисел 𝑎0, . . . , 𝑎𝑠−1

знайдеться 𝑎𝑖 < 0.

Означення 2.1.Спектром (множиною нестабiльностi) функцiї 𝑓 на-

зивається множина 𝑆𝑓 всiх 𝑥 таких, що для будь-якого 𝜀 > 0 в 𝜀-околi 𝑂𝜀(𝑥)

точки 𝑥 знайдуться 𝑥1 i 𝑥2 такi, що 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2).

Означення 2.2. Неперервна функцiя називається сингулярною фун-

кцiєю канторiвського типу, якщо її множина несталостi (нестабiльностi)

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 2.4.1. Для того, щоб функцiя 𝑓 , визначена рiвнiстю (2.1),

була сингулярною функцiєю канторiвського типу, необхiдно i достатньо,

щоб множина 𝐶 = 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 ⊂ 𝐴𝑠},
𝑉 = {𝑣 : 𝑎𝑣 ̸= 0}, мала нульову мiру Лебега, тобто

∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 = ∞, де

𝑊𝑘 =
∑︀

𝑖:𝑎𝑖=0

𝑞𝑖𝑘.

У пiдроздiлi 2.5 вивчено екстремуми функцiї 𝑓 (теорема 2.5.1.) i встанов-

лено, що 𝑓 на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 набуває найбiльшого i найменшого значення

на його кiнцях (теорема 2.5.2). У пiдроздiлi 2.6 дослiджується масивнiсть

множини рiвнiв функцiї 𝑓 .

Теорема 2.6.1. Якщо серед членiв послiдовностi (𝑎𝑛) є вiд’ємнi i 𝑄*
𝑠-

зображення числа 𝑥0 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
має властивiсть 𝑎𝛼𝑖(𝑥)𝑎𝛼𝑖+1(𝑥) < 0

для нескiнченної множини значень 𝑖 ∈ 𝑁 , то множина 𝑓−1(𝑦0) рiвня

𝑦0 = 𝑓(𝑥0) є злiченною множиною.

Роздiл 3 «Один клас неперервних нiде не монотонних фун-

кцiй з автомодельними властивостями» присвячений узагальненню

об’єктiв i результатiв попереднього роздiлу переходом вiд 𝑠-ого зображен-

ня функцiї до 𝐺*
𝑠-зображення. Цей перехiд збiльшує кiлькiсть параметрiв

e сiм’ї, значно розширює коло об’єктiв, збагачує родину представниками з

новими властивостями.

Задана матриця 𝐺*
𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑗‖, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 , що має властивостi:

1. | 𝑔𝑖𝑗 |< 1; 2. 𝑔0𝑗 + . . . + 𝑔[𝑠−1]𝑗 = 1;
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3. 𝛾0𝑗 = 0, 0 < 𝛾𝑖𝑗 =
𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑗 < 1, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1;

4. ∀(𝑖𝑗𝑗), 𝑖𝑗 ∈ 𝐴𝑠 має мiсце
∞∑︀
𝑘=2

𝑘−1∏︀
𝑗=1

{|𝑔𝑖𝑗𝑗|} < ∞.

Розглядається функцiя 𝑓(𝑥), означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
. (3.1)

У пiдроздiлi 3.2 доведено, що функцiя є неперервною в кожнiй точцi вiд-

рiзка [0, 1] i набуває всiх значень з цього вiдрiзка. У пiдроздiлi 3.3 доводи-

ться монотоннiсть та нiде не монотоннiсть функцiї, а у 3.4 — сингулярнiсть

канторiвського типу.

Теорема 3.3.1. Функцiя 𝑓 на [0, 1], визначена рiвнiстю (3.1):

1) має скiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця ‖𝑔𝑖𝑗‖
мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв;

2) має нескiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця

‖𝑔𝑖𝑗‖ мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв;

3) є кусково-монотонною, якщо у матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ немає нулiв i у скiн-

ченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа;

4) є нiде не монотонною, якщо у матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ немає нулiв i у нескiн-

ченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа.

Лема 3.4.1. Неперервна функцiя 𝑓 буде функцiєю канторiвського ти-

пу тодi i тiльки тодi, коли серед елементiв матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ iснує нескiн-

ченна кiлькiсть нулiв.

Теорема 3.4.1. Для того, щоб функцiя 𝑓 , визначена рiвнiстю (3.1),

була сингулярною функцiєю канторiвського типу, необхiдно i достатньо,

щоб множина 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ⊂ 𝐴𝑠}, де

𝑉𝑛 = {𝑣 : 𝑔𝑣𝑛 ̸= 0}, мала нульову мiру Лебега, тобто
∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 = ∞, де

𝑊𝑘 =
∑︀

𝑖:𝑔𝑖𝑗=0

𝑞𝑖𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍. Якщо ж
∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 < ∞, то 𝑓 буде функцiєю квазi-

канторiвського типу.



25

У пiдроздiлi 3.5 доведено, що сингулярнi функцiї канторiвського типу,

якi не мають промiжкiв монотонностi за виключенням промiжкiв сталостi,

є функцiями як обмеженої, так i необмеженої варiацiї.

У пiдроздiлах 3.7 i 3.8 самоафiннi властивостi дослiджуються для перi-

одичних матриць 𝑄*
𝑠 i 𝐺*

𝑠, а саме:

— 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑗‖ — нескiнченна перiодична матриця, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 така,

що має властивостi: 𝑞𝑖,2𝑘−1 = 𝑞𝑖1 > 0, 𝑞𝑖,2𝑘 = 𝑞𝑖2 > 0, 𝑖 = 0, 𝑠− 1,

𝑘 ∈ 𝑁 i 𝑞0𝑗 + 𝑞1𝑗 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑗 = 1, 𝑗 ∈ {1, 2};
— 𝐺*

𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑗‖ — нескiнченна перiодична матриця, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁

така, що має властивостi: |𝑔𝑖,2𝑘−1| = |𝑔𝑖1| < 1, |𝑔𝑖,2𝑘| = |𝑔𝑖2| < 1,

𝑖 = 0, 𝑠− 1, 𝑘 ∈ 𝑁 i 𝑔0𝑗 + 𝑔1𝑗 + . . . + 𝑔[𝑠−1]𝑗 = 1, 𝑗 ∈ {1, 2}.
Теорема 3.7.1. Графiк функцiї Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [0, 1]} є самоафiн-

ною множиною, причому

Γ =
⋃︁

(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠×𝐴𝑠

𝜙𝑖𝑗 (Γ) , де 𝜙𝑘𝑗 (Γ) ̸= 𝜙𝑝𝑗 (Γ) при 𝑘 ̸= 𝑝,

𝜙𝑖𝑗 :

⎧⎨⎩𝑥′ = 𝛽𝑖1 + 𝑞𝑖1𝛽𝑗2 + 𝑞01𝑞02𝑥,

𝑦′ = 𝛾𝑖1 + 𝑔𝑖1𝛾𝑗2 + 𝑔𝑖1𝑔𝑗2𝑦.

Теорема 3.8.1. Для iнтеграла Рiмана функцiї 𝑓 має мiсце рiвнiсть

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑞01𝑞02

(︂
𝑠 ·

𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖1 +
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖2

)︂
1 − 𝑞01𝑞02

.

Роздiл 4 «Сiм’я немонотонних сингулярних функцiй канто-

рiвського типу з фрактальними властивостями» присвячений сiм’ї

неперервних немонотонних функцiй канторiвського типу, якi залежать вiд

послiдовностi параметрiв i належать до класу функцiй, якi вивчалися у

попередньому роздiлi. Основна увага придiляється лебегiвськiй структу-

рi розподiлу випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋), тополого-метричним i фра-

ктальним властивостям спектра.
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Використовуючи 𝑄*
5-зображення чисел [0; 1] ∋ 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)...
, яке

визначається п’ятiрковим алфавiтом 𝐴5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} i нескiнченною

стохастичною матрицею ‖𝑞𝑖𝑘‖, 𝑖 ∈ 𝐴5, 𝑘 ∈ 𝑁 , з додатними елементами

(𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + 𝑞2𝑘 + 𝑞3𝑘 + 𝑞4𝑘 = 1) такою, що
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖

{𝑞𝑖𝑘} = 0, 𝛽0𝑘 = 0,

𝛽𝑖+1,𝑘 = 𝛽𝑖𝑘 + 𝑞𝑖𝑘, 𝑖 = 0, 4, неперервна функцiя канторiвського типу означу-

ється рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝛿𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
≡ Δ𝐺

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
, (4.1)

де (𝑔𝑛) = (𝑔0𝑛, 𝑔1𝑛, 𝑔2𝑛, 𝑔3𝑛, 𝑔4𝑛) — послiдовнiсть векторiв, таких, що:

𝑔0𝑛 = 𝑔4𝑛 = 2+𝜀𝑛
4 , 𝑔1𝑛 = 𝑔3𝑛 = −𝜀𝑛

4 , 𝑔2𝑛 = 0; 𝛿0𝑛 = 0, 𝛿1𝑛 = 2+𝜀𝑛
4 , 𝛿2𝑛 = 2

4 = 𝛿3𝑛,

𝛿4𝑛 = 2−𝜀𝑛
4 , тобто 𝛿𝑖+1,𝑛 = 𝛿𝑖𝑛 +𝑔𝑖𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, при цьому (𝜀𝑛) — наперед задана

послiдовнiсть дiйсних чисел така, що 0 6 𝜀𝑛 6 1.

Лема 4.1.1. Для того, щоб функцiя 𝑓 , визначена рiвнiстю (4.1), не

мала промiжкiв монотонностi, крiм промiжкiв сталостi, необхiдно i до-

статньо, щоб 𝜀𝑛 ̸= 0 виконувалась для нескiнченної множини значень 𝑛.

У пiдроздiлi 4.2 доводиться критерiй належностi функцiї 𝑓 до класу

функцiй з обмеженою варiацiєю. У пiдроздiлi 4.3 вивчено симетрiї графiка

та обчислено iнтеграл Рiмана.

Теорема 4.3.1. Якщо 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖 = 1
5, то графiк функцiї 𝑓 , яка визначена

рiвнiстю (4.1), симетричнй вiдносно точки 𝐶
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
i має мiсце рiвнiсть

1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
2 .

У пiдроздiлi 4.4 описанi автомодельнi властивостi функцiї.

Теорема 4.4.1. Якщо 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖 = 1
5, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 , 𝜀𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, то

𝐺𝑖 ≡ {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝛼1(𝑥) = 𝑖, 𝑦 = 𝑓(𝑥)},

𝜙𝑖 :

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ =
1

5
𝑥 +

𝑖

5
,

𝑦′ = 𝑔𝑖1𝑦 + 𝛿𝑖1,

i при 𝑖 ̸= 2 маємо 𝜙𝑖(Γ𝑓) = 𝐺𝑖.

У пiдроздiлi 4.5 дослiджуються множини рiвнiв функцiї при 𝜀𝑛 = 1.

Доведено, що множина рiвня функцiї 𝑓 , яка мiстить вiдрiзки сталостi, є
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злiченною множиною, причому множина рiвня функцiї бiльше двох вiдрiз-

кiв мiстити не може.

Пiдроздiл 4.6 присвячений образам множин канторiвського типу при

вiдображеннi 𝑓 . Доведено, що образом п’ятiркового цилiндра при вiдобра-

женнi 𝑓 є 𝐺-цилiндр або точка, причому точкою є тодi i тiльки тодi, ко-

ли в основi цилiндра є принаймнi одна цифра 2 i виконується рiвнiсть

𝑓(Δ
𝑄*

5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2) = Δ𝐺

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2(0) = 𝑦0.

Теорема 4.6.1. Образом множини 𝐶1 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {0, 1}] при вiдобра-

женнi 𝑓 є вiдрiзок
[︀
0, 34
]︀
, злiченна множина точок якого має рiвно два

𝐺2-зображення, а саме: Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0), а решта точок ма-

ють єдине 𝐺2-зображення.

Наслiдок 4.6.1. Образом множини 𝐶2 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {3, 4}] при вiдобра-

женнi 𝑓 є вiдрiзок
[︀
1
4 , 1
]︀
, злiченна множина точок якого має рiвно два

𝐺2-зображення, а решта точок — єдине 𝐺2-зображення.

Теорема 4.6.2. При вiдображеннi 𝑓 образом множини канторiвсько-

го типу:

— 𝐶3 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {1, 3}] є множина канторiвського типу 𝐶4 ≡ 𝐶[4; {1, 2}],

причому вiдображення множини 𝐶3 в множину 𝐶4 є бiєктивним;

— 𝐶5 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {1, 2, 3}] є множина 𝐸 = 𝐶4

⋃︀
𝑀 , де 𝑀 — дискретна пiд-

множина множини четвiрково-рацiональних чисел, а саме:

𝑀 = {𝑦 : 𝑦 = Δ4
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚−12(0)

, 𝛼𝑖 ∈ {1; 2}, 𝑚 ∈ 𝑁}.

Теорема 4.6.3 При вiдображеннi 𝑓 образом множини канторiвського

типу 𝐶[5;𝑉𝑛], де

𝑉𝑛 =

⎧⎨⎩ {0, 4}, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

{1, 3}, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

є множина канторiвського типу нульової мiри Лебега, фрактальна роз-

мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює 𝛼0 =
3

6 − log2 3
.

Пiдроздiл 4.7 присвячено випадковiй величинi 𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2𝜏3..., де (𝜏𝑛)

— послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значення
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0, 1, 2, 3, 4 з ймовiрностями 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4. Лебегiвську структуру

розподiлу випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) висвiтлюють наступнi теореми.

Теорема 4.7.3. Нехай 𝑋 = Δ5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

— неперервна випадкова вели-

чина, цифри (𝜏𝑛) п’ятiркового зображення якої є незалежними i мають

розподiли 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4, причому 𝑝3𝑛 = 0, 𝑝4𝑛 = 0 для будь-

якого 𝑛 ∈ 𝑁 . Тодi розподiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) є чисто дискре-

тним, якщо 𝐵 ≡
∞∑︀
𝑛=1

[︂
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︂
= 1, i є нетривiальною сумiшшю

дискретного та неперервного розподiлiв, коли 0 < 𝐵 < 1, причому:

1) сумiшшю дискретного i сингулярного, якщо

𝑊 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃(︂
1 − 4

3
𝑝′0𝑛

)︂2

+ (1 − 4𝑝′1𝑛)2

]︃
= ∞,

де 𝑝′0𝑛 =
𝑝0𝑛

𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛
i 𝑝′1𝑛 =

𝑝1𝑛
𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛

;

2) сумiшшю дискретного i абсолютно неперервного, якщо 𝑊 < ∞.

Наслiдок 4.7.1. Якщо 𝑝0𝑛 = 𝑝1𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то роз-

подiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) має чисто дискретний розподiл,

якщо 𝐵 = 1, i є сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв, якщо

0 < 𝐵 < 1.

Теорема 4.7.4. Нехай 𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛... — випадкова величина,

цифри (𝜏𝑛) 𝑄*
5-зображення якої є незалежними i мають розподiли

𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4, причому
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} = 0. Розподiл випадкової

величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) є:

1) чисто дискретним, якщо 𝑆 ≡
∞∑︀
𝑛=1

[︂
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︂
= 1;

2) нетривiальною сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв,

якщо 0 < 𝑆 < 1, причому 𝐹𝑌 (𝑥) = 𝑐𝐹𝑑(𝑥) + (1 − 𝑐)𝐹𝑐(𝑥),

де 𝐹𝑑(𝑥) =
∑︀

Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0)=𝑥𝑖<𝑥

𝑐𝑗∈{0,1,3,4}

𝑝𝑥𝑖
, 𝑝𝑥𝑖

= 𝑃{𝑌 = Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0)};

3. сингулярним розподiлом канторiвського типу, якщо для будь-якого

натурального 𝑛 мають мiсце рiвностi 𝑝0𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0.

Теорема 4.7.5. Нехай 𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛... — випадкова величина, цифри

(𝜏𝑛) 𝑄*
5-зображення якої є незалежними i мають розподiли 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} =
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𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4. Якщо 𝑝2𝑛 = 𝑝3𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то розпо-

дiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) = Δ
𝐺*

2
𝜂1𝜂2...𝜂𝑛..., яка закодована засобами

двосимвольного алфавiту 𝐴2 = {0, 1} у системi з нульовою надлишко-

вiстю, цифри 𝜂1, 𝜂2, . . . , 𝜂𝑛, . . . зображення якої є незалежними, має чи-

стий лебегiвський тип, причому абсолютно неперервний — тодi i тiльки

тодi, коли 𝑊 =
∞∑︀
𝑛=1

[︁(︀
1 − 4

3𝑝0𝑛
)︀2

+ (1 − 4𝑝1𝑛)2
]︁
< ∞ i сингулярний, коли

𝑊 = ∞.

Теорема 4.7.6. Якщо розподiл випадкової величини 𝑋 = Δ5
𝜏1...𝜏𝑛...

є

неперервним i для будь-якого натурального 𝑛 мають мiсце рiвностi⎧⎨⎩ 𝑝1𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝3𝑛 = 0, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

𝑝0𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

то 𝑌 = 𝑓(𝑋) має сингулярний розподiл канторiвського типу.

Подяка. Автор висловлює вдячнiсть науковому керiвнику доктору

фiзико-математичних наук,професору А. М. Самойленку та науковому кон-

сультанту доктору фiзико-математичних наук, професору М. В. Працьо-

витому за постановку задач, постiйну увагу до даної роботи, пiдтримку та

допомогу.
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РОЗДIЛ 1

КОНЦЕПТУАЛЬНI ОСНОВИ ДОСЛIДЖЕННЯ ТА ОГЛЯД

ЛIТЕРАТУРИ

Даний роздiл має вступний характер. У ньому ми систематизуємо вi-

домостi, що стосуються ”геометрiї” 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел. Вказане

зображення ми використовуємо для конструювання та дослiдження фун-

кцiй та нових зображень. Наведено факти, необхiднi для подальшого до-

слiдження об’єктiв зi складною локальною будовою.

1.1. 𝑄*
𝑠-зображення дробової частини дiйсного числа

Нехай 1 < 𝑠 — фiксоване натуральне число, 𝐴𝑠 = {0, 1, . . . , 𝑠 − 1} —

алфавiт 𝑠-кової системи числення, 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑗‖ — нескiнченна стохастична

матриця з додатними елементами, 𝑗 ∈ 𝑁 , 𝑖 ∈ 𝐴𝑠 така, що має властивостi:

1. 𝑞0𝑗 + 𝑞1𝑗 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑗 = 1;

2.
∞∏︀
𝑗=1

max{𝑞0𝑗, 𝑞1𝑗, . . . , 𝑞[𝑠−1]𝑗} = 0.

Теорема 1.1.1. [50] Для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑘),

𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑥) ∈ 𝐴𝑠 така, що

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

[︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

]︃
, (1.1.1)

де 𝛽0𝑗 = 0, 𝛽𝑖𝑗 =
𝑖−1∑︀
𝑘=0

𝑞𝑘𝑗, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1, 𝑗 ∈ 𝑁 .

Подання числа 𝑥 у виглядi (1.1.1) називається його𝑄*
𝑠-представленням,

а його символiчний запис

𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)...
(1.1.2)

– 𝑄*
𝑠-зображенням.
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При цьому 𝛼𝑗(𝑥) називається 𝑗-тою 𝑄*
𝑠-цифрою зображення числа 𝑥.

Якщо 𝑄*
𝑠-зображення є перiодичним, то його перiод записуватимемо в кру-

глих дужках.

Поняття 𝑗-ї 𝑄*
𝑠-цифри числа 𝑥 не є коректно означеним, оскiльки деякi

числа мають два 𝑄*
𝑠-зображення. Це числа виду

Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](𝑠−1).

Їх називають 𝑄*
𝑠-рацiональними. Числа, що не мiстять перiод (0) або

(𝑠− 1), мають єдине 𝑄*
𝑠-зображення i називаються 𝑄*

𝑠-iррацiональними.

В геометрiї зображень чисел важливим є поняття цилiндра. Нагадаємо

його.

Означення 1.1. Нехай (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚) — фiксований набiр символiв,

𝑐𝑖 ∈ 𝐴𝑠. Цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚 називається мно-

жина Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, яка складається з усiх точок 𝑥 ∈ [0, 1], якi мають

𝑄*
𝑠-зображення таке, що 𝛼𝑗(𝑥) = 𝑐𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.

Властивостi цилiндрiв:

1) Цилiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 є вiдрiзком з кiнцями

𝑎 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0) = 𝛽𝑐11 +
𝑚∑︀
𝑘=2

[︃
𝛽𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗𝑗

]︃
, 𝑏 = Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1) = 𝑎 +
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑞𝑐𝑖𝑖;

2)Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 =
𝑠−1⋃︀
𝑖=0

Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖;

3) |Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚| =
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑞𝑐𝑖𝑖;

4) max Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 = min Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1], 𝑖 = 0, 𝑠− 2;

5)
∞⋂︀

𝑚=1
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = 𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚... ∈ [0, 1] для довiльної послiдовностi

(𝑐𝑖), 𝑐𝑖 ∈ 𝐴𝑆.

Якщо для всiх 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 виконується 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖, тобто всi стовпцi ма-

трицi ‖𝑞𝑖𝑗‖ однаковi, то𝑄*
𝑠-зображення називається𝑄𝑠-зображенням, якщо

ж при цьому 𝑞𝑖 = 1
𝑠 ,то 𝑄𝑠-зображення є звичайним 𝑠-ковим зображенням.
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1.2. Множини канторiвського типу, пов’язанi з

𝑄*
𝑠-зображенням

Пiд множиною канторiвського типу прийнято називати континуаль-

ну досконалу (замкнену, без iзольованих точок) нiде не щiльну множину

простору 𝑅1.

Теорема 1.2.1. [50] Множина 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛], означена рiвнiстю

𝐶 = 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] ≡ {𝑥 : 𝑥 = Δ𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚..., де 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ⊂ 𝐴𝑠},

є множиною канторiвського типу тодi i тiльки тодi, коли 𝑉𝑛 ̸= 𝐴𝑠 для

нескiнченної множини значень 𝑛.

Якщо ж 𝑉𝑛 = 𝐴𝑠 для всiх 𝑛, бiльше деякого 𝑛0, то множина 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛]

є об’єднанням вiдрiзкiв.

Теорема 1.2.2. [50] Мiра Лебега множини 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] обчислюється за

формулою

𝜆(𝐶) =
∞∏︁
𝑘=1

(1 −𝑊𝑘), де 𝑊𝑘 =
∑︁

𝑖∈𝐴𝑠∖𝑉𝑛

𝑞𝑖𝑘.

Наслiдок 1.2.1. Множина 𝐶 має нульову мiру Лебега, якщо
∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 = ∞.

Наслiдок 1.2.2. Якщо 𝑄*
𝑠-зображення є 𝑄𝑠-зображенням, зокрема

𝑠-ковим зображенням, то множина канторiвського типу має нульову

мiру Лебега.

1.3. Неперервнi функцiї зi складною локальною будовою

Пiд функцiями зi складною локальною будовою ми розумiємо функцiї,

локальна поведiнка яких є край неоднорiдною. До таких ми вiдносимо не-

перервнi функцiї, якi є сингулярними, нiде не монотонними та нiде не ди-

ференцiйовними.

Означення 1.2. Вiдмiнна вiд сталої неперервна функцiя 𝑓(𝑥), похiдна

якої майже всюди в розумiннi мiри Лебега дорiвнює нулю називається
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сингулярною функцiєю, тобто

𝜆{𝑥 : 𝐹 ′(𝑥) ̸= 0} = 0.

Означення 1.3. Неперервна функцiя називається нiде не монотон-

ною, якщо вона не має жодного як завгодно малого iнтервалу монотон-

ностi.

Означення 1.4. Неперервна функцiя називається недиференцiйов-

ною, якщо вона не має скiнченної похiдної в жоднiй точцi областi ви-

значення.

Розглянемо приклади таких функцiй.

1.3.1. Функцiя Серпiнського. У 1914 роцi польський математик

В. Серпiнський навiв приклад неперервної недиференцiйовної функцiї. В

роботi [126] вiн обґрунтував коректнiсть означення функцiї i довiв її непе-

рервнiсть та нiде не диференцiйовнiсть. Для зручностi дослiдження власти-

востей функцiї Серпiнського Н. А. Василенко знайдено її модифiкацiю [8] в

термiнах трiйкового та п’ятiркового зображення дробової частини дiйсного

числа. Наведемо її.

Нехай 𝛾(𝛼) — дискретна функцiя, визначена 𝐴5, тобто

𝛾(𝛼) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝛼 = 0,

1, якщо 𝛼 ∈ {1, 2, 3},

2, якщо 𝛼 = 4.

Для кожної послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 ≡ 𝐴∞
5 = 𝐴5 × 𝐴5 × . . . визначена

послiдовнiсть (𝑐𝑛), де

𝑐1 = 0, 𝑐𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝑐𝑛−1, якщо 𝛼𝑛−1 ̸= 2,

1 − 𝑐𝑛−1, якщо 𝛼𝑛−1 = 2.

Функцiя 𝑓 на вiдрiзку [0, 1] означується наступним чином: її аргумент
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подається п’ятiрковим дробом, а функцiя — трiйковим дробом, тобто

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛

5𝑛
≡ Δ𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝐴5,

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛽𝑛
3𝑛

, 𝛽𝑛 ∈ 𝐴3,

де

𝛽𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝛾(𝛼𝑛), якщо 𝑐𝑛 = 0,

2 − 𝛾(𝛼𝑛), якщо 𝑐𝑛 ̸= 0.

Теорема 1.3.1. [8] Функцiя 𝑓(𝑥):

1) неперервна в кожнiй точцi iнтервала (0, 1), в точцi 0 — справа, а

в точцi 1 — злiва;

2) нiде не диференцiйовна;

3) має графiк Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑓(𝑥)) : 𝑥 ∈ [0, 1]}, що є самоафiнною множи-

ною, причому Γ𝑓 =
5⋃︀

𝑖=1

𝜙𝑖(Γ𝑓), де

𝜙𝑖 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′ =

1

5
𝑥 +

𝑖− 1

5
,

𝑦′ =
(−1)[

𝑖−3
3 ]+[ 𝑖−4

3 ]

3
𝑦 +

𝑖− 2
[︀
𝑖
4

]︀
− 1

3
,

клiтковинна розмiрнiсть якого дорiвнює 𝛼𝐾(Γ𝑓) = 2 − log5 3;

4) задовольняє наступне функцiональне рiвняння 𝑓(1−𝑥) = 1−𝑓(𝑥);

5) для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть
∫︀ 1

0 𝑓(𝑥) = 1
2.

Властивостi множини рiвнiв функцiї 𝑓(𝑥):

1) якщо 𝑦0 = Δ3
𝑑1𝑑2...𝑑𝑚(1)(𝑚 ∈ 𝑍0), то 𝑓−1(𝑦0) = 𝐶[5, 𝑉 ] ≡ {𝑥 : 𝑥 =

Δ5
𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...

, 𝛼(𝑥) ∈ 𝑉 = {1, 2, 3}, 𝑖 ∈ 𝑁}, тобто множина рiвня 𝑦0

є континуальною нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега,

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює 𝑙𝑜𝑔53;

2) якщо у зображеннi точки 𝑦0 = Δ3
𝑖1𝑖2...𝑖𝑘...

всi цифри 𝑖𝑘 ∈ {0, 2}, 𝑘 ∈ 𝑁 ,

то множина 𝑓−1(𝑦0) мiстить єдину точку;
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3) якщо 𝑦0 = Δ3
𝛽1𝛽2...𝛽𝑘...

, де⎧⎨⎩ 𝛽𝑘𝑛 = 1, 𝑛 ∈ 𝑁,

𝛽𝑗 ̸= 1, при 𝑗 /∈ {𝑘𝑛},

то множина 𝑓−1(𝑦0) є континуальною, причому у нiй не iснує пари

точок 𝑥1 i 𝑥2 таких, що⎧⎨⎩𝛼𝑘𝑛(𝑥1) = 𝛼′
𝑘𝑛

(𝑥2),

𝛼𝑗(𝑥1) ̸= 𝛼′
𝑗(𝑥2) при 𝑗 /∈ {𝑘𝑛};

4) якщо зображення точки 𝑦0 = Δ3
𝛽1𝛽2...𝛽𝑘...

мiстить рiвно 𝑛 цифр ”1”,

то множина 𝑓−1(𝑦0) складається з 3𝑛 точок.

1.3.2. Трибiн-функцiя. У статтi М. В. Працьовитого [47] представ-

лена нiде не диференцiйовна Трибiн-функцiя.

Нехай 𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2) i 𝑔 = (𝑔0, 𝑔1) — додатнi стохастичнi вектори (𝑞𝑖 > 0,

𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1, 0 < 𝑔0 < 1, 𝑔1 = 1 − 𝑔0);

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗

)︃
= Δ𝑄3

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
,

де 𝛽0 = 0, 𝛽𝛼𝑘
=

𝛼𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁, (𝛼𝑘) ∈ 𝐿3,

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝛿𝑎1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝑎𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝑎𝑗

)︃
= Δ𝐺2

𝑎1(𝑦)...𝑎𝑛(𝑦)...
,

де 𝛿0 = 0, 𝛿𝑎𝑘 =
𝑎𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑔𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁, (𝑎𝑘) ∈ 𝐿2.

Функцiя 𝑓 означена рiвнiстю

𝑦 = 𝑓(Δ𝑄3

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) = Δ𝐺2

𝑎1(𝑦)𝑎2(𝑦)...𝑎𝑛(𝑦)...
, (1.3.3)

де

𝑎1 =

⎧⎨⎩ 0, якщо 𝛼1(𝑥) = 0,

1, якщо 𝛼1(𝑥) ̸= 0,
(1.3.4)
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𝑎𝑘 =

⎧⎨⎩ 𝑎𝑘−1, якщо 𝛼𝑘(𝑥) = 𝛼𝑘−1(𝑥),

1 − 𝑎𝑘−1, якщо 𝛼𝑘(𝑥) ̸= 𝛼𝑘−1(𝑥), 𝑘 > 1.
(1.3.5)

Пiзнiше Трибiн-функцiя дослiджувалась у роботах М. В. Працьовитого

[50], В. В. Коваля [21], О. Б. Панасенка [40, 41, 42, 43, 44], О. В. Котової [24].

Теорема 1.3.2. Функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥):

1) неперервна на [0, 1];

2) нiде не диференцiйовна;

3) для кожного 𝑥 ∈ [0, 1] виконується рiвнiсть

𝑓
(︁𝑥

3

)︁
=

1

2
𝑓(𝑥); (1.3.6)

Функцiя 𝑓 має графiк Γ𝑓 , що є 𝑁 -самоафiнною множиною, для якого

виконуються наступнi властистивостi симетрiї:

1) 𝑓(Δ𝑄3

1𝛼2𝛼2...
) = 𝑓(Δ𝑄3

1[2−𝛼2][2−𝛼3]...
) ⇔ 𝑎𝑛[𝑓(Δ𝑄3

1𝛼2𝛼3...
)] = 𝑎𝑛𝑓(Δ𝑄3

2[2−𝛼2...]
);

2) 𝑎𝑛[𝑓(Δ𝑄3

2𝛼2𝛼3...
)] = 1 − 𝑎𝑛[𝑓(Δ𝑄3

0[2−𝛼2][2−𝛼3]...
)].

Фрактальна клiтинкова розмiрнiсть Γ𝑓 дорiвнює

2 − log3 2 ≈ 1, 36907.

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича Γ𝑓 дорiвнює

𝛼0(Γ𝑓) = log2

(︀
1 + 2log3 2

)︀
≈ 1, 34968.

Для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 4
7 .

Теорема 1.3.3. Якщо 𝑦0 — двiйково-рацiональне число вiдрiзка [0, 1],

то множина 𝑓−1(𝑦0) є скiнченною i її фрактальна розмiрнiсть рiвна

0. Фрактальна розмiрнiсть множини прообразiв двiйково-iррацiонального

значення 𝑦0 обчислюється за формулою

𝛼0

(︀
𝑓−1(𝑦0)

)︀
= 𝐵 log3 2,

де 𝐵 = lim
𝑘→∞

𝑑𝑘
𝑘 , 𝑑𝑘 — кiлькiсть пар послiдовних двiйкових цифр 𝑦0 (до 𝑘-го

мiсця включно), в яких компоненти рiзнi.
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1.3.3. Функцiя Мiнковського. Одним з перших прикладiв строго

зростаючої сингулярної функцiї є функцiя Мiнковського [118]. У 1932 роцi

A. Denjoy [95] довiв, що вона є сингулярною. У 1943 роцi R. Salem [124]

також довiв її сингулярнiсть i показав, що функцiя ?(𝑥) в iррацiональних

точках вiдрiзка [0, 1] аналiтично виражається рядом

?(𝑥) =?([0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]) = 21−𝑎1−21−(𝑎1+𝑎2)+...+(−1)𝑛−1 21−(𝑎1+...+𝑎𝑛)+... =

=
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−121−(𝑎1+...+𝑎𝑘), (1.3.7)

де 𝑥 =
1

𝑎1 + 1
𝑎2+

1
𝑎3+...

≡ [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] — елементарний ланцюговий дрiб

(𝑎𝑘 ∈ 𝑁), а в рацiональних точках [0, 1] — скiнченний ряд.

Частково властивостi функцiї Мiнковського систематизованi в роботi

[50]. Вона:

— є сингулярною;

— є функцiєю розподiлу випадкової величини, елементи елементарно-

го ланцюгового зображення якої є незалежними однаково розподiле-

ними випадковими величинами, що набувають значень 1, 2, ..., 𝑘, ...

з ймовiрностями
1

2
,

1

22
, ...,

1

2𝑘
, ... вiдповiдно;

— взаємно однозначно переводить рацiональнi числа в двiйково-

рацiональнi числа на вiдрiзку [0, 1];

— взаємно однозначно переводить квадратичнi iррацiональностi в ра-

цiональнi числа на вiдрiзку [0, 1].

Iнтерес до функцiї Мiнковського не згасає протягом столiття. У 1960

роцi J. Kinney [110] показав, iснує множина 𝑋 розмiрностi Гаусдорфа-

Безиковича 𝛼 > 0, для якої мiра Лебега ?(𝑋) дорiвнює 1, разом з тим

для будь-якої множини 𝐴, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої менша

за 𝛼, мiра множини ?(𝑋) дорiвнює нулю. R. Tichy i J.Uitz [133] розгляда-

ли сiм’ю сингулярних, неперервних i строго зростаючих на вiдрiзку [0, 1]

функцiй та дослiджували розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множин то-

чок, де сингулярнi функцiї мають не нульовi похiднi. У 1998 роцi P. Viader,



38

J. Paradis i L. Bibiloni [136] подали функцiю Мiнковського у формi асим-

птотичної функцiї розподiлу нумерацiї рацiональних чисел та довели син-

гулярнiсть функцiї Мiнковського двома способами. У 2001 роцi [137] вони

розглядали її як порiвняння двох систем числення (елементарних ланцю-

гових дробiв i знакозмiнної двiйкової системи) i встановили, що похiдна,

якщо вона iснує, може набувати лише двох значень — нуль або нескiн-

ченнiсть. У 2004 роцi O. Beaver i T. Garrity [90] побудували функцiю, яка

подiбна до функцiї Мiнковського i є неперервною, має похiдну рiвну ну-

лю майже скрiзь. у 2006 роцi M. Lamberger [112] розглядав певну точкову

мiру функцiї розподiлу, що виникає в статтi [103] та iнших. У 2007 роцi

H. Okamoto i M. Wunsch [119] побудували узагальнення функцiї Мiнков-

ського. M. Kessebohmer та B. Stratmann [109] вивчали рiзнi фрактально-

геометричнi аспекти функцiї Мiнковського. Дослiдженням похiдної займа-

лися А. Душистова i Н. Мощевитiн [14]. У 2010 роцi М. В. Працьовитим,

А. В. Калашнiковим та В. К. Безбородовим [60] побудовано однопараме-

тричне узагальнення класичної функцiї Мiнковського, яка є неперервним

розв’язком системи функцiональних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜙𝜇

(︂
𝑥

1 + 𝑥

)︂
= (1 − 𝜇)𝜙𝜇(𝑥),

𝜙𝜇(1 − 𝑥) = 1 − 𝜙1−𝜇 (𝑥) ,

де 𝜙 (𝑥, 𝜇) ≡ 𝜙𝜇(𝑥) — функцiя двох змiнних 𝑥 та 𝜇 (𝑥 ∈ [0, 1], 𝜇 ∈ (0, 1))

або функцiя однiєї змiнної 𝑥, залежна вiд параметра 𝜇 ∈ (0, 1). У 2011-2012

роках G. Alkauskas дослiджував моменти та рiзнi iнтегральнi перетворен-

ня функцiї Мiнковського [84], [85]. У 2015-2016 роках М. В. Працьовитим

та Т. М. Iсаєвою описано ще одне узагальнення класичної функцiї Мiнков-

ського [57] i дослiджено ним породжене Δ𝑞-зображення чисел [15].

1.4. Монотоннi сингулярнi функцiї канторiвського типу

Означення 1.5. Точка 𝑥0 називається точкою несталостi функцiї 𝑓 ,

якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснують 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑂𝜀(𝑥0) ≡ (𝑥0 − 𝜀;𝑥0 + 𝜀) такi,
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що 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2).

У випадку, коли функцiя є монотонною, множиною несталостi функцiї

є множина точок її зростання (спадання). Для функцiї розподiлу ймовiр-

ностей множину її точок росту називаються спектром розподiлу (або його

мiнiмальним замкненим носiєм) [50]. Це є мотивацiєю до наступного озна-

чення.

Означення 1.6. Спектром (множиною несталостi) функцiї 𝑓 нази-

вається множина 𝑆𝑓 всiх точок 𝑥 таких, що для будь-якого 𝜀 > 0 в

𝜀-околi 𝑂𝜀(𝑥) точки 𝑥 знайдуться 𝑥1, 𝑥2 такi, що 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2), тобто

𝑆𝑓 = {𝑥 : ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑥1, 𝑥2 такi, що |𝑥−𝑥1| < 𝜀, |𝑥−𝑥2| < 𝜀 i 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2)}.

Означення 1.7. Неперервна функцiя називається функцiєю канто-

рiвського типу, якщо її множина несталостi (нестабiльностi) є нiде не

щiльною множиною.

Означення 1.8. Неперервна функцiя називається сингулярною фун-

кцiєю канторiвського типу, якщо її множина несталостi є нiде не щiль-

ною множиною нульової мiри Лебега.

Означення 1.9. Якщо функцiя канторiвського типу є сингулярною,

але її множина несталостi є множиною додатної мiри Лебега, то вона

називається сингулярною функцiєю квазiканторiвського типу.

Найпростiшим прикладом монотонної (неспадної) сингулярної функцiї

канторiвського типу є класична функцiя Кантора [91, 30, 93, 99, 50, 134]:

𝐹 (𝑥) = 𝛽𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
, (1.4.8)

де 𝛼𝑘(𝑥) — 𝑘-та трiйкова цифра 𝑥, 𝑞0 = 1
2 = 𝑞2, 𝑞1 = 0, 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 1

2 ,

𝛽2 = 1
2 , яка є єдиним розв’язком системи функцiональних рiвнянь:

𝑓
(︁𝑥

3

)︁
=

1

2
𝑓(𝑥), 𝑓

(︂
1 + 𝑥

3

)︂
=

1

2
, 𝑓

(︂
2 + 𝑥

3

)︂
=

1

2
+

1

2
𝑓(𝑥).

Вона є функцiєю розподiлу випадкової величини

𝜉 =
𝜏1
3

+
𝜏2
32

+ . . . +
𝜏𝑛
3𝑛

+ . . . = Δ3
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

,
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розподiл якої визначають розподiлами незалежних однаково розподiлених

випадкових величин 𝜏𝑛: 𝑃{𝜏𝑛 = 0} = 1
2 = 𝑃{𝜏𝑛 = 2}, 𝑃{𝜏𝑛 = 1} = 0,

𝑛 ∈ 𝑁 .

Прикладом функцiї канторiвського типу, яка не є сингулярною, є фун-

кцiя [50]

𝐹 (𝑥) =
1

1 − 2𝑎
𝜆([0;𝑥]

⋂︁
𝐶),

де С — множина канторiвського типу додатної мiри Лебега 𝜆, яка будується

наступним чином. В серединi вiдрiзка [0, 1] видiлимо iнтервал довжиною

𝑎 < 1
2 i вилучимо його. З двох отриманих вiдрiзкiв на 1-му кроцi вилучаємо

iнтервали довжиною 1
2𝑎. На 2-му кроцi з кожного отриманого вiдрiзка ви-

лучаємо iнтервали довжиною 1
2𝑎

2 i продовжуємо процес до нескiнченностi.

В результатi отримана множина С є нiде не щiльною множиною додатної

мiри Лебега. Справдi, сумарна довжина вилучених iнтервалiв

𝑎 + 2 · 𝑎
4

+ 22 · 𝑎

42
+ . . . = 2𝑎.

Тодi 0 < 𝜆(𝐶) = 1 − 2𝑎 < 1.

1.5. Немонотоннi сингулярнi функцiї канторiвського типу

У роботi М. В. Працьовитого i А. В. Калашнiкова [62] запропонована

конструкцiя неперервної функцiї зi складною локальною поведiнкою, яка

мiстить багатий (континуальний) пiдклас сингулярних функцiй канторiв-

ського типу. Наведемо її.

Нехай 𝑄𝑠 = {𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠−1}, 𝑞𝑖 > 0, 𝑞0 + 𝑞1 + . . . + 𝑞𝑠−1 = 1, 𝛾0 = 0,

𝛾𝑘 =
𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝑞𝑗 > 0, 𝑘 = 1, 𝑠. Вiдомо [50], що для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] iснує

послiдовнiсть 𝛼𝑛(𝑥), 𝛼𝑛 ∈ 𝐴𝑠 така, що

𝑥 = 𝛾𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)

)︃
= Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
. (1.5.9)

Нехай 𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠−1) — заданий набiр дiйсних чисел, причому
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𝑝* = max
𝑖

| 𝑝𝑖 |< 1; 𝑝0 + 𝑝1 + . . . 𝑝𝑠−1 = 1, 𝛽0 = 0, 𝛽𝑘 =
𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝑝𝑗 > 0, 𝑘 = 1, 𝑠,

𝛽𝑠 = 1. Тодi функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝛽𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑝𝛼𝑗(𝑥)

)︃
= Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
. (1.5.10)

є неперервною, причому сингулярною функцiєю канторiвського типу тодi

i тiльки тодi, коли 𝑃 ≡
𝑠−1∏︀
𝑖=0

𝑝𝑖 = 0; нiде не монотонною, якщо 𝑃 ̸= 0 й iснує

𝑝𝑖 < 0; якщо ж 𝑃 = 0 та iснує 𝑝𝑖 < 0 , то функцiя є сингулярною функцiєю

канторiвського типу, яка не має промiжкiв монотонностi за виключенням

промiжкiв сталостi.

1.6. Строго монотоннi сингулярнi функцiї.

1.6.1. Функцiя Салема. У 1943 роцi Салем [124] побудував iнший

приклад строго зростаючої сингулярної функцiї. Вона також дослiджува-

лась в роботах [92, 116, 131, 70, 50, 69, 108, 94]. Їi аргумент подається у

виглядi двiйкового дробу

𝑥 =
𝛼1

2
+

𝛼2

22
+ ... +

𝛼𝑚

2𝑚
+ . . . ≡ Δ2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
,

де 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖(𝑥) – двiйковi цифри 𝑥, тобто 𝛼𝑖 ∈ {0, 1}, а функцiя обчислюється

за формулою

𝐹 (𝑥) = 𝛽𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)

)︃
= Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
,

де 0 < 𝑞0 < 1, 𝑞1 = 1 − 𝑞0, 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0.

Теорема 1.6.1. [50] Функцiя 𝑓(𝑥):

1. неперервна на [0, 1];

2. строго зростаюча;

3. сингулярна, якщо 𝑞0 ̸= 𝑞1.
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Функцiя Салема задовольняє систему функцiональних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹
(︁𝑥

2

)︁
= 𝑝0𝐹 (𝑥),

𝐹

(︂
1 + 𝑥

2

)︂
= 𝑝0 + 𝑝1𝐹 (𝑥),

(1.6.11)

де 0 < 𝑝0 < 1, 𝑝1 = 1 − 𝑝0.

Графiк функцiї Салема Γ є самоафiнною множиною простору 𝑅2, при-

чому

Γ = 𝑓1(Γ) ∪ 𝑓2(Γ),

де 𝑓1 i 𝑓2 — афiннi перетворення

𝑓1 :

⎧⎨⎩ 𝑥′ =
1

2
𝑥,

𝐹 ′(𝑥) = 𝑝0𝐹 (𝑥).
𝑓2 :

⎧⎨⎩ 𝑥′ =
1

2
𝑥 +

1

2
,

𝐹 ′(𝑥) = 𝑝1𝐹 (𝑥) + 𝑝0.

Самоафiнна розмiрнiсть графiка функцiї Салема є розв’язком рiвняння(︁𝑝0
2

)︁𝑥
2

+
(︁𝑝1

2

)︁𝑥
2

= 1. (1.6.12)

Частковим випадком функцiї Салема є функцiя Такача, яка дослiджу-

валась в роботi [50], i пiзнiше була названа функцiєю Салема-Такача. Її

аргумент заданий рiвнiстю

𝑥 =
1

2𝑎0
+

1

2𝑎1
+ ... +

1

2𝑎𝑘
+ ... =

∞∑︁
𝑘=0

2−𝑎𝑘,

де 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘 (𝑥) — номер (𝑘 + 1)-ої вiдмiнної вiд нуля двiйкової цифри 𝑥 ∈
(0; 1], тобто 𝑎0 < 𝑎1 < 𝑎2 < ... < 𝑎𝑘 < ... — натуральнi числа, а функцiя

обчислюється за формулою

𝑇 (𝑥) =
1

(1 + 𝜌)𝛼0
+

𝜌

(1 + 𝜌)𝛼1
+

𝜌2

(1 + 𝜌)𝛼2
+ ... +

𝜌𝑘

(1 + 𝜌)𝛼𝑘
+ ... = (1.6.13)

=
∞∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘 (1 + 𝜌)−𝑎𝑘(𝑥),

де 𝜌 — задане дiйсне додатне число, 𝑇 (0) = 0.
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1.6.2. Iнверсор цифр 𝑄2-зображення числа. У роботi М. В. Пра-

цьовитого i С. В. Скрипник [66] наведений приклад строго спадної сингу-

лярної функцiї.

Означення 1.10. Функцiю 𝑦 = 𝐼(𝑥) = Δ𝑄2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...
називає-

ться iнверсором символiв 𝑄2-зображення дiйсного числа 𝑥 ∈ [0, 1], де

𝑥 = Δ𝑄2

[𝛼1][𝛼2]...[𝛼𝑛]...
.

Теорема 1.6.2. [66] Функцiя 𝐼(𝑥):

1. неперервна на [0, 1];

2. монотонно спадна;

3. сингулярна;

4. не має похiдної в жоднiй з 𝑄2-рацiональних точок з [0, 1].

Для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

𝐼(Δ𝑄2

[𝛼1][𝛼2]...[𝛼𝑛]1(0)
) = 𝐼(Δ𝑄2

[𝛼1][𝛼2]...[𝛼𝑛]0(1)
).

1.7. Нiде не монотоннi сингулярнi функцiї

У роботi М. В. Працьовитиго [52] наведений приклад нiде не монотонної

сингулярної функцiї.

Нехай (𝑎𝑘) — задана нескiнченно мала послiдовнiсть додатних дiйсних

чисел, така, що −1
2 < 𝑎𝑘 6 0; 𝐴3 = {0, 1, 2}, 𝑔0𝑘 = 𝑔2𝑘 = 1

2 + 𝑎𝑘, 𝑔1𝑘 = −2𝑎𝑘;

𝛾0𝑘 = 0, 𝛾1𝑘 = 𝑔0𝑘, 𝛾2𝑘 = 𝑔0𝑘 + 𝑔1𝑘 = 1
2 − 𝑎𝑘.

Розглядається функцiя

𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
, (1.7.14)

де 𝛼𝑘(𝑥) — це 𝑘-та трiйкова цифра числа 𝑥 = Δ3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

.

Якщо 𝑎𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑎, причому −1
2 < 𝑎 6 0, то 𝑓(𝑥) є сингулярною

функцiєю розподiлу, зокрема, при 𝑎 = 0 — класичною функцiєю Кантора,

а при −1
2 < 𝑎 < 0 — функцiєю Салема.

Функцiя 𝑓(𝑥) має властивостi:
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1. 0 6 𝑓(𝑥) 6 1, причому 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1;

2. є неперервною;

3. є нiде не монотонною;

4. у трiйково-рацiональнiй точцi 𝑥0 похiдна функцiї 𝑓 не iснує; якщо в

трiйково-iррацiональнiй точцi 𝑥0 = Δ3
𝑐1...𝑐𝑛...

iснує похiдна 𝑓 ′(𝑥0), то

вона виражається

𝑓 ′(𝑥0) =
∞∏︁
𝑗=1

(3𝑔𝑐𝑖𝑖);

5. якщо частота 𝜈1(𝑥) цифри 1 у трiйковому зображеннi числа 𝑥 є

додатною, то
∞∏︀
𝑖=1

(3𝑔𝑐𝑖𝑖) = 0.

Лема 1.7.1. Якщо 𝑞0𝑘 = 𝑞2𝑘 =
1

2
+

1

6𝑘
, 𝑞1𝑘 =

− 2

6𝑘
i 𝜈1(𝑥) > 0, то

∞∏︁
𝑖=1

(︀
3𝑞𝛼𝑖(𝑥)𝑖

)︀
= 0.

Теорема 1.7.1. Якщо 𝑞0𝑘 = 𝑞2𝑘 =
1

2
+

1

6𝑘
, 𝑞1𝑘 =

− 2

6𝑘
, то функцiя 𝑓(𝑥)

є нiде не монотонною сингулярною функцiєю.

1.8. Недиференцiйовнi функцiї

У 1903 роцi Такагi [132] побудував приклад неперервної нiде не дифе-

ренцiйовної функцiї:

𝑇 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜙 (2𝑛𝑥)

2𝑛
=

∞∑︁
𝑛=0

1

2𝑛
𝜙0 (2𝑛𝑥) ,

де 𝜙0(𝑥) — вiдстань вiд точки 𝑥 до найближчої цiлочисельної точки, тобто

є перiодичною функцiєю з перiодом 1, яка на вiдрiзку [0, 1] визначається

рiвнiстю

𝜙0(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 якщо 0 6 𝑥 6

1

2
,

1 − 𝑥, якщо
1

2
6 𝑥 6 1.

При цьому 𝜙𝑛(𝑥) = 𝜙0 (2𝑛𝑥) для будь-якого дiйсного 𝑥.
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У 1987 роцi N. Kon̂o [111] означив функцiю Такагi у виглядi

𝑇 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥

0

𝑟𝑘(𝑡)𝑑𝑡,

де 𝑟𝑘(𝑡) = (−1)[2𝑘𝑡] — функцiя Радемахера, [2𝑘𝑡] — цiла частина числа 𝑡.

Функцiї Такагi присвячено чимало робiт [104, 106, 111, 114, 115, 125,

130], в яких вивчаються її властивостi, проводяться рiзноманiтнi узагаль-

нення та модифiкацiї.

В роботi М. В. Працьовитого та Н. А. Василенко [54] наводиться еквi-

валентне означення до функцiї Такагi в термiнах двiйкового кодування

дiйсних чисел та будується її наступне однопараметричне узагальнення

𝑇 *(Δ𝑄2
𝛼1...𝛼𝑛...

) =
∞∑︁
𝑛=0

(︃
𝜙*
0(𝐿

𝑛(𝑥))
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑞𝛼𝑘

)︃
,

де

𝜙*
0(𝐿

𝑛(𝑥)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑛(𝑥), якщо 𝛼𝑛+1(𝑥) = 0,
𝑞0
𝑞1

(1 − 𝐿𝑛(𝑥)) , якщо 𝛼𝑛+1(𝑥) = 1},

𝐿𝑛(𝑥) — 𝑛-кратний оператор зсуву символiв зображення числа 𝑥 такий, що

𝐿𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛(Δ𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛𝛼𝑛+1...𝛼𝛼𝑛+𝑘...

) = Δ𝑄2
𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...𝛼𝛼𝑛+𝑘...

.

Теорема 1.8.1. Функцiя 𝑇 * є нiде не диференцiйовною в кожнiй точцi

вiдрiзка [0, 1].

Теорема 1.8.2. Для довiльного числа 𝑥 ∈ [0, 1] функцiя 𝑇 * задовольняє

систему двох функцiональних рiвнянь

𝑇 *(𝛽𝑗 + 𝑞𝑗𝑥) = 𝑞0(𝑗 + (−1)𝑗𝑥) + 𝑞𝑗𝑇
*(𝑥), 𝑗 ∈ 𝐴2.

Теорема 1.8.3. Для iнтеграла Лебега вiд функцiї 𝑇 * має мiсце рiв-

нiсть ∫︁ 1

0

𝑇 *(𝑥)𝑑𝑥 =
1

4(1 − 𝑞0)
.
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1.9. Розподiл випадкової величини, цифри 𝑄*
𝑠-зображення

якої є незалежними випадковими величинами

Нехай 𝑋 = Δ𝑠
𝜂1𝜂2...𝜂𝑘...

— випадкова величина з незалежними одна-

ково розподiленими випадковими величинами, якi набувають значення

0, 1, 2, . . . , 𝑠 − 1 з ймовiрностями 𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛, 𝑝2𝑛, . . . , 𝑝𝑠−1,𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 вiдповiдно,

причому

𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛 + 𝑝2𝑛 + . . . + 𝑝𝑠−1,𝑛 = 1, 𝑛 ∈ 𝑁.

Вираз її функцiї розподiлу має вигляд:

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, якщо 𝑥 < 0,

𝛽𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑝𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
, якщо 0 6 𝑥 6 1,

1, якщо 𝑥 > 1.

(1.9.15)

де 𝛽𝛼𝑘(𝑥) =
𝛼𝑘(𝑥)−1∑︀

𝑖=0

𝑝𝑖𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁.

Розподiл випадкової величини 𝑋 добре вивчений [50]. Його лебегiвську

структуру висвiтлює наступне твердження.

Теорема 1.9.1. Випадкова величина 𝑋 має розподiл чистого лебегiв-

ського типу, причому:

1) чисто дискретний тодi i тiльки тодi, коли

𝑀 ≡
∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} > 0;

2) чисто абсолютно неперервний тодi, коли

𝐿 ≡
∞∑︁
𝑘=1

𝑠−1∑︁
𝑖=0

(︂
1 − 𝑝𝑖𝑘

𝑞𝑖𝑘

)︂2

< ∞;

3) чисто сингулярно неперервний тодi i тiльки, коли 𝑀 = 0 i 𝐿 = ∞.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 1

Цей роздiл має вступний характер. У ньому наведенi означення вiдомих

ключових понять:

— 𝑄*
𝑠-зображення дробової частини дiйсного числа;

— множини канторiвського типу, пов’язаної з 𝑄*
𝑠-зображенням;

— неперервних функцiй зi складною локальною будовою (монотонних

сингулярних, немонотонних сингулярних канторiвського типу, нiде

не монотонних, недиференцiйовних);

— лебегiвської структури розподiлу випадкової величини 𝑋, цифри

𝑄*
𝑠-зображення якої є незалежними випадковими величинами.

Сформульованi необхiднi факти, якi будуть використовуватись у насту-

пних роздiлах. Проведено огляд лiтератури з тематики дослiдження.

Оскiльки функцiї зi складною локальною будовою є базовим поняттям

даного дослiдження, то наведений у роздiлi 1 фактичний матерiал стосує-

ться в першу чергу фрактального аналiзу таких функцiй.

Цей роздiл не мiстить результатiв, якi виносяться на захист.
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РОЗДIЛ 2

СИНГУЛЯРНI НЕМОНОТОННI ФУНКЦIЇ, ВИЗНАЧЕНI У

ТЕРМIНАХ 𝑄*
𝑆-ЗОБРАЖЕННЯ АРГУМЕНТА

У даному роздiлi за допомогою 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел вводи-

ться у розгляд континуальний клас неперервних функцiй, залежних вiд

скiнченного набору параметрiв, зi складною локальною поведiнкою: сингу-

лярних монотонних, сингулярних немонотонних, нiде не монотонних тощо,

доводяться ознаки належностi до кожного з вказаних типiв. Вивчаються їх

структурнi властивостi, множини особливостей (максимумiв — мiнiмумiв),

множини рiвнiв.

2.1. Означення основного об’єкту

Нехай (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — заданий набiр дiйсних чисел таких, що:

1. 𝑎0 + 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑠−1 = 1,

2. |𝑎𝑖| < 1,

3. 𝛾0 ≡ 0, 0 < 𝛾𝑖 ≡ 𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑖−1 < 1 для всiх 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑠− 1}.
Приклади наборiв, що задовольняють умови 1-3:

1) 𝑠 = 3, 𝑎0 =
2

5
, 𝑎1 =

1

5
, 𝑎2 =

2

5
,

𝛾0 = 0, 𝛾1 =
2

5
, 𝛾2 =

3

5
, 𝛾3 = 1.

2) 𝑠 = 4, 𝑎0 =
5

7
, 𝑎1 =

−4

7
, 𝑎2 =

5

7
, 𝑎3 =

1

7
,

𝛾0 = 0, 𝛾1 =
5

7
, 𝛾2 =

1

7
, 𝛾3 =

6

7
, 𝛾4 = 1.

3) 𝑠 = 5, 𝑎0 =
4

5
, 𝑎1 =

−3

5
, 𝑎2 =

2

5
, 𝑎3 = 0, 𝑎4 =

2

5
,

𝛾0 = 0, 𝛾1 =
4

5
, 𝛾2 =

1

5
, 𝛾3 =

3

5
, 𝛾4 =

3

5
, 𝛾5 = 1.
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Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

[︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥)

]︃
, (2.1.1)

де 𝛼𝑘(𝑥) – 𝑘-та цифра 𝑄*
𝑠-зображення числа 𝑥.

Доведемо, що функцiя визначена коректно.

Коректнiсть визначення функцiї 𝑓(𝑥) рiвнiстю (4.1.1) могла б поруши-

тись у 𝑄*
𝑠-рацiональних точках. Покажемо, що це не так. З цiєю метою для

числа

𝑥 ≡ Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...[𝛼𝑘−1](𝑠−1), 𝛼𝑘 ̸= 0

розглянемо рiзницю значень функцiї вiд двох рiзних зображень

𝛿 = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘(0)
) − 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...[𝛼𝑘−1](𝑠−1)) =

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗

)︃(︀
𝛾𝛼𝑘

− 𝛾𝛼𝑘−1 − 𝛾𝑠−1𝑎𝛼𝑘−1

(︀
1 + 𝑎𝑠−1 + 𝑎2𝑠−1 + . . . + 𝑎𝑘𝑠−1 . . .

)︀)︀
=

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗

)︃
(𝛾𝛼𝑘

− (𝛾𝛼𝑘−1 + 𝑎𝛼𝑘−1)) = 0.

Отже, вiдповiднi значення спiвпадають i функцiя означена коректно.

Очевидно, що

𝑓(0) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(0)) = 0 +
∞∑︀
𝑘=2

0 · 𝑎𝑘−1
0 = 0,

𝑓(1) = (Δ
𝑄*

𝑠

(𝑠−1)) = 𝛽𝑠−1 +
∞∑︀
𝑘=2

𝛽𝑠−1𝑎
𝑘−1
𝑠−1 = 𝛽𝑠−1 ·

1

1 − 𝑎𝑠−1
= 1,

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝛾𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(︂
𝛾𝑐𝑘

𝑘−1∏︀
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︂
.

2.2. Непереревнiсть та множина значень функцiї

Лема 2.2.1. Значення функцiї 𝑓 належить [0, 1].
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Доведення. Вiдомо, що 𝑓(0) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(0)) = 0, 𝑓(1) = (Δ
𝑄*

𝑠

(𝑠−1)) = 1.

Представимо значення функцiї 𝑓(𝑥) у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑆𝑚(𝑥) +

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥)

)︃(︃
𝑆𝛼𝑚+1(𝑥) +

∞∑︁
𝑘=𝑚+2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥)

)︃)︃
,

де

𝑆𝑚(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥) +
𝑚∑︁
𝑘=1

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥)

)︃
— частинна сума ряду (4.1.1). Доведемо, що 0 6 𝑆𝑚 < 1 для довiльного

𝑚 ∈ 𝑁 i набору цифр (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚). Скористаємось методом математи-

чної iндукцiї. Для 𝑚 = 1 очевидно, що 𝑆1 = 𝛾𝛼1
∈ [0, 1] згiдно з початковою

умовою 3.

Розглянемо 𝑆2 = 𝛾𝛼1
+ 𝛾𝛼2

𝑎𝛼1
.

Якщо 𝛼1 = 0, то 𝑆2 = 𝛾0 + 𝛾𝛼2
𝑎0 = 𝛾𝛼2

𝑎0 i

0 < 𝑆2 = 𝛾𝛼2
𝑎0 < 𝛾𝛼2

< 1.

Нехай 𝛼1 > 0. Якщо 𝑎𝛼1
> 0, то

0 6 𝛾𝛼1
< 𝑆2 = 𝛾𝛼1

+ 𝛾𝛼2
𝑎𝛼1

< 𝛾𝛼1
+ 𝑎𝛼1

= 𝛾𝛼1+1 < 1.

Якщо 𝑎𝛼1
< 0, то

0 6 𝛾𝛼1+1 = 𝛾𝛼1
+ 𝑎𝛼1

< 𝑆2 = 𝛾𝛼1
+ 𝛾𝛼2

𝑎𝛼1
< 𝛾𝛼1

< 1.

Отже,

0 6 𝑆2 < 1.

Припустимо, що 0 6 𝑆𝑘 < 1 для довiльної (𝛼𝑛) i розглянемо 𝑆𝑘+1.

Оскiльки

𝑆𝑘+1 = 𝛾𝛼1
+ 𝑎𝛼1

(︃
𝛾𝛼2

+
𝑘+1∑︁
𝑖=3

(︃
𝛾𝛼𝑖

𝑖−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗

)︃)︃
= 𝛾𝛼1

+ 𝑎𝛼1
𝑆 ′
𝑘,
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де 𝑆 ′
𝑘 — частинна сума ряду (4.1.1) для послiдовностi (𝛼2, 𝛼3, . . . , 𝛼𝑖, . . .),

то за припущенням 0 6 𝑆 ′
𝑘 < 1. Тому при 𝑎𝛼1

> 0

0 6 𝛾𝛼1
< 𝑆𝑘+1 < 𝛾𝛼1

+ 𝑎𝛼1
= 𝛾𝛼1+1 < 1,

а при 𝑎𝛼1
< 0

0 6 𝛾𝛼1+1 = 𝛾𝛼1
+ 𝑎𝛼1

< 𝑆𝑘+1 < 𝛾𝛼1
< 1.

Отже, 0 6 𝑆𝑘+1 < 1 для довiльної послiдовностi (𝛼𝑛).

Таким чином, для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1] i натурального 𝑚 виконується

0 6 𝑆𝑚 < 1, а тому 0 6 𝑓(𝑥) = lim
𝑚→∞

𝑆𝑚 6 1.

Теорема 2.2.1. Функцiя 𝑓 є неперервною у кожнiй точцi вiдрiзка

[0, 1].

Доведення. Нехай 𝑥0 – довiльна точка вiдрiзка [0,1]. Для доведення не-

перервностi 𝑓 у точцi 𝑥0 досить показати, що

lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = 0.

1. Спочатку розглянемо випадок, коли 𝑥0 — 𝑄*
𝑠-iррацiональна точка.

Для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑥 ̸= 𝑥0, iснує 𝑚 = 𝑚(𝑥) таке, що⎧⎨⎩𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼𝑖(𝑥0), 𝑖 = 1,𝑚− 1

𝛼𝑚(𝑥) ̸= 𝛼𝑚(𝑥0)

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 𝛾𝛼𝑚(𝑥)

𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0) + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0)

)︃
𝑎𝛼𝑚(𝑥)+

+ . . . + 𝛾𝛼𝑚+𝑘(𝑥)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0)

)︃
𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝛼𝑗+𝑖(𝑥) + . . .−

−

(︃
𝛾𝛼𝑚(𝑥0)

𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0) + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥0)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0)

)︃
𝑎𝛼𝑚(𝑥0) . . .

)︃
=

=

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0)

)︃
(𝛾𝛼𝑚(𝑥) + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)𝑎𝛼𝑚(𝑥) + . . .−
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−(𝛾𝛼𝑚(𝑥0) + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥0)𝑎𝛼𝑚(𝑥0) + . . .)) =

=

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗(𝑥0)

)︃
(𝐶1 − 𝐶2) → 0 при 𝑚 → ∞,

𝐶1 = 𝛾𝛼𝑚(𝑥)+𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)𝑎𝛼𝑚(𝑥)+. . . < 1, 𝐶2 = 𝛾𝛼𝑚(𝑥0)+𝛾𝛼𝑚+1(𝑥0)𝑎𝛼𝑚(𝑥0)+. . . < 1.

Отже,

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)

i функцiя 𝑓(𝑥) є неперервною у точцi 𝑥0 за означенням.

2. У випадку, коли 𝑥0 — 𝑄*
𝑠-рацiональна точка, тобто

𝑥0 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...[𝛼𝑘(𝑥)−1](𝑠−1),

можна скористатись мiркуваннями з пункту 1, але при розглядi ситуацiї,

коли 𝑥 прямує до 𝑥0 злiва, досить скористатися другим зображенням числа

𝑥0, тобто з перiодом (𝑠−1), а коли 𝑥 прямує до 𝑥0 справа — першим, тобто

з перiодом (0).

Наслiдок 2.2.1. Множиною значень функцiї є вiдрiзок [0, 1].

2.3. Умови монотонностi, немонотонностi та нiде не

монотонностi

Лема 2.3.1. Прирiст 𝜇𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︁
функцiї 𝑓 на цилiндрi Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚,

тобто

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
≡ 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︁
,

обчислюється за формулою

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖.

Доведення. Використовуючи вираз (3) значення функцiї 𝑓(𝑥), маємо:

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
= 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︁
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=

(︃
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︃(︃
𝛾𝑠−1 − 𝛾0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑠−1𝑎
𝑘
𝑠−1

)︃
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖.

Наслiдок 2.3.1. Функцiя 𝑓(𝑥) є сталою на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 тодi i

тiльки тодi, коли iснує 𝑎𝑐𝑘 = 0 при деякому 𝑘 6 𝑚.

Наслiдок 2.3.2. Якщо всi 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 𝑠− 1, то функцiя 𝑓(𝑥) є

неспадною.

Теорема 2.3.1. Неперервна функцiя 𝑓(𝑥) на [0,1] є нiде не монотон-

ною, якщо
𝑠−1∏︀
𝑖=0

𝑎𝑖 ̸= 0 i серед чисел 𝑎0, 𝑎1, . . . 𝑎𝑠−1 знайдеться 𝑎𝑖 < 0.

Доведення. Згiдно наслiдку 3.3.2 функцiя 𝑓 не має промiжкiв сталостi.

Припустимо, що при виконаннi умов теореми знайдеться iнтервал

(𝑎, 𝑏) ⊂ [0, 1] монотонностi функцiї 𝑓 . Але очевидно, що iснує ци-

лiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, який повнiстю належить (𝑎, 𝑏), а отже, є промiжком

монотонностi 𝑓 .

Оскiльки 𝑎0𝑎1 . . . 𝑎𝑠−1 ̸= 0, то згiдно з попередньою лемою

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖 ̸= 0

i 𝜇𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0

)︁
· 𝜇𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖

)︁
=

(︂
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︂2

· 𝑎0 · 𝑎𝑖 < 0, тобто на одному

з цилiндрiв Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 або Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 функцiя має додатний, а на iншому —

вiд’ємний прирiст. А це суперечить її монотонностi на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚,

що i доводить теорему.

2.4. Сингулярнiсть канторiвського типу

Нагадаємо, що неперервна функцiя називається сингулярною функцiєю

канторiвського типу, якщо її множина несталостi (нестабiльностi) є нiде

не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Лема 2.4.1. [72] Мiра Лебега множини

𝐶 = 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉 ] ≡ {𝑥 : 𝑥 = Δ𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

∈ [0, 1], 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑁}
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обчислюється за формулою

𝜆(𝐶) =
∞∏︁
𝑘=1

(1 −𝑊𝑘), де 𝑊𝑘 =
∑︁
𝑖:𝑎𝑖=0

𝑞𝑖𝑘.

Лема 2.4.2. Спектром 𝑆𝑓 функцiї 𝑓 є множина

𝐶 = 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉 ], де 𝑉 = {𝑣 : 𝑎𝑣 ̸= 0}.

Доведення. 1. Спочатку покажемо, що 𝑆𝑓 ⊂ 𝐶. Нехай 𝑥 ∈ 𝑆𝑓 , тобто

для будь-якого 𝜀 > 0 iснують 𝑥1 ∈ 𝑂𝜀(𝑥) ∋ 𝑥2 такi, що

𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2).

Припустимо, що 𝑥 не належить 𝐶. Тодi 𝑥 належить одному iз сумiжних з 𝐶

iнтервалiв, а тому iснує цилiндричний iнтервал ∇𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑚(𝑥), який мiстить

𝑥 такий, що

∇𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑚(𝑥)

⋂︁
𝐶 = Ø,

тобто повнiстю належить сумiжному з 𝐶 iнтервалу, якому належить 𝑥.

Але згiдно з означенням множини 𝐶 i наслiдком 3.3.2 з леми 3.3.1 цей

iнтервал є iнтервалом стабiльностi 𝑓 , а отже, для будь-яких 𝑥1 i 𝑥2 з цьо-

го iнтервалу 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). Тому iснує 𝜀-окiл 𝑥, який повнiстю належить

цьому iнтервалу, який є промiжком стабiльностi. Отримане протирiччя до-

водить, що 𝑆𝑓 ⊂ 𝐶.

2. Покажемо, що 𝐶 ⊂ 𝑆𝑓 . Нехай 𝑥 ∈ 𝐶, тодi цилiндр Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑚(𝑥) не є

промiжком стабiльностi функцiї 𝑓 при кожному 𝑚 ∈ 𝑁 .

Розглянемо будь-який 𝜀-окiл точки 𝑥 такий, що 𝑂𝜀(𝑥) ⊂ (0, 1). Легко

вказати цилiндр

Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑚(𝑥) ⊂ 𝑂𝜀(𝑥).

З вище зробленого зауваження випливає, що iснують 𝑥1 i 𝑥2, якi нале-

жать Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)...𝛼𝑚(𝑥) такi, що 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2). А отже 𝑥 ∈ 𝑆𝑓 . Тому 𝐶 ⊂ 𝑆𝑓 .

Теорема 2.4.1. Для того, щоб функцiя 𝑓 була сингулярною фун-

кцiєю канторiвського типу, необхiдно i достатньо, щоб множина
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𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉 ] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... ∈ [0, 1], 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑁}, 𝑉 = {𝑣 : 𝑎𝑣 ̸= 0}, ма-

ла нульову мiру Лебега, тобто
∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 = ∞, де 𝑊𝑘 =
∑︀

𝑖:𝑎𝑖=0

𝑞𝑖𝑘.

Доведення. Дане твердження випливає з означення сингулярної фун-

кцiї канторiвського типу i двох попереднiх лем 2.4.1, 2.4.2.

Справдi, якщо 𝑓 – сингулярна функцiя канторiвського типу, то

𝜆(𝑆𝑓) = 0, тодi згiдно з лемою 2.4.2 𝜆(𝐶) = 0. Якщо 𝜆(𝐶) = 0, то 𝜆(𝑆𝑓) = 0.

Тодi функцiя 𝑓 є сингулярною функцiєю канторiвського типу.

2.5. Екстремуми функцiї

Теорема 2.5.1. 1. Якщо 𝑎𝑖𝑎𝑖+1 < 0 для деякого 𝑖, то кожна точка

виду Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) є точкою екстремуму функцiї 𝑓 , причому:

— точкою максимуму, якщо 𝐷𝑚𝑎𝑖 > 0,

— точкою мiнiмуму, якщо 𝐷𝑚𝑎𝑖 < 0,

де 𝐷𝑚 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑎𝑐𝑗 ̸= 0 — прирiст функцiї на цилiндрi.

2. Якщо 𝑎𝑖𝑎𝑖+1 > 0, то жодна з точок виду Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) не є точкою

екстремуму функцiї 𝑓 .

Доведення. 1. Нехай 𝐷𝑚 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑎𝑐𝑗 ̸= 0 — прирiст функцiї на цилiндрi

Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚. Розглянемо можливi випадки.

1.1. Нехай 𝐷𝑚 > 0.

Якщо 𝑎𝑖+1 > 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має додатний при-

рiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖, який лежить лiвiше — вiд’ємний. Тому спiль-

ний кiнець цих цилiндрiв — точка 𝑥𝑖 ≡ Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) є точкою максимуму.

Якщо 𝑎𝑖+1 < 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має вiд’ємний при-

рiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — додатний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою мiнiмуму.

1.2. Нехай 𝐷𝑚 < 0.

Якщо 𝑎𝑖+1 > 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має вiд’ємний при-

рiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — додатний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою мiнiмуму.

Якщо 𝑎𝑖+1 < 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має додатний при-
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рiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — вiд’ємний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою макси-

муму.

2. Якщо 𝑎𝑖𝑎𝑖+1 = 0, то згiдно наслiдку 3.3.2 принаймнi на одному з

цилiндрiв Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 або Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя є постiйною, а отже, точка 𝑥𝑖

не є точкою екстремуму.

Якщо 𝑎𝑖𝑎𝑖+1 > 0, то на обох цилiндрах функцiя 𝑓 має прирiст однако-

вого знаку, а отже, точка 𝑥𝑖 не є точкою екстремуму, оскiльки для одного

цилiндра вона є точкою максимуму, а для другого — точкою мiнiмуму.

Теорема 2.5.2. Функцiя 𝑓 на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 набуває найбiльшого i

найменшого значення на його кiнцях. Причому, якщо

𝐷𝑚 ≡
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖 ̸= 0, 𝑦𝑚 = 𝛾𝑐1 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︂
𝛾𝑐𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︂
,

то при 𝐷𝑚 > 0

max 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︂
= 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚,

min 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︂
= 𝑦𝑚,

а при 𝐷𝑚 < 0

max 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︂
= 𝑦𝑚,

min 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︂
= 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚.

Доведення. Нагадаємо, що цилiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 є вiдрiзком з кiнцями

𝑎 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0) i 𝑏 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1).

Значення функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚 виражається

𝑓(𝑥) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚 ·𝑀,

де 𝑦𝑚 = 𝛾𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(︂
𝛾𝑐𝑘

𝑘−1∏︀
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︂
, 𝐷𝑚 =

𝑚∏︀
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖,

𝑀 = 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥) +
∞∑︀
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑚+𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑎𝛼𝑚+𝑗(𝑥)

)︃
= 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...𝛼𝑚+𝑛...).
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Якщо 𝛼𝑚+𝑗 = 0 для всiх 𝑗 ∈ 𝑁 , то 𝑀 = 0, а якщо 𝛼𝑚+𝑗 = 𝑠 − 1 для

всiх 𝑗 ∈ 𝑁 , то 𝑀 = 1.

Тодi, якщо 𝐷𝑚 > 0, то

max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1)) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚,

min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝑦𝑚.

Якщо ж 𝐷𝑚 < 0, то

max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝑦𝑚,

min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1)) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚.

2.6. Рiвнi функцiї

Означення 2.1. Множиною рiвня 𝑦0 функцiї 𝑓 називається множина

𝑓−1(𝑦0) = {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑦0}.

Якщо 𝑎𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , то 𝑓 є неперервною строго зростаючою

функцiєю. Тому кожен її рiвень складається з однiєї точки.

Якщо 𝑎𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , але iснує 𝑎𝑝 = 0, то рiвень

𝑦 = 𝛾𝑐1 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝑐𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

)︃
+ 𝛾𝑝

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖

мiстить цилiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚. У цьому випадку множина рiвня складається або

з точки, або з вiдрiзка (за рахунок неперервностi функцiї).

Теорема 2.6.1. Якщо серед членiв послiдовностi (𝑎𝑛) є вiд’ємнi i

𝑄*
𝑠-зображення числа 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
має властивiсть

𝑎𝛼𝑖(𝑥)𝑎𝛼𝑖+1(𝑥) < 0 (2.6.2)
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для нескiнченної множини значень 𝑖 ∈ 𝑁 , то рiвень 𝑓−1(𝑦0), де 𝑦0 = 𝑓(𝑥),

є злiченною множиною.

Доведення. З теореми 3.6.1 випливає, що прирости функцiї 𝑓 на ци-

лiндрах Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑖(𝑥)
рангу 𝑖 та Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑖(𝑥)𝛼𝑖+1(𝑥)
рангу 𝑖 + 1 мають

протилежнi знаки. При цьому множиною значень функцiї 𝑓 на цилiндрi

Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑖(𝑥)
за теоремою 3.6.2 є вiдрiзок, кiнцi якого є значеннями фун-

кцiї вiд кiнцiв цилiндра. Тому, враховуючи неперервнiсть функцiї, пряма

𝑦 = 𝑦0 перетинає графiк 𝑓 принаймнi в двох точках, якi належать цилiндру

Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑖(𝑥)
i не належать цилiндру Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑖(𝑥)𝛼𝑖+1(𝑥)
.

Картина повториться для наступного значення 𝑖, для якого виконує-

ться умова (2.6.2). I так буде нескiнченну кiлькiсть разiв. Отже, множина

рiвня 𝑓−1(𝑦0) є нескiнченною множиною. Континуальною вона бути не мо-

же, оскiльки множина локальних максимумiв i мiнiмумiв злiченна. Отже,

𝑓−1(𝑦0) — злiченна множина.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 2

У даному роздiлi ми, використовуючи 𝑄*
𝑠-зображення чисел дiйсних

чисел 𝑥 ∈ [0, 1], яке є кодуванням числа засобами скiнченного алфавiту

𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑠 − 1} i узагальненням 𝑠-кового та 𝑄𝑠-зображення дiйсних

чисел, побудували новий клас неперервних функцiй з неоднорiдною ло-

кальною поведiнкою, узагальнили i доповнили результати робiт [61], [62].

Переважна бiльшiсть функцiй означеного класу є нiде не монотонними або

сингулярними канторiвського типу.

Основними результатами цього роздiлу є доведення наступних фактiв,

що стосуються:

— неперевностi функцiї та умов монотонностi функцiї;

— сингулярностi канторiвського типу;

— наявностi екстремумiв функцiї;

— масивностi множини рiвнiв функцiї.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботi [1a] i доповiдались на

конференцiях [7a, 8a, 9a].
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РОЗДIЛ 3

ОДИН КЛАС НЕПЕРЕРВНИХ НIДЕ НЕ МОНОТОННИХ

ФУНКЦIЙ З АВТОМОДЕЛЬНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ

У даному роздiлi за допомогою 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел, що є уза-

гальненням класичного 𝑠-кового зображення, конструюється нескiнченно-

параметрична сiм’я неперервних функцiй з неоднорiдними локальними

властивостями, якi у залежностi вiд набору параметрiв є строго монотон-

ними, але в переважнiй бiльшостi сингулярними, немонотонними сингуляр-

ними функцiями канторiвського типу та нiде не монотонними. Вивчаються

їх структурнi, локальнi та глобальнi властивостi.

3.1. Означення основного об’єкта

Нехай задана матриця 𝐺*
𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑗‖, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 така, що має власти-

востi:

1. | 𝑔𝑖𝑗 |< 1;

2. 𝑔0𝑗 + 𝑔1𝑗 + . . . + 𝑔[𝑠−1]𝑗 = 1;

3. 𝛾0𝑗 = 0, 0 < 𝛾𝑖𝑗 =
𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑗 < 1, 𝑖 ∈ 1, 𝑠− 1;

4. ∀(𝑖𝑗𝑗), 𝑖𝑗 ∈ 𝐴𝑠 має мiсце
∞∑︀
𝑘=2

𝑘−1∏︀
𝑗=1

{|𝑔𝑖𝑗𝑗|} < ∞.

Умови 1-4 називатимемо початковими.

Зауваження. З умови 4 випливає рiвнiсть

∞∏︁
𝑗=1

max
𝑖

{𝑔𝑖𝑗} = 0. (3.1.1)

Розглядається функцiя 𝑓(𝑥), означена рiвнiстю
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𝑓(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
. (3.1.2)

Обчислимо значення функцiї на кiнцях вiдрiзка [0, 1]:

𝑓(0) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(0)) = 0 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾0𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗

)︃
= 0,

𝑓(1) = (Δ
𝑄*

𝑠

(𝑠−1)) = 𝛾[𝑠−1]1 + 𝛾[𝑠−1]2𝑔[𝑠−1]1 + 𝛾[𝑠−1]3𝑔[𝑠−1]1𝑔[𝑠−1]2 + . . . =

= 1 − 𝑔[𝑠−1]1 + (1 − 𝑔[𝑠−1]2)𝑔[𝑠−1]1 + (1 − 𝑔[𝑠−1]3)𝑔[𝑠−1]1𝑔[𝑠−1]2 + . . . =

= 1 −
∞∏︁
𝑗=1

𝑔[𝑠−1]𝑗 = 1,

оскiльки
∞∏︁
𝑗=1

𝑔[𝑠−1]𝑗 = 0, що випливає з (3.1.1).

Доведемо коректнiсть означення функцiї. Для цього покажемо, що:

1) ряд (4.1.1) є збiжним для довiльної послiдовностi (𝛼𝑘), 𝛼𝑘 ∈ 𝐴𝑠;

2) 𝑓(𝑥) визначена у 𝑄*
𝑠-рацiональних точках, тобто для рiзних зобра-

жень одного i того ж 𝑄*
𝑠-рацiонального значенння аргумента:

𝑥 ≡ Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](𝑠−1) ≡ 𝑥′,

значення 𝑓(𝑥) i 𝑓(𝑥′) спiвпадають.

1. Дослiдимо ряд (4.1.1) на абсолютну збiжнiсть. Враховуючи початковi

умови 3 i 4, отримуємо

∞∑︁
𝑘=2

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛾𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑞𝛼𝑗𝑗

⃒⃒)︃
<

∞∑︁
𝑘=2

𝑘−1∏︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑞𝛼𝑗𝑗

⃒⃒
< ∞,

звiдки слiдує абсолютна збiжнiсть ряду (4.1.1).

2. Розглянемо рiзницю значень функцiї вiд двох рiзних зображень:

𝛿 ≡ 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘(0)
) − 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...[𝛼𝑘−1](𝑠−1)) =
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=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃(︀
𝛾𝛼𝑘𝑘 − 𝛾[𝛼𝑘−1]𝑘 − 𝑔[𝛼𝑘−1]𝑘(𝛾[𝑠−1][𝑘+1] + 𝛾[𝑠−1][𝑘+2]𝑔[𝑠−1][𝑘+1] + . . .)

)︀
=

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃(︀
𝛾𝛼𝑘𝑘 − 𝛾[𝛼𝑘−1]𝑘 − 𝑔[𝛼𝑘−1]𝑘

)︀
=

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃(︀
𝛾𝛼𝑘𝑘 −

(︀
𝛾[𝛼𝑘−1]𝑘 + 𝑔[𝛼𝑘−1]𝑘

)︀)︀
=

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃
(𝛾𝛼𝑘𝑘 − 𝛾𝛼𝑘𝑘) = 0.

Отже, вiдповiднi значення спiвпадають i функцiя означена коректно у

𝑄*
𝑠-рацiональних точках, а отже, i на [0, 1].

Лема 3.1.1. Значення функцiї 𝑓 належить [0, 1].

Доведення. Вiдомо, що 𝑓(0) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(0)) = 0, 𝑓(1) = (Δ
𝑄*

𝑠

(𝑠−1)) = 1.

Представимо значення функцiї 𝑓(𝑥) у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑆𝑚(𝑥)+

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃(︃
𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)[𝑚+1] +

∞∑︁
𝑘=𝑚+2

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃)︃
,

де

𝑆𝑚(𝑥) = 𝛾𝛼1(𝑥)1 +
𝑚∑︁
𝑘=1

(︃
𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
— частинна сума ряду (4.1.1). Доведемо, що 0 6 𝑆𝑚 < 1 для довiльного

𝑚 ∈ 𝑁 i набору цифр (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚). Скористаємось методом математи-

чної iндукцiї.

Для 𝑚 = 1 очевидно, що 𝑆1 = 𝛾𝛼11 ∈ [0, 1) згiдно з означенням функцiї,

причому 𝑆1 = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝛼1 = 0.

Розглянемо 𝑆2 = 𝛾𝛼11 + 𝛾𝛼22𝑔𝛼11. Якщо 𝛼1 = 0, то 𝑆2 = 𝛾01 + 𝛾𝛼22𝑔01 =

𝛾𝛼22𝑔01 i

0 < 𝑆2 = 𝛾𝛼22𝑔01 < 𝛾𝛼22 < 1.
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Нехай 𝛼1 > 0. Якщо 𝑔𝛼11 > 0, то

0 6 𝛾𝛼11 < 𝑆2 = 𝛾𝛼11 + 𝛾𝛼22𝑔𝛼11 < 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11 = 𝛾[𝛼1+1]1 < 1.

Якщо 𝑔𝛼11 < 0, то

0 6 𝛾[𝛼1+1]1 = 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11 < 𝑆2 = 𝛾𝛼11 + 𝛾𝛼22𝑔𝛼11 < 𝛾𝛼11 < 1.

Отже,

0 6 𝑆2 < 1.

Припустимо, що 0 6 𝑆𝑘 < 1 для довiльного набору (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘) i роз-

глянемо 𝑆𝑘+1.

Оскiльки

𝑆𝑘+1 = 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11

(︃
𝑆 ′
𝑘−1 + 𝛾𝛼𝑘+1[𝑘+1]

𝑘∏︁
𝑗=2

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃
= 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11𝑆

′′
𝑘 ,

де 𝑆 ′
𝑘, 𝑆

′′
𝑘 — частиннi суми ряду (4.1.1). Оскiльки за припущенням

0 6 𝑆 ′′
𝑘 < 1,

то при 𝑔𝛼1
> 0 маємо

0 6 𝛾𝛼11 < 𝑆𝑘+1 < 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11 = 𝛾[𝛼1+1]1 < 1,

а при 𝑔𝛼1
< 0 отримуємо

0 6 𝛾[𝛼1+1]1 = 𝛾𝛼11 + 𝑔𝛼11 < 𝑆𝑘+1 < 𝛾𝛼11 < 1.

Отже, 0 6 𝑆𝑘+1 < 1 для довiльної послiдовностi (𝛼𝑛).

Таким чином, для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1] i натурального 𝑚 виконується

0 6 𝑆𝑚 < 1, а тому 0 6 𝑓(𝑥) = lim
𝑚→∞

𝑆𝑚 6 1.
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3.2. Неперервнiсть функцiї

Теорема 3.2.1. Функцiя 𝑓 є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1]

i набуває всiх значень з цього вiдрiзка.

Доведення. Нехай 𝑥0 — довiльна точка вiдрiзка [0,1]. Для доведення

неперервностi 𝑓 у точцi 𝑥0 досить показати, що

lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = 0.

1. Спочатку розглянемо випадок, коли 𝑥0 — 𝑄*
𝑠-iррацiональна точка.

Для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑥 ̸= 𝑥0, iснує 𝑚 = 𝑚(𝑥) таке, що⎧⎨⎩𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼𝑖(𝑥0), 𝑖 = 1,𝑚− 1,

𝛼𝑚(𝑥) ̸= 𝛼𝑚(𝑥0).

Тодi

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) =

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥0)𝑗

)︃(︃
𝛾𝛼𝑚(𝑥)𝑚 +

∞∑︁
𝑘=𝑚+1

𝛾𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
−

−

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥0)𝑗

)︃(︃
𝛾𝛼𝑚(𝑥0)𝑚 +

∞∑︁
𝑘=𝑚+1

𝛾𝛼𝑘(𝑥0)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚

𝑔𝛼𝑗(𝑥0)𝑗

)︃
=

=

(︃
𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥0)𝑗

)︃
(𝐶1 − 𝐶2) → 0 при 𝑚 → ∞,

де 0 6 𝐶1 = 𝛾𝛼𝑚(𝑥)𝑚 + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)[𝑚+1]𝑔𝛼𝑚(𝑥)𝑚 + . . . < 1,

0 6 𝐶2 = 𝛾𝛼𝑚(𝑥0)𝑚 + 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥0)[𝑚+1]𝑔𝛼𝑚(𝑥0)𝑚 + . . . < 1 за лемою 3.1.1.

Отже,

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)

i функцiя 𝑓(𝑥) є неперервною у точцi 𝑥0 за означенням.

2. У випадку, коли 𝑥0 — 𝑄*
𝑠-рацiональна точка, тобто

𝑥0 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...[𝛼𝑘(𝑥)−1](𝑠−1),

можна скористатись мiркуваннями з пункту 1, але при розглядi ситуацiї,

коли 𝑥 прямує до 𝑥0 злiва, досить скористатися зображенням числа 𝑥0 з

перiодом (𝑠− 1), а коли 𝑥 прямує до 𝑥0 справа — з перiодом (0).
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3.3. Умови монотонностi та нiде не монотонностi

Лема 3.3.1. Прирiст 𝜇𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︁
функцiї 𝑓 на цилiндрi Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚,

тобто

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
≡ 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︁
,

обчислюється за формулою

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖. (3.3.3)

Доведення. Обчислимо значення функцiї на кiнцях цилiндра:

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝛾𝑐11 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖

)︃
, (3.3.4)

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1)) = 𝛾𝑐11 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖

)︃
+

+
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖
(︀
𝛾[𝑠−1][𝑚+1] + 𝛾[𝑠−1][𝑚+2]𝑔[𝑠−1][𝑚+1] + . . .

)︀
=

= 𝛾𝑐11 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛾𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖

)︃
+

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖. (3.3.5)

Використовуючи формули (3.3.4) i (3.3.5), обчислимо прирiст функцiї:

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
= 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︁
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖.

Наслiдок 3.3.1. Якщо всi елементи матрицi ‖ 𝑔𝑖𝑗 ‖ є невiд’ємними,

то функцiя 𝑓(𝑥) є неспадною.

Наслiдок 3.3.2. Функцiя 𝑓(𝑥) є сталою на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 тодi i

тiльки тодi, коли iснує 𝑔𝑐𝑘𝑘 = 0 при деякому 𝑘 6 𝑚.
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Теорема 3.3.1. Функцiя 𝑓(𝑥) на [0, 1]:

1) має скiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця ‖𝑔𝑖𝑗‖
мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв;

2) має нескiнченну кiлькiсть iнтервалiв сталостi, якщо матриця

‖𝑔𝑖𝑗‖ мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв;

3) є кусково-монотонною, якщо у матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ немає нулiв i у скiн-

ченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа;

4) є нiде не монотонною, якщо у матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ немає нулiв i у нескiн-

ченнiй кiлькостi стовпцiв iснують вiд’ємнi числа.

Доведення. 1) Нехай
𝑠−1∏︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝑚 = 0 i
𝑠−1∏︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝑗 ̸= 0 для всiх 𝑗 > 𝑚.

Згiдно з наслiдком 3.3.2 функцiя 𝑓(𝑥) на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 є сталою

тодi i тiльки тодi, коли
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 = 0. Зрозумiло, що таких цилiндрiв iснує не

бiльше, нiж (𝑠− 1)𝑚.

Якщо
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 ̸= 0, то функцiя на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 не є сталою i

𝑚+𝑘∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 ̸= 0 для будь-якого 𝑘 ∈ 𝑁 . Тому функцiя 𝑓(𝑥) не має промiжкiв

сталостi, якi належать цилiндру Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚.

2) Якщо матриця ‖𝑔𝑖𝑗‖ мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв, то у неї

iснує рядок, який мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв. Нехай (𝑔𝑐,𝑗𝑘) — по-

слiдовнiсть нульових елементiв 𝑐-ого рядка. З умови 3 означення функцiї

випливає, що 𝑔0,𝑗𝑘 ·𝑔𝑠−1,𝑗𝑘 ̸= 0. Тодi цилiндри Δ
𝑄*

𝑠

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑗𝑘−1

𝑐
, 𝑘 = 1, 2, . . . не мають

спiльних кiнцiв i є промiжками сталостi функцiї 𝑓 .

3) У випадку, коли серед елементiв матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ немає нулiв, то згiдно

з наслiдком 3.3.2 функцiя 𝑓 не має промiжкiв сталостi. Нехай iснує 𝑞𝑐𝑚 < 0,

але 𝑔𝑖𝑗 > 0 для всiх 𝑖 ∈ 𝐴𝑠 i 𝑗 > 𝑚.

Покажемо, що коли для цилiндра рангу 𝑚 знайдеться цилiндр рангу

(𝑚 + 1) такий, що прирости 𝜇𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) i 𝜇𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑝) набувають рiзних

знакiв, то функцiя не є монотонною, якщо ж однакових знакiв — монотон-
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ною.

Згiдно з попередньою лемою прирiст функцiї має вираз

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︀
=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 ̸= 0.

Тодi

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑘

)︀
> 0,∀𝑘 ∈ 𝑁,

коли
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 > 0, що є свiдченням зростання функцiї на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 i

𝜇𝑓

(︀
Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑘

)︀
< 0,∀𝑘 ∈ 𝑁,

коли
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 < 0, що є свiдченням спадання функцiї на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚.

Враховуючи те, що iснує 𝑠𝑚 цилiндрiв 𝑚-го рангу, робимо висновок, що

у цьому випадку функцiя є кусково-монотонною.

4) Доведемо, що функцiя є нiде не монотонною. Припустимо, що при

виконаннi умов 4 твердження теореми знайдеться iнтервал (𝑎, 𝑏) ⊂ [0, 1]

монотонностi функцiї 𝑓 . Але очевидно, що iснує цилiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, який

повнiстю належить (𝑎, 𝑏), а отже, є промiжком монотонностi 𝑓 .

Оскiльки 𝜇𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

)︁
̸= 0, то цилiндр Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 не є промiжком стало-

стi функцiї.

Нехай 𝑚 + 𝑘 — найменший номер стовпця, який мiстить вiд’ємнi еле-

менти, причому 𝑔𝑖,𝑚+𝑘 < 0. Тодi

𝜇𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘−1

0

⎞⎠ · 𝜇𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘−1

𝑖

⎞⎠ =

=

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗𝑗

)︃2

·

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗

)︃2

𝑔0,𝑚+𝑘 · 𝑔𝑖,𝑚+𝑘.

Оскiльки 𝑔0,𝑚+𝑘 > 0, то 𝑔0,𝑚+𝑘 · 𝑔𝑖,𝑚+𝑘 < 0, i на одному з цилiндрiв

Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘−1

0
або Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘−1

𝑖
функцiя має додатний, а на iншому —

вiд’ємний прирiст. А це суперечить її монотонностi на всьому цилiндрi

Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, що i доводить нiде не монотоннiсть функцiї 𝑓 .
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3.4. Сингулярнiсть канторiвського типу

Лема 3.4.1. Неперервна функцiя 𝑓(𝑥) буде функцiєю канторiвського

типу тодi i тiльки тодi, коли серед елементiв матрицi ‖𝑔𝑖𝑗‖ iснує не-

скiнченна кiлькiсть нулiв.

Доведення. Спектром функцiї 𝑓 є замикання множини

{𝑥 : 𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗 ̸= 0 ∀𝑗 ∈ 𝑁},

тобто множина канторiвського типу

𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] ≡ {𝑥 : 𝑥 = Δ𝑄*

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

, 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ⊂ 𝐴𝑠 ⊂ 𝑁}, де 𝑉𝑛 = {𝑣 : 𝑔𝑣𝑛 ̸= 0}.

Добре вiдомо, що множина 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] є нiде не щiльною тодi i тiльки

тодi, коли нерiвнiсть 𝑉𝑛 ̸= 𝐴𝑠 виконується нескiнченну кiлькiсть разiв.

Теорема 3.4.1. Для того, щоб функцiя 𝑓 була сингулярною фун-

кцiєю канторiвського типу, необхiдно i достатньо, щоб множина

𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] = {𝑥 : 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... ∈ [0, 1], 𝛼𝑛 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑁}, де 𝑉𝑛 = {𝑣 : 𝑔𝑣𝑛 ̸= 0},
мала нульову мiру Лебега, тобто

∞∑︀
𝑘=1

𝑊𝑘 = ∞, де 𝑊𝑘 =
∑︀

𝑖:𝑔𝑖𝑗=0

𝑞𝑖𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍.

Доведення. Дане твердження є наслiдком леми 3.4.1 i вiдомого факту

[72], що мiра Лебега множини 𝐶[𝑄*
𝑠, 𝑉𝑛] обчислюється за формулою

𝜆(𝐶) =
∞∏︁
𝑘=1

(1 −𝑊𝑘), де 𝑊𝑘 =
∑︁

𝑖:𝑔𝑖𝑗=0

𝑞𝑖𝑘.

Отже, якщо 𝑓 — сингулярна функцiя канторiвського типу, то 𝜆(𝑆𝑓) = 0

i тому 𝜆(𝐶) = 0. Якщо ж 𝜆(𝐶) = 0, то 𝜆(𝑆𝑓) = 0 i функцiя 𝑓 є сингулярною

функцiєю канторiвського типу.

3.5. Варiацiйнi властивостi

Теорема 3.5.1. Сингулярнi функцiї канторiвського типу, якi не ма-

ють промiжкiв монотонностi за виключенням промiжкiв сталостi, є

функцiями як обмеженої, так i необмеженої варiацiї.
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Доведення. Нагадаємо означення варiацiї функцiї.

Означення 3.1. Число

𝑉 𝑏
𝑎 (𝑓) = sup

𝑇
𝑉 𝑏
𝑎 (𝑇 ; 𝑓),

де 𝑉 𝑏
𝑎 (𝑇 ; 𝑓) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝑓(𝑥𝑘+1) − 𝑓(𝑥𝑘)|, 𝑛 ∈ 𝑁 i верхня грань береться за

всеможливим 𝑇 -розбиттям вiдрiзка [𝑎; 𝑏], називається варiацiєю функцiї

𝑓(𝑥) на вiдрiзку [𝑎; 𝑏].

Оскiльки

𝑉1 =
𝑠−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒
𝑓
(︁

Δ
𝑄*

𝑠

𝑖+1,(0)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑖(0)

)︁⃒⃒⃒
=

𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖1|,

𝑉2 =
𝑠−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗1| ·
𝑠−1∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑓
(︁

Δ
𝑄*

𝑠

𝑗+1,𝑖+1,(0)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝑗,𝑖(0)

)︁⃒⃒⃒
=

=

(︃
𝑠−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗1|

)︃
·

(︃
𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖2|

)︃
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑉𝑛 =

(︃
𝑠−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗1|

)︃
·

(︃
𝑠−1∑︁
𝑘=0

|𝑔𝑘2|

)︃
. . .

(︃
𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛|

)︃
=

∞∏︁
𝑛=1

(︃
𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛|

)︃
,

то

𝑉 1
0 (𝑓) 6 lim

𝑛→∞
𝑉𝑛.

Бiльше того, легко довести, що

𝑉 1
0 (𝑓) = lim

𝑛→∞
𝑉𝑛.

Нехай 𝐿 =
∞∏︁
𝑛=1

(︃
1 −

(︃
1 −

𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛|

)︃)︃
.

1. Для того, щоб 𝐿 = ∞, необхiдно i достатньо, щоб
𝑠−1∑︁
𝑖=0

(︃
1 −

𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛|

)︃
= ∞. Тому при 𝑢𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛| 9 1 (𝑛 → ∞)

𝑉 1
0 (𝑓) = ∞.

2. Функцiя 𝑓(𝑥) є функцiєю обмежеженої варiацiї тодi i тiльки тодi,

коли
∞∑︁
𝑛=0

(︃
1 −

𝑠−1∑︁
𝑖=0

|𝑔𝑖𝑛|

)︃
< ∞.



70

Наслiдок 3.5.1. Якщо всi стовпцi матрицi 𝐺*
𝑠 однаковi, причому се-

ред її елементiв є вiд’ємнi, то кожна функцiя цього класу є функцiєю

необмеженої варiацiї.

3.6. Екстремуми функцiї

Теорема 3.6.1. 1. Якщо 𝑔𝑖,𝑚+1𝑔𝑖+1,𝑚+1 < 0 для деякого 𝑖, то точка

виду Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) є точкою екстремуму функцiї 𝑓 , причому:

— точкою максимуму, якщо 𝐷𝑚𝑔𝑖,𝑚+1 > 0,

— точкою мiнiмуму, якщо 𝐷𝑚𝑔𝑖,𝑚+1 < 0,

де 𝐷𝑚 =
𝑚∏︁
𝑘=1

𝑔𝑐𝑘𝑘 ̸= 0 - прирiст функцiї на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚.

2. Якщо 𝑔𝑖,𝑚+1𝑔𝑖+1,𝑚+1 > 0, то жодна з точок виду Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) не є

точкою екстремуму функцiї 𝑓 .

Доведення. 1. Нехай 𝐷𝑚 =
𝑚∏︁
𝑘=1

𝑔𝑐𝑘𝑘 ̸= 0. Розглянемо можливi випадки.

1.1. Нехай 𝐷𝑚 > 0.

Якщо 𝑔𝑖+1,𝑚+1 > 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має додатний

прирiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖, який лежить лiвiше — вiд’ємний. Тому

спiльний кiнець цих цилiндрiв — точка 𝑥𝑖 ≡ Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0) є точкою максиму-

му.

Якщо 𝑔𝑖+1,𝑚+1 < 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має вiд’ємний

прирiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — додатний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою мiнi-

муму.

1.2. Нехай 𝐷𝑚 < 0.

Якщо 𝑔𝑖+1,𝑚+1 > 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має вiд’ємний

прирiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — додатний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою мiнi-

муму.

Якщо 𝑔𝑖+1,𝑚+1 < 0, то на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя має додатний

прирiст, а на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 — вiд’ємний. Отже, точка 𝑥𝑖 є точкою ма-
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ксимуму.

2. Якщо 𝑔𝑖,𝑚+1𝑔𝑖+1,𝑚+1 = 0, то згiдно наслiдку 3.3.2 принаймнi на одному

з цилiндрiв Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖 або Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑖+1] функцiя є сталою, а отже, точка 𝑥𝑖 не

є точкою екстремуму.

Якщо 𝑔𝑖,𝑚+1𝑔𝑖+1,𝑚+1 > 0, то на обох цилiндрах функцiя 𝑓 має прирiст

однакового знаку, а отже, точка 𝑥𝑖 не є точкою екстремуму, оскiльки для

одного цилiндра вона є точкою максимуму, а для другого — точкою мiнi-

муму.

Теорема 3.6.2. Функцiя 𝑓 на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 набуває найбiльшого i

найменшого значення на його кiнцях. Причому, якщо

𝐷𝑚 ≡
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖 ̸= 0, 𝑦𝑚 = 𝛾𝑐11 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︂
𝛾𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖

)︂
,

то при 𝐷𝑚 > 0

max 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︂
= 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚,

min 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︂
= 𝑦𝑚,

а при 𝐷𝑚 < 0

max 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)

)︂
= 𝑦𝑚,

min 𝑓(𝑥) = 𝑓

(︂
Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)

)︂
= 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚.

Доведення. Нагадаємо, що цилiндр Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 — це вiдрiзо з кiнцями 𝑎 =

Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0) i 𝑏 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1).

Запишемо значення функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚 у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚 ·𝑀,

де 𝑦𝑚 = 𝛾𝑐11 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(︂
𝛾𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖

)︂
, 𝐷𝑚 =

𝑚∏︀
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖𝑖,

𝑀 = 𝛾𝛼𝑚+1(𝑥)[𝑚+1] +
∞∑︀
𝑘=2

(︃
𝛾𝛼𝑚+𝑘(𝑥)[𝑚+𝑘]

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝛼𝑚+𝑗(𝑥)[𝑚+𝑗]

)︃
= 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝛼𝑚+1...𝛼𝑚+𝑛...).
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Якщо 𝛼𝑚+𝑗 = 0 для всiх 𝑗 ∈ 𝑁 , то 𝑀 = 0, а якщо 𝛼𝑚+𝑗 = 𝑠 − 1 для

всiх 𝑗 ∈ 𝑁 , то 𝑀 = 1.

Якщо 𝐷𝑚 > 0, то

max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1)) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚,

min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝑦𝑚.

Якщо 𝐷𝑚 < 0, то

max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(0)) = 𝑦𝑚,

min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑠−1)) = 𝑦𝑚 + 𝐷𝑚.

3.7. Самоафiннi властивостi функцiї

Нехай 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑗‖ — нескiнченна перiодична матриця, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁

така, що має властивостi:

1. 𝑞𝑖,2𝑘−1 = 𝑞𝑖1 > 0, 𝑞𝑖,2𝑘 = 𝑞𝑖2 > 0 𝑖 = 0, 𝑠− 1, 𝑘 ∈ 𝑁 ;

2. 𝑞0𝑗 + 𝑞1𝑗 + . . . + 𝑞[𝑠−1]𝑗 = 1, 𝑗 ∈ {1, 2};
3. 𝛽𝑖,2𝑘−1 = 𝛽𝑖,1, 𝛽𝑖,2𝑘 = 𝛽𝑖,2, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑘 ∈ 𝑁 ;

𝐺*
𝑠 = ‖𝑔𝑖𝑗‖ — нескiнченна перiодична матриця, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝑁 така, що

має властивостi:

1. |𝑔𝑖,2𝑘−1| = |𝑔𝑖1| < 1, |𝑔𝑖,2𝑘| = |𝑔𝑖2| < 1 𝑖 = 0, 𝑠− 1, 𝑘 ∈ 𝑁 ;

2. 𝑔0𝑗 + 𝑔1𝑗 + . . . + 𝑔[𝑠−1]𝑗 = 1, 𝑗 ∈ {1, 2};
3. 𝛾𝑖,2𝑘−1 = 𝛾𝑖,1, 𝛾𝑖,2𝑘 = 𝛾𝑖,2, 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑘 ∈ 𝑁 .

Теорема 3.7.1. Графiк функцiї Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [0, 1]} є самоафiн-

ною множиною, причому

Γ =
⋃︁

(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠×𝐴𝑠

𝜙𝑖𝑗 (Γ) , де 𝜙𝑘𝑗 (Γ) ̸= 𝜙𝑝𝑗 (Γ) при 𝑘 ̸= 𝑝, (3.7.6)
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де

𝜙𝑖𝑗 :

⎧⎨⎩𝑥′ = 𝛽𝑖1 + 𝑞𝑖1𝛽𝑗2 + 𝑞01𝑞02𝑥,

𝑦′ = 𝛾𝑖1 + 𝑔𝑖1𝛾𝑗2 + 𝑔𝑖1𝑔𝑗2𝑦.

Доведення. Для доведення рiвностi (3.7.6) покажемо, що

𝜙00 (Γ) ∪ . . . ∪ 𝜙0[𝑠−1] (Γ) ∪ . . . ∪ 𝜙[𝑠−1]0 (Γ) ∪ . . . ∪ 𝜙[𝑠−1][𝑠−1] (Γ) ≡ 𝐺 ⊂ Γ.

Нехай 𝑀 ∈ 𝐺, а отже iснують 𝑖 ∈ 𝐴𝑠 та 𝑗 ∈ 𝐴𝑠 такi, що 𝑀 ∈ 𝜙𝑖𝑗 (Γ),

тобто 𝑥𝑀 = 𝑥′ = 𝛽𝑖1 + 𝑞𝑖1𝛽𝑗2 + 𝑞01𝑞02𝑥, 𝑦𝑀 = 𝑦′ = 𝛾𝑖1 + 𝑔𝑖1𝛾𝑗2 + 𝑔𝑖1𝑔𝑗2𝑦. Тодi

𝑓 (𝑥′) = 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

𝑠

𝑖𝑗𝛼3...𝛼𝑛...

)︁
= 𝛾𝑖1+𝑔𝑖1𝛾𝑗2+𝑔𝑖1𝑔𝑗2𝑓

(︁
Δ

𝑄*
𝑠

𝛼3...𝛼𝑛...

)︁
= 𝑦′, тобто 𝑀 ∈ Γ.

Тепер покажемо, що Γ ⊂ 𝐺. Нехай 𝑀(𝑥; 𝑓(𝑥)) ∈ Γ. Розглянемо чи-

сло 𝑥2 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼3(𝑥)𝛼4(𝑥)...
. Оскiльки 𝛼1(𝑥) ∈ 𝐴𝑠, 𝛼2(𝑥) ∈ 𝐴𝑠 то 𝑓(𝑥) =

𝑔𝑖1𝑔𝑗2𝑓(𝑥2) + 𝑔𝑖1𝛾𝑗2 + 𝛾𝑖1 i з того, що 𝑀(𝑥2; 𝑓(𝑥2)) ∈ Γ випливає, що

𝜙𝑖𝑗(𝑀) = 𝑀(𝑥; 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐺. Рiвнiсть (3.7.6) доведено.

3.8. Iнтегральнi властивостi функцiї

Теорема 3.8.1. Для iнтеграла Рiмана вiд функцiї 𝑓 має мiсце рiв-

нiсть
1∫︁

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑞01𝑞02

(︂
𝑠
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖1 +
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖2

)︂
1 − 𝑞01𝑞02

. (3.8.7)

Доведення. З адитивної властивостi iнтеграла Рiмана та самоафiнних

властивостей графiка функцiї 𝑓 маємо

𝐼 =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽01+𝑞01𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽01+𝑞01𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

+
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽11+𝑞11𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽11+𝑞11𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + . . . +
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽[𝑠−1]1+𝑞[𝑠−1]1𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽[𝑠−1]1+𝑞[𝑠−1]1𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Обчислимо значення iнтегралiв на кожному з цилiндрiв 2-го рангу.

𝐼0𝑘 =
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽01+𝑞01𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽01+𝑞01𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
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=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽01+𝑞01𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽01+𝑞01𝛽𝑖2

[𝛾01 + 𝛾𝑘2𝑔01 + 𝑔01𝑔𝑘2𝑓 (𝛽01 + 𝑞01𝛽𝑘2 + 𝑞01𝑞02𝑥)] 𝑑𝑥 =

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽01+𝑞01𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽01+𝑞01𝛽𝑖2

[𝛾𝑘2𝑔01 + 𝑔01𝑔𝑘2𝑓 (𝑞01𝑞02𝑥 + 𝑞01𝛽𝑘2)] 𝑑(𝑞01𝑞02𝑥 + 𝑞01𝛽𝑘2) =

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑘2𝑔01𝑞01𝑞[𝑠−1]1 +
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝑔𝑘2𝑔01𝑞01𝑞[𝑠−1]1𝐼.

𝐼1𝑘 =
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽11+𝑞11𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽11+𝑞11𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽11+𝑞11𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽11+𝑞11𝛽𝑖2

[𝛾11 + 𝛾𝑘2𝑔11 + 𝑔11𝑔𝑘2𝑓 (𝛽11 + 𝑞11𝛽𝑘2 + 𝑞01𝑞02𝑥)] 𝑑𝑥 =

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽11+𝑞11𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽11+𝑞11𝛽𝑖2

[𝛾11 + 𝛾𝑘2𝑔11+

+𝑔11𝑔𝑘2𝑓 (𝛽11 + 𝑞11𝛽𝑘2 + 𝑞01𝑞02𝑥)]𝑑(𝛽11 + 𝑞11𝛽𝑘2 + 𝑞01𝑞02𝑥) =

= 𝑠𝛾11𝑞01𝑞02 + 𝑔11𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑘2 + 𝑔11𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝑔𝑘2𝐼.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

𝐼[𝑠−1]𝑘 =
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛽[𝑠−1]1+𝑞[𝑠−1]1𝛽[𝑖+1]2∫︁
𝛽[𝑠−1]1+𝑞[𝑠−1]1𝛽𝑖2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

= 𝑠𝛾[𝑠−1]1𝑞01𝑞02 + 𝑔[𝑠−1]1𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑘2 + 𝑔[𝑠−1]1𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝑔𝑘2𝐼.
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Додаємо значення iнтегралiв на всiх цилiндрах i пiсля спрощення отрима-

ємо:

𝐼 = 𝑠𝑞01𝑞02(𝛾11 + 𝛾21 + . . . + 𝛾[𝑠−1]1) + 𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖2(𝑔01 + 𝑔11 + . . . + 𝑔[𝑠−1]1)+

+𝐼𝑞01𝑞02(𝑔01 + 𝑔11 + . . . + 𝑔[𝑠−1]) =

= 𝑠𝑞01𝑞02

𝑠∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖1 + 𝑞01𝑞02

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖2 + 𝐼𝑞01𝑞02.

𝑞01𝑞02

(︃
𝑠

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖1 +
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖2

)︃
= 𝐼(1 − 𝑞01𝑞02),

𝐼 =

𝑞01𝑞02

(︂
𝑠
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖1 +
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖2

)︂
1 − 𝑞01𝑞02

.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 3

У даному роздiлi ми побудували новий клас неперервних функцiй з не-

однорiдною локальною поведiнкою i автомодельними властивостями, вико-

ристовуючи 𝑄*
𝑠-зображення чисел дiйсних чисел 𝑥 ∈ [0, 1], узагальнили i

доповнили результати робiт [62], [1a].

Основними результатами цього роздiлу є доведення наступних фактiв,

що стосуються:

— неперервностi та умов монотонностi функцiї;

— сингулярностi канторiвського типу;

— наявностi екстремумiв функцiї;

— самоафiнностi графiка функцiї;

— iнтегральних властивостей, зокрема, обчислено iнтеграл
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботi [2a] i доповiдались на

конференцiях [10a, 11a, 12a].
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РОЗДIЛ 4

CIМ’Я НЕМОНОТОННИХ СИНГУЛЯРНИХ ФУНКЦIЙ

КАНТОРIВСЬКОГО ТИПУ З ФРАКТАЛЬНИМИ

ВЛАСТИВОСТЯМИ

У даному роздiлi розглядається одна сiм’я неперервних функцiй, яка

залежить вiд послiдовностi параметрiв. Вивчаються їх варiацiйнi i функцiо-

нальнi, диференцiальнi й iнтегральнi, автомодельнi i фрактальнi властиво-

стi, а також властивостi рiвнiв функцiї. Дослiджується розподiл випадкової

величини 𝑌 = 𝑓(𝑋), а саме: його лебегiвська структура, тополого-метричнi

i фрактальнi властивостi спектра.

4.1. Основний об’єкт дослiдження

Нехай 𝐴5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} — алфавiт п’ятiркової системи числення,

𝐿 ≡ 𝐴5 × 𝐴5 × . . .× 𝐴5 × . . .;

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

[︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗

]︃
≡ Δ𝑄*

5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

— 𝑄*
5-зображення числа 𝑥 ∈ [0, 1], (𝛼𝑘) ∈ 𝐿.

Якщо для всiх 𝑖 ∈ 𝐴5, 𝑗 ∈ 𝑁 виконується 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖, тобто всi стовпцi

матрицi ‖𝑞𝑖𝑗‖ однаковi, то 𝑄*
5-зображення називається 𝑄5-зображенням,

якщо ж при цьому 𝑞𝑖 = 1
5 ,то 𝑄5-зображення є звичайним п’ятiрковим

зображенням.

Нехай (𝜀𝑛) — послiдовнiсть додатних дiйсних чисел, причому

0 6 𝜀𝑛 6 1; (𝑔𝑛) = (𝑔0𝑛, 𝑔1𝑛, 𝑔2𝑛, 𝑔3𝑛, 𝑔4𝑛) — послiдовнiсть векторiв таких,

що: 𝑔0𝑛 = 𝑔4𝑛 =
2 + 𝜀𝑛

4
, 𝑔1𝑛 = 𝑔3𝑛 =

−𝜀𝑛
4

, 𝑔2𝑛 = 0.

Розглядається функцiя
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𝑓(𝑥) = 𝛿𝛼1(𝑥)1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
≡ Δ𝐺

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
, (4.1.1)

де 𝛿0𝑛 = 0, 𝛿1𝑛 =
2 + 𝜀𝑛

4
, 𝛿2𝑛 =

2

4
= 𝛿3𝑛, 𝛿4𝑛 =

2 − 𝜀𝑛
4

, тобто

𝛿[𝑖+1]𝑛 = 𝛿𝑖𝑛 + 𝑔𝑖𝑛 =
𝑖∑︁

𝑗=0

𝑔𝑗𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁.

Рис. 4.1. Графiк функцiї f(x) при 𝜀𝑛 = 1.

Коректнiсть означення функцiї у точках, якi мають два𝑄*
5-зображення,

обґрунтовується наступною рiвнiстю

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘(0)
) − 𝑓(Δ

𝑄*
5

𝛼1𝛼2...[𝛼𝑘−1](4)) =

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃(︀
𝛿𝛼𝑘𝑘 − 𝛿[𝛼𝑘−1]𝑘 − 𝑔[𝛼𝑘−1]𝑘(𝛿4[𝑘+1] + 𝛿4[𝑘+2]𝑔4[𝑘+1] + . . .)

)︀
=

=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃(︀
𝛿𝛼𝑘𝑘 −

(︀
𝛿[𝛼𝑘−1]𝑘 + 𝑔[𝛼𝑘−1]𝑘

)︀)︀
=
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=

(︃
𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗𝑗

)︃
(𝛿𝛼𝑘𝑘 − 𝛿𝛼𝑘𝑘) = 0.

Оскiльки 𝑓 належить до класу функцiй, якi вивчалися у роздiлi 3, то

нагадаємо їх.

Функцiя 𝑓(𝑥) є неперевною на вiдрiзку [0; 1], причому:

1) сталою на кожному цилiндрi виду Δ5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2 i крiм цього на цилiн-

драх Δ5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛−11

i Δ5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛−13

, якщо 𝜀𝑛 = 0; бiльше того, вона є сталою

на (𝑎, 𝑏) тодi i тiльки тодi, коли iснує цилiндр iз вказаних видiв, який

повнiстю мiстить даний iнтервал;

2) монотонною (а точнiше: неспадною) — тодi i тiльки тодi, коли 𝜀𝑛 = 0

для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 .

Лема 4.1.1. Для того щоб функцiя 𝑓(𝑥) не мала промiжкiв монотон-

ностi, крiм промiжкiв сталостi, необхiдно i достатньо, щоб нерiвнiсть

𝜀𝑛 ̸= 0 виконувалась для нескiнченної множини значень 𝑛.

Доведення. Необхiднiсть. Скористаємося методом вiд супротивного.

Для цього припустимо, що 𝑓 не має промiжкiв монотонностi, крiм про-

мiжкiв сталостi, i при цьому 𝜀𝑚 ̸= 0, але 𝜀𝑛 = 0 для всiх 𝑛 > 𝑚.

Розглянемо цилiндричний iнтервал ∇𝑄*
5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑚

. Очевидно, що вiн не є про-

мiжком сталостi, oскiльки

0 = 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

(0)

)︁
< 𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑚

1(0)

⎞⎠ = 𝑔0[𝑚+1]

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗 <
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗 = 𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑚−1

1(0)

⎞⎠ .

Разом з цим функцiя 𝑓 є монотонною на даному цилiндрi, оскiльки для

будь-якого 𝑥 ∈ Δ
𝑄*

5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑚

𝑓(𝑥) = 𝛿01 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿0𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗

)︃
+

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔0𝑗

)︃
𝜙𝑚(𝑥),

де функцiя 𝜙𝑚(𝑥) = 𝛿𝛼𝑚+1(𝑥)[𝑚+1] +
∞∑︀

𝑘=𝑚+2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
є монотонною

згiдно з наведеним вище зауваженням 2. Отримане протирiччя доводить

першу частину твердження.
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Достатнiсть. Нехай 𝜀𝑛𝑘
̸= 0, 𝑛 ∈ 𝑁 . Припустимо, що (𝑎, 𝑏) — промiжок

монотонностi, що не належить жодному з цилiндрiв сталостi. Тодi принайм-

нi один з кiнцiв 𝑎 або 𝑏 є внутрiшньою точкою цилiндра 1-го рангу, який не

є промiжком сталостi. Нехай таким є число 𝑎 i при цьому 𝑎 ∈ ∇𝑄*
5

𝑖 = (𝑎𝑖, 𝑏𝑖).

Тодi iснує цилiндр Δ
𝑄*

5

𝑖4 . . . 4⏟  ⏞  
𝑛𝑘−1

який належить (𝑎, 𝑏), причому

𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

5

𝑖4 . . . 4⏟  ⏞  
𝑛𝑘−1

(0)

⎞⎠ < 𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

5

𝑖4 . . . 4⏟  ⏞  
𝑛𝑘−1

1(0)

⎞⎠ > 𝑓

⎛⎝Δ
𝑄*

5

𝑖4 . . . 4⏟  ⏞  
𝑛𝑘−1

2(0)

⎞⎠ ,

що суперечить монотонностi функцiї на (𝑎, 𝑏). Аналогiчним чином отри-

мується протирiччя у випадку, коли таким числом є число 𝑏. Достатнiсть

доведено.

4.2. Варiацiйнi властивостi

Теорема 4.2.1. Варiацiя функцiї 𝑓 обчислюється за формулою

𝑉 1
0 (𝑓) =

∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝜀𝑖).

Функцiя 𝑓 має обмежену варiацiю тодi i тiльки тодi, коли
∞∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖 < ∞. (4.2.2)

Доведення. Оскiльки

𝑉1 =
4∑︁

𝑖=0

⃒⃒⃒
𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑖+1,(0)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

𝑖(0)

)︁⃒⃒⃒
= 1 + 𝜀1,

𝑉2 = (1 + 𝜀1) ·
4∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑗+1,𝑖+1,(0)

)︁
− 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

𝑗,𝑖(0)

)︁⃒⃒⃒
= (1 + 𝜀1) · (1 + 𝜀2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑉𝑛 =
𝑛∏︀

𝑖=1

(1 + 𝜀𝑖), то

𝑉𝑛 6 𝑉 1
0 (𝑓).

Бiльше того, можна довести, що

𝑉 1
0 (𝑓) = lim

𝑛→∞
𝑉𝑛.
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Тодi

𝑉 1
0 (𝑓) = lim

𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑖=1

(1 + 𝜀𝑖) =
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝜀𝑖).

Враховуючи зв’язок мiж збiжнiстю нескiнченних добуткiв та рядiв, а

саме:

0 <
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝜀𝑖) < ∞ ⇔
∞∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖 < ∞,

можемо констатувати, що функцiя 𝑓(𝑥) є функцiєю обмеженої варiацiї тодi

i тiльки тодi, коли виконується (4.2.2). Теорему доведено.

Наслiдок 4.2.1. Якщо послiдовнiсть (𝜀𝑛) є вiдокремленою вiд нуля,

тобто 0 < 𝜀0 6 𝜀𝑛, зокрема, 𝜀𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, то функцiя 𝑓 є функцiєю

необмеженої варiацiї.

Наслiдок 4.2.2. Якщо 𝜀𝑛 = 𝑏𝑛, 0 < 𝑏 < 1, то функцiя є функцiєю

обмеженої варiацiї.

4.3. Iнтегральнi властивостi

Лема 4.3.1. Якщо 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖 = 1
5, то графiк функцiї 𝑓 , тобто

𝑓(Δ5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = 𝛿𝛼11 + 𝛿𝛼22𝑔𝛼11 + 𝛿[𝛼𝑘+1][𝑘+1]𝑔𝛼11𝑔𝛼22 . . . 𝑔𝛼𝑘𝑘 + . . . ,

симетричнй вiдносно точки 𝐶
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
.

Доведення. Центральна симетрiя площини з центром 𝐶 аналiтично за-

дається формулами:

𝜙 :

⎧⎨⎩𝑥′ = 1 − 𝑥,

𝑦′ = 1 − 𝑦.
(4.3.3)

Тому для доведення твердження досить показати, що

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥′) = 1.
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Оскiльки

𝑥′ = 1 − 𝑥 = Δ5
[4−𝛼1][4−𝛼2]...[4−𝛼𝑘]...

,

a

𝑓(𝑥′) = 𝛿[4−𝛼1]1 + 𝛿[4−𝛼2]2𝑔[4−𝛼1]1 + 𝛿[4−𝛼3]3𝑔[4−𝛼1]1𝑔[4−𝛼2]2 + . . .

i

𝑔𝛼𝑘𝑘 = 𝑔[4−𝛼𝑘]𝑘 ∀𝑘 ∈ 𝑁,

то

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥′) =
(︀
𝛿𝛼11 + 𝛿[4−𝛼1]1

)︀
+
(︀
𝛿𝛼22 + 𝛿[4−𝛼2]2

)︀
𝑔𝛼11 + . . .+

+
(︀
𝛿𝛼𝑘+1 + 𝛿[4−𝛼𝑘+1][𝑘+1]

)︀
𝑔𝛼11𝑔𝛼22 . . . 𝑔𝛼𝑘𝑘 + . . . .

Враховуючи, що 𝛿0𝑘 + 𝛿5𝑘 = 𝛿1𝑘 + 𝛿4𝑘 = 𝛿2𝑘 + 𝛿3𝑘 = 1 i 𝑔𝑗𝑘 = 𝑔[4−𝑗]𝑘,

отримуємо

𝛿𝛼𝑘𝑘 + 𝛿[4−𝛼𝑘]𝑘 = 1 − 𝑔[4−𝛼𝑘] = 1 − 𝑔𝛼𝑘𝑘.

Тому

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥′) = [1 − 𝑔𝛼11] + [1 − 𝑔𝛼22]𝑔𝛼11 + [1 − 𝑔𝛼33]𝑔𝛼11𝑔𝛼22 + . . . =

= 1 − 𝑔𝛼11 + 𝑔𝛼11 − 𝑔𝛼11𝑔𝛼22 + 𝑔𝛼11𝑔𝛼22 − 𝑔𝛼11𝑔𝛼22𝑔𝛼33 + . . . = 1.

Наслiдок 4.3.1. Для iнтеграла Рiмана має мiсце рiвнiсть
1∫︁

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

2
.

4.4. Автомодельнi властивостi

Теорема 4.4.1. Якщо 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖 = 1
5, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 , 𝜀𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, то

𝐺𝑖 ≡ {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝛼1(𝑥) = 𝑖, 𝑦 = 𝑓(𝑥)},

𝜙𝑖 :

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ =
1

5
𝑥 +

𝑖

5
,

𝑦′ = 𝑔𝑖1𝑦 + 𝛿𝑖1,
(4.4.4)
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i при 𝑖 ̸= 2 маємо

𝜙𝑖(Γ𝑓) = 𝐺𝑖. (4.4.5)

Доведення. Для доведення рiвностi (4.4.5) покажемо два включення:

1) 𝜙𝑖(Γ𝑓) ⊂ 𝐺𝑖 i 2) 𝐺𝑖 ⊂ 𝜙𝑖(Γ𝑓).

Оскiльки 𝜀𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то покладемо, що 𝑔𝑖𝑘 = 𝑔𝑖, 𝛿𝑖𝑘 = 𝛿𝑖.

1) Нехай 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓 , тобто 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝛿𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
.

Тодi

𝜙𝑖(𝑀) = 𝑀 ′
(︂

1

5
𝑥 +

𝑖

5
; 𝑔𝑖𝑦 + 𝛿𝑖

)︂
.

Але 𝑥′ = 1
5𝑥 + 𝑖

5 = Δ5
𝑖𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...

. Обчислимо

𝑓(Δ5
𝑖𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...

) = 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖

[︃
𝛿𝛼1(𝑥) +

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃]︃
= 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖𝑦 = 𝑦′.

Отже, 𝑀 ′ ∈ 𝐺𝑖. Тому 𝜙𝑖(Γ𝑓) ⊂ 𝐺𝑖.

2) Нехай 𝐾 ′(𝑢′, 𝑣′) ∈ 𝐺𝑖, тобто 𝑢′ = Δ5
𝑖𝛼2(𝑢′)𝛼3(𝑢′)...,

𝑣′ = 𝑓(𝑢′) = 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖

[︃
𝛿𝛼2(𝑢′) +

∞∑︁
𝑘=3

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑢′)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑢′)

)︃]︃
= 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖𝑓(𝑢),

де 𝑢 = Δ5
𝛼2(𝑢′)𝛼3(𝑢′)....

Тодi 𝐾 ′ = 𝜙𝑖(𝐾), де 𝐾(𝑢, 𝑣) : 𝑢 = Δ5
𝛼2(𝑢′)𝛼3(𝑢′)..., 𝑣 = 𝑓(𝑢), тобто 𝐾 ∈ Γ𝑖.

Отже, з 1) i 2) отримуємо рiвнiсть (4.4.5).

Зауваження. Дана теорема дозволяє спростити обчислення iнтеграла
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 безпосередньо з використанням його адитивної властивостi без

знання симетрiї графiка.

Наслiдок 4.4.1. Якщо 𝜀𝑛 = 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, то частина 𝑊 графiка Γ𝑓

функцiї 𝑓 , визначена рiвнiстю

𝑊 = {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝛼𝑘 ̸= 2 ∀𝑘 ∈ 𝑁, 𝑦 = 𝑓(𝑥)},
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є самоафiнною множиною простору 𝑅2 з розмiрнiстю, що є розв’язком

рiвняння

(︂
2 + 𝜀

20

)︂𝑥
2

+
(︁ 𝜀

20

)︁𝑥
2

=
1

2
.

4.5. Множини рiвнiв

Множиною рiвня 𝑦0 функцiї 𝑓 називається множина

𝑓−1(𝑦0) = {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑦0}.

Теорема 4.5.1. Якщо 𝜀𝑛 = 1, то множина всiх рiвнiв функцiї 𝑓 , якi

мiстять вiдрiзки сталостi, є злiченною множиною, причому:

1) рiвень 𝑦0 = 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

(2)

)︁
= 1

2 мiстить лише один вiдрiзок сталостi;

2) кожен з рiвнiв виду

𝑦0 = 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑐1...𝑐𝑚0(2)

)︁
= 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

𝑐1...𝑐𝑚3(2)

)︁
i 𝑦0 = 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

𝑐1...𝑐𝑚1(2)

)︁
= 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

𝑐1...𝑐𝑚4(2)

)︁
мiстить два вiдрiзка сталостi;

3) рiвень функцiї бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.

Доведення. Очевидно, що промiжки сталостi функцiї вичерпуються ци-

лiндрами: Δ
𝑄*

5
2 , Δ

𝑄*
5

02 , Δ
𝑄*

5
12 , Δ

𝑄*
5

32 , Δ
𝑄*

5
42 i т.д., загальний вигляд яких Δ

𝑄*
5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(2),

де 𝑐𝑖 ̸= 2, 𝑖 = 1,𝑚,𝑚 ∈ 𝑁 , тобто рiвнi, якi мiстять промiжки, мають вигляд

𝑓−1
(︁
𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(2)

)︁)︁
. Оскiльки 𝑓(Δ

𝑄*
5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑚

(2)
) ̸= 𝑓(Δ

𝑄*
5

0 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘

(2)
) при 𝑚 ̸= 𝑘,

то таких рiвнiв злiченна кiлькiсть.

1. Доведемо, що рiвень 𝑦0 = 1
2 = 𝑓

(︁
Δ

𝑄*
5

(2)

)︁
мiстить лише один вiдрiзок

сталостi. Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується

рiвнiсть 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(2)

)︁
= 1

2 . Тодi

Значення функцiї у внутрiшнiх точках цилiндра Δ
𝑄*

5
1 бiльшi за 1

2 , а на

Δ
𝑄*

5
3 — меншi за 1

2 . Тому далi досить провести аналiз лише на цилiндрах Δ
𝑄*

5
0

i Δ
𝑄*

5
4 . Оскiльки графiк функцiї 𝑓 симетричний вiдносно точки 𝐶

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
, то

зосередимось на дослiдженнi цилiндра Δ
𝑄*

5
0 . Отже,
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3

4

(︃
𝛿𝑐2 + 𝛿𝑐3𝑔𝑐2 + . . . + 𝛿𝑐𝑚

𝑚−2∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚−1∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗

)︃
=

1

2
,

3

(︃
𝛿𝑐2 + 𝛿𝑐3𝑔𝑐2 + . . . + 𝛿𝑐𝑚

𝑚−2∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚−1∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗

)︃
= 2.

Оскiльки добуток
𝑚−1∏︀
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗 є правильним звичайним дробом зi знаменни-

ком 4𝑚−2, а 𝛿𝑐𝑖 — зi знаменником 4, то домноживши останню рiвнiсть на

4𝑚, отримаємо

3 ·

(︃
4𝑚𝛿𝑐2 + 4𝑚𝛿𝑐3𝑔𝑐2 + . . . + 4𝑚𝛿𝑐𝑚

𝑚−2∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗 + 4𝑚
1

2

𝑚−1∏︁
𝑗=2

𝑔𝑐𝑗

)︃
= 2 · 4𝑚.

Звiдси бачимо, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права — нi. Отри-

мане протирiччя доводить, що рiвень 1
2 мiстить лише один вiдрiзок сталостi.

2. Доведемо, що всi iншi рiвнi мiстять два вiдрiзки сталостi. Нехай

𝐴 ≡ 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(︃
𝛿𝑐𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
. Розглянемо рiзницю значень функцiї:

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0(2)) − 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚3(2)) =

= 𝐴 + 𝑔0

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗
1

2
− 𝐴− 𝛿3

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗
1

2
− 𝑔3

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗
1

2
=

=
3

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 −
1

2

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 +
1

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 = 0,

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1(2)) − 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚4(2)) =

= 𝐴 + 𝛿1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 + 𝑔1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗
1

2
− 𝐴− 𝛿4

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 − 𝑔4

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗
1

2
=

=
3

4

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 −
1

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 −
1

4

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 −
3

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 = 0.

Вiдповiднi значення збiгаються. Отже, данi рiвнi мiстять два вiдрiзки.

3. Тепер доведемо, що такi рiвнi мiстять не бiльше двох вiдрiзкiв. Роз-

глянемо випадки.
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1) Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується

рiвнiсть

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚...𝑐𝑚+𝑘(2)
)

або

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘...𝑐𝑚0(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘(2)
), 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 < 𝑚.

1.1.

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑘(2)
).

3

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

(︃
𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗

)︃
,

3

8
= 𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 ,

3 = 8

(︃
𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗

)︃
.

Оскiльки добуток
𝑚+𝑘∏︀

𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 є правильним звичайним дробом iз знамен-

ником 4𝑘−1, а 𝛿𝑐𝑖 — зi знаменником 4, то домноживши останню рiвнiсть на

4𝑘, отримаємо

3 · 4𝑘 = 8

(︃
4𝑘𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 4𝑘𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 + 4𝑘
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗

)︃
.

Звiдси бачимо, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права — нi.

Прийшли до суперечностi.

1.2.

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘𝑐𝑚−𝑘+1...𝑐𝑚0(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘(2)
).
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𝑚−𝑘∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

⎛⎝𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ . . . + 𝛿0

𝑚∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 +
3

8

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗

⎞⎠ =
1

2

𝑚−𝑘∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 ,

𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ 𝛿𝑐𝑚−𝑘+2

𝑔𝑐𝑚−𝑘+1
. . . +

3

8

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 =
1

2
,

2𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ 2𝛿𝑐𝑚−𝑘+2

𝑔𝑐𝑚−𝑘+1
. . . + 3

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 = 1.

Оскiльки добуток
𝑚+1∏︀

𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 є звичайним правильним дробом iз зна-

менником 4𝑘, а 𝛿𝑐𝑖 — зi знаменником 4, то домноживши останню рiвнiсть

на 4𝑘, отримаємо

2 · 4𝑘𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ 2 · 4𝑘𝛿𝑐𝑚−𝑘+2

𝑔𝑐𝑚−𝑘+1
. . . + 3 · 4𝑘

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 = 4𝑘.

Звiдси бачимо, що права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва — нi,

оскiльки останнiй доданок виразу не дiлиться на 2. Прийшли до супере-

чностi.

2) Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується

рiвнiсть

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚4(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚...𝑐𝑚+𝑘(2)
)

або

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚4(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘(2)
).

2.1.

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚4(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑘(2)
).

5

8

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

(︃
𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 +
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗

)︃
.
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Проводимо аналогiчнi мiркування i отримуємо

5 · 4𝑘 = 8

(︃
4𝑘𝛿𝑐𝑚+1

+ . . . + 4𝑘𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑚+𝑘−1∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗 + 4𝑘
1

2

𝑚+𝑘∏︁
𝑗=𝑚+1

𝑔𝑐𝑗

)︃
.

Лiва частина рiвностi дiлиться на 5, а права — нi. Прийшли до супере-

чностi.

2.2.

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘𝑐𝑚−𝑘+1...𝑐𝑚4(2)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−𝑘(2)
).

𝑚−𝑘∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

⎛⎝𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ . . . + 𝛿0

𝑚∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 +
5

8

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗

⎞⎠ =
1

2

𝑚−𝑘∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 ,

Проводимо аналогiчнi мiркування i отримуємо

2 · 4𝑘𝛿𝑐𝑚−𝑘+1
+ 2 · 4𝑘𝛿𝑐𝑚−𝑘+2

𝑔𝑐𝑚−𝑘+1
. . . + 5 · 4𝑘

𝑚+1∏︁
𝑗=𝑚−𝑘+1

𝑔𝑐𝑗 = 4𝑘.

Права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва — нi, оскiльки останнiй

доданок виразу не дiлиться на 2. Прийшли до суперечностi.

Отже, рiвень функцiї 𝑓 бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.

4.6. Образи множин канторiвського типу

Лема 4.6.1. Образом п’ятiркового цилiндра при вiдображеннi 𝑓 є

𝐺-цилiндр або точка, причому точкою є тодi тiльки тодi, коли в основi

цилiндра є принаймнi одна 2.

Доведення. Якщо в основi цилiндра Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚 є принаймнi одна двiйка,

тобто 𝑐𝑖 = 2 (1 6 𝑖 6 𝑚), то очевидно, що 𝑓(Δ
𝑄*

5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) = Δ𝐺

𝑐1𝑐2...𝑐𝑖−12(0)
, де

Δ𝐺
𝑐1𝑐2...𝑐𝑖−12(0)

є точкою.

Тепер доведемо, що образом цилiндра Δ
𝑄*

5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, 𝑐𝑖 ̸= 2 , 1 6 𝑖 6 𝑚 є

цилiндр.

Нехай 𝑥 ∈ Δ
𝑄*

5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, тобто 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑚+𝑘..., i

𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0)) = Δ𝐺
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0) = 𝑎,
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𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(4)) = Δ𝐺
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(4) = 𝑏.

Тодi за властивiстю цилiндрiв, а саме, що функцiя на Δ𝐺
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

набуває

найбiльшого i найменшого значення на його кiнцях, випливає, що

𝑓(Δ𝑄*
5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
) ⊂ [𝐴,𝐵],

де 𝐴 = min{𝑎, 𝑏}, 𝐵 = max{𝑎, 𝑏}.
Оскiльки 𝑓(𝑥) — неперервна на вiдрiзку Δ

𝑄*
5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 функцiя, то вона на-

буває всiх промiжних значень мiж 𝐴 i 𝐵, тобто

𝑓(Δ𝑄*
5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
) = [𝐴,𝐵].

Лема 4.6.2. Має мiсце рiвнiсть 𝑓(Δ
𝑄*

5
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2) = Δ𝐺

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2(0) = 𝑦0.

Справдi, якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚2, тобто 𝑥 = Δ

𝑄*
5

𝑐1...𝑐𝑚2𝛼𝑚+2...
, то

𝑓(𝑥) = 𝛿𝑐1 + . . . + 𝛿𝑐𝑚

𝑚−1∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖 + 𝛿2

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖 + 0 = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚2(0) = 𝑦0,

причому значення функцiї не залежить вiд цифр 𝛼𝑚+2, 𝛼𝑚+3 . . ..

Якщо 𝐺-зображення числа 𝑦 ∈ 𝐸(𝑓) використовує лише двi цифри, то

його називатимемо 𝐺2-зображенням.

Теорема 4.6.1. Образом множини 𝐶1 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {0, 1}] при вiдобра-

женнi 𝑓 є вiдрiзок
[︀
0, 34
]︀
, злiченна множина точок якого має рiвно два

𝐺2-зображення, а саме:

Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0), (4.6.6)

а решта точок мають єдине 𝐺2-зображення.

Доведення. Спочатку доведемо рiвнiсть (4.6.6).

Нехай 𝜙𝑚 ≡ 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(︃
𝛿𝑐𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
. Розглянемо рiзницю:

Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0) − Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0) =
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Рис. 4.2. Цилiндри 5-го рангу

= 𝜙𝑚 + 𝛿1𝑔0

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 − 𝜙𝑚 − 𝛿1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 − 𝛿1𝑔1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 =

= [𝛿1𝑔0 − 𝛿1 − 𝛿1𝑔1]

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
= 𝛿1[𝑔0 − 1 − 𝑔1]

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
= 0.

Отже, має мiсце рiвнiсть (4.6.6).

Нехай 𝐸 = 𝑓(𝐶[𝑄*
5; {0, 1}]). Доведемо, що 𝐸 =

[︀
0, 34
]︀
. Якщо 𝑥 ∈ 𝐶1,

тобто 𝑥 = Δ
𝑄*

5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}, то

0 < 𝑓(𝑥) = 𝛿𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
6 𝑔0 =

3

4
.

Отже, 𝐸 ⊂
[︀
0, 34
]︀
.

Означимо цилiндричний вiдрiзок рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚 рiвнiстю

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

=
[︀
inf Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
; sup Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

]︀
, де 𝑐𝑖 ∈ {0, 1}.

Якщо
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑔𝑐𝑖 ≡ 𝐷, то легко бачити, що

inf Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

=

⎧⎨⎩Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0), якщо 𝐷 > 0,

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1(0), якщо 𝐷 < 0,

sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

=

⎧⎨⎩Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1(0), якщо 𝐷 > 0,

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0), якщо 𝐷 < 0.

Доведемо, що для будь-якого 𝑚 ∈ 𝑁[︂
0,

3

4

]︂
= Δ*

0 ∪ Δ*
1 = (Δ*

00 ∪ Δ*
01) ∪ (Δ*

11 ∪ Δ*
10) = . . . =
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=
1⋃︁

𝑐1=0

1⋃︁
𝑐2=0

. . .
1⋃︁

𝑐𝑚=0

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

,

причому цi формально рiзнi цилiндричнi вiдрiзки, якi входять до об’єд-

нання, не перекриваються (в цьому легко пересвiдчитись, наприклад,

Δ*
0 = [0; 𝑔20], Δ*

1 = [𝑔20; 𝑔0], Δ*
00 = [0; 𝑔30], Δ*

01 = [𝑔30; 𝑔
2
0], Δ*

10 = [𝑔0(1+𝑔0𝑔1); 𝑔0],

Δ*
11 = [𝑔20; 𝑔0(1 + 𝑔0𝑔1)], . . .). Проведемо загальнi мiркування для цилiндра

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

, де

Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 ∪ Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1.

Справдi, нехай 𝐷 > 0. Тодi

inf Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0) = inf Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0(0),

sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 = Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0) = Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0) = inf Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1,

sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1 = Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1(0) = sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

.

Тодi при 𝐷 < 0 маємо

inf Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1(0) = inf Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1,

sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1 = Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0) = Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0) = inf Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0,

sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 = Δ*

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0(0) = sup Δ*
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

.

Таким чином, згiдно з аксiомою Кантора для будь-якої послiдовностi

(𝛼𝑛) ∈ 𝐿2 = 𝐴2 × 𝐴2 × . . .× 𝐴2 × . . .

∅ ̸=
∞⋂︁

𝑚=1

Δ*
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

= 𝑥 ∈
[︂
0;

3

4

]︂
.

I навпаки, для будь-якого 𝑥 ∈
[︀
0; 3

4

]︀
iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿2 така, що

𝑥 ∈ Δ*
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

∀ 𝑚 ∈ 𝑁.

Тому 𝐸 =
[︀
0, 34
]︀
.

Враховуючи те, що цилiндричнi вiдрiзки не перекриваються, робимо

висновок, що точки, якi не є кiнцями цилiндричних вiдрiзкiв, мають єдине
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𝐺2-зображення, а кiнцi цилiндрiв, крiм точки 0, мають два 𝐺2-зображення.

Теорему доведено.

Наслiдок 4.6.1. Образом множини 𝐶2 = 𝐶[𝑄*
5; {3, 4}] при вiдобра-

женнi 𝑓 є вiдрiзок
[︀
1
4 , 1
]︀
, злiченна множина точок якого має рiвно два

𝐺2-зображення, тобто Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚43(0) = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚33(0), а решта точок ма-

ють єдине 𝐺2-зображення.

Теорема 4.6.2. При вiдображеннi 𝑓 образом множини канторiвського

типу:

1) 𝐶3 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {1, 3}] є множина канторiвського типу

𝐶4 ≡ 𝐶[4; {1, 2}], причому вiдображення множини 𝐶3 в мно-

жину 𝐶4 є бiєктивним;

Рис. 4.3. Цилiндри 3-го рангу множини 𝐶4

2) 𝐶5 ≡ 𝐶[𝑄*
5; {1, 2, 3}] є множина 𝐸 = 𝐶4

⋃︀
𝑀 , де 𝑀 — дискретна

пiдмножина множини четвiрково-рацiональних чисел, а саме:

𝑀 = {𝑦 : 𝑦 = Δ4
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚−12(0)

, 𝛼𝑖 ∈ {1; 2}, 𝑚 ∈ 𝑁}.

Рис. 4.4. Цилiндри 3-го рангу множини 𝐸4
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Доведення. 1. Нехай 𝑥 ∈ 𝐶3, тобто 𝑥 = Δ
𝑄*

5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де 𝛼𝑛 ∈ {1, 3}.

Оскiльки 𝑔1 = −1

4
= 𝑔3, 𝛿1 =

3

4
, 𝛿3 =

2

4
= 𝛿2, то 𝛿𝛼𝑛

=
𝑎𝑛
4
, де

𝑎𝑛 =

⎧⎨⎩ 4 − 𝛼𝑛, якщо 𝛼𝑛 = 1,

5 − 𝛼𝑛, якщо 𝛼𝑛 = 3,
де 𝑎𝑛 ∈ {3; 2}, ∀𝑛 ∈ 𝑁. (4.6.7)

Тодi

𝛿𝛼𝑛

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
=

(−1)𝑛−1𝑎𝑛
4𝑛

i

𝑓(𝑥) =
𝑎1
4
− 𝑎2

42
+

𝑎3
43

− 𝑎4
44

+ . . . +
𝑎2𝑘−1

42𝑘−1
− 𝑎2𝑘

42𝑘
+ . . . =

=
𝑎1
4
− 4 − (4 − 𝑎2)

42
+

𝑎3
43

− 4 − (4 − 𝑎4)

44
+ . . . =

=
𝑎1 − 1

4
+

4 − 𝑎2
42

+
𝑎3 − 1

43
+

4 − 𝑎4
44

+ . . . =

=
𝑐1
4

+
𝑐2
42

+
𝑐3
43

+
𝑐4
44

+ . . . = Δ4
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛...

,

де

𝑐𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝑎𝑛 − 1, якщо 𝑛 – непарне,

4 − 𝑎𝑛, якщо 𝑛 – парне, ∀𝑛 ∈ 𝑁.
(4.6.8)

Оскiльки 𝑐𝑛 ∈ {1; 2}, то 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶4.

Якщо ж 𝑦 ∈ 𝐶4, тобто

𝑓(𝑥) = 𝑦 = Δ4
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛...

, де 𝑐𝑛 ∈ 𝐶4,

то

𝑓−1(𝑦) = Δ𝑄*
5

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
,

де
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𝛼𝑛 =

⎧⎨⎩ 4 − 𝑎𝑛, якщо 𝑎𝑛 = 3,

5 − 𝑎𝑛, якщо 𝑎𝑛 = 2,
де 𝛼𝑛 ∈ {1; 3}, (4.6.9)

𝑎𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝑐𝑛 − 1, якщо 𝑛 – непарне,

4 − 𝑐𝑛, якщо 𝑛 – непарне,∀𝑛 ∈ 𝑁.
(4.6.10)

Оскiльки 𝛼𝑛 ∈ {1, 3}, то 𝑥 ∈ 𝐶3. Отже, 𝑓(𝐶3) = 𝐶4.

Бiєктивнiсть вiдображення 𝑓 : 𝐶3 → 𝐶4 є наслiдком єдиностi

𝑄*
5-представлення чисел множини 𝐶3 i четвiркового представлення чисел

множини 𝐶4 та наведених вище мiркувань.

2. Очевидно, що 𝐶4

⋂︀
𝑀 = ∅. Оскiльки 𝐶[𝑄*

5; {1, 3}] ≡ 𝐶3 ⊂ 𝐶5, то для

𝑓(𝐶5) ⊂ 𝐸 досить показати, що для 𝑥 ∈ 𝐶5 ∖ 𝐶3 маємо 𝑓(𝑥) ∈ 𝑀 .

Нехай 𝛼𝑚(𝑥) = 2 i 𝛼𝑗(𝑥) ̸= 2 при 𝑗 < 𝑚. Тодi

𝑓(𝑥) = Δ4
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−12(0)

= Δ4
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−11(3)

= 𝑦 ∈ 𝑀,

де 𝑐𝑖 обчислюється за формулами (4.6.7) i (4.6.8).

Враховуючи попереднi мiркування, досить довести, що з 𝑦 ∈ 𝑀 маємо

𝑓−1(𝑦) ∈ 𝐶5.

Нехай 𝑦 = Δ4
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−12(0)

, де 𝑐𝑖 ∈ {1, 2}. Тодi 𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ
𝑄*

5
𝛼1...𝛼𝑚−12𝛼𝑚+1...

),

де 𝛼𝑗 (𝑗 < 𝑚) можна обчислити за формулами (4.6.9) i (4.6.10), а 𝛼𝑚+𝑗

— довiльнi цифри з {1; 2; 3}, належить множинi 𝐶5. Таким чином, кожна

точка множини 𝐸 є прообразом принаймнi однiєї точки множини 𝐶5.

Отже, 𝑓(𝐶5) = 𝐸, що й вимагалось довести.

Теорема 4.6.3. При вiдображеннi 𝑓 образом множини канторiвського

типу 𝐶[5;𝑉𝑛], де

𝑉𝑛 =

⎧⎨⎩ {0, 4}, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

{1, 3}, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

є множина канторiвського типу нульової мiри Лебега, фрактальна роз-

мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює

𝛼0 =
3

6 − log2 3
.
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Рис. 4.5. Цилiндри 3-го рангу

Рис. 4.6. Цилiндри 6-го рангу

Доведення. Здiйснимо перекодування чисел множини 𝐶[5;𝑉𝑛] засобами

вiсiмкового алфавiту 𝐴8 = {0, 1, . . . , 7} замiною трiйок послiдовних цифр

𝛼3𝑘−2𝛼3𝑘−1𝛼3𝑘: 031 → 0, 033 → 1, 011 → 2, 013 → 3, 431 → 4, 433 → 5,

411 → 6, 413 → 7. Це перекодування рiвносильне наступному перетворен-

ню виразу (4.1.1) функцiї 𝑓 :

𝑦 = 𝜌𝑎1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︀
𝜌𝑎𝑘(𝑔0𝑔

2
1)

𝑘−1
)︀

= Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...,

де 𝜌𝑖 = 𝛿𝛼3𝑘−2
+ 𝛿𝛼3𝑘−1

𝑔𝛼3𝑘−2
+ 𝛿𝛼3𝑘

𝑔𝛼3𝑘−2
𝑔𝛼3𝑘−1

, 𝛼3𝑘−2𝛼3𝑘−1𝛼3𝑘 → 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐴8, а

саме:

𝜌0 = 𝑔30 + 𝑔0𝑔1, 𝜌4 = 𝑔0 + 2𝑔1 + 𝑔30 + 𝑔0𝑔1,

𝜌1 = 𝑔30 + 𝑔20𝑔1, 𝜌5 = 𝑔0 + 2𝑔1 + 𝑔30 + 𝑔20𝑔1,

𝜌2 = 𝑔30, 𝜌6 = 𝑔0 + 2𝑔1 + 𝑔30,

𝜌3 = 𝑔30 + 𝑔0𝑔
2
1, 𝜌7 = 𝑔0 + 2𝑔1 + 𝑔30 + 𝑔0𝑔

2
1.

Очевидно, що 𝜌𝑖 < 𝜌𝑖+1, 𝑖 = 0, 7.

Якщо 𝑓(𝐶[5;𝑉𝑛]) = 𝐸, то легко довести, що

min𝐸 = Δ𝐺
(031) = Δ(0) =

𝜌0
1 − 𝑔0𝑔21

,
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max𝐸 = Δ𝐺
(413) = Δ(7) =

𝜌7
1 − 𝑔0𝑔21

.

Тодi дiаметр

𝑑(𝐸) = max𝐸 − min𝐸 =
𝜌7 − 𝜌0
1 − 𝑔0𝑔21

=
𝑔0 + 𝑔1 + 𝑔30

1 − 𝑔0𝑔21
= 𝐷.

Якщо 𝑥 ∈ 𝐶[5;𝑉𝑛], то

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝜌𝑎1(𝑥) + 𝑦1(𝑥) = 𝜌𝑎1(𝑥) + 𝑔0𝑔
2
1 ·𝐷,

де
𝑔0𝑔

2
1 · 𝜌0

1 − 𝑔0𝑔21
6 𝑦1 6

𝑔0𝑔
2
1 · 𝜌7

1 − 𝑔0𝑔21
.

Якщо

Δ𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝑥 = Δ𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑎𝑚+1𝑎𝑚+2
. . .}

— цилiндр рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚, що вiдповiдає перекодованому

зображенню, то

Δ𝑖 =

[︂
𝜌𝑖 + 𝑔0𝑔

2
1 ·

𝜌0
1 − 𝑔0𝑔21

; 𝜌𝑖 + 𝑔0𝑔
2
1 ·

𝜌7
1 − 𝑔0𝑔21

]︂
, 𝑖 = 0, 7;

Δ𝑐1...𝑐𝑚 =

[︂
𝐴𝑚 + (𝑔0𝑔

2
1)

𝑚 · 𝜌0
1 − 𝑔0𝑔21

;𝐴𝑚 + (𝑔0𝑔
2
1)

𝑚 · 𝜌7
1 − 𝑔0𝑔21

]︂
,

де 𝐴𝑚 = 𝜌𝑐1 + 𝜌𝑐2𝑔0𝑔
2
1 + . . . + 𝜌𝑐𝑚(𝑔0𝑔

2
1)

𝑚−1.

При цьому

𝑑(Δ𝑐1...𝑐𝑚) = (𝑔0𝑔
2
1)

𝑚 ·𝐷.

Цилiндри 1-го рангу мають однаковий дiаметр 𝑔0𝑔
2
1𝐷 i є подiбними мно-

жинi 𝐸 з коефiцiєнтом 𝑘1 = (𝑔0𝑔
2
1)

−1, причому цилiндричнi вiдрiзки Δ0,

Δ1, Δ2, Δ5, Δ6, Δ7 не перетинаються. Цилiндричнi вiдрiзки Δ3 i Δ4 пе-

рекриваються, але цилiндричнi вiдрiзки 2-го рангу, що належать спiльнiй

частинi, не перекриваються, причому: sup Δ41 < inf Δ36, inf Δ36 > inf Δ4,

sup Δ35 < inf Δ4, sup Δ41 < sup Δ3, inf Δ42 > sup Δ3. Тодi

𝐸 = 𝑄0 ∪𝑄1 ∪𝑄2 ∪𝑄5 ∪𝑄6 ∪𝑄7 ∪ [𝑄3 ∪𝑄4] =

= 𝑄0 ∪𝑄1 ∪𝑄2 ∪𝑄5 ∪𝑄6 ∪𝑄7∪
∪ (𝑄30 ∪𝑄31 ∪𝑄32 ∪𝑄35 ∪𝑄36 ∪𝑄37 ∪ [𝑄33 ∪𝑄34])∪
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∪ (𝑄40 ∪𝑄41 ∪𝑄42 ∪𝑄45 ∪𝑄46 ∪𝑄47 ∪ [𝑄43 ∪𝑄44]) = . . . ,

звiдки маємо наступну структуру 𝑁 -самоподiбної множини 𝐸:

1. 𝐸 =
∞⋃︀

𝑚=0

[︃ ⋃︀
3̸=𝑖̸=4

4⋃︀
𝑎𝑚=3

. . .
4⋃︀

𝑎2=3

4⋃︀
𝑎1=3

Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑚𝑖

]︃
,

2. 𝐸 𝑘𝑖∼ Δ𝑎1𝑎2...𝑎𝑚𝑖, 𝑘𝑖 = (𝑔0𝑔
2
1)

𝑚+1,

причому вiдстань мiж цилiндрами, що беруть участь в об’єднаннi, є дода-

тною.

Отже, рiвняння для визначення СП-розмiрностi має вигляд:

6 · 𝑘𝑥1 + 2 · 6 · 𝑘𝑥2 + 22 · 6 · 𝑘𝑥3 + . . . + 2𝑛−1 · 6 · 𝑘𝑥𝑛 + . . . = 1,

6 ·
(︂

3

43

)︂𝑥

+ 6 · 2 ·
(︂

3

43

)︂2𝑥

+ 6 · 22 ·
(︂

3

43

)︂3𝑥

+ . . . = 1.

Розв’язок рiвняння — це число 𝑥 = 𝛼0(𝐸) = 3
6−log2 3

≈ 2
3 , що є не ли-

ше 𝑁 -самоподiбною розмiрнiстю множини 𝐸, а й розмiрнiстю Гаусдорфа-

Безиковича.

Оскiльки 0 < 𝛼0 < 1, то мiра Лебега даної множини 𝐶[5;𝑉𝑛] дорiвню

нулю.

4.7. Розподiл значень функцiї 𝑓 при заданому розподiлi

аргументу

Нехай (𝜏𝑛) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi на-

бувають значення 0, 1, 2, 3, 4 з ймовiрностями 𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛, 𝑝2𝑛, 𝑝3𝑛, 𝑝4𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁

вiдповiдно, тобто

𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4,

𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛 + 𝑝2𝑛 + 𝑝3𝑛 + 𝑝4𝑛 = 1, ∀𝑛 ∈ 𝑁.

𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2𝜏3... — неперервна випадкова величина з незалежними п’ятiрко-

вими цифрами.

Розподiл випадкової величини 𝑋 добре вiдомий [50]. Його лебегiвську

структуру висвiтлює наступне твердження.
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Теорема 4.7.1. Випадкова величина 𝑋 має розподiл чистого лебегiв-

ського типу, причому:

1) чисто дискретний тодi i тiльки тодi, коли

𝑀 ≡
∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} > 0;

2) чисто абсолютно неперервний тодi i тiльки тодi, коли

𝐿 ≡
∞∑︁
𝑘=1

4∑︁
𝑖=0

(︂
1 − 𝑝𝑖𝑘

𝑞𝑖𝑘

)︂2

< ∞;

3) чисто сингулярно неперервний тодi i тiльки, коли 𝑀 = 0 i 𝐿 = ∞.

Теорема 4.7.2. Якщо 𝑋 = Δ5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

— неперервна випадкова вели-

чина, цифри (𝜏𝑛) п’ятiркового зображення якої є незалежними однаково

розподiленими випадковими величинами (𝑝𝑖𝑛 = 𝑝𝑖), то випадкова величи-

на 𝑌 = 𝑓(𝑋) має:

1) чисто дискретний розподiл, якщо 𝑝2 ̸= 0;

2) сингулярний розподiл канторiвського типу, якщо 𝑝2 = 0.

Доведення. 1. Очевидно, що для 𝑐𝑖 ̸= 2 (𝑖 = 1,𝑚)

𝑃{𝑌 = 𝑓
(︁

Δ5
𝑐1...𝑐𝑚−12(0)

)︁
} > 𝑃{𝑋 ∈ Δ5

𝑐1...𝑐𝑚−12
} = 𝑝2

𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑝𝑐𝑗 .

Але

∞∑︁
𝑚=1

∑︁
(𝑐1,...,𝑐𝑚−1)
2 ̸=𝑐𝑖∈𝐴5

(︃
𝑝2

𝑚−1∏︁
𝑗=1

𝑝𝑐𝑗

)︃
= 𝑝2 + 𝑝2(𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝3 + 𝑝4) + . . .+

+𝑝2(𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝3 + 𝑝4)
𝑛 + . . . =

𝑝2
1 − (𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝3 + 𝑝4)

= 1.

Тому для злiченної множини

𝐴 = {𝑦 : 𝑦 = 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚−12(0)

)}, 𝑐𝑖 ∈ 𝐴5 ∖ {2}, 𝑚 ∈ 𝑁

маємо 𝑃{𝑌 ∈ 𝐴} = 1, тобто 𝑌 має чисто дискретний розподiл.
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2. Якщо 𝑝2 = 0, то 𝑃{𝑋 ∈ Δ5
𝑐1...𝑐𝑚−12

} = 0. Разом з цим 𝑃{𝑋 = 𝑥} = 0

для будь- якого 𝑥 ∈ [0, 1] у силу неперервностi розподiлу випадкової вели-

чини 𝑋.

Враховуючи, що функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) континуальних рiвнiв не має (крiм

тих, що мiстять вiдрiзки), робимо висновок про неперервнiсть розподiлу

випадкової величини 𝑌 . Разом з цим вiн зосереджений на множинi нульової

мiри Лебега 𝐶 = 𝐶[5, {0, 1, 3, 4}]. Тому розподiл випадкової величини 𝑌 є

сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Теорема 4.7.3. Нехай 𝑋 = Δ5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

— неперервна випадкова вели-

чина, цифри (𝜏𝑛) п’ятiркового зображення якої є незалежними i мають

розподiли 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4, причому 𝑝3𝑛 = 0 = 𝑝4𝑛 для будь-якого

𝑛 ∈ 𝑁 . Тодi розподiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) є чисто дискретним,

якщо

𝐵 ≡
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︃
= 1,

i є нетривiальною сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв, коли

0 < 𝐵 < 1, причому:

1. сумiшшю дискретного i сингулярного, якщо

𝑊 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃(︂
1 − 4

3
𝑝′0𝑛

)︂2

+ (1 − 4𝑝′1𝑛)2

]︃
= ∞,

де

𝑝′0𝑛 =
𝑝0𝑛

𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛
i 𝑝′1𝑛 =

𝑝1𝑛
𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛

,

2. сумiшшю дискретного i абсолютно неперервного, якщо 𝑊 < ∞.

Доведення. Як вiдомо з теореми 4.5.1, множина рiвнiв функцiї 𝑓 , якi

мiстять вiдрiзки, є злiченною. Бiльше того, рiвень не може мiстити бiльше

двох вiдрiзкiв. Тому подiя

𝑃{𝑌 = 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2) = Δ𝐺

𝑐1...𝑐𝑚2(0)}

рiвносильна подiї

𝑋 ∈ Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2,
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якщо рiвень 𝑦0 = Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0) мiстить один вiдрiзок, або ж

𝑋 ∈ Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2

⋃︁
Δ5

𝑐′1...𝑐
′
𝑚2,

де 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2(0)) = 𝑓(Δ5

𝑐′1...𝑐
′
𝑚2(0)), якщо рiвень мiстить два вiдрiзки.

У першому випадку, у силу незалежностi цифр випадкової величини 𝑋,

маємо

𝑃{𝑌 = 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2(0))} = 𝑃{𝑋 ∈ Δ5

𝑐1...𝑐𝑚2} ≡

(︃
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑝𝑐𝑖𝑖

)︃
𝑝2,𝑚+1.

У другому випадку вважатимемо, що число 𝑦 = 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2(0)) має двi

”складовi” 𝑦 i 𝑦*, якi є формально рiзними числами.

Тому 𝑦 = 𝑓(Δ5
𝑐1...𝑐𝑚2(0)) є атомом розподiлу тодi i тiльки тодi, коли

𝑝𝑐𝑖𝑖 ̸= 0 ∀𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} i 𝑝2,𝑚+1 ̸= 0.

Оскiльки розподiл випадкової величини 𝑋 є неперервним, то
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} = 0 i жодна з точок 𝑦, 𝐺-зображення яких використовує лише

цифри 0 та 1, не є атомом розподiлу, а тому сумарна маса атомiв розподiлу

𝑌 обчислюється за формулою

𝐵 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝑝0𝑘 + 𝑝1𝑘)

]︃
=

∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︃
.

Остання сума є скiнченним числом, причому вона мiстить скiнченну

кiлькiсть доданкiв, якщо iснує 𝑝2𝑘 = 1 або 𝑝2𝑛 = 0, i нескiнченну — в

протилежному випадку.

Якщо 𝑝0𝑛 = 𝑝1𝑛 = 𝑝2𝑛 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , то 𝐵 = 1 i розподiл є чисто

атомарним (дискретним). Якщо 0 < 𝐵 < 1, то, враховуючи теорему Лебега

про структуру ймовiрнiсної мiри, робимо висновок, що розподiл 𝑌 , маючи

атоми, має i нетривiальну неперервну компоненту, а саме:

𝑃𝑌 (·) = 𝐵𝜇𝑑(·) + (1 −𝐵)𝜇𝑐(·),

де 𝜇𝑑 — чистo дискретна, 𝜇𝑐 — неперервна ймовiрнiснi мiри. Бiльше того,

𝜇𝑐 — це розподiл випадкової величини 𝜈 = Δ*
𝜈1...𝜈𝑛...

, де (𝜈𝑛) — послiдовнiсть
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незалежних випадкових величин, якi набувають значень 0 i 1 з ймовiрно-

стями

𝑝′0𝑛 =
𝑝0𝑛

𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛
i 𝑝′0𝑛 =

𝑝1𝑛
𝑝0𝑛 + 𝑝1𝑛

вiдповiдно. Тому згiдно з теоремою Джессена-Вiнтнера [50] розподiл 𝜈 є або

чисто сингулярним, або чисто абсолютно неперервним, причому абсолютно

неперервним, якщо 𝑊 < ∞ i сингулярним, якщо 𝑊 = ∞.

Обгрунтування останнього висновку можна провести аналогiчно до

того, як це зроблено у роботi [50] для 𝑄2-зображення, оскiльки 𝐺2-

зображення є аналiтичним самоподiбним як i 𝑄2-зображення (бiєкцiя мiж

цими зображеннями, яка зберiгає мiру Лебега i Гаусдорфа-Безиковича, лег-

ко встановлюється).

Наслiдок 4.7.1. Якщо 𝑝0𝑛 = 𝑝1𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то роз-

подiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) має чисто дискретний розподiл,

якщо 𝐵 = 1, i є сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв, якщо

0 < 𝐵 < 1.

Теорема 4.7.4. Нехай 𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛... — випадкова величина,

цифри (𝜏𝑛) 𝑄*
5-зображення якої є незалежними i мають розподiли

𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4, причому

∞∏︁
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} = 0. (4.7.11)

Розподiл випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) є:

1. чисто дискретним, якщо

∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︃
= 1;

2. нетривiальною сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв,

якщо

0 <
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︃
< 1,
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причому

𝐹𝑌 (𝑥) = 𝑐𝐹𝑑(𝑥) + (1 − 𝑐)𝐹𝑐(𝑥),

де 𝐹𝑑(𝑥) =
∑︀

Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0)=𝑥𝑖<𝑥

𝑐𝑗∈{0,1,3,4}

𝑝𝑥𝑖
, 𝑝𝑥𝑖

= 𝑃{𝑌 = Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0)};

3. сингулярним розподiлом канторiвського типу, якщо для будь-якого

натурального 𝑛 мають мiсце рiвностi 𝑝0𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0.

Доведення. Множина рiвнiв функцiї 𝑓 , якi мiстять вiдрiзки, є злiченною

i рiвень не може мiстити бiльше двох вiдрiзкiв (теорема 4.5.1). Отже, подiя

𝑃{𝑌 = 𝑓(Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚2) = Δ𝐺

𝑐1...𝑐𝑚2(0)}

рiвносильна подiї

𝑋 ∈ Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚2,

якщо рiвень 𝑦0 = Δ𝐺
𝑐1...𝑐𝑚2(0) мiстить один вiдрiзок, або ж

𝑋 ∈ Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚2

⋃︁
Δ

𝑄*
5

𝑐′1...𝑐
′
𝑚2,

де 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1...𝑐𝑚2(0)) = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐′1...𝑐
′
𝑚2(0)), якщо рiвень мiстить два вiдрiзки.

У силу незалежностi цифр випадкової величини 𝑋 у першому випадку

маємо

𝑃{𝑌 = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1...𝑐𝑚2(0))} = 𝑃{𝑋 ∈ Δ
𝑄*

5
𝑐1...𝑐𝑚2} ≡

(︃
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑝𝑐𝑖𝑖

)︃
𝑝2,𝑚+1.

У другому випадку вважатимемо, що число 𝑦 = 𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1...𝑐𝑚2(0)) має двi

”складовi” 𝑦 i 𝑦*, якi є формально рiзними числами.

𝑦 = 𝑓
(︁

Δ
𝑄*

5

𝑐1...𝑐𝑚2(0)

)︁
є атомом розподiлу функцiї 𝑓 , коли

𝑝𝑐𝑖𝑖 ̸= 0 ∀𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} i 𝑝2,𝑚+1 ̸= 0.

Сумарна маса атомiв розподiлу 𝑌 обчислюється за формулою

𝑆 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝑝0𝑘 + 𝑝1𝑘 + 𝑝3𝑘 + 𝑝4𝑘)

]︃
=

∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝑝2𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(1 − 𝑝2𝑘)

]︃
.
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Очевидно, що остання сума є скiнченним числом, причому вона мiстить

скiнченну кiлькiсть доданкiв, якщо iснує 𝑝2𝑘 = 1, i нескiнченну — в проти-

лежному випадку.

Якщо 𝑝0𝑛 = 𝑝1𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝3𝑛 = 𝑝4𝑛 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , то 𝑆 = 1 i розподiл є

чисто атомарний (дискретний). Якщо ж всi 𝑝𝑖𝑛 рiзнi i 𝑆 < 1, то враховую-

чи теорему Лебега про структуру ймовiрнiсної мiри, робимо висновок, що

розподiл 𝑌 , маючи атоми, має i нетривiальну неперервну компоненту.

Зауважимо, що 𝑆 ̸= 0, що є наслiдком неперервного розподiлу 𝑋.

Якщо 𝑝0𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0, то для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 спектром розподiлу

випадкової величини 𝑌 є множина канторiвського типу 𝐶4 = 𝐶[4; {1, 2}],

якщо 𝑝21𝑛 +𝑝23𝑛 ̸= 1 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , або її пiдмножина, якщо для деякого 𝑚

виконується рiвнiсть 𝑝21𝑚+𝑝23𝑚 = 1. Тому згiдно з теоремо 4.6.2 мiра Лебега

спектра розподiлу 𝑌 рiвна нулю.

Розподiл випадкової величини 𝑋 є неперервним, тобто

∞∏︁
𝑛=1

max
𝑘

{𝑝𝑘𝑛} = 𝑀 = 0 =
∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝1𝑛, 𝑝3𝑛}.

Тодi в силу бiєктивностi вiдображення 𝑓 : 𝐶3 → 𝐶4 розподiл 𝑌 атомiв не

має. Отже, вiн є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Теорема 4.7.5. Нехай 𝑋 = Δ
𝑄*

5
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛... — випадкова величина, цифри

(𝜏𝑛) 𝑄*
5-зображення якої є незалежними i мають розподiли 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} =

𝑝𝑖𝑛, 𝑖 = 0, 4. Якщо 𝑝2𝑛 = 𝑝3𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то розподiл

випадкової величини 𝑌 = 𝑓(𝑋) = Δ
𝐺*

2
𝜂1𝜂2...𝜂𝑛..., яка закодована засобами дво-

символьного алфавiту 𝐴2 = {0, 1} у системi з нульовою надлишковiстю,

цифри 𝜂1, 𝜂2, . . . , 𝜂𝑛, . . . зображення якої є незалежними, має чистий ле-

бегiвський тип, причому абсолютно неперервний — тодi i тiльки тодi,

коли

𝑊 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃(︂
1 − 4

3
𝑝0𝑛

)︂2

+ (1 − 4𝑝1𝑛)2

]︃
< ∞

i сингулярний, коли 𝑊 = ∞.

Доведення. Згiдно з лемою 4.6.1 випадкова величина 𝑌 набуває всiх
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значень з вiдрiзка [0; 3
4 ], майже всi точки якого (за виключенням злiченної

множини) мають єдине 𝐺*
2-зображення, причому:

𝑓(Δ
𝑄*

5
0 ) = Δ

𝐺*
2

0 =
[︀
0; 9

16

]︀
, 𝑓(Δ

𝑄*
5

1 ) = Δ
𝐺*

2
1 =

[︀
9
16 ; 3

4

]︀
,

𝑃𝑌 (Δ
𝐺*

2
0 ) = 𝑃𝑋(Δ

𝑄*
5

0 ) = 𝑝01, 𝑃𝑌 (Δ
𝐺*

2
1 ) = 𝑃𝑋(Δ

𝑄*
5

1 ) = 𝑝11.

Бiльше того,

𝑃𝑌 (𝑓(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖)) = 𝑃𝑋(Δ
𝑄*

5

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖) = 𝑝𝑖[𝑚+1].

𝐹 ′
𝑌 (𝑥) = lim

𝑛→∞

𝑃𝑌 (𝑓(Δ
𝑄*

5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛))

|𝑓(Δ
𝑄*

5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛)|

= lim
𝑛→∞

𝑛+1∏︁
𝑖=1

(︂
𝑝𝛼𝑖𝑖

|𝑔𝛼𝑖
|

)︂
=

= lim
𝑛→∞

𝑛+1∏︁
𝑖=1

(︃
𝑝𝛼𝑖𝑖

2−(−1)1−𝛼𝑖

4

)︃
=

∞∏︁
𝑖=1

(︂
4𝑝𝛼𝑖𝑖

2 − (−1)1−𝛼𝑖

)︂
.

Для збiжностi останнього нескiнченного добутку, необхiдно i достатньо,

щоб збiгався ряд
∞∑︀
𝑖=1

ln

(︂
4𝑝𝛼𝑖𝑖

2 − (−1)1−𝛼𝑖

)︂
.

Оскiльки кожна точка 𝑦 ∈ [0; 3
4 ] є образом єдиної точки 𝑥 ∈

𝐶[𝑄*
5, {0, 1}], де 𝑦 = 𝑓(𝑥), i бiльше того, цифри зображень 𝑥 та 𝑦 пере-

бувають у спiввiдношеннi

𝛼𝑖(𝑓(𝑥)) =

⎧⎨⎩ 0, якщо 𝛼𝑖(𝑥) = 0,

1, якщо 𝛼𝑖(𝑥) = 1,

то цифри 𝐺*
2-зображення випадкової величини 𝑌 є незалежними, як i ци-

фри 𝑋, причому

𝑃𝑌 {𝜂𝑛 = 0} = 𝑃𝑋{𝜏𝑛 = 0} = 𝑝0𝑛, 𝑃𝑌 {𝜂𝑛 = 1} = 𝑃𝑋{𝜏1 = 1} = 𝑝1𝑛.

𝐺*
2-зображення є самоподiбним зображенням як i 𝑄2-зображення чи-

сел. Мiж вказаними зображеннями легко встановлюється зв’язок (бiєкцiя,

яка переводить одне в iнше, зберiгає мiру Лебега i фрактальну розмiрнiсть
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Гаусдорфа-Безиковича). Це є основою для висновку: методи обґрунтуван-

ня чистоти розподiлу випадкової величини 𝑌 , ї ї критерiй абсолютної не-

перервностi (а отже, i сингулярностi) переносяться на дану ситуацiю. А

отже, з вiдомих результатiв [50] для 𝑄2-зображення отримується заключна

частина теореми.

Теорема 4.7.6. Якщо розподiл випадкової величини 𝑋 є неперервним

i для будь-якого натурального 𝑛 мають мiсце рiвностi⎧⎨⎩ 𝑝1𝑛 = 𝑝2𝑛 = 𝑝3𝑛 = 0, якщо 𝑛 = 1(𝑚𝑜𝑑 3),

𝑝0𝑛 = 𝑝4𝑛 = 0, якщо 𝑛 ̸= 1(𝑚𝑜𝑑 3),

то випадкова величина 𝑌 = 𝑓(𝑋) має сингулярний розподiл канторiв-

ського типу.

Доведення. Згiдно з теоремою 4.6.3 спектром випадкової величини 𝑌 ,

тобто множиною точок росту її функцiї розподiлу, є множина канторiв-

ського типу 𝐸 = 𝑓(𝐶[5;𝑉𝑛]) з нульовою мiрою Лебега. Оскiльки розподiл

випадкової величини 𝑋 неперервний, то
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖

{𝑝𝑖𝑘} = 0 i жодна з то-

чок 𝑦 не є атомом розподiлу, тому випадкова величина 𝑌 має сингулярний

розподiл канторiвського типу.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 4

У даному роздiлi ми розглянули одну сiм’ю неперервних немонотонних

сингулярних функцiй канторiвського типу, яка залежить вiд послiдовностi

параметрiв, використовуючи 𝑄*
5-зображення чисел 𝑥 ∈ [0, 1], яке є кодуван-

ням числа засобами скiнченного алфавiту𝐴 = {0, 1, 2, 3, 4} i узагальненням
п’ятiркового та 𝑄5-зображення дiйсних чисел.

Основними результатами цього роздiлу є доведення наступних фактiв,

що стосуються:

— варiацiї функцiї;

— симетричностi та автомодельностi графiка функцiї;

— iнтегральних властивостей, зокрема, обчислено iнтеграл Рiмана
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
2 ;

— масивностi множини рiвнiв функцiї;

— образiв множин канторiвського типу;

— лебегiвської структури розподiлу функцiї 𝑓(𝑋) при заданому роз-

подiлi випадкового аргументу.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [3a, 4a, 5a, 6a] i допо-

вiдались на конференцiях [13a, 14a, 15a, 16a, 17a, 18a].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Чимало фiзичних, економiчних, бiологiчних, психологiчних, соцiальних

та iнших процесiв протiкають край неоднорiдно в часi. I ця неоднорiднiсть

має рiзнi функцiональнi прояви, якi знаходять вiдображення в нелiнiйно-

стi, нестабiльностi, iррегулярностi локальних диференцiальних властиво-

стей тощо. Складовими математичної моделi таких процесiв є канторiвськi

функцiї — неперервнi функцiї з автомодельними властивостями i множи-

ною несталостi, що має нульову або додатну мiру Лебега. Це є одним з

аргументiв пiдвищеного iнтересу математикiв до таких функцiй. Їх загаль-

на теорiя мало розвинена, розвивається за рахунок теорiй окремих функцiй

та сiмей функцiй, залежних вiд скiнченної кiлькостi параметрiв.

Для зручностi аналiтичного задання таких функцiй та їх дослiдже-

ння останнiм часом все частiше використовують рiзнi системи кодуван-

ня (зображення) дiйсних чисел зi скiнченним та нескiнченним алфавiта-

ми. Це класичне 𝑠-кове зображення чисел i його узагальнення — 𝑄𝑠- та

𝑄*
𝑠-зображення. Саме останнi ми використовували для конструювання, мо-

делювання та дослiдження неперервних функцiй, якi мають складну ло-

кальну структуру, нескiнченнi множини рiзних особливостей та фрактальнi

властивостi.

В дисертацiйнiй роботi отриманi такi результати:

— побудовано континуальний клас неперервних функцiй, залежних

вiд скiнченного набору параметрiв, зi складною локальною пове-

дiнкою: сингулярних монотонних, сингулярних немонотонних, нiде

не монотонних;

— для даного класу функцiй вивчено структурнi властивостi, описано

множини особливостей (максимумiв-мiнiмумiв), масивнiсть множин

рiвнiв тощо;
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— за допомогою 𝑄*
𝑠-зображення дiйсних чисел сконструйовано

нескiнченно-параметричну сiм’ю неперервних функцiй з неоднорi-

дними локальними властивостями, якi в залежностi вiд набору па-

раметрiв є строго монотонними, але в переважнiй бiльшостi сингу-

лярними, немонотонними сингулярними функцiями канторiвського

типу або нiде не монотонними;

— вивчено варiацiйнi i функцiональнi, диференцiальнi й iнтегральнi,

автомодельнi i фрактальнi властивостi, а також властивостi множин

рiвнiв даної сiм’ї функцiй;

— описано властивостi множин, що є образами множин канторiвського

типу при вiдображеннi 𝑓 ;

— дослiджено лебегiвську структуру (вмiст дискретної, абсолютно не-

перервної та сингулярної компонент) розподiлу випадкової вели-

чини 𝑌 = 𝑓(𝑋) для немонотонної сингулярної функцiї канторiв-

ського типу 𝑓 , означеної в термiнах 𝑄*
5-зображення чисел i нескiн-

ченної послiдовностi параметрiв, та випадкової величини 𝑋, цифри

𝑄*
5-зображення якої є незалежними випадковими величинами.

Вказанi пiдходи, прийоми та методи можуть бути ефективно викори-

станi при дослiдженнi нових класiв неперервних сингулярних функцiй кан-

торiвського типу та узагальненнi вiдомостей про функцiї зi складною ло-

кальною будовою, а також при розв’язаннi iнших задач теорiї неперервних

функцiй дiйсної змiнної та теорiї розподiлiв випадкових величин.

Залишилось нез’ясованим питання: чи iснують неперервнi функцiї

з автомодельними графiками, для яких розподiл випадкової величини

𝑌 = 𝑓(𝑋) є нетривiальною сумiшшю дискретного, абсолютно неперервного

та сингулярного розподiлiв.
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[126] Sierpiński W. Arytmetyczny przyk lad funkcji cia̧g lej nieróżniczkowalnej.
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