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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Теорiя зображень бере свiй початок вiд
робiт Фробенiуса i Бернсайда про зображення скiнченних груп та їх
застосування. Надалi, завдяки роботам Е.Нетер, Р.Брауера, I.Шура та
iнших математикiв, вона перетворилася на теорiю зображень алгебр,
хоча спецiальний розгляд групових алгебр продовжував вiдiгравати
iстотну роль. Спочатку розглядалися переважно напiвпростi алгебри,
прикладами яких є груповi алгебри скiнченних груп над полем
комплексних або дiйсних чисел. Але поступово центральний iнтерес
перемiстився на ненапiвпростi алгебри, зокрема на модулярнi
зображення груп. У становленнi теорiї зображень ненапiвпростих
алгебр вирiшальну роль вiдiграли роботи Р.Брауера, Т.Накаями,
I. Райнера, Джанса, а пiзнiше М.Ауслендера, Тачiкави, П. Габрiеля,
К.Рiнгеля та iнших. Важливий внесок у розвиток цiєї теорiї зробили
й українськi математики, такi як С.Д. Берман, П.М. Гудiвок,
А.В. Ройтер, С.А. Кругляк, Ю.А. Дрозд, С.А. Овсiєнко.

Досить скоро стало зрозумiлим, що при вивченнi зображень
ненапiвпростих алгебр виникають зовсiм новi проблеми, якi часто
ведуть до дуже складних задач. Перш за все, на вiдмiну вiд
напiвпростого випадку, тут може бути нескiнченно багато нерозкладних
зображень. У зв’язку з цим Брауер i Тролл висунули двi гiпотези, якi
пiзнiше були доведенi у роботах Ройтера1, Батiсти2, Бонгартца3 :

(1) якщо алгебра має нескiнченно багато нерозкладних зображень, то
їх розмiрностi необмеженi;

(2) якщо поле нескiнченне i алгебра має нескiнченно багато
нерозкладних зображень, то iснує безлiч розмiрностей, у кожнiй з
яких є нескiнченно багато нерозкладних зображень.

Алгебри, якi мають скiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень,
називаються зображувально скiнченними, а тi, якi мають нескiнченну
кiлькiсть нерозкладних зображень — зображувально нескiнченними.

1Ройтер А.В. Неограниченность размерностей неразложимых представлений
алгебры, имеющей бесконечно много неразложимых представлений / А.В. Ройтер
// Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1968. – 32, № 6. – С. 1275–1282.

2Bautista R. On algebras of strongly unbounded representation type / R. Bautista //
Comment. Math. Helv. – 1985. – 60. – P. 392–399.

3Bongartz K. Indecomposable modules are standard / K. Bongartz // Comment.
Math. Helv. – 1985. – 60. – P. 400–410.
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Надалi виявилось, що зображувально нескiнченнi алгебри теж
дiляться на два типи:

(1) ручнi алгебри, для яких нерозкладнi зображення фiксованої
розмiрностi утворюють скiнченну кiлькiсть однопараметричних
сiмей;

(2) дикi алгебри, класифiкацiя зображень яких мiстить у собi
класифiкацiю довiльних наборiв матриць з точнiстю до
спряження.

Очевидно, у другому випадку годi сподiватися на повну класифiкацiю
— тут необхiднi iстотно iншi пiдходи до вивчення зображень. Донован
i Фрайслiх4 висунули гiпотезу, що кожна алгебра є або ручною, або
дикою. Пiзнiше цю гiпотезу довiв Ю.А. Дрозд5.

На теперiшнiй час не iснує загального критерiю, який би давав змогу
виявити для кожної алгебри, до якого з трьох типiв (зображувально
скiнченний, ручний чи дикий) вона вiдноситься. Тому значна кiлькiсть
робiт присвячена конкретним класам алгебр. Серед них найбiльш
вивченими є наступнi.

(1) Алгебри шляхiв сагайдакiв (орiєнтованих графiв). Для них
задача про зображувальний тип вирiшена в роботах Габрiеля6,
Назарової7, Донована i Фрайслiх8.

(2) Алгебри, у яких квадрат радикалу нульовий (роботи Габрiеля та
Кругляка9).

(3) Лагiднi та скручено-лагiднi алгебри (вони завжди є або
зображувально скiнченними, або ручними10).

4Donovan P. Some evidence for an extension of the Brauer–Thrall conjecture /
P. Donovan, M.R. Freislich // Sonderforschungsbereich Teor. Math. (Bonn). – 1972.
– 40. – P. 24–26.

5Дрозд Ю.А. Ручные и дикие матричные задачи / Ю.А. Дрозд // Представ-
ления и квадратичные формы. Труды Мат. ин-та АН УССР. – 1979. – С. 39–74.

6Gabriel P. Unzerlegbare Darstellungen / P. Gabriel // Manuscripta Math. – 1972. –
6, № 1. – P. 71–103.

7Назарова Л.А. Представления колчанов бесконечного типа / Л.А. Назарова //
Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1973. – 37, № 4. – С. 752–791.

8Donovan P. The representation theory of finite graphs and associated algebras /
P. Donovan, M.R. Freislich // Carleton Math. Lecture Notes. – 1973. – №5. – P. 3–86.

9Кругляк C.А. Представления алгебр, квадрат радикала которых равен нулю /
C.А. Кругляк // Записки науч. семин. ЛОМИ. – 1972. – 28. – С. 60–68.

10Bekkert V. Indecomposables in derived categories of skewed-gentle algebras / V. Bek-
kert, E.N. Marcos and H. Merklen. // Comm. Algebra. – 2003. – 31. – P. 2615–2654.
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Отже, знаходження нових класiв алгебр, для яких можна
визначити зображувальний тип, є актуальною задачею сучасної теорiї
зображень. До цього напрямку належить i дана дисертацiя. Клас
алгебр, який у нiй розглядається, виник за аналогiєю з деякими
роботами з теорiї зображень над кiльцями дискретної оцiнки. Саме
Ю.А. Дрозд11 розглянув один клас кiлець, для яких задача опису
всiх скiнченнопороджених модулiв є ручною. Надалi, за аналогiєю з
комутативними кiльцями геометричного походження, цi кiльця були
названi нодальними алгебрами. Виявилось також, що цi алгебри мають
й iншi важливi властивостi. Наприклад, вони є не просто ручними, а
похiдно ручними, тобто мають ручну похiдну категорiю. Зауважимо, що
алгебри, визначенi в цiй роботi, за означенням є нескiнченновимiрними.
Природно виникло питання про їх скiнченновимiрнi аналоги, означення
яких можна дати дослiвно так само. Вже простi приклади показали,
що нодальнi скiнченновимiрнi алгебри можуть бути як ручними, так
i дикими. Тому задача про зображувальний тип скiнченновимiрних
нодальних алгебр є природною й цiкавою з точки зору теорiї зображень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконувалася в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi
алгебри згiдно iз загальним планом дослiджень в рамках науково-
дослiдної теми “Теорiя зображень та її застосування в алгебрi, геометрiї
та топологiї” (номер державної реєстрацiї 0111U002096).

Метою дослiдження є вивчення будови нодальних алгебр та опис їх
зображувальних типiв.

Об’єктом дослiдження є нодальнi алгебри.
Предмет дослiдження — будова нодальних алгебр, опис зображень

таких алгебр над алгебраїчно замкненим полем.
Завдання дослiдження:

• дослiдити будову нодальних алгебр над довiльним полем та
перенести цi результати на випадок алгебраїчно замкненого поля;

• встановити зв’язок нодальних алгебр з iншими класами алгебр,
зокрема iз лагiдними та скручено-лагiдними;

• описати зображувальнi типи нодальних алгебр над алгебраїчно
замкненим полем.

11ДроздЮ.А. Конечные модули над чисто нетеровыми алгебрами /Ю.А. Дрозд
// Труды Мат. ин-та АН УССР. – 1990. – 183. – С. 56–68.
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Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають
у наступному:

• визначено новий клас скiнченновимiрних алгебр — нодальнi
алгебри; встановлено, що властивiсть нодальностi є iнварiантною
вiдносно Морiта-еквiвалентностi;

• описано будову нодальних алгебр; встановлено, що базова
нодальна алгебра отримується зi спадкової операцiями
склеювання компонентiв, роздуття компоненти, обмеження
компоненти та розширення компоненти, якi визначенi в
роздiлi 2; у випадку алгебр над алгебраїчно замкненим
полем застосовуються лише операцiї склеювання та роздуття
компонентiв;

• встановлено, що кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є
нодальною й визначено, якi нодальнi алгебри є лагiдними або
скручено-лагiдними;

• видiлено спецiальний клас склеювання компонентiв — неiстотнi
склеювання — i встановлено, що неiстотнi склеювання не
впливають на зображувальний тип алгебри;

• встановлено зображувальнi типи нодальних алгебр над
алгебраїчно замкненим полем, якi отримуються операцiями
склеювання та роздуття компонентiв зi спадкових алгебр
Динкiнського типу A−D− E або Евклiдового типу Ã− D̃− Ẽ.

Практичне значення одержаних результатiв.
Дисертацiйна робота носить теоретичний характер. Результати

роботи, а також методика їх отримання можуть бути використанi при
подальших дослiдженнях зi структурної теорiї та теорiї зображень
скiнченновимiрних алгебр, а також у сумiжних галузях сучасної
алгебри.

Методи дослiдження.
У роботi використовуються методи лiнiйної алгебри та теорiї

зображень.
Особистий внесок здобувача.
Всi науковi результати, якi виносяться на захист, отриманi

автором особисто. Постановка задач, вибiр методiв дослiдження, аналiз
результатiв та загальна координацiя роботи належать науковому



– 5 –

керiвнику. У спiльних з науковим керiвником публiкацiях за темою
дисертацiї внески спiвавторiв є рiвними.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Основнi результати дисертацiї доповiдалися та обговорювалися на:

- Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд
дня народження С.М. Чернiкова (Київ, 20–26 серпня 2012 р.);

- 9-iй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв, 8–13
липня 2013 р.);

- Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд
дня народження Л.А. Калужнiна (Київ, 7–12 липня 2014 р.);

- Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3–6 червня
2015 р.);

- X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй
70-рiччю Ю.А. Дрозда (Одеса, 20–27 серпня 2015 р.);

- засiданнях Алгебраїчного семiнару Iнституту математики НАН
України.

Публiкацiї.
Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 5-х статтях

[1–5] у фахових виданнях та тезах доповiдей 5-х мiжнародних наукових
конференцiй [6–10].

Структура й об’єм дисертацiї.
Дисертацiйна робота складається зi вступу, 5-и роздiлiв, висновкiв

та списку використаних джерел, що налiчує 41 найменування. Повний
обсяг роботи складає 121 сторiнку друкованого тексту.

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керiвнику Юрiю
Анатолiйовичу Дрозду за постановку задач та постiйну увагу i
пiдтримку в роботi.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї,
сформульовано мету та завдання дослiдження, коротко викладено змiст
основної частини роботи та наукову новизну одержаних результатiв.

В першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури
за її темою, сформульовано основнi поняття i твердження, якi
використовуються в дисертацiї.
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У другому роздiлi дисертацiї вивчається будова нодальних алгебр
над довiльним полем i, як наслiдок, над алгебраїчно замкненим.
Описується конструкцiя, якою нодальнi алгебри отримуються зi
спадкових.

В пiдроздiлi 2.1 наводиться означення нодальної алгебри i
доводиться, що властивiсть нодальностi є iнварiантною вiдносно
Морiта-еквiвалентностi.

Ми фiксуємо деяке поле k i розглядаємо скiнченновимiрнi k-алгебри.
Алгебра A називається нодальною, якщо iснує спадкова алгебра H з

radH = J , H ⊃ A ⊃ J i така, що

1) rad A = J ;

2) lengthA(H ⊗A U) 6 2 для кожного простого лiвого A-модуля U .

Будемо казати, що нодальна алгебра A пов’язана зi спадковою алгеброю
H.

Умову 2) означення нодальної алгебри можна замiнити на
еквiвалентну симетричну:

lengthA(V ⊗A H) 6 2 для кожного простого правого A-модуля V .

Твердження 2.1. Якщо алгебра A′ Морiта-еквiвалентна нодальнiй
алгебрi A, яка пов’язана зi спадковою алгеброю H, то A′ є
нодальною алгеброю, пов’язаною зi спадковою алгеброю H ′, яка Морiта-
еквiвалентна H.

Дане твердження дозволяє розглядати лише базовi нодальнi алгебри
A, тобто такi, що A/ radA є прямим добутком тiл.

В пiдроздiлi 2.2 вивчається будова нодальних алгебр над довiльним
полем.

Тут ми розглядаємо лише алгебри сепарабального типу. Це означає,
що фактор-алгебра за радикалом є сепарабельною. Вiдомо, що спадкова
алгебра H над досконалим полем задається парою (H̄, V ), де H̄ —
напiвпроста алгебра, а V — H̄-бiмодуль. Якщо алгебра H̄ є базовою,
то H̄ = H̄1 × . . . × H̄s, де H̄i — тiла. V =

⊕
Vij , де Vij — це H̄i-H̄j-

бiмодуль.
Вкажемо конструкцiю, яка дає всi базовi нодальнi алгебри

сепарабельного типу. Назвемо нодальними даними набiр, який
складається з:

(1) пари (H̄, V ), де H̄ — базова напiвпроста алгебра (H̄ =
∏
i∈I

H̄i, H̄i —

тiла), V — деякий H̄-бiмодуль;
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(2) бiнарного симетричного вiдношення ∼ на компонентах H̄ (або на їх
номерах) такого, що для кожного i ∈ I iснує не бiльше одного j ∈ I
такого, що i ∼ j, причому якщо i ∼ j, то H̄i = H̄j ;

(3) пiдмножини J ⊂ I такої, що якщо i ∈ J , то i � j для всiх j, i для
кожного i ∈ J задано

a) або пiдтiло Āi ⊂ H̄i так, що (H̄i : Āi) = 2,
b) або розширення Āi ⊃ H̄i так, що (Āi : H̄i) = 2.

У випадку a) будемо писати i ∈ J−, а у випадку b) — i ∈ J+.
Очевидно, що J = J− ∪ J+.
У випадку b) ми розглядатимемо Āi як векторний простiр над
H̄i. Тодi вiдображення x 7→ xa, де a, x ∈ Āi, ототожнює елемент
a ∈ Āi з лiнiйним оператором у H̄i-векторному просторi Āi, тобто
з матрицею iз Mat(2, H̄i). Отже, в цьому випадку ми можемо
ототожнити Āi з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i).

За даними пунктiв (1)-(3) будується базова нодальна алгебра
A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) в такий спосiб:

• Розглядаємо спадкову алгебру H типу (H̄, V ) з кратностями

mi =

{
2, якщо i ∼ i, або i ∈ J+,

1 — в iншому випадку.

• У фактор-алгебрi H/ rad H =
s∏

j=1

Mat(mj , H̄j) розглядаємо

пiдалгебру Ā, яка складається з таких наборiв (a1, . . . , as), що:

1) aj = ak, якщо j ∼ k i k 6= j; в цьому випадку будемо говорити,
що A отримується з H склеюванням компонентiв H̄j i H̄k;

2) aj є дiагональною матрицею, якщо j ∼ j; в цьому випадку
будемо говорити, що A отримується з H роздуттям
компоненти H̄j ;

3) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J−; в цьому випадку будемо казати, що A
отримується з H обмеженням компоненти H̄i;

4) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J+ (ми застосовуємо ототожнення Āi

з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i)); тут ми будемо казати, що A
отримується з H розширенням компоненти H̄i.
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• Розглядаємо пiдалгебру A = A(H̄, V,∼, J+, Ji, Āi) ⊂ H, яка є
прообразом пiдалгебри Ā ⊂ H̄. За побудовою ця алгебра є базовою.

Теорема 2.1. Алгебра A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) є нодальною, i кожна
базова нодальна алгебра сепарабельного типу iзоморфна A(H̄, V,∼, J+,
J−, Āi) для деяких нодальних даних.

В пiдроздiлi 2.3 розглядається випадок будови нодальних алгебр над
алгебраїчно замкненим полем.

При побудовi нодальних алгебр над алгебраїчно замкненим
полем застосовуються лише операцiї склеювання i роздуття простих
компонентiв алгебри.

Нехай B — базова алгебра, B̄ = B/ rad B =
⊕

i B̄i, де B̄i ' k — простi
B-модулi. Виберемо попарно рiзнi iндекси i1, i2, . . . , ir+s та j1, j2, . . . , jr

з {1, 2, . . . , m}. Побудуємо рекурсивно алгебри A0, A1, . . . , Ar+s:

A0 = B;

для 1 ≤ k ≤ r алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом склеювання
компонентiв B̄ik

and B̄jk
;

для r < k ≤ r+s алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом роздуття
компоненти B̄ik

.

В цьому випадку ми кажемо, що алгебра A = Ar+s одержується з
B за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i роздуттiв,
що визначається послiдовнiстю iндексiв (i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr).
Зауважимо, що порядок цих склеювань i роздуттiв не впливає на
результуючу алгебру A.

Справедлива наступна теорема:
Теорема 2.2. Базова алгебра A є нодальною тодi i тiльки тодi,

коли вона iзоморфна алгебрi, яка одержується з базової спадкової
алгебри H за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i
роздуттiв простих компонентiв.

Оскiльки кожна базова спадкова алгебра над алгебраїчно замкненим
полем iзоморфна алгебрi шляхiв деякого сагайдака Q без орiєнтованих
циклiв, то з теореми 2.2 випливає, що базова нодальна алгебра A
iзоморфна алгебрi, яка отримується iз базової спадкової алгебри H
з сагайдаком Q за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i
роздуттiв вершин цього сагайдака.

Отже, визначивши сагайдак Q i послiдовнiсть його вершин
(i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr), можна визначити базову нодальну алгебру.
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Насправдi, можна легко описати отриману алгебру A за допомогою її
сагайдака i спiввiдношень. А саме, ми повиннi дiяти наступним чином:

1. Для кожного 1 ≤ k ≤ r

(a) ми склеюємо вершини ik та jk, при цьому зберiгаючи всi
стрiлки, якi починаються або закiнчуються в цих вершинах;

(b) якщо стрiлка α починається у вершинi ik (або jk), а стрiлка β
закiнчується у вершинi jk (вiдповiдно ik), то ми накладаємо
спiввiдношення αβ = 0.

2. Для кожного r < k ≤ r + s

(a) ми замiнюємо кожну вершину ik двома вершинами i′k та i′′k ;

(b) ми замiнюємо кожну стрiлку α : j → ik двома стрiлками
α′ : j → i′k та α′′ : j → i′′k ;

(c) ми замiнюємо кожну стрiлку β : ik → j двома стрiлками
β′ : i′k → j та β′′ : i′′k → j;

(d) якщо стрiлка β починається у вершинi ik, а стрiлка α
закiнчується в цiй вершинi, ми накладаємо спiввiдношення
β′α′ = β′′α′′.

Будемо казати, що A є нодальна алгебра типу Q.
Щоб визначити нодальну алгебру, яка не обов’язково є базовою, ми

також повиннi прописати кратностi li для кожної вершини i так, що
lik

= ljk
для 1 ≤ k ≤ r.

В пiдроздiлi 2.4 встановлено зв’язок мiж нодальними та скручено-
лагiдними алгебрами.

Нагадаємо, що алгебра A називається лагiдною, якщо вона Морiта-
еквiвалентна фактор-алгебрi kQ/〈R〉, де пара (Q,R) є лагiдною (через
〈R〉 ми позначаємо iдеал алгебри kQ, породжений всiма елементами
λi ∈ R).

Пара (Q,R) називається лагiдною, якщо виконуються наступнi
умови:

1) для кожної вершини i ∈ Q, iснує не бiльше двох стрiлок, якi
починаються в i та не бiльше двох стрiлок, якi закiнчуються в i;

2) усi спiввiдношення в R мають вигляд αβ для деяких стрiлок α, β;
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3) якщо iснують двi стрiлки α1, α2, якi починаються в i, то для кожної
стрiлки β, яка закiнчується в i, або α1β ∈ R, або α2β ∈ R, але не
одночасно;

4) якщо iснують двi стрiлки β1, β2, якi закiнчуються в i, то для кожної
стрiлки α, яка починається в i, або αβ1 ∈ R, або αβ2 ∈ R, але не
одночасно.

Базова алгебра A називається скручено-лагiдною, якщо вона
отримується з лагiдної алгебри B шляхом роздуття деяких вершин її
сагайдака, в якi не бiльше однiєї стрiлки α входить i не бiльше однiєї
стрiлки β виходить, причому, якщо обидвi стрiлки присутнi, то βα /∈ R.

Наступнi двi теореми встановлюють зв’язок мiж нодальними та
скручено-лагiдними алгебрами.

Теорема 2.3. Нодальна алгебра A є скручено-лагiдною тодi i тiльки
тодi, коли вона одержується з прямого добутку спадкових алгебр
типу A або Ã за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i
роздуттiв, що визначається послiдовнiстю вершин таких, що для
кожної з них iснує не бiльше однiєї стрiлки, яка починається, i
не бiльше однiєї стрiлки, яка закiнчується в цiй вершинi. Причому,
алгебра A є лагiдною тодi i тiльки тодi, коли вона одержується з
використанням лише склеювань.

Теорема 2.4. Кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра
є нодальною, причому сагайдак вiдповiдної спадкової алгебри є
незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A та Ã (тобто лiнiйок та
циклiв).

В третьому роздiлi дисертацiйної роботи розглядаються нодальнi
алгебри типу A та описуються їх зображувальнi типи.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто спецiальний клас склеювань —
неiстотнi склеювання — й встановлено, що вони зберiгають
зображувальний тип алгебри.

Означення 3.1. Нехай базова алгебра B задається сагайдаком Q зi
спiввiдношеннями i алгебра A отримується з B склеюванням вершин i
та j сагайдака Q таких, що не iснує стрiлок, якi входять у вершину i та
стрiлок, якi виходять з вершини j. Будемо казати, що таке склеювання
є неiстотним.

Тоерема 3.1. За умов означення 3.1, iснує еквiвалентнiсть мiж
категорiями B-mod/〈B̄i, B̄j〉 i A-mod/〈Āij〉, де C/〈M〉 позначає фактор-
категорiю вiд C за модулем iдеалу морфiзмiв, якi пропускаються через
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пряму суму об’єктiв з множини M. (Тут B̄i, B̄j — простi B-модулi,
якi вiдповiдають вершинам сагайдака i та j вiдповiдно, Āij — простий
A-модуль, який вiдповiдає вершинi, що утворилася пiсля склеювання i
та j).

У пiдроздiлi 3.2 наведенi основнi означення та теореми, якi
стосуються виключних алгебр. Такi алгебри належать до нодальних
типу A.

Означення 3.2. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi спадковою
алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу A або сагайдак
Евклiда типу Ã, називається нодальною алгеброю типу A.

Тобто, нодальнi алгебри типу A отримуються за допомогою операцiй
склеювання i роздуття iз сагайдакiв типу A або Ã. Нагадаємо, що
до сагайдакiв типу A або Ã належать наступнi графи з довiльною
орiєнтацiєю ребер:

An : 1 2 3 4 · · · n (n ≥ 1),

Ãn : 1 2 · · · n (n + 1) (n ≥ 0).

Iз теореми 2.3 випливає, що лагiднi i скручено-лагiднi алгебри
належать до нодальних алгебр типу A. Добре вiдомо, що вони є
ручними. Iснує ще два класи алгебр, якi є нодальними типу A i
зображувальний тип яких може бути скiнченним, ручним або диким.
Це є виключнi i супер-виключнi алгебри.

Означення 3.3. Нехай H — базова спадкова алгебра з сагайдаком
Q типу A.

1. Назвемо пару вершин (i, j) сагайдака Q виключною, якщо вони
мiстяться в повному пiдсагайдаку вигляду

· β // i· ·α1oo α2 . . . ·αn−1 j·
αnoo ·γoo (1)

або

· i·
βoo α1 // · α2 . . . ·αn−1 αn // j·

γ // · , (2)

де орiєнтацiя стрiлок α2, . . . , αn−1 є довiльною. Якщо n = 1, то
α1 = αn : j → i у випадку (1) i α1 = αn : i → j у випадку (2).



– 12 –

2. Будемо називати склеювання виключної пари вершин виключною
склейкою.

3. Нодальна алгебра називається виключною, якщо вона
отримується зi спадкової алгебри типу A за допомогою деякої
послiдосностi склеювань, що складаються з однiєї виключної
склейки i, можливо, кiлькох неiстотних склеювань.

Зауважимо, що в результатi такої склейки вершин i та j алгебрi A
буде вiдповiдати сагайдак зi спiввiдношеннями

·
α1

ÁÁ<
<<

<<
<<

< · αnα1 = αnβ = 0

· βm . . . ·β1 β // (ij)·

αn

@@££££££££
·γoo γ1 . . . ·γl

(3)

у випадку (1) або

· ·
αn

¡¡££
££

££
££

α1αn = βαn = 0

· βm . . . ·β1 (ij)·
βoo

α1

^^<<<<<<<<
γ // · γ1 . . . ·γl

(4)

у випадку (2). Пунктирна лiнiя мiстить стрiлки α2, . . . , αn−1; якщо
n = 1, то маємо петлю α у вершинi (ij) зi спiввiдношеннями α2 = 0
i, вiдповiдно, αβ = 0 або βα = 0. Будемо казати, що A — (n,m, l)-
виключна алгебра.

В наступнiй теоремi ми визначаємо зображувальнi типи таких
алгебр.

Теорема 3.2. (n,m,l)-виключна алгебра є

(1) скiнченно-зображувальною у випадках:

(a) m = l = 0,

(b) l = 0, m = 1, n ≤ 3,

(c) l = 0, 2 ≤ m ≤ 3, n = 1,

(d) m = 0, l = 1, n ≤ 2;
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(2) ручною у випадках:

(a) l = 0, m = 1, n = 4,

(b) l = 0, m = 2, n = 2,

(c) l = 0, m = 4, n = 1,

(d) m = 0, l = 1, n = 3;

(3) дикою в усiх iнших випадках.

Означення 3.4. Нодальна алгебра називається супер-виключною,
якщо вона отримується з алгебри вигляду (3) або (4) при n = 3
за допомогою склеювання кiнцiв стрiлки α2 у випадку, коли таке
склеювання не є неiстотним, i, можливо, кiлькох неiстотних склеювань.

Наступне твердження дає вiдповiдь на питання про зображувальнi
типи супер-виключних алгебр.

Твердження 3.1. Супер-виключна алгебра є

(1) скiнченно-зображувальною, якщо m = l = 0,

(2) ручною, якщо m + l = 1,

(3) дикою, якщо m + l > 1.

У пiдроздiлi 3.3 дано повний опис зображувальних типiв нодальних
алгебр типу A.

Означення 3.5. 1) Будемо називати алгебру A квазi-лагiдною,
якщо вона отримується з лагiдної або скручено-лагiдної алгебри за
допомогою допустимої послiдовностi неiстотних склеювань.

2) Будемо називати алгебру A хорошою виключною (хорошою супер-
виключною), якщо вона є виключною (вiдповiдно, супер-виключною) i
не дикою.

Теорема 3.3. Неспадкова нодальна алгебра типу A є скiнченно-
зображувальною або ручною тодi i тiльки тодi, коли вона або квазi-
лагiдна, або хороша виключна, або хороша супер-виключна. В iнших
випадках вона є дикою.

В четвертому роздiлi розглядаються нодальнi алгебри типу D та
визначаються їх зображувальнi типи.

У пiдроздiлi 4.1 приводяться основнi означення та теореми, якi
стосуються нодальних алгебр типу D. Очевидно, що такi алгебри
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отримуються допустимою послiдовнiстю склеювань та роздуттiв зi
спадкової алгебри з сагайдаком типу D або D̃:

1
NNNNNN

Dn+3 : 3 4 . . . (n + 3)

2

pppppp

1
MMMMMM 1′

llllll

D̃n+3 : 3 4 . . . (n + 2)

2

qqqqqq
2′

RRRRRR

з довiльною орiєнтацiєю ребер.
Означення 4.1. Назвемо нодальну алгебру A нодальною алгеброю

типу D, якщо у вiдповiдних нодальних даних сагайдак Q має тип
D або D̃, причому або одна з вершин 1, 2 бере участь у склеюваннi,
або застосовується роздуття вершини 3. У випадку сагайдака типу D̃
ми, крiм того, вважаємо, що або одна з вершин 1′, 2′ бере участь у
склеюваннi, або застосовується роздуття вершини (n + 2).

Якщо цi умови не виконуються, то нодальна алгебра може бути
одержана iз сагайдака типу A.

В теоремах 4.1− 4.3 дається класифiкацiя нодальних алгебр типу D
за їх зображувальними типами.

Пiдроздiл 4.2 присвячений доведенню теорем 4.1− 4.3.

У п’ятому роздiлi розглядаються нодальнi алгебри типу E та
визначаються їх зображувальнi типи.

У пiдроздiлi 5.1 приводяться основнi означення та формулюються
теореми, якi стосуються нодальних алгебр типу E.

Означення 5.1. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi спадковою
алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу E або сагайдак
Евклiда типу Ẽ, зветься нодальною алгеброю типу E.

Нагадаємо, що до сагайдакiв типу E або Ẽ належать наступнi графи
з довiльною орiєнтацiєю ребер:

4

E6 : 1 2 3 5 6
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4

E7 : 1 2 3 5 6 7

4

E8 : 1 2 3 5 6 7 8

6′

4

Ẽ6 : 1 2 3 5 6

4

Ẽ7 : 7′ 1 2 3 5 6 7

4

Ẽ8 : 1 2 3 5 6 7 8 8′

В теоремах 5.1− 5.3 дається класифiкацiя нодальних алгебр типу E
за їх зображувальними типами.

Пiдроздiл 5.2 присвячений доведенню теорем 5.1− 5.3.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiю присвячено дослiдженню будови нодальних алгебр та їх
зображень.

Основнi результати дисертацiйної роботи можна пiдсумувати таким
чином:

• визначено новий клас скiнченновимiрних алгебр — нодальнi
алгебри; встановлено, що властивiсть нодальностi є iнварiантною
вiдносно Морiта-еквiвалентностi;

• описано будову нодальних алгебр; встановлено, що базова
нодальна алгебра отримується зi спадкової операцiями
склеювання компонентiв, роздуття компоненти, обмеження
компоненти та розширення компоненти, якi визначенi в
роздiлi 2; у випадку алгебр над алгебраїчно замкненим
полем застосовуються лише операцiї склеювання та роздуття
компонентiв;

• встановлено, що кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є
нодальною й визначено, якi нодальнi алгебри є лагiдними або
скручено-лагiдними;

• видiлено спецiальний клас склеювання компонентiв — неiстотнi
склеювання — i встановлено, що неiстотнi склеювання не
впливають на зображувальний тип алгебри;

• встановлено зображувальнi типи нодальних алгебр над
алгебраїчно замкненим полем.
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АНОТАЦIЇ

Зембик В.В. Зображення скiнченновимiрних нодальних алгебр. —
Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате-
матичних наук зi спецiальностi 01.01.06 – алгебра та теорiя чисел. –
Iнститут математики НАН України, Київ, 2015.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню будови нодальних
алгебр та їх зображень.
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В роботi описано будову нодальних алгебр над довiльним
полем, а також видiлено спецiалiзацiю цих результатiв на випадок
алгебраїчно замкненого поля. Показано, що нодальнi алгебри
отримуються зi спадкових за допомогою деяких операцiй над їх
простими компонентами. Було встановлено зв’язок мiж нодальними та
скручено-лагiдними алгебрами. Основним результатом є встановлення
зображувальних типiв нодальних алгебр над алгебраїчно замкненим
полем, якi отримуються зi спадкових алгебр Динкiнського типу A−D−E
або Евклiдового типу Ã− D̃− Ẽ.

Ключовi слова: нодальна алгебра, спадкова алгебра, зображення,
сагайдак, лагiдна алгебра, скручено-лагiдна алгебра, зображувальний
тип, ручнi алгебри, дикi алгебри.

Зембык В.В. Представление конечномерных нодальных алгебр. —
Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-мате-
матических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. –
Институт математики НАН Украины, Киев, 2015.

Диссертационная работа посвящена исследованию строения
нодальных алгебр и их представлений.

В работе описано строение нодальных алгебр над произвольным
полем, а также выделено специализацию этих результатов на случай
алгебраически замкнутого поля. Показано, что нодальные алгебры
получаются из наследственных с помощью некоторых операций
над их простыми компонентами. Была установлена связь между
нодальными и скрученно-мягкими алгебрами. Главным результатом
является нахождение представленческих типов нодальных алгебр
над алгебраически замкнутым полем, которые получаются из
наследственных алгебр Дынкинского типа A − D − E или Евклидова
типа Ã− D̃− Ẽ.

Ключевые слова: нодальная алгебра, наследственная алгебра,
представление, колчан, мягкая алгебра, скрученно-мягкая алгебра,
представленческий тип, ручные алгебры, дикие алгебры.
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Zembyk V.V. Representations of nodal finite dimensional algebras. —
Manuscript.

Thesis for the degree of candidate of physical and mathematical sciences
by speciality 01.01.06 – Algebra and Number Theory. – Institute of Mathe-
matics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2015.

The thesis is devoted to the study of the structure of nodal algebras and
their representations.

The structure of nodal algebras over an arbitrary field is described. Fur-
thermore, a specialisation of these results over an algebraically closed field is
investigated. It is shown that nodal algebras are obtained from hereditary al-
gebras using some operations on these simple components. It is proved that
all gentle and skewed-gentle algebras are nodal and conditions are given for
a nodal algebra to be gentle or skewed-gentle. Then the nodal algebras re-
lated to the hereditary algebras of Dynkin types A−D−E and of Euclidean
types Ã − D̃ − Ẽ are investigated and their representation types (finite, or
tame, or wild) are established.

Keywords: nodal algebra, hereditary algebra, representation, quiver,
gentle algebra, skewed-gentle algebra, representation type, tame algebras,
wild algebras.
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