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ВСТУП

Роботу присвячено дослiдженню будови нодальних алгебр та їх

зображень.

Актуальнiсть тематики.

Теорiя зображень бере свiй початок вiд робiт Фробенiуса i

Бернсайда про зображення скiнченних груп та їх застосування.

Надалi, завдяки роботам Е.Нетер, Брауера, Шура та iнших

математикiв, вона перетворилася на теорiю зображень алгебр, хоча

спецiальний розгляд групових алгебр продовжував вiдiгравати

iстотну роль. Спочатку розглядалися переважно напiвпростi

алгебри, прикладами яких є груповi алгебри скiнченних груп над

полем комплексних або дiйсних чисел. Але поступово центральний

iнтерес перемiстився на ненапiвпростi алгебри, зокрема на

модулярнi зображення груп. У становленнi теорiї зображень

ненапiвпростих алгебр вирiшальну роль вiдiграли роботи Брауера,

Накаями, Райнера, Джанса, а пiзнiше М.Ауслендера, Тачiкави,

Габрiеля, Рiнгеля та iнших. Важливий внесок у розвиток цiєї теорiї

зробили й українськi математики, такi як Берман, Гудiвок, Ройтер,

Кругляк, Дрозд, Овсiєнко.

Досить скоро стало зрозумiлим, що при вивченнi зображень

ненапiвпростих алгебр виникають зовсiм новi проблеми, якi часто

ведуть до дуже складних задач. Перш за все, на вiдмiну

вiд напiвпростого випадку, тут може бути нескiнченно багато

нерозкладних зображень. У зв’язку з цим Брауер i Тролл висунули

двi гiпотези, якi пiзнiше були доведенi у роботах Ройтера [19],

Батiсти [22], Бонгартца [24]:
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(1) якщо алгебра має нескiнченно багато нерозкладних

зображень, то їх розмiрностi необмеженi;

(2) якщо поле нескiнченне i алгебра має нескiнченно багато

нерозкладних зображень, то iснує безлiч розмiрностей, у

кожнiй з яких є нескiнченно багато нерозкладних зображень.

Алгебри, якi мають скiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень,

називаються зображувально скiнченними, а тi, якi мають

нескiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень — зображувально

нескiнченними.

Надалi виявилось, що зображувально нескiнченнi алгебри теж

дiляться на два типи:

(1) ручнi алгебри, для яких нерозкладнi зображення

фiксованої розмiрностi утворюють скiнченну кiлькiсть

однопараметричних сiмей;

(2) дикi алгебри, класифiкацiя зображень яких мiстить у собi

класифiкацiю довiльних наборiв матриць з точнiстю до

спряження.

Очевидно, у другому випадку годi сподiватися на повну

класифiкацiю — тут необхiднi iстотно iншi пiдходи до вивчення

зображень. Донован i Фрайслiх [27] висунули гiпотезу, що кожна

алгебра є або ручною, або дикою. Цю гiпотезу довiв Ю. Дрозд у

роботi [5].

На теперiшнiй час не iснує загального критерiю, який би

давав змогу виявити для кожної алгебри, до якого з трьох типiв

(зображувально скiнченний, ручний чи дикий) вона вiдноситься.

Тому значна кiлькiсть робiт присвячена конкретним класам алгебр.

Серед них найбiльш вивченими є наступнi.
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(1) Алгебри шляхiв сагайдакiв (орiєнтованих графiв). Для них

задача про зображувальний тип вирiшена в роботах [16, 28, 32].

(2) Алгебри, у яких квадрат радикалу нульовий [15, 32].

(3) Лагiднi та скручено-лагiднi алгебри (вони завжди є або

зображувально скiнченними, або ручними) [23].

Отже, знаходження нових класiв алгебр, для яких можна

визначити зображувальний тип, є актуальною задачею сучасної

теорiї зображень. До цього напрямку належить i дана дисертацiя.

Клас алгебр, який у нiй розглядається, виник за аналогiєю з

деякими роботами з теорiї зображень над кiльцями дискретної

оцiнки. Саме, в роботi [6] був розглянутий один клас кiлець, для

яких задача опису всiх скiнченнопороджених модулiв є ручною.

Надалi, за аналогiєю з комутативними кiльцями геометричного

походження, цi кiльця були названi нодальними алгебрами.

Виявилось також, що цi алгебри мають й iншi важливi властивостi.

Наприклад, вони є не просто ручними, а похiдно ручними, тобто

мають ручну похiдну категорiю. Зауважимо, що алгебри, визначенi

в [6], за означенням є нескiнченновимiрними. Природно виникло

питання про їх скiнченновимiрнi аналоги, означення яких можна

дати дослiвно так само. Вже простi приклади показали, що нодальнi

скiнченновимiрнi алгебри можуть бути як ручними, так i дикими.

Тому задача про зображувальний тип скiнченновимiрних нодальних

алгебр є природною й цiкавою з точки зору теорiї зображень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами,

темами. Робота виконувалася в Iнститутi математики НАН

України у вiддiлi алгебри згiдно iз загальним планом дослiджень в

рамках науково-дослiдної теми “Теорiя зображень та її застосування
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в алгебрi, геометрiї та топологiї” (номер державної реєстрацiї

0111U002096).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є вивчення будови

нодальних алгебр та опис їх зображувальних типiв.

Об’єктом дослiдження є нодальнi алгебри.

Предмет дослiдження — будова нодальних алгебр, опис

зображень таких алгебр над алгебраїчно замкненим полем.

Завдання дослiдження:

• дослiдити будову нодальних алгебр над довiльним полем та

перенести цi результати на випадок алгебраїчно замкненого

поля;

• встановити зв’язок нодальних алгебр з iншими класами

алгебр, зокрема iз лагiдними та скручено-лагiдними;

• описати зображувальнi типи нодальних алгебр над

алгебраїчно замкненим полем.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати

роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у

наступному:

1. Визначено новий клас скiнченновимiрних алгебр — нодальнi

алгебри. Встановлено, що властивiсть нодальностi є

iнварiантною вiдносно Морiта-еквiвалентностi.

2. Описано будову нодальних алгебр. Встановлено, що базова

нодальна алгебра отримується зi спадкової операцiями

склеювання компонентiв, роздуття компоненти, обмеження

компоненти та розширення компоненти, якi визначенi в

роздiлi 2. У випадку алгебр над алгебраїчно замкненим



8

полем застосовуються лише операцiї склеювання та роздуття

компонентiв.

3. Встановлено, що кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра

є нодальною й визначено, якi нодальнi алгебри є лагiдними або

скручено-лагiдними.

4. Видiлено спецiальний клас склеювання компонентiв —

неiстотнi склеювання — i встановлено, що неiстотнi

склеювання не впливають на зображувальний тип алгебри.

5. Встановлено зображувальнi типи нодальних алгебр над

алгебраїчно замкненим полем, якi отримуються операцiями

склеювання та роздуття компонентiв зi спадкових алгебр

Динкiнського типу A−D−E або Евклiдового типу Ã− D̃− Ẽ.

Практичне значення одержаних результатiв.

Дисертацiйна робота носить теоретичний характер. Результати

роботи, а також методика їх отримання можуть бути використанi

при подальших дослiдженнях зi структарної теорiї та теорiї

зображень скiнченновимiрних алгебр, а також у сумiжних галузях

сучасної алгебри.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи

лiнiйної алгебри та теорiї зображень.

Особистий внесок здобувача. Всi науковi результати, якi

виносяться на захист, отриманi автором особисто. Постановка

задач, вибiр методiв дослiдження, аналiз результатiв та загальна

координацiя роботи належать науковому керiвнику. У спiльних

з науковим керiвником публiкацiях за темою дисертацiї внески

спiвавторiв є рiвними.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати

дисертацiї доповiдалися та обговорювалися на:

- Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю

вiд дня народження С.М. Чернiкова (Київ, 20–26 серпня

2012 р.);

- 9-iй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв,

8–13 липня 2013 р.);

- Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю

вiд дня народження Л.А. Калужнiна (Київ, 7–12 липня

2014 р.);

- Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3–6

червня 2015 р.);

- X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяче-

нiй 70-рiччю Ю.А. Дрозда (Одеса, 20–27 серпня 2015 р.);

- засiданнях Алгебраїчного семiнару Iнституту математики

НАН України.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи

опублiковано в 5-х статтях [8], [10], [11], [12], [31] у фахових виданнях

та тезах доповiдей 5-х мiжнародних наукових конференцiй [13], [38],

[39], [40], [41].

Структура й об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота

складається зi вступу, 5-и роздiлiв, висновкiв та списку

використаних джерел, що налiчує 41 найменування. Повний

обсяг роботи складає 121 сторiнку друкованого тексту.

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керiвнику

Юрiю Анатолiйовичу Дрозду за постановку задач та постiйну

увагу i пiдтримку в роботi.
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Короткий змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї,

сформульовано мету та завдання дослiдження, коротко викладено

змiст основної частини роботи та наукову новизну одержаних

результатiв.

В першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд

лiтератури за її темою, сформульовано основнi поняття i

твердження, якi використовуються в дисертацiї.

У другому роздiлi дисертацiї вивчається будова нодальних

алгебр над довiльним полем i, як наслiдок, над алгебраїчно

замкненим. Описується конструкцiя, якою нодальнi алгебри

отримуються зi спадкових.

В пiдроздiлi 2.1 наводиться означення нодальної алгебри i

доводиться, що властивiсть нодальностi є iнварiантною вiдносно

Морiта-еквiвалентностi.

Ми фiксуємо деяке поле k i розглядаємо скiнченновимiрнi k-

алгебри.

Алгебра A називається нодальною, якщо iснує спадкова алгебра

H з rad H = J , H ⊃ A ⊃ J i така, що

1) rad A = J ;

2) lengthA(H ⊗A U) 6 2 для кожного простого лiвого A-модуля U .

Будемо казати, що нодальна алгебра A пов’язана зi спадковою

алгеброю H.

Умову 2) означення нодальної алгебри можна замiнити на

еквiвалентну симетричну:

lengthA(V ⊗A H) 6 2 для кожного простого правого A-модуля V .
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Твердження 2.1. Якщо алгебра A′ Морiта-еквiвалентна

нодальнiй алгебрi A, яка пов’язана зi спадковою алгеброю H, то A′

є нодальною алгеброю, пов’язаною зi спадковою алгеброю H ′, яка

Морiта-еквiвалентна H.

Дане твердження дозволяє розглядати лише базовi нодальнi

алгебри A, тобто такi, що A/ rad A є прямим добутком тiл.

В пiдроздiлi 2.2 вивчається будова нодальних алгебр над

довiльним полем.

Тут ми розглядаємо лише алгебри сепарабального типу. Це

означає, що фактор-алгебра за радикалом є сепарабельною. Вiдомо,

що спадкова алгебра H над досконалим полем задається парою

(H̄, V ), де H̄ — напiвпроста алгебра, а V — H̄-бiмодуль. Якщо

алгебра H̄ є базовою, то H̄ = H̄1× . . .×H̄s, де H̄i — тiла. V =
⊕

Vij,

де Vij — це H̄i-H̄j-бiмодуль.

Вкажемо конструкцiю, яка дає всi базовi нодальнi алгебри

сепарабельного типу. Назвемо нодальними даними набiр, який

складається з:

(1) пари (H̄, V ), де H̄ — базова напiвпроста алгебра (H̄ =
∏
i∈I

H̄i,

H̄i — тiла), V — деякий H̄-бiмодуль;

(2) бiнарного симетричного вiдношення ∼ на компонентах H̄ (або

на їх номерах) такого, що для кожного i ∈ I iснує не бiльше

одного j ∈ I такого, що i ∼ j, причому якщо i ∼ j, то H̄i = H̄j;

(3) пiдмножини J ⊂ I такої, що якщо i ∈ J , то i � j для всiх j, i

для кожного i ∈ J задано

a) або пiдтiло Āi ⊂ H̄i так, що (H̄i : Āi) = 2,

b) або розширення Āi ⊃ H̄i так, що (Āi : H̄i) = 2.
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У випадку a) будемо писати i ∈ J−, а у випадку b) — i ∈ J+.

Очевидно, що J = J− ∪ J+.

У випадку b) ми розглядатимемо Āi як векторний простiр над

H̄i. Тодi вiдображення x 7→ xa, де a, x ∈ Āi, ототожнює елемент

a ∈ Āi з лiнiйним оператором у H̄i-векторному просторi Āi,

тобто з матрицею iз Mat(2, H̄i). Отже, в цьому випадку ми

можемо ототожнити Āi з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i).

За даними пунктiв (1)-(3) будується базова нодальна алгебра

A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) в такий спосiб:

• Розглядаємо спадкову алгебру H типу (H̄, V ) з кратностями

mi =





2, якщо i ∼ i, або i ∈ J+,

1 — в iншому випадку.

• У фактор-алгебрi H/ rad H =
s∏

j=1
Mat(mj, H̄j) розглядаємо

пiдалгебру Ā, яка складається з таких наборiв (a1, . . . , as), що:

1) aj = ak, якщо j ∼ k i k 6= j; в цьому випадку будемо

говорити, що A отримується з H склеюванням компо-

нентiв H̄j i H̄k;

2) aj є дiагональною матрицею, якщо j ∼ j; в цьому випадку

будемо говорити, що A отримується з H роздуттям

компоненти H̄j;

3) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J−; в цьому випадку будемо казати, що

A отримується з H обмеженням компоненти H̄i;

4) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J+ (ми застосовуємо ототожнення Āi

з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i)); тут ми будемо казати, що A

отримується з H розширенням компоненти H̄i.
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• Розглядаємо пiдалгебру A = A(H̄, V,∼, J+, Ji, Āi) ⊂ H, яка

є прообразом пiдалгебри Ā ⊂ H̄. За побудовою ця алгебра є

базовою.

Теорема 2.1. Алгебра A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) є нодальною, i

кожна базова нодальна алгебра сепарабельного типу iзоморфна

A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) для деяких нодальних даних.

В пiдроздiлi 2.3 розглядається випадок будови нодальних алгебр

над алгебраїчно замкненим полем.

При побудовi нодальних алгебр над алгебраїчно замкненим

полем застосовуються лише операцiї склеювання i роздуття простих

компонентiв.

Нехай B — базова алгебра, B̄ = B/ rad B =
⊕

i B̄i, де

B̄i ' k — простi B-модулi. Виберемо попарно рiзнi iндекси

i1, i2, . . . , ir+s та j1, j2, . . . , jr з {1, 2, . . . , m}. Побудуємо рекурсивно

алгебри A0, A1, . . . , Ar+s:

A0 = B;

для 1 ≤ k ≤ r алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом склею-

вання компонентiв B̄ik and B̄jk
;

для r < k ≤ r + s алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом

роздуття компоненти B̄ik .

В цьому випадку ми кажемо, що алгебра A = Ar+s одержується з

B за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i роздуттiв,

що визначається послiдовнiстю iндексiв (i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr).

Зауважимо, що порядок цих склеювань i роздуттiв не впливає на

результуючу алгебру A.

Справедлива наступна теорема.
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Теорема 2.2. Базова алгебра A є нодальною тодi i тiльки тодi,

коли вона iзоморфна алгебрi, яка одержується з базової спадкової

алгебри H за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i

роздуттiв простих компонентiв.

Оскiльки кожна базова спадкова алгебра над алгебраїчно

замкненим полем iзоморфна алгебрi шляхiв деякого сагайдака Q без

орiєнтованих циклiв, то з теореми 2.2 випливає, що базова нодальна

алгебра A iзоморфна алгебрi, яка отримується iз базової спадкової

алгебри H з сагайдаком Q за допомогою допустимої послiдовностi

склеювань i роздуттiв вершин цього сагайдака.

Отже, щоб визначити базову нодальну алгебру, ми повиннi

визначити сагайдак Q i послiдовнiсть його вершин (i1, i2, . . . , ir+s, j1,

j2, . . . , jr). Насправдi, можна легко описати отриману алгебру A за

допомогою її сагайдака i спiввiдношень. А саме, ми повиннi дiяти

наступним чином:

1. Для кожного 1 ≤ k ≤ r

(a) ми склеюємо вершини ik та jk, при цьому зберiгаючи

всi стрiлки, якi починаються або закiнчуються в цих

вершинах;

(b) якщо стрiлка α починається у вершинi ik (або jk), а

стрiлка β закiнчується у вершинi jk (вiдповiдно ik), то

ми накладаємо спiввiдношення αβ = 0.

2. Для кожного r < k ≤ r + s

(a) ми замiнюємо кожну вершину ik двома вершинами i′k та

i′′k;

(b) ми замiнюємо кожну стрiлку α : j → ik двома стрiлками

α′ : j → i′k та α′′ : j → i′′k;
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(c) ми замiнюємо кожну стрiлку β : ik → j двома стрiлками

β′ : i′k → j та β′′ : i′′k → j;

(d) якщо стрiлка β починається у вершинi ik, а стрiлка

α закiнчується в цiй вершинi, ми накладаємо

спiввiдношення β′α′ = β′′α′′.

Будемо казати, що A є нодальна алгебра типу Q.

Щоб визначити нодальну алгебру, яка не обов’язково є базовою,

ми також повиннi прописати кратностi li для кожної вершини i так,

що lik = ljk
для 1 ≤ k ≤ r.

В пiдроздiлi 2.4 встановлено зв’язок мiж нодальними та

скручено-лагiдними алгебрами.

Нагадаємо, що алгебра A називається лагiдною, якщо вона

Морiта-еквiвалентна фактор-алгебрi kQ/〈R〉, де пара (Q,R) є

лагiдною (через 〈R〉 ми позначаємо iдеал алгебри kQ, породжений

всiма елементами λi ∈ R).

Пара (Q,R) називається лагiдною, якщо виконуються наступнi

умови:

1) для кожної вершини i ∈ Q, iснує не бiльше двох стрiлок, якi

починаються в i та не бiльше двох стрiлок, якi закiнчуються в i;

2) усi спiввiдношення в R мають вигляд αβ для деяких стрiлок α, β;

3) якщо iснують двi стрiлки α1, α2, якi починаються в i, то для

кожної стрiлки β, яка закiнчується в i, або α1β ∈ R, або α2β ∈ R,

але не одночасно;

4) якщо iснують двi стрiлки β1, β2, якi закiнчуються в i, то для

кожної стрiлки α, яка починається в i, або αβ1 ∈ R, або αβ2 ∈ R,

але не одночасно.



16

Базова алгебра A називається скручено-лагiдною, якщо вона

отримується з лагiдної алгебри B шляхом роздуття деяких вершин

її сагайдака, в якi не бiльше однiєї стрiлки α входить i не бiльше

однiєї стрiлки β виходить, причому якщо обидвi стрiлки присутнi,

то βα /∈ R.

Наступнi двi теореми встановлюють зв’язок мiж нодальними та

скручено-лагiдними алгебрами.

Теорема 2.3. Нодальна алгебра A є скручено-лагiдною тодi i

тiльки тодi, коли вона одержується з прямого добутку спадкових

алгебр типу A або Ã за допомогою допустимої послiдовностi

склеювань i роздуттiв, що визначається послiдовнiстю вершин

таких, що для кожної з них iснує не бiльше однiєї стрiлки, яка

починається, i не бiльше однiєї стрiлки, яка закiнчується в цiй

вершинi. Причому, алгебра A є лагiдною тодi i тiльки тодi, коли

вона одержується з використанням лише склеювань.

Теорема 2.4. Кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра

є нодальною, причому сагайдак вiдповiдної спадкової алгебри є

незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A та Ã (тобто лiнiйок

та циклiв).

В третьому роздiлi дисертацiйної роботи розглядаються

нодальнi алгебри типу A та описуються їх зображувальнi типи.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто спецiальний клас склеювань —

неiстотнi склеювання — й встановлено, що вони зберiгають

зображувальний тип алгебри.

Означення 3.1. Нехай базова алгебра B задається сагайдаком

Q зi спiввiдношеннями i алгебра A отримується з B склеюванням

вершин i та j сагайдака Q таких, що не iснує стрiлок, якi входять у
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вершину i та стрiлок, якi виходять з вершини j. Будемо казати, що

таке склеювання є неiстотним.

Тоерема 3.1. За умов означення 3.1, iснує еквiвалентнiсть

мiж категорiями B-mod/〈B̄i, B̄j〉 i A-mod/〈Āij〉, де C/〈M〉
позначає фактор-категорiю вiд C за модулем iдеалу морфiзмiв, якi

пропускаються через пряму суму об’єктiв з множини M. (Тут

B̄i, B̄j — простi B-модулi, якi вiдповiдають вершинам сагайдака i

та j вiдповiдно, Āij — простий A-модуль, який вiдповiдає вершинi,

що утворилася пiсля склеювання i та j).

У пiдроздiлi 3.2 наведенi основнi означення та теореми, якi

стосуються виключних та супер-виключних алгебр. Такi алгебри

належать до нодальних типу A.

Означення 3.2. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi спадко-

вою алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу A або

сагайдак Евклiда типу Ã, називається нодальною алгеброю типу A.

Тобто, нодальнi алгебри типу A отримуються за допомогою

операцiй склеювання i роздуття iз сагайдакiв типу A або Ã.

Нагадаємо, що до сагайдакiв типу A або Ã належать наступнi графи

з довiльною орiєнтацiєю ребер:

An : 1 2 3 4 · · · n (n ≥ 1),

Ãn : 1 2 · · · n (n + 1) (n ≥ 0).

Iз теореми 2.3 випливає, що лагiднi i скручено-лагiднi алгебри

належать до нодальних алгебр типу A. Добре вiдомо, що вони є

ручними. Iснує ще два класи алгебр, якi є нодальними типу A

i зображувальний тип яких може бути скiнченним, ручним або

диким. Це є виключнi i супер-виключнi алгебри.
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Означення 3.3. Нехай H — базова спадкова алгебра з сагайда-

ком Q типу A.

1. Назвемо пару вершин (i, j) сагайдака Q виключною, якщо вони

мiстяться в повному пiдсагайдаку вигляду

· β // i· ·α1oo α2 . . . ·αn−1 j·
αnoo ·γoo (1)

або

· i·
βoo α1 // · α2 . . . ·αn−1 αn // j·

γ // · (2)

де орiєнтацiя стрiлок α2, . . . , αn−1 є довiльною. Якщо n = 1, то

α1 = αn : j → i у випадку (1) i α1 = αn : i → j у випадку (2).

2. Будемо називати склеювання виключної пари вершин

виключною склейкою.

3. Нодальна алгебра називається виключною, якщо вона

отримується зi спадкової алгебри типу A за допомогою деякої

послiдосностi склеювань, що складаються з однiєї виключної

склейки i, можливо, кiлькох неiстотних склеювань.

Зауважимо, що в результатi такої склейки вершин i та j алгебрi

A буде вiдповiдати сагайдак зi спiввiдношеннями

·
α1

ÀÀ;
;;

;;
;;

; · αnα1 = αnβ = 0

· βm . . . ·β1 β // (ij)·

αn

AA¤¤¤¤¤¤¤¤

·γoo γ1 . . . ·γl

(3)

у випадку (1) або

· ·
αn

¢¢¤¤
¤¤

¤¤
¤¤

α1αn = βαn = 0

· βm . . . ·β1 (ij)·
βoo

α1

]];;;;;;;;
γ // · γ1 . . . ·γl

(4)
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у випадку (2). Пунктирна лiнiя мiстить стрiлки α2, . . . , αn−1; якщо

n = 1, то маємо петлю α у вершинi (ij) зi спiввiдношеннями α2 = 0

i, вiдповiдно, αβ = 0 або βα = 0. Будемо казати, що A — (n,m, l)-

виключна алгебра.

В наступнiй теоремi ми визначаємо зображувальнi типи таких

алгебр.

Теорема 3.2. (n,m,l)-виключна алгебра є

(1) скiнченно-зображувальною у випадках:

(a) m = l = 0,

(b) l = 0, m = 1, n ≤ 3,

(c) l = 0, 2 ≤ m ≤ 3, n = 1,

(d) m = 0, l = 1, n ≤ 2;

(2) ручною у випадках:

(a) l = 0, m = 1, n = 4,

(b) l = 0, m = 2, n = 2,

(c) l = 0, m = 4, n = 1,

(d) m = 0, l = 1, n = 3;

(3) дикою в усiх iнших випадках.

Означення 3.4. Нодальна алгебра називається супер-

виключною, якщо вона отримується з алгебри вигляду (3) або

(4) при n = 3 за допомогою склеювання кiнцiв стрiлки α2 у випад-

ку, коли таке склеювання не є неiстотним, i, можливо, кiлькох

неiстотних склеювань.

Вiдповiдь на питання про зображувальнi типи супер-виключних

алгебр дає наступне твердження.
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Твердження 3.1. Супер-виключна алгебра є
(1) скiнченно-зображувальною, якщо m = l = 0,

(2) ручною, якщо m + l = 1,

(3) дикою, якщо m + l > 1.
У пiдроздiлi 3.3 дано повний опис зображувальних типiв

нодальних алгебр типу A.

Означення 3.5. 1) Будемо називати алгебру A квазi-лагiдною,

якщо вона отримується з лагiдної або скручено-лагiдної алгебри за

допомогою допустимої послiдовностi неiстотних склеювань.

2) Будемо називати алгебру A хорошою виключною (хорошою

супер-виключною), якщо вона є виключною (вiдповiдно, супер-

виключною) i не дикою.

Теорема 3.3. Неспадкова нодальна алгебра типу A є скiнченно-

зображувальною або ручною тодi i тiльки тодi, коли вона або

квазi-лагiдна, або хороша виключна, або хороша супер-виключна.

В iнших випадках вона є дикою.

В четвертому роздiлi розглядаються нодальнi алгебри типу D

та визначаються їх зображувальнi типи.

В пiдроздiлi 4.1 приводяться основнi означення та теореми, якi

стосуються нодальних алгебр типу D. Очевидно, що такi алгебри

отримуються допустимою послiдовнiстю склеювань та роздуттiв зi

спадкової алгебри з сагайдаком типу D або D̃:

1
JJJJJJ

Dn+3 : 3 4 . . . (n + 3)

2

tttttt

1
HHHHHH 1′

nnnnnn

D̃n+3 : 3 4 . . . (n + 2)

2

vvvvvv
2′

PPPPPP
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з довiльною орiєнтацiєю ребер.

Означення 4.1. Назвемо нодальну алгебру A нодальною

алгеброю типу D, якщо у вiдповiдних нодальних даних сагайдак

Q має тип D або D̃, причому або одна з вершин 1, 2 бере участь

у склеюваннi, або застосовується роздуття вершини 3. У випадку

сагайдака типу D̃ ми, крiм того, вважаємо, що або одна з вершин

1′, 2′ бере участь у склеюваннi, або застосовується роздуття вершини

(n + 2).

Якщо цi умови не виконуються, то нодальна алгебра може бути

одержана iз сагайдака типу A.

В теоремах 4.1−4.3 дається класифiкацiя нодальних алгебр типу

D за їх зображувальними типами.

Пiдроздiл 4.2 присвячений доведенню теорем 4.1− 4.3.

У п’ятому роздiлi розглядаються нодальнi алгебри типу E та

визначаються їх зображувальнi типи.

У пiдроздiлi 5.1 приводяться основнi означення та

формулюються теореми, якi стосуються нодальних алгебр типу E.

Означення 5.1. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi

спадковою алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу E

або сагайдак Евклiда типу Ẽ, зветься нодальною алгеброю типу E.

Нагадаємо, що до сагайдакiв типу E або Ẽ належать наступнi

графи з довiльною орiєнтацiєю ребер:

4

E6 : 1 2 3 5 6

4

E7 : 1 2 3 5 6 7
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4

E8 : 1 2 3 5 6 7 8

6′

4

Ẽ6 : 1 2 3 5 6

4

Ẽ7 : 7′ 1 2 3 5 6 7

4

Ẽ8 : 1 2 3 5 6 7 8 8′

В теоремах 5.1−5.3 дається класифiкацiя нодальних алгебр типу

E за їх зображувальними типами.

Пiдроздiл 5.2 присвячений доведенню теорем 5.1− 5.3.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Сагайдаки. Зображення сагайдакiв

Поняття сагайдака вперше було введено П.Габрiелем [32] в 1972

роцi у зв’язку з проблемами теорiї зображень скiнченновимiрних

алгебр. I з цього часу в теорiї, пов’язанiй iз зображенням сагайдакiв,

вiдбувся величезний розвиток.

Сагайдак Q = (Q0, Q1, s, e) — це скiнченний орiєнтований граф,

який складається зi скiнченних множин Q0, Q1 i двох вiдображень

s, e : Q1 → Q0. Елементи множини Q0 називаються вершинами,

а елементи множини Q1 — стрiлками. Будемо казати, що кожна

стрiлка σ починається у вершинi s(σ) i закiнчується у вершинi

e(σ). Вершина s(σ) називається початковою вершиною стрiлки σ,

а вершина e(σ) — її кiнцевою вершиною.

Нагадаємо, що шляхом p в сагайдаку Q зветься така послiдов-

нiсть стрiлок σ1, σ2, . . . , σr, що e(σi) = s(σi+1) для довiльного i,

1 ≤ i < r. Число стрiлок r = L(p) називається довжиною цього

шляху. Такий шлях часто записують як «добуток» стрiлок: p =

σr . . . σ2σ1, i кажуть, що це — шлях з вершини a = s(σ1) (яку звуть

початком цього шляху) до вершини b = e(σr) (яку звуть кiнцем

цього шляху). Пишуть також p : a → b. В множину всiх шляхiв ми

також включаємо так званi «порожнi» шляхи. Тобто, для кожної

вершини i ми введемо порожнiй шлях εi: i → i довжини 0, в якому

немає жодної стрiлки. Будемо вважати, що εip = p i qεi = q для

кожного шляху p з кiнцем i та кожного шляху q з початком i. Шлях
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довжини r ≥ 1, початок i кiнець якого збiгаються, називається

орiєнтованим циклом.

Композицiєю (або добутком) шляхiв p = σr . . . σ2σ1 i q =

τk . . . τ2τ1 називається шлях qp = τk . . . τ2τ1σr . . . σ2σ1, якщо кiнець

p спiвпадає з початком q. В iншому випадку добуток цих шляхiв

дорiвнює нулю.

Кожному сагайдаку Q = (Q0, Q1, s, e) вiдповiдає алгебра над

полем k, яку називають його алгеброю шляхiв i позначають kQ.

Це алгебра, базисом якої є всеможливi шляхи в Q. Очевидно, що

вона є асоцiативною алгеброю iз одиницею 1 = ε1 + ε2 + . . . + εn. До

того ж, вона є скiнченновимiрною тодi i тiльки тодi, коли Q не має

орiєнтованих циклiв.

Зображенням V = (Vx, Vσ) сагайдака Q над полем k називається

сiмейство векторних просторiв Vx(x ∈ Q0) разом iз сiмейством

лiнiйних вiдображень Vσ : Vs(σ) → Ve(σ)(σ ∈ Q1). Ми завжди

будемо розглядати скiнченновимiрнi зображення сагайдака Q, тобто

для кожного такого зображення V ми припускаємо, що Vi —

скiнченновимiрний векторний простiр над полем k для довiльного i.

Вектор d̄ = d̄(V ) = (dx), (x ∈ Q0), де (dx) = dimk Vx,

називають вектор-розмiрнiстю зображення V , а суму всiх dx — його

розмiрнiстю.

Морфiзм f = (fx) : V → W мiж зображеннями сагайдака Q —

це набiр лiнiйних вiдображень fx : Vx → Wx таких, що для кожної

стрiлки σ ∈ Q1 дiаграма

Vs(σ)
fs(σ)−−→ Ws(σ)

Vσ

y
yWσ

Ve(σ)
fe(σ)−−→ We(σ)
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комутативна, тобто fs(σ)Wσ = Vσfe(σ). Якщо fx обертовне для

кожного x ∈ Q0, то f називається iзоморфiзмом. Позначимо

лiнiйний простiр морфiзмiв з V з W через HomQ(V,W ). Для

двох морфiзмiв f : V → W i g : W → U можна визначити

композицiю морфiзмiв gf : V → U поклавши (gf)i = gifi. Очевидно,

що усi скiнченновимiрнi зображення сагайдака Q над полем k

утворюють категорiю, яку позначатимемо Repk(Q), об’єкти якої —

скiнченновимiрнi зображення V , а морфiзми — тi, якi визначенi

вище.

Зауважимо, що кожен сагайдак має зображення T , в якому Ti =

0 i Tσ = 0 для всiх i ∈ Q0 та всiх σ ∈ Q1. Це зображення називається

нульовим зображенням.

Якщо V та W — зображення сагайдака Q, то пряма сума V ⊕W

цих зображень визначається в такий спосiб: (V ⊕ W )i = Vi ⊕ Wi

для всiх i ∈ Q0 та (V ⊕ W )σ = Vσ ⊕ Wσ, або iншими словами,

(V ⊕W )σ : Vs(σ)⊕Ws(σ) → Ve(σ)⊕We(σ) може бути подана у виглядi

матрицi: 
 Vσ 0

0 Wσ




Якщо зображення U iзоморфне прямiй сумi V ⊕ W , де V та

W — ненульовi зображення, то U зветься розкладним. Iнакше

воно зветься нерозкладним. Вiдомо, що кожне скiнченновимiрне

зображення V сагайдака Q iзоморфне прямiй сумi нерозкладних

зображень. Цей розклад єдиний з точнiстю до iзоморфiзму i

перестановки доданкiв.

Кажуть, що сагайдак Q є сагайдаком скiнченного типу, якщо

з точнiстю до iзоморфiзму вiн має лише скiнченну кiлькiсть
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нерозкладних зображень. Якщо сагайдак Q має нескiнченну

кiлькiсть зображень, але в кожнiй розмiрностi вони утворюють

щонайбiльше однопараметричнi сiмейства, то такий сагайдак

вiдносять до ручного типу. Сагайдак зветься диким, якщо для

кожної скiнченнопородженої k-алгебри A iснує точний функтор

F : A-mod → Repk(Q) такий, що з F (M) ' F (N) випливає, що

M ' N , а якщо M нерозкладний модуль, то й F (M) — нерозкладне

зображення (тут A-mod позначає категорiю скiнченновимiрних A-

модулiв).

Найважливiшими первинними задачами в теорiї зображень

сагайдакiв є опис випадкiв, коли задача про класифiкацiю

зображень має скiнченний чи ручний тип. Цi питання на сьогоднi

повнiстю розв’язанi.

Критерiй скiнченностi для зображень сагайдакiв вперше з’явився

у роботах П. Габрiеля [32] та С. А. Кругляка [15] (хоча в останнiй не

мiститься означення сагайдака).

Теорема 1.1. Сагайдак має скiнченний тип над полем k тодi

i лише тодi, коли вiдповiдний йому неорiєнтований граф є

незв’язним об’єднанням дiаграм Динкiна

An : • • • • · · · • (n ≥ 1)

•

Dn : • • • • · · · • (n ≥ 4)

•

E6 : • • • • •
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•

E7 : • • • • • •
•

E8 : • • • • • • •
(графи An та Dn мають n вершин).

Критерiй ручностi для зображень сагайдакiв вперше був

сформульований майже одночасно Назаровою [16], Донованом i

Фрайслiх [28].

Теорема 1.2. Сагайдак є ручним над полем k тодi i лише

тодi, коли вiдповiдний йому неорiєнтований граф є незв’язним

об’єднанням звичайних та розширених дiаграм Динкiна

Ãn : • • • · · · • • • (n ≥ 0)

• •

D̃n : • • • · · · • • • (n ≥ 4)

•

•

Ẽ6 : • • • • •
•

Ẽ7 : • • • • • • •
•

Ẽ8 : • • • • • • • •

(графи Ãn та D̃n мають n + 1 вершину).
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У роботах [16] та [28] також було доведено, що кожен сагайдак,

який не є анi скiнченного, анi ручного типу, є диким. Ю. А. Дрозд у

своїй роботi [5] довiв аналогiчний результат для матричних задач

(зокрема, для бiмодульних категорiй, про якi мова буде йти в

наступному параграфi) i скiнченновимiрних алгебр.

Бернштейн, Гельфанд та Пономарьов [1] побудували функтори

вiддзеркалень для вершин сагайдакiв. За допомогою цих функторiв

вони привели iнше доведення теореми Габрiеля i доповнили її

твердженням про те, що кожне нерозкладне зображення можна

одержати iз тривiального шляхом послiдовного застосування

функторiв вiддзеркалень. Нагадаємо, що тривiальним називається

зображення V = (Vx, Vσ), для якого один iз просторiв Vx

одновимiрний, а всi iншi — нульовi.

1.2 Бiмодульнi категорiї

Нехай A — деяка категорiя. Ми завжди вважатимемо, що вона

є k-лiнiйною i цiлком адитивною. Нагадаємо вiдповiднi означення.

Категорiя A називається адитивною, якщо вона мiстить всi

можливi скiнченнi прямi суми.

Кажуть, що iдемпотентний морфiзм e : A → A, e2 = e адитивної

категорiї A розщеплюється, якщо iснують морфiзми ι : A′ → A

(канонiчне занурення) i π : A → A′ (канонiчна проекцiя) такi,

що e = ιπ. Категорiя зветься цiлком адитивною, якщо вона є

адитивною, i кожен iдемпотентний морфiзм в нiй розщеплюється.

Категорiя A називається k-лiнiйною, якщо множини морфiзмiв

A (A,A′) є векторними просторами над k, а множення морфiзмiв є

k-бiлiнiйним.
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Нехай A i B — k-лiнiйнi i цiлком адитивнi категорiї. Модулем

над категорiєю A називається функтор M : A → Ab, де Ab —

категорiя абелевих груп. Якщо M — деякий A -модуль, x ∈ M (A)

i a ∈ A (A,B), де A,B ∈ ObA , то елемент M (a)x ∈ M (B)

будемо записувати як ax. A -B-бiмодулем називається бiадитивний

функтор W : A op×B → Ab, де A op позначає дуальну категорiю до

A . Знову ж таки, якщо v ∈ W (A,B), a ∈ A (A′, A), b ∈ A (B, B′),

то замiсть W (a, b)v будемо писати bva. Якщо A = B, то ми будемо

казати, що W є A -бiмодулем.

Нехай V — деякий A -бiмодуль. Бiмодульна категорiя El =

El(A , V ) визначається наступним чином:

• Ob El =
⋃

A∈ObA V (A,A).

• Множина морфiзмiв β → β′, де β ∈ V (A,A), β′ ∈ V (B,B)

визначається як {a ∈ A (A,B) | aβ = β′a}. (Зауважимо, що

обидва цi елементи належать V (A,B)).

• Добуток таких морфiзмiв збiгається з їх добутком в A .

Зауважимо, що категорiя El(A , V ) є цiлком адитивною. Прямою

сумою її об’єктiв β ∈ V (A,A) i β′ ∈ V (B, B) є елемент β ⊕ β′ ∈
V (A⊕B, A⊕B), що задається матрицею

(
β 0
0 β′

)
.

Нехай категорiя A є k-лiнiйною й цiлком адитивною. Будемо

вважати, що всi простори A (A,B) є скiнченновимiрними. Звiдси

випливає, що кожен об’єкт A ∈ A розкладається в пряму суму

нерозкладних, а саме, A =
⊕n

k=1 Ak, де об’єкти A1, A2, . . . , An

— нерозкладнi, тобто їхнi алгебри ендоморфiзмiв A (Ak, Ak) не

мiстять iдемпотентiв, а тому є локальними. Такий розклад єдиний

(з точнiстю до iзоморфiзму та перестановки доданкiв). Позначимо
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через indA та indB деякi (фiксованi) множини представникiв класiв

iзоморфiзму нерозкладних об’єктiв з категорiй A i B вiдповiдно.

Зазначимо, що досить часто бiмодуль визначається лише над

деякою частиною A0 категорiї A такою, що кожен нерозкладний

об’єкт є прямим доданком деякої прямої суми об’єктiв з A0.

Наприклад, якщо задано бiмодуль V над деякою алгеброю A, то

вiн природно розповсюджується на категорiю скiнченнопороджених

проективних A-модулiв, якщо покласти V (P,Q) = P∨ ⊗A V ⊗A Q,

де P∨ = HomA(P, A).

Довiльний A -B-бiмодуль W повнiстю визначається (з точнiстю

до iзоморфiзму) своїм обмеженням на indA та indB. Справдi,

нехай A ' ⊕t
j=1 njAj, де Aj ∈ indA , Aj 6= Ak, якщо j 6=

k, B ' ⊕s
i=1 miBi — аналогiчний розклад B. Тодi W (A,B)

можна ототожнити з множиною блочних матриць {Wij}, де Wij —

матриця розмiру mi × nj з елементами iз W (Aj, Bi). Аналогiчно

описуються морфiзми мiж об’єктами з A i B. При цьому дiя

морфiзмiв на елементи з W ототожнюється зi звичайним множенням

матриць. Саме тому бiмодульну категорiю ще називають категорiєю

матриць над бiмодулем.

1.3 Зображення частково впорядкованих множин

Нагадаємо, що частково впорядкована множина — це пара

(S,¹ ), де S — множина, а ¹ — вiдношення на S, яке

• рефлексивне: a ¹ a для всiх a ∈ S;

• антисиметричне: якщо a ¹ b i b ¹ a, то a = b;

• транзитивне: якщо a ¹ b i b ¹ c, то a ¹ c.



31

Вiдношення ¹ називають частковим впорядкуванням (або

порядком). Якщо деякi елементи a i b множини S перебувають

у вiдношеннi часткового впорядкування, тобто a ¹ b або b ¹ a,

то говорять, що вони порiвнянi мiж собою. Шириною множини S

називають максимальну кiлькiсть попарно непорiвняних мiж собою

елементiв цiєї множини. Позначатимемо її ω(S).

Нагадаємо означення зображень частково впорядкованих

множин за Габрiелем [33]. Зображенням V частково впорядкованої

множини (S,¹) називається набiр векторних просторiв

V = (V0, Vi : i ∈ S) такий, що Vi ⊂ V0 для всiх i ∈ S та

Vi ⊂ Vj, якщо i ¹ j в S.

Якщо V = (V0, Vi : i ∈ S) i W = (W0,Wi : i ∈ S) — два

зображення частково впорядкованої множини (S,¹), то морфiзм

f : V → W — це лiнiйне вiдображення V0 → W0 таке, що f(Vi) ⊂ Wi

для всiх i ∈ S.

Пряма сума зображень V та W — це зображення V ⊕W таке,

що (V ⊕ W )0 = V0 ⊕ W0 i (V ⊕ W )i = Vi ⊕ Wi для всiх i ∈ S.

Ненульове зображення зветься нерозкладним, якщо воно не може

бути записане у виглядi прямої суми двох ненульових зображень.

Як i у випадку з сагайдаками, усi скiнченновимiрнi зображення

частково впорядкованої множини (S,¹) над фiксованим полем

k утворюють адитивну категорiю, яку позначають Rep(S,k).

Оскiльки всi простори морфiзмiв у категорiї Rep(S,k) є

скiнченновимiрними, всяке зображення розкладається в пряму суму

нерозкладних зображень однозначно, з точнiстю до iзоморфiзму та

порядку доданкiв. Частково впорядкована множина має скiнченний
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зображувальний тип, якщо вона має лише скiнченну кiлькiсть

неiзоморфних нерозкладних зображень.

Назарова i Ройтер у своїй роботi [18] вперше розглянули

питання щодо зображення частково впорядкованих множин. Свої

дослiдження вони провели в термiнах мови матриць. Нагадаємо

вiдповiднi означення.

Позначимо через Mk множину всiх (скiнченновимiрних) матриць

над полем k. Поповнимо цю множину деякими «iдеальними»

елементами. Для кожного n ∈ N введемо матрицi I0,n («порожня»

матриця з нульовою кiлькiстю рядкiв i n стовпцiв) та In,0

(«порожня» матриця з нульовою кiлькiстю стовпцiв i n рядкiв).

Операцiя прямого сумування доозначується згiдно [18]. Поповнення

таким чином множини Mk будемо позначати через M̄k. Для

довiльної A ∈ M̄k через α(A) (β(A)) позначимо кiлькiсть рядкiв

(стовпцiв) матрицi A. Тодi, якщо (S,¹), де S = {a1, . . . , an}
— скiнченна частково впорядкована множина з n елементiв, то

зображенням множини S над полем k називається вiдображення

ϕ : S → M̄k таке, що

α(ϕ(a1)) = α(ϕ(a2)) = . . . = α(ϕ(an)).

Тобто, дане зображення — це набiр n матриць Ai (1 ≤ i ≤ n), з

однаковою кiлькiстю рядкiв, причому деякi з цих матриць можуть

бути порожнiми. Стовпчики Ai — це базиснi вектори пiдпростору Vi

за модулем
∑
j¹i

Vj (все у фiксованiй базi).

Два зображення {Ai} i {Bi} називаються iзоморфними, якщо

вiдповiднi набори матриць можуть бути одержанi один з другого

елементарними перетвореннями вигляду:
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1. Довiльнi елементарнi перетворення рядкiв одразу всiх матриць

даного набору;

2. Довiльнi елементарнi перетворення стовпцiв всерединi будь-

якої матрицi Ai;

3. Додавання стовпця iз Ai до стовпця iз Aj при умовi, що ai ¹ aj

в S.

Кожне зображення у розумiннi Габрiеля можна переписати

в термiнах Назарової-Ройтера. А саме, потрiбно вибрати базу

v1, v2, . . . , vn в усьому просторi V , а також базу ui1, . . . , uimi
в

кожному пiдпросторi Vi за модулем пiдпростору
∑

j¹i Vj. Тодi

за матрицю Ai треба прийняти матрицю, стовпчики якої — це

координатнi стовпчики векторiв ui1, . . . , uimi
у базi v1, v2, . . . , vn.

Габрiель показав, що ця вiдповiднiсть зберiгає класи iзоморфiзму.

Критерiй скiнченностi для зображень частково впорядкованих

множин був отриманий Клейнером у роботi [14].

Теорема 1.3. Частково впорядкована множина (S,¹) має

скiнченний зображувальний тип тодi i тiльки тодi, коли вона не

мiстить жодної з п’яти пiдмножин вигляду:

(1, 1, 1, 1) : • • • •

• • •
(2, 2, 2) :

• • •

• •

(1, 3, 3) : • •

• • •
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•

(N, 4) : •

• • •

• •

;;;;;;;;;

•

•

•

(1, 2, 5) : •

• •

• • •
Цi пiдмножини називаються критичними.

Як i у випадку з сагайдаками, для частково впорядкованих

множин можна також ввести поняття ручного i дикого

зображувальних типiв. Цi питання вперше були розглянутi i

викладенi Назаровою у роботi [17]. Там же була доведена основна

теорема, яка дає характеристику ручним i диким частково

впорядкованим множинам.

Теорема 1.4. Частково впорядкована множина являється

множиною дикого зображувального типу, якщо вона мiстить

одну з таких пiдмножин:

1. (1, 1, 1, 1, 1);

2. (1, 1, 1, 2);

3. (2, 2, 3);

4. (1, 3, 4);

5. (1, 2, 6);

6. (N, 5), де N = {a1, a2, b1, b2 | a1 ¹ a2, b1 ¹ b2, a1 ¹ b2},
i являється множиною ручного типу в протилежному випадку.

В роботi [14] Клейнер також розглянув питання про зображення

пари частково впорядкованих множин. Нагадаємо вiдповiднi

означення.
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Нехай (S,¹) i (T,¹), де S = {a1, . . . , an}, T = {b1, . . . , bp}
— двi частково впорядкованi множини. Зображенням пари

частково впорядкованих множин (S, T ) над полем k називається

вiдображення ϕ : S × T → M̄k таке, що

α(ϕ(a1, bi)) = . . . = α(ϕ(an, bi)), i = 1, . . . , p;

β(ϕ(aj, b1)) = . . . = β(ϕ(aj, bp)), j = 1, . . . , n,

де α(A) i β(A) — вiдповiдно кiлькiсть рядкiв i стовпцiв матрицi A.

Тобто, таке зображення являє собою набiр np матриць Aij (1 ≤ i ≤
p ; 1 ≤ j ≤ n).

Два зображення {Aij} i {Bij} називаються iзоморфними, якщо

вiдповiднi набори матриць можуть бути одержанi один з другого

елементарними перетвореннями вигляду:

1. Довiльнi елементарнi перетворення рядкiв (стовпцiв) одразу

всiх матриць A1i, . . . , Ani (Aj1, . . . , Ajp) при фiксованому i(j);

2. Одночасне додавання рядкiв (стовпцiв) з однаковими

номерами всiх матриць A1i, . . . , Ani (Aj1, . . . , Ajp) до рядкiв

(стовпцiв) матриць A1k, . . . , Ank (Al1, . . . , Alp) з однаковими

номерами, якщо ai ¹ ak (bj ¹ bl) в S (T ).

Аналогiчно зображенням частково впорядкованих множин

вводяться поняття прямої суми зображень i нерозкладного

зображення пари частково впорядкованих множин. Клейнером в

цiй статтi був доведений наступний результат.

Теорема 1.5. Пара частково впорядкованих множин (S,¹) i

(T,¹), де S = {a1, . . . , an}, T = {b1, . . . , bp} має скiнченний

зображувальний тип тодi i тiльки тодi, коли T — лiнiйно

впорядкована множина i виконуються умови:
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1. при p = 1 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4);

2. при p = 2 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1), (3, 3), (2, 5);

3. при p = 3 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 5);

4. при p = 4 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 3);

5. при p = 5 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 3), N ;

6. при p ≥ 6 множина S не мiстить пiдмножин вигляду

(1, 1, 1) i (1, 2).

Трохи пiзнiше Клейнером у статтi [36] була доведена теорема,

яка описує ручнi пари частково впорядкованих множин.

Теорема 1.6. Якщо ω(S) ≤ ω(T ), то пара частково впорядкованих

множин (S, T ) є ручною тодi i тiльки тодi, коли виконується одна

з наступних умов:

1. S = (1), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5);

2. S = (2), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1, 1), (1, 1, 2), (3, 4), (2, 6);

3. S = (3), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1), (2, 3), (1, 6);

4. S = (4), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 4);

5. S = (5), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 3);



37

6. S = (6), а множина T не мiстить пiдмножини вигляду

(1, 1, 1), (2, 2), (1, 3), N ;

7. S = (m), при m ≥ 7, а множина T не мiстить пiдмножини

вигляду (1, 1, 1), (1, 2);

8. S мiстить пiдмножину вигляду (1, 1), але нi S, нi T не

мiстять пiдмножини вигляду (1, 1, 1), (1, 2).

Зображення частково впорядкованих множин i їх пар можна

розглядати як бiмодульнi задачi. Саме так бiмодульнi категорiї

(категорiї матриць над бiмодулем) вперше визначив Ю. А. Дрозд

у своїй роботi [4]. Для прикладу, нехай M = {x1, x2, . . . , xn} — скiн-

ченна частково впорядкована множина. Розглянемо пiдалгебру

k[M] ⊆ Mat(n,k) з k-базою {eij | xi ¹ xj}, де eij — матричнi

одиницi. Нехай A = k × k[M]. Розглянемо векторний простiр

V = kn n-вимiрних рядкiв як A-бiмодуль, поклавши (λ, S)x = λx

i x(λ, S) = xS, де λ ∈ k, S ∈ k[M]. Тодi El = El(k × k[M],kn)

є матричною задачею, що вперше з’явилася в роботi [7] для “01-

кiлець”. Тут нерозкладними проективними A-модулями є A0 = k

i Ai = Aeii (1 ≤ i ≤ n). Якщо P =
⊕n

i=0 miAi, то V (P, P ) '
⊕n

i=1 Mat(m0 × mi,k). Якщо P ′ =
⊕n

i=0 m′
iAi, то HomA(P, P ′) '

Mat(m′
0×m0,k)⊕(

⊕n
i,j=1 Mat(m′

i×mj, Iij), де Iij = k, якщо xi ¹ xj i

Iij = 0 в iншому випадку. Отже, об’ект з El задається послiдовнiстю

матриць M = (M1,M2, . . . , Mn) з коефiцiєнтами iз k та спiльною

кiлькiстю m0 рядкiв. Морфiзм M → M ′, де Mi розмiру m0×mi i M ′
i

розмiру m′
0 ×m′

i, задається множиною матриць {S0, Sij | i, j ∈ M},
де S0 ∈ Mat(m′

0×m0,k), Sij ∈ Mat(m′
i×mj,k), Sij = 0, якщо xi � xj

i S0Mj =
∑

i∈M M ′
iSij для всiх j ∈ M. Зокрема, M i M ′ визначають

iзоморфнi об’єкти з El тодi й лише тодi, коли вони мають однаковий
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розмiр i M може бути перетворена в M ′ послiдовнiстю наступних

допустимих перетворень:

(a) замiна всiх матриць Mi на S0Mi, де S0 ∈ GL(m0,k) (елементарнi

перетворення рядкiв, спiльнi для всiх матриць Mi);

(b) замiна матрицi Mi на MiSi, де Si ∈ GL(mi,k) (елементарнi

перетворення стовпцiв матриць над полем);

(c) замiна матрицi Mj на Mj + MiSij, якщо i ¹ j, де Sij ∈
Mat(mi×mj,k) (додатковi перетворення стовпцiв, що залежать

вiд порядку в M).

Очевидно, це фактично збiгається з означенням Назарової-Ройтера.

1.4 Лагiднi та скручено-лагiднi алгебри

Нехай Q = (Q0, Q1, s, e) — сагайдак i k — поле. Спiввiдношенням

для сагайдака Q називають довiльну k-лiнiйну комбiнацiю шляхiв

довжини не менше 2, зi спiльною початковою i кiнцевою вершинами.

Сагайдаком зi спiввiдношеннями називають всяку пару Q̄ = (Q,R),

де R — деяка множина спiввiдношень для Q. Нехай R = {λi | i ∈ T},
T — множина iндексiв. Якщо через I позначити iдеал в kQ, пород-

жений всiма елементами λi ∈ R, то кажуть, що kQ/I є k-алгеброю,

яка визначена сагайдаком Q та спiввiдношеннями λi = 0, де i

пробiгає T . Навпаки, якщо розглянути деякий iдеал J алгебри kQ

i зафiксувати в ньому систему стандартних твiрних λi (тобто

таких елементiв, якi є лiнiйною комбiнацiєю шляхiв зi спiльною

початковою i кiнцевою вершинами), то одержимо сагайдак iз спiв-

вiдношеннями. Точнiше кажучи, справедливий наступний резуль-

тат [9, гл. 3].
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Теорема 1.7. Кожна скiнченновимiрна алгебра над алгебраїчно

замкненим полем Морiта-еквiвалентна фактор-алгебрi kQ/I, де Q

— деякий скiнченний сагайдак, а I — iдеал в алгебрi kQ такий, що

J2 ⊇ I ⊇ Jm для деякого m ≥ 2, де J позначає iдеал, породжений

всiма стрiлками сагайдака.

Множина спiввiдношень R для такої алгебри — це множина

твiрних iдеалу I. Зауважимо також, що сагайдак Q визначається

тут однозначно, але не iдеал I й тим бiльше не множина спiввiдно-

шень.

Нагадаємо, що двi алгебри звуться Морiта-еквiвалентними,

якщо вони мають еквiвалентнi категорiї модулiв. Iншими

словами, цi алгебри мають однаковi теорiї зображень. Критерiй

такої еквiвалентностi, встановлений вперше Морiтою, можна

сформулювати так [9]:

Теорема 1.8. Категорiї модулiв над алгебрами A i B еквiвалентнi

тодi й лише тодi, коли iснує проективний генератор категорiї

правих A-модулiв P такий, що B ' (EndA P )op. При цьому

еквiвалентнiсть категорiй встановлюється функтором P ⊗A _.

Тут проективний генератор — це скiнченнопороджений A-

модуль P такий, що mP = A⊕M для деякого m.

Приведемо тепер означення лагiдної та скручено-лагiдної алгебр.

Вперше вони були введенi у роботах [20, 35] у зв’язку з теорiєю

зображень. Насамперед зауважимо, що для скручено-лагiдної

алгебри iснує кiлька рiзних означень. Але неважко бачити, що всi

вони мiж собою еквiвалентнi. Ми приведемо означення цих алгебр,

посилаючись на роботу [23].
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Пара (Q,R) називається лагiдною (gentle), якщо виконуються

наступнi умови:

1) для кожної вершини i ∈ Q, iснує не бiльше двох стрiлок, якi

починаються в i та не бiльше двох стрiлок, якi закiнчуються в i;

2) усi спiввiдношення в R мають вигляд αβ для деяких стрiлок α, β;

3) якщо iснують двi стрiлки α1, α2, якi починаються в i, то для

кожної стрiлки β, яка закiнчується в i, або α1β ∈ R, або α2β ∈ R,

але не одночасно;

4) якщо iснують двi стрiлки β1, β2, якi закiнчуються в i, то для

кожної стрiлки α, яка починається в i, або αβ1 ∈ R, або αβ2 ∈ R,

але не одночасно.

Алгебра A називається лагiдною, якщо вона Морiта-еквiвалентна

фактор-алгебрi kQ/〈R〉, де пара (Q,R) є лагiдною (через 〈R〉 ми поз-

начаємо iдеал алгебри kQ, породжений всiма елементами λi ∈ R).

Зафiксуємо тепер у сагайдаку Q деяку множину вершин,

яку позначатимемо через Sp. Елементи множини Sp будемо

називати спецiальними вершинами, а всi iншi вершини сагайдака

— звичайними.

Для трiйки (Q, Sp,R) розглянемо пару (Qsp, Rsp), де Qsp
0 := Q0,

Qsp
1 := Q1 ∪ {σi | i ∈ Sp}, s(σi) := e(σi) := i та Rsp := R ∪ {σ2

i | i ∈
Sp}.

Трiйка (Q,Sp, R) називається скручено-лагiдною (skewed-gentle),

якщо вiдповiдна їй пара (Qsp, Rsp) є лагiдною.

Нехай (Q,Sp, R) — скручено-лагiдна трiйка. Зiставимо кожнiй

вершинi i ∈ Q0 множину, яку будемо позначати Q0(i), в такий спосiб:

якщо i — звичайна вершина, то Q0(i) = {i}, якщо i — спецiальна

вершина, то Q0(i) = {(i,−), (i, +)}.
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Через (Qsg, Rsg) будемо позначати пару, яка визначається в

такий спосiб:

Qsg
0 := ∪i∈Q0

Q0(i),

Qsg
1 [a, b] := {(a, α, b) | α ∈ Q1, a ∈ Q0(s(α)), b ∈ Q0(e(α))},

Rsg := {
∑

b∈Q0(s(β))

λb(a, α, b)(b, β, c) | αβ ∈ R, a ∈ Q0(s(α)), c ∈ Q0(e(β))},

де λb = −1, якщо b = (i,−) для деякого i ∈ Q0, i λb = 1 в iншому

випадку.

Алгебра A називається скручено-лагiдною, якщо вона Морiта-

еквiвалентна фактор-алгебрi kQsg/〈Rsg〉, де трiйка (Q,Sp, R) є

скручено-лагiдною.

Добре вiдомо [23, 37], що лагiднi i скручено-лагiднi алгебри є

ручними, i навiть похiдно ручними (тобто, їх похiднi категорiї скiн-

ченновимiрних модулiв також ручнi).

1.5 Нодальнi порядки

У роботах [3, 6, 30] розглядалися нодальнi порядки над

дискретно нормованим кiльцем O. Такий порядок — це O-алгебра

A, яка задовольняє наступнi умови:

(1) A — скiнченнопороджений O-модуль без скруту;

(2) End J = H — спадковий порядок, де J = rad A;

(3) rad H = J ;

(4) lengthA(H ⊗A U) 6 2 для кожного простого лiвого A-модуля U .

У роботi [6] було встановлено, що нодальнi порядки й лише

вони є ручними вiдносно опису скiнченнопороджених модулiв.

У роботах [3, 30] було описано будову нодальних порядкiв. А

саме, встановлено, що вони отримуються iз спадкових операцiями
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склеювання, роздуття, обмеження i розширення (визначення цих

операцiй див. у роздiлi 2).

Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлi зроблено стислий огляд лiтератури за темою

дисертацiї. Сформульовано допомiжнi поняття i твердження, якi

використовуються при подальших дослiдженнях в наступних 4-х

роздiлах.
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РОЗДIЛ 2

БУДОВА НОДАЛЬНИХ АЛГЕБР

В даному роздiлi ми розглядаємо будову нодальних алгебр.

Спочатку ми це робимо над довiльним полем, а потiм, як наслiдок,

приводимо конструкцiю таких алгебр над алгебраїчно замкненим

полем, з якою будуть пов’язанi нашi дослiдження в наступних

роздiлах.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботах [10, 12, 31].

2.1 Морiта-еквiвалентнiсть

Тут ми фiксуємо деяке поле k i розглядаємо скiнченновимiрнi

k-алгебри.

Означення 2.1. Алгебра A називається нодальною, якщо iснує

спадкова алгебра H з rad H = J , H ⊃ A ⊃ J i така, що

1) rad A = J ;

2) lengthA(H ⊗A U) 6 2 для кожного простого лiвого A-модуля U .

Будемо казати, що нодальна алгебра A пов’язана зi спадковою

алгеброю H.

Зауваження 2.1. Далi ми побачимо, що умову 2) означення

нодальної алгебри можна замiнити на еквiвалентну симетричну:

lengthA(V ⊗A H) 6 2 для кожного простого правого A-модуля V .

Твердження 2.1. Якщо алгебра A′ Морiта-еквiвалентна

нодальнiй алгебрi A, яка пов’язана зi спадковою алгеброю H,

то A′ є нодальною алгеброю, пов’язаною зi спадковою алгеброю H ′,

яка Морiта-еквiвалентна H.
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Доведення. Позначимо J = rad H = rad A. Нехай P — проек-

тивний генератор категорiї mod-A правих A-модулiв такий, що

A′ ' EndA P . Тодi й A ' EndA′ P ' P∨ ⊗A′ P , де P∨ =

HomA′(P,A′) ' HomA(P, A). Нехай P ′ = P ⊗A H. Тодi P ′ —

проективний генератор категорiї mod-H. Покладемо H ′ = EndH P ′.

Зауважимо, що HomH(P ′,M) ' HomA(P,M) для кожного правого

H-модуля M . Зокрема, EndH P ′ ' HomA(P, P ′). Отже, природне

вiдображення A′ → H ′ є мономорфiзмом. Бiльш того, оскiльки

P ′J = PJ , то

rad EndH P ′ = HomH(P ′, PJ ′) ' HomA(P, P ′J) =

= HomA(P, PJ) = rad EndA P

(див. [9, гл. 3, вправа 6]). Таким чином, rad A′ = rad H ′ ⊂ A′ ⊆ H ′.

Довiльний простий A-модуль iзоморфний U ′ = P ⊗A U для деякого

простого A-модуля U . Тому

H ′⊗A′ U
′ = H ′⊗A′ (P ⊗A U) ' (H ′⊗A′ P )⊗A U ' (P ⊗A H)⊗A U '

' P ⊗A (H ⊗A U),

оскiльки

H ′ ⊗A′ P ' HomA(P, P ⊗A H)⊗A′ P ' ((P ⊗A H)⊗A P∨)⊗A′ P '
' (P ⊗A H)⊗A (P∨ ⊗A′ P ) ' P ⊗A (H ⊗A A) ' P ⊗A H.

Отже, lengthA′(H
′ ⊗A′ U ′) = lengthA(H ⊗A U) 6 2, тому A′ є

нодальною.

Дане твердження дозволяє розглядати лише базовi нодальнi

алгебри A, тобто такi, що A/ rad A є прямим добутком тiл.
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2.2 Нодальнi алгебри над довiльним полем

Тут ми розглядаємо лише алгебри сепарабального типу. Це

означає, що фактор-алгебра за радикалом є сепарабельною.

Нагадаємо [9, гл. 8], що спадкова алгебра H над досконалим полем

задається парою (H̄, V ), де H̄ — напiвпроста алгебра, а V —

H̄-бiмодуль. Якщо алгебра H̄ є базовою, то H̄ = H̄1 × . . . × H̄s, де

H̄i — тiла. V =
⊕

Vij, де Vij — це H̄i-H̄j-бiмодуль.

Вкажемо конструкцiю, яка дає всi базовi нодальнi алгебри

сепарабельного типу. Назвемо нодальними даними набiр, який

складається з:

(1) пари (H̄, V ), де H̄ — базова напiвпроста алгебра (H̄ =
∏
i∈I

H̄i,

H̄i — тiла), V — деякий H̄-бiмодуль.

(2) бiнарного симетричного вiдношення ∼ на компонентах H̄ (або

на їх номерах) такого, що для кожного i ∈ I iснує не бiльше

одного j ∈ I такого, що i ∼ j, причому якщо i ∼ j, то H̄i = H̄j.

(3) пiдмножини J ⊂ I такої, що якщо i ∈ J , то i � j для всiх j, i

для кожного i ∈ J задано

a) або пiдтiло Āi ⊂ H̄i так, що (H̄i : Āi) = 2,

b) або розширення Āi ⊃ H̄i так, що (Āi : H̄i) = 2.

У випадку a) будемо писати i ∈ J−, а у випадку b) — i ∈ J+.

Очевидно, що J = J− ∪ J+.

У випадку b) ми розглядатимемо Āi як векторний простiр над

H̄i. Тодi вiдображення x 7→ xa, де a, x ∈ Āi, ототожнює елемент

a ∈ Āi з лiнiйним оператором у H̄i-векторному просторi Āi,

тобто з матрицею iз Mat(2, H̄i). Отже, в цьому випадку ми

можемо ототожнити Āi з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i).
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За даними пунктiв (1)-(3) будується базова нодальна алгебра

A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) в такий спосiб:

• Розглядаємо спадкову алгебру H типу (H̄, V ) з кратностями

mi =





2, якщо i ∼ i, або i ∈ J+,

1 — в iншому випадку.

• У фактор-алгебрi H/ rad H =
s∏

j=1
Mat(mj, H̄j) розглядаємо

пiдалгебру Ā, яка складається з таких наборiв (a1, . . . , as), що:

1) aj = ak, якщо j ∼ k i k 6= j; в цьому випадку будемо

говорити, що A отримується з H склеюванням компо-

нентiв H̄j i H̄k;

2) aj є дiагональною матрицею, якщо j ∼ j; в цьому випадку

будемо говорити, що A отримується з H роздуттям

компоненти H̄j;

3) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J−; в цьому випадку будемо казати, що

A отримується з H обмеженням компоненти H̄i;

4) ai ∈ Āi, якщо i ∈ J+ (ми застосовуємо ототожнення Āi

з пiдалгеброю в Mat(2, H̄i)); тут ми будемо казати, що A

отримується з H розширенням компоненти H̄i.

• Розглядаємо пiдалгебру A = A(H̄, V,∼, J+, Ji, Āi) ⊂ H, яка

є прообразом пiдалгебри Ā ⊂ H̄. За побудовою ця алгебра є

базовою.

Теорема 2.1. Алгебра A(H̄, V,∼, J+, J−, Āi) є нодальною, i кожна

базова нодальна алгебра сепарабельного типу iзоморфна A(H̄, V,∼,

J+, J−, Āi) для деяких нодальних даних.

Зауваження 2.2. Якщо нодальна алгебра не є базовою, то

потрiбно ще задати:
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1) кратностi nj, заданi для таких j, що j � j, причому так, що

nj = nk при j ∼ k;

2) кратностi n′j, n
′′
j , заданi для таких j, що j ∼ j.

Лема 2.1. Нехай A,B — кiльця, A ⊆ B, i rad A є iдеалом B.

Покладемо Ā = A/ rad A i B̄ = B/ rad. Для кожного простого

лiвого A-модуля (Ā-модуля) U виконується рiвнiсть

lengthA(B ⊗A U) = lengthĀ(B̄ ⊗Ā U).

Доведення. Кожний простий лiвий A-модуль є простим лiвим Ā-

модулем i навпаки. Доведемо, що для кожного простого лiвого A-

модуля U має мiсце iзоморфiзм лiвих B-модулiв

B ⊗A U ' B̄ ⊗Ā U .

Бiлiнiйне вiдображення B × U → B̄ ⊗Ā U : (b, x) 7→ b̄ ⊗ x є A-

збалансованим, тому iснує гомоморфiзм абелевих груп f : B⊗AU →
B̄ ⊗Ā U такий, що f(b ⊗ x) = b̄ ⊗ x для всiх b ∈ B, x ∈ U . Легко

перевiрити, що f також буде гомоморфiзмом B-модулiв. Якщо b̄1 =

b̄2, де b1, b2 ∈ B, то b1−b2 ∈ rad A, i для довiльного x ∈ U виконуєть-

ся (b1 − b2)x ∈ (rad A)U = 0, b1 ⊗ x − b2 ⊗ x = 1 ⊗ (b1 − b2)x = 0 в

B ⊗A U . Тому можна коректно визначити бiлiнiйне Ā-збалансоване

вiдображення B̄ × U → B ⊗A U : (b̄, x) 7→ b ⊗ x. Значить iснує

гомоморфiзм абелевих груп g : B̄ ⊗Ā U → B ⊗A U такий, що

g(b̄ ⊗ x) = b ⊗ x для всiх b ∈ B, x ∈ U . Легко бачити, що g

буде гомоморфiзмом B-модулiв. Ендоморфiзми B-модулiв fg, gf

збiгаються з idB̄⊗ĀU , idB⊗AU на твiрних модулiв B̄ ⊗Ā U,B ⊗A U

вiдповiдно, отже, fg = idB̄⊗ĀU i gf = idB⊗AU .

З iзоморфiзму B-модулiв B⊗AU i B̄⊗ĀU випливає їх iзоморфiзм

як A-модулiв та

lengthA(B ⊗A U) = lengthA(B̄ ⊗Ā U).
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Композицiйний ряд кожного Ā-модуля буде його композицiйним

рядом як A-модуля, тому

lengthA(B̄ ⊗Ā U) = lengthĀ(B̄ ⊗Ā U),

що i дає потрiбну рiвнiсть. Лему доведено.

Лема 2.2. Нехай S̃ =
∏m

i=1 S̃i — напiвпроста алгебра, де S̃i '
Mat(di, Fi) — її простi компоненти, S =

∏r
k=1 Sk — її пiдалгебра,

така, що всi Sk є тiлами i lengthS(S̃⊗S Sk) 6 2 для всiх 1 6 k 6 r.

Тодi, для кожного 1 6 k 6 r:

0) або Sk = S̃i для деякого i,

1) або Sk ⊂ S̃i× S̃j для деякого i 6= j так, що S̃i ' S̃j ' F i Sk ' F

вкладається в S̃i × S̃j ' F × F дiагонально,

2) або iснує iнший iндекс q 6= k такий, що Sk ' Sq, Sk × Sq ⊂ S̃i

для деякого i, S̃i ' Mat(2, Fi) i цей iзоморфiзм можна вибрати

так, що Sk × Sq вкладається в S̃i як пiдалгебра дiагональних

матриць,

3) або Sk ⊂ S̃i як пiдтiло тiла S̃i для деякого i, так, що (S̃i : Sk) =

2,

4) або Sk ⊃ Fi як розширення тiла Fi для деякого i таке, що (Sk :

Fi) = 2, S̃i ' Mat(2, Fi) i Sk вкладається в Mat(2, Fi) так, що

елементу a ∈ Sk вiдповiдає матриця оператора x 7→ xa.

Доведення. Позначимо Lik = S̃i ⊗S Sk. Звичайно, що Lik 6= 0

тодi i лише тодi, коли проекцiя Sk на S̃i є ненульовою. Оскiльки

Lk = S̃⊗SSk =
⊕m

i=1 Lik, iснують щонайбiльше два iндекси i такi, що

Lik 6= 0. Тому, або Sk ⊆ S̃i для деякого i, або Sk ⊂ S̃i×S̃j для деяких

i 6= j i обидва Lik i Ljk не нульовi. Зауважимо, що dimFi
Lik > di,

а dimSk
Lk 6 2. Тому в останньому випадку di = dj = 1 i S̃i '
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S̃j ' Sk. Якщо це спiльне значення позначити через F , то Sk ' F

вкладається в S̃i × S̃j ' F × F дiагонально. Це — випадок 1).

Припустимо, що Sk ⊆ S̃i, але Sk 6= S̃i. Тодi di 6 2.

Якщо di = 1, то S̃i — тiло, Sk — його пiдтiло, причому (S̃i : Sk) =

= 2. Це — випадок 3).

Нехай тепер di = 2, причому k — єдиний iндекс, для якого Lik 6=
6= 0. Тодi S̄i = S̃i⊗SS = S̃i⊗SSk = Lik. Але S̃i = 2Ui, де Ui — простий

S̃i-модуль. Тому Ui ' Sk як Sk-модуль. Отже, Sk ⊃ Fi = End Ui,

причому (Sk : Fi) = 2. Це — випадок 4).

Нарештi, якщо di = 2 i є ще один iндекс q, для якого Liq 6= 0, то

S̃i = Mat(2, Fi) ⊃ Sk × Sq. Тодi S̄i = S̃i ⊗S S = S̃i ⊗S (Sk ⊕ Sq) =

= Lik ⊕ Liq. Отже, Lik та Liq — простi S̃i-модулi i Sk та Sq мiстять

End Ui = Fi. Оскiльки Lik 6= S̃i i Liq 6= S̃i, то Sk ' Sq ' Fi. Тодi

Sk×Sq вкладається в S̃i як пiдалгебра дiагональних матриць. Це —

випадок 2).

Доведення теореми. Нехай A — нодальна k-алгебра, H — вiд-

повiдна спадкова k-алгебра. Покладемо Ā = A/ rad A i H̄ =

H/ rad H. Оскiльки rad A = rad H, то Ā ⊆ H̄. Ā i H̄ — напiвпростi

k-алгебри. Оскiльки алгебру A ми вважаємо базовою, то Ā розкла-

дається в прямий добуток тiл над полем k: Ā = Ā1× . . .×Ār. Цi тiла

скiнченновимiрнi над k, оскiльки Ā є скiнченновимiрною. Алгебра

H̄ розкладається в прямий добуток матричних алгебр над тiлами:

H̄ = M1 × . . .×Ms, де Mi = Mat(mi, H̄i).

З леми 2.1 випливає, що умову 2) в означеннi нодальної алгебри

можна замiнити на еквiвалентну:

lengthĀ(H̄ ⊗Ā U) 6 2 для кожного простого лiвого Ā-модуля U .
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Отже, можна застосувати лему 2.2 для алгебри S̃ = H̄ i її

пiдалгебри S = Ā. Тодi, всi компоненти H̄ є або F або Mat(2, F )

i, вiдповiдно до цiєї леми, можливi наступнi 5 випадкiв:

0) H̄k = F для деякого k збiгається з простою компонентою Ā.

Покладемо тут k � i для всiх i ∈ I \ J .

1) H̄k × H̄l ' F ×F для деяких k 6= l мiстить просту компоненту Ā

(iзоморфну F ), вкладену дiагонально. В цьому випадку покла-

демо k ∼ l.

2) H̄k = Mat(2, F ) для деякого k мiстить Āi × Āj, (i 6= j), причому

Āi × Āj вкладається в H̄k як пiдалгебра дiагональних матриць.

Тут ми покладемо k ∼ k.

3) H̄k = F мiстить пiдтiло Āi таке, що (H̄k : Āi) = 2. В цьому випад-

ку покладемо k ∈ J−.

4) H̄k = Mat(2, F ), де F ⊂ Āi так, що (Āi : F ) = 2. Тут ми покладе-

мо k ∈ J+.

Це й означає, що кожна базова нодальна алгебра A iзоморфна

алгебрi A(H̄, V,∼ , J+, J−, Āi) для деяких нодальних даних. Теорему

доведено.

Очевидно, вказана конструкцiя нодальних алгебр є лiво-право

симетричною. Точнiше, якщо нодальна алгебра A будується зi

спадкової алгебри H деякою послiдовнiстю склеювань, роздувань,

обмежень та розширень компонентiв, то антиiзоморфна алгебра

Aop одержується з антиiзоморфної спадкової алгебри Hop такою ж

послiдовнiстю тих самих операцiй.

Наслiдок 2.1. Якщо алгебра A є нодальною, то й антиiзоморфна

алгебра Aop також є нодальною.

З цього наслiдку безпосередньо випливає такий наслiдок.
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Наслiдок 2.2. Алгебра A є нодальною тодi й лише тодi, коли iснує

спадкова алгебра H ⊃ A така, що

1) rad A = rad H;

2) lengthA(V ⊗AH) 6 2 для кожного простого правого A-модуля V .

2.3 Нодальнi алгебри над алгебраїчно замкненим полем

Варто спецiально розглянути випадок будови нодальних алгебр

над алгебраїчно замкненим полем [8, 31].

Як вiдомо [9, гл. 3], кожна базова спадкова алгебра iзоморфна

алгебрi шляхiв деякого сагайдака Q без орiєнтованих циклiв.

Отже, в цьому випадку нодальними даними назвемо набiр, який

складається з:

(1) сагайдака Q;

(2) бiнарного симетричного вiдношенням ∼ на множинi Q0 (вершин

сагайдака Q) такого, що для кожної вершини i ∈ Q0 є не бiльше

нiж одна вершина j ∈ Q0 така, що i ∼ j.

За цими даними будується базова нодальна алгебра A(Q,∼) у

такий спосiб:

• Розглядаємо спадкову алгебру H з сагайдаком Q i

кратностями вершин

mj =





1, якщо j � j,

2, якщо j ∼ j.

• У фактор-алгебрi H̄ = H/ rad H =
s∏

j=1
Mat(mj,k) розглядаємо

пiдалгебру Ā, яка складається з таких наборiв (a1, . . . , as), що
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aj = ak, якщо j ∼ k i k 6= j; у цьому випадку ми будемо

казати, що A отримується з H склеюванням вершин j та

k сагайдака Q;

aj є дiагональною матрицею, якщо j ∼ j; у цьому випадку

ми будемо казати, що A отримується з H роздуттям

вершини j сагайдака Q.

• Розглядаємо пiдалгебру A = A(Q,∼) ⊂ H, яка є прообразом

пiдалгебри Ā ⊂ H̄. За побудовою, ця алгебра є базовою.

У випадку алгебраїчно замкненого поля спробуємо детальнiше

поговорити про операцiї склеювання i роздуття як на простих

компонентах алгебри, так i на вершинах вiдповiдного сагайдака.

Означення 2.2. Нехай B — базова алгебра, B̄ = B/ rad B =
⊕

i B̄i,

де B̄i ' k — простi B-модулi.

(1) Зафiксуємо 2 iндекси i, j. Нехай Ā — пiдалгебра алгебри B̄, яка

складається з елементiв (λ1, λ2, . . . , λm) таких, що λi = λj,

A — прообраз Ā в B. Ми кажемо, що A отримується з B

шляхом склеювання компонентiв B̄i та B̄j (або вiдповiдних

вершин сагайдака алгебри B).

(2) Зафiксуємо iндекс i. Нехай P = 2Bi ⊕
⊕

k 6=i Bk, B′ = EndB P ,

B̄′ = B̄/ rad B̄ =
∏m

k=1 B̄′
i, де B̄′

i ' Mat(2,k) i B̄′
k ' k для

k 6= i. Нехай Ā′ — пiдалгебра алгебри B̄′, яка складається з

елементiв (b1, b2, . . . , bm) таких, що bi — дiагональна матриця,

A — прообраз Ā в B′. Ми кажемо, що Ā отримується з B

шляхом роздуття компоненти B̄i (або вiдповiдної вершини

сагайдака алгебри B).

З цього означення одразу випливають наступнi властивостi.
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Твердження 2.2. Враховуючи означення 2.2

(1) Якщо алгебра A отримується з B шляхом склеювання компо-

нентiв B̄i i B̄j, то вона є базовою i A/ rad A = Āij×
∏

k/∈{i,j} B̄k,

де Āij = {(λ, λ) | λ ∈ k} ⊂ B̄i × B̄j. Крiм того, rad A = rad B i

B ⊗A Āij ' B̄i × B̄j.

(2) Якщо алгебра A отримується з B шляхом роздуття компо-

ненти B̄i, то вона є базовою i A/ rad A = Āi1 × Āi2 ×
∏

k 6=i B̄k,

де Āis = {λess | λ ∈ k} i ess(s ∈ {1, 2}) позначають дiагональнi

матричнi одиницi в B̄′
i ' Mat(2,k). Крiм того, rad A = rad B′

i B′ ⊗A Āis ' V , де V — простий B̄′
i-модуль.

Будемо називати компоненту Āij в першому випадку i компонен-

ти Āis в другому випадку новими компонентами алгебри A. Всi

iншi простi компоненти алгебри Ā такi ж, як i в B̄.

Твердження 2.3. Враховуючи означення 2.2 припустимо, що

алгебра B задається сагайдаком Q з множиною спiввiдношень R.

(1) Нехай алгебра A отримується з B шляхом склеювання

компонентiв, що вiдповiдають вершинам i та j. Тодi сагайдак

алгебри A отримується з Q шляхом ототожнення вершин i

та j, тодi як множиною спiввiдношень для A є R ∪ R′, де R′

— множина всiх добуткiв αβ, де α починається в i (або в j),

а β закiнчується в j (вiдповiдно, в i).

(2) Нехай алгебра A отримується з B шляхом роздуття

компоненти, що вiдповiдає вершинi i та не iснує петель в

цiй вершинi. Позначимо через Ar(i) множину стрiлок, якi

починаються або закiнчуються у вершинi i. Тодi сагайдак

алгебри A i множина спiввiдношень для нього отримуються

наступним чином:
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• ми замiнюємо вершину i двома вершинами i′ та i′′;

• кожну стрiлку α, яка закiнчується в i, ми замiнюємо двома

стрiлками α′ та α′′, якi закiнчуються вiдповiдно в i′ та i′′;

• кожну стрiлку β, яка починається в i, ми замiнюємо двома

стрiлками β′ та β′′, якi починаються вiдповiдно в i′ та i′′;

• замiнюємо кожне спiввiдношення r, що мiстить стрiлки з

Ar(i) двома спiввiдношеннями r′ i r′′, де r′ (r′′) отримується з

r шляхом замiни кожної стрiлки α ∈ Ar(i) на α′ (вiдповiдно,

на α′′);

• зберiгаємо усi iншi спiввiдношення;

• для кожної пари стрiлок α, β, де β починається в i, а α

закiнчується в i, ми додаємо спiввiдношення β′α′ = β′′α′′.

Означення 2.3. Враховуючи означення 2.2, виберемо попарно рiзнi

iндекси i1, i2, . . . , ir+s та j1, j2, . . . , jr з {1, 2, . . . , m}. Побудуємо

рекурсивно алгебри A0, A1, . . . , Ar+s:

A0 = B;

для 1 ≤ k ≤ r алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом склею-

вання компонентiв B̄ik and B̄jk
;

для r < k ≤ r + s алгебра Ak одержується з Ak−1 шляхом

роздуття компоненти B̄ik.

В цьому випадку ми кажемо, що алгебра A = Ar+s одержується з

B за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i роздуттiв,

що визначається послiдовнiстю iндексiв (i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr).

Зауважимо, що порядок цих склеювань i роздуттiв не впливає на

результуючу алгебру A.

Як правило, така послiдовнiсть склеювань i роздуттiв задається

симетричним вiдношенням ∼ (не еквiвалентнiсть!) на вершинах
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сагайдака алгебри B або, що те саме, на множинi простих B-модулiв

B̄i: покладемо ik ∼ jk для 1 ≤ k ≤ r та ik ∼ ik для r < k ≤ r + s.

Зауважимо, що #{j | i ∼ j} ≤ 1 для кожної вершини i.

Теорема 2.2. Базова алгебра A є нодальною тодi i тiльки тодi,

коли вона iзоморфна алгебрi, яка одержується з базової спадкової

алгебри H за допомогою допустимої послiдовностi склеювань i

роздуттiв простих компонентiв.

Iншими словами, базова нодальна алгебра може бути задана

сагайдаком i симетричним вiдношенням ∼ на множинi його вершин

таким, що #{j | i ∼ j} ≤ 1 для кожної вершини i.

Доведення. Iз твердження 2.2 випливає, що якщо алгебра A

одержується з базової спадкової алгебри H за допомогою допустимої

послiдовностi склеювань i роздуттiв, то вона є нодальною. Для

доведення у зворотньому напрямку, ми використаємо наступну лему

про напiвпростi алгебри.

Лема 2.3. Нехай S̃ =
∏m

i=1 S̃i — напiвпроста алгебра, де S̃i '
Mat(di,k) — її простi компоненти, S =

∏r
k=1 Sk — її пiдалгебра,

така, що Sk ' k i lengthS(S̃ ⊗S Sk) 6 2 для всiх 1 6 k 6 r. Тодi,

для кожного 1 6 k 6 r:

0) або Sk = S̃i для деякого i,

1) або Sk ⊂ S̃i × S̃j для деякого i 6= j так, що S̃i ' S̃j ' k i Sk ' k

вкладається в S̃i × S̃j ' k× k дiагонально,

2) або iснує iнший iндекс q 6= k такий, що Sk ' Sq, Sk × Sq ⊂ S̃i

для деякого i, S̃i ' Mat(2,k) i цей iзоморфiзм можна вибрати

так, що Sk × Sq вкладається в S̃i як пiдалгебра дiагональних

матриць.
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Ця лема є наслiдком леми 2.2, якщо розглядати не довiльне, а

алгебраїчно замкнене поле.

Нехай A — нодальна алгебра, яка пов’язана зi спадковою

алгеброю H̃, S̃ = H̃/ rad H̃ i Ā = A/ rad A. Позначимо через H

базову алгебру алгебри H̃ [9, гл.3] i для кожної простої компоненти

S̃i алгебри S̃ позначимо через H̄i вiдповiдну просту компоненту

алгебри H̄ = H/ rad H. Застосуємо лему 2.3 до алгебри S̃ i

її пiдалгебри Ā. Нехай (i1, j1), . . . , (ir, jr) — всi iндекси такi, що

добутки S̃ik × S̃jk
зустрiчаються у випадку (1) леми, в той час як

ir+1, . . . , ir+s — всi iндекси такi, що S̃ik зустрiчаються у випадку (2).

Тодi, очевидно, що A одержується iз H за допомогою допустимої

послiдовностi склеювань i роздуттiв, що визначається послiдовнiстю

iндексiв (i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr). Теорему доведено.

Оскiльки конструкцiя склеювання i роздуття є лiво-право

симетричною, ми одержуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Якщо алгебра A є нодальною, то такою буде й

антиiзоморфна до неї алгебра. Зокрема, в означеннi 2.1 можна

замiнити умову (2) на умову iз зауваження 2.1.

Отже, щоб визначити базову нодальну алгебру, ми повиннi

визначити сагайдак Q i послiдовнiсть його вершин (i1, i2, . . . , ir+s, j1,

j2, . . . , jr). Насправдi, можна легко описати отриману алгебру A за

допомогою її сагайдака i спiввiдношень. А саме, ми повиннi дiяти

наступним чином:

1. Для кожного 1 ≤ k ≤ r

(a) ми склеюємо вершини ik та jk, при цьому зберiгаючи

всi стрiлки, якi починаються або закiнчуються в цих

вершинах;



57

(b) якщо стрiлка α починається у вершинi ik (або jk), а

стрiлка β закiнчується у вершинi jk (вiдповiдно ik), то

ми накладаємо спiввiдношення αβ = 0.

2. Для кожного r < k ≤ r + s

(a) ми замiнюємо кожну вершину ik двома вершинами i′k та

i′′k;

(b) ми замiнюємо кожну стрiлку α : j → ik двома стрiлками

α′ : j → i′k та α′′ : j → i′′k;

(c) ми замiнюємо кожну стрiлку β : ik → j двома стрiлками

β′ : i′k → j та β′′ : i′′k → j;

(d) якщо стрiлка β починається у вершинi ik, а стрiлка

α закiнчується в цiй вершинi, ми накладаємо

спiввiдношення β′α′ = β′′α′′.

Будемо казати, що A є нодальна алгебра типу Q.

Щоб визначити нодальну алгебру, яка не обов’язково є базовою,

ми також повиннi прописати кратностi li для кожної вершини i так,

що lik = ljk
для 1 ≤ k ≤ r.

Надалi базову нодальну алгебру ми часто будемо зображати

сагайдаком Q, вiдмiчаючи вершини (i1, i2, . . . , ir, j1, j2, . . . , jr) чорни-

ми кружечками, з iндексами 1, 2, . . . , r, а вершини ir+1, . . . , ir+s —

колами. Наприклад:

· α1 // •1 α2 // · α3 //

α5

²²

•1 •2α4oo

◦3
α6

²²
•2
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У цьому прикладi результуюча нодальна алгебра A задається

сагайдаком iз спiввiдношеннями

◦3′
α′6

ÀÀ;
;;

;;
;;

;;
;;

· α1 // •1
α2 // ·

α3

oo

α′5

OO

α′′5 ÀÀ;
;;

;;
;;

;;
;;

; •2α4ff

α2α3 = α2α4 = 0

α4α
′
6 = α4α

′′
6 = 0

α′6α
′
5 = α′′6α

′′
5.

◦3′′
α′′6

OO

2.4 Зв’язок нодальних алгебр iз скручено-лагiдними

Як зазначалося вище, кожна базова спадкова алгебра над

алгебраїчно замкненим полем iзоморфна алгебрi шляхiв деякого

сагайдака Q без орiєнтованих циклiв. Згiдно теореми 2.2, кожна

базова нодальна алгебра A iзоморфна алгебрi, яка отримується

iз базової спадкової алгебри H з сагайдаком Q за допомогою

деякої послiдовностi операцiй склеювання i роздуття вершин цього

сагайдака, причому кожна вершина бере участь щонайбiльше в

однiй такiй операцiї. Зауважимо також, що пiсля виконання цих

операцiй можуть з’явитися орiєнтованi цикли i навiть петлi, але

надалi до вершин, у яких утворилися петлi, цi операцiї вже не

застосовуються. Варто зазначити, що спадкова алгебра H i сагайдак

Q визначенi неоднозначно.

Неважко переконатися, що означення скручено-лагiдної алгебри

розглянуте у пiдроздiлi 1.4, можна переформулювати в термiнах

роздуттiв, визначених вище, наступним чином.

Означення 2.4. Базова алгебра A називається скручено-лагiдною,

якщо вона отримується з лагiдної алгебри B шляхом роздуття
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деяких вершин її сагайдака, в якi не бiльше однiєї стрiлки α

входить i не бiльше однiєї стрiлки β виходить, причому, якщо

обидвi стрiлки присутнi, то βα /∈ R.

Теорема 2.3. Нодальна алгебра A є скручено-лагiдною тодi i

тiльки тодi, коли вона одержується з прямого добутку спадкових

алгебр типу A або Ã за допомогою допустимої послiдовностi

склеювань i роздуттiв, що визначається послiдовнiстю вершин

таких, що для кожної з них iснує не бiльше однiєї стрiлки, яка

починається, i не бiльше однiєї стрiлки, яка закiнчується в цiй

вершинi. Причому, алгебра A є лагiдною тодi i тiльки тодi, коли

вона одержується з використанням лише склеювань.

Доведення. Якщо A пов’язана зi спадковою алгеброю H такою,

що її сагайдак не є незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A або

Ã, то iснує вершина i в сагайдаку алгебри H така, що Ar(i) мiстить

принаймнi 3 стрiлки. Те ж саме є вiрним i для сагайдака алгебри

A. Бiльш того, не iснує спiввiдношень, якi мiстили б бiльше, нiж

одну з цих стрiлок, що неможливо в лагiднiй або скручено-лагiднiй

алгебрi.

Таким чином, можна припустити, що сагайдак алгебри H

є незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A або Ã. Нехай

A одержується з H за допомогою допустимої послiдовностi

склеювань i роздуттiв, що визначається послiдовнiстю вершин

(i1, i2, . . . , ir+s, j1, j2, . . . , jr). Припустимо, що iснує iндекс 1 ≤ k ≤
r + s такий, що є двi стрiлки α1, α2, якi закiнчуються в ik

(аналогiчним є випадок з двома стрiлками, якi починаються в ik).

Якщо k ≤ r та iснує стрiлка, яка закiнчується в jk, то є 3 стрiлки,

що закiнчуються у вершинi (ij) сагайдака алгебри A, i нiякi двi з
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них не зустрiчаються в одному й тому ж самому спiввiдношеннi,

що неможливо в лагiдному або скручено-лагiдному випадку. Якщо

iснує стрiлка β, яка починається в jk, вона входить у два нульовi

спiввiдношення βα1 = βα2 = 0, що також неможливо.

Нарештi, якщо ми застосуємо роздуття, то отримаємо три

стрiлки, iнцидентних з вершиною без нульових спiввiдношень мiж

ними, що неможливо в лагiднiй алгебрi. Таким чином, умови

теореми є необхiдними.

Навпаки, нехай H — спадкова алгебра i її сагайдак є незв’язним

об’єднанням сагайдакiв типу A або Ã, i1 6= i2 — вершини цього

сагайдака такi, що iснує єдина стрiлка αk, яка починається в ik,

а також єдина стрiлка βk, яка закiнчується в ik (k = 1, 2). Тодi

склеювання вершин i1, i2 дасть вершину i = (i1i2) в сагайдаку

одержаної алгебри, двi стрiлки αk, якi починаються в i та двi стрiл-

ки βk, якi закiнчуються в i (k = 1, 2), що задовольняють спiввiдно-

шенням α1β2 = α2β1 = 0. Таким чином, склеювання таких вершин

дасть лагiдну алгебру. Далi, роздуття вершин j таких, що iснує одна

стрiлка α, яка починається в j i одна стрiлка β, яка закiнчується в

нiй, дають скручено-лагiдну алгебру, оскiльки αβ 6= 0 в H. Теорему

доведено.

Теорема 2.4. Кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є

нодальною, причому сагайдак вiдповiдної спадкової алгебри є

незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A та Ã (тобто лiнiйок

та циклiв).

Зауважимо, що ця теорема є оберненою до теореми 2.3. З цих

двох теорем також випливає, що така алгебра є лагiдною тодi й
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лише тодi, коли при її побудовi не використовувались роздуття, а

лише склейки.

Доведення. Оскiльки скручено-лагiдна алгебра отримується iз

лагiдної роздуттями вершин вiдповiдного сагайдака, причому цi

вершини не беруть участi у спiввiдношеннях, то нам достатньо

показати, що будь-яка лагiдна алгебра є нодальною.

За означенням, лагiдна алгебра A задається сагайдаком Q зi

спiввiдношеннями R. В цьому сагайдаку нас цiкавитимуть лише тi

вершини, в яких є спiввiдношення. Вони подiляються на 3 типи:

(1) у вершину i двi стрiлки входять i двi стрiлки iз неї виходять

α
''NNNNNN

i

β 77pppppp

δ ''NNNNNN
γ

77pppppp

та є два спiввiдношення, наприклад βα = 0 i δγ = 0;

(2) у вершину i одна стрiлка входить i двi стрiлки iз неї виходять

(або у вершину i двi стрiлки входять i одна стрiлка iз неї

виходить)

β
''NNNNNN

α // i

β 77pppppp

γ ''NNNNNN або i
α //

γ

77pppppp

причому βα = 0 або γα = 0 (вiдповiдно, αβ = 0 або αγ = 0),

але не одночасно;

(3) у вершину i одна стрiлка входить i одна стрiлка iз неї виходить

α // i
β //

та є спiввiдношення βα = 0.

Доведення проведемо iндукцiєю по кiлькостi спiввiдношень. Якщо

спiввiдношень взагалi немає, то лагiдна алгебра є спадковою, а її
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сагайдак є незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A або Ã. Нехай

i — вершина, яка входить у деяке спiввiдношення. Припустимо,

що вона належить до типу (1). Розглянемо сагайдак Q1, який

отримується iз сагайдака Q замiною вершини i двома вершинами

i′ та i′′:
α // i′ δ //

γ // i′′
β //

Всi iншi вершини в сагайдаку Q1 залишаються незмiнними.

Спiввiдношення R1 сагайдака Q1 — це «старi» спiввiдношення R без

тих двох, якi були присутнi у вершинi i. По сутi, ми отримали нову

алгебру A1, яка задається сагайдаком Q1 зi спiввiдношеннями R1.

Очевидно, що алгебра A одержується iз A1 склеюванням компонент

i′ та i′′.

Якщо вершина i належить до типу (2), то ми її замiнюємо двома

вершинами i′ та i′′ вигляду

α // i′
β //

i′′
γ //

(або iз зворотними напрямками стрiлок), а якщо вершина i нале-

жить до типу (3), то будемо виконувати замiну вигляду

α // i′

i′′
β //

В результатi такого перетворення одержуємо нову алгебру A1, з

якої алгебра A одержується склеюванням вершин i′ та i′′, в яких

немає спiввiдношень. Очевидно, ця алгебра також є лагiдною, але

спiввiдношень в нiй менше, нiж в A. Цим завершується iндукцiя.
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi визначено нодальнi алгебри, якi є основним

об’єктом дослiдження в дисертацiї. Описано конструкцiю, якою

нодальнi алгебри отримуються зi спадкових. Встановлено, що кожна

лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є нодальною й знайдено умови,

за яких нодальна алгебра є лагiдною або скручено-лагiдною. Цi

результати також складають пiдгрунтя для наступних роздiлiв.
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РОЗДIЛ 3

НОДАЛЬНI АЛГЕБРИ ТИПУ A

В даному роздiлi ми розглядаємо нодальнi алгебри типу A та

визначаємо їх зображувальнi типи. Зазначимо також, що надалi

розглядаються нодальнi алгебри над алгебраїчно замкненим полем.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботi [31].

3.1 Неiстотнi склеювання

Насамперед ми вкажемо на один тип склейок, якi не впливають

на зображувальний тип алгебри.

Означення 3.1. Нехай базова алгебра B задається сагайдаком Q

зi спiввiдношеннями i алгебра A отримується з B склеюванням

вершин i та j сагайдака Q таких, що не iснує стрiлок, якi входять

у вершину i та стрiлок, якi виходять з вершини j. Будемо казати,

що таке склеювання є неiстотним.

Виявляється, що категорiї A-mod i B-mod «майже тi самi».

Теорема 3.1. За умов означення 3.1, iснує еквiвалентнiсть

мiж категорiями B-mod/〈B̄i, B̄j〉 i A-mod/〈Āij〉, де C/〈M〉
позначає фактор-категорiю вiд C за модулем iдеалу морфiзмiв, якi

пропускаються через пряму суму об’єктiв з множини M. (Тут

B̄i, B̄j — простi B-модулi, якi вiдповiдають вершинам сагайдака i

та j вiдповiдно, Āij — простий A-модуль, який вiдповiдає вершинi,

що утворилася пiсля склеювання i та j).

Зокрема, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж

нерозкладними зображеннями алгебри A, за винятком Āij, та
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нерозкладними зображеннями алгебри B, за винятком B̄i та B̄j.

Тому зображувальнi типи алгебр A i B збiгаються.

Доведення. Ми ототожнюємо B-модулi та A-модулi iз зобра-

женнями вiдповiдних сагайдакiв зi спiввiдношеннями. Нагадаємо,

що сагайдак алгебри A одержується iз сагайдака алгебри B за

допомогою склеювання вершин i та j в одну вершину (ij). Для B-

модуля M позначимо через FM такий A-модуль, що

FM(k) = M(k) для будь-якої вершини k 6= (ij),

FM(ij) = M(i)⊕M(j),

FM(γ) = M(γ), якщо γ /∈ Ar(ij),

FM(α) =
(
M(α) 0

)
, якщо α ∈ Ar(i) \ Ar(j),

FM(β) =


 0

M(β)


 , якщо β ∈ Ar(j) \ Ar(i)

FM(α) =


 0 0

M(α) 0


 , якщо α : i → j.

(3.1)

Якщо f : M → M ′ — гомоморфiзм B-модулiв, визначимо гомомор-

фiзм Ff : FM → FM ′, поклавши

Ff(k) = f(k) , якщо k 6= (ij),

Ff(ij) =


f(i) 0

0 f(j)


 .

Отже, ми отримаємо функтор F : B-mod → A-mod. Очевидно, що

FB̄i = FB̄j = Āij, тому F iндукує функтор f : B-mod/〈B̄i, B̄j〉 →
A-mod/〈Āij〉.
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Нехай тепер N — A-модуль. Визначимо B-модуль GN наступним

чином:

GN(k) = N(k), якщо k /∈ {i, j},
GN(i) = N(ij)/N0(ij), де N0(ij) =

⋂

α−=(ij)

Ker N(α),

GN(j) =
∑

β+=(ij)

Im N(β),

GN(β) = N(β), якщо β /∈ Ar(i),

GN(α) є iндуковане вiдображення GN(i) → GN(k), якщо α : i → k.

Зазначимо, що якщо β+ = j, то Im N(β) ⊆ GN(j). Якщо g :

N → N ′ — гомоморфiзм A-модулiв, то g(ij)(GN(j)) ⊆ GN ′(j) i

g(ij)(N0(ij)) ⊆ N ′
0(ij). Тому визначимо гомоморфiзм Gg : GN →

GN ′, поклавши

Gg(k) = g(k) , якщо k 6= i,

Gg(i) є вiдображення GN(i) → GN ′(i), iндуковане g(ij),

Gg(j) є обмеження g(ij) на GN(j).

Отже, ми отримаємо функтор G : A-mod → B-mod. Оскiльки

GĀij = 0, вiн iндукує функтор g : A-mod/〈Āij〉 → B-mod/〈B̄i, B̄j〉.
Припустимо, що Gg = 0. Це означає, що g(k) = 0 для k 6= (ij),

Im g(ij) ⊆ ⋂
α−=(ij) Ker N ′(α) i Ker g(ij) ⊇ ∑

β+=(ij) Im N(β). Тому

g(ij) iндукує вiдображення

ḡ : N(j)/
∑

β+=j

Im N(β) → N ′(ij)
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з Im ḡ ⊆ ⋂
α−=(ij) Ker N ′(α). Тому g = g′′g′, де

g′ :N → N i g′′ : N → N ′,

N(k) = 0, якщо k 6= (ij),

N(ij) = N(j)/
∑

β+=j

Im N(β),

g′(k) = g′′(k) = 0, якщо k 6= (ij),

g′(ij) — природна сюр’єкцiя N(ij) → N(ij),

g′′(ij) = ḡ.

Очевидно, що N ' mĀij для деякого m, тому KerG — це просто

iдеал 〈Āij〉.
За побудовою,

GFM(i) = M(i)/
⋂

α−=i

Ker α,

GFM(j) =
∑

β+=j

Im β,

FGN(ij) = N(ij)/
⋂

α−=i

Ker α⊕
∑

β+=(ij)

Im N(β).

Таким чином, ми фiксуємо

для кожного B-модуля M ретракцiю ρM : M(j) →
∑

β+=j Im β,

для кожного A-модуля N ретракцiю ρN : N(ij) →
∑

β+=(ij) Im β

i визначаємо морфiзми функторiв

φ : IdB-mod → GF такий, що

φM(k) = IdM(k) якщо k /∈ {i, j},
φM(j) = ρM ,

φM(i) — природна сюр’єкцiя M(i) → GFM(i),
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i

ψ : IdA-mod → FG такий, що

ψN(k) = IdN(k) якщо k 6= (ij),

ψN(ij) = ρN .

Очевидно, що якщо M не має прямих доданкiв B̄i i B̄j, то φM —

iзоморфiзм. Також, якщо N не має прямих доданкiв Āij, то ψN

— iзоморфiзм. Отже, g i f — взаємно квазi-оберненi, що визначає

еквiвалентнiсть категорiй B-mod/〈B̄i, B̄j〉 i A-mod/〈Āij〉. Теорема

доведена.

3.2 Виключнi та супер-виключнi алгебри

Насамперед ми дамо означення нодальної алгебри типу A.

Означення 3.2. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi спадковою

алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу A або сагай-

дак Евклiда типу Ã, називається нодальною алгеброю типу A.

Тобто, нодальнi алгебри типу A отримуються за допомогою

операцiй склеювання i роздуття iз сагайдакiв типу A або Ã.

Нагадаємо, що до сагайдакiв типу A або Ã належать наступнi графи

з довiльною орiєнтацiєю ребер:

An : 1 2 3 4 · · · n (n ≥ 1),

Ãn : 1 2 · · · n (n + 1) (n ≥ 0).

Iз теореми 2.3 попереднього роздiлу випливає, що лагiднi i

скручено-лагiднi алгебри належать до нодальних алгебр типу A.

Добре вiдомо, що вони є ручними. Iснує ще два класи алгебр,
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якi є нодальними типу A i зображувальний тип яких може бути

скiнченним, ручним або диким. Це є виключнi i супер-виключнi

алгебри.

Означення 3.3. Нехай H — базова спадкова алгебра з сагайдаком

Q типу A.

1. Назвемо пару вершин (i, j) сагайдака Q виключною, якщо

вони мiстяться в повному пiдсагайдаку вигляду

· β // i· ·α1oo α2 . . . ·αn−1 j·
αnoo ·γoo (3.2)

або

· i·
βoo α1 // · α2 . . . ·αn−1 αn // j·

γ // · (3.3)

де орiєнтацiя стрiлок α2, . . . , αn−1 є довiльною. Якщо n = 1,

то α1 = αn : j → i у випадку (3.2) i α1 = αn : i → j у випадку

(3.3).

2. Будемо називати склеювання виключної пари вершин

виключною склейкою.

3. Нодальна алгебра називається виключною, якщо вона

отримується зi спадкової алгебри типу A за допомогою

деякої послiдосностi склеювань, що складаються з однiєї

виключної склейки i, можливо, кiлькох неiстотних

склеювань.

Нагадаємо, що неiстотнє склеювання не впливає на

зображувальний тип алгебри. Тому, ми не повиннi приймати

їх до уваги, розглядаючи лише виключнi алгебри, що отримуються

за допомогою виключної склейки. Зауважимо, що в результатi
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такої склейки вершин i та j алгебрi A буде вiдповiдати сагайдак зi

спiввiдношеннями

·
α1

ÀÀ;
;;

;;
;;

; · αnα1 = αnβ = 0

· βm . . . ·β1 β // (ij)·

αn

AA¤¤¤¤¤¤¤¤

·γoo γ1 . . . ·γl

(3.4)

у випадку (3.2) або

· ·
αn

¢¢¤¤
¤¤

¤¤
¤¤

α1αn = βαn = 0

· βm . . . ·β1 (ij)·
βoo

α1

]];;;;;;;;
γ // · γ1 . . . ·γl

(3.5)

у випадку (3.3). Пунктирна лiнiя мiстить стрiлки α2, . . . , αn−1; якщо

n = 1, то маємо петлю α у вершинi (ij) зi спiввiдношеннями α2 = 0

i, вiдповiдно, αβ = 0 або βα = 0. Будемо казати, що A — (n,m, l)-

виключна алгебра.

В наступнiй теоремi ми визначаємо зображувальнi типи таких

алгебр.

Теорема 3.2. (n,m,l)-виключна алгебра є

(1) скiнченно-зображувальною у випадках:

(a) m = l = 0,

(b) l = 0, m = 1, n ≤ 3,

(c) l = 0, 2 ≤ m ≤ 3, n = 1,

(d) m = 0, l = 1, n ≤ 2;

(2) ручною у випадках:

(a) l = 0, m = 1, n = 4,

(b) l = 0, m = 2, n = 2,

(c) l = 0, m = 4, n = 1,
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(d) m = 0, l = 1, n = 3;

(3) дикою в усiх iнших випадках.

Доведення. Розглянемо алгебру A, що задається сагайдаком зi

спiввiдношеннями (3.5). Позначимо через C алгебру, яка задається

сагайдаком зi спiввiдношеннями

· ·
αnxxppppppp α1αn = 0

•α1

ffNNNNNNN

(чорний кружечок вказує на вершину (ij)). Вона отримується з

алгебри шляхiв сагайдака

Γn = 0·
α1 // 1·

α2 . . . n−1·
αn−1 αn // n·

склеюванням вершин 0 i n. Ця склейка є неiстотною, так що ми

можемо використати теорему 3.1. Нас цiкавитимуть нерозкладнi

зображення алгебри C, якi є ненульовими у вершинi • . Позначимо

через L множину таких зображень. Вони виникають iз зображень

сагайдака Γn, якi є ненульовими у вершинi 0 або n. Це зображення

L̃i i L̃′i (0 ≤ i ≤ n), де

L̃i(k) =





k, якщо k ≤ i,

0, якщо k > i;

L̃′i(k) =





k, якщо k ≥ i,

0, якщо k < i.

Позначимо через Li i L′i вiдповiдно зображення FL̃i i FL̃′i (див.

формули (3.1)). Очевидно, що Ln = L′0, L0 = L′n = C• i dimk Li(•) =

1 для i 6= n, а також dimk L′i(•) = 1 для i 6= 0, тодi як dimk Ln(•) = 2.

Позначимо через ei (0 ≤ i < n) i e′j (0 < j < n) базиснi вектори
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вiдповiдно Li та L′j, а через en, e
′
n — базиснi вектори Ln = L′0 такi,

що e′n ∈ Im Ln(αn); тодi Ln(α1)(e
′
n) = 0, коли Ln(α1)(en) 6= 0.

Розглянемо множину E = {e0, e1, . . . , en} i вiдношення ≺ на E, де

u ≺ v означає, що iснує гомоморфiзм f такий, що f(u) = v. Iз

добре вiдомого (та елементарного) опису зображень сагайдака Γ i

теореми 3.1 випливає, що≺ є лiнiйний порядок i ei ≺ e0 ≺ e′j для всiх

i, j. Нехай u0, u1, . . . , u2n — така нумерацiя елементiв множини E, що

ui ≺ uj тодi й лише тодi, коли i ≤ j (тодi un = e0), i en = uk, e
′
n = ul

(k < n < l). Зазначимо також, що якщо f ∈ End Ln, матриця f(•) в

базисi en, e
′
n має вигляд


λ 0

µ λ


.

Нехай M — A-модуль, M̄ — його обмеження на C. Тодi

M̄ ' ⊕
i miLi ⊕

⊕
j m′

jL
′
j. Вiдповiдно M(•) =

⊕2n+1
i=1 Ui, де Ui

породжуються образами векторiв ui. Зауважимо, що для i > n,

ui = e′j для деякого j, тому M(β)Ui = 0. Отже, M(β) i M(γ) слiд

розглядати як блочнi матрицi

M(β) =
(
B0 B1 . . . Bn 0 . . . 0

)
,

M(γ) =
(
C0 C1 . . . Cn Cn+1 . . . C2n

)
,

(3.6)

де матрицi Bi, Ci вiдповiдають доданкам Ui. Якщо f ∈ HomA(M, N),

то f(•) — блочна нижня трикутна матриця (fij), де fij : Uj → Ui

i fij = 0, якщо i < j. Бiльш того, ненульовi блоки можуть бути

довiльними з тiєю лише умовою, що fkk = fll. Тому, якщо дано

довiльну матрицю f(•) з цiєю умовою i оборотнi дiагональнi блоки

fii, то ми можемо побудувати модуль N , який iзоморфний до M ,

поклавши N(β) = M(β)f(•), N(γ) = M(γ)f(•). Тодi можна

легко перетворити матрицю M(γ) так, що iснує не бiльше нiж один

ненульовий елемент (рiвний 1) в кожному рядку i в кожному стовпцi,
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якщо i /∈ {k, l}, ненульовi рядки матрицi Ci мають вигляд
(
I 0

)
, а

ненульовi стовпчики матрицi (Ck |Cl) мають такий вигляд



0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0 0




Стовпчики матриць Bi розiб’ємо вiдповiдно до таких розбиттiв Ci.

Це дасть 2(n + 2) нових блокiв B̃s (1 ≤ s ≤ 2(n + 2)). А саме,

блоки B̃s при s непарне вiдповiдно до ненульових блокiв матриць Ci

i при s парне вiдповiдно до нульових стовпчикiв Ci. Два додаткових

блоки отримуються з пiдрозбиття Ck на 4 вертикальнi смуги. Також

подiлимо блоки fij матрицi f(•) в аналогiчний спосiб. Вiдтепер ми

будемо розглядати лише такi зображення, що матриця M(γ) має

вигляд, зведений таким способом. Можна легко перевiрити, що це

накладає обмеження на матрицю f(•) так, що новi блоки f̃st, якi

отримуються з fij при 0 ≤ i, j ≤ n, можуть бути тiльки ненульовими

(i в такому разi довiльними) тодi й лише тодi, коли s > t i, крiм того,

або t є непарне, або s є парне. Це означає, що цi новi блоки можна

розглядати як зображення частково впорядкованої множини Sn+2:

1

ppppppppppppppp

2 3

qqqqqqqqqqqqqqq

4 ...

rrrrrrrrrrrrrrrr

... 2n + 3

rrrrrrrrrrr

2(n + 2)
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(в сенсi [18]). Добре вiдомо [18], що Sn+2 має скiнченну кiлькiсть

нерозкладних зображень. Це означає, що A має скiнченний

зображувальний тип, якщо m = l = 0.

Якщо l = 1, нехай γ : j → j1, γ1 : j2 → j1 (випадок

γ1 : j1 → j2 є аналогiчним). Ми можемо припустити, що матриця

M(γ1) має вигляд


I 0

0 0


. Тодi рядки всiх матриць Ci слiд розбити

вiдповiдно до цього подiлу M(γ1): Ci =


Ci1

Ci0


. Бiльш того,

якщо f — гомоморфiзм таких зображень, то f(j1) =


c1 c2

0 c3


.

Цiлком аналогiчно до попереднiх мiркувань можна бачити, що

зводячи M(γ) до канонiчної форми, стовпчики Bi розiб’ються

так, що отримана задача приводиться до зображення частково

впорядкованої множини C′n+3:
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(n+3 точки в кожному стовпчику). Iз результатiв [14, 17] випливає,

що ця задача є скiнченною при n ≤ 2, ручною при n = 3 i дикою

при n > 3. Тому, такою є й алгебра A при m = 0 i l = 1.
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Якщо l > 1, то пiсля зведення матриць M(γ2),M(γ1) i M(γ)

отримаємо для M(β) задачу про зображення частково впорядкова-

ної множини S′′
n+4, аналогiчну до S i S′, але з 4 стовпчиками i n+4

точки в кожному стовпцi. Ця задача є дикою [17], отже, алгебра

A також дика. Якщо обидва l > 0 i m > 0, аналогiчний розгляд

показує, що якщо ми зведемо матрицю M(β1) до вигляду


I 0

0 0


,

рядки матрицi M(β) також роздiляться, так що ми отримаємо

задачу про зображення пари частково впорядкованих множин [14],

одна з яких S′
n+3, а iнша є лiнiйно впорядкованою з 2 елементiв. Як

вiдомо з [36], ця задача є дикою, тому алгебра A також дика.

Нехай тепер l = 0 i зафiксуємо розбиття стовпцiв M(β), описане

за допомогою частково впорядкованої множини Sn+2 як зазначено

вище. Якщо ми зведемо матрицi M(βi), якi утворюють зображення

сагайдака типу Am, рядки M(β) подiляться таким чином, що в

результатi ми отримаємо зображення пари частково впорядкованих

множин, одна з яких Sn+2, а iнша — лiнiйно впорядкована з m + 1

елементiв. З робiт [14, 36] випливає, що ця задача має скiнченний

тип, якщо або m = 1, n ≤ 3, або 2 ≤ m ≤ 3, n = 1, ручною, якщо

або m = 1, n = 4, або m = 2, n = 2, або m = 4, n = 1. В усiх iнших

випадках вона є дикою. Тому, те ж саме вiрно i для алгебри A, що

завершує доведення.

Означення 3.4. Нодальна алгебра називається супер-виключною,

якщо вона отримується з алгебри вигляду (3.4) або (3.5) при n = 3

за допомогою склеювання кiнцiв стрiлки α2 у випадку, коли таке

склеювання не є неiстотним, i, можливо, кiлькох неiстотних

склеювань.
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Очевидно, що ми можемо розглянути лише супер-виключнi

алгебри, якi отриманi без неiстотнiх склеювань. Використовуючи

[36, Теорема 2.3], легко отримати наступний результат.

Твердження 3.1. Супер-виключна алгебра є

(1) скiнченно-зображувальною, якщо m = l = 0,

(2) ручною, якщо m + l = 1,

(3) дикою, якщо m + l > 1.

3.3 Основний результат

Зараз можна повнiстю описати зображувальнi типи нодальних

алгебр типу A.

Означення 3.5. 1) Будемо називати алгебру A квазi-лагiдною,

якщо вона отримується з лагiдної або скручено-лагiдної алгебри

за допомогою допустимої послiдовностi неiстотних склеювань.

2) Будемо називати алгебру A хорошою виключною (хорошою

супер-виключною), якщо вона є виключною (вiдповiдно, супер-

виключною) i не дикою.

Теорема 3.2 i твердження 3.1 дають опис хороших виключних i

супер-виключних алгебр.

Теорема 3.3. Неспадкова нодальна алгебра типу A є скiнченно-

зображувальною або ручною тодi i тiльки тодi, коли вона або

квазi-лагiдна, або хороша виключна, або хороша супер-виключна.

В iнших випадках вона є дикою.

Перш нiж доводити цю теорему, ми покажемо, що склеювання

або роздуття не може “покращити” зображувальний тип.
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Твердження 3.2. Нехай алгебра A отримується з B шляхом

склеювання або роздуття. Тодi, iснує точний функтор F :

B-mod → A-mod такий, що FM ' FM ′ тодi i тiльки тодi,

коли M ' M ′ або, у випадку склеювання вершин i та j, M i

M ′ вiдрiзняються лише тривiальними прямими доданками у цих

вершинах.

Доведення. Нехай A отримується з B шляхом роздуття

вершини i. Припустимо, що не iснує петель в цiй вершинi. Випадок,

коли є такi петлi розглядається аналогiчно, але формули стають

бiльш громiздкими. Зауважимо, що в подальшому розглядати цей

випадок нам не потрiбно. Для B-модуля M набiр FM(k) = M(k),

якщо k 6= i, FM(i′) = FM(i′′) = M(i), FM(α) = M(α), якщо

α /∈ Ar(i) i FM(α′) = FM(α′′) = M(α), якщо α ∈ Ar(i). Якщо f :

M → M ′, набiр Ff(k) = f(k), якщо k 6= i та Ff(i′) = Ff(i′′) = f(i).

Таким чином, отримаємо точний функтор F : B-mod → A-mod.

Навпаки, якщо N — A-модуль, набiр GN(k) = N(k), якщо k 6= i

та GN(i) = N(i′). Отримаємо функтор G : A-mod → B-mod.

Очевидно, що GFM ' M , тому з умови FM ' FM ′ випливає,

що M ' M ′.

Нехай тепер A отримується з B шляхом склеювання вершин i

та j. Як i вище припустимо, що не iснує петель в цих вершинах.

Для B-модуля M набiр FM(k) = M(k), якщо k 6= (ij), FM(ij) =

M(i) ⊕M(j), FM(α) = M(α)), якщо α /∈ Ar(i) ∪ Ar(j), FM(α) =(
M(α) 0

) (
або

(
0 M(α)

))
, якщо α− = i (вiдповiдно α− = j)

i FM(β) =


M(β)

0




(
або M(β) =


 0

M(β)




)
, якщо β+ = i

(вiдповiдно β+ = j). Якщо f : M → M ′, набiр Ff(k) = f(k),
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якщо k 6= (ij) i f(ij) = f(i) ⊕ f(j). Це дає точний функтор

F : B-mod → A-mod. Припустимо, що φ : FM
∼→ FM ′,

φ(ij) =


φ11 φ12

φ21 φ22


 ,

φ−1(ij) =


ψ11 ψ12

ψ21 ψ22


 .

Тодi,

φ11M(β) = M ′(β)φ(k) i φ21M(β) = 0, якщо β : k → i,

φ22M(β) = M ′(β)φ(k) i φ12M(β) = 0, якщо β : k → j,

M ′(α)φ11 = φ(k)M(α) i M ′(α)φ12 = 0, якщо α : i → k,

M ′(α)φ22 = φ(k)M(α) i M ′(α)φ21 = 0, якщо α : j → k.

i аналогiчнi спiввiдношення справедливi для компонентiв φ−1(ij) з

перестановкою M та M ′. Припустимо, що M не має прямих доданкiв

B̄i i B̄j. Звiдси слiдує, що
⋂

α−=i Ker M(α) ⊆ ∑
β+=i Im M(β) i

⋂
α−=j Ker M(α) ⊆ ∑

β+=j Im M(β). Якщо M ′ також не мiстить

прямих доданкiв B̄i i B̄j, то воно задовольняє тi ж самi умови. Отже,

Im ψ21 ⊆
⋂

α−=j Ker M(α) ⊆ ∑
β+=j Im M(β),

звiдки φ12ψ21 = 0 i φ11ψ11 = 1. Цiлком аналогiчно, φ22ψ22 = 1 i те

ж саме виконується, якщо переставити φ i ψ. Тому ми отримаємо

iзоморфiзм φ̃ : M
∼→ M ′, поклавши φ̃(i) = φ11, φ̃(j) = φ22 i φ̃(k) =

φ(k), якщо k /∈ {i, j}, що й доводить дане твердження.

Наслiдок 3.1. Якщо алгебра A отримується з B за допомогою

склеювання або роздуття i B є нескiнченно-зображувальною або

дикою, то такою є й алгебра A.
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Доведення теореми 3.3. Ми вже довели частину теореми.

Таким чином, ми лише повиннi показати, що усi iншi нодальнi

алгебри типу A є дикими. Крiм того, можна припустити, що

неiстотних склеювань не було при побудовi нодальної алгебри A.

Якщо A не є нi лагiдною, анi квазi-лагiдною, то має бути принаймнi

одна виключна склейка. Отже, A отримується з алгебри B вигляду

(3.4) або (3.5) за допомогою деяких додаткових склеювань (не

неiстотних) або роздуттiв. Неважко бачити, що будь-яке роздуття

в B дає дику алгебру. Насправдi важливим є випадок, коли n = 1,

m = l = 0 i ми роздуваємо кiнець стрiлки β. Тодi, пiсля зведення

α1 i γ, як i в доведеннi теореми 3.2, отримаємо для ненульових

частин двох стрiлок, отриманих з β, задачу про пару частково

впорядкованих множин (1, 1) i S1 (див. сторiнку 73), яка є дикою

згiдно [36, теорема 2.3]. Iншi випадки ще простiшi.

Отже, роздуття ми розглянули. Припустимо, що ми склеїли кiнцi

β (або деякої βk) i γ (або деякої γk). Тодi, навiть при n = 1, m = l =

0, отримаємо алгебру

·α
$$

β
**

γ
44 · α2 = βα = 0

(або її дуальну). Звiвши α, отримаємо 2 матрицi вигляду

β =
(
0 B2 B3

)
i γ =

(
G1 G2 G3

)
.

Якщо дано iншу пару (β′, γ′) такого ж вигляду, то вони визначають

iзоморфнi зображення тодi i тiльки тодi, коли iснують оборотнi

матрицi X та Y такi, що Xβ = β′Y i Xγ = γ′Y , i Y має вигляд

Y =




Y1 Y3 Y4

0 Y2 Y5

0 0 Y1


 ,
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де пiдрозбиття Y вiдповiдає такому, як i в β, γ. Форма Тiтса цiєї

матричної задачi (див. [29]) Q = x2 + 2y2
1 + y2

2 + 2y1y2 − 3xy1 −
2xy2. Оскiльки Q(2, 1, 1) = −1, ця матрична задача є дикою. Отже,

алгебра A також дика. Аналогiчно, можна бачити, що якщо склеїти

кiнцi деяких βi або γi, то отримаємо дику алгебру (як тiльки таке

склеювання не є неiстотним). Склеювання кiнця деякої αi з кiнцем

β або γ (знову ж таки, якщо воно не є неiстотним) дає пiдалгебру,

яка є алгеброю дикого сагайдака. Точно так же i у випадку, коли ми

склеюємо кiнцi деяких αi так, що це склеювання не є неiсттотним i

n > 3. Це завершує доведення теореми.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi визначено зображувальнi типи нодальних алгебр

типу A, тобто таких, якi отримуються склеюваннями й роздуттями

з сагайдакiв типу A або Ã. Тут також розглянуто спецiальний

клас склеювань — неiстотнi склеювання — й встановлено, що вони

зберiгають зображувальний тип алгебри. Останнiй результат буде

часто використовуватися нами у наступних роздiлах.
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РОЗДIЛ 4

НОДАЛЬНI АЛГЕБРИ ТИПУ D

У цьому роздiлi ми розглядаємо нодальнi алгебри типу D. Так

ми звемо тi нодальнi алгебри, якi одержуються з сагайдакiв типу D

або D̃, але не можуть бути одержанi з сагайдакiв типу A.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботi [8].

4.1 Означення, основнi теореми

Як i в попередньому роздiлi, ми розглядаємо скiнченновимiрнi

алгебри над алгебраїчно замкненим полем.

Будемо казати, що нодальна алгебра має тип D, якщо вона

отримується допустимою послiдовнiстю склеювань та роздуттiв зi

спадкової алгебри з сагайдаком типу D або D̃:

1 α
JJJJJJ

Dn+3 : 3
γ1

4
γ2 . . . (n + 3)

γn

2 β

tttttt

1
α

HHHHHH 1′α′
nnnnnn

D̃n+3 : 3
γ1

4
γ2 . . . (n + 2)

γn−1

2
β

vvvvvv
2′β′

PPPPPP

(4.1)

з довiльною орiєнтацiєю ребер. Далi ми використовуватимемо поз-

начення вершин i стрiлок з (4.1).

Позначимо через Q′ сагайдак, який одержується з Q вилученням

вершини 2 i ребра β. Якщо сагайдак Q є типу D, то сагайдак Q′ має

тип A; якщо ж Q є типу D̃, то Q′ матиме тип D.

Зауваження 4.1. Припустимо, що жодна з вершин 1, 2 не бере

участь у склеюваннях. Якщо обидвi стрiлки α, β починаються (або
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обидвi закiнчуються) у вершинi 3, то алгебру A можна одержати

iз сагайдака Q′, зробивши тi самi склеювання й роздуття та

додавши ще роздуття вершини 1. Нехай тепер одна з цих стрiлок

починається у вершинi 3, а друга там закiнчується. Якщо α

(або β) не входить до спiввiдношень алгебри A, то до вершини 1

(вiдповiдно, 2) можна застосувати вiддзеркалення з роботи [1],

одержавши зображення алгебри, яка вiдрiзняється вiд A лише

орiєнтацiєю стрiлки α (вiдповiдно, β). Але неважко переконатися,

що за будь-яких склеювань, у яких вершини 1 та 2 не беруть

участi, та роздуттiв вершин, вiдмiнних вiд 3, принаймнi одна зi

стрiлок α чи β не увiйде до спiввiдношень. Отже, цей випадок

зводиться до попереднього. Звичайно, те саме стосується вершин

1′ i 2′ у випадку сагайдака типу D̃.

З огляду на це зауваження введемо таке означення.

Означення 4.1. Назвемо нодальну алгебру A нодальною алгеброю

типу D, якщо у вiдповiдних нодальних даних сагайдак Q має тип D

або D̃, причому або одна з вершин 1, 2 бере участь у склеюваннi, або

застосовується роздуття вершини 3. У випадку сагайдака типу D̃

ми, крiм того, вважаємо, що або одна з вершин 1′, 2′ бере участь

у склеюваннi, або застосовується роздуття вершини (n + 2).

Наступнi теореми описують зображувальнi типи нодальних

алгебр типу D. При цьому напрям стрiлок, не вказаний явно на

дiаграмах, є довiльним i не впливає на зображувальний тип.

Теорема 4.1. Нехай нодальна алгебра A є iзоморфною або

антиiзоморфною до алгебри, яка одержана з сагайдака типу D

деякими неiстотними склеюваннями та однiєю з наступних

операцiй:
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(1) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку

1 α
%%JJJJJJ

3
γ1 // 4

γ2 . . . γn (n + 3)

2 β

99tttttt

(4.2)

при n ≤ 2;

(2) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку

1 α
%%JJJJJJ

3
βyytttttt 4

γ1oo γ2 . . . γn (n + 3)

2

(4.3)

при n ≤ 4;

(3) склеюванням вершин 1 i (n + 2) у сагайдаку

1 α
%%JJJJJJ

3
γ1 . . . γn−1// (n + 2)

γn // (n + 3)

2 β

tttttt

(4.4)

при 2 ≤ n ≤ 4.

Тодi A має скiнченний зображувальний тип.

Теорема 4.2. Нехай нодальна алгебра A є iзоморфною або

антиiзоморфною до алгебри, яка одержана з сагайдака типу D або

D̃ неiстотними склеюваннями та однiєю з наступних операцiй:

(1) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.3) при n = 5;

(2) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку

1 α
&&LLLLLL

3
γ1 //

βxxrrrrrr 4

2

(3) склеюванням вершин 1 i 4 у сагайдаку

1 α
&&LLLLLL

3
γ1 // 4

γ2 // 5
γ3

6

2 β

rrrrrr
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(4) склеюванням вершин 1 i (n + 2) у сагайдаку (4.4) при n = 5;

(5) роздуттям вершини 3 у сагайдаку

1 α
&&LLLLLL

3
βxxrrrrrr 4

γoo

2

(4.5)

(6) роздуттям вершини 3 у сагайдаку

1 α
&&LLLLLL 4γ

xxrrrrrr

3
δ &&LLLLLL

βxxrrrrrr

2 5

(4.6)

Тодi A є ручною, нескiнченного зображувального типу.

Теорема 4.3. Якщо нодальна алгебра A типу D, не є анi iзоморф-

ною, анi антиiзоморфною до алгебри, яка пiдпадає пiд випадки, опи-

санi в теоремах 4.1 i 4.2, то вона є дикою.

4.2 Доведення теорем

Будемо доводити теореми 4.1–4.3 одночасно. При цьому розгля-

немо окремi випадки склеювання й роздуття. З точнiстю до iзомор-

фiзму або антиiзоморфiзму можна вважати (i ми це робитимемо),

що стрiлка α направлена вiд вершини 1 до вершини 3, причому

або вершина 1 бере участь у склеюваннi, або вiдбувається роздуття

вершини 3.

Випадок 4.2.1. Склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.2).

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

2
β

// 3
γ1 //

α

´´
4

γ2 . . . γn (n + 3)

зi спiввiдношеннями α2 = 0, αβ = 0.
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Пiсля зведення α Ã




0 0 I

0 0 0

0 0 0


 рядки β роздiляться на три

частини, причому, внаслiдок умови αβ = 0, останнiй рядок буде

нульовим. Зведемо β:

β Ã




0 I 0

0 0 0

0 0 I

0 0 0

0 0 0

0 0 0




.

Тодi γ1 розiб’ється на шiсть стовпчикiв, причому стовпчики 1 i 2,

а також стовпчики 5 i 6 пов’язанi, тобто в них вiдбуваються однаковi

перетворення. Пiсля зведення стрiлок γ2, . . . , γn, рядки матрицi γ1

подiляться на n частин, причому вони будуть лiнiйно впорядкованi.

Пiсля зведення перших двох стовпчикiв цiєї матрицi стовпчики 5

i 6 подiляться кожен на n + 1 частину. Усього зi стовпчикiв 3 – 6

отримаємо 2n + 4 ненульовi стовпчики. Додавання цих стовпчикiв

задається частково впорядкованою множиною S вигляду:

1
hhhhhhhhhhhhh

2 3
iiiiiiiiiiiiii

4 ...
kkkkkkkkkkkkkkk

... 2n + 3
jjjjjj

2(n + 2)

З [14] випливає, що наша задача рiвносильна задачi про зображення

частково впорядкованої множини, яка є кардинальною сумою S та

множини, яка є лiнiйно впорядкованою i має n− 1 елемент. З робiт
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[14, 17] випливає, що ця задача є скiнченною при n ≤ 2 i дикою

при n > 2. Отже, такою є й алгебра A. Це дає перше твердження

теореми 4.1.

Будь-яке додаткове iстотне склеювання або роздуття дає

додатковий подiл матрицi β або γ1, що робить задачу дикою.

Розглянемо, наприклад, випадок, коли склеюються ще вершини

4 i 5 за умови, що стрiлка γ2 направлена до вершини 5

(iнакше це склеювання є неiстотним). Результуючий сагайдак зi

спiввiдношеннями мiстить пiдсагайдак

2
β

// 3
γ1 //

α

´´
4

γ2

´´

зi спiввiдношеннями α2 = 0, αβ = 0, γ2
2 = 0.

Пiсля зведення α i γ2 до вигляду




0 0 I

0 0 0

0 0 0


 матрицi β i γ1

розiб’ються в такий спосiб:

β =




B1

B2

0




x
γ1 =

−−−−−−−−−−−−→


G∗
11 G12 G∗

13

G21 G22 G23

G∗
31 G32 G∗

33




x

.

Стрiлки показують напрямок перетворень, причому перетворення

рядкiв у матрицi β i стовпчикiв у матрицi γ1 є контрагредiєнтними,1

а у матриць, позначених зiрочками, перетворення рядкiв i

стовпчикiв є спiльними. Розглянемо тi зображення, в яких

B1 = 0, B2 = I, у матрицi γ1 вiдсутня друга горизонтальна смуга
1 Це означає, що коли матриця β домножується злiва на невироджену матрицю C, то

матриця γ1 домножується справа на C−1.
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(тобто γ2 = ( 0 I
0 0 )), G33 = I, а матрицi G31, G32 та G13 є нульовими.

Легко переконатися, що таке зображення iзоморфне зображенню

аналогiчного вигляду з матрицями G′
11 i G′

12 на вiдповiдних мiсцях

тодi й тiльки тодi, коли iснують невиродженi матрицi C1 i C2 такi,

що G′
11 = C1G11C

−1
1 , а G′

12 = C1G12C2. Iнакше кажучи, матрицi G11

i G12 задають зображення дикого сагайдака

•
"" // •

Отже, алгебра A є дикою. При iнших додаткових склеюваннях або

роздуттях доведення дикостi є аналогiчним (навiть, як правило,

легшим). Звiдси випливає твердження теореми 4.3 у випадку, коли

наявне склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.2).

Випадок 4.2.2. Склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.3).

В результатi отримаємо сагайдак

2 3
βoo

α

´´
4

γ1oo γ2 . . . γn (n + 3)

зi спiввiдношеннями α2 = 0, αγ1 = 0.

Пiсля зведення α Ã




0 0 I

0 0 0

0 0 0


 стовпчики β i, вiдповiдно, рядки

γ1 роздiляться на 3 частини, причому, внаслiдок умови αγ1 =

0, остання частина в γ1 буде нульовою. Перетворенням, якi не
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змiнюють вигляд матрицi α, матрицю β можна звести до вигляду

β Ã




0 0 I 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

Вiдповiдно, матриця γ1 подiлиться на 10 горизонтальних частин, з

яких лише 6 перших будуть ненульовими. Пiсля зведення матриць

γ2, . . . , γn, матриця γ1 подiлиться ще на n вертикальних частин,

тобто в γ1 буде 6 ненульових рядкiв i n стовпчикiв. Легко бачити,

що тепер додавання рядкiв задається частково впорядкованою

множиною S вигляду:

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

а додавання стовпчикiв — лiнiйно впорядкованою множиною,

яка складається з n елементiв. Отже, згiдно з [14], наша

задача рiвносильна задачi про зображення частково впорядкованої

множини, яка є кардинальною сумою S та множини, яка є лiнiйно

впорядкованою i має n − 1 елемент. Згiдно з [14, 17], при n ≤ 4

ця задача має скiнченний тип, при n = 5 є ручною (нескiнченного

типу), а при n > 5 — дикою. Отже, такою є й алгебра A. Це

дає друге твердження теореми 4.1 i перше твердження теореми 4.2.

Знов-таки, будь-яке додаткове iстотне склеювання або роздуття дає

дику матричну задачу. Це доводить теорему 4.3 у випадку, коли

вiдбувається склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.3).
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Випадок 4.2.3. Склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку

1 α
%%JJJJJJ

3
γ1 //

βyytttttt 4
γ2 . . . γn (n + 3)

2

(4.7)

В результатi одержимо сагайдак

2 3
βoo

γ1

//

α

´´
4

γ2 . . . γn (n + 3)

iз спiввiдношенням α2 = 0. Зведемо матрицю α так само, як у

попереднiх випадках. Стовпчики матриць β i γ1 роздiляться на три

частини, якi можна додавати злiва направо, причому перетворення

першої й третьої частин мають бути однаковими. Пiсля зведення

матриць γ2, . . . , γn рядки матрицi γ1 роздiляться на n частин,

перетворення яких задаються лiнiйно впорядкованою множиною.

Якщо n = 1, то одержимо задачу про зображення в’язки ланцюгiв

E = { e } , F = { f1 < f2 < f3 } з вiдношенням ∼ таким, що e ∼
e, f1 ∼ f3.2 Ця задача є ручною (нескiнченного типу), тому такою

ж є й алгебра A. Якщо ж n > 1, розглянемо такi зображення, в

яких γ3 = · · · = γn = 0, друга вертикальна частина матриць β i γ1

вiдсутня (тобто α = ( 0 I
0 0 )), а перша й третя вертикальнi частини

зведенi до вигляду 


0 0 G1 G2

I 0 0 0

0 0 G3 G4

0 0 G5 G6

0 I 0 0




2Ми користуємося означенням в’язок ланцюгiв з роботи [25]. В оригiнальнiй роботi [2] для

таких самих задач використовувалися термiн в’язка напiвланцюгiв й iнше кодування.
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Тут подвiйна горизонтальна лiнiя показує роздiл мiж матрицями β

i γ1, а одинична — мiж частинами матрицi γ1, якi утворилися пiсля

зведення матрицi γ2. Неважко переконатися, що тодi матрицi Gi

утворюють зображення пари частково впорядкованих множин

S =
•

• • i T = • •

З роботи [36] випливає, що ця задача, а тому й алгебра A, є дикою.

Це дає друге твердження теореми 4.2 i теорему 4.3 у випадку, коли

має мiсце склеювання вершин 1 i 3 у сагайдаку (4.7).

Випадок 4.2.4. Склеювання вершин 1 i (m + 3) (1 ≤ m < n) у

сагайдаку

1 α
%%JJJJJJ

3
γ1 . . . γm// (m + 3)

γm+1 // (m + 4) . . . γn (n + 3)

2 β

tttttt

(4.8)

Зауважимо, що якщо стрiлка γm направлена вiд вершини (m+3),

то навiть при m = n ми одержимо в алгебрi A дикий пiдсагайдак

без спiввiдношень

2
β

3 γ1

tt
α

. . . (m + 3)γm

oo

Якщо ж стрiлок, направлених вiд вершини (m + 3), немає, то

склеювання 1 i (m + 3) є неiстотним. Отже, можна вважати, що

n > m, стрiлка γm направлена до вершини (m+3), а стрiлка γm+1 —

вiд цiєї вершини. Напрямок стрiлки β не впливає на зображувальний

тип, оскiльки ця стрiлка напевно не входить у спiввiдношення, а

тому можна зробити вiддзеркалення за [1] в точцi 2 i змiнити її

напрямок. У наступних обчисленнях ми вважаємо, що β : 2 → 3.

В результатi отримаємо сагайдак

2
β // 3 γ1

tt
α

. . .
γm

// (m + 3)
γm+1 // (m + 4)

γm+2 . . . γn (n + 3)
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зi спiввiдношенням αγm = 0. Пiсля зведення матриць β та γi, якi

утворюють сагайдак типу An+2, матриця α розiб’ється на 2(n + 1)

горизонтальну смугу й кiлька вертикальних смуг. Зi спiввiдношення

αγ2 = 0 випливає, що ненульовими в матрицi α є лише тi вертикальнi

смуги, якi вiдповiдають зображенням пiдсагайдака

(m + 3)
γ3 // (m + 4)

γ4 . . . γn (n + 3),

ненульовим у вершинi (m+3). Таких смуг буде n−m+1, причому їх

додавання керується лiнiйно впорядкованою множиною. Додавання

ж горизонтальних смуг керується частково впорядкованою

множиною S:

1

ooooooooooo

2 3

ppppppppppp

4 ...

rrrrrrrrrrrr

... 2n + 1

ppppppp

2n + 2

Згiдно з [14], одержана задача рiвносильна задачi про зображення

частково впорядкованої множини, яка є кардинальною сумою S та

лiнiйно впорядкованої множини з n −m елементiв. З робiт [14, 17]

випливає, що ця задача, а тому й алгебра A, має скiнченний тип

при m ≤ 3, n = m + 1, є ручною при m = 1, n = 3 або m =

4, n = 5 i дикою в усiх iнших випадках. Це дає третє твердження

теореми 4.1, третє i четверте твердження теореми 4.2. Знов-таки,

додатковi склеювання чи роздуття дають дикi алгебри, що доводить

теорему 4.3 у випадку, коли наявне склеювання вершин 1 i (m + 3)

(m > 0) у сагайдаку (4.8).
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Випадок 4.2.5. Роздуття вершини 3 у сагайдаку (4.6).

В результатi одержимо сагайдак

1

α′
²²

α′′

$$JJJJJJJJJJJJ 4

γ′′
²²

γ′

zzttttttttttttt

3′

β′

²²
δ′ $$JJJJJJJJJJJJJ 3′′

β′′zztttttttttttt

δ′′
²²

2 5

зi спiвiдношеннями β′α′ = β′′α′′, δ′γ′ = δ′′γ′′, β′γ′ = β′′γ′′, δ′α′ =

δ′′α′′. У роботi [34] доведено, що ця алгебра є ручною. Це дає шосте

твердження теореми 4.2, а також п’яте твердження цiєї ж теореми,

оскiльки сагайдак (4.5) є пiдсагайдаком у сагайдаку (4.6).

З iншого боку, роздуття вершини 3 у сагайдаку D5 дає сагайдак

1

α′
²²

α′′

$$JJJJJJJJJJJJ 4

γ′′
²²

γ′

zzttttttttttttt
θ

5

3′

β′

²²

3′′

β′′zztttttttttttt

2

в якому стрiлка θ (з довiльною орiєнтацiєю) не бере участi у

спiввiдношеннях. Якщо вилучити вершину 2, то залишиться дикий

сагайдак (без спiввiдношень). Отже, таке роздуття у сагайдаку Dm

i, тим бiльше, D̃m при m > 4 дає дику алгебру.

Отже, ми повнiстю довели теореми 4.1 i 4.2. Для доведення

теореми 4.3 залишилося довести, що наступнi операцiї дають дику

алгебру:

(1) склеювання крайнiх вершин за умови, що воно є iстотним, тобто

з однiєї з цих вершин стрiлка виходить, а в другу входить;

(2) роздуття вершини 3 у сагайдаку типу Dn+3 або D̃n+3, якщо або

n > 1, або принаймнi три стрiлки входять до цiєї вершини або з

неї виходять;
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(3) iстотнi склеювання, в яких бере участь принаймнi одна з вер-

шин 1, 2 i принаймнi одна з вершин 1′, 2′ у сагайдаку типу D̃.

Операцiї (1) i (2), як одразу видно, завжди дають дикий

пiдсагайдак без спiввiдношень. Операцiя (3) подiляється на

випадки, аналогiчнi випадкам 4.2.1–4.2.4, розглянутим вище.

Неважко переконатися, що в усiх цих випадках вiдбувається

додатковий подiл матриць, який перетворює вiдповiднi задачi на

дикi. Це завершує доведення теореми 4.3.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi визначено зображувальнi типи нодальних алгебр

типу D, тобто таких, якi отримуються склеюваннями й роздуттями

з сагайдакiв типу D або D̃, але не є нодальними алгебрами типу A.
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РОЗДIЛ 5

НОДАЛЬНI АЛГЕБРИ ТИПУ E

У цьому роздiлi ми розглядаємо нодальнi алгебри типу E. Так

ми звемо тi нодальнi алгебри, якi одержуються з сагайдакiв типу E

або Ẽ.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботi [11].

5.1 Означення, основнi теореми

Знову ж таки ми фiксуємо алгебраїчно замкнене поле k i

розглядаємо скiнченновимiрнi k-алгебри.

Означення 5.1. Нодальна алгебра A, яка пов’язана зi спадковою

алгеброю H, де H ' kQ i Q — сагайдак Динкiна типу E або сагай-

дак Евклiда типу Ẽ, зветься нодальною алгеброю типу E.

Нагадаємо, що до сагайдакiв типу E або Ẽ належать наступнi

графи з довiльною орiєнтацiєю ребер:

4

E6 : 1
α

2
β

3

γ

5
δ ε

6

4

E7 : 1
α

2
β

3

γ

5
δ ε

6
π

7

4

E8 : 1
α

2
β

3

γ

5
δ ε

6
π

7
η

8

6′

4

θ

Ẽ6 : 1
α

2
β

3

γ

5
δ ε

6
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4

Ẽ7 : 7′ σ
1

α
2

β
3

γ

5
δ ε

6
π

7

4

Ẽ8 : 1
α

2
β

3

γ

5
δ ε

6
π

7
η

8
µ

8′

В подальшому ми весь час користуватимемося позначеннями

вершин i стрiлок, якi присутнi на цих дiаграмах.

Наступнi теореми описують зображувальнi типи нодальних

алгебр типу E. При цьому напрям стрiлок, не вказаний явно на

малюнках, є довiльним i не впливає на зображувальний тип.

Теорема 5.1. Нехай нодальна алгебра A є iзоморфною або

антиiзоморфною до алгебри, яка одержана з сагайдака типу E

деякими неiстотними склеюваннями та однiєю з наступних

операцiй:

1) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку E6 вигляду

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δoo ε

6

або

4
γ

²²
1

α // 2
β // 3

δ // 5
ε

6

2) склеюванням вершин 1 i 5 у сагайдаку E6 вигляду

4

1
α // 2

β
3

γ

δ // 5
ε // 6
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3) склеюванням вершин 2 i 7 у сагайдаку E7 вигляду

4

1
α // 2

β // 3

γ

5
δ ε

6
π // 7

4) склеюванням вершин 3 i 7 у сагайдаку E7 при умовi, що якщо у

вершину 7 стрiлка π входить, то з вершини 3 обов’язково якiсь

двi стiлки виходять;

5) склеюванням вершин 3 i 8 у сагайдаку E8 вигляду

4

1
α

2
β // 3

γ

OO

δ // 5
ε

6
π

7
η // 8

або

4

1
α

2 3
βoo

γ

OO

5
δoo ε

6
π

7
η // 8

Тодi A має скiнченний зображувальний тип.

Теорема 5.2. Нехай нодальна алгебра A є iзоморфною або

антиiзоморфною до алгебри, яка одержана з сагайдака типу E

деякими неiстотними склеюваннями та однiєю з наступних

операцiй:

1) склеюванням вершин 1 i 3 у сагайдаку E7 вигляду

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δoo ε

6
π

7

або

4
γ

²²
1

α // 2
β // 3

δ // 5
ε

6
π

7
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2) склеюванням вершин 1 i 5 у сагайдаку E7 вигляду

4

1
α // 2

β
3

γ

δ // 5
ε // 6

π
7

3) склеюванням вершин 2 i 4 у сагайдаку E6

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δ ε

6

4) склеюванням вершин 2 i 5 у сагайдаку E6

4

1
α // 2

β // 3

γ

δ // 5
ε // 6

5) склеюванням вершин 2 i 8 у сагайдаку E8 вигляду

4

1
α // 2

β // 3

γ

5
δ ε

6
π

7
η // 8

6) склеюванням вершин 3 i 7 у сагайдаку Ẽ7 вигляду

4

7′ σ
1

α
2

β // 3

γ

OO

δ // 5
ε

6
π // 7

або

4

7′ σ
1

α
2 3

βoo

γ

OO

5
δoo ε

6
π // 7

7) склеюванням вершин 3 i 8 у сагайдаку E8 вигляду

4
γ

²²
1

α
2 3

βoo δ // 5
ε

6
π

7
η // 8
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8) склеюванням вершин 3 i 8′ у сагайдаку Ẽ8 вигляду

4

1
α

2
β // 3

γ

OO

δ // 5
ε

6
π

7
η

8
µ // 8′

або

4

1
α

2 3
βoo

γ

OO

5
δoo ε

6
π

7
η

8
µ // 8′

Тодi A є ручною, нескiнченного зображувального типу.

Теорема 5.3. Якщо нодальна алгебра A типу E, не є анi

iзоморфною, анi антиiзоморфною до алгебри, яка пiдпадає пiд

випадки, описанi в теоремах 5.1 i 5.2, то вона є дикою.

5.2 Доведення теорем

Будемо доводити теореми 5.1–5.3 одночасно. Легко бачити, що

будь-яке роздуття вершин в довiльному сагайдаку типу E або Ẽ

дасть дику задачу. Тому в доведеннi ми будемо мати справу лише iз

операцiєю склеювання вершин сагайдака.

Зауважимо, що тут ми розглянемо лише деякi випадки

склеювання. Iншi випадки доводяться аналогiчним чином, в

деякому сенсi навiть простiше.

Випадок 5.2.1. Склеювання вершин 1 i 3.

В залежностi вiд напряму стрiлок, якi починаються (закiнчують-

ся) у вершинах 1 i 3, тут можливi наступнi пiдвипадки:

1)

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δoo ε

6
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В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4

2
β

66 3
α

vv

γ

OO

5
δoo ε

6 зi спiввiдношеннями αβ = 0, αδ = 0.

Зведемо α Ã


 0 I

0 0


, тодi рядки i стовпчики матрицi β

подiляться на 2 частини, причому через умову αβ = 0 останнiй

рядок буде нульовим. Зауважимо також, що при зведеннi β нульовий

рядок дiлиться так же само, як i перший стовпчик. Зведемо β:

β Ã




0 I 0 0

0 0 0 I

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

Вiдповiдно, матриця γ подiлиться на 5 вертикальних частин, з яких

1-ша i 5-та — пов’язанi. Зведемо γ:

γ Ã




0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

Отже, матриця δ подiлиться на 14 горизонтальних частин, причому

через умову αδ = 0 лише першi 8 з них будуть ненульовими. Легко
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бачити, що додавання ненульових рядкiв в δ задається частково

впорядкованою множиною S вигляду

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Також δ матиме 2 стовпчики. Згiдно з [14], наша задача рiвносильна

задачi про зображення частково впорядкованої множини, яка є

кардинальною сумою S та множини, яка складається з одного

елемента. З робiт [14, 17] випливає, що ця задача має скiнченний

тип.

Оскiльки в цiй задачi останньою ми зводили матрицю δ, то

неважко зробити висновок, що таке склеювання в сагайдаку E7

дасть задачу ручного типу, а уже в сагайдаку E8 — дику.

Важче зробити такий висновок про сагайдак Ẽ6. Тут додатково

подiляться рядки γ, тобто матриця γ подiлиться на 5 вертикальних

частин i 2 горизонтальнi, i, знову ж таки, вертикальнi смуги пiд

номерами 1 i 5 пов’язанi. Звiвши
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γ Ã




0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

ми бачимо, що матриця δ подiлиться на 27 горизонтальних частин,

причому через умову αδ = 0 лише першi 15 з них будуть

ненульовими. Додавання ненульових рядкiв в δ задається частково

впорядкованою множиною S вигляду

•
nnnnnn

•
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•
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Тут, як i вище, δ також матиме 2 стовпчики. З робiт [14, 17]

випливає, що це дика задача.

2) (змiнили напрям стрiлки δ).

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

δ // 5
ε

6

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4

2
β

66 3
α

vv

γ

OO

δ // 5
ε

6 зi спiввiдношенням αβ = 0.

Матрицi α, β i γ зводяться так же само, як у випадку 1). Матриця

δ подiлиться на 14 вертикальних частин, додавання яких задається

частково впорядкованою множиною S вигляду

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Також δ матиме 2 рядки. Отже, згiдно [14], наша задача рiвносильна

задачi про зображення частково впорядкованої множини, яка є

кардинальною сумою S та множини, яка складається з одного

елемента. З робiт [14, 17] випливає, що ця задача є дикою.

3) (змiнили напрям стрiлок γ i δ).

4
γ

²²
1

α // 2
β // 3

δ // 5
ε

6
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В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4
γ

²²
2

β
66 3

α
vv δ // 5

ε
6 зi спiввiдношеннями αβ = 0, αγ = 0.

Ця задача чимось подiбна до тiєї, яку ми розглядали у випадку

1) (тут також присутнi два спiввiдношення, в якi входить α i одне з

яких спiвпадає). Виявляється, що таке склеювання дає аналогiчний

результат: в E6 це буде задача скiнченного типу, в E7 — ручного, а

в E8, Ẽ6, Ẽ7 i Ẽ8 — вона буде дикою.

4) (змiнили напрям стрiлки α).

4

1 2
αoo β // 3

γ

OO

δ // 5
ε

6

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4

2
α

((

β
66 3

γ

OO

δ // 5
ε

6 зi спiввiдношеннями γα = 0, δα = 0.

α, β — “пучок” (Кронекер). Для нього вiдомо такi нерозкладнi

зображення:

(1) α = I, β = Jλ;

(2) α = J0, β = I;

(3) α =




1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

... ... . . . ... ...

0 0 . . . 1 0




, β =




0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . 1




;
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(4) α =




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . 1

0 0 . . . 0




, β =




0 0 . . . 0

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . 1




.

Розглянемо лише тi зображення, в яких α = J0, β = I

(довiльних розмiрiв). Якщо матриця α = J0 має розмiр n × n,

то матриця γ подiлиться на n вертикальних частин. Позначимо

γ = ( γ1 γ2 . . . γn ), тодi iз рiвностi γα = 0 випливає, що γ1 =

γ2 = . . . = γn−1 = 0, γn 6= 0. Теж саме можна сказати i про

δ (зауваживши при цьому, що через ε матриця δ дiлиться ще за

рядками). Виходить, що γ i δ дiляться на вертикальнi полоси i

їх може бути скiльки завгодно. При цьому, як вiдомо, стовпчики,

якi вiдповiдають клiтинам меншого розмiру, можна додавати до

стовпчикiв, якi вiдповiдають клiтинам бiльшого розмiру. Крiм того,

пiсля зведення матрицi ε матриця δ подiлиться на двi горизонтальнi

полоси, одну з яких можна додавати до другої. Отже, ми одержимо

задачу про пару частково впорядкованих множин, одна з яких — це

(1, 2), а друга — лiнiйка довiльної довжини. Як випливає з [36], це

дика задача.

Випадок 5.2.2. Склеювання вершин 2 i 5.

Зауважимо, що напрям стрiлки γ ролi не грає, а напрями стрiлок

α i β можна вибрати довiльними. В залежностi вiд напряму стрiлок

δ i ε, тут можливi наступнi пiдвипадки:
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1) ( δ входить у вершину 5, а ε iз неї виходить).

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

δ // 5
ε // 6

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

6 4

1
α // 2

ε

OO

β
((
3

γ

OO

δ
hh зi спiввiдношеннями εα = 0, βδ = 0.

Зведемо α Ã


 0 I

0 0


, тодi стовпчики матрицi ε подiляться на

2 частини, причому через умову εα = 0 перший стовпчик буде

нульовим. Пiсля зведення ε Ã


 0 0 I

0 0 0


, рядки матрицi δ

подiляться на 3 частини. Зведемо δ:

δ Ã




0 I 0 0

0 0 0 0

0 0 I 0

0 0 0 0

0 0 0 I

0 0 0 0




.

Вiдповiдно, матриця γ подiлиться на 4 вертикальнi частини.

Зведемо γ:

γ Ã




0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0




.
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Отже, матриця β подiлиться на 8 горизонтальних частин. Легко

бачити, що додавання рядкiв в δ задається частково впорядкованою

множиною S вигляду

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Також β матиме 9 стовпчикiв, причому, враховуючи умову βδ =

0, лише 3 iз них будуть ненульовими. Додавання цих стовчикiв

задається лiнiйно впорядкованою множиною. Згiдно з [14], наша

задача рiвносильна задачi про зображення частково впорядкованої

множини, яка є кардинальною сумою S та множини, яка є лiнiйно

впорядкованою i має 2 елементи. З робiт [14, 17] випливає, що ця

задача ручна (нескiнченного типу).

Неважко зробити висновок, що вже у сагайдаку E7 таке

склеювання дасть дику задачу (при появi нової стрiлки, яка не

входить у спiввiдношення, додатково подiляться рядки i стовпчики

в δ i, вiдповiдно, бiльше рядкiв i ненульових стовпчикiв стане в β,

яку ми зводили останньою).

Розглянемо ще випадок склеювання вершин 2 i 5 в сагайдаку Ẽ6:

6′

4

θ

OO

1
α // 2

β // 3

γ

OO

δ // 5
ε // 6

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

6

1
α // 5

ε

OO

β
66 3

δ
vv γ // 4

θ // 6′ зi спiввiдношеннями βδ = 0, εα = 0.
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Ця задача також дика (див. склеювання вершин 2 i 4 у сагайдаку

Ẽ6 — якщо перепозначити деякi стрiлки, то наша задача iдентична

вищевказанiй).

2) ( δ i ε входять у вершину 5).

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

δ // 5 6
εoo

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

6

ε
²²

4

1
α // 2

β
((
3

γ

OO

δ
hh зi спiввiдношеннями βε = 0, βδ = 0.

Зведемо α Ã


 0 I

0 0


, тодi рядки матрицi ε подiляться на 2

частини. Зведемо ε:

ε Ã




0 I 0

0 0 0

0 0 I

0 0 0




.

Вiдповiдно, стовпчики матрицi ε подiляться на 4 частини, причому

через умову βε = 0 перший i третiй стовпчики будуть нульовими.

Зведемо β:

β Ã




0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0


 .
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А значить, матриця γ подiлиться на 3 вертикальнi частини. Зведемо

γ:

γ Ã




0 I 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0




.

Отже, матриця δ подiлиться на 6 вертикальних частин. Неважко

бачити, що додавання стовпчикiв в δ задається частково

впорядкованою множиною S1 вигляду

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Також δ матиме 8 рядкiв, причому, враховуючи умову βδ = 0,

лише 4 iз них будуть ненульовими. Додавання цих рядкiв задається

частково впорядкованою множиною S2 вигляду

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Отже, наша задача рiвносильна задачi про зображення частково

впорядкованої множини, яка є кардинальною сумою S1 та S2. Як

вiдомо, ця задача — дика.

3) ( δ i ε виходять з вершини 5).

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δoo ε // 6

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

6 4

1
α // 2

ε

OO

β
((

δ
66 3

γ

OO

зi спiввiдношеннями εα = 0, δα = 0.
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А це є дикий сагайдак (тут немає спiввiдношень на стрiлки β, δ i ε

мiж собою). А отже, наша задача — дика.

4) ( δ виходить з вершини 5, а ε входить в неї).

4

1
α // 2

β // 3

γ

OO

5
δoo 6

εoo

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

6

ε
²²

4

1
α // 2

β
((

δ
66 3

γ

OO

зi спiввiдношеннями δα = 0, βε = 0.

А це є дикий сагайдак (тут немає спiввiдношень на стрiлки β, δ i γ

мiж собою). А отже, наша задача — дика.

Випадок 5.2.3. Склеювання вершин 3 i 6 у сагайдаку E7.

Очевидно, що якщо стрiлки δ i ε одночасно входять у вершину

5 (або виходять iз неї), то ми автоматично отримаємо дикий

сагайдак. Тому ми можемо зафiксувати напрям цих стрiлок,

вважаючи, наприклад, що δ входить у вершину 5, а ε iз

неї виходить. В залежностi вiд напряму iнших стрiлок, якi

починаються(закiнчуються) у вершинах 3 i 6 (β, γ i π), тут можливi

наступнi пiдвипадки:

1)

4
γ

²²
1

α
2 3

βoo δ // 5
ε // 6 7

πoo
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В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4
γ

²²
1

α
2 6

βoo
δ

((
5

ε
hh

7

π

OO

зi спiввiдношеннями δε = 0, δπ = 0, βπ = 0, βε = 0.

Зведемо ε Ã


 0 I

0 0


, тодi рядки i стовпчики матрицi δ

подiляться на 2 частини, причому через умову δε = 0 перший

стовпчик буде нульовим. Зауважимо також, що при зведеннi δ

нульовий стовчик подiлиться так же само, як i другий рядок.

Зведемо δ:

δ Ã




0 0 0 I 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 I

0 0 0 0 0




.

Вiдповiдно, матриця γ подiлиться на 5 горизонтальних частин,

причому 1-ша i 5-та частини пов’язанi. Зведемо γ:
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γ Ã




0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0




.

Тодi матриця π також подiлиться на 14 горизонтальних частин,

причому внаслiдок умови δπ = 0 останнi 6 рядкiв будуть нульовими.

Зауважимо також, що в цiй матрицi 4 першi i 4 останнi рядки

пов’язанi. Додавання ненульових рядкiв тут задається частково

впорядкованою множиною вигляду:

•
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

При зведеннi матрицi π, вона подiлиться на 44 горизонтальнi

частини. Отже, в кiнцевому рахунку матриця β буде мати 2

горизонтальнi частини i 44 вертикальних. Враховуючи умови

βπ = 0 i βε = 0, лише 18 стовпчикiв у β будуть ненульовими.



112

Пронумерувавши їх справа налiво вiд 1 до 18, неважко зробити

висновок, що додавання цих стовпчикiв задається частково

впорядкованою множиною S вигляду:

1
ggggggggggggggg

~~
~~

~~
~~

~
OOOOOOO

5
NNNNNN 8

ggggggggggggggg

13

**
**

**
**

**
**

**
**

**
**

**
**

* 2
OOOOOOO

9

3
OOOOOOO

ggggggggggggggg

6 10

4
OOOOOOO

ggggggggggggggg

7
WWWWWWWWWWWWWWW 11

oooooo

14

15
oooooo

16

17
oooooo

18

З [14] випливає, що наша задача рiвносильна задачi про зображення

частково впорядкованої множини, яка є кардинальною сумою S

та множини, яка складається з одного елемента. З робiт [14, 17]

випливає, що ця задача дика.

2)

4

1
α

2
β // 3

γ

OO

δ // 5
ε // 6 7

πoo

В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4

1
α

2
β // 6

γ

OO

δ
((
5

ε
hh

7

π

OO

зi спiввiдношеннями δε = 0, δπ = 0, γπ = 0, γε = 0.
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Аналогiчно до попереднього випадку, спочатку зведемо матрицi

ε i δ. Пiсля цього матриця β подiлиться на 5 горизонтальних

частин (1-ша i 5-та з них пов’язанi) та 2 вертикальнi. Пiсля

зведення кожен з рядкiв в β подiлиться на 3, причому пов’язанi

(1-й i 5-й рядки) ще додатково подiляться, тобто в кiнцевому

рахунку β матиме 27 рядкiв, додавання яких задається частково

впорядкованою множиною вигляду:

•
nnnnnn

•
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn •

nnnnnn
• •

nnnnnn •
nnnnnn

• •
nnnnnn

•

Тодi матриця γ розiб’ється на 27 стовпчикiв iз такими ж

додаваннями. Враховуючи умову γε = 0, першi 12 стовпчикiв в γ

будуть нульовими. Тобто, залишається 15 ненульових стовпчикiв.

Пронумеруємо їх злiва направо вiд 1 до 15. Зазаначимо, що

додавання цих стовпчикiв керується частково впорядкованою

множиною вигляду:

15
oooooo

12
pppppp 14

oooooo

9
rrrrrr 11

pppppp 13
oooooo

6
rrrrrr 8

rrrrrr 10
pppppp

3 5
rrrrrr 7

rrrrrr

2 4
rrrrrr

1



114

Розглянемо зображення, в яких γ має наступний вигляд (де

ненульовi смуги — лише 6, 9, 11 i 13):

γ =




I 0 0 0 I 0

0 I I 0 I 0

0 0 0 I 0 I


 .

Тодi, з умови γπ = 0 випливає, що π має вигляд

π =




−A1

−A1 − A2

A2

B

A1

−B




,

де матрицi (A1, A2) утворюють пучок i нiяких додавань мiж A1, A2

та B немає. А це є вiдома дика задача — зображення сагайдака:

· ·gg
ww // ·

3)

4
γ

²²
1

α
2 3

βoo δ // 5
ε // 6

π // 7
В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4
γ

²²
1

α
2 6

βoo
δ

((

π
²²

5
ε

hh зi спiввiдношеннями δε = 0, βε = 0, πγ = 0.

7

4)

4

1
α

2
β // 3

γ

OO

δ // 5
ε // 6

π // 7
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В результатi отримаємо сагайдак вигляду

4

1
α

2
β // 6

γ

OO

δ
((

π
²²

5
ε

hh зi спiввiдношеннями δε = 0, γε = 0, πβ = 0.

7

Ми не будемо приводити доведення для останнiх двох

пiдвипадкiв, лише зазначимо, що воно подiбне доведенню для

пiдвипадкiв 1 i 2. Враховуючи, що тут на одне спiввiдношення

менше, задача не може бути «кращою» за двi вищероглянутi, а

тому вона також дика.

Цим завершується доведення теорем 5.1–5.3.

Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi встановлено зображувальнi типи нодальних

алгебр типу E, якi отримуються склеюваннями i роздуттями з

сагайдакiв типу E або Ẽ.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi результати:

(1) Визначено новий клас скiнченновимiрних алгебр — нодальнi

алгебри. Встановлено, що властивiсть нодальностi є

iнварiантною вiдносно Морiта-еквiвалентностi.

(2) Описано будову нодальних алгебр. Встановлено, що базова

нодальна алгебра отримується зi спадкової операцiями

склеювання компонентiв, роздуття компоненти, обмеження

компоненти та розширення компоненти, якi визначенi в

роздiлi 2. У випадку алгебр над алгебраїчно замкненим

полем застосовуються лише операцiї склеювання та роздуття

компонентiв.

(3) Встановлено, що кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є

нодальною й визначено, якi нодальнi алгебри є лагiдними або

скручено-лагiдними.

(4) Видiлено спецiальний клас склеювання компонентiв —

неiстотнi склеювання — i встановлено, що неiстотнi

склеювання не впливають на зображувальний тип алгебри.

(5) Встановлено зображувальнi типи нодальних алгебр над

алгебраїчно замкненим полем, якi отримуються операцiями

склеювання та роздуття компонентiв зi спадкових алгебр

Динкiнського типу A−D− E або Евклiдового типу Ã− D̃− Ẽ.
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