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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiя присвячена науковiй проблемi побудови теорiї загальних
(взагалi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайових задач у класах функ-
цiональних просторiв Хермандера.

Актуальнiсть теми. Теорiю елiптичних крайових задач у соболєвсь-
ких просторах було побудовано в 1950 – 1970 рр. зусиллями вiдомих ма-
тематикiв C. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга, Ю. М. Березанського,
С. Г. Крейна i Я. А. Ройтберга, Ф. Браудера, Л. Р. Волєвича, Ж.-Л. Лiонса
i Е. Мадженеса, Ж. Петре, В. А. Солоннiкова, Л. Хермандера, М. Шехтера
та iнших. Центральний результат цiєї теорiї полягає у тому, що загальна
елiптична крайова задача є нетеровою у парах вiдповiдних просторiв Со-
болєва, а її розв’язки допускають апрiорнi оцiнки у цих просторах. Вiн
має рiзнi важливi застосування, насамперед до дослiдження регулярностi
розв’язкiв задачi.

Проте для низки математичних задач (наприклад, теореми про вкла-
дення просторiв, теореми про регулярнiсть розв’язкiв рiвнянь з частин-
ними похiдними) потрiбнi шкали функцiональних просторiв, градуйованi
бiльш тонко, нiж простори Соболєва. У цьому зв’язку Л. Хермандер у
1963 р. увiв i дослiдив широкий клас функцiональних просторiв, для яких
регулярнiсть розподiлiв характеризується не числом (як у просторах Со-
болєва), а досить загальною ваговою функцiєю, залежною вiд частотних
змiнних. Л. Хермандер навiв застосування уведених ним просторiв до ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Однак, досить тривалий
час простори Хермандера не використовували систематично у теорiї крайо-
вих задач, оскiльки не було видiлено досить широких класiв цих просторiв,
якi б допускали коректне означення на гладких многовидах. Окрiм того,
бракувало зручних аналiтичних методiв для роботи з просторами Херман-
дера.

Ситуацiя кардинально змiнилася у 2005 – 2010 рр., коли В. А. Михай-
лець i О. О. Мурач видiлили досить широкi класи гiльбертових просторiв
Хермандера, що отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним парамет-
ром пар соболєвських просторiв i допускають коректне означення на много-
видах. Один з таких класiв просторiв Хермандера — уточнена соболєвсь-
ка шкала, для якої В. А. Михайлецю i О. О. Мурачу вдалося побудува-
ти теорiю розв’язностi елiптичних крайових задач та елiптичних систем
на многовидах. Iнтерполяцiя з функцiональним параметром є ключовим
i зручним методом дослiдження у цiй теорiї. Згодом її доповнили у своїх
кандидатських дисертацiях Т. М. Зiнченко, А. В. Аноп та I. С. Чепурухiна
стосовно iнших сiмей елiптичних крайових задач та бiльш широких класiв



2

просторiв Хермандера. Втiм, ця теорiя ще не є завершеною.
Так, частину її результатiв встановлено лише для регулярних елiптич-

них крайових задач. Окрiм того, не дослiджували в класах просторiв Хер-
мандера елiптичнi задачi з крайовими умовами вищих порядкiв, тобто елiп-
тичнi задачi, для яких максимум порядкiв крайових умов бiльший за по-
рядок елiптичного рiвняння або рiвний йому. Такi задачi зустрiчаються,
наприклад, в акустицi, гiдродинамiцi i теорiї випадкових процесiв. Цi за-
дачi є нерегулярними елiптичними, тому для них класична формула Грi-
на не має мiсця, що iстотно ускладнює їх дослiдження. Бiльше того, для
елiптичних задач з крайовими умовами вищих порядкiв класична теорiя
у соболєвських просторах не була побудована у тiй же повнотi, що i для
регулярних елiптичних крайових задач. Це, зокрема, стосується вiдомих
теорем Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса.

В останнi десятилiття простори Хермандера та рiзнi їх узагальнення
знаходять важливi застосування не лише у теорiї диференцiальних рiв-
нянь, а i в математичному аналiзi, теорiї iнтегральних рiвнянь, теорiї ви-
падкових процесiв. Про це свiдчать монографiї В. Г. Маз’ї i Т. O. Шапош-
нiкової (2009), В. А. Михайлеця i О. О. Мурача (2010, 2014), Ф. Нiкола i
Л. Родiно (2010), Б. П. Панеяха (2000), О. I. Степанця (2002), Ґ. Трiбеля
(2001), Н. Якоба (2001, 2002, 2005).

З огляду на сказане, побудова теорiї загальних елiптичних крайових
задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера є актуальною матема-
тичною проблемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-
слiдження виконано у вiддiлi нелiнiйного аналiзу Iнституту математики
НАН України згiдно iз загальним планом у рамках науково-дослiдної те-
ми «Дробове числення, неархiмедiв та спектральний аналiз у задачах тео-
рiї диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики» (номер державної
реєстрацiї 0116U003127).

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї загальних
(взагалi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайових задач у класах гiль-
бертових функцiональних просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є загальнi елiптичнi крайовi задачi та функцiо-
нальнi гiльбертовi простори Хермандера, придатнi для дослiдження цих
задач.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi загальних елiптичних
крайових задач i властивостi їх узагальнених розв’язкiв у вiдповiдних па-
рах просторiв Хермандера.
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Завдання дослiдження:

1. Дослiдити характер розв’язностi загальної елiптичної крайової зада-
чi у просторах Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську
шкалу.

2. Встановити локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв до-
слiджуваної задачi у розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Дослiдити локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просторах Хер-
мандера i отримати новi достатнi умови неперервностi їх узагальне-
них частинних похiдних довiльно вибраного порядку.

4. Дослiдити характер розв’язностi елiптичної за Лавруком задачi з до-
датковими невiдомими функцiями у крайових умовах вищих поряд-
кiв i встановити локальну апрiорну оцiнку її узагальнених розв’язкiв
у просторах Хермандера.

5. Дослiдити характер розв’язностi та регулярнiсть розв’язкiв загальної
елiптичної крайової задачi у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера,
модифiкованих за Ройтбергом.

6. Встановити теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть за-
гальної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у
просторах Соболєва i Хермандера з вiд’ємним або малим додатним
числовим показником регулярностi.

Методи дослiдження. У дисертацiї використано методи теорiї рiвнянь
з частинними похiдними, функцiонального аналiзу та теорiї функцiй. Ос-
новним у роботi є метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар
гiльбертових просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,
запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової за-
дачi та породженi нею iзоморфiзми у просторах Хермандера, якi
утворюють розширену соболєвську шкалу.

2. Встановлено локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв до-
слiджуваної задачi в розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Доведено теорему про локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у про-
сторах Хермандера i отримано новi достатнi умови неперервностi їх
узагальнених частинних похiдних довiльно вибраного порядку.
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4. Для елiптичної за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функ-
цiями у крайових умовах вищих порядкiв доведено теореми про нете-
ровiсть, породженi iзоморфiзми i локальну апрiорну оцiнку узагаль-
нених розв’язкiв у просторах Хермандера, якi утворюють уточнену
соболєвську шкалу.

5. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової за-
дачi у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –Ройтберга, породже-
ний нею повний набiр iзоморфiзмiв i локальну регулярнiсть її роз-
в’язкiв у цих просторах.

6. Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть за-
гальної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у
просторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регуляр-
ностi s ≤ m+ 1/2, де m — максимум порядкiв крайових умов.

Результати, вказанi у пп. 2, 3 i 5, є новими i для регулярних елiптичних
крайових задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання мо-
жуть бути використанi в теорiї рiвнянь з частинними похiдними, насампе-
ред, елiптичних рiвнянь, та спектральнiй теорiї елiптичних диференцiаль-
них операторiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-
тацiї та постановка задач належать науковому керiвниковi — доктору
фiзико-математичних наук О. О. Мурачу. Основнi науковi результати, якi
винесено на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей, опублi-
кованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати, що
належать дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдалися та обговорювалися на:

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнсти-
туту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН
України А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України
А. Н. Кочубей);
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— Тринадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студен-
тiв, аспiрантiв та молодих вчених „Шевченкiвська весна – 2015”
(Київ, 1 – 3 квiтня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй
110-й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня
2016 року);

— П’ятiй мiжнароднiй конференцiї молодих науковцiв з диференцiаль-
них рiвнянь i застосувань, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Украї-
на, Київ, 9 – 11 листопада 2016 року);

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студен-
тiв, аспiрантiв та молодих вчених „Шевченкiвська весна – 2017”
(Київ, 4 – 6 квiтня 2017 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 7 –
10 червня 2017 року).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано в 10 науко-
вих працях. Серед них 5 статей [1 – 5] — у фахових наукових виданнях, з
яких 2 статтi [1, 2] — в журналах, що входять до мiжнародних наукомет-
ричних баз даних Scopus i Web of Science. Роботи [6 – 10] опублiковано у
матерiалах мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй
українською i англiйською, вступу, трьох роздiлiв основної частини, вис-
новкiв, списку використаних джерел, що налiчує 192 найменування, i до-
датку, який мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та
вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи скла-
дає 170 сторiнок друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано
мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову
новизну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з
науковими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було
апробовано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i основний метод дослiдження.
Об’єктом дослiдження є загальна (взагалi кажучи, нерегулярна) елiптична
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крайова задача i пов’язанi з нею гiльбертовi функцiональнi простори Хер-
мандера. Основним методом дослiдження служить iнтерполяцiя з функ-
цiональним параметром пар гiльбертових просторiв. Ключова роль цього
методу у дисертацiї зумовлена тим, що використанi у нiй класи просторiв
Хермандера отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром
вiдповiдних пар гiльбертових просторiв Соболєва. Найбiльш широкий з цих
класiв — розширена соболєвська шкала — складається з усiх гiльбертових
просторiв, iнтерполяцiйних для пар гiльбертових просторiв Соболєва.

Пiдроздiл 1.1 присвячений класу RO, до якого належить функцiональ-
ний параметр, який служить показником регулярностi для просторiв Хер-
мандера, використаних у дисертацiї. За означенням, клас RO складаєть-
ся з усiх вимiрних за Борелем функцiй α : [1,∞) → (0,∞) таких, що
c−1 ≤ α(λt)/α(t) ≤ c для довiльних t ≥ 1 i λ ∈ [1, b], де числа b > 1 i
c ≥ 1 не залежать вiд t i λ (але можуть залежати α). Такi функцiї нази-
вають RO- (або OR-) змiнними на нескiнченностi. Вони введенi В. Г. Ава-
кумовичем (V. G. Avakumović) у 1936 р. i повно вивченi (див. монографiї
Є. Сенети (1985) (додаток 1) i N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels
(1989) (пп. 2.0 – 2.2)).

Клас RO допускає простий опис, а саме:

α ∈ RO ⇔ α(t) = exp

(
β(t) +

∫ t

1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,

де дiйснi функцiї β i γ вимiрнi за Борелем i обмеженi на пiвосi [1,∞).
RO-змiннi та степеневi функцiї пов’язанi мiж собою: для кожної функцiї

α ∈ RO iснують числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c ≥ 1 такi, що

c−1λs0 ≤ α(λt)/α(t) ≤ c λs1 для усiх t ≥ 1, λ ≥ 1. (1)

Цей зв’язок характеризують iндекси Матушевської функцiї α ∈ RO:

σ0(α) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва частина нерiвностi (1)},
σ1(α) := inf {s1 ∈ R : виконується права частина нерiвностi (1)}.

Важливим прикладом функцiй з класу RO є неперервна функцiя
α : [1,∞)→ (0,∞) така, що

α(t) := ts(ln t)r1(ln ln t)r2 . . . (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

t)rk при t� 1,

де числа k ∈ N i s, r1, . . . , rk ∈ R вибрано довiльно; її iндекси Матушевсь-
кої дорiвнюють s. Прикладом функцiї класу RO з рiзними iндексами Ма-
тушевської служить така функцiя: α(t) := tθ+δ sin(ln ln t)r , якщо t > e, i
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α(t) := tθ, якщо 1 ≤ t ≤ e; тут числа θ ∈ R, δ > 0 i r ∈ (0, 1] вибрано
довiльно. Для цiєї функцiї σ0(α) = θ − δ i σ1(α) = θ + δ.

Покладемо RO0 := {α ∈ RO : σ0(α) = σ1(α) = 0}.
У п. 1.2 наведено означення i обговорено властивостi просторiв Хер-

мандера Hα, використаних для дослiдження елiптичних крайових задач.
Цi простори означено спочатку на Rn, а потiм на обмеженiй евклiдовiй об-
ластi Ω, де задано задачу, та на межi Γ цiєї областi. У дисертацiї усi функ-
цiї i розподiли є комплекснозначними i тому розглядаються комплекснi
функцiональнi простори. При цьому розподiли трактуються як антилiнiй-
нi функцiонали на просторi основних функцiй.

Нехай α ∈ RO. За означенням, лiнiйний простiр Hα(Rn) складається з
усiх повiльно зростаючих на Rn розподiлiв w таких, що їх перетворення
Фур’є ŵ локально iнтегровне на Rn i задовольняє властивiсть

‖w‖2Hα(Rn) :=

∫
Rn
α2(〈ξ〉) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞,

де 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2. Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний вiдносно
норми ‖ · ‖Hα(Rn). Вiн є гiльбертовим iзотропним випадком просторiв Bp,k,
введених i дослiджених у монографiї Л. Хермандера (1963).

Нехай Ω — довiльна обмежена область в евклiдовому просторi Rn, де
n ≥ 2. Припустимо, що її межа Γ := ∂Ω є нескiнченно гладким замкненим
(компактним i без краю) орiєнтовним многовидом вимiрностi n − 1 (як
звичайно, C∞-структура на Γ iндукована простором Rn).

За означенням, лiнiйний простiр Hα(Ω) складається зi звужень в об-
ласть Ω всiх розподiлiв w ∈ Hα(Rn) i надiлений нормою

‖v‖Hα(Ω) := inf
{
‖w‖Hα(Rn) : w ∈ Hα(Rn), w = v в Ω

}
,

де v ∈ Hα(Ω). Простiр Hα(Ω) гiльбертiв i сепарабельний.
Лiнiйний простiр Hα(Γ) складається, коротко кажучи, з усiх розподiлiв

на Γ, якi в локальних координатах дають елементи простору Hα(Rn−1).
Дамо детальне означення. Довiльно виберемо скiнченний атлас iз C∞-
структури на многовидi Γ, утворений локальними картами πj : Rn−1 ↔ Γj ,
де j = 1, . . . , λ. Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γλ складають покриття мно-
говиду Γ. Виберемо також функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, якi утво-
рюють розбиття одиницi на Γ, що задовольняє умову suppχj ⊂ Γj .

За означенням, лiнiйний простiр Hα(Γ) складається з усiх розподiлiв
h на Γ таких, що (χjh) ◦ πj ∈ Hα(Rn−1) для кожного j ∈ {1, . . . , λ}. Тут
(χjh)◦πj позначає зображення розподiлу χjh у локальнiй картi πj . Простiр
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Hα(Γ) надiлений нормою

‖h‖Hα(Γ) :=

( λ∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj‖2Hα(Rn−1)

)1/2

.

Вiн гiльбертiв i сепарабельний та з точнiстю до еквiвалентностi норм не за-
лежить вiд зробленого вибору атласу i розбиття одиницi (В. А. Михайлець
i О. О. Мурач, 2009).

Якщо α(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, то Hα(G) =: H(s)(G) є гiльберто-
вим простором Соболєва порядку s на G ∈ {Rn,Ω,Γ}. Взагалi, H(s1)(G) ↪→
Hα(G) ↪→ H(s0)(G) для довiльних чисел s1 > σ1(α) i s0 < σ0(α), при-
чому обидва вкладення неперервнi й щiльнi (а також компактнi, якщо
G ∈ {Ω,Γ}). Клас функцiональних просторiв {Hα(G) : α ∈ RO} називають
розширеною соболєвською шкалою на G. Її ввели i дослiдили В. А. Михай-
лець i О. О. Мурач (2009, 2010).

У дисертацiї показник регулярностi для простору Хермандера Hα(G)
часто набиратиме вигляду α(t) ≡ ϕ(t)ts, де ϕ ∈ RO i s ∈ R. Для того, щоб
не вказувати аргумент t у показнику будемо використовувати функцiо-
нальний параметр %(t) := t аргументу t ≥ 1 й записувати α у виглядi ϕ%s.

У випадку, коли ϕ ∈ RO0 i s ∈ R, простiр Hϕ%s(G) (тобто Hα(G), де
α = ϕ%s) позначаємо для зручностi також через Hs,ϕ(G). У цьому випад-
ку виконуються неперервнi вкладення H(s+ε)(G) ↪→ Hs,ϕ(G) ↪→ H(s−ε)(G)
для кожного ε > 0; вони компактнi, якщо G ∈ {Ω,Γ}. З них випливає, що
у класi просторiв {Hs,ϕ(G) : s ∈ R, ϕ ∈ RO0} числовий параметр s задає
основну (степеневу) регулярнiсть розподiлiв, а функцiональний параметр
ϕ характеризує додаткову регулярнiсть. Цей клас мiстить у собi уточнену
соболєвську шкалу, введену i дослiджену В. А. Михайлецем i О. О. Мура-
чем (2005, 2006). Вона складається з просторiв Hs,ϕ(G), де s ∈ R i ϕ ∈M,
аM — множина всiх вимiрних за Борелем функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi
обмеженi та вiдокремленi вiд нуля на кожному компактi i повiльно змiню-
ються за Й. Караматою на нескiнченностi. Остання властивiсть означає,
що ϕ(λt)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для кожного λ > 0.

У п. 1.2 обговорено й iншi властивостi просторiв Хермандера, серед яких
теореми вкладення i теореми про слiди.

Пiдроздiл 1.3 присвячений методу iнтерполяцiї з функцiональним пара-
метром пар гiльбертових просторiв, його властивостям i застосуванню до
розглянутих просторiв Хермандера. Виклад цих питань наслiдує в основ-
ному монографiю В. А. Михайлеця i О. О. Мурача (2010). Зазначено, що
кожний простiр Hα(G), де α ∈ RO i G ∈ {Rn,Ω,Γ}, є (з точнiстю до еквiва-
лентностi норм) результатом iнтерполяцiї з вiдповiдним функцiональним
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параметром пари гiльбертових соболєвських просторiв H(s0)(G) i H(s1)(G),
де числа s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α).

У п. 1.4 обговорено об’єкт дослiдження дисертацiї — загальну (взагалi
кажучи, нерегулярну) елiптичну крайову задачу

Au(x) ≡
∑
|µ|≤2q

aµ(x)Dµu(x) = f(x), x ∈ Ω, (2)

Bju(x) ≡
∑
|µ|≤mj

bj,µ(x)Dµu(x) = gj(x), x ∈ Γ, j = 1, . . . , q. (3)

Тут A є лiнiйним диференцiальним оператором на Ω := Ω ∪ Γ довiльного
парного порядку 2q ≥ 2, а кожне Bj є крайовим лiнiйним диференцiальним
оператором на Γ довiльного порядку mj ≥ 0. Їх коефiцiєнти aµ ∈ C∞(Ω) i
bj,µ ∈ C∞(Γ). Можливий випадок, коли m := max{m1, ...,mq} ≥ 2q. З огля-
ду на це покладемо r := max{2q,m+ 1}.

У дисертацiї припускаємо, що крайова задача (2), (3) є елiптичною в
областi Ω, тобто диференцiальний оператор A є правильно елiптичним на
Ω, а набiр крайових диференцiальних операторiв B := (B1, . . . , Bq) задо-
вольняє умову Лопатинського щодо A на Γ.

Пов’яжемо з цiєю задачею лiнiйне вiдображення

(A,B) : u 7→ (Au,Bu) = (Au, B1u, ..., Bqu), де u ∈ C∞(Ω). (4)

У дисертацiї дослiджується продовження за неперервнiстю вiдображення
(4) у вiдповiдних парах просторiв Хермандера.

Для опису областi значень цього продовження нам потрiбна така спе-
цiальна формула Грiна:

(Au, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν Au,wj)Γ +

q∑
j=1

(Bju, hj)Γ =

= (u,A+v)Ω +

r∑
k=1

(
Dk−1
ν u,Kkv +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q∑
j=1

Q+
j,khj

)
Γ

для довiльних функцiй u, v ∈ C∞(Ω) i w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq ∈ C∞(Γ).
Тут Dν := i∂/∂ν , де i — уявна одиниця, а ν — орт внутрiшньої нормалi до
межi Γ областi Ω, та через (·, ·)Ω i (·, ·)Γ позначено скалярнi добутки у гiль-
бертових просторах L2(Ω) i L2(Γ) функцiй квадратично iнтегровних вiдпо-
вiдно на Ω i Γ вiдносно мiри Лебега, а надалi й розширення цих скалярних
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добуткiв за неперервнiстю. Як звичайно, A+ позначає диференцiальний
оператор, формально спряжений до A. Окрiм того, усi R+

j,k i Q+
j,k є дотич-

ними диференцiальними операторами, формально спряженими вiдповiдно
до дотичних лiнiйних диференцiальних операторiв Rj,k := Rj,k(x,Dτ ) i
Qj,k := Qj,k(x,Dτ ) вiдносно (·, ·)Γ. Останнi узято iз зображення крайових
диференцiальних операторiв Dj−1

ν A i Bj у виглядi

Dj−1
ν A(x,D) =

r∑
k=1

Rj,k(x,Dτ )Dk−1
ν , Bj(x,D) =

r∑
k=1

Qj,k(x,Dτ )Dk−1
ν .

Вiдмiтимо, що ordRj,k ≤ 2q+ j−k i ordQj,k ≤ mj−k+1, причому Rj,k = 0
при k ≥ 2q+j+1 i Qj,k = 0 при k ≥ mj+2. КожнеKk := Kk(x,D) — деякий
крайовий лiнiйний диференцiальний оператор на Γ порядку ordKk ≤ 2q−k
з коефiцiєнтами класу C∞(Ω). Якщо r = 2q, то у розглянутiй формулi
Грiна i пов’язаних з нею формулах вiдсутнi функцiї w1, . . . , wr−2q i суми з
iндексом пiдсумовування j, що пробiгає значення вiд 1 до r − 2q.

Беручи до уваги цю спецiальну формулу Грiна, розглянемо в областi Ω
таку крайову задачу:

A+v = ω в Ω, (5)

Kkv +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q∑
j=1

Q+
j,khj = θk на Γ, k = 1, ..., r. (6)

Вона мiстить r−q додаткових невiдомих функцiй w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq у
крайових умовах i є формально спряженою до задачi (2), (3) вiдносно роз-
глянутої формули Грiна. Зауважимо, що крайова задача (2), (3) елiптична
тодi i тiльки тодi, коли формально спряжена задача (5), (6) елiптична як
крайова задача з додатковими невiдомими функцiями на межi областi.

Основнi результати дисертацiї викладено у її другому та третьому роздi-
лах.

У пп. 2.1 – 2.5 другого роздiлу дисертацiї дослiджено характер розв’яз-
ностi та властивостi розв’язкiв загальної елiптичної крайової задачi (2),
(3) у просторах Хермандера Hϕ(Ω), де ϕ ∈ RO. На показник регулярностi
ϕ ∈ RO розв’язкiв u ∈ Hϕ(Ω) цiєї задачi накладаємо досить слабке обме-
ження σ0(ϕ) > m+1/2, яке гарантує iснування лiвих частин Bju крайових
умов.

Позначимо черезN лiнiйний простiр усiх розв’язкiв u ∈ C∞(Ω) крайової
задачi (2), (3) у випадку, коли f = 0 в Ω i кожне gj = 0 на Γ. Позначимо та-
кож черезN? лiнiйний простiр усiх розв’язкiв (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈



11

C∞(Ω) × (C∞(Γ))r−q формально спряженої крайової задачi (5), (6) у ви-
падку, коли ω = 0 в Ω i кожне θk = 0 на Γ. Оскiльки обидвi задачi елiптичнi
в Ω, то простори N i N? скiнченновимiрнi.

Вiдображення (4) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до
лiнiйного обмеженого оператора

(A,B) : Hϕ(Ω)→ Hϕ%−2q

(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hϕ%−mj−1/2

(Γ) =: Hϕ%
−2q

(Ω,Γ) (7)

для кожного ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m+ 1/2.
Теорема 2.1. Нехай ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m + 1/2. Тодi обмежений опе-

ратор (7) нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень складається
з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hϕ%

−2q

(Ω,Γ) таких, що

(f, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν f, wj)Γ +

q∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0

для кожного (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?.

(8)

Iндекс оператора (7) дорiвнює dimN − dimN? та не залежить вiд ϕ.
Якщо N = {0} i N? = {0}, то оператор (7) здiйснює iзоморфiзм мiж

просторами Hϕ(Ω) i Hϕ%−2q

(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї правильнi такi роз-
клади цих просторiв у прямi суми їх пiдпросторiв:

Hϕ(Ω) = N u
{
u ∈ Hϕ(Ω) : (u,w)Ω = 0 для всiх w ∈ N

}
, (9)

Hϕ%
−2q

(Ω,Γ) = Gu
{

(f, g) ∈ Hϕ%
−2q

(Ω,Γ) : виконується (8)
}

; (10)

тут G — деякий пiдпростiр простору C∞(Ω)× (C∞(Γ))q такий, що dimG =
dimN? < ∞. Якщо m ≤ 2q − 1, то можна покласти G := N?. Позначимо
через P i Q косi проектори вiдповiдно просторiв Hϕ(Ω) i Hϕ%−2q

(Ω,Γ) на
другi доданки в сумах (9) i (10) паралельно першим доданкам. Цi проек-
тори не залежать вiд ϕ.

Теорема 2.2. Нехай ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m+ 1/2. Тодi звуження вiдобра-
ження (7) на пiдпростiр P (Hϕ(Ω)) є iзоморфiзмом цього пiдпростору на
Q(Hϕ%−2q

(Ω,Γ)).
Позначимо через Hm+1/2+(Ω) об’єднання усiх просторiв Hα(Ω) таких,

що α ∈ RO i σ0(α) > m + 1/2. Функцiю u ∈ Hm+1/2+(Ω) називаємо (силь-
ним) узагальненим розв’язком крайової задачi (2), (3) з правою частиною
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(f, g) ∈ D′(Ω) × (D′(Γ))q, якщо (A,B)u = (f, g), де (A,B) — обмежений
оператор (7). Тут, як звичайно, D′(Ω) i D′(Γ) позначають лiнiйнi тополо-
гiчнi простори усiх розподiлiв на Ω i Γ вiдповiдно. Доведено таку локальну
апрiорну оцiнку цього розв’язку.

Теорема 2.3. Нехай параметри ϕ ∈ RO i λ ∈ R задовольняють
нерiвностi σ0(ϕ) > m + 1/2 i 0 < λ < σ0(ϕ) − m + 1/2, а функцiї
χ, η ∈ C∞(Ω) задовольняють умову η = 1 в околi suppχ. Тодi iснує число
c = c(ϕ, λ, χ, η) > 0 таке, що для довiльної функцiї u ∈ Hϕ(Ω) виконується
оцiнка

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c
(
‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖ηu‖
Hϕ%−λ (Ω)

)
. (11)

Тут c не залежить вiд u.
Якщо 0 < λ ≤ 1, то у нерiвностi (11) можна узяти χ(A,B)u замiсть

η(A,B)u. У випадку, коли χ = η = 1, нерiвнiсть (11) є глобальною апрiор-
ною оцiнкою розв’язку u. У цьому випадку умову λ < σ0(ϕ) − m + 1/2
можна прибрати.

Дослiджено також локальну регулярнiсть узагальнених розв’язкiв елiп-
тичної крайової задачi (2), (3). Нехай V — вiдкрита множина в Rn така,
що Ω0 := Ω ∩ V 6= ∅. Покладемо Γ0 := Γ ∩ V (можливий випадок, ко-
ли Γ0 = ∅). За означенням, лiнiйний простiр Hα

loc(Ω0,Γ0), де α ∈ RO,
cкладається з усiх розподiлiв u ∈ D′(Ω) таких, що χu ∈ Hα(Ω) для довiль-
ної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Аналогiчно, лiнiйний простiр
Hα

loc(Γ0) складається з усiх розподiлiв h ∈ D′(Γ) таких, що χh ∈ Hα(Γ) для
довiльної функцiї χ ∈ C∞(Γ) iз suppχ ⊂ Γ0.

Теорема 2.4. Нехай функцiя u ∈ Hm+1/2+(Ω) є узагальненим розв’яз-
ком елiптичної крайової задачi (2), (3), правi частини якої задовольняють
умову

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0)×
q∏
j=1

Hϕ%−mj−1/2

loc (Γ0) (12)

для деякого ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m+ 1/2. Тодi u ∈ Hϕ
loc(Ω0,Γ0).

Для соболєвських просторiв теореми 2.1 – 2.4 є результатами робiт
С. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга (S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg,
1959), Ф. Е. Браудера (F. E. Browder, 1959), М. Шехтера (M. Schechter,
1960), Ж. Петре (J. Peetre, 1961) та iнших. Для уточненої соболєвської
шкали версiї цих теореми довели В. А. Михайлець i О. О. Мурач (2006,
2007), а для розширеної соболєвської шкали — А. В. Аноп i О. О. Мурач
(2014) за припущення, що m ≤ 2q − 1.

Отже, теореми 2.1 – 2.4 є новими результатами у випадку m ≥ 2q (край-
овi умови вищих порядкiв). Окрiм того, висновок теореми 2.1 про опис (8)
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областi значень оператора (7) є новим результатом i у випадку m ≤ 2q− 1,
якщо m+ 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q− 1/2. Теорема 2.3 є новим результатом як для
регулярних, так i для нерегулярних елiптичних крайових задач (ранiше
було доведено лише глобальнi апрiорнi оцiнки розв’язкiв елiптичних край-
ових задач у просторах Хермандера). Теорема 2.4 є новим результатом
також у випадку, коли m ≤ 2q− 1 i m+ 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q− 1/2, зокрема, —
для задачi Дiрiхле, якщо q − 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q − 1/2.

Як застосування просторiв Хермандера встановлено достатню умову
неперервностi узагальнених частинних похiдних (заданого порядку) роз-
в’язкiв дослiджуваної задачi.

Теорема 2.5. Нехай цiле число p ≥ 0. Припустимо, що функцiя
u ∈ Hm+1/2+(Ω) є узагальненим розв’язком елiптичної крайової зада-
чi (2), (3), правi частини якої задовольняють умову (12) для деяко-
го функцiонального параметра ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m + 1/2 i∫∞

1
t2p+n−1ϕ−2(t)dt <∞. Тодi u ∈ Cp(Ω0 ∪ Γ0).
У пп. 2.6 i 2.7 дослiджено елiптичну за Б. Лавруком задачу з додаткови-

ми невiдомими функцiями у крайових умовах, що мiстять крайовi операто-
ри, порядки яких бiльшi за порядок елiптичного рiвняння або рiвнi йому.
Для цiєї задачi доведено теореми про нетеровiсть вiдповiдного обмеженого
оператора, породженi iзоморфiзми i локальну апрiорну оцiнку розв’язкiв
у просторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєвську шкалу.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено характер розв’язностi i вла-
стивостi розв’язкiв загальної елiптичної крайової задачi (2), (3) у просторах
Хермандера Hϕ(Ω) та їх модифiкацiях за Я. А. Ройтбергом без обмежен-
ня σ0(ϕ) > m + 1/2, накладеного на показник регулярностi ϕ у другому
роздiлi.

У пп. 3.1 – 3.4 цю задачу дослiджено у двобiчнiй шкалi просторiв Хер-
мандера –РойтбергаHs,ϕ,(r)(Ω), де s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Наведемо їх означення.

Нехай k ∈ N. Якщо s 6∈ Ek := {1/2, . . . , k − 1/2}, то Hs,ϕ,(k)(Ω) є, за
означенням, поповненням лiнiйного многовиду C∞(Ω) за нормою

‖u‖Hs,ϕ,(k)(Ω) =

(
‖u‖2Hs,ϕ,(0)(Ω) +

k∑
j=1

‖(Dj−1
ν u)�Γ‖2Hs−j+1/2,ϕ(Γ)

)1/2

.

Тут Hs,ϕ,(0)(Ω) := Hs,ϕ(Ω) при s ≥ 0, а якщо s < 0, то Hs,ϕ,(0)(Ω) —
гiльбертiв простiр, дуальний до H−s,1/ϕ(Ω) вiдносно розширення за непе-
рервнiстю скалярного добутку в L2(Ω). Простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) для s ∈ Ek є,
за означенням, результатом iнтерполяцiї з числовим параметром 1/2 пари
гiльбертових просторiв Hs∓1/2,ϕ,(k)(Ω).
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У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1, простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) увiв i до-
слiдив Я. А. Ройтберг (1964, 1965). Для бiльш вузького, нiж RO0, класу
M повiльно змiнних функцiональних параметрiв ϕ цей простiр ввели i до-
слiдили В. А. Михайлець i О. О. Мурач (2008).

Якщо s > k − 1/2, то Hs,ϕ,(k)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) з точнiстю до еквiвалент-
ностi норм. Якщо s < k − 1/2, то навiть Hs,ϕ,(k)(Ω) 6⊂ D′(Ω). Простiр
Hs,ϕ,(k)(Ω), де s ∈ R \ Ek, допускає такий опис: лiнiйне вiдображення
Tk : u 7→

(
u, u�Γ, . . . , (Dk−1

ν u) � Γ
)
, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до iзометричного лiнiйного оператора

Tk : Hs,ϕ,(k)(Ω)→ Hs,ϕ,(0)(Ω)⊕
k⊕
j=1

Hs−j+1/2,ϕ(Γ) =: Πs,ϕ,(k)(Ω,Γ),

область значення якого складається з усiх векторiв (u0, u1, . . . , uk) ∈
Πs,ϕ,(k)(Ω,Γ) таких, що uj = (Dj−1

ν u0) � Γ для кожного j ∈ {1, . . . , k} за
умови s > j − 1/2.

Вiдображення (4) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до
лiнiйного обмеженого оператора

(A,B) : Hs,ϕ,(r)(Ω)→ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) := (13)

:= Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ)

для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ RO0.
Теорема 3.1. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Тодi обмежений оператор (13)

нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень складається з усiх век-
торiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) таких, що

(f0, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(fj , wj)Γ +

q∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0

для кожного (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?,

де (f0, f1, . . . , fr−2q) := Tr−2qf (якщо r = 2q, то f0 := f , а всi члени
(fj , wj)Γ вiдсутнi). Iндекс оператора (13) дорiвнює dimN −dimN? i тому
не залежить вiд s i ϕ.

Якщо s > r − 1/2, то оператор (13) дiє у (немодифiкованих) просторах
Хермандера. Тому у цьому випадку теорема 3.1 мiститься у теоремi 2.1.
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Нетерiв оператор (13) породжує iзоморфiзм мiж деякими пiдпросто-
рами скiнченної ковимiрностi просторiв Hs,ϕ,(r)(Ω) i Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ).
Набiр цих iзоморфiзмiв є повним вiдносно числового параметра s, який
пробiгає всю дiйсну вiсь.

Позначимо через H−∞,(k)(Ω), де k ∈ N, об’єднання всiх просторiв
Hs,ϕ,(k)(Ω), де s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Вектор u ∈ H−∞,(r)(Ω) називаємо (силь-
ним) узагальненим за Ройтбергом розв’язком крайової задачi (2), (3) з пра-
вою частиною (f, g) ∈ H−∞,(r−2q)(Ω) × (D′(Γ))q, якщо (A,B)u = (f, g), де
(A,B) — обмежений оператор (13).

У п. 3.4 дослiджено локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просторах
Хермандера –Ройтберга. Нехай пiдмножини Ω0 ⊂ Ω i Γ0 ⊂ Γ такi, як у
теоремi 2.4. Позначимо через Hs,ϕ,(k)

loc (Ω0,Γ0) лiнiйний простiр усiх векторiв
u ∈ H−∞,(k)(Ω) таких, що χu ∈ Hs,ϕ,(k)(Ω) для довiльної функцiї χ ∈
C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Звiсно, H

s,ϕ
loc (Γ0) := Hϕ%s

loc (Γ0).
Теорема 3.3. Припустимо, що вектор u ∈ H−∞,(r)(Ω) є узагальне-

ним за Ройтбергом розв’язком елiптичної крайової задачi (2), (3), правi
частини якої задовольняють умову

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)
loc (Ω0,Γ0)×

q∏
j=1

H
s−mj−1/2,ϕ
loc (Γ0)

для деяких параметрiв s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Тодi u ∈ Hs,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0).

Для просторiв Соболєва –Ройтберга (коли ϕ(t) ≡ 1), теореми 3.1 i 3.3
доведено Я. А. Ройтбергом (1964) для регулярних елiптичних крайових
задач та ним i Ю. В. Костарчуком (1970, 1973) для нерегулярних елiп-
тичних крайових задач. Для просторiв Хермандера –Ройтберга цi теореми
довели В. А. Михайлець i О. О. Мурач (2008) для регулярних елiптичних
крайових задач та О. О. Мурач i I. С. Чепурухiна (2015) для нерегулярних
елiптичних крайових задач таких, щоm ≤ 2q−1. При цьому припускалося,
що функцiональний параметр ϕ пробiгає бiльш вузький класM, нiж RO0.
Отже, теореми 3.1 i 3.3 є новими i для регулярних елiптичних крайових
задач.

У заключному п. 3.5 доведено теорему типу Лiонса –Мадженеса про
нетеровiсть елiптичної задачi (2), (3) з крайовими умовами вищих порядкiв
у просторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регулярностi
s ≤ m+ 1/2. Отже, тут m ≥ 2q.

Нехай s ≤ m + 1/2, ϕ ∈ M i λ > m + 1/2 − 2q. Розглянемо лiнiйний
простiр

Hs,ϕ
A,λ(Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Au ∈ H(λ)(Ω)

}
,
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надiлений нормою графiка

‖u‖Hs,ϕA,λ(Ω) :=
(
‖u‖2Hs,ϕ(Ω) + ‖Au‖2H(λ)(Ω)

)1/2
,

де Au розумiємо в сенсi теорiї розподiлiв в областi Ω. Цей простiр гiльбертiв
i залежить вiд коефiцiєнтiв диференцiального оператора A.

Теорема 3.4. За вказаних умов на параметри s, ϕ i λ множина C∞(Ω)
щiльна в просторi Hs,ϕ

A,λ(Ω), а вiдображення (4) продовжується єдиним
чином (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : Hs,ϕ
A,λ(Ω)→ H(λ)(Ω)⊕

q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Hλ,s,ϕ(Ω,Γ). (14)

Цей оператор нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень скла-
дається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hλ,s,ϕ(Ω,Γ), якi задовольняють
умову (8). Iндекс оператора (14) дорiвнює dimN−dimN? та не залежить
вiд s, ϕ i λ.

Теорема 3.4 є новою i в соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1.

ВИСНОВКИ

У дисертацiї дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’язкiв
загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi у про-
сторах Хермандера Hϕ(Ω), якi утворюють розширену соболєвську шкалу,
та їх модифiкацiях за Ройтбергом. Порядки крайових умов є довiльними;
вони можуть бути бiльшими за порядок елiптичного рiвняння, або рiвними
йому. На показник регулярностi ϕ накладається досить слабке обмеження,
яке гарантує iснування лiвих частин крайових умов.

Одержано такi основнi результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть загальної елiптичної крайової за-
дачi у просторах Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську
шкалу, i теорему про породженi цiєю задачею iзоморфiзми.

2. Встановлено локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв до-
слiджуваної задачi в розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Доведено теорему про локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у про-
сторах Хермандера i отримано нову достатню умову неперервностi
їх узагальнених частинних похiдних довiльно вибраного порядку та
нову достатню умову класичностi узагальнених розв’язкiв задачi.
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4. Для елiптичної за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функ-
цiями у крайових умовах вищих порядкiв доведено теореми про нете-
ровiсть, породженi iзоморфiзми i локальну апрiорну оцiнку розв’яз-
кiв у просторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєвську
шкалу.

5. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової за-
дачi у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –Ройтберга, породже-
ний нею повний набiр iзоморфiзмiв i локальну регулярнiсть її роз-
в’язкiв у цих просторах.

6. Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть за-
гальної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у
просторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регуляр-
ностi s ≤ m+ 1/2, де m — максимум порядкiв крайових умов.

Результати, вказанi у пп. 2, 3 i 5, є новими i для регулярних елiптичних
крайових задач.

Основнi положення дисертацiї вiдображено
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Анотацiї

Касiренко Т.М. Нерегулярнi елiптичнi крайовi задачi у просто-
рах Хермандера. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. Iнсти-
тут математики НАН України, Київ, 2018.

У дисертацiї дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’яз-
кiв загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi
у гiльбертових просторах Хермандера Hϕ, якi утворюють розширену со-
болєвську шкалу, та їх модифiкацiях за Ройтбергом. Порядки крайових
умов припускаються довiльними; вони можуть бути бiльшими за порядок
елiптичного рiвняння або рiвними йому.

Доведено теореми про нетеровiсть дослiджуваної задачi i породженi нею
iзоморфiзми, локальну апрiорну оцiнку та локальну регулярнiсть її уза-
гальнених розв’язкiв у зазначених просторах Хермандера. При цьому на
показник регулярностi ϕ накладається досить слабке обмеження, яке га-
рантує iснування лiвих частин крайових умов. Як застосування просторiв
Хермандера отримано нову достатню умову неперервностi узагальнених
частинних похiдних (довiльно вибраного порядку) розв’язкiв дослiджува-
ної задачi та нову умову класичностi її узагальненого розв’язку. Для елiп-
тичної за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функцiями у крайо-
вих умовах вищих порядкiв доведено теореми про нетеровiсть, породженi
iзоморфiзми та локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв у про-
сторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєвську шкалу.

Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової зада-
чi, породжений нею повний набiр iзоморфiзмiв i локальну регулярнiсть її
розв’язкiв у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –Ройтберга. Доведено
теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть загальної елiптичної за-
дачi з крайовими умовами вищих порядкiв у просторах Соболєва i Херман-
дера з числовим показником регулярностi s ≤ m + 1/2, де m — максимум
порядкiв крайових умов.

Ключовi слова: елiптична крайова задача, простiр Хермандера, RO-
змiнна функцiя, нетерiв оператор, iнтерполяцiя з функцiональним пара-
метром, апрiорна оцiнка, регулярнiсть розв’язку.

Касиренко Т. Н. Нерегулярные эллиптические краевые задачи
в пространствах Хермандера.— Квалификационная научная работа на
правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения.
Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.
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В диссертации исследованы характер разрешимости и свойства реше-
ний общей (вообще говоря, нерегулярной) эллиптической краевой задачи
в гильбертовых пространствах Хермандера Hϕ, которые образуют расши-
ренную соболевскую шкалу, а также их модификациях по Ройтбергу. По-
рядки краевых условий предполагаются произвольными; они могут быть
большими, чем порядок эллиптического уравнения, или равными ему.

Доказаны теоремы о нетеровости исследуемой задачи и порожденных
ею изоморфизмах, локальной априорной оценке и локальной регулярности
ее обобщенных решений в указанных пространствах Хермандера. При этом
на показатель регулярности ϕ накладывается достаточно слабое ограниче-
ние, которое гарантирует существование левых частей краевых условий.
В качестве приложения пространств Хермандера получены новое доста-
точное условие непрерывности обобщенных частных производных (произ-
вольно выбранного порядка) решений исследуемой задачи и новое условие
классичности ее обобщенного решения. Для эллиптической по Лавруку
задачи с дополнительными неизвестными функциями в краевых условиях
высших порядков доказаны теоремы о нетеровости задачи, порожденных
изоморфизмах и локальной априорной оценке обобщенных решений в про-
странствах Хермандера, образующих уточненную соболевскую шкалу.

Доказаны теоремы о нетеровости общей эллиптической краевой задачи,
порожденный ею полный набор изоморфизмов, и локальную регулярность
ее решений в двусторонней шкале пространств Хермандера –Ройтберга.
Доказана теорема типа Лионса –Мадженеса о нетеровости общей эллип-
тической задачи с краевыми условиями высших порядков в пространствах
Соболева и Хермандера с числовым показателем регулярности s ≤ m+1/2,
где m — максимум порядков краевых условий.

Ключевые слова: эллиптическая краевая задача, пространство Хер-
мандера, RO-меняющаяся функция, нетеров оператор, интерполяция с
функциональным параметром, априорная оценка, регулярность решения.

Kasirenko T. M. Nonregular elliptic boundary-value problems
in Hörmander spaces. — Qualifying scientific work on the rights of the
manuscript.

The thesis for obtaining the scientific degree of the candidate of physical
and mathematical sciences by speciality 01.01.02 — differential equations. —
Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis elaborates the theory of solvability of general elliptic boundary-
value problems in broad classes of the inner product Hörmander spaces Hϕ

and their modifications in the sense of Roitberg. Unlike previous works on this
subject, we investigate elliptic problems with boundary conditions of arbitrary
orders, which can be greater than or equal to the order of the elliptic equation.
Besides, we make essentially weaker assumptions about the regularity index ϕ.



The dissertation consists of the annotation in Ukrainian and in English,
introduction, three sections of its main part, conclusions, the list of references,
and appendix. The introduction grounds the relevance of the research topic
and gives a general description of the dissertation.

Section 1 discusses the object and the main method of the research.
The object is general (generally speaking, nonregular) elliptic boundary-
value problems, and the main method is the interpolation with a function
parameter between Hilbert spaces. The classes of Hörmander spaces used in
the dissertation are obtained by the interpolation with a function parameter
between appropriate inner product Sobolev spaces. The extended Sobolev scale
is the broadest among these classes; it consists of all Hilbert spaces that are
interpolation ones between inner product Sobolev spaces. We also state a
general elliptic boundary-value problem and discuss some relevant notions.

Section 2 investigates the character of solvability and properties of solutions
of a general elliptic boundary-value problem in the Hörmander spaces Hϕ

that form the extended Sobolev scale. The regularity index ϕ is subject to
a weak enough restriction, which ensures the existence of the left-hand sides
of the boundary conditions. We prove theorems on the Fredholm property of
the problem under investigation and on some isomorphisms generated by the
problem, theorems on a local a priori estimate and the local regularity of its
generalized solutions in the Hörmander spaces mentioned. As an application,
we obtain a sufficient condition under which the generalized partial derivatives
(of an arbitrarily chosen order) of the solutions to the problem are continuous
and get a new sufficient condition for the generalized solutions to be classical.
Investigating the Lawruk elliptic problem with additional unknown functions
in boundary conditions of higher orders, we prove theorems on their Fredholm
property, generated isomorphisms, and local a priori estimate of the solutions
in Hörmander spaces that form the refined Sobolev scale.

Section 3 investigates the character of solvability and properties of solutions
of a general elliptic boundary-value problem in a two-sided scale of the
Hörmander spaces modified by Roitberg. We prove theorems on the Fredholm
property of the problem under investigation, on a complete collection of
isomorphisms generated by this problem, and on the local regularity of its
generalized solutions in the Hörmander –Roitberg spaces. We prove a Lions –
Magenes-type theorem on the Fredholm property of a general elliptic problem
with boundary conditions of higher orders in Sobolev and Hörmander spaces
with the number regularity index s ≤ m + 1/2, where m is the maximum of
the orders of the boundary conditions.

Key words: elliptic boundary-value problem, Hörmander space, RO-
varying function, Fredholm operator, interpolation with a function parameter,
a priori estimate, regularity of solution.
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