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Дисертацiя присвячена науковiй проблемi побудови теорiї загальних (вза-

галi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайових задач у класах функцiо-

нальних просторiв Хермандера.

Теорiя елiптичних крайових задач у соболєвських просторах була ство-

рена в 1950 – 1970 рр. зусиллями таких вiдомих математикiв як C. Агмон,

А. Дуглiс i Л. Нiренберг, Ю. М. Березанський, С. Г. Крейн i Я. А. Ройтберг,

Ф. Браудер, Л. Р. Волєвич, Ж.-Л. Лiонс i Е. Мадженес, Ж. Петре, В. А. Со-

лоннiков, Л. Хермандер, М. Шехтер та iнших. Втiм, шкала просторiв Собо-

лєва є недостатньо тонко градуйованою для низки задач, що виникають в

аналiзi i теорiї рiвнянь з частинними похiдними.

У цьому зв’язку Л. Хермандер у 1963 р. ввiв i дослiдив широкий клас

нормованих функцiональних просторiв, для яких показником регулярностi

розподiлiв служить досить загальна вагова функцiя, залежна вiд частотних

змiнних. Вона дозволяє бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть розподi-

лiв, нiж числовий параметр, використаний для класичних просторiв Соболє-

ва. Л. Хермандер дав застосування цих просторiв до дослiдження регулярно-

стi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Однак, досить

тривалий час простори Хермандера не використовували систематично у тео-

рiї крайових задач, оскiльки не було видiлено широких класiв цих просторiв,
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якi б допускали коректне означення на гладких многовидах. Окрiм того, бра-

кувало зручних аналiтичних методiв для роботи з просторами Хермандера.

Недавно В. А. Михайлець i О. О. Мурач видiлили досить широкi класи

гiльбертових просторiв Хермандера, що отримуються iнтерполяцiєю з фун-

кцiональним параметром пар соболєвських просторiв i допускають коректне

означення на гладких многовидах. Один з таких класiв просторiв Херманде-

ра — уточнена соболєвська шкала, для якої В. А. Михайлець i О. О. Мурач

побудували теорiю розв’язностi елiптичних крайових задач та елiптичних си-

стем на многовидах. Iнтерполяцiя з функцiональним параметром є ключо-

вим i зручним методом дослiдження у цiй теорiї. Згодом її доповнили у своїх

кандидатських дисертацiях Т. М. Зiнченко, А. В. Аноп та I. С. Чепурухiна

стосовно iнших сiмей елiптичних крайових задач та бiльш широких класiв

просторiв Хермандера. Втiм, ця теорiя ще не є завершеною.

Так, частину її результатiв встановлено лише для регулярних елiптичних

крайових задач. Окрiм того, не були дослiдженi у просторах Хермандера

елiптичнi задачi з крайовими умовами, порядки яких бiльшi за порядок елi-

птичного рiвняння, або рiвнi йому. Такi задачi зустрiчаються в акустицi, гi-

дродинамiцi i теорiї випадкових процесiв. Оскiльки цi задачi є нерегулярними

елiптичними, то для них класична формула Грiна не має мiсця, що iстотно

ускладнює їх дослiдження. Бiльше того, для елiптичних задач з крайовими

умовами вищих порядкiв класична теорiя розв’язностi у соболєвських про-

сторах не була побудована у тiй же повнотi, що i для регулярних елiпти-

чних крайових задач. Це, зокрема, стосується вiдомих теорем Ж.-Л. Лiонса

i Е. Мадженеса.

Мета дисертацiйної роботи — розробити теорiю розв’язностi загальних

елiптичних крайових задач у широких класах гiльбертових просторiв Хер-

мандера. На вiдмiну вiд попереднiх робiт за цiєю тематикою, у дисертацiї



4

дослiджено елiптичнi задачi з крайовими умовами довiльних порядкiв, якi

можуть бути бiльшими або рiвними за порядок елiптичного рiвняння. Окрiм

того, висуваються iстотно бiльш слабкi припущення про показник регуляр-

ностi для просторiв Хермандера.

Дисертацiя складається з анотацiй українською i англiйською, вступу,

трьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних джерел i

додатку. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульо-

вано мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено нау-

кову новизну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи

з науковими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було

апробовано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i основний метод дослiдження. Об’є-

ктом дослiдження є загальнi (взагалi кажучи, нерегулярнi) елiптичнi крайовi

задачi, а основним методом — iнтерполяцiя з функцiональним параметром

пар гiльбертових просторiв. Використанi у дисертацiї класи просторiв Хер-

мандера отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром деяких

пар гiльбертових просторiв Соболєва. Найбiльш широкий з цих класiв — роз-

ширена соболєвська шкала — складається з усiх гiльбертових просторiв, iн-

терполяцiйних для пар гiльбертових просторiв Соболєва. Обговорено й iншi

властивостi просторiв Хермандера, серед яких теореми вкладення i теорема

про слiди. Наведено постановку загальної елiптичної крайової задачi, спецi-

альної формули Грiна для цiєї задачi, формально спряженої задачi вiдносно

вказаної формули Грiна та розглянуто вiдповiднi приклади. Розглянуто ви-

падок регулярної елiптичної крайової задачi, для якої правильна класична

формула Грiна.

У роздiлi 2 дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’язкiв за-

гальної елiптичної крайової задачi у просторах Хермандера Hϕ, якi утворю-
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ють розширену соболєвську шкалу. Порядки крайових умов припускаються

довiльними; вони можуть бути бiльшими за порядок елiптичного рiвняння,

або рiвними йому. На показник регулярностi ϕ накладається досить слабке

обмеження, яке гарантує iснування лiвих частин крайових умов. Доведено

теореми про нетеровiсть дослiджуваної задачi i породженi нею iзоморфiзми,

локальну апрiорну оцiнку та локальну регулярнiсть її узагальнених розв’яз-

кiв у зазначених просторах Хермандера. Як застосування цих результатiв,

отримано нову достатню умову неперервностi узагальнених частинних похi-

дних (довiльно вибраного порядку) розв’язкiв дослiджуваної задачi та нову

умову класичностi її узагальненого розв’язку. Для елiптичних задач з дода-

тковими невiдомими функцiями у крайових умовах вищих порядкiв доведено

теореми про нетеровiсть, породженi iзоморфiзми та локальну апрiорну оцiн-

ку узагальнених розв’язкiв у просторах Хермандера, якi утворюють уточнену

соболєвську шкалу.

У роздiлi 3 дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’язкiв

загальної елiптичної крайової задачi у двобiчнiй шкалi просторiв Херманде-

ра, модифiкованих за Я. А. Ройтбергом. Доведено теореми про нетеровiсть

дослiджуваної задачi, породжений нею повний набiр iзоморфiзмiв i локальну

регулярнiсть її узагальнених розв’язкiв у просторах Хермандера –Ройтберга.

Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть загальної елi-

птичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у просторах Соболєва

i Хермандера з числовим показником регулярностi s ≤ m + 1/2, де m —

максимум порядкiв крайових умов.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вi-

домостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

носить теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання мо-
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жуть бути використанi в теорiї рiвнянь з частиннними похiдними, насампе-

ред, елiптичних рiвнянь, та спектральнiй теорiї елiптичних диференцiальних

операторiв.

Ключовi слова: елiптична крайова задача, простiр Хермандера, RO-

змiнна функцiя, нетерiв оператор, iнтерполяцiя з функцiональним параме-

тром, апрiорна оцiнка, регулярнiсть розв’язку.

Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

1. Anop A. V. Elliptic boundary-value problems in Hörmander spaces /
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ABSTRACT

Kasirenko T. M. Nonregular elliptic boundary-value problems in Hörmander

spaces. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of the Candidate of Sciences in Physics and

Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02 “Differential equations”

(111 – Mathematics), Institute of Mathematics of National Academy of Sciences

of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the scientific problem of the elaborating of the theory

of general (generally speaking, nonregular) elliptic boundary-value problems in

classes of function Hörmander spaces.

The theory of general elliptic boundary-value problems was created in 1950 –

1970 by the efforts of such well-known mathematicians as S. Agmon, A. Douglis,

and L. Nirenberg, Yu. M. Berezansky, S. G. Krein, and Ya. A. Roitberg,

F. Browder, L. Hörmander, J.-L. Lions and E. Magenes, J. Peetre, V. А. Solonni-

kov, M. Schechter, L. R. Volevich, and others. Nevertheless, the scale of Sobolev

spaces is not finely calibrated enough for a number of problems appearing in

mathematical analysis and the theory of partial differential equations.

In this connection, L. Hörmander in 1963 introduced and investigated a broad

class of normed function spaces for which an arbitrary enough weight function

depending on frequency variables serves as an index of regularity of distributions.

This function parameter allows one to characterize the regularity of distributions

more finely than the number parameter used for the classical Sobolev spaces.

L. Hörmander gave applications of these spaces to the investigation of regularity

of solutions to partial differential equations. However, the Hörmander spaces have

not been used systematically in the theory of boundary-value problems for a long

time because mathematicians have not selected broad classes of these spaces which
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allow the correct definition on smooth manifolds. Besides, there have been a lack

of convenient analytical methods for the working with the Hörmander spaces.

Recently V. A. Mikhailets and A. A. Murach have selected sufficiently broad

classes of inner product Hörmander spaces that are obtained by the interpolation

with a function parameter between Sobolev spaces and allow a correct definition

on smooth manifolds. One of these classes of spaces is the refined Sobolev scale, for

which V. A. Mikhailets and A. A. Murach have built a theory of solvability of elli-

ptic boundary value problems and elliptic systems on manifolds. The interpolati-

on with a function parameter is a key and convenient method of research in this

theory. Subsequently, this theory was supplemented in PhD theses by T. M. Zi-

nchenko, A. V. Anop and I. S. Chepurukhina with regard to other families of elli-

ptic boundary-value problems and broader classes of Hörmander spaces. However,

this theory has not completed yet.

Thus, a number of its results are established only for regular elliptic boundary-

value problems. Besides, elliptic problems with boundary conditions whose orders

are greater than or equal to the order of the elliptic equation have not been investi-

gated in the Hörmander spaces. Such problems appear in acoustic, hydrodynamics

and the theory of stochastic processes. Since these problems are nonregular elliptic,

the classical Green formula does not hold for them, which essentially complicates

their investigation. Moreover, for elliptic problems with boundary conditions of

higher orders, the classical theory of solvability in Sobolev spaces has not been

developed so completely as for regular elliptic boundary-value problems. Specifi-

cally, this concerns the well-known theorems by J.-L. Lions and E. Magenes.

The purpose of the thesis is to elaborate the theory of solvability of general

elliptic boundary-value problems in broad classes of inner product Hörmander

spaces. Unlike previous works on this subject, in the thesis we investigate elliptic

problems with boundary conditions of arbitrary orders, which can be greater than
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or equal to the order of the elliptic equation. In addition, we make essentially

weaker assumptions about the regularity index for Hörmander spaces.

The dissertation consists of the annotation in Ukrainian and in English,

introduction, three sections of its main part, conclusions, the list of references, and

appendix. The introduction grounds the relevance of the research topic, formulates

the purpose, object, subject, task, and methods of the research, indicates the sci-

entific novelty of the results obtained, their practical significance, the relation of

the research to scientific programs, and the personal contribution of the applicant,

and also points out where the results of the dissertation have been discussed and

published.

Section 1 discusses the object and the main method of the research. The object

is general (generally speaking, nonregular) elliptic boundary-value problems, and

the main method is the interpolation with a function parameter between Hilbert

spaces. The classes of Hörmander spaces used in the dissertation are obtained

by the interpolation with a function parameter between certain inner product

Sobolev spaces. The extended Sobolev scale is broadest among these classes; it

consists of all Hilbert spaces that are interpolation ones between inner product

Sobolev spaces. Other properties of the Hörmander spaces are discussed; among

them are embedding theorems and a trace theorem. We state a general elliptic

boundary-value problem, give the special Green formula, state formally adjoint

problem with respect to this Green formula, and propose some relevant examples.

We consider the case of a regular elliptic boundary-value problem, for which the

classical Green formula holds true.

Section 2 investigates the character of solvability and properties of solutions of

a general elliptic boundary-value problem in the Hörmander spaces Hϕ that form

the extended Sobolev scale. The orders of the boundary conditions are supposed

to be arbitrary; they can be greater than or equal to the order of the elliptic
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equation. The regularity index ϕ is subject to a weak enough restriction, which

ensures the existence of the left-hand sides of the boundary conditions. We prove

theorems on the Fredholm property of the problem under investigation and on

some isomorphisms generated by the problem, on a local a priori estimate and

the local regularity of its generalized solutions in the Hörmander spaces menti-

oned. As an application of these results, we obtain a sufficient condition under

which the generalized partial derivatives (of an arbitrarily chosen order) of the

solutions to the problem are continuous and obtain a new sufficient condition

for the generalized solutions to be classical. Investigating elliptic problems with

additional unknown functions in boundary conditions of higher orders, we prove

theorems on their Fredholm property, generated isomorphisms, and local a priori

estimate of the solutions in the Hörmander spaces that form the refined Sobolev

scale.

Section 3 investigates the character of solvability and properties of solutions of

a general elliptic boundary-value problem in a two-sided scale of the Hörmander

spaces modified by Ya. A. Roitberg. We prove theorems on the Fredholm property

of the problem under investigation, on a complete collection of isomorphisms

generated by this problem, and on the local regularity of its generalized solutions

in the Hörmander –Roitberg spaces. We prove a Lions –Magenes-type theorem on

the Fredholm property of a general elliptic problem with boundary conditions of

higher orders in the Sobolev and Hörmander spaces with the number regularity

index s ≤ m + 1/2, where m is the maximum of the orders of the boundary

conditions.

Appendix contains applicant’s publications list concerning the topic of the

thesis and informs where the results of the dissertation have been reported and

discussed.
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The practical significance of the results. Thesis is a theoretical investi-

gation. Its results and the method for the obtaining of these results can be used

in the theory of partial differential equations—first of all, elliptic equations—and

in the spectral theory of elliptic differential operators.

Keywords: elliptic boundary-value problem, Hörmander space, RO-varying

function, Fredholm operator, interpolation with a function parameter, a priori

estimate, regularity of solution.
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A. V. Anop, T. M. Kasirenko // Methods of Functional Analysis and

Topology. — 2016. — V. 22, № 4. — P. 295 — 310.

2. Kasirenko T. M. Elliptic problems with boundary conditions of higher
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ВСТУП

Дисертацiя присвячена науковiй проблемi побудови теорiї загальних (вза-

галi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайових задач у класах функцiо-

нальних просторiв Хермандера.

Актуальнiсть теми. Теорiю елiптичних крайових задач у соболєвських

просторах було побудовано в 1950 – 1970 рр. зусиллями вiдомих математи-

кiв C. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1, 107], Ю. М. Березанського,

С. Г. Крейна i Я. А. Ройтберга [11, 12, 13], Ф. Браудера [120, 121], Л. Р. Во-

лєвича [18, 19], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [49, 149, 150], Ж. Петре [75],

В. А. Солоннiкова [87, 88, 89], Л. Хермандера [95], М. Шехтера [103, 104,

184, 185, 186] та iнших. Центральний результат цiєї теорiї полягає у тому,

що загальна елiптична крайова задача є нетеровою у парах вiдповiдних про-

сторiв Соболєва, а її розв’язки допускають апрiорнi оцiнки у цих просторах.

Вiн має рiзнi важливi застосування, насамперед до дослiдження регулярностi

розв’язкiв задачi.

Проте для низки математичних задач (наприклад, теореми про вкладен-

ня просторiв, теореми про регулярнiсть розв’язкiв рiвнянь з частинними по-

хiдними) потрiбнi шкали функцiональних просторiв, градуйованi бiльш тон-

ко, нiж простори Соболєва. У цьому зв’язку Л. Хермандер у 1963 р. увiв

i дослiдив широкий клас функцiональних просторiв, для яких регулярнiсть

розподiлiв характеризується не числом (як у просторах Соболєва), а досить

загальною ваговою функцiєю, залежною вiд частотних змiнних. Л. Херман-

дер [95, 96] навiв застосування уведених ним просторiв до диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними. Однак, досить тривалий час простори Хер-

мандера не використовували систематично у теорiї крайових задач, оскiльки

не було видiлено досить широких класiв цих просторiв, якi б допускали ко-
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ректне означення на гладких многовидах. Окрiм того, бракувало зручних

аналiтичних методiв для роботи з просторами Хермандера.

Ситуацiя кардинально змiнилася у 2005 – 2010 рр., коли В. А. Михай-

лець i О. О. Мурач видiлили досить широкi класи гiльбертових просторiв

Хермандера, що отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром

пар соболєвських просторiв i допускають коректне означення на многовидах.

Один з таких класiв просторiв Хермандера — уточнена соболєвська шкала,

для якої В. А. Михайлецю i О. О. Мурачу [54 — 61, 68 — 72, 73, 158, 159, 167]

вдалося побудувати теорiю розв’язностi елiптичних крайових задач та елi-

птичних систем на многовидах. Iнтерполяцiя з функцiональним параметром

є ключовим i зручним методом дослiдження у цiй теорiї. Згодом її доповни-

ли Т. М. Зiнченко [23, 24, 25, 26, 28, 170, 192], А. В. Аноп [3, 4, 5, 6, 110]

та I. С. Чепурухiна [98, 99, 100, 125, 169] стосовно iнших сiмей елiптичних

крайових задач та бiльш широких класiв просторiв Хермандера (див. також

їх кандидатськi дисертацiї [7, 27, 101]). Втiм, ця теорiя ще не є завершеною.

Так, частину її результатiв встановлено лише для регулярних елiптичних

крайових задач. Окрiм того, не дослiджували в класах просторiв Херманде-

ра елiптичнi задачi з крайовими умовами вищих порядкiв, тобто елiптичнi

задачi, для яких максимум порядкiв крайових умов бiльший за порядок елi-

птичного рiвняння, або рiвний йому. Такi задачi зустрiчаються, наприклад,

в акустицi, гiдродинамiцi i теорiї випадкових процесiв [16, 17, 42]. Цi зада-

чi є нерегулярними елiптичними, тому для них класична формула Грiна не

має мiсця, що iстотно ускладнює їх дослiдження. Бiльше того, для елiпти-

чних задач з крайовими умовами вищих порядкiв класична теорiя у соболєв-

ських просторах не побудована у тiй же повнотi, що i для регулярних елiпти-

чних крайових задач. Це, зокрема, стосується вiдомих теорем Ж.-Л. Лiонса

i Е. Мадженеса [49, 149, 150].
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В останнi десятилiття простори Хермандера та рiзнi їх узагальнення зна-

ходять важливi застосування не лише у теорiї диференцiальних рiвнянь, а

i в математичному аналiзi, теорiї iнтегральних рiвнянь, теорiї випадкових

процесiв. Про це свiдчать монографiї В. Г. Маз’ї i Т. O. Шапошнiкової [155],

В. А. Михайлеця i О. О. Мурача [64, 165], Ф. Нiкола i Л. Родiно [172], Б. П. Па-

неяха [175], О. I. Степанця [91], Ґ. Трiбеля [190], Н. Якоба [141].

Отже, побудова теорiї загальних елiптичних крайових задач у класах про-

сторiв Хермандера є актуальною науковою проблемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-

слiдження виконано у вiддiлi нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України згiдно iз загальним планом у рамках науково-дослiдної теми «Дро-

бове числення, неархiмедiв та спектральний аналiз у задачах теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь та математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї

0116U003127).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї загальних

(взагалi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайових задач у класах гiльбер-

тових функцiональних просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є загальнi елiптичнi крайовi задачi та функцiо-

нальнi гiльбертовi простори Хермандера, придатнi для дослiдження цих за-

дач.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi загальних елiптичних

крайових задач i властивостi їх узагальнених розв’язкiв у вiдповiдних парах

просторiв Хермандера.
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Завдання дослiдження:

1. Дослiдити характер розв’язностi загальної елiптичної крайової задачi у

просторах Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську шкалу.

2. Встановити локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв дослi-

джуваної задачi у розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Дослiдити локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просторах Херман-

дера i отримати новi достатнi умови неперервностi їх узагальнених ча-

стинних похiдних довiльно вибраного порядку.

4. Дослiдити характер розв’язностi елiптичної за Лавруком задачi з дода-

тковими невiдомими функцiями у крайових умовах вищих порядкiв i

встановити локальну апрiорну оцiнку її узагальнених розв’язкiв у про-

сторах Хермандера.

5. Дослiдити характер розв’язностi та регулярнiсть розв’язкiв загальної

елiптичної крайової задачi у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера, мо-

дифiкованих за Ройтбергом.

6. Встановити теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть загаль-

ної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у просто-

рах Соболєва i Хермандера з вiд’ємним або малим додатним числовим

показником регулярностi.

Методи дослiдження. У дисертацiї використано методи теорiї рiвнянь з

частинними похiдними, функцiонального аналiзу та теорiї функцiй. Основ-

ним у роботi є метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiль-

бертових просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:
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1. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової задачi

та породженi нею iзоморфiзми у просторах Хермандера, якi утворюють

розширену соболєвську шкалу.

2. Встановлено локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв дослi-

джуваної задачi в розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Доведено теорему про локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просто-

рах Хермандера i отримано новi достатнi умови неперервностi їх уза-

гальнених частинних похiдних довiльно вибраного порядку.

4. Для елiптичної за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функцi-

ями у крайових умовах вищих порядкiв доведено теореми про нетеро-

вiсть, породженi iзоморфiзми i локальну апрiорну оцiнку узагальнених

розв’язкiв у просторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєв-

ську шкалу.

5. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової задачi

у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –Ройтберга, породжений нею

повний набiр iзоморфiзмiв i локальну регулярнiсть її розв’язкiв у цих

просторах.

6. Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть загаль-

ної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у про-

сторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регулярностi

s ≤ m+ 1/2, де m — максимум порядкiв крайових умов.

Результати, вказанi у пп. 2, 3 i 5, є новими i для регулярних елiптичних

крайових задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання можуть



23

бути використанi в теорiї рiвнянь з частинними похiдними, насамперед, елi-

птичних рiвнянь, та спектральнiй теорiї елiптичних диференцiальних опера-

торiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисерта-

цiї та постановка задач належать науковому керiвниковi — доктору фiзико-

математичних наук О. О. Мурачу. Основнi науковi результати, якi винесе-

но на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей, опублiкованих у

спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати, що належать ди-

сертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на:

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту

математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України

А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН Укра-

їни (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України А. Н. Кочу-

бей);

— Тринадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв,

аспiрантiв та молодих вчених „Шевченкiвська весна-2015” (Київ, 1 – 3

квiтня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй 110-

й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня 2016

року);
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— П’ятiй мiжнароднiй конференцiї молодих науковцiв з диференцiальних

рiвнянь i застосувань, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Україна, Київ,

9 – 11 листопада 2016 року);

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв,

аспiрантiв та молодих вчених „Шевченкiвська весна-2017” (Київ, 4 – 6

квiтня 2017 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 7 – 10

червня 2017 року).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано в 10 наукових

працях. Серед них 5 статей [8, 34, 35, 36, 111] — у фахових наукових вида-

ннях, з яких 2 статтi [34, 111] — в журналах, що входять до мiжнародних

наукометричних баз даних Scopus i Web of Science. Роботи [37, 38, 39, 112,

145] опублiковано у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською i англiйською, вступу, трьох роздiлiв основної частини, виснов-

кiв, списку використаних джерел, що налiчує 192 найменування, i додатку,

який мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi

про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи складає 170 сто-

рiнок друкованого тексту.
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РОЗДIЛ 1

ОБ’ЄКТ I ОСНОВНИЙ МЕТОД ДОСЛIДЖЕННЯ

Як зазначалося у вступi, об’єктом дисертацiйного дослiдження є загальнi

елiптичнi крайовi задачi та пов’язанi з ними гiльбертовi функцiональнi про-

стори Хермандера, а основним методом дослiдження є iнтерполяцiя з фун-

кцiональним параметром пар гiльбертових просторiв. Цим питанням, а також

деяким сумiжним до них, присвячено перший роздiл дисертацiї.

1.1. RO-змiннi функцiї

Означимо спочатку клас RO, до якого належать функцiональнi параме-

три, що служать показниками регулярностi для просторiв Хермандера, вико-

ристаних у дисертацiї.

За означенням, клас RO складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй

α : [1,∞)→ (0,∞), для яких iснують числа b > 1 i c ≥ 1 такi, що

c−1 ≤ α(λt)/α(t) ≤ c для довiльних t ≥ 1 i λ ∈ [1, b]

(числа b i c можуть залежати вiд α). Такi функцiї називають RO- (або OR-)

змiнними на нескiнченностi. Вони введенi В. Г. Авакумовичем [115] у 1936 р.

i повно вивченi (див., наприклад, монографiї [83] (додаток 1) i [116] (пп. 2.0 –

2.2)).

Зауважимо, що будь-яка функцiя α ∈ RO обмежена та вiдокремлена вiд

нуля на кожному вiдрiзку [1, a], де 1 < a <∞ (див. [83, с. 87], лема П.1).

Клас RO допускає простий опис, а саме:

α ∈ RO ⇔ α(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,
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де дiйснi функцiї β i γ вимiрнi за Борелем i обмеженi на пiвосi [1,∞). Цей

опис належить Й. Карамата [144] (див. також монографiю [83] (додаток 1,

теорема 1)).

У подальшому важлива така властивiсть класу RO: для кожної функцiї

α ∈ RO iснують числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c0, c1 > 0 такi, що

c0λ
s0 ≤ α(λt)

α(t)
≤ c1λ

s1 для всiх t ≥ 1, λ ≥ 1 (1.1)

(див. [83] (додаток 1, теорема 2)). Покладемо

σ0(α) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва нерiвнiсть в (1.1)},

σ1(α) := inf {s1 ∈ R : виконується права нерiвнiсть в (1.1)}.

Числа σ0(α) i σ1(α) є вiдповiдно нижнiм i верхнiм iндексами Матушевської

[154] функцiї α ∈ RO (див. також монографiю [116] (п. 2.1.2)). Звiсно, −∞ <

σ0(α) ≤ σ1(α) <∞.

Покладаючи t := 1 у властивостi (1.1), бачимо, що кожна функцiя α ∈ RO

є мiжстепеневою, тобто

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ (d0λ
s0 ≤ α(λ) ≤ d1λ

s1 для усiх λ ≥ 1), (1.2)

де додатнi числа d0 i d1 не залежать вiд λ.

Наведемо деякi характернi приклади функцiй, RO-змiнних на нескiнчен-

ностi.

Приклад 1.1. Розглянемо неперервну функцiю α : [1,∞)→ (0,∞) таку,

що

α(t) := ts(ln t)r1(ln ln t)r2 . . . (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

t)rk при t� 1. (1.3)

Тут довiльно вибрано цiле число k ≥ 1 i дiйснi числа s, r1, . . . , rk. Функцiя α

належить до класу RO i для неї σ0(α) = σ1(α) = s. Цей факт добре вiдомий

[83, с. 50].
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Взагалi, до класу RO належить будь-яка вимiрна функцiя α : [1,∞) →

(0,∞), яка обмежена i вiдокремлена вiд нуля на кожному компактi i є пра-

вильно змiнною на нескiнченностi за Й. Караматою [143]. Остання власти-

вiсть значить, що α(λt)/α(t) → λs при t → ∞ для деякого s ∈ R. Iндекси

Матушевської такої функцiї дорiвнюють числу s, яке називають порядком

змiнення функцiї на нескiнченностi. У випадку, коли s = 0, функцiя α нази-

вається повiльно змiнною за Караматою на нескiнченностi. Правильно змiннi

функцiї широко застосовуються у математицi (див. монографiї [83, 116]).

Позначимо через RO0 клас усiх функцiй α ∈ RO таких, що σ0(α) =

σ1(α) = 0. Вiдмiтимо, що до класу RO0 належить будь-яка неперервна фун-

кцiя α : [1,∞) → (0,∞), повiльно змiнна на нескiнченностi за Караматою,

зокрема, кожна функцiя вигляду (1.3) при s = 0.

Зауважимо, що iснують функцiї з класу RO0, якi не еквiвалентнi (у слаб-

кому сенсi) в околi нескiнченностi жоднiй функцiї, повiльно змiннiй на не-

скiнченностi.

Приклад 1.2. Прикладом такої функцiї α ∈ RO0 є функцiя α(t) := eh(ln t)

аргументу t ≥ 1, де h означено за формулами: h(x) := 0 при x ∈ [0, 1] i

h(x) := h(2j) + (x − 2j)1/2 при x ∈ [2j, 2j+1] для будь-якого 0 ≤ j ∈ Z. Це

доведено в [116, с. 75] (твердження 2.2.8).

Розглянемо приклад функцiї класу RO, у якої iндекси Матушевської рiзнi.

Приклад 1.3. Нехай θ ∈ R, δ > 0 i r ∈ (0, 1]. Покладемо

α(t) :=

 tθ+δ sin(ln ln t)r при t > e,

tθ при 1 ≤ t ≤ e.

Тодi α ∈ RO, причому σ0(α) = θ − δ i σ1(α) = θ + δ (див. [100], приклад 6).
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1.2. Простори Хермандера

Нехай α ∈ RO. Дамо означення простору Хермандера Hα спочатку на

Rn, де цiле n ≥ 1, а потiм на евклiдових областях та замкнених многовидах.

Цей простiр складається з розподiлiв (узагальнених функцiй), якi нам зручно

трактувати як антилiнiйнi функцiонали на вiдповiдному просторi основних

функцiй. У дисертацiї усi функцiї i функцiонали є, взагалi кажучи, компле-

кснозначними, i тому розглядаються комплекснi лiнiйнi простори.

За означенням, (комплексний) лiнiйний простiрHα(Rn) складається з усiх

повiльно зростаючих на Rn розподiлiв w таких, що їх перетворення Фур’є ŵ

локально iнтегровне за Лебегом на Rn i задовольняє умовi∫
Rn

α2(〈ξ〉) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞,

де 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 є згладженим модулем вектора ξ ∈ Rn. Цей простiр

надiлений скалярним добутком

(w1, w2)Hα(Rn) :=

∫
Rn

α2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ

i вiдповiдною нормою

‖w‖Hα(Rn) := (w,w)
1/2
Hα(Rn)

та є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цiєї норми.

Простiр Hα(Rn) — гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k, введе-

них i дослiджених Ларсом Хермандером в [95] (п. 2.2) (див. також його мо-

нографiю [96], п. 10.1). А саме, Hα(Rn) = Bp,k, якщо p = 2 i k(ξ) = α(〈ξ〉)

при ξ ∈ Rn. У зазначених монографiях [95, 96] Л. Хермандер навiв важливi

застосування уведених ним просторiв до питань про iснування, єдинiсть i ре-

гулярнiсть розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними, заданих у евклiдових
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областях. Зауважимо, що у гiльбертовому випадку p = 2 простори Херман-

дера збiгаються з просторами, введеними i дослiдженими Л. Р. Волєвичем i

Б. П. Панеяхом [20] (§ 2).

Якщо α(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, то Hα(Rn) =: H(s)(Rn) є гiльбертiв

простiр Соболєва порядку s.

Наслiдуючи [66, 165], клас гiльбертових сепарабельних просторiв

{Hα(Rn) : α ∈ RO} (1.4)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Rn. Вiн видiлений та дослi-

джений В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем у статтях [62, 66] i монографiях

[64, 165] (п. 2.4.2).

Наведемо три властивостi розширеної соболєвської шкали (1.4), якi по-

в’язанi з вкладеннями просторiв. Цi властивостi безпосередньо випливають з

доведених Л. Хермандером теорем [95] (п. 2.2, вiдповiдно теореми 2.2.2, 2.2.3

i 2.2.7).

Твердження 1.1. Нехай α1, α2 ∈ RO. Якщо функцiя α1/α2 обмежена

в околi нескiнченностi, то Hα2(Rn) ↪→ Hα1(Rn). Це вкладення щiльне та

неперервне. Зворотно, якщо для деякої вiдкритої непорожньої пiдмножини

V простору Rn маємо включення

{
w ∈ Hα2(Rn) : suppw ⊂ V

}
⊂ Hα1(Rn),

то функцiя α1/α2 обмежена в околi нескiнченностi.

Згiдно з цим твердженням i формулою (1.2) отримаємо такий зв’язок шка-

ли (1.4) з просторами Соболєва:

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Rn) ↪→ Hα(Rn) ↪→ H(s0)(Rn), (1.5)

причому обидва вкладення неперервнi й щiльнi.
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Твердження 1.2. Нехай α1, α2 ∈ RO, а C є компактною множиною в

Rn, яка має хоча б одну внутрiшню точку. Тодi α1(t)/α2(t)→ 0 при t→∞

тодi i лише тодi, коли справджується компактне вкладення

{
w ∈ Hα2(Rn) : suppw ⊂ C

}
↪→ Hα1(Rn).

Тут лiва частина вкладення трактується як пiдпростiр простору Hα2(Rn).

Третя властивiсть є версiєю теореми вкладення Хермандера [95] (теорема

2.2.7) для розширеної соболєвської шкали (1.4) i встановлює зв’язок останньої

з просторами Cp
b(Rn), де цiле p ≥ 0. За означенням, банахiв простiр Cp

b(Rn)

складається з усiх функцiй w : Rn → C, якi мають обмеженi та неперервнi на

Rn частиннi похiднi до порядку p включно. Цей простiр надiлений нормою

‖w‖Cpb(Rn) := max
|µ|≤p

sup
x∈Rn
|∂µw(x)|; (1.6)

де µ є мультиiндексом вимiрностi n.

Твердження 1.3. Нехай 0 ≤ p ∈ Z i α ∈ RO. Якщо

∞∫
1

t2p+n−1 α−2(t) dt <∞, (1.7)

то виконується неперервне вкладення Hα(Rn) ↪→ Cp
b(Rn). Зворотно, якщо

для деякої вiдкритої непорожньої пiдмножини V простору Rn виконується

вкладення {
w ∈ Hα(Rn) : suppw ⊂ V

}
⊂ Cp(Rn),

то α задовольняє умову (1.7).

Зауважимо, що для функцiї k(ξ) ≡ α(〈ξ〉) нерiвнiсть (1.7) еквiвалентна

нерiвностi ∫
Rn

(1 + |ξ|)2p

k2(ξ)
dξ <∞,
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яка була використана Л. Хермандером [95] (теорема 2.2.7). Це доведено в [23,

с. 1487].

Простори Hϕ(Rn) i H1/ϕ(Rn) взаємно дуальнi (з рiвнiстю норм) вiдносно

продовження за неперервнiстю скалярного добутку в L2(Rn) (див. [95] (тео-

рема 2.2.9)). Тут, звiсно, ϕ ∈ RO⇔ 1/ϕ ∈ RO. Як звичайно, L2(Rn) позначає

гiльбертiв простiр усiх функцiй, квадратично iнтегровних на Rn вiдносно мi-

ри Лебега.

Нехай Ω — довiльна обмежена область (тобто вiдкрита зв’язна непоро-

жня множина) в евклiдовому просторi Rn, де n ≥ 2. Припустимо, що межа

Γ := ∂Ω цiєї областi є нескiнченно гладким замкненим (тобто компактним i

без краю) многовидом вимiрностi n− 1. При цьому, як звичайно, вважаємо,

що C∞-структура на Γ iндукована простором Rn. Аналоги розширеної собо-

лєвської шкали (1.4) для Ω i Γ будуються стандартним чином (див. [166, с. 4]

i [63, с. 30]). Наведемо вiдповiднi означення.

За означенням, лiнiйний простiр Hα(Ω) складається зi звужень в область

Ω всiх розподiлiв w ∈ Hα(Rn) i надiлений нормою

‖v‖Hα(Ω) := inf
{
‖w‖Hα(Rn) : w ∈ Hα(Rn), w = v в Ω

}
, (1.8)

де v ∈ Hα(Ω). Простiр Hα(Ω) гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї нор-

ми, оскiльки вiн є факторпростором гiльбертового сепарабельного простору

Hα(Rn) за пiдпростором{
ω ∈ Hα(Rn) : suppω ⊂ Rn \ Ω

}
. (1.9)

Зауважимо, що норма (1.8) у просторiHα(Ω) породжена скалярним добутком

(u1, u2)Hα(Ω) := (w1 − Πw1, w2 − Πw2)Hα(Rn). (1.10)

Тут uj ∈ Hα(Ω), wj ∈ Hα(Rn), uj = wj в Ω для кожного j ∈ {1, 2}, а Π є

ортопроектором простору Hα(Rn) на пiдпростiр (1.9). Вiдмiтимо, що права
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частина формули (1.10) не залежить вiд зазначеного вибору розподiлiв w1

i w2.

Множина C∞(Ω), яка складається зi звужень на Ω := Ω ∪ Γ усiх фун-

кцiй класу C∞(Rn), є щiльною у просторi Hα(Ω). Це випливає зi щiльностi

множини C∞0 (Rn) пробних функцiй у Hα(Rn). Окрiм того, виконується не-

перервне вкладення Hα(Ω) ↪→ D′(Ω). Як звичайно, D′(Ω) позначає лiнiйний

топологiчний простiр усiх розподiлiв в Ω.

Зауважимо, що Hα(Ω) є окремим iзотропним випадком гiльбертових фун-

кцiональних просторiв, введених i дослiджених Л. Р. Волєвичем i Б. П. Па-

неяхом [20] (§ 3).

Згiдно з [166, с. 146], клас гiльбертових функцiональних просторiв

{Hα(Ω) : α ∈ RO} (1.11)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Ω.

Якщо α(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, то Hα(Ω) =: H(s)(Ω) є гiльбертовим

простором Соболєва порядку s. (У дисертацiї використовується досить по-

ширене означення просторiв Соболєва на евклiдовiй областi, однакове як для

додатного, так i для вiд’ємного порядку s; див. монографiю Ґ. Трiбеля [92,

с. 384].)

Наведемо потрiбнi в дисертацiї властивостi шкали (1.11), якi стосуються

вкладень просторiв.

Твердження 1.4. Нехай α1, α2 ∈ RO. Функцiя α1/α2 обмежена в око-

лi нескiнченностi тодi i лише тодi, коли Hα2(Ω) ↪→ Hα1(Ω). Це вкла-

дення неперервне та щiльне. Воно компактне тодi i тiльки тодi, коли

α1(t)/α2(t)→ 0 при t→∞

Це твердження безпосередньо випливає з тверджень 1.1 i 1.2 (див. також

[20] (теорема 7.4 i зауваження 8.1)).
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На пiдставi твердження 1.4 та iмплiкацiї (1.2) отримаємо таку властивiсть:

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Ω) ↪→ Hα(Ω) ↪→ H(s0)(Ω), (1.12)

причому обидва вкладення є компактними та щiльними.

Твердження 1.5. Нехай 0 ≤ p ∈ Z i α ∈ RO. Тодi нерiвнiсть (1.7)

еквiвалентна вкладенню Hα(Ω) ↪→ Cp(Ω), причому воно неперервне.

Це твердження безпосередньо випливає з твердження 1.3. Як звичайно,

банахiв простiр Cp(Ω) складається зi звужень на замкнену область Ω усiх

функцiй w ∈ Cp(Rn). Цей простiр надiлений нормою, яка означається за

формулою (1.6), якщо у нiй взяти Rn замiсть Ω.

Зауважимо, що у соболєвському випадку, коли α(t) ≡ ts для деякого

s ∈ R, твердження 1.5 є теоремою вкладення Соболєва:

s > p+ n/2 ⇔ H(s)(Ω) ↪→ Cp(Ω).

Перейдемо до просторiв Хермандера на Γ. Лiнiйний простiр Hα(Γ), де

α ∈ RO, складається, коротко кажучи, з усiх розподiлiв на Γ, якi в локаль-

них координатах дають елементи простору Hα(Rn−1). Дамо детальне означе-

ння. Довiльно виберемо скiнченний атлас iз C∞-структури на многовидi Γ,

утворений локальними картами πj : Rn−1 ↔ Γj, де j = 1, . . . , λ. Тут вiдкри-

тi множини {Γ1, . . . ,Γλ} складають покриття многовиду Γ. Виберемо також

функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, якi утворюють розбиття одиницi на Γ,

що задовольняє умову suppχj ⊂ Γj.

За означенням, лiнiйний простiр Hα(Γ) складається з усiх розподiлiв h на

Γ таких, що (χjh) ◦ πj ∈ Hα(Rn−1) для усiх j ∈ {1, . . . , λ}. Тут (χjh) ◦ πj є

зображенням розподiлу χjh у локальнiй картi πj. Простiр Hα(Γ) надiлений

скалярним добутком

(h1, h2)Hα(Γ) :=
λ∑
j=1

((χjh1) ◦ πj, (χj h2) ◦ πj)Hα(Rn−1),
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де h1, h2 ∈ Hα(Γ), i вiдповiдною нормою

‖h‖Hα(Γ) :=

( λ∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj‖2
Hα(Rn−1)

)1/2

.

Вiн гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї норми та з точнiстю до еквiва-

лентностi норм не залежить вiд зробленого вибору атласу i розбиття одиницi

(див. [63, с. 32] i [165, с. 139] (теорема 2.31)).

Множина C∞(Γ) щiльна в Hα(Γ), оскiльки множина C∞0 (Rn−1) щiль-

на в просторi Hα(Rn−1). Окрiм того, виконується неперервне вкладення

Hα(Γ) ↪→ D′(Γ). Як звичайно, D′(Γ) позначає лiнiйний топологiчний простiр

усiх розподiлiв на многовидi Γ.

Щойно означенi функцiональнi простори утворюють розширену соболєв-

ську шкалу

{Hα(Γ) : α ∈ RO} (1.13)

на Γ. Вона мiстить гiльбертову шкалу просторiв Соболєва: якщо α(t) ≡ ts

для деякого s ∈ R, то Hα(Γ) =: H(s)(Γ) є гiльбертовим простором Соболєва

порядку s. Шкала (1.13) була введена та дослiджена В. А. Михайлецем i

О. О. Мурачем у статтi [63] i монографiях [64, 165] (п. 2.4.2).

Твердження 1.6. Для шкали просторiв (1.13) виконується тверджен-

ня 1.4, якщо у ньому замiнити Ω на Γ.

Ця властивiсть безпосередньо випливає з тверджень 1.1 i 1.2. На пiдставi

твердження (1.6) отримаємо таку властивiсть:

(s0 < σ0(α), σ1(α) < s1) ⇒ H(s1)(Γ) ↪→ Hα(Γ) ↪→ H(s0)(Γ), (1.14)

причому обидва вкладення є компактними та щiльними.

Твердження 1.7. Нехай 0 ≤ p ∈ Z i α ∈ RO. Тодi нерiвнiсть
∞∫

1

t2p+n−2 α−2(t) dt <∞ (1.15)
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еквiвалентна вкладенню Hα(Γ) ↪→ Cp(Γ). Воно неперервне.

Ця властивiсть безпосередньо випливає з твердження 1.3. Як зазвичай,

Cp(Γ) позначає банахiв простiр усiх функцiй h : Γ→ C таких, що (χjh)◦πj ∈

Cp
b(Rn−1) для кожного номера j ∈ {1, . . . , λ}. Вiн надiлений нормою

‖h‖Cp(Γ) :=
λ∑
j=1

‖(χjh) ◦ πj‖Cpb(Rn−1). (1.16)

Простiр Cp(Γ) з точнiстю до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначе-

ного вибору атласу та розбиття одиницi на межi Γ.

У дисертацiї показник регулярностi для простору Хермандера Hα(G), де

G ∈ {Rn,Ω,Γ}, часто набиратиме вигляду α(t) ≡ ϕ(t)ts, де ϕ ∈ RO i s ∈ R.

Для того, щоб не вказувати аргумент t у показнику будемо використовувати

функцiональний параметр %(t) := t аргументу t ≥ 1 й записувати α у виглядi

ϕ%s. Якщо ϕ ∈ RO, то, звiсно, ϕ%s ∈ RO та σj(ϕ%s) = σj(ϕ) + s для кожного

j ∈ {0, 1}.

Зокрема, якщо ϕ ∈ RO0 i s ∈ R, то простiр Hϕ%s(G) позначаємо (для

зручностi) також через Hs,ϕ(G). Вiдповiдний клас просторiв Хермандера

{
Hs,ϕ(G) : s ∈ R, ϕ ∈ RO0

}
, (1.17)

є частиною розширеної соболєвської шкали на G. Вiн мiстить у собi уточнену

соболєвську шкалу, видiлену та дослiджену В. А. Михайлецем i О. О. Му-

рачем [54, 57] (див. також їх монографiї [64, 165]). Вона складається з усiх

просторiв Hs,ϕ(G), де s ∈ R i ϕ ∈ M, аM — множина всiх вимiрних за Бо-

релем функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi обмеженi та вiдокремленi вiд нуля на

кожному компактi i повiльно змiнюються за Караматою на нескiнченностi.

Остання властивiсть означає [83, с. 10], що ϕ(λt)/ϕ(t) → 1 при t → ∞ для

кожного λ > 0.
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Нехай s ∈ R i ϕ ∈ RO0. У випадку, коли ϕ(t) ≡ 1, простiр Hs,ϕ(G) є

гiльбертовим простором Соболєва H(s)(G) порядку s ∈ R. Взагалi,

H(s+ε)(G) ↪→ Hs,ϕ(G) ↪→ H(s−ε)(G) для кожного ε > 0, (1.18)

причому вкладення неперервнi й щiльнi. Це безпосередньо випливає з вла-

стивостi (1.1), у якiй покладаємо s0 := −ε, s1 := ε i t := 1. Вкладення (1.18)

свiдчать про те, що числовий параметр s характеризує основну регулярнiсть

розподiлiв з простору Hs,ϕ(G), а функцiональний параметр ϕ уточнює її.

Якщо G ∈ {Ω,Γ}, то цi вкладення компактнi, що негайно випливає з твер-

джень 1.4 i 1.6.

Наприкiнцi цього пiдроздiлу зауважимо, що в останнi п’ятдесят рокiв про-

стори Хермандера та рiзнi їх узагальнення i версiї, якi часто називають про-

сторами узагальненої гладкостi, активно дослiджуються багатьма математи-

ками (див., наприклад, огляд П. I. Лiзоркiна [48], монографiї Ф. Нiкола та

Л. Родiно [172], О. I. Степанця [90, 91], Ґ. Трiбеля [190, розд. III] та Н. Якоба

[141], статтi В. I. Буренкова [122], П. Гурки та Б. Опiка [137], A. M. Каетано

та Г.-Г. Леопольда [123], В. Фаркаса та Г.-Г. Леопольда [131], Д. Д. Харо-

ске та С. Д. Моури [139, 140] i зазначену там лiтературу). Зокрема, введено

рiзнi версiї просторiв Соболєва, Лiзоркiна–Трiбеля та Нiкольського–Бєсова

з функцiональними показниками регулярностi розподiлiв. З використанням

цих просторiв встановлено точнi умови вкладення одних класiв функцiональ-

них просторiв у iншi, доведено теореми про слiди розподiлiв на многовидах

меншої розмiрностi, теореми про продовження розподiлiв за межi їх областi

визначення та встановлено деякi iншi важливi результати.

Протягом останнiх рокiв простори узагальненої гладкостi широко викори-

стовуються не лише у теорiї диференцiальних рiвнянь, а i в iнших математи-

чних дисциплiнах. Такi простори застосовувалися Д. Е. Едмундсом i Ґ. Трiбе-

лем [128, 129, 190] у спектральнiй теорiї елiптичних диференцiальних операто-
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рiв, заданих на фрактальних множинах, В. Г. Маз’єю i Т. О. Шапошниковою

[155, розд. 16] до iнтегральних рiвнянь, В. А. Михайлецем, В. М. Молибогою

[161, 162, 163] i Й. Пешелем [180] у спектральнiй теорiї диференцiальних опе-

раторiв Шрьодiнгера та Хiла, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [64, 67, 160,

164, 165] у теорiї елiптичних крайових задач i елiптичних диференцiальних

операторiв, Ф. Нiкола й Л. Родiно [172] до елiптичних псевдодиференцiаль-

них операторiв, заданих на евклiдовому просторi, Б. П. Панеяхом [175] до

крайової задачi з косою похiдною та її узагальнень, О. I. Степанцем [90, 91]

у теорiї апроксимацiї функцiй, Н. Якобом [141] у теорiї випадкових процесiв.

1.3. Iнтерполяцiя з функцiональним параметром

Широкi класи просторiв узагальненої гладкостi з’являються при iнтер-

поляцiї з функцiональними параметрами пар просторiв Соболєва, Лiзоркiна–

Трiбеля та Нiкольського–Бєсова. Вiдмiтимо, що методи iнтерполяцiї пар нор-

мованих просторiв вiдiграють значну роль в аналiзi й теорiї операторiв. Це

пов’язано з тим, що у результатi iнтерполяцiї просторiв успадковується обме-

женiсть лiнiйних операторiв, якi дiють у цих просторах.

Перший метод iнтерполяцiї (пар гiльбертових просторiв) запропонували

незалежно Ж.-Л. Лiонс [147] i C. Г. Крейн [43]. Пiзнiше виникли iншi методи

iнтерполяцiї нормованих просторiв з числовими параметрами. Теорiя iнтер-

поляцiї нормованих просторiв викладена в книгах Й. Берга i Й. Льофстрьома

[10], Ю. А. Брудного i Н. Я. Кругляка [119], С. Г. Крейна, Ю. I. Петунiна i

Е. М. Семенова [44], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [49], В. I. Овчинникова

[173], Л. Тартара [189], Ґ. Трiбеля [92]. Зауважимо, що у монографiях Ж.-

Л. Лiонса, Е. Мадженеса [49, 152] i Ґ. Трiбеля [92] систематично використо-
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вувалися рiзнi методи iнтерполяцiї з числовими параметрами до елiптичних,

параболiчних i гiперболiчних диференцiальних операторiв.

Методи iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар нормованих про-

сторiв уперше ввели К. Фояш i Ж.-Л. Лiонс [132]. Невдовзi узагальнення ме-

тодiв iнтерполяцiї на випадок функцiональних параметрiв iнтерполяцiї були

розглянутi Я. Густавссоном [138], Т. Ф. Калугiною [29], М. I. Карро, Й. Л. Кер-

да [124], К. Меруччi [156], В. I. Овчинниковим [173, 174], Л.-Е. Перссоном

[179], М. Шехтером [187], С. Янсоном [142] та iншими авторами.

Iнтерполяцiя з функцiональним параметром широко використовується,

перш за все, у теорiї функцiональних просторiв. Однак, iнтерполяцiя з фун-

кцiональним параметром просторiв диференцiйовних функцiй (i, зокрема,

просторiв узагальненої гладкостi), на вiдмiну вiд просторiв iнтегровних фун-

кцiй, застосовувалася в роботах декiлькох математикiв, таких як М. Шехтер

[187], С. Меруччi [157], Ф. Кобос i Д. Л. Фернандез [127], В. А. Михайлець i

О. О. Мурач [57, 62 — 66, 158, 165, 166]. М. Шехтер встановив iнтерполяцiйнi

формули для просторiв Волєвича–Панеяха та просторiв Хермандера вiдно-

сно деяких методiв iнтерполяцiї з функцiональним параметром. С. Меруччi,

Ф. Кобосом i Д. Л. Фернандезом був застосований дiйсний метод iнтерполя-

цiї з функцiональним параметром до просторiв узагальненої гладкостi, якi

являються аналогами просторiв Лiзоркiна–Трiбеля та Нiкольського–Бєсова.

В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем були видiленi та дослiдженi важливi кла-

си гiльбертових просторiв Хермандера, iнтерполяцiйних для пар гiльбертових

просторiв Соболєва. Вони систематично використовували цi класи просторiв

у теорiї загальних елiптичних операторiв i елiптичних крайових задач (див.

їх монографiї [64, 165] та огляди [67, 160, 164]).

Вiдмiтимо, що з точки зору застосувань (наприклад, у спектральнiй теорiї

диференцiальних операторiв) найбiльш цiкавою є iнтерполяцiя саме пар гiль-
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бертових просторiв. Вона має двi фундаментальнi властивостi. Перша з них

стверджує, що множина всiх функцiональних параметрiв цiєї iнтерполяцiї

збiгається з класом усiх додатних функцiй, псевдоугнутих в околi нескiнчен-

ностi. Цей факт випливає з теореми Я. Петре [177, 178]. Друга властивiсть,

яка випливає з теореми В. I. Овчинникова [173, с. 511], стверджує, що гiльбер-

тiв простiр є iнтерполяцiйним для даної сумiсної пари гiльбертових просторiв

тодi i тiльки тодi, коли вiн є результатом iнтерполяцiї цiєї пари з деяким фун-

кцiональним параметром. Теорiя iнтерполяцiї з функцiональним параметром

пар гiльбертових просторiв систематично викладена в монографiях В. А. Ми-

хайлеця та О. О. Мурача [64, 165].

Зауважимо, що при iнтерполяцiї просторiв успадковується не тiльки обме-

женiсть лiнiйних операторiв, а й їх нетеровiсть (при незмiнному дефектi). Цей

результат, доведений Ж. Жеймона [134, с. 281], часто використовується в те-

орiї елiптичних рiвнянь iз застосуванням рiзних методiв iнтерполяцiї з число-

вими параметрами; див. монографiї Ю. М. Березанського [12], Ж.-Л. Лiонса

i Е. Мадженеса [49], Я. А. Ройтберга [182], Ґ. Трiбеля [92, 93].

Однак, до недавнього часу iнтерполяцiя з функцiональним параметром

не знаходила використання в теорiї диференцiальних операторiв. Єдиним ви-

ключенням була робота Г. Шлензак [105], в якiй за допомогою iнтерполяцiї з

функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва, була вста-

новлена теорема про iзоморфiзми, породженi регулярною елiптичною крайо-

вою задачею у вiдповiдних парах просторiв Хермандера B2,µ. Як недолiк цiєї

роботи зауважимо те, що використаний у нiй клас функцiональних параме-

трiв µ не належить до вiдомих в аналiзi та не був конструктивно описаний.

Простори Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську шкалу, мо-

жна отримати iнтерполяцiєю з функцiональним параметром пар гiльбертових

просторiв Соболєва. Наведемо означення цiєї iнтерполяцiї та її властивостi,
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потрiбнi у подальшому. Будемо слiдувати монографiї [64, п. 1.1]. Для наших

цiлей достатньо обмежитися випадком сепарабельних гiльбертових просто-

рiв.

Нехай задано впорядковану пару X := [X0, X1] сепарабельних гiльберто-

вих комплексних просторiв X0 i X1 таких, що X1 є щiльним лiнiйним мно-

говидом у просторi X0 та iснує число c > 0 таке, що ‖w‖X0
≤ c ‖w‖X1

для

довiльного w ∈ X1 (коротко кажучи, виконується неперервне i щiльне вкла-

денняX1 ↪→ X0). ПаруX називаємо припустимою. Для неї iснує самоспряже-

ний додатно визначений оператор J у гiльбертовому просторi X0 з областю

визначення X1 такий, що ‖Jw‖X0
= ‖w‖X1

для довiльного w ∈ X1. Оператор

J називається породжуючим для X i однозначно визначається за парою X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй

ψ : (0,∞) → (0,∞), якi вiдокремленi вiд нуля на кожнiй множинi [r,∞)

i обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b], де r > 0 i 0 < a < b <∞. Нехай ψ ∈ B.

У просторi X0 за допомогою спектральної теореми означений, як функцiя вiд

J , оператор ψ(J), взагалi необмежений. Позначимо через [X0, X1]ψ або, коро-

тше, Xψ область визначення оператора ψ(J), надiлену скалярним добутком

(w1, w2)Xψ
:= (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдною нормою ‖w‖Xψ
= (w,w)

1/2
Xψ

. Простiр Xψ гiльбертiв i сепарабель-

ний, причому виконується неперервне i щiльне вкладення Xψ ↪→ X0.

Функцiю ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параметром, якщо для до-

вiльних припустимих пар X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i

для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на X0, виконується така

умова: якщо при кожному j ∈ {0, 1} звуження вiдображення T на простiр

Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj, то i звуження вiдображення T на

простiр Xψ є обмеженим оператором T : Xψ → Yψ. У цьому випадку говори-
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мо, що простiр Xψ отриманий iнтерполяцiєю з функцiональним параметром

ψ пари X.

Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i лише тодi, коли вона

псевдоугнута в околi нескiнченностi, тобто еквiвалентна там деякiй угнутiй

додатнiй функцiї. Цей факт випливає з теореми Ж. Петре [178] про опис

усiх iнтерполяцiйних функцiй додатного порядку (цю теорему викладено у

монографiї [10, с. 153]).

Сформулюємо зазначену iнтерполяцiйну властивiсть розширеної соболєв-

ської шкали.

Твердження 1.8. Нехай задано функцiю α ∈ RO i дiйснi числа s0, s1

такi, що s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α). Покладемо

ψ(t) =


t−s0/(s1−s0) α

(
t1/(s1−s0)

)
при t ≥ 1,

α(1) при 0 < t < 1.

(1.19)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром i виконується така

рiвнiсть просторiв разом з еквiвалентнiстю норм у них:

[
H(s0)(G), H(s1)(G)

]
ψ

= Hα(G),

де G ∈ {Rn,Ω,Γ}. Якщо G = Rn, то буде рiвнiсть норм у цих просторах.

Це твердження доведено в [165, теореми 2.19 i 2.22] для G ∈ {Rn,Γ} i в

[166, теорема 5.1] для G = Ω.

З твердження 1.8 безпосередньо випливає таке твердження.

Твердження 1.9. Нехай задано функцiю ϕ ∈ RO0 i додатнi дiйснi числа

ε, δ. Означимо функцiю ψ ∈ B за формулою

ψ(t) =


tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)) при t ≥ 1

ϕ(1) при 0 < t < 1.

(1.20)
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Тодi ψ є iнтерполяцiйним параметром, i виконується така рiвнiсть про-

сторiв разом з еквiвалентнiстю норм у них:[
H(s−ε)(G), H(s+δ)(G)

]
ψ

= Hs,ϕ(G) для кожного s ∈ R,

де G ∈ {Rn,Ω,Γ}. Якщо G = Rn, то буде рiвнiсть норм у цих просторах.

Зауважимо, що розширена соболєвська шкала на G ∈ {Rn,Ω,Γ} замкнена

вiдносно iнтерполяцiї з функцiональним параметром i збiгається (з точнiстю

до еквiвалентностi норм) з класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiй-

них для пар гiльбертових просторiв Соболєва. Це показано В. А. Михайле-

цем i О. О. Мурачем (див. [165] (теореми 2.18, 2.20, 2.22 i 2.24) у випадку

G ∈ {Rn,Γ} i [166] (теореми 2.7 i 5.2) у випадку G = Ω). Остання властивiсть

випливає з теореми В. I. Овчинникова [173] (п. 11.4) про опис усiх гiльбер-

тових просторiв, iнтерполяцiйних для заданої пари гiльбертових просторiв.

Нагадаємо, що властивiсть гiльбертового простору H бути iнтерполяцiйним

для припустимої пари X = [X0, X1] значить таке: виконується неперервне

вкладення X1 ↪→ H ↪→ X0 i будь-який лiнiйний оператор, обмежений на

кожному з просторiв X0 i X1, є також обмеженим на H.

Сформулюємо двi загальнi властивостi iнтерполяцiї [165, теореми 1.7 i 1.5],

якi будуть використанi в доведеннях. У зв’язку з цим нагадаємо, що лiнiйний

обмежений оператор T : E1 → E2, де E1 i E2 — банаховi простори, називають

нетеровим, якщо його ядро kerT i коядро E2/T (E1) скiнченновимiрнi. Якщо

цей оператор нетерiв, то його область значень замкнена в просторi E2 (див.,

наприклад, [97] (лема 19.1.1)) i для нього означений скiнченний iндекс

indT := dim kerT − dim(E2/T (E1)).

Якщо iндекс нетерового оператора дорiвнює нулю, то вiн називається фре-

дгольмовим. Зауважимо, що в англомовнiй лiтературi нетеровi оператори на-

зивають фредгольмовими.
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Твердження 1.10. Нехай задано двi припустимi пари X = [X0, X1] i

Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 задано лiнiй-

не вiдображення T таке, що його звуження на простори Xj, де j = 0, 1,

є обмеженими i нетеровими операторами T : Xj → Yj, якi мають спiль-

не ядро i однаковий iндекс. Тодi для довiльного iнтерполяцiйного параметра

ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ → Yψ нетерiв з тим же ядром i iнде-

ксом, а його область значень дорiвнює Yψ ∩ T (X0).

Твердження 1.11. Нехай задано скiнченне число припустимих пар

[X
(j)
0 , X

(j)
1 ] гiльбертових просторiв, де j = 1, . . . , p. Тодi для довiльної фун-

кцiї ψ ∈ B правильна така рiвнiсть просторiв разом з рiвнiстю норм у

них: [ q⊕
j=1

X
(j)
0 ,

p⊕
j=1

X
(j)
1

]
ψ

=

p⊕
j=1

[
X

(j)
0 , X

(j)
1

]
ψ
.

У дисертацiї важливу роль вiдiграє той факт, що лiнiйнi диференцiаль-

нi оператори з гладкими коефiцiєнтами є обмеженими на парах вiдповiдних

просторiв Хермандера.

Твердження 1.12. (i) Нехай L — лiнiйний диференцiальний оператор

порядку l ≥ 0 на Ω з коефiцiєнтами класу C∞(Ω). Тодi вiдображення

u 7→ Lu, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю)

до обмеженого лiнiйного оператора

L : Hα(Ω)→ Hα%−l(Ω)

для кожного параметра α ∈ RO.

(ii) Нехай K — крайовий лiнiйний диференцiальний оператор порядку

p ≥ 0 на межi Γ з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi вiдображення u 7→ Ku,

де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-

женого лiнiйного оператора

K : Hα(Ω)→ Hα%−p−1/2

(Γ)
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для кожного параметра α ∈ RO такого, що σ0(α) > p+ 1/2.

(iii) Нехай S — дотичний лiнiйний диференцiальний оператор порядку

s ≥ 0 на межi Γ з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi вiдображення u 7→ Su,

де u ∈ C∞(Γ), продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до обме-

женого лiнiйного оператора

S : Hα(Γ)→ Hα%−s(Γ)

для кожного параметра α ∈ RO.

У випадку просторiв Соболєва, коли α(t) ≡ ts, твердження 1.12 добре

вiдоме. Звiдси випадок довiльного α ∈ RO легко виводиться за допомогою

iнтерполяцiї з функцiональним параметром на пiдставi твердження 1.8 (див.

[7] (пункт 3.2) щодо пп. (i), (ii) i [25] (лема 4.1) стосовно п. (iii)).

Вiдмiтимо, що оператор з пункту (i) твердження 1.12 є звуженням лiнiйно-

го неперервного оператора L : D′(Ω)→ D′(Ω) на простiр Hα(Ω), а оператор

з пункту (iii) твердження 1.12 є звуженням лiнiйного неперервного оператора

S : D′(Γ)→ D′(Γ) на простiр Hα(Γ).

На завершення цього пiдроздiлу обговоримо зв’язок мiж розширеними

соболєвськими шкалами на областi Ω та її межi Γ. Нехай функцiя α ∈ RO

така, що σ0(α) > 1/2. Тодi вiдображення RΓ : u 7→ u � Γ, де u ∈ C∞(Ω),

продовжується за неперервнiстю до обмеженого лiнiйного та сюр’єктивного

оператора слiду [7, с. 77]

RΓ : Hα(Ω)→ Hα%−1/2

(Γ). (1.21)

Вiн є окремим випадком оператора з пункту (ii) твердження 1.12. Отже, для

кожного розподiлу u ∈ Hα(Ω), де α ∈ RO i σ0(α) > 1/2, його слiд RΓu

коректно означено. Окрiм того, для h ∈ Hα%−1/2

(Γ) маємо еквiвалентнiсть

норм

‖h‖
Hα%−1/2

(Γ)
� inf

{
‖u‖Hα(Ω) : u ∈ Hα(Ω), RΓu = h

}
.
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1.4. Елiптичнi крайовi задачi

Об’єктом дисертацiйного дослiдження є загальнi (взагалi кажучи, нере-

гулярнi) елiптичнi крайовi задачi. Поняття елiптичної крайової задачi було

(незалежно) введено у 1953 роцi З. Я. Шапiро [102] та у загальнiй ситуацiї

Я. Б. Лопатинським [50, 51]. Класичну теорiю розв’язностi загальних елiпти-

чних крайових задач у просторах Гельдера –Зiгмунда i Соболєва створено у

50 – 70-х роках минулого столiття в роботах С. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нi-

ренберга [1, 107], М. С. Аграновича i А. С. Динiна [2], Ю. М. Березанського,

С. Г. Крейна i Я. А. Ройтберга [11, 12, 13], Ф. Браудера [120, 121], Л. Р. Во-

лєвича [18, 19], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [49, 149, 150], Ж. Петре [75],

Я. А. Ройтберга [78, 79, 80, 82], Л. Н. Слободецького [84, 85], В. А. Солон-

никова [87, 88, 89], Л. Хермандера [95], М. Шехтера [103, 104, 184, 185, 186]

(див. також огляд М. С. Аграновича [109] та наведену там лiтературу). Те-

орiя загальних елiптичних крайових задач та її застосування викладенi у

монографiях C. Агмона [108], Ю. М. Березанського [12], Й. Т. Влоки, Б. Ров-

лi i Б. Лаврука [191], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [49], О. I. Панича [74],

Я. А. Ройтберга [182], Ґ. Трiбеля [92, 93], Л. Хермандера [95, 97], М. Шехтера

[188].

Наведемо постановку загальної елiптичної крайової задачi. Далi у дисер-

тацiї Ω є довiльною обмеженою областю в евклiдовому просторi Rn, де цiле

n ≥ 2. Як i ранiше, припускаємо, що межа Γ := ∂Ω цiєї областi є нескiнченно

гладким замкненим многовидом вимiрностi n− 1, причому C∞-структура на

Γ iндукована простором Rn. Вiдмiтимо, що тодi область Ω локально лежить

по один бiк вiд своєї межi Γ. Як звичайно, Ω := Ω∪Γ є замиканням областi Ω.

В областi Ω розглянемо таку крайову задачу:

Au = f в Ω, (1.22)
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Bju = gj на Γ, j = 1, ..., q. (1.23)

Тут

A := A(x,D) :=
∑
|µ|≤2q

aµ(x)Dµ

є лiнiйним диференцiальним оператором на Ω := Ω ∪ Γ довiльного парного

порядку 2q ≥ 2, а кожне

Bj := Bj(x,D) :=
∑
|µ|≤mj

bj,µ(x)Dµ

є крайовим лiнiйним диференцiальним оператором на Γ довiльного цiлого

порядку mj ≥ 0. Усi коефiцiєнти aµ(x) i bj,µ(x) цих операторiв є нескiнченно

гладкими комплекснозначними функцiями на Ω i Γ вiдповiдно, тобто aµ ∈

C∞(Ω) i bj,µ ∈ C∞(Γ). Покладемо B := (B1, . . . , Bq).

У наведених формулах i далi використано такi стандартнi позначення:

µ := (µ1, . . . , µn) — мультиiндекс з невiд’ємними цiлими компонентами,

|µ| := µ1 + · · · + µn, Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , де Dk := i∂/∂xk для кожного но-

мера k ∈ {1, ..., n}, i — уявна одиниця, а x = (x1, . . . , xn) — довiльна точка

простору Rn. Також покладаємо Dν := i∂/∂ν, де ν(x) — орт внутрiшньої

нормалi до межi Γ у точцi x ∈ Γ, а ν — нескiнченно гладке векторне поле цих

ортiв, задане на межi Γ.

У дисертацiї припускаємо, що крайова задача (1.22), (1.23) є елiптичною

в областi Ω. Нагадаємо вiдповiдне означення (див., наприклад, довiдник [94]

(розд. III, § 6, пп. 1 i 2) або огляд [109] (п. 1.2)).

Диференцiальним операторам A(x,D) при фiксованому x ∈ Ω i Bj(x,D)

при фiксованому x ∈ Γ поставимо у вiдповiднiсть однорiднi характеристичнi

полiноми

A◦(x, ξ) :=
∑
|µ|=2q

aµ(x)ξµ i B◦j (x, ξ) :=
∑
|µ|=mj

bj,µ(x)ξµ.
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Тут змiнна ξ = (ξ1, . . . ξn) ∈ Cn i покладаємо ξµ := ξµ1

1 . . . ξµnn . Їх називають

головними символами цих диференцiальних операторiв.

Означення 1.1. Крайову задачу (1.22), (1.23) називають елiптичною в

областi Ω, якщо виконуються такi двi умови:

(i) Диференцiальний оператор A є правильно елiптичним в Ω, тобто для

довiльної точки x ∈ Ω i будь-яких лiнiйно незалежних векторiв τ, η ∈

Rn многочлен A◦(x, τ + ζη) комплексної змiнної ζ має рiвно q коренiв

ζ+
j (x; τ, η), j = 1, . . . , q, з додатною уявною частиною i таку ж кiлькiсть

коренiв з вiд’ємною уявною частиною (з урахуванням їх кратностi).

(ii) Система B = (B1, . . . , Bq) крайових диференцiальних операторiв задо-

вольняє умову доповнюваностi (iнакше кажучи, умову Шапiро –Лопа-

тинського, умову накриття чи умову коерцитивностi) щодо A на Γ, тоб-

то для довiльної точки x ∈ Γ i довiльного вектора τ 6= 0 дотичного до Γ

в точцi x, многочлени B◦j (x, τ+ζν(x)), j = 1, . . . , q, комплексної змiнної

ζ лiнiйно незалежнi за модулем многочлена
∏q

j=1

(
ζ − ζ+

j (x; τ, ν(x))
)
.

З умови (i) випливає, що

A◦(x, ξ) 6= 0 для будь-яких x ∈ Ω, ξ ∈ Rn \ {0},

тобто диференцiальний оператор A є елiптичним в Ω. Якщо n ≥ 3, то умова

елiптичностi еквiвалентна умовi (i) [94, с. 166]. Якщо всi старшi коефiцiєнти

оператора A дiйснi, то ця еквiвалентнiсть виконується i для n = 2.

Пiдкреслимо, що у дисертацiї допускається випадок крайових умов вищих

порядкiв, тобто коли m := max{m1, ...,mq} ≥ 2q. У цьому зв’язку покладемо

r := max{2q,m+ 1} для бiльшої лаконiчностi деяких подальших формул.

Елiптичнi задачi з крайовими умовами вищих порядкiв зустрiчаються в

акустицi, гiдродинамiцi та теорiї випадкових процесiв [16, 17, 42]. Мабуть,
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першою такою задачею, яка виникла в застосуваннях, була вiдома елiптична

крайова задача А. Д. Вентцеля [16]. Вона складається з елiптичного дифе-

ренцiального рiвняння другого порядку та крайової умови такого ж порядку

i виникла в дослiдженнях дифузiйних процесiв. Цiй задачi присвячено бага-

то робiт, наприклад, статтi [52, 117, 153] i огляд [113]. В акустицi викликає

iнтерес елiптична задача, яка складається з рiвняння Гельмгольца та деякої

крайової умови п’ятого порядку [17, 42]. З теоретичної точки зору, найпростi-

шим прикладом таких задач є задача, яка складається з рiвняння Лапласа

та крайової умови ∂ku/∂νk = g, де цiле k ≥ 2 [14, 86] (деякi узагальнення

цього прикладу розглянутi в [30, 31, 32, 33]).

Пов’яжемо iз задачею (1.22), (1.23) лiнiйне вiдображення

(A,B) : u 7→ (Au,Bu) = (Au, B1u, ..., Bqu), де u ∈ C∞(Ω). (1.24)

У дисертацiї дослiджуємо властивостi продовження за неперервнiстю цього

вiдображення у пiдходящих парах просторiв Хермандера та деяких їх моди-

фiкацiях.

Для опису областi значень цього продовження нам потрiбна така спецi-

альна формула Грiна, встановлена Б. Лавруком [45] (п. 4) (див. також моно-

графiю [146], теорема 3.1.1 i формула (4.1.10)):

(Au, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν Au,wj)Γ +

q∑
j=1

(Bju, hj)Γ =

= (u,A+v)Ω +
r∑

k=1

(
Dk−1
ν u,Kkv +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q∑
j=1

Q+
j,khj

)
Γ

де u, v ∈ C∞(Ω) i w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq ∈ C∞(Γ) та через (·, ·)Ω i (·, ·)Γ по-

значено вiдповiдно скалярнi добутки у гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ)

функцiй квадратично iнтегровних на Ω i Γ вiдносно мiр Лебега, а надалi й

розширення цих скалярних добуткiв за неперервнiстю. Тут A+ — диференцi-
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альний оператор, формально спряжений до A, тобто

(A+v)(x) :=
∑
|µ|≤2q

Dµ(aµ(x)v(x)).

Окрiм того, усi R+
j,k i Q

+
j,k є дотичними диференцiальними операторами, фор-

мально спряженими вiдповiдно до Rj,k i Qj,k вiдносно (·, ·)Γ, а дотичнi лiнiйнi

диференцiальнi оператори Rj,k := Rj,k(x,Dτ) i Qj,k := Qj,k(x,Dτ) узятi iз

зображення крайових диференцiальних операторiв Dj−1
ν A i Bj у виглядi

Dj−1
ν A(x,D) =

r∑
k=1

Rj,k(x,Dτ)D
k−1
ν , j = 1, . . . , r − 2q,

Bj(x,D) =
r∑

k=1

Qj,k(x,Dτ)D
k−1
ν , j = 1, . . . , q.

Вiдмiтимо, що ordRj,k ≤ 2q + j − k i ordQj,k ≤ mj − k + 1, причому, звiсно,

Rj,k = 0 при k ≥ 2q + j + 1 i Qj,k = 0 при k ≥ mj + 2. Нарештi, кожне

Kk := Kk(x,D) — деякий крайовий лiнiйний диференцiальний оператор на Γ

порядку ordKk ≤ 2q − k з коефiцiєнтами класу C∞(Ω). Звiсно, якщо r = 2q,

то у розглянутiй формулi Грiна i пов’язаних з нею формулах вiдсутнi функцiї

w1, . . . , wr−2q i суми з iндексом пiдсумовування j, що пробiгає значення вiд 1

до r − 2q.

Спецiальна формула Грiна приводить до такої крайової задачi в областi Ω:

A+v = ω в Ω, (1.25)

Kkv +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q∑
j=1

Q+
j,khj = θk на Γ, k = 1, ..., r. (1.26)

Ця задача мiстить, окрiм невiдомої функцiї v на Ω, ще r − q додаткових не-

вiдомих функцiй w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq на межi Γ. Задачу (1.25), (1.26) на-

зивають формально спряженою до задачi (1.22), (1.23) вiдносно розглянутої

спецiальної формули Грiна. Вiдомо [146] (теорема 4.1.1), що крайова задача

(1.22), (1.23) елiптична тодi i тiльки тодi, коли формально спряжена задача
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(1.25), (1.26) елiптична як задача з додатковими невiдомими функцiями у

крайових умовах (див. п. 2.6).

Елiптичнi задачi з додатковими невiдомими функцiями у крайових умо-

вах були уперше розглянутi Б. Лавруком [45, 46, 47]. Тому називаємо цi задачi

елiптичними за Лавруком. Як бачимо, вони виникають при переходi вiд за-

гальної елiптичної крайової задачi до формально спряженої крайової задачi

вiдносно вказаної спецiальної формули Грiна. Окрiм того, клас елiптичних

за Лавруком задач є замкненим вiдносно цього переходу (див. монографiї

В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россмана [146] (розд. 3) i Я. А. Ройтберга [183]

(розд. 2)).

Означення 1.2. Систему B = (B1, . . . , Bq) крайових диференцiальних

операторiв називають нормальною, якщо

(i) їх порядки mj ≤ 2q − 1 для кожного j ∈ {1, . . . , q};

(ii) усi числа m1, . . . ,mq рiзнi;

(iii) B◦j (x, ν(x)) 6= 0 для будь-яких x ∈ Γ i j ∈ {1, . . . , q}.

Елiптичну крайову задачу (1.22), (1.23) називають регулярною, якщо система

B = (B1, . . . , Bq) є нормальною.

Якщо елiптична крайова задача (1.22), (1.23) є регулярною, то для неї

виконується така класична формула Грiна:

(Au, v)Ω +

q∑
j=1

(Bju, C
+
j v)Γ = (u,A+v)Ω +

q∑
j=1

(Cju, B
+
j v)Γ

для довiльних функцiй u, v ∈ C∞(Ω) (див., наприклад, довiдник [94, с. 168]

або огляд [109] (роздiл 4.2)). Тут {B+
j }, {Cj} i {C+

j } — деякi нормальнi си-

стеми крайових лiнiйних диференцiальних операторiв з коефiцiєнтами класу
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C∞(Γ); порядки цих операторiв задовольняють умову

ordBj + ordC+
j = ordCj + ordB+

j = 2q − 1.

Вказанi умова нормальностi системи B i класична формула Грiна уведенi не-

залежно Н. Ароншайном, А. Мiльграмом [114] i М. Шехтером [103]. Формаль-

но спряженою до регулярної елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23) вiдносно

класичної формули Грiна є така регулярна елiптична крайова задача:

A+ v = ω в Ω, B+
j v = θj на Γ, j = 1, . . . , q. (1.27)

Система крайових диференцiальних операторiв {B+
1 , . . . , B

+
q } називається

спряженою до нормальної системи B вiдносно оператора A. Вона визначає-

ться не однозначно, проте всi спряженi системи еквiвалентнi у такому сенсi

[94, с. 168; 188, с. 232]: якщо є ще одна система {B̃+
1 , . . . , B̃

+
q }, спряжена до

системи B вiдносно оператора A, то{
v ∈ C∞(Ω) : B̃+

j v = 0 на Γ, j = 1, . . . , q
}

=

=
{
v ∈ C∞(Ω) : B+

j v = 0 на Γ, j = 1, . . . , q
}
.

(1.28)

У випадку, коли A = A+ i в класичнiй формулi Грiна можна взяти{
B+

1 , . . . , B
+
q

}
= B, регулярна елiптична крайова задача (1.22), (1.23) на-

зивається формально самоспряженою. Простими прикладами такої задачi є

крайовi задачi Дiрiхле та Неймана для рiвняння Пуассона.

Зазначимо, що крайовi задачi, формально спряженi до регулярної елiпти-

чної крайової задачi (1.22), (1.23) вiдносно класичної формули Грiна i вiдно-

сно спецiальної формули Грiна, еквiвалентнi в у деякому сенсi [146, лема 3.1.1

i п. 3.1.6]. Тому, якщо крайова задача (1.22), (1.23) є регулярною елiптичною,

то додатковi невiдомi функцiї можна виключити з крайових умов формально

спряженої задачi (1.25), (1.26), пов’язаної iз спецiальною формулою Грiна.
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Для нерегулярних елiптичних крайових задач класична формула Грiна,

взагалi кажучи, не має мiсця, що ускладнює їх дослiдження. У випадку не-

регулярної елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23) буває так, що не можна

виключити додатковi невiдомi функцiї з крайових умов формально спряженої

задачi (1.25), (1.26). Розглянемо вiдповiдний приклад [146] (п. 3.1.5).

Приклад 1.4. Нехай β, γ — дiйснi функцiї класу C∞(Γ), якi задоволь-

няють умову β2 + γ2 = 1. У двовимiрнiй областi Ω розглянемо елiптичну

крайову задачу з косою похiдною для рiвняння Пуассона:

∆u = f в Ω,

β ∂νu+ γ ∂Γu = g на Γ.

У цих формулах i надалi ∆ є оператором Лапласа, ∂ν := ∂/∂ν — похiдна

вздовж орта ν, а ∂Γ — похiдна вздовж межi Γ, яку обходимо так, щоб область

Ω завжди була лiворуч. Для розглянутої задачi формально спряжена задача

вiдносно спецiальної формули Грiна має такий вигляд:

∆v = ω в Ω,

∂νv − ∂Γ(γh) = θ1 на Γ,

v − βh = θ2 на Γ.

Ця задача є елiптичною за Лавруком в областi Ω. Вона мiстить одну дода-

ткову невiдому функцiю h у крайових умовах. Якщо β(x) = 0 для деякої

точки x ∈ Γ, то розглянута елiптична крайова задача нерегулярна (порушу-

ється умова (iii) означення 1.2) i функцiю h не можна виключити з крайових

умов формально спряженої задачi. Якщо β(x) 6= 0 у кожнiй точцi x ∈ Γ, то

розглянута елiптична крайова задача є регулярною i формально спряженою
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до неї задачею вiдносно класичної формули Грiна є така задача:

∆v = ω в Ω,

∂νv − ∂Γ(γv/β) = θ на Γ.

Остання задача еквiвалентна формально спряженiй задачi вiдносно спецiаль-

ної формули Грiна.

Розглянемо найпростiший приклад нерегулярної елiптичної крайової за-

дачi та спецiальної формули Грiна у випадку, коли m = 2q (крайовi умови

вищих порядкiв).

Приклад 1.5. Запишемо спецiальну формулу Грiна для нерегулярної елi-

птичної крайової задачi

∆u = f в Ω, ∂2
νu = g на Γ, (1.29)

заданої в крузi Ω := {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1}. Вiдмiтимо, що

∆u = ∂2
νu − ∂νu + ∂2

ϕu на Γ; тут ∂ν := ∂/∂ν = −∂/∂% i ∂ϕ := ∂/∂ϕ, а

(%, ϕ) — полярнi координати. Застосувавши другу класичну формулу Грiна

для оператора Лапласа, отримаємо рiвностi

(∆u, v)Ω + (∆u,w)Γ + (∂2
νu, h)Γ =

= (u,∆v)Ω − (∂νu, v)Γ + (u, ∂νv)Γ + (∂2
νu− ∂νu+ ∂2

ϕu,w)Γ + (∂2
νu, h)Γ =

= (u,∆v)Ω + (u, ∂νv + ∂2
ϕw)Γ + (∂νu,−v − w)Γ + (∂2

νu,w + h)Γ

для довiльних функцiй u, v ∈ C∞(Ω) i w, h ∈ C∞(Γ). Отже, спецiальна фор-

мула Грiна для крайової задачi (1.29) набирає вигляду

(∆u, v)Ω + (∆u,w)Γ + (∂2
νu, h)Γ =

= (u,∆v)Ω + (u, ∂νv + ∂2
ϕw)Γ + (Dνu,−iv − iw)Γ + (D2

νu,−w − h)Γ.
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Тому крайова задача

∆v = ω в Ω,

∂νv + ∂2
ϕw = θ1, −iv − iw = θ2, −w − h = θ3 на Γ

є формально спряженою до задачi (1.29) вiдносно цiєї формули Грiна. Отри-

мана формально спряжена задача мiстить двi додатковi невiдомi функцiї w i

h на Γ. До речi, їх можна виключити з крайових умов, тобто виразити через

функцiю v i правi частини цих умов.

Розглянемо рiзнi приклади елiптичних крайових задач. Серед них є до-

сить загальним такий:

Приклад 1.6. Розглянемо крайову задачу, яка складається з диференцi-

ального рiвняння Au = f в Ω, де диференцiальний оператор A (порядку 2q)

правильно елiптичний в Ω, i крайових умов

∂k+j−1u

∂`k+j−1
+

∑
|µ|≤k+j−2

bj,µ(x)Dµ = gj на Γ, j = 1, ..., q.

Тут цiле число k ≥ 0, а ` : Γ → Rn є нескiнченно гладким полем векторiв

`(x) 6= 0, недотичних до Γ у кожнiй точцi x ∈ Γ. Безпосередньо перевiряється,

що розглянута крайова задача є елiптичною в областi Ω. Ця елiптична зада-

ча є регулярною тодi i лише тодi, коли k ≤ q [92, с. 454]. Важливий окремий

випадок цiєї задачi отримуємо, поклавши A := ∆q — iтерований оператор

Лапласа та `(x) := ν(x) для усiх x ∈ Γ. Зокрема, якщо k = 0 (випадок

крайової задачi Дiрiхле для диференцiального рiвняння (1.22)), то формаль-

но спряженою вiдносно класичної формули Грiна є крайова задача Дiрiхле

для рiвняння A+v = ω [94, с. 168]. У випадку, коли A = A+, задача Дiрiхле

буде формально самоспряженою. Зокрема, якщо всi коефiцiєнти диференцi-

ального оператора A дiйснi та сталi (наприклад A = ∆q), то умова A = A+

виконується.
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Перейдемо до прикладiв нерегулярних елiптичних крайових задач.

Приклад 1.7. Нехай n = 2. У механiцi виникає така елiптична крайова

задача [52]:

∆u = f в Ω,

∂Γ(β∂Γu) + γ∂νu = g на Γ; (1.30)

тут додатнi функцiї β, γ ∈ C∞(Γ) є заданими. Умова (1.30) є окремим випад-

ком крайової умови А. Д. Вентцеля [16]. Ця задача описує, зокрема, статичне

положення мембрани, край якої прошитий кордом чи струною. У цьому ви-

падку функцiї β i γ є коефiцiєнтами натягу. Розглянута задача нерегулярна,

бо порушується умова (i) означення 1.2.

Приклад 1.8. Нехай диференцiальний оператор A має четвертий поря-

док i є правильно елiптичним в плоскiй замкненiй областi Ω, тобто n = 2

i q = 2. Розглянемо елiптичну крайову задачу, яка складається з рiвняння

Au = f в Ω i крайових умов

∂νu+ ∂Γu = g1, ∂νu− ∂Γu = g2 на Γ

(див. [81], п. 4). Вона нерегулярна, бо порушується умова (ii) означення 1.2.

Приклад 1.9. Нехай диференцiальний оператор A такий як у попере-

дньому прикладi, але n = dim Ω ≥ 2. Розглянемо елiптичну крайову задачу,

яка складається з рiвняння Au = f в Ω i крайових умов

∂kνu = g1, ∂k+2
ν u = g2 на Γ,

де цiле число k ≥ 0. Вона нерегулярна тодi i лише тодi, коли k ≥ 2 (бо пору-

шується умова (i) означення 1.2). Зауважимо, що ця задача не охоплюється

прикладом 1.6.
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Приклад 1.10. Нехай n = 2. Розглянемо елiптичну крайову задачу

∆2v = ω в Ω,

∂3
νu+ ∂3

Γu = g1, ∂3
νu = g2 на Γ

(пор. з [81], п. 4). Вона нерегулярна, бо порушується умова (ii) означення 1.2.

Обговоримо основнi властивостi елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23)

у гiльбертових просторах Соболєва. Вiдображення (1.24) продовжується єди-

ним чином (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

(A,B) : H(s)(Ω)→ H(s−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =: H(s−2q)(Ω,Γ) (1.31)

для довiльного дiйсного s > m+1/2. Цей оператор нетерiв, його ядро склада-

ється з функцiй класу C∞(Ω) i разом з iндексом не залежить вiд s. Область

значень оператора (1.31), замкнена у просторi H(s−2q)(Ω,Γ), допускає опис за

допомогою формально спряженої задачi (див. п. 2.1). Цей факт є результатом

фундаментальних робiт С. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1] (розд. 5),

Ф. Е. Браудера [121], М. Шехтера [103], Ж. Петре [176] та iнших. Доведено

також, що елiптичнiсть крайової задачi (1.22), (1.23) є не лише достатньою,

але i необхiдною умовою нетеровостi оператора (2.1) у соболєвському випадку

(див., наприклад, [176, с. 730]).

З нетеровостi оператора (1.31) випливає така апрiорна оцiнка розв’язку

елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23):

‖u‖H(s)(Ω) ≤ c
(
‖(f, g)‖H(s−2q)(Ω,Γ) + ‖u‖L2(Ω)

)
;

для кожної функцiї u ∈ H(s)(Ω), де c = c(s) — деяке додатне число, яке не

залежить вiд u i (f, g). Зауважимо, що з цiєї оцiнки випливає скiнченнови-

мiрнiсть ядра та замкненiсть областi значень оператора (1.31).
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Сформульованi властивостi елiптичних крайових задач мають важливi

застосування до дослiдження регулярностi розв’язкiв елiптичних крайових

задач, у теорiї iндексу елiптичних задач, у спектральнiй теорiї елiптичних

операторiв, до задач оптимального управлiння, до певних класiв нелiнiйних

елiптичних крайових задач та iншi (див. монографiї [12, 49, 74, 76, 92, 93, 95,

97, 108, 182, 188, 191] i огляд [109] та наведену там лiтературу).

Серед цих застосувань вiдмiтимо таке твердження про пiдвищення регу-

лярностi розв’язкiв елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23): якщо функцiя

u ∈ H(s)(Ω), де s > m + 1/2, є розв’язком цiєї задачi, правi частини якої

задовольняють умову (f, g) ∈ H(s−2q+ε)(Ω,Γ) для деякого числа ε > 0, то

u ∈ H(s+ε)(Ω). Звiдси, зокрема, випливає, що умова (f, g) ∈ C∞(Ω)×(C∞(Γ))q

тягне за собою включення u ∈ C∞(Ω).

Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi обговорено об’єкт дослiдження — загальнi (взагалi ка-

жучи, нерегулярнi) елiптичнi крайовi задачi i пов’язанi з ними гiльбертовi

функцiональнi простори Хермандера, а також основний метод дослiдження —

iнтерполяцiю з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв. Роз-

глянутi класи просторiв Хермандера мають таку важливу властивiсть: вони

отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром вiдповiдних пар

гiльбертових просторiв Соболєва. Цей метод iнтерполяцiї робить зазначенi

класи просторiв Хермандера зручними у застосуваннi до елiптичних крайо-

вих задач. Важливо, що найбiльш широкий з цих класiв — розширена собо-

лєвська шкала — складається з усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних

для пар гiльбертових просторiв Соболєва. Зазначено й iншi властивостi про-

сторiв Хермандера, серед яких теореми вкладення i теореми про слiди. Наве-
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дено постановку загальної елiптичної крайової задачi, спецiальної формули

Грiна для цiєї задачi, формально спряженої задачi вiдносно вказаної форму-

ли Грiна та розглянуто вiдповiднi приклади. Обговорено випадок регулярної

елiптичної крайової задачi, для якої правильна класична формула Грiна.
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РОЗДIЛ 2

ЕЛIПТИЧНI КРАЙОВI ЗАДАЧI У ПРОСТОРАХ

ХЕРМАНДЕРА

У цьому роздiлi дослiджуємо характер розв’язностi та властивостi розв’яз-

кiв загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi

(1.22), (1.23) у просторах Хермандера Hϕ(Ω), що утворюють розширену собо-

лєвську шкалу, розглянуту в п. 1.2. Порядки крайових умов (1.23) є довiльни-

ми; вони можуть бути бiльшими за порядок елiптичного рiвняння (1.22), або

рiвними йому. На показник регулярностi ϕ ∈ RO розв’язкiв u ∈ Hϕ(Ω) цiєї

задачi накладаємо досить слабке обмеження σ0(ϕ) > m + 1/2, яке гарантує

iснування лiвих частин крайових умов. Окрiм того, у цьому роздiлi дослi-

джуємо елiптичнi за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функцiями

у крайових умовах вищих порядкiв. Останнi мiстять крайовi оператори, по-

рядки яких бiльшi за порядок елiптичного рiвняння, або рiвнi йому.

2.1. Нетеровiсть задачi

Позначимо через N лiнiйний простiр усiх розв’язкiв u ∈ C∞(Ω) крайової

задачi (1.22), (1.23) у випадку, коли f = 0 в Ω i кожне gj = 0 на Γ. Позначимо

також через N? лiнiйний простiр усiх розв’язкiв

(v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))r−q

формально спряженої крайової задачi (1.25), (1.26) у випадку, коли ω = 0 в

Ω i кожне θk = 0 на Γ. Оскiльки обидвi задачi елiптичнi в Ω, то простори N

i N? скiнченновимiрнi (див., наприклад, [146], наслiдок 4.1.1).
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На пiдставi твердження 1.12 вiдображення (1.24) продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

(A,B) : Hϕ(Ω)→ Hϕ%−2q

(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hϕ%−mj−1/2

(Γ) =: Hϕ%−2q

(Ω,Γ) (2.1)

для кожного ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m+ 1/2.

Теорема 2.1. Нехай ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m+1/2. Тодi обмежений оператор

(2.1) нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень складається з усiх

векторiв (f, g) := (f, g1, . . . , gq) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ) таких, що

(f, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν f, wj)Γ +

q∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0

для всiх (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?.

(2.2)

Iндекс оператора (2.1) дорiвнює dimN − dimN? та не залежить вiд ϕ.

Дамо коментар до формули (2.2). Обговоримо спочатку випадок, коли

m ≤ 2q − 1, тобто r = 2q. Тодi, як зазначалося у п. 1.4, ця формула набирає

вигляду

(f, v)Ω +

q∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0 для всiх (v, h1, . . . , hq) ∈ N?.

Якщо σ0(ϕ) > 2q, то f ∈ Hϕ%−2q

(Ω) ⊂ L2(Ω) i тому вираз (f, v)Ω у цiй форму-

лi є скалярним добутком у просторi L2(Ω). Якщо m + 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q,

то вираз (f, v)Ω означений за допомогою граничного переходу; а саме:

(f, v)Ω := lim
k→∞

(fk, v)Ω, де C∞(Ω) 3 fk → f в Hϕ%−2q

(Ω) при k → ∞. При

цьому умова (v, h1, . . . , hq) ∈ N? iстотна (див. доведення теореми 2.1). Адже,

якщо σ0(ϕ) ≤ 2q − 1/2 (це буде при m ≤ 2q − 2) i v є довiльно вибра-

ною нескiнченно гладкою функцiєю на Ω, то вiдображення f 7→ (f, v)Ω, де

f ∈ C∞(Ω), не можна продовжити до неперервного лiнiйного функцiонала на

Hϕ%−2q

(Ω). Зокрема, для соболєвських просторiв, це випливає з [92] (теореми
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4.8.2(c) i 4.3.2/1(c)). До речi, з умови σ0(ϕ) > m + 1/2 випливає, що кожне

gj ∈ Hϕ%−mj−1/2

(Γ) ⊂ L2(Γ) i тому вираз (gj, hj)Γ є скалярним добутком у

просторi L2(Γ). Якщо елiптична крайова задача (1.22), (1.23) регулярна, то

формула (2.2) набирає вигляду

(f, v)Ω +

q∑
j=1

(gj, C
+
j v)Γ = 0 для всiх v ∈ N+,

де N+ позначає скiнченновимiрний лiнiйний простiр усiх розв’язкiв v ∈

C∞(Ω) формально спряженої крайової задачi (1.27) у випадку, коли v = 0

в Ω i кожне θj = 0 на Γ. Це є наслiдком [146] (п. 3.1.6, приклад 2).

У випадку m ≥ 2q з умови σ0(ϕ) > m+ 1/2 випливає, що вирази (f, v)Ω i

(Dj−1
ν f, wj)Γ, (gj, hj)Γ є скалярними добутками у просторах L2(Ω) i L2(Γ) вiд-

повiдно. Тут, згiдно з твердженням 1.12, для кожної функцiї f ∈ Hϕ%−2q

(Ω),

де σ0(ϕ) > m+ 1/2, коректно означенi образи

Dj−1
ν f ∈ Hϕ%−2q−j+1/2

(Γ) ⊂ L2(Γ)

вiдносно крайового оператора Dj−1
ν порядку j − 1 ≤ m− 2q.

Доведення теореми 2.1. Її виведемо за допомогою iнтерполяцiї з

функцiональним параметром iз соболєвського випадку, коли ϕ(t) ≡ ts i

s > m+ 1/2. У цьому випадку висновки теореми 2.1 стосовно нетеровостi опе-

ратора 2.1, рiвностi ядра простору N та незалежностi iндексу вiд s складають

один з центральних результатiв теорiї елiптичних крайових задач у соболєв-

ських просторах. Вiн добре вiдомий (див., наприклад, монографiї-пiдручники

[22] (роздiл III, п. 2.2) i [130] (п. 54.2)).

Залишається обґрунтувати у соболєвському випадку висновок теоре-

ми 2.1, який стосується опису областi значень оператора (2.1) за допомогою

простору N?. Розглянемо окремо випадки m ≤ 2q − 1 i m ≥ 2q.

У випадку m ≤ 2q − 1 (тодi r = 2q) цей висновок обґрунтовано у мо-

нографiї [146] (теорема 3.4.1 i п. 4.4.1) для кожного дiйсного s ≥ 2q. Тому
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залишається довести його для усiх дiйсних s ∈ (m + 1/2, 2q). Отже, нехай

m + 1/2 < s < 2q. Через (A,B)s позначимо нетерiв обмежений оператор

(2.1) у соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ ts i s > m + 1/2. Як звичайно,

(A,B)∗s є оператором, спряженим до оператора (2.1). Якщоm+1/2 < s0 < s1,

то (A,B)∗s0
є звуженням оператора (A,B)∗s1

i тому ker(A,B)∗s0
⊆ ker(A,B)∗s1

.

Але ker(A,B)∗s0
i ker(A,B)∗s1

мають однакову скiнченну вимiрнiсть. Справдi,

остання дорiвнює ковимiрностi областi значень оператора (A,B)s, i ця кови-

мiрнiсть скiнченна й не залежить вiд s, як зазначено вище у цьому доведеннi.

Таким чином, ker(A,B)∗s0
= ker(A,B)∗s1

. Згiдно з [146] (теорема 3.4.2), маємо

рiвнiсть ker(A,B)∗s = N?, якщо s ≥ 2q. Тут кожен вектор (v, h1, . . . , hq) ∈ N?

iнтерпретуємо як неперервний лiнiйний функцiонал

Υ : (f, g1, . . . , gq) 7→ (f, v)Ω +

q∑
j=1

(gj, hj)Γ

на просторi

H(s−2q)(Ω,Γ) := H(s−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ).

Звiдси ker(A,B)∗s = N?, якщо s > m + 1/2. Тому Υ продовжується єди-

ним чином (за неперервнiстю) до лiнiйного неперервного функцiонала на

H(s−2q)(Ω,Γ) у випадку, коли m + 1/2 < s < 2q. Зокрема, форма (f, v)Ω

коректно означена для кожного f ∈ H(s−2q)(Ω) за допомогою гранично-

го переходу в цьому випадку. Тепер, оскiльки оператор (A,B)s є нетеро-

вим при s > m + 1/2, то його область значень складається з усiх векто-

рiв (f, g1, . . . , gq) ∈ H(s−2q)(Ω,Γ) таких, що Υ(f, g1, . . . , gq) = 0 для всiх

Υ ∈ ker(A,B)∗s. Ця умова стає умовою (2.2) з огляду на рiвнiсть ker(A,B)∗s =

N?. Крiм того, iндекс оператора (A,B)s дорiвнює dimN − dimN?, тому що

вимiрнiсть dim ker(A,B)∗s дорiвнює ковимiрностi областi значень оператора

(A,B)s. Тим самим, обґрунтовано висновок теореми 2.1 про опис областi зна-

чень оператора (2.1) у соболєвському випадку i за умови m ≤ 2q − 1.
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Обґрунтуємо цей висновок за умови m ≥ 2q (тодi r = m + 1). Для цiлих

s > m+ 1/2 вiн мiститься в [146] (наслiдок 4.1.1). Доведемо його для довiль-

ного дiйсного s > m+ 1/2. Для цього скористаємося результатом Я. А. Ройт-

берга [182] (теорема 4.1.3), згiдно з яким вiдображення (1.24) продовжується

за неперервнiстю до обмеженого i нетерового оператора

(A,B) : Hs,(r)(Ω)→ Hs−2q,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =:

=: Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

(2.3)

для довiльного s ∈ R. Тут Hs,(k)(Ω), де s ∈ R i 1 ≤ k ∈ Z, є гiльбертовим

простором Соболєва –Ройтберга [182] (п. 2.1). Якщо s /∈ {1/2, . . . , k − 1/2},

то, за означенням, Hs,(k)(Ω) — поповнення простору C∞(Ω) за нормою

‖u‖Hs,(k)(Ω) :=

(
‖u‖2

Hs,(0)(Ω) +
k∑
j=1

‖(Dj−1
ν u)�Γ‖2

Hs−j+1/2(Γ)

)1/2

.

Тут Hs,(0)(Ω) := Hs(Ω) для s ≥ 0; якщо s < 0, то Hs,(0)(Ω) є дуальний

гiльбертiв простiр до просторуH−s(Ω) вiдносно розширення за неперервнiстю

скалярного добутку в L2(Ω) (див. детальнiше п. 3.1).

Зауважимо, що для просторiв Соболєва –Ройтберга виконується неперерв-

не i щiльне вкладення Hs+δ,(k)(Ω) ↪→ Hs,(k)(Ω) при δ > 0. Окрiм того, якщо

s > k−1/2, то простори Hs,(k)(Ω) i Hs(Ω) рiвнi як поповнення лiнiйного мно-

говиду C∞(Ω) за еквiвалентними нормами. Тому оператор (2.1), де ϕ(t) ≡ ts,

i оператор (2.3) рiвнi при s > m+ 1/2.

Згiдно зi згаданим результатом [182] (теорема 4.1.3) ядро оператора (2.3)

збiгається з N , а область значень складається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈

Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ) таких, що задовольняють умову (2.2), у якiй замiсть N?

фiгурує деякий скiнченновимiрний простiр, що лежить в C∞(Ω)×(C∞(Γ))r−q

i не залежить вiд s. Звiдси негайно випливає рiвнiсть

(A,B)(Hs2,(r)(Ω)) = Hs2−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ∩ (A,B)(Hs1,(r)(Ω)) при s1 < s2.
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Зокрема,

(A,B)(H(s)(Ω)) = Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ∩ (A,B)(Hm,(r)(Ω))

при m+ 1/2 < s ∈ R.
(2.4)

Згiдно з [146] (теорема 4.1.4) простiр (A,B)(Hm,(r)(Ω)) складається з усiх ве-

кторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hm−2q,(r−2q)(Ω,Γ), якi задовольняють умову (2.2), де

(·, ·)Γ є також продовженням за неперервнiстю скалярного добутку в L2(Γ).

Тим самим, обґрунтовано висновок теореми 2.1 про опис областi значень опе-

ратора (2.1) у соболєвському випадку i за умови m ≥ 2q.

Доведемо тепер цю теорему у загальному випадку за допомогою iнтерпо-

ляцiї з функцiональним параметром, застосованої до пар вiдповiдних просто-

рiв Соболєва. А саме, нехай параметр ϕ ∈ RO такий, що σ0(ϕ) > m + 1/2.

Вiзьмемо дiйснi числа l0 i l1, якi задовольняють умови m+ 1/2 < l0 < σ0(ϕ) i

σ1(ϕ) < l1. Вiдображення (1.24) продовжується за неперервнiстю до обмеже-

них i нетерових операторiв

(A,B) : H(li)(Ω)→ H(li−2q)(Ω,Γ), i ∈ {0, 1}, (2.5)

якi дiють у соболєвських просторах. Тут

H(li−2q)(Ω,Γ) := H(li−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(li−mj−1/2)(Γ).

Оператори (2.5) мають спiльне ядро N , однаковий iндекс, який дорiвнює

dimN − dimN?, i областi значень

(A,B)
(
H(li)(Ω)

)
=
{

(f, g) ∈ H(li−2q)(Ω,Γ) : виконується (2.2)
}
. (2.6)

Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром з твердження 1.8, в якому η := ϕ,

s0 := l0 i s1 := l1. На пiдставi твердження 1.10 з обмеженостi та нетеровостi

операторiв (2.5) випливає обмеженiсть i нетеровiсть оператора

(A,B) :
[
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ
→
[
H(l0−2q)(Ω,Γ),H(l1−2q)(Ω,Γ)

]
ψ
. (2.7)
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Вiн є звуженням оператора (2.5), де i = 0. Доведемо, що (2.7) — це оператор

(2.1) з теореми 2.1.

На пiдставi твердження 1.8 отримаємо такi рiвностi просторiв разом з

еквiвалентнiстю норм у них:

[
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ

= Hϕ(Ω), (2.8)[
H(l0−2q)(Ω), H(l1−2q)(Ω)

]
ψ

= Hϕ%−2q

(Ω); (2.9)[
H(l0−mj−1/2)(Γ), H(l1−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

=

= Hϕ%−mj−1/2

(Γ), де j ∈ {1, . . . , q}.
(2.10)

Пояснимо останнi двi рiвностi. Формулу (2.9) дiстали, поклавши

α := ϕ%−2q, s0 := l0 − 2q, s1 := l1 − 2q

у твердженнi 1.8. Аналогiчно, формулу (2.10) отримали, поклавши в цьому

ж твердженнi

α := ϕ%−mj−1/2, s0 := l0 −mj − 1/2, s1 := l1 −mj − 1/2.

На пiдставi рiвностей (2.9) та (2.10) отримаємо згiдно з твердженням 1.11

таку рiвнiсть: [
H(l0−2q)(Ω,Γ),H(l1−2q)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
H(l0−2q)(Ω), H(l1−2q)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
q⊕
j=1

[
H(l0−mj−1/2)(Γ), H(l1−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

= Hϕ%−2q

(Ω,Γ).

(2.11)

З рiвностей (2.8) i (2.11) випливає, що обмежений i нетерiв оператор (2.7)

дiє в парi просторiв (2.1). Оскiльки цей оператор є продовженням за непе-

рервнiстю вiдображення (1.24), то вiн є оператором (2.1). На пiдставi твер-

дження 1.10 ядро цього оператора та його iндекс збiгаються з спiльним ядром

N i однаковим iндексом dimN − dimN? обох операторiв (2.5). Окрiм того,
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область значень значень оператора (2.1) дорiвнює

(A,B)
(
Hϕ(Ω)

)
= Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ∩ (A,B)
(
H(l0)(Ω)

)
=

=
{

(f, g) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ) : вiрно (2.2)
}
.

(2.12)

Тут використали рiвнiсть (2.6) та вкладення

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ↪→ H(l0−2q)(Ω,Γ),

яке випливає з властивостi (1.5). Отже, доведено всi властивостi оператора

(2.1), сформульованi в теоремi 2.1.

Теорему 2.1 доведено.

Зауважимо, що умову σ0(ϕ) > m+ 1/2 у теоремi 2.1 не можна вiдкинути

чи послабити. Зокрема, якщо ϕ(t) ≡ ts для деяких дiйсного s ≤ mj + 1/2

i цiлого j ∈ {1, . . . , q}, то вiдображення u 7→ Bju, де u ∈ C∞(Ω), не можна

продовжити до неперервного лiнiйного оператора, що дiє з простору Соболєва

H(s)(Ω) у лiнiйний топологiчний простiр D′(Γ) усiх розподiлiв на Γ (див.,

наприклад, [165], зауваження 3.5).

Для соболєвських просторiв теорема 2.1 є результатом робiт С. Агмона,

А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1] (розд. 5), Ф. Е. Браудера [121], М.Шехтера [103],

Ж. Петре [176] та iнших. Зауважимо, що у випадку m ≥ 2q, мабуть, уперше

Б. Р. Вайнберг i В. В. Грушин [15] (§ 4, формула (76)) звернули увагу на

те, що в описi (2.2) областi значень оператора (A,B) треба використовувати

вираз вигляду
m−2q+1∑
j=1

(Dj−1
ν f, wj)Γ.

Для просторiв Хермандера теорему 2.1 довели В. А. Михайлець i

О. О. Мурач [57] (п. 4) у випадку, коли функцiя ϕ правильно змiнна на

нескiнченностi i m ≤ 2q − 1 (див. також їх монографiї [64, 165], п. 4.1.1).

Згодом А. В. Аноп [4] (теорема 1) довела цю теорему для усiх ϕ ∈ RO з
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σ0(ϕ) > m+1/2, але за припущенняm ≤ 2q−1; див. також роботи А. В. Аноп

i О. О. Мурача [3, 5, 6], де розглянуто рiзнi класи елiптичних крайових задач

з m ≤ 2q−1 i припускається, що принаймнi σ0(ϕ) > 2q−1/2. Проте в [4] (те-

орема 1), як i в iнших щойно згаданих роботах, не використовували простiр

N? для опису областi значень оператора (2.1). Такий опис мiститься у статтi

I. С. Чепурухiної [100] (теорема 1) i стосується того ж самого випадку, коли

m ≤ 2q − 1 i σ0(ϕ) > 2q − 1/2 (див. також її попередню роботу [98], де роз-

глянуто правильно змiннi функцiї ϕ). Зауважимо, що iснує досить широкий

клас елiптичних з параметром крайових задач [109] (§ 3), для яких оператор

(2.1) є iзоморфiзмом [110] i для їх розв’язкiв виконується двобiчна апрiор-

на оцiнка зi сталими, незалежними вiд параметра (див. також [60] (п. 7) i

[64, 165] (п. 4.1.4), де розглянуто правильно змiннi функцiї ϕ з σ0(ϕ) > 2q).

У роботi [110] iзоморфiзм та оцiнку доведено без обмежень на m i за умови

σ0(ϕ) > max{0,m+ 1/2}.

Отже, теорема 2.1 є новим результатом у випадку m ≥ 2q (крайовi умови

вищих порядкiв). Окрiм того, її висновок про опис областi значень оператора

(2.1) є новим результатом i у випадку m ≤ 2q − 1, якщо m + 1/2 < σ0(ϕ) ≤

2q − 1/2.

2.2. Iзоморфiзми, породженi задачею

Якщо N = {0} i N? = {0}, то оператор (2.1) здiйснює iзоморфiзм мiж про-

сторами Hϕ(Ω) i Hϕ%−2q

(Ω,Γ). Це негайно випливає з теореми 2.1 i теореми

Банаха про обернений оператор. У загальнiй ситуацiї оператор (2.1) поро-

джує iзоморфiзм мiж деякими їх пiдпросторами скiнченної ковимiрностi. Цi

пiдпростори i проектори на них зручно будувати у такий спосiб.
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Розглянемо розклад простору Hϕ(Ω), де σ0(ϕ) > 0, у пряму суму пiдпро-

сторiв

Hϕ(Ω) = N u
{
u ∈ Hϕ(Ω) : (u,w)Ω = 0 для всiх w ∈ N

}
(2.13)

(як звичайно, знак u служить для позначення прямої суми пiдпросторiв).

Ця рiвнiсть правильна, оскiльки вона є звуженням розкладу простору L2(Ω)

в ортогональну суму пiдпростору N i його доповнення. Стосовно розкладу

простору Hϕ%−2q

(Ω,Γ) скористаємося таким результатом.

Лема 2.1. Iснує скiнченновимiрний простiр G ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q та-

кий, що для кожного ϕ ∈ RO з σ0(ϕ) > m+1/2 правильний розклад простору

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) у пряму суму пiдпросторiв

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) = Gu
{

(f, g) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ) : виконується (2.2)
}

; (2.14)

при цьому dimG = dimN?.

Доведення. Якщо m ≤ 2q − 1, то рiвнiсть (2.14) отримуємо, поклавши

G := N?. Справдi, згiдно з теоремою 2.1 пiдпростори G i

{
(f, g) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ) : виконується (2.2)
}

мають тривiальний перетин i скiнченна вимiрнiсть першого з них дорiвнює

ковимiрностi другого, що тягне за собою рiвнiсть (2.14) для G = N?.

Розглянемо тепер випадок, коли m ≥ 2q (тодi r = m+ 1). Скористаємося

обмеженим нетеровим оператором (2.3) для s := m. Згiдно з [146] (теоре-

ма 4.1.4) вимiрнiсть коядра цього оператора дорiвнює dimN?. Лiнiйний мно-

говид C∞(Ω)× (C∞(Γ))q щiльний у просторi Hm−2q,(r−2q)(Ω,Γ). Тому на пiд-

ставi [21] (лема 2.1) iснує скiнченновимiрний простiр G ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q

такий, що

Hm−2q,(r−2q)(Ω,Γ) = Gu (A,B)(Hm,(r)(Ω)). (2.15)
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Звiдси випливає, що dimG = dimN?.

Нехай ϕ ∈ RO, σ0(ϕ) > m+ 1/2, а число s задовольняє умову m+ 1/2 <

s < σ0(ϕ). Тодi виконуються неперервнi вкладення

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ↪→ H(s−2q)(Ω,Γ) = Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ↪→ Hm−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

на пiдставi (1.5) i того, що простори Hs−2q,(r−2q)(Ω) i H(s−2q)(Ω) рiвнi з точнi-

стю до еквiвалентностi норм при s − 2q > r − 2q − 1/2, як це зазначалося у

доведеннi теореми 2.1. Окрiм того, G ⊂ Hϕ%−2q

(Ω,Γ). Тому з рiвностi (2.15)

випливає формула

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) = Gu
(
(A,B)(Hm,(r)(Ω)) ∩Hϕ%−2q

(Ω,Γ)
)
. (2.16)

Згiдно з [146] (теорема 4.1.4) область значень (A,B)(Hm,(r)(Ω)) оператора

(2.3), де s = m, складається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hm−2q,(r−2q)(Ω,Γ),

якi задовольняють умову (2.2). Тому другий доданок у сумi (2.16) склада-

ється з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ), якi задовольняють (2.2).

Отже, (2.16) перетворюється на рiвнiсть (2.14). У нiй, згiдно з нашими мiр-

куваннями, простiр G не залежить вiд ϕ.

Лему 2.1 доведено.

Позначимо через P i Q косi проектори вiдповiдно просторiв Hϕ(Ω) i

Hϕ%−2q

(Ω,Γ) на другi доданки в сумах (2.13) i (2.14) паралельно першим до-

данкам. Звiсно, цi проектори не залежать вiд ϕ.

Теорема 2.2. Нехай ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m + 1/2. Тодi звуження вiдобра-

ження (2.1) на пiдпростiр P (Hϕ(Ω)) є iзоморфiзмом

(A,B) : P (Hϕ(Ω))↔ Q(Hϕ%−2q

(Ω,Γ)). (2.17)

Доведення. Згiдно з теоремою 2.1, N — ядро, а Q(Hϕ%−2q

(Ω,Γ)) —

область значень оператора (2.1). Тому звуження вiдображення (2.1) на про-



70

стiр P (Hϕ(Ω)) є обмеженим лiнiйним бiєктивним оператором. Отже, вiн є

iзоморфiзмом (2.17) за теоремою Банаха про обернений оператор.

Теорему 2.2 доведено.

Iсторичнi коментарi до цiєї теореми такi самi, як i до теореми 2.1. За-

уважимо лише, що А. В. Аноп [4] (теорема 2) довела версiю цiєї теореми у

випадку m ≤ 2q − 1, при цьому простiр N? не був використаний.

2.3. Локальна апрiорна оцiнка розв’язкiв

Дослiдимо властивостi узагальнених розв’язкiв елiптичної крайової задачi

(1.22), (1.23) у просторах Хермандера. Нагадаємо означення цих розв’язкiв.

Покладемо

Hm+1/2+(Ω) :=
⋃

α∈RO:
σ0(α)>m+1/2

Hα(Ω) =
⋃

s>m+1/2

H(s)(Ω);

тут остання рiвнiсть правильна з огляду на властивiсть (1.5). Функцiю u ∈

Hm+1/2+(Ω) називаємо (сильним) узагальненим розв’язком крайової задачi

(1.22), (1.23) з правою частиною (f, g) ∈ D′(Ω) × (D′(Γ))q, якщо (A,B)u =

(f, g), де (A,B) — обмежений оператор (2.1). Тут, як звичайно, D′(Ω) i D′(Γ)

позначають топологiчнi простори усiх розподiлiв на Ω i Γ вiдповiдно.

Теорема 2.3. Нехай параметри ϕ ∈ RO i λ ∈ R задовольняють нерiвно-

стi σ0(ϕ) > m+ 1/2 i 0 < λ < σ0(ϕ)−m+ 1/2, а функцiї χ, η ∈ C∞(Ω) задо-

вольняють умову η = 1 в околi suppχ. Тодi iснує число c = c(ϕ, λ, χ, η) > 0

таке, що для довiльної функцiї u ∈ Hϕ(Ω) виконується оцiнка

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c
(
‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖ηu‖Hϕ%−λ(Ω)

)
. (2.18)

Тут c не залежить вiд u.
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Зауваження 2.1. У випадку, коли χ = η = 1, нерiвнiсть (2.18) є глобаль-

ною апрiорною оцiнкою узагальненого розв’язку u елiптичної крайової задачi

(1.22), (1.23). У цьому випадку умову λ < σ0(ϕ)−m+ 1/2 можна прибрати.

Взагалi, нерiвнiсть (2.18) є локальною апрiорною оцiнкою розв’язку u. Справ-

дi, для кожної непорожньої вiдкритої (у топологiї Ω) пiдмножини множини

Ω, можна вибрати функцiї χ, η так, щоб вони задовольняли умову теореми 2.3

i їх носiї лежали в цiй пiдмножинi. Якщо 0 < λ ≤ 1, то у нерiвностi (2.18)

можна узяти χ(A,B)u замiсть η(A,B)u.

Доведення. У випадку, коли χ = η = 1, ця теорема є наслiдком скiнчен-

новимiрностi ядра i замкненостi областi значень оператора (2.1), доведених у

теоремi 2.1, та компактностi вкладення Hϕ(Ω) ↪→ Hϕ%−λ(Ω) (твердження 1.4).

Це стверджує лема Петре [176] (лема 3). У цьому випадку λ — довiльне до-

датне число. Таким чином, iснує число c̃ = c̃(ϕ, λ) > 0 таке, що для довiльної

функцiї v ∈ Hϕ(Ω) виконується глобальна апрiорна оцiнка

‖v‖Hϕ(Ω) ≤ c̃
(
‖(A,B)v‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖v‖Hϕ%−λ(Ω)

)
. (2.19)

Виведемо з цiєї оцiнки теорему 2.3 для λ = 1. Зауважимо спочатку, що

нерiвнiсть λ < σ0(ϕ)−m+1/2, вказана в умовi цiєї теореми, виконується для

λ = 1. Довiльно виберемо функцiю u ∈ Hϕ(Ω). Нехай функцiї χ, η ∈ C∞(Ω)

такi як в умовi теореми 2.3. Узявши v := χu ∈ Hϕ(Ω) i λ := 1 в оцiнцi (2.19),

запишемо

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c̃
(
‖(A,B)(χu)‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖χu‖Hϕ%−1(Ω)

)
. (2.20)

Переставивши оператор множення на функцiю χ з диференцiальними опера-

торами A i B1, . . . , Bq, отримаємо рiвнiсть

(A,B)(χu) = (A,B)(χηu) = χ(A,B)(ηu)+

+(A′, B′)(ηu) = χ(A,B)u+ (A′, B′)(ηu).
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Тут A′ — деякий лiнiйний диференцiальний оператор на Ω порядку

ordA′ ≤ 2q − 1, а B′ := (B′1, . . . , B
′
q) — набiр деяких крайових лiнiй-

них диференцiальних операторiв на Γ, порядки яких задовольняють умову

ordB′j ≤ mj − 1 для кожного j ∈ {1, . . . , q}. При цьому всi коефiцiєнти опе-

раторiв A′ i B′j належать до C∞(Ω) i C∞(Γ) вiдповiдно. Таким чином,

(A,B)(χu) = χ(A,B)u+ (A′, B′)(ηu). (2.21)

Згiдно з твердженням 1.12 виконується нерiвнiсть

‖(A′, B′)(ηu)‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ) ≤ c1‖ηu‖Hϕ%−1(Ω). (2.22)

Тут i далi у доведеннi через c1, . . . , c7 позначено деякi додатнi числа, не за-

лежнi вiд u.

На пiдставi формул (2.20) – (2.22) отримаємо нерiвностi

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c̃
(
‖χ(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ)+

+‖(A′, B′)(ηu)‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ) + ‖χu‖Hϕ%−1(Ω)

)
≤

≤ c̃ ‖χ(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ) + c̃ c1‖ηu‖Hϕ%−1(Ω) + c̃ ‖χu‖Hϕ%−1(Ω).

Тут на пiдставi твердження 1.12 маємо

‖χu‖Hϕ%−1(Ω) = ‖χηu‖Hϕ%−1(Ω) ≤ c2‖ηu‖Hϕ%−1(Ω).

Отже,

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c3

(
‖χ(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖ηu‖Hϕ%−1(Ω)). (2.23)

З цiєї нерiвностi випливає потрiбна оцiнка (2.18), оскiльки

‖χ(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ) = ‖χη(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ≤

≤ c4‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ)

на пiдставi твердження 1.12. Теорему 2.3 доведено у випадку, коли λ = 1.

Звiсно, її висновок правильний i якщо 0 < λ < 1.



73

Доведемо тепер цю теорему у випадку, коли

1 < λ < σ0(ϕ)−m+ 1/2. (2.24)

Для кожного дiйсного числа l ≥ 1 позначимо через Pl висновок теореми 2.3

у випадку, коли λ = l. А саме, Pl позначає таке твердження: для довiльних

функцiй ϕ ∈ RO i χ, η ∈ C∞(Ω), якi задовольняють умови σ0(ϕ) > m + 1/2,

l < σ0(ϕ) −m + 1/2 i η = 1 в околi suppχ, iснує число c = c(ϕ, l, χ, η) > 0

таке, що для довiльної функцiї u ∈ Hϕ(Ω) виконується нерiвнiсть (2.18) з

λ = l. Iстиннiсть твердження P1 доведена вище. Довiльно виберемо дiйснi

числа l ≥ 1 i δ ∈ (0, 1]. Доведемо, що Pl ⇒ Pl+δ.

Припустимо, що твердження Pl iстинне. Нехай функцiї ϕ ∈ RO та

χ, η ∈ C∞(Ω) задовольняють умови σ0(ϕ) > m+ 1/2, l+ δ < σ0(ϕ)−m+ 1/2

i η = 1 в околi suppχ. Тодi знайдеться функцiя η1 ∈ C∞(Ω) така, що η1 = 1

в околi suppχ i η = 1 в околi supp η1. За припущенням, iснує число c5 > 0

таке, що для довiльної функцiї u ∈ Hϕ(Ω) виконується оцiнка

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c5

(
‖η1(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖η1u‖Hϕ%−l(Ω)

)
. (2.25)

Оскiльки σ0(ϕ%
−l−δ+1) > m+1/2, то на пiдставi твердження P1 маємо оцiнку

‖η1u‖Hϕ%−l(Ω) ≤ ‖η1u‖Hϕ%−l−δ+1(Ω) ≤

≤ c6

(
‖η(A,B)u‖Hϕ%−l−δ+1−2q

(Ω,Γ) + ‖ηu‖Hϕ%−l−δ (Ω)

)
.

(2.26)

Окрiм того,

‖η1(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ) = ‖η1η(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ≤

≤ c7‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ).

(2.27)

На пiдставi оцiнок (2.25) – (2.27) запишемо

‖χu‖Hϕ(Ω) ≤ c5c7‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q
(Ω,Γ)+

+c5c6

(
‖η(A,B)u‖Hϕ%−2q

(Ω,Γ) + ‖ηu‖Hϕ%−l−δ (Ω)

)
,
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тобто отримали нерiвнiсть (2.18) з λ = l+ δ. Iмплiкацiю Pl ⇒ Pl+δ обґрунто-

вано.

Тепер можемо довести теорему 2.3 у випадку (2.24). За доведеним, пра-

вильний ланцюжок iмплiкацiй

P1 ⇒ P2 ⇒ . . .⇒ P[λ] ⇒ Pλ,

де твердження P1 iстинне, а Pλ є висновком теореми 2.3 у дослiджуваному

випадку (як звичайно, [λ] — цiла частина числа λ). Тому цей висновок є

також iстинним.

Теорему 2.3 доведено.

У зауваженнi 2.1 потребують обґрунтування друге i останнє речення. Дру-

ге речення обґрунтоване у першому абзацi доведення цiєї теореми, а останнє

речення є прямим наслiдком оцiнки (2.23).

Для соболєвських просторiв апрiорну оцiнку (2.18) та її версiї доведено у

роботах С. Агмона, А. Дуглiса i Л. Нiренберга [1] (розд. 5), Ф. Е. Браудера

[121], Ж. Петре [176], Л. Хермандера [95] (пп. 10.4 i 10.5), М. Шехтера [103]

та iнших. Зауважимо, що згiдно з вже згаданою лемою Петре [176] (лема 3)

з глобальної апрiорної оцiнки випливає скiнченновимiрнiсть ядра оператора

(2.1) i замкненiсть його областi значень.

Для просторiв Хермандера глобальну апрiорну оцiнку (2.18) (випадок

χ = η = 1) отримали В. А. Михайлець i О. О. Мурач [57, с. 369] (для пра-

вильно змiнних функцiональних параметрiв ϕ) i А. В. Аноп [4] (для функцiо-

нальних параметрiв ϕ класу RO) за умови, що m ≤ 2q − 1.

Отже, теорема 2.3 є новим результатом як для регулярних, так i для не-

регулярних елiптичних крайових задач.
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2.4. Регулярнiсть розв’язкiв

Дослiдимо регулярнiсть узагальнених розв’язкiв елiптичної крайової за-

дачi (1.22), (1.23). Нехай V — вiдкрита множина в Rn, яка має непорожнiй

перетин з областю Ω. Покладемо Ω0 := Ω ∩ V i Γ0 := Γ ∩ V (можливий ви-

падок, коли Γ0 = ∅). Для довiльного параметра α ∈ RO введемо локальнi

аналоги просторiв Hα(Ω) i Hα(Γ).

За означенням, лiнiйний простiр Hα
loc(Ω0,Γ0) cкладається з усiх розподi-

лiв u ∈ D′(Ω) таких, що χu ∈ Hα(Ω) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз

suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Аналогiчно, лiнiйний простiр Hα
loc(Γ0) складається з усiх

розподiлiв h ∈ D′(Γ) таких, що χh ∈ Hα(Γ) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Γ)

iз suppχ ⊂ Γ0.

Теорема 2.4. Нехай функцiя u ∈ Hm+1/2+(Ω) є узагальненим розв’язком

елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23), правi частини якої задовольняють

умову

(f, g) ∈ Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0)×
q∏
j=1

Hϕ%−mj−1/2

loc (Γ0) =: Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0) (2.28)

для деякого функцiонального параметра ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m+1/2.

Тодi розв’язок u ∈ Hϕ
loc(Ω0,Γ0).

Доведення. Спочатку обґрунтуємо цю теорему у випадку, коли Ω0 = Ω

i Γ0 = Γ. У цьому випадку локальнi простори Hϕ
loc(Ω0,Γ0) i Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0)

збiгаються з просторами Hϕ(Ω) i Hϕ%−2q

(Ω,Γ) вiдповiдно. Тому теорема 2.4

стверджує, що регулярнiсть узагальненого розв’язку u пiдвищується глобаль-

но, тобто в усiй областi Ω аж до її межi Γ. За умовою, u ∈ H(s)(Ω) для деякого

дiйсного числа s такого, що m+ 1/2 < s < σ0(ϕ), i

(f, g) = (A,B)u ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ).
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Тому

(f, g) ∈ Hϕ%−2q

(Ω,Γ) ∩ (A,B)(H(s)(Ω)) = (A,B)(Hϕ(Ω));

тут рiвнiсть правильна на пiдставi теореми 2.1. Отже, поряд з умовою

(A,B)u = (f, g) виконується рiвнiсть (A,B)v = (f, g) для деякого v ∈ Hϕ(Ω).

Тому (A,B)(u − v) = 0, що за теоремою 2.1 тягне за собою включення

w := u − v ∈ N ⊂ C∞(Ω). Звiдси u = v + w ∈ Hϕ(Ω). У розглянутому

випадку теорему 2.4 доведено.

Доведемо її в загальному випадку. Довiльно виберемо вiдкриту множину

V1 ⊂ Rn таку, що V1 ⊂ V i Ω∩V1 6= ∅ та покладемо Ω1 := Ω∩V1 i Γ1 := Γ∩V1.

Доведемо, що u ∈ Hϕ
loc(Ω1,Γ1).

Нехай функцiї χ, η ∈ C∞(Ω) такi, що їх носiї лежать в Ω0 ∪ Γ0 i χ = 1 в

околi Ω1 ∪ Γ1 та η = 1 на suppχ. За умовою, u ∈ H(s)(Ω) для деякого s ∈ R

такого, що m+ 1/2 < s < σ0(ϕ), i

(A,B)u = (f, g) ∈ Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0).

Тому

(A,B)(χu) = η(A,B)(χu) = η(f, g)− η(A,B)((1− χ)u).

Використовуючи проектор Q з теореми 2.2, запишемо

(A,B)(χu) = Q(η(f, g)) + F,

де

F := (1−Q)(η(f, g))− η(A,B)((1− χ)u).

Оскiльки Q(η(f, g)) ∈ Q(Hϕ%−2q

(Ω,Γ)), то

F = (A,B)(χu)−Q(η(f, g)) ∈ Q
(
H%s−2q

(Ω,Γ)
)
.

За теоремою 2.2, iснують функцiї u1 ∈ Hϕ(Ω) i u2 ∈ H(s)(Ω) такi, що

(A,B)u1 = Q(η(f, g)) i (A,B)u2 = F . Тодi (A,B)(χu − u1 − u2) = 0, звiд-
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ки

w := χu− u1 − u2 ∈ N ⊂ C∞(Ω)

на пiдставi теореми 2.1. Помiтимо, що F ∈ H%l−2q

loc (Ω1,Γ1) для кожного дiйсно-

го числа l > σ1(ϕ), оскiльки (1−Q)(η(f, g)) ∈ N? i η(A,B)((1− χ)u) = 0 на

Ω1 ∪ Γ1. Тому

u2 ∈ H%l

loc(Ω1,Γ1) ⊂ Hϕ
loc(Ω1,Γ1)

згiдно з вiдомою властивiстю локального пiдвищення регулярностi у просто-

рах Соболєва розв’язкiв елiптичних крайових задач (див., наприклад, [60]

(теорема 5.2) у випадку m ≤ 2q− 1 i [182] (теорема 7.2.1) у випадку m ≥ 2q).

Таким чином,

χu = u1 + u2 + w ∈ Hϕ
loc(Ω1,Γ1).

Отже, ζu = ζχu ∈ Hϕ(Ω) для довiльної функцiї ζ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє

умову supp ζ ⊂ Ω1 ∪ Γ1, тобто u ∈ Hϕ
loc(Ω1,Γ1). Тепер u ∈ Hϕ

loc(Ω0,Γ0) згiдно

iз зробленим вибором множини V1.

Теорему 2.4 доведено.

Якщо Γ0 = ∅ i Ω0 = Ω, то згiдно з теоремою 2.4 регулярнiсть розв’язку u

пiдвищується в околах усiх внутрiшнiх точок замкненої областi Ω.

Для соболєвських просторiв теорему 2.4 та її версiї встановили С. Агмон,

А. Дуглiс i Л. Нiренберг [1] (розд. 5), Ф. Е. Браудер [121], Ж. Петре [176],

М. Шехтер [103] та iншi.

Для просторiв Хермандера теорему 2.4 довели В. А. Михайлець i

О. О. Мурач [57] (п. 5) для правильно змiнних функцiональних параметрiв

ϕ за умови, що m ≤ 2q − 1. У випадку, коли ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > 2q − 1/2,

цю теорему довели А. В. Аноп i О. О. Мурач [6] для регулярних елiптичних

крайових задач i А. В. Аноп [5] (теорема 5) для нерегулярних елiптичних

крайових задач таких, що m ≤ 2q − 1.
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Отже, теорема 2.4 є новим результатом у випадку m ≥ 2q та у випадку,

коли m ≤ 2q − 1 i m + 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q − 1/2. Зокрема, вона є новим

результатом для задачi Дiрiхле, якщо q − 1/2 < σ0(ϕ) ≤ 2q − 1/2.

2.5. Достатнi умови неперервностi узагальнених похi-

дних розв’язкiв

Як застосування просторiв Хермандера встановимо достатнi умови не-

перервностi узагальнених похiдних (заданого порядку) розв’язкiв елiптичної

крайової задачi (1.22), (1.23). Цi умови отримаємо за допомогою теореми 2.4

i твердження 1.5.

Теорема 2.5. Нехай довiльно задане цiле число p ≥ 0. Припустимо,

що функцiя u ∈ Hm+1/2+(Ω) є узагальненим розв’язком елiптичної крайової

задачi (1.22), (1.23), правi частини якої задовольняють умову (2.28) для

деякого функцiонального параметра ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > m+ 1/2 i

∞∫
1

t2p+n−1ϕ−2(t)dt <∞. (2.29)

Тодi u ∈ Cp(Ω0 ∪ Γ0).

Доведення. Довiльно виберемо точку x ∈ Ω0 ∪ Γ0 i функцiю χ ∈ C∞(Ω)

таку, що suppχ ⊂ Ω0∪Γ0 i χ = 1 у деякому околi V (x) точки x. З теореми 2.4,

умови (2.29) i твердження 1.5 випливає включення χu ∈ Hϕ(Ω) ⊂ Cp(Ω). То-

му u ∈ Cp(V (x)). Звiдси, з урахуванням довiльностi вибору точки x, робимо

висновок, що u ∈ Cp(Ω0 ∪ Γ0).

Теорему 2.5 доведено.
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Зауваження 2.2. Умова (2.29) є точною у теоремi 2.5. А саме, нехай

0 ≤ p ∈ Z, ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m+ 1/2; тодi з iмплiкацiї

(
u ∈ Hm+1/2+(Ω) i (A,B)u ∈ Hϕ%−2q

loc (Ω0,Γ0)
)
⇒ u ∈ Cp(Ω0 ∪ Γ0) (2.30)

випливає, що ϕ задовольняє умову (2.29).

Доведення. Нехай 0 ≤ p ∈ Z, ϕ ∈ RO i σ0(ϕ) > m+1/2. Припустимо, що

iмплiкацiя (2.30) iстинна. Нехай V — деяка вiдкрита куля така, що V ⊂ Ω0.

Довiльно виберемо функцiю v ∈ Hϕ(V ). Згiдно з означенням просторуHϕ(V )

виконується рiвнiсть v = u � V для деякого u ∈ Hϕ(Ω). Оскiльки (A,B)u ∈

Hϕ%−2q

(Ω,Γ), то на пiдставi (2.30) маємо включення u ∈ Cp(Ω0 ∪ Γ0). Звiдси

v ∈ Cp(V ). Таким чином, Hϕ(V ) ⊂ Cp(V ), що тягне за собою умову (2.29) на

пiдставi твердження 1.5.

Зауваження 2.2 обґрунтовано.

Теорему 2.5 довели А. В. Аноп i О. О. Мурач [6] (теорема 5) для регуляр-

них елiптичних крайових задач за бiльш сильних умов

u ∈ H2q−1/2+(Ω) :=
⋃

s>2q−1/2

H(s)(Ω)

i σ0(ϕ) > 2q − 1/2. У випадку m ≤ 2q теорема 2.5 мiститься у результатi

А. В. Аноп [5] (теорема 6), де на u i ϕ накладено цi умови.

З теореми 2.5 випливають достатнi умови класичностi узагальненого

розв’язку u елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23). Обговоримо окремо ви-

падки m ≤ 2q − 1 i m ≥ 2q.

Перший випадок був дослiджений А. В. Аноп [4] (теорема 5). Наведемо

його для повноти викладу результатiв i для порiвняння з другим випадком.

Твердження 2.1. Нехай m ≤ 2q − 1. Припустимо, що функцiя u ∈

Hm+1/2+(Ω) є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (1.22),
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(1.23), де

f ∈ Hϕ1%
−2q

loc (Ω,∅) ∩Hϕ2%
−2q

(Ω), (2.31)

gj ∈ Hϕ2%
−mj−1/2

(Γ) при j ∈ {1, . . . , q} (2.32)

для деяких параметрiв ϕ1, ϕ2 ∈ RO, якi задовольняють умови σ0(ϕ1) >

m+ 1/2, σ0(ϕ2) > m+ 1/2 i
∞∫

1

t2q+n−1ϕ−2
1 (t)dt <∞, (2.33)

∞∫
1

t2m+n−1ϕ−2
2 (t)dt <∞. (2.34)

Тодi u — класичний розв’язок, тобто u ∈ C2q(Ω) ∩ Cm(Ω).

Справдi, на пiдставi теореми 2.5, де покладаємо p := 2q, ϕ := ϕ1, Ω0 := Ω

i Γ0 := ∅, та умов (2.31), (2.33) отримаємо включення u ∈ C2q(Ω). Далi, на

пiдставi цiєї ж теореми, де покладаємо p := m, ϕ := ϕ2, Ω0 := Ω i Γ0 := Γ,

та умов (2.31), (2.32), (2.34) маємо включення u ∈ Cm(Ω). Таким чином, u є

класичним розв’язком елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23).

Зауважимо, що для правильно змiнного функцiонального параметра ϕ

твердження 2.1 доведено В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [60] (п. 6) (див.

також їх монографiї [64, 165], п. 4.1.2).

Дослiдимо тепер випадок, коли m ≥ 2q. У цьому випадку узагальнений

розв’язок u ∈ Hm+1/2+(Ω) крайової задачi (1.22), (1.23) називаємо класичним,

якщо

u ∈ C2q(Ω) ∩ Cm(Uε ∪ Γ) для деякого числа ε > 0.

Тут позначено Uε := {x ∈ Ω : dist(x,Γ) < ε}. Це означення природне, бо у

ньому на функцiю u накладено найслабшу умову, за якої лiвi частини дослi-

джуваної задачi обчислюються за допомогою класичних похiдних i є непе-

рервними функцiями на Ω i Γ вiдповiдно.



81

Теорема 2.6. Нехай m ≥ 2q. Припустимо, що функцiя u ∈ Hm+1/2+(Ω)

є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23), де

f ∈ Hϕ1%
−2q

loc (Ω,∅) ∩Hϕ2%
−2q

loc (Uε,Γ), (2.35)

gj ∈ Hϕ2%
−mj−1/2

(Γ) при кожному j ∈ {1, . . . , q} (2.36)

для деякого числа ε > 0 i параметрiв ϕ1, ϕ2 ∈ RO, якi задовольняють умо-

ви σ0(ϕ1) > m + 1/2, σ0(ϕ2) > m + 1/2 i (2.33), (2.34). Тодi розв’язок u

класичний.

Доведення. Включення u ∈ C2q(Ω) є наслiдком умов (2.35) i (2.33) на

пiдставi теореми 2.5, у якiй покладаємо p := 2q, ϕ := ϕ1, Ω0 := Ω i Γ0 := ∅.

Включення u ∈ Cm(Uε ∪Γ) є наслiдком умов (2.35), (2.36) i (2.34) на пiдставi

тiєї ж теореми, у якiй беремо Ω0 := Uε i Γ0 := Γ. Таким чином, розв’язок u

класичний.

Теорему 2.6 доведено.

2.6. Елiптична за Лавруком задача

Цей i наступний пункти присвяченi дослiдженню елiптичних крайових за-

дач з додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах. Їх було введено

Б. Лавруком [45, 46, 47] у 1963 роцi. Вони природно виникають при перехо-

дi вiд загальної (нерегулярної) елiптичної крайової до формально спряженої

задачi вiдносно спецiальної формули Грiна. Клас елiптичних за Лавруком

крайових задач є замкненим вiдносно такого переходу. Важливi приклади

цих задач виникають у теорiї пружностi i гiдродинамiцi [9, 126, 171].

Елiптичнi за Лавруком крайовi задачi дослiджено у соболєвських просто-

рах В. О. Козловим, В. Г. Маз’єю i Й. Россманом [146, розд. 3] в основному

для одного елiптичного рiвняння та I. Я. Ройтберг [77, 181] для елiптичних си-

стем мiшаного порядку (див. також монографiю [183, розд. 2]). Було доведено
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теореми про нетеровiсть обмежених операторiв, що вiдповiдають цим зада-

чам, i породженi ними iзоморфiзми, та теореми про апрiорнi оцiнки розв’язкiв

задач i пiдвищення регулярностi розв’язкiв.

У рiзних класах гiльбертових просторiв Хермандера елiптичнi за Лавру-

ком крайовi задачi дослiджено в статтях О. О. Мурача та I. С. Чепурухiної

[98, 99, 100, 125, 169] та в дисертацiї I. С. Чепурухiної [101]. Втiм, важливий

випадок, коли максимум порядкiв крайових операторiв бiльший за поряд-

кiв елiптичного рiвняння, або рiвний йому, дотепер не вивчали у просторах

Хермандера.

Наведемо постановку елiптичної за Лавруком крайової задачi. Довiльно

виберемо цiлi числа q ≥ 1, κ ≥ 1, m1, . . . ,mq+κ i r1, . . . , rκ. Розглянемо в

областi Ω таку лiнiйну крайову задачу:

Au = f в Ω, (2.37)

Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (2.38)

Тут є невiдомими функцiя u в областi Ω i κ функцiй v1, . . . , vκ на Γ. У цiй

задачi A (як i ранiше) є лiнiйним диференцiальним оператором на Ω парного

порядку 2q ≥ 2, кожне Bj є крайовим лiнiйним диференцiальним оператором

на Γ порядку ordBj ≤ mj, а кожне Cj,k = Cj,k(x,Dτ) є дотичним лiнiйним

диференцiальним оператором на Γ порядку ordCj,k ≤ mj + rk. При цьому,

як звичайно, Bj = 0, якщо mj < 0, i Cj,k = 0, якщо mj + rk < 0. Усi коефi-

цiєнти цих диференцiальних операторiв є нескiнченно гладкими функцiями,

заданими на Ω i Γ вiдповiдно.

Припускаємо, що

m := max{m1, . . . ,mq+κ} = max{ordB1, . . . , ordBq+κ}.
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Окрiм того, робимо природне припущення про те, що

m ≥ −rk для кожного k ∈ {1, . . . ,κ}. (2.39)

(Якщо m+ rk < 0 для деякого k, то усi оператори C1,k,..., Cq+κ,k дорiвнюють

нулю i тому шукана функцiя vk вiдсутня у крайових умовах (2.38).)

Далi припускаємо, що крайова задача (2.37), (2.38) є елiптичною в обла-

стi Ω за Лавруком. Наведемо вiдповiдне означення (див., наприклад, [146],

п. 3.1.2).

Для кожного номера j ∈ {1, . . . ,m+ κ} покладемо

B◦j (x, ξ) :=
∑
|µ|=mj

bj,µ(x)ξµ для довiльних x ∈ Γ, ξ ∈ Cn;

при цьому B◦j (x, ξ) ≡ 0, якщо mj < ordBj. Якщо mj = ordBj, то B◦j (x, ξ) є

головним символом крайового диференцiального оператора Bj(x,D). Окрiм

того, для будь-яких номерiв j ∈ {1, . . . ,m + κ} i k ∈ {1, . . . ,κ} позначи-

мо через C◦j,k(x, τ) головний символ дотичного диференцiального оператора

Cj,k(x,Dτ), якщо ordCj,k = mj + rk. Для кожної точки x ∈ Γ вираз C◦j,k(x, τ)

є однорiдним полiномом порядку mj + rk змiнної τ , де τ— довiльний доти-

чний вектор до межi Γ у точцi x. Якщо ordCj,k < mj + rk, то покладаємо

C◦j,k(x, τ) := 0.

Означення 2.1. Крайову задачу (2.37), (2.38) називають елiптичною в

областi Ω за Лавруком, якщо виконуються такi двi умови:

(i) Диференцiальний оператор A(x,D) є правильно елiптичним в Ω.

(ii) Система крайових умов (2.38) накриває рiвняння (2.37) у кожнiй точцi

x ∈ Γ, тобто для кожного вектора τ 6= 0, дотичного до Γ у точцi x,

крайова задача

A◦(x, τ + ν(x)Dt)θ(t) = 0 при t > 0, (2.40)
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B◦j (x, τ + ν(x)Dt)θ(t)
∣∣
t=0

+

+
κ∑
k=1

C◦j,k(x, τ)λk = 0, j = 1, ..., q + κ,
(2.41)

має лише тривiальний (нульовий) розв’язок. Ця задача розглядається

вiдносно невiдомої функцiї θ ∈ C∞([0,∞)), яка задовольняє умову

θ(t) → 0 при t → ∞, i невiдомих комплексних чисел λ1, . . . , λκ. Тут

A◦(x, τ + ν(x)Dt) i B◦j (x, τ + ν(x)Dt) є диференцiальними операторами

вiдносно Dt := i∂/∂t, якi отримуємо, поклавши ζ := Dt у вiдповiдно

многочленах A◦(x, τ + ζν(x)) i B◦j (x, τ + ζν(x)) змiнної ζ.

Розглянемо деякi приклади елiптичних за Лавруком крайових задач.

Приклад 2.1. Нехай n = 2, q = 1 i κ = 1. Припустимо, що диферен-

цiальний оператор A(x,D) другого порядку є правильно елiптичним в Ω.

Розглянемо крайову задачу, яка складається з диференцiального рiвняння

(2.37) i пари крайових умов

∂pνu+ v = g1 на Γ,

∂p+1
ν u+ ∂Γv = g2 на Γ,

де довiльно вибрано цiле p ≥ 0. Тут ∂ν := ∂/∂ν — похiдна вздовж орта

ν, а ∂Γ — похiдна вздовж кривої Γ у додатному напряму. Цi крайовi умови

набирають вигляду (2.38), де B1 = ∂pν , B2 = ∂p+1
ν i C1,1 = 1, C2,1 = ∂Γ, а

m1 = p, m2 = p + 1 i r1 = −p. У випадку p = 0 цей приклад розглянуто в

[101] (п. 3.2).

Переконаємося, що розглянута крайова задача є елiптичною за Лавруком

в областi Ω. Треба перевiрити лише, що вона задовольняє умову (ii) означе-

ння 2.1. Виберемо довiльно точку x ∈ Γ i вектор τ 6= 0, дотичний до Γ у

цiй точцi. Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.40), який задо-
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вольняє умову θ(t)→ 0 при t→∞, записується у виглядi

θ(t) = c exp(−iζ−(x, τ)t), (2.42)

де c є довiльним комплексним числом, а ζ−(x, τ) є ζ-коренем многочлена

A◦(x, τ + ζν(x)) таким, що Im ζ−(x, τ) < 0. Для розглянутої крайової задачi

умови (2.41) набирають вигляду

θ(p)(0) + λ1 = 0, (2.43)

θ(p+1)(0)∓ i|τ |λ1 = 0. (2.44)

Справдi, оскiльки

Bj(x,D) = ∂p+j−1
ν = (−i)p+j−1Dp+j−1

ν

для кожного номера j ∈ {1, 2}, то в умовi (iii)

B◦j (x, τ + ζν(x)) = (−iζ)p+j−1.

Отже,

B◦j (x, τ + ν(x)Dt)θ(t) = (−iDt)
p+j−1θ(t) = θ(p+j−1)(t). (2.45)

Окрiм того,

C2,1(x,DΓ) = ∂Γ =
±τ1

|τ |
∂

∂x1
+
±τ2

|τ |
∂

∂x2
=
∓i
|τ |

(τ1D1 + τ2D2),

де записуємо τ = (τ1, τ2) i вибираємо верхнiй (вiдповiдно нижнiй) знак, якщо

дотичний вектор τ направлений у бiк додатного (вiд’ємного) обходу кривої Γ.

Тому

C◦2,1(x, τ) =
∓i
|τ |

(τ 2
1 + τ 2

2 ) = ∓i|τ |. (2.46)

З огляду на (2.45) i (2.46) робимо висновок, що крайова умова (2.41) при j = 1

набирає вигляду (2.43), а при j = 2 — вигляду (2.44).
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Пiдставивши (2.42) в умови (2.43) i (2.44), запишемо

(−iζ−(x, τ))pc+ λ1 = 0,

(−iζ−(x, τ))p+1c∓ i|τ |λ1 = 0.

Це — система лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих

c, λ1 ∈ C. Її визначник∣∣∣∣∣∣ (−iζ−(x, τ))p 1

(−iζ−(x, τ))p+1 ∓i|τ |

∣∣∣∣∣∣ = −i(−iζ−(x, τ))p(±|τ | − ζ−(x, τ))

вiдмiнний вiд нуля. Тому ця система має лише тривiальний розв’язок, тобто

умова (ii) означення 2.1 виконується. Отже, розглянута у цьому прикладi

крайова задача є елiптичною за Лавруком в областi Ω.

Приклад 2.2. Нехай n ≥ 2, q = 2 i κ = 2. Припустимо, що диферен-

цiальний оператор A(x,D) четвертого порядку є правильно елiптичним в Ω.

Розглянемо крайову задачу, яка складається з диференцiального рiвняння

(2.37) i таких чотирьох крайових умов на Γ:

∂pνu+ v1 = g1,

∂p+1
ν u+ v2 = g2,

∂p+2
ν u+ ∆Γv1 = g3,

∂p+3
ν u+ ∆Γv2 = g4.

Тут цiле p ≥ 0 вибрано довiльно, а ∆Γ позначає, як звичайно, оператор

Бельтрамi-Лапласа на Γ, при цьому на Γ введено рiманову метрику, iндукова-

ну простором Rn. Цi крайовi умови набирають вигляду (2.38), де Bj = ∂p+j−1
ν

для кожного j ∈ {1, 2, 3, 4}, а C1,1 = 1, C1,2 = 0, C2,1 = 0, C2,2 = 1, C3,1 = ∆Γ,

C3,2 = 0, C4,1 = 0 i C4,2 = ∆Γ. Тут mj = p+ j − 1 для кожного j ∈ {1, 2, 3, 4},

а r1 = −p i r2 = −p − 1. У випадку p = 0 цей приклад розглянуто в [101]

(п. 3.2).
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Додатково припустимо, що для довiльної точки x ∈ Γ i вектора τ 6= 0,

дотичного до Γ у цiй точцi, многочлен A◦(x, τ + ζν(x)) не має кратних ζ-

коренiв. Це припущення виконується, наприклад, якщо A = ∂4
ν + ∆2

Γ на Γ, бо

тодi A◦(x, τ + ζν(x)) = ζ4 + γ2(x, τ). Тут γ(x, τ) позначає головний символ

оператора ∆Γ; цей символ задовольняє умову γ(x, τ) < 0 при τ 6= 0.

Перевiримо, що розглянута крайова задача є елiптичною за Лавруком в

областi Ω. Треба показати лише, що вона задовольняє умову (ii) означен-

ня 2.1. Виберемо довiльно точку x ∈ Γ i вектор τ 6= 0, дотичний до Γ у цiй

точцi. Для цiєї задачi система крайових умов (2.41) набирає вигляду

θ(p)(0) + λ1 = 0,

θ(p+1)(0) + λ2 = 0,

θ(p+2)(0) + γ(x, τ)λ1 = 0,

θ(p+3)(0) + γ(x, τ)λ2 = 0.

Тут θ(t) — загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.37), який за-

довольняє умову θ(t) → 0 при t → ∞, а λ1, λ2 — довiльнi комплекснi числа.

Ця система еквiвалентна такiй:

λ1 = −θ(p)(0),

λ2 = −θ(p+1)(0),

θ(p+2)(0)− γ(x, τ)θ(p)(0) = 0, (2.47)

θ(p+3)(0)− γ(x, τ)θ(p+1)(0) = 0. (2.48)

Згiдно зроблених припущень щодо оператора A розв’язок θ(t) запишемо

у виглядi

θ(t) = c1 exp(−iζ1(x, τ)t) + c2 exp(−iζ2(x, τ)t),

де ζ1(x, τ) i ζ2(x, τ) — рiзнi ζ-коренi многочлена A(0)(x, τ + ζν(x)), якi мають

вiд’ємну уявну частину, а c1 i c2 — довiльнi комплекснi числа. Пiдставивши
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цей розв’язок в умови (2.47) i (2.48), отримаємо систему однорiдних лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь

(ζ1(x, τ))pγ1(x, τ)c1 + (ζ2(x, τ))pγ2(x, τ)c2 = 0,

(ζ1(x, τ))p+1γ1(x, τ)c1 + (ζ2(x, τ))p+1γ2(x, τ)c2 = 0,

вiдносно невiдомих чисел c1 i c2, де позначено

γj(x, τ) := −ζ2
j (x, τ)− γ(x, τ) для кожного j ∈ {1, 2}.

Отже, для розглянутої у цьому прикладi крайової задачi умова (ii) означе-

ння 2.1 рiвносильна тому, що ця система має лише тривiальний розв’язок,

тобто її головний визначник

(ζ1(x, τ))p(ζ2(x, τ))pγ1(x, τ)γ2(x, τ)(ζ2(x, τ)− ζ1(x, τ)) 6= 0.

Оскiльки коренi ζ1(x, τ) i ζ2(x, τ) рiзнi та ненульовi, то остання умова еквiва-

лентна такiй

γ1(x, τ)γ2(x, τ) 6= 0. (2.49)

Покажемо, що ця нерiвнiсть виконується. Для кожного номера j ∈ {1, 2}

запишемо ζj(x, τ) = αj + iβj, де αj ∈ R та βj < 0. Тодi

γj(x, τ) = −(αj + iβj)
2 − γ(x, τ) = β2

j − α2
j − γ(x, τ)− 2iαjβj;

тут, нагадаємо, γ(x, τ) < 0. Таким чином, якщо αj = 0, то γj(x, τ) > 0, а якщо

αj 6= 0, то γj(x, τ) /∈ R. Отже, умова (2.49) виконується i тому розглянута

крайова задача є елiптичною за Лавруком в областi Ω.

Далi припускаємо, що m ≥ 2q, тобто принаймнi один крайовий опера-

тор Bj має порядок ordBj ≥ 2q. Як i ранiше, у цьому випадку покладаємо

r := m+ 1.
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Пов’яжемо iз задачею (2.37), (2.38) лiнiйне вiдображення

Λ : (u, v1, ..., vκ)→

→
(
Au, B1u+

κ∑
k=1

C1,kvk, ..., Bq+κu+
κ∑
k=1

Cq+κ,kvk

)
,

де u ∈ C∞(Ω), v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ).

(2.50)

Ми дослiджуємо властивостi продовження за неперервнiстю цього вiдображе-

ння у пiдходящих парах гiльбертових просторiв Хермандера, якi утворюють

уточнену соболєвську шкалу.

Для опису областi значень цього продовження нам потрiбна така спецi-

альна формула Грiна (див. [146], формула (4.1.10)):

(Au, ω)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν Au,wj)Γ +

q+κ∑
j=1

(
Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk, hj

)
Γ

=

= (u,A+ω)Ω +
r∑

k=1

(
Dk−1
ν u,Kkω +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q+κ∑
j=1

Q+
j,khj

)
Γ

+

+
κ∑
k=1

(
vk,

q+κ∑
j=1

C+
j,khj

)
Γ

,

для довiльних функцiй u, ω ∈ C∞(Ω) i

v1, . . . , vκ, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq+κ ∈ C∞(Γ).

Тут, як звичайно, A+ — диференцiальний оператор, формально спряжений

до A. Окрiм того, усi C+
j,k, R

+
j,k i Q+

j,k є дотичними диференцiальними опера-

торами, формально спряженими вiдповiдно до Cj,k, Rj,k i Qj,k вiдносно (·, ·)Γ.

Нагадаємо, що дотичнi лiнiйнi диференцiальнi оператори Rj,k := Rj,k(x,Dτ) i

Qj,k := Qj,k(x,Dτ) узятi iз зображення крайових диференцiальних операторiв

Dj−1
ν A i Bj у виглядi

Dj−1
ν A(x,D) =

r∑
k=1

Rj,k(x,Dτ)D
k−1
ν , j = 1, . . . , r − 2q,
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Bj(x,D) =
r∑

k=1

Qj,k(x,Dτ)D
k−1
ν , j = 1, . . . , q + κ.

Вiдмiтимо, що ordRj,k ≤ 2q+ j− k i ordQj,k ≤ mj − k+ 1; при цьому, звiсно,

Rj,k = 0 при k ≥ 2q + j + 1 i Qj,k = 0 при k ≥ mj + 2. Нарештi, кожне

Kk := Kk(x,D) — деякий крайовий лiнiйний диференцiальний оператор на

Γ порядку ordKk ≤ 2q − k з коефiцiєнтами класу C∞(Γ); при цьому, якщо

k ≥ 2q + 1, то Kk = 0.

Спецiальна формула Грiна приводить до такої крайової задачi в областi Ω:

A+ω = η в Ω, (2.51)

Kkω +

r−2q∑
j=1

R+
j,kwj +

q+κ∑
j=1

Q+
j,khj = ψk на Γ,

k = 1, ..., r,

(2.52)

q+κ∑
j=1

C+
j,khj = ψr+k на Γ, k = 1, ...,κ. (2.53)

Ця задача мiстить, окрiм невiдомої функцiї ω в областi Ω, ще r − q + κ до-

даткових невiдомих функцiй w1, . . . , wr−2q i h1, . . . , hq+κ на межi Γ. Задачу

(2.51) – (2.53) називають формально спряженою до задачi (2.37), (2.38) вiдно-

сно розглянутої спецiальної формули Грiна. Вiдомо (див. [146], теорема 4.1.1),

що елiптичнiсть за Лавруком задачi (2.37), (2.38) рiвносильна елiптичностi за

Лавруком формально спряженої задачi (2.51) – (2.53).

Приклад 2.3. Запишемо спецiальну формулу Грiна для крайової задачi

∆u = f в Ω,

∂νu+ v = g1, ∂2
νu+ ∂Γv = g2 на Γ,

(2.54)

заданої в крузi

Ω := {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1}.
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Ця задача є елiптичною за Лавруком в Ω, оскiльки вона є окремим випад-

ком елiптичної крайової задачi, розглянутої у прикладi 2.1. Зауважимо, що

∆u = ∂2
νu − ∂νu + ∂2

Γu на Γ; тут ∂ν = −∂/∂% i ∂Γ = ∂/∂ϕ, а (%, ϕ) — поляр-

нi координати. Застосувавши другу класичну формулу Грiна для оператора

Лапласа, отримаємо такi рiвностi:

(∆u, ω)Ω + (∆u,w)Γ + (∂νu+ v, h1)Γ + (∂2
νu+ ∂Γv, h2)Γ =

= (u,∆ω)Ω − (∂νu, ω)Γ + (u, ∂νω)Γ + (∂2
νu− ∂νu+ ∂2

Γu,w)Γ+

+(∂νu+ v, h1)Γ + (∂2
νu+ ∂Γv, h2)Γ =

= (u,∆ω)Ω + (u, ∂νω + ∂2
Γw)Γ + (∂νu,−ω − w + h1)Γ+

+(∂2
νu,w + h2)Γ + (v, h1 − ∂Γh2)Γ

для довiльних функцiй u, ω ∈ C∞(Ω) i v, w, h1, h2 ∈ C∞(Γ). Отже, спецiальна

формула Грiна для крайової задачi (2.54) набирає вигляду

(∆u, ω)Ω + (∆u,w)Γ + (∂νu+ v, h1)Γ + (∂2
νu+ ∂Γv, h2)Γ =

= (u,∆ω)Ω + (u, ∂νω + ∂2
Γw)Γ + (Dνu,−iω − iw + ih1)Γ+

+(D2
νu,−w − h2)Γ + (v, h1 − ∂Γh2)Γ.

Тому крайова задача

∆ω = η в Ω,

∂νω + ∂2
Γw = ψ1, −iω − iw + ih1 = ψ2 на Γ,

−w − h2 = ψ3, h1 − ∂Γh2 = ψ4 на Γ

є формально спряженою до задачi (2.54) вiдносно цiєї формули Грiна. Отри-

мана формально спряжена задача мiстить три додатковi невiдомi функцiї w,

h1 i h2 на Γ.
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2.7. Властивостi елiптичної за Лавруком задачi

Сформулюємо теореми про характер розв’язностi i властивостi розв’язкiв

елiптичної крайової задачi (2.37), (2.38) в уточненiй соболєвськiй шкалi.

Пов’яжемо iз задачею (2.37), (2.38) гiльбертовi простори

Ds,ϕ(Ω,Γ) := Hs,ϕ(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ),

та

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) := Hs−2q,ϕ(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ),

де s ∈ R i ϕ ∈ M. Нагадаємо, щоM — множина всiх вимiрних за Борелем

функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi обмеженi i вiдокремленi вiд нуля на кожному

компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Караматою [143], тобто

ϕ(λt)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для кожного числа λ > 0. Звiсно,M⊂ RO0.

У соболєвському випадку, коли ϕ(·) ≡ 1, будемо пропускати iндекс ϕ в

позначеннях просторiв Ds,ϕ(Ω,Γ) i Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

Позначимо через N лiнiйний простiр усiх розв’язкiв

(u, v1, . . . , vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ

крайової задачi (2.37), (2.38) в однорiдному випадку, коли f = 0 в Ω i кожне

gj = 0 на Γ. Аналогiчно, позначимо через N? лiнiйний простiр усiх розв’язкiв

(ω,w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq+κ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))r−q+κ

формально спряженої крайової задачi (2.51) – (2.53) в однорiдному випадку,

коли η = 0 в Ω i кожне ψk = 0 на Γ. Оскiльки обидвi задачi елiптичнi за

Лавруком в Ω, то простори N i N? скiнченновимiрнi [146] (наслiдок 4.1.1).

На пiдставi твердження 1.12 вiдображення (2.50) продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕ(Ω,Γ)→ Es−2q,ϕ(Ω,Γ). (2.55)
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для довiльних s > m+ 1/2 i ϕ ∈M.

Теорема 2.7. Нехай s > m+1/2 i ϕ ∈M. Тодi оператор (2.55) нетерiв.

Його ядро збiгається з простором N , а область значень складається з усiх

векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) (2.56)

таких, що

(f, ω)Ω +

r−2q∑
j=1

(Dj−1
ν f, wj)Γ +

q+κ∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0

для всiх (ω,w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq+κ) ∈ N?.

(2.57)

Iндекс оператора (2.55) дорiвнює dimN −dimN? й не залежить вiд s та ϕ.

Зауважимо, що в умовi (2.57) функцiї

Dj−1
ν f ∈ H(s−2q−j+1/2)(Γ) ⊂ L2(Γ)

коректно означенi для кожного номера j ∈ {1, . . . , r − 2q} на пiдставi твер-

дження 1.12 (ii) i нерiвностi s > m+ 1/2.

Доведення теореми 2.7. У випадку просторiв Соболєва, коли ϕ(·) ≡ 1

i s > m + 1/2, ця теорема (для загальних елiптичних систем) доведена в

статтях I. Я. Ройтберг [77, 181] та в монографiї Я. А. Ройтберга [183] (теоре-

ма 2.4.1) за виключенням вказаного зв’язку скiнченновимiрного простору N?

з формально спряженою задачею (2.51) – (2.53). За додаткового припущення

s ∈ Z, у повному обсязi теорема 2.7 мiститься у результатi, встановленому

в монографiї В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россмана [146] (наслiдок 4.1.1).

Доведемо, що i для кожного дробового s > m + 1/2 висновок цiєї теореми

правильний у повному обсязi.
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Згiдно з [183] (теорема 2.4.1) вiдображення (2.50) продовжується за непе-

рервнiстю до обмеженого i нетерового оператора

Λ : Hs,(r)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

H(s+rk−1/2)(Γ)→

→ Hs−2q,(r−2q)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ)

(2.58)

для кожного s ∈ R (нагадаємо, що r = m + 1). Тут, як i в доведеннi теоре-

ми 2.1, Hs,(k)(Ω), де s ∈ R i 1 ≤ k ∈ Z, є гiльбертовим простором Соболє-

ва –Ройтберга [182] (п. 2.1). Нагадаємо, що у випадку s > k − 1/2 простори

Hs,(k)(Ω) i Hs(Ω) рiвнi як поповнення лiнiйного многовиду C∞(Ω) за еквiва-

лентними нормами. Тому оператор (2.55), де ϕ(·) ≡ 1, i оператор (2.58) рiвнi

при s > m+ 1/2.

З огляду на формулу (2.58) покладемо

Ds,(r)(Ω,Γ) := Hs,(r)(Ω)⊕
κ⊕
k=1

H(s+rk−1/2)(Γ),

Es−2q,(r−2q)(Ω,Γ) := Hs−2q,(r−2q)(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ).

Згiдно iз згаданим результатом [183] (теорема 2.4.1) ядро оператора (2.58)

дорiвнює N , а область значень складається з усiх векторiв

(f, g) ∈ Es−2q,(r−2q)(Ω,Γ),

якi задовольняють умову (2.57), у котрiй замiсть N? фiгурує деякий скiнчен-

новимiрний простiр, що лежить в

C∞(Ω)× (C∞(Γ))r−q+κ

i не залежить вiд s. Звiдси випливає рiвнiсть

Λ(Ds2,(r)(Ω,Γ)) = Es2−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ∩ Λ(Ds1,(r)(Ω,Γ))
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для довiльних чисел s1, s2 ∈ R таких, що s1 < s2. Зокрема,

Λ(Ds(Ω,Γ)) = Es−2q(Ω,Γ) ∩ Λ(Dm,(r)(Ω,Γ)),

якщо m+ 1/2 < s ∈ R.

На пiдставi [146] (теорема 4.1.4) простiр Λ(Dm,(r)(Ω,Γ)) складається з усiх

векторiв (f, g) ∈ Em−2q,(r−2q)(Ω,Γ), якi задовольняють умову (2.57). Тому для

довiльного дiйсного s > m+1/2 область значень Λ(Ds(Ω,Γ)) оператора (2.55),

де ϕ(·) ≡ 1, є такою як це стверджується у теоремi 2.7. Таким чином, у

соболєвському випадку ця теорема доведена.

Теорему 2.7 для довiльного ϕ ∈ M виведемо тепер iз соболєвського

випадку за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. Нехай

s > m + 1/2 i ϕ ∈ M. Покладемо ε := δ := (s − m − 1/2)/2 > 0. Вiд-

ображення (2.50) продовжується за неперервнiстю до обмежених i нетерових

операторiв

Λ : Ds∓ε(Ω,Γ)→ Es∓ε−2q(Ω,Γ), (2.59)

що дiють у парах соболєвських просторiв. Вони мають спiльне ядро N та

однаковий iндекс, рiвний dimN − dimN?. Окрiм того,

Λ(Ds∓ε(Ω,Γ)) =
{

(f, g) ∈ Es∓ε−2q(Ω,Γ) : виконується (2.57)
}
. (2.60)

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (1.20), у якiй беремо

ε = δ. Застосувавши до (2.59) iнтерполяцiю з параметром ψ та використавши

твердження 1.10, отримаємо нетерiв обмежений оператор

Λ : [Ds−ε(Ω,Γ),Ds+ε(Ω,Γ)]ψ → [Es−ε−2q(Ω,Γ), Es+ε−2q,ϕ(Ω,Γ)]ψ. (2.61)

Оператор (2.61) є звуженням вiдображення (2.59), заданого на Ds−ε(Ω,Γ).

Отже, вiн є продовженням за неперервнiстю вiдображення (2.50).

Опишемо iнтерполяцiйнi простори, в яких дiє оператор (2.61). Згiдно з

твердженнями 1.11 i 1.9 маємо такi рiвностi просторiв разом з еквiвалентнiстю
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норм у них:

[Ds−ε(Ω,Γ),Ds+ε(Ω,Γ)]ψ = [H(s−ε)(Ω), H(s+ε)(Ω)]ψ⊕

⊕
κ⊕
k=1

[H(s+rk−1/2−ε)(Γ), H(s+rk−1/2+ε)(Γ)]ψ =

= Hs,ϕ(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) = Ds,ϕ(Ω,Γ).

Аналогiчно

[Es−2q−ε(Ω,Γ), Es−2q+ε(Ω,Γ)]ψ = Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

Таким чином, обмежений нетерiв оператор (2.61) є оператором (2.55) з тео-

реми 2.7.

Згiдно з твердженням 1.10 ядро оператора (2.55) i його iндекс збiгаються

вiдповiдно зi спiльним ядром N i однаковим iндексом dimN − dimN? опе-

раторiв (2.59). Окрiм того, на пiдставi рiвностi (2.60) робимо висновок, що

область значень оператора (2.55) дорiвнює

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ∩ Λ(Ds−ε(Ω,Γ))

=
{

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) : виконується (2.57)
}
.

Отже, доведено всi властивостi оператора (2.55), зазначенi в теоремi 2.7.

Теорему 2.7 доведено.

Зауважимо, що умову s > m+ 1/2 в теоремi 2.7 не можна вiдкинути або

послабити. Зокрема, якщо s ≤ mj +1/2 i ϕ(·) ≡ 1, то вiдображення u 7→ Bju,

де u ∈ C∞(Ω), не можна продовжити до неперервного лiнiйного оператора,

що дiє з простору Соболєва H(s)(Ω) у лiнiйний топологiчний простiр D′(Γ)

усiх розподiлiв на Γ (див., наприклад, [64], зауваження 3.5).

Якщо N = {0} i N? = {0}, то оператор (2.55) є iзоморфiзмом просто-

ру Ds,ϕ(Ω,Γ) на простiр Es−2q,ϕ(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї цей оператор по-

роджує iзоморфiзм мiж деякими їх (замкненими) пiдпросторами скiнченної

ковимiрностi. Цi пiдпростори i проектори на них будуємо у такий спосiб.
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Розглянемо розклад простору Ds,ϕ(Ω,Γ), де s > m+ 1/2 i ϕ ∈M, у таку

пряму суму його пiдпросторiв:

Ds,ϕ(Ω,Γ) = N u
{

(u, v1, . . . , vκ) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ) :

(u, u◦)Ω +
κ∑
k=1

(vk, v
◦
k)Γ для кожного (u◦, v◦1, . . . , v

◦
κ) ∈ N

}
.

(2.62)

Таке зображення iснує, оскiльки воно є звуженням розкладу простору L2(Ω)⊕

(L2(Γ))κ в ортогональну суму пiдпростору N та його доповнення. Тут

Ds,ϕ(Ω,Γ) ↪→ L2(Ω)⊕ (L2(Γ))κ при s > m+ 1/2 (2.63)

на пiдставi умови (2.39).

Щодо розкладу простору Es−2q,ϕ(Ω,Γ) скористаємося таким результатом.

Лема 2.2. Iснує скiнченновимiрний простiр

G ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ

такий, що для довiльних s > m + 1/2 i ϕ ∈ M є правильним наступний

розклад простору Es−2q,ϕ(Ω,Γ) у пряму суму його пiдпросторiв:

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) = G u
{

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) : виконується (2.57)
}
. (2.64)

При цьому dimG = dimN?.

Доведення леми 2.2. Скористаємося нетеровим обмеженим операто-

ром (2.58) у випадку, коли s = m. Згiдно з [146] (теорема 4.1.4) вимiр-

нiсть коядра цього оператора дорiвнює dimN?. Оскiльки лiнiйний многовид

C∞(Ω) × (C∞(Γ))q+κ щiльний у просторi Em−2q,(r−2q)(Ω,Γ), то згiдно з [21]

(лема 2.1) iснує скiнченновимiрний простiр

G ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ
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такий, що

Em−2q,(r−2q)(Ω,Γ) = G u Λ(Dm,(r)(Ω,Γ)). (2.65)

Звiдси випливає, що dimG = dimN?.

Нехай дiйсне число l задовольняє умовуm+1/2 < l < s. Тодi виконуються

неперервнi вкладення

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ↪→ E l−2q(Ω,Γ) = E l−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ↪→ Em−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

на пiдставi (1.5) i того, що простори H l−2q,(r−2q)(Ω) i H l−2q(Ω) рiвнi з точнiстю

до еквiвалентностi норм при l−2q > r−2q−1/2, як це зазначалося у доведеннi

теореми 2.7. Окрiм того, G ⊂ Es−2q,ϕ(Ω,Γ). Тому з рiвностi (2.65) випливає

формула

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) = G u
(
Λ(Dm,(r)(Ω,Γ)) ∩ Es−2q,ϕ(Ω,Γ)

)
. (2.66)

На пiдставi [146] (теорема 4.1.4) область значень Λ(Dm,(r)(Ω,Γ)) оператора

(2.58), де s = m, складається з усiх векторiв

(f, g) ∈ Em−2q,(r−2q)(Ω,Γ),

якi задовольняють умову (2.57). Тому другий доданок у сумi (2.66) склада-

ється з усiх векторiв (f, g) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ), якi задовольняють (2.57). Таким

чином, формула (2.66) перетворюється на рiвнiсть (2.64), в якiй, згiдно з на-

веденими мiркуваннями, простiр G не залежить вiд s i ϕ.

Лему 2.2 доведено.

Позначимо через P i Q вiдповiдно проектори просторiв Ds,ϕ(Ω,Γ) i

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) на другий доданок у сумах (2.62) i (2.64) паралельно першому

доданку. Цi проектори не залежать (як вiдображення) вiд s i ϕ.

Теорема 2.8. Нехай s > m+ 1/2 i ϕ ∈M. Тодi звуження вiдображення

(2.55) на пiдпростiр P(Ds,ϕ(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P(Ds,ϕ(Ω,Γ))↔ Q(Es−2q,ϕ(Ω,Γ)). (2.67)
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Доведення теореми 2.8. Згiдно з теоремою 2.7 звуження оператора

(2.55) на пiдпростiр P(Ds,ϕ(Ω,Γ)) є неперервним i взаємно однозначним вiд-

ображенням цього пiдпростору на пiдпростiр Q(Es−2q,ϕ(Ω,Γ)). Тому на пiд-

ставi теореми Банаха про обернений оператор це вiдображення є iзоморфi-

змом (2.67).

Теорему 2.8 доведено.

Дослiдимо властивостi узагальнених розв’язкiв елiптичної крайової задачi

(2.37), (2.38). Попередньо дамо означення такого розв’язку. Покладемо

Dm+1/2+(Ω,Γ) :=
⋃

s>m+1/2,
ϕ∈M

Ds,ϕ(Ω,Γ) =
⋃

s>m+1/2

Ds(Ω,Γ);

тут остання рiвнiсть правильна з огляду на властивiсть (1.5). Вектор

(u, v) := (u, v1, . . . , vκ) ∈ Dm+1/2+(Ω,Γ) (2.68)

називаємо (сильним) узагальненим розв’язком крайової задачi (2.37), (2.38)

з правою частиною

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ D′(Ω)×
(
D′(Γ)

)q+κ
,

якщо Λ(u, v) = (f, g), де Λ — оператор (2.55) для деяких s > m+1/2 i ϕ ∈M.

Наведене означення узагальненого розв’язку коректне, оскiльки не залежить

вiд s i ϕ.

Теорема 2.9. Нехай ϕ ∈M, а числа s, λ ∈ R задовольняють нерiвностi

s > m+ 1/2 i 0 < λ < s−m+ 1/2. Нехай також функцiї χ, η ∈ C∞(Ω) задо-

вольняють умову η = 1 в околi suppχ. Тодi iснує число c = c(s, ϕ, λ, χ, η) > 0

таке, що

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c
(
‖ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖η(u, v)‖Ds−λ,ϕ(Ω,Γ)

)
(2.69)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ). Тут c не залежить вiд (u, v).



100

Тут, звiсно,

χ(u, v) := (χu, (χ�Γ)v1, . . . , (χ�Γ)vκ)

i аналогiчно розумiємо вираз ηΛ(u, v).

Зауваження 2.3. Якщо χ = η = 1, то нерiвнiсть (2.69) є глобаль-

ною апрiорною оцiнкою узагальненого розв’язку u елiптичної крайової за-

дачi (2.37), (2.38). У цьому випадку умову λ < s−m+ 1/2 можна прибрати.

Взагалi, нерiвнiсть (2.69) є локальною апрiорною оцiнкою розв’язку u. Якщо

0 < λ ≤ 1, то у нерiвностi (2.69) можна узяти χΛ(u, v) замiсть ηΛ(u, v).

Доведення теореми 2.9. У випадку, коли χ(·) ≡ η(·) ≡ 1 ця теорема є

наслiдком скiнченновимiрностi ядра i замкненостi областi значень оператора

(2.55) з теореми 2.7 та компактностi вкладення Ds,ϕ(Ω) ↪→ Ds−λ,ϕ(Ω) для

довiльного λ > 0. Це стверджує лема Ж. Петре [176] (лема 3). Отже, iснує

число c̃ = c̃(s, ϕ, λ) > 0 таке, що для довiльного вектора (u′, v′) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ)

виконується глобальна апрiорна оцiнка

‖(u′, v′)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c̃
(
‖Λ(u′, v′)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖(u′, v′)‖Ds−λ,ϕ(Ω,Γ)

)
. (2.70)

У цiй оцiнцi число λ > 0 вибране довiльним чином.

Виведемо з цiєї оцiнки теорему 2.9 для λ = 1. Зауважимо спочатку, що

нерiвнiсть λ < s − m + 1/2, вказана в умовi цiєї теореми, виконується для

λ = 1. Довiльно виберемо вектор (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ). Нехай функцiї χ, η ∈

C∞(Ω) такi як в умовi теореми 2.9. Поклавши (u′, v′) := χ(u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ)

та λ := 1 в оцiнцi (2.70), запишемо

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c̃
(
‖Λ(χ(u, v))‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖χ(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ)

)
. (2.71)
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Переставивши оператор множення на функцiю χ з диференцiальним опера-

тором Λ отримаємо рiвнiсть

Λ(χ(u, v)) = Λ(χη(u, v)) = χΛ(η(u, v)) + Λ′(η(u, v)) =

= χΛ(u, v) + Λ′(η(u, v)).

Тут

Λ′(u, v) :=

(
A′u, B′1u+

κ∑
k=1

C ′1,kvk, ..., B
′
q+κu+

κ∑
k=1

C ′q+κ,kvk

)
,

де A′ — деякий лiнiйний диференцiальний оператор на Ω порядку ordA′ ≤

2q − 1, B′j — деякий крайовий лiнiйний диференцiальний оператор на Γ по-

рядку ordB′j ≤ mj−1, а C ′j,k — деякий (дотичний) лiнiйний диференцiальний

оператор на Γ порядку ordC ′j,k ≤ mj + rk − 1. Коефiцiєнти цих операторiв є

нескiнченно гладкими функцiями на Ω i Γ вiдповiдно.

Таким чином,

Λ(χ(u, v)) = χΛ(u, v) + Λ′(η(u, v)). (2.72)

З властивостей порядкiв компонент диференцiального оператора Λ′ негайно

випливає нерiвнiсть

‖Λ′(η(u, v))‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ≤ c1‖η(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ). (2.73)

У цьому доведеннi через c1, . . . , c7 позначено додатнi числа, не залежнi

вiд (u, v).

На пiдставi формул (2.71) – (2.73) отримаємо нерiвностi

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c̃
(
‖χΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ)+

+‖Λ′(η(u, v))‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖χ(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ)

)
≤

≤ c̃ ‖χΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + c̃ c1‖η(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ) + c̃ ‖χ(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ).
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Тут

‖χ(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ) = ‖χη(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ) ≤ c2‖η(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ).

Отже,

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c3

(
‖χΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖η(u, v)‖Ds−1,ϕ(Ω,Γ)

)
. (2.74)

З цiєї нерiвностi випливає оцiнка (2.69) для λ = 1, оскiльки

‖χΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) = ‖χηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ≤ c4‖ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

Теорему 2.9 доведено у випадку, коли λ = 1. Звiсно, її висновок правильний

i якщо 0 < λ < 1.

Доведемо тепер цю теорему у випадку, коли

1 < λ < s−m+ 1/2. (2.75)

Для кожного дiйсного числа l ≥ 1 позначимо через Kl твердження теоре-

ми 2.9 у випадку, коли λ = l i фiксоване ϕ ∈ M. А саме, Kl позначає таке

твердження: для довiльних числа s > m + 1/2 i функцiй χ, η ∈ C∞(Ω), якi

задовольняють умови l < s − m + 1/2 i η = 1 в околi suppχ, iснує число

c = c(s, ϕ, l, χ, η) > 0 таке, що для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ) ви-

конується нерiвнiсть (2.69) з λ = l. Iстиннiсть твердження K1 доведена вище.

Довiльно виберемо дiйснi числа l ≥ 1 i δ ∈ (0, 1]. Доведемо, що Kl ⇒ Kl+δ.

Припустимо, що твердженняKl iстинне. Нехай число s > m+1/2 i функцiї

χ, η ∈ C∞(Ω) задовольняють умови l+ δ < s−m+ 1/2 i η = 1 в околi suppχ.

Тодi знайдеться функцiя η1 ∈ C∞(Ω) така, що η1 = 1 в околi suppχ i η = 1

в околi supp η1. За припущенням, iснує число c5 > 0 таке, що для довiльного

вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ) виконується оцiнка

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c5

(
‖η1Λ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖η1(u, v)‖Ds−l,ϕ(Ω,Γ)

)
. (2.76)
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Оскiльки s− l− δ+ 1 > m+ 1/2, то на пiдставi твердження K1 маємо оцiнку

‖η1(u, v)‖Ds−l,ϕ(Ω,Γ) ≤ ‖η1(u, v)‖Ds−l−δ+1,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ c6

(
‖ηΛ(u, v)‖Es−l−δ+1−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖η(u, v)‖Ds−l−δ,ϕ(Ω,Γ)

)
.

(2.77)

Окрiм того,

‖η1Λ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) = ‖η1ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ c7‖ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ).
(2.78)

На пiдставi оцiнок (2.76) – (2.78) запишемо

‖χ(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤ c5c7‖ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ)+

+c5c6

(
‖ηΛ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖η(u, v)‖Ds−l−δ,ϕ(Ω,Γ)

)
,

тобто отримано нерiвнiсть (2.69) з λ = l + δ. Iмплiкацiя Kl ⇒ Kl+δ обґрунто-

вана.

Тепер можемо довести теорему 2.9 у випадку (2.75). За доведеним, пра-

вильний ланцюжок iмплiкацiй

K1 ⇒ K2 ⇒ . . .⇒ K[λ] ⇒ Kλ,

де твердження K1 iстинне, а Kλ є твердженням теореми 2.9 у дослiджуваному

випадку.

Теорему 2.9 доведено.

У зауваженнi 2.3 потребують обґрунтування друге i останнє речення. Дру-

ге речення обґрунтоване у першому абзацi доведення цiєї теореми, а останнє

речення є прямим наслiдком оцiнки (2.74).

Для соболєвських просторiв теореми 2.7 – 2.9 є наслiдками результатiв Бу-

те де Монвеля [118], Г. I. Ескiна [106] (§ 23), Ш. Ремпеля i Б.-В. Шульце [76]

(розд. 4), Г. Грубб [135, 136], якi стосуються властивостей загальних елiпти-

чних псевдодиференцiальних крайових задач. Цi теореми також мiстяться у
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результатах, встановлених в монографiї В. О. Козлова, В. Г. Маз’ї i Й. Россма-

на [146] (п. 4.1), статтях I. Я. Ройтберг [77, 181] i монографiї А. Я. Ройтберга

[183] (п. 2.4), де елiптичнi за Лавруком крайовi задачi дослiджено у двобiчних

шкалах соболєвських просторiв, модифiкованих за А. Я. Ройтбергом.

Для просторiв Хермандера версiї теорем 2.7 i 2.8, а також 2.9 (глобальна

апрiорна оцiнка) довела I. С. Чепурухiна [98, 100, 101] у випадку m ≤ 2q − 1.

У розглянутому випадку m ≥ 2q цi теореми є новими результатами для про-

сторiв Хермандера.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’яз-

кiв загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi

(1.22), (1.23) у просторах Хермандера Hϕ(Ω) з показником регулярностi

ϕ ∈ RO. Останнiй задовольняє природну умову σ0(ϕ) > m+ 1/2, де m — ма-

ксимум порядкiв крайових умов (1.23), який може бути бiльшим за порядок

елiптичного рiвняння (1.22), або рiвним йому. У просторах Хермандера до-

слiджено також характер розв’язностi елiптичної за Лавруком задачi (2.37),

(2.38), яка мiстить додатковi невiдомi функцiї у крайових умовах вищих по-

рядкiв.

Отримано такi результати:

1. Доведено, що загальнiй елiптичнiй крайовiй задачi (1.22), (1.23) вiд-

повiдають нетеровi обмеженi оператори у парах гiльберових просторiв

Хермандера (теорема 2.1).

2. Доведено, що дослiджувана задача породжує iзоморфiзми мiж вiдпо-

вiдними пiдпросторами просторiв Хермандера (теорема 2.2).



105

3. Для узагальнених розв’язкiв цiєї задачi встановлено локальну апрiорну

оцiнку у просторах Хермандера (теорема 2.3).

4. Доведено теорему про локальну регулярнiсть узагальнених розв’язкiв

дослiджуваної задачi у просторах Хермандера (теорема 2.4).

5. Для розв’язкiв дослiджуваної задачi отримано нову достатню умову

неперервностi їх узагальнених частинних похiдних довiльно вибраного

порядку (теорема 2.5) та отримано нову достатню умову класичностi

узагальнених розв’язкiв задачi (теорема 2.6).

6. Доведено, що елiптичнiй за Лавруком задачi (2.37), (2.38) з крайовими

умовами вищих порядкiв вiдповiдають нетеровi обмеженi оператори у

парах просторiв Хермандера з правильно змiнними показниками регу-

лярностi (теорема 2.7).

7. Доведено, що ця задача породжує iзоморфiзми мiж вiдповiдними пiд-

просторами вказаних просторiв Хермандера (теорема 2.8).

8. Для узагальнених розв’язкiв задачi (2.37), (2.38) встановлено локальну

апрiорну оцiнку у просторах Хермандера (теорема 2.9).

Результати, вказанi у пп. 3, 4 i 5 (теорема 2.5), є новими i для регулярних

елiптичних крайових задач.

Результати другого роздiлу опублiковано в статтях [34, 35, 111] та висвi-

тлено в тезах конференцiй [37, 112, 145].
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РОЗДIЛ 3

ЕЛIПТИЧНI КРАЙОВI ЗАДАЧI У МОДИФIКОВАНИХ

ПРОСТОРАХ ХЕРМАНДЕРА

У випадку, коли σ0(ϕ) ≤ m+1/2, теореми про розв’язнiсть загальних елi-

птичних крайових задач, доведенi в другому роздiлi, не є правильними [57]

(зауваження 4.3). Зокрема, якщо ϕ(t) ≡ ts для деякого дiйсного s ≤ m+ 1/2,

то вiдображення u 7→ Bu, де u ∈ C∞(Ω), не можна продовжити до непе-

рервного лiнiйного оператора, який дiє з простору H(s)(Ω) в простiр (D′(Γ))q

(див., наприклад, [64], зауваження 3.5).

Для того, щоб отримати обмежений оператор (A,B) за умови σ0(ϕ) ≤

m+ 1/2 треба замiсть Hϕ(Ω) брати iнший (модифiкований на основi Hϕ(Ω))

простiр як область визначення цього оператора. Вiдомо два принципово рi-

зних способи побудови такої областi визначення, запропонованi Я. А. Ройт-

бергом [78, 79] i Ж.-Л. Лiонсом, Е. Мадженесом [49, 53, 148, 149, 150, 151] для

соболєвських просторiв. Пiдхiд Я. А. Ройтберга приводить до загальної теоре-

ми про розв’язнiсть елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23), але виводить за

межi класу узагальнених функцiй. У загальних теоремах область визначення

оператора (A,B) не залежить вiд коефiцiєнтiв елiптичного оператора A. На-

приклад, теорема 2.1 про нетеровiсть елiптичної крайової задачi є загальною.

Пiдхiд Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса приводить до iндивiдуальних теорем

про розв’язнiсть елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23). В iндивiдуальних

теоремах область визначення оператора (A,B) залежить вiд коефiцiєнтiв ди-

ференцiального оператора A. Недавно В. А. Михайлець i О. О. Мурач [61,

64, 65, 165] перенесли цi пiдходи на простори Хермандера Hs,ϕ(Ω), де s ∈ R

i ϕ ∈M, стосовно регулярних елiптичних крайових задач.
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У цьому роздiлi дисертацiї реалiзуємо пiдходи Ройтберга та Лiонса –

Мадженеса для загальних (взагалi кажучи, нерегулярних) елiптичних крайо-

вих задач, дослiджуваних у просторах Хермандера. При цьому пiдхiд Ройт-

берга розробимо для бiльш широкого класу просторiв Хермандера Hs,ϕ(Ω),

де s ∈ R i ϕ ∈ RO0.

3.1. Модифiкованi за Ройтбергом простори Хермандера

Нехай s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Для кожного натурального числа k означимо

гiльбертiв простiр Hs,ϕ,(k)(Ω), який є модифiкацiєю за Ройтбергом простору

Hs,ϕ(Ω). У соболєвському випадку ϕ(·) ≡ 1 цю модифiкацiю увiв i дослi-

див Я. А. Ройтберг [78, 79] (див. його монографiю [182], п. 2.1), а у випадку

ϕ ∈ M — В. A. Михайлець i О. О. Мурач [61] (див. також їх монографiї [64,

165], п. 4.2.2).

Попередньо потрiбно означити простiр Hs,ϕ,(0)(Ω). Якщо s ≥ 0, то покла-

демо Hs,ϕ,(0)(Ω) := Hs,ϕ(Ω). Якщо s < 0, то простiр Hs,ϕ,(0)(Ω) є, за означен-

ням, поповненням лiнiйного многовиду C∞(Ω) за гiльбертовою нормою

‖u‖Hs,ϕ,(0)(Ω) := sup

{
|(u, v)Ω|
‖v‖H−s,1/ϕ(Ω)

: v ∈ H−s,1/ϕ(Ω), v 6= 0

}
.

В результатi для кожного s < 0 отримали оснащення гiльбертового простору

L2(Ω) позитивним простором Хермандера H−s,1/ϕ,(0)(Ω) = H−s,1/ϕ(Ω) i нега-

тивним простором Хермандера Hs,ϕ,(0)(Ω). Поняття гiльбертового оснащення

та пов’язанi з ним поняття викладенi, наприклад, в монографiї Ю. М. Бере-

занського [12] (розд. I, §§ 1 i 3), який ввiв i дослiдив оснащення соболєвськи-

ми просторами. В. A. Михайлець i О. О. Мурач [54, 59] дослiдили оснащення

зазначеними просторами Хермандера у випадку ϕ ∈M (див. також їх моно-

графiї [64, 165], п. 3.2.3).
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Для кожного s ∈ R, гiльбертовi простори Hs,ϕ,(0)(Ω) i H−s,1/ϕ,(0)(Ω) вза-

ємно дуальнi вiдносно розширення за неперервнiстю скалярного добутку в

L2(Ω) (якщо s = 0, то дуальнiсть справджується з точнiстю до еквiвален-

тностi норм). У випадку s 6= 0 це стверджує загальна теорiя гiльбертових

оснащень [12, с. 47], а у випадку s = 0 це доводиться цiлком аналогiчно до

теореми 3.9(iii) з монографiї [165]. При цьому вираз (u, v)Ω коректно означено

за замиканням для довiльних u ∈ Hs,ϕ,(0)(Ω) i v ∈ H−s,1/ϕ(Ω).

Негативний простiр Hs,ϕ,(0)(Ω), де s < 0, допускає явний опис. Розгля-

немо вiдображення u 7→ Ou, де u ∈ C∞(Ω) i (Ou)(x) := u(x) для x ∈ Ω i

(Ou)(x) := 0 для x ∈ Rn \ Ω. Якщо s < 0, то це вiдображення продовжує-

ться єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму O мiж гiльбертовим

простором Hs,ϕ,(0)(Ω) i пiдпростором{
v ∈ Hs,ϕ(Rn) : supp v ⊆ Ω

}
простору Hs,ϕ(Rn). Цей факт є окремим випадком результату Л. Р. Волєвича

i Б. П. Панеяха [20] (роздiл 3.4).

Нехай тепер k ∈ N. Дамо означення гiльбертового простору Hs,ϕ,(k)(Ω).

Покладемо

Ek := {j − 1/2 : j ∈ Z, 1 ≤ j ≤ k}.

Якщо s ∈ R \Ek, то, за означенням, простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) є поповненням лiнiй-

ного многовиду C∞(Ω) за гiльбертовою нормою

‖u‖Hs,ϕ,(k)(Ω) :=

(
‖u‖2

Hs,ϕ,(0)(Ω) +
k∑
j=1

‖(Dj−1
ν u)�Γ‖2

Hs−j+1/2,ϕ(Γ)

)1/2

.

Якщо s ∈ Ek, то гiльбертiв простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) означаємо за допомогою iнтер-

поляцiї зi степеневим параметром ϕ(t) ≡ t1/2 пари гiльбертових просторiв у

такий спосiб:

Hs,ϕ,(k)(Ω) :=
[
Hs−1/2,ϕ,(k)(Ω), Hs+1/2,ϕ,(k)(Ω)

]
t1/2
. (3.1)
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У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1, простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) увiв i дослi-

див Я. А. Ройтберг [78, 79] (див. також його монографiю [182], розд. 2). Тому

говоримо, що простiрHs,ϕ,(k)(Ω) є модифiкацiєю за Ройтбергом простору Хер-

мандера Hs,ϕ(Ω) або, коротко кажучи, є простором Хермандера –Ройтберга.

Число k називається порядком модифiкацiї. У випадку ϕ(t) ≡ 1 опускаємо iн-

декс ϕ в позначеннях просторiв, введених у цьому пунктi та нижче. Зокрема,

Hs,(k)(Ω) := Hs,1,(k)(Ω) є простором Соболєва –Ройтберга.

У випадку ϕ ∈M простiр Hs,ϕ,(k)(Ω) увели i дослiдили В. A. Михайлець i

О. О. Мурач [61]. Усi властивостi просторуHs,ϕ,(k)(Ω), де ϕ ∈ RO0, використа-

нi у цьому роздiлi, доводяться дослiвним повторенням мiркувань, наведених

у монографiях В. A. Михайлеця i О. О. Мурача [64, 165] (п. 4.2). Це дозволяє

посилатися на вiдповiднi властивостi простору Hs,ϕ,(k)(Ω), де ϕ ∈ M, дове-

денi у цих монографiях. У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1, наведенi

нижче властивостi просторiв Hs,ϕ,(k)(Ω) встановленi Я. А. Ройтбергом (див.

його монографiю [182], п. 2.1). Зауважимо, що В. A. Михайлець i О. О. Мурач

виводять властивостi просторiв Hs,ϕ,(k)(Ω) з результатiв Я. А. Ройтберга за

допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром.

Нехай, як i ранiше, s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Простiр Hs,ϕ,(k)(Ω), де s ∈ R \ Ek,

допускає такий опис [64, 165] (теорема 4.11(i)): лiнiйне вiдображення

Tk : u 7→
(
u, u�Γ, . . . , (Dk−1

ν u)�Γ
)
, де u ∈ C∞(Ω),

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзометричного лiнiйного

оператора

Tk : Hs,ϕ,(k)(Ω)→ Hs,ϕ,(0)(Ω)⊕
k⊕
j=1

Hs−j+1/2,ϕ(Γ) =: Πs,ϕ,(k)(Ω,Γ),

область значень якого складається з усiх векторiв

(u0, u1, . . . , uk) ∈ Πs,ϕ,(k)(Ω,Γ)
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таких, що uj = RΓD
j−1
ν u0 для кожного j ∈ {1, . . . , k} за умови s > j − 1/2.

Якщо s ∈ Ek, то це вiдображення продовжується єдиним чином до обмеже-

ного лiнiйного оператора Tk, який дiє з Hs,ϕ,(k)(Ω) в Πs,ϕ,(k)(Ω,Γ) [64, 165]

(зауваження 4.6). Зауважимо, що у випадку s ∈ Ek не можна стверджувати,

що цей оператор є iзометричним i що його область значення складається з

усiх векторiв, вказаних вище.

Для кожного k ∈ N маємо клас гiльбертових просторiв Хермандера –

Ройтберга {
Hs,ϕ,(k)(Ω) : s ∈ R, ϕ ∈ RO0

}
.

Цi простори сепарабельнi [64, 165] (теорема 4.12(i)). Вказаний клас є двобi-

чною шкалою вiдносно числового параметра s. Обговоримо властивостi цього

класу, потрiбнi у подальшому.

Вiн пов’язаний з просторами Хермандера у такий спосiб:

Hs,ϕ,(k)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) для кожного s > k − 1/2 (3.2)

з еквiвалентнiстю норм (див. [64, 165], теорема 4.12(iii)). У межах цього класу

виконуються щiльнi компактнi вкладення

Hs+ε,ϕ1,(k)(Ω) ↪→ Hs,ϕ,(k)(Ω) при ε > 0, (3.3)

де параметри s ∈ R i ϕ, ϕ1 ∈ RO0 довiльнi (див. [64, 165], теорема 4.12(iv)).

Зокрема,

Hs+ε,(k)(Ω) ↪→ Hs,ϕ,(k)(Ω) ↪→ Hs−ε,(k)(Ω) при ε > 0.

Тому є коректним позначення

H−∞,(k)(Ω) :=
⋃

s∈R, ϕ∈RO0

Hs,ϕ,(k)(Ω) =
⋃
s∈R

Hs,(k)(Ω).
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Лiнiйний простiр H−∞,(k)(Ω) не лежить в D′(Ω); втiм його частина

Hk−1/2+(Ω) :=
⋃

s>k−1/2,
ϕ∈RO0

Hs,ϕ,(k)(Ω) =
⋃

s>k−1/2,
ϕ∈RO0

Hs,ϕ(Ω)

лежить в D′(Ω). Тут друга рiвнiсть виконується на пiдставi (3.2). Зауважимо,

що властивостi (3.2) i (3.3) виконуються i у випадку k = 0 (див. [64, 165],

теорема 3.9). Тому останнi два позначення застосовнi у цьому випадку.

Розглянутi простори Хермандера –Ройтберга отримуються iнтерполяцi-

єю з функцiональним параметром вiдповiдних пар просторiв Соболєва –

Ройтберга. А саме, є правильним такий результат (див. [64, 165], теоре-

ма 4.22):

Твердження 3.1. Нехай довiльно задано натуральне число k, функцiо-

нальний параметр ϕ ∈ RO0 i додатнi дiйснi числа ε, δ. Якщо число k непар-

не, то додатково припустимо, що виконується хоча б одна з нерiвностей

s− ε > k − 1/2 i s+ δ < k + 1/2. Тодi

[
Hs−ε,(k)(Ω), Hs+δ,(k)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ,(k)(Ω) для кожного s ∈ R

з еквiвалентнiстю норм. Тут ψ є iнтерполяцiйним параметром з твер-

дження 1.9.

ПростiрHs,ϕ,(k)(Ω) корисний в теорiї крайових задач для довiльного s ∈ R

завдяки такому факту (див. [64, 165], теорема 4.13).

Твердження 3.2. Нехай k ∈ N. Припустимо, що L є лiнiйним дифе-

ренцiальним оператором на Ω порядку l ≤ k з коефiцiєнтами класу C∞(Ω).

Тодi вiдображення u 7→ Lu, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином

(за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

L : Hs,ϕ,(k)(Ω)→ Hs−l,ϕ,(k−l)(Ω) для всiх s ∈ R, ϕ ∈ RO0.
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Крiм того, припустимо, що K є обмеженим лiнiйним диференцiальним

оператором на Γ порядку p ≤ k − 1 з коефiцiєнтами класу C∞(Γ). Тодi

вiдображення u 7→ Ku, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

K : Hs,ϕ,(k)(Ω)→ Hs−p−1/2,ϕ(Γ) для всiх s ∈ R, ϕ ∈ RO0.

Зауваження 3.1. Знадобиться ще така версiя твердження 3.2, яка стосу-

ється оператора L: нехай припущення цього твердження про L виконується,

тодi вiдображення u 7→ Lu, де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

L : Hs,ϕ,(k)(Ω)→ Hs−l,ϕ,(λ)(Ω), якщо 0 ≤ λ ≤ k − l i λ ∈ Z.

Тут s ∈ R i ϕ ∈ RO0 довiльнi. Ця версiя випливає з твердження 3.2 i нерiв-

ностi

‖v‖Hs−l,ϕ,(λ)(Ω) ≤ c ‖v‖Hs−l,ϕ,(k−l)(Ω) для всiх v ∈ C∞(Ω), (3.4)

застосованої до v := Lu. Тут c є деяким додатнiм числом, яке не залежить

вiд v. Якщо s− l /∈ Ek−l, то ця нерiвнiсть очевидна (c = 1). Для iнших s вона

одержується за допомогою iнтерполяцiї на пiдставi твердження 3.1. А саме,

нехай s − l ∈ Ek−l. Оскiльки тотожне вiдображення на C∞(Ω) продовжує-

ться єдиним чином до обмежених операторiв, якi дiють з Hs−l∓1/4,ϕ,(k−l)(Ω) в

Hs−l∓1/4,ϕ,(λ)(Ω), то це вiдображення продовжується єдиним чином до обме-

женого оператора, який дiє з простору

[
Hs−l−1/4,ϕ,(k−l)(Ω), Hs−l+1/4,ϕ,(k−l)(Ω)

]
ψ

= Hs−l,ϕ,(k−l)(Ω)

в простiр

[
Hs−l−1/4,ϕ,(λ)(Ω), Hs−l+1/4,ϕ,(λ)(Ω)

]
ψ

= Hs−l,ϕ,(λ)(Ω).
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Тут ψ є iнтерполяцiйним параметром з твердження 1.9, в якому покладаємо

ε := δ := 1/4. Цi рiвностi виконуються з точнiстю до еквiвалентностi норм

згiдно з твердженням 3.1. Звiдси випливає нерiвнiсть (3.4) у випадку, коли

s− l ∈ Ek−l.

3.2. Нетеровiсть задачi у просторах Хермандера –

Ройтберга

Як i ранiше, розглядаємо елiптичну крайову задачу (1.22), (1.23) в областi

Ω з крайовими диференцiальними операторами Bj := Bj(x,D) на Γ довiль-

них порядкiв mj ≥ 0, де j = 1, . . . , q. Нагадаємо, що m := max{m1, ...,mq} i

r := max{2q,m+1}. Дослiдимо характер розв’язностi цiєї задачi у просторах

Хермандера –Ройтберга.

Для s ∈ R i ϕ ∈ RO0 означимо гiльбертiв простiр

Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) := Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1, будемо опускати ϕ у позначеннi

цього простору.

На пiдставi твердження 3.2 вiдображення (1.24) продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : Hs,ϕ,(r)(Ω)→ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ). (3.5)

Теорема 3.1. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Тодi обмежений оператор (3.5)

нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень складається з усiх ве-

кторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ)
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таких, що

(f0, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(fj, wj)Γ +

q∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0

для кожного (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?,

(3.6)

де (f0, f1, . . . , fr−2q) := Tr−2qf (якщо r = 2q, то f0 := f , а всi члени (fj, wj)Γ

вiдсутнi). Iндекс оператора (3.5) дорiвнює dimN − dimN? i тому не зале-

жить вiд s i ϕ.

Доведення. У випадку просторiв Соболєва, коли ϕ(t) ≡ 1, ця теорема

доведена у монографiї Я. А. Ройтберга [182] (теорема 4.1.3) за виключенням

вказаного зв’язку просторуN? з формально спряженою задачею (1.25), (1.26).

А саме, доведено, що вiдображення (1.24) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до нетеревого обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : Hs,(r)(Ω)→ Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ). (3.7)

Окрiм того, доведено, що ядро оператора (3.7) дорiвнює N , його область

значень складається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

таких, що

(f0, v)Ω +

r−2q∑
j=1

(fj, wj)Γ +

q∑
j=1

(gj, hj)Γ = 0

для всiх (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈M,

(3.8)

а iндекс дорiвнює dimN − dimM . Тут M є деяким скiнченновимiрним про-

стором, який лежить в C∞(Ω) × (C∞(Γ))r−q та не залежить вiд s. Звiдси

випливає, що

(A,B)(Hs,(r)(Ω)) = Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ) ∩ (A,B)(Hs−ε,(r)(Ω))

для довiльних s ∈ R i ε > 0.
(3.9)
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Згiдно з [146] (теорема 4.1.4) можна покластиM := N? в описi (3.8) областi

значень оператора (3.7) для цiлих s. У випадку дробового s теж можемо

це зробити, що безпосередньо випливає з властивостi (3.9), розглянутої для

s− ε ∈ Z.

Покажемо, що можна покласти M := N? i у формулi iндексу цього опе-

ратора. Це достатньо показати для s = 0 з огляду на незалежнiсть iндексу

вiд s. Оскiльки N? ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))r−q, то N? можна розглядати як скiн-

ченновимiрний пiдпростiр простору

H2q(Ω)⊕
r−2q⊕
j=1

H2q+j−1/2(Γ)⊕
q⊕
j=1

Hmj+1/2(Γ).

Останнiй є взаємно спряженим до простору

Π−2q,(r−2q)(Ω,Γ)⊕
q⊕
j=1

H−mj−1/2(Γ) (3.10)

вiдносно розширення за неперервнiстю скалярного добутку в L2(Ω) ⊕

(L2(Γ))r−q. За такого розгляду простiр, спряжений до N?, збiгається з фа-

кторпростором простору (3.10) за пiдпростором усiх векторiв

(f0, f1, . . . , fr−2q, g1, . . . , gq) ∈ Π−2q,(r−2q)(Ω,Γ)⊕
q⊕
j=1

H−mj−1/2(Γ),

якi задовольняють умову (3.8), де беремоM := N?. Звiдси, оскiльки оператор

Tr−2q здiйснює iзоморфiзм просторуH−2q,(r−2q)(Ω) на простiр Π−2q,(r−2q)(Ω,Γ),

випливає, що ковимiрнiсть областi значень оператора (3.7), де s = 0, дорiвнює

вимiрностi цього факторпростору, тобто становить dimN?. Отже, iндекс цьо-

го оператора дорiвнює dimN − dimN?. Таким чином, висновок теореми 3.1

правильний у соболєвському випадку для кожного дiйсного s.

Припускаючи, що ϕ ∈ RO0, виведемо теорему 3.1 з соболєвського випад-

ку за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. А саме, нехай

s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Виберемо число ε ∈ (0, 1/2) i розглянемо обмеженi лiнiйнi
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оператори

(A,B) : Hs∓ε,(r)(Ω)→ Hs∓ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ). (3.11)

За теоремою 3.1, доведеною у соболєвському випадку, вони є нетеровими,

мають спiльне ядро N i однаковий iндекс dimN − dimN?. Крiм того,

(A,B)(Hs∓ε,(r)(Ω)) =

=
{

(f, g) ∈ Hs∓ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}
.

(3.12)

Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром з твердження 1.9, в якому δ := ε.

Застосовуючи iнтерполяцiю з функцiональним параметром ψ до операторiв

(3.11) i використовуючи твердження 1.10, отримаємо обмежений нетерiв опе-

ратор

(A,B) :
[
Hs−ε,(r)(Ω), Hs+ε,(r)(Ω)

]
ψ
→ (3.13)

→
[
Hs−ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ),Hs+ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

]
ψ
. (3.14)

Цей оператор є звуженням вiдображення (3.11), заданого на Hs−ε,(r)(Ω).

Опишемо iнтерполяцiйнi простори в (3.13) за допомогою твердження 3.1.

Оскiльки 0 < ε < 1/2, то обидва числа s ∓ ε задовольняють хоча б одну з

нерiвностей s∓ ε > r − 1/2 i s∓ ε < r + 1/2. Тому згiдно з твердженням 3.1

маємо рiвнiсть [
Hs−ε,(r)(Ω), Hs+ε,(r)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ,(r)(Ω).

Крiм того, [
Hs−ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ),Hs+ε−2q,(r−2q)(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
Hs−2q−ε,(r−2q)(Ω), Hs−2q+ε,(r−2q)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
q⊕
j=1

[
H(s−mj−1/2−ε)(Γ), H(s−mj−1/2+ε)(Γ)

]
ψ

=

= Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) = Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ)



117

з огляду на твердження 1.11. Цi рiвностi просторiв виконуються разом з еквi-

валентнiстю норм.

Звiдси випливає, що обмежений нетерiв оператор (3.13) є оператором (3.5)

з теореми 3.1. Згiдно з твердженням 1.10 ядро i iндекс оператора (3.5) спiвпа-

дають вiдповiдно зi спiльним ядром N i iндексом dimN − dimN? операторiв

(3.11). Бiльш того, на пiдставi (3.12) область значень оператора (3.5) дорiвнює

Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) ∩ (A,B)(Hs−ε,(r)(Ω)) =

=
{

(f, g) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}
.

Таким чином, нетерiв оператор (3.5) має всi властивостi, сформульованi в

теоремi 3.1.

Теорему 3.1 доведено.

Зауважимо, що у випадку s > r − 1/2 нетерiв обмежений оператор (3.5)

дiє мiж (немодифiкованими) просторами Хермандера

(A,B) : Hs,ϕ(Ω)→ Hs−2q,ϕ(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ)

на пiдставi властивостi (3.2). Тому у цьому випадку теорема 3.1 мiститься у

теоремi 2.1.

Для просторiв Соболєва –Ройтберга (коли ϕ(t) ≡ 1), теорема 3.1 та насту-

пнi теореми 3.2 i 3.3 доведенi Я. А. Ройтбергом [78] для регулярних елiпти-

чних крайових задач та ним i Ю. В. Костарчуком [82, 40, 41] для нерегуляр-

них елiптичних крайових задач. Їх доведення наведено також у монографiї

Я. А. Ройтберга [182] (розд. 4 i 7). У вказаних роботах не була використана

формальна спряжена крайова задача (1.25), (1.26) для опису областi значень

оператора (3.5); пiзнiше це було зроблено в [146] (пп. 3.4 i 4.1).

Для просторiв Хермандера –Ройтберга теореми 3.1 – 3.3 довели В. А. Ми-

хайлець i О. О. Мурач [61] (див. також їх монографiї [64, 165], п. 4.2) для
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регулярних елiптичних крайових задач та О. О. Мурач i I. С. Чепурухiна

[125] для нерегулярних елiптичних крайових задач таких, щоm ≤ 2q−1. При

цьому припускалося, що функцiональний параметр ϕ пробiгає бiльш вузький

класM нiж RO0 (див. приклад 1.2).

Отже, теореми 3.1 – 3.3, доведенi у дисертацiї для бiльш широкого класу

просторiв Хермандера –Ройтберга нiж ранiше, є новими i для регулярних

елiптичних крайових задач.

3.3. Теорема про повний набiр iзоморфiзмiв

Якщо N = {0} i N? = {0}, то оператор (3.5) є iзоморфiзмом мiж про-

сторами Hs,ϕ,(r)(Ω) i Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї цей оператор

породжує iзоморфiзм мiж деякими його пiдпросторами скiнченої ковимiрно-

стi. Цi пiдпростори видiляємо за допомогою наступного результату.

Лема 3.1. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ RO0 виконуються такi розклади

просторiв Hs,ϕ,(r)(Ω) та Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) в прямi суми їх пiдпросторiв:

Hs,ϕ,(r)(Ω) = N u
{
u ∈ Hs,ϕ,(r)(Ω) : (u0, ω)Ω = 0 для всiх ω ∈ N

}
(3.15)

та

Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) =

= Gu
{

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}
.

(3.16)

Тут u0 є початковою компонентою вектора Tru = (u0, u1, . . . , ur). Крiм то-

го, G є деяким скiнченновимiрним простором таким, що dimG = dimN?,

G ⊂ C∞(Ω) × (C∞(Γ))q i G не залежить вiд s i ϕ. Якщо m ≤ 2q − 1, то

можна узяти G := N?.

Доведення. Розклад (3.15) обґрунтовується так само, як подiбний роз-

клад в доведеннi леми 4.4 (формула (4.90)) з монографiї [165], де був розгля-
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нутий випадок парного r (див. також доведення лем 4.1.1 i 4.1.2 з монографiї

[182] у соболєвському випадку). Встановимо розклад (3.16).

Спочатку дослiдимо випадок, коли s = r i ϕ(t) ≡ 1. Розглянемо ортого-

нальну суму

Hr−2q,(r−2q)(Ω,Γ) = G0⊕

⊕
{

(f, g) ∈ Hr−2q,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}
.

(3.17)

Тут G0 є скiнченновимiрним пiдпростором простору Hr−2q,(r−2q)(Ω,Γ) згiдно

з теоремою 3.1. Оскiльки лiнiйний многовид C∞(Ω) × (C∞(Γ))q щiльний у

просторi Hr−2q,(r−2q)(Ω,Γ), то з (3.17) випливає на пiдставi [21] (лема 2.1), що

iснує скiнченновимiрний пiдпростiр G простору C∞(Ω)× (C∞(Γ))q такий, що

правильна формула (3.16) у розглянутому випадку. Згiдно з теоремою 3.1

отримаємо рiвнiсть dimG = dimN?.

Розклад (3.16) залишається правильним для цього пiдпростору G i у ви-

падку довiльних s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Справдi, оскiльки G ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q,

маємо рiвностi

G ∩
{

(f, g) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}

=

= G ∩
{

(f, g) ∈ Hr−2q,(r−2q)(Ω,Γ) : виконується (3.6)
}

= {0}.

Крiм того, згiдно з теоремою 3.1 вимiрнiсть простору G дорiвнює dimN? i

збiгається з ковимiрнiстю другого доданку в (3.16).

Лему 3.1 доведено.

Зауваження 3.2. Нехай ϕ ∈ RO0 i припустимо, що s < 1/2 + 2q.

Тодi Tr−2q є iзометричним iзоморфiзмом мiж просторами Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω) i

Πs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ). Тому можемо вибрати

G :=
{

(T−1
r−2q(v, w1, . . . , wr−2q), h1, . . . , hq) :

(v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?

}
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в розкладi (3.16). Справдi, вибраний простiр G i другий доданок в (3.16)

мають тривiальний перетин i число dimG = dimN? дорiвнює ковимiрностi

другого доданку з огляду на теорему 3.1. Однак, цей вибiр неможливий у

випадку s ≥ 1/2 + 2q, оскiльки тодi простiр

{(v, w1, . . . , wr−2q) : (v, w1, . . . , wr−2q, h1, . . . , hq) ∈ N?}

не лежить, взагалi кажучи, в Tr−2q(H
s−2q,ϕ,(r−2q)(Ω)).

Позначимо через P i Q вiдповiдно проектори просторiв Hs,ϕ,(r)(Ω) i

Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) на другi доданки в сумах (3.15) i (3.16) паралельно першим

доданкам. Очевидно, що цi проектори не залежать вiд s i ϕ.

Теорема 3.2. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ RO0 звуження вiдображен-

ня (3.5) на пiдпростiр P (Hs,ϕ,(r)(Ω)) є iзоморфiзмом

(A,B) : P (Hs,ϕ,(r)(Ω))↔ Q(Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ)). (3.18)

Доведення. За теоремою 3.1 обмежений лiнiйний оператор (3.18) є бi-

єкцiєю. Тому цей оператор є iзоморфiзмом згiдно з теоремою Банаха про

обернений оператор.

Теорему 3.2 доведено.

Вона є теоремою про повний набiр iзоморфiзмiв, породжений елiптичною

крайовою задачею (1.22), (1.23) в просторах Хермандера –Ройтберга. Цей на-

бiр є повним у тому сенсi, що числовий параметр s пробiгає всю дiйсну вiсь.

3.4. Регулярнiсть узагальнених за Ройтбергом розв’яз-

кiв задачi

Дослiдимо локальну регулярнiсть узагальнених за Ройтбергом розв’язкiв

крайової задачi (1.22), (1.23). Спочатку дамо означення цих розв’язкiв. При-



121

пустимо, що

(f, g) := (f, g1, . . . , gq) ∈ H−∞,(r−2q)(Ω)× (D′(Γ))q.

Вектор u ∈ H−∞,(r)(Ω) називаємо (сильним) узагальненим за Ройтбергом

розв’язком цiєї задачi, якщо (A,B)u = (f, g), де (A,B) є оператором (3.5) для

деяких s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Звiсно, це означення коректне, тобто не залежить

вiд s i ϕ. До того ж

H−∞,(r−2q)(Ω)× (D′(Γ))q =
⋃

s∈R, ϕ∈RO0

Hs,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ).

Нехай V є довiльною вiдкритою пiдмножиною множини Rn, яка має непо-

рожнiй перетин з областю Ω. Покладемо Ω0 := Ω∩V i Γ0 := Γ∩V (можливий

випадок Γ0 = ∅). Введемо локальнi аналоги просторiв Hs,ϕ,(k)(Ω) i Hs,ϕ(Γ),

де s ∈ R, ϕ ∈ RO0 i k ∈ N. За означенням, простiр Hs,ϕ,(k)
loc (Ω0,Γ0) складає-

ться з усiх векторiв u ∈ H−∞,(k)(Ω) таких, що χu ∈ Hs,ϕ,(k)(Ω) для довiльної

функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ Ω0∪Γ0. Аналогiчно, простiр Hs,ϕ
loc (Γ0) склада-

ється з усiх розподiлiв h ∈ D′(Γ) таких, що χh ∈ Hs,ϕ(Γ) для кожної функцiї

χ ∈ C∞(Γ) iз suppχ ⊂ Γ0. Покладемо

Hs−2q,ϕ,(r−2q)
loc (Ω0,Γ0) := H

s−2q,ϕ,(r−2q)
loc (Ω0,Γ0)×

q∏
j=1

H
s−mj−1/2,ϕ
loc (Γ0).

Теорема 3.3. Припустимо, що вектор u ∈ H−∞,(r)(Ω) є узагальненим

за Ройтбергом розв’язком елiптичної крайової задачi (1.22), (1.23), правi

частини якої задовольняють умову

(f, g) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)
loc (Ω0,Γ0)

для деяких параметрiв s ∈ R i ϕ ∈ RO0. Тодi u ∈ Hs,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0).

Якщо Ω0 = Ω i Γ0 = Γ, то виконуються рiвностi Hs,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0) =

Hs,ϕ,(r)(Ω) i Hs−2q,ϕ,(r−2q)
loc (Ω0,Γ0) = Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ). Тому теорема 3.3
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стверджує в цьому випадку, що регулярнiсть розв’язку u пiдвищується гло-

бально, тобто на всiй замкненiй областi Ω. Якщо Γ0 = ∅, то ця теорема стає

твердженням про пiдвищення локальної регулярностi u в околах усiх внутрi-

шнiх точок замкненої областi Ω.

Доведення теореми 3.3. Спочатку доведемо її у випадку, коли Ω0 = Ω

i Γ0 = Γ. За теоремою 3.1 вектор (f, g) := (A,B)u задовольняє умову (3.6).

Крiм того, (f, g) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) за припущенням теореми 3.3 у роз-

глянутому випадку. Тому (f, g) ∈ (A,B)(Hs,ϕ,(r)(Ω)) на пiдставi теореми 3.1.

Таким чином, iснує вектор v ∈ Hs,ϕ,(r)(Ω) такий, що (A,B)v = (f, g). Тодi

(A,B)(u − v) = 0; звiдси w := u − v ∈ N ⊂ C∞(Ω) за теоремою 3.1. Отже,

u = v + w ∈ Hs,ϕ,(r)(Ω). Теорему 3.3 доведено у розглянутому випадку.

Тепер доведемо теорему 3.3 у загальнiй ситуацiї. Спочатку покажемо, що

за припущення цiєї теореми для кожного натурального числа k виконується

така iмплiкацiя:

u ∈ Hs−k,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0) =⇒ u ∈ Hs−k+1,ϕ,(r)

loc (Ω0,Γ0). (3.19)

Довiльним чином виберемо натуральне число k i припустимо, що є пра-

вильною посилка цiєї iмплiкацiї. Тодi χu ∈ Hs−k,ϕ,(r)(Ω) для кожної функцiї

χ ∈ C∞(Ω) такої, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Виберемо функцiю η ∈ C∞(Ω) таку,

що η = 1 в околi suppχ.

Переставивши оператор множення на функцiю χ з диференцiальними опе-

раторами A i B1, . . . , Bq, отримаємо рiвнiсть (2.21), тобто

(A,B)(χu) = χ(A,B)u+ (A′, B′)(ηu), (3.20)

Тут, як в доведеннi теореми 2.3, A′ є лiнiйним диференцiальним оператором

на Ω порядку ordA′ ≤ 2q − 1, тодi як B′ := (B′1, . . . , B
′
q) є набором крайових

лiнiйних диференцiальних операторiв на Γ таким, що ordB′j ≤ mj − 1 для
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кожного j ∈ {1, . . . , q}. Всi коефiцiєнти операторiв A′ i B′j є нескiнченно

гладкими на Ω i Γ вiдповiдно. При цьому

χ(A,B)u = χ(f, g) ∈ Hs−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) (3.21)

за умовою теореми 3.3. Крiм того, ηu ∈ Hs−k,ϕ,(r)(Ω) за посилкою iмплiкацiї,

що тягне за собою включення

(A′, B′)(ηu) ∈ Hs−k+1−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ) (3.22)

на пiдставi твердження 3.2 i зауваження 3.1. Використовуючи формули

(3.20) – (3.22), отримаємо включення

(A,B)(χu) ∈ Hs−k+1−2q,ϕ,(r−2q)(Ω,Γ). (3.23)

Звiдси χu ∈ Hs−k+1,ϕ,(r)(Ω) згiдно з теоремою 3.3, доведеною вище в гло-

бальному випадку Ω0 = Ω i Γ0 = Γ. Таким чином, u ∈ Hs−k+1,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0) з

урахуванням довiльностi вибору функцiї χ. Iмплiкацiю (3.19) доведено.

Використовуючи цю iмплiкацiю, доведемо теорему 3.3 у загальному ви-

падку. Згiдно з умовою u ∈ H−∞,(r)(Ω) i включенням (3.3), iснує число l ∈ N

таке, що

u ∈ Hs−l,ϕ,(r)(Ω) ⊂ H
s−l,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0).

Тому, використовуючи (3.19) послiдовно для k = l, k = l − 1, ..., i k = 1,

приходимо до потрiбного включення u ∈ Hs,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0).

Теорему 3.3 доведено.

3.5. Теорема типу Лiонса –Мадженеса

У цьому пiдроздiлi дослiджуємо характер розв’язностi елiптичної задачi

(1.22), (1.23) з крайовими умовами вищих порядкiв, розв’язки якої належать

до простору Hs,ϕ(Ω) з показниками s ≤ m + 1/2 i ϕ ∈ M. Отже, m ≥ 2q.



124

В iдейному планi дотримуємося пiдходу Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса [49, 53,

149, 150], розробленому для регулярних елiптичних крайових задач у дво-

бiчнiй соболєвськiй шкалi. Обмежимося розглядом розв’язкiв u ∈ Hs,ϕ(Ω)

елiптичного рiвняння Au = f , права частина якого належить до простору

Hm+1/2−2q+(Ω) :=
⋃

λ>m+1/2−2q

H(λ)(Ω) =
⋃

λ>m+1/2−2q,
η∈M

Hλ,η(Ω)

(тут друга рiвнiсть виконується з огляду на вкладення (1.5)).

Нехай s ≤ m + 1/2, ϕ ∈ M i λ > m + 1/2 − 2q. Розглянемо лiнiйний

простiр

Hs,ϕ
A,λ(Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Au ∈ H(λ)(Ω)

}
,

надiлений нормою графiка

‖u‖Hs,ϕ
A,λ(Ω) :=

(
‖u‖2

Hs,ϕ(Ω) + ‖Au‖2
H(λ)(Ω)

)1/2
. (3.24)

Тут Au розумiємо в сенсi теорiї розподiлiв в областi Ω. У соболєвському ви-

падку ϕ(t) ≡ 1 будемо пропускати iндекс ϕ у позначеннях цього та iнших

просторiв, введених на основi просторiв Хермандера Hs,ϕ(Ω).

Простiр Hs,ϕ
A,λ(Ω) гiльбертiв вiдносно норми (3.24). Справдi, ця норма по-

роджена скалярним добутком, оскiльки такими є норми в правiй частинi рiв-

ностi (3.24). Окрiм того, простiр Hs,ϕ
A,λ(Ω) повний вiдносно цiєї норми. Справ-

дi, якщо послiдовнiсть (uk)
∞
k=1 фундаментальна в цьому просторi, то iснують

границi u := lim
k→∞

uk в Hs,ϕ(Ω) i f := lim
k→∞

Auk в H(λ)(Ω), оскiльки останнi два

простори повнi. Диференцiальний оператор A неперервний у топологiчному

просторi D′(Ω); тому Au = lim
k→∞

Auk = f в D′(Ω). Тут, нагадаємо, u ∈ Hs,ϕ(Ω)

i f ∈ H(λ)(Ω). Тому u ∈ Hs,ϕ
A,λ(Ω) i lim

k→∞
uk = u у просторi Hs,ϕ

A,λ(Ω). Отже, цей

простiр повний.

Теорема 3.4. Нехай s ≤ m+1/2, ϕ ∈M i λ > m+1/2−2q. Тодi множина

C∞(Ω) щiльна в просторi Hs,ϕ
A,λ(Ω), а вiдображення (1.24) продовжується
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єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : Hs,ϕ
A,λ(Ω)→ H(λ)(Ω)⊕

q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Hλ,s,ϕ(Ω,Γ). (3.25)

Цей оператор нетерiв. Його ядро дорiвнює N , а область значень складає-

ться з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hλ,s,ϕ(Ω,Γ), якi задовольняють умову

(2.2). Iндекс оператора (3.25) дорiвнює dimN − dimN? та не залежить вiд

s, ϕ i λ.

Доведення. Спочатку дослiдимо соболєвський випадок, коли ϕ(t) ≡ 1 i

цiле s < 2q. У цьому випадку щiльнiсть множини C∞(Ω) у просторi Hs
A,λ(Ω),

випливає з теорем 4.25(i) та 4.26 з монографiї [165] (див. також [168], теоре-

ми 1(i) та 2). Справдi, за другою з них простiр H(λ)(Ω) задовольняє умову

Is−2q, сформульовану в п. 4.4.2 цiєї монографiї. Тому за першою з цих теорем

множина {
u ∈ C∞(Ω) : Au ∈ H(λ)(Ω)

}
= C∞(Ω)

щiльна в просторi Hs
A,λ(Ω).

Для доведення решти теореми 3.4 у розглянутому випадку скористаємося

таким результатом (теорема 3.1 у випадку, коли ϕ = 1 i m ≥ 2q) про розв’я-

знiсть дослiджуваної задачi (1.22), (1.23) у просторах Соболєва –Ройтберга:

вiдображення (1.24) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до не-

терового обмеженого лiнiйного оператора

(A,B) : Hs,(r)(Ω)→ Hs−2q,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =:

=: H(r−2q)
s−2q,s(Ω,Γ)

(3.26)

(у даному доведеннi зручно використовувати це позначення замiсть позна-

чення Hs−2q,(r−2q)(Ω,Γ), яке застосовували ранiше). Ядро оператора (3.26)

дорiвнює N , а область значень складається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈
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H(r−2q)
s−2q,s(Ω,Γ), якi задовольняють умову (3.6). Iндекс оператора (3.26) дорiв-

нює dimN − dimN?.

Покладемо

H
s,(r)
A,λ (Ω) :=

{
u ∈ Hs,(r)(Ω) : Au ∈ H(λ)(Ω)

}
.

Тут для кожного u ∈ Hs,(r)(Ω) елемент Au ∈ Hs−2q,(r−2q)(Ω) означено за

допомогою оператора (3.26). Для цього елемента умова Au ∈ H(λ)(Ω) має

сенс, оскiльки, як зазначалося вище,

H(λ)(Ω) = Hλ,(r−2q)(Ω) ↪→ Hs−2q,(r−2q)(Ω), (3.27)

причому вкладення неперервне. Надiлимо лiнiйний простiр Hs,(r)
A,λ (Ω) нормою

графiка

‖u‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

:=
(
‖u‖2

Hs,(r)(Ω) + ‖Au‖2
H(λ)(Ω)

)1/2
. (3.28)

Цей простiр гiльбертiв вiдносно норми (3.28). Справдi, ця норма, звiсно,

породжена деяким скалярним добутком. Окрiм того, простiрHs,(r)
A,λ (Ω) повний

вiдносно неї. Дiйсно, якщо послiдовнiсть (uk)
∞
k=1 фундаментальна в цьому

просторi, то iснують границi u := lim
k→∞

uk в Hs,(r)(Ω) i f := lim
k→∞

Auk в H(λ)(Ω),

оскiльки останнi два простори повнi. З першої границi випливає, що Au =

lim
k→∞

Auk в Hs−2q,(r−2q)(Ω). Звiдси на пiдставi формули (3.27) i другої границi

маємо рiвнiсть Au = f . Тому u ∈ Hs,(r)
A,λ (Ω) i lim

k→∞
uk = u у просторi Hs,(r)

A,λ (Ω).

Отже, цей простiр повний.

Звуження вiдображення (3.26) на простiр Hs,(r)
A,λ (Ω) є лiнiйним оператором

(A,B) : H
s,(r)
A,λ (Ω)→ H(λ)(Ω)⊕

q⊕
j=1

H(s−mj−1/2)(Γ) =: Hλ,s(Ω,Γ). (3.29)

Iз вказаних вище властивостей оператора (3.26) безпосередньо випливає, що

оператор (3.29) обмежений, його ядро дорiвнює N , а область значень

(A,B)
(
H
s,(r)
A,λ (Ω)

)
= Hλ,s(Ω,Γ) ∩ (A,B)

(
Hs,(r)(Ω)

)
. (3.30)
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З цiєї рiвностi та замкненостi (A,B)(Hs,(r)(Ω)) у просторi

H(r−2q)
s−2q,s(Ω,Γ)←↩ Hλ,s(Ω,Γ)

випливає, що область значень оператора (3.29) замкнена у просторiHλ,s(Ω,Γ)

i складається з усiх векторiв (f, g1, . . . , gq) ∈ Hλ,s(Ω,Γ), якi задовольняють

умову (3.6), де (f0, f1, . . . , fr−2q) := Tr−2qf . Оскiльки f ∈ H(λ)(Ω) i λ > m +

1/2 − 2q, то з означення оператора Tr−2q випливає, що f0 = f i fj = Dj−1
ν f

для кожного j ∈ {1, . . . , r − 2q}. Тому умова (3.6) набирає вигляду (2.2).

Для обґрунтування нетеровостi оператора (3.29) залишається показати,

що його область значень має скiнченну ковимiрнiсть. Нагадаємо, що ко-

вимiрнiсть областi значень оператора (3.26) дорiвнює dimN? < ∞. Окрiм

того, множина C∞(Ω) × (C∞(Γ))q щiльна в просторi H(r−2q)
s−2q,s(Ω,Γ). Тому,

за лемою Гохберга –Крейна [21] (лема 2.1) iснує скiнченновимiрний простiр

N1 ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q такий, що

H(r−2q)
s−2q,s(Ω,Γ) = (A,B)

(
Hs,(r)(Ω)

)
uN1

При цьому dimN1 = dimN?. Звуження цiєї суми на простiр Hλ,s(Ω,Γ) дає на

пiдставi формул (3.30) i N1 ⊂ Hλ,s(Ω,Γ) рiвнiсть

Hλ,s(Ω,Γ) = (A,B)
(
H
s,(r)
A,λ (Ω)

)
uN1. (3.31)

Отже, ковимiрнiсть областi значень оператора (3.29) дорiвнює dimN1 =

dimN? <∞. Таким чином, цей оператор нетерiв.

Для того, щоб завершити доведення теореми 3.4 у розглянутому випад-

ку, достатньо показати, що множина C∞(Ω) щiльна у просторi Hs,(r)
A,λ (Ω) та

норми у просторах Hs
A,λ(Ω) i Hs,(r)

A,λ (Ω) еквiвалентнi на цiй щiльнiй множинi.

Справдi, тодi нетерiв оператор (3.29) стає оператором (3.25) з формулювання

цiєї теореми.
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Доведемо спочатку, що множина C∞(Ω) щiльна в Hs,(r)
A,λ (Ω). Позначимо

через Qs,(r)
A,λ (Ω) ортогональне доповнення пiдпростору N у гiльбертовому про-

сторi Hs,(r)
A,λ (Ω). Звуження нетерового оператора (3.29) на пiдпростiр Qs,(r)

A,λ (Ω)

є iзоморфiзмом

(A,B) : Q
s,(r)
A,λ (Ω)↔ (A,B)

(
H
s,(r)
A,λ (Ω)

)
; (3.32)

тут, звiсно, (A,B)(H
s,(r)
A,λ (Ω)) трактується як пiдпростiр простору Hλ,s(Ω,Γ).

Позначимо через P оператор косого проектування простору Hλ,s(Ω,Γ) на

пiдпростiр (A,B)(H
s,(r)
A,λ (Ω)) паралельно пiдпростору N1 з прямої суми (3.31).

Подамо довiльний елемент u ∈ H
s,(r)
A,λ (Ω) у виглядi u = v + w, де

v ∈ Qs,(r)
A,λ (Ω) i w ∈ N . Оскiльки множина C∞(Ω) × (C∞(Γ))q щiльна у про-

сторi Hλ,s(Ω,Γ), то для вектора F := (A,B)v ∈ Hλ,s(Ω,Γ) iснує послiдов-

нiсть (Fk) ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q така, що Fk → F у просторi Hλ,s(Ω,Γ). Тодi

PFk → PF = F у цьому просторi, причому (PFk) ⊂ C∞(Ω) × (C∞(Γ))q.

Отже,

vk := (A,B)−1PFk → (A,B)−1F = v в Q
s,(r)
A,λ (Ω);

тут через (A,B)−1 позначено оператор, обернений до iзоморфiзму (3.32).

Оскiльки

(A,B)vk = PFk ∈ H(r−2q)
σ−2q,σ(Ω,Γ) для кожного σ ∈ R,

то згiдно з [182] (теорема 7.1.1) виконується включення

vk ∈
⋂
σ∈R

Hσ,(r)(Ω) = C∞(Ω).

Отже,

C∞(Ω) 3 vk + w → v + w = u

у просторi Hs,(r)
A,λ (Ω). З огляду на довiльнiсть елемента u ∈ Hs,(r)

A,λ (Ω) доведено

щiльнiсть множини C∞(Ω) в Hs,(r)
A,λ (Ω).



129

Доведемо тепер, що норми у просторах Hs
A,λ(Ω) i Hs,(r)

A,λ (Ω) еквiвалентнi

на C∞(Ω). Зауважимо спочатку, що

‖u‖Hs
A,λ(Ω) ≤ ‖u‖Hs,(r)

A,λ (Ω)
для довiльного u ∈ C∞(Ω). (3.33)

Це випливає з означення норми у просторi Hs,(r)(Ω): у випадку s ≥ 0 —

безпосередньо, а у випадку s < 0 — з огляду на те, що

‖u‖H(s)(Ω) ≤ ‖Ou‖H(s)(Rn) = ‖u‖Hs,(0)(Ω) для довiльного u ∈ C∞(Ω).

Тут, як i ранiше, Ou позначає продовження нулем на Rn функцiї u ∈ C∞(Ω),

а рiвнiсть правильна, як зазначено в [182, с. 52].

Доведемо оцiнку, обернену до (3.33). Для цього розглянемо елiптичну кра-

йову задачу, яка складається з рiвняння (1.22) i крайових умов

Dj−1
ν u = gj на Γ, j = 1, ..., q. (3.34)

Згiдно з [146] (теорема 4.1.4) вiдображення

u 7→ (Au,Du) :=
(
Au, u�Γ, . . . , (Dq−1

ν u)�Γ
)
, де u ∈ C∞(Ω), (3.35)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до нетерового обмеженого

лiнiйного оператора

(A,D) : Hs,(r)(Ω)→ Hs−2q,(r−2q)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(s−j+1/2)(Γ). (3.36)

До того ж, ядро N цього оператора лежить в C∞(Ω). Звуження оператора

(3.36) на простiр Hs,(r)
A,λ (Ω) є нетеровим обмеженим оператором

(A,D) : H
s,(r)
A,λ (Ω)→ H(λ)(Ω)⊕

q⊕
j=1

H(s−j+1/2)(Γ) =: HD
λ,s(Ω,Γ). (3.37)

Це доводиться так само як i нетеровiсть оператора (3.29).
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Крiм того, згiдно з [165] (теорема 4.27) вiдображення (3.35) продовжує-

ться єдиним чином (за неперервнiстю) до нетерового обмеженого лiнiйного

оператора

(A,D) : Hs
A,λ(Ω)→ HD

λ,s(Ω,Γ), (3.38)

причому ядро цього оператора лежить в C∞(Ω) (див. також [168], наслiдок 3).

Зауважимо, що зазначена теорема доведена в [165] для регулярних елiпти-

чних крайових задач, до яких i належить задача (1.22), (3.34). Оператори

(3.37) i (3.38) мають спiльне ядро N ⊂ C∞(Ω) i спiльну область значень, бо

вона є замиканням множини {(A,D)u : u ∈ C∞(Ω)} у просторi HD
λ,s(Ω,Γ).

Позначимо цю спiльну область значень через Rλ,s(Ω,Γ).

Нетеровi оператори (3.37) i (3.38) породжують у канонiчний спосiб iзо-

морфiзми

(A,D) : H
s,(r)
A,λ (Ω)/N↔ Rλ,s(Ω,Γ),

(A,D) : Hs
A,λ(Ω)/N↔ Rλ,s(Ω,Γ).

Тут, звiсно, трактуємо Rλ,s(Ω,Γ) як пiдпростiр простору HD
λ,s(Ω,Γ). Для до-

вiльної функцiї u ∈ C∞(Ω) розглянемо її клас сумiжностi ũ := {u + w :

w ∈ N}, який належить обом факторпросторам Hs,(r)
A,λ (Ω)/N i Hs

A,λ(Ω)/N. На

пiдставi цих iзоморфiзмiв маємо еквiвалентнiсть норм

‖ũ‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)/N

� ‖(A,D)ũ‖Rλ,s(Ω,Γ) � ‖ũ‖Hs
A,λ(Ω)/N (3.39)

на функцiях u ∈ C∞(Ω). Спираючись на неї, доведено оцiнку, обернену до

(3.33).

Для довiльного u ∈ C∞(Ω) iснує таке w ∈ N, що

‖u+ w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

≤ 2 ‖ũ‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)/N

. (3.40)
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Скориставшись еквiвалентнiстю норм на скiнченновимiрному просторi N та

послiдовно формулами (3.33), (3.40) i (3.39), отримаємо такi нерiвностi:

‖u‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

≤ ‖u+ w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

+ ‖w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

≤

≤ ‖u+ w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

+ c1‖w‖Hs
A,λ(Ω) ≤

≤ ‖u+ w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

+ c1‖u+ w‖Hs
A,λ(Ω) + c1‖u‖Hs

A,λ(Ω) ≤

≤ (1 + c1)‖u+ w‖
H
s,(r)
A,λ (Ω)

+ c1‖u‖Hs
A,λ(Ω) ≤

≤ 2(1 + c1)‖ũ‖Hs,(r)
A,λ (Ω)/N

+ c1‖u‖Hs
A,λ(Ω) ≤

≤ c2‖ũ‖Hs
A,λ(Ω)/N + c1‖u‖Hs

A,λ(Ω) ≤ (c2 + c1)‖u‖Hs
A,λ(Ω);

тут c1 i c2 — деякi додатнi числа, якi не залежать вiд функцiй u i w. Отже,

доведено оцiнку, обернену до (3.33).

Таким чином, теорему 3.4 доведено у розглянутому випадку, коли

ϕ(t) ≡ 1, s ∈ Z i s < 2q.

У загальнiй ситуацiї виведемо цю теорему з розглянутого випадку i тео-

реми 2.1 за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiль-

бертових просторiв.

Виберемо цiле число l ≥ 1, яке задовольняє умови s > −2q(l−1) i λ < 2ql.

Скористаємося нетеровим оператором (3.25) у випадку (вже розглянутому),

коли ϕ(t) ≡ 1 i число −2q(l − 1) узято замiсть s, та нетеровим оператором

(2.1) з теореми 2.1 у випадку, коли ϕ(t) ≡ tλ+2q. Отже, отримаємо нетеровi

обмеженi оператори

(A,B) : H
−2q(l−1)
A,λ (Ω)→ H(λ)(Ω)⊕

q⊕
j=1

H(−2q(l−1)−mj−1/2)(Γ) =

= Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),

(3.41)
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(A,B) : H(λ+2q)(Ω)→ H(λ)(Ω)⊕
q⊕
j=1

H(λ+2q−mj−1/2)(Γ) =:

=: Hλ,λ+2q(Ω,Γ).

(3.42)

Вони мають спiльне ядро N i однаковий iндекс, рiвний dimN−dimN?. Окрiм

того, перший оператор є розширенням другого.

Покладемо ε := s + 2q(l − 1) > 0 i δ := λ + 2q − s > 0 та означимо

iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (1.20). Застосувавши iнтерполяцiю

з функцiональним параметром ψ до обмежених лiнiйних операторiв (3.41) i

(3.42), отримаємо обмежений лiнiйний оператор

(A,B) :
[
H
−2q(l−1)
A,λ (Ω), H(λ+2q)(Ω)

]
ψ
→

→
[
Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),Hλ,λ+2q(Ω,Γ)

]
ψ
.

(3.43)

Вiн є звуженням вiдображення (3.41) на iнтерполяцiйний простiр

[H
−2q(l−1)
A,λ (Ω), H(λ+2q)(Ω)]ψ. (3.44)

Наведенi у формулi (3.43) пари гiльбертових просторiв є припустимими.

Припустимiсть першої з них випливає, зокрема, iз доведеної вище щiльностi

множини C∞(Ω) у просторi H−2q(l−1)
A,λ (Ω). Крiм того, цей простiр сепарабель-

ний, що випливає з нетеровостi оператора (3.41) i сепарабельностi простору

Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ). Припустимiсть другої пари очевидна.

Множина C∞(Ω) щiльна у просторi (3.44), оскiльки у нього неперервно i

щiльно вкладено простiр H(λ+2q)(Ω). Тому оператор (3.43) є продовженням

за неперервнiстю вiдображення (1.24). На пiдставi зазначених вище власти-

востей нетерових операторiв (3.41) i (3.42) робимо висновок згiдно з твердже-

нням 1.10, що оператор (3.43) нетерiв з ядром N , iндексом dimN − dimN?

та областю значень, рiвною

[
Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),Hλ,λ+2q(Ω,Γ)

]
ψ
∩ (A,B)

(
H
−2q(l−1)
A,λ (Ω)

)
.
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З останньої властивостi i вже обґрунтованого опису областi значень оператора

(3.41) (з використанням умови (2.2)) випливає, що область значень оператора

(3.43) складається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈
[
Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),Hλ,λ+2q(Ω,Γ)

]
ψ
,

якi задовольняють умову (2.2).

Для того, щоб завершити доведення теореми 3.4, залишається показати,

що простори, у яких дiє нетерiв оператор (3.43), задовольняють рiвностi

[
H
−2q(l−1)
A,λ (Ω), H(λ+2q)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ
A,λ(Ω), (3.45)[

Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),Hλ,λ+2q(Ω,Γ)
]
ψ

= Hλ,s,ϕ(Ω,Γ) (3.46)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Рiвнiсть (3.46) випливає з тверджень 1.11 i 1.9 . А саме,

[
Hλ,−2q(l−1)(Ω,Γ),Hλ,λ+2q(Ω,Γ)

]
ψ

=

=
[
H(λ)(Ω), H(λ)(Ω)

]
ψ
⊕

q⊕
j=1

[
H(−2q(l−1)−mj−1/2)(Γ), H(λ+2q−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

=

= H(λ)(Ω)⊕
q⊕
j=1

[
H(s−mj−1/2−ε)(Γ), H(s−mj−1/2+δ)(Γ)

]
ψ

=

= H(λ)(Ω)⊕
q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) = Hλ,s,ϕ(Ω,Γ)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Для доведення рiвностi (3.45) скористаємося одним результатом про iн-

терполяцiю пiдпросторiв, пов’язаних з довiльним обмеженим лiнiйним опе-

ратором, який дiє в парi гiльбертових просторiв. Нехай H, Φ i Ψ — гiль-

бертовi простори, причому виконується неперервне вкладення Φ ↪→ Ψ. Не-

хай також задано обмежений лiнiйний оператор T : H → Ψ. Покладемо

(H)T,Φ := {u ∈ H : Tu ∈ Φ}. Простiр (H)T,Φ є гiльбертовим вiдносно норми
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графiка

‖u‖(H)T,Φ :=
(
‖u‖2

H + ‖Tu‖2
Φ

)1/2
.

Твердження 3.3. Нехай задано шiсть сепарабельних гiльбертових про-

сторiв X0, Y0, Z0, X1, Y1 i Z1 та три лiнiйних вiдображення T , R i S, що

задовольняють такi сiм умов:

(i) пари X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] припустимi;

(ii) простори Z0 i Z1 є пiдпросторами деякого лiнiйного простору E;

(iii) виконуються неперервнi вкладення Yj ↪→ Zj при j ∈ {0, 1};

(iv) вiдображення T означене на X0 i задає обмеженi оператори T : Xj →

Zj при j ∈ {0, 1};

(v) вiдображенняR, означене наE, задає обмеженi операториR : Zj → Xj

при j ∈ {0, 1};

(vi) вiдображення S, означене на E, задає обмеженi оператори S : Zj → Yj

при j ∈ {0, 1};

(vii) для кожного ω ∈ E виконується рiвнiсть TRω = ω + Sω.

Тодi пара просторiв [(X0)T,Y0
, (X1)T,Y1

] припустима i для довiльного iнтерпо-

ляцiйного параметра ψ ∈ B виконується така рiвнiсть просторiв з точнiстю

до еквiвалентностi норм:[
(X0)T,Y0

, (X1)T,Y1

]
ψ

=
(
[X0, X1]ψ

)
T,[Y0,Y1]ψ

.

Аналог цього твердження був уперше встановлений Ж.-Л. Лiонсом i

Е. Мадженесом [49] (теорема 14.3) для комплексної iнтерполяцiї з числовим

параметром. Для iнтерполяцiї з функцiональним параметром твердження 3.3

доведено в [58] (п. 4) (див. також [165], п. 3.3.2)

У твердженнi 3.3 покладемо

X0 := H(−2q(l−1))(Ω), X1 := H(λ+2q)(Ω),

Y0 := Y1 := Z1 := H(λ)(Ω), Z0 := E := H(−2ql)(Ω)
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i T := A. Тодi

H
−2q(l−1)
A,λ (Ω) = (X0)T,Y0

i H(λ+2q)(Ω) = (X1)T,Y1
. (3.47)

Зауважимо, що остання рiвнiсть виконується з точнiстю до еквiвалентно-

стi норм, оскiльки A є обмеженим оператором у парi просторiв H(λ+2q)(Ω)

i H(λ)(Ω) (для довiльного дiйсного λ). Звiсно, умови (i) – (iv) твердження 3.3

виконуються. Побудуємо оператори R i S, якi задовольняють решту умов

(v) – (vii).

Для цього скористаємося тим, що вiдображення u 7→ AlAl+u + u задає

iзоморфiзм

AlAl+ + I : Hσ
D(Ω)↔ H(σ−4ql)(Ω) для довiльного σ ≥ 2ql (3.48)

(див., наприклад, лему 3.1 [165], доведення якої проходить i для дiйсних

σ ≥ 2ql). Тут, як звичайно, Al є l-тою iтерацiєю оператора A, а Al+ є фор-

мально спряженим оператором до диференцiального оператора Al вiдносно

скалярного добутку в L2(Ω), та I — тотожний оператор. Окрiм того,

Hσ
D(Ω) :=

{
u ∈ H(σ)(Ω) : RΓD

j−1
ν u = 0 для кожного j ∈ {1, . . . , 2ql}

}
є пiдпростором простору H(σ)(Ω). Оператор, обернений до (3.48), є обмеже-

ним лiнiйним оператором

(AlAl+ + I)−1 : H(θ)(Ω)→ H(θ+4ql)(Ω) для довiльного θ ≥ −2ql. (3.49)

Покладемо

R := Al−1Al+(AlAl+ + I)−1 i S = −(AlAl+ + I)−1.
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Використовуючи (3.49), одержимо обмеженi оператори

R : Z0 = H(−2ql)(Ω)→ H(2ql−2ql−2q(l−1))(Ω) = X0,

R : Z1 = H(λ)(Ω)→ H(λ+4ql−2ql−2q(l−1))(Ω) = X1,

S : Z0 = H(−2ql)(Ω)→ H(2ql)(Ω) ↪→ H(λ)(Ω) = Y0,

S : Z1 = H(λ)(Ω)→ H(λ+4ql)(Ω) ↪→ H(λ)(Ω) = Y1;

тут вкладення неперервнi. Окрiм того,

AR = AAl−1Al+(AlAl+ + I)−1 = (AlAl+ + I − I)(AlAl+ + I)−1 = I + S

на просторi E = H(−2ql)(Ω). Таким чином, для введених операторiв R i S

виконуються умови (v) – (vii) твердження 3.3.

Згiдно з цим твердженням i на пiдставi (3.47) отримаємо рiвностi

[
H
−2q(l−1)
A,λ (Ω), H(λ+2q)(Ω)

]
ψ

=
[
(X0)T,Y0

, (X1)T,Y1

]
ψ

=
(
[X0, X1]ψ

)
T,[Y0,Y1]ψ

.

Тут згiдно з твердженням 1.9 маємо рiвнiсть просторiв

[X0, X1]ψ =
[
H−2q(l−1)(Ω), H(λ+2q)(Ω)

]
ψ

=

=
[
H(s−ε)(Ω), H(s+δ)(Ω)

]
ψ

= Hs,ϕ(Ω).

Цi рiвностi виконуються з точнiстю до еквiвалентностi норм. Окрiм того,

[Y0, Y1]ψ =
[
H(λ)(Ω), H(λ)(Ω)

]
ψ

= H(λ)(Ω).

З останнiх трьох виносних формул негайно випливає потрiбна рiвнiсть (3.45).

Теорему 3.4 доведено.

Ця теорема є новою i в соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1.

Зауважимо, що Ж.-Л. Лiонс i Е. Мадженес [49, 53, 148, 149, 150, 151]

довели iндивiдуальнi теореми про розв’язнiсть елiптичних крайових задач у

просторах Соболєва саме для регулярних елiптичних задач. У випадку, коли
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порядки крайових умов меншi за порядок елiптичного рiвняння, рiзнi версiї

теорем Лiонса –Мадженеса доведено Ж. Жеймонатом [133], Я. А. Ройтбер-

гом [80], Ю. В. Костарчуком i Я. А. Ройтбергом [40], О. О. Мурачем [168] для

просторiв Соболєва, та В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [65, 160], О. О. Му-

рачем i I. С. Чепурухiною [169] для уточненої соболєвської шкали (частина

цих результатiв викладена у монографiях [64, 165], пп. 4.4 i 4.5).

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджено характер розв’язностi та регулярнiсть розв’яз-

кiв загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi

(1.22), (1.23) у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –РойтбергаHs,ϕ,(r)(Ω) з

показниками регулярностi s ∈ R i ϕ ∈ RO0. При цьому максимум m порядкiв

крайових умов (1.23) може бути бiльшим за порядок 2q елiптичного рiвняння

(1.22), або рiвним йому. Дослiджено також характер розв’язностi цiєї задачi

у випадку, коли m ≥ 2q, а її розв’язки належать до простору Хермандера

Hs,ϕ(Ω), де s ≤ m+ 1/2 i ϕ ∈M, та задовольняють умову Au ∈ H(λ)(Ω) для

деякого λ > m+ 1/2− 2q.

Отримано такi результати:

1. Доведено, що загальнiй елiптичнiй крайовiй задачi (1.22), (1.23) вiдпо-

вiдають нетеровi обмеженi оператори у парах просторiв Хермандера –

Ройтберга (теорема 3.1).

2. Доведено, що дослiджувана задача породжує повний набiр iзоморфiзмiв

мiж вiдповiдними пiдпросторами просторiв Хермандера –Ройтберга (те-

орема 3.2).
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3. Для узагальнених за Ройтбергом розв’язкiв цiєї задачi доведено теоре-

му про їх локальну регулярнiсть у просторах Хермандера–Ройтберга

(теорема 3.3).

4. Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть елiпти-

чної задачi (1.22), (1.23) з крайовими умовами вищих порядкiв у про-

сторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регулярностi

s ≤ m+ 1/2 (теорема 3.4).

Результати, вказанi у пп. 1 – 3, є новими i для регулярних елiптичних кра-

йових задач.

Результати третього роздiлу опублiковано в статтях [8, 36] i висвiтлено в

тезах конференцiй [38, 39].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiї дослiджено характер розв’язностi та властивостi розв’язкiв

загальної (взагалi кажучи, нерегулярної) елiптичної крайової задачi у про-

сторах Хермандера Hϕ(Ω), якi утворюють розширену соболєвську шкалу, та

їх модифiкацiях за Ройтбергом. Порядки крайових умов є довiльними; вони

можуть бути бiльшими за порядок елiптичного рiвняння, або рiвними йо-

му. На показник регулярностi ϕ накладається досить слабке обмеження, яке

гарантує iснування лiвих частин крайових умов.

Одержано такi основнi результати:

1. Доведено теорему про нетеровiсть загальної елiптичної крайової задачi

у просторах Хермандера, якi утворюють розширену соболєвську шкалу,

i теорему про породженi цiєю задачею iзоморфiзми.

2. Встановлено локальну апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв дослi-

джуваної задачi в розширенiй соболєвськiй шкалi.

3. Доведено теорему про локальну регулярнiсть цих розв’язкiв у просто-

рах Хермандера i отримано нову достатню умову неперервностi їх уза-

гальнених частинних похiдних довiльно вибраного порядку та нову до-

статню умову класичностi узагальнених розв’язкiв задачi.

4. Для елiптичної за Лавруком задачi з додатковими невiдомими функцi-

ями у крайових умовах вищих порядкiв доведено теореми про нетеро-

вiсть, породженi iзоморфiзми i локальну апрiорну оцiнку розв’язкiв у

просторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєвську шкалу.

5. Доведено теореми про нетеровiсть загальної елiптичної крайової задачi

у двобiчнiй шкалi просторiв Хермандера –Ройтберга, породжений нею
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повний набiр iзоморфiзмiв i локальну регулярнiсть її розв’язкiв у цих

просторах.

6. Встановлено теорему типу Лiонса –Мадженеса про нетеровiсть загаль-

ної елiптичної задачi з крайовими умовами вищих порядкiв у про-

сторах Соболєва i Хермандера з числовим показником регулярностi

s ≤ m+ 1/2, де m — максимум порядкiв крайових умов.

Результати, вказанi у пп. 2, 3 i 5, є новими i для регулярних елiптичних

крайових задач.
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клад видання: Hörmander L. Linear partial differential operators. — Berlin:

Springer, 1963. — vii+287 p.)

96. Хермандер Л. Анализ линейных дифференциальных операторов с ча-

стными производными: В 4-х т. Т. 2. Дифференциальные операторы с

постоянными коэффициентами / Л. Хермандер. —Москва: Мир, 1986. —

456 с.

97. Хермандер Л. Анализ линейных дифференциальных операторов с ча-

стными производными: В 4-х т. Т. 3. Псевдодифференциальные опера-

торы / Л. Хермандер. — Москва: Мир, 1987. — 696 с.

98. Чепурухiна I. С. Про деякi класи елiптичних крайових задач у про-

сторах узагальненої гладкостi / I. С. Чепурухiна // Диференцiальнi

рiвняння i сумiжнi питання. Збiрник праць Iнституту математики НАН

України. — 2014. — Т. 11, № 2. — C. 284 — 304.

99. Чепурухiна I. С. Напiводнорiдна елiптична задача з додатковими невi-

домими функцiями у крайових умовах / I. С. Чепурухiна // Доповiдi



155

НАН України. Матем. Природозн. Технiчнi науки. — 2015. — № 7. — C.

20 — 29.

100. Чепурухiна I. С. Елiптичнi крайовi задачi за Б. Лавруком у розширенiй

соболєвськiй шкалi / I. С. Чепурухiна // Диференцiальнi рiвняння i

сумiжнi питання аналiзу. Збiрник праць Iнституту математики НАН

України. — 2015. — Т. 12, № 2. — C. 338 — 374.

101. Чепурухiна I. С. Елiптичнi за Лавруком крайовi задачi у просторах

Хермандера: Дис. ...канд. фiз.-мат. наук: 01.01.02. / I. С. Чепурухiна. —

Київ, 2015. — 164 с.

102. Шапиро З. Я. Об общих краевых задачах для эллиптических уравне-

ний / З. Я. Шапиро // Известия АН СССР, сер. матем. — 1953. —

Т. 17. — С. 539 — 562.

103. Шехтер М. Общие граничные задачи для эллиптических уравнений

в частных производных / М. Шехтер // Математика: сб-к перево-

дов. — 1960. — Т. 4, № 5. — С. 93 — 122. (Перевод статьи: Schechter M.

General boundary value problems for elliptic partial differential equations. —

Commun. Pure Appl. Math. — 1959. — V. 12, № 3. — P. 457 — 486.)

104. Шехтер М. Замечания об эллиптических граничных задачах / М. Ше-

хтер // Математика: сб-к переводов. — 1960. — Т. 4, № 6. — С. 3 —

21. (Перевод статьи: Schechter M. Remarks on elliptic boundary value

problems. — Commun. Pure Appl. Math. — 1959. — V. 12, № 4. — P. 561 —

578.)

105. Шлензак Г. Эллиптические задачи в уточненной шкале пространств /

Г. Шлензак // Вестник Московского ун-та. Сер. 1, матем., механика. —

1974. — Т. 29, № 4. — С. 48 — 58.



156

106. Эскин Г. И. Краевые задачи для эллиптических псевдодифференциаль-

ных уравнений / Г. И. Эскин. — Москва: Наука, 1973. — 232 с.

107. Agmon S. Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial di-

fferential equations satisfying general boundary conditions. II / S. Agmon,

A. Douglis, L. Nirenberg // Commun. Pure Appl. Math. — 1964. — V. 17,

№ 1. — P. 35 — 92.

108. Agmon S. Lectures on Elliptic Boundary Value Problems / S. Agmon. —

Princeton, N.J.: D. Van Nostrand Co., 1965. — 292 p.

109. Agranovich M. S. Elliptic boundary problems / M. S. Agranovich // Encycl.

Math. Sci., vol. 79, Partial differential equations. IX. – Berlin: Springer-

Verlag, 1997. — P. 1 — 144.

110. Anop A. V. Parameter-elliptic problems and interpolation with a functi-

on parameter / A. V. Anop, A. A. Murach // Methods Funct. Anal.

Topology. — 2014. — V. 20, № 2. — P. 103 — 116.

111. Anop A. V. Elliptic boundary-value problems in Hörmander spaces /
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A. V. Anop, T. M. Kasirenko // Methods of Functional Analysis and

Topology. — 2016. — V. 22, № 4. — P. 295 — 310.

2. Касiренко Т. М. Елiптичнi задачi з крайовими умовами високих поряд-

кiв у просторах Хермандера / Т. М. Касiренко, О. О. Мурач // Укра-

їнський математичний журнал. — 2017. — Т. 69, № 11. — С. 1486 —

1504. (Переклад англiйською: Kasirenko T. M. Elliptic problems with

boundary conditions of higher orders in Hörmander spaces / T. M. Kasi-
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