
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Плакош Андрiяна Iванiвна

УДК 512.54+512.64+512.66

ЗАСТОСУВАННЯ МАТРИЧНИХ ЗАДАЧ
В ТЕОРIЇ ГРУП

01.01.06 — алгебра та теорiя чисел
111 — математика

Автореферат
дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Київ – 2018



Дисертацiєю є рукопис.

Робота виконана в Iнститутi математики НАН України.

Науковий керiвник:
доктор фiзико-математичних наук, професор,
член-кореспондент НАН України
ДРОЗД Юрiй Анатолiйович,
Iнститут математики НАН України,
завiдувач вiддiлу алгебри.

Офiцiйнi опоненти:
доктор фiзико-математичних наук, професор
ПЕТРАВЧУК Анатолiй Петрович,
Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка,
завiдувач кафедри алгебри i математичної
логiки;
доктор фiзико-математичних наук, професор
ОЛIЙНИК Богдана Вiталiївна,
Нацiональний унiверситет
«Києво-Могилянська Академiя»,
завiдувач кафедри математики.

Захист дисертацiї вiдбудеться “2” жовтня 2018 р. о 15 годинi на за-
сiданнi спецiалiзованої вченої ради Д 26.206.03 Iнституту математи-
ки НАН України за адресою: 01004, м. Київ, вул. Терещенкiвська, 3.

З дисертацiєю можна ознайомитись у бiблiотецi Iнституту мате-
матики НАН України.

Автореферат розiсланий “1” вересня 2018 р.

Вчений секретар
спецiалiзованої вченої ради Максименко С. I.



1

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню
матричних задач та обчисленню когомологiй, пов’язаних з пробле-
мою класифiкацiї p-груп Чернiкова. Нагадаємо, що група Чернiкова,
або чернiкiвська група — це скiнченне розширення абелевої групи
з умовою мiнiмальностi M , тобто прямої суми квазiциклiчних груп
(“основи”). Еквiвалентно, це — локально скiнченна група з умовою
мiнiмальностi для пiдгруп. Цi групи, введенi С. Чернiковим, вiдiгра-
ють важливу роль у теорiї нескiнченних груп, особливо, розв’язних
груп1. Оскiльки чернiкiвська група розкладається у прямий добуток
p-груп, достатньо розглядати саме чернiкiвськi p-групи.

Вiдомо, що кiльце ендоморфiзмiв квазiциклiчної p-групи — це
кiльце Zp цiлих p-адичних чисел. Тому з кожною чернiкiвською p-
групою G пов’язаний гомоморфiзм скiнченної групи H (“верхiвки”)
у групу GL(n,Zp), тобто цiле p-адичне зображення групи H. Якщо
таке зображення фiксоване, то група G визначається класом кого-
мологiй з H2(H,M). Зображення та клас когомологiй визначаються
при цьому з точнiстю до “слабкої еквiвалентностi”, тобто, крiм iзо-
морфiзмiв зображень допускаються ще й автоморфiзми верхiвки H.
Отже, задача класифiкацiї p-груп Чернiкова розпадається на двi за-
дачi:

• Класифiкацiя цiлих p-адичних зображень заданої скiнченної
групи H з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Обчислення когомологiй H2(H,M), де основа M визначається
заданим цiлим p-адичним зображенням.

Такий пiдхiд до вивчення чернiкiвських груп був започаткований
П. Гудивком, Ф. Ващуком i В. Дроботенком2, а в подальшому розви-
нений П.М. Гудивком3 та I. В. Шапочкою4. Звичайно, перш за все,

1Черников С.Н. Группы с заданными свойствами систем подгрупп. – Москва:
Наука, 1980. – 382 с.

2Гудивок П.М., Ващук Ф.Г., Дроботенко В.В. Черниковские p-группы и це-
лочисленные p-адические представления конечных групп // Укр. мат. журн. –
1992. – 44, 6. – C. 742–753.

3Гудивок П.М., Шапочка И.В. О черниковских p-группах // Укр. мат.
журн. – 1999. – 51, 3. – C. 291–304.

4Шапочка I. В. Про класифiкацiю нiльпотентних чернiковських p-груп // На-
ук. Вiсн. Ужгород. унiв., сер. мат. – 2005. – 10–11. – C. 147–151.
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вiн вимагає класифiкацiї цiлочисельних зображень груп. Тут пер-
шi результати були отриманi C. Берманом i П. Гудивком5, А. Хел-
лером i I. Райнером6, А. Джонсом7, якi класифiкували зображення
циклiчних груп порядкiв p та p2 i довели, що лише цi p-групи мають
скiнченну кiлькiсть нерозкладних зображень. Л. Назарова8 описа-
ла зображення четвiрної групи Кляйна, А. Яковлев9 — циклiчної
групи порядку 8. У останнiх роботах, iнколи неявно, використову-
вались методи, якi у 1970-i роки одержали назву теорiї матричних
задач.

Теорiя матричних задач сформувалася, перш за все, пiд впливом
робiт Л. Назарової, А. Ройтера10, М. Клейнера11 про зображення
частково впорядкованих множин та П. Ґабрiеля12, I. Бернштейна,
I. Гельфанда, В. Пономарьова13 про зображення сагайдакiв. Надалi,
у роботах цих авторiв, а також В. Длаба, К. Рiнгеля, Ю. Дрозда,
В. Бондаренка, В. Сергейчука та iнших вона оформилась у поту-
жний метод дослiджень не лише у теорiї зображень, а й у алгебраїч-
нiй геометрiї, алгебраїчнiй топологiї, теорiї особливостей та iнших
роздiлах математики. Зокрема, у теорiї груп вона була застосова-

5Берман С.Д., Гудивок П.М. Целочисленные представления конечных
групп // Докл. АН СССР. – 1962. – 145. – C. 1199–1201.
Берман С.Д., Гудивок П.М. Неразложимые представления конечных групп над
кольцом целых p-адических чисел // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1964. – 28. –
C. 875–910.

6Heller A., Reiner I. Representations of cyclic groups in rings of integers I // Ann.
Math. – 1962. – 76. – P. 73–92.
Heller A., Reiner I. Representations of cyclic groups in rings of integers II // Ann.
Math. – 1963. – 77. – P. 318–328.

7Jones A. Groups with a finite number of indecomposable integral representati-
ons // Michigan Math. J. – 1963. – 10. – P. 257–261.

8Назарова Л.А. Целочисленные представления четверной группы // Докл.
Акад. Наук СССР. – 1961. – 140. – C. 1101–1014.

9Яковлев А.В. Классификация 2-адических представлений циклической
группы восьмого порядка // Зап. научн. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – C. 93–129.

10Назарова Л.А., Ройтер А.В. Представления частично упорядоченных мно-
жеств // Зап. научн. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – C. 5–31.

11Клейнер М.М. Частично упорядоченные множества конечного типа // Зап.
научн. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – C. 32–41.
Клейнер М.М. О точных представлениях частично упорядоченных множеств
конечного типа // Зап. научн. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – C. 42–59.

12Gabriel P. Unzerlegbare Darstellungen. I // Manuscr. Math. – 1972. – 6. – P. 71–
103.

13Бернштейн И.Н., Гельфанд И.М., Пономарев В.П. Функторы Кокстера и
теорема Габриеля // Успехи мат. наук. – 1973. – 28, 2. – C. 19–33.
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на до класифiкацiї груп з абелевою пiдгрупою iндексу p14 та груп з
комутатором iндексу p15.

Теорiя когомологiй груп була натхнена роботами Гуревича про
когомологiї ациклiчних просторiв i розвинена у 1940-i роки С. Ейлен-
бергом, С. Маклейном, В. Екманом, Х. Хопфом та iншими. Цi роботи
були одними з першоджерел гомологiчної алгебри. Вони також були
пов’язанi з теорiєю розширень груп та проективними зображення-
ми, де когомологiї виникають як набори факторiв. Ця теорiя широ-
ко використовується у топологiї, теорiї чисел, алгебраїчнiй геометрiї
та iнших галузях математики. Саме тому вона активно вивчається
багатьма математиками. Зокрема, є багато статей, присвячених об-
численню когомологiй конкретних груп та їх класiв. У цих дослi-
дженнях часто необхiднi спецiальнi типи резольвент, якi простiшi
та зручнiшi, нiж стандартна. Наприклад, Ш.Такахашi16 запровадив
новий пiдхiд до обчислення когомологiй скiнченних абелевих груп
i запропонував застосування цього методу до когомологiй тривiаль-
них модулiв та деяких груп Галуа.

Отже, дослiдження у цих напрямках є актуальними i приводять
до нових результатiв у теорiї зображень, теорiї груп, гомологiчнiй
алгебрi та iнших роздiлах математики.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Тема дисертацiї безпосередньо пов’язана з дослiдженнями,
якi виконуються у вiддiлi алгебри i топологiї у рамках науково-
дослiдних тем: “Теорiя зображень та її застосування в алгебрi, гео-
метрiї та топологiї” (номер державної реєстрацiї — 0111U002096),
“Розробка й застосування нових методiв у теорiї зображень, абстра-
ктнiй алгебрi та алгебраїчнiй геометрiї” (номер державної реєстра-
цiї — 0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис но-
вих класiв p-груп Чернiкова, знаходження пов’язаних з ними цiло-
чисельних зображень груп, впровадження i застосування нових ме-
тодiв у теорiї когомологiй скiнченних груп. Об’єктом дослiдження

14Назарова Л.А., Ройтер А.В., Сергейчук В.В., Бондаренко В.М. Применение
модулей над диадой для классификации конечных p-групп, обладающих абеле-
вой подгруппой индекса p, и пар взаимно аннулирующих операторов // Зап.
научн. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – C. 69–92.

15Сергейчук В.В. Конечно порождённые группы с коммутантом простого по-
рядка // Укр. мат. жур. – 1978. – 30, 6. – C. 789–796.

16Takahashi Sh. Cohomology groups of finite abelian groups // Tohoku Math. J. –
1952. – 4, 3. – P. 294–302.



4

є p-групи Чернiкова, зображення четвiрної групи Кляйна та когомо-
логiї решiток.

Предмет дослiдження — матричнi задачi й обчислення когомо-
логiй, якi виникають при дослiдженнi р-груп Чернiкова, та їх засто-
сування до класифiкацiї цих груп.

Методи дослiдження. Основними методами, що використо-
вуються при дослiдженнях, є методи теорiї зображень та матричних
задач, гомологiчної алгебри та теорiї груп.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисер-
тацi, запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

• Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiв-
кою та основою рангу 2.

• Дано класифiкацiю пар кососиметричних форм над полем з
точнiстю до узагальненої конгруентностi.

• Встановлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями
четвiрної групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4.

• Дано класифiкацiю цiлочисельних зображень четвiрної групи
Кляйна з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Побудовано нову резольвенту тривiальної решiтки над скiнчен-
ною абелевою групою, краще пристосовану до обчислення ко-
гомологiй, та встановлено її зв’язок iз стандартною резольвен-
тою.

• Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для решiток над
скiнченними групами.

• Обчислено когомологiї незвiдних решiток та дуальних до них
модулiв над скiнченними абелевими групами.

• Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток
над четвiрною групою Кляйна.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати
дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бу-
ти використанi при вивченнi груп Чернiкова, зокрема, їх класифiка-
цiї, при дослiдженнях, у яких iстотну роль вiдiграють когомологiї
скiнченних груп, у лiнiйнiй алгебрi.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної
роботи отримано здобувачем самостiйно. У статтi [4] з I. В. Шапо-
чкою та статтях [1, 3, 5] з науковим керiвником останнiм належать
постановки задач i загальнi iдеї щодо методiв їх розв’язання, а пра-
ктична реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать здобувачевi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної
роботи оприлюднено на наукових конференцiях та наукових семiна-
рах:

— Студентськiй науковiй конференцiї математичного факультету
УжНУ (Ужгород, 18 квiтня 2013 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3–6
червня 2015 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяче-
нiй 70-рiччю Ю.А. Дрозда (м. Одеса, 20–27 серпня 2015 р.);

— Мiжнароднiй математичнiй коференцiї “Group and Actions”,
присвяченiй пам’ятi професора Вiталiя Сущанського (м. Київ, 19–
22 грудня 2016 р.);

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяче-
нiй 75-рiччю В.В. Кириченка (м. Київ, 3–7 липня 2017 р.);

— cемiнарi пiд кiнець року при механiко-математичному факуль-
тетi Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-
ка (м. Київ, керiвники — доктор фiзико-математичних наук, член-
кореспондент НАН України Ю.А. Дрозд, доктор фiзико-математич-
них наук А.П. Петравчук, 24 грудня 2015 р.);

— cемiнарi кафедри алгебри Ужгородського нацiонального унi-
верситету (м. Ужгород, керiвник — кандидат фiзико-математичних
наук, доцент I. В. Шапочка, 12 травня 2016 р.);

— алгебраїчних семiнарах Iнституту математики НАН Украї-
ни (м. Київ, керiвник — доктор фiзико-математичних наук, член-
кореспондент НАН України Ю.А. Дрозд, 2014–2018 рр.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 11
наукових працях, з них 4 — у мiжнародних журналах, якi входять до
мiжнародних наукометричних баз [1, 3, 5, 6], 5 — у фахових видан-
нях з “Перелiку”, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки Украї-
ни [2, 3, 4, 5, 6], 1 — у матерiалах студентської конференцiї [7], 4 —
у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй [8, 9, 10, 11].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота скла-
дається iз анотацiї, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох
роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв. За-
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гальний обсяг дисертацiї — 126 сторiнок. Обсяг основного тексту
дисертацiї — 102 сторiнки. Список використаних джерел займає 4
сторiнки (44 найменування). Додатки займають 3 сторiнки i мiстять
список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю
результатiв дисертацiї.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, об-
грунтовано її актуальнiсть i наукову новизну.

У першому роздiлi ми нагадуємо деякi означення та наводимо
огляд робiт, що пов’язанi з тематикою роботи. Формулюємо твер-
дження, що знадобляться нам у подальшiй роботi.

Другий роздiл присвячений класифiкацiї одного класу нiльпо-
тентних p-груп Чернiкова. Нагадаємо, що p-група Чернiкова G, тоб-
то розв’язна p-група з умовою мiнiмальностi для пiдгруп, — це роз-
ширення скiнченної прямої суми M квазiциклiчних p-груп, або, що
те саме, груп типу p∞, за допомогою скiнченної p-групи H. Ми на-
зиваємо H та M , вiдповiдно, верхiвкою та основою G. Вiдомо, що
p-група Чернiкова є нiльпотентною тодi i тiльки тодi, коли її вер-
хiвка дiє на основi тривiально. Отже, структура модуля M вiдома й
залишається класифiкувати класи когомологiй. Ми розглядаємо ви-
падок, коли верхiвкаH = Hm є елементарною абелевою p-групою зm
твiрними. ТодiH2(H,M) ототожнються з кососиметричними бiлiнiй-
ними вiдображеннями H ×H →M , або з наборами (A1, A2, . . . , Am)
кососиметричних матриць над полем лишкiв Fp. При цьому такi на-
бори кососиметричних матриць треба розглядати з точнiстю до уза-
гальненої конгруентностi. Це означає, що, крiм перетворень кон-
груентностi (Ai) 7→ (SAiS

>), набiр (Ai) можна замiнити на (A′i), де
A′i =

∑
j cijAj для оборотної матрицi (cij) ∈ GL(m,Fp).

Наслiдок 2.3. Два n-набори A i A′ кососиметричних матриць
розмiру m ×m над полем Fp визначають iзоморфнi нiльпотентнi
p-групи Чернiкова з верхiвками Hm i основами M (m) тодi i тiльки
тодi, коли вони узагальнено конгруентнi.

Якщо p > 2, то ми користуємося методом В. Сергейчука, який
зводить задачу про конгруентнiсть таких наборiв до зображень са-
гайдака. Якщо ранг m основи, тобто кiлькiсть матриць у наборi,
бiльша за 2, то вiдповiдний сагайдак є диким. Тому розраховувати
на бiльш-менш прийнятну класифiкацiю не доводиться. При m = 2
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вiдповiдний сагайдак — це вiдомий сагайдак Кронекера. Це дає мо-
жливiсть у пiдроздiлi 2.2.2 явно побудувати множину A = A(k) всiх
неiзоморних нерозкладних пар кососиметричних матриць i дати пов-
ну класифiкацiю пар кососиметричних матриць з точнiстю до уза-
гальненої конгруентностi i визначити дiю на нiй групи g = GL(2,k).
Ця дiя переноситься на множину функцiй F = F(k) A → N зi скiн-
ченними носiями i доводяться такi теореми.

Теорема 2.10. Нехай k — поле i chark 6= 2.

1. Кожна пара кососиметричних форм над полем k узагальнено
конгруентна до Aρ = ⊕R∈Aρ(R)R для деякої функцiї ρ ∈ F.

2. Пари Aρ i Aρ
′
узагальнено конгруентнi тодi i тiльки тодi,

коли функцiї ρ i ρ′ належать однiй i тiй самiй орбiтi групи g.

Теорема 2.11. Нехай R — набiр представникiв орбiт групи
g = GL(2,Fp), що дiють на множинi функцiй F(Fp). Тодi кожна
нiльпотентна p-група Чернiкова з елементарною верхiвкою i осно-
вою M (2) iзоморфна групi G(ρ) для однозначно визначеної функцiї
ρ ∈ R.

Наводиться також опис цих груп у термiнах твiрних та спiввiд-
ношень i дається критерiй розкладностi групи G(ρ).

У випадку p = 2 метод Сергейчука незастосовний. Тому ми кори-
стуємося результатами Уотерхауса про пари симетричних бiлiнiйних
форм над полем характеристики 2. За їх допомогою в цьому випадку
також доводяться результати, якi за формулюванням не вiдрiзняю-
ться вiд наведних вище (теорема 2.16 — для класифiкацiї пар форм
i теорема 2.17 — для класифiкацiї груп Чернiкова).

У третьому роздiлi ми розглянули задачу про слабку еквiва-
лентнiсть цiлих 2-адичних зображень четвiрної групи Кляйна G =
〈a, b | a2 = b2 = 1, ab = ba〉. Вiдомо, що це — єдина нециклiчна
p-група, для якої класифiкацiя цiлих p-адичних зображень не є ди-
кою. Зображення цiєї групи вперше описала Л. Назарова. Але дана
нею класифiкацiя жорстко прив’язана до вибору твiрних i, як на-
слiдок, не пристосована до вирiшення того, якi з цих зображень є
слабо еквiвалентними у розумiннi пiдроздiлу 1.2. Ми пропонуємо iн-
ший пiдхiд. Оскiльки групове кiльце Z2G горенштейнове, то його
цiлочисельнi зображення, крiм регулярного, насправдi є зображен-
нями його мiнiмального надкiльця A. Доводиться, що кiльце A є
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порядком Бакстрема у розумiннi пiдроздiлу 1.4, а вiдповiдний са-
гайдак має тип D̃4. При цьому дiя групи автоморфiзмiв групи G,
яка ототожнюється з групою перестановок S3, зводиться до переста-
новки вершин. Тому питання про слабку еквiвалентнiсть стає цiлком
прозорим i, оскiльки Q — ручний сагайдак, вдається дати повну кла-
сифiкацiю нерозкладних зображень з точнiстю до слабкої еквiвален-
тностi. Вони дiляться на три частини: препроективнi зображення;
преiн’єктивнi зображення i регулярнi зображення, якi дiляться на
однорiднi труби та особливi труби.

Точний вигляд цих зображень наведений у пiдроздiлi 3.2. Гру-
па S3 природно дiє на множинi R нерозкладних зображень, а тому
й на множинi R̃ функцiй R → N зi скiнченним носiєм, i має мiсце
такий результат.

Теорема 3.3. Класи слабкої еквiвалентностi G-решiток знахо-
дяться у взаємно однозначнiй вiдповiдностi з орбiтами групи S3

на множинi R̃. А саме, функцiї ϕ вiдповiдає решiтка M(Vϕ), де
Vϕ =

⊕
R∈R̃ ϕ(R)R, причому M(Vϕ) ' M(Vψ) тодi i тiльки тодi,

коли функцiї ϕ i ψ належать однiй орбiтi.

Четвертий роздiл присвячений обчисленню когомологiй груп.
У цьому роздiлi побудовано нову, спрощену резольвенту, яка дає
можливiсть обчислювати когомологiї скiнченних абелевих груп.
А саме: нехай R = ZG, де G = 〈a1, a2, . . . , an | aoii = 1〉, P =
R[x1, x2, . . . , xn], Pd — R-пiдмодуль однорiдних многчленiв степеня d
i гомоморфiзм d : Pn → Pn−1 заданий правилом

dn
(
xk11 x

k2
2 . . . xkss

)
=

s∑
i−1

(−1)KiCix
k1
1 x

k2
2 · · ·x

ki−1
i · · ·xkss ,

де Ki =
i−1∑
j=1

kj , а

Ci =


ai − 1, якщо ki непарне,
oi−1∑
j=0

aj , якщо ki 6= 0 i парне,

0, якщо ki = 0.

Теорема 4.1. P = (Pn, dn) — вiльна резольвента G-модуля Z.
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Ми будуємо також явний квазi-iзоморфiзм нової резольвенти зi
стандартною (теорема 4.2). Це дає, зокрема, можливiсть “перекладу”
обчислень, виконаних за допомогою нової резольвенти, на звичну
мову систем факторiв, якi виникають у розширеннях груп.

Далi вивчаються когомологiї решiток та дуальних до них модулiв.
Такi модулi виникають, наприклад, при розглядi груп Чернiкова та
кристалографiчних груп. Ми встановлюємо таку теорему двоїстостi
для когомологiй Тейта решiток. Позначимо DM = HomZ(M,T), де
T = Q/Z, M∗ = HomZ(M,Z).

Теорема 4.4. Нехай M — G-решiтка. Тодi

Ĥn−1(G,DM) ' DĤ−n(G,M),

Ĥn(G,DM) ' Ĥn+1(G,M∗),

Ĥn(G,M∗) ' DĤ−n(G,M).

Ми також отримуємо технiчнi результати про когомологiї розши-
рень i прямих добуткiв (твердження 4.5 i наслiдок 4.6) i обчислюємо
когомологiї незвiдних решiток та дуальних до них модулiв.

Наслiдок 4.8. Якщо M — нетривiальна незвiдна G-решiтка
(тобто M 6' Z, то

Ĥn(G,M) ' Ĥn−1(G,DM) ' (Z/pZ)ν(|n|−1,s),

де ν(n, s) = (−1)n
n∑
i=0

(−s
i

)
.

Зауважимо, що ця формула є спiльною для всiх нетривiальних
незвiдних G-решiток.

Теорема 4.9. Якщо n 6= 0 i k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ks, то

Ĥn(G,Z) '
⊕s

i=1

(
Z/pkiZ

)ν(|n|−1,i)
).

Нагадаємо, що Ĥ0(G,Z) ' Z/pmZ, де m =
s∑

k=1

mk.

Ранiше цi результати були вiдомi лише для тривiальної решiтки
(з iстотно складнiшим доведенням).

Ми також встановлюємо явний вигляд першої та другої груп ко-
гомологiй цих решiток.

Теорема 4.10. Нехай G = 〈a1, a2, . . . , as | ap
mi

i = 1, aiaj = ajai〉 —
скiнченна p-група.
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1. H1(G,Z) = 0, а H2(G,Z) '
⊕s

i=1 Z/pmiZ з твiрними γk : P2 →
Z такими, що γk(xixj) = 0 при i < j, а γk(xi)2 = δik.

2. H1(G,Tp) '
⊕s

i=1 Tmi
, де Tmi

= {u ∈ Tp | pmiu = 0}, а
H2(G,Tp) '

⊕
i<j Z/pmij , де mij = min{mi,mj} з твiрними

γkl : P2 → Tp (1 ≤ k < l ≤ s) такими, що

γkl
(
x2i
)
= 0 для всiх i,

γkl(xixj) = δikδjluij при i < j,

де uij — фiксований елемент групи Tp порядку pmij .
3. У цьому та у наступному пунктах нехай M — G-решiтка

у полi Q[ζ], де ζ — первiсний корiнь степеня pr з 1. Ми вва-
жаємо, без зменшення загальностi, що a1 дiє множенням на
ζ, а всi ai при i > 1 дiють тривiально. Тодi H1(G,M) =
Z[ζ]/(ζ − 1) ' Z/pZ, а H2(G,M) ' (Z/pZ)s−1 з твiрними
γk : P2 →M (1 < k ≤ s) такими, що

γk(xi)
2 =

{
0, якщо i 6= k,

(1− ζ)−1pmk , якщо i = k;

γk(xixj) =

{
0, якщо 1 < i < j,

δjk, якщо i = 1 < j.

4. H1(G,DpM) ' (Z/pZ)s−1 з твiрними ξk : P1 → DpM(1 <
k ≤ s) такими, що δk(x

2
i ) = δiku0, де u0 — твiрний групи

(DpM/(ζ− 1)DpM ' Z/pZ, а H2(G,DpM) ' (Z/pZ)(s2−s+2)/2 з
твiрними γk (1 ≤ k ≤ s) та γkl (1 < k < l ≤ s) такими, що

γk(xi)
2 = δiku0,

γk(xixj) = 0 при i < j,

γkl(x
2
i ) = 0,

γkl(xixj) = δikδjlu0.

Далi ми застосовуємо цi результати до випадку четвiрної групи
Кляйна й обчислюємо у явному виглядi другу групу когомологiй
для модулiв, дуальних до всiх неточних решiток над цiєю групою
(твердження 4.11–4.22) i наводимо приклади чернiкiвських груп, якi
визначаються неточними G-решiтками, знаходячи для них задання
твiрними та спiввiдношеннями (приклади 4.23–4.25).
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних задач та
обчисленню когомологiй, пов’язаних з проблемою класифiкацiї p-
груп Чернiкова.

У дисертацiйнiй роботi одержано наступнi новi науковi результа-
ти.

• Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiв-
кою та основою рангу 2.

• Дано класифiкацiю пар кососиметричних форм над полем
з точнiстю до узагальненої конгруентностi.

• Встановлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями
четвiрної групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4.

• Дано класифiкацiю цiлочисельними зображеннями четвiрної
групи Кляйна з точнiстю до слабкої еквiвалентностi, що є важ-
ливим для вивчення груп Чернiкова.

• Побудовано нову резольвенту тривiальної решiтки над скiнчен-
ною абелевою групою, краще пристосовану до обчислення ко-
гомологiй, та встановлено її зв’язок зi стандартною резольвен-
тою, що є особливо важливим для розгляду розширень груп.

• Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для решiток над
скiнченними групами.

• Обчислено когомологiї незвiдних решiток над скiнченними абе-
левими групами.

• Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток
над четвiрною групою Кляйна.
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Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних задач та
обчисленню когомологiй, пов’язаних з проблемою класифiкацiї p-
груп Чернiкова.

Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiв-
кою та основою рангу 2. Дано класифiкацiю пар кососиметричних
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форм над полем з точнiстю до узагальненої конгруентностi. Вста-
новлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями четвiрної
групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4. Дано класифi-
кацiю цiлочисельних зображень четвiрної групи Кляйна з точнiстю
до слабкої еквiвалентностi. Побудовано нову резольвенту тривiаль-
ної решiтки над скiнченною абелевою групою, краще пристосовану
до обчислення когомологiй, та встановлено її зв’язок зi стандартною
резольвентою. Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для ре-
шiток над скiнченними групами. Обчислено когомологiї незвiдних
решiток та дуальних до них модулiв над скiнченними абелевими гру-
пами. Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток
над четвiрною групою Кляйна.

Ключовi слова: p-групи Чернiкова, кососиметричнi форми, зо-
браження сагайдакiв, розширення груп, когомологiї груп, вiльна ре-
зольвента, четвiрна група Кляйна.

АННОТАЦИЯ

Плакош А. И. Применение матричных задач в теории
групп. - Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чи-
сел. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертационная работа посвящена изучению матричных задач
и вычислению групп когомологий, связанных с проблемой класси-
фикации p-групп Черникова.

Описаны черниковские p-группы с элементарной абелевой верху-
шкой и основанием ранга 2. Дана классификация пар кососимметри-
ческих форм над полем с точностью до обобщенной конгруэнтности.
Получено соответствие между целочисленными представлениями че-
тверной группы Кляйна и представлениями колчана типа D̃4. Да-
на классификация целочисленных представлений четверной группы
Кляйна с точностью до слабой эквивалентности. Построена новая
резольвента тривиальной решетки над конечной абелевой группой,
лучше приспособленная к вычислению когомологий, и показана её
связь со стандартной резольвентой. Установлены новые соотношения
двойственности для решеток над конечными группами. Вычислены
когомологии неприводимых решеток и дуальных к ним модулей над
конечными абелевых групп. Вычислены когомологии модулей, ду-
альных к неточным решеткам, над четверной группы Кляйна.
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Ключевые слова: p-группы Черникова, кососимметрические
формы, представления колчанов, расширения групп, еогомологии
групп, свободная резольвента, четверная группа Кляйна.

ABSTRACT
Plakosh A. I. Application of matrix problems in group

theory. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.
The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathemati-

cal Sciences degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number
theory”. – Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the study of matrix problems and the
calculation of cohomology related to the problem of classification of
Chernikov p-groups. We recall that a Chernikov group is an extension of
a finite group, called the top, with an Abelian groupM , called the bottom,
with the minimality condition, that is a direct sum of quasicyclic groups.
These groups, introduced by S. Chernikov, play an important role in
the theory of infinite groups, especially of solvable, locally finite groups
and their generalizations. Since a Chernikov group is decomposed into
a direct product of p-groups, it is sufficient to consider only Chernykov
p-groups.

Since the endomorphism ring of a quasicyclic p-group is isomorphic to
the ring of p-adic integers, it is known that the problem of classification
of Chernikov p-groups can be divided into two problems:

(i) Classification of p-adic integer representations of the given finite
group H up to weak equivalence.

(ii) Calculation of cohomologies H2(H,M), where the bottom M is
defined by the given p-adic representation.

We investigate these problems using the technique of matrix problems
developed mainly in the Kyiv school of representation theory.

Section 1 contains necessary preliminary results and a survey of the
related literature.

In Section 2 nilpotent Chernikov groups are considered. In this case,
the action of the tops on the bottoms, that is the representation of the
top, is trivial. It remains to calculate the cohomology and the action
of automorphisms of the top on cohomologies. If the top is elementary
Abelian, the cohomology group H2(H,M) is identified with the set of
tuples (Ai) of skew-symmetric matrices over the field Fp with p elements.
The classification of Chernikov groups is thus reduced to the classificati-
on of such tuples up to the weak congruence, that is, in addition to
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the usual transformation of the congruence Ai 7→ SAiS
>, one can use

transformations that replace Ai by
∑
j cijAj , where (cij) is an inverti-

ble matrix over Fp. If the number of matrices is greater than 2, this
problem is wild in the sense of the theory of representations. We give
a complete classification of pairs of skew-symmetric matrices up to the
weak congruence (Theorems 2.10 and 2.16) and, as a consequence, obtain
a classification of Chernikov p-groups with elementary top and bottom
of rank 2 (Theorems 2.11 and 2.17). For these groups, a presentaion in
terms of generators and relations is given.

Section 3 is devoted to the problem of weak equivalence of integer
2-adic representations of the Kleinian 4-group. The representations of
the Kleinian group were described by L. Nazarova, but her result is not
adapted to the consideration of weak equivalence, since it is strictly ti-
ed to the choice of generators. We give another description, which is
based on the theory of Backström orders and representations of quivers.
Namely, we reduce the description of the representations of the Kleinian
group to the description of the representations of a certain quiver Q. In
this case, the corresponding action of the automorphisms of the group on
the representations of the quiver Q coincides with the action of a certain
group of its symmetries. Therefore, the question about the weak equi-
valence becomes completely transparent and we give a complete classi-
fication of indecomposable representations up to weak equivalence.

Section 4 is devoted to the cohomologies of groups, mostly of finite
Abelian groups. As the standard resolution is too cumbersome for expli-
cit calculations, we construct, for the case of finite Abelian groups, a new
free resolution, which is much simpler (Theorem 4.1). In view of possible
applications to group extensions, we also give an explicit formula for a
quasi-isomorphism between the standard resolution and that proposed
by us (Theorem 4.2). Further, we study the cohomology of G-lattices
and their dual modules, because they are very important in the study of
Chernikov groups. We establish some duality relations for cohomologies
of lattices (Theorem 4.4) and calculate the cohomologies of irreduci-
ble G-lattices and their dual modules (Theorem 4.7, Corollary 4.8 and
Theorem 4.9). Note that earlier these results were known only for the
trivial lattice. We also establish an explicit form of the first and second
cohomologies of groups with coefficients in these lattices (Theorem 4.10).
Next, we apply these results to the case of the Kleinian 4-group and we
explicitly calculate the second group of cohomologies for the modules
dual to all inexact lattices over this group (Subsections 4.1.1–4.1.4).
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Thus, in this thesis a description of pairs of skew-symmetric form up
to weak equivalence, as well as a classification of nilpotent Chernikov
p-groups is given. The integral representations of the Kleinian 4-group
are classified up to weak equivalence. A new free resolution for the tri-
vial lattice over a finite Abelian group is constructed and is used for
calculation of cohomologies of irreducible lattices and their duals, as
well as for calculation of cohomologies of modules dual to non-sincere
lattices over the Kleinian 4-group. New duality theorems are obtained
for the cohomologies of lattices over finite Abelian groups.

Key words: Chernikov p-groups, skew-symmetric forms, represen-
tations of quivers, group extensions, cohomologies of groups, free resolu-
tion, Kleinian 4-group.
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