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АНОТАЦIЯ
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математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 – “алгебра та теорiя чисел”. –

Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних задач та обчис-

ленню когомологiй, пов’язаних з проблемою класифiкацiї p-груп Чернiко-

ва. Нагадаємо, що група Чернiкова, або чернiкiвська група, — це скiнченне

розширення абелевої групи з умовою мiнiмальностiM , тобто прямої суми

квазiциклiчних груп (“основи”). Цi групи, введенi С.Чернiковим, вiдiгра-

ють важливу роль у теорiї нескiнченних груп, особливо, розв’язних груп.

Оскiльки чернiкiвська група розкладається у прямий добуток p-груп, до-

статньо розглядати саме чернiкiвськi p-групи.

Вiдомо, що кiльце ендоморфiзмiв квазiциклiчної p-групи — це кiльце

Zp цiлих p-адичних чисел. Тому з кожною чернiкiвською p-групою G по-

в’язаний гомоморфiзм скiнченної групи H (“верхiвки”) у групу GL(n,Zp),

тобто цiле p-адичне зображення групи H. Якщо таке зображення фiксо-

ване, то групаG визначається класом когомологiй зH2(H,M). Зображен-

ня та клас когомологiй визначаються при цьому з точнiстю до “слабкої

еквiвалентностi”, тобто, крiм iзоморфiзмiв зображень допускаються ще й

автоморфiзми верхiвки H. Отже, задача класифiкацiї p-груп Чернiкова

розпадається на двi задачi:
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• Класифiкацiя цiлих p-адичних зображень заданої скiнченної групи

H з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Обчислення когомологiй H2(H,M), де основа M визначається зада-

ним цiлим p-адичним зображенням.

У теорiї зображень, починаючи з 70-х рокiв XX сторiччя, важливе

мiсце займає теорiя матричних задач, винайдена та розроблена в робо-

тах А.Ройтера, П.Ґабрiеля, Л.Назарової, К.Рiнгеля, В.Длаба, Ю.Дрозда,

В.Бондаренка, В.Сергейчука та iнших. Теорiя матричних задач довела

свою ефективнiсть у багатьох роздiлах як самої теорiї зображень, так i

алгебраїчної геометрiї, алгебраїчної топологiї та iнших роздiлiв сучасної

математики. Теорiя матричних задач складає пiдґрунтя й дослiджень,

якi лягли в основу дисертацiї. Перший її роздiл присвячений огляду вi-

домих результатiв та викладенню основ технiки, яка використовується у

наступних роздiлах.

У роздiлi 2 розглянуто нiльпотентнi групи Чернiкова. У цьому випад-

ку дiя верхiвки на основi, тобто зображення верхiвки, є тривiальним i

залишається обчислити когомологiї й дiю автоморфiзмiв верхiвки на ко-

гомологiї. Якщо верхiвка — елементарна абелева, то група когомологiй

H2(H,M) ототожнюється з набором (Ai) кососиметричних матриць над

полем Fp з p елементiв, а дiя автоморфiзмiв верхiвки зводиться до класи-

фiкацiї таких наборiв з точнiстю до узагальненої конгруентностi, тобто,

крiм звичайного перетворення конгруентностi Ai 7→ SAiS
>, дозволяється

ще перетворення, яке замiняє Ai на
∑

j cijAj, де (cij) — оборотна мат-

риця над Fp. Якщо кiлькiсть матриць у наборах бiльша за 2, то задача

їх класифiкацiї є дикою в розумiннi теорiї зображень. Ми даємо повну

класифiкацiю пар кососиметричних матриць з точнiстю до узагальненої

конгруентностi (теореми 2.10 та 2.16) i, як наслiдок, класифiкацiю p-груп
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Чернiкова з елементарною верхiвкою i базою рангу 2 (теореми 2.11 та

2.17). Для таких груп визначено також їх представлення через твiрнi та

спiввiдношення. При цьому доводиться використовувати рiзнi засоби в

залежностi вiд числа p. При p > 2 ми користуємося результатами Сер-

гейчука про зображення сагайдакiв з iнволюцiєю, а при p = 2, коли цей

метод незастосовний, — результатами Уотерхауса про пари симетричних

бiлiнiйних форм над полем характеристики 2. Втiм, результуючий опис

виявляється фактично однаковим.

Роздiл 3 присвячений задачi про слабку еквiвалентнiсть цiлих 2-

адичних зображень четвiрної групи Кляйна. Вiдомо, що це — єдина нецик-

лiчна p-група, для якої класифiкацiя цiлих p-адичних зображень не є

дикою. Зображення групи Кляйна описала Л.Назарова, але її результат

непристосований до розгляду слабкої еквiвалентностi, оскiльки жорстко

прив’язаний до вибору твiрних. Ми даємо iнший опис, який ґрунтується

на теорiї порядкiв Бакстрема й зображень сагайдакiв. А саме, ми зводимо

опис зображень групи Кляйна до опису зображень деякого сагайдака Q.

При цьому вiдповiдна дiя автоморфiзмiв групи на зображеннях сагайдака

Q збiгається з дiєю деякої групи його симетрiй. Тому питання про слаб-

ку еквiвалентнiсть стає цiлком прозорим i ми даємо повну класифiкацiю

нерозкладних зображень з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

Роздiл 4 присвячений когомологiям груп, переважно, скiнченних абе-

левих груп. Вiдомо, що для визначення та обчислення когомологiй групи

G iснує стандартна вiльна резольвента тривiального G-модуля Z. Втiм, ця

резольвента дуже громiздка й не використовує нiякої специфiчної iнфор-

мацiї про групу, а тому її практичне використання навiть для “невеликих

груп” (як та сама група Кляйна) є занадто складним. Ми пропонуємо, у

випадку, колиG— скiнченна абелева група, нову вiльну резольвенту, яка є

набагато простiшою (теорема 4.1). Маючи на увазi можливi застосування
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до розширень груп, ми також даємо явний вигляд квазi-iзоморфiзму мiж

стандартною резольвентою й запропонованою нами (теорема 4.2). Надалi,

ми вивчаємо когомологiї G-решiток та дуальних до них модулiв, оскiльки

саме вони вiдiграють важливу роль у дослiдженнi груп Чернiкова. Ми

встановлюємо деякi спiввiдношення двоїстостi для когомологiй решiток

(теорема 4.4) i обчислюємо когомологiї незвiдних G-решiток та дуальних

до них модулiв (теорема 4.7, наслiдок 4.8 та теорема 4.9). Зауважимо, що

ранiше цi результати були вiдомi лише для тривiальної решiтки. Ми та-

кож встановлюємо явний вигляд першої та другої груп когомологiй цих

решiток (теорема 4.10). Далi ми застосовуємо цi результати до випадку

четвiрної групи Кляйна й обчислюємо у явному виглядi другу групу кого-

мологiй для модулiв, дуальних до всiх неточних решiток над цiєю групою

(пiдроздiли 4.1.1.–4.1.4.).

Отже, в роботi мiстяться наступнi новi науковi результати:

• Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiвкою та

основою рангу 2.

• Дано класифiкацiю пар кососиметричних форм над полем з точнiстю

до узагальненої конгруентностi.

• Встановлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями

четвiрної групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4.

• Дано класифiкацiю цiлочисельних зображень четвiрної групи Кляй-

на з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Побудовано нову резольвенту тривiальної решiтки над скiнченною

абелевою групою, краще пристосовану до обчислення когомологiй та

встановлено її зв’язок iз стандартною резольвентою.
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• Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для решiток над скiнчен-

ними групами.

• Обчислено когомологiї незвiдних решiток та дуальних до них модулiв

над скiнченними абелевими групами.

• Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток над

четвiрною групою Кляйна.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати роботи

мають теоретичний характер. Вони можуть бути використанi при вивчен-

нi груп Чернiкова, зокрема, їх класифiкацiї, при дослiдженнях, у яких

iстотну роль вiдiграють когомологiї скiнченних груп, у лiнiйнiй алгебрi.

Ключовi слова: p-групи Чернiкова, кососиметричнi форми, зобра-

ження сагайдакiв, розширення груп, когомологiї груп, вiльна резольвен-

та, четвiрна група Кляйна.
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ABSTRACT

Plakosh A. I. Application of matrix problems in group theory. – Qualifying

scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical

Sciences degree in the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”. –

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of matrix problems and the calculation of

cohomology related to the problem of classification of Chernikov p-groups. We

recall that a Chernikov group is a finite extension of an Abelian group with the

minimality conditionM , that is a direct sum of quasicyclic groups (“ bottomm

”). These groups, introduced by S. Chernikov, play an important role in the

theory of infinite groups, especially of solvable groups. Since a Chernikov group

is decomposed into a direct product of p-groups, it is sufficient to consider only

Chernikov p-groups.

It is known that the ring of endomorphisms of the quasicyclic p-group is the

ring Zp of p-adic integers. Therefore, for each Chernikov p-group G there is a

homomorphism of a finite group H (“top”) into the group GL(n,Zp), i.e. the

integral p-adic representation related to G. If this representation is fixed, G

is defined by a cohomology class from H2(H,M). The representation and the

cohomology class are defined up to “weak equivalence”, that is, in addition to

isomorphisms of representation, one can apply automorphisms of the top H.

Consequently, the problem of classification of Chernikov p-groups is divided

into two problems:

8
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• Classification of p-adic integer representations of the given finite group

H up to weak equivalence.

• Calculation of cohomologies H2(H,M), where the bottom M is defined

by the given p-adic representation.

Since the 70s of the XX century, the theory of matrix problems plays

an important role in the theory of representations. The theory of matrix

problems was invented and developed in the works of A.Royter, P.Gabriel,

L.Nazarova, K.Ringel, V.Dlab, Y.Drozd, V.Bondarenko, V.Sergichuk and

other mathematicians. It proved its effectiveness in many sections of both

the theory of representations and algebraic geometry, algebraic topology and

other areas of the modern mathematics. The theory of matrix problems lies

in the foundation of the investigations which form the basis of the thesis.

The following tasks are considered in the thesis. Its first section is devoted to

the review of well-known results and the presentation of the foundations of

technology, which are used further.

In Section 2 nilpotent Chernikov groups are considered. In this case,

the action of the tops on the bottoms, that is the representation of the

top, is trivial. It remains to calculate the cohomology and the action of

automorphisms of the top on cohomologies. If the top is elementary Abelian,

then the cohomology group H2(H,M) is identified with the set of tuples (Ai)

of skew-symmetric matrices over the field Fp with p elements. The action of

the automorphisms of the top turns into the classification of such tuples up

to the weak congruence, that is, in addition to the usual transformation of

the congruence Ai 7→ SAiS
>, one can use transformations that replace Ai by∑

j cijAj, where (cij) is an invertible matrix over Fp. If the number of matrices

in the tuples is greater than 2, then the ptoblem of their classification is wild in

the sense of the theory of representations. We give a complete classification of
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pairs of skew-symmetric matrices up to the weak congruence (Theorems 2.10

and 2.16) and, as a consequence, the classification of Chernikov p-groups with

elementary top and bottom of rank 2 (Theorems 2.11 and 2.17) For these

groups, a presentaion in terms of generators and relations is given. Note that

we have to use different tools depending on the prime p. For p > 2, we use

the results of Sergeychuk about representations of quivers with involution. For

p = 2, when this method is inapplicable, we use the results of Waterhouse for

pairs of symmetric bilinear forms over a field of characteristic 2. However, the

resulting description is actually the same.

Section 3 is devoted to the problem of weak equivalence of integer 2-adic

representations of the Kleinian 4-group. It is known that it is a unique non-

cyclic p-group for which the classification of integer p-adic representations

is not wild. The representations of the Kleinian group were described by

L.Nazarova, but her result is not adapted to the consideration of weak

equivalence, since it is strictly tied to the choice of generators. We give

another description, which is based on the theory of Backström orders

and representations of quivers. Namely, we reduce the description of the

representations of the Kleinian grop to the description of the representations of

a certain quiverQ. In this case, the corresponding action of the automorphisms

of the group on the representations of the quiver Q coincides with the action

of a certain group of its symmetries. Therefore, the question about the

weak equivalence becomes completely transparent and we give a complete

classification of indecomposable representations up to weak equivalence.

Section 4 is devoted to the cohomologies of groups, mostly of finite

Abelian groups. It is known that for determining and calculating cohomologies

of a group G there exists a standard free resolution of the trivial G-

module Z. However, this resolution is very cumbersome and does not use

any specific information about the group. So its practical use, even for
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“small groups” (as the Kleinian group itself) is too complicated. In the

case when G is a finite Abelian group, we propose a new free resolution,

which is much simpler (Theorem 4.1). In view of possible applications to

group extensions, we also give an explicit formula for a quasi-isomorphism

between the standard resolution and that proposed by us (Theorem 4.2).

Further, we study the cohomology of G-lattices and their dual modules,

because they are very important in the study of Chernikov groups. We

establish some duality relations for cohomologies of lattices (Theorem 4.4)

and calculate the cohomologies of irreducibleG-lattices and their dual modules

(Theorem 4.7, Corollary 4.8 and Theorem 4.9). Note that earlier these results

were known only for the trivial lattice. We also establish an explicit form of

the first and second cohomologies of groups with coefficients in these lattices

(Theorem 4.10). Next, we apply these results to the case of the Kleinian 4-

group and we explicitly calculate the second group of cohomologies for the

modules dual to all inexact lattices over this group (Subsections 4.1.1.–4.1.4.).

Thus, the thesis contains the following new scientific results:

• The Chernikov p-groups with an elementary Abelian top and the basis

of rank 2 are described.

• A classification of pairs of skew-symmetric forms over a field is given up

to the weak congruence.

• A relation was found between the integral representations of the Kleinian

4-group and the representations of a quiver of type D̃4.

• The classification of integer representations of the Kleinian 4-group is

given up to the weak equivalence.

• A new resolution of the trivial lattice over a finite Abelian group is
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constructed, which is better suited for the calculation of cohomology,

and its connection with the standard resolution is established.

• New duality relations for lattices over finite groups are established.

• The cohomology of irreducible lattices and their dual modules over finite

Abelian groups is calculated.

• The cohomology of modules dual to inexact lattices over the Kleinian

4-group is calculated.

The practical significance of the results. The results of the work

are mainly theoretical. They can be used in the study of Chernikov groups,

in particular, in their classification, in researches where the cohomologies of

finite groups plays a significant role, as well as in linear algebra.

Keywords: Chernikov p-groups, skew-symmetric forms, representations

of quivers, group extensions, cohomologies of groups, free resolution, Kleinian

4-group.
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УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

Hn(G,M — n-ва група когомологiй групи G у модулi H.

Hn(G,M) — n-ва група гомологiй групи G у модулi M.

Ĥn(G,M) — n-ва група когомологiй Тейта.

S — стандартна резольвента.

o(a) — порядок елемента a.

DM — дуальний модуль.

MG — група G-iнварiантiв у модулi M.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню мат-

ричних задач та обчисленню когомологiй, пов’язаних з проблемою класи-

фiкацiї p-груп Чернiкова. Нагадаємо, що група Чернiкова, або чернiкiвсь-

ка група — це скiнченне розширення абелевої групи з умовою мiнiмально-

стi M , тобто прямої суми квазiциклiчних груп (“основи”). Еквiвалентно,

це — локально скiнченна група з умовою мiнiмальностi для пiдгруп. Цi

групи, введенi С.Чернiковим, вiдiграють важливу роль у теорiї нескiнчен-

них груп, особливо, розв’язних груп (дивись [22]). Оскiльки чернiкiвська

група розкладається у прямий добуток p-груп, достатньо розглядати саме

чернiкiвськi p-групи.

Вiдомо, що кiльце ендоморфiзмiв квазiциклiчної p-групи — це кiльце

Zp цiлих p-адичних чисел. Тому з кожною чернiкiвською p-групою G по-

в’язаний гомоморфiзм скiнченної групи H (“верхiвки”) у групу GL(n,Zp),

тобто цiле p-адичне зображення групи H. Якщо таке зображення фiксо-

ване, то групаG визначається класом когомологiй зH2(H,M). Зображен-

ня та клас когомологiй визначаються при цьому з точнiстю до «слабкої

еквiвалентностi», тобто, крiм iзоморфiзмiв зображень допускаються ще й

автоморфiзми верхiвки H. Отже, задача класифiкацiї p-груп Чернiкова

розпадається на двi задачi:

• Класифiкацiя цiлих p-адичних зображень заданої скiнченної групи

H з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Обчислення когомологiй H2(H,M), де основа M визначається зада-

ним цiлим p-адичним зображенням.
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Такий пiдхiд до вивчення чернiкiвських груп був започаткований

П. Гудивком, Ф.Ващуком i В.Дроботенком [9], а в подальшому розви-

нений П. Гудивком та I.Шапочкою [10, 23]. Звичайно, перш за все, вiн

вимагає класифiкацiї цiлочисельних зображень груп. Тут першi резуль-

тати були отриманi C.Берманом i П. Гудивком, А.Хеллером i I. Райнером,

А.Джонсом, якi класифiкували зобрадення циклiчних груп порядкiв p та

p2 i довели, що лише цi p-групи мають скiнченну кiлькiсть нерозкладних

зображень [1, 2, 37, 38, 39]. Л.Назарова описала зображення четвiрної

групи Кляйна [16], А.Яковлев — циклiчної групи порядку 8 [25]. У остан-

нiх роботах, iнколи неявно, використовувались методи, якi в 1970-i роки

одержали назву теорiї матричних задач.

Теорiя матричних задач сформувалася, перш за все, пiд впливом робiт

Л.Назарової, А. Ройтера, М.Клейнера про зображення частково впоряд-

кованих множин [18, 12, 13] та П. Ґабрiеля, I. Бернштейна, I. Гельфанда,

В.Пономарьова [33, 3] про зображення сагайдакiв. Надалi, у роботах

цих авторiв, а також В.Длаба, К.Рiнгеля, Ю.Дрозда, В.Бондаренка,

В.Сергейчука та iнших вона оформилась у потужний метод дослiджень

не лише у теорiї зображень, а й у алгебраїчнiй геометрiї, алгебраїчнiй

топологiї, теорiї особливостей та iнших роздiлах математики. Зокрема, у

теорiї груп вона була застосована до класифiкацiї груп з абелевою пiд-

групою iндексу p [19] та груп з комутатором iндексу p [20].

Теорiя когомологiй груп була натхненна роботами В. Гуревича про ко-

гомологiї ациклiчних просторiв i розвинена у 1940-i роки С.Ейленбергом,

С.Маклейном, В. Екманом, Х.Хопфом та iншими. Вони також були по-

в’язанi з теорiєю розширень груп та проективними зображеннями, де ко-

гомологiї виникають як набори факторiв.

Важливий внесок у дослiдження когомологiй груп внесли З.Боревич

та Д.Фаддєєв [4, 5]. Вони, зокрема, гомологiчними методами довели, що
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нециклiчна p-група має нескiченно багато нерозкладних зображень на по-

лем характеристики p. Цi роботи були одними з першоджерел гомоло-

гiчної алгебри. Когомологiї груп широко використовуються в топологiї,

теорiї чисел, алгебраїчнiй геометрiї та iнших галузях математики. Саме

тому, вони активно вивчаються багатьма математиками. Зокрема, є ба-

гато статтей, присвячених обчисленню когомологiй конкретних груп та

їх класiв. В цих дослiдження часто необхiднi спецiальнi типи резольвент,

якi простiшi та зручнiшi, нiж стандартна. Наприклад, Ш.Такахашi [46]

запропонував новий пiдхiд до обчислення когомологiй скiнченних абеле-

вих груп i запропонував застосування цього методу для обчислення кого-

мологiй тривiальних модулiв та деяких груп Галуа.

Отже, дослiдждення в цих напрямках є актуальними i перспективними

й приводять до нових результатiв у теорiї зображень, теорiї груп, гомо-

логiчний алгебрi та iнших роздiлах математики.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тема дисертацiї безпосередньо пов’язана з дослiдженнями, якi виконують-

ся у вiддiлi алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України в рам-

ках науково-дослiдних тем: “Теорiя зображень та її застосування в алгеб-

рi, геометрiї та топологiї” (номер державної реєстрацiї 0111U002096), “Роз-

робка й застосування нових методiв у теорiї зображень, абстрактнiй алгеб-

рi та алгебраїчнiй геометрiї” (номер державної реєстрацiї 0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис нових

класiв p-груп Чернiкова, знаходження пов’язаних з ними цiлочисельних

зображень груп, впровадження i застосування нових методiв у теорiї ко-

гомологiй скiнченних груп. Об’єктом дослiдження є p-групи Чернiкова,

зображення четвiрної групи Кляйна та когомологiї решiток.

Предмет дослiдження — матричнi задачi та обчислення когомологiй,
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якi виникають при дослiдженнi р-груп Чернiкова та їх застосування до

класифiкацiї цих груп.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються

при дослiдженнях, є методи теорiї зображень та матричних задач, гомо-

логiчної алгебри та теорiї груп.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано

наступнi новi науковi результати:

• Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiвкою та

основою рангу 2

• Дано класифiкацiю пар кососиметричних форм над полем з точнiстю

до узагальненої конгруентностi.

• Встановлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями

четвiрної групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4.

• Дано класифiкацiю цiлочисельних зображень четвiрної групи Кляй-

на з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

• Побудовано нову резольвенту тривiальної решiтки над скiнченною

абелевою групою, краще пристосовану до обчислення когомологiй та

встановлено її зв’язок iз стандартною резольвентою.

• Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для решiток над скiнчен-

ними групами.

• Обчислено когомологiї незвiдних решiток та дуальних до них модулiв

над скiнченними абелевими групами.

• Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток над

четвiрною групою Кляйна.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути викори-

станi при вивченнi груп Чернiкова, зокрема, їх класифiкацiї, при дослiд-

женнях, у яких iстотну роль вiдiграють когомологiї скiнченних груп, у

лiнiйнiй алгебрi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної робо-

ти отримано здобувачем самостiйно. У статтi [51] з I. А. Шапочкою та

статтях [48, 50, 52] з науковим керiвником останнiм належать постановки

задач i загальнi iдеї щодо методiв їх розв’язання, а практична реалiзацiя

та ряд конкретних iдей належать здобувачевi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної робо-

ти оприлюднено на наукових конференцiях та наукових семiнарах:

— Студентськiй науковiй конференцiї математичного факультету Уж-

НУ (Ужгород, 18 квiтня 2013 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3–6 червня

2015 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-

рiччю Ю.А. Дрозда (м. Одеса, 20–27 серпня 2015 р.);

— Мiжнароднiй математичнiй коференцiї “Group and Actions”, присвя-

ченiй пам’ятi професора Вiталiя Сущанського (м. Київ, 19–22 грудня 2016

р.);

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

75-рiччю В.В. Кириченка (м. Київ, 3–7 липня 2017 р.);

— cемiнарi пiд кiнець року при механiко-математичному факультетi

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Київ,

керiвники — доктор фiзико-математичних наук, член-кореспондент НАН

України Ю.А. Дрозд, доктор фiзико-математичних наук А.П. Петрав-

чук, 24 грудня 2015 р.);
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— cемiнарi кафедри алгебри Ужгородського нацiонального унiверсите-

ту (м. Ужгород, керiвник — кандидат фiзико-математичних наук, доцент

I. В. Шапочка, 12 травня 2016 р.);

— алгебраїчних семiнарах Iнституту математики НАН України

(м. Київ, керiвник — доктор фiзико-математичних наук, член-кореспон-

дент НАН України Ю.А. Дрозд, 2014–2018 рр.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 11 наукових

працях, них 4 — у мiжнародних журналах, якi входять до мiжнародних

наукометричних баз [48, 50, 52, 53], 5 — у фахових виданнях з «Перелiку»,

затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України [49, 50, 51, 52, 53],

1 — в матерiалах студентської конференцiї [54], 4 — у матерiалах мiжна-

родних наукових конференцiй [55, 56, 57, 58].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

iз анотацiї, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, вис-

новкiв, списку використаних джерел та додаткiв. Загальний обсяг дисер-

тацiї — 126 сторiнок. Обсяг основного тексту дисертацiї — 102 сторiнки.

Список використаних джерел займає 4 сторiнок (47 найменувань). Додат-

ки займають 3 сторiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї

та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Змiст роботи. Дисертацiя складається iз чотирьох роздiлiв. У пер-

шому роздiлi ми нагадуємо деякi означення та наводимо огляд робiт, що

пов’язанi з тематикою роботи. Формулюємо твердження, що знадобляться

нам у подальшiй роботi.

Другий роздiл присвячений класифiкацiї одного класу нiльпотентних

p-груп Чернiкова. Вiдомо, що p-група Чернiкова є нiльпотентною тодi i

тiльки тодi, коли верхiвка дiє на базi тривiально. Отже, структура моду-

ля M вiдома й залишається класифiкувати класи когомологiй. Ми роз-
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глядаємо випадок, коли верхiвка H є елементарною абелевою p-групою.

Тодi H2(H,M) ототожнються з кососиметричними бiлiнiйними вiдобра-

женнями H × H → M , або з наборами (Ai) кососиметричних матриць

над полем лишкiв Fp. При цьому такi набори треба класифiкувати з точ-

нiстю до узагальненої конгруентностi. Це означає, що, крiм перетворень

конгруентностi (Ai) 7→ (SAiS
>), набiр (Ai) можна замiнити на (A′i), де

A′i =
∑

j cijAj для оборотної матрицi (cij). Якщо p > 2, ми користуємо-

ся методом В.Сергейчука [21], який зводить задачу про конгруентнiсть

таких наборiв до зображень сагайдака. Якщо ранг m бази основи, тобто

кiлькiсть матриць у наборi, бiльша за 2, вiдповiдний сагайдак є диким. То-

му розраховувати на бiльш-менщ прийнятну класифiкацiю не доводиться.

При m = 2 вiдповiдний сагайдак — це вiдомий сагайдак Кронекера. Це

дає можливiсть дати повну класифiкацiю пар кососиметричних матриць

з точнiстю до узагальненої конгруентностi (Теорема 2.10) i виводимо звiд-

си класифiкацiю чернiкiвських p-груп з елементарною верхiвкою i базою

рангу 2 (Теорема 2.11). Якщо p = 2, цей метод не працює. Тут ми кори-

стуємося результатами У.Уотерхауса [47] про пари симетричних бiлiнiй-

них форм над полем характеристики 2 й одержуємо опис пар кососимет-

ричних форм з точнiстю до узагальненої конгруенцiї (Теорема 2.16) i 2-

груп Чернiкова з елементарною верхiвкою i базою рангу 2 (Теорема 2.17).

Виявляється, що, попри вiдмiну у методах, вiдповiдь не залежить вiд p.

Дано також опис вiдповiдних груп у термiнах твiрних i спiввiдношень.

У третьому роздiлi ми розглянули задачу про слабку еквiвалентнiсть

цiлих 2-адичних зображень четвiрної групи Кляйна G = 〈 a, b | a2 = b2 =

1, ab = ba 〉. Вiдомо, що це — єдина нециклiчна p-група, для якої класи-

фiкацiя цiлих p-адичних зображень не є дикою. Зображення цiєї групи

вперше описала Л.Назарова [16]. Але дана нею класифiкацiя жорстко

прив’язана до вибору твiрних i, як наслiдок, погано пристосована до ви-
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рiшення того, якi з цих зображень є слабо еквiвалентними в розумiннi

пiдроздiлу 1.2. Оскiльки, як показує Теорема 1.5, це питання є важливим

для вивчення чернiкiвських груп, ми даємо на нього вiдповiдь, користую-

чись iншим пiдходом до класифiкацiї таких зображень. Ми зводимо опис

зображень групи Кляйна до опису зображень деякого порядку Бакстре-

ма (Твердження 3.1), а тому й деякого сагайдака Q. При цьому вiдпо-

вiдна дiя автоморфiзмiв групи на зображеннях сагайдака Q збiгається

з очевидною дiєю деякої групи його симетрiй. Тому питання про слаб-

ку еквiвалентнiсть стає цiлком прозорим i ми даємо повну класифiкацiю

нерозкладних зображень з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

Четвертий роздiл присвячений обчисленню когомологiй груп. Обчис-

лення когомологiй є важливим для вивчення розширень груп, зокрема,

для вивчення p-груп Чернiкова. Для спрощення обчислень, ми визначає-

мо нову резольвеньту для тривiального модуля Z у випадку скiнченних

абелевих груп (Теорема 4.1). Наш пiдхiд близький до пiдходу Такаха-

шi [46], але здається бiльш явним i ефективним. Ми будуємо також яв-

ний квазi-iзоморфiзм нової резольвенти зi стандартною (Теорема 4.2), що

дає, зокрема, можливiсть «перекладу» обчислень, виконаних за допомо-

гою нової резольвенти, на звичну мову систем факторiв, якi виникають у

розширеннях груп. Далi вивчаються когомологiї решiток та дуальних до

них модулiв. Такi модулi виникають, наприклад, при розглядi груп Чер-

нiкова та кристалографiчних груп. Ми встановлюємо теорему двоїстостi

для когомологiй Тейта решiток (Теорема 4.4) i обчислюємо когомологiї

незвiдних решiток та дуальних до них модулiв (Теорема 4.7, Наслiдок 4.8

i Теорема 4.9). Цi результати були ранiше вiдомi лише для тривiальної

решiтки. Ми також встановлюємо явний вигляд першої та другої груп

когомологiй цих решiток (Теорема 4.10). Далi ми застосовуємо цi резуль-

тати до випадку четвiрної групи Кляйна й обчислюємо у явному виглядi
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другу групу когомологiй для модулiв, дуальних до всiх неточних решiток

над цiєю групою (пiдроздiли 4.1.1.–4.1.4.).

Автор щиро вдячний своєму науковому керiвнику професору

Ю.А̇. Дрозду за постановку задач, цiннi поради та постiйну увагу до ро-

боти.



Роздiл 1

ОСНОВНI ВIДОМОСТI

У цьому роздiлi дається огляд робiт, пов’язаних з тематикою дисерта-

цiї, а також наведено вiдомi результати, якими ми будемо користуватися

надалi.

1.1. p-групи Чернiкова

Група G називається чернiкiвською групою, якщо вона є розширенням

прямого добутку скiнченного числа квазiциклiчних p-груп, можливо по

рiзних простих p, за допомогою скiнченної групи. Нагадаємо, що квазiцик-

лiчна p-група — це пряма границя циклiчних p-груп lim−→n
Z/pnZ вiдносно

природних занурень Z/pnZ → Z/pn+1Z (множення на p). Вона iзоморф-

на мультиплiкативнiй групi всiх коренiв iз одиницi (в полi комплексних

чисел) степеня pn, де p — фiксоване просте число, i n = 1, 2, . . . . Як аб-

страктна група, вона задається твiрними елементами a0 = 0, a1, a2, a3, . . .,

та спiввiдношеннями pan+1 = an для всiх n.

Група G називається такою, що задовольняє умовi мiнiмальностi, якщо

не iснує жодного нескiнченного спадного ланцюга її пiдгруп. Такi групи

вперше розглянув С.Чернiков, який встановив наступнi результати.

Теорема 1.1 ([22, Теорема 1.1]). Нескiнченна локально розв’язна

група G задовольняє умову мiнiмальностi тодi i тiльки тодi, коли вона

є скiнченним розширенням прямого добутку скiнченного числа квазiцик-

26
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лiчних груп.

Теорема 1.2 ([22, Теорема 1.5]). Нескiнченна локально скiнченна p-

група задовольняє умову мiнiмальностi тодi i тiльки тодi, коли вона є

чернiкiвською p-групою.

Теорема 1.3 ([22, Теорема 1.9]). Нескiнченна нiльпотентна p-група

G задовольняє умову мiнiмальностi тодi i тiльки тодi, коли вона має

таку пiдгрупу скiнченного iндекса,що мiститься в її центрi i є прямим

добутком скiнченного числа квазiциклiчних груп.

Теорема 1.4 ([22, Наслiдок 1.7]). Кожна квазiциклична пiдггрупа

нiльпотентної p-групи G мiститься в її центрi.

Вiдомо, що кожна чернiкiвcька група розкладається у прямий добу-

ток p-груп. Тому при дослiдженнi чернiкiвських груп можна обмежитись

вивченнням чернiкiвських p-груп. При цьому ми використовуємо пiдхiд,

започаткований в роботах [9, 10].

Нехай G — чернiкiвська p-група. Тодi G мiстить нормальну пiдгрупу

M , яка є прямою сумою скiнченного числа квазiциклiчних p-груп, а

факторгрупа H = G/M є скiнченною p-групою. Тодi група M стає H-

модулем, якщо визначити дiю у такий спосiб:

h ◦ v = hvh−1 для всiх h ∈ H, v ∈M. (1.1)

Отже, задача класифiкацiї чернiкiвських груп розщеплюється на двi

частини:

1. Знаходження усiх H-модулiвM , де H — скiнченна p-група, а адитив-

на група модуля M — пряма сума скiнченного числа квазiциклiчних

p-груп.
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2. Вивчення всiх неiзоморфних розширень даної групи H за допомогою

даного модуля M .

Вiдомо [15], що кiльце ендоморфiзмiв квазiциклiчної p-групи iзо-

морфне кiльцю Zp цiлих p-адичних чисел. Тому, якщо M — пряма сума

n екземплярiв квазiциклiчних p-груп, то AutM ' GL(n,Zp).

Отже, перша задача — це, фактично, задача знаходження цiлих p-

адичних зображень даної p-групи H. Друга задача — вивчення розши-

рень, як вiдомо, пов’язана з когомологiями.

1.2. Когомологiї

Розширенням групи H за допомогою групи M зветься коротка точна по-

слiдовнiсть груп виду

1→M → E → H → 1.

Iнше розширення

1→M → E ′ → H → 1

назвемо еквiвалентним до попереднього, якщо iснує гомоморфiзмE → E ′,

який робить комутативною дiаграму

1 −−→ M −−→ E −−→ H −−→ 1∥∥∥ y ∥∥∥
1 −−→ N −−→ E ′ −−→ H −−→ 1

.

Зауважимо, що таке вiдображення обов’язково є iзоморфiзмом.

Головна проблема, пов’язана з груповими розширеннями, полягає в

класифiкацiї розширень групи H за допомогою M з точнiстю до еквiва-

лентностi. Як вiдомо, класи еквiвалентностi розширень з комутативним

ядром M знаходяться у взаємно однозначнiй вiдповiдностi з елементами
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другої групи когомологiйH2(H,M), де дiя групиH на групiM визначена

формулою (1.1).

Нехай R — кiльце (асоцiативне з одиницею) i M — (лiвий) R-модуль.

Резольвентою модуляM називається точна послiдовнiсть R-модулiв виду

F : . . .
d3−→ F2

d2−→ F1
d1−→ F0

π−→M −→ 0. (1.2)

Якщо всi модулi Fi вiльнi, то кажуть про вiльну резольвенту. Вiльнi ре-

зольвенти iснують у будь-якого модуля M i можуть бути побудованi оче-

видним iндуктивним процесом: вибираємо епiморфiзм F1 → Kerε, де

ε : F0 → M iз вiльним F1 i т.д. Зауважимо, що початковий вiдрiзок

F1 → F0 → M → 0 вiльної резольвенти можна розглядати як задання

модуля M твiрними та спiввiдношеннями.

Нас цiкавить випадок, коли R = ZG — цiлочисельне групове кiльце

скiнченної групи G. Нехай Z — тривiальний G-модуль. Тодi гомологiї й

когомологiї ZG-модуля M визначаються так:

Hn(G,M) = TorZGn (Z,M),

а

Hn(G,M) = ExtnZG(Z,M),

Iнакше кажучи, цi гомологiї й когомологiї є, вiдповiдно, гомологiями та

когомологiями комплексiв

F ⊗ZGM та HomZG(F,M),

де F — вiльна резольвента (1.2) модуля Z. Вiдомо з гомологiчної алгебри

[28], що це не залежить вiд вибору резольвенти.

Нагадаємо, що для тривiального G-модуля Z визначена так звана

стандартна резольвента [7, 28]:

S : . . . −→ S2 −→ S1 −→ S0 −→ Z −→ 0,
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де ZG-модуль Sn має базис [g1|g2| . . . |gn], де gi ∈ G\{1} (ми покладемо

[g1|g2| . . . |gn] = 0, якщо деяке gi = 1) i

d[g1|g2| . . . |gn] = g1[g2| . . . |gn] + Σn−1
i=1 (−1)i[g1|g2| . . . |gigi+1| . . . |gn]+

+ (−1)n[g1|g2| . . . |gn]

S — вiльна резольвента тривiального G-модуля Z. Отже

Hn(G,M) = TorZGn (Z,M) = Hn(S⊗ZGM),

а

Hn(G,M) = ExtnZG(Z,M) = Hn(HomZG(S,M)).

Друга група когомологiй при цьому одежує наступний вигляд.

• Розглядаються коцикли (або системи факторiв), тобто вiдображен-

ня µ : G×G→M , якi задовольняють рiвняння

aµ(b, c)− µ(ab, c) + µ(a, bc)− µ(a, b) = 0. (1.3)

• У групi C2(G,M) всiх коциклiв розглядається пiдгрупа кограниць

B2(G,M), тобто вiдображень вигляду

dγ : dγ(a, b) = aγ(b)− γ(a),

де γ : G→M — довiльне вiдображення.

• Тодi H2(G,M) = C2(G,M)/B2(G,M).

При цьому можна обмежитись такими коциклами µ, що µ(a, b)=0, якщо

a = 1 або b = 1.

Кожен коцикл µ ∈ C2(G,M) визначає розширення Eµ групи G за до-

помогою M у такий спосiб:

Eµ = M ×G,
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а операцiя задається формулою

(v, g)(v′, g′) = (v + gv′ + µ(g, g′), gg′) (1.4)

(ми записуємо операцiї в Eµ i G як множення, а в M — як додавання).

При цьому розширення Eµ та Eµ′ еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

µ− µ′ ∈ B2(G,M) [7, 28]. Позначимо Eµ = E(G,M, µ).

Якщо не iснує гомоморфiзмiв групM → G, можна сказати навiть бiль-

ше. Нехай ψ — автоморфiзм групи G. Для кожного G-модуля M визна-

чений «пiдкручений» модуль Mψ в якому g ◦ v = ψ(g)v, де праворуч —

операцiя в модулiM , а лiворуч — уMψ. Кажуть, що модулiM iM ′ слабо

еквiвалентнi, якщо M 'M ′ψ для деякого автоморфiзму ψ.

Теорема 1.5. Припустимо, що група G скiнченна, а M i M ′ — два

G-модулi такi, що Hom(M,G) = 0, µ ∈ H2(G,M) i µ′ ∈ H2(G,M ′).

E(G,M, µ) ' E(G,M ′, µ) тодi i тiльки тодi, коли iснує автоморфiзм ψ

групи G та iзоморфiзм G-модулiв ϕ : M →M ′ψ такi, що µ = ϕ−1µ′ψ.

Зауваження 1.6. Цей результат, в рiзних його варiантах, є вiдомим,

але, оскiльки в лiтературi немає його доведення у загальному вигдядi,

тому ми таке доведення наведемо. Насправдi воно є досить простим уза-

гальненням доведення з роботи [10], де розглянуто модулi, якi виникають

з чернiкiвських p-group.

Доведення. Розглянемо цi розширення:

1→M
α−→ E

β−→ H → 1

та

1→M ′ α′−→ E ′
β′−→ H → 1.
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Нехай f : E ′
∼→ E. Оскiльки Hom(M,G) = 0, β′f(Imα) = 0, тобто β′f

iндукує гомоморфiзми ϕ : M →M ′ та ψ : G→ G такi, що дiаграма

1 −−→ M
α−−→ E

β−−→ G −−→ 1

ϕ

y f

y yψ
1 −−→ M ′ −−→

α′
E ′ −−→

β′
G −−→ 1

є комутативною. Оскiльки f iзоморфiзм, ψ — епiморфiзм. Оскiльки група

G скiнченна, ψ — iзоморфiзм, а тодi й ϕ — iзоморфiзм (груп). Якщо ото-

тожнювати G i G′ з добутками, вiдповiдно,M ×G iM ′×G з множенням,

яке задано правилом (1.4), це дає такi спiввiдношення

f(v, a) = (ϕ(v) + γ(a), ψ(a)) для деякої функцiї γ : G→M ′ з γ(1) = 0;

(0, a)(v, 1) = (av, a),

a для їхнiх образiв при дiї f маємо:

(γ(a), ψ(a))(ϕ(v), 1) = (γ(a) + ψ(a)ϕ(v), ψ(a)),

звiдки

ϕ(av) = a ◦ ϕ(v), де ◦ — дiя в модулi M ′ψ;

f(v, a)f(u, b) = (ϕ(v) + γ(a), ψ(a))(ϕ(u) + γ(b), ψ(b)) =

= (ϕ(v) + γ(a) + a ◦ ϕ(u) + a ◦ γ(b) + µ′ψ(a, b), ψ(ab));

f(v + au+ µ(a, b), ab) = (ϕ(v) + a ◦ ϕ(u) + ϕµ(a, b) + γ(ab), ψ(ab)),

звiдки

µ(a, b) = µ′(a, b) + a ◦ γ(b)− γ(ab) + γ(a)),

тобто ϕ : M
∼→ M ′ψ i клас коцикла ϕµ в H2(G,M) дорiвнює класу ко-

цикла µ′ψ.
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У випадку, коли група G є скiнченною, зручними є когомологiї Тейта,

якi ввiв у розгляд Дж.Тейт i якi визначаються в такий спосiб:

Ĥ i(G,M) =


Hn(G,M), n>0;

H−n−1(G,M), n<-1;

MG/trM, n=0;

KerM tr/{gu− u|g ∈ G, u ∈M}, n=-1.

де tr =
∑

g∈G g (елемент групової алгебри ZG), а KerM tr = {u ∈ M |
tru = 0}. «Поправка» для степенiв 0 i −1 дiсно є корисною. Наприклад,

має мiсце такий важливий факт, який ми також будемо використовувати

надалi.

Теорема 1.7 ([7, 28]). Кожна коротка точна послiдовнiсть G-

модулiв

0→M1 →M2 →M3 → 0

iндукує нескiнченну в обидва боки точну послiдовнiсть когомологiй Тей-

та

· · · → Ĥn−1(G,M3)→ Ĥn(G,M1)→ Ĥn(G,M2)→

→ Ĥn(G,M3)→ Ĥn+1(G,M1)→ . . .

Iнше визначення когомологiй Тейта пов’язане з використанням так зва-

них повних резольвент [28, 7]. А саме, повна резольвента для групи G —

це точна, нескiнченна в обидвi сторони послiдовнiсть вiльних ZG-модулiв

F̂ : . . .
d̂n+1−−→ Fn

d̂n−→ Fn−1
d̂n−1−−→ . . . ,

у якiй coker d̂0 ' ker d̂−1 ' Z. Якщо дана така резольвента, то когомологiї

Тейта Ĥn(G,M) визначаються, як когомологiї комплексу HomZG(F̂ ,M).

Важлива властивiсть скiнченних груп полягає в тому, що повну резоль-

венту можна отримати з вiльної резольвенти (1.2) для модуля Z в такий

спосiб.
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• Розглядаємо дуальну послiдовнiсть

F ∗ : 0→ Z π∗−→ F ∗0
d∗1−→ F ∗1

d∗2−→ F ∗2
d∗3−→ . . . ,

де ∗ позначає функтор M 7→ M ∗ = HomZ(M,Z), причому дiя групи

G на M ∗ визначається правилом

gf(x) = f(g−1x), де f : M → Z, g ∈ G, x ∈M.

• Зауважимо, що Z∗ ' Z. Тому можна ототожнити цi модулi й визна-

чити повну резольвенту, якщо покласти

F̂n =

Fn, якщо n ≥ 0,

F ∗−n−1, якщо n < 0,

d̂n =


dn, якщо n > 0,

π∗π, якщо n = 0,

d∗−n, якщо n < 0.

,

Визначена в такий спосiб повна резольвента є самодуальною в тому

розумiннi, що F̂ ∗ ' F̂ як комплекси ZG-модулiв. Це є важливим при

вивченнi вдастивостей двоїстостi для когомологiй (дивись [28, §XII.6], а

також пiдроздiл 4.1.3.).

У роботi [41] Р.Л̇iндон побудував спектральну послiдовнiсть [28], яка

дозволяє вивчати когомологiї розширень груп. Саме, нехай N — нор-

мальна пiдгрупа в G, H = G/N . Для кожного G-модуля M пiдгрупа

MN = H0(N,M) нерухомих вiдносно N елементiв природним чином є

H-модулем. Тодi й усi когомологiї Hn(N,M) також є H-модулями й iснує

спектральна послiдовнiсть з другим членом

Epq
2 = Hp(H,Hq(N,M)),
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яка збiгається до Hn(G,M). Iнакше кажучи, у групi Hn(G,M) є фiль-

трацiя

Hn(G,M) = M0 ⊇M1 ⊇M2 ⊇ . . . ⊇Mn = 0

така, що Mp/Mp+1 ' Ep,n−p
∞ , де Epq

∞ отримується з Epq
2 деякою послiдов-

нiстю взяття когомологiй (деталi дивись [28, Chaper XV]). Цей результат

ми також використаємо у пiдроздiлi 4.1.3..

1.3. Зображення сагайдакiв

Багато задач лiнiйної алгебри можна сформулювати як задачi про кла-

сифiкацiю зображень сагайдака. Сагайдак — це орiєнтований граф (мож-

ливо, з петлями та кратними стрiлками). Кажуть, що задано зображення

сагайдака, якщо кожнiй вершинi вiдповiдає векторний простiр, а кожнiй

стрiлцi — лiнiйне вiдображення вiдповiдних векторних просторiв.

У роботах [33, 3, 31, 17, 32, 40] встановлено наступнi властивостi зоб-

ражень сагайдакiв. Надалi всi сагайдаки вважаються зв’язними, що не є

iстотним обмеженням.

1. Сагайдак Γ має скiнченну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних зоб-

ражень тодi i тiльки тодi, коли пiдпорядкований неорiєнтований граф
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є схемою Динкiна, тобто одним з наступних графiв

An : · · · · · ·

·
Dn : · · · · · ·

·
E6 : · · · · ·

·
E7 : · · · · · ·

·
E8 : · · · · · · ·

2. Сагайдак Γ має ручний зображувальний тип тодi i тiльки тодi, коли

пiдпорядкований неорiєнтований граф є розширеною схемою Динкi-

на, тобто одним з наступних графiв

Ãn : · · · · · ·

· ·
D̃n : · · · · · · ·

·
·

Ẽ6 : · · · · ·

·
Ẽ7 : · · · · · · ·

·
Ẽ8 : · · · · · · · ·

3. Розмiрностi нерозкладних зображень сагайдака Γ є додатними ко-
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ренями пiдпорядкованого неорiєнтованого графа у розумiннi робо-

ти [40].

Категорiю зображень rep Γ сагайдака Γ зручно розбити на три части-

ни: препроективнi, преiн’єктивнi i регулярнi. Нагадаємо [42], що сагай-

дак Ауслендера–Райтен цiїє категорiї — це сагайдак, вершинами якого є

неiзоморфнi нерозкладнi зображення, а стрiлки вiдповiдають базi просто-

ру незвiдних морфiзмiв, тобто факторпростору простору всiх необорот-

них морфiзмiв по пiдпростору тих з них, якi є лiнийними комбiнацiями

добуткiв двох необоротних морфiзмiв. Для сагайдакiв скiченного типу всi

нерозкладнi зображення є одночасно препроективними i преiн’єктивними.

В iнших випадках препроективнi зображення утворюють окрему компо-

ненту сагайдака Ауслендера–Райтен, те саме стосується преiн’єктивних

зображень, а регулярнi зображення утворюють кiлька (нескiнченно бага-

то, якщо поле нескiнченне) компонент. При цьому, мiж зображеннями з

рiзних регулярних компонент немає морфiзмiв. Так само немає морфiзмiв

з регулярних або преiн’єктивних зображень у препроективнi i з преiн’єк-

тивних у регулярнi [42].

При вивченнi пар кососиметричних форм ключову роль вiдiграють зоб-

раження сагайдака Кронекера

1 **44 2

Зображення цього сагайдака будемо називати модулями Кронекера. Вони

мають вигляд дiаграм (V1, V2, γ1, γ2), де V1, V2 — k-векторнi простори, а

γ1, γ2 : V1 → V2 — k-лiнiйнi вiдображення. Вибираючи бази у V1 i V2, ми

бачимо, що маємо справу з парами (G1, G2) матриць однакового розмiру,

а iзоморфiзм модулiв Кронекера, у такому матричному розумiннi, означає

множення обох G1 та G2 злiва i справа одночасно на деякi невиродженi

матрицi: (G1, G2) 7→ (SG1T, SG2T ).
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Зауважимо, що модулi Кронекера це модулi над алгеброю

A =

 k k2

0 k

 .
У цьому випадку розмiрностi препроективних модулiв дорiвнюють

(n, n + 1), преiн’єктиних — (n + 1, n). Саме, препроективна компонента

має наступний вигляд

[1, 2]

  
))

oo [3, 4]

  
))

oo [5, 6] oo

. . .
[0, 1]

55
>>

oo [2, 3]

55
>>

oo [4, 5]

55
>>

oo

(першi два модулi — це нерозкладнi проективнi).

Преiн’єктивна компонента має наступний вигляд:

oo [5, 4]

  
))

oo [3, 2]

  
))

oo [1, 0]
. . . &&

--oo [6, 5]

55
>>

oo [4, 3]

55
>>

oo [2, 1]

55
>>

(останнii два модулi — це нерозкладнi iн’єктивнi). Пунктирнi стрiлки по-

казують дiю так званого перетворення Ауслендера–Райтен.

Нарештi,регулярнi модулi мають розмiрностi (n, n) i задаються пара-

ми (I,Φ) i (J, I), де I — одинична матриця, F — клiтина Фробенiуса з

характеристичним многочленом fk(x), де многочлен f(x) незвiдний, J —

нiльпотентна клiтина Жордана. Отже, цi зображення знаходяться у вза-

ємно однозначнiй вiдповiдностi з парами (f, k), де f — або незвiдний мно-

гочлен, або символ ∞ (для модулiв вигляду (J, I)).

1.4. Порядки Бакстрема

Нехай R — кiльце дискретної оцiнки з полем лишкiв k = R/πR, де π —

твiрний максимального iдеалу кiльця R i полем часток K. Нехай Λ —
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R-порядок у деякiй скiнченновимiрнiй напiвпростiй K-алгебрi A [29]. Це

означає, що Λ є R-пiдалгеброю в A i є вiльним R-модулем, ранг якого

дорiвнює dimK A. Через M0
Λ позначимо категорiю лiвих Λ-решiток, тобто

Λ-модулiв, якi є скiнченнопородженими й без скруту як R-модулi. Через

ind0(Λ) позначимо множину класiв iзоморфiзму нерозкладних об’єктiв в

M0
Λ, а також, дозволяючи вiльнiсть у позначеннях, деяку множину пред-

ставникiв цих класiв.

Нагадаємо, що кiльце Λ зветься спадковим, якщо gl.dim Λ ≤ 1, тобто

кожен лiвий iдеал у Λ є проективним Λ-модулем. Будова спадкових по-

рядкiв описана в роботах [35, 27, 11] (дивись також [29, §26]). Кажуть, що

Λ — порядок Бакстрема, якщо iснує спадковий R-порядок Γ, такий, що

radΛ = radΓ ⊂ Λ ⊂ Γ,

де rad(−) позначає радикал Джекобсона. Надалi нам буде важливий ви-

падок, коли Γ — «стандартний» спадковий порядок, тобто Γ/Rad Γ '∏t
i=1Mat(ni,k). У цьому випадку, як показано в роботi [43], Λ-решiтки

тiсно пов’язанi з зображеннями деякого сагайдака. Не втрачаючи за-

гальностi, можна вважати, що порядок Бакстрема є базовим, тобто

Λ/Rad Λ ' k
s, i нерозкладним (як кiльце).

Позначимо через Pj (1 ≤ j ≤ t) попарно неiзоморфнi нерозкладнi про-

ективнi Γ-модулi, i покладемо Sj = Pj/RadPj. Тодi Sj (1 ≤ j ≤ t) — це

всi неiзоморфнi простi Γ-модулi. Розглянутий як Λ-модуль, модуль Sj роз-

кладається по компонентах Λ/Rad Λ: Si = ⊕si=1 iSj. Нехай dij = dimk iSj.

Поставимо у вiдповiднiсть порядку Бакстрема Λ сагайдак Q = Q(Λ) з

множиною вершин {1, 2, . . . , s} ∪ {1′, 2′, . . . , t′} i dij стрiлок з вершини i

до вершини j′. У роботi [43] доведений наступний результат.

Визначимо зв’язки Λ-решiток i зображень сагайдака Q = Q(Λ). Нехай

J = Rad Λ = Rad Γ, ki (1 ≤ i ≤ s) — простий Λ-модуль, який вiдповiдає



40

i-й компонентi Λ/Rad Λ. Зауважимо, що iSj ' HomΛ(ki, Sj) i ми буде-

мо ототожнювати цi простори. Позначимо також через Πj нерозкладний

проективний Γ-модуль, для якого Πj/JΠj ' Sj.

Означення 1.8. 1. Для кожної Λ-решiтки M , нехай

M̄ = M/JM = ⊕si=1ki(M)ki,

M̃ = ΓM/JM = ⊕tj=1lj(M)Sj.

Зауважимо, що lj(M)Sj можна ототожнити з Sj ⊗k Uj(M), де

Uj(M) ' k
lj(M). При цьому HomΛ(ki, Sj) ототожнюється з

Homk(ki, Uj).

Визначимо зображення V = ρ(M) сагайдака Q, поклавши V (i) =

ki(M)ki, V (j′) = Uj(M), а якщо a : i → j — стрiлка, яка вiдповiдає

гомоморфiзму α : ki → Sj, то V (α) — вiдображення, задане обме-

женнями занурення M̄ → M̃ на i-ту компоненту модуля M̄ i j-ту

компоненту модуля M̃ .

2. Якщо V — зображення сагайдака Q, визначимо Λ-решiткуM = λ(V )

у таки спосiб.

(a) Ототожнимо V (i) з kiki, де ki = dimV (i).

(b) Покладемо N = ⊕tj=1ljΠj, де lj = dimV (j′). Тодi N/JN '
⊕tj=1Sj ⊗k V (j′).

(c) Розглянемо гомоморфiзм Λ-модулiв fV : ⊕si=1V (i) → N/JN , iн-

дукований вiдображенням ⊕si=1Vi → ⊕tj=1V (j′).

(d) Покладемо M = π−1(Im fV ), де π — природна сюр’єкцiя N →
N/JN .

Теорема 1.9 ([43]). Вiдображення M 7→ V (M) та V 7→ M(V ) iн-

дукують взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж класами iзоморфiзму
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Λ-решiток i класами iзоморфiзму зображень сагайдака Q(Λ), якi не ма-

ють тривiальних прямих доданкiв.

Нагадаємо, що тривiальне зображення сагайдака — це таке, що однiй

якiйсь вершинi вiдповiдає одновимiрний простiр, а всiм iншим верши-

нам — нульовi простори.

Бiльш того, у роботi [44] описаний зв’язок мiж сагайдаками

Ауслендера–Райтен категорiй repQ i M0
Λ, який буде використано у

роздiлi 3.

Теорема 1.10. Щоб отримати сагайдак Ауслендера–Райтен кате-

горiї M0
Λ з сагайдака Ауслендера–Райтен категорiї repQ треба для кож-

ної вершини j′ ототожнити вiдповiдне проективне зображення Πj з

iн’єктивним зображенням Iσ(j), яке вiдповiдає вершинi σ(j)′, де Pσ(j) '
RadPj.

Нагадаємо, що зображення Πj в даному випадку — це тривiальне зоб-

раження у вершинi j′, а зображення Ij має одновмiрний простiр у вершинi

j′ i dij-вимiрний простiр у вершинi i.



Роздiл 2

НIЛЬПОТЕНТНI p-ГРУПИ ЧЕРНIКОВА

Цей роздiл присвячений класифiкацiї одного класу p-груп Чернiкова. На-

гадаємо, що p-група Чернiкова G, тобто розв’язна p-група з умовою мiнi-

мальностi для пiдгруп — це розширення скiнченної прямої суми M квазi-

циклiчних p-груп, або, що те саме, груп типу p∞, за допомогою скiнченної

p-групи H. Ми називаємо H та M , вiдповiдно, верхiвкою та основою G.

Кiлькiсть квазiциклiчних прямих доданкiв у основiM назвемо рангом ос-

нови. Наша мета — дати класифiкацiю (з точнiстю до iзоморфiзму) p-груп

Чернiкова, у яких верхiвка — елементарна абелева p-група, а ранг основи

дорiвнює 2. Ми також покажемо, що, в деякому розумiннi, це — найбiль-

ший клас чернiкiвських p-груп з елементарною верхiвкою, який допускає

прийнятний опис. Технiка, яку ми застосовуємо, iстотно рiзниться в за-

лежностi вiд того, чи число p є непарним, чи p = 2. Тому ми розглядаємо

цi випадки окремо, хоча результуючий опис фактично вiд числа p не за-

лежить.

2.1. Структурнi теореми

Матерiал цього пункту не залежить вiд числа p. Позначимо через M (n)

пряму суму n екземплярiвMi квазiциклiчних p-груп i зафiксуємо елемен-

ти ai ∈ Mi порядку p. p-група Чернiкова визначається за допомогою дiї

скiнченної p-групи H на групу M (n) i елемента з групи когомологiй дру-

42
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гого порядку H2(H,M (n)) вiдносно цiєї дiї. Такий елемент задається за

допомогою 2-коциклу µ : H × H → M (n), який визначається з точнiстю

до 2-границi. Надалi зручно позначити операцiї в групах G,H,M через

+, так, що їхнi одиничнi елементи позначаться через 0.

Вiдомо, що p-група Чернiкова G нiльпотентна тодi i тiльки тодi, коли

дiя H на M (n) тривiальна. У цьому випадку коцикл — це вiдображення

µ : H×H →M (n) таке, що µ(y, z)+µ(x, y+z) = µ(x+y, z)+µ(x, y) для всiх

x, y, z ∈ H. Ми також можемо припустити, що µ нормалiзований, тобто

µ(0, x) = µ(x, 0) = 0 для всiх x ∈ H. Кограниця функцiї γ : H →M (n) це

функцiя ∂γ(x, y) = γ(x) + γ(y)− γ(x+ y).

Нехай Hm — елементарна абелева p-група iз m твiрними,

Hm = 〈h1, h2, . . . , hm | phi = 0, hi + hj = hj + hi для всiх i, j〉.

Нехай також Mp
(n) = {a ∈M (n) | pa = 0} = 〈a1, a2, . . . , an〉. Ми позначимо

через S(n,m) групу всiх кососиметричних вiдображень τ : Hm × Hm →
Mp

(n), тобто таких бiлiнiйних вiдображень, що τ(x, x) = 0 для всiх x (отже

τ(x, y) = −τ(y, x) для всiх x, y).

Теорема 2.1 (Шапочка, [23]). Якщо дiя Hm тривiальна на M (n), то

H2(Hm,M
(n)) ' S(n,m).

Доведення. Нехай G розширення M (m) за допомогою Hm з тривiальною

дiєю Hm вiдноско коциклу µ. Тодi для кожного x ∈ H iснує представник

x̄ ∈ G такий, що x̄+ ȳ = x+ y + µ(x, y). Покладемо

t(x, y) = [x̄, ȳ] = (x+ y + µ(x, y))− (y + x+ µ(y, x)) = µ(x, y)− µ(y, x),

оскiльки значення µ(x, y) мiстяться в центрi G. Очевидно, що ця функ-

цiя кососиметрична. Оскiльки всi комутатори знходяться в центрi G, ми
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отримуємо

[x+ y, z̄] = (x̄+ ȳ − µ(x, y) + z̄)− (z̄ + x̄+ ȳ − µ(x, y))

= (x̄+ ȳ + z̄)− (z̄ + x̄+ ȳ)

= x̄+ ȳ + z̄ − ȳ − x̄− z̄

= x̄+ ȳ + z̄ − ȳ − z̄ + z̄ − x̄− z̄

= x̄+ [ȳ, z̄] + z̄ − x̄− z̄

= [x̄, z̄] + [ȳ, z̄].

Отже, функцiя t бiлiнiйна. Бiльше того, pt(x, y) = t(px, y) = t(0, y) = 0,

отже t(x, y) ∈ M (m)
p . Ми позначимо цю функцiю через τ(µ), тож визна-

чимо вiдображення τ : Z2(Hm,M
(m)) → S(n,m), де Z2 позначає групу

коциклiв.

Якщо µ = ∂γ, то через очевидну симетрiю цього означення, отримує-

мо, що µ(x, y) = µ(y, x), а тодi τ(µ) = 0. Навпаки, нехай τ(µ) = 0. То-

дi група G комутативна. Тому її подiльна пiдгрупа M (m) є прямим до-

данком в G [34, Theorem 13.3.1], тобто G = M (m) ⊕ Hm, отже клас µ

в H2(Hm,M
(m)) нульовий. Це означає, що µ кограниця. Таким чином,

ker τ = B2(Hm,M
(m)) група кограниць.

Залишилось довести, що τ сюр’єктивне. Нехай t : Hm × Hm → M
(m)
p

якась кососиметрична функцiя. Покладемо tij = t(hi, hj) i, для будь-якого

елемента x =
∑m

i=1 αihi, y =
∑m

j=1 βjhj визначимо µ(x, y) =
∑

i<j αiβjtij.

Якщо z =
∑m

k=1 γkhk, то

µ(y, z) + µ(x, y + z) =
∑
i<j

βiγjtij +
∑
i<j

αi(βi + γj)tij,

µ(x+ y, z) + µ(x, y) =
∑
i<j

(αi + βi)γjtij +
∑
i<j

αiβitij,

отже, обидвi суми рiвнi
∑

i<j(αiβj +αiγj +βiγj)tij, тобто µ є коциклом.
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Бiльше того,

µ(hi, hj)− µ(hj, hi) =

tij, якщо i < j,

−tji = tij, якщо i > j,

звiдки τ(µ) = t.

Тепер ми можемо пов’язати класифiкацiю (з точнiстю до iзоморфiзму)

нiльпотентних p-групи Чернiкова, якi є розширеннямиM (n) за допомогою

Hm, з задачею лiнiйної алгебри, точнiще, теорiї кососиметричних бiлiнiй-

них форм. Як ми вже бачили, такi групи утворюються за допомогою пiд-

групиM (n) i елементiв (h1, h2, . . . , hm) з визначальними спiввiдношеннями

h̄i + a = a+ h̄i,

ph̄i = 0, (2.1)

[h̄i, h̄j] = tij.

для всiх a ∈ M (n) i всiх i, j ∈ 1, 2, . . . ,m, де tij — це кососиметрична

m ×m матриця з елементами з Mp
(n). Оскiльки Mp

(n) ' Fnp , де Fp — це

поле лишкiв за модулем p, матриця tij може бути розглянута як набiр

iз n кососиметричних матриць A = (A1, A2, . . . , An) розмiру m × m з

елементами iз Fp. Нагадаємо, що i M (n), i Hm однозначно визначаються

групою G.

Теорема 2.2 (Шапочка, [23]). Нехай G i F — двi нiльпотентнi p-

групи Чернiкова з верхiвками Hm i основами M (m), t i f вiдповiднi ко-

сосиметричнi функцiї Hm × Hm → M
(m)
p . Групи G i F iзоморфнi тодi

i тiльки тодi, коли iснують автоморфiзми σ групи M (m) i θ групи Hm

такi, що f(θ(x), θ(y)) = σ(t(x, y)) для всiх x, y ∈ Hm.

Доведення. Так як M (m) найбiльша подiльна абелева пiдгрупа в G або F ,

будь-який iзоморфiзм φ : G → F вiдображає M (m) у себе, тому визначає
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автоморфiзми σ = φ|M (m) для M (m) та θ для Hm = G/M (m) = F/M (m).

Зазначимо, що функцiї t i f не залежать вiд вибору представникiв еле-

ментiв з H у групах G та F . Якщо x̄ є прообразом для x ∈ Hm у

групi G, то x̄′ = φ(x̄) є прообразом для θ(x) у групi F . Внаслiдок цього

f(θ(x), θ(y)) = [x̄′, ȳ′] = φ([x̄, ȳ]) = σ(t(x, y)).

З iншого боку, якщо σ i θ автоморфiзми, що задовольняють умову

теореми, то вiдображення φ : G → F таке, що φ(a) = σ(a) для a ∈ M (m)

i φ(x̄) = θ(x) визначає iзоморфiзм мiж G та F .

Якщо ми ототожнимо такi кососиметричнi функцiї з наборами з n косо-

симетричних матриць над полем Fp, цю теорему можна переформулювати

на матричнiй мовi.

Для будь-якого набору A = (A1, A2, . . . , An) кососиметричних матри-

ць розмiру m × m i будь-якої оборотної матрицi Q = (qij) ∈ GL(n,F)

ми покладемо A ◦Q = (A′1, A
′
2, . . . , A

′
n), де A′j =

∑n
i=1 qijAi. Для будь-

якої оборотної матрицi P ∈ GL(m,F) ми також покладемо P ◦A =

(PA1P
>, PA2P

>, . . . , PAnP
>), де P> позначає транспоновану матрицю.

Очевидно, що цi двi операцiї комутують: (P ◦A) ◦Q = P ◦(A ◦Q). Набори

A i P ◦A називають конгруентними, а набори A i P ◦A ◦Q називають

узагальнено конгруентними.

Наслiдок 2.3. Два n-набори A i A′ кососиметричних матриць роз-

мiру m ×m над полем Fp визначають iзоморфнi нiльпотентнi p-групи

Чернiкова з верхiвками Hm i основами M (m) тодi i тiльки тодi, коли

вони узагальнено конгруентнi.

Доведення. Перетворення A 7→ P ◦A вiдповiдає автоморфiзму Hm ' Fmp ,

що задається матрицею P . З iншого боку, автоморфiзми M (m) задаються

оборотними матрицямиQ з GL(n,Zp), де Zp кiльце p-адичних цiлих чисел,
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що розглядається як кiльце ендоморфiзмiв групи типу p∞ [15, § 21]. Такий

автоморфiзм перетворює послiдовнiсть матриць A в A ◦Q. Бiльше того,

результат залежить лише вiд значення Q за модулем p. Оскiльки кожну

оборотну матрицю над Fp можна пiдняти до оборотної матрицi над Zp, це

завершує доведення.

Надалi чернiкiвську p-групу, яка вiдповiдає наборуA кососиметричних

матриць на полем Fp, ми позначатимемо через G(A).

2.2. Випадок p 6= 2

2.2.1. Зв’язок iз зображеннями сагайдакiв. Теорема 2.2 та Наслi-

док 2.3 зводять класифiкацiю нiльпотентних p-груп Чернiкова з верхiв-

ками Hm та основами M (m) з точнiстю до iзоморфiзму до задачi лiнiйної

алгебри, а саме, до класифiкацiї наборiв з n кососиметричних форм над

полем лишкiв Fp. Якщо p 6= 2, В.В.Сергейчук [21] показав, що ця пробле-

ма пов’язана з вивченням зображень так званого узагальненого сагайдака

Кронекера

Kn = 1

a1
!!a2 ((...

an

;; 2 .

Нагадаємо цей зв’язок. Визначимо на сагайдаку Kn iнволюцiю ∗, поклав-

ши 1∗ = 2, 2∗ = 1 i a∗i = −ai для всiх 1 ≤ i ≤ n.

Зображення R сагайдака Kn над полем k складається з двох скiнчен-

новимiрних векторних просторiв R(1) i R(2) та n лiнiйних вiдображень

R(ai) : R(1) → R(2) (1 ≤ i ≤ n). Визначимо спряжене зображення R∗

поклавши R∗(k) = R(k∗)∗, де V ∗ позначає спряжений векторний простiр

до V , i R∗(ai) = R(a∗)∗ = −R(ai)
∗, де L∗ : W ∗ → V ∗ позначає спря-

жене лiнiйне вiдображення до L : V → W . Зображення R називається

самоспряженим якщо R∗ = R. Тодi R(ai) : R(1) → R(1)∗ ототожнюєть-
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ся з бiлiнiйною формою на R(1) i ця форма кососиметрична, оскiльки

R(ai)
∗ = −R(ai). Ми зазвичай ототожнюємо зображення R з набором n

матриць, якi вiдповiдають вiдображенням R(ai).

Нехай R — нерозкладне зображення Kn, яке не iзоморфне самоспря-

женому. Тодi R ⊕ R∗ iзоморфне до самоспряженого зображення R+, яке

не може бути розкладене в пряму суму ненульових самоспряжених зоб-

ражень. А саме, R+ задається набором з n кососиметричних матриць

R+(ai) =

 0 R(ai)

−R(ai)
> 0

 .

У роботi [21] встановлено наступний результат.

Теорема 2.4. Якщо chark 6= 2, то кожне самоспряжене зображення

розкладається в пряму суму нерозкладних самоспряжених зображень

i зображень вигляду R+, де R — нерозкладне зображення, яке не iзо-

морфне жодному самоспряженому. Бiльше того, прямi доданки вигляду

R+ визначаються однозначно з точнiстю до перестановки, iзоморфiз-

мiв вiдповiдних нерозкладних зображень i замiни R на R∗.

Очевидно, що якщо n = 1, то немає нерозкладних самоспряжених зоб-
ражень. Далi ми побачимо, що те ж саме вiдбувається для n = 2. Навпаки,
якщо n = 3, зображення R таке, що R(1) = R(2) = k

3 i

R(a1) =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

, R(a2) =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

, R(a3) =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0


нерозкладне i самоспряжене.

Насправдi, класифiкацiя зображень сагайдака Kn для n > 2 — це так

звана дика задача. Це означає, що вона мiстить класифiкацiю зображень

кожної скiнченно породженої алгебри над полем k. Те саме вiрно i для

зображень, що не iзоморфнi самоспряженим. А саме, нехай n = 3, R(1) =
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k
d, R(2) = k

2d,

R(a1) =

Id
0

, R(a2) =

 0

Id

, R(a3) =

X
Y

,
де Id це одинична d×d матриця, X, Y довiльна квадратна d×d матриця.

Очевидно, що R не самоспряжене.

Можна легко перевiрити, що два таких зображення (X, Y ) i (X ′, Y ′)

iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли пари (X, Y ) i (X ′, Y ′) подiбнi, тобто

X ′ = SXS−1, Y ′ = SY S−1 для деякої оборотної матрицi S. Задача кла-

сифiкацiї пар квадратних матриць з точнiстю до подiбностi — це “стан-

дартна» дика задача [32]. Таким чином, не можна сподiватися на отриман-

ня бiльш-менш прийнятної класифiкацiї трiйок кососиметричних форм, а

тому й p-груп Чернiкова з елементарною верхiвкою й базою рангу 3. За-

уважимо, що це не залежить вiд характеристики поля, тобто стосується i

2-груп Чернiкова. З iншого боку, при n = 2 задача є ручною, а тому iснує

порiвняно простий опис вiдповiдних груп.

Зауваження 2.5. Якщо chark = 2, визначення кососиметричної

бiлiнiйної форми не може бути лiнеаризоване, оскiльки умова B(x, x) = 0

вже не є наслiдком iз умови B(x, y) = −B(y, x). Отже ми не можемо ото-

тожнити набiр з n кососиметричних форм iз самоспряженими зображен-

нями сагайдака Kn. Крiм того, результати В.В.Сергейчука також дiйснi

тiльки, якщо chark 6= 2. Тож для вивчення 2-груп Чернiкова ми повиннi

використовувати зовсiм iншi методи.

2.2.2. Випадок n = 2. Якщо n = 1, то G описується за допомогою

однiєї кососиметричної матрицi A. Ця матриця конгруентна прямiй сумi

k матриць ( 0 1
−1 0 ) i l матриць (0), де m = 2k + l. Це дає просте описання.

Твердження 2.6. Нiльпотентна p-група Чернiкова G з елементар-

ною верхiвкою i квазiциклiчною основою M розкладається як Gk × Hl,
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де Gk породжується M i 2k елементами h̄1, h̄2, . . . , h̄2k порядку p, якi

комутують з усiма елементами з M , а їх комутатори [h̄i, h̄j] для i < j

заданi за правилом

[h̄i, h̄j] =

a1, якщо j = k + i,

0, iнакше,

де a1 — фiксований елемент порядку p з групи M .

Зараз розглянемо випадок, коли n = 2.

Спочатку ми класифiкуємо пари кососиметричних бiлiнiйних форм над

полем k (chark 6= 2), або, що те саме, самоспряженi зображення сагайдака

Кронекера K2 з iнволюцiєю 1∗ = 2, 2∗ = 1, a∗i = −ai. Нагадаємо, що

нерозкладнi зображення K2 (“пучки матриць”) задаються наступними

парами матриць:

Rf : Rf(a1) = Id, Rf(a2) = F (f), (2.2)

R∞,d : R∞,d(a1) = F (xd), R∞,d(a2) = Id, (2.3)

R−,d : R−,d(a1) =


1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0

 , (2.4)

R−,d(a2) =


0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

 , (2.5)

R+,d : R+,d(ai) = R−,d(ai)
>. (2.6)

Тут f = f(x) многочлен степеня d iз k[x], що є степенем незвiдного много-

члена, а F (f) — це матриця Фробенiуса з характеристичним многочленом
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f(x). Розмiр матриць в R−,d це (d− 1)× d; вiдповiдно, розмiр матриць в

R+,d це d× (d− 1).

Очевидно, R+,d = (R−,d)
∗, R∗f ' Rf i R∗∞,d ' R∞,d. У той же час

неважко переконатися, що самоспряжених зображень у цьому випадку

немає.

Твердження 2.7. Жодне з нерозкладних зображень iз попереднього

перелiку не iзоморфне до самоспряженого.

Доведення. Це очевидно для R±,d. Зображення R∗f задається парою мат-

риць (−Id,−F (f)>). Якби воно було iзоморфне до самоспряженого, то

iснувала б оборотна d × d матриця P така, що PId = −IdP ∗ i PF (f) =

−F (f)>P ∗. Отже, P ∗ = −P , тому P кососиметрична, i PF (f) = F (f)>P .

Можна легко перевiрити, що це неможливо. Те саме стосується i R∞,d.

Комбiнуючи цей результат зi згаданим результатом роботи [21], ми от-

римуємо класифiкацiю пар кососиметричних бiлiнiйних форм. Саме, по-

значимо через A множину всiх пар R+, де R ∈ {Rf , R∞,d, R−,d}, i через
F множину функцiй κ : A→ Z≥0 таких, що κ(A) = 0 для майже всiх A.

Для будь-якої функцiї κ ∈ F ми покладемо Aκ =
⊕

A∈AA
κ(A).

Теорема 2.8. Будь-яка пара кососиметричних матриць конгруентна

прямiй сумi Aκ для однозначно визначеної функцiї κ ∈ F.

Доведення. Це випливає з наведеного опису нерозкладних зображень, їх-

ньої несамосрпряженостi та теореми 2.4.

Щоб отримати класифiкацiю p-груп Чернiкова з елементарними

верхiвками i основою M (2), ми також повиннi вiдповiсти на запитання:

Заданi двi функцiї зi скiнченними носiями κ, κ′ : A→ Z≥0. Коли пари

Aκ i Aκ′ узагальнено конгруентнi?
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Очевидно, (A1 ⊕ A2) ◦Q = (A1
◦Q) ⊕ (A2

◦Q), отже пари A i A ◦Q

нерозкладнi однозначно. Для кожної пари A ∈ A ми позначимо через

A∗Q єдину пару iз A, яка конгруентна доA ◦Q. ВiдображенняA 7→ A∗Q
визначає дiю групи g = GL(2,k) на набiр A, отже на набiр F функцiй

κ : A→ Z≥0: (Q∗κ)(A) = κ(A∗Q). Теорема 2.8 приводить до наступного

результату.

Наслiдок 2.9. Пари Aκ i Aκ′ узагальнено конгруентнi тодi i тiльки

тодi, коли функцiї κ i κ′ належать однiй орбiтi групи g.

Очевидно, R+ ◦Q = (R ◦Q)+ для кожного зображення R сагайдака K2.

Таким чином, ми повиннi знати, коли R ◦Q ' R′ для нерозкладних зобра-

жень з перелiку (2.2). Оскiльки R−,d — єдине (з точнiстю до iзоморфiзму)

нерозкладне зображення R таке, що dimR(1) = d − 1, dimR(2) = d, ми

лише маємо розглянути зображення з набору {Rf , R∞,d}. З загальної тео-

рiї пучкiв матриць [8, Глава XII] випливає, що пара R = (R1, R2) iз цього

набору повнiстю визначається своїм однорiдним характеристичним мно-

гочленом χR(x1, x2) = det(x1R1 − x2R2).

При цьому χRf
= xd2f(x1/x2), де d = deg f , а χR∞,d

= xd2.

Група g природно дiє на кiльцi k[x1, x2]: Q ◦ f = f(q11x1 + q12x2, q21x1 +

q22x2), де Q = (qij), i

χR ◦Q = det
(
(q11R1 + q21R2)x+ (q12R1 + q22R2)

)
=

= det
(
(q11x+ q12)R1 + (q21x+ q22)R2) = Q ◦χR.

Ми кажемо, що незвiдний однорiдний многочлен g ∈ k[x1, x2] є унiталь-

ним, якщо або g = x2, або його старший коефiцiєнт по вiдношенню до x1

рiвний 1. Множина P = P(k) унiтальних однорiдних незвiдних много-

членiв з k[x1, x2] ототожнюється з множиною замкнених точок проектив-

ної прямої P1
k

= Projk[x1, x2] [36]. Додамо додатковий елемент ε, який
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вiдповiдає зображенням R−,d i покладемо P̃ = P̃(k) = P ∪ {ε}. Для g ∈ P

i Q ∈ g, нехай Q ∗ g буде єдиний многочлен g′ ∈ P такий, що Q ◦ g = λg′

для деякого ненульового λ ∈ k. (Це — природна дiя g на P1
k
.) Ми також

покладемо Q ∗ ε = ε для будь-якого Q. Це визначає дiю g на P̃.

Позначимо через F̃ = F̃(k) набiр всiх функцiй ρ : P̃× N→ Z≥0 таких,

що ρ(g, d) = 0 для майже всiх пар (g, d). Визначимо дiю групи g на F̃

поклавши (ρ ∗Q)(g, d) = ρ(Q ∗ g, d). Для будь-якої пари (g, d) ∈ P̃×N ми

визначимо пару кососиметричних форм R(g, d)

R(g, d) =


R+
−,d якщо g = ε,

R+
∞,d якщо g = x2,

R+
g(x,1)d

iнакше.

Нехай Ã = Ã(k) = {R(g, d) | (g, d) ∈ P̃ × N}. Для кожної функцiї ρ ∈
F̃ ми покладемо Ãρ =

⊕
(g,d)∈P̃×NR(g, d)ρ(g,d). З цих мiркувань випливає

наступна теорема.

Теорема 2.10. Нехай k поле i chark 6= 2.

1. Кожна пара кососиметричних форм над полем k узагальнено кон-

груентна до Ãρ для деякої функцiї ρ ∈ F̃(k).

2. Пари Ãρ i Ãρ′ узагальнено конгруентнi тодi i тiльки тодi, коли

функцiї ρ i ρ′ належать однiй i тiй самiй орбiтi групи g.

З Теореми 2.10 i Наслiдку 2.3 ми одразу отримуємо класифiкацiю нiль-

потентних p-груп Чернiкова з елементарними верхiвками i основою M (2).

А саме, для кожної функцiї ρ ∈ F̃(Fp) покладемо G(ρ) = G(Ãρ).

Теорема 2.11. Нехай R набiр представникiв орбiт групи g =

GL(2,Fp), що дiють на множинi функцiй F̃(Fp). Тодi кожна нiльпо-

тентна p-група Чернiкова з елементарною верхiвкою i основою M (2)

iзоморфна групi G(ρ) для однозначно визначеної функцiї ρ ∈ R.
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Користуючись формулами (2.1), ми можемо явно описати цi групи за

допомогою твiрних i спiввiдношень. Всi з них мають вигляд G(A), де

A =
⊕s

k=1 Ak i всi Ak належать набору {R+
−,d, R

+
∞,d, R

+
f }. Тому G(A)

породжується пiдгрупою M (2) i елементами h̄ki, де 1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ i ≤ dk,

dk = 2 deg f , якщо Ak = R+
f , dk = 2d, якщо Ak = R+

∞,d i dk = 2d−1, якщо

A = R+
−,d. Всi елементи h̄ki — порядку p, комутують з елементами iзM (2),

[h̄ki, h̄lj] = 0 якщо k 6= l, а значення комутаторiв [h̄ki, h̄kj] для i < j заданi

в таблицi, що наведена далi. В цiй таблицi a1 i a2 — деякi фiксованi твiрнi

пiдгрупи M (2)
p .

тип Ak i, j [h̄ki, h̄kj]

R+
−,d j = d+ i a1

j = d+ i− 1 a2

в iншому випадку 0

R+
∞,d j = d+ i a2,

j = d+ i− 1 a1,

в iншому випадку 0

R+
f j = d+ i < 2d a1

j = d+ i− 1 a2

i < d, j = 2d −λd−i+1a2

i = d, j = 2d a1 − λ1a2
в iншому випадку 0

де f(x) = xd + λ1x
d−1 + · · ·+ λd.

З цього опису безпосередньо випливає, зокрема, критерiй розкладностi

групи G(A).

Наслiдок 2.12. Нехай G = G(A).

1. G має скiнченний прямий фактор тодi i тiльки тодi, коли A '
(R−,1)

k ⊕A′; тодi G ' Hk ×G(A′).

2. Припустимо, що G не має скiнченних прямих факторiв. Тодi G
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розкладна тодi i тiльки тодi, коли A ' (R+
x )k ⊕ (R+

∞,1)
l. Тодi G '

Gk ×Gl, де групи Gk були означенi у твердженнi 2.6..

Доведення очевидне.

2.3. Випадок p = 2

2.3.1. Основнi поняття Ми вже бачили, що при n > 2 класифiкацiя

наборiв з n кососиметричних матриць, а тому й класифi кацiя p-груп Чер-

нiкова з елементарною верхiвкою й основою рангу n > 2 є дикою задачею

в розумiннi теорiїї зображень. Ми розглянемо випадок n = 2, користу-

ючись результатами роботи [47] про пари симетричних (зокрема, кососи-

метрчних) бiлiнiйних форм над полем характеристики 2. Зауважимо, що

при chark = 2 кососиметрична форма B є симетричними, з додатковою

умовою B(v, v) = 0.

2.3.2. Кососиметричнi пари Нехай k – поле характеристики 2. Роз-

глянемо пари (A,B) кососиметричних бiлiнiйних форм у скiнченновимiр-

ному векторному просторi V над k або, що те саме, пари кососиметричних

матриць над k. Назвемо їх кососиметричними парами. Нехай R = k[t]

— кiльце многочленiв, E = k(t)/k[t] i res = res∞ : E → k — лишок на

нескiнченностi. Нагадаємо, що res∞ f(t) = − co1(z
−2f(1/z)), де co1(g(t))

— коефiцiент при 1/z у розкладi функцiї g(t) у ряд Лорана. Зокрема,

res∞f(t) = 0, якщо f(t) — многочлен.

Нагадаємо, що НехайM скiнченновимiрний (над k)R-модуль i F : M×
M → E R-бiлiнiйне вiдображення. Ми назвемо F строго кососиметрич-

ним, якщо F (u, u) = F (tu, u) = 0 для всiх u ∈ M . Тодi F (u, v) = F (v, u)

i F (tu, v) = F (tv, u). Задаючи строго кососиметричне вiдображення F ми

покладемо AF (u, v) = resF (u, v) i BF (u, v) = resF (tu, v), де res — лишок
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на нескiнченностi. Очевидно, що (AF , BF ) пара кососиметричних форм

на просторi M . Ми використовуємо наступнi факти з [47].

Факт 1. Зображення F 7→ (AF , BF ) iндукує взаємнооднозначну вiд-

повiднiсть мiж класами iзоморфiзмiв невироджених строго кососимет-

ричних вiдображень i класами iзоморфiзмiв пар кососиметричних форм

(A,B) таких, що A невироджена.

Факт 2. Класи iзоморфiзмiв нерозкладних невироджених строго ко-

сосиметричних вiдображень F : M × M → E знаходяться у взаєм-

нооднозначнiй вiдповiдностi зi степенями fn(t) незвiдних многочленiв

f(t) ∈ k[t]. А саме, fn(t) вiдповiдає строгому кососиметричному вiдо-

браженню Ff,n : Mf,n → E, де Mf,n = (R/fnR)2 задається твiрними й

спiввiдношеннями, як 〈u, v | fnu = fnv = 0〉, а Ff,n визначається форму-

лами

Ff,n(u, v) = Ff,n(v, u) = 1/fn (mod k[t]),

Ff,n(u, u) = Ff,n(v, v) = 0.

Через (Af,n, Bf,n) ми позначимо кососиметричну пару, що вiдповiдає

вiдображенню Ff,n. Зi сказаного вище випливає, що пари (Af,n, Bf,n) — це

всi нерозкладнi пари з невиродженою формою A.



57

Розглянемо також матрицi розмiру n× (n− 1)

In,a =


1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0

 ,

In,b =


0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1


i кососиметричнi пари

(A∞,n, B∞,n) та (A−,n, B−,n),

де

A∞,n =

 0 Jn

J>n 0

 , B∞,n =

 0 In

In 0

 ,

A−,n =

 0 In,a

I>n,a 0

 , B−,n =

 0 In,b

I>n,b 0

 ,

де In — одинична n× n матриця, а Jn — n× n нiльпотентний блок Жор-

дана.

Факт3. Кожна нерозкладна кососиметрична пара (A,B) з виродже-

ною формою A iзоморфна однiй з пар (A∞,n, B∞,n), (A−,n, B−,n).

Факт 4. Кожна кососиметрична пара розкладається в пряму суму

нерозкладних пар. Цей розклад є однозначним з точнiстю до iзоморфiзму

та перестановки доданкiв.
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Лема 2.13. У модулi Mf,n є такий k-базис, що форми Af,n i Bf,n

задаються матрицями

Af,n =

 0 I

I 0

 i Bf,n =

 0 F

F T 0

 ,

де F матриця Фробенiуса з характеристичним многочленом fn(t).

Зауважимо, що (A∞,n, B∞,n) = (Bt,n, At,n).

Доведення. Ми включаємо k[t] у кiльце k[[t]] формальних степеневих

рядiв i в поле k((t)) рядiв Лорана. Якщо deg g = d i g(0) 6= 0, ми по-

кладемо g∗(t) = tdg(1/t) i виберемо многочлен g̃(t) степеня d такий, що

g∗(t)g̃(t) ≡ 1 (mod td+1). Вiн iснує i єдиний, оскiльки елемент g∗(t) обо-

ротний у кiльцi k[[t]].

Нехай f(t) 6= t, g(t) = fn(t), d = deg g(t) i g(t) = td +α1t
d−1 + . . .+αd.

Тодi g∗(t) = 1 + α1t + . . . + αdt
d i g̃(t) = 1 + β1t + . . . + βdt

d, де, для всiх

m ≤ d,

αm + αm−1β1 + αm−2β2 + . . .+ α1βm−1 + βm = 0. (2.7)

Ми покладемо α0 = β0 = 1. Розглянемо базис {uk, vk | 0 ≤ k < d } про-

стору Mf,n, де vk = tkv, uk = td−k−1u. Тодi Ff,n(uk, ul) = Ff,n(vk, vl) = 0

для всiх k, l, а Ff,n(ul, vk) = hk,l = td+k−l+1/g(t) (mod k[[t]]). Тодi

Af,n(vk, uk) = co1 t
−2hk,l(1/t) = co1

tl−k−1

tdg(1/t)
=

= co1 t
l−k−1g̃(t) =

βk−l, якщо k ≥ l,

0, якщо k < l;

Bf,n(vk, uk) = co1 t
−3hk,l(1/t) = co1

tl−k−2

tdg(1/t)
=

= co1 t
l−kg̃(t) =

βk−l+1, якщо k ≥ l − 1,

0, якщо k < l − 1.
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Отже матрицi Af,n i Bf,n у цьому базисi мають вигляд

Af,n =

 0 A

A> 0

 а Bf,n =

 0 B

B> 0

 , (2.8)

де

A =



1 β1 β2 . . . βd−1

0 1 β1 . . . βd−2

0 0 1 . . . βd−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1


,

B =



β1 β2 β3 . . . βd−1 βd

1 β1 β2 . . . βd−2 βd−1

0 1 β1 . . . βd−3 βd−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 β1


.

Спiввiдношення (2.7) показують, що

A−1 =



1 α1 α2 . . . αd−1

0 1 α1 . . . αd−2

0 0 1 . . . αd−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1


,

i A−1B = Φ, Фробенiусова матриця з характеристичним многочленом

g(t) = fn(t). Таки чином, домноживши матрицi бiлiнiйних форм Af,n i

Bf,n з (2.8) на матрицю  A−1 0

0 I


злiва та на транспоновану до неї справа, ми завершуємо доведення леми

в цьому випадку.
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Якщо f(t) = t, ми отримуємо необхiдну форму матриць безпосередньо

в базисi {uk, vk}.

З зазначених фактiв та леми 2.13 випливає наступний результат.

Теорема 2.14. Кожна нерозкладна кососиметрична пара iзоморфна

однiй iз пар

Af,n = (Af,n, Bf,n), A∞,n = (A∞,n, B∞,n), A+,n = (A+,n, B+,n).

Кожна кососиметрична пара розкладається однозначно (з точнiстю до

перестановкик доданкiв) в ортогональну суму нерозкладних строго ко-

сосиметричних пар з цього списку.

2.3.3. Слабка еквiвалентнiсть i 2-групи Чернiкова Маючи тео-

рему 2.14, ми можемо завершити опис 2-груп Чернiкова з елементарною

верхiвкою й базою рангу 2 аналогiчно тому, як це було зроблено у по-

передньому пунктi для випадку непарного p. Оскiльки доведення цiлком

аналогiчнi, ми їх опускаємо, крiм тих деталей, якi специфiчнi для p = 2.

Позначимо через A множину всiх пар

A = {(Af,n, Bf,n), (A∞,n, B∞,n), (A−,n, B−,n)},

а через F множину таких функцiй κ : A→ Z≥0 , що κ(A) = 0 для майже

всiх A. Для будь-якої функцiї κ ∈ F ми покладемо Aκ =
⊕

A∈AA
A(A).

Для кожної пари A ∈ A ми позначимо через A ∗ Q єдину пару iз A,

яка конгруентна до A ◦Q. Вiдображення A 7→ A ∗Q визначає дiю групи

g = GL(2,k) на множинi A, отже i на набiр F функцiй κ : A → Z≥0:

(Q ∗ κ)(A) = κ(A ∗Q).

Наслiдок 2.15. Пари Aκ i Aκ′ слабо еквiвалентнi тодi i тiльки тодi,

коли функцiї κ i κ′ належать однiй i тiй самiй орбiтi групи g.
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(A−,n, B−,n) єдина нерозкладна пара розмiрностi 2n − 1. Для будь-

якої пари (A,B) многочлен det(xA + yB) є квадратом: det(xA + yB) =

∆A,B(x, y)2 для деякого ∆A,B (∆A,B — це так званий пфаффiан матри-

цi xA + yB [14]). Якщо (A′, B′) = (A,B) ◦ Q, де Q =

(
q11 q12

q21 q22

)
, то

∆(A′,B′)(x, y) = ∆(A,B)(q11x+ q12y, q21x+ q22y). Отже, мiркування, пов’яза-

нi з дiєю групи g на многочленах, теж залишаються вiрними.

Ми кажемо, що незвiдний однорiдний многочлен g ∈ k[x1, x2] нази-

вається унiтальним, якщо, або g = x2, або його старший коефiцiєнт

при x1 дорiвнює 1. Нехай P = P(k) — множина унiтальних однорiдних

незвiдних многочленiв iз k[x1, x2] i P̃ = P̃(k) = P ∪ {ε}. Нагадаємо, що

P фактично спiвпадає з множиною замкнених точок прективної прямої

P1
k

= Projk[x1, x2] [36]. Для g ∈ P i Q ∈ g, нехай Q ∗ g iснує єдиний

такий многочлен g′ ∈ P, що Q ◦ g = λg′ для деякого ненульового λ ∈ k.

(Це природна дiя g на P1
k
.) Також покладемо Q ∗ ε = ε для будь-якого Q.

Це визначає дiю g на P̃. Позначимо через F̃ = F̃(k) множину всiх таких

функцiй ρ : P̃×N→ Z≥0, що ρ(g, n) = 0 для майже всiх пар (g, n). Визна-

чимо дiю групи g на F̃ поклавши (ρ ∗ Q)(g, n) = ρ(Q ∗ g, n). Для кожної

пари (g, n) ∈ F̃ ми визначимо пару кососиметричних форм A(g, n):

A(g, n) =


(A∞,n, B∞,n), якщо g = x2,

(A−,n, B−,n), якщо g = ε,

(Af,n, Bf,n), де f = g(x, 1) iнакше.

Нехай Ã = Ã(k) = {A(g, n) | (g, n) ∈ P̃ × N}. Для будь-якої функцiї

ρ ∈ F̃ покладемо Ãρ =
⊕

(g,n)∈P̃×NA(g, n)ρ(g,n). Iз попереднiх мiркувань

випливає наступна теорема.

Теорема 2.16. 1. Кожна пара кососиметричних бiлiнiйних форм

над полем k слабо еквiвалентна Ãρ для деякої функцiї ρ ∈ F̃(k).
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2. Пари Ãρ i Ãρ′ слабо еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли функцiї

ρ i ρ′ належать однiй i тiй самiй орбiтi групи g = GL(2,k).

Для будь-якої функцiї ρ ∈ F̃(F2) покладемо G(ρ) = G(Ãρ).

Теорема 2.17. Нехай R набiр представникiв орбiт групи g =

GL(2,F2) , що дiють на множинi функцiй F̃(F2). Тодi кожна нiльпо-

тентна 2-група Чернiкова iз елементарною верхiвкою та базою M (2)

iзоморфна групi G(ρ) для однозначно визначеної функцiї ρ ∈ R.

Знов-таки, цi групи можна описати через твiрнi та спiввiдношення.

Якщо A =
⊕s

k=1 Ak i всi Ak належать множинi A, то група G(A) пород-

жена своєю пiдгрупою M (2) та елементами h̄ki, де 1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ i ≤ dk,

dk = 2 deg f , якщо Ak = Af,n, dk = 2d, якщо Ak = A∞,n i dk = 2d − 1,

якщо Ak = A−,n. Всi елементи h̄ki — порядку p, комутують з елементами

iз M (2), [h̄ki, h̄lj] = 0 якщо k 6= l, а значення комутаторiв [h̄ki, h̄kj] для

i < j заданi в таблицi, що наведена далi. В цiй таблицi a1 i a2 — деякi

фiксованi твiрнi пiдгрупи M (2)
2 .

Ak i, j [h̄ki, h̄kj]

(A−,n, B−,n) j = d+ i a1

j = d+ i− 1 a2

iнакше 0

(A∞,n, B∞,n) j = d+ i a2,

j = d+ i− 1 a1,

iнакше 0

(Af,n, Bf,n) j = d+ i < 2d a1

j = d+ i− 1 a2

i < d, j = 2d −λd−i+1a2

i = d, j = 2d a1 − λ1a2
iнакше 0

де fn(x) = xd + λ1x
d−1 + · · ·+ λd.
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Висновки до роздiлу 2.

У цьому роздiлi дано повну класифiкацiю p-груп Чернiкова з основою

рангу 2 i едлементарною абелевою верхiвкою. Для цих груп також обчис-

лено їх задання твiрними та спiввiдношеннями.



Роздiл 3

СЛАБКА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ЗОБРАЖЕНЬ

ГРУПИ КЛЯЙНА

У цьому роздiлi ми розглянемо цiлi 2-адичнi зображення четвiрної групи

Кляйна G = 〈 a, b | a2 = b2 = 1, ab = ba 〉. Зображення цiєї групи вперше

описала Л.Назарова [16]. Але дана нею класифiкацiя жорстко прив’яза-

на до вибору твiрних i, як наслiдок, погано пристосована до вирiщення

того, якi з цих зображень є слабо еквiвалентними в розумiннi пiдроздi-

лу 1.2. Оскiльки, як показує Теорема 1.5, це питання є важливим для

вивчення чернiкiвських груп, ми дамо на нього вiдповiдь, користуючись

iншим пiдходом до класифiкацiї таких зображень. Саме, ми скористаємо-

ся зв’язком з зображенням сагайдака, яке випливає з технiки, описаної у

пiдроздiлi 1.4.

3.1. Зв’язок iз сагайдаком

Розглядемо групове кiльце Z2G четвiрної групи Кляйна G над кiльцем

Z2 цiлих 2-адичних чисел. Воно є Z2-порядком у алгебрi Q2G ' Q4
2, де

Q2 — поле p-адичних чисел. Вiдомо [29, §37], що групове кiльце завжди

є горенштейновим, тобто має iн’єктивну розмiрнiсть 1 (як модуль над

собою). Крiм того, p-адичне групове кiльце p-групи є локальним. Тому

воно має єдине мiнiмальне надкiльце A i кожна нерозкладна G-решiтка

M , окрiм Z2G, є наспрадi A-решiткою [26]. Саме, A — це кiльце множ-

64
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никiв радикалу, тобто A = {q ∈ Q2G | qRad(Z2G) ⊆ Rad(Z2G)}.
В нашому випадку Rad(Z2G) = 〈x, y 〉, де x = a − 1, y = b − 1. По-

кладемо z = (1 + a + b + ab)/2. z /∈ Z2G, але z〈x, y 〉 ⊆ 〈x, y 〉. Тому
A = Z2G+ Z2z. Бiльш того, z ∈ RadA, звiдки RadA = 〈x, y, z 〉.

Твердження 3.1. A є порядком Бакстрема. Саме, RadA = RadR,

де R — максимальне надкiльце A, тобто порядок, породжений 4 базо-

вими iдемпотентами алгебри Q2G:

e++ =
1 + a+ b+ ab

4
,

e+− =
1 + a− b− ab

4
,

e−+ =
1− a+ b− ab

4
,

e−− =
1− a− b+ ab

4
.

Доведення. Позначимо J = RadA, I = {++, +−, −+, −−}. Легко бачи-

ти, що eiJ ⊆ J для всiх i ∈ I, отже R — кiльце множникiв J . З iншого

боку, J = 2R, тому J ⊆ RadR, а R/J ' F4
2 — напiвпроста алгебра, тому

RadR ⊆ J .

Отже, до порядку A застосована технiка з пiдроздiлу 1.4.

Покладемо Ri = eiR, де i ∈ I. Це — всi попарно неiзоморфнi нероз-

кладнi проективнi R-модулi. Вiдповiдно, Si = Ri/JRi — всi простi R/J-

модулi, причому, якщо ēi — клас iдемпотента ei, то ēi (i ∈ I) складають

базу алгебри R/J , яка iзоморфна F4
2. Оскiльки, A/J ' k, а Si ' k як
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A-модуль, сагайдак Q = Q(R) — це сагайдак типу D̃4,

V++

V+−

Q : V

α++

@@

α+−

88

α−+

&&

α−−

��

V−+

V−−

(3.1)

Зображення V цього сагайдака не має тривiальних доданкiв тодi i тiльки

тодi, коли всi вiдображення αi (i ∈ I) сюр’єктивнi, а iндуковане вiдобра-

ження ι(V ) : V (0)→ ⊕i∈IV (i) iн’єктивне. Зокрема, A-решiтцi M вiдповi-

дає зображенню V = V (M) з V (0) = M/JM , V (i) = ei(RM/JM) (i ∈ I),

а V (αi) iндукованi природною проекцiєю V (0) ⊆ RM/JM на компо-

ненти V (i). Навпаки, якщо задане зображення V сагайдака Q, причому

dimV (i) = di, покладемо N = ⊕i∈IdiRi, ототожнимо N/JN з ⊕i ∈ IV (i) i

визначимо A-решiткуM = M(V ), як прообраз у N образу гомоморфiзму

ι(V ). З теореми 1.9 випливає

Наслiдок 3.2. Вiдображення M 7→ V (M) та V 7→ M(V ) встанов-

люють взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж класами iзоморфiзму R-

модулiв без вiльних доданкiв та та зображень сагайдака Q без тривiаль-

них доданкiв.

Розмiрнiсть зображення V — це вектор (d0, d++, d+−, d−+, d−−), де

di = dimV (i) (i ∈ I ∪ {0}). Ми будемо записувати її у виглядi d0

d++

d+−
d−+
d−−

.
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3.2. Опис зображень

Нагадаємо (дивись пiдроздiл 1.3), що нерозкладнi зображення сагайдака

Q утворюють сагайдак Ауслендер–Райтен [42]. Його вершини позначають

зображення, а стрiлки позначають незвiднi вiдображення, тобто, необо-

ротнi морфiзми зображень, що не можуть бути представленi у виглядi

суми композицiй таких морфiзмiв. Структура таких зображень описана

в [32] та [42, Sec. 3.6]. Вона мiстить три частини:

препроективна // регулярна // преiн’єктивна

з морфiзмами, що дiють «злiва направо», що й позначено стрiлками. Пре-

проективна i преiн’єктивна частини є окремими компонентами сагайдака

Ауслендера–Райтен. В цих частинах нерозкладнi зображення однозначно

визначаться своїми розмiрностями, якi є додатними дiйсними коренями

форми Тiтса

Φ(x0, x++, x+−, x−+, x−−) =
∑

i∈I∪{0}

x2
i −

∑
i∈I

x0xi.
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Зокрема, препроективна компонента має вигляд

0
1
0
0
0

��

1
0
1
1
1

��

2
2
1
1
1

��

3
1
2
2
2
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1
0
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��
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1
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5
3
3
3
3
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��

��

7
4
4
4
4

II

CC

��

��

· · ·

0
0
0
1
0
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1
1
1
0
1

CC

2
1
1
2
1

CC

3
2
2
1
2

CC

0
0
1
0
0

II

1
1
1
1
0

II

2
1
1
1
2

II

3
2
2
2
1

II

Ми позначимо через An «центральнi» члени цiєї дiаграми, тобто забра-

ження розмiрностi 2n−1
n
n
n
n
, через A+

n,i (i ∈ I) — зображення з dimV0 =

2n, dimVi = n+1, dimVj = n при j ∈ I\{i}, а через A−n,i — зображення з

dimV0 = 2n−1, dimVi = n−1, dimVj = n при j ∈ I\{i}. Цi зображення

i складають препроективну компоненту.
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Преiн’єктивна компонента виглядає наступним чином
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Ми знову позначимо через Bn «центральнi» члени цiєї дiаграми, тоб-

то забраження розмiрностi 2n+1
n
n
n
n
, через B+

n,i (i ∈ I) — зображення з

dimV0 = 2n + 1, dimVi = n + 1, dimVj = n при j ∈ I \ {i}, а через B−n,i
— зображення з dimV0 = 2n, dimVi = n− 1, dimVj = n при j ∈ I \ {i}.
Цi зображення складають преiн’єктивну компоненту.

Регулярна частина складається з багатьох компонент, якi є труба-

мi. Бiльшiсть з цих труб однорiднi, тобто виглядають, як сагайдак

Ауслендера–Райтен категорiї скiнченновимiрних модулiв нал алгеброю

степеневих рядiвK[[t]], де K = k[λ] — скiнченне розширення поля k, а λ —

корiнь незвiдного многочлена f(t) на полем k, причому f(t) /∈ {t, t− 1}.
Кожному такому многочлену вiдповiдає одна однорiдна труба. Розмiр-

ностi зображень в нiй дорiвнюють 2nd
nd
nd
nd
nd

, де d = deg f(t), а вiдповiдне
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зображення T nf має вигляд

V

V

V 2

( I 0 )

@@

( 0 I )

88

( I I )

&&

( I Ffn )

��

V

V

(3.2)

де Ffn — клiтина Фробенiуса з характеристичним многочленом fn(t). Цю

трубу ми позначимо Tf .

Крiм того, є 3 особливi труби Tk (2 ≤ k ≤ 4) перiоду 2. Труба T2 має

вигляд

1
1
1
0
0

// 2
1
1
1
1

//

��
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//

��

4
2
2
2
2

//

��

· · ·
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0
0
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1
1
1
1

//

WW

3
1
1
2
2

//

WW

4
2
2
2
2

//

WW

· · ·

XX

(3.3)

де зображення T n2,+ (T n2,−) розмiрностi 2n
n
n
n
n

в першому та, вiдповiдно, в
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другому рядку мають вигляд

V

V

V 2

( I 0 )

@@

( I Jn )

88

( I I )

&&

( I Jn )

��

V

V

та, вiдповiдно,

V

V

V 2

( I I )

@@

( I Jn )

88

( I 0 )

&&

( 0 I )

��

V

V

де V = k
n, а Jn — нiльпотентна Жорданова n×n матриця. Позначимо та-

кож через T n∗2,+ та T n∗2,− зображення, вiдповiдно, з першого i другого рядка,

в якому dimV0 = 2n−1 (воно повнiстю визначається розмiрнiстю). Труби

T3 i T4 можна отримати з труби T4, переставивши V+− з, вiдповiдно, V−+

або V−− i внiсши вiдповiднi змiни у вiдображення V (α).

3.3. Слабка еквiвалентнiсть

Група автоморфiзмiв G ототожнюється з групою перестановок S3. Саме,

елементи з G переставляють елемненти другого порядку групи G, тобто



72

елементи a, b i c = ab. Тому, якщо розглядати її дiю на G-решiтки, то во-

на не рухає компоненту ++ i переставляє компоненти +−, −+ i −−. Так
само вона дiє й на зображення сагайдака Q(A), переставляючи простори

V (i), де i ∈ {+−, −+, −−}. Точнiше, транспозицiя τb : a ↔ b перестав-

ляє простори V+− i V−+, а транспозицiя τc : a ↔ c переставляє простори

V+− i V−−. Якщо брати до уваги вигляд препроективної й преiн’єктивної

компонент, то, очевидно, пiд дiєю групи S3 центральний рядок зберiгаєть-

ся, а другий, третiй i четвертий переставляються. Так само очевидно, що

група S3 переставляє особливi труби Tk (k ∈ {2, 3, 4}, переводячи перший

рядок вiдповiдної дiаграми вигляду (3.3) у перший i другий — у другий.

Залишається обчислити дiю групи автоморфiзмiв на однорiднi труби

Tf . Транспозицiя τb переводить зображення (3.2) у зображення

V

V

V 2

( I 0 )

@@

( I I )

88

( 0 I )

&&

( I Ffn )

��

V

V

(3.4)

Замiни базисiв у просторах Vi(i ∈ I∪{0} з матрицями, вiдповiдно, Ci, пе-
ретворюють матрицю V (αi) (i ∈ I) у матрицю C0V (i)C−1

i . Легко бачити,
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що такими перетвореннями зображення (3.4) зводиться до вигляду

V

V

V 2

( I 0 )

@@

( 0 I )

88

( I I )

&&

( I Fb )

��

V

V

,

де Fb = Ffn(Ffn − I)−1. Оскiльки F = Fb(Fb − I)−1, матриця Fb подiб-

на клiтинi Фробенiуса з характеристичним многочленом fnb , де fb(t) =

f(1)−1(t− 1)df(t/(t− 1)) при d = deg f(t).1 Отже, τb переводить трубу Tf
у трубу Tfb.

Аналогiчно перевiряється, що перестановка τc переводить трубу Ff у

трубу Ffc, де fc(t) = (−1)df(1− t).
Зауважимо, що перетворення f 7→ fb i f 7→ fc — це звичайна дiя групи

S3 на многочлени за допомогою дробово-лiнiйних перетворень:

f(t) 7→ κ−1(γt+ δ)df
(αt+ β

γt+ δ

)
,

де κ — старший коефiцiент многочлена (γt+ δ)df
(
αt+β
γt+δ

)
, тобто

κ =

γ
df(α/γ), якщо γ 6= 0,

αd, якщо γ = 0.

Саме, транспозицiї τb вiдповiдає дробово-лiнiйна функцiя t/(t− 1), а τc —

функцiя 1− t.
Цим завершується класифiкацiя нерозкладних зображень четвiрної

групи Кляйна з точнiстю до слабкої еквiвалентностi. Її можна пiдсумува-
1 Множник f(1)−d потрiбен, щоб старший коефiцiент многочлена fb був рiвний 1.
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ти аналогiчно до того, як це було зроблено у попередньому роздiлi для пар

кососиметричних майтриць. Позначимо через R множину, яка складаєть-

ся з усiх зображень An, A
±
n,i, Bn, B

±
n,i, T

n
f , T

n
k,± та T n∗k,± n ∈ N, k ∈ {2, 3, 4},

крiм A+0, i та B0. Група S3 дiє на R, як описано вище.

Теорема 3.3. Нехай R̃ — множина функцiй зi скiнченим носiєм

R → N ∪ {0} i група S3 дiє на R за правилом gϕ(x) = ϕ(g−1x). Класи

слабкої еквiвалентностi G-решiток знаходяться у взаємно однозначнiй

вiдповiдностi з орбiтами групи S3 на множинi R̃. Саме, функцiї ϕ вiд-

повiдає решiтка M(Vϕ), де Vϕ = ⊕R∈R ϕ(R)R, причому M(Vϕ) ' M(Vψ)

тодi i тiльки тодi, коли функцiї ϕ i ψ належать однiй орбiтi.

Висновки до роздiлу 3.

У цьому роздiлi дано нову класифiкацiю цiлих 2-адичних зображень

четвiрної групи Кляйна на основi теорiї порядкiв Бакстрема та зобра-

жень сагайдакiв. За її допомогою дано класифiкацiю таких зображень з

точнiстю до слабкої еквiвалентностi, що є важливим для вивчення груп

Чернiкова.



Роздiл 4

КОГОМОЛОГIЇ

Цей роздiл присвячений обчисленню когомологiй груп. Як вказано у пiд-

роздiлi 1.2, обчислення когомологiй є важливим для вивчення розширень

груп, зокрема, для вивчення p-груп Чернiкова. Для спрощення обчислень,

ми визначаємо нову резольвеньту для тривiального модуля Z у випадку

скiнченниї абелевих груп. Наш пiдхiд близький до пiдходу Такахашi, але

здається бiльш явним i ефективним. Ми порiвнюємо нашу резольвенту

iз стандартною (пiдроздiл 4.1.2.) i доводимо деякi факти, що стосуються

дуальностi для когомологiй G-решiток (пiдроздiл 4.1.3.). Зокрема, це дає

змогу обчислити когомологiї всiх незвiдних решiток (досi це було зробле-

но лише для тривiального зображення). Ми також даємо явнi формули

для одно- i двовимiрних когомологiй. Для четвiрної групи Кляйна ми об-

числюємо когомологiї всiх неточних зображень та їх дуальних модулiв

(останнi й з’являються у групах Чернiкова).

4.1. Когомологiї скiнченних абелевих груп

4.1.1. Резольвента. Стандартна резольвента є «унiверсальною»,

тобто застосовною для всiх груп. Проте вона є занадто складною для

обчислень. Тому для випадку скiченної абелевої групи G ми визначимо

нову, спрощену резольвенту.

Для перiодичного елемента a групи G позначимо через o(a) порядок

75
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a, тобто найменше натуральне число, для якого ao(a) = 1, i покладе-

мо sa =
∑o(a)−1

i=0 ai. Нехай G =
∏s

i=1Gi — прямий добуток скiнченних

циклiчних груп Gi = 〈 ai | aoii = 1 〉 порядкiв oi = o(ai), R = ZG,

P = R[x1, x2, . . . , xs] — кiльце многочленiв вiд s змiнних над кiльцем R

i Pn — R-модуль однорiдних многочленiв з P степеня n (включаючи 0).

Ми визначаємо диференцiал d : Pn → Pn−1 за правилом

dn(x
k1
1 x

k2
2 . . . xkss ) =

s∑
i=1

(−1)KiCix
k1
1 . . . xki−1

i . . . xkss ,

де Ki =
∑i−1

j=1 kj, а

Ci =


ai − 1, якщо ki — напарне,

sai, якщо ki > 0 i парне,

0, якщо ki = 0.

Говорячи про G-модуль Z, ми завжди припускаємо, що елементи G

дiють тривiально.

Теорема 4.1. P = (Pn, dn) — вiльна резольвента G-модуля Z.

Доведення. За означенням, всi R-модулi Pn є вiльними. Треба перевiри-

ти точнiсть комплексу P. Якщо s = 1, це добре вiдомо. Якщо Ri = ZGi

i Pi позначає таку резольвенту для групи Gi, то R =
⊗s

i=1 Ri, а P це

тензорний добуток комплексiв
⊗s

i=1 Pi. Оскiльки всi групи циклiв та гра-

ниць в комплексах Pi є вiльними абелевими, а когомологiї цих комплексiв

тривиальнi, точнiсть P випливає iз спiввiдношень Кюннета [28, Теоре-

ма VI.3.1].

4.1.2. Зв’язок зi стандартною резольвентою Щоб застосува-

ти Теорему 4.1, наприклад, до розширень груп, ми повиннi спiвстави-

ти її зi стандартною резольвентою, яка зазвичай i дає явнi формули
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для коциклiв [7, 28]. Отже, надалi S позначатиме нормалiзовану стан-

дартну резольвенту для Z як R-модуля (дивись пiдроздiл 1.2). Нехай

{ [g1, g2, . . . , gn] | gi ∈ G \ {1} } — звичайний базис Sn такий, що стандарт-

ний диференцiал ds визначається наступним чином

ds
n[g1, g2, . . . , gn] = g1[g2, . . . , gn] +

n∑
i=1

(−1)i[g1, . . . , gigi+1, . . . , gn]+

+ (−1)n[g1, g2, . . . , gn−1],

(ми вважаємо, що [g1, g2, . . . , gn] = 0, якщо деякий елемент gi = 1). За-

значимо, що P0 = S0 = R.

Ми позначимо a{i} = 1 + a+ a2 + . . . ai−1. Тодi sa = a{o(a)},

a{i+k} = a{i} + aia{k}, (4.1)

зокрема,

a{m+o(a)} = a{m} + amsa.

Теорема 4.2. Iснує квазi-iзоморфiзм σ : S→ P такий, що

σ0 = id,

σ1[a
k1
1 a

k2
2 . . . akss ] =

s∑
i=1

( i−1∏
j=1

a
kj
j

)
a
{ki}
i xi,

σ2[a
k1
1 a

k2
2 . . . akss , a

l1
1 a

l2
2 . . . a

ls
s ]=

s∑
i=1

i∑
j=1

( i−1∏
q=1

akqq

j−1∏
r=1

alrr

)
σ2[a

ki
i , a

lj
j ],

де σ2[a
k
i , a

l
j] =


[(k + l)/oi]x

2
i , якщо i = j,

0, якщо i < j,

a
{l}
j a

{k}
i xjxi, якщо i > j

(4.2)

Оскiльки S та P — вiльнi резольвенти R-модуля Z, σ iндукує iзомор-

фiзми когомологiйHn(HomR(S,M))→ Hn(HomR(P,M)). Зокрема, поєд-
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нуючи σ2 з коциклами iз HomR(P2,M), ми отримаємо «звичайнi» зобра-

ження коциклiв з H2(G,M), якi беруть участь у побудовi вiдповiдних

розширень (дивись пiдроздiл 1.2).

Доведення. Насправдi, нам потрiбно показати, що дiаграма

S2
ds2 //

σ2
��

S1

σ1
��

ds1 // S0

��
P2

d2 // P1
d1 // P0.

комутативна. Тодi набiр гомоморфiзмiв {σ0, σ1, σ2} розширюється до ква-

зiiзоморфiзму σ : S→ P. Це випливає, наприклад, з результатiв пiдроздi-

лу V.1 книги [28].

Зазначимо, що gh−1 = (g−1)+g(h−1) i ak−1 = a{k}(a−1). Внаслiдок

цього,

ds
1[a

k1
1 a

k2
2 . . . akss ] = ak11 a

k2
2 . . . akss − 1 =

s∑
i=1

( i−1∏
j=1

a
kj
j

)
(akii − 1) =

=
s∑
i=1

( i−1∏
j=1

a
kj
j

)
a
{ki}
i (ai − 1) =

s∑
i=1

( i−1∏
j=1

a
kj
j

)
a
{ki}
i d1xi,

отже d1σ1 = ds
1.

Покладемо (r)i = res(r, oi), лишок r за модулем oi. Тодi, для 0 ≤ k < oi,

0 ≤ l < oi,

ds2[a
k
i , a

l
i] = aki [a

l
i]− [ak+l

i ] + [aki ],

звiдки

σ1d
s
2[a

k
i , a

l
i] = (aki a

{l}
i − a

{(k+l)i}
i + a

{l}
i )xi =

= (aki a
{l}
i − a

{k+l}
i + a

{l}
i + [(k + l)/oi]sai)xi =

= [(k + l)/oi]saixi =

= d2([(k + l)/oi]x
2
i ),
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отже, якщо покласти

σ2[a
k
i , a

l
i] = [(k + l)/oi]x

2
i ,

отримаємо

d2σ2[a
k
i , a

l
i] = σ1d

s
2[a

k
i , a

l
i].

Аналогiчно,

ds
2[a

k
i , a

l
j] = aki [a

l
j]− [aki a

l
j] + [aki ],

тому, якщо i < j,

σ1d
s
2[a

k
i , a

l
j] = aki a

{l}
j xj − a{k}i xi − aki a

{l}
j xj + a

{k}
i xi = 0,

а якщо i > j, то

σ1d
s
2[a

k
i , a

l
j] = aki a

{l}
j xj − a{l}j xj − alja

{k}
i xi + a

{k}
i xi =

= (aki − 1)a
{l}
j xj − (alj − 1)a

{k}
i xi =

= −d2(a
{l}
j a

{k}
i xjxi).

Отже, якщо покласти

σ2[a
k
i , a

l
j] =

0, якщо i < j,

a
{l}
j a

{k}
i xjxi, якщо i > j,

то отримаємо

d2σ2[a
k
i , a

l
j] = σ1d

s
2[a

k
i , a

l
j]

для i 6= j.
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Нехай тепер σ2 визначається за правилом (4.2). Ми перевiряємо, що

d2σ2 = σ1d
s
2 для s = 3. Загальний випадок аналогiчний, хоча трохи гро-

мiздкий. Ми напишемо a, b, c замiсть a1, a2, a3 i x, y, z замiсть x1, x2, x3.

Тодi

σ1d
s
2[a

ibjcr, akblcs] =

= σ1(a
ibjcr[akblcs]− [ai+kbj+lcr+s] + [aibjcr]) =

= aibjcr(a{k}x+ akb{l}y + akblc{s}z)−

− a{i+k}x− ai+kb{j+l}y − ai+kbj+lc{r+s}z+

+ [(i+ k)/oa]sax+ ai+k[(j + l)/ob]sby + ai+kbj+l[(r + s)/oc]scx+

+ a{i}x+ aib{j}y + aibjc{r}z =

= (aibjcra{k} − a{i+k} + a{i} + [(i+ k)/oa]sa)x+

+ ai(akbjcrb{l} − akb{j+l} + b{j} + ak[(j + l)/ob]sb)y+

+ aibj(akblcrc{s} − akblc{r+s} + c{r} + akbl[(r + s)/oc]sc)z,

тодi як

d2σ2[a
ibjcr, akblcs] =

= d2

(
− aia{k}b{j}xy − aibja{k}c{s}xz − ai+kbjb{l}c{r}yz+

+ [(i+ k)/oa]x
2 + ai+k[(j + l)/ob]y

2 + ai+kbj+l[(r + s)/oc]z
2
)

=

= −ai(ak − 1)b{j}y + ai(bj − 1)a{k}x− ai(ak − 1)bjc{r}z+

+ aibj(cr − 1)a{k}x− ai+kbj(bl − 1)c{r}z + ai+kbj(cr − 1)bk}y,

+ [(i+ k)/oa]sax+ ai+k[(j + l)/ob]sby + ai+kbj+l[(r + s)/oc]scx =

(−aia{k} + aibjcra{k} + [(i+ k)/oa]sa)x+

+ ai(−akb{j} + b{j} + akbjcrb{l} − akbjb{l} + ak[(j + l)/ob]sb)y+

+ aibj(c{r} − akblc{r} + akbl[(r + s)/oc]sc)z.

З рiвностей (4.1) одразу випдиває, що обидва результати рiвнi.
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4.1.3. Когомологiї G-решiток В цьому роздiлi G позначає скiнчен-

ну групу, R = ZG — її групове кiльце. Нагадаємо, що G-решiтка (або цi-

лочисельне зображення G) це такий G-модуль M , що його абелева група

— вiльна скiнченного рангу. Також кажуть, що M — це решiтка в QG-

модулi M̃ = Q ⊗Z M . Про двi G-решiтки M,N кажуть, що вони одного

роду, якщо Mp ' Np для кожного простого числа p, де Mp = Zp ⊗Z M

(тут Zp = { r/z | r ∈ Z, s ∈ Z \ pZ }). Це позначається M ∨N . Ми також

покладемо M ∗ = HomZ(M,Z), де G дiє за правилом gf(u) = f(g−1u).

Позначимо через Ĥn(G,M) когомологiї Тейта групи G з коефiцiєнта-

ми в M [7, 28]. Нагадаємо спосiб їх обчислення. Нехай

F : · · · → Fn
dn−→ Fn−1

dn−1−−→ . . .
d2−→ F1

d1−→ F0 → 0

вiльна резольвента Z, де всi модулi Fn скiнченно породженi,

F∗ : 0→ F∗0
d∗1−→ F∗1

d∗2−→ . . .
d∗n−1−−→ F∗n−1

d∗n−→ F∗n → . . .

дуальний комплекс, d0 : F0 → F∗0 — композицiя вiдображень F0 →
coker d1 ' Z ' ker d∗1 → F∗0. Покладемо F−n = F∗n−1, d−n = d∗n. Послi-

довнiсть

F+ : . . .→ Fn
dn−→ Fn−1

dn−1−−→ . . .
d2−→ F1

d1−→ F0
d0−→

d0−→ F−1
d−1−−→ F−2

d−2−−→ . . .
d−n−−→ F∗−n

d−n−−→ F−n−1 → . . .

називається повною резольвентою для групи G. Тодi Ĥn(G,M) — просто

когомологiї комплексу HomR(F+,M). Якщо F0 = R i сюр’єкцiя F0 → Z

вiдображає кожен елемент g ∈ G в 1, тодi F−1 ' R i d0 — це просто слiд,

тобто множення на trG =
∑

x∈G x. Це стосується резольвент F та S.

Твердження 4.3. Нехай G — скiнченна група, M,N — G-решiтки

такi, що M ∨N . Тодi Ĥn(G,M) ' Ĥn(G,N), для всiх n.
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Доведення. Добре вiдомо [28, Твердження XII.2.5], що всi групи

Ĥn(G,M) (n > 0) перiодичнi з перiодом #(G), звiдси, Ĥn(G,M) '⊕
p|#(G) Ĥ

n(G,M)p. Бiльше того, оскiльки Zp — плоский Z-модуль, то

Ĥn(G,M)p ' Ĥn(G,Mp). Звiдси очевидно випливає потрiбне тверджен-

ня.

Ми позначимо через DM дуальний G-модуль: DM = HomZ(M,T), де

T = Q/Z.

Теорема 4.4. Нехай M — це G-решiтка. Тодi

Ĥn−1(G,DM) ' DĤ−n(G,M), (4.3)

Ĥn(G,DM) ' Ĥn+1(G,M∗), (4.4)

Ĥn(G,M∗) ' DĤ−n(G,M). (4.5)

Якщо M = Z, твердження (4.5) фактично збiгається з результатом

[28, Theorem XII.6.6].

Доведення. (4.3) збiгається з результатом [28, Наслiдок XII.6.5].

Розглянемо точну послiдовнiсть 0 → Z → Q → T → 0. Оскiльки

група M — вiльна абелева, застосувавши точний функтор HomZ(M, _),

ми отимаємо точну послiдовнiсть G-модулiв

0→M ∗ → HomZ(M,Q)→ DM → 0.

Ĥn(G,HomZ(M,Q)) = 0 для всiх n, оскiльки множення на #(G), яке ану-

лює всi когомологiї Тейта, — це автоморфiзм групи HomZ(M,Q). Звiдси

ми отримуємо формулу (4.4).

(4.5) безпосередньо випливає з (4.3) i (4.4).

Нам також потрiбна деяка iнформацiя про когомологiї прямих добуткiв

груп.
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Твердження 4.5. Нехай N — нормальна пiдгрупа G, F = G/N i

gcd(#(N),#(F )) = 1. Для кожного G-модуля M i всiх n

Ĥn(G,M) ' Ĥn(N,M)F ⊕ Ĥn(F,MN). (4.6)

Доведення. Оскiльки #(G) знищує всi Hn(G,M), якщо n > 0 i те саме

справджується дляN i F , у спектральнiй послiдовностi Хохшильда-Серра

Hp(F,Hq(N,M)) =⇒ Hn(G,M)

усi члени, в яких p > 0 i q > 0 будуть нулями, а члени H0(F, Ĥn(N,M)) i

Ĥn(F,H0(N,M)) — взаємно простих порядкiв. Отже, якщо n > 0, у групи

Hn(G,M) є фiльтрацiя з факторамиH0(F, Ĥn(N,M)) i Ĥn(F,H0(N,M)),

а тому, оскiльки їх порядки взаємно простi, то

Ĥn(G,M) ' H0(F, Ĥn(N,M))⊕ Ĥn(F,H0(N,M)) =

=Ĥn(N,M)F ⊕ Ĥn(F,MN).

Припустимо, що тепер умова виконується для Ĥn. Виберемо точну послi-

довнiсть 0→ L→ P →M → 0, де P — вiльний ZG-модуль. Тодi

Ĥn−1(G,M) ' Ĥn(G,L) ' Ĥn(N,L)F ⊕ Ĥn(F,LN).

Оскiльки P також є вiльним як ZN -модуль, то Ĥn(N,L) ' Ĥn−1(N,M).

З iншого боку, iснують точнi послiдовностi

0→ LN → PN →M ′ → 0

i

0→M ′ →MN →MN/M ′ → 0,

де M ′ — це образ вiдображення PN → MN . Очевидно, M ′ ⊇ trN M ,

звiдки випливає, що #(N)(MN/M ′) = 0, а тодi Ĥn(F,MN/M ′) = 0. Тому

Ĥn−1(F,MN) ' Ĥn−1(F,M ′) ' Ĥn(F,LN),
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оскiльки PN вiльний ZF -модуль. Отже, iзоморфiзм (4.6) має мiсце для

Ĥn−1, а тодi, за зворотньою iндукцiєю, i для всiх значень n.

Наслiдок 4.6. Нехай G = G1 × G2 i gcd(#(G1),#(G2)) = 1, M =

M1 ⊗Z M2, де Mi це Gi-решiтка (i = 1, 2). Тодi

Ĥn(G,M) ' Ĥn(G1,M1)⊗Z M
G2
2 ⊕M

G1
1 ⊗Z Ĥ

n(G2,M2).

Доведення. ОскiлькиMi — вiльна абелева група, _⊗ZMi — точний функ-

тор i MGi = MGi

i ⊗ZMj (j 6= i). Отже, Ĥn(Gi,M) ' Ĥn(Gi,Mi)⊗ZMj, де

j 6= i. Виходить, що наша умова — це лише перефразування твердження

Наслiдок 4.5 для конкретно цього випадку.

4.1.4. Когомологiї незвiдних G-решiток G-решiткаM називаєть-

ся незвiдною, якщо немає пiдмодулiв 0 6= N ⊂ M таких, що M/N —

група без скруту (тобто знову G-решiтка). Екiвалентно, це означає, що

M̃ = Q⊗ZM — простий QG-модуль. Якщо G — скiнченна абелева група,

то будь-який простий QG-модуль визначається груповим гомоморфiзмом

ρ : G → K×, де K — поле подiлу кола, i образ ρ породжується кiль-

цем цiлих цисел iз K. Звiдси випливає, що будь-якi двi G-решiтки в K

будуть одного роду [29], отже матимуть однаковi когомологiї внаслiдок

твердження 4.3. Зокрема, якщо M — це G-решiтка в K, то й M ∗ також є

решiткою в K, отже M ∗ ∨M i

Ĥn(G,M) ' Ĥn(G,M∗) ' DĤ−n(G,M) ' DĤn−1(G,DM). (4.7)

Пiдгрупа перiодичних елементiв iз K циклiчна i породжена первiсним

коренем з одиницi ζ. Отже, iснує елемент a ∈ G такий, що ρ(a) = ζ.

Нехай G =
∏s

i=1Ci, де Ci = 〈 ai | aoii = 1 〉 циклiчнi групи. Ми можемо

припустити, що a1 = a. Покладемо o = o1. Змiнюючи твiрнi ai, ми можемо

зробити ρ(ai) = 1 для i 6= 1. Нехай G′ = 〈 a2, a3, . . . , as 〉, таким чином



85

G = C1 × G′. Тодi M ' M1 ⊗Z Z, де M1— це M , що розглядається, як

C1-модуль, а Z — тривiальний G′-модуль. Зазначимо, що MG = 0, бо

ζv = v означає, що v = 0. Звiдси Ĥ0(G,M) = 0. Розглянемо слiд T =∑
g∈G g = (

∑o−1
k=0 a

k)(
∑

g∈G′ g). Очевидно,
∑o−1

k=0 ζ
k = 0, отже TM = 0. Iз

цього випливає, що Ĥ−1(G,M) = H0(G,M) = M/(ζ− 1)M . Якщо o = pm

для деякого m, тодi також o(ζ) = pk для деякого k, звiдки випливає, що

NK/Q(1 − ζ) = p [6] i Ĥ−1(G,M) = H0(G,M) ' Z/pZ. Якщо o(ζ) не є

степенем простого числа, тоNK/Q(1−ζ) = 1 i Ĥ−1(G,M) = H0(G,M) = 0

(це також випливає з наслiдку 4.6).

Нехай скiнченна абелева група G — це прямий добуток G1×G2 i поряд-

ки G1 i G2 взаємно простi. Якщо Ki (i = 1, 2) — кругове поле, породжене

простим QGi-модулем, тодi K = K1⊗QK2 є знову полем, отже, простим

QG-модулем, i всi простi QG-модулi отримуються в такий спосiб. Якщо

Mi (i = 1, 2) — це Gi-решiтка в Ki, то M = M1⊗ZM2 — G-решiтка в K,

єдина з точнiстю до роду. Наслiдок 4.6 показує, що Ĥn(G,M) = 0, якщо

анiM1, анiM2 не є тривiальними. ЯкщоM1 нетривiальний, аM2 тривiаль-

ний, тодi Ĥn(G,M) ' Ĥn(G1,M1), а якщо обидва M1 i M2 тривiальнi, то

Ĥn(G,M) ' Ĥn(G1,Z) ⊕ Ĥn(G2,Z). Це означає, що нам потрiбно ли-

ше розглянути випадок p-груп. Зазначимо також, що T =
⊕

p Tp i Tp —

квазiциклiчна p-група, тобто пряма границя lim−→m
Z/pmZ по вiдношенню

до природних занурень Z/pm Z → Z/pm+1Z . Отже, якщо M скiнченно

породжений, то DM '
⊕

pDMp, де DpM = HomZ(M,Tp). Якщо M є ре-

шiткою, адитивна група DpM — це пряма сума декiлькох екземплярiв Tp.

Бiльше того, якщо G — це p-група, то Ĥn(G,DqM) = 0 i DqĤ
n(G,M) = 0

для q 6= p, тому ми можемо замiнити D на Dp в усiх формулах з твер-

дження 4.4.

Тож нехай G =
∏s

k=1Gk, де Gk — циклiчна група порядку pmk . Ми

обчислюємо когомологiї нетривiальних незвiдних G-решiток. Насправдi,
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тут легше обчислити гомологiї, пiсля чого скористатися формулою (4.5) i

тим, що M i M ∗ мають однаковi когомологiї.

Теорема 4.7. Нехай M — нетривiальна незвiдна G-решiтка. Тодi

Hn(G,M) ' (Z/pZ)ν(n,s),

де

ν(n, s) = (−1)n
n∑
i=0

(
−s
i

)
. (4.8)

Зазначимо, що для фiксованого n ця формула визначає ν(n, s), як мно-

гочлен степеня n вiд змiнної s зi старшим коефiцiєнтом (n!)−1. Наприклад,

ν(0, s) = 1,

ν(1, s) = s− 1,

ν(2, s) =
s2 + s+ 2

2
,

ν(3, s) =
s3 + 5s− 6

6
.

Доведення. Ми розглядаємо G, як прямий добуток G′ × Gs, де G′ =∏s−1
i=1 Gi, i припускаємо, щоGs дiє тривiально наM . ТодiM можна розгля-

дати як зовнiшнiй тензорний добуток M ′×ZZ, де M ′ = M розглядається

як G′-модуль, а Z — як тривiальний Gs-модуль. Тепер ми можемо вико-

ристати формулу Кюннета [7, Corollary V.5.8]:

Hn(G,M) '
( n⊕
i=0

Hi(G
′,M ′)⊗Z Hn−i(Gs,Z)

)
⊕

⊕
( n−1⊕
i=0

TorZ1 (Hi(G
′,M ′), Hn−i−1(Gs,Z))

)
. (4.9)
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Нагадаємо, що для циклiчної групи C = Z/pmZ,

H0(C,Z) = Z;

Hn(C,Z) =

Z/pmZ, якщо n непарне,

0, якщо n парне;

а для нетривiальної решiтки M

Hn(C,M) =

Z/pZ, якщо n парне,

0, якщо n непарне,

тобто

ν(n, 1) =

1, якщо n парне,

0, якщо n непарне.

Бiльше того,

H0(G,M) = Z/pZ,

тобто

ν(0, s) = 1.

Таки чином теорема виконується для n = 0 i для s = 1, мiнiмальних

значень n та s. Тодi з формули Кюннета випливає, що Hn(G,M) '
(Z/pZ)ν(n,s) для деякого ν(n, s). Бiльше того, з неї випливає, що

ν(n, s) =
∑n

k=0 ν(n, s− 1) = ν(n, s− 1) + ν(n− 1, s)

Тому, ми можемо довести формулу (4.8) використовуючи метод матема-

тичної iндукцiї, припустивши, що вона виконується для ν(n, s − 1) та
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ν(n− 1, s). Тодi ми отримаємо

ν(n, s) = ν(n, s− 1) + ν(n− 1, s) =

= (−1)n
n∑
i=0

(
−s+ 1

i

)
− (−1)n

n−1∑
i=0

(
−s
i

)
=

= (−1)n
n∑
i=0

((
−s+ 1

i

)
−
(
−s
i− 1

))
=

= (−1)n
n∑
i=0

(
−s
i

)
.

Зазначимо, крiм того, що у цьому випадку Ĥ−1(G,M) = H0(G,M) i

Ĥ0(G,M) = 0.

Формули (4.8) i (4.5) разом дають наступний результат.

Наслiдок 4.8. Якщо M — нетривiальна незвiдна G-решiтка, то

Ĥn(G,M) ' Ĥn−1(G,DM) ' (Z/pZ)ν(|n|−1,s).

Зауважимо, що ця формула є спiльною для всiх нетривiальних незвiдних

G-решiток.

Аналогiчнi обчислення дають вiдомий результат для тривiального G-

модуля Z [41, 46].

Теорема 4.9. Якщо n 6= 0 i m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ ms, то

Ĥn(G,Z) '
⊕s

k=1(Z/pmkZ)ν(|n|−1,k)). (4.10)

Нагадаємо, що Ĥ0(G,Z) ' Z/pmZ, де m =
∑s

k=1mk.

Доведення. Перш за все, iз формули Кюннета (4.9) випливає, щоHn(G,Z)

є прямою сумою µ(n, s) циклiчних груп, причому

µ(n, s) =
n∑
i=1

µ(i, s− 1) + ε,
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де

ε =

1, якщо n непарне,

0, якщо n парне,

звiдки

µ(n, s) = µ(n, s− 1) + µ(n− 1, s) + (−1)n−1.

Використовуючи iндукцiю по s, ми отримаємо, що

µ(n, s) = ν(n, s) + (−1)n,

отже

µ(n, s) = µ(n, s− 1) + ν(n− 1, s).

Зазанчимо, що всi групи H i(Gs,Z) — перiоду pms. Тому з (4.9) випливає,

що

Hn(G,Z) ' Hn(G
′,Z)⊕ (Z/pmsZ)r

для деякого r. Разом з формулою для µ(n, s), це дає нам, що

Hn(G,Z) ' Hn(G
′,Z)⊕ (Z/pmsZ)ν(n−1,s).

За iндукцiєю, ми отримуємо, що

Hn(G,Z) '
⊕s

k=1(Z/pmkZ)ν(n−1,k).

Враховуючи (4.5), отримуємо формулу (4.10).
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4.2. Явнi формули

В цьому роздiлi ми знайдемо явнi формули схрещених гомоморфiзмiв

(елементiв iз H1(G,M)) та коциклiв (елементiв iз H2(G,M)) для незвiд-

них решiток та дуальних до них (останнi важливi, наприклад, у вивченнi

груп Чернiкова [9]). Ми використовуємо резольвенту, визначену у пiд-

роздiлi 4.1.1..

Нехай G =
∏s

i=1Gi, де Gi = 〈 ai | ap
mi

i = 1 〉 є циклiчною групою

порядку oi = pmi. Ми покладемо si = sai. Для коланцюга µ : Pn → M ми

позначимо через ∂µ його кограницю, що є композицiєю µdn+1 : Pn+1 →M .

Тодi, якщо ξ : P1 →M , i < j,

∂ξ(x2
i ) = siξ(xi),

∂ξ(xixj) = (ai − 1)ξ(xj)− (aj − 1)ξ(xi).
(4.11)

Таким чином ξ буде коциклом тодi i тiльки тодi, коли , коли

siξ(xi) = 0 для всiх i,

(ai − 1)ξ(xj) = (aj − 1)ξ(xi) для всiх i 6= j.
(4.12)

Якщо γ : P2 →M , i < j < k, то

∂γ(x3
i ) = (ai − 1)γ(x2) = 0,

∂γ((x2
ixj) = siγ(xixj) + (aj − 1)γ(x2

i ),

∂γ(xix
2
j) = (ai − 1)γ(x2

j)− sjγ(xixj),

∂γ(xixjxk) = (ai − 1)γ(xjxk)− (aj − 1)γ(xixk) + (ak − 1)γ(xixj).

Отже, γ буде коциклом тодi i тiльки тодi, коли коли для всiх таких значень
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iндексiв i, j, k виконуються рiвностi

(ai − 1)γ(x2
i ) = 0,

siγ(xixj) = −(aj − 1)γ(x2
i ),

sjγ(xjxi) = (ai − 1)γ(x2
j),

(aj − 1)γ(xixk) = (ai − 1)γ(xjxk) + (ak − 1)γ(xixj).

(4.13)

Нарештi, якщо ототожнити елемент u ∈M з гомоморфiзмом P0 →M ,

що вiдображає a в au, то ∂u(xi) = (ai − 1)u.

Спочатку припустимо, що M = Z. Тодi елемент si дiє на M як pmi

i формули (4.12) показують, що H1(G,Z) = 0. Оскiльки ai − 1 дiє як

0, то формули (4.13) означають, що γ буде коциклом тодi i тiльки тодi,

коли γ(xixj) = 0. Формули (4.11) показують, що, додавши кограницю,

ми зможемо звести γ(x2
i ) за модулем pmi. Отже, H2(G,Z) '

⊕s
i=1 Z/pmiZ

i твiрнi цiєї групи можуть бути вибранi як когомологiї класiв коциклiв

γk : P2 → Z таких, що γk(xixj) = 0 для всiх i, j i γk(x2
i ) = δik.

Для дуального модуля DpZ = Tp, формули (4.12) означають, що ξ є ко-

циклом тодi i тiльки тодi, коли pmiξ(xi) = 0. ЗвiдкиH1(G,Tp) '
⊕s

i=1 Tmi
,

де Tmi
= {u ∈ Tp | pmiu = 0 } (це циклiчна група порядку pmi). Оскiль-

ки група Tp подiльна, формули (4.11) показують, що, додавши когра-

ницю до 2-вимiрного коциклу γ, можна зробити γ(x2
i ) = 0. Далi, фор-

мули (4.13) означають, що pmijγxixj = 0, де mij = min{mi,mj}. Звiдси
H2(G,Tp) '

⊕
i<j Tmij

'
⊕

i<j Z/pmijZ i твiрнi цiєї групи — це класи

коциклiв γkl (1 ≤ k < l ≤ s) таких, що γkl(x2
i ) = 0 для всiх i, тодi як

γkl(xixj) = δkiδljukl, де ukl — фiксований елемент iз Tp порядку pmkl.

Нехай тепер M — решiтка в круговому полi K порядку pm така, що

a1 дiє, як множення на первiсний корiнь ζ з одиницi степеня pm, а всi

ai (i > 1) дiють тривiально. Оскiльки ми можемо вибрати будь-яку ре-

шiтку з даного роду, можна припустити, що M = Z[ζ]. Тож, формули
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(4.12) показують, що ξ — коцикл тодi i тiльки тодi, коли , коли ξ(xi) = 0

для i > 1. Оскiльки ζ − 1 — первинний елемент у Z[ζ] з нормою p [6],

M/(ζ − 1)M ' Z/pZ. Тому, додавши кограницю ∂u до ξ, можна от-

римати ξ(x1) = λ, де λ ∈ Z визначений за модулем p. Таким чином,

H1(G,M) ' Z/pZ. Формули (4.13) показують, що γ буде коциклом то-

дi i тiльки тодi, коли , коли γ(x2
1) = 0, γ(xixj) = 0, якщо 1 < i < j i

pmiγ(x1xi) = (ζ − 1)γ(x2
i ). Формули (4.11) означають, що, додавши ко-

границю, можна зробити γ(x1xi) = λi, де λi ∈ Z визначене за модулем

p. Тодi γ(x2
i ) визначається однозначно. Отже, H2(G,M) ' (Z/pZ)s−1.

Твiрнi цiєї групи — це класи коциклiв γk (1 < k ≤ s) таких, що

γk(x
2
1) = γ(xixj) = 0 для всiх 1 < i < j, γk(x1xi) = δik, γk(xi)2 = 0,

якщо i 6= k i (1− ζ)γk(xk) = pmk .

Розглянемо дуальний модульDpM . Оскiльки множення на ζ−1 є iн’єк-

тивним на M , то воно сюр’єктивне на DpM . З iншого боку, пiдгрупа

{u ∈ DpM | (ζ − 1)u = 0 } дуальна до M/(ζ − 1)M , отже, породжуєть-

ся одним елементом u0 перiоду p. Таким чином, додавши кограницю ∂u

до 1-коциклу ξ, можна зробити ξ(x1) = 0. Тодi (ζ − 1)ξ(xi) = 0, як-

що i > 1, звiдки ξ(xi) = λiu0, де λi ∈ Z/pZ. Отже, H1(G,DpM) '
P s−1

1 ' (Z/pZ)s−1. Таким же чином, додавши кограницю до 2-коциклу

γ, можна зробити γ(x1xi) = 0 для i > 1. Тодi умови (4.13) дають

(ζ − 1)γ(x2
i ) = 0 для всiх i, звiдки γ(x2

i ) = λiu0 (λi ∈ Z/pZ), i

(ζ − 1)γ(xixj) = 0 для 1 < i < j, i ще γ(xixj) = λiju0 (λij ∈ Z/pZ).

Тому H2(G,DpM) ' T(s2−s+2)/2
1 ' (Z/pZ)(s2−s+2)/2. Твiрними цiєї групи є

коцикли γk (1 ≤ k ≤ s) i γkl (1 < k < l ≤ s) такi, що γk(x1xi) = γkl(x1xi)

для i > 1, γk(x2
i ) = δiku0, γk(xixj) = 0 для i 6= j, γkl(x2

i ) = 0 для всiх i and

γkl(xixj) = δikδjlu0.

Пiдведемо пiдсумок цих обчислень.
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Теорема 4.10. Нехай G = 〈a1, a2, . . . , as | ap
mi

i = 1, aiaj = ajai〉 —
скiнченна p-група.

1. H1(G,Z) = 0 а H2(G,Z) '
⊕s

i=1 Z/pmiZ з твiрними γk : P2 → Z

такими, що γk(xixj) = 0 при i < j, а γk(xi)2 = δik.

2. H1(G,Tp) '
⊕s

i=1 Tmi
, де Tmi

= {u ∈ Tp | pmiu = 0}, а H2(G,Tp) '⊕
i<j Z/pmij , де mij = min{mi,mj} з твiрними γkl : P2 → Tp (1 ≤

k < l ≤ s) такими, що

γkl(x
2
i ) = 0 для всiх i,

γkl(xixj) = δikδjluij при i < j,

де uij — фiксований елемент групи Tp порядку pmij .

3. У цьому та наступному пунктах, нехай M — G-решiтка у полi

Q[ζ], де ζ — первiсний корiнь степеня pr з 1. Ми вважаємо, без

зменшення загальностi, що a1 дiє множенням на ζ, а всi ai при

i > 1 дiють тривiально. Тодi H1(G,M) = Z[ζ]/(ζ − 1) ' Z/pZ,

а H2(G,M) ' (Z/pZ)s−1 з твiрними γk : P2 → M (1 < k ≤ s)

такими, що

γk(xi)
2 =

0, якщо i 6= k,

(1− ζ)−1pmk, якщо i = k;

γk(xixj) =

0, якщо 1 < i < j,

δjk, якщо i = 1 < j.

4. H1(G,DpM) ' (Z/pZ)s−1 з твiрними ξk : P1 → DpM(1 < k ≤ s) та-

кими, що δk(x2
i ) = δiku0, де u0 — твiрний групи (DpM/(ζ−1)DpM '

Z/pZ, а H2(G,DpM) ' (Z/pZ)(s2−s+2)/2 з твiрними γk (1 ≤ k ≤ s)
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та γkl (1 < k < l ≤ s) такими, що

γk(xi)
2 = δiku0,

γk(xixj) = 0 при i < j,

γkl(x
2
i ) = 0,

γkl(xixj) = δikδjlu0.

4.3. Когомологiї четвiрної групи Клейна

4.3.1. Спрощена резольвента. Застосуємо попереднi результати до

четвiрної групи Кляйна G = 〈a, b | a2 = b2 = 1, ab = ba〉. Нехай R = ZG.

У спрощенiй резольвентi P, визначенiй у пiдроздiлi 4.1.1, Pn — модуль

однорiдних многочленiв степеня n з кiльця многочленiв R[x, y], а дифе-

ренцiал dn : Pn → Pn−1 при n > 1 має вигляд

dn(x
iyj) = (a+ (−1)i)xi−1yj + (−1)i(b+ (−1)j)xiyj−1

(якщо якийсь показник стає вiд’ємним, вiдповiдний член вважається ну-

льовим). Iнакше кажучи, dn задається матрицею
a+ 1 1− b 0 0 . . .

0 a− 1 b+ 1 0 . . .

0 0 a+ 1 1− b . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ,

якщо n парне i матрицею
a− 1 −(b+ 1) 0 0 . . .

0 a+ 1 b− 1 0 . . .

0 0 a− 1 −(b+ 1) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ,
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якщо n непарне. Зауважимо, що P0 = R i d1x = a − 1, d1y = b − 1. Для

випадку, коли n = 2, цей результат був отриманий I.Шапочкою [24].

Квазi-iзоморфiзм σ : S→ P, де S — нормалiзована стандартна резоль-

вента, має вигляд

σ1[a] = x,

σ1[b] = y,

σ1[ab] = x+ ay,

σ2[a|a] = x2,

σ2[b|b] = y2,

σ2[a|b] = 0,

σ2[b|a] = −xy,

σ2[ab|ab] = bx2 − xy + y2,

σ2[ab|b] = ay2,

σ2[ab|a] = bx2 + xy,

σ2[a|ab] = x2,

σ2[b|ab] = −xy + ay2

(4.14)

(Теорема 4.2).

Якщо φ : Pn → M — n-вимiрний коланцюг, то його кограниця ∂nφ =

φdn+1 визначається формулою

∂φ(xiyj) = (a+ (−1)i)φ(xi−1yj) + (−1)i(b+ (−1)j)φ(xiyj−1).

Зокрема, для двовимiрного коланцюга γ : P2 →M маємо

∂γ(x3) = (a− 1)γ(x2),

∂γ(y3) = (b− 1)γ(y2),

∂γ(x2y) = (a+ 1)γ(xy) + (b− 1)γ(x2),

∂γ(xy2) = (a− 1)γ(y2)− (b+ 1)γ(xy),
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а для ξ : P1 →M

∂ξ(x2) = (a+ 1)ξ(x),

∂ξ(y2) = (b+ 1)ξ(y),

∂ξ(xy) = (a− 1)ξ(y)− (b− 1)ξ(x).

Ми застосуємо цi формули для обчислення других когомологiй таких

G-модулiв M , що адитивна група M має вигляд mT, де T = T2 — квазi-

циклiчна 2-група, а дiя G наM визначається неточним 2-адичним зобра-

женням групи G. Якщо користуватися класифiкацiєю зображень, даною

у роздiлi 3, неточнiсть означає, що принаймнi однiй вершинi сагайдака Q

у вiдповiдному зображеннi вiдповiдає нульовий простiр. Крiм того, сла-

бо еквiвалентнi зображення, очевидно, мають iзоморфнi групи когомоло-

гiй. Тому достатньо розглядати по одному представнику з кожного класу

слабкої еквiвалентностi. Зауважимо також, що з опису нерозкладних зоб-

ражень (пiдроздiл 3.2) видно, що неточне зображення має щонайбiльше 3

незвiднi компоненти, причому всi вони неiзоморфнi. Крiм того, таке зоб-

раження повнiстю визначається своєю розмiрнiстю d0

d++

d+−
d−+
d−−

. Вiдповiдний

модуль M ми позначатимемо M d0

d++

d+−
d−+
d−−

. Отже нам потрiбно розглянути

такi модулi:

незвiднi: M 1
1
0
0
0

i M 1
0
0
0
1

;

2-компонентнi: M 1
1
0
0
1

i M 1
0
1
1
0

;

3-компонентнi: M 1
1
1
1
0

, M 1
0
1
1
1

, M 2
1
1
1
0

i M 2
0
1
1
1

(тут першi два зобра-

ження вiдповiдають циклiчним решiткам, а останнi два — нециклiч-

ним).
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4.3.2. Незвiднi зображення. У незвiдному зображеннi M++ =

M 1
1
0
0
0

елементи a i b дiють тривiально, тому a + 1 = b + 1 = 2, a − 1 =

b− 1 = 0. Отже

∂γ(x3) = ∂γ(y3) = 0,

∂γ(x2y) = ∂γ(xy2) = 2γ(xy),

тобто γ є коциклом тодi i тiльки тодi, коли 2γ(xy) = 2.

З iншого боку, ∂ξ(x2) = 2ξ(x), ∂ξ(y2) = 2ξ(y), ∂ξ(xy) = 0. ОскiлькиM

— подiльна група, вибравши належним чином ξ(x) i ξ(y), можна замiнити

коцикл γ на такий, в якому ξ(x2) = ξ(y2) = 0. Це дає такий результат.

Твердження 4.11. H2(G,M++) = Z/2Z i ненульовий елемент за-

дається коциклом γ таким, що ξ(x2) = ξ(y2) = 0, а γ(xy) = ε, де ε —

єдиний елемент з групи T, для якого 2ε = 0.

У зображеннi M−− = M 1
0
0
0
1

обидва елементи a i b дiють, як −1, тобто

a+ 1 = b+ 1 = 0, a− 1 = b− 1 = −2. Отже

∂γ(x3) = −2γ(x2),

∂γ(y3) = −2γ(y2),

∂γ(x2y) = −2γ(x2),

∂γ(xy2) = −2γ(y2),

тобто у коциклi γ(x2) i γ(y2) — елементи порядку 2.

Оскiльки ∂ξ(x2) = ∂ξ(y2) = 0, а ∂ξ(xy) = −2ξ(y) + 2ξ(x), цього разу

можна зробити нульовим значення γ(xy), що дає наступний результат.

Твердження 4.12. H2(G,M−−) = (Z/2Z)2 i ненульовi елементи за-

даються коциклами γ такими, що ξ(xy) = 0, а γ(x2) i γ(y2) належать

{0, ε} i не є одночасно нулями.



98

Такi самi значення мають групи H2(G,M+−) i H2(G,M−+), деM+− =

M 1
0
1
0
0

, а M−+ = M 1
0
0
1
0

.

Зауваження 4.13. Згiдно з формулами , при перестановцi a i ab елемен-

ти спрощеної резольвенти треба перетворити в такий спосiб, щоб зберiгти

побудований квазi-iзоморфiзм спрощеної й стандартної резольвент:

x 7→ x+ ay,

y 7→ y,

x2 7→ bx2 − xy + y2, (4.15)

y2 7→ y2,

xy 7→ −xy + ay2.

Тому твiрними групи H2(G,M+−) є такi коцикли γ, що γ(x2) = ε1 −
ε2, γ(y2) = ε2, γ(xy) = −ε2, де ε1, ε2 належать {0, ε} i не є одночасно

нулями.

Аналогiчно, при перестановцi b i ab треба перетворити елементи спро-

щеної резольвенти в такий спосiб:

x 7→ x,

y 7→ x+ ay,

x2 7→ x2, (4.16)

y2 7→ bx2 − xy + y2,

xy 7→ bx2 + xy.

Тому твiрними групи H2(G,M−+) є такi коцикли γ, що γ(x2) =

ε1, γ(y2) = ε1 − ε2, γ(xy) = −ε1, де ε1, ε2 належать {0, ε} i не є одно-

часно нулями.

4.3.3. 2-компонентнi зображення. Нехай M = M 1
0
1
1
0

. Тодi в M є

пiдмодуль, iзоморфний M+−, а фактормодуль за ним iзоморфний M−+.
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Отже M вiдповiдає зображенню групи G такому, що

a→

 −1 1

0 1

 ,

b→

 1 −1

0 −1

 .

Тодi

a− 1 =

 −2 1

0 0

 ,

b− 1 =

 0 −1

0 −2

 ,

a+ 1 =

 0 1

0 2

 ,

b+ 1 =

 2 −1

0 0


i цi оператори дiють на групi 2T.

Нехай γ : P2 →M — двовимiрний коцикл,

γ(x2) =

 u1

v1

 , γ(y2) =

 u2

v2

 ,

γ(xy) =

 u3

v3

 .
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Тодi

∂γ(x3) = (a− 1)

 u1

v1

 =

 −2u1 + v1

0

 = 0,

∂γ(y3) = (b− 1)

 u2

v2

 =

 −v2

−2v2

 = 0,

∂γ(x2y) = (a+ 1)

 u3

v3

+ (b− 1)

 u1

v1

 =

 v3 − v1

2v3 − 2v1

 = 0,

∂γ(xy2) = (a− 1)

 u2

v2

− (b+ 1)

 u3

v3

 =

 −2u2 + v2 − 2u3 + v3

0

 = 0.

Отже, ми маємо v1 = v3 = 2u1 = 2u2 + 2u3, v2 = 0.

Нехай

ξ(x) =

 c1

d1

 , ξ(y) =

 c2

d2

 .

Тодi

∂ξ(x2) = (a+ 1)

 c1

d1

 =

 d1

2d1

 ,

∂ξ(y2) = (b+ 1)

 c2

d2

 =

 2c2 − d2

0

 ,

∂ξ(xy) = (a− 1)

 c2

d2

− (b− 1)

 c1

d1

 =

 −2c2 + d2 + d1

2d1

 .

Отже, замiнивши γ на γ + ∂ξ, ми можемо зробити u1 = u2 = 0, звiдки

також v1 = v3 = 0, 2u3 = 0. Це дає такий результат.

Твердження 4.14. Якщо M = M 1
0
1
1
0

, то H2(G,M) ' Z/2Z i нену-

льовий елемент γ цiєї групи — це клас коциклу γ такий, що γ(x2) =
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γ(y2) = 0, γ(xy) =

ε
0

.

Таке саме значення має H2(G,M), якщо M = M 1
0
1
0
1

або M = M 1
0
0
1
1

.

Зауваження 4.15. Беручи до уваги формули перетворення (4.15) i

(4.16), ми бачимо що дляM = M 1
0
0
1
1

ненульовий елемент групиH2(G,M)

— це клас такого коциклу γ, що

γ(x2) = γ(xy) =

ε
0

 ,

γ(y2) = 0,

а для M = M 1
0
1
0
1

це клас такого коциклу γ, що

γ(y2) = γ(xy) =

ε
0

 ,

γ(x2) = 0.

Нехай тепер M = M 1
1
0
0
1

, тобто в M є пiдмодуль, iзоморфний M−−, а

фактормодуль за ним iзоморфний M++. Тодi M вiдповiдає зображенню

групи G такому, що

a→

 −1 1

0 1

 ,

b→

 −1 1

0 1

 ,
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тобто

a− 1 = b− 1 =

 −2 1

0 0

 ,

a+ 1 = b+ 1 =

 0 1

0 2

 .

Нехай

γ(x2) =

 u1

v1

 , γ(y2) =

 u2

v2

 , γ(xy) =

 u3

v3

 .

Тодi

∂γ(x3) = (a− 1)

 u1

v1

 =

 −2u1 + v1

0

 = 0,

∂γ(y3) = (b− 1)

 u2

v2

 =

 −2u2 + v2

0

 = 0,

∂γ(x2y) = (a+ 1)

 u3

v3

+ (b− 1)

 u1

v1

 =

 v3 − 2u1 + v1

2v3

 = 0,

∂γ(xy2) = (a− 1)

 u2

v2

− (b+ 1)

 u3

v3

 =

 −2u2 + v2 − v3

−2v3

 = 0.

Отже, ми маємо v3 = 0, 2u1 = v1, 2u2 = v2.

Нехай

ξ(x) =

 c1

d1

 , ξ(y) =

 c2

d2

 .
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Тодi

∂ξ(x2) = (a+ 1)

 c1

d1

 =

 d1

2d1

 ,

∂ξ(y2) = (b+ 1)

 c2

d2

 =

 d2

2d2

 ,

∂ξ(xy) = (a− 1)

 c2

d2

− (b− 1)

 c1

d1

 =

 −2c2 + d2 − 2c1 + d1

0

 .

Отже, замiнивши γ на γ + ∂ξ, ми можемо зробити u1 = u2 = 0, а також,

оскiльки M подiльна, й u3 = 0. Отримуємо такий результат.

Твердження 4.16. ЯкщоM має виглядM = M 1
1
0
0
1

, абоM = M 1
1
1
0
0

,

або M = M 1
1
0
1
0

, то H2(G,M) = 0.

4.3.4. 3-компонентнi циклiчнi зображення. Нехай M = M 1
1
1
1
0

.

Тодi в ньому є ланцюг пiдмодулiв

M ⊃M1 ⊃M2 ⊃ 0,

в якому

M2 'M−+, M1/M2 'M+−, M/M1 'M++.

Враховуючи, що M циклiчний, бачимо, що вiдповiдне зображення має

вигляд

a→


−1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , b→


1 0 0

0 −1 1

0 0 1

 .
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Тодi

a− 1 =


−2 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

b− 1 =


0 0 0

0 −2 1

0 0 0

 ,

a+ 1 =


0 0 1

0 2 0

0 0 2

 ,

b+ 1 =


2 0 0

0 0 1

0 0 2

 .

Нехай γ(x2) =


u1

v1

w1

 , γ(y2) =


u2

v2

w2

 , γ(xy) =


u3

v3

w3

 .

Тодi

∂γ(x3) = (a− 1)


u1

v1

w1

 =


−2u1 + w1

0

0

 = 0,

∂γ(y3) = (b− 1)


u2

v2

w2

 =


0

−2v2 + w2

0

 = 0,

∂γ(x2y) = (a+ 1)


u3

v3

w3

+ (b− 1)


u1

v1

w1

 =


w3

2v3 − 2v1 + w1

2w3

 = 0,
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∂γ(xy2) = (a−1)


u2

v2

w2

−(b+1)


u3

v3

w3

 =


−2u2 + w2 − 2u3

−w3

−2w3

 = 0.

Отже, ми маємо w3 = 0, w1 = 2u1, w2 = 2v2.

Нехай ξ(x) =


c1

d1

f1

 , ξ(y) =


c2

d2

f2

 .

Тодi

∂ξ(x2) = (a+ 1)


c1

d1

f1

 =


f1

2d1

2f1

 ,

∂ξ(y2) = (b+ 1)


c2

d2

f2

 =


2c2

f2

2f2

 ,

∂ξ(xy) = (a− 1)


c2

d2

f2

− (b− 1)


c1

d1

f1

 =


−2c2 + f2

2d1 − f2

0

 ,

Отже, ми можемо зробити u1 = u2 = v1 = v2 = 0, звiдки отримуємо

наступний результат.

Твердження 4.17. Якщо M = M 1
1
1
1
0

, то H2(M) = (Z/2Z)2 i скла-

дається iз класiв коциклiв γ таких, що γ(x2) = γ(y2) = 0, тодi як

γ(xy) =


u

v

0

, де u, v ∈ {0, ε}.

Такий самий результат має мiсце, коли M = M 1
1
1
0
1

або M = M 1
1
0
1
1

.

Зауваження 4.18. Знов-таки, формули (4.15) i (4.16) показують, що

при M = M 1
1
0
1
1

група H2(G,M) складається з класiв таких коциклiв γ,
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що

γ(x2) = γ(xy) =


u

v

0

 ,

γ(y2) = 0,

а при M = M 1
1
1
0
1

ця група складається з класiв таких коциклiв γ, що

γ(y2) = γ(xy) =


u

v

0

 ,

γ(x2) = 0,

Нехай M = M 1
1
0
1
1

.

a→


1 0 1

0 −1 0

0 0 −1

 , b→


−1 0 0

0 1 1

0 0 −1

 .
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Тодi

a− 1 =


0 0 1

0 −2 0

0 0 −2

 ,

b− 1 =


−2 0 0

0 0 1

0 0 −2

 ,

a+ 1 =


2 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

b+ 1 =


0 0 0

0 2 1

0 0 0

 .

Нехай γ(x2) =


u1

v1

w1

 , γ(y2) =


u2

v2

w2

 , γ(xy) =


u3

v3

w3

 .

Тодi

∂γ(x3) = (a− 1)


u1

v1

w1

 =


−2u1 + w1

0

0

 = 0,

∂γ(y3) = (b− 1)


u2

v2

w2

 =


0

−2v2 + w2

0

 = 0,

∂γ(x2y) = (a+ 1)


u3

v3

w3

+ (b− 1)


u1

v1

w1

 =


w3

2v3 − 2v1 + w1

2w3

 = 0,
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∂γ(xy2) = (a−1)


u2

v2

w2

−(b+1)


u3

v3

w3

 =


−2u2 + w2 − 2u3

−w3

−2w3

 = 0.

Отже, ми маємо w3 = 0, w1 = 2u1, w2 = 2v2.

Нехай ξ(x) =


c1

d1

f1

 , ξ(y) =


c2

d2

f2

 .

Тодi

∂ξ(x2) = (a+ 1)


c1

d1

f1

 =


2c1 + f1

0

0

 ,

∂ξ(y2) = (b+ 1)


c2

d2

f2

 =


0

2d2 + f2

0

 ,

∂ξ(xy) = (a− 1)


c2

d2

f2

− (b− 1)


c1

d1

f1

 =


f2 + 2c1

−2d2 − f1

−2f2

 ,

Отже, ми можемо зробити рiвним нулю все, крiм u3, звiдки отримуємо

наступний результат.

Твердження 4.19. Якщо M = M 1
0
1
1
1

то H2(G,M) = Z/2Z i нену-

льовий елемент цiєї групи є класом коциклу γ, де γ(x2) = γ(y2) = 0, а

γ(xy) =


ε

0

0

.

4.3.5. 3-компонентнi нециклiчнi зображення. Оскiльки обчис-

лення тут дуже схожi на обчислення попереднього пункту, ми дамо лише

їхнiй начерк.

Модуль M = M 2
1
1
1
0

вiдповiдає зображенню
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a→


1 0 1

0 1 0

0 0 −1

 , b→


1 1 0

0 −1 0

0 0 1

.


Тому

a− 1 =


0 0 1

0 0 0

0 0 −2

 ,

b− 1 =


0 1 0

0 −2 0

0 0 0

 ,

a+ 1 =


2 0 1

0 2 0

0 0 0

 ,

b+ 1 =


2 1 0

0 0 0

0 0 2

 .

Для функцiї γ : P1 →M такої, що

γ(x) =


c1

d1

f1

 , γ(y) =


c2

d2

f2

 ,

маємо

∂γ(x2) =


2c1 + f1

2d1

0

 , ∂γ(y2) =


2c2 + d2

0

2f2

 , ∂γ(xy) =


f2 − d1

2d1

−2f2

 .
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Тодi, замiнивши коцикл ξ : P2 →M на ξ + ∂γ, ми можемо зробити

ξ(x2) =


0

0

w

 , ξ(y2) =


0

v

0

 , ξ(xy) =


u3

v3

w3

 .

Iз умови ∂ξ = 0 випливає, що w = v = 0, v3 = w3 = 2u3 i 2v3 = 0.

Отже, u3 — елемент порядку 4, причому його можна замiнити на u3 + ε,

поклавши f2 = ε, d2 = 0. Це дає таке значення для когомологiй.

Твердження 4.20. Якщо M = M 2
1
1
1
0

то H2(G,M) ' Z/2Z i нену-

льовий елемент цiєї групи задається коциклом ξ таким, що ξ(x2) =

ξ(y2) = 0, а ξ(xy) =


ε′

ε

ε

, де ε′ це елемент порядку 4 з групи T, причо-

му клас когомологiй не залежить вiд вибору такого елемента.

Таке саме значення має H2(G,M), якщо M = M 2
1
1
0
1

або M = M 2
1
0
1
1

.

Зауваження 4.21. З формул(4.15) та (4.16) випливає, що твiрними

групи H2(G,M) при M = M 2
1
0
1
1

є коцикл ξ такий, що

ξ(x2) =


−ε′

ε

ε

 ,

ξ(y2) = 0,

ξ(xy) =


ε′

ε

ε

 ,
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а при M = M 2
1
1
0
1

— такий коцикл ξ, що

ξ(x2) = 0,

ξ(y2) =


−ε′

ε

ε

 ,

ξ(xy) =


ε′

ε

ε

 .

Модуль M = M 2
0
1
1
1

вiдповiдає зображенню

a→


1 1 1

0 −1 0

0 0 −1

 , b→


−1 −1 0

0 1 0

0 0 −1

.
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Тому

a− 1 =


0 1 1

0 −2 0

0 0 −2

 ,

b− 1 =


−2 −1 0

0 0 0

0 0 −2

 ,

a+ 1 =


2 1 1

0 0 0

0 0 0

 ,

b+ 1 =


0 −1 0

0 2 0

0 0 0

 .

Для функцiї γ : P1 →M такої, що

γ(x) =


c1

d1

f1

 , γ(y) =


c2

d2

f2

 ,

маємо

∂γ(x2) =


2c1 + d1 + f2

0

0

 , ∂γ(y2) =


−d1

2d1

0

 , ∂γ(xy) =


d2 + f2 + 2c1 + d1

−2d2

−2f2 + 2f1

 .

Тодi, замiнивши коцикл ξ : P2 →M на ξ + ∂γ, ми можемо зробити

ξ(x2) =


0

v

v

 , ξ(y2) =


0

o

w

 , ξ(xy) =


0

v

v + w

 .
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Твердження 4.22. ЯкщоM = M 2
0
1
1
1

то H2(G,M) ' (Z/2Z)2 i скла-

дається з класiв коциклiв ξ таких, що

ξ(x2) =


0

v

v

 , ‘ξ(y2) =


0

0

w

 , ξ(xy) =


0

v

v + w

 ,

де v, w ∈ {0, ε}.

Зауважимо, що використовуючи формули (4.13), ми можемо знайти ко-

цикли в “стандартному” виглядi, тобто системи факторiв для розширень.

Наприклад, у випадку модуля M 2
0
1
1
1

, позначивши ξ̃ = ξσ2, ми отримуємо

системи факторiв

ξ̃(a, a) = ξ̃(a, ab) =


0

v

v

 ,

ξ̃(a, b) = 0,

ξ̃(b, b) = ξ̃(ab, b) =


0

0

w

 ,

ξ̃(b, a) =


0

v

v + w

 ,
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ξ̃(b, ab) =


w

v

v + w

 ,

ξ̃(ab, a) =


v

0

v + w

 ,

ξ̃(ab, ab) =


v

0

w

 .

4.4. Приклади розширень.

Знаючи значення i конкретний вигляд груп когомологiй, можна вiдтво-

рювати вiдповiднi p-групи Чернiкова та їх задання твiрними та спiввiд-

ношеннями (дивись пiдроздiл , зокрема, формулу (1.4)). Наведемо при-

клади. В усiх прикладах верхiвка 2-групи Чернiкова G — це четвiрна

група Кляйна G. Через M ми позначаємо базу групи G, розглянуту як

G-модуль.

Приклад 4.23. Нехай база M 2-групи Чернiкова G — це G-модуль

M = M 1
1
1
1
0

, а вiдповiдний елемент групи когомологiй — це клас коциклу

γ = γ(u, v), описаного в теоремi 4.17. Тодi G породжується 2-пiдгрупою

M ' 3C, де C — квазiциклiчна 2-група та елементами a, b зi спiввiдно-
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шеннями

a


c1

c2

c3

 =


−c1 + c3

c2

c3

 a,

b


c1

c2

c3

 =


c1

−c2 + c3

c3

 b,

a2 = b2 = 1,

aba−1b−1 =


u

v

0

 .

Приклад 4.24. Нехай база M 2-групи Чернiкова G — це G-модуль

M = M 2
0
1
1
1

, а вiдповiдний елемент групи когомологiй — це клас коциклу

γ = γ(u, v), описаного в теоремi 4.17. Тодi G породжується 2-пiдгрупою

M ' 3C, де C — квазiциклiчна 2-група та елементами a, b зi спiввiдно-

шеннями

a


c1

c2

c3

 =


−c1 + c3

c2

c3

 a,

b


c1

c2

c3

 =


c1

−c2 + c3

c3

 b,

a2 = b2 = 1,

aba−1b−1 =


u

v

0

 .
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Приклад 4.25. Нехай база M 2-групи Чернiкова G — це G-модуль

M = M 1
0
0
1
1

⊕ M 2
0
1
1
1

, а вiдповiдний елемент групи когомологiй — γ +

ξ, де γ це клас коциклу, описаний у зауваженнi (4.15), а ξ = ξ(v, w) —

клас коциклу, описаного у твердженнi (4.22). Тодi група G породжується

пiдгрупою M ' 5C i елементами a, b зi спiввiдношеннями

a



c1

c2

c3

c4

c5


=



−c1

−c2

c3 + c4 + c5

−c4

−c5


a,

b



c1

c2

c3

c4

c5


=



c1 − c2

−c2

−c3 − c4

c4

−c5


b,

a2 =



ε

0

0

v

v


,
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b2 =



0

0

0

0

w


,

aba−1b−1 =



ε

0

0

v

v + w


.

Висновки до роздiлу 4.

У цьому роздiлi побудовано нову, спрощену резольвенту, яка дає мож-

ливiсть обчислювати когомологiї скiнченних абелевих груп. Установле-

но її зв’язок зi стандартною резольвентою, що є особливо важливим для

розгляду розширень груп. Встановлено новi формули двоїстостi для кого-

мологiй G-решiток. Обчислено когомологiї незвiдних G-решiток та другi

когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток над четвiрною групою

Кляйна.



ВИСНОВКИ

Отже, у дисертацiйнiй роботi одержано наступнi новi науковi результати.

1. Описано чернiкiвськi p-групи з елементарною абелевою верхiвкою та

основою рангу 2.

2. Дано класифiкацию пар кососиметричних форм над полем з точ-

нiстю до узагальненої конгруентностi.

3. Встановлено вiдповiднiсть мiж цiлочисельними зображеннями

четвiрної групи Кляйна та зображеннями сагайдака типу D̃4.

4. Дано класифiкацiю цiлочисельними зображеннями четвiрної групи

Кляйна з точнiстю до слабкої еквiвалентностi.

5. Побудовано нову резольвенту тривiальної решiтки над скiнченною

абелевою групою, краще пристосовану до обчислення когомологiй та

встановлено її зв’язок зi стандартною резольвентою.

6. Встановлено новi спiввiдношення двоїстостi для решiток над скiнчен-

ними групами.

7. Обчислено когомологiї незвiдних решiток над скiнченними абелеви-

ми групами.

8. Обчислено когомологiї модулiв, дуальних до неточних решiток над

четвiрною групою Кляйна.
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