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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âàãîìèì íàäáàííÿì ìàòåìàòèêè ¹ òåîðiÿ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Áàãàòñòâî öi¹¨ òåîði¨
òà åôåêòèâíiñòü ¨¨ çàñòîñóâàíü ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè ñïîíóêàþòü ìàòåìà-
òèêiâ äî ðîçâèòêó ïîäiáíèõ òåîðié ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.
Òàê, iðëàíäñüêèé ìàòåìàòèê i ôiçèê Ó. Ãàìiëüòîí, íàìàãàþ÷èñü îïèñàòè ðó-

õè ó ïðîñòîði çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié ó äåÿêié ÷èñëîâié àëãåáði,
ó 1843 ðîöi ïîáóäóâàâ íåêîìóòàòèâíó ÷îòèðèâèìiðíó àëãåáðó êâàòåðíiîíiâ.
Êâàòåðíiîíè i êâàòåðíiîííi ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó åëåêòðî-
ìàãíiòíèõ ïîëiâ, äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ îði¹íòàöi¨ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ, ó çàäà-
÷àõ ãåîôiçèêè òà ñåéñìîðîçâiäêè, ó ìåõàíiöi òâåðäîãî äåôîðìîâíîãî òiëà, ó
òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà áàãàòüîõ iíøèõ íàïðÿìêàõ íàóêè.
Ó. Ãàìiëüòîí òà éîãî ïîñëiäîâíèêè, çîêðåìà, ×. Äæîëi i Ï. Òàéò ðîçâèâà-

ëè òåîðiþ ôóíêöié êâàòåðíiîííî¨ çìiííî¨ ìåòîäàìè òåîði¨ ôóíêöié áàãàòüîõ
äiéñíèõ çìiííèõ.
Ó ðîáîòàõ Ã. Ìîéñiëà i Í. Òåîäîðåñêî, Ð. Ôóåòåðà, À. Ñàäáåði, Ã. Ëüîéòâi-

ëåðà, Â. Êðàâ÷åíêà i Ì. Øàïiðî, Ê. Ãüîðëåáåêà i Â. Øïðüîññiãà, Äæ. Ðàÿíà,
Ñ. Áåðíøòåéíà, Ô. Êîëîìáî, I. Ñàáàäiíi i Ä. Ñòðóïïè òà áàãàòüîõ iíøèõ ðîç-
ðîáëÿëèñÿ ðiçíi íàïðÿìêè êâàòåðíiîííîãî àíàëiçó ÿê óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòà-
òiâ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.
Ðàçîì iç íåêîìóòàòèâíèì àíàëiçîì ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ðîçðîáëÿëè-

ñÿ òàêîæ ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âiäîáðàæåííÿõ ó êîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ.
Òàê, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ Ï. Êåò÷óìà, Ä. Âàãíåðà, Äæ. Âîðäà, Å. Ëîðõà,
Å. Áëþìà, Ì. Ðîøêóë¹öà, Ê. Êóíö, I. Ï. Ìåëüíè÷åíêà, Ñ. À. Ïëàêñè òà iíøèõ
ðîçâèíåíî òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó êîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ i çàñòîñî-
âàíî òàêi ôóíêöi¨ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëiïòè-
÷íîãî òèïó (çîêðåìà, òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà).
Çàçíà÷èìî, ùî ìîæëèâîñòi ïåðåíîñó êëàñè÷íèõ òåîðåì êîìïëåêñíîãî àíàëi-

çó ó êâàòåðíiîííèé àíàëiç ¹ îáìåæåíèìè. Òîìó àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ¹ âèäi-
ëåííÿ ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ó ïåâíîìó ñåíñi ôóíêöié, çàäàíèõ
ó íåêîìóòàòèâíié àëãåáði êâàòåðíiîíiâ, âèâ÷åííÿ ¨õ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé òà äîâåäåííÿ äëÿ íèõ àíàëîãiâ êëàñè÷íèõ òåîðåì òåîði¨ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà ìîæëèâi çìiñòîâíi
çàñòîñóâàííÿ âàæëèâî, ùîá êëàñè òàêèõ ôóíêöié áóëè äîñòàòíüî øèðîêèìè
i ìàëè ïðîñòi êîíñòðóêòèâíi îïèñè.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.Äèñåð-

òàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó
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ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè �Ìåòðè÷íi òà ãåîìåòðè-
÷íi çàäà÷i òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà ìíîæèí�, íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060.
Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òàê çâàíi G-

ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, òîáòî íåïåðåðâíi i äèôåðåíöiéîâíi çà Ãàòî âiäîáðà-
æåííÿ, çàäàíi ó ñïåöiàëüíî âèäiëåíèõ ïiäïðîñòîðàõ àëãåáðè êîìïëåêñíèõ êâà-
òåðíiîíiâ.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G-

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.
Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñó G-

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ
i äîâåäåííÿ äëÿ âêàçàíèõ âiäîáðàæåíü àíàëîãiâ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ êîì-
ïëåêñíîãî àíàëiçó (iíòåãðàëüíà òåîðåìà i ôîðìóëà Êîøi, òåîðåìè Ìîðåðà,
Òåéëîðà, Ëîðàíà).
Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• ââåñòè êëàñ G-ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Ãàòî) âi-
äîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C);

• îòðèìàòè êîíñòðóêòèâíèé îïèñ (çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîì-
ïëåêñíî¨ çìiííî¨) G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði
H(C);

• âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâ-
íÿííÿìè ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ;

• äîâåñòè àíàëîãè êëàñè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì äëÿ G-ìîíîãåííèõ âi-
äîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C);

• äîñëiäèòè ðîçêëàäè G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ó ðÿäè Òåéëîðà i Ëîðàíà;

• äîâåñòè òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G-ìîíîãåííîãî âi-
äîáðàæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàâäàíü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè çà-
ñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè êîìïëåêñíîãî òà ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó.
Íàóêîâà íîâèçíà. Óñi îòðèìàíi ó ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè, à ñàìå:

• ââåäåíî êëàñ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåð-
íiîíiâ H(C) òà âñòàíîâëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ öèõ âiäîáðàæåíü çà
äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ âiäïîâiäíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-
íî¨;
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• âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòîðîâèìè ðiâ-
íÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (çîêðåìà, íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ
Ëàïëàñà);

• äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî òà êðèâîëi-
íiéíîãî iíòåãðàëà âiä G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði
H(C), à òàêîæ àíàëîãè òåîðåìè Ìîðåðà òà iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi
äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü;

• äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ G-ìîíîãåííèõ âi-
äîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ ¨õ
îñîáëèâîñòåé;

• âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ G-ìîíîãåííèìè òà H-ìîíîãåííèìè (òîáòî íåïå-
ðåðâíèìè i äèôåðåíöiéîâíèìè çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåííÿìè òà äîâå-
äåíî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà
ìiñòèòü ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ùî ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåð-
æàíi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi ó íié ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè
ðîçâ'ÿçàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i êðàéîâèõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ ó ãiäðîäèíàìiöi, ãàçî-
äèíàìiöi, òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó òà çàãàëüíîãî ïëà-

íó äîñëiäæåíü íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê, ïðîôåñîðó Ñ.À. Ïëàêñi, ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà ôîðìóëþâàííÿ ðîáî÷èõ
ãiïîòåç � êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Â.Ñ. Øïàêiâñüêîìó. Äîâå-
äåííÿ âñiõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, çäié-
ñíåíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü íà XIII Ìiæíà-

ðîäíié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2015� (Êè¨â,
2015), XI Ëiòíié øêîëi �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç� (Îäåñà, 2016), VI Ìiæíà-
ðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ, ïðèñâÿ÷åíié ß. Á. Ëîïàòèíñüêîìó, �Äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (Êè¨â, 2016), êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ
ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2017� (Ëüâiâ, 2017), Ìiæíàðîäíié íàóêî-
âié êîíôåðåíöi¨ �Àëãåáðà¨÷íi òà ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè àíàëiçó� (Îäåñà, 2017),
Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ äî 100-ði÷÷ÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ
Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî (Êè¨â, 2017), êîíãðåñi Ìiæíà-
ðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá÷èñëåíü ISAAC (Âåêøå,
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Øâåöiÿ, 2017), ÕVIII Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iì. àêàäåìiêà Ìè-
õàéëà Êðàâ÷óêà, ïðèñâÿ÷åíié 125-é ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà
(Ëóöüê � Êè¨â, 2017), Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �(Hyper)Complex
and Harmonic Dynamical Modelling: Topology in Physics of Dynamical Systems
and Molecular Nanoengines� (Áåíäëåâî, Ïîëüùà, 2017); íà ñåìiíàðàõ âiääiëó
êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Ñ. À. Ïëàêñà) òà íà ñåìiíàðàõ
êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèêè: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê À.Î. Ïîãîðóé, äîêòîð
ôiç.-ìàò. íàóê �.Î. Ñåâîñòüÿíîâ, êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Î.Ô. Ãåðóñ).
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 6 ðîáîòàõ [1�6],

ñåðåä ÿêèõ 4 ñòàòòi â óêðà¨íñüêèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ òà 4 ñòàòòi ó æóðíàëàõ,
ùî iíäåêñóþòüñÿ ìiæíàðîäíîþ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus. ×àñòêîâî âîíè
òàêîæ âèñâiòëåíi ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [7�14].
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìiñòó, âñòó-

ïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 120 íàé-
ìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 130 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.
Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê, ïðîôåñîðó Ïëàêñi Ñåðãiþ Àíàòîëiéîâè÷ó çà âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó
äîñëiäæåíü, êîðèñíi ïîðàäè i ðåêîìåíäàöi¨, à òàêîæ êàíäèäàòó ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Øïàêiâñüêîìó Âiòàëiþ Ñòàíiñëàâîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çà-
äà÷, ïîñòiéíó óâàãó i ïiäòðèìêó ïðè ðîáîòi íàä äèñåðòàöi¹þ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ñôîðìó-
ëüîâàíî ìåòó äîñëiäæåíü, êîðîòêî âèêëàäåíî çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè ðîáîòè
òà ïîêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Ó ðîçäiëi 1 çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ i âèäiëåíî íàïðÿìêè äî-

ñëiäæåíü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
Ó ðîçäiëi 2 âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G-ìîíîãåííèõ

âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ.
Íåõàé H(C) � àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, áàçèñ

ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíèöi àëãåáðè 1 i åëåìåíòiâ I, J,K, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.
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Ðîçãëÿíåìî â àëãåáði H(C) iíøèé áàçèñ {e1, e2, e3, e4}, òàáëèöÿ ìíîæåííÿ
â ÿêîìó íàáóâà¹ âèãëÿäó

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

,

ïðè öüîìó îäèíèöÿ àëãåáðè ìà¹ ðîçêëàä: 1 = e1 + e2. Êîìóòàòèâíà ïiäàëãå-
áðà ç iäåìïîòåíòíèì áàçèñîì {e1, e2} ¹ àëãåáðîþ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë (àáî
àëãåáðîþ êîìóòàòèâíèõ êâàòåðíiîíiâ Ñåãðå).
Àëãåáðà H(C) ìiñòèòü äâà ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}.

Ââåäåìî ó ðîçãëÿä ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f1 : H(C)→ C òà f2 : H(C)→ C,
çàäàíi ðiâíîñòÿìè

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.

ßäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f1 òà f2 ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíi iäåàëè I1 òà I2.
Íåõàé

i1 = e1 + e2, i2 = a1e1 + a2e2, i3 = b1e1 + b2e2 (1)

ïðè ak, bk ∈ C, k = 1, 2, � òðiéêà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë R. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíiñòü

α1i1 + α2i2 + α3i3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R,

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1 = α2 = α3 = 0.
Âèäiëèìî â àëãåáði H(C) ëiíiéíó îáîëîíêó E3 := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 :

x, y, z ∈ R} íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíó âåêòîðàìè i1, i2, i3.

Ìíîæèíi S òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó R3 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó
Sζ := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ S} ⊂ E3.
Ïîçíà÷èìî ξ1 := f1(ζ) = x + a1y + b1z, ξ2 := f2(ζ) = x + a2y + b2z. Òîäi

åëåìåíò ζ ∈ E3 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ζ = ξ1e1 + ξ2e2.
Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) íàçèâà¹ìî

ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ iñíó¹
åëåìåíò Φ′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) íàçèâà¹ìî
ëiâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ iñíó¹ åëå-
ìåíò Φ̂′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ E3.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äîâåäåíî êðèòåði¨ ïðàâî- i ëiâî-G-ìîíîãåííîñòi âiäîáðà-
æåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C).

Òåîðåìà 2.2.1. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

Φ(ζ) =
4∑

n=1

Un(x, y, z)en, x, y, z ∈ R, (2)

äå Un : Ω→ C ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω, áóëî ïðàâî-G-

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü

óìîâè:

∂U1

∂y
= a1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂y
= a2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂y
= a1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂y
= a2

∂U4

∂x
,

∂U1

∂z
= b1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂z
= b2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂z
= b1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂z
= b2

∂U4

∂x
.

Àíàëîãi÷íèé êðèòåðié ëiâî-G-ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ âñòàíîâëåíî ó
òåîðåìi 2.2.2.
Âiäìiòèìî, ùî îòðèìàíi óìîâè ¹ àíàëîãàìè óìîâ Êîøi�Ðiìàíà, ÿêi äëÿ

ïðàâî-G-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ ó çãîðíóòîìó âèãëÿäi ìîæóòü áóòè çàïè-
ñàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

∂Φ

∂y
= i2

∂Φ

∂x
,

∂Φ

∂z
= i3

∂Φ

∂x
. (3)

Äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ àíàëîãi÷íi óìîâè ìàþòü âèãëÿä

∂Φ̂

∂y
=
∂Φ̂

∂x
i2,

∂Φ̂

∂z
=
∂Φ̂

∂x
i3 . (4)

Òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåîáîðîòíèì åëåìåíòàì ζ = xi1 +

yi2 + zi3 ∈ E3, óòâîðþþòü äâi ïðÿìi ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði R3:

L1 :

{
x+ yRe a1 + zRe b1 = 0,

y Im a1 + z Im b1 = 0,
L2 :

{
x+ yRe a2 + zRe b2 = 0,

y Im a2 + z Im b2 = 0 .

Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1 i L2 (îáëàñòü íà-
çèâàþòü îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1 òà L2, ÿêùî âîíà ìiñòèòü êîæåí
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âiäðiçîê, ÿêèé ïàðàëåëüíèé õî÷à á îäíié ç ïðÿìèõ L1 òà L2 i ç'¹äíó¹ äâi òî-
÷êè öi¹¨ îáëàñòi).
Ëåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1

ζ , L
2
ζ i

f1(E3) = f2(E3) = C, à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì

â îáëàñòi Ωζ. ßêùî òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1− ζ2 ∈ {ζ = xi1 + yi2 + zi3 :

(x, y, z) ∈ L1}, òî Φ(ζ1) − Φ(ζ2) ∈ I1. ßêùî æ òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî

ζ1 − ζ2 ∈ {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ L2}, òî Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I2.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (ëå-
ìà 2.3.4).
Ó ïóíêòi 2.3.1 äîâåäåíî, ùî G-ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ ¹ ñó-

ìîþ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ iäå-
àëàõ.
Òåîðåìà 2.3.1. Êîæíå ïðàâî-G-ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = Φ1(ζ) + Φ2(ζ),

äå Φ1 : Ωζ → I1, Φ2 : Ωζ → I2 � äåÿêi ïðàâî-G-ìîíîãåííi â îáëàñòi Ωζ âiä-

îáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî ó ïðàâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëàõ I1, I2.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (òå-
îðåìà 2.3.2).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D1 := f1(Ωζ) = {ξ1 = x+ a1y + b1z : (x, y, z) ∈ Ω},

D2 := f2(Ωζ) = {ξ2 = x+ a2y + b2z : (x, y, z) ∈ Ω}

îáëàñòi ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, íà ÿêi îáëàñòü Ωζ âiäîáðàæà¹òüñÿ âiäïîâiä-
íî ôóíêöiîíàëàìè f1, f2.
Ó íàñòóïíèõ òåîðåìàõ ïóíêòó 2.3.1 îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ

ïðàâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðèéìàþòü
çíà÷åííÿ â iäåàëàõ I1, I2, çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäïîâiäíèõ
êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.

Òåîðåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìî¨ L2
ζ

i f1(E3) = f2(E3) = C. Òîäi êîæíå ïðàâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ1 :

Ωζ → I1 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ1(ζ) = F2(ξ2)e2 + F4(ξ2)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (5)

äå F2, F4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2.
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Òåîðåìà 2.3.4. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìî¨ L1
ζ

i f1(E3) = f2(E3) = C. Òîäi êîæíå ïðàâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ2 :

Ωζ → I2 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ2(ζ) = F1(ξ1)e1 + F3(ξ1)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (6)

äå F1, F3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1.

Âñòàíîâëåíî òàêîæ êîíñòðóêòèâíèé îïèñ çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié âiäïîâiäíèõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ óñiõ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü,
ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â ëiâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåà-
ëàõ àëãåáðè H(C) (òåîðåìè 2.3.5 i 2.3.6).
Ó ïóíêòi 2.3.2 íàâåäåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ G-ìîíîãåííèõ âi-

äîáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C),
çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ÷îòèðüîõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-
íî¨. Òàê, ç òåîðåìè 2.3.1 òà ðiâíîñòåé (5), (6) âèïëèâà¹, ùî êîæíå ïðàâî-G-
ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4. (7)

Àíàëîãi÷íî êîæíå ëiâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi

Φ̂(ζ) = F̂1(ξ1)e1 + F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 + F̂4(ξ1)e4, (8)

äå F̂1, F̂4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1, à F̂2, F̂3 � äåÿêi
àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòåé (7) i (8), ïðàâi

÷àñòèíè ÿêèõ ¹ âiäïîâiäíî ïðàâî- i ëiâî-G-ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè â
îáëàñòi Πζ := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2}.
Òåîðåìà 2.3.9. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C. Òîäi êîæíå ïðàâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåí-

íÿ Φ : Ωζ → H(C) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ïðàâî-G-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â

îáëàñòi Πζ, à ëiâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) � äî ëiâî-G-

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â îáëàñòi Πζ .

Ïðèíöèïîâèì íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (7) òà (8) ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ñïðà-
âåäëèâå äëÿ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ó äîâiëüíié îáëàñòi Ωζ .

Òåîðåìà 2.3.10. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C, âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) � ïðàâî-G-ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G-ìîíîãåííå â îáëàñòi

Ωζ. Òîäi ïîõiäíi Ãàòî óñiõ ïîðÿäêiâ Φ(s) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèìè âiäîáðàæå-

ííÿìè, à Φ̂(s) � ëiâî-G-ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè â îáëàñòi Ωζ.
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Ó ïiäðîçäiëi 2.4 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòî-
ðîâèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çîêðåìà, íàâåäåíî çàñòîñóâàí-
íÿ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ
Ëàïëàñà.
Ó ðîçäiëi 3 äîâîäèòüñÿ, ùî G-ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âèçíà÷åíi â

îáëàñòÿõ ç E3 i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C), ìàþòü ðÿä âëàñòèâîñòåé,
ïîäiáíèõ äî âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóëè Ãàóñà�

Îñòðîãðàäñüêîãî â àëãåáði H(C).

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó

êóñêîâî-ãëàäêó ìåæó ∂Ωζ, à íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ωζ → H(C) i

ψ : Ωζ → H(C) ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â îáëà-

ñòi Ωζ, ÿêi íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó ∂Ωζ. Òîäi∫
∂Ωζ

ϕ(ζ)σ ψ(ζ) =

∫
Ωζ

(
∂ (ϕ i1 ψ)

∂x
+
∂ (ϕ i2 ψ)

∂y
+
∂ (ϕ i3 ψ)

∂z

)
dxdydz,

äå σ := dydz + i2dzdx+ i3dxdy .

Íàñëiäêîì òåîðåìè 3.1.1 i óìîâ (3), (4) ¹ íàñòóïíèé àíàëîã iíòåãðàëüíî¨
òåîðåìè Êîøi.

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó êóñêîâî-ãëàäêó ìå-

æó ∂Ωζ, âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) � ïðàâî-G-ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ →
H(C) � ëiâî-G-ìîíîãåííå â Ωζ, i âîíè ðàçîì iç ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó ∂Ωζ. Òîäi∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) =

=

∫
Ωζ

[
Φ̂′(ζ)(1 + i22 + i23)Φ(ζ) + Φ̂(ζ)(1 + i22 + i23)Φ

′(ζ)
]
dxdydz. (9)

Íàñëiäêîì òåîðåìè 3.1.2 ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.1.1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.1.2 i äîäàòêîâîìó ïðè-

ïóùåííi 1 + i22 + i23 = 0 ðiâíiñòü (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóëè Ñòîêñà â àëãåáði
H(C).
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Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)

íåïåðåðâíi ðàçîì iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â îáëàñòi Ωζ i

Σζ � äîâiëüíà êóñêîâî-ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Ωζ çi ñïðÿìëþâàíèì æîðäàíîâèì

êðà¹ì γζ. Òîäi∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

∫
Σζ

(
∂ϕ

∂x
i2 ψ + ϕ i2

∂ψ

∂x
− ∂ϕ

∂y
ψ − ϕ ∂ψ

∂y

)
dxdy+

+

(
∂ϕ

∂y
i3 ψ + ϕ i3

∂ψ

∂y
− ∂ϕ

∂z
i2 ψ − ϕ i2

∂ψ

∂z

)
dydz+

+

(
∂ϕ

∂z
ψ + ϕ

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂x
i3 ψ − ϕ i3

∂ψ

∂x

)
dzdx.

Äàëi, ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ îáëàñòi Ωζ äîâåäåíî íàñòóïíèé àíàëîã iíòåãðàëü-
íî¨ òåîðåìè Êîøi (÷àñòèííèé âèïàäîê îïóêëî¨ îáëàñòi Ωζ ðîçãëÿíóòî ó òåî-
ðåìi 3.2.3).

Òåîðåìà 3.2.4. Íåõàé â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíi ïðàâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðà-

æåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C). Òî-

äi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γζ ⊂ Ωζ, ãîìî-

òîïíî¨ òî÷öi îáëàñòi Ωζ, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (10)

Ó òåîðåìi 3.2.5 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íà êðèâó γζ , ðîçìiùåíó íà ìåæi
îáëàñòi, ïðè ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (10) äëÿ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü,
íåïåðåðâíèõ ó çàìèêàííi îáëàñòi Ωζ .
Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåìè Ìîðåðà äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi

çàäàíi â àëãåáði H(C).

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) íåïåðåðâíå â îáëàñòi Ωζ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫

∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0 (11)

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ, òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹

ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü
(òåîðåìà 3.3.2).
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Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â îáëàñòi Ωζ .
Íåõàé ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 � ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ ⊂ E3. Â îêîëi ζ0,

ÿêèé ìiñòèòüñÿ â Ωζ , âiçüìåìî êîëî C(ζ0) ç öåíòðîì ó òî÷öi ζ0. ×åðåç Ck ⊂ C
ïîçíà÷èìî îáðàç êîëà C(ζ0) ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëîì fk, k = 1, 2.
Ââàæàòèìåìî, ùî êîëî C(ζ0) îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1

ζ ∪L2
ζ}. Öå

îçíà÷à¹, ùî Ck ¹ ìåæåþ äåÿêî¨ îáëàñòi D′k i ξk0 ∈ D′k, k = 1, 2.
Áóäåìî êàçàòè, ùî êðèâà γζ ⊂ Ωζ îõîïëþ¹ îäèí ðàç ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈

L1
ζ ∪ L2

ζ}, ÿêùî iñíó¹ êîëî C(ζ0), ÿêå îõîïëþ¹ âêàçàíó ìíîæèíó i ãîìîòîïíå
êðèâié γζ â îáëàñòi Ωζ \ {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1

ζ ∪ L2
ζ}.

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìèõ L
1
ζ , L

2
ζ

i f1(E3) = f2(E3) = C, à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì

â îáëàñòi Ωζ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Φ(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ),

äå γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ, ÿêà îõîïëþ¹ îäèí ðàç

ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ}.
Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

(òåîðåìà 3.4.2).
Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ç âèêîðèñòàííÿì ïðåäñòàâëåíü (7) i (8) G-ìîíîãåííèõ âi-

äîáðàæåíü Φ : Ωζ → H(C) i Φ̂ : Ωζ → H(C) îòðèìàíî ¨õ ðîçêëàä ó ðÿä
Òåéëîðà.
Íåõàé ζ0 = x0i1+y0i2+z0i3 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ . Ïîñòàâè-

ìî ¨é ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ξ10 = f1(ζ0) = x0+a1y0+b1z0

i ξ20 = f2(ζ0) = x0 + a2y0 + b2z0, äå ak, bk � êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó (1) ïðè
k = 1, 2.
Ðîçãëÿíåìî êóëþ Θ(ζ0, R0) := {ζ ∈ E3 : ‖ζ − ζ0‖ < R0} ⊂ E3 ðàäióñà

R0 := min
ζ∈∂Ωζ

‖ζ − ζ0‖ ç öåíòðîì ó òî÷öi ζ0. ×åðåç G1 i G2 ïîçíà÷èìî îáëàñòi ó

C, íà ÿêi êóëÿ Θ(ζ0, R0) âiäîáðàæà¹òüñÿ âiäïîâiäíî ôóíêöiîíàëàìè f1 i f2.

Íåõàé R := min
{
R0 , min

τ1∈∂G1

|τ1 − ξ10| , min
τ2∈∂G2

|τ2 − ξ20|
}
. ×åðåç U(ξ10, R) i

U(ξ20, R) ïîçíà÷èìî êðóãè ðàäióñà R â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç öåíòðàìè âiä-
ïîâiäíî ó òî÷êàõ ξ10 i ξ20.
Ââåäåìî ó ðîçãëÿä îáëàñòü B(ζ0, R) := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ U(ξ10, R),

f2(ζ) ∈ U(ξ20, R)}, ÿêà îïóêëà ó íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ , L

2
ζ çà ïîáóäîâîþ.
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Òåîðåìà 3.5.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C, âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ. Òîäi â îáëàñòi B(ζ0, R)

âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó

Φ(ζ) =
∞∑
n=0

(ζ − ζ0)
npn, (12)

â ÿêîìó

pn = ane1 + bne2 + cne3 + dne4 (13)

i an , bn , cn , dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑
n=0

an(ξ1 − ξ10)
n, F2(ξ2) =

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
n,

F3(ξ1) =
∞∑
n=0

cn(ξ1 − ξ10)
n, F4(ξ2) =

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðåäñòàâëåííi (7) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ B(ζ0, R).

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü
(òåîðåìà 3.5.2).
Äîâåäåíî òàêîæ òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ ïðàâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

(òåîðåìà 3.5.3) i ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (òåîðåìà 3.5.4), ùî âèçíà÷åíi
â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C).
Ó ïiäðîçäiëi 3.6 ïðè ðîçãëÿäi ïèòàííÿ ïðî ðîçêëàä G-ìîíîãåííîãî

âiäîáðàæåííÿ ó ðÿä Ëîðàíà âiäíîñíî òî÷êè ζ0 = x0i1 + y0i2 + z0i3
ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 2.3.9 ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âîíî çàäàíå ó íåîáìåæåíié
îáëàñòi

Kζ := {ζ ∈ E3 : 0 ≤ r < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 ≤ r < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .

Òåîðåìà 3.6.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C. Òîäi êîæíå ïðàâî-G-

ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Kζ → H(C) â îáëàñòi Kζ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
(ζ − ζ0)

npn ,

äå (ζ − ζ0)
n :=

(
(ζ − ζ0)

−1
)−n

ïðè n = −1,−2, . . . i êîåôiöi¹íòè pn âèçíà-

÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (13), â ÿêèõ an, bn, cn, dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Ëîðàíà
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ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

n, F2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

n,

F3(ξ1) =
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

n, F4(ξ2) =
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ðîçêëàäi (7) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ Kζ.
Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ëiâî-G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

(òåîðåìà 3.6.2).
Ïiäðîçäië 3.6 çàêií÷ó¹òüñÿ òåîðåìîþ 3.6.3, â ÿêié, ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìè

3.6.1, 3.6.2, çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ òî÷îê G-ìîíîãåííèõ âiäîáðà-
æåíü íà óñóâíi òî÷êè, ïîëþñè òà iñòîòíî îñîáëèâi òî÷êè.
Ó ðîçäiëi 4 äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi H-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ

çâ'ÿçîê iç G-ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè.
Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó (2)

áóäåìî íàçèâàòè H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3, ÿêùî Φ äèôåðåíöiéîâíå
çà Õàóñäîðôîì ó êîæíié òî÷öi ζ ∈ Ωζ , òîáòî ÿêùî êîìïîíåíòè öüîãî âi-
äîáðàæåííÿ ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè x, y, z, i
ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ

dΦ :=
4∑

n=1

(
∂Un
∂x

dx+
∂Un
∂y

dy +
∂Un
∂z

dz

)
en

¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dζ = dx+ i2dy + i3dz, òîáòî

dΦ =
16∑
s=1

As dζ Bs ,

äå As, Bs � äåÿêi H(C) � çíà÷íi ôóíêöi¨.

Çíà÷åííÿ Φ′H(ζ) :=
16∑
s=1

AsBs íàçèâàþòü ïîõiäíîþ Õàóñäîðôà âiäîáðàæåííÿ

Φ(ζ) ó òî÷öi ζ.
Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîâåäåíî òåîðåìó 4.1.1 ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ïîõiäíî¨

H-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, à òàêîæ òåîðåìó 4.1.2 ïðî ïîõiäíó äîáóòêó H-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.
Çâ'ÿçîê ìiæ G-ìîíîãåííèìè i H-ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè âñòàíîâ-

ëåíî ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 4.2.1. Êîæíå ïðàâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C)

i êîæíå ëiâî-G-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) â îáëàñòi Ωζ ¹ H-

ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè ó öié îáëàñòi.
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Îçíà÷åííÿ 4.2.2. H-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ, äèôåðåíöiàë ÿêîãî ïî-
äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi dΦ = dζ Φ′H(ζ), íàçèâà¹ìî ïðàâî-H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi
Ωζ .
Îçíà÷åííÿ 4.2.3. H-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂, äèôåðåíöiàë ÿêîãî ïî-

äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi dΦ̂ = Φ̂′H(ζ)dζ, íàçèâà¹ìî ëiâî-H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi
Ωζ .

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè G-ìîíîãåííîñòi
âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé êîìïîíåíòè Un : Ω → C âiäîáðàæåííÿ (2) ¹ R-
äèôåðåíöiéîâíèìè â îáëàñòi Ω. Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G-

ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ïðàâî-H-ìîíîãåííå, à âiäîáðà-

æåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G-ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî

ëiâî-H-ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ.

Çàâåðøó¹ ðîçäië 4 òåîðåìà ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêó ñôîðìóëþ¹ìî òóò äëÿ ïðàâî-G-ìîíîãåííîãî
âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.3. Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â

îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ

óìîâ:

1) êîìïîíåíòè Un : Ω→ C ðîçêëàäó (2) ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè
â îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3) ó êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ;

2) êîìïîíåíòè Un : Ω→ C ðîçêëàäó (2) ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè
â îáëàñòi Ω i âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ.

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C, òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ çíàéäåòüñÿ îêië, â ÿêîìó âiäîáðàæåííÿ Φ

ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ñòåïåíåâèé ðÿä (12);
4) âiäîáðàæåííÿ Φ íåïåðåðâíå i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (11) äëÿ êîæíîãî

òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ.

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C i, êðiì òîãî, îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà ó íà-

ïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ, L

2
ζ, òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè

5) iñíóþòü ¹äèíà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D1 ôóíêöié F1, F3 i ¹äè-

íà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D2 ôóíêöié F2, F4 òàêèõ, ùî â îáëàñòi Ωζ

âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (7) .
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ
H(C).
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêi:

1. Ââåäåíî êëàñè G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ïðàâà ÷è ëiâà
ïîõiäíà Ãàòî) â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ òà âñòàíîâëåíî êîí-
ñòðóêòèâíèé îïèñ öèõ âiäîáðàæåíü çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

2. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî òà êðèâî-
ëiíiéíîãî iíòåãðàëà âiä G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãå-
áði H(C), àíàëîãè òåîðåìè Ìîðåðà, à òàêîæ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi
äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü.

3. Äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ G-ìîíîãåííèõ âi-
äîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ òà çäiéñíåíî
êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâîñòåé öèõ âiäîáðàæåíü.

4. Äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi H-ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâíèõ i äèôåðåí-
öiéîâíèõ çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà
äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G-ìîíîãåííîãî âi-
äîáðàæåííÿ.
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ÀÍÎÒÀÖI�

Êóçüìåíêî Ò. Ñ. Ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ â àëãåáði êîìïëåêñíèõ
êâàòåðíiîíiâ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.
Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 �Ìà-
òåìàòè÷íèé àíàëiç� (111 � ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Êè¨â, 2018.
Ó äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G-

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C). Âñòàíîâ-
ëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â
àëãåáði H(C) çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äî-
âåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî i êðèâîëiíié-
íîãî iíòåãðàëiâ âiä G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, îäåðæàíî àíàëîã iíòåãðàëü-
íî¨ ôîðìóëè Êîøi, à òàêîæ àíàëîãè òåîðåì Ìîðåðà, Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ
öèõ âiäîáðàæåíü. Äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòiH-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü
çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C), âñòàíîâëåíî ¨õ çâ'ÿçîê iç G-ìîíîãåííèìè âi-
äîáðàæåííÿìè òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.
Êëþ÷îâi ñëîâà: àëãåáðà êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, G-ìîíîãåííi âiäîáðà-

æåííÿ, óìîâè Êîøi�Ðiìàíà, òåîðåìà Êîøi, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi, òåî-
ðåìà Ìîðåðà, ðÿä Òåéëîðà, ðÿä Ëîðàíà, H-ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ.

Êóçüìåíêî Ò. Ñ. Ìîíîãåííûå îòîáðàæåíèÿ â àëãåáðå êîìïëå-
êñíûõ êâàòåðíèîíîâ. � Êâàëèôèêàöèîííàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðó-
êîïèñè.
Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê (äîêòîðà ôèëîñîôèè) ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01
�Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç� (111 � ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2018.
Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷íî-àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà G-

ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé â àëãåáðå êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ H(C). Ïî-
ëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå îïèñàíèÿ G-ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â àëãåáðå H(C) ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðå-
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ìåííîé. Äîêàçàíû àíàëîãè èíòåãðàëüíûõ òåîðåì Êîøè äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî
è êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëîâ îò G-ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé, ïîëó÷åí àíà-
ëîã èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè, à òàêæå àíàëîãè òåîðåì Ìîðåðà, Òåé-
ëîðà è Ëîðàíà äëÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé. Èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà H-
ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå H(C), óñòàíîâëåíà èõ
ñâÿçü ñ G-ìîíîãåííûìè îòîáðàæåíèÿìè è äîêàçàíà òåîðåìà îá ýêâèâàëåí-
òíîñòè ðàçíûõ îïðåäåëåíèé G-ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ, G-ìîíîãåííûå

îòîáðàæåíèÿ, óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà, òåîðåìà Êîøè, èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà
Êîøè, òåîðåìà Ìîðåðà, ðÿä Òåéëîðà, ðÿä Ëîðàíà, H-ìîíîãåííûå îòîáðàæå-
íèÿ.

Kuzmenko T. S. Monogenic mappings in the algebra of complex
quaternions. � Qualifying scienti�c work on the rights of the manuscript.
Candidate of Sciences thesis on Physics and Mathematics (PhD thesis) by

speciality 01.01.01 �Mathematical analysis� (111 � mathematics). � Institute
of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.
New classes of monogenic mappings are introduced in the algebra of complex

quaternions H(C). In the commutative algebra of bicomplex numbers, which is
a subalgebra of the algebra H(C), we select a three-dimensional real subspace
and consider continuous mappings given in a domain of this subspace and taking
values in the algebra of complex quaternions. Among such mappings we single out
the right-G-monogenic mappings for which the right G�ateaux derivative exists and
the left-G-monogenic mappings for which the left G�ateaux derivative exists at all
points of domain.
The principal algebraic-analytic properties of G-monogenic mappings taking

values in the algebra H(C) are investigated. Analogues of the Cauchy�Riemann
conditions are obtained, and it is shown that not only quaternionic polynomials
but also quaternionic power series are G-monogenic. Moreover, we have obtai-
ned constructive descriptions of all G-monogenic mappings by means of four
corresponding analytic functions of complex variable. As consequences of such
descriptions, the theorems about G-monogenic extensions of mappings and the
in�nite di�erentiability in the sense of G�ateaux of G-monogenic mappings are
proved.
A relationship between G-monogenic mappings and spatial di�erential equati-

ons in the partial derivatives is established. In particular, we discuss several appli-
cations of G-monogenic mappings to the construction of solutions of the three-
dimensional Laplace equation.
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For G-monogenic mappings taking values in the algebra of complex quaterni-
ons, properties related with integral representations of mappings and their
representation in the form of series are investigated. It is established for G-
monogenic mappings that analogues of some classical integral theorems are true.
In particular, analogues of the Ostrogradsky�Gauss formula and the Stokes
formula are proved. Analogues of the Cauchy integral theorems for both a surface
integral and a curvilinear integral of G-monogenic mappings as well as analogues
of the Cauchy integral formula are proved for these mappings. Analogues of
the Morera theorem and the Taylor theorem and the Laurent theorem for G-
monogenic mappings taking values in the algebra H(C) are also proved and
singularities of these mappings are classi�ed.
The principal algebraic-analytic properties of H-monogenic (i. e. continuous

and di�erentiable in the sense of Hausdor�) mappings taking values in the algebra
H(C) are investigated. The relation between G-monogenic and H-monogenic
mappings is established and a theorem about the equivalence of di�erent de�-
nitions of right-G-monogenic and left-G-monogenic mappings is proved.
Key words: the algebra of complex quaternions, G-monogenic mapping, the

Cauchy�Riemann conditions, the Cauchy theorem, the Cauchy integral formula,
the Morera theorem, the Taylor series, the Laurent series, H-monogenic mapping.
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