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ÀÍÎÒÀÖIß

Êóçüìåíêî Ò. Ñ. Ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâà-

òåðíiîíiâ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 �Ìàòåìà-

òè÷íèé àíàëiç� (111 � Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,

Êè¨â, 2018.

Ó ðîáîòi ââåäåíî íîâi êëàñè ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîì-

ïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C) . Â êîìóòàòèâíié àëãåáði áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

ÿêà ¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè H(C) , âèäiëåíî òðèâèìiðíèé äiéñíèé ïiäïðîñòið

i ðîçãëÿíóòî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi öüîãî ïiä-

ïðîñòîðó òà ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ i äëÿ

ÿêèõ iñíó¹ ïðàâà ïîõiäíà Ãàòî (ïðàâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ) ÷è ëiâà

ïîõiäíà Ãàòî (ëiâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ) â óñiõ òî÷êàõ îáëàñòi.

Äîñëiäæåíî îñíîâíi àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G -ìîíîãåí-

íèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) . Îòðèìàíî àíàëîãè óìîâ

Êîøi�Ðiìàíà òà âñòàíîâëåíî, ùî G -ìîíîãåííèìè ¹ íå ëèøå êâàòåðíiîííi

ïîëiíîìè, à é êâàòåðíiîííi ñòåïåíåâi ðÿäè. Áiëüøå òîãî, â ðîáîòi âñòàíîâëå-

íî êîíñòðóêòèâíi îïèñè óñiõ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çà äîïîìîãîþ ÷î-

òèðüîõ âiäïîâiäíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. ßê íàñëiäîê

òàêèõ îïèñiâ äîâåäåíî òåîðåìè ïðî G -ìîíîãåííå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü

òà ïðî íåñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü çà Ãàòî G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòîðîâèìè äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (çîêðåìà, íàâåäåíî çà-

ñòîñóâàííÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìið-

íîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà).

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â

àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, ïîâ'ÿçàíi ç ¨õ iíòåãðàëüíèìè ïðåäñòàâ-
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ëåííÿìè i ïðåäñòàâëåííÿìè ó âèãëÿäi ðÿäiâ. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) ñïðàâåäëèâi àíàëî-

ãè ðÿäó êëàñè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì. Çîêðåìà, äîâåäåíî àíàëîãè ôîð-

ìóë Îñòðîãðàäñüêîãî�Ãàóñà i Ñòîêñà. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåî-

ðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà i äëÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà âiä

G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, à òàêîæ àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êî-

øi äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü. Äîâåäåíî òàêîæ àíàëîãè òåîðåì Ìîðåðà, Òåéëîðà

i Ëîðàíà äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà

çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâîñòåé öèõ âiäîáðàæåíü.

Äîñëiäæåíî îñíîâíi àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi H -ìîíî-

ãåííèõ (íåïåðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåíü çi

çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) , âñòàíîâëåíî ¨õ çâ'ÿçîê iç G -ìîíîãåííèìè âiä-

îáðàæåííÿìè òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü

ïðàâî-G -ìîíîãåííèõ i ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àëãåáðà êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, G -ìîíîãåííi

âiäîáðàæåííÿ, óìîâè Êîøi�Ðiìàíà, òåîðåìà Êîøi, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà

Êîøi, òåîðåìà Ìîðåðà, ðÿä Òåéëîðà, ðÿä Ëîðàíà, H -ìîíîãåííi âiäîáðàæå-

ííÿ.

Kuzmenko T. S. Monogenic mappings in the algebra of complex quaterni-

ons. � Manuscript.

Candidate of Sciences thesis on Physics and Mathematics (PhD thsis),

speciality 01.01.01 �Mathematical analysis� (111 � Mathematics). � Institute

of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

New classes of monogenic mappings are introduced in the algebra of

complex quaternions H(C) . In the commutative algebra of bicomplex numbers

which is a subalgebra of the algebra H(C) , we select a three-dimensional real

subspace and consider continuous mappings given in a domain of this subspace

and taking values in the algebra of complex quaternions. Among such mappi-

ngs we single out the right-G -monogenic mappings for which the right G�ateaux

derivative exists and the left-G -monogenic mappings for which the left G�ateaux
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derivative exists at all points of domain.

The principal algebraic-analytic properties of G -monogenic mappings

taking values in the algebra H(C) are investigated. Analogues of the Cauchy�

Riemann conditions are obtained, and it is shown that not only quaternionic

polynomials but also quaternionic power series are G -monogenic. Moreover, we

have obtained constructive descriptions of all G -monogenic mappings by means

of four corresponding analytic functions of complex variable. As consequences

of such descriptions, the theorems about G -monogenic extensions of mappi-

ngs and the in�nite di�erentiability in the sense of G�ateaux of G -monogenic

mappings are proved.

A relationship between G -monogenic mappings and spatial di�erential

equations in the partial derivatives is established. In particular, we discuss

several applications of G -monogenic mappings to the construction of solutions

of the three-dimensional Laplace equation.

For G -monogenic mappings taking values in the algebra of complex

quaternions, properties related with integral representations of mappings and

their representation in the form of series are investigated. It is established

for G -monogenic mappings that analogues of some classical integral theorems

are true. In particular, analogues of the Ostrogradsky�Gauss formula and the

Stokes formula are proved. Analogues of the Cauchy integral theorems for both

a surface integral and a curvilinear integral of G -monogenic mappings as well

as analogues of the Cauchy integral formula are proved for these mappings.

Analogues of the Morera theorem and the Taylor theorem and the Laurent

theorem for G -monogenic mappings taking values in the algebra H(C) are

also proved and singularities of these mappings are classi�ed.

The principal algebraic-analytic properties of H -monogenic (i.e. conti-

nuous and di�erentiable in the sense of Hausdor�) mappings taking values in

the algebra H(C) are investigated. The relation between G -monogenic and

H -monogenic mappings is established and a theorem about the equivalence of

di�erent de�nitions of right-G -monogenic and left-G -monogenic mappings is
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proved.

Key words: the algebra of complex quaternions, G -monogenic mappi-

ng, the Cauchy�Riemann conditions, the Cauchy theorem, the Cauchy integral

formula, the Morera theorem, the Taylor series, the Laurent series, H -

monogenic mapping.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âàãîìèì íàäáàííÿì ìàòåìàòèêè ¹ òåîðiÿ àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Áàãàòñòâî öi¹¨

òåîði¨ òà åôåêòèâíiñòü ¨¨ çàñòîñóâàíü â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè ñïîíóêàþòü

ìàòåìàòèêiâ äî ðîçâèòêó ïîäiáíèõ òåîðié â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Òàê, iðëàíäñüêèé ìàòåìàòèê i ôiçèê Ó. Ãàìiëüòîí, íàìàãàþ÷èñü îïè-

ñàòè ðóõè â ïðîñòîði çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié â äåÿêié ÷èñëî-

âié àëãåáði, 16 æîâòíÿ 1843 ðîêó ïîáóäóâàâ íåêîìóòàòèâíó ÷îòèðèâèìiðíó

àëãåáðó êâàòåðíiîíiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [12, ñ. 223]). Êâàòåðíiîíè i êâàòåð-

íiîííi ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëiâ, äëÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ îði¹íòàöi¨ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ, â çàäà÷àõ ãåîôiçèêè òà ñåé-

ñìîðîçâiäêè, â ìåõàíiöi òâåðäîãî äåôîðìîâíîãî òiëà, â òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà

áàãàòüîõ iíøèõ íàïðÿìêàõ íàóêè.

Ó. Ãàìiëüòîí òà éîãî ïîñëiäîâíèêè, çîêðåìà, ×. Äæîëi [66] i Ï. Òàéò

[117] ðîçâèâàëè òåîðiþ ôóíêöié êâàòåðíiîííî¨ çìiííî¨ ìåòîäàìè òåîði¨ ôóí-

êöié áàãàòüîõ äiéñíèõ çìiííèõ.

Ïiçíiøå, â ðîáîòàõ Ã. Ìîéñiëà i Í. Òåîäîðåñêî [85], Ð. Ôóåòåðà [56],

À. Ñàäáåði [116], Ã. Ëüîéòâiëåðà [64, 80], Â. Êðàâ÷åíêà i Ì. Øàïiðî [69],

Ê. Ãüîðëåáåêà i Â. Øïðüîññiãà [61], Äæ. Ðàÿíà [104], Ñ. Áåðíøòåéí [45],

Ô. Êîëîìáî, I. Ñàáàäiíi i Ä. Ñòðóïïè [53] òà áàãàòüîõ iíøèõ ðîçðîáëÿëèñÿ

ðiçíi íàïðÿìêè êâàòåðíiîííîãî àíàëiçó ÿê óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Ðàçîì iç íåêîìóòàòèâíèì àíàëiçîì ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ðîçðî-

áëÿëèñÿ òàêîæ ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âiäîáðàæåííÿõ â êîìóòàòèâíèõ

àëãåáðàõ. Òàê, íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ Ï. Êåò÷óìà [67, 68], Ä. Âàãíåðà [118],

Äæ. Âîðäà [120], Å. Ëîðõà [82], Å. Áëþìà [46], Ì. Ðîøêóë¹öà [102, 103],

Ê. Êóíöà [71,72], I. Ï. Ìåëüíè÷åíêà [19,23], I. Ï. Ìåëüíè÷åíêà òà Ñ. À. Ïëà-

êñè [26], Ñ. À. Ïëàêñè [30,90] òà iíøèõ ðîçâèíåíî òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
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êöié â êîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ i çàñòîñîâàíî òàêi ôóíêöi¨ äëÿ ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêiâ äìôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó (çîêðåìà, òðèâèìið-

íîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà).

Çàçíà÷èìî, ùî ìîæëèâîñòi ïåðåíîñó êëàñè÷íèõ òåîðåì êîìïëåêñíî-

ãî àíàëiçó â êâàòåðíiîííèé àíàëiç ¹ îáìåæåíèìè. Òîìó àêòóàëüíîþ ïðî-

áëåìîþ ¹ âèäiëåííÿ ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ó ïåâíîìó ñåí-

ñi ôóíêöié, çàäàíèõ â íåêîìóòàòèâíié àëãåáði êâàòåðíiîíiâ, âèâ÷åííÿ ¨õ

àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé òà äîâåäåííÿ äëÿ íèõ àíàëîãiâ êëà-

ñè÷íèõ òåîðåì òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Êðiì òîãî,

ç îãëÿäó íà ìîæëèâi çìiñòîâíi çàñòîñóâàííÿ âàæëèâî, ùîá êëàñè òàêèõ

ôóíêöié áóëè äîñòàòíüî øèðîêèìè i ìàëè ïðîñòi êîíñòðóêòèâíi îïèñè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Ií-

ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè "Ìåòðè÷íi òà

ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà ìíî-

æèí", íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òàê çâà-

íi G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, òîáòî íåïåðåðâíi i äèôåðåíöiéîâíi çà Ãàòî

âiäîáðàæåííÿ, çàäàíi â ñïåöiàëüíî âèäiëåíèõ ïiäïðîñòîðàõ àëãåáðè êîìïëå-

êñíèõ êâàòåðíiîíiâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñó

G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåð-

íiîíiâ i äîâåäåííÿ äëÿ âêàçàíèõ âiäîáðàæåíü àíàëîãiâ êëàñè÷íèõ ðåçóëü-

òàòiâ êîìïëåêñíîãî àíàëiçó (iíòåãðàëüíà òåîðåìà i ôîðìóëà Êîøi, òåîðåìè

Ìîðåðà, Òåéëîðà, Ëîðàíà).
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Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• ââåñòè êëàñ G -ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Ãàòî)

âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C) ;

• îòðèìàòè êîíñòðóêòèâíèé îïèñ (çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨) G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àë-

ãåáði H(C) ;

• âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç äèôåðåíöiàëüíèìè

ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ;

• äîâåñòè àíàëîãè êëàñè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì äëÿ G -ìîíîãåííèõ

âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) ;

• äîñëiäèòè ðîçêëàäè G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â ðÿäè Òåéëîðà i Ëî-

ðàíà;

• äîâåñòè òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -ìîíîãåííîãî

âiäîáðàæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàâäàíü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè êîìïëåêñíîãî òà ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà. Óñi îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè, à ñàìå:

• ââåäåíî êëàñ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâà-

òåðíiîíiâ H(C) òà âñòàíîâëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ öèõ âiäîáðà-

æåíü çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ âiäïîâiäíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨;

• âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòîðîâèìè ðiâ-

íÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (çîêðåìà, íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿí-

íÿ Ëàïëàñà);
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• äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî òà êðè-

âîëiíiéíîãî iíòåãðàëà âiä G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â

àëãåáði H(C) , à òàêîæ àíàëîãè òåîðåìè Ìîðåðà òà iíòåãðàëüíî¨ ôîð-

ìóëè Êîøi äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü;

• äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ ¨õ

îñîáëèâîñòåé;

• âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ G -ìîíîãåííèìè òà H -ìîíîãåííèìè (òîáòî

íåïåðåðâíèìè i äèôåðåíöiéîâíèìè çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåííÿìè

òà äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -ìîíîãåííîãî âiäîáðà-

æåííÿ.

Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 2, â

ÿêîìó âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ.

Íåõàé H(C) � àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ,

áàçèñ ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíèöi àëãåáðè 1 i åëåìåíòiâ I, J,K, äëÿ ÿêèõ

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Ðîçãëÿíåìî â àëãåáði H(C) iíøèé áàçèñ {e1, e2, e3, e4} , ðîçêëàä åëå-

ìåíòiâ ÿêîãî â áàçèñi {1, I, J,K} ìà¹ âèãëÿä:

e1 =
1

2
(1 + iI), e2 =

1

2
(1− iI), e3 =

1

2
(iJ −K), e4 =

1

2
(iJ +K),

äå i � óÿâíà êîìïëåêñíà îäèíèöÿ. Òàáëèöÿ ìíîæåííÿ â íîâîìó áàçèñi
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íàáóâà¹ âèãëÿäó (äèâ. [50])

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

,

ïðè öüîìó îäèíèöÿ àëãåáðè ìà¹ ðîçêëàä: 1 = e1 + e2 .

Âiäìiòèìî, ùî êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà ç iäåìïîòåíòíèì áàçèñîì

{e1, e2} ¹ àëãåáðîþ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë (àáî àëãåáðîþ êîìóòàòèâíèõ êâà-

òåðíiîíiâ Ñåãðå [108]).

Ïiäìíîæèíà I ⊂ H(C) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì iäåàëîì, ÿêùî ç óìîâè

x ∈ I, y ∈ H(C) âèïëèâà¹, ùî xy ∈ I , i ëiâèì iäåàëîì, ÿêùî ç óìîâè

x ∈ I, y ∈ H(C) âèïëèâà¹, ùî yx ∈ I (äèâ., íàïðèêëàä, [2, c. 64]).

Àëãåáðà H(C) ìiñòèòü äâà ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}

i äâà ëiâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

Î1 := {λ2e2 + λ3e3 : λ2, λ3 ∈ C}, Î2 := {λ1e1 + λ4e4 : λ1, λ4 ∈ C}.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f1 : H(C)→ C òà f2 :

H(C)→ C , çàäàíi ðiâíîñòÿìè

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.
(1)

ßäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f1 òà f2 ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíi iäåàëè I1 òà I2 .

Îçíà÷èìî òàêîæ ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f̂1 : H(C) → C òà f̂2 : H(C) →
C , ïîêëàäàþ÷è

f̂1(e1) = f̂1(e4) = 1, f̂1(e2) = f̂1(e3) = 0,

f̂2(e2) = f̂2(e3) = 1, f̂2(e1) = f̂2(e4) = 0.
(2)
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Ìàêñèìàëüíi iäåàëè Î1 òà Î2 ¹ âiäïîâiäíî ÿäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f̂1 òà f̂2 .

Íåõàé

i1 = e1 + e2, i2 = a1e1 + a2e2, i3 = b1e1 + b2e2 (3)

ïðè ak, bk ∈ C, k = 1, 2 , � òðiéêà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì

äiéñíèõ ÷èñåë R (äèâ. [94, c. 223]). Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíiñòü

α1i1 + α2i2 + α3i3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R,

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1 = α2 = α3 = 0 .

Âèäiëèìî â àëãåáði H(C) ëiíiéíó îáîëîíêó

E3 := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : x, y, z ∈ R}

íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíó âåêòîðàìè i1, i2, i3. Ìíîæèíi S

òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó R3 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

Sζ := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ S} ⊂ E3. (4)

Iñòîòíèì ¹ ïðèïóùåííÿ: f1(E3) = f2(E3) = C , äå f1(E3), f2(E3) �

îáðàçè ïðîñòîðó E3 ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 . Î÷åâèäíî,

ùî âîíî ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ó êîæíié ç

ïàð (a1, b1) , (a2, b2) íàëåæèòü C \ R .

Ïîçíà÷èìî

ξ1 := f1(ζ) = f̂1(ζ) = x+ a1y + b1z,

ξ2 := f2(ζ) = f̂2(ζ) = x+ a2y + b2z.

Òîäi åëåìåíò ζ ∈ E3 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ζ = ξ1e1 + ξ2e2 .

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) íàçèâà-

¹ìî ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (5)
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Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) íàçè-

âà¹ìî ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ̂′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ E3. (6)

Â ïiäðîçäiëi 2.2 äîâåäåíî êðèòåði¨ ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííîñòi (àíà-

ëîãè óìîâ Êîøi � Ðiìàíà) äëÿ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 2.2.1. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

Φ(ζ) =
4∑

n=1

Un(x, y, z)en, x, y, z ∈ R, (7)

äå Un : Ω → C ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω , áóëî

ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âè-

êîíóâàëèñü óìîâè:

∂U1

∂y
= a1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂y
= a2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂y
= a1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂y
= a2

∂U4

∂x
,

(8)

∂U1

∂z
= b1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂z
= b2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂z
= b1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂z
= b2

∂U4

∂x
.

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) âè-

ãëÿäó (7), äå Un : Ω→ C ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω ,

áóëî ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëèñü óìîâè:

∂U1

∂y
= a1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂y
= a2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂y
= a2

∂U3

∂x
,

∂U4

∂y
= a1

∂U4

∂x
,

(9)

∂U1

∂z
= b1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂z
= b2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂z
= b2

∂U3

∂x
,

∂U4

∂z
= b1

∂U4

∂x
.

Âiäìiòèìî, ùî îòðèìàíi óìîâè ¹ àíàëîãàìè óìîâ Êîøi�Ðiìàíà, ÿêi ó

çãîðíóòîìó âèãëÿäi ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

∂Φ

∂y
= i2

∂Φ

∂x
,

∂Φ

∂z
= i3

∂Φ

∂x
(10)
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äëÿ ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, i ó âèãëÿäi

∂Φ̂

∂y
=
∂Φ̂

∂x
i2,

∂Φ̂

∂z
=
∂Φ̂

∂x
i3 (11)

äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåîáîðîòíèì åëåìåíòàì ζ =

xi1 + yi2 + zi3 ∈ E3 , óòâîðþþòü äâi ïðÿìi

L1 :

{
x+ yRe a1 + zRe b1 = 0,

y Im a1 + z Im b1 = 0,

L2 :

{
x+ yRe a2 + zRe b2 = 0,

y Im a2 + z Im b2 = 0

â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði R3 .

Â ëåìi 2.3.2 ïîêàçàíî, ùî â àëãåáði H(C) ïðÿìi L1 i L2 ñïiâïàäàòè

íå ìîæóòü.

Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1 i L2 (îáëàñòü

íàçèâàþòü îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1 òà L2 , ÿêùî âîíà ìiñòèòü

êîæåí âiäðiçîê, ÿêèé ïàðàëåëüíèé õî÷à á îäíié ç ïðÿìèõ L1 òà L2 i ç'¹äíó¹

äâi òî÷êè öi¹¨ îáëàñòi).

Ëåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-

G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . ßêùî òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1 − ζ2 ∈
{ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ L1}, òî

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I1.

ßêùî æ òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1−ζ2 ∈ {ζ = xi1+yi2+zi3 : (x, y, z) ∈
L2}, òî

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I2.

Ëåìà 2.3.4. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . ßêùî òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1 − ζ2 ∈
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{ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ L1}, òî

Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î1.

ßêùî æ òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1−ζ2 ∈ {ζ = xi1+yi2+zi3 : (x, y, z) ∈
L2}, òî

Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î2.

Â ïðèêëàäi 2.3.1 ïîêàçàíî, ùî óìîâà îïóêëîñòi îáëàñòi Ωζ â íàïðÿìêó

ïðÿìî¨ L1
ζ â ëåìi 2.3.3 ¹ iñòîòíîþ, à ñàìå: ïîáóäîâàíî îáëàñòü Ωζ , ÿêà

íå ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìî¨ L1
ζ , i ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) , äëÿ ÿêîãî Φ(ζ1)−Φ(ζ2) 6∈ I1 ïðè äåÿêèõ ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêèõ,

ùî ζ2 − ζ1 ∈ L1
ζ .

Â ïóíêòi 2.3.1 äîâåäåíî, ùî G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ ¹

ñóìîþ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ

iäåàëàõ.

Òåîðåìà 2.3.1. Êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæå-

ííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = Φ1(ζ) + Φ2(ζ),

äå Φ1 : Ωζ → I1, Φ2 : Ωζ → I2 � äåÿêi ïðàâî-G -ìîíîãåííi â îáëàñòi Ωζ

âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî â ïðàâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëàõ

I1, I2 .

Òåîðåìà 2.3.2. Êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæå-

ííÿ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂(ζ) = Φ̂1(ζ) + Φ̂2(ζ),

äå Φ̂1 : Ωζ → Î1, Φ̂2 : Ωζ → Î2 � äåÿêi ëiâî-G -ìîíîãåííi â îáëàñòi

Ωζ âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî â ëiâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëàõ

Î1, Î2 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D1 := f1(Ωζ) = {ξ1 = x+ a1y + b1z : (x, y, z) ∈ Ω},
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D2 := f2(Ωζ) = {ξ2 = x+ a2y + b2z : (x, y, z) ∈ Ω}

îáëàñòi â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C , íà ÿêi îáëàñòü Ωζ âiäîáðàæà¹òüñÿ âiä-

ïîâiäíî ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 .

Â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ ïóíêòó 2.3.1 îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ

óñiõ ïðàâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðè-

éìàþòü çíà÷åííÿ â iäåàëàõ I1, I2 , çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä-

ïîâiäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ1 : Ωζ → I1 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ1(ζ) = F2(ξ2)e2 + F4(ξ2)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (12)

äå F2, F4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .

Òåîðåìà 2.3.4. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L1
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ2 : Ωζ → I2 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ2(ζ) = F1(ξ1)e1 + F3(ξ1)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (13)

äå F1, F3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 .

Äàëi âñòàíîâëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â iäåàëàõ

Î1, Î2 , çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäïîâiäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨.

Òåîðåìà 2.3.5. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ̂1 : Ωζ → Î1 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂1(ζ) = F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (14)

äå F̂2, F̂3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .
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Òåîðåìà 2.3.6. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L1
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ̂2 : Ωζ → Î2 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂2(ζ) = F̂1(ξ2)e1 + F̂4(ξ1)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (15)

äå F̂1, F̂4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 .

Â ïóíêòi 2.3.2 íàâåäåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði

H(C) , çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ÷îòèðüîõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëå-

êñíî¨ çìiííî¨. Òàê, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 2.3.1 òà ðiâíîñòåé (12), (13)

âèïëèâà¹, ùî êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C)

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4, (16)

à â ñèëó òåîðåìè 2.3.2 i ðiâíîñòåé (14), (15) êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiä-

îáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂(ζ) = F̂1(ξ1)e1 + F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 + F̂4(ξ1)e4. (17)

Ðiâíiñòü (16) äà¹ ìîæëèâiñòü ÿâíî ïîáóäóâàòè óñi ïðàâî-G -ìîíîãåííi

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) , à ðiâíiñòü (17) âêàçó¹ íà ñïîñiá ÿâíî¨ ïî-

áóäîâè áóäü-ÿêîãî ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) çà

äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ÷îòèðüîõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòåé (16) i (17),

ïðàâi ÷àñòèíè ÿêèõ ¹ âiäïîâiäíî ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåí-

íÿìè â îáëàñòi Πζ := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2}.

Òåîðåìà 2.3.9. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæå-

ííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåí-

íÿ â îáëàñòi Πζ , à ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) � äî

ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â îáëàñòi Πζ .
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Ïðèíöèïîâèì íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (16) òà (17) ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,

ñïðàâåäëèâå äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â äîâiëüíié îáëàñòi Ωζ .

Òåîðåìà 2.3.10. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ :

Ωζ → H(C) � ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G -

ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ . Òîäi ïîõiäíi Ãàòî óñiõ ïîðÿäêiâ Φ(s) ¹ ïðàâî-

G -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè, à Φ̂(s) � ëiâî-G -ìîíîãåííèìè âiäîáðà-

æåííÿìè â îáëàñòi Ωζ .

Â ïiäðîçäiëi 2.4 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðî-

ñòîðîâèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çîêðåìà, íàâåäåíî çàñòî-

ñóâàííÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî

ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Â ðîçäiëi 3 äîâîäèòüñÿ, ùî G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âèçíà-

÷åíi â îáëàñòÿõ ç E3 i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C) , ìàþòü ðÿä

âëàñòèâîñòåé, ïîäiáíèõ äî âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨, à ñàìå: äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâi àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi i

Ìîðåðà, iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi, òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà.

Â ïiäðîçäiëi 3.1 ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóëè Ãàóñà � Îñòðî-

ãðàäñüêîãî â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó

êóñêîâî-ãëàäêó ìåæó ∂Ωζ , à íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ωζ → H(C) i

ψ : Ωζ → H(C) ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â

îáëàñòi Ωζ , ÿêi íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó ∂Ωζ . Òîäi∫
∂Ωζ

ϕ(ζ)σ ψ(ζ) =

=

∫
Ωζ

(
∂ (ϕ i1 ψ)

∂x
+
∂ (ϕ i2 ψ)

∂y
+
∂ (ϕ i3 ψ)

∂z

)
dxdydz , (18)

äå σ := dydz + i2dzdx+ i3dxdy .

Íàñëiäêîì òåîðåìè 3.1.1 i óìîâ (10), (11) ¹ íàñòóïíèé àíàëîã iíòåãðàëü-

íî¨ òåîðåìè Êîøi.
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Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó êóñêîâî-

ãëàäêó ìåæó ∂Ωζ , âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) � ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à

Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G -ìîíîãåííå â Ωζ , i âîíè ðàçîì iç ñâî¨ìè ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó

∂Ωζ . Òîäi ∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) =

=

∫
Ωζ

[
Φ̂′(ζ)(1 + i22 + i23)Φ(ζ) + Φ̂(ζ)(1 + i22 + i23)Φ

′(ζ)
]
dxdydz. (19)

Íàñëiäêîì òåîðåìè 3.1.2 ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.1.1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.1.2 i äîäàòêîâîìó

ïðèïóùåííi 1 + i22 + i23 = 0 ðiâíiñòü (19) íàáóâà¹ âèãëÿäó∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîíàííi ðiâíîñòi 1 + i22 + i23 = 0 âiäîáðàæåííÿ

Φ i Φ̂ çàäîâîëüíÿþòü òðèâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Â ïiäðîçäiëi 3.2 ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóëè Ñòîêñà â àëãå-

áði H(C) .

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)

íåïåðåðâíi ðàçîì iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â îáëàñòi Ωζ

i Σζ � äîâiëüíà êóñêîâî-ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Ωζ çi ñïðÿìëþâàíèì æîðäà-

íîâèì êðà¹ì γζ . Òîäi∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

∫
Σζ

(
∂ϕ

∂x
i2 ψ + ϕ i2

∂ψ

∂x
− ∂ϕ

∂y
ψ − ϕ ∂ψ

∂y

)
dxdy+

+

(
∂ϕ

∂y
i3 ψ + ϕ i3

∂ψ

∂y
− ∂ϕ

∂z
i2 ψ − ϕ i2

∂ψ

∂z

)
dydz+

+

(
∂ϕ

∂z
ψ + ϕ

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂x
i3 ψ − ϕ i3

∂ψ

∂x

)
dzdx. (20)
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Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.2 ïîêàçàíî, ùî äëÿ G -ìîíîãåííîãî âiäîáðà-

æåííÿ ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (20) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äàëi, ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ îáëàñòi Ωζ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2

ç ðîáîòè Å. Ê. Áëþìà [46] äîâåäåíî íàñòóïíèé àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè

Êîøi (÷àñòèííèé âèïàäîê îïóêëî¨ îáëàñòi Ωζ ðîçãëÿíóòî â òåîðåìi 3.2.3).

Òåîðåìà 3.2.4. Íåõàé â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíi ïðàâî-G -ìîíîãåííå

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ →
H(C) . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γζ ⊂
Ωζ , ãîìîòîïíî¨ òî÷öi îáëàñòi Ωζ , ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (21)

Â òåîðåìi 3.2.5 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íà êðèâó γζ , ðîçìiùåíó

íà ìåæi îáëàñòi, ïðè ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (21) äëÿ G -ìîíîãåííèõ

âiäîáðàæåíü, íåïåðåðâíèõ â çàìèêàííi îáëàñòi Ωζ .

Â ïiäðîçäiëi 3.3 äîâåäåíî íàñòóïíi àíàëîãè òåîðåìè Ìîðåðà äëÿ âiä-

îáðàæåíü, ÿêi çàäàíi â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â îáëàñòi Ωζ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0 (22)

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ

¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî âiäîáðàæåííÿ

Φ̂ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â îáëàñòi Ωζ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂4ζ

Φ̂(ζ)dζ = 0 (23)

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ

¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .
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Íåõàé ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 � ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 . Â îêîëi

ζ0 , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â Ωζ , âiçüìåìî êîëî C(ζ0) ç öåíòðîì â òî÷öi ζ0 . ×åðåç

Ck ⊂ C ïîçíà÷èìî îáðàç êîëà C(ζ0) ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëîì fk ,

k = 1, 2 .

Ââàæàòèìåìî, ùî êîëî C(ζ0) îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ0+ζ : ζ ∈ L1
ζ∪L2

ζ} .
Öå îçíà÷à¹, ùî Ck ¹ ìåæåþ äåÿêî¨ îáëàñòi D′k i ξk0 ∈ D′k , k = 1, 2 .

Áóäåìî êàçàòè, ùî êðèâà γζ ⊂ Ωζ îõîïëþ¹ îäèí ðàç ìíîæèíó {ζ0+ζ :

ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} , ÿêùî iñíó¹ êîëî C(ζ0) , ÿêå îõîïëþ¹ âêàçàíó ìíîæèíó i

ãîìîòîïíå êðèâié γζ â îáëàñòi Ωζ \ {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .
Â ïiäðîçäiëi 3.4 äîâåäåíî íàñòóïíi òåîðåìè, â ÿêèõ âñòàíîâëåíî àíà-

ëîãè iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â îáëàñòi

Ωζ .

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

Φ(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ),

äå γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ , ÿêà îõîïëþ¹ îäèí

ðàç ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .

Òåîðåìà 3.4.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

Φ̂(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

Φ̂(ζ)(ζ − ζ0)
−1dζ,

äå γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ , ÿêà îõîïëþ¹ îäèí

ðàç ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .
Â ïiäðîçäiëi 3.5 ç âèêîðèñòàííÿì ïðåäñòàâëåíü (16) i (17) G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü Φ : Ωζ → H(C) i Φ̂ : Ωζ → H(C) îòðèìàíî ¨õ
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ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà.

Íåõàé ζ0 = x0i1 + y0i2 + z0i3 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ .

Ïîñòàâèìî ¨é ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ξ10 = f1(ζ0) =

x0 + a1y0 + b1z0 i ξ20 = f2(ζ0) = x0 + a2y0 + b2z0 , äå ak, bk � êîåôiöi¹íòè

ðîçêëàäó (3) ïðè k = 1, 2 .

Ïîçíà÷èìî R0 := min
ζ∈∂Ωζ

‖ζ − ζ0‖ . Ðîçãëÿíåìî êóëþ Θ(ζ0, R0) := {ζ ∈

E3 : ‖ζ − ζ0‖ < R0} ⊂ E3 ðàäióñà R0 ç öåíòðîì â òî÷öi ζ0 , à ÷åðåç

G1 i G2 ïîçíà÷èìî îáëàñòi â C , íà ÿêi êóëÿ Θ(ζ0, R0) âiäîáðàæà¹òüñÿ

ôóíêöiîíàëàìè f1 i f2 âiäïîâiäíî.

Íåõàé R := min
{
R0 , min

τ1∈∂G1

|τ1 − ξ10| , min
τ2∈∂G2

|τ2 − ξ20|
}
, äå ÷å-

ðåç ∂G1 i ∂G2 ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíî ìåæi îáëàñòåé G1 i G2 . ×åðåç

U(ξ10, R) := {ξ1 ∈ C : |ξ1− ξ10| < R} i U(ξ20, R) := {ξ2 ∈ C : |ξ2− ξ20| < R}
ïîçíà÷èìî êðóãè ðàäióñà R â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç öåíòðàìè â òî÷êàõ

ξ10 i ξ20 âiäïîâiäíî.

Òåïåð ââåäåìî â ðîçãëÿä îáëàñòü

B(ζ0, R) := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ U(ξ10, R) , f2(ζ) ∈ U(ξ20, R)},

ÿêà îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ , L

2
ζ çà ïîáóäîâîþ.

Òåîðåìà 3.5.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) ¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Òîäi â îáëàñòi

B(ζ0, R) âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Φ(ζ) =
∞∑
n=0

(ζ − ζ0)
npn, (24)

â ÿêîìó

pn = ane1 + bne2 + cne3 + dne4 (25)

i an , bn , cn , dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑
n=0

an(ξ1 − ξ10)
n, F2(ξ2) =

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
n,

F3(ξ1) =
∞∑
n=0

cn(ξ1 − ξ10)
n, F4(ξ2) =

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
n,
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ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðåäñòàâëåííi (16) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ B(ζ0, R) .

Òåîðåìà 3.5.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ̂ :

Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Òîäi â îáëàñòi

B(ζ0, R) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Φ̂(ζ) =
∞∑
n=0

p̂n(ζ − ζ0)
n, (26)

â ÿêîìó

p̂n = âne1 + b̂ne2 + ĉne3 + d̂ne4 (27)

i ân , b̂n , ĉn , d̂n � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié

F̂1(ξ1) =
∞∑
n=0

ân(ξ1 − ξ10)
n, F̂2(ξ2) =

∞∑
n=0

b̂n(ξ2 − ξ20)
n,

F̂3(ξ2) =
∞∑
n=0

ĉn(ξ2 − ξ20)
n, F̂4(ξ1) =

∞∑
n=0

d̂n(ξ1 − ξ10)
n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðåäñòàâëåííi (17) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïðè ζ ∈ B(ζ0, R) .

Ñïðàâåäëèâà òàêîæ òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ ïðàâî-G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü (òåîðåìà 3.5.3) i ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (òåîðåìà 3.5.4),

ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C) .

Â ïiäðîçäiëi 3.6 ïðè ðîçãëÿäi ïèòàííÿ ïðî ðîçêëàä G -ìîíîãåííîãî

âiäîáðàæåííÿ â ðÿä Ëîðàíà âiäíîñíî òî÷êè ζ0 = x0i1 + y0i2 + z0i3 ç óðàõó-

âàííÿì òåîðåìè 2.3.9 ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âîíî çàäàíå â íåîáìåæåíié îáëàñòi

Kζ := {ζ ∈ E3 : 0 ≤ r < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 ≤ r < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .

Òåîðåìà 3.6.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -

ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Kζ → H(C) â îáëàñòi Kζ ïîäà¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
(ζ − ζ0)

npn ,
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äå (ζ− ζ0)
n :=

(
(ζ− ζ0)

−1
)−n

ïðè n = −1,−2, . . . i êîåôiöi¹íòè pn âèçíà-

÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (25), â ÿêèõ an, bn, cn, dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Ëîðàíà

ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

n, F2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

n,

F3(ξ1) =
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

n, F4(ξ2) =
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ðîçêëàäi (16) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ Kζ .

Òåîðåìà 3.6.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -

ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Kζ → H(C) â îáëàñòi Kζ ïîäà¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

Φ̂(ζ) =
∞∑

n=−∞
p̂n(ζ − ζ0)

n ,

äå (ζ− ζ0)
n :=

(
(ζ− ζ0)

−1
)−n

ïðè n = −1,−2, . . . i êîåôiöi¹íòè p̂n âèçíà-

÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (27), â ÿêèõ ân, b̂n, ĉn, d̂n � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Ëîðàíà

ôóíêöié

F̂1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
ân(ξ1 − ξ10)

n, F̂2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
b̂n(ξ2 − ξ20)

n,

F̂3(ξ2) =
∞∑

n=−∞
ĉn(ξ2 − ξ20)

n, F̂4(ξ1) =
∞∑

n=−∞
d̂n(ξ1 − ξ10)

n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ðîçêëàäi (17) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïðè ζ ∈ Kζ .

Ïiäðîçäië 3.6 çàêií÷ó¹òüñÿ òåîðåìîþ 3.6.3, â ÿêié ñïèðàþ÷èñü íà òå-

îðåìè 3.6.1, 3.6.2 çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ òî÷îê G -ìîíîãåííèõ

âiäîáðàæåíü íà óñóâíi òî÷êè, ïîëþñè òà iñòîòíî îñîáëèâi òî÷êè. Ïðè öüî-

ìó ïîêàçàíî, ùî içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà ó G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæå-

ííÿ ìîæå áóòè ëèøå óñóâíîþ, à ó âèïàäêó, êîëè âiäîáðàæåííÿ ìà¹ íå-

óñóâíó îñîáëèâiñòü â òî÷öi ζ0 , îñîáëèâèìè ¹ âñi òî÷êè õî÷à á îäíi¹¨ ç

ìíîæèí K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗1 : ζ∗1 ∈ L1

ζ} àáî K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗2 : ζ∗2 ∈ L2

ζ} , äå
K̃0
ζ := {ζ ∈ E3 : |ξ1 − ξ10| < R , |ξ2 − ξ20| < R}.
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Â ðîçäiëi 4 äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi H -ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâ-

íèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåíü òà ¨õ çâ'ÿçîê iç G -

ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

(7) áóäåìî íàçèâàòè H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî Φ äèôå-

ðåíöiéîâíå çà Õàóñäîðôîì â êîæíié òî÷öi ζ ∈ Ωζ , òîáòî ÿêùî êîìïîíåíòè

öüîãî âiäîáðàæåííÿ ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè

x, y, z , i ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ

dΦ :=
4∑

n=1

(
∂Un
∂x

dx+
∂Un
∂y

dy +
∂Un
∂z

dz

)
en

¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dζ = dx+i2dy+i3dz , òîáòî

dΦ =
16∑
s=1

As dζ Bs , (28)

äå As, Bs � äåÿêi H(C) � çíà÷íi ôóíêöi¨.

Çíà÷åííÿ Φ′H(ζ) :=
16∑
s=1

AsBs áóäåìî íàçèâàòè ïîõiäíîþ Õàóñäîðôà âiä-

îáðàæåííÿ Φ(ζ) â òî÷öi ζ .

Â ïiäðîçäiëi 4.1 äîâåäåíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ïîõiäíî¨

H -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, à òàêîæ òåîðåìó ïðî ïîõiäíó äîáóòêó H -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 4.1.1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ H -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ , òî éîãî ïîõiäíà Φ′H iñíó¹ i íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó ôóíêöié As, Bs â ðiâíîñòi (28), ïðè öüîìó

Φ′H(ζ) =
∂Φ

∂x
.

Òåîðåìà 4.1.2. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i Ψ : Ωζ →
H(C) ¹ H -ìîíîãåííèìè â îáëàñòi Ωζ , òî äîáóòîê Φ · Ψ òàêîæ ¹ H -

ìîíîãåííèì âiäîáðàæåííÿì â Ωζ , ïðè öüîìó

d(Φ ·Ψ) = dΦ ·Ψ + Φ · dΨ.
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Â òåîðåìi 4.2.1 âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ G -ìîíîãåííèìè i H -

ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Òåîðåìà 4.2.1. Êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) i êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) â îáëàñòi

Ωζ ¹ H -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè â öié îáëàñòi.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. H -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ , äèôåðåíöiàë ÿêîãî

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

dΦ = dζ Φ′H(ζ)

áóäåìî íàçèâàòè ïðàâî-H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

Îçíà÷åííÿ 4.2.3. H -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ , äèôåðåíöiàë ÿêîãî

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

dΦ̂ = Φ̂′H(ζ)dζ

� ëiâî-H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

Â íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè G -

ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé êîìïîíåíòè Un : Ω → C âiäîáðàæåííÿ (7)

¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè â îáëàñòi Ω . Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹

ïðàâî-G -ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ïðàâî-H -ìîíîãåííå,

à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíî ëiâî-H -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ .

Çàâåðøó¹ ðîçäië 4 òåîðåìà ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.3. Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C)
(
àáî Φ̂ : Ωζ → H(C)

)
¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì

(
àáî ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) êîìïîíåíòè Un : Ω → C ðîçêëàäó (7) ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè

ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè (10)
(
àáî (11)

)
â êîæíié

òî÷öi îáëàñòi Ωζ ;
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2) êîìïîíåíòè Un : Ω→ C ðîçêëàäó (7) ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóí-

êöiÿìè â îáëàñòi Ω i âiäîáðàæåííÿ Φ
(
àáî Φ̂

)
¹ ïðàâî-H -ìîíîãåííèì(

àáî ëiâî-H -ìîíîãåííèì
)
â îáëàñòi Ωζ .

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C , òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì
(
àáî Φ̂ � ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âè-

êîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ çíàéäåòüñÿ îêië, â ÿêîìó âiäîáðàæåííÿ

Φ
(
àáî Φ̂

)
ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñòåïåíåâèé ðÿä (24)

(
àáî (26)

)
;

4) âiäîáðàæåííÿ Φ
(
àáî Φ̂

)
íåïåðåðâíå i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (22)(

àáî (23)
)
äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ .

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C i, êðiì òîãî, îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà

â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ , L

2
ζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ

(
àáî Φ̂

)
¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì
(
àáî Φ̂ � ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

5) iñíóþòü ¹äèíà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D1 ôóíêöié F1, F3(
àáî F̂1, F̂4

)
i ¹äèíà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D2 ôóíêöié F2, F4

(
àáî

F̂2, F̂3

)
òàêèõ, ùî â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ Φ

(
àáî Φ̂

)
ïîäà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi (16)
(
àáî (17)

)
.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìiñòèòü ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ùî ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi â íié ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

ïðè ðîçâ'ÿçàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i êðàéî-

âèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ â ãiäðîäèíàìi-

öi, ãàçîäèíàìiöi, òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó òà çàãàëüíîãî

ïëàíó äîñëiäæåíü íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó ïðîôåñîðó Ñ.À. Ïëàêñi,

ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà ôîðìóëþâàííÿ ðîáî÷èõ ãiïîòåç � Â.Ñ. Øïàêiâñüêîìó.

Äîâåäåííÿ âñiõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

çäiéñíåíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü íà òàêèõ

êîíôåðåíöiÿõ:
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• XIII ìiæíàðîäíié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Øåâ÷åíêiâñüêà âå-

ñíà � 2015� (Êè¨â, 2015);

• XI Ëiòíié øêîëi �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç� (Îäåñà, 2016);

• VI ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ, ïðèñâÿ÷åíié ß. Á. Ëîïà-
òèíñüêîìó �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (Êè¨â, 2016);

• êîíôðåíåöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2017�

(Ëüâiâ, 2017);

• ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Àëãåáðà¨÷íi òà ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè
àíàëiçó� (Îäåñà, 2017);

• ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ äî 100-ði÷÷ÿ àêàäåìiêà
ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî (Êè¨â, 2017);

• êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá÷è-

ñëåíü ISAAC (Âåêøå, Øâåöiÿ, 2017);

• ÕVIII ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iì. àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ-

÷óêà, ïðèñâÿ÷åíié 125-é ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà

(Ëóöüê � Êè¨â, 2017);

• ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �(Hyper)Complex and Harmonic

Dynamical Modelling: Topology in Physics of Dynamical Systems and

Molecular Nanoengines� (Áåíäëåâî, Ïîëüùà, 2017);

íà ñåìiíàðàõ âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Ñ.

À. Ïëàêñà) òà íà ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Æèòîìèðñüêî-

ãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèê: êàíä. ôiç.-ìàò.

íàóê, äîöåíò Î.Ô. Ãåðóñ).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ

[17, 41, 43, 74, 76, 111] ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ. ×àñòêîâî âîíè òàêîæ

âèñâiòëåíi ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [14�16,73,75,77�79].
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìiñòó,

âñòóïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü

120 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 130 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî

òåêñòó.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê, ïðîôåñîðó Ïëàêñi Ñåðãiþ Àíàòîëiéîâè÷ó çà âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó

äîñëiäæåíü, êîðèñíi ïîðàäè i ðåêîìåíäàöi¨, à òàêîæ êàíäèäàòó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Øïàêiâñüêîìó Âiòàëiþ Ñòàíiñëàâîâè÷ó çà ïîñòàâêó çà-

äà÷, ïîñòiéíó óâàãó i ïiäòðèìêó ïðè ðîáîòi íàä äèñåðòàöi¹þ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ

Ïðèðîäíiì i íàïðî÷óä åôåêòèâíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ ïëîñêèõ ïî-

òåíöiàëüíèõ ïîëiâ ¹ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Ç îäíîãî áîêó, ïîòåíöiàë u(x, y) ïëîñêîãî óñòàëåíîãî ïîòåíöiàëüíîãî

ñîëåíî¨äíîãî ïîëÿ i ôóíêöiÿ òå÷i¨ v(x, y) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Êîøi �

Ðiìàíà
∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x

i óòâîðþþòü àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ F (z) = u(x, y) + iv(x, y) êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ z = x + iy . Ç iíøîãî áîêó, êîæíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ F (z) çàäî-

âîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
≡ F ′′(z)(12 + i2) ≡ 0

âíàñëiäîê ðiâíîñòi 12 + i2 = 0 äëÿ îäèíèöi 1 i óÿâíî¨ îäèíèöi i àëãåáðè

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C , à òîìó çàäîâîëüíÿ¹ äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Åôåêòèâíiñòü äîñëiäæåííÿ ïëîñêèõ ïîòåíöiàëüíèõ ïîëiâ ìåòîäàìè òå-

îði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ñïîíóêà¹ ìàòåìàòèêiâ äî ïî-

øóêó àíàëîãi÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ ïðîñòîðîâèõ ïîòåíöiàëüíèõ

ïîëiâ, çîêðåìà, äî ïîøóêó íîâèõ àëãåáð i çàäàíèõ â íèõ ôóíêöié, ÿêi á ìà-

ëè âëàñòèâîñòi, ïîäiáíi äî âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨.

Âïåðøå ñïðîáè ïîáóäîâè àëãåáðè, àñîöiéîâàíî¨ ç òðèâèìiðíèì ðiâíÿ-

ííÿì Ëàïëàñà

∆3u(x, y, z) :=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(x, y, z) = 0 , (1.1)

òîáòî òàêî¨, ùî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè ó öié àëãåáði ìàþòü

êîìïîíåíòè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1.1), áóëè çðîáëåíi Ó. Ãàìiëüòî-

íîì (äèâ., íàïðèêëàä, [12, c. 223]).
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Â 1833 ðîöi Ó. Ãàìiëüòîí îïèñàâ àëãåáðó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ

÷èñåë, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷èâ ïðàâèëà äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ i ïîêàçàâ, ùî öi

ïàðè óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç äiëåííÿì, ÿêà ñïiâïà-

äà¹ ç àëãåáðîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âií ïðàöþâàâ òàêîæ íàä óçàãàëüíåííÿì

ïîíÿòòÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà i çàéìàâñÿ ïîøóêîì ñèñòåìè ÷èñåë, ÿêi ìîäå-

ëþþòüñÿ òðiéêàìè äiéñíèõ ÷èñåë. Àëå, âñòàíîâèâøè â òàêèõ ñèñòåìàõ iñíó-

âàííÿ äiëüíèêiâ íóëÿ (äèâ. [4, c. 408]), ÷îãî íå áóëî â àëãåáði êîìïëåêñíèõ

÷èñåë, Ó. Ãàìiëüòîí ïåðåéøîâ äî ðîçãëÿäó ÷åòâiðîê äiéñíèõ ÷èñåë. Â 1843

ðîöi âií ïîáóäóâàâ íåêîìóòàòèâíó ÷îòèðèâèìiðíó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ àë-

ãåáðó êâàòåðíiîíiâ ç áàçèñîì {1, i, j, k} , äëÿ åëåìåíòiâ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j,

äå i, j, k � êâàòåðíiîííi îäèíèöi � àíàëîãè óÿâíî¨ îäèíèöi â àëãåáði êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë (äèâ. [62]).

Ó. Ãàìiëüòîí çàïèñàâ îñíîâíi ïîíÿòòÿ âåêòîðíîãî àíàëiçó ó êâàòåð-

íiîííié ôîðìi çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî íàáëà-îïåðàòîðà

∇ := i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.

Òàê, ãðàäi¹íòîì äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ u(x, y, z) ¹ ôîðìàëüíèé âåêòîð

∇u(x, y, z) = i
∂u

∂x
+ j

∂u

∂y
+ k

∂u

∂z
,

à äiÿ îïåðàòîðà ∇ íà âåêòîðíó ôóíêöiþ f(x, y, z) := iu(x, y, z) +

jv(x, y, z) + kw(x, y, z) ïîâ'ÿçàíà ç äèâåðãåíöi¹þ i ðîòîðîì, à ñàìå:

∇f(x, y, z) = −div f(x, y, z) + rot f(x, y, z),

äå

div f(x, y, z) :=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
,

rot f(x, y, z) :=

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
i+

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
j +

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
k.
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Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ∇ âèðàæà¹òüñÿ òàêîæ òðèâèìiðíèé îïåðàòîð

Ëàïëàñà, ÿêèé äi¹ íà äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ u(x, y, z) :

∆3u(x, y, z) = −∇2u(x, y, z) .

Ïðîòå, íå çâàæàþ÷è íà çðó÷íiñòü çàïèñó ðiçíèõ ñïiââiäíîøåíü òåîð¨¨

ïîëiâ ó êâàòåðíiîííié ôîðìi, íà ïî÷àòêîâîìó åòàïi ðîçâèòêó òåîð¨¨ ôóíêöié

êâàòåðíiîííî¨ çìiííî¨ xi+ yj + zk , ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

div f = 0 , rot f = 0, (1.2)

âèíèêëè iñòîòíi òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç îáìåæåíiñòþ åôåêòèâíèõ ìîæëèâî-

ñòåé êîíñòðóþâàííÿ òàêèõ ôóíêöié ó íåêîìóòàòèâíié àëãåáði êâàòåðíiîíiâ.

Çàðàç êâàòåðíiîííèé àíàëiç àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ ÿê îêðåìèé íàïðÿ-

ìîê â ìàòåìàòèöi çàâäÿêè éîãî ÷èñëåííèì çàñòîñóâàííÿì â ðiçíèõ ãàëóçÿõ

íàóêè, ïåðåâàæíî â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi òà òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (äèâ., íàïðèêëàä, [61, 69]). Ðåàëiçàöiÿ òàêîãî çâ'ÿçêó âèìàãà¹ ââåäåí-

íÿ ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ êâàòåðíiîííèõ �äèôåðåíöiéîâíèõ� ôóíêöié, êîìïî-

íåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó

ñèñòåìè Êîøi � Ðiìàíà.

Ïî÷àòêîì êâàòåðíiîííîãî àíàëiçó ó äiéñíîìó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði

R3 áóëà ðîáîòà Ã. Ìîéñiëà i Í. Òåîäîðåñêî [85], ó ÿêié âïåðøå çàïðîïîíî-

âàíî òðèâèìiðíèé àíàëîã ñèñòåìè ðiâíÿíü Êîøi � Ðiìàíà:

0 +
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

∂s

∂x
+ 0 − ∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0,

∂s

∂y
+

∂u

∂z
+ 0 − ∂w

∂x
= 0,

∂s

∂z
− ∂u

∂y
+

∂v

∂x
+ 0 = 0.

(1.3)

Ðîçãëÿäàþ÷è êâàòåðíiîííîçíà÷íó ôóíêöiþ

f(xi+ yj + zk) = s(x, y, z) + i u(x, y, z) + j v(x, y, z) + k w(x, y, z),
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äå i, j, k � êâàòåðíiîííi áàçèñíi îäèíèöi, à x, y, z � äiéñíi ÷èñëà, çàóâàæè-

ìî, ùî ñèñòåìà (1.3) ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ðiâíîñòi

D[f ] :=
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0. (1.4)

Ïðè öüîìó âíàñëiäîê ôàêòîðèçàöi¨ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

= −
(
∂

∂x
i+

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
◦
(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
=: −D ◦ D′

êîæåí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.4) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà:

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0.

Ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, àíàëîãi÷íi äî óìîâ Êîøi � Ðiìàíà,

â íàóêîâié ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ïî-ðiçíîìó. Íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ Ô. Áðå-

êñà i Ð. Äåëàíãå [49], C. Áåðíøòåéí [45], Äæ. Ðàÿíà [104] òàêi ôóíêöi¨ íàçè-

âàþòü ìîíîãåííèìè, â ðîáîòàõ À. Ñàäáåði [116], Ô. Êîëîìáî, I. Ñàáàäiíi òà

Ä. Ñòðóïïè [53] âîíè íàçèâàþòüñÿ ðåãóëÿðíèìè, à â ìîíîãðàôi¨ Â. Êðàâ÷åí-

êà i Ì. Â. Øàïiðî [69] i â ðîáîòi Â. Øïðüîññiãà [112] � ãiïåðãîëîìîðôíèìè.

Â ðîáîòi [85] ââåäåíî ïîíÿòòÿ ãîëîìîðôíîãî âåêòîðà ÿê êâàòåðíiîí-

íîçíà÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨, êîìïîíåíòè ÿêî¨ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi i

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (1.3), ùî äiñòàëà íàçâó ñèñòåìè Ìîéñiëà � Òåîäî-

ðåñêî. Â òié æå ðîáîòi [85] àâòîðè äîâåëè àíàëîã òåîðåìè Ìîðåðà, àíàëîãè

iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè òà iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi. Çàïî÷àòêîâàíi â [85]

äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi â ðîáîòi [1], äå ââåäåíî ïîíÿòòÿ iíòåãðàëà

òèïó Êîøi òà äîñëiäæåíî iñíóâàííÿ éîãî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü, à òàêîæ çíà-

éäåíî éîãî çàñòîñóâàííÿ äî ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Â

ñòàòòi Ð. Àáðåó-Áëàÿ, Õ. Áîði-Ðåé¹ñà òà Ì. Øàïiðî [44] äîâåäåíî àíàëîãè

ôîðìóë Ñîõîöüêîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [5]) äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü àíàëî-

ãà iíòåãðàëà òèïó Êîøi, ÿêèé íàëåæèòü ÿäðó îïåðàòîðà D â îáëàñòÿõ ç

ëÿïóíîâñüêîþ ìåæåþ.
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Ðÿä ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, Äæ. Ðàÿí [104] ðîçãëÿäàþòü îïåðàòîð Äi-

ðàêà

D̃ :=
n∑
r=1

er
∂

∂xr

â n -âèìiðíié êëiôôîðäîâié àëãåáði Cln ç áàçèñîì {er}nr=1 . Â ðîáîòi [104]

äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü äåÿêîãî àíàëîãà iíòåãðàëà òèïó Êîøi, ÿêèé íàëå-

æèòü ÿäðó îïåðàòîðà D̃ â îáëàñòÿõ ç ëÿïóíîâñüêîþ ìåæåþ, âñòàíîâëåíî

àíàëîãè ôîðìóë Ñîõîöüêîãî. Â ðîáîòi Õ. Áîði�Ðåé¹ñà òà Ð. Àáðåó�Áëàÿ [48]

öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî íà áiëüø çàãàëüíèé êëàñ îáëàñòåé.

Â ðîáîòi [55] Ð. Äåëàíãå, Ð. Êðàóñõàð òà Ã. Ìàëüîíåê îòðèìàëè çâ'ÿçîê

ìiæ ðiçíèìè òèïàìè äèôåðåíöiéîâíîñòi â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ òà â êëiô-

ôîðäîâèõ àëãåáðàõ.

Ð. Ôóåòåð [56] çàïðîïîíóâàâ ÷îòèðèâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ ñèñòåìè

Ìîéñiëà � Òåîäîðåñêî:

∂s

∂t
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z
= 0,

∂s

∂x
+

∂u

∂t
− ∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0,

∂s

∂y
+

∂u

∂z
+

∂v

∂t
− ∂w

∂x
= 0,

∂s

∂z
− ∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂t
= 0

(1.5)

i íàçâàâ ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (1.5), � ðåãóëÿðíèìè. Ñèñòåìà

(1.5) ðiâíîñèëüíà ðiâíÿííþ

∂f

∂t
+
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0. (1.6)

Äëÿ ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ â îáëàñòÿõ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, â ðîáîòi

À. Ñàäáåði [116] äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè òà iíòåãðàëüíî¨

ôîðìóëè Êîøi, à òàêîæ ðîçãëÿíóòî ëiâî-äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ çìiííî¨

q = t+ xi+ yj + zk , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ãðàíèöÿ

df

dq
= lim

h→0

(
h−1
(
f(q + h)− f(q)

))
∀h ∈ H
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i äîâåäåíî, ùî ëiâî-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè ¹ ëèøå ëiíiéíi ôóíêöi¨

f(q) = a + qb ïðè âñiõ a, b ∈ H . Òàêèé æå ðåçóëüòàò ðàíiøå áóâ âñòàíîâ-

ëåíèé â ðîáîòi À. Ìåéëèõçîíà [18].

Â ñòàòòi À. Ïåðîòòi [87] âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

(1.6), ïðè öüîìó âñòàíîâëåíî äåÿêi êðèòåði¨ ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöié ó âè-

ãëÿäi îïåðàòîðíèõ ðiâíîñòåé i äëÿ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó

Íåéìàíà.

Çãàäàíi äîñëiäæåííÿ ðàçîì iç çàñòîñóâàííÿìè ó äåÿêèõ ìîäåëÿõ ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè âiäîáðàæåíi â ìîíîãðàôi¨ Â. Êðàâ÷åíêà i Ì. Øàïiðî [69].

Ñëiä òàêîæ âiäìiòèòè, ùî òàê çâàíi α -ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ f , ÿêi âèçíà÷à-

þòüñÿ â [69] ðiâíiñòþ

αf +
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0,

äå α � êâàòåðíiîí, çàäîâîëüíÿþòü òðèâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
+ α2f = 0.

Â ìîíîãðàôi¨ [69] äëÿ α -ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié îòðèìàíî ðåçóëüòàòè,

ïîäiáíi äî êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨: iíòåãðàëüíó òåîðåìó òà iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi, âñòàíîâëåíî

àíàëîãè ôîðìóë Ñîõîöüêîãî òà ðîçâ'ÿçàíî äåÿêi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ α -

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

Îñòàííi äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó (äèâ., íàïðèêëàä, [6, 60, 106])

ïîëÿãàþòü â ðiçíîãî ðîäó óçàãàëüíåííÿõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [69].

Iíøèì, ïîðiâíÿíî íîâèì, íàïðÿìêîì êâàòåðíiîííîãî àíàëiçó â R3 i

R4 ¹ òàê çâàíèé ìîäèôiêîâàíèé êâàòåðíiîííèé àíàëiç, çàïî÷àòêîâàíèé

Ã. Ëüîéòâiëåðîì íà ïî÷àòêó 90-õ ðîêiâ XX ñò. (äèâ., íàïðèêëàä, [54,64,80]).
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Âií âèâ÷à¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

y

(
∂s

∂t
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+ v = 0,

∂s

∂x
+
∂u

∂t
= 0,

∂s

∂y
+
∂v

∂t
= 0,

∂u

∂y
− ∂v

∂x
= 0.

(1.7)

Äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé ðîçâ'ÿçîê

f(t+ xi+ yj) = s(t, x, y) + iu(t, x, y) + jv(t, x, y) (1.8)

öi¹¨ ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ.

Ó ñèñòåìi Ã. Ëüîéòâiëåðà â R3 ïåðøi äâi êîìïîíåíòè s, u ãiïåðãîëî-

ìîðôíî¨ ôóíêöi¨ (1.8), äå i, j � áàçèñíi êâàòåðíiîííi îäèíèöi, çàäîâîëüíÿ-

þòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà � Áåëüòðàìi

y∆3s−
∂s

∂y
= 0, ∆3 :=

∂2

∂t2
+

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

à òðåòÿ êîìïîíåíòà v � ðiâíÿííÿ

y2∆3v − y
∂v

∂y
+ v = 0.

Íà âiäìiíó âiä ðîáiò [56, 69, 85, 116], â ïiäõîäi Ã. Ëüîéòâiëåðà ãiïåð-

ãîëîìîðôíîþ ¹ ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ, à ÷àñòèííi ïîõiäíi ãiïåðãîëîìîðôíî¨

ôóíêöi¨ òàêîæ ãiïåðãîëîìîðôíi. Â òîé æå ÷àñ ìiæ îïèñàíèìè âèùå íà-

ïðÿìêàìè iñíó¹ ïåâíèé çâ'ÿçîê (äèâ. [54]).

Â ðîáîòi [64] ðîçâèíóòî àíàëîãi÷íèé ïiäõiä â ïðîñòîði R4 . Îñíîâíîþ

ìåòîþ ðîáiò Ã. Ëüîéòâiëåðà òà éîãî íàñòóïíèêiâ ¹ ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ ñè-

ñòåìè (1.7) (àáî àíàëîãi÷íî¨ ñèñòåìè â R4 ) ó âèãëÿäi ïîëiíîìiâ òà ôóíêöiî-

íàëüíèõ ðÿäiâ. Ïðè öüîìó çãàäàíi ðÿäè áóäóþòüñÿ çà ïåâíîþ ñèñòåìîþ áà-

çèñíèõ êâàòåðíiîííèõ ïîëiíîìiâ. Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ â ðîáîòàõ [54,64,80,81].
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Ùå îäíi¹þ ñó÷àñíîþ òåîði¹þ â êâàòåðíiîííîìó àíàëiçi ¹ òåîðiÿ s -

ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié, ÿêi ââåäåíi Ã. Äæåíòiëi òà Ä. Ñòðóïïîþ â ðîáîòi [58]

â ðåçóëüòàòi ðîçâèòêó iäå¨ Ê. Êóëëiíà [52], ñóòü ÿêî¨ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.

Íåõàé q = t+xi+yj+zk =: t+Im q , äå t, x, y, z � äiéñíi ÷èñëà, à i, j, k

� áàçèñíi êâàòåðíiîííi îäèíèöi. Êîæåí êâàòåðíiîí q = t+Im q ïðè q 6= t

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi �êîìïëåêñíîãî ÷èñëà� ç íîâîþ óÿâíîþ îäèíèöåþ

I , à ñàìå: q = t+I | Im q| , äå I := Im q
| Im q| , à | · | � ìîäóëü êâàòåðíiîíà. Î÷å-

âèäíî, ùî I2 = −1 . Òîäi ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ s -ðåãóëÿðíîþ (äèâ. [58]),

ÿêùî ¨¨ çâóæåííÿ â êîæíó �êîìïëåêñíó� ïëîùèíó R+ IR ¹ �àíàëiòè÷íîþ�

ôóíêöi¹þ. Î÷åâèäíî, ùî s -ðåãóëÿðíèìè ¹ âñi êâàòåðíiîííi ïîëiíîìè. Çà-

ðàç òåîðiÿ s -ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié ïðîäîâæó¹ iíòåíñèâíî ðîçâèâàòèñÿ (äèâ.

ìîíîãðàôi¨ [53, 59]).

Â 1892 ðîöi iòàëiéñüêèé ìàòåìàòèê Ê. Ñåãðå [108] ðîçãëÿíóâ ìóëü-

òèêîìïëåêñíi àëãåáðè. Åëåìåíòè öèõ àëãåáð âií íàçâàâ n -êîìïëåêñíèìè

÷èñëàìè. Çîêðåìà, âií ïîáóäóâàâ àëãåáðó áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë (àáî êîìó-

òàòèâíèõ êâàòåðíiîíiâ), ÿêà ¹ ÷îòèðèâèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë ç òàáëèöåþ ìíîæåííÿ:

i2 = −1, j2 = −1, k2 = 1,

kj = jk = −i, ji = ij = k, ik = ki = −j.

Êîæíå áiêîìïëåêñíå ÷èñëî ζ = a+ bi+ cj+ dk , äå a, b, c, d ∈ R , ïîäà¹òüñÿ

ó âèãëÿäi

ζ = (a+ bi) + (c+ di)j =: z1 + z2j,

äå z1, z2 ∈ C i j2 = −1 . Òîáòî àëãåáðà áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ �àëãåáðîþ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë� ç áàçèñîì {1, j} íàä ïîëåì C .

Áàçèñ àëãåáðè òðèêîìïëåêñíèõ ÷èñåë Ñåãðå ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ

i, j, k (êâàäðàòè ÿêèõ ðiâíi −1 ), à òðèêîìïëåêñíå ÷èñëî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ζ = ζ1 + ζ2k,

äå ζ1, ζ2 � áiêîìïëåêñíi ÷èñëà. Òðèêîìïëåêñíó àëãåáðó ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê 23 -âèìiðíó àëãåáðó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R àáî ÿê 22 -âèìiðíó àëãå-
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áðó íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C . Ê. Ñåãðå ïîêàçàâ òàêîæ, ùî îïèñàíó

ïðîöåäóðó ìîæíà ïðîäîâæèòè íåñêií÷åííî.

Ç âèêîðèñòàííÿì âêàçàíîãî çâ'ÿçêó àëãåáðè áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç àë-

ãåáðîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âñòàíîâëåíî äåÿêi àíàëîãè ðåçóëüòàòiâ òåîði¨

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè M. Ôó-

òàãàâà [57], Äæ. Ñêîðöà � Äðàãîíi [107], Ó. Ìîðiíà [86], Ä. Áîêêàëåòòi òà

ií. [47], Ô. Êàòîíi [51], Ñ. Ðüîííà [101], Ä. Ïiíîòñiñà [89], Äæ. Ðàéëi [97], À.

ßâòîêàñà [65], Ä. Ðîøîíà òà Ì. Øàïiðî [100], Ð. Êóìàðà òà Ê. Ñiíãà [70],

Å. Ì. Ëóíè-Àëiçàððàðàñ òà ií. [83, 84]).

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò ïðèñâÿ÷åíà ïðîáëåìi îçíà-

÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â àñîöiàòèâíèõ (êîìóòàòèâíèõ àáî íåêîìóòàòèâ-

íèõ) àëãåáðàõ.

Çîêðåìà, Å. Ëîðõ [82] íàçèâà¹ ôóíêöiþ f(ζ) äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi

ζ0 , ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò f
′(ζ0) àëãåáðè òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

δ > 0 òàêå, ùî äëÿ óñiõ h , äëÿ ÿêèõ ‖h‖ < δ , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f(ζ0 + h)− f(ζ0)− hf ′(ζ0)‖ ≤ ‖h‖ε. (1.9)

Äëÿ äèôåðåíöiéîâíèõ ó òàêîìó ñåíñi ôóíêöié, çàäàíèõ â îïóêëèõ îáëàñòÿõ

êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè, Å. Ëîðõîì âñòàíîâëåíî ðÿä

âëàñòèâîñòåé, àíàëîãi÷íèõ äî âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëå-

êñíî¨ çìiííî¨ (çîêðåìà, iíòåãðàëüíà òåîðåìà i ôîðìóëà Êîøi, ðîçêëàä â

ñòåïåíåâèé ðÿä òà òåîðåìà Ìîðåðà). Â ðîáîòi [46] Å. Áëþì ïîøèðèâ ðå-

çóëüòàòè Ëîðõà íà ôóíêöi¨, ÿêi çàäàíi â äîâiëüíèõ îáëàñòÿõ êîìóòàòèâíî¨

àñîöiàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè.

Äæ. Âîðä [119] îïèñàâ ìàòðè÷íèé ìåòîä ïîáóäîâè óìîâ Êîøi � Ðiìàíà

â äîâiëüíié ñêií÷åííîâèìiðíié àñîöiàòèâíié àëãåáði ç îäèíèöåþ. Óòî÷íåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [119] äëÿ âèïàäêó êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè áóëî çðîáëå-

íî Ä. Âàãíåðîì â ðîáîòi [118]. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [118],

Äæ. Âîðä [120] ðîçðîáèâ ìåòîä çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü òèïó Êîøi � Ðiìàíà â äîâiëüíié ñêií÷åííîâèìiðíié êîìóòàòèâíié

àëãåáði ç îäèíèöåþ çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ ç öi¹¨ àëãåáðè.
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Ô. Õàóñäîðô [63] çàïðîïîíóâàâ îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â äî-

âiëüíié àñîöiàòèâíié (êîìóòàòèâíié àáî íåêîìóòàòèâíié) àëãåáði A íàä ïî-

ëåì C ç îäèíèöåþ, ÿêå ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Ôóíêöiÿ

f(η) =
n∑
k=1

fk(η1, . . . , ηn)ek , (1.10)

äå ek � áàçèñíi åëåìåíòè àëãåáðè A , íàçèâà¹òüñÿ H -àíàëiòè÷íîþ ôóí-

êöi¹þ çìiííî¨ η :=
n∑
k=1

ηkek , ÿêùî êîìïîíåíòè fk ðîçêëàäó (1.10) ¹ àíàëi-

òè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíèõ çìiííèõ η1, . . . , ηn i äèôåðåíöiàë

df :=
n∑
k=1

dfk(η1, . . . , ηn)ek =
n∑

j,k=1

∂fk
∂ηj

dηj ek (1.11)

¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dη :=
n∑
k=1

dηk ek , òîáòî

df =
n2∑
s=1

As dη Bs , (1.12)

äå As i Bs � äåÿêi A�çíà÷íi ôóíêöi¨.

Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ f ′(η) :=
n2∑
s=1

AsBs íàçèâàþòü ïîõiäíîþ Õàóñäîð-

ôà ôóíêöi¨ f(η) .

Âiäìiòèìî, ùî â ðîáîòi [99] ïðè îçíà÷åííi H -àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â

àñîöiàòèâíié àëãåáði íàä ïîëåì R , ïðèïóñêà¹òüñÿ àíàëiòè÷íiñòü äiéñíî-

çíà÷íèõ êîìïîíåíò fk iç ðîçêëàäó (1.10), à â ðîáîòi [98] ðîçãëÿäàþòüñÿ

àñîöiàòèâíi àëãåáðè íàä ïîëÿìè R àáî C i ïðèïóñêà¹òüñÿ ëèøå iñíóâàííÿ

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂fk
∂ηj

äëÿ âñiõ j, k = 1, 2, . . . , n .

Ô. Ðiíãëåá â ðîáîòi [99] ðîçâèâà¹ òåîðiþ H -àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â

äîâiëüíié ñêií÷åííîâèìiðíié íàïiâïðîñòié (òàêié, ùî ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðî-

ñòèõ àëãåáð) àëãåáði íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R . Ïðè öüîìó âií ðîçãëÿäà¹

ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â óñié àëãåáði.

Ðîçâèâàþ÷è iäå¨ Õàóñäîðôà, Ñ. Âîëîâåëüñüêà â ðîáîòi [3] îçíà÷à¹ H -

àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ â îáëàñòi àëãåáðè ç äåÿêîãî êëàñó ñêií÷åííîâèìiðíèõ
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íåíàïiâïðîñòèõ àëãåáð íàä ïîëåì R i îïèñó¹ çàãàëüíèé âèãëÿä òàêèõ ôóí-

êöié.

Â ðîáîòi Ì. Äåãòåðüîâî¨ [11] ïîêàçàíî, ùî â êîìóòàòèâíié àëãåáði íàä

R äèôåðåíöiéîâíiñòü çà Õàóñäîðôîì ñïiâïàäà¹ iç äèôåðåíöiéîâíiñòþ çà

Øåôåðñîì (äèâ. [105]).

Â. Ïîðòìàí [95] âèçíà÷à¹ ïîõiäíó âiä H -àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â àñîöià-

òèâíèõ àëãåáðàõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C i äîñëiäæó¹ ïèòàííÿ ïðî

¨¨ ñïiââiäíîøåííÿ ç äåÿêèìè iíøèìè îçíà÷åííÿìè ïîõiäíî¨.

Â ðîáîòi Ð. Ðiíåõàðòà i Äæ. Âiëñîíà [98] ââîäèòüñÿ êëàñ äèôåðåíöiéîâ-

íèõ â äåÿêîìó ñåíñi ôóíêöié â äîâiëüíié àñîöiàòèâíié àëãåáði íàä ïîëåì R
àáî C , i âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öèìè ôóíêöiÿìè i

H -àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè íà ðiçíèõ êëàñàõ àëãåáð.

I. Ï. Ìåëüíè÷åíêî [19�21, 23, 26] çàïðîïîíóâàâ àëãåáðà¨÷íî-

àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äî åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, îñíîâíà

iäåÿ ÿêîãî ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ áàíàõîâèõ àë-

ãåáð òàêèõ, ùî ìîíîãåííi (íåïåðåðâíi i äèôåðåíöiéîâíi çà Ãàòî) ôóíêöi¨ çi

çíà÷åííÿìè â öèõ àëãåáðàõ ìàþòü êîìïîíåíòè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü çàäàíi

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Òàêèé ïiäõiä [19, 26] äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà ¹ óçàãàëüíåííÿì ïiäõîäó Ï. Êåò÷óìà [67].

I. Ï. Ìåëüíè÷åíêî ïîìiòèâ, ùî äâi÷i äèôåðåíöiéîâíi çà Ãàòî ôóíêöi¨

Φ(ζ) çìiííî¨ ζ = xe1 + ye2 + ze3 , äå x, y, z ∈ R , óòâîðþþòü íàéøèðøèé

êëàñ ôóíêöié, ÿêi çàäàíi â êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié áàíàõîâié àëãåáði A
ðîçìiðíîñòi n ≥ 3 (íàä ïîëåì R àáî C ) i çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

∆3Φ(ζ) ≡ ∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
≡ Φ′′(ζ)

(
e2

1 + e2
2 + e2

3

)
= 0 (1.13)

çà óìîâè, ùî áàçèñíi åëåìåíòè e1, e2, e3 çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0. (1.14)

Ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → A íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ çà Ãàòî â òî÷öi ζ

îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} , ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò
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Φ′(ζ) àëãåáðè A òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (1.15)

Ïîñëiäîâíî âèáèðàþ÷è çàìiñòü âåêòîðà h â ðiâíîñòÿõ âèãëÿäó (1.15)

áàçèñíi åëåìåíòè e1, e2, e3 , îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

∂2Φ

∂x2 = e2
1 Φ′′(ζ),

∂2Φ

∂y2 = e2
2 Φ′′(ζ),

∂2Φ

∂z2 = e2
3 Φ′′(ζ),

íàñëiäêîì ÿêèõ i ñïiââiäíîøåííÿ (1.14) ¹ ðiâíîñòi âèãëÿäó (1.13) äëÿ ôóí-

êöi¨ Φ .

Òðiéêó âåêòîðiâ e1, e2, e3 , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.14) i íå-

ðiâíîñòi e2
k 6= 0 ïðè k = 1, 2, 3 I. Ï. Ìåëüíè÷åíêî íàçâàâ ãàðìîíi÷íîþ, à

àëãåáðó A , ÿêà ìiñòèòü ãàðìîíi÷íó òðiéêó, � ãàðìîíi÷íîþ.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà e2
k 6= 0 ïðè k = 1, 2, 3 âèêëþ÷à¹ ç ðîçãëÿäó òðè-

âiàëüíèé âèïàäîê ãàðìîíi÷íî¨ òðiéêè, ÿêà çàâæäè iñíó¹ â àëãåáði ç íåòðè-

âiàëüíèì ðàäèêàëîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à ñàìå: e1 = 1 , e2 = i ,

e3 � íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó e2
3 = 0 . Òàêèé ïðèêëàä

àëãåáðè i ãàðìîíi÷íî¨ òðiéêè áóâ íàâåäåíèé ó ðîáîòi Ï. Êåò÷óìà [67].

Âiäìiòèìî, ùî I. Ï. Ìåëüíè÷åíêî ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó ïðî âèäi-

ëåííÿ â êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié òðèâèìiðíié àëãåáði ãàðìîíi÷íî¨ òðiéêè

âåêòîðiâ. Òàê, â ðîáîòi [19] äîâåäåíî, ùî ãàðìîíi÷íèõ àëãåáð òðåòüîãî ðàí-

ãó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë íå iñíó¹, àëå âïåðøå ïîáóäîâàíî òðèâèìiðíó

ãàðìîíi÷íó àëãåáðó íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â ðîáîòi [23] äîâåäåíî,

ùî ñåðåä iñíóþ÷èõ ÷îòèðüîõ òðèâèìiðíèõ àëãåáð íàä ïîëåì C ãàðìîíi÷íè-

ìè ¹ ëèøå òðè ç íèõ, à â ðîáîòi [26] çäiéñíåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ

ãàðìîíi÷íèõ áàçèñiâ â öèõ àëãåáðàõ.

Â ðîáîòi Â.Ô. Êîâàëüîâà òà I.Ï. Ìåëüíè÷åíêà [13] ïîáóäîâàíî äâî-

âèìiðíó àñîöiàòèâíó êîìóòàòèâíó àëãåáðó B ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì C ,

áàçèñíi åëåìåíòè e1, e2 ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

(e2
1 + e2

2)
2 = 0, e2

1 + e2
2 6= 0. (1.16)
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Àëãåáðó B , â ÿêié iñíó¹ áàçèñ {e1, e2} , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.16),

â ðîáîòi [13] íàçâàíî áiãàðìîíi÷íîþ, i òàêèé áàçèñ íàçâàíî òàêîæ áiãàð-

ìîíi÷íèì. Âiäìiòèìî, ùî àëãåáðà B içîìîðôíà àñîöiàòèâíié êîìóòàòèâíié

íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R àëãåáði ÷åòâåðòîãî ðàíãó ç îäèíèöåþ 1 , ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ âèäó a+ jb+ j2c+ j3d , äå åëåìåíò àëãåáðè j çà-

äîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1 + j2)2 = 0 , à êîìïîíåíòè a, b, c, d ¹ äiéñíèìè

÷èñëàìè (äèâ. ðîáîòè Ë. Ñîáðåðî [113,114]).

Â ðîáîòi I. Ï. Ìåëüíè÷åíêà [21] äîâåäåíî, ùî óñi áiãàðìîíi÷íi áàçèñè

ìiñòÿòüñÿ â àëãåáði ç áàçèñîì {1, ρ} , äå ρ2 = 0 , ÿêà ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ

B , ââåäåíîþ â [13] i îïèñàíî óñi áiãàðìîíi÷íi áàçèñè öi¹¨ àëãåáðè.

Ñ. Â. Ãðèùóê òà Ñ. À. Ïëàêñà [8] ïîêàçàëè, ùî êîæíà áiãàðìîíi÷íà

ôóíêöiÿ ¹ ïåðøîþ êîìïîíåíòîþ U1(x, y) äåÿêî¨ ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ áiãàð-

ìîíi÷íî¨ çìiííî¨.

Â ðîáîòi Ñ.À. Ïëàêñè [30] (äèâ. òàêîæ ìîíîãðàôiþ [26]) äîâåäåíî, ùî

êîæíà ñôåðè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ïåðøîþ êîìïîíåíòîþ ðîçêëàäó çà áàçèñîì äå-

ÿêî¨ äèôåðåíöiéîâíî¨ çà Ãàòî ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â íåñêií÷åííîâèìiðíié

êîìóòàòèâíié ãàðìîíi÷íié áàíàõîâié àëãåáði F .
I. Ï. Ìåëüíè÷åíêî [20] ðîçãëÿíóâ ïiäàëãåáðó H âèùå çãàäàíî¨ àëãå-

áðè F i ïîêàçàâ ñïîñiá ïîáóäîâè â ìåðèäiàííié ïëîùèíi xOy îñåñèìåòðè-

÷íèõ ïîòåíöiàëiâ (ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ÿêi ñèìåòðè-

÷íi âiäíîñíî îñi Ox ) i ôóíêöié òå÷i¨ Ñòîêñà çà êîìïîíåíòàìè ñòåïåíåâèõ

ôóíêöié ïåâíîãî âèäó.

Â ðîáîòàõ I.Ï. Ìåëüíè÷åíêà i Ñ.À. Ïëàêñè [22,26] ðîçãëÿíóòî êîìïëå-

êñèôiêàöiþ HC := H ⊕ iH = {a + ib : a, b ∈ H} àëãåáðè H i äîñëiäæåíî

îñíîâíi àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíîãåííèõ ôóíêöié, ùî ïðè-

éìàþòü çíà÷åííÿ â HC .

Ðîçðîáëåíà â ðîáîòàõ [22, 26] ñõåìà äîñëiäæåííÿ áóëà iñòîòíî äîïîâ-

íåíà â ðîáîòàõ Ñ. Â. Ãðèùóêà i Ñ. À. Ïëàêñè ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ ìîíî-

ãåííèõ ôóíêöié, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â áiãàðìîíi÷íié àëãåáði B . Òàê, â
ðîáîòàõ [8�10] äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàíi â îáëàñòÿõ áiãàðìîíi÷íî¨
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ïëîùèíè i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â áiãàðìîíi÷íié àëãåáði B , îäåðæàíî êîí-
ñòðóêòèâíèé îïèñ öèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëå-

êñíî¨ çìiííî¨, âñòàíîâëåíî içîìîðôiçì ìiæ àëãåáðàìè ìîíîãåííèõ ôóíêöié,

çàäàíèìè â ðiçíèõ áiãàðìîíi÷íèõ ïëîùèíàõ, à òàêîæ äîâåäåíî ðÿä òåîðåì

ïðî àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíîãåííèõ ôóíêöié â áiãàðìîíi÷íié ïëîùèíi,

ïîäiáíi äî âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ (iíòå-

ãðàëüíó òåîðåìó i iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi, òåîðåìó Ìîðåðà, òåîðåìó

¹äèíîñòi, îäåðæàíî òåéëîðiâñüêi i ëîðàíiâñüêi ðîçêëàäè).

Ïîäiáíi àíàëîãè òåîðåì êëàñè÷íîãî êîìïëåêñíîãî àíàëiçó îòðèìàíi: â

ðîáîòàõ Ñ.À. Ïëàêñè i Â.Ñ. Øïàêiâñüêîãî [31,33,42,91] � äëÿ ìîíîãåííèõ

ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â òðèâèìiðíié êîìóòàòèâíié ãàðìîíi÷íié àëãåáði

A3 ç äâîâèìiðíèì ðàäèêàëîì; â ðîáîòàõ Ñ.À. Ïëàêñè i Ð.Ï. Ïóõòà¹âè÷à

[32,35] � äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié â òðèâèìiðíié êîìóòàòèâíié àëãåáði A2

ç îäíîâèìiðíèì ðàäèêàëîì; à òàêîæ â ðîáîòàõ [94, 96] � äëÿ ìîíîãåííèõ

ôóíêöié â òðèâèìiðíié òà ñêií÷åííîâèìiðíié íàïiâïðîñòèõ àëãåáðàõ.

Íàðåøòi, îïèñàíèé âèùå ïiäõiä äî ïîáóäîâè òåîði¨ ìîíîãåííèõ (íåïå-

ðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Ãàòî) ôóíêöié â ðîáîòàõ Â. Ñ. Øïàêiâñüêî-

ãî [109,110] áóëî iñòîòíî ðîçâèíåíî i ðîçïîâñþäæåíî íà âèïàäîê ìîíîãåííèõ

ôóíêöié, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â äîâiëüíié êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié

ñêií÷åííîâèìiðíié àëãåáði.

Â íàøèõ ðîáîòàõ [17, 41, 43, 74, 76, 111] àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè âñòàíîâ-

ëåíî äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ

H(C) , ùî ¹ îñíîâíèì çìiñòîì öi¹¨ äèñåðòàöi¨.
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Âèñíîâêè

Îòæå, òåîðiÿ ôóíêöié, çàäàíèõ â áàíàõîâèõ àëãåáðàõ (ÿê êîìóòàòèâ-

íèõ, òàê i íåêîìóòàòèâíèõ), äà¹ åôåêòèâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ¹ àíàëîãi÷íèìè äî ìåòîäiâ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Ïðè öüîìó àêòóàëüíîþ çàëèøà¹òüñÿ ïðîáëåìà âèäiëåííÿ ñïåöiàëüíèõ

êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ó ïåâíîìó ñåíñi ôóíêöié (çàäàíèõ, çîêðåìà, â íåêî-

ìóòàòèâíié àëãåáði êâàòåðíiîíiâ), ÿêi á ìàëè âëàñòèâîñòi, ïîäiáíi äî âëàñòè-

âîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i, êðiì òîãî, óòâîðþâàëè

äîñòàòíüî øèðîêèé íàáið ç îãëÿäó íà ìîæëèâi çìiñòîâíi çàñòîñóâàííÿ. Ïåâ-

íi òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü íà øëÿõó ðåàëiçàöi¨ òàêîãî ïiäõîäó, ïîâ'ÿçàíi,

íàñàìïåðåä, ç îáìåæåíiñòþ ìîæëèâîñòåé ïåðåíîñó êëàñè÷íèõ òåîðåì òåî-

ði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â àíàëiç íà íåêîìóòàòèâíèõ

àëãåáðàõ.
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ÐÎÇÄIË 2

ÀËÃÅÁÐÀ�×ÍÎ-ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI

G -ÌÎÍÎÃÅÍÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ àëãåáà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiî-

íiâ.

2.1. Àëãåáðà êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ

Íåõàé H(C) � àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ,

áàçèñ ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíèöi àëãåáðè 1 i åëåìåíòiâ I, J,K, äëÿ ÿêèõ

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Ðîçãëÿíåìî â àëãåáði H(C) iíøèé áàçèñ {e1, e2, e3, e4} , ðîçêëàä åëå-

ìåíòiâ ÿêîãî â áàçèñi {1, I, J,K} ìà¹ âèãëÿä:

e1 =
1

2
(1 + iI), e2 =

1

2
(1− iI), e3 =

1

2
(iJ −K), e4 =

1

2
(iJ +K),

äå i � óÿâíà êîìïëåêñíà îäèíèöÿ. Òàáëèöÿ ìíîæåííÿ â íîâîìó áàçèñi

íàáóâà¹ âèãëÿäó (äèâ. [50])

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

, (2.1)
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ïðè öüîìó îäèíèöÿ àëãåáðè ìà¹ ðîçêëàä: 1 = e1 + e2 .

Âiäìiòèìî, ùî êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà ç iäåìïîòåíòíèì áàçèñîì

{e1, e2} ¹ àëãåáðîþ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë (àáî àëãåáðîþ êîìóòàòèâíèõ êâà-

òåðíiîíiâ Ñåãðå [108]).

Ïiäìíîæèíà I ⊂ H(C) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì iäåàëîì, ÿêùî ç óìîâè

x ∈ I, y ∈ H(C) âèïëèâà¹, ùî xy ∈ I , i ëiâèì iäåàëîì, ÿêùî ç óìîâè

x ∈ I, y ∈ H(C) âèïëèâà¹, ùî yx ∈ I (äèâ., íàïðèêëàä, [2, c. 64]).

Àëãåáðà H(C) ìiñòèòü äâà ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}

i äâà ëiâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

Î1 := {λ2e2 + λ3e3 : λ2, λ3 ∈ C}, Î2 := {λ1e1 + λ4e4 : λ1, λ4 ∈ C}.

Îñêiëüêè ðàäèêàë àëãåáðè H(C) ìiñòèòü òiëüêè íóëüîâèé åëåìåíò, òî àë-

ãåáðà H(C) ¹ íàïiâïðîñòîþ àëãåáðîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [39, ñ. 146]).

Íàñëiäêîì î÷åâèäíèõ ðiâíîñòåé

I1 ∩ I2 = Î1 ∩ Î2 = 0, I1 ∪ I2 = Î1 ∪ Î2 = H(C)

¹ ðîçêëàä â ïðÿìó ñóìó:

H(C) = I1 ⊕ I2 = Î1 ⊕ Î2.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f1 : H(C)→ C òà f2 :

H(C)→ C , çàäàíi ðiâíîñòÿìè

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.
(2.2)

ßäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f1 òà f2 ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíi iäåàëè I1 òà I2 .

Îçíà÷èìî òàêîæ ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f̂1 : H(C) → C òà f̂2 : H(C) →
C , ïîêëàäàþ÷è

f̂1(e1) = f̂1(e4) = 1, f̂1(e2) = f̂1(e3) = 0,

f̂2(e2) = f̂2(e3) = 1, f̂2(e1) = f̂2(e4) = 0.
(2.3)

Ìàêñèìàëüíi iäåàëè Î1 òà Î2 ¹ âiäïîâiäíî ÿäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f̂1 òà f̂2 .
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2.2. G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé

i1 = e1 + e2, i2 = a1e1 + a2e2, i3 = b1e1 + b2e2 (2.4)

ïðè ak, bk ∈ C, k = 1, 2 , � òðiéêà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì

äiéñíèõ ÷èñåë R (äèâ. [94, c. 223]). Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíiñòü

α1i1 + α2i2 + α3i3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R,

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1 = α2 = α3 = 0 .

Âèäiëèìî â àëãåáði H(C) ëiíiéíó îáîëîíêó

E3 := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : x, y, z ∈ R}

íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíó âåêòîðàìè i1, i2, i3. Ìíîæèíi S

òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó R3 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

Sζ := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ S} ⊂ E3. (2.5)

Âiäìiòèìî, ùî òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè Sζ ïðîñòîðó E3 áó-

äåìî ðîçóìiòè ÿê âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè S åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

R3 .

Äîìîâèìîñÿ, ùî íàäàëi x, y, z ∈ R , à òàêîæ äiéñíèìè ÷èñëàìè ¹ çíà÷å-

ííÿ çìiííèõ, ÿêi ìiñòÿòü íèæíi iíäåêñè, íàïðèêëàä, x0, x1 i ò. ä. Êðiì òîãî,

âåêòîðíi âiäîáðàæåííÿ
−→
Φ (ζ) âåêòîðíîãî àðãóìåíòó ζ = xi1+yi2+zi3 ∈ E3 ,

ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C) , áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòî âiäîáðà-

æåííÿìè, îïóñêàþ÷è ïðè öüîìó ñèìâîë âåêòîðà íàä ëiòåðîþ Φ , ÿê öå, çà-

çâè÷àé, ïðèéíÿòî â ãiïåðêîìïëåêñíîìó àíàëiçi (äèâ., íàïðèêëàä, [69,82,97]).

Íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (2.2), (2.3) i (2.4) ¹ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

ξ1 := f1(ζ) = f̂1(ζ) = x+ a1y + b1z,

ξ2 := f2(ζ) = f̂2(ζ) = x+ a2y + b2z.

Òåïåð åëåìåíò ζ ∈ E3 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ζ = ξ1e1 + ξ2e2 .
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Âiäìiòèìî, ùî îáðàçè ìíîæèí ç ïðîñòîðó E3 ïðè âiäîáðàæåííi ôóí-

êöiîíàëàìè f1 i f̂1 , à òàêîæ f2 i f̂2 , � òîòîæíi.

Iñòîòíèì ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî êîæåí ôóíêöiîíàë f1, f2 âiäîáðàæà¹ ïðî-

ñòið E3 íà âñþ ïëîùèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f1(E3) = f2(E3) = C , äå f1(E3), f2(E3) � îáðàçè ïðîñòîðó E3 ïðè âiä-

îáðàæåííi ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 . Î÷åâèäíî, ùî âîíî ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ó êîæíié ç ïàð (a1, b1) , (a2, b2) íàëåæèòü

C \ R .

Âèçíà÷èìî íîðìó êâàòåðíiîíà x =
4∑

n=1
xnen, xn ∈ C ðiâíiñòþ

‖x‖ :=

√√√√ 4∑
n=1

|xn|2.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ H(C) i y ∈ E3 âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü f(yx) = f(y) · f(x) , òî ôóíêöiîíàë f : H(C) → C áóäåìî

íàçèâàòè ïðàâîìóëüòèïëiêàòèâíèì â ïðîñòîði E3 .

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ H(C) i y ∈ E3 âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü f(xy) = f(x) · f(y) , òî ôóíêöiîíàë f : H(C) → C áóäåìî

íàçèâàòè ëiâîìóëüòèïëiêàòèâíèì â ïðîñòîði E3 .

Ëåìà 2.2.1. Ôóíêöiîíàëè f1 : H(C)→ C òà f2 : H(C) → C íå-

ïåðåðâíi i ïðàâîìóëüòèïëiêàòèâíi, à ôóíêöiîíàëè f̂1 : H(C)→ C òà

f̂2 : H(C)→ C íåïåðåðâíi i ëiâîìóëüòèïëiêàòèâíi.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiîíàë f1 : H(C)→ C ¹ ïðàâîìóëü-

òèïëiêàòèâíèì, òîáòî f1(yx) = f1(y) · f1(x) . Íåõàé

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 ∈ H(C),

y = y1e1 + y2e2 ∈ E3.

Òîäi

f1(yx) = f1

(
(y1e1 + y2e2)(x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4)

)
=

= f1(y1x1e1 + y2x2e2 + y1x3e3 + y2x4e4) = y1x1 + y1x3,
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f1(y) · f1(x) = f1(y1e1 + y2e2) · f1(x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4) =

= y1(x1 + x3) = y1x1 + y1x3.

Îòæå, f1(yx) = f1(y) · f1(x) .

Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëó f1 : H(C)→ C âèïëèâà¹ iç éîãî îáìåæå-

íîñòi. À ñàìå

|f1(x)|
‖x‖

≤ |x1|+ |x3|√
|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2

≤ 2.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ âiäïîâiäíà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ií-

øèõ ôóíêöiîíàëiâ. Ëåìó äîâåäåíî.

Íåõàé Ωζ � îáëàñòü â ïðîñòîði E3 .

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) íàçè-

âà¹ìî ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (2.6)

Ïðè öüîìó Φ′(ζ) íàçâåìî ïðàâîþ ïîõiäíîþ Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ â òî÷öi

ζ .

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) íàçè-

âà¹ìî ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ̂′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ E3. (2.7)

Ïðè öüîìó Φ̂′(ζ) íàçâåìî ëiâîþ ïîõiäíîþ Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ â òî÷öi

ζ .

Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) çà áàçèñîì

{e1, e2, e3, e4} :

Φ(ζ) =
4∑

n=1

Un(x, y, z)en, x, y, z ∈ R. (2.8)
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Ó ïðèïóùåííi, ùî ôóíêöi¨ Un : Ω → C , n = 1, 2, 3, 4 , ¹ R -

äèôåðåíöiéîâíèìè â îáëàñòi Ω , òîáòî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Un(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− Un(x, y, z) =

=
∂Un
∂x

∆x+
∂Un
∂y

∆y +
∂Un
∂z

∆z + o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
,

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0,

â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ïðàâî-

G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ Φ(ζ) i ëiâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ

Φ̂(ζ) .

Òåîðåìà 2.2.1. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

(2.8), äå Un : Ω → C ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω ,

áóëî ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëèñü óìîâè:

∂U1

∂y
= a1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂y
= a2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂y
= a1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂y
= a2

∂U4

∂x
,

(2.9)

∂U1

∂z
= b1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂z
= b2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂z
= b1

∂U3

∂x
,

∂U4

∂z
= b2

∂U4

∂x
.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî âiäîáðàæåííÿ (2.8) ïðàâî-G -

ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ , òî ïðè h = i1 ðiâíiñòü (2.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Φ′(ζ) =
4∑

n=1

∂Un(x, y, z)

∂x
en ∀ζ = xi1 + yi2 + zi3 ∈ Ωζ .

Òåïåð, ïîêëàäàþ÷è â ðiâíîñòi (2.6) ñïî÷àòêó h = i2, à ïîòiì h = i3, òà ç

óðàõóâàííÿì ïðàâèë ìíîæåííÿ (2.1), îòðèìó¹ìî óìîâè (2.9) äëÿ êîìïîíåíò

ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ (2.8).

Äîñòàòíiñòü.Íåõàé h := h1i1+h2i2+h3i3, äå h1, h2, h3 ∈ R , i äîäàòíå

÷èñëî ε òàêå, ùî ζ + εh ∈ Ωζ . Âðàõîâóþ÷è óìîâè (2.9), ìà¹ìî

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
− h

4∑
n=1

∂Un(x, y, z)

∂x
en =
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=
1

ε

4∑
n=1

(
Un(x+ εh1, y + εh2, z + εh3)− Un(x, y, z)

)
en−

−
(
∂U1

∂x
h1 + a1

∂U1

∂x
h2 + b1

∂U1

∂x
h3

)
e1 −

(
∂U2

∂x
h1 + a2

∂U2

∂x
h2 + b2

∂U2

∂x
h3

)
e2−

−
(
∂U3

∂x
h1 + a1

∂U3

∂x
h2 + b1

∂U3

∂x
h3

)
e3−

(
∂U4

∂x
h1 + a2

∂U4

∂x
h2 + b2

∂U4

∂x
h3

)
e4 =

=
1

ε

4∑
n=1

(
Un(x+ εh1, y + εh2, z + εh3)− Un(x, y, z)−

−∂Un(x, y, z)

∂x
εh1 −

∂Un(x, y, z)

∂y
εh2 −

∂Un(x, y, z)

∂z
εh3

)
en. (2.10)

Âíàñëiäîê äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöié Un â îáëàñòi Ω ñïðàâåäëèâi

ñïiââiäíîøåííÿ

Un(x+ εh1, y + εh2, z + εh3)− Un(x, y, z)−

−∂Un(x, y, z)

∂x
εh1 −

∂Un(x, y, z)

∂y
εh2 −

∂Un(x, y, z)

∂z
εh3 = o(ε),

ε→ 0, n = 1, 2, 3, 4.

Òîìó, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â ðiâíîñòi (2.10) ïðè ε → 0, îòðèìó¹ìî

ðiâíiñòü (2.6). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ êðèòåðié ëiâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) âèãëÿ-

äó (2.8), äå Un : Ω → C ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω ,

áóëî ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëèñü óìîâè:

∂U1

∂y
= a1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂y
= a2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂y
= a2

∂U3

∂x
,

∂U4

∂y
= a1

∂U4

∂x
,

(2.11)

∂U1

∂z
= b1

∂U1

∂x
,

∂U2

∂z
= b2

∂U2

∂x
,

∂U3

∂z
= b2

∂U3

∂x
,

∂U4

∂z
= b1

∂U4

∂x
.
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Âiäìiòèìî, ùî îòðèìàíi óìîâè (2.9) i (2.11) ¹ àíàëîãàìè óìîâ Êîøi�

Ðiìàíà, ÿêi ó çãîðíóòîìó âèãëÿäi ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

∂Φ

∂y
= i2

∂Φ

∂x
,

∂Φ

∂z
= i3

∂Φ

∂x
(2.12)

äëÿ ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, i ó âèãëÿäi

∂Φ̂

∂y
=
∂Φ̂

∂x
i2,

∂Φ̂

∂z
=
∂Φ̂

∂x
i3 (2.13)

äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Øëÿõîì ïåðåâiðêè óìîâ (2.12), (2.13) ç óðàõóâàííÿì ïîäàííÿ åëåìåíòà

ζ ó âèãëÿäi ζ = ξ1e1 + ξ2e2 i òàáëèöi ìíîæåííÿ (2.1), ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,

ùî âiäîáðàæåííÿ Φ(ζ) = ζn ¹ îäíî÷àñíî ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííèì ó

âñüîìó ïðîñòîði E3 . Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ

Φ(ζ) =
n∑
k=0

ζk ck, ck ∈ H(C) (2.14)

¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â E3 , à âiäîáðàæåííÿ

Φ̂(ζ) =
n∑
k=0

ck ζ
k, ck ∈ H(C)

� ëiâî-G -ìîíîãåííèì â E3 .

2.3. Êîíñòðóêòèâíèé îïèñ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðà-

æåíü

Ëåìà 2.3.1. Ðîçêëàä ðåçîëüâåíòè ìà¹ âèãëÿä

(t− ζ)−1 =
1

t− ξ1
e1 +

1

t− ξ2
e2 (2.15)

∀ t ∈ C : t 6= ξ1, t 6= ξ2, ∀ ζ ∈ E3.

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî, ïðè ÿêèõ t ∈ C â àëãåáði H(C) iñíó¹ åëå-

ìåíò (t− ζ)−1 i çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè An éîãî ðîçêëàäó çà áàçèñîì:

(t− ζ)−1 =
4∑

n=1

An en.
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Âðàõîâóþ÷è ðîçêëàä (2.4) åëåìåíòiâ i1, i2, i3 çà áàçèñîì {e1, e2, e3, e4}
i òàáëèöþ ìíîæåííÿ àëãåáðè H(C) , ìà¹ìî

1 = (t− ζ)(t− ζ)−1 =
(

(t− ξ1)e1 + (t− ξ2)e2

) 4∑
n=1

An en =

= (t− ξ1)A1e1 + (t− ξ1)A3e3 + (t− ξ2)A2e2 + (t− ξ2)A4e4 = e1 + e2.

Òåïåð, ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ áàçèñíèõ îäèíèöÿõ, îòðè-

ìó¹ìî ðîçêëàä (2.15). Ëåìó äîâåäåíî.

Iç ðîçêëàäó (2.15) âèïëèâà¹, ùî òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, ÿêi âiäïîâiäàþòü

íåîáîðîòíèì åëåìåíòàì ζ = xi1 + yi2 + zi3 ∈ E3 , óòâîðþþòü äâi ïðÿìi

L1 :

{
x+ yRe a1 + zRe b1 = 0,

y Im a1 + z Im b1 = 0,

L2 :

{
x+ yRe a2 + zRe b2 = 0,

y Im a2 + z Im b2 = 0

(2.16)

â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði R3 .

Â íàñòóïíié ëåìi ïîêàçàíî, ùî â àëãåáði H(C) ïðÿìi L1 i L2 ñïiâïà-

äàòè íå ìîæóòü.

Ëåìà 2.3.2. Â àëãåáði H(C) ïðÿìi L1 i L2 íå ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Íàïðÿìíèé âåêòîð e∗k ïðÿìî¨ Lk íàëåæèòü iäåàëó Ik
ïðè k = 1, 2 . Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, ùî ïðÿìi (2.16) ñïiâïàäàþòü. Òîäi

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

e∗1 = pe∗2, p ∈ R\{0},

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè e∗1 , e
∗
2 íàëåæàòü îäíî÷àñíî iäåàëàì I1, I2 .

Îòæå, e∗1 , e
∗
2 íàëåæàòü ðàäèêàëó àëãåáðè, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íó-

ëüîâîãî åëåìåíòà, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî e∗k � íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨

Lk ïðè k = 1, 2 . Ëåìó äîâåäåíî.

Îáëàñòü Ω ⊂ R3 íàçèâàþòü îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1 òà L2 ,

ÿêùî âîíà ìiñòèòü êîæåí âiäðiçîê, ÿêèé ïàðàëåëüíèé õî÷à á îäíié ç ïðÿìèõ

L1 òà L2 i ç'¹äíó¹ äâi òî÷êè öi¹¨ îáëàñòi.
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Çàçíà÷èìî, ùî òóò i äàëi äî îá'¹êòiâ ç E3 çàñòîñîâóþòüñÿ ãåîìåòðè÷íi

ïîíÿòòÿ (ïàðàëåëüíiñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü, îïóêëiñòü òîùî), ÿêi ñòðîãî

êàæó÷è, íàñïðàâäi ìàþòü ñåíñ ïî âiäíîøåííþ äî êîíãðóåíòíèõ ïðîîáðàçiâ

öèõ îá'¹êòiâ â R3 (äèâ. âiäïîâiäíiñòü (2.5)).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ

ëåìè 1 ç ðîáîòè Ñ.À. Ïëàêñè i Â.Ñ. Øïàêiâñüêîãî [33].

Ëåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-

G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . ßêùî òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1 − ζ2 ∈
{ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ L1}, òî

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I1. (2.17)

ßêùî æ òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1−ζ2 ∈ {ζ = xi1+yi2+zi3 : (x, y, z) ∈
L2}, òî

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I2.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî k = 1, 2 . Íåõàé (x1, y1, z1) , (x2, y2, z2) �

òî÷êè îáëàñòi Ω òàêi, ùî âiäðiçîê, ÿêèé ¨õ ç'¹äíó¹, ïàðàëåëüíèé ïðÿìié

Lk .

Â îáëàñòi Ω ïîáóäó¹ìî äâi ïîâåðõíi çi ñïiëüíèì êðà¹ì: ïîâåðõíþ Qk ,

ÿêà ìiñòèòü òî÷êó (x1, y1, z1) , i ïîâåðõíþ Σk , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó (x2, y2, z2) ,

òàêi, ùî çâóæåííÿ íà íèõ ôóíêöiîíàëà fk íà âiäïîâiäíi ¨ì ïiäìíîæèíè

Qk
ζ , Σk

ζ îáëàñòi Ωζ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè öèõ ïiäìíî-

æèí íà îäíó é òó æ îáëàñòü Dk êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i, êðiì òîãî, â êîæíié

òî÷öi ζ0 ∈ Qk
ζ (à òàêîæ ζ0 ∈ Σk

ζ ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ(ζ0 + ε(ζ − ζ0))− Φ(ζ0)

ε
= (ζ − ζ0)Φ

′(ζ0) (2.18)

ïðè âñiõ ζ ∈ Qk
ζ òàêèõ, ùî ζ0 + ε(ζ − ζ0) ∈ Qk

ζ (àáî, âiäïîâiäíî, ïðè âñiõ

ζ ∈ Σk
ζ òàêèõ, ùî ζ0 + ε(ζ − ζ0) ∈ Σk

ζ ) äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) .

Â ÿêîñòi ïîâåðõíi Qk ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Ω ôiêñîâàíèé ðiâíîñòî-

ðîííié òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè A1, A2, A3 i öåíòðîì â òî÷öi (x1, y1, z1) ,
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ïëîùèíà ÿêîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìié Lk , i ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó ïî-

âåðõíi Σk .

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè A′1, A
′
2, A

′
3 i öåíòðîì â òî÷öi

(x2, y2, z2) , ÿêèé ëåæèòü â îáëàñòi Ω , òàêèé, ùî éîãî ñòîðîíè A′1A
′
2 , A

′
2A
′
3 ,

A′1A
′
3 ïàðàëåëüíi âiäðiçêàì A1A2 , A2A3 , A1A3 âiäïîâiäíî i ìàþòü ìåíøó

äîâæèíó, íiæ ñòîðîíè òðèêóòíèêà A1A2A3 . Îñêiëüêè îáëàñòü Ω îïóêëà

â íàïðÿìêó ïðÿìî¨ Lk , òî ïðèçìà ç âåðøèíàìè A′1, A
′
2, A

′
3, A

′′
1, A

′′
2, A

′′
3 , äëÿ

ÿêî¨ òî÷êè A′′1, A
′′
2, A

′′
3 ëåæàòü â ïëîùèíi òðèêóòíèêà A1A2A3 i ¨¨ ðåáðà

A′mA
′′
m ïðè m = 1, 2, 3 ïàðàëåëüíi ïðÿìié Lk , ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â Ω .

Çàôiêñó¹ìî òåïåð òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè B1, B2, B3 òàêèé, ùî

òî÷êà Bm íàëåæèòü âiäðiçêó A′mA
′′
m ïðè m = 1, 2, 3 i çðiçàíà ïiðàìiäà

ç âåðøèíàìè A1, A2, A3, B1, B2, B3 i ái÷íèìè ðåáðàìè AmBm , m = 1, 2, 3 ,

ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Ω .

Íàðåøòi, â ïëîùèíi òðèêóòíèêà A′1A
′
2A
′
3 çàôiêñó¹ìî òðèêóòíèê T k ç

âåðøèíàìè C1, C2, C3 òàêèé, ùî éîãî ñòîðîíè C1C2 , C2C3 , C1C3 ïàðà-

ëåëüíi âiäðiçêàì A′1A
′
2 , A

′
2A
′
3 , A

′
1A
′
3 âiäïîâiäíî i ìàþòü ìåíøó äîâæèíó,

íiæ ñòîðîíè òðèêóòíèêà A′1A
′
2A
′
3 . Çà ïîáóäîâîþ çðiçàíà ïiðàìiäà ç âåðøè-

íàìè B1, B2, B3, C1, C2, C3 i ái÷íèìè ðåáðàìè BmCm , m = 1, 2, 3 , ïîâíiñòþ

ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Ω .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σk ïîâåðõíþ, óòâîðåíó òðèêóòíèêîì T k i ái÷íèìè

ïîâåðõíÿìè çðiçàíèõ ïiðàìiä A1A2A3B1B2B3 i B1B2B3C1C2C3 .

Îñêiëüêè ïîâåðõíi Qk i Σk ìàþòü ñïiëüíèé êðàé, òî ôóíêöiîíàë fk

âiäîáðàæà¹ ìíîæèíè Qk
ζ i Σk

ζ íà îäíó é òó æ îáëàñòü Dk êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè. Â îáëàñòi Dk âèçíà÷èìî äâi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ H1 i H2

òàê, ùî ïðè êîæíîìó ξk ∈ Dk

H1(ξk) := fk(Φ(ζ)), äå ξk = fk(ζ) i ζ ∈ Qk
ζ ,

H2(ξk) := fk(Φ(ζ)), äå ξk = fk(ζ) i ζ ∈ Σk
ζ .

Ïîêàæåìî, ùî H1 i H2 � àíàëiòè÷íi â Dk ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨ ξk . Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî, äiþ÷è íà ðiâíiñòü (2.18) ôóíêöiîíàëîì
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fk , ç óðàõóâàííÿì éîãî ëiíiéíîñòi, íåïåðåðâíîñòi i âiäïîâiäíî¨ ìóëüòèïëi-

êàòèâíîñòi îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

fk(Φ(ζ0 + ε(ζ − ζ0)))− fk(Φ(ζ))

ε
= (fk(ζ)− fk(ζ0))fk(Φ

′(ζ0)),

ç ÿêî¨ äëÿ ôóíêöié H1, H2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïîõiäíèõ â òî÷öi fk(ζ0) ∈
Dk çà óñiìà íàïðÿìêàìè, ïðè÷îìó äëÿ êîæíî¨ ç ôóíêöié H1, H2 âêàçàíi

ïîõiäíi ðiâíi. Òîäi çà òåîðåìîþ 21 ç ìîíîãðàôi¨ Þ.Þ. Òðîõèì÷óêà [36]

ôóíêöi¨ H1, H2 ¹ àíàëiòè÷íèìè â îáëàñòi Dk .

Îñêiëüêè ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöié H1 i H2 âèïëèâà¹, ùî H1(ξk) ≡
H2(ξk) íà ìåæi îáëàñòi Dk , òî â ñèëó àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöié H1 i H2

â îáëàñòi Dk òîòîæíiñòü H1(ξk) ≡ H2(ξk) âèêîíó¹òüñÿ ñêðiçü â Dk . Òîáòî

ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

fk(Φ(ζ2)− Φ(ζ1)) = fk(Φ(ζ2))− fk(Φ(ζ1)) = H2(ξk)−H1(ξk) = 0.

Îòæå, Φ(ζ2)− Φ(ζ1) íàëåæèòü ÿäðó Ik ôóíêöiîíàëà fk . Ëåìó äîâåäåíî.

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.3.4. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . ßêùî òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1 − ζ2 ∈
{ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ L1}, òî

Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î1.

ßêùî æ òî÷êè ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ1−ζ2 ∈ {ζ = xi1+yi2+zi3 : (x, y, z) ∈
L2}, òî

Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î2.

Âiäçíà÷èìî, ùî óìîâà îïóêëîñòi îáëàñòi Ωζ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L
1
ζ , L

2
ζ

â ëåìàõ 2.3.3 i 2.3.4 ¹ iñòîòíîþ. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî ïðèêëàä îáëàñòi Ωζ ,

ÿêà íå ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìî¨ L1
ζ , i ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðà-

æåííÿ Φ : Ωζ → H(C) , äëÿ ÿêîãî Φ(ζ1) − Φ(ζ2)I1 íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè

äåÿêèõ ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêèõ, ùî ζ2 − ζ1 ∈ L1
ζ .
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Ïðèêëàä 2.3.1. Ðîçãëÿíåìî ãàðìîíi÷íó òðiéêó âåêòîðiâ

i1 = 1,

i2 = ie1 + e2,

i3 = i
√

2e2

(òîáòî â ðîçêëàäi (2.4) a1 = i , a2 = 1 , b1 = 0 , b2 = i
√

2 ), ïðè öüîìó ïðÿìà

L1 ñïiâïàäà¹ ç âiññþ Oz .

Íåõàé îáëàñòü Ωζ ¹ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí

Ω1
ζ := {xi1 + yi2 + zi3 ∈ E3 : |ξ1| < 2, 0 < z < 2,−π

4 < arg ξ1 <
3
2π},

Ω2
ζ := {xi1 + yi2 + zi3 ∈ E3 : |ξ1| < 2, 2 ≤ z ≤ 4, π

2 < arg ξ1 <
3
2π},

Ω3
ζ := {xi1 + yi2 + zi3 ∈ E3 : |ξ1| < 2, 4 < z < 6, π

2 < arg ξ1 <
9
4π}

i áóäó¹òüñÿ òàê, ÿê i îáëàñòü Ωζ ç ïîäiáíîãî ïðèêëàäó ðîáîòè [33]. Î÷åâè-

äíî, ùî êîíãðóåíòíà ¨é îáëàñòü Ω ïðîñòîðó R3 íå ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó

ïðÿìî¨ L1 .

Â îáëàñòi {ξ1 ∈ C : |ξ1| < 2,−π
4 < arg ξ1 < 3

2π} êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè ðîçãëÿíåìî ãîëîìîðôíó âiòêó H1(ξ1) := ln |ξ1| + i arg ξ1 àíàëiòè-

÷íî¨ ôóíêöi¨ Ln ξ1 , äëÿ ÿêî¨ H1(1) = 0 . Â îáëàñòi {ξ1 ∈ C : |ξ1| < 2,
π
2 < arg ξ1 <

9
4π} ðîçãëÿíåìî ãîëîìîðôíó âiòêó H2(ξ1) := ln |ξ1| + i arg ξ1

ôóíêöi¨ Ln ξ1 , äëÿ ÿêî¨ H2(1) = 2πi . I ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi òîòîæíi â öèõ

îáëàñòÿõ ôóíêöi¨ G1(ξ1) ≡ G2(ξ1) .

Ïîáóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ Φ1 ôóíêöi¨ H1 íà ìíîæèíó Ω1
ζ ∪ Ω2

ζ i ïðî-

äîâæåííÿ Φ2 ôóíêöi¨ H2 íà ìíîæèíó Ω2
ζ ∪ Ω3

ζ çà ôîðìóëàìè:

Φ1(ζ) = H1(ξ1)e1 +G1(ξ1)e3 , Φ2(ζ) = H2(ξ1)e1 +G2(ξ1)e3 ,

äå ζ = xi1 + yi2 + zi3 .

Îñêiëüêè Φ1(ζ) ≡ Φ2(ζ) ñêðiçü â Ω2
ζ , òî âiäîáðàæåííÿ

Φ(ζ) :=

 Φ1(ζ) äëÿ ζ ∈ Ω1
ζ ∪ Ω2

ζ ,

Φ2(ζ) äëÿ ζ ∈ Ω3
ζ
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ïðàâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ . Ïðè öüîìó, äëÿ òî÷îê ζ1 = i1 + i3 i

ζ2 = i1 + 5 i3 ìà¹ìî ζ2 − ζ1 ∈ L1
ζ , àëå

Φ(ζ2)− Φ(ζ1) = (H2(1)−H1(1))e1 = 2πie1 /∈ I1 ,

òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) íå âèêîíóþòüñÿ. Ïîáóäîâó ïðèêëàäó çàâåðøå-

íî.

2.3.1. Êîíñòðóêòèâíèé îïèñ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi

çíà÷åííÿìè â iäåàëàõ àëãåáðè

Òåîðåìà 2.3.1. Êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðà-

æåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = Φ1(ζ) + Φ2(ζ),

äå Φ1 : Ωζ → I1, Φ2 : Ωζ → I2 � äåÿêi ïðàâî-G -ìîíîãåííi â îáëàñòi Ωζ

âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî â ïðàâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëàõ

I1, I2 .

Äîâåäåííÿ. Iç ðîçêëàäó îäèíèöi 1 = e1 + e2 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ = e1Φ + e2Φ,

ïðè öüîìó e1Φ ∈ I2 , à e2Φ ∈ I1 .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Φ1 := e2Φ , Φ2 := e1Φ . Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðà-

æåííÿ Φ1, Φ2 � ïðàâî-G -ìîíîãåííi â îáëàñòi Ωζ . Äëÿ öüîãî ðiâíiñòü (2.6)

ïîìíîæèìî çëiâà íà e1 :

lim
ε→0+0

e1
Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= e1hΦ′(ζ). (2.19)

Îñêiëüêè åëåìåíòè e1 òà h íàëåæàòü êîìóòàòèâíié ïiäàëãåáði ç áàçèñîì

{e1, e2}, òî e1h = he1 i òîìó ç ðiâíîñòi (2.19) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

e1Φ(ζ + εh)− e1Φ(ζ)

ε
= he1Φ

′(ζ),
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ÿêà i äîâîäèòü, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ2 � ïðàâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ1 òàêîæ ïðàâî-G -ìîíîãåííå.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3.2. Êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæå-

ííÿ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂(ζ) = Φ̂1(ζ) + Φ̂2(ζ), (2.20)

äå Φ̂1 : Ωζ → Î1, Φ̂2 : Ωζ → Î2 � äåÿêi ëiâî-G -ìîíîãåííi â îáëàñòi

Ωζ âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî â ëiâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëàõ

Î1, Î2 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D1 := f1(Ωζ) = {ξ1 = x+ a1y + b1z : (x, y, z) ∈ Ω},

D2 := f2(Ωζ) = {ξ2 = x+ a2y + b2z : (x, y, z) ∈ Ω}

îáëàñòi â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C , íà ÿêi îáëàñòü Ωζ âiäîáðàæà¹òüñÿ âiä-

ïîâiäíî ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 .

Â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ îïèñàíî óñi ïðàâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ

çi çíà÷åííÿìè â iäåàëàõ I1 òà I2 çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä-

ïîâiäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 2.3.3. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ1 : Ωζ → I1 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ1(ζ) = F2(ξ2)e2 + F4(ξ2)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (2.21)

äå F2, F4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Φ1 ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â iäåàëi I1, òî ñïðàâå-

äëèâà ðiâíiñòü

Φ1(ζ) = V2(x, y, z)e2 + V4(x, y, z)e4, (2.22)
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äå V2 : Ω → C i V4 : Ω → C. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ Φ1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi (2.13) ïðè Φ = Φ1, ç ÿêèõ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â íèõ

âèðàçiâ (2.4), (2.22) ç óðàõóâàííÿì îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó åëåìåíòiâ àëãå-

áðè H(C) çà áàçèñîì {e1, e2, e3, e4} îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ

ôóíêöié V2, V4 :
∂V2

∂y
= a2

∂V2

∂x
,

∂V4

∂y
= a2

∂V4

∂x
,

∂V2

∂z
= b2

∂V2

∂x
,

∂V4

∂z
= b2

∂V4

∂x
.

(2.23)

Ç ïåðøîãî i òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.23) çíàéäåìî ôóíêöiþ V2 .

Äëÿ öüîãî âèäiëèìî äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè çìiííî¨ ξ2 :

ξ2 = (x+ yRe a2 + zRe b2) + i(y Im a2 + z Im b2) := τ2 + iη2 (2.24)

i ïåðåïèøåìî ïåðøå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.23) ó âèãëÿäi

∂V2

∂η2
Im a2 = i

∂V2

∂τ2
Im a2,

∂V2

∂η2
Im b2 = i

∂V2

∂τ2
Im b2. (2.25)

Îñêiëüêè ç óìîâè f1(E3) = f2(E3) = C âèïëèâà¹, ùî õî÷à á îäíå ç

÷èñåë Im a2 àáî Im b2 âiäìiííå âiä íóëÿ, òî ç (2.25) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

∂V2

∂η2
= i

∂V2

∂τ2
. (2.26)

Äîâåäåìî, ùî V2(x1, y1, z1) = V2(x2, y2, z2) äëÿ òî÷îê (x1, y1, z1) ,

(x2, y2, z2) ∈ Ω òàêèõ, ùî âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ öi òî÷êè, ïàðàëåëüíèé ïðÿ-

ìié L2 . Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Ω ïîâåðõíi Q2, Σ2 i îáëàñòü

D2 íà ïëîùèíi C , âèçíà÷åíi â äîâåäåííi ëåìè 2.3.3, à òàêîæ âèçíà÷èìî â

D2 äâi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ H1, H2 ðiâíîñòÿìè

H1(ξ2) := V2(x, y, z) ïðè (x, y, z) ∈ Q2,

H2(ξ2) := V2(x, y, z) ïðè (x, y, z) ∈ Σ2,



64

â ÿêèõ âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè (x, y, z) i ξ2 ∈ D2 âñòàíîâëåíî ñïiââiä-

íîøåííÿìè (2.24).

Âíàñëiäîê ðiâíîñòi (2.26) i òåîðåìè 6 ç ðîáîòè Ã.Ï. Òîëñòîâà [37] ôóí-

êöi¨ H1, H2 àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 . Äàëi òîòîæíiñòü H1(ξ2) ≡ H2(ξ2)

â D2 äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê ïðè äîâåäåííi ëåìè 2.3.3. Îòæå, ðiâíiñòü

V2(x1, y1, z1) = V2(x2, y2, z2) äîâåäåíî.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ V2 âèãëÿäó V2(x, y, z) := F2(ξ2) ,

äå F2(ξ2) � äîâiëüíà àíàëiòè÷íà â îáëàñòi D2 ôóíêöiÿ, ¹ çàãàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
∂V2

∂y
= a2

∂V2

∂x
,

∂V2

∂z
= b2

∂V2

∂x
,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðøîãî i òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.23).

Òåïåð ç äðóãîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.23) àíàëîãi÷íî âñòà-

íîâëþ¹ìî, ùî ôóíêöiÿ V4 ìà¹ âèãëÿä V4(x, y, z) := F4(ξ2), äå F4 � äî-

âiëüíà àíàëiòè÷íà â îáëàñòi D2 ôóíêöiÿ çìiííî¨ ξ2 . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.3.4. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L1
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ2 : Ωζ → I2 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ2(ζ) = F1(ξ1)e1 + F3(ξ1)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (2.27)

äå F1, F3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 .

Â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ, ÿêi äîâîäÿòüñÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè

2.3.3, îïèñàíî óñi ëiâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â iäåàëàõ

Î1 òà Î2 àëãåáðè H(C) çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäïîâiäíî¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 2.3.5. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ̂1 : Ωζ → Î1 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂1(ζ) = F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (2.28)
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äå F̂2, F̂3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .

Òåîðåìà 2.3.6. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìî¨

L1
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ

Φ̂2 : Ωζ → Î2 ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂2(ζ) = F̂1(ξ2)e1 + F̂4(ξ1)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (2.29)

äå F̂1, F̂4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 .

2.3.2. Êîíñòðóêòèâíèé îïèñ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi

çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà éîãî íàñëiäêè

Â ñèëó òåîðåì 2.3.1, 2.3.3 i 2.3.4 âñi ïðàâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòü Ωζ îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ , ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ äîâiëüíèõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié F1(ξ1), F2(ξ2), F3(ξ1), F4(ξ2) .

Òåîðåìà 2.3.7. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæå-

ííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4 (2.30)

∀ ζ = xi1 + yi2 + zi3 ∈ Ωζ ,

äå F1 i F3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 , à F2 i

F4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .

Âiäìiòèìî, ùî ðîçãëÿíóòå âèùå âiäîáðàæåííÿ (2.14) áóäå ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì â Ωζ , îñêiëüêè äëÿ íüîãî ôóíêöi¨ F1, F2, F3, F4 áóäóòü ïîëi-

íîìàìè. Áiëüøå òîãî, ïðàâî-G -ìîíîãåííèì âiäîáðàæåííÿì ó âiäïîâiäíié

îáëàñòi áóäå íå òiëüêè ïîëiíîì âèãëÿäó (2.14), à é ðÿä

Φ(ζ) =
∞∑
k=0

ζk ck, ck ∈ H(C), (2.31)
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äëÿ ÿêîãî êîìïëåêñíi ñòåïåíåâi ðÿäè, ùî âèñòóïàþòü â ðîëi àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié F1, F2, F3, F4 , ¹ çáiæíèìè.

Òåïåð, ç óðàõóâàííÿì òåîðåì 2.3.2, 2.3.5 i 2.3.6 ñïðàâåäëèâå òâåðäæå-

ííÿ äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3.8. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåí-

íÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ̂(ζ) = F̂1(ξ1)e1 + F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 + F̂4(ξ1)e4 (2.32)

∀ ζ = xi1 + yi2 + zi3 ∈ Ωζ ,

äå F̂1 i F̂4 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D1 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ1 , à F̂2 i

F̂3 � äåÿêi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi D2 ôóíêöi¨ çìiííî¨ ξ2 .

Àíàëîãi÷íî äî (2.31) âiäîáðàæåííÿ

Φ̂(ζ) =
∞∑
k=0

ck ζ
k, ck ∈ H(C), (2.33)

¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì.

Ðiâíiñòü (2.30) äà¹ ìîæëèâiñòü ÿâíî ïîáóäóâàòè óñi ïðàâî-G -ìîíîãåííi

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) , à ðiâíiñòü (2.32) âêàçó¹ íà ñïîñiá ÿâíî¨ ïî-

áóäîâè áóäü-ÿêîãî ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) çà

äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ÷îòèðüîõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨.

Ïîðiâíþþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2.30) i (2.32), ïðèõîäèìî äî âè-

ñíîâêó, ùî âiäîáðàæåííÿ Ψ(ζ) áóäå îäíî÷àñíî ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä

Ψ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + c3e3 + c4e4, c3, c4 ∈ C.

Ç óðàõóâàííÿì ðîçêëàäó (2.15) i ïðàâèë ìíîæåííÿ (2.1) îòðèìó¹ìî

íàñòóïíå iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ
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ôóíêöié F1, F2, F3, F4 :

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
Γ1

(t− ζ)−1
(
F1(t)e1 + F3(t)e3

)
dt+

+
1

2πi

∫
Γ2

(t− ζ)−1
(
F2(t)e2 + F4(t)e4

)
dt (2.34)

i ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) çà äîïîìîãîþ ÷îòè-

ðüîõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié F̂1, F̂2, F̂3, F̂4 :

Φ̂(ζ) =
1

2πi

∫
Γ1

(
F̂1(t)e1 + F̂4(t)e4

)
(t− ζ)−1dt+

+
1

2πi

∫
Γ2

(
F̂2(t)e2 + F̂3(t)e3

)
(t− ζ)−1dt, (2.35)

äå çàìêíåíi æîðäàíîâi ñïðÿìëþâàíi êðèâi Γk ëåæàòü ó âiäïîâiäíèõ îáëà-

ñòÿõ Dk , îõîïëþþòü âiäïîâiäíó òî÷êó ξk i íå ìiñòÿòü òî÷êó ξq , k, q = 1, 2

ïðè k 6= q .

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ïðàâà ïîõiäíà Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ(ζ) âèðàæà-

¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Φ′(ζ) = F ′1(ξ1)e1 + F ′2(ξ2)e2 + F ′3(ξ1)e3 + F ′4(ξ2)e4, (2.36)

à ëiâà ïîõiäíà Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ(ζ) � ôîðìóëîþ

Φ̂′(ζ) = F̂ ′1(ξ1)e1 + F̂ ′2(ξ2)e2 + F̂ ′3(ξ2)e3 + F̂ ′4(ξ1)e4. (2.37)

Íàñëiäîê 2.3.1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ(ζ) ïðàâî-G -ìîíîãåííå, òî

Φ′(ζ) =
∂Φ

∂x
, (2.38)

i ÿêùî âiäîáðàæåííÿ Φ̂(ζ) ëiâî-G -ìîíîãåííå, òî

Φ̂′(ζ) =
∂Φ̂

∂x
. (2.39)
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòåé (2.30) i

(2.32), ïðàâi ÷àñòèíè ÿêèõ ¹ âiäïîâiäíî ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííèìè âiä-

îáðàæåííÿìè â îáëàñòi Πζ := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2}.

Òåîðåìà 2.3.9. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæå-

ííÿ Φ : Ωζ → H(C) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåí-

íÿ â îáëàñòi Πζ , à ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) � äî

ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â îáëàñòi Πζ .

Òåîðåìà 2.3.9 äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêî çíàéòè îáëàñòü ïðàâî-G -

ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ (2.30) i ëiâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ

(2.32).

Ïðèíöèïîâèì íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (2.30) i (2.32) ¹ íàñòóïíå òâåðäæå-

ííÿ, ñïðàâåäëèâå äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â äîâiëüíié îáëàñòi Ωζ .

Òåîðåìà 2.3.10. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ :

Ωζ → H(C) � ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G -

ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ . Òîäi ïîõiäíi Ãàòî óñiõ ïîðÿäêiâ Φ(s) ¹ ïðàâî-

G -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè, à Φ̂(s) � ëiâî-G -ìîíîãåííèìè âiäîáðà-

æåííÿìè â îáëàñòi Ωζ .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êóëÿ Θ (ÿêà ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Ω ) ç

öåíòðîì â äîâiëüíié òî÷öi (x0, y0, z0) ∈ Ω ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ â íàïðÿìêó

ïðÿìèõ L1 i L2 , òî â îêîëi Θζ := {ζ = xi1 + yi2 + zi3 : (x, y, z) ∈ Θ} òî÷êè
ζ0 = x0i1 + y0i2 + z0i3 ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi âèãëÿäó (2.30) i (2.36). Ïðè

öüîìó êîìïîíåíòè ðîçêëàäó (2.36) ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè âiäïîâiäíèõ

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, òîáòî âèðàç äëÿ Φ′(ζ) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòi

(2.30).

Àíàëîãi÷íî âèðàç äëÿ Φ̂′(ζ) ìà¹ âèãëÿä ðiâíîñòi (2.32). Öå i îçíà-

÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ′(ζ) ¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì, à Φ̂′(ζ) � ëiâî-G -

ìîíîãåííèì â Ωζ . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ (2.34) ïðàâî-G -
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ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ i ïðåäñòàâëåííÿ (2.35) ëiâî-G -ìîíîãåííîãî

âiäîáðàæåííÿ Φ̂ , ëåãêî îòðèìó¹ìî íàñòóïíi iíòåãðàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ

ïîõiäíî¨ Ãàòî ïîðÿäêó s öèõ âiäîáðàæåíü:

Φ(s)(ζ) =
s!

2πi

∫
Γ1

(
(t− ζ)−1

)s+1(
F1(t)e1 + F3(t)e3

)
dt+

+
s!

2πi

∫
Γ2

(
(t− ζ)−1

)s+1(
F2(t)e2 + F4(t)e4

)
dt

i

Φ̂(s)(ζ) =
s!

2πi

∫
Γ1

(
F̂1(t)e1 + F̂4(t)e4

)(
(t− ζ)−1

)s+1

dt+

+
s!

2πi

∫
Γ2

(
F̂2(t)e2 + F̂3(t)e3

)(
(t− ζ)−1

)s+1

dt.

2.4. Çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ðiâíÿííÿ-

ìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:

LnU(x, y, z) :=
∑

α+β+γ=n

Cα,β,γ
∂nU

∂xα∂yβ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R. (2.40)

ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ ìà¹ ïðàâó ïîõiäíó Ãàòî n -ãî ïîðÿäêó, à âiä-

îáðàæåííÿ Φ̂ � ëiâó ïîõiäíó Ãàòî n -ãî ïîðÿäêó, òî íàñëiäêîì ðiâíîñòåé

(2.6) i (2.7) ¹ âiäïîâiäíî ðiâíîñòi

∂α+β+γΦ

∂xα∂yβ∂zγ
= iα1 i

β
2 i

γ
3 Φ(α+β+γ)(ζ) = iβ2 i

γ
3 Φ(n)(ζ)

i
∂α+β+γΦ̂

∂xα∂yβ∂zγ
= Φ̂(α+β+γ)(ζ) iα1 i

β
2 i

γ
3 = Φ̂(n)(ζ) iβ2 i

γ
3 .

Òîìó âíàñëiäîê ðiâíîñòi

LnΦ(ζ) =
∑

α+β+γ=n

Cα,β,γ i
β
2 i

γ
3 Φ(n)(ζ) (2.41)
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êîæíå âiäîáðàæåííÿ Φ , ÿêå ìà¹ ïðàâó ïîõiäíó Ãàòî n -ãî ïîðÿäêó ïðè

âèêîíàííi óìîâè ∑
α+β+γ=n

Cα,β,γ i
β
2 i

γ
3 = 0 (2.42)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ LnΦ(ζ) = 0 . Àíàëîãi÷íî âíàñëiäîê ðiâíîñòi

LnΦ̂(ζ) = Φ̂(n)(ζ)
∑

α+β+γ=n

Cα,β,γ i
β
2 i

γ
3 (2.43)

êîæíå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ , ÿêå ìà¹ ëiâó ïîõiäíó Ãàòî n -ãî ïîðÿäêó, ïðè âè-

êîíàííi óìîâè (2.42) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ LnΦ̂(ζ) = 0.

Âiäïîâiäíî, óñi äiéñíîçíà÷íi êîìïîíåíòè ðîçêëàäó âiäîáðàæåíü Φ i Φ̂

çà áàçèñîì {en, ien}4
n=1 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.40).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.40) ó âè-

ãëÿäi êîìïîíåíò ïðàâî- àáî ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çâîäèòüñÿ äî

âiäøóêàííÿ â àëãåáði H(C) òðiéêè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íàä ïîëåì R âå-

êòîðiâ (2.4), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (2.42).

ßêùî îáèäâà ôóíêöiîíàëè f1, f2 ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â C , òî çãiäíî ç

òåîðåìîþ 2.3.10 êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íiñòü (2.41), à ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ � ðiâíiñòü (2.43).

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ñïiââiäíîøåííÿ

f1(E3) = f2(E3) = C (2.44)

ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ó êîæíié ç ïàð (a1, b1) ,

(a2, b2) íàëåæèòü C \ R . ßêùî ðiâíÿííÿ (2.40) ìà¹ îñîáëèâèé âèãëÿä, òî

ìîæíà âêàçàòè äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (2.44). Äëÿ

öüîãî ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

P (a, b) :=
∑

α+β+γ=n

Cα,β,γ a
β bγ.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé â àëãåáði H(C) iñíó¹ òðiéêà ëiíiéíî íåçàëå-

æíèõ íàä ïîëåì R âåêòîðiâ âèãëÿäó (2.4), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü
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(2.42). Òîäi ÿêùî P (a, b) 6= 0 ïðè âñiõ äiéñíèõ çíà÷åííÿõ a, b, òî âèêî-

íóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.44).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ìíîæåííÿ (2.1) àëãåáðè

H(C) , ìà¹ìî ðiâíîñòi

iβ2 = aβ1e1 + aβ2e2, iγ3 = bγ1e1 + bγ2e2.

Òåïåð ðiâíiñòü (2.42) íàáóâà¹ âèãëÿäó∑
α+β+γ=n

Cα,β,γ

(
aβ1 b

γ
1 e1 + aβ2 b

γ
2 e2

)
= 0

àáî â ðiâíîñèëüíié ôîðìi∑
α+β+γ=n

Cα,β,γ a
β
k b

γ
k = 0, k = 1, 2. (2.45)

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.45) iñíó¹ (çà óìîâîþ òåîðåìè) i

P (a, b) 6= 0 ïðè âñiõ äiéñíèõ a, b , òî ðiâíîñòi (2.45) ìîæóòü âèêîíóâàòè-

ñÿ ëèøå òîäi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ó êîæíié ç ïàð (a1, b1) , (a2, b2)

íàëåæèòü ìíîæèíi C\R. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè òåîðåìè P (a, b) 6= 0 âèïëèâà¹, ùî

çàâæäè Cn,0,0 6= 0 , îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó ïðè a = b = 0 áóëî á

P (a, b) = 0 . À òàêîæ îñêiëüêè ôóíêöiÿ P (a, b) íåïåðåðâíà íà R2 , òî óìî-

âà P (a, b) 6= 0 ïî ñóòi îçíà÷à¹ îäíå ç äâîõ P (a, b) > 0 àáî P (a, b) < 0 ïðè

âñiõ a, b ∈ R .

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2.40) åëiïòè÷íîãî òèïó çàâæäè

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó P (a, b) 6= 0 ïðè âñiõ a, b ∈ R . Àëå â òîé æå ÷àñ iñíóþòü

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2.40), äëÿ ÿêèõ P (a, b) > 0 , i ÿêi íå ¹ åëiïòè÷íèìè.

Òàêèì, íàïðèêëàä, ¹ ðiâíÿííÿ

∂5U

∂x5
+

∂5U

∂x∂y2∂z2
+

∂5U

∂x∂z4
= 0.

Ïðèêëàä 2.4.1. Ïîêàæåìî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç òðè-

âèìiðíèì ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà:

∆3U(x, y, z) :=
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0. (2.46)
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Äëÿ ðiâíÿííÿ (2.46) õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (2.42) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1 + i22 + i23 = 0. (2.47)

Òðiéêó ëiíiéíî íàçàëåæíèõ íàä ïîëåì R âåêòîðiâ i1, i2, i3 íàçâåìî

ãàðìîíi÷íîþ òðiéêîþ, ÿêùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (2.47) i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

i22 6= 0 , i23 6= 0 (äèâ. [67]).

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ðiâíîñòåé (2.4) â óìîâè (2.47) ïðèõîäèìî äî íàñòó-

ïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4.2. Ãàðìîíi÷íèìè òðiéêàìè â àëãåáði H(C) ¹ âåêòîðè

i1, i2, i3, ðîçêëàä ÿêèõ çà áàçèñîì {e1, e2, e3, e4} ìà¹ âèãëÿä (2.4) i êîìïëå-

êñíi ÷èñëà ak, bk , k = 1, 2 , çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

1 + a2
1 + b2

1 = 0, 1 + a2
2 + b2

2 = 0. (2.48)

Ñèñòåìó (2.48) çàäîâîëüíÿþòü, çîêðåìà, âèðàçè

a1 = i sin t, b1 = i cos t, a2 = i sin τ, b2 = i cos τ,

ÿêèì âiäïîâiäàþòü çìiííi

ξ1 = x+ iy sin t+ iz cos t, ξ2 = x+ iy sin τ + iz cos τ, (2.49)

äå t, τ ∈ C .

Ïðåäñòàâëåííÿ (2.30) i (2.32), â ÿêèõ ξ1, ξ2 âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (2.49),

âèçíà÷àþòü G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ â H(C) , ïîâ'ÿçàíi ç ðiâíÿííÿì

(2.46). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.46) ¹ äiéñíà i óÿâíà

÷àñòèíè ôóíêöi¨ U(x, y, z) = F (x + iy sin t + iz cos t) , äå t ∈ C i F �

äîâiëüíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ.

Â ñèëó òåîðåìè 2.3.10 i âíàñëiäîê ðiâíîñòi

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= (1 + i22 + i23)Φ

′′(ζ)

ïðè âèêîíàííi ñïiââiäíîøåííÿ (2.47) ìiæ åëåìåíòàìè ãàðìîíi÷íî¨ òðiéêè,

êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹
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ïðàâî-G -ìîíîãåííèì ïîòåíöiàëîì â öié îáëàñòi, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ òðèâè-

ìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 .

Àíàëîãi÷íî êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ Φ̂ :

Ωζ → H(C) ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 2.3.10 i âíàñëiäîê ðiâíîñòi

∂2Φ̂

∂x2
+
∂2Φ̂

∂y2
+
∂2Φ̂

∂z2
= Φ̂′′(ζ)(1 + i22 + i23)

ïðè âèêîíàííi ñïiââiäíîøåííÿ (2.47), ¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì ïîòåíöiàëîì â

öié îáëàñòi.

Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 2 äîñëiäæåíî àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ

H(C) , à ñàìå:

1. Âñòàíîâëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

çi çíà÷åííÿìè â iäåàëàõ I1, I2 i Î1, Î2 (òåîðåìè 2.3.3, 2.3.4 i 2.3.5, 2.3.6

âiäïîâiäíî).

2. Â òåîðåìi 2.3.7 îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ óñiõ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, à â òåîðåìi 2.3.8 � îïèñ óñiõ ëiâî-G -ìîíîãåííèõ

âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Âíàñëiäîê öüîãî äîâåäåíî òåîðåìó

2.3.9 ïðî G -ìîíîãåííå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü òà òåîðåìó 2.3.10 ïðî íå-

ñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü çà Ãàòî G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

3. Â ïàðàãðàôi 2.4 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç

äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Çîêðåìà, íàâåäåíî

çàñòîñóâàííÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìið-

íîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.
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ÐÎÇÄIË 3

IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÒÅÎÐÅÌÈ I ÐßÄÈ

ÄËß G -ÌÎÍÎÃÅÍÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi G -ìîíîãåííèõ âiäîáðà-

æåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, ïîâ'ÿçàíi ç ¨õ ií-

òåãðàëüíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè i ïðåäñòàâëåííÿìè ó âèãëÿäi ðÿäiâ.

3.1. Òåîðåìà Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà

Íåõàé Ωζ � îáìåæåíà çàìêíåíà îáëàñòü â E3 . Äëÿ íåïåðåðâíîãî âiä-

îáðàæåííÿ ϕ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

ϕ(ζ) =
4∑

k=1

Uk(x, y, z)ek + i
4∑

k=1

Vk(x, y, z)ek,

äå (x, y, z) ∈ Ω i Uk : Ω → R, Vk : Ω → R , âèçíà÷èìî îá'¹ìíèé iíòåãðàë

ïî Ωζ ðiâíiñòþ ∫
Ωζ

ϕ(ζ)dxdydz :=

=
4∑

k=1

ek

∫
Ω

Uk(x, y, z)dxdydz + i
4∑

k=1

ek

∫
Ω

Vk(x, y, z)dxdydz.

Íåõàé Σζ � êóñêîâî-ãëàäêà ïîâåðõíÿ â E3 . Äëÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-

æåíü ϕ : Σζ → H(C) i ψ : Σζ → H(C) âèãëÿäó

ϕ(ζ) =
4∑

k=1

Uk(x, y, z)ek + i
4∑

k=1

Vk(x, y, z)ek, (3.1)
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ψ(ζ) =
4∑

m=1

Pm(x, y, z)em + i
4∑

m=1

Qm(x, y, z)em, (3.2)

äå (x, y, z) ∈ Σ , Uk : Σ → R, Vk : Σ → R i Pm : Σ → R, Qm : Σ → R ,

âèçíà÷èìî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî Σζ ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôîðìîþ σ :=

dydz + i2dzdx+ i3dxdy ðiâíiñòþ∫
Σζ

ϕ(ζ)σ ψ(ζ) :=

=
4∑

k,m=1

ekem

∫
Σ

(
Uk Pm − VkQm

)
dydz+

4∑
k,m=1

eki2em

∫
Σ

(
Uk Pm − VkQm

)
dzdx+

+
4∑

k,m=1

eki3em

∫
Σ

(
Uk Pm − VkQm

)
dxdy+ i

4∑
k,m=1

ekem

∫
Σ

(
Vk Pm + UkQm

)
dydz+

+i
4∑

k,m=1

eki2em

∫
Σ

(
Vk Pm + UkQm

)
dzdx+ i

4∑
k,m=1

eki3em

∫
Σ

(
Vk Pm + UkQm

)
dxdy.

(3.3)

Äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) ñïðà-

âåäëèâi àíàëîãè ðÿäó êëàñè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì, çîêðåìà, iíòåãðàëüíi

òåîðåìè Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî i êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëiâ.

Ïðèíöèïîâîþ äëÿ îòðèìàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ òåîðåìà 2.3.10, ç ÿêî¨

âèïëèâà¹, ùî G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ ¹ G -ìîíîãåííèì íåñêií÷åííó

êiëüêiñòü ðàçiâ. Òîìó äî G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði H(C) ìî-

æóòü áóòè çàñòîñîâàíi ïåâíi àíàëîãè êëàñè÷íèõ ôîðìóë Ãàóñà � Îñòðî-

ãðàäñüêîãî òà Ñòîêñà.

×åðåç ∂Ωζ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìåæó îáëàñòi Ωζ . Â íàñòóïíié òåîðåìi

äîâåäåíî àíàëîã ôîðìóëè Ãàóñà � Îñòðîãðàäñüêîãî â àëãåáði H(C).

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó

êóñêîâî-ãëàäêó ìåæó ∂Ωζ , à íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ωζ → H(C) i

ψ : Ωζ → H(C) ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â



76

îáëàñòi Ωζ , ÿêi íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó ∂Ωζ . Òîäi∫
∂Ωζ

ϕ(ζ)σ ψ(ζ) =

=

∫
Ωζ

(
∂ (ϕ i1 ψ)

∂x
+
∂ (ϕ i2 ψ)

∂y
+
∂ (ϕ i3 ψ)

∂z

)
dxdydz , (3.4)

äå σ := dydz + i2dzdx+ i3dxdy .

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâ-

íîñòi (3.3) ôîðìóëó Ãàóñà � Îñòðîãðàäñüêîãî [38, c. 378]:∫
∂Ωζ

ϕ(ζ)σ ψ(ζ) =

=
4∑

k,m=1

ekem

∫
Ω

(
∂Uk
∂x

Pm + Uk
∂Pm
∂x
− ∂Vk

∂x
Qm − Vk

∂Qm

∂x

)
dxdydz+

+
4∑

k,m=1

eki2em

∫
Ω

(
∂Uk
∂y

Pm + Uk
∂Pm
∂y
− ∂Vk

∂y
Qm − Vk

∂Qm

∂y

)
dxdydz+

+
4∑

k,m=1

eki3em

∫
Ω

(
∂Uk
∂z

Pm + Uk
∂Pm
∂z
− ∂Vk

∂z
Qm − Vk

∂Qm

∂z

)
dxdydz+

+i
4∑

k,m=1

ekem

∫
Ω

(
∂Vk
∂x

Pm + Vk
∂Pm
∂x

+
∂Uk
∂x

Qm + Uk
∂Qm

∂x

)
dxdydz+

+i
4∑

k,m=1

eki2em

∫
Ω

(
∂Vk
∂y

Pm + Vk
∂Pm
∂y

+
∂Uk
∂y

Qm + Uk
∂Qm

∂y

)
dxdydz+

+i
4∑

k,m=1

eki3em

∫
Ω

(
∂Vk
∂z

Pm + Vk
∂Pm
∂z

+
∂Uk
∂z

Qm + Uk
∂Qm

∂z

)
dxdydz =
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=

∫
Ωζ

(
∂ϕ

∂x
ψ + ϕ

∂ψ

∂x
+
∂ϕ

∂y
i2 ψ + ϕ i2

∂ψ

∂y
+
∂ϕ

∂z
i3 ψ + ϕ i3

∂ψ

∂z

)
dxdydz =

=

∫
Ωζ

(
∂

∂x
(ϕi1ψ) +

∂

∂y
(ϕi2ψ) +

∂

∂z
(ϕi3ψ)

)
dxdydz.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåïåð íàñëiäêîì òåîðåìè 3.1.1 i óìîâ (2.12), (2.13) ¹ íàñòóïíå òâåðäæå-

ííÿ.

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 ìà¹ çàìêíåíó êóñêîâî-

ãëàäêó ìåæó ∂Ωζ , âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) � ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à

Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G -ìîíîãåííå â Ωζ , i âîíè ðàçîì iç ñâî¨ìè ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæó

∂Ωζ . Òîäi ∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) =

=

∫
Ωζ

[
Φ̂′(ζ)(1 + i22 + i23)Φ(ζ) + Φ̂(ζ)(1 + i22 + i23)Φ

′(ζ)
]
dxdydz. (3.5)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (3.5) ¹ íàñëiäêîì ôîðìóëè (3.4) ç âèêîðèñòàí-

íÿì ñïiââiäíîøåíü (2.38), (2.39) i àíàëîãiâ óìîâ Êîøi � Ðiìàíà (2.12), (2.13):∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) =

=

∫
Ωζ

(
Φ̂′Φ + Φ̂ Φ′ + Φ̂′ i22 Φ + Φ̂ i22 Φ′ + Φ̂′ i23 Φ + Φ̂ i23 Φ′

)
dxdydz =

=

∫
Ωζ

[
(Φ̂′ + Φ̂′ i22 + Φ̂′ i23) Φ + Φ̂(Φ′ + i22 Φ′ + i23 Φ′

]
dxdydz =

=

∫
Ωζ

[
Φ̂′ (1 + i22 + i23) Φ + Φ̂(1 + i22 + i23) Φ′

]
dxdydz.
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Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.1.1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.1.2 i äîäàòêîâîìó

ïðèïóùåííi 1 + i22 + i23 = 0 ðiâíiñòü (19) íàáóâà¹ âèãëÿäó∫
∂Ωζ

Φ̂(ζ)σΦ(ζ) = 0.

3.2. Òåîðåìà Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà

Âñòàíîâèìî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî ií-

òåãðàëà âiä ïðàâî-G -âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G -âiäîáðàæåííÿ

Φ̂ : Ωζ → H(C) â îáëàñòi Ωζ .

Íåõàé γζ � æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â E3 . Âèçíà÷èìî iíòåãðàë

ïî êðèâié γζ âiä íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)

âèãëÿäó (3.1) i (3.2), âiäïîâiäíî, äå (x, y, z) ∈ γ , Uk : γ → R, Vk : γ → R i

Pm : γ → R, Qm : γ → R , ðiâíiñòþ∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) :=

=
4∑

k,m=1

ekem

∫
γ

(
Uk Pm − VkQm

)
dx+

4∑
k,m=1

eki2em

∫
γ

(
Uk Pm − VkQm

)
dy+

+
4∑

k,m=1

eki3em

∫
γ

(
Uk Pm − VkQm

)
dz + i

4∑
k,m=1

ekem

∫
γ

(
Vk Pm − UkQm

)
dx+

+i
4∑

k,m=1

eki2em

∫
γ

(
Vk Pm − UkQm

)
dy + i

4∑
k,m=1

eki3em

∫
γ

(
Vk Pm − UkQm

)
dz,

(3.6)

äå dζ := dx+ i2dy + i3dz .

Â íàñòóïíié òåîðåìi äîâåäåíî àíàëîã ôîðìóëè Ñòîêñà â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)

íåïåðåðâíi ðàçîì iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â îáëàñòi Ωζ
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i Σζ � äîâiëüíà êóñêîâî-ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Ωζ çi ñïðÿìëþâàíèì æîðäà-

íîâèì êðà¹ì γζ . Òîäi∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

∫
Σζ

(
∂ϕ

∂x
i2 ψ + ϕ i2

∂ψ

∂x
− ∂ϕ

∂y
ψ − ϕ ∂ψ

∂y

)
dxdy+

+

(
∂ϕ

∂y
i3 ψ + ϕ i3

∂ψ

∂y
− ∂ϕ

∂z
i2 ψ − ϕ i2

∂ψ

∂z

)
dydz+

+

(
∂ϕ

∂z
ψ + ϕ

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂x
i3 ψ − ϕ i3

∂ψ

∂x

)
dzdx. (3.7)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è äî êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ â ïðàâié ÷àñòèíi

ðiâíîñòi (3.6) ôîðìóëó Ñòîêñà [38, ñ. 338], îòðèìó¹ìî∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

=
4∑

k,m=1

ekem

∫
Σ

(
∂Uk
∂z

Pm + Uk
∂Pm
∂z
− ∂Vk

∂z
Qm − Vk

∂Qm

∂z

)
dxdz−

−
(
∂Uk
∂y

Pm + Uk
∂Pm
∂y
− ∂Vk

∂y
Qm − Vk

∂Qm

∂y

)
dxdy+

+
4∑

k,m=1

eki2em

∫
Σ

(
∂Uk
∂x

Pm + Uk
∂Pm
∂x
− ∂Vk

∂x
Qm − Vk

∂Qm

∂x

)
dxdy−

−
(
∂Uk
∂z

Pm + Uk
∂Pm
∂z
− ∂Vk

∂z
Qm − Vk

∂Qm

∂z

)
dydz+

+
4∑

k,m=1

eki3em

∫
Σ

(
∂Uk
∂y

Pm + Uk
∂Pm
∂y
− ∂Vk

∂y
Qm − Vk

∂Qm

∂y

)
dydz−

−
(
∂Uk
∂x

Pm + Uk
∂Pm
∂x
− ∂Vk

∂x
Qm − Vk

∂Qm

∂x

)
dzdx+
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+i
4∑

k,m=1

ekem

∫
Σ

(
∂Vk
∂z

Pm + Vk
∂Pm
∂z
− ∂Uk

∂z
Qm − Uk

∂Qm

∂z

)
dxdz−

−
(
∂Uk
∂y

Pm + Uk
∂Pm
∂y
− ∂Vk

∂y
Qm − Vk

∂Qm

∂y

)
dxdy+

+
4∑

k,m=1

eki2em

∫
Σ

(
∂Vk
∂x

Pm + Vk
∂Pm
∂x
− ∂Uk

∂x
Qm − Uk

∂Qm

∂x

)
dxdy−

−
(
∂Vk
∂z

Pm + Vk
∂Pm
∂z
− ∂Uk

∂z
Qm − Uk

∂Qm

∂z

)
dydz+

+
4∑

k,m=1

eki3em

∫
Σ

(
∂Vk
∂y

Pm + Vk
∂Pm
∂y
− ∂Uk

∂y
Qm − Uk

∂Qm

∂y

)
dydz−

−
(
∂Vk
∂x

Pm + Vk
∂Pm
∂x
− ∂Uk

∂x
Qm − Uk

∂Qm

∂x

)
dzdx =

=

∫
Σζ

(
∂ϕ

∂x
i2 ψ + ϕ i2

∂ψ

∂x
− ∂ϕ

∂y
ψ − ϕ ∂ψ

∂y

)
dxdy+

+

(
∂ϕ

∂y
i3 ψ + ϕ i3

∂ψ

∂y
− ∂ϕ

∂z
i2 ψ − ϕ i2

∂ψ

∂z

)
dydz+

+

(
∂ϕ

∂z
ψ + ϕ

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂x
i3 ψ − ϕ i3

∂ψ

∂x

)
dzdx.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðà-

æåíü, ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.7) ðiâíà íóëþ.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ →
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H(C) , à γζ � ñïðÿìëþâàíà æîðäàíîâà ìåæà äåÿêî¨ êóñêîâî-ãëàäêî¨ ïî-

âåðõíi â Ωζ . Òîäi ∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (3.8)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.7) i óìîâè (2.12), (2.13),

îòðèìó¹ìî:∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
Σζ

(
∂Φ̂

∂x
i2 Φ + Φ̂ i2

∂Φ

∂x
− ∂Φ̂

∂y
Φ− Φ̂

∂Φ

∂y

)
dxdy+

+

(
∂Φ̂

∂y
i3 Φ + Φ̂ i3

∂Φ

∂y
− ∂Φ̂

∂z
i2 Φ− Φ̂ i2

∂Φ

∂z

)
dydz+

+

(
∂Φ̂

∂z
Φ + Φ̂

∂Φ

∂z
− ∂Φ̂

∂x
i3 Φ− Φ̂ i3

∂Φ

∂x

)
dzdx =

=

∫
Σζ

(
Φ̂′(ζ) i2 Φ(ζ) + Φ̂(ζ) i2 Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) i2 Φ(ζ)− Φ̂(ζ) i2 Φ′(ζ)

)
dxdy+

+
(

Φ̂′(ζ) i2i3 Φ(ζ) + Φ̂(ζ) i3i2 Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) i3i2 Φ(ζ)− Φ̂(ζ) i2i3 Φ′(ζ)
)
dydz+

+
(

Φ̂′(ζ) i3 Φ(ζ) + Φ̂(ζ) i3 Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) i3 Φ(ζ)− Φ̂(ζ) i3 Φ′(ζ)
)
dzdx = 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Áóäåìî ðîçóìiòè òðèêóòíèê 4ζ ÿê ïëîñêó ôiãóðó, ÿêà îáìåæåíà òðüî-

ìà âiäðiçêàìè, ùî ç'¹äíóþòü òðè éîãî âåðøèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∂4ζ ãðà-

íèöþ òðèêóòíèêà 4ζ ó âiäíîñíié òîïîëîãi¨ ïëîùèíè öüîãî òðèêóòíèêà.

Îñêiëüêè êîæåí òðèêóòíèê 4ζ ⊂ Ωζ ìîæå áóòè âêëþ÷åíèé â îïóêëó

ïiäìíîæèíó îáëàñòi Ωζ , òî íàñëiäêîì òåîðåìè 3.2.2 ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.2.1. ßêùî îáëàñòü Ωζ îïóêëà â E3 , âiäîáðàæåííÿ Φ :

Ωζ → H(C) ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ → H(C) � ëiâî-G -ìîíîãåííå

â Ωζ , òî äëÿ äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà 4ζ , çàìèêàííÿ ÿêîãî ìiñòèòüñÿ â

îáëàñòi Ωζ , ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
∂4ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0,
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äå ∂4ζ � ìåæà òðèêóòíèêà 4ζ .

Äëÿ óçàãàëüíåííÿ àíàëîãà òåîðåìè Êîøi íà âèïàäîê ñïðÿìëþâàíî¨

êðèâî¨, ÿêà íå ¹ ìåæåþ êóñêîâî-ãëàäêî¨ ïîâåðõíi, äîâåäåìî äîïîìiæíi ëåìè.

Äëÿ öüîãî çðîáèìî ïîïåðåäíi çàóâàæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó H̃(R) ç áàçèñîì {en, ien}4
n=1 íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë R , ÿêà içîìîðôíà àëãåáði H(C) íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C .

Î÷åâèäíî, ùî â àëãåáði H̃(R) iñíó¹ áàçèñ {in}8
n=1 , äå âåêòîðè i1, i2, i3 òi

æ, ùî i â ñïiââiäíîøåííÿõ (2.4).

Äëÿ åëåìåíòà a :=
8∑

n=1
anin, an ∈ R , âèçíà÷èìî åâêëiäîâó íîðìó

‖a‖ :=

√√√√ 8∑
n=1

a2
n .

Âiäïîâiäíî, ‖ζ‖ =
√
x2 + y2 + z2 i ‖i1‖ = ‖i2‖ = ‖i3‖ = 1.

Â ñèëó òåîðåìè ïðî åêâiâàëåíòíiñòü íîðì (äèâ., íàïðèêëàä, [39, ñ. 60]),

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b :=
4∑

n=1
(b1n + ib2n)en, b1n, b2n ∈ R , âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi

|b1n + ib2n| ≤

√√√√ 4∑
n=1

(b2
1n + b2

2n) ≤ c‖b‖, (3.9)

äå c � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä b .

Ëåìà 3.2.1. ßêùî γζ � çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà,

à âiäîáðàæåííÿ ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C) íåïåðåðâíi, òî∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤ c

∫
γζ

‖ϕ(ζ)‖‖dζ‖‖ψ(ζ)‖, (3.10)

äå c � àáñîëþòíà äîäàòíà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ âiäîáðàæåíü ϕ i ψ ó

âèãëÿäi (3.1) i (3.2) âiäïîâiäíî, îòðèìó¹ìî îöiíêó∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤
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≤
4∑

k,m=1

‖ekem‖
∫
γ

|Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)| · |Pm(x, y, z) + iQm(x, y, z)| dx+

+
4∑

k,m=1

‖eki2em‖
∫
γ

|Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)| · |Pm(x, y, z) + iQm(x, y, z)| dy+

+
4∑

k,m=1

‖eki3em‖
∫
γ

|Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)| · |Pm(x, y, z) + iQm(x, y, z)| dz.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.9) i íåðiâíîñòi ‖ekisem‖ ≤ cs, s = 1, 2, 3 , äå cs �

àáñîëþòíi äîäàòíi ñòàëi, îòðèìó¹ìî îöiíêó (3.10). Ëåìó äîâåäåíî.

Çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ âiäïîâiäíî¨ ëåìè äëÿ ôóíêöi¨, ÿêà çàäàíà â êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi (äèâ., íàïðèêëàä, [34]), äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíi íåïåðåðâíi

âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ωζ → H(C) i ψ : Ωζ → H(C) , à γζ � ñïðÿìëþâàíà

êðèâà â Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ëàìàíà Λζ ⊂ Ωζ , âåðøèíè

ÿêî¨ ëåæàòü íà êðèâié γζ , òàêà, ùî∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ < ε. (3.11)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó îáëàñòü ∆ζ ⊂ Ωζ , ÿêà ìiñòèòü âñå-

ðåäèíi êðèâó γζ . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ϕ i ψ íåïåðåðâíi â êîæíié òî÷öi

îáëàñòi ∆ζ , òî âîíè ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi â öié îáëàñòi. Êðiì òîãî, ¨õ äî-

áóòîê òàêîæ ¹ âiäîáðàæåííÿì ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì â öié îáëàñòi. Òîáòî,

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ(ε) òàêå, ùî

‖ϕ(ζ ′)ψ(ζ ′)− ϕ(ζ ′′)ψ(ζ ′′)‖ < ε1, (3.12)

ÿêùî ‖ζ ′−ζ ′′‖ < δ(ε) , ïðè÷îìó ζ ′, ζ ′′ � äîâiëüíi òî÷êè îáëàñòi ∆ζ . Áiëüøå

òîãî, çà òèõ æå ïðèïóùåíü, ñïðàâåäëèâi i íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

‖ϕ(ζ ′) i2 ψ(ζ ′)− ϕ(ζ ′′) i2 ψ(ζ ′′)‖ < ε2, (3.13)

‖ϕ(ζ ′) i3 ψ(ζ ′)− ϕ(ζ ′′) i3 ψ(ζ ′′)‖ < ε3. (3.14)
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Ðîçiá'¹ìî êðèâó γζ íà n äóã Q0
ζ , Q

1
ζ , . . . , Q

n−1
ζ òàê, ùîá äîâæèíà

êîæíî¨ ç íèõ áóëà ìåíøîþ çà δ i âïèøåìî â êðèâó γζ ëàìàíó Λζ òàê, ùîá ¨¨

ëàíêè L0
ζ , L

1
ζ , . . . , L

n−1
ζ ñòÿãóâàëè öi äóãè. Âåðøèíè ëàìàíî¨ Λζ ïîçíà÷èìî

÷åðåç ζ0, ζ1, . . . , ζn−1, ζn . Îñêiëüêè äîâæèíà êîæíî¨ äóãè Qk
ζ ìåíøà çà δ ,

òî âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà òî÷êàìè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ äóãè òèì ïà÷å

ìåíøà çà δ . Òå æ ñàìå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëàíîê Lkζ .

Ïîðiâíÿ¹ìî òåïåð çíà÷åííÿ iíòåãðàëà ïî êðèâié γζ çi çíà÷åííÿì òî-

ãî æ iíòåãðàëà âçäîâæ ëàìàíî¨ Λζ . Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ñóìó, ùî ¹

íàáëèæåíèì çíà÷åííÿì iíòåãðàëà
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) :

S := ϕ(ζ0) ∆ζ0 ψ(ζ0) +ϕ(ζ1) ∆ζ1 ψ(ζ1) + · · ·+ϕ(ζn−1) ∆ ζn−1ψ(ζn−1) . (3.15)

Îñêiëüêè ∆ζk =
∫
Qkζ

dζ , òî ðiâíiñòü (3.15) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

S :=

∫
Q0
ζ

ϕ(ζ0) dζ ψ(ζ0) +

∫
Q1
ζ

ϕ(ζ1) dζ ψ(ζ1) + · · ·+
∫

Qn−1ζ

ϕ(ζn−1) dζ ψ(ζn−1).

(3.16)

Ç iíøîãî áîêó, iíòåãðàë
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè iíòå-

ãðàëiâ, âçÿòèõ ïî äóãàõ Qk
ζ :∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

∫
Q0
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)+

+

∫
Q1
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) + · · ·+
∫

Qn−1ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ). (3.17)

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ðiâíîñòåé (3.17) i (3.16):∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S =

∫
Q0
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− ϕ(ζ0) dζ ψ(ζ0)

)
+

+

∫
Q1
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−ϕ(ζ1) dζ ψ(ζ1)

)
+· · ·+

∫
Qn−1ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−ϕ(ζn−1) dζ ψ(ζn−1)

)
=
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=

∫
Q0

(
ϕ(ζ)ψ(ζ)− ϕ(ζ0)ψ(ζ0)

)
dx+

∫
Q0

(
ϕ(ζ) i2 ψ(ζ)− ϕ(ζ0) i2 ψ(ζ0)

)
dy+

+

∫
Q0

(
ϕ(ζ) i3 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i3 ψ(ζ0)

)
dz+· · ·+

∫
Qn−1

(
ϕ(ζ)ψ(ζ)−ϕ(ζ0)ψ(ζ0)

)
dx+

+

∫
Qn−1

(
ϕ(ζ) i2 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i2 ψ(ζ0)

)
dy+

∫
Qn−1

(
ϕ(ζ) i3 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i3 ψ(ζ0)

)
dz.

Îñêiëüêè íà êîæíié äóçi Qk
ζ ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (3.12) � (3.14), òî ìà¹ìî∥∥∥∥∥

∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥ < (ε1Q
0
x + ε2Q

0
y + ε3Q

0
z

)
+ . . .

. . .+
(
ε1 · Qn−1

x + ε2Q
n−1
y + ε3Q

n−1
z

)
< εQ0 + · · ·+ εQn−1 < εL, (3.18)

äå Qj
x, Q

j
y, Q

j
z � äîâæèíè ïðîåêöié äóãè Qj íà îñi Ox, Oy, Oz âiäïîâiäíî,

ε := max{ε1, ε2, ε3} i L � äîâæèíà êðèâî¨ γζ .

Àíàëîãi÷íî îöiíèìî ðiçíèöþ
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) − S . Îñêiëüêè ∆ζk =∫
Lkζ

dζ , òî ðiâíiñòü (3.15) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

S :=

∫
L0
ζ

ϕ(ζ0) dζ ψ(ζ0) +

∫
L1
ζ

ϕ(ζ1) dζ ψ(ζ1) + · · ·+
∫

Ln−1ζ

ϕ(ζn−1) dζ ψ(ζn−1).

(3.19)

Ç iíøîãî áîêó, iíòåãðàë
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè iíòå-

ãðàëiâ, âçÿòèõ ïî ëàíêàõ Lkζ :∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

=

∫
L0
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) +

∫
L1
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) + · · ·+
∫

Ln−1ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ). (3.20)

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ðiâíîñòåé (3.20) i (3.19):∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S =

∫
L0
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− ϕ(ζ0) dζ ψ(ζ0)

)
+
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+

∫
L1
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−ϕ(ζ1) dζ ψ(ζ1)

)
+· · ·+

∫
Ln−1ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−ϕ(ζn−1) dζ ψ(ζn−1)

)
=

=

∫
L0

(
ϕ(ζ)ψ(ζ)− ϕ(ζ0)ψ(ζ0)

)
dx+

∫
L0

(
ϕ(ζ) i2 ψ(ζ)− ϕ(ζ0) i2 ψ(ζ0)

)
dy+

+

∫
L0

(
ϕ(ζ) i3 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i3 ψ(ζ0)

)
dz+· · ·+

∫
Ln−1

(
ϕ(ζ)ψ(ζ)−ϕ(ζ0)ψ(ζ0)

)
dx+

+

∫
Ln−1

(
ϕ(ζ) i2 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i2 ψ(ζ0)

)
dy+

∫
Ln−1

(
ϕ(ζ) i3 ψ(ζ)−ϕ(ζ0) i3 ψ(ζ0)

)
dz.

Îñêiëüêè íà êîæíié ëàíöi Lkζ ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (3.12) � (3.14), òî

ìà¹ìî ∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥ < (ε1 L
0
x + ε2 L

0
y + ε3 L

0
z

)
+ . . .

. . .+
(
ε1 · Ln−1

x + ε2 L
n−1
y + ε3 L

n−1
z

)
< εL0 + · · ·+ εLn−1 < εL, (3.21)

äå Ljx, L
j
y, L

j
z � äîâæèíè ïðîåêöié ëàìàíî¨ Lj íà îñi Ox, Oy, Oz âiäïî-

âiäíî, ε := max{ε1, ε2, ε3} i L � äîâæèíà êðèâî¨ γζ .

Ç íåðiâíîñòåé (3.18) i (3.21) îòðèìó¹ìî∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥S −
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ < 2εL.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåïåð, ç âèêîðèñòàííÿì íàñëiäêó 3.2.1 i ëåìè 3.2.2, äîâîäèòüñÿ íàñòó-

ïíèé àíàëîã òåîðåìè Êîøi äëÿ äîâiëüíî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ â îïóêëié

îáëàñòi.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé â îïóêëié îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíå ïðàâî-G -

ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåí-

íÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨

êðèâî¨ γζ ⊂ Ωζ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (3.8).
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Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ëåìè 3.2.2 âïèøåìî â êðèâó γζ ëàìàíó Λζ

òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü (3.11). Òîäi ëàìàíó Λζ ðîçiá'¹ìî äiàãî-

íàëÿìè íà òðèêóòíèêè. Îñêiëüêè îáëàñòü Ωζ îïóêëà, òî âñi îòðèìàíi òðè-

êóòíèêè ïîâíiñòþ ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi Ωζ . Çà íàñëiäêîì 3.2.1 iíòåãðàë ïî

êîæíîìó òðèêóòíèêó ðiâíèé íóëþ. Òîäi i iíòåãðàë ïî ëàìàíié ðiâíèé íóëþ:∫
Λζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (3.22)

Òåïåð íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåíü (3.11) i (3.22) ¹ ðiâíiñòü (3.8). Òåîðåìó äî-

âåäåíî.

Ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ îáëàñòi Ωζ àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi

äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ òåîðåìè 3.2 ç ðîáîòè Å.Ê. Áëþìà [46].

Òåîðåìà 3.2.4. Íåõàé â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíi ïðàâî-G -ìîíîãåííå

âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ →
H(C) . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γζ ⊂
Ωζ , ãîìîòîïíî¨ òî÷öi îáëàñòi Ωζ , ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (3.8).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êðèâà γζ âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ ζ = φ(t), 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè öüîìó φ(0) = φ(1) = ζ0, i íåõàé γζ ãîìîòîïíà òî÷öi ζ0. Òîäi iñíó¹ íå-

ïåðåðâíå íà êâàäðàòi Q := [0, 1]× [0, 1] âiäîáðàæåííÿ H(s, t) äâîõ äiéñíèõ

çìiííèõ s i t çi çíà÷åííÿìè â îáëàñòi Ωζ òàêå, ùî

H(0, t) = φ(t), H(1, t) ≡ ζ0 ∀ t ∈ [0, 1],

H(s, 0) = H(s, 1) = ζ0 ∀ s ∈ [0, 1].

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ H íåïåðåðâíå íà êîìïàêòíié ìíîæèíi Q, òî

¨¨ îáðàç K := {H(s, t) : (s, t) ∈ Q} ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â Ωζ .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ := min
ζ ′∈K, ζ ′′∈∂Ωζ

||ζ ′ − ζ ′′||.

Âiäîáðàæåííÿ H ¹ òàêîæ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì íà ìíîæèíi Q. Öå

îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

∀ (s, t), (s′, t′) : |s′ − s| < δ, |t′ − t| < δ ⇒ ||H(s′, t′)−H(s, t)|| < ρ

2
. (3.23)
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Âèáåðåìî íàáið ÷èñåë 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi tj − tj−1 < δ, j = 1, 2, . . . , n, i ïîêëàäåìî s1 = t1. Ïðè j =

1, 2, . . . , n − 1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ζ0,j := H(0, tj), ζ1,j := H(s1, tj) i ÷åðåç Ljζ

âiäðiçîê ç ïî÷àòêîì â òî÷öi ζ0,j i êiíöåì â òî÷öi ζ1,j. Êðiì òîãî, ââåäåìî â

ðîçãëÿä êðèâó γ
[1]
ζ := {H(s1, t) : 0 ≤ t ≤ 1}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç γζ [ζ1, ζ2] äóãó æîðäàíîâî¨ îði¹íòîâàíî¨ êðèâî¨ γζ ç

ïî÷àòêîì â òî÷öi ζ1 i êiíöåì â òî÷öi ζ2 .

Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi (3.23) äóãè γζ [ζ0, ζ0,1], γ
[1]
ζ [ζ0, ζ1,1] i âiäðiçîê L1

ζ

ìiñòÿòüñÿ â êóëi S(ζ0) := {ζ ∈ E3 : ||ζ − ζ0|| < ρ}. Îñêiëüêè S(ζ0) ¹

îïóêëîþ ìíîæèíîþ i ìiñòèòüñÿ â Ωζ , òî ç òåîðåìè 3.8 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü∫
γζ [ζ0,ζ0,1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) +

∫
L1
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[1]
ζ [ζ0,ζ1,1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ). (3.24)

Ïðè j = 1, 2, . . . , n− 2 ç íåðiâíîñòi (3.23) âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâ-

íîñòi

||ζ − ζ0,j|| <
ρ

2
∀ ζ ∈ γζ [ζ0,j, ζ0,j+1],

||ζ − ζ1,j|| <
ρ

2
∀ ζ ∈ γ[1]

ζ [ζ1,j, ζ1,j+1], ||ζ1,j − ζ0,j|| <
ρ

2
,

âíàñëiäîê ÿêèõ äóãè γζ [ζ0,j, ζ0,j+1], γ
[1]
ζ [ζ1,j, ζ1,j+1], à òàêîæ âiäðiçêè

L1
ζ , L

j+1
ζ ìiñòÿòüñÿ â êóëi S(ζ0,j) := {ζ ∈ E3 : ||ζ − ζ0,j|| < ρ} ïðè

j = 1, 2, . . . , n − 2. Îñêiëüêè S(ζ0,j) ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ i ìiñòèòüñÿ â

Ωζ , òî ç òåîðåìè 3.2.3 âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

−
∫
Ljζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) +

∫
γζ [ζ0,j ,ζ0,j+1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)+

+

∫
Lj+1
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[1]
ζ [ζ1,j ,ζ1,j+1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) (3.25)

ïðè j = 1, 2, . . . , n− 2 .

Íàðåøòi, àíàëîãi÷íî äî ðiâíîñòi (3.24) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

−
∫

Ln−1ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)+

∫
γζ [ζ0,n−1,ζ0]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[1]
ζ [ζ1,n−1,ζ0]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ). (3.26)
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Äîäàâøè óñi ðiâíîñòi (3.24) � (3.26), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[1]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) (3.27)

Äàëi ïîêëàäåìî sj = tj i ââåäåìî â ðîçãëÿä êðèâó γ
[j]
ζ := {H(sj, t) :

0 ≤ t ≤ 1} ïðè j = 1, 2, . . . , n. Àíàëîãi÷íî äî ðiâíîñòi (3.27), îòðèìà¹ìî

ðiâíîñòi ∫
γ
[1]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[2]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = . . . =

∫
γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ).

Îòæå, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫
γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ),

äå êðèâà γ
[n]
ζ âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó, îñêiëüêè H(1, t) ≡ ζ0. Òåïåð î÷åâè-

äíîþ ðiâíiñòþ ∫
γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0

çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè íà êðèâó γζ , ðîçìiùåíó íà ìåæi îáëàñòi,

ïðè ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (3.8). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñõåìîþ äî-

âåäåííÿ òåîðåìè 4 ðîáîòè [31] äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé íà ìåæi ∂Ωζ çàäàíî çàìêíåíó æîðäàíîâó ñïðÿìëþâàíó êðèâó

γζ ≡ γζ(t), äå 0 ≤ t ≤ 1, ÿêà ãîìîòîïíà âíóòðiøíié òî÷öi ζ0 öi¹¨ îáëàñòi.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ H(s, t), íåïåðåðâíå íà êâàäðàòi [0, 1]×
[0, 1], òàêå, ùî H(0, t) = γζ(t), H(1, t) ≡ ζ0 i âñi êðèâi γsζ ≡ γsζ(t) := {ζ =

H(s, t) : 0 ≤ t ≤ 1} ïðè 0 < s < 1 ðîçìiùåíi â îáëàñòi Ωζ .

Ââåäåìî òàêîæ â ðîçãëÿä êðèâi Γtζ ≡ Γtζ(s) := {ζ = H(s, t) : 0 ≤ s ≤ 1}
i ïîçíà÷èìî ÷åðåç mes ëiíiéíó ìiðó Ëåáåãà íà ñïðÿìëþâàíié êðèâié.
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Òåîðåìà 3.2.5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â

çàìèêàííi Ωζ i ïðàâî-G -ìîíîãåííå, à Φ̂ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â çà-

ìèêàííi Ωζ i ëiâî-G -ìîíîãåííå â Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîð-

äàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γζ , ðîçìiùåíî¨ íà ìåæi ∂Ωζ i ãîìîòîïíî¨

âíóòðiøíié òî÷öi ζ0 ∈ Ωζ , äëÿ ÿêî¨ êðèâi ñiìåéñòâà {Γtζ : 0 ≤ t ≤ 1}
ñïðÿìëþâàíi i ìíîæèíà {mes γsζ : 0 ≤ s ≤ 1} îáìåæåíà, ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü (3.8).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε1 > 0 i ε2 > 0 . Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî ρ ∈(
0, 1

2 mes γζ
)
òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ζ1, ζ2 ∈ Ωζ iç óìîâè ‖ζ1 − ζ2‖ < 2ρ

âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi ∥∥∥Φ(ζ1)− Φ(ζ2)
∥∥∥ < ε1 , (3.28)∥∥∥Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2)
∥∥∥ < ε2 . (3.29)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ H(s, t) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà êâàäðàòi [0, 1]×
[0, 1] , òî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ s ∈ (0, δ) i t, t′ ∈ [0, 1] : |t− t′| < δ

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |H(0, t)−H(s, t′)| < ρ .

Íåõàé ÷èñëà 0 = t0 < t1 < . . . < tn < 1 òàêi, ùî äëÿ âiäïîâiäíèõ

òî÷îê ζ0,k := H(0, tk) êðèâî¨ γζ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

mes γζ [ζ0,k, ζ0,k+1] = ρ ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1,

mes γζ [ζ0,n, ζ0,0] ≤ ρ.

Î÷åâèäíî, ùî 2 ≤ n ≤
[

mes γζ
ρ

]
+ 1 .

Ââåäåìî â ðîçãëÿä òî÷êè ζs,k := H(s, tk) êðèâî¨ γsζ i êðèâi

Υs
[k] := γζ [ζ0,k, ζ0,k+1] ∪ Γ

tk+1

ζ [ζ0,k+1, ζs,k+1] ∪ γsζ [ζs,k+1, ζs,k] ∪ Γtkζ [ζs,k, ζ0,k]

ïðè k = 0, 1, . . . , n , äå ζs,n+1 := ζs,0 ïðè 0 ≤ s < 1 , ïîêëàäàþ÷è ïðè öüîìó,

ùî îði¹íòàöiÿ êðèâèõ Υs
[k] iíäóêîâàíà îði¹íòàöi¹þ êðèâî¨ γζ .

Íåõàé s ∈ (0, δ) . Îñêiëüêè ïðè âñiõ ζ ∈ Υs
[k] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖ζ− ζ0,k‖ ≤ 2ρ , òî, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3.2.4, ëåìó 3.2.1 i íåðiâíîñòi (3.28),

(3.29), îòðèìó¹ìî



91∥∥∥∥∥
∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

∫
Υs

[k]

(
Φ̂(ζ)− Φ̂(ζ0,k)

)
dζ
(

Φ(ζ)− Φ(ζ0,k)
)∥∥∥∥∥ ≤

≤ c
n∑
k=0

∫
Υs

[k]

∥∥∥Φ̂(ζ)− Φ̂(ζ0,k)
∥∥∥ ||dζ||∥∥∥Φ(ζ)− Φ(ζ0,k)

∥∥∥ ≤ cε1ε2

n∑
k=0

mesΥs
[k] ≤

≤ cε1ε2

(
mes γζ + mes γsζ + 2(n+ 1) max

k=0,n
mesΓtkζ [ζs,k, ζ0,k]

)
≤

≤Mε1ε2

(
1 +

1

ρ
max
k=0,n

mesΓtkζ [ζs,k, ζ0,k]

)
, (3.30)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ε1, ε2 i ρ .

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi (3.30) ïðè s → 0 , îòðèìó¹ìî

íåðiâíiñòü ∥∥∥∥∥
∫
γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤Mε1ε2,

ïåðåéøîâøè â ÿêié, ó ñâîþ ÷åðãó, äî ãðàíèöi ïðè ε1, ε2 → 0 , ïåðåêîíó¹ìîñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòi (3.8). Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.3. Òåîðåìà Ìîðåðà

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s[ζ1, ζ2] âiäðiçîê ç ïî÷àòêîì â òî÷öi ζ1 i êiíöåì â

òî÷öi ζ2.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãàìè òåîðåìè Ìîðåðà äëÿ âiäîáðàæåíü,

ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî âiäîáðàæåííÿ

Φ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â îáëàñòi Ωζ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0 (3.31)

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ

¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî â îáëàñòi Ωζ äåÿêó òî÷êó a . Ðîçãëÿíåìî

âiäîáðàæåííÿ

Ψ(ζ) :=

∫
s[a,ζ]

dτ Φ(τ)

i ïîêàæåìî, ùî âîíî ïðàâî-G -ìîíîãåííå â Ωζ , ïðè÷îìó

Ψ′(ζ) = Φ(ζ). (3.32)

Íåõàé h ∈ E3 i ε > 0 òàêå, ùî òðèêóòíèê 4ζ ç âåðøèíàìè a, ζ, ζ+εh

ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi Ωζ .

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ) =

∫
s[a,ζ+εh]

dτ Φ(τ)−
∫

s[a,ζ]

dτ Φ(τ) =

=

∫
s[a,ζ+εh]

dτ Φ(τ) +

∫
s[ζ,a]

dτ Φ(τ) +

∫
s[ζ+εh,ζ]

dτ Φ(τ)−
∫

s[ζ+εh,ζ]

dτ Φ(τ) =

=

∫
∂4ζ

dτ Φ(τ) +

∫
s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ) =

∫
s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ). (3.33)

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.33), ëåìó 3.2.1 i íåïåðåðâíiñòü âiäîáðà-

æåííÿ Φ , îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

∥∥∥∥∥Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ)

ε
− hΦ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫

s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ)

ε
− hΦ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

=
1

ε

∥∥∥∥∥
∫

s[ζ,ζ+εh]

dτ
(

Φ(τ)− Φ(ζ)
)∥∥∥∥∥ ≤ c

ε

∫
s[ζ,ζ+εh]

‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖‖dτ‖ ≤

≤ c

ε
sup

τ,ζ∈Ωζ , ‖τ−ζ‖≤ε
‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖

∫
s[ζ,ζ+εh]

‖dτ‖ ≤

≤ c ‖h‖ sup
τ,ζ∈Ωζ , ‖τ−ζ‖≤ε

‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖ → 0, ε→ 0. (3.34)
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Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.34) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ)

ε
= hΦ(ζ),

íàñëiäêîì ÿêî¨ ¹ ðiâíiñòü (3.32).

Îñêiëüêè â äîâiëüíîìó îêîëi òî÷êè ζ âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâîþ ïî-

õiäíîþ Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Ψ : Ωζ → H(C) , òî â ñèëó òåîðåìè 2.3.10, âiä-

îáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî âiäîáðàæåííÿ

Φ̂ : Ωζ → H(C) íåïåðåðâíå â îáëàñòi Ωζ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂4ζ

Φ̂(ζ) dζ = 0 (3.35)

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ̂

¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

3.4. Iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi

òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäêîì ïðåäñòàâëåííÿ (2.30) i ïðàâèë ìíîæåííÿ (2.1) ¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Íåõàé òàêîæ â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíå

ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) , à γζ ⊂ Ωζ � äîâiëüíà

ñïðÿìëþâàíà êðèâà. Òîäi∫
γζ

dζ Φ(ζ) = e1

∫
γ1

F1(ξ1)dξ1 + e2

∫
γ2

F2(ξ2)dξ2+

+e3

∫
γ1

F3(ξ1)dξ1 + e4

∫
γ2

F4(ξ2)dξ2 , (3.36)
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äå γ1, γ2 � îáðàçè êðèâî¨ γζ ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 , à

F1, F2, F3, F4 � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â ðiâíîñòi (2.30).

Àíàëîãi÷íî íàñëiäêîì ïðåäñòàâëåííÿ (2.32) i ïðàâèë ìíîæåííÿ (2.1) ¹

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.4.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Íåõàé òàêîæ â îáëàñòi Ωζ âèçíà÷åíå

ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) , à γζ ⊂ Ωζ � äîâiëüíà

ñïðÿìëþâàíà êðèâà. Òîäi∫
γζ

Φ̂(ζ)dζ = e1

∫
γ1

F̂1(ξ1)dξ1 + e2

∫
γ2

F̂2(ξ2)dξ2+

+e3

∫
γ2

F̂3(ξ2)dξ2 + e4

∫
γ1

F̂4(ξ1)dξ1 , (3.37)

äå γ1, γ2 � îáðàçè êðèâî¨ γζ ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëàìè f1, f2 , à

F̂1, F̂2, F̂3, F̂4 � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â ðiâíîñòi (2.32).

Íåõàé ζ = ξ1e1 + ξ2e2 ∈ E3 . Îáåðíåíèé åëåìåíò ζ
−1 ìà¹ âèãëÿä

ζ−1 =
1

ξ1
e1 +

1

ξ2
e2 (3.38)

i iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ξ1 6= 0 i ξ2 6= 0 .

Íåõàé ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 � ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 . Â îêîëi

ζ0 , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â Ωζ , âiçüìåìî êîëî C(ζ0) ç öåíòðîì â òî÷öi ζ0 . ×åðåç

Ck ⊂ C ïîçíà÷èìî îáðàç êîëà C(ζ0) ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëîì fk ,

k = 1, 2 .

Ââàæàòèìåìî, ùî êîëî C(ζ0) îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ0+ζ : ζ ∈ L1
ζ∪L2

ζ} .
Öå îçíà÷à¹, ùî Ck ¹ ìåæåþ äåÿêî¨ îáëàñòi D′k i ξk0 ∈ D′k , k = 1, 2 .

Áóäåìî êàçàòè, ùî êðèâà γζ ⊂ Ωζ îõîïëþ¹ îäèí ðàç ìíîæèíó {ζ0+ζ :

ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} , ÿêùî iñíó¹ êîëî C(ζ0) , ÿêå îõîïëþ¹ âêàçàíó ìíîæèíó i

ãîìîòîïíå êðèâié γζ â îáëàñòi Ωζ \ {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .
Â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ âñòàíîâëåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êî-

øi äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â îáëàñòi Ωζ .
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Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

Φ(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ),

äå γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ , ÿêà îõîïëþ¹ îäèí

ðàç ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êðèâà γζ ãîìîòîïíà êîëó C(ζ0) â îáëàñòi Ωζ \
{ζ0 + ζ : ζ ∈ L1

ζ ∪ L2
ζ} , òî ç òåîðåìè 3.2.4 âèïëèâà¹, ùî

1

2πi

∫
γζ

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ) =

1

2πi

∫
C(ζ0)

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ).

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (3.38), ëåìó 3.4.1 òà iíòå-

ãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Fn, n = 1, 2, 3, 4 , îòðè-

ìó¹ìî òàêi ðiâíîñòi:

1

2πi

∫
C(ζ0)

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ) =

= e1
1

2πi

∫
C1

F1(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1 + e2

1

2πi

∫
C2

F2(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2+

+e3
1

2πi

∫
C1

F3(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1 + e4

1

2πi

∫
C2

F4(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2 =

= F1

(
ξ10

)
e1 + F2

(
ξ20

)
e2 + F3

(
ξ10

)
e3 + F4

(
ξ20

)
e4 = Φ(ζ0),

äå ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.4.2. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

Φ̂(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

Φ̂(ζ)(ζ − ζ0)
−1dζ,
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äå γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ , ÿêà îõîïëþ¹ îäèí

ðàç ìíîæèíó {ζ0 + ζ : ζ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .

3.5. Ñòåïåíåâi ðÿäè äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

Ðîçãëÿäàþ÷è ïèòàííÿ ïðî ðîçêëàä G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â

ñòåïåíåâèé ðÿä (ðÿä Òåéëîðà), áóäåìî ââàæàòè îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îáìå-

æåíîþ.

Íåõàé ζ0 = x0i1 + y0i2 + z0i3 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ .

Ïîñòàâèìî ¨é ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ξ10 = f1(ζ0) =

x0 + a1y0 + b1z0 i ξ20 = f2(ζ0) = x0 + a2y0 + b2z0, äå ak, bk � êîåôiöi¹íòè

ðîçêëàäó (2.4) ïðè k = 1, 2 .

Ïîçíà÷èìî R0 := min
ζ∈∂Ωζ

‖ζ−ζ0‖ , äå ÷åðåç ∂Ωζ ïîçíà÷åíî ìåæó îáëàñòi

Ωζ ⊂ E3 . Ðîçãëÿíåìî êóëþ Θ(ζ0, R0) := {ζ ∈ E3 : ‖ζ − ζ0‖ < R0} ⊂ E3

ðàäióñà R0 ç öåíòðîì â òî÷öi ζ0 , à ÷åðåç G1 i G2 ïîçíà÷èìî îáëàñòi â C ,

íà ÿêi êóëÿ Θ(ζ0, R0) âiäîáðàæà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëàìè f1 i f2 âiäïîâiäíî.

Íåõàé R := min
{
R0 , min

τ1∈∂G1

|τ1 − ξ10| , min
τ2∈∂G2

|τ2 − ξ20|
}
, äå ÷åðåç ∂G1 i

∂G2 ïîçíà÷åíî ìåæi îáëàñòåé G1 i G2 âiäïîâiäíî. ×åðåç U(ξ10, R) := {ξ1 ∈
C : |ξ1 − ξ10| < R}, U(ξ20, R) := {ξ2 ∈ C : |ξ2 − ξ20| < R} ïîçíà÷èìî êðóãè

ðàäióñà R â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç öåíòðàìè â òî÷êàõ ξ10 i ξ20 âiäïîâiäíî.

Áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ñïîñîáó ðîçêëàäó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ùî

áàçó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi ÿäðà Êîøi â ðÿä (äèâ., íàïðèêëàä, [40, ñ. 94]), äî

ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) , äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè

éîãî ðîçêëàä â ñòåïåíåâèé ðÿä

Φ(ζ) =
∞∑
n=0

(ζ − ζ0)
npn, (3.39)

à äî ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) � ðîçêëàä â ñòå-

ïåíåâèé ðÿä

Φ̂(ζ) =
∞∑
n=0

p̂n(ζ − ζ0)
n (3.40)
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â êóëi ç öåíòðîì ó ôiêñîâàíié òî÷öi ζ0 ∈ Ωζ ðàäióñà ìåíøîãî, íiæ âiäñòàíü

âiä òî÷êè ζ0 äî ìåæi ∂Ωζ . Òóò

pn =
Φ(n)(ζ0)

n!
=

1

2πi

∫
γζ

(
(τ − ζ0)

−1
)n+1

dτ Φ(τ);

p̂n =
Φ̂(n)(ζ0)

n!
=

1

2πi

∫
γζ

Φ̂(τ)
(

(τ − ζ0)
−1
)n+1

dτ,

à γζ � äîâiëüíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ , ÿêà îõîïëþ¹ îäèí

ðàç ìíîæèíó {ζ0+ζ : ζ ∈ L1
ζ∪L2

ζ} i ëåæèòü â êóëi, ÿêà ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â

îáëàñòi Ωζ . Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî â íåðiâíîñòi ‖ab‖ ≤ c ‖a‖‖b‖ êîíñòàíòà
c íå ìîæå áóòè çàìiíåíà îäèíèöåþ.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (2.30) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðîçêëàä

ïðàâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â ñòåïåíåâèé ðÿä (3.39), à ïðåäñòàâëå-

ííÿ (2.32) � ðîçêëàä ëiâî-G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â ñòåïåíåâèé ðÿä

(3.40) â îáëàñòi

B(ζ0, R) := {ζ ∈ E3 : f1(ζ) ∈ U(ξ10, R) , f2(ζ) ∈ U(ξ20, R)}.

Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ îáëàñòü B(ζ0, R) îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ i

L2
ζ , òî ïðàâî-G -ìîíîãåííå â B(ζ0, R) âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(2.30), à ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ � ó âèãëÿäi (2.32).

Òåîðåìà 3.5.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) ¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Òîäi â îáëàñòi

B(ζ0, R) âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.39), â ÿêîìó

pn = ane1 + bne2 + cne3 + dne4 (3.41)

i an , bn , cn , dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑
n=0

an(ξ1 − ξ10)
n, F2(ξ2) =

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
n,

F3(ξ1) =
∞∑
n=0

cn(ξ1 − ξ10)
n, F4(ξ2) =

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
n,

(3.42)
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ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðåäñòàâëåííi (2.30) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ B(ζ0, R) .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ó ïðåäñòàâëåííi (2.30) ôóíêöi¨ F1, F3 àíàëiòè-

÷íi â êðóçi U(ξ10, R) , à ôóíêöi¨ F2 , F4 àíàëiòè÷íi â êðóçi U(ξ20, R) , òî ó

âiäïîâiäíèõ êðóãàõ ðÿäè (3.42) àáñîëþòíî çáiæíi. Òîäi ïðè âñiõ ζ ∈ B(ζ0, R)

ðiâíiñòü (2.30) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Φ(ζ) =
∞∑
n=0

an(ξ1 − ξ10)
ne1 +

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
ne2+

+
∞∑
n=0

cn(ξ1 − ξ10)
ne3 +

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
ne4.

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

(ζ − ζ0)
ne1 = (ξ1 − ξ10)

ne1, (ζ − ζ0)
ne2 = (ξ2 − ξ20)

ne2,

(ζ − ζ0)
ne3 = (ξ1 − ξ10)

ne3, (ζ − ζ0)
ne4 = (ξ2 − ξ20)

ne4

(3.43)

äëÿ âñiõ ζ ∈ E3 i n = 0, 1, . . . , ïðèõîäèìî äî ðîçêëàäó (3.39), êîåôiöi-

¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (3.41), ïðè öüîìó ðÿä (3.39) àáñîëþòíî

çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi B(ζ0, R) . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C , âiäîáðàæåííÿ Φ̂ :

Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Òîäi â îáëàñòi

B(ζ0, R) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.40), â ÿêîìó

p̂n = âne1 + b̂ne2 + ĉne3 + d̂ne4 (3.44)

i ân , b̂n , ĉn , d̂n � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Òåéëîðà ôóíêöié

F̂1(ξ1) =
∞∑
n=0

ân(ξ1 − ξ10)
n, F̂2(ξ2) =

∞∑
n=0

b̂n(ξ2 − ξ20)
n,

F̂3(ξ2) =
∞∑
n=0

ĉn(ξ2 − ξ20)
n, F̂4(ξ1) =

∞∑
n=0

d̂n(ξ1 − ξ10)
n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðåäñòàâëåííi (2.32) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïðè ζ ∈ B(ζ0, R) .
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Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 i ïðèéìàþòü

çíà÷åííÿ â àëãåáði H(C) .

Òåîðåìà 3.5.3. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî äâà ïðàâî-G -

ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ Φ1 : Ωζ → H(C) i Φ2 : Ωζ → H(C) â äîâiëüíié

îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 ñïiâïàäàþòü â äåÿêîìó îêîëi äîâiëüíî¨ âíóòðiøíüî¨ òî-

÷êè îáëàñòi Ωζ , òî âîíè òîòîæíî ðiâíi ó âñié îáëàñòi Ωζ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â îêîëi ω(ζ0, R) := {ζ ∈ E3 : ‖ζ − ζ0‖ < R}
äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ1(ζ) ≡ Φ2(ζ). (3.45)

Îñêiëüêè êóëÿ ω(ζ0, R) ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ, òî äëÿ âiäîáðàæåíü Φ1,Φ2

ñïðàâåäëèâi ïîäàííÿ âèãëÿäó (2.30):

Φ1(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4 ,

Φ2(ζ) = H1(ξ1)e1 +H2(ξ2)e2 +H3(ξ1)e3 +H4(ξ2)e4 .

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.45) âèïëèâàþòü íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

F1 ≡ H1, F3 ≡ H3 â îáëàñòi f1

(
ω(ζ0, R)

)
, (3.46)

F2 ≡ H2, F4 ≡ H4 â îáëàñòi f2

(
ω(ζ0, R)

)
. (3.47)

Çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [40, ñ. 104]), ðiâíîñòi (3.46) ñïðàâåäëèâi âñþäè â îáëàñòi f1(Ωζ) ,

à ðiâíîñòi (3.47) � âñþäè â îáëàñòi f2(Ωζ) . Öå i îçíà÷à¹, âðàõîâóþ÷è ¹äè-

íiñòü ðîçêëàäó çà áàçèñîì, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.45) ñïðàâåäëèâå âñþäè â

îáëàñòi Ωζ . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà i äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðà-

æåíü.

Òåîðåìà 3.5.4. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî äâà ëiâî-G -

ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ Φ̂1 : Ωζ → H(C) , Φ̂2 : Ωζ → H(C) â äîâiëü-

íié îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 ñïiâïàäàþòü â äåÿêîìó îêîëi äîâiëüíî¨ âíóòðiøíüî¨

òî÷êè îáëàñòi Ωζ , òî âîíè òîòîæíî ðiâíi ó âñié îáëàñòi Ωζ .
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Çàçíà÷èìî, ùî ñïiâïàäàííÿ âiäîáðàæåíü Φ1 : Ωζ → H(C) i Φ2 : Ωζ →
H(C) íà ìíîæèíi òî÷îê, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á îäíó ãðàíè÷íó òî÷êó îáëàñòi

Ωζ , ¹ íåäîñòàòíiì äëÿ òîòîæíî¨ ðiâíîñòi öèõ âiäîáðàæåíü ó âñié îáëàñòi Ωζ .

Òàê, íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ G -ìîíîãåííèõ â E3 âiäîáðàæåíü Φ1(ζ) = ζe3 i

Φ2(ζ) = 0 ñïiâïàäàþòü äëÿ âñiõ ζ ∈ L2
ζ , ïðîòå íå ñïiâïàäàþòü òîòîæíî.

3.6. Ðÿäè Ëîðàíà i êëàñèôiêàöiÿ îñîáëèâèõ òî÷îê

Â òåîðåìi 2.3.9 âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòü Ωζ îïóêëà

â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ i L2

ζ , G -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ, G -ìîíîãåííîãî â îáëàñòi Πζ := {ζ ∈
E3 : f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2} . Òîìó, ðîçãëÿäàþ÷è ïèòàííÿ ïðî ðîçêëàä G -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ â ðÿä Ëîðàíà âiäíîñíî òî÷êè ζ0 = x0i1 + y0i2 +

z0i3 , áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíî çàäàíå â íåîáìåæåíié îáëàñòi

Kζ := {ζ ∈ E3 : 0 ≤ r < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 ≤ r < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .

Òåîðåìà 3.6.1. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ïðàâî-

G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Kζ → H(C) â îáëàñòi Kζ ïîäà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
(ζ − ζ0)

npn , (3.48)

äå (ζ − ζ0)
n :=

(
(ζ − ζ0)

−1
)−n

ïðè n = −1,−2, . . . , i êîåôiöi¹íòè pn

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.41), â ÿêèõ an, bn, cn, dn � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ

Ëîðàíà ôóíêöié

F1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

n, F2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

n,

F3(ξ1) =
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

n, F4(ξ2) =
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

n,

(3.49)

ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ðîçêëàäi (2.30) âiäîáðàæåííÿ Φ ïðè ζ ∈ Kζ .
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè â ïîäàííi (2.30) ôóíêöi¨ F1, F3 àíàëiòè÷íi â

êiëüöi {ξ1 ∈ C : r < |ξ1 − ξ10| < R} , à ôóíêöi¨ F2 , F4 àíàëiòè÷íi â

êiëüöi {ξ2 ∈ C : r < |ξ2 − ξ20| < R}, òî ðÿäè (3.49) ó âiäïîâiäíèõ êiëüöÿõ

àáñîëþòíî çáiæíi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäè (3.49), ðiâíiñòü (2.30) íàáóâà¹

âèãëÿäó

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

ne1 +
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

ne2+

+
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

ne3 +
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

ne4.

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.43), ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ

öiëèõ çíà÷åííÿõ n , îòðèìó¹ìî ðîçêëàä âiäîáðàæåííÿ Φ â àáñîëþòíî çái-

æíèé â îáëàñòi Kζ ðÿä (3.48), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè
(3.41). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðîçêëàä ó ðÿä Ëîðàíà ëiâî-G -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ .

Òåîðåìà 3.6.2. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi êîæíå ëiâî-G -

ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Kζ → H(C) â îáëàñòi Kζ ïîäà¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi ñóìè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

Φ̂(ζ) =
∞∑

n=−∞
p̂n(ζ − ζ0)

n , (3.50)

äå (ζ − ζ0)
n :=

(
(ζ − ζ0)

−1
)−n

ïðè n = −1,−2, . . . i êîåôiöi¹íòè p̂n âè-

çíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.44), â ÿêèõ ân, b̂n, ĉn, d̂n � êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ

Ëîðàíà ôóíêöié

F̂1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
ân(ξ1 − ξ10)

n, F̂2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
b̂n(ξ2 − ξ20)

n,

F̂3(ξ2) =
∞∑

n=−∞
ĉn(ξ2 − ξ20)

n, F̂4(ξ1) =
∞∑

n=−∞
d̂n(ξ1 − ξ10)

n,

ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ðîçêëàäi (2.32) âiäîáðàæåííÿ Φ̂ ïðè ζ ∈ Kζ .
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Ñóêóïíiñòü ÷ëåíiâ ðÿäó Ëîðàíà (3.48) àáî (3.50) ç íåâiä'¹ìíèìè ñòå-

ïåíÿìè íàçèâàþòü éîãî ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ, à ñóêóïíiñòü ÷ëåíiâ öüîãî

ðÿäó ç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè � ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó Ëîðàíà.

Êîìïàêòèôiêó¹ìî àëãåáðó H(C) , äîäàþ÷è äî íå¨ íåñêií÷åííî âiääà-

ëåíó òî÷êó ∞ , äî ÿêî¨ ïðÿìó¹ êîæíà ïîñëiäîâíiñòü wn := τ1,ne1 + τ2,ne2 +

τ3,ne3+τ4,ne4 , äå τ1,n, τ2,n, τ3,n, τ4,n ∈ C , ó âèïàäêó êîëè õî÷à á îäíà ç ïîñëi-

äîâíîñòåé τ1,n , τ2,n , τ3,n , τ4,n çáiãà¹òüñÿ äî íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè

ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìè 3.6.1, 3.6.2 çäiéñíèìî êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ

òî÷îê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : K0
ζ → H(C) i

ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : K0
ζ → H(C) çàäàíi â îáëàñòi

K0
ζ := {ζ ∈ E3 : 0 < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K̃0
ζ := {ζ ∈ E3 : |ξ1 − ξ10| < R , |ξ2 − ξ20| < R}.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6.3. Íåõàé f1(E3) = f2(E3) = C . ßêùî ðîçêëàä (3.48)

âiäîáðàæåííÿ Φ : K0
ζ → H(C) :

1) íå ìiñòèòü ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè, òî âiäîáðàæåííÿ Φ ìà¹ ñêií÷åííi

ãðàíèöi

lim
ζ → ζ0 + ζ∗,

ζ /∈
{
ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ L1

ζ ∪ L2
ζ

}
Φ(ζ) (3.51)

2) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî äîäàíêiâ ó ãîëîâíié ÷àñòèíi, òî

õî÷à á ïðè îäíîìó çíà÷åííi k = 1, 2 âiäîáðàæåííÿ Φ ìà¹ íåñêií÷åííi

ãðàíèöi

lim
ζ → ζ0 + ζ∗k ,

ζ /∈
{
ζ0 + ζ∗k : ζ∗k ∈ Lkζ

}
Φ(ζ) (3.52)

â óñiõ òî÷êàõ ζ0 + ζ∗k ∈ K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗k : ζ∗k ∈ Lkζ} ;

3) ìiñòèòü íåñêií÷åííå ÷èñëî äîäàíêiâ ó ãîëîâíié ÷àñòèíi, òî õî-

÷à á ïðè îäíîìó çíà÷åííi k = 1, 2 âiäîáðàæåííÿ Φ àáî ìà¹ íåñêií÷åííó
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ãðàíèöþ, àáî íå ìà¹ íi ñêií÷åííî¨, íi íåñêií÷åííî¨ ãðàíèöi â óñiõ òî÷êàõ

ζ0 + ζ∗k ∈ K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗k : ζ∗k ∈ Lkζ} .

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ Φ â îáëàñòi K0
ζ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2.30),

äå ôóíêöi¨ F1, F3 àíàëiòè÷íi â ïðîêîëîòîìó îêîëi U(ξ10, R) \ {ξ10} òî÷êè

ξ10 , à ôóíêöi¨ F2 , F4 àíàëiòè÷íi â ïðîêîëîòîìó îêîëi U(ξ20, R) \ {ξ20}
òî÷êè ξ20 .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ðîçêëàä (3.48) íå ìiñòèòü ãîëîâíî¨ ÷àñòè-

íè, òîáòî ìà¹ âèãëÿä (3.39). Ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Ëîðàíà (3.49)

ïîâ'ÿçàíi ç êîåôiöi¹íòàìè ðÿäó (3.39) ñïiââiäíîøåííÿìè (3.41), ç ÿêèõ, â

ñèëó ðiâíîñòåé pn = 0 ïðè n = −1,−2, . . . , ñëiäóþòü ðiâíîñòi an = bn =

cn = dn = 0 ïðè âñiõ âiä'¹ìíèõ iíäåêñàõ n . Îòæå, ðÿäè Ëîðàíà (3.49)

â îêîëàõ âiäïîâiäíèõ òî÷îê ξ10 , ξ20 ¹ ðÿäàìè Òåéëîðà ñâî¨õ ñóì i òîìó

ôóíêöi¨ F1 , F2 , F3 , F4 ç ðiâíîñòi (2.30) ¹ àíàëiòè÷íèìè ó âiäïîâiäíèõ

îáëàñòÿõ U(ξ10, R) ÷è U(ξ20, R) . Òîìó âiäîáðàæåííÿ (2.30) ìà¹ ñêií÷åííi

ãðàíèöi (3.51) â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè K̃0
ζ ∩
{
ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ L1

ζ ∪ L2
ζ

}
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ãîëîâíà ÷àñòèíà ðîçêëàäó (3.48) ìi-

ñòèòü ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî äîäàíêiâ, òîáòî â (3.48) òiëüêè ñêií÷åííå ÷èñëî

âiäìiííèõ âiä íóëÿ êîåôiöi¹íòiâ pn ïðè âiä'¹ìíèõ n . Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü

(3.41), ÿêi ïîâ'ÿçóþòü êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ Ëîðàíà (3.49) ç êîåôiöi¹íòàìè ðÿäó

(3.48), âèïëèâà¹, ùî âñi ãîëîâíi ÷àñòèíè ðÿäiâ (3.49) íå ìiñòÿòü íåñêií÷åí-

íî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ i ãîëîâíà ÷àñòèíà õî÷à á îäíîãî ç íèõ âiäìiííà âiä

òîòîæíîãî íóëÿ. Òîìó òî÷êà ξ10 íå ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ òî÷êîþ äëÿ ôóí-

êöié F1, F3 , à òî÷êà ξ20 � äëÿ ôóíêöié F2 i F4 , àëå õî÷à á îäíà ç ôóíêöié

F1 , F2 , F3 , F4 ìà¹ ïîëþñ ó âiäïîâiäíié òî÷öi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî õî÷à á

îäíà ç ôóíêöié F1 , F2 , F3 , F4 ìà¹ íåñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè ξ1 → ξ10 ÷è

ïðè ξ2 → ξ20 , òîáòî ãðàíèöÿ (3.52) ¹ òàêîæ íåñêií÷åííîþ ïðè k = 1 àáî

k = 2 .

Ðîçãëÿíåìî, íàðåøòi, âèïàäîê, êîëè ãîëîâíà ÷àñòèíà ðîçêëàäó (3.48)

ìiñòèòü íåñêií÷åííî áàãàòî âiäìiííèõ âiä íóëÿ ÷ëåíiâ, òîáòî iñíó¹ íåñêií-

÷åííî áàãàòî âiäìiííèõ âiä íóëÿ êîåôiöi¹íòiâ pn ïðè âiä'¹ìíèõ n . Òîäi iç
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ñïiââiäíîøåíü (3.41) âèïëèâà¹, ùî ãîëîâíà ÷àñòèíà õî÷à á îäíîãî ç ðÿäiâ

(3.49) ìiñòèòü íåñêií÷åííî áàãàòî äîäàíêiâ, à öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹,

ùî àáî òî÷êà ξ10 ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ äëÿ ôóíêöié F1 ÷è F3 , àáî òî÷êà

ξ20 ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ, ïðèíàéìíi, äëÿ îäíi¹¨ ç ôóíêöié: F2 ÷è F4 . Òîìó

âiäîáðàæåííÿ Φ íå ìîæå ìàòè ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè

K̃0
ζ ∩{ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ L1

ζ ∪L2
ζ} , àëå âîíî ìîæå ìàòè â öèõ òî÷êàõ íåñêií÷åííó

ãðàíèöþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ξ10 � ïîëþñ ôóíêöi¨ F1 i iñòîòíî îñîáëèâà òî÷êà

ôóíêöi¨ F3 , à ξ20 � iñòîòíî îñîáëèâà òî÷êà ôóíêöié F2 , F4 , òî ôóíêöiÿ F1

ìà¹ íåñêií÷åííó ãðàíèöþ â òî÷öi ξ10 , à îòæå, ãðàíèöÿ (3.52) ¹ íåñêií÷åííîþ

â óñiõ òî÷êàõ ζ0 + ζ∗1 ∈ K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗1 : ζ∗1 ∈ L1

ζ} .
Ó âèïàäêó, êîëè, íàïðèêëàä, F2 ≡ 0 , F3 ≡ 0 , F4 ≡ 0 i òî÷êà ξ10 ¹

iñòîòíî îñîáëèâîþ äëÿ ôóíêöi¨ F1 , âiäîáðàæåííÿ Φ íå ìà¹ íi ñêií÷åííî¨,

íi íåñêií÷åííî¨ ãðàíèöi (3.52) â óñiõ òî÷êàõ ζ0+ζ∗1 ∈ K̃0
ζ∩{ζ0+ζ∗1 : ζ∗1 ∈ L1

ζ} .
Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâi äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðà-

æåíü.

Ïîíÿòòÿ óñóâíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè, ïîëþñà àáî iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè

äëÿ G -ìîíîãåííîãî â îáëàñòi K0
ζ âiäîáðàæåííÿ Φ : K0

ζ → H(C) ââîäÿ-

òüñÿ òàê, ÿê i âiäïîâiäíi ïîíÿòòÿ äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â êîìïëåêñíié

ïëîùèíi (äèâ., íàïðèêëàä, [40, ñ. 119]). À ñàìå, òî÷êà ζ0 íàçèâà¹òüñÿ:

1) óñóâíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ Φ , ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà

ãðàíèöÿ

lim
ζ → ζ0,

ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ}

Φ(ζ) = A;

2) ïîëþñîì âiäîáðàæåííÿ Φ , ÿêùî iñíó¹ íåñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
ζ → ζ0,

ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ}

Φ(ζ) =∞;

3) iñòîòíî îñîáëèâîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ Φ , ÿêùî âiäîáðàæåííÿ

Φ íå ìà¹ íi ñêií÷åííî¨, íi íåñêií÷åííî¨ ãðàíèöi ïðè ζ → ζ0 i ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ :
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ζ∗ ∈ L1
ζ ∪ L2

ζ} .
Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ óñóâíî¨ òî÷êè, ïîëþñà òà iñòî-

òíî îñîáëèâî¨ òî÷êè äëÿ ëiâî-G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü Φ̂ : K0
ζ → H(C) .

Ç òåîðåìè 3.6.3 âèïëèâà¹, ùî içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà ó G -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ ìîæå áóòè ëèøå óñóâíîþ, à ó âèïàäêó, êîëè

âiäîáðàæåííÿ ìà¹ íåóñóâíó îñîáëèâiñòü â òî÷öi ζ0 , îñîáëèâèìè ¹ âñi òî÷êè

õî÷à á îäíi¹¨ ç ìíîæèí K̃0
ζ∩{ζ0+ζ∗1 : ζ∗1 ∈ L1

ζ} àáî K̃0
ζ∩{ζ0+ζ∗2 : ζ∗2 ∈ L2

ζ} .

Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà-

÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C) , ïîâ'ÿçàíi ç ¨õ iíòåãðàëü-

íèìè ïðåäñòàâëåííÿìè i ïðåäñòàâëåííÿì ó âèãëÿäi ðÿäiâ, à ñàìå:

1. Äîâåäåíî àíàëîãè ôîðìóë Ãàóñà � Îñòðîãðàäñüêîãî i Ñòîêñà äëÿ

âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) .

2. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî ií-

òåãðàëà âiä G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â àëãåáði

H(C) .

3. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî ií-

òåãðàëà âiä G -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) ,

òåîðåìè Ìîðåðà, à òàêîæ àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ öèõ âiä-

îáðàæåíü.

4. Äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C) òà çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ îñîáëè-

âîñòåé öèõ ôóíêöié.
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ÐÎÇÄIË 4

H -ÌÎÍÎÃÅÍÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß

Ó öüîìó ðîçäiëi ââåäåíî êëàñ êâàòåðíiîííèõ H -ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâ-

íèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåíü i âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê

ìiæ G -ìîíîãåííèìè i H -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè. Äîâåäåíî òåîðåìó

ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -ìîíîãåííîãî âiäî- áðàæåííÿ.

4.1. Âëàñòèâîñòi H -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âè-

ãëÿäó (2.8) áóäåìî íàçèâàòè H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 , ÿêùî Φ

äèôåðåíöiéîâíå çà Õàóñäîðôîì â êîæíié òî÷öi ζ ∈ Ωζ , òîáòî ÿêùî êîìïî-

íåíòè âiäîáðàæåííÿ ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè

x, y, z , i ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ

dΦ :=
4∑

n=1

(
∂Un
∂x

dx+
∂Un
∂y

dy +
∂Un
∂z

dz

)
en (4.1)

¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dζ = dx+i2dy+i3dz , òîáòî

dΦ =
16∑
s=1

As dζ Bs , (4.2)

äå As, Bs � äåÿêi H(C) � çíà÷íi ôóíêöi¨.

Âiäìiòèìî, ÿêùî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöié Un ïðè

n = 1, 2, 3, 4 iñíóþòü i íåïåðåðâíi, òî ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàë (4.1) ¹ ïîâ-

íèì äèôåðåíöiàëîì âiäîáðàæåííÿ Φ , òîáòî ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ ïðèðîñòó

öüîãî âiäîáðàæåííÿ.
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Çíà÷åííÿ Φ′H(ζ) :=
16∑
s=1

AsBs áóäåìî íàçèâàòè ïîõiäíîþ Õàóñäîðôà âiä-

îáðàæåííÿ Φ(ζ) â òî÷öi ζ .

Ïîêàæåìî, ùî îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ Φ′H êîðåêòíå.

Òåîðåìà 4.1.1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ H -

ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ , òî éîãî ïîõiäíà Φ′H iñíó¹ i íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó ôóíêöié As, Bs â ðiâíîñòi (4.2), ïðè öüîìó

Φ′H(ζ) =
∂Φ

∂x
. (4.3)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê H -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ Φ âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü

16∑
s=1

AsdζBs =
4∑

n=1

(
∂Un
∂x

dx+
∂Un
∂y

dy +
∂Un
∂z

dz

)
en . (4.4)

Íåõàé
As = as1e1 + as2e2 + as3e3 + as4e4 ,

Bs = bs1e1 + bs2e2 + bs3e3 + bs4e4

(4.5)

äëÿ s = 1, 2, . . . , 16. Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü dζ = (dx+a1dy+b1dz)e1 +(dx+

a2dy + b2dz)e2 i (4.5), îòðèìó¹ìî:

AsdζBs = (as1e1 + as2e2 + as3e3 + as4e4)
(

(dx+ a1dy + b1dz)e1+

+(dx+ a2dy + b2dz)e2

)
(bs1e1 + bs2e2 + bs3e3 + bs4e4) =

=
(
as1bs1(dx+ a1dy + b1dz) + as3bs4(dx+ a2dy + b2dz)

)
e1+

+
(
as2bs2(dx+ a2dy + b2dz) + as4bs3(dx+ a1dy + b1dz)

)
e2+

+
(
as1bs3(dx+ a1dy + b1dz) + as3bs2(dx+ a2dy + b2dz)

)
e3+

+
(
as2bs4(dx+ a2dy + b2dz) + as4bs1(dx+ a1dy + b1dz)

)
e4 . (4.6)
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Íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (4.4) i (4.6) ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

∂U1

∂x
=

16∑
s=1

as1bs1 + as3bs4 ,
∂U2

∂x
=

16∑
s=1

as2bs2 + as4bs3 ,

∂U3

∂x
=

16∑
s=1

as1bs3 + as3bs2 ,
∂U4

∂x
=

16∑
s=1

as2bs4 + as4bs1 .

(4.7)

Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (4.5), ìà¹ìî

Φ′H(ζ) :=
16∑
s=1

AsBs =
16∑
s=1

(
(as1bs1 + as3bs4)e1+

+(as2bs2 + as4bs3)e2 + (as1bs3 + as3bs2)e3 + (as2bs4 + as4bs1)e4

)
,

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.7), îòðèìó¹ìî

Φ′H(ζ) =
∂U1

∂x
e1 +

∂U2

∂x
e2 +

∂U3

∂x
e3 +

∂U4

∂x
e4 =

∂Φ

∂x
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.2. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) i Ψ : Ωζ →
H(C) ¹ H -ìîíîãåííèìè â îáëàñòi Ωζ , òî äîáóòîê Φ · Ψ òàêîæ ¹ H -

ìîíîãåííèì âiäîáðàæåííÿì â Ωζ , ïðè öüîìó

d(Φ ·Ψ) = dΦ ·Ψ + Φ · dΨ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Φ(ζ) =
4∑

n=1

Un(x, y, z)en , Ψ(ζ) =
4∑

n=1

Vn(x, y, z)en .

Òîäi

dΦ =
4∑

n=1

(
∂Un
∂x

dx+
∂Un
∂y

dy +
∂Un
∂z

dz

)
en ,

dΨ =
4∑

n=1

(
∂Vn
∂x

dx+
∂Vn
∂y

dy +
∂Vn
∂z

dz

)
en
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i

d(Φ ·Ψ) = d
(
U1V1 + U3V4

)
e1 + d

(
U2V2 + U4V3

)
e2+

+d
(
U1V3 + U3V2

)
e3 + d

(
U2V4 + U4V1

)
e4 =

=

[(
∂U1

∂x
V1 +

∂V1

∂x
U1 +

∂U3

∂x
V4 +

∂V4

∂x
U3

)
dx+

+

(
∂U1

∂y
V1 +

∂V1

∂y
U1 +

∂U3

∂y
V4 +

∂V4

∂y
U3

)
dy+

+

(
∂U1

∂z
V1 +

∂V1

∂z
U1 +

∂U3

∂z
V4 +

∂V4

∂z
U3

)
dz

]
e1+

+

[(
∂U2

∂x
V2 +

∂V2

∂x
U2 +

∂U4

∂x
V3 +

∂V3

∂x
U4

)
dx+

+

(
∂U2

∂y
V2 +

∂V2

∂y
U2 +

∂U4

∂y
V3 +

∂V3

∂y
U4

)
dy+

+

(
∂U2

∂z
V2 +

∂V2

∂z
U2 +

∂U4

∂z
V3 +

∂V3

∂z
U4

)
dz

]
e2+

+

[(
∂U1

∂x
V3 +

∂V3

∂x
U1 +

∂U3

∂x
V2 +

∂V2

∂x
U3

)
dx+

+

(
∂U1

∂y
V3 +

∂V3

∂y
U1 +

∂U3

∂y
V2 +

∂V2

∂y
U3

)
dy+

+

(
∂U1

∂z
V3 +

∂V3

∂z
U1 +

∂U3

∂z
V2 +

∂V2

∂z
U3

)
dz

]
e3+

+

[(
∂U2

∂x
V4 +

∂V4

∂x
U2 +

∂U4

∂x
V1 +

∂V1

∂x
U4

)
dx+

+

(
∂U2

∂y
V4 +

∂V4

∂y
U2 +

∂U4

∂y
V1 +

∂V1

∂y
U4

)
dy+

+

(
∂U2

∂z
V4 +

∂V4

∂z
U2 +

∂U4

∂z
V1 +

∂V1

∂z
U4

)
dz

]
e4.

Ïåðåòâîðèìî îòðèìàíèé âèðàç äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:
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(
V1
∂U1

∂x
dx+ V1

∂U1

∂y
dy + V1

∂U1

∂z
dz + V4

∂U3

∂x
dx+ V4

∂U3

∂y
dy + V4

∂U3

∂z
dz

)
e1+

+

(
V2
∂U2

∂x
dx+ V2

∂U2

∂y
dy + V2

∂U2

∂z
dz + V3

∂U4

∂x
dx+ V3

∂U4

∂y
dy + V3

∂U4

∂z
dz

)
e2+

+

(
V3
∂U1

∂x
dx+ V3

∂U1

∂y
dy + V3

∂U1

∂z
dz + V2

∂U3

∂x
dx+ V2

∂U3

∂y
dy + V2

∂U3

∂z
dz

)
e3+

+

(
V4
∂U2

∂x
dx+ V4

∂U2

∂y
dy + V4

∂U2

∂z
dz + V1

∂U4

∂x
dx+ V1

∂U4

∂y
dy + V1

∂U4

∂z
dz

)
e4+

+

(
U1
∂V1

∂x
dx+ U1

∂V1

∂y
dy + U1

∂V1

∂z
dz + U4

∂V3

∂x
dx+ U4

∂V3

∂y
dy + U4

∂V3

∂z
dz

)
e1+

+

(
U2
∂V2

∂x
dx+ U2

∂V2

∂y
dy + U2

∂V2

∂z
dz + U3

∂V4

∂x
dx+ U3

∂V4

∂y
dy + U3

∂V4

∂z
dz

)
e2+

+

(
U3
∂V1

∂x
dx+ U3

∂V1

∂y
dy + U3

∂V1

∂z
dz + U2

∂V3

∂x
dx+ U2

∂V3

∂y
dy + U2

∂V3

∂z
dz

)
e3+

+

(
U4
∂V2

∂x
dx+ U4

∂V2

∂y
dy + U4

∂V2

∂z
dz + U1

∂V4

∂x
dx+ U1

∂V4

∂y
dy + U1

∂V4

∂z
dz

)
e4 ,

çâiäêè áóäåìî ìàòè(
V1dU1 + V4dU3

)
e1 +

(
V2dU2 + V3dU4

)
e2 +

(
V3dU1 + V2dU3

)
e3+

+
(
V4dU2 + V1dU4

)
e4 +

(
U1dV1 + U3dV4

)
e1 +

(
U2dV2 + U4dV3

)
e2+

+
(
U1dV3 + U3dV2

)
e3 +

(
U2dV4 + U4dV1

)
e4 = dΦ ·Ψ + Φ · dΨ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Â ñèëó òåîðåìè 4.1.2 ìíîæèíà H -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷å-

ííÿìè â àëãåáði H(C) óòâîðþ¹ ôóíêöiîíàëüíó àëãåáðó, îñêiëüêè äîáóòîê

äâîõ H -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü òàêîæ ¹ H -ìîíîãåííèì âiäîáðàæåííÿì.



111

4.2. Òåîðåìà ïðî åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ G -

ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü

Â íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ G -ìîíîãåííèìè i H -

ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Òåîðåìà 4.2.1. Êîæíå ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ →
H(C) i êîæíå ëiâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) â îáëàñòi

Ωζ ¹ H -ìîíîãåííèì âiäîáðàæåííÿì â öié îáëàñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ � ïðàâî-G -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi iñíó-

âàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiä êîìïîíåíò âiäîáðàæåííÿ

Φ âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ Ãàòî (ðiâíiñòü (2.6)). Ïîêàæåìî òåïåð, ùî

äèôåðåíöiàë

dΦ =
∂Φ

∂x
dx+

∂Φ

∂y
dy +

∂Φ

∂z
dz (4.8)

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (4.2).

Äëÿ öüîãî âiäìiòèìî, ùî íàñëiäêîì ðiâíîñòi (4.8) i óìîâ (2.12) ¹ ðiâ-

íiñòü

dΦ =
(
dx+ i2dy + i3dz

)∂Φ

∂x
= dζ Φ′(ζ),

òîáòî ïðåäñòàâëåííÿ âèãëÿäó (4.2), â ÿêîìó A1 = 1, B1 = Φ′(ζ) .

Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî íàñëiäêîì ðiâíîñòi (4.8) ïðè Φ = Φ̂ i

óìîâ (2.13) ¹ ðiâíiñòü

dΦ̂ = Φ̂′(ζ)dζ,

òîáòî çíîâó ïðåäñòàâëåííÿ âèãëÿäó (4.2), â ÿêîìó A1 = Φ̂′(ζ), B1 = 1 .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îñêiëüêè ïðàâî- i ëiâî-G -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ ¹ H -ìîíîãåííèìè,

òî ¨õ äîáóòêè òàêîæ H -ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ. Òîìó íàñëiäêîì òåîðåì

4.1.2, 4.2.1 i ïðåäñòàâëåíü (2.30), (2.32) ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.2.1. Íåõàé îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C . Òîäi H -ìîíîãåííèìè â îáëàñòi Ωζ ¹
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âiäîáðàæåííÿ

Φ(ζ) · Φ̂(ζ) =

=
(
F1(ξ1)F̂1(ξ1) + F3(ξ1)F̂4(ξ1)

)
e1 +

(
F2(ξ2)F̂2(ξ2) + F4(ξ2)F̂3(ξ2)

)
e2+

+
(
F1(ξ1)F̂3(ξ2) + F3(ξ1)F̂2(ξ2)

)
e3 +

(
F2(ξ2)F̂4(ξ1) + F4(ξ2)F̂1(ξ1)

)
e4,

Φ̂(ζ) · Φ(ζ) =

=
(
F̂1(ξ1)F1(ξ1) + F̂3(ξ2)F4(ξ2)

)
e1 +

(
F̂2(ξ2)F2(ξ2) + F̂4(ξ1)F3(ξ1)

)
e2+

+
(
F̂1(ξ1)F3(ξ1) + F̂3(ξ2)F2(ξ2)

)
e3 +

(
F̂2(ξ2)F4(ξ2) + F̂4(ξ1)F1(ξ1)

)
e4,

äå àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ Fn, F̂n ïðè n = 1, 2, 3, 4 âèçíà÷åíi â ðiâíîñòÿõ

(2.30), (2.32)âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. H -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ , äèôåðåíöiàë ÿêî-

ãî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

dΦ = dζ Φ′H(ζ) (4.9)

áóäåìî íàçèâàòè ïðàâî-H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

Îçíà÷åííÿ 4.2.3. H -ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ , äèôåðåíöiàë ÿêî-

ãî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

dΦ̂ = Φ̂′H(ζ)dζ (4.10)

� ëiâî-H -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ .

Âñòàíîâèìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé êîìïîíåíòè Un : Ω→ C âiäîáðàæåííÿ (2.8)

¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè â îáëàñòi Ω . Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹

ïðàâî-G -ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ïðàâî-H -ìîíîãåííå,

à âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ¹ ëiâî-G -ìîíîãåííèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíî ëiâî-H -ìîíîãåííå â îáëàñòi Ωζ .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.1. Äî-

âåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ Φ � ïðàâî-H -ìîíîãåííå, òîáòî
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âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.9). Íàñëiäêîì ðiâíîñòåé (4.8) i (4.9) ¹ ðiâíiñòü

∂Φ

∂x
dx+

∂Φ

∂y
dy +

∂Φ

∂z
dz = dζΦ′H(ζ).

Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (4.3) i dζ = dx+ i2dy + i3dz ìà¹ìî òîòîæíiñòü

∂Φ

∂x
dx+

∂Φ

∂y
dy +

∂Φ

∂z
dz =

∂Φ

∂x
dx+ i2

∂Φ

∂x
dy + i3

∂Φ

∂x
dz,

íàñëiäêîì ÿêî¨ ¹ óìîâè Êîøi � Ðiìàíà (2.12). Òîäi çà òåîðåìîþ 2.2.1 âiä-

îáðàæåííÿ Φ � ïðàâî-G -ìîíîãåííå.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê ëiâî-H -ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ç òåîðåì 2.3.7 i 4.2.2 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 4.2.2. ßêùî îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

L1
ζ , L

2
ζ i f1(E3) = f2(E3) = C , òî êîæíå ïðàâî-H -ìîíîãåííå âiäîáðàæåí-

íÿ Φ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2.30), à êîæíå ëiâî-H -ìîíîãåííå

âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2.32).

Íàñòóïíà òåîðåìà ìiñòèòü êðèòåðié ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi i ëiâî-G -

ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 4.2.3. Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C)
(
àáî Φ̂ : Ωζ → H(C)

)
¹ ïðàâî-G -ìîíîãåííèì

(
àáî ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
â îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) êîìïîíåíòè Un : Ω → C ðîçêëàäó (7) ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè

ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè (10)
(
àáî (11)

)
â êîæíié

òî÷öi îáëàñòi Ωζ ;

2) êîìïîíåíòè Un : Ω→ C ðîçêëàäó (7) ¹ R -äèôåðåíöiéîâíèìè ôóí-

êöiÿìè â îáëàñòi Ω i âiäîáðàæåííÿ Φ
(
àáî Φ̂

)
¹ ïðàâî-H -ìîíîãåííèì(

àáî ëiâî-H -ìîíîãåííèì
)
â îáëàñòi Ωζ .

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C , òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì
(
àáî Φ̂ � ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âè-

êîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:
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3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ çíàéäåòüñÿ îêië, â ÿêîìó âiäîáðàæåííÿ

Φ
(
àáî Φ̂

)
ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñòåïåíåâèé ðÿä (24)

(
àáî (26)

)
;

4) âiäîáðàæåííÿ Φ
(
àáî Φ̂

)
íåïåðåðâíå i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (22)(

àáî (23)
)
äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ .

ßêùî f1(E3) = f2(E3) = C i, êðiì òîãî, îáëàñòü Ωζ ⊂ E3 îïóêëà

â íàïðÿìêó ïðÿìèõ L1
ζ , L

2
ζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ

(
àáî Φ̂

)
¹ ïðàâî-G -

ìîíîãåííèì
(
àáî Φ̂ � ëiâî-G -ìîíîãåííèì

)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

5) iñíóþòü ¹äèíà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D1 ôóíêöié F1, F3(
àáî F̂1, F̂4

)
i ¹äèíà ïàðà àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi D2 ôóíêöié F2, F4

(
àáî

F̂2, F̂3

)
òàêèõ, ùî â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ Φ

(
àáî Φ̂

)
ïîäà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi (16)
(
àáî (17)

)
.

Äîâåäåííÿ. Â òåîðåìi 2.3.7 âñòàíîâëåíî, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ áóäå

ïðàâî-G -ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (I). Åêâiâàëåíòíiñòü óìîâè (II) i âëàñòèâiñòü ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi

âiäîáðàæåííÿ Φ âñòàíîâëåíî â òåîðåìi 4.2.2. Äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

óìîâè (III) i ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ Φ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè

3.5.1 i âëàñòèâîñòi çáiæíîãî ðÿäó (3.39) âèçíà÷àòè âiäîáðàæåííÿ, ïðàâî-G -

ìîíîãåííå â îáëàñòi çáiæíîñòi. Åêâiâàëåíòíiñòü óìîâè (IV) i âëàñòèâiñòü

ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.3.1 i òåîðåìè 3.2.4. Íàðåøòi,

äëÿ äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi óìîâè (V) i ïðàâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðà-

æåííÿ Φ äîñèòü âiäìiòèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ (2.30) ïðàâî-G -ìîíîãåííå â

îáëàñòi Ωζ , à ¹äèíiñòü ôóíêöié F1, F2, F3, F4 ç (2.30) âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi

ðîçêëàäó åëåìåíòà àëãåáðè H(C) çà áàçèñîì {e1, e2, e3, e4} .
Êðèòåðié ëiâî-G -ìîíîãåííîñòi âiäîáðàæåííÿ Φ̂ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi-

÷íî. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 4 ââåäåíî êëàñ H -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü, äîñëiäæåíî ¨õ

âëàñòèâîñòi i çâ'ÿçîê ç G -ìîíîãåííèìè âiäîáðàæåííÿìè, à ñàìå:
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1. Â òåîðåìi 4.1.1 äîâåäåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ïîõiäíî¨ H -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, à â òåîðåìi 4.1.2 � âëàñòèâiñòü ïîõiäíî¨ äîáóòêó

H -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.

2. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ G -ìîíîãåííèìè i H -ìîíîãåííèìè âiä-

îáðàæåííÿìè (òåîðåìà 4.2.1 i òåîðåìà 4.2.2).

3. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -

ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî-àíàëiòè÷íi âëàñòèâî-

ñòi G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâà-

òåðíiîíiâ H(C) .

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêi:

1. Ââåäåíî íîâi êëàñè ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü (äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ïðàâà

ïîõiäíà Ãàòî ÷è ëiâà ïîõiäíà Ãàòî) â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ òà

âñòàíîâëåíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ öèõ âiäîáðàæåíü çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

2. Äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòîðîâèìè ðiâ-

íÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

3. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì Êîøi äëÿ ïîâåðõíåâîãî òà

êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà âiä G -ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â

àëãåáði H(C) , òåîðåìè Ìîðåðà, à òàêîæ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ

öèõ âiäîáðàæåíü.

4. Äîâåäåíî àíàëîãè òåîðåì Òåéëîðà i Ëîðàíà äëÿ G -ìîíîãåííèõ âiä-

îáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ òà çäiéñíåíî

êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâîñòåé öèõ âiäîáðàæåíü.

5. Äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi H -ìîíîãåííèõ (íåïåðåðâíèõ i äè-

ôåðåíöiéîâíèõ çà Õàóñäîðôîì) âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði H(C)

òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü G -ìîíîãåííîãî

âiäîáðàæåííÿ.

Îäåðæàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi â íié ìåòîäè ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi â ãiïåðêîìïëåêñíîìó àíàëiçi, â êðàéîâèõ çàäà÷àõ äëÿ

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ â ¨õ çàñòîñóâàííÿõ ó ìàòåìà-

òè÷íié ôiçèöi, ãiäðîäèíàìiöi, ãàçîäèíàìiöi, òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ

ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.
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