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АНОТАЦIЯ

Пелехата О.Б. Загальнi крайовi задачi з параметром. — Квалiфiкацiй-

на наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.02 —

"Диференцiальнi рiвняння"(111 – Математика). — Нацiональний технiчний

унiверситет України "Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкор-

ського — Iнститут математики Нацiональної академiї наук України. — Київ,

2018.

Дисертацiя присвячена дослiдженню достатнiх умов збiжностi

розв’язкiв загальних, зокрема багатоточкових, лiнiйних крайових задач

для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r на

скiнченному iнтервалi (a, b).

Питання щодо умов збiжностi розв’язкiв систем диференцiальних рiв-

нянь посiдають важливе мiсце в сучаснiй теорiї звичайних диференцiальних

рiвнянь. В роботах I. I. Гiхмана, М. А. Красносельського i С. Г. Крейна,

Я. Курцвейля i З. Ворела, А. М. Самойленка, А. Ю. Лєвiна, З. Опяла i

Нгуен Тхе Хоана отримано фундаментальнi результати про умови збiжностi

розв’язкiв задачi Кошi для систем диференцiальних рiвнянь першого поряд-

ку. Розв’язки крайових задач iстотно менш вивченi, що пов’язано з великою

рiзноманiтнiстю крайових умов. Тут основними є результати I. Т. Кiгурадзе

i М. Ашордiа, якi дослiдили клас загальних лiнiйних крайових задач для

систем диференцiальних рiвнянь першого порядку. Було встановлено умови

збiжностi розв’язкiв цих задач у просторi C([a, b],Rm).

Недавно в роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Кодлюк, Г. О. Че-

ханової цi результати було уточнено та узагальнено на комплекснозначнi фун-
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кцiї i системи диференцiальних рiвнянь довiльного порядку. У цих роботах

авторам вдалося послабити умови теореми I. Т. Кiгурадзе на коефiцiєнти

рiвнянь.

Аналогiчнi питання виникають i при пошуку умов збiжностi розв’язкiв

багатоточкових крайових задач. У роботах Є. В. Гнип, В. А. Михайлеця,

В. О. Солдатова встановлено ряд тверджень про збiжнiсть розв’язкiв бага-

тоточкових крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

довiльного порядку.

Мета цiєї дисертацiї полягає у знаходженнi конструктивних достатнiх

умов збiжностi розв’язкiв загальних, зокрема багатоточкових крайових за-

дач, якi б узагальнили вiдомi ранiше результати; доведеннi нових граничних

теорем для розв’язкiв багатоточкових крайових задач; встановленнi можли-

востi апроксимацiї розв’язкiв загальної крайової задачi розв’язками багато-

точкових крайових задач спецiального вигляду; встановленнi аналогiчного

результату для нормованої матрицi Грiна загальної крайової задачi.

Дисертацiя складається з анотацiй українською i англiйською мовами,

вступу, трьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних дже-

рел i додатку.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.

У другому роздiлi отримано узагальнення достатнiх умов збiжностi

розв’язкiв загальних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь

довiльного порядку у рiвномiрнiй нормi. Знайдено новi конструктивнi доста-

тнi умови збiжностi розв’язкiв загальних крайових задач для систем дифе-

ренцiальних рiвнянь довiльного порядку. Побудовано приклад, що iлюструє

спiввiдношення мiж теоремами 2.2, 2.3 та теоремами, отриманими ранiше

I. Т. Кiгурадзе та Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлецем, Н. В. Ревою.
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У третьому роздiлi як застосування результатiв другого роздiлу дове-

дено новi граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкових крайових задач

для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку. Також встановле-

но умови збiжностi розв’язкiв багатоточкових крайових задач для систем

диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, якi узагальнюють результат

В. А. Михайлеця, Г. О. Чеханової. Знайдено достатнi умови збiжностi фун-

кцiй Грiна для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку. Встанов-

лено можливiсть апроксимацiї розв’язкiв загальної крайової задачi послiдов-

нiстю розв’язкiв багатоточкових крайових задач спецiального вигляду. Дове-

дено можливiсть апроксимацiї нормованої матрицi Грiна загальної крайової

задачi послiдовнiстю нормованих матриць Грiна багатоточкових крайових

задач спецiального вигляду.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика їх

отримання можуть бути застосованi до дослiдження конкретних загальних

та багатоточкових крайових задач.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, загальна крайова

задача, збiжнiсть роз’язкiв, збiжнiсть функцiй Грiна, багатоточкова крайова

задача, апроксимацiя розв’язкiв, апроксимацiя нормованих матриць Грiна.

Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї.
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ABSTRACT

Pelekhata О.B. General boundary value problems with a parameter.–

Manuscript.

The thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and

Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02 — Differential Equati-

ons (111 – Mathematics). — National Technical University of Ukraine "Igor

Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute — Institute of Mathematics of National

Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to investigations of sufficient conditions of convergence

the solutions of general linear boundary value problems for ordinary differential

equations with arbitrary order r.

The problems of the conditions of convergence of solutions in systems of

ordinary differential equations occupy an important place in the modern theory

of ordinary differential equations. The fundamental results for conditions of

convergence of the solutions of Cauchy problems was obtained by I. I. Gihman,

М. А. Krasnoselskyy, S. G. Кrein, Y. Кurzvel and i Z. Vorel, А. М. Samoilenko,

А. Y. Levin, Z. Оpial and Nguen The Hoan.

Solutions of boundary value problems are significantly less investigated due

to the large variety of border conditions. The main results were obtained by

I. Т. Kiguradze and М. Аshordia who researched the class general linear boundary

value problems for the first-order system systems of ordinary differential equati-

ons. The conditions for convergence of these problems in space C([a, b],Rm)

were established. Recently these results were generalized by V. А. Mikhailets,

N. V. Reva, Т. I. Коdliuk, G. О. Chekhanova for the system of differential equati-

ons with high order. In these papers the authors succesfully weakened the requi-

rements for coefficients of the equations of the theorem of I. Т. Kiguradze.
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Similar problem arise also in the search for conditions for the convergence

of multipoint boundary problems. In the papers of V. А. Mikhailets, Y. V. Hnyp,

V. O. Soldatov the conditions of convergence of solutions of multipoint boundary

value problems are obtained for the system linear differential equation with high

order.

The purpose of the thesis is to find constructive sufficient conditions of

convergence of solutions of general, in particular multipoint boundary value

problems for the system of differential equations, which generalizes results were

obtained before; prove new limit theorems for solutions of multipoint boundary

value problems for systems of differential equations with arbitrary order; show

opportunity of approximating of solutions of general boundary-value problems

by solutions of multipoint boundary value problems; obtaine similar result for

Green’s matrices of general boundary value problems.

The dissertation consists of the annotation in Ukrainian and in English,

introduction, three chapters of its main part, conclusions, the list of references and

appendix. The introduction grounds the relevance of the research topic, formulates

the purpose, object, subject, task, and methods of the research, indicates the

scientific novelty of the obtained results, their practical significance, the relation

of the research to scientific programs the personal contribution of the applicant,

and also points out where the results of the dissertation have been discussed and

published.

Chapter 1 gives a survey of the literature on the topic of the thesis.

In Chapter 2 there is obtained generalization of sufficient conditions of

convergence of solutions of general boundary value problems for systems of di-

fferential equations with arbitrary order. New constructive sufficient conditions

of convergence of solutions of general boundary value problems are found for
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system of differential equations with arbitrary order r in the norm of space

C(r−1). The example is given, which shows correlation between the theorems in the

second chapter and the theorems obtained by I. Т. Kiguradze, V. А. Mikhailets,

N. V. Reva, Т. I. Коdliuk.

In Chapter 3 as an application of results from Chapter 2 new limit theorems

for solutions of multipoint boundary value problems are found for systems of di-

fferential equations with arbitrary order. The conditions of convergence of soluti-

ons of multipoint boundary value problems are established for systems of di-

fferential equations with arbitrary order, which generalizes result of V. А. Mikhai-

lets, G. О. Chekhanova. New sufficient conditions of convergence of Green’s matri-

ces of multipoint boundary value problems is obtained for systems of differential

equations with arbitrary order. The opportunity of approximating of solutions

of general boundary-value problems by solutions of multipoint boundary value

problems are proved. Similar result is obtained for Green’s matrices of general

boundary value problems.

Appendix contains applicant’s publications list concerning the topic of the

thesis and informs where the results of the dissertation have been reported and

discussed.

The practical significance of the results. Thesis is a theoretical

research. The results of the thesis and the method of their obtaining can be

used for investigation of specific general boundary value problems and multipoint

boundary value problems.

Key words: differential systems, boundary-value problem, convergence

of the solutions, multipoint boundary-value problem, approximating of solution,

approximating of Green’s matrix.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

1. R,C — поле дiйсних та комплексних чисел, вiдповiдно.

2. Cm — m-вимiрний комплексний простiр векторiв y = (y1, y2, ..., ym) з

нормою

‖y‖ := |y| = max
i
|yi|.

3. Cm×m — алгебра комплексних (m×m)-матриць A = (aik)
m
i,k=1 з нормою

‖A‖ := |A| = max
i,k
|aik|.

4. detA — визначник квадратної матрицi A.

5. A−1 — матриця, обернена до квадратної матрицi A.

6. Im, Om — одинична та нульова (m×m)-матрицi, вiдповiдно.

7. C := C([a, b];C) — простiр всiх комплекснозначних функцiй y(·), визна-

чених i неперервних на вiдрiзку [a, b], з нормою

‖y‖∞ := max
a6t6b

|y(t)|.

8. Cm := Cm([a, b];C) — простiр всiх комплекснозначнихm раз неперервно

диференцiйованих на [a, b] функцiй з нормою

‖y‖(m) :=
m∑
k=0

1

k!
max
a6t6b

|y(k)(t)|, 0! := 1.
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9. (C)m := C([a, b];Cm) i (C)m×m := C([a, b];Cm×m) — простори всiх ком-

плекснозначних вектор-функцiй y(·) : [a, b] → Cm та матриць-функцiй

A(·) : [a, b]→ Cm×m з неперервними на вiдрiзку [a, b] елементами.

10. L1 := L1([a, b];C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних функцiй,

сумовних на вiдрiзку [a, b], з нормою

‖y‖1 :=

b∫
a

|y(t)|dt.

11. (L1)
m := L1([a, b];Cm) i (L1)

m×m := L1([a, b];Cm×m) — простори всiх

вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(·) : [a, b] → Cm та

матриць-функцiй A(·) : [a, b] → Cm×m з сумовними на вiдрiзку [a, b]

елементами.

12. AC[a, b] — простiр абсолютно неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй.

13. W n
1 := W n

1 ([a, b];C), n ∈ N — простiр С. Л. Соболєва всiх комплексно-

значних функцiй, що належать такiй множинi:

W n
1 ([a, b];C) := {y ∈ C(n−1) : y(n−1) ∈ AC[a, b]}.

Норма визначається рiвнiстю

‖y‖n,1 :=
∑
|α|6n

b∫
a

|Dαy(t)|dt.

14. (W n
1 )m := W n

1 ([a, b];Cm) — простiр всiх комплекснозначних вектор-

функцiй y(·) : [a, b] → Cm, елементи яких належать соболєвському

простору W n
1 .
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15. Bn
s−→ B — сильна збiжнiсть операторiв.

16. BV [a, b] — клас функцiй обмеженої варiацiї на вiдрiзку [a, b].

17. V b
a f — повна варiацiя функцiї f на вiдрiзку [a, b].

18. NBV [a, b] — комплексний банахiв простiр функцiй з BV [a, b], неперерв-

них злiва на iнтервалi (a, b) i якi перетворюються на нуль в точцi a. Цей

простiр збiгається з простором C([a, b],C)∗ i має норму

‖g‖NBV [a,b] = V b
a g.

19.
{
χ(c,b](t) : c ∈ [a, b]

}
— iндикаторнa функцiя пiдмножини [c, b] ⊆ [a, b]:

χ[c,b](t) :=

 1, t ∈ [c, b];

0, t 6∈ [c, b].

20. S[a, b] — комплексна лiнiйна оболонка сiм’ї iндикаторних функцiй{
χ(c,b](t) : c ∈ [a, b]

}
.
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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню достатнiх умов збiжностi розв’язкiв

загальних, зокрема багатоточкових, крайових задач для систем звичайних

лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 1 у нормах просторiв C(r−1)

на скiнченному iнтервалi (a, b). Крiм того, в роботi встановлено можливiсть

апроксимацiї розв’язку загальної крайової задачi послiдовнiстю розв’язкiв

багатоточкових крайових задач спецiального вигляду. Доведено можливiсть

апроксимацiї нормованої матрицi Грiна загальної крайової задачi послiдовнi-

стю нормованих матриць Грiна багатоточкових крайових задач спецiального

вигляду.

Актуальнiсть теми. Питання щодо умов збiжностi розв’язкiв систем

диференцiальних рiвнянь посiдають важливе мiсце в сучаснiй теорiї звичай-

них диференцiальних рiвнянь. Найбiльш повно цi питання дослiджено стосов-

но послiдовностей задач Кошi для систем диференцiальних рiвнянь першого

порядку. В роботах I. I. Гiхмана [5], М. А. Красносельського i С. Г. Крейна

[23], Я. Курцвейля i З. Ворела [24], А. М. Самойленка [51,52, 85], А. Ю. Лє-

вiна [26 – 25], З. Опяла [82] i Нгуен Тхе Хоана [39] отримано фундаментальнi

результати про умови збiжностi розв’язкiв задачi Кошi.

Розв’язки крайових задач вивченi менш iстотно, нiж розв’язки задач

Кошi. Це пов’язано з великою рiзноманiтнiстю крайових умов. Тут пiонер-

ськими є результати I. Т. Кiгурадзе [14 – 16] i М. Ашордiа [68], якi ввели i до-

слiдили клас загальних лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних

рiвнянь першого порядку. Було встановлено умови збiжностi розв’язкiв цих

задач у просторi C([a, b],Rm). Недавно в роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Ре-

ви, Т. I. Кодлюк, Г. О. Чеханової [19, 29, 3, 80] цi результати було уточнено
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та узагальнено на комплекснозначнi функцiї i системи диференцiальних рiв-

нянь довiльного порядку. У зазначених роботах авторам вдалося послабити

умови на коефiцiєнти рiвнянь, ввiвши додаткову умову на правi частини си-

стем. Тому актуальним питанням залишається знаходження достатнiх умов

збiжностi розв’язкiв, якi б мiстили слабшi вимоги i на коефiцiєнти рiвнянь, i

на правi частини задач.

Аналогiчнi питання виникають i при пошуку умов збiжностi розв’язкiв

багатоточкових крайових задач. У роботах [7], [56], [57] встановлено умови

збiжностi розв’язкiв багатоточкових крайових задач для систем звичайних

диференцiальних рiвнянь довiльного порядку.

Багатоточковi крайовi задачi є окремим випадком загальних крайових

задач. Тому природно виникає питання чи можна розв’язок та нормовану

матрицю Грiна довiльної загальної крайової задачi наблизити послiдовнiстю

багатоточкових крайових задач, розв’язки та нормованi матрицi Грiна якої б

збiгалися до розв’язкiв загальної крайової задачi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дослiдження проводилися на кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймо-

вiрностей фiзико-математичного факультету Нацiонального технiчного унi-

верситету України "Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорсько-

го згiдно з планами, передбаченими у КПI iм. Iгоря Сiкорського та в рамках

держбюджетної теми "№2810 - Ф, Дослiдження асимптотичних властивостей

псевдорегулярних функцiй та узагальнених процесiв вiдновлення"(номер дер-

жавної реєстрацiї 0115U000371).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є знаходження конструктив-

них достатнiх умов збiжностi розв’язкiв загальних, зокрема багатоточкових
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крайових задач; встановлення можливостi апроксимацiї розв’язку та нормо-

ваної матрицi Грiна загальної крайової задачi розв’язками i нормованими

матрицями Грiна багатоточкових крайових задач спецiального вигляду.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi загальнi крайовi задачi, зокрема

багатоточковi крайовi задачi.

Предметом дослiдження є умови i характер збiжностi розв’язкiв за-

гальних крайових задач та матриць Грiна у нормах простору C(r−1).

Завдання дослiдження:

1. Встановити конструктивнi достатнi умови збiжностi розв’язкiв загаль-

них крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь порядку r ≥

1, якi б доповнювали та покращували вже вiдомi результати.

2. Довести новi граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкових крайових

задач.

3. Встановити можливiсть апроксимацiї розв’язку загальної крайової за-

дачi розв’язками багатоточкових крайових задач спецiального вигляду;

4. Встановити можливiсть апроксимацiї нормованої матрицi Грiна загаль-

ної крайової задачi нормованими матрицями Грiна багатоточкових кра-

йових задач спецiального вигляду.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи теорiї звичайних

диференцiальних рiвнянь, функцiонального та дiйсного аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що

виносяться на захист, є новими i полягають у наступному:

1. Знайдено новi конструктивнi достатнi умови збiжностi розв’язкiв за-

гальних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь довiльно-
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го порядку, якi узагальнюють i доповнюють результати I. Т. Кiгурадзе

та Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви.

2. Доведено новi теореми про граничний перехiд для розв’язкiв багатото-

чкових крайових задач, якi узагальнюють результати В. А. Михайлеця

та Г. О. Чеханової.

3. Встановлено можливiсть апроксимацiї розв’язку загальної крайової за-

дачi розв’язками багатоточкових крайових задач спецiального вигляду.

4. Встановлено можливiсть апроксимацiї нормованої матрицi Грiна за-

гальної крайової задачi нормованими матрицями Грiна багатоточкових

крайових задач спецiального вигляду.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика їх

отримання можуть бути застосованi до дослiдження конкретних загальних

та багатоточкових крайових задач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-

тацiї та постановка задач належать науковому керiвниковi — доктору фiзико-

математичних наук В. А. Михайлецю. Основнi науковi результати, якi вине-

сено на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей, опублiкованих

у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати, що належать

дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдались та обговорювались на:

– Четверта Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики

та фiзики, Україна, Київ, 23–25 квiтня 2015 р.
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– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Україна, Київ, 3-6

червня 2015 р.;

– XIV Мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2016 Україна, Київ, 6–8 квiтня

2016 р.;

– V Мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiальних рiв-

нянь та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського, Україна, Київ, 9–11 листо-

пада 2016 р.

– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена 100-

рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митропольського

(1917–2008), Україна, Київ, 7–10 червня 2017 р.,

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в

п’ятьох статтях у фахових виданнях [32, 33, 34, 40, 41] та тезах доповiдей

мiжнародних наукових конференцiй [35, 42, 43, 44, 83]. Стаття [33] опублiко-

вано в журналi, що входить до мiжнародних наукометричних баз даних (Web

of Science, Scopus).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з перелiку

умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використа-

них джерел, що налiчує 86 найменувань. Повний обсяг роботи складає 150

сторiнок друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету,

об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, розкрито наукову новизну

отриманих результатiв, їх теоретичне i практичне значення, наведено данi про

апробацiю результатiв i коротко викладено змiст основної частини дисертацiї.
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У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.

Другий роздiл присвячений дослiдженню збiжностi розв’язкiв загаль-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiль-

ного порядку r на скiнченному вiдрiзку [a, b] ⊂ R за нормою простору C(r−1).

У пiдроздiлi 2.1 на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R розглядається си-

стема m ∈ N лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку

y′(t) + A(t)y(t) = f(t) (1)

iз загальною неоднорiдною крайовою умовою

By = c, (2)

де лiнiйний неперервний оператор

B : C([a, b];Cm)→ Cm. (3)

Припускається, що матриця-функцiя A(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), вектор-

функцiя f(·) ∈ L1([a, b];Cm), а вектор c ∈ Cm.

Пiд розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (1) розумiється аб-

солютно неперервна на [a, b] вектор-функцiя y(·) ∈ W 1
1 ([a, b];Cm), яка задо-

вольняє векторне рiвняння (1) майже скрiзь. Неоднорiднi крайовi умови (2)

коректно визначенi на розв’язках системи (1) i охоплюють всi класичнi види

крайових умов.

Поряд з задачею (1)–(2) задана послiдовнiсть систем лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку

y′(t, n) + A(t, n)y(t, n) = f(t, n) (4)



22

з крайовими умовами

B(n)y(·, n) = c(n), (5)

де матриця-функцiя A(·, n), оператори B(n), вектор-функцiя f(·, n) i вектор

c(n) задовольняють наведеним вище умовам для задачi (1)–(2).

Крайова задача (1)–(2) є фредгольмовою з нульовим iндексом. Тому

для однозначної скрiзь розв’язностi цiєї задачi необхiдно i достатньо, щоб

вiдповiдна однорiдна крайова задача мала тiльки тривiальний розв’язок.

Надалi припускається, що розв’язки однорiдної задачi (1)–(2) однозна-

чно визначенi, що n ∈ N, i всi асимптотичнi спiввiдношення розглядаються

при n→∞. Використовуються наступнi позначення:

RA(·, n) := A(·, n)− A(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), (6)

F (·) :=



f1(·) 0 . . . 0

f2(·) 0 . . . 0

... ... . . . ...

fm(·) 0 . . . 0


∈ L1([a, b];Cm×m), (7)

F (·, n) :=



f1(·, n) 0 . . . 0

f2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

fm(·, n) 0 . . . 0


∈ L1([a, b];Cm×m), (8)

RF (·, n) = F (·)− F (·, n), (9)

R∨F (t, n) :=

∫ t

a

RF (s, n)ds, R∨A(t, n) :=

∫ t

a

RA(s, n)ds. (10)

AF (·, n) :=

 A(·, n) F (·, n)

Om Om

 ∈ L1([a, b];C2m×2m), (11)
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RAF (·, n) := AF (·, n)− AF (·) ∈ L1([a, b];C2m×2m). (12)

Нехай Mm := M(a, b;m), m ∈ N клас послiдовностей матриць-

функцiй R(·, n) : N → L1([a, b];Cm×m), для яких розв’язок Z(·, n) задачi

Кошi

Z ′(·, n) +R(·, n)Z(·, n) = Om, Z(a, n) = Im (13)

задовольняє граничне спiввiдношення

‖Z(·, n)− Im‖∞ → 0, n→∞. (14)

Основним результатом другого роздiлу є

Теорема 2.1. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (1)–(2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) RA(·, n) ∈Mm;

(II) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (4)–(5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(III) c(n)→ c;

(IV) RAF (·, n) ∈M2m;,

то єдинi розв’язки задач (1)–(2) i (4)–(5) задовольняють граничну рiвнiсть

‖y(·)− y(·, n)‖∞ → 0. (15)

.
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З теореми А. Ю. Лєвiна [26] випливають зручнi для застосування до-

статнi умови приналежностi послiдовностi матриць-функцiй класу Mm чи

M2m. Тому з теореми 2.1 випливає ряд конструктивних тверджень, якi уза-

гальнюють або доповнюють теорему I. Т. Кiгурадзе.

Теорема 2.2. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (1)–(2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨A(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖RA(·, n)R∨A(·, n)‖1 → 0;

(III) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (4)–(5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) c(n)→ c;

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0;

(VI) ‖RA(·, n)R∨F (·, n)‖1 → 0;

то єдинi розв’язки задач (1)–(2) i (4)–(5) задовольняють граничну рiвнiсть

(15).

Теорема 2.2 узагальнює результат I. Т. Кiгурадзе, оскiльки не мiстить

вимоги обмеженостi норм коефiцiєнтiв систем, а також результат Т. I. Ко-

длюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, бо умова обмеженостi правих частин

рiвняння замiнена бiльш слабкою умовою (V I).
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Теорема 2.3. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (1)–(2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨A(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨A(·, n)RA(·, n)‖1 → 0;

(III) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (4)–(5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) c(n)→ c;

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0;

(VI) ‖R∨A(·, n)RF (·, n)‖1 → 0;

то єдинi розв’язки задач (1)–(2) i (4)–(5) задовольняють граничне спiввiд-

ношення (15).

Теорема 2.3 доповнює результати I. Т. Кiгурадзе та Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, згаданi вище.

У пiдроздiлi 2.2 цi результати поширено на випадок систем рiвнянь по-

рядку r ≥ 2.

На скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R розглядається система m ∈ N лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + · · ·+ A0(t)y(t) = f(t) (16)
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iз загальними неоднорiдними крайовими умовами

Bjy(·) = cj, j ∈ 1, r, (17)

де лiнiйнi неперервнi оператори

Bj : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm, j ∈ 1, r, (18)

матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), вектор-функцiя f(·) ∈

L1([a, b];Cm), а вектори cj ∈ Cm.

Пiд розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (16) розумiється

вектор-функцiя y(·) ∈ W r
1 ([a, b];Cm), яка абсолютно неперервна на вiдрiзку

[a, b] разом зi своїми похiдними до r− 1 порядку i задовольняє векторне рiв-

няння (16) майже скрiзь. Неоднорiднi крайовi умови (17) коректно визначенi

на розв’язках системи (16) i охоплюють всi класичнi види крайових умов.

Поряд з задачею (16)–(17) задана послiдовнiсть систем лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + · · ·+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n), n ∈ N (19)

з крайовими умовами

Bj(n)y(·, n) = cj(n), (20)

де j ∈ 1, r, n ∈ N, матрицi-функцiї Aj−1(·, n), оператори Bj(n), вектор-

функцiї f(·, n) i вектори cj(n) задовольняють наведеним вище умовам для

задачi (16)–(17).

Припускається, що розв’язки однорiдної задачi (16)–(17) однозначно ви-

значенi, що j ∈ 1, r, n ∈ N, i всi асимптотичнi спiввiдношення розглядаються
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при n→∞. Введено наступнi позначення:

RAj−1(·, n) := Aj−1(·)− Aj−1(·, n) ∈ L1([a, b];Cm×m), (21)

F (·, n) :=



f1(·, n) 0 . . . 0

f2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

fm(·, n) 0 . . . 0


∈ L1([a, b];Cm×m), (22)

RF (·, n) := F (·)− F (·, n), (23)

R∨F (t, n) :=

∫ t

a

RF (s, n)ds, R∨Aj−1(t, n) :=

∫ t

a

RAj−1(s, n)ds. (24)

Аналогами теорем 2.2 i 2.3 для випадку систем рiвнянь порядку r ≥ 2,

є теореми 2.4 i 2.5 вiдповiдно

Теорема 2.4. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (16)–(17) має лише тривiальний

розв’язок;

(I ′) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(II ′) ‖RAr−1(·, n)R∨Aj−1(·, n)‖1 → 0;

(III ′) Bj(n)y → Bjy, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm);

Тодi для достатньо великих n задачi (19)–(20) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того,

(IV ′) cj(n)→ cj;

(V I ′) ‖RAr−1(·)R∨F (·, n)‖1 → 0;



28

тодi єдинi розв’язки крайових задач (19)–(20) задовольняють спiввiдношен-

ня

‖y(j−1)(·)− y(j−1)(·, n)‖∞ → 0. (25)

Ця теорема узагальнює як теорему I. Т. Кiгурадзе, так i результат

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця та Н. В. Реви для випадку r ≥ 2.

Теорема 2.5. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (16)–(17) має лише тривiальний

розв’язок,

(I ′) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(II∗) ‖R∨Ar−1(·, n)RAj−1(·, n)‖1 → 0;

(III ′) Bj(n)y → Bjy, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (19)–(20) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того,

(IV ′) cj(n)→ cj;

(V I∗) ‖R∨Ar−1(·, n)RF (·, n)‖1 → 0;

тодi єдинi розв’язки крайових задач (19)–(20) задовольняють граничне спiв-

вiдношення (25).

Теорема 2.5 доповнює результати I. Т. Кiгурадзе та Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця та Н. В. Реви для випадку систем рiвнянь порядку r ≥ 2.

У третьому роздiлi дисертацiї як застосування результатiв другого

роздiлу, доведенi новi граничнi теореми для багатоточкових крайових задач

для систем рiвнянь довiльного порядку r. Зокрема, у пiдроздiлi 3.1 знайде-

но достатнi умови збiжностi розв’язкiв багатоточкових крайових задач для

систем рiвнянь довiльного порядку.
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Розглядається рiвняння вигляду (16) з багатоточковими крайовими

умовами

Bjy(·) =

p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i y(k−1)(ti) = 0, j ∈ 1, r, i ∈ 1, p+ q. (26)

де матрицi-функцiї Ak−1(·;n), вектор-функцiї f(·;n), точки ti ∈ [a, b], матрицi

α
(k−1)
i,j (n), вектори cj(n) - тi ж, що i в задачi (16)–(17).

Поряд iз задачею (16)–(26) розглядається послiдовнiсть задач (19) з

крайовими умовами

Bj(n)y(·;n) =

p+q∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n) = cj(n), j ∈ 1, r, (27)

Теорема 3.1 Нехай при n→∞ та k ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються умови:

(0) Однорiдна гранична крайова задача (16)–(26) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨k−1(·;n)‖∞ → 0;

(II) ‖Rr−1(·;n)R∨k−1(·;n)‖1 → 0;

(III) ‖
r∑

k=1

Rk−1(·;n)R∨fk−1(·;n)‖1 → 0;

(IV) ‖R∨fk−1(·;n)‖∞ → 0;

(V) ti(n)→ ti, α
(k−1)
i,j (n)→ α

(k−1)
i,j , i ∈ 1, p;

(VI) α
(k−1)
i,j (n)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

(VII) cj(n)→ cj.

Тодi для достатньо великих значень n розв’язки y(·;n) задач (19)–(27) одно-

значно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення (25).
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Теорема 3.2 Нехай при n → ∞ та k ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються

умови:

(0) Однорiдна гранична крайова задача (16)–(26) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨k−1(·;n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨r−1(·;n)Rk−1(·;n)‖1 → 0;

(III) ‖
r∑

k=1

R∨k−1(·;n)Rfk−1(·;n)‖1 → 0;

(IV) ‖R∨fk−1(·;n)‖∞ → 0;

(V) ti(n)→ ti, α
(k−1)
i,j (n)→ α

(k−1)
i,j , i ∈ 1, p;

(VI) α
(k−1)
i,j (n)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

(VII) cj(n)→ cj.

Тодi для достатньо великих значень n розв’язки y(·;n) задач (19)–(27) одно-

значно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення (25).

У пiдроздiлi 3.2 знайдено новi достатнi умови збiжностi розв’язкiв бага-

тоточкових крайових задач у наступнiй постановцi. Припускається подiл всiх

точок на скiнченну кiлькiсть серiй, кожна з яких мiстить граничну точку, а

"блукаючi" точки утворюють нульову серiю.

Розглядається система m лiнiйних рiвнянь порядку r ≥ 2

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . .+ A0(t)y(t) = f(t), (28)
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з багатоточковими крайовими умовами

Bjy(·) =
N∑
i=1

r∑
`=1

α
(`−1)
i y(`−1)(ti) = cj, (29)

де матрицi α(`−1)
j ∈ Cm×m, точки ti ∈ [a, b] вектори cj ∈ Cm є заданими.

Поряд з системою (28) розглядається послiдовнiсть систем рiвнянь

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + · · ·+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n) (30)

Для кожного n з системою (30) пов’язують багатоточкову крайову умову

Bj(n)y(·;n) =
N∑
i=0

qi(n)∑
k=1

r∑
`=1

α
(`−1)
i,k (n)y(`−1)(ti,k(n), n) = cj(n). (31)

де числа qi(n) залежать вiд n, матрицi α(`−1)
i,k (n) ∈ Cm×m, точки ti,k(n) ∈ [a, b]

та вектор cj(n) ∈ Cm є заданими.

Вимагається при i ∈ 1, N точки ti,k(n) → ti при n → ∞, а для точок

t0,k(n) аналогiчне не вимагається.

Теорема 3.3. Нехай при n→∞ i j ∈ 1, r виконуються умови на

(a) коефiцiєнти систем

(1) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(2) ‖RAr−1(·, n)R∨Aj−1(·, n)‖(1) → 0;

(b) правi частини рiвнянь

(3) ‖f(·, n)‖1 = O(1), ‖f∨(·, n)− f∨(·)‖∞ → 0;

(4) cj(n)→ cj;

(c) граничнi оператори
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(5) ti,k(n)→ ti для усiх i ∈ 1, N , k ∈ 1, qi;

(6)
qi(n)∑
k=1

α
(`−1)
i,k (n)→ α

(`−1)
i для усiх i ∈ 1, N , ` ∈ 1, r;

(7)
qi(n)∑
k=1

‖α(`)
i,k(n)‖ · |ti,k(n)− ti| → 0 для усiх i ∈ 1, N , k ∈ 1, qi,` ∈ 1, r;

(8)
qi(n)∑
k=1

‖α(`−1)
0,k (n)‖ → 0, для усiх k ∈ 1, q0, ` ∈ 1, r.

Тодi для достатньо великих n задача (30)–(31) має єдиний розв’язок i вiн

задовольняє граничне спiввiдношення (25).

У пiдроздiлi 3.3 знайденi умови збiжностi функцiй Грiна.

Нехай a = t1 < t2 < . . . < tk = b — розбиття скiнченного iнтерва-

лу (a, b) ⊂ R. Розглядається однорiдна багатоточкова крайова задача для

векторного лiнiйного диференцiального рiвняння порядку r ≥ 2:

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . . ..+ A0(t)y(t) = 0 (32)

k∑
l=1

r∑
j=1

βj,i(l)y
(j−1)(tl) = 0, i ∈ 1, k, (33)

де (m × m)-матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈ (C(p−1))m, i вектор-функцiя f(·) ∈

(C(p−1))m, матрицi βj,i(l) ∈ Cm×m, l ∈ 1, k, i, j ∈ 1, r.

Поряд iз задачею (32)–(33) розглядається послiдовнiсть напiводнорi-

дних багатоточкових крайових задач для векторного лiнiйного диференцi-

ального рiвняння порядку r ≥ 2:

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . . ..+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n) (34)

k∑
l=1

r∑
j=1

βj,i(l, n)y(j−1)(tl, n) = 0, i ∈ 1, k. (35)
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Для коректностi розглядуваної задачi вважається надалi, що задача

(32)–(33) має лише тривiальний розв’язок.

Для функцiй Грiна задач (32)–(33) i (34)–(35) у пiдроздiлi 3.3 встанов-

лена

Теорема 3.4. Нехай при n → ∞ та j ∈ 1, r для деякого p ∈ N вико-

нуються умови:

(1) ‖Aj−1(·;n)− Aj−1(·)‖(p−1) → 0;

(2) βj,i(l;n)→ βj,i(l), i ∈ 1, r, l ∈ 1, k.

Тодi при достатньо великих значеннях n iснують нормованi функцiї Грiна

G(t, s;n) задач (35)–(36) i для них та функцiй Грiна G(·, ·) задач (32)–(33)

на смугах (tl−1, tl)× (a, b) виконується

‖G(·, ·;n)−G(·, ·)‖(p) → 0, k →∞. (36)

У пiдроздiлi 3.4 встановлена можливiсть апроксимацiї розв’язкiв за-

гальної крайової задачi розв’язками багатоточкових крайових задач спецi-

ального вигляду.

Нехай задано систему m лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь

порядку r ≥ 1

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . .+ A0(t)y(t) = f(t) (37)

з коефiцiєнтами Aj−1(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), правими частинами f(·) ∈

L1([a, b];Cm) iз загальними неоднорiдними крайовими умовами

Bjy(·) = cj. (38)
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Розглядається послiдовнiсть систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь по-

рядку r ≥ 1

y(r)(t) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . .+ A0(t, n)y(t, n) = f(t) (39)

iз багатоточковими крайовими умовами

Bj(n)y(·;n) =
N∑
i=1

r∑
k=1

αji,k−1(n)y(k−1)(ti(n);n) = cj, j ∈ 1, r. (40)

У задачi (40)–(41) матрицi-функцiї Aj−1(·, n) ∈ X(a, b) — довiльнiй фiксова-

нiй щiльнiй множинi в просторi L1((a, b);Cm×m), а правi частини — вектор-

функцiя f(·) та вектори cj — тi ж, що i в задачi (31)-(32).

Теорема 3.10 Для кожної однозначно розв’язної неоднорiдної загаль-

ної крайової задачi (37)–(38) знайдеться послiдовнiсть багатоточкових кра-

йових задач вигляду (39)–(40) з коефiцiєнтами Aj−1(t, n) ∈ X(a, b) таких,

що для достатньо великих n кожна з них є однозначно розв’язною i для

розв’язкiв y(·) задачi (37)–(38) i y(·, n) задачi (39)–(40) виконується грани-

чна рiвнiсть (25).

При цьому, послiдовнiсть багатоточкових крайових задач не залежить

вiд правих частин задачi (37)–(38).

У пiдроздiлi 3.5 встановлена можливiсть апроксимацiї нормованої ма-

трицi Грiна загальної крайової задачi нормованими матрицями Грiна багато-

точкових крайових задач спецiального вигляду.

Теорема 3.12 В умовах теореми 3.7 послiдовнiсть багатоточкових

крайових задач (39)–(40) можна вибрати так, що для нормованих матриць

Грiна G(t, s) задачi (37)–(38) i нормованих матриць Грiна G(t, s, n) задач
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(39)–(40) на смугах (a, b)× (a, b) виконується гранична рiвнiсть

‖G(·; ·)−G(·; ·, n)‖∞ → 0. (41)
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Задача Кошi

Питання граничного переходу у системах диференцiальних рiвнянь

виникають у багатьох задачах математичного аналiзу. Найкраще вони до-

слiдженi стосовно задач Кошi для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку. Фундаментальнi результати стосовно залежностi їх

розв’язкiв вiд параметра отримали Й. I. Гiхман [5], М. А. Красносельский i

С. Г. Крейн [23]. В їхнiх роботах розглядалися нелiнiйнi диференцiальнi рiв-

няння, залежнi вiд параметра, правi частини яких неперервнi в iнтегральному

сенсi. Цi результати були застосованi до обґрунтування принципу усереднен-

ня М. М. Боголюбова та М. М. Крилова в рiзних постановках [2].

Для послiдовностi лiнiйних матричних задач Кошi вигляду

Y ′(t, k) = A(t, k)Y (t, k) + F (t, k), a ≤ t ≤ b,

k ∈ N ∪ {0},

Y (a, k) = Im.

(1.1)

найпростiшою умовою на коефiцiєнти A(·, k) ∈ Cm×m та правi частини

F (·, k) ∈ Cm×m, яка забезпечує рiвномiрну збiжнiсть на [a, b] розв’язкiв

Y (t, k), є рiвномiрна збiжнiсть матриць-функцiй A(·, k) та F (·, k) до A(·, 0)

та F (·, 0) вiдповiдно на [a, b] [74, 59]. Проте, ця умова є досить грубою.

Якщо елементи матриць-функцiй A(t, k) та F (t, k) належать банахово-

му простору Lm×m1 (бiльш загальний випадок), а A(t, k) та F (t, k) збiжнi в

цьому просторi до матриць A(·, 0) та F (·, 0) вiдповiдно, то рiвномiрна збi-
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жнiсть Y (t, k) до Y (t, 0) на [a, b] є прямим наслiдком результату, встановле-

ного у 1930 р. Я. Д. Тамаркiним [86].

Згаданi результати М. А. Красносельського i С. Г. Крейна [23] дають

можливiсть у випадку лiнiйної крайової задачi (1.1) одержати бiльш тонкi

достатнi умови для виконання спiввiдношення

‖Y (t, k)− Y (t, 0)‖∞ → 0, k →∞. (1.2)

Нехай

A∨(t, k) =

∫ t

a

A(s, k)ds, F∨(t, k) =

∫ t

a

F (s, k)ds.

I

‖A∨(·, k)− A∨(·, 0)‖∞ → 0, ‖F∨(·, k)− F∨(·, 0)‖∞ → 0 (1.3)

та iснує сумовна мажоранта

|A(t, k)| ≤ h(t) ∈ L1, t ∈ [a, b], k ∈ N, (1.4)

тодi виконується спiввiдношення (1.2).

Крiм цього, виявилося, що при виконаннi (1.4) умова (1.3) є не лише

достатньою, але i необхiдною для (1.2).

В. Т. Рейд [84] показав, що для виконання (1.2) достатньо, щоб матриця-

функцiя A(·, k) слабко збiгалася до A(·, 0) у просторi L1([a, b],Rm×m) при k →

∞. Втiм, як зауважив А. Ю. Лєвiн [27], з цiєї слабкої збiжностi випливають

умови (1.3) i (1.4). Як стверджується в роботi [27], на цю оцiнку також не

впливає та обставина, що замiсть умови

Y (a, k) = C
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в [27] фiгурують умови

Y (ak, k) = Ck,

де

ak → a0, Ck → C0

при k →∞.

Умова (1.4) є суттєвою для розглянутої постановки. Спроба вiдкинути її

значно ускладнює задачу, бо умова (1.3), взагалi кажучи, не є анi необхiдною,

анi достатньою для (1.2). Цю властивiсть iлюструє такий приклад, наведений

у роботi Я. Курцвейля [78].

Приклад 1.1. Розглянемо на вiдрiзку [a, b] послiдовнiсть дiйсних ска-

лярних диференцiальних рiвнянь

dxk(t)

dt
= pk(t)xk(t) + fk(t), (1.5)

де

pk(t) := k1−α cos kt, fk(t) := k1−β sin kt

для кожного k ∈ N, а α i β є дiйснi числовi параметри. Порiвняємо розв’язки

рiвняння (1.5) з розв’язками рiвняння

dx(t)

dt
= 0.

Нехай xk(t) — розв’язок рiвняння (1.5), який задовольняє початкову умову

xk(a) = c0, де c0 ∈ R. Як перевiрив Я. Курцвейль [78], рiвнiсть

lim
k→∞
‖xk − c0‖L∞ = 0 (1.6)
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правильна при будь-якому c0 ∈ R тодi i лише тодi, коли

α > 0, β > 0, α + β > 1. (1.7)

Для розглянутих диференцiальних рiвнянь умова збiжностi коефiцiєнтiв i

правих частин у просторi L1([a, b],R) зводиться до пари нерiвностей α > 1 i

β > 1, а умова (1.3) — до пари нерiвностей α > 0 i β > 0. Звiдси випливає,

що спiввiдношення (1.3) не є достатнiм для збiжностi розв’язкiв. Виявилося

також, що цi спiввiдношення не є необхiдними. Справдi, покладемо

α = β =
1

2
.

Тодi розв’язок x(t, k) рiвняння (1.5), який задовольняє умову

x(a, k) = c

матиме вигляд

x(t, k) = c− 1

2
(t− a) +O(k−

1
2 ),

тобто при k → ∞ та будь-якому c отриманi розв’язки x(t, k) рiвномiрно збi-

гаються до вiдповiдного розв’язку рiвняння

dxk(t)

dt
=

1

2
,

хоча спiввiдношення

‖f∨(t, k)− 1

2
t‖∞ → 0, k →∞

не виконується.
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Продовжуючи дослiдження рiвняння (1.5), Я. Курцвейль [78, 79] отри-

мав таку достатню умову для виконання (1.6):

α >
1

2
, β > 0, α + β > 1.

На цi результати Я. Курцвейля корисно подивитися з бiльш загаль-

ної точки зору матричних диференцiальних рiвнянь, спираючись на роботу

А. Ю. Лєвiна [26].

Теорема 1.1 (А. Ю. Лєвiн, [26]) Нехай при k → ∞ виконується

одна iз наступних чотирьох нееквiвалентних мiж собою умов:

(L.1) ‖R(·, k)‖1 = O(1);

(L.2) ‖R∨(·, k)R(·, k)‖1 → 0;

(L.3) ‖R(·, k)R∨(·, k)‖1 → 0;

(L.4) ‖R(·, k)R∨(·, k)−R∨(·, k)R(·, k)‖1 → 0,

де R(t, k) := A(t, k)− A(t, 0). Тодi умова

‖R∨(·, k)‖∞ → 0, k →∞

є необхiдною i достатньою для виконання спiввiдношення (1.2).

Цей результат пояснює в прикладi 1.1 основну iмплiкацiю (1.7) - (1.6)

з бiльш загальної, матричної, точки зору. Дiйсно, переходячи до однорiдного

матричного запису, отримуємо, що

R(t, k) =

 k1−α cos kt k1−β sin kt

0 0

 ,
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R∨(t, k) =

 k−α sin kt k−β(1− cos kt)

0 0

 .

Умови (L.1)− (L.3) виявляються недостатнiми, оскiльки окрiм (1.7), вимага-

ють додаткових обмежень. Але умова (L.4) буде виконуватися:

R(t, k)R∨(t, k)−R∨(t, k)R(t, k) =

 0 k1−α−β(cos kt− 1)

0 0

 .

Iншу умову, достатню для виконання (1.2), отримав Z. Opial’ у[82]:

Теорема 1.2 (Z. Opial’,[82]). Якщо при k →∞ виконується умова

‖R∨(t; k)‖∞(1 + ‖A(t; k)‖1)→ 0, (1.8)

то розвя’зки системи (1.1) задовольняють умовi (1.2).

Наведемо приклад, який показує, що умова (1.8) в теоремi Z. Opial’а є

суттєвою.

Приклад 1.2. Розглянемо послiдовнiсть (2× 2) — матриць

A(t; k) =

 k
1
2 cos kt k

1
2 sin kt

0 0


i вiдповiдну послiдовнiсть задач Кошi

u′(t; k) = k
1
2 cos ktuk(t) + k

1
2 sin kt, u(0; k) = 0,

v′(t; k) = 0, v(0; k) = 0, k ∈ N, t ∈ [0, 1].
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Розв’язки u(t; k), v(t; k) мають такий вигляд:

u(t; k) = k
1
2

t∫
0

sin ks exp(k−
1
2 (sin kt− sin ks))ds, v(t; k) = 1, k ∈ N.

i

u(t; 0) = 0, v(t; 0) = 1.

У даному випадку послiдовнiсть {A(t; k)} задовольняє умову (L.1) теореми

А. Ю. Лєвiна. Але, оскiльки

u(t; k) = −1

2
t+O(k−

1
2 ),

то

‖u(t; k)− u(t; 0)‖∞ 9 0, k →∞.

В 1993 роцi Нгуен Тхе Хоан [39] отримав бiльш загальнi умови на коефi-

цiєнти системи (1.1), що узагальнюють умови (L.1)−(L.4) отриманi А. Ю. Лє-

вiним. Для їх формулювання вводяться в розгляд такi послiдовностi матриць

Q0(t; k), Q1(t; k), ..., Qi(t; k), ...

та

P0(t; k), P1(t; k), ..., Pi(t; k), ..., i = 1, 2, ...,

якi визначаються рекурентними спiввiдношеннями

Q0(t; k) = R(t; k), Qi(t; k) = Q∨i−1(t; k)R(t; k)

та

P0(t; k) = R(t; k), Pi(t; k) = R(t; k)P∨i−1(t; k).
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Покладемо

Gi(t; k) = Q0(t; k)−Q1(t; k) + ...+ (−1)iQi(t; k), i = 1, 2, ...,

Hj(t; k) = P0(t; k) + P1(t; k) + ...+ Pj(t; k), j = 1, 2, ...

Тодi умови, при яких має мiсце спiввiдношення (1.2), формулюються насту-

пним чином:

(Ni). Нехай при k →∞ та i ≥ 0

‖G∨i−1(t; k)‖∞ ≤ δ < 1, ‖Qi(t; k)‖1 ≤ σ <∞.

Тодi умова

‖G∨i (t; k)‖∞ → 0, k →∞

є необхiдною i достатньою для (1.2).

(Nj). Нехай при k →∞ та j ≥ 0

‖H∨j−1(t; k)‖∞ ≤ δ < 1, ‖Pj(t; k)‖1 ≤ σ <∞.

Тодi умова

‖H∨j (t; k)‖∞ → 0, k →∞

є необхiдною i достатньою для (1.2).

Вважаючи

G−1(t; k) = H−1(t; k) = 0

iз умов (Ni) та (Nj) при i = j = 0 отримуємо, що достатня умова (L1) еквi-

валентна достатнiм умовам (N0) та (N0).
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А при i = j = 1 iз достатнiх умов (L.2) та (L.3) випливають достатнi

умови (N1) та (N1) вiдповiдно.

Дiйсно, iз умови (L.2) :

‖R∨(t; k)R(t; k)‖1 → 0, k →∞

випливає, що

‖R∨(t; k)R(t; k)‖1 ≤ σ <∞,

а iз

‖R∨(t; k)‖∞ → 0, k →∞

випливає

‖R∨(t; k)‖∞ ≤ δ < 1.

Тодi

‖R∨(t; k) + (R(t; k)R∨(t; k))∨‖∞ ≤ ‖R∨(t; k)‖∞ + ‖(R(t; k)R∨(t; k))∨‖∞ ≤

≤ ‖R∨(t; k)‖∞ + ‖R(t; k)R∨(t; k)‖1 → 0 k →∞.

Таким чином, iз умови (L.2) випливає умова (N 1). Аналогiчно iз умови (L.3)

випливає умова (N1).

Приклад 1.3. Нехай m = 2, [a, b] = [0, 1], A(t; k) = A(t) +R(t; k),

де

R(t; k) =

 0
√
k cos kt

√
k sin 2kt 0

 .

Неважко перевiрити, що ‖R∨(t; k)‖∞ → 0 i

R(t; k)R∨(t; k) = diag {1
2

sin 2kt · sin kt, sin 2kt · sin kt},
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R∨(t; k)R(t; k) = diag {sin kt · sin 2kt,
1

2
sin kt · sin 2kt},

R∨(t; k)R(t; k)−R(t; k)R∨(t; k) = diag {−1

2
sin 2kt · sin kt, 1

2
sin kt · sin 2kt}.

Однак

‖R(t; k)‖1 ≥
√
k

1∫
0

| cos kt|dt =
1√
k

1
k∫

0

| cos t|dt =
√
kM{| cos t|} → +∞,

1∫
0

| sin kt · sin 2kt|dt =
1

k

k∫
0

| sin t| · | sin 2t|dt→M{| sin t · sin 2t|} > 0,

(див. [12]).

Жодна iз чотирьох наведених вище умов (L.1)− (L.4) тут не виконана,

проте неважко впевнитися, що виконується умова (N 1).

Узагальнюючи результати М. А. Красносельского та С. Г. Крейна

[23], Я. Курцвейль i З. Ворель [24] дiйшли до цiкавого випадку залежностi

розв’язкiв вiд параметра, коли наявнiсть граничних спiввiдношень

lim
λ→λ0

t∫
0

Y (t, y, λ)dt =

t∫
0

Y 0(t, y)dt

lim
λ→λ0

y(t, λ) = y(t, λ0)

у сенсi рiвномiрної збiжностi, де Y (t, y, λ) – права частина, а y(t, λ) розв’язок

рiвняння
dy

dt
= Y (t, y, λ),

не означає, що y(t, λ0) задовольняє граничне рiвняння

dy

dt
= Y 0(t, y).
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Бажаючи дослiдити бiльш детально цей випадок, Я. Курцвейль створив

поняття узагальненого розв’язку диференцiального рiвняння.

В 1962 роцi А. М. Самойленко [51; 52] довiв теорему, яка показала, що

для того, щоб з’ясувати питання про характер залежностi розв’язкiв дифе-

ренцiальних рiвнянь вiд параметра, вiдносно якого правi частини неперервнi

в iнтегральному сенсi, потрiбно перейти вiд диференцiального рiвняння до

деякого, еквiвалентного йому, iнтегрального i дослiджувати безпосередньо

останнє. Такий пiдхiд дозволив автору доповнити iснуючi результати Й. I. Гi-

хмана, М. А. Красносельского та С. Г. Крейна, Я. Курцвейля i З. Вореля [78;

5; 23; 24] та детальнiше з’ясувати питання про рiвняння для функцii y(t, λ0)

у наведеному вище випадку.

1.2. Багатоточковi крайовi задачi

Багатоточковi крайовi задачi є класичним об’єктом дослiджень в теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь. Їх особливiстю є те, що промiжнi точки,

якi входять в крайовi умови, породжують ряд проблем: порушення гладкостi

функцiї Грiна, вiдсутнiсть спряженої задачi та iнше. Вирiшення проблем, якi

виникають в даних задачах, здiйснюється за рахунок використання функцiї

Грiна, яка вiдображає всю специфiку крайової задачi i є досить складним

об’єктом.

Багато вiдомих математикiв дослiджували питання iснування, єдиностi

i побудови наближених методiв знаходження розв’язкiв багатоточкових кра-

йових задач (див. наприклад, [76; 16; 48; 49; 51; 53; 54; 60; 62]). Крiм того, ряд

математикiв, зокрема, I. Т. Кiгурадзе [16], А. Ю. Левiн [28; 25], Ю. В. Покор-

ний [45; 46; 47], Є. С. Чiчкiн [67], P. R. Beesack [69], L. J. Grimm i P. W. Eloe
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[75], L. K. Jackson та iншi [49; 61 i т. д.] вивчали також властивостi функцiї

Грiна цих задач.

Н. В. Рева у своїй роботi [49] отримала конструктивнi достатнi умови

неперервностi за параметром розв’язкiв багатоточкових крайових задач для

системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку. Цей, а також всi

наступнi результати ми сформулюємо у зручних для нас термiнах.

Автор дослiджувала таку послiдовнiсть багатоточкових крайових задач

y′(t; k) = A(t; k)y(t; k) + f(t; k), (1.9)

U(n)y(t; k) :=
n∑
j=1

Bj(k)y(tj; k) = 0, (1.10)

де матрицi-функцiїA(·; k) ∈ (L1)
m×m, вектор-функцiї f(·; k) ∈ (L1)

m, матрицi

Bj(k) ∈ Cm×m, tj ∈ [a, b], j ∈ 1, k, k ∈ N ∪ {0}.

Теорема 1.3. (Н. В. Рева, [49]). Нехай гранична однорiдна крайова

задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0), (1.11)

U(0)y(t; 0) :=
n∑
j=1

Bj(0)y(tj; 0) = 0, (1.12)

має лише тривiальний розв’язок i виконуються умови при k →∞:

1) A(·; k)− A(·; 0) = R(·; k) ∈Mm;

2) ‖f(·; k)‖1 = O(1);

3) ‖f∨(·; k)− f∨(·; 0)‖∞ → 0;

4) ∀j ∈ 1, n : Bj(k) −→ Bj(0).

Тодi для достатньо великих значень k розв’язки y(·; k) задачi (1.9) – (1.10)
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визначенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

‖y(·; k)− y(·; 0)‖∞ → 0, k →∞. (1.13)

Тут Mm[a, b] =: Mm, m ∈ N – клас всiх (m × m) комплекснозна-

чних сумовних на [a, b] послiдовностей матриць-функцiй R(·; k) : [0,∞) →

(L1)
m×m, для яких нормований розв’язок Z(·; k) системи

Z ′(t; k) = R(t; k)Z(t; k), Z(a; k) ≡ Im

задовольняє граничне спiввiдношення

lim
k→∞
‖Z(t; k)− Im‖∞ = 0.

Випадок, коли коефiцiенти A(·) належать бiльш вузькому простору,

простору Соболєва матриць-функцiй, кожний елемент яких належить

W n−1
p ([a, b];C) := {y ∈ C(n−2) : y(n−2) ∈ AC[a, b], y(n−1) ∈ Lp[a, b]}, дослiджено

в роботi [21] Т. I. Кодлюк.

В її роботi розглянута послiдовнiсть багатоточкових крайових задач

для системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку вигляду:

y′(t; k) = A(t; k)y(t; k) + f(t; k), (1.14)

l∑
j=1

Bj(k)y(tj; k) = ck, (1.15)

де матрицi-функцiї A(·; k) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; k) ∈ (W n−1

p )m,

матрицi Bj(k) ∈ Cm×m, вектори ck ∈ Cm, точки t, tj ∈ [a, b], j ∈ 1, l, l ∈ N.

Для неї встановлена
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Теорема 1.4. (Т. I. Кодлюк, [21]) Нехай гранична однорiдна крайова

задача вигляду (1.14) – (1.15) має лише тривiальний розв’язок i при k →∞

виконуються умови:

1) ‖A(·; k)− A(·; 0)‖n−1,p → 0;

2) ‖f(·; k)− f(·; 0)‖n−1,p → 0;

3) ck → c0;

4) ‖Bj(k)→ Bj(0)‖, j ∈ 1, l.

Тодi для достатньо великих значень k розв’язки y(·; k) задачi (1.14) – (1.15)

визначенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

‖y(·; k)− y(·; 0)‖n,p → 0, k →∞. (1.16)

В роботi [66] Г. О. Чеханової розглядається багатоточкова задача щодо про-

стору C(n)[a, b] для рiвнянь першого порядку:

y′(t; k) + A(t; k)y(t; k) = f(t; k), (1.17)

B(k)y(·; k) =

p+q∑
i=1

n∑
j=0

αi,j(k)y(j)(ti(k); k) = c(k), (1.18)

де матрицi-функцiї A(·; k) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm×m) , вектор-функцiї f(·; k) ∈

C(n−1) ([a, b],Cm) , матрицi αi,j(k) ∈ Cm×m, де i ∈ j ∈ 1, p+ q, j ∈ 1, n,

точки ti ∈ [a, b], а вектори c(k) ∈ Cm.

У крайовiй умовi (1.18) допускається iснування додаткових точок, що

входять у крайовий вираз, нехтуваний при k →∞.

При цьому, гранична (k →∞) крайова умова

y′(t) + A(t)y(t) = 0, (1.19)
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By(·) =

p∑
i=1

n∑
j=0

αi,jy
(j)(ti) = 0, (1.20)

ставиться лише для p точок t1, . . . , tp.

Теорема 1.5. (Г. О. Чеханова [66])Нехай (1.19) – (1.20) має лише

тривiальний розв’язок i при k →∞ виконуються умови:

1) ‖A(·; k)− A(·)‖(n−1) → 0;

2) ‖f(·; k)− f(·)‖(n−1) → 0;

3) ti(k)→ ti, αi,j(k)→ αi,j, i ∈ 1, p, j ∈ 1, n;

4) αi,j(k)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q, j ∈ 1, n;

5) c(k)→ c.

Тодi при достатньо великих значеннях k розв’язки y(·; k) задачi (1.17) –

(1.18) однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення

‖y(·; k)− y(·; 0)‖(n) → 0, k →∞. (1.21)

Для системи диференцiальних рiвнянь високого порядку Г. O. Чехановою в

роботi [66] розглянута послiдовнiсть багатоточкових крайових задач

y(r)(t; k) + Ar−1(t; k)y(r−1)(t; k) + · · ·+ A0(t)y(t; k) = f(t; k), (1.22)

Bj(k)y(·; k) =

p+q∑
i=1

r∑
l=1

αji,l−1(k)y(l−1)(ti(k); k) = cj(k), j ∈ 1, r, (1.23)

де матрицi-функцiї Al−1(·; k) ∈ L1 ([a, b],Cm×m) , l ∈ 1, r, вектор-функцiї

f(·; k) ∈ L1 ([a, b],Cm) , матрицi αji,l−1(k) ∈ Cm×m, де i ∈ 1, p+ q, а вектори

cj(k) ∈ Cm, ti ∈ [a, b].
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Теорема 1.6. (Г. О. Чеханова, [66])Нехай гранична однорiдна задача

вигляду (1.22) – (1.23) має лише тривiальний ров’язок i при k → ∞ та

l ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються умови:

1) ‖RAr−1(·; k)R∨Al−1(·; k)‖1 → 0;

2) ‖R∨Al−1(·; k)‖∞ → 0;

3) ‖f(·; k)‖1 = O(1); ‖f∨(·; k)− f∨(·; 0)‖∞ → 0;

4) ti(k)→ ti(0), αji,l−1(k)→ αji,l−1(0), i ∈ 1, p;

5) αji,l−1(k)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

6) cj(k)→ cj(0).

Тодi для достатньо великих значень k розв’язки y(·; k) задач (1.22) – (1.23)

однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення

‖y(·; k)− y(·; 0)‖(r−1) → 0, k →∞. (1.24)

У роботi В.О. Солдатова [58] розглядається система лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку, залежна вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b. (1.25)

з багатоточковою крайовою умовою

B(ε)z(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (1.26)

де усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та ве-

ктор q(ε) ∈ Crm є заданими. При цьому не припускається, що коефiцiєнти

Kr−j(t, ε), β
(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за параме-

тром ε.
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У крайовiй умовi (1.26) вимагається, щоб для кожного фiксованого j ∈

1, p усi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, крiм точок t0,k(ε)

нульової серiї.

Теорема 1.7. (В. О. Солдатов, [58] ). Нехай для крайової задачi

(1.25)–(1.26) вiдповiдна однорiдна гранична крайова задача має лише тривi-

альний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються умови:

(1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ r;

(3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ = O(1) для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(4) ‖β(l)
j,k(ε)‖·|tj,k(ε)−tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈ 0, n+ r − 1;

(5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ r;

(6) Kr−j(·, ε)→ Kr−j(·, 0) в (C(n))m×m для кожного номера j ∈ 1, r.

Тодi її розв’язок неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, тобто

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних числа ε ∈ [0, ε1),

вектор-функцiї f(·, ε) ∈ (C(n))m i вектора q(ε) ∈ Crm ця задача має

єдиний розв’язок z(·, ε) ∈ (C(n+r))m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(n))m, q(ε)→ q(0) в Crm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

z(·, ε)→ z(·, 0) в
(
C(n+r)

)m при ε→ 0 + .
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Для матриць Грiна були отриманi наступнi результати. У 1987 роцi

I. Т. Кiгурадзе довiв, що якщо визначник

det
n∑
j=1

Bj(k)Y (tj; k) 6= 0, (1.27)

то для багатоточкової крайової задачi (1.9) – (1.10) iснуватиме матриця Грiна,

тобто матрична функцiя

Gt,B(t, s; k) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m),

де

t = t1, t2, ..., tn, B = B1, B2, ..., Bn, n ∈ N,

за допомогою якої розв’язок напiводнорiдної крайової задачi може бути пред-

ставлений у виглядi

y(t; k) =

∫ b

a

Gt,B(t, s; k)f(s; k)ds, t ∈ [a, b], f(·; k) ∈ (L1)
m.

Ця рiвнiсть визначає матрицю Грiна Gt,B(t, s; k) неоднозначно, лише з

точнiстю до значень на пiдмножини квадрата [a, b]× [a, b] мiри нуль.

У зв’язку з цим Н. В. Рева дослiджувала збiжнiсть таких матриць Грiна

у просторi L∞ := L∞([a, b];C).

Теорема 1.8 (Н. В. Рева, [49]). Нехай однорiдна гранична крайова

задача (1.11) – (1.12) має лише тривiальний розв’язок i виконуються умови:

1) A(t; k)− A(t; 0) = R(t; k) ∈Mm;

2) ∀j ∈ 1, k Bj(k) −→ Bj(0), k →∞.
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Тодi для достатньо великих k iснують матрицi Грiна Gt,B(t, s; k) за-

дачi вигляду (1.9) – (1.10) i на квадратi [a, b]× [a, b] виконується

‖Gt,B(t, s; k)−Gt,B(t, s; 0)‖+∞ → 0, k →∞,

де ‖ · ‖+∞ — норма у просторi Лебега L∞.

Питання про достатнi умови збiжностi матриць Грiна багатоточкових

крайових задач в бiльш сильних нормах соболєвських просторiв W n
p ([a, b];C)

дослiдила в своїй роботi Т. I. Кодлюк [21] .

У цiй роботi розглядається напiводнорiдна крайова задача для системи

m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t; k) = A(t; k)y(t; k) + f(t; k), (1.28)

l∑
j=1

Bj(k)y(tj; k) = 0, (1.29)

де матрицi-функцiї A(·; k) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; k) ∈ (W n−1

p )m,

матрицi Bj(k) ∈ Cm×m, точки t, tj ∈ [a, b], j ∈ 1, l, l ∈ N.

Для неї була видiлена особлива, нормована, матриця Грiна, яка визна-

чається однозначно i доведена

Теорема 1.9 (Т. I. Кодлюк, [21]). Якщо

det[B1(0) +
l∑

j=2

Bj(0)Y (tj; 0)] 6= 0,

тодi iснує нормована матриця Грiна напiводнорiдної багатоточкової кра-

йової задачi виду (1.28) – (1.29), яка представляється у виглядi:
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G(t, s) =

=


−Y (t)[B1 +

l∑
j=2

BjY (tj)]
−1Z(s), t ≤ s;

Y (t)Y −1(s)− Y (t)[B1 +
l∑

j=2

BjY (tj)]
−1Z(s), s < t,

(1.30)

де

Z(s) =
∑
j:tj≤s

BjY (tj)Y
−1(s).

Крiм того, в роботi [21] встановлений наступний результат.

Теорема 1.10 (Т. I. Кодлюк, [21]). Якщо

det[B1(0) +
l∑

j=2

Bj(0)Y (tj; 0)] 6= 0

i при k →∞ виконуються умови:

1) ‖A(·; k)− A(·; 0)‖n−1,p → 0;

2) ‖Bj(k)→ Bj(0)‖, j1, l.

Тодi для достатньо великих значень k iснують нормованi матрицi Грi-

на G(t, s; k) задач (1.28) – (1.29) i на кожному з l − 1 прямокутникiв

(a, b) × (aj−1, aj) виконується

‖G(·, ·; k)−G(·, ·; 0)‖n,p → 0, k →∞.

В роботi [66] Чеханової Г.О. означено нормовану матрицю Грiна одно-

рiдної крайової задачi для системи рiвнянь довiльного порядку.
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Означення. Нормованою матрицею Грiна однорiдної крайової задачi

вигляду (1.17) – (1.18) називають (m×m)-матрицю-функцiю

G(·, ·; k) := G̃1r(·, ·; k). (1.31)

де G̃1r – вiдповiдний елемент нормованої матрицi Грiна

G̃ = (G̃ij)
r
i,j=1

загальної однорiдної крайової задачi для системи n = rm диференцiальних

рiвнянь першого порядку вигляду (1.9) – (1.10).

Теорема 1.11 (Г. О. Чеханова, [66].) Нехай при k →∞ та j ∈ 1, r

виконуються умови:

(1) ‖Rr−1(·; k)R∨j−1(·; k)‖1 → 0;

(2) ‖R∨j−1(·; k)‖∞ → 0;

(3) ‖Bj(k)−Bj(0)‖ → 0, j ∈ 1, r,

де

Rj−1(·; k) := Aj−1(·; k)− Aj−1(·; 0), R∨j−1(t; k) :=

t∫
a

Rj−1(s; k)ds.

Тодi для достатньо великих k визначенi нормованi матрицi Грiна розгля-

дуваних задач та для них виконується граничне спiввiдношення

‖G(·, ·; k)−G(·, ·; 0)‖∞ → 0, k →∞. (1.32)
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1.3. Загальнi крайовi задачi

На вiдмiну вiд задачi Кошi, крайовi задачi для звичайних диференцiаль-

них рiвнянь дослiджено менш повно. Це зумовлено великою рiзноманiтнiстю

крайових умов. Систематичне дослiдження крайових задач було започаткова-

но в роботах I. Т. Кiгурадзе [14 – 16] i М. Ашордiа [68]. Ними була дослiджена

збiжнiсть розв’язкiв лiнiйних крайових задач вигляду

y′(t, k) + A(t, k)y(t, k) = f(t, k), a ≤ t ≤ b, (1.33)

B(k)y(·, k) = q(k), (1.34)

де для кожного k ∈ N виконуються такi припущення:

A(·, k) ∈ L1([a, b],Rm×m), f(·, k) ∈ L1([a, b],Rm), q(k) ∈ Rm,

i, окрiм того,

B(k) : C([a, b],Rm)→ Rm

є довiльний неперервний лiнiйний оператор.

Розв’язок y(t, k) цiєї задачi розглядається у класi AC([a, b],Rm) вектор-

функцiй, абсолютно неперервних на вiдрiзку [a, b]. Оскiльки похiдна довiльної

вектор-функцiї з цього класу iснує майже скрiзь на [a, b], то i диференцiальне

рiвняння (1.33) має виконуватися майже скрiзь на [a, b].

I. Т. Кiгурадзе отримав достатнi умови рiвномiрної збiжностi при k →

∞ розв’язку y(t, k).
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Теорема 1.12 (I. Т. Кiгурадзе, [14]). Припустимо, що однорiдна

гранична крайова задача

y′(t, 0) = −A(t, 0)y(t, 0), a ≤ t ≤ b, B(0)y(t, 0) = 0 (1.35)

має лише тривiальний розв’язок. Нехай при k → ∞ виконуються такi

шiсть умов:

1) ‖A(·, k)‖1 = O(1);

2) ‖B(k)‖ = O(1);

3) max
t∈[a,b]

∥∥∥ t∫
a

A(s, k)ds−
t∫
a

A(s, 0)ds
∥∥∥→ 0;

4) max
t∈[a,b]

∥∥∥ t∫
a

f(s, k)ds−
t∫
a

f(s, 0)ds
∥∥∥→ 0;

5) q(k)→ q(0) в Rm;

6) B(k)y → B(0)y в Rm для кожного y ∈ AC([a, b],Rm).

Тодi крайова задача (1.33), (1.34) має єдиний розв’язок при k � 1 i вiн

задовольняє умову

y(·, k)→ y(·, 0) в C([a, b],Rm) при k →∞.

Наведенi нижче приклади показують, що в теоремi I. Т. Кiгурадзе всi умови

є суттєвими.

Приклад 1.4. Нехай m = 1, [a, b] = [0, 2π], c(k) = c(0) = 1,

A(t; k) = A(t; 0) = 0, f(t; 0) = 0, f(t; k) = k cos k2t,
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U(0)y = y(0), U(k)y = y(0) + k

2∫
0

πy(t) sin k2tdt.

Тодi виконуються всi умови теореми I. Т. Кiгурадзе окрiм 3).

З iншого боку

y(t; 0) = 1, y(t; k) = 1− π +
1

k
sin k2t,

що й показує порушення граничної рiвностi (1.13).

Приклад 1.5. Припустимо тепер, що m = 1, [a, b] = [0, 2π],

A(t; 0) = f(t; 0) = 0, A(t; k) = k cos k2t, f(t; k) = −k sin k2t,

U(k)y = U(0)y = y(0), c(k) = c(0) = 1.

Тодi

y(t; 0) = 0, y(t; k) = −k
1∫

0

exp

(
sin k2t

k
− sin k2τ

k

)
sin k2τdτ

i

lim
k→∞

[y(t; k)− y(t; 0)] =
t

2
.

У даному випадку виконуються всi умови теореми I. Т. Кiгурадзе, окрiм 1).

Умови 2) i 6) у цiй теоремi означають, що оператори B(k) сильно збiга-

ється до оператора B(0) при k →∞. Тому в умовi 6) множину AC([a, b],Rm)

можна замiнити довiльною пiдмножиною вектор-функцiй, щiльною у бана-

ховому просторi C([a, b],Rm). Оскiльки простiр Rm скiнченновимiрний, то ця

умова еквiвалентна слабкiй збiжностi оператора B(k) до B(0) при k → ∞.

Отже, умова 6) iстотно слабша за умову рiвномiрної збiжностi оператораB(k)

до B(0). Окрiм того, можна показати, що умови 1) i 3) випливають iз слаб-
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кої збiжностi матриць-функцiй A(·, k) до A(·, 0) у просторi L1([a, b],Rm×m),

а умова 5) випливає iз слабкої збiжностi вектор-функцiй f(·, k) до f(·, 0) у

просторi L1([a, b],Rm). Й поготiв цi умови випливають iз збiжностi у нормах

вiдповiдних просторiв. Керуючись цими мiркуваннями, В. А. Михайлець i

Н. В. Рева [3] узагальнили умови теореми Кiгурадзе i покращили його ре-

зультати. До того ж В. А. Михайлець i Н. В. Рева розглянули бiльш загальну

ситуацiю, коли розв’язки, правi частини i коефiцiєнти диференцiального рiв-

няння (1.33) є комплекснозначними функцiями i тому у крайовiй умовi (1.34)

фiгурують неперервнi лiнiйнi оператори

B(k) : C([a, b],Cm)→ Cm,

на парi комплексних банахових просторiв.

Наступнi твердження, отриманi Т. I. Кодлюк, В.А.Михайлецем

та Н.В.Ревою, узагальнюють умови на коефiцiєнти рiвнянь в теоремi

I.Т.Кiгурадзе при бiльш жорстких вимогах на правi частини.

Теорема 1.13 (Т. I. Кодлюк, В.А.Михайлець, Н.В.Рева, [19]).

У формулюваннi теореми I. Т. Кiгурадзе умови 1) та 4) на коефiцiєнти

системи (1.33)-(1.34) можна замiнити бiльш загальною нелiнiйною умовою

R(t; k) := A(t; k)− A(t; 0) ∈Mm.

ТутMm[a, b] =:Mm, m ∈ N – клас всiхm×m комплекснозначних су-

мовних на [a, b] послiдовностей матриць-функцiй R(·; k)N→ L1([a, b];Cm×m)

для яких нормований розв’язок Z(·; k) системи

Z ′(t; k) = R(t; k)Z(t; k), Z(a; k) ≡ Im
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задовольняє граничне спiввiдношення

lim
k→∞
‖Z(t; k)− Im‖∞ = 0.

В роботах [68; 15; 29; 3] знайденi достатнi умови збiжностi розв’язкiв загаль-

них крайових задач для систем рiвнянь першого порядку за рiвномiрною

нормою ‖ · ‖∞.

Аналогiчнi питання збiжностi розв’язкiв загальних крайових задач для

систем рiвнянь порядку r ≥ 1 за нормами просторiв C(r−1)([a, b],C) дослi-

джувались Г. О. Чехановою в дисертацiйнiй роботi [66], а саме, розглядалась

послiдовнiсть загальних крайових задач вигляду:

y(r)(t; k) + Ar−1(t; k)y(r−1)(t; k) + · · ·+ A0(t; k)y(t; k) = f(t; k),

t ∈ [a, b],
(1.36)

Bj(k)y(·; k) = cj(k), j ∈ 1, r. (1.37)

Тут (m ×m)–матрицi-функцiїї Aj−1(·; k) i вектор-функцiї f(·; k) сумовнi на

[a, b], вектори cj(k) ∈ Cm, розв’язок y(·; k) ∈ (W r
1 )m, а кожне Bj є лiнiйним

неперервним оператором у парi просторiв

Bj(k) : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm. (1.38)

Теорема 1.14 (Г.О. Чеханова, [66]). Нехай вiдповiдна гранична

однорiдна крайова задача до задачi вигляду (1.36)–(1.37) має лише тривi-

альний розв’язок i при k →∞ та j ∈ 1, r виконуються умови:

(i) ‖RAr−1(·; k)R∨Aj−1(·; k)‖1 → 0;

(ii) ‖R∨Aj−1(·; k)‖∞ → 0;
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(iii) Bj(k)y → Bj(0)y, y ∈ C(n−1) ([a, b];Cm) ; cj(k)→ cj(0);

(iv) ‖f(·; k)‖1 = O(1); ‖f∨(·; k)− f∨(·; 0)‖∞ → 0.

Тодi для достатньо великих k задача (1.36) – (1.37) має єдиний розв’язок

y(·; k) i для нього виконується спiввiдношення

‖y(·; k)− y(·; 0)‖(r−1) → 0, k →∞. (1.39)

В. А. Михайлець та Н. В. Рева отримали граничнi теореми для матриць

Грiна G(t, s; k) в метрицi простору Лебега L∞,.

Теорема 1.15 (В. А. Михайлець та Н. В. Рева, [29]). Нехай одно-

рiдна гранична крайова задача має лише тривiальний розв’язок та викону-

ються умови:

1) A(t; k)− A(t; 0) ∈Mm;

2) ‖U(k)− U(0)‖ → 0, k →∞.

Тодi для достатньо великих k iснують матрицi Грiна

G(t, s) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m)

розглянутих задач i на квадратi [a, b]× [a, b]

‖G(·, ·; k)−G(·, ·; 0)‖+∞ → 0, k →∞.

Достатнi умови збiжностi матриць Грiна розглянутих задач до матрицi

Грiна граничної крайової задачi на квадратi (a, b) × (a, b) за рiвномiрною

нормою розглянула Т. I. Кодлюк [21].

Теорема 1.16 (Т. I. Кодлюк, [21]). Нехай однорiдна гранична кра-

йова задача має лише тривiальний розв’язок та виконуються такi умови:

1) A(t; k)− A(t; 0) ∈Mm;
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2) ‖U(k)− U(0)‖ → 0, k →∞.

Тодi для достатньо великих k iснують нормованi матрицi Грiна задач

(1.33) – (1.34) i рiвномiрно на квадратi (a, b)× (a, b)

‖G(t, s; k)−G(t, s; 0)‖∞ → 0, k →∞. (1.40)

У слабшiй формi граничне спiввiдношення (1.40), де ‖·‖∞ – норма в просторi

Лебега L∞, використовувалося в роботах [70; 10] для доведення рiвномiрної

апроксимацiї операторiв Штурма-Лiувiлля з сильно сингулярними потенцiа-

лами аналогiчними операторами з гладкими потенцiалами. Подiбнi диферен-

цiальнi оператори зустрiчаються у рядi задач сучасної математичної фiзики.

Вiдносно диференцiальних операторiв високих порядкiв див., наприклад, ро-

боти [72; 73].

Також Г. О. Чеханова отримала достатню умову рiвномiрної збiжностi

матриць Грiна для напiводнорiдних крайових задач вигляду:

y(r)(t; k) + Ar−1(t; k)y(r−1)(t; k) + · · ·+ A0(t; k)y(t; k) = f(t; k),

t ∈ [a, b],
(1.41)

Bj(k)y(·; k) = 0, j ∈ 1, r. (1.42)

Тут Aj−1(·; k) i вектор-функцiя f(·; k) сумовнi на [a, b], а лiнiйнi неперервнi

оператори

Bj : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm. (1.43)

Для крайової задачi (1.41), (1.42) нормована матриця Грiна означена як (m×

m) матриця-функцiя

G(·, ·; k) := G̃1r(·, ·; k),
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де G̃1r(·, ·; k) є блок (mr×mr) матрицi Грiна однорiдної крайової задачi для

вiдповiдної системи рiвнянь першого порядку.

Теорема 1.17 (Г.О. Чеханова, [66]).Нехай при k → ∞ та j ∈ 1, r

виконуються умови:

1) ‖RAr−1(·; k)R∨Aj−1(·; k)‖1 → 0;

2) ‖R∨Aj−1(·; k)‖∞ → 0;

3) ‖Bj(k)−Bj(0)‖ → 0.

Тодi для достатньо великих k iснують нормованi матрицi Грiна задач

(1.41), (1.42) то для них виконується граничне спiввiдношення

‖G(·, ·; k)−G(·, ·; 0)‖∞ → 0, k →∞, (1.44)
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi роботи зроблено стислий огляд наукової лiтератури

за темою дисертацiї. З наведених вiдомостей можна дiйти наступних виснов-

кiв:

1. Представляє iнтерес пошук конструктивних достатнiх умов збiжностi

розв’язкiв загальних крайових задач, якi б узагальнювали та допов-

нювали результати I. Т. Кiгурадзе, Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця та

Н. В. Реви.

2. Актуальними для дослiдження залишаються питання збiжностi

розв’язкiв та матриць Грiна багатоточкових крайових задач для систем

звичайних диференцiальних рiвнянь високого порядку.

3. Недослiдженою є проблема зв’язкiв мiж розв’язками загальних крайо-

вих задач i багатоточкових крайових задач спецiального вигляду.
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РОЗДIЛ 2

ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАГАЛЬНИХ

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

2.1. Системи диференцiльних рiвнянь першого порядку.

Розглянемо на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R системуm ∈ N лiнiйних

диференцiальних рiвнянь першого порядку

y′(t) + A(t)y(t) = f(t) (2.1)

iз загальною неоднорiдною крайовою умовою

By = c, (2.2)

де лiнiйний неперервний оператор

B : C([a, b];Cm)→ Cm. (2.3)

Припускаємо, що матриця-функцiя A(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), вектор-функцiя

f(·) ∈ L1([a, b];Cm), а вектор c ∈ Cm.

Пiд розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (2.1)–(2.2) розумiє-

ться абсолютно неперервна на [a, b] вектор-функцiя y(·) ∈ W 1
1 ([a, b];Cm), яка

задовольняє векторне рiвняння (2.1) майже скрiзь. Неоднорiднi крайовi умо-

ви (2.2) коректно визначенi на розв’язках системи (2.1) i охоплюють всi кла-

сичнi види крайових умов.

Поряд з задачею (2.1)–(2.2) розглянемо послiдовнiсть систем лiнiйних

диференцiальних рiвнянь першого порядку
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y′(t, n) + A(t, n)y(t, n) = f(t, n) (2.4)

з крайовими умовами

B(n)y(·, n) = c(n), (2.5)

де матрицi-функцiї A(·, n), оператори B(n), вектор-функцiї f(·, n) i вектори

c(n) задовольняють наведеним вище умовам для задачi (2.1)–(2.2).

Крайова задача (2.1)–(2.2) є фредгольмовою з нульовим iндексом. Тому

для однозначної скрiзь розв’язностi цiєї задачi необхiдно i достатньо, щоби

вiдповiдна однорiдна крайова задача мала тiльки тривiальний розв’язок.

Надалi вважатимемо, що розв’язки однорiдної задачi (2.1)–(2.2) одно-

значно визначенi, що n ∈ N, i всi асимптотичнi спiввiдношення розглядаються

при n→∞. Введемо наступнi позначення:

RA(·, n) := A(·, n)− A(·),∈ L([a, b];Cm×m), (2.6)

F (·) :=



f1(·) 0 . . . 0

f2(·) 0 . . . 0

... ... . . . ...

fm(·) 0 . . . 0


∈ L1([a, b];Cm×m), (2.7)

F (·, n) :=



f1(·, n) 0 . . . 0

f2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

fm(·, n) 0 . . . 0


∈ L1([a, b];Cm×m), (2.8)

RF (·, n) = F (·)− F (·, n), (2.9)

R∨F (t, n) :=

∫ t

a

RF (s, n)ds, R∨A(t, n) :=

∫ t

a

RA(s, n)ds. (2.10)
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AF (·, n) :=

 A(·, n) F (·, n)

Om Om

 ∈ L1([a, b];C2m×2m), (2.11)

RAF (·, n) := AF (·, n)− AF (·) ∈ L1([a, b];C2m×2m), (2.12)

У роботi I. Т. Кiгурадзе [15] доведена наступна теорема.

Теорема (I. Т. Кiгурадзе, [15]). Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (2.1)–(2.2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨A(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖RA(·, n)‖1 = O(1);

(III) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (2.4)–(2.5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) c(n)→ c;

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0,

то єдинi розв’язки задач (2.1)–(2.2) i (2.4)–(2.5) задовольняють граничну

рiвнiсть

‖y(·)− y(·, n)‖∞ → 0. (2.13)

Приклади показують, що в теоремi Кiгурадзе всi умови є суттєвими i не

можна вiдкинути жодну з них. Однак умови на коефiцiєнти систем можна

послабити.

Нехай Mm := M(a, b;m), m ∈ N клас послiдовностей матриць-

функцiй R(·, n) : N → L1([a, b];Cm×m), для яких розв’язок Z(·, n) задачi
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Кошi

Z ′(·, n) +R(·, n)Z(·, n) = Om, Z(a, n) = Im (2.14)

задовольняє граничне спiввiдношення

‖Z(·, n)− Im‖∞ → 0, n→∞. (2.15)

Теорема (Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлець, Н. В. Рева, [19]). У

формулюваннi теореми Кiгурадзе можна замiнити умови (I), (II) на одну

бiльш загальну умову

RA(·, n) ∈Mm,

якщо

‖RF (·, n)‖1 = O(1).

Основним результатом другого роздiлу є

Теорема 2.1. Нехай виконанi умови (0), (III) теореми I. Т. Кiгурадзе

та

(I′) RA(·, n) ∈Mm.

Тодi для достатньо великих n задачi (2.4)–(2.5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач (IV) теореми

I. Т. Кiгурадзе та

(V′) RAF (·, n) ∈M2m,

то єдинi розв’язки задач (2.1)–(2.2) i (2.4)–(2.5) задовольняють граничну

рiвнiсть (2.13).

Для доведення теореми наведемо спочатку допомiжний результат, вста-

новлений у А. Ю. Лєвiним у [27].
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Нехай Y (t) — єдиний розв’язок (матрицант) матричного диференцiаль-

ного рiвняння

Y ′(t) = A(t)Y (t), t ∈ (a, b), (2.16)

з початковою умовою

Y (a) = Im. (2.17)

а Y (t, n) — вiдповiдно матрицанти матричного послiдовностi диференцiаль-

них рiвнянь

Y ′(t, n) = A(t, n)Y (t, n), t ∈ (a, b), n ∈ N, (2.18)

з початковою умовою

Y (a, n) = Im. (2.19)

Лема 2.1. (Принцип редукцiї, А. Ю. Лєвiн, [26].) Граничне спiв-

вiдношення

‖Y (t, n)− Y (t)‖∞ → 0, n→∞ (2.20)

виконується тодi i тiльки тодi, коли

RA(·, n) ∈Mm.

Перше твердження теореми 2.1 випливає з теореми Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви. Доведемо друге.

Поряд з вихiдною неоднорiдною задачею (2.4) вiдносно вектор-функцiй

y(·, n) розглянемо ще три векторнi напiводнорiднi послiдовностi крайових за-
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дач

z′(t, n) + A0(t, n)z(t, n) = 0, B(n)z(·, n) = c1(n),

(2.21)

x′(t, n) + A0(t, n)x(t, n) = f(t, n), x(a, n) ≡ 0, (2.22)

w′(t, n) + A0(t, n)w(t, n) = f(t, n), B1(n)w(·, n) ≡ 0. (2.23)

Як вiдомо, крайова задача (2.22) (задача Кошi) завжди має єдиний розв’язок.

З першої частини теореми Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви випли-

ває, що задачi (2.21) i (2.23) для достатньо великих n мають єдинi розв’язки.

При n = 0 цей факт випливає iз припущення (0) теореми 2.1 i фредгольмово-

стi з нульовим iндексом розглядуваних задач. Звiдси маємо, що при n >> 1

y(·, n) = z(·, n) + w(·, n).

Тому для доведення теореми 2.1 досить показати, що при виконаннi її умов

‖z(·)− z(·, n)‖∞ → 0, (2.24)

‖w(·)− w(·, n)‖∞ → 0. (2.25)

Асимптотична рiвнiсть (2.24) випливає з другої частини теореми Т. I. Ко-

длюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви.

Лема 2.2. Якщо виконанi умови теореми 2.1 то

‖x(·)− x(·, n)‖∞ → 0. (2.26)
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Доведення леми 2.2. Визначимо за заданими матрицями-функцiями

A0(·, n) i F (·, n) блочнi (2m× 2m) матрицi-функцiї

AF (·, n) :=

 A0(·, n) F (·, n)

0m 0m

 , RAF (·, n) := AF (·, 0)− AF (·, n),

R∨AF (t, n) :=

∫ t

a

RAF (s, n)ds.

Розглянемо тепер матричнi задачi Кошi

S ′(t, n) + AF (t, n)S(t, n) = 0, S(a, n) = I2m. (2.27)

Тодi згiдно з принципом редукцiї А. Ю. Лєвiна з умови (V ′) випливає

‖S(·)− S(·, n)‖∞ → 0. (2.28)

Розглянемо тепер послiдовнiсть матричних задач

T ′(t, n) + AF (t, n)T (t, n) = 0, T (a, n) = C ∈ C2m×2m. (2.29)

Розв’язки цих задач можна записати у виглядi

T (·, n) = S(·, n)C.

Тому

‖T (·)− T (·, n)‖∞ = ‖ (S(·)− S(·, n))C‖∞ ≤ ‖S(·)− S(·, n)‖∞‖C‖ → 0.
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Визначимо для розв’язкiв x(·, n) = (x1(·, n), x2(·, n), . . . , xm(·, n)) крайових

задач (2.22) матрицi-функцiї

X(·, n) :=



x1(·, n) 0 . . . 0

x2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

xm(·, n) 0 . . . 0


Векторнi крайовi задачi (2.22) рiвносильнi матричним задачам

X ′(t, n) + A0(t, n)X(t, n) = F (t, n), X(a, n) ≡ 0. (2.30)

Неважко переконатися, що розв’язки задач (2.29) и (2.30) пов’язанi мiж собою

рiвностями

T (·, n) =

 X(·, n) 0m

Im 0m

 , C ≡

 0m 0m

Im 0m

 .

Тому з доведеного нами вище спiввiдношення випливає, що

‖x(·)− x(·, n)‖∞ = ‖X(·)−X(·, n)‖∞ = ‖T (·)− T (·, n)‖∞ → 0.

Лема 2.2 доведена.

Лема 2.3. В умовах теореми 2.1 виконується гранична рiвнiсть

(2.25).

Доведення леми 2.3. Покладемо

v(·, n) := x(·, n)− w(·, n).
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Тодi вектор-функцiї v(·, n) є розв’язками крайових задач

v′(t, n) + A0(t, n)v(t, n) = 0, B(n)v(·, n) = B(n)x(·, n) =: c̃(n).

Але

‖Bx(·)−B(n)x(·, n)‖∞ ≤ ‖(B−B(n))x(·)‖∞+‖B(n)‖‖x(·)−x(·, n)‖∞. (2.31)

Перший доданок в правiй частинi нерiвностi (2.31) прямує до нуля в силу

припущення (III) теореми. З цiєї ж умови, в силу принципу рiвномiрної обме-

женостi для лiнiйних операторiв, випливає також, що ‖B(n)‖ = O(1). Тому з

доведеного вище спiввiдношення (2.26) випливає, що лiва частина нерiвностi

(2.31) прямує до нуля, тобто c̃(n)→ c̃. Але

v(·, n) = Y (·, n) c(n),

де вектор c(n) ∈ Cm, а Y (·, n) — матричний розв’язок задачi Кошi

Y ′(t, n) + A0(t, n)Y (t, n) = 0, Y (a, n) = Im,

а вектори c(n) i c̃(n) пов’язанi мiж собою рiвнiстю

[B(n)Y (·, n)] c(n) = c̃(n).

Тут дужки Кiгурадзе

[B(n)Y (·, n)] (2.32)

позначають числову (m × m)-матрицю, k-й стовпець якої збiгається з дiєю

оператора B(n) на k-й стовпець квадратної матрицi Y (·, n). З однозначної
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розв’язностi крайових задач (2.21) при n >> 1 випливає [19], що матрицi

(2.32) оборотнi при достатньо великих n i

c(n) = [B(n)Y (·, n)]−1 c̃(n)→ [B Y (·)]−1 c̃ = c.

Звiдки маємо, що

‖v(·)− v(·, n)‖∞ → 0. (2.33)

Тому спiввiдношення (2.25) випливає з рiвностей w(·, n) = x(·, n) − v(·, n) i

вже доведених спiввiдношень (2.26) i (2.33).

Лема 2.3 доведена. Разом з нею доведена i теорема 2.1.

З теореми А. Ю. Лєвiна 1.1 випливають зручнi для застосування доста-

тнi умови приналежностi послiдовностi матриць-функцiй класуMm чиM2m.

Тому з теореми 2.1 випливає ряд конструктивних тверджень, якi узагальню-

ють або доповнюють теорему I. Т. Кiгурадзе.

Теорема 2.2. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (2.1) – (2.2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨A(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖RA(·, n)R∨A(·, n)‖1 → 0;

(III) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (2.4)–(2.5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) c(n)→ c;

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0;
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(VI) ‖RA(·, n)R∨F (·, n)‖1 → 0,

то єдинi розв’язки задач (2.1)–(2.2) i (2.4)–(2.5) задовольняють граничну

рiвнiсть (2.13).

Теорема 2.2 узагальнює результат I. Т. Кiгурадзе, оскiльки не мiстить

вимоги обмеженостi норм коефiцiєнтiв систем, а також результат Т. I. Ко-

длюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, бо умова обмеженостi правих частин

рiвняння замiнена бiльш слабкою умовою (V I).

Доведення теореми 2.2. Перше твердження теореми випливає з теореми

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви. Доведемо друге.

Покажемо, що в умовах теореми 2.1 для задач (2.21), (2.22),(2.23) ви-

конуються спiввiдношення (2.24), (2.25), (2.26).

Лема 2.4. Якщо виконанi умови теореми 2.2, то

‖x(·)− x(·, n)‖∞ → 0. (2.34)

Доведення леми 2.4. Визначимо за заданими матрицями-функцiями

A0(·, n) i F (·, n) блочнi (2m× 2m) матрицi-функцiї

AF (·, n) :=

 A0(·, n) F (·, n)

0m 0m

 , RAF (·, n) := AF (·, 0)− AF (·, n),

R∨AF (t, n) :=

∫ t

a

RAF (s, n)ds.

Розглянемо тепер матричнi задачi Кошi

S ′(t, n) + AF (t, n)S(t, n) = 0, S(a, n) = I2m. (2.35)
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Тодi

RAF (·, n)R∨AF (·, n) =

 RA0
(·, n)R∨A0

(·, n) RA0
(·, n)R∨F (·, n)

0m 0m

 .

Звiдки в силу припущень (II) i (VI)

‖RAF (·, n)R∨AF (·, n)‖1 = ‖RA0
(·, n)R∨A0

(·, n)‖1 + ‖RA0
(·, n)R∨F (·, n)‖1 → 0,

а в силу (I)

‖R∨AF (·, n)‖∞ = ‖R∨A0
(·, n)‖∞ + ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0.

Звiдси, вiдповiдно до теореми Лєвiна випливає, що

‖S(·, 0)− S(·, n)‖∞ → 0. (2.36)

Розглянемо тепер послiдовнiсть матричних задач

T ′(t, n) + AF (t, n)T (t, n) = 0, T (a, n) = C ∈ C2m×2m. (2.37)

Розв’язки цих задач можна записати у виглядi

T (·, n) = S(·, n)C.

Тому

‖T (·, 0)− T (·, n)‖∞ = ‖ (S(·, 0)− S(·, n))C‖∞ ≤ ‖S(·, 0)− S(·, n)‖∞‖C‖ → 0.
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Визначимо для розв’язкiв x(·, n) = (x1(·, n), x2(·, n), . . . , xm(·, n)) крайових

задач (2.22) матрицi-функцiї

X(·, n) :=



x1(·, n) 0 . . . 0

x2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

xm(·, n) 0 . . . 0


Векторнi крайовi задачi (2.22) рiвносильнi матричним задачам

X ′(t, n) + A0(t, n)X(t, n) = F (t, n), X(a, n) ≡ 0. (2.38)

Неважко переконатися, що розв’язки задач (2.37) и (2.38) пов’язанi мiж собою

рiвностями

T (·, n) =

 X(·, n) 0m

Im 0m

 , C ≡

 0m 0m

Im 0m

 .

Тому з доведеного нами вище спiввiдношення випливає, що

‖x(·, 0)− x(·, n)‖∞ = ‖X(·, 0)−X(·, n)‖∞ = ‖T (·, 0)− T (·, n)‖∞ → 0.

Лема 2.4 доведена.

Лема 2.5. В умовах теореми 2.2 виконується гранична рiвнiсть

(2.25).

Доведення леми 2.5. Покладемо

v(·, n) := x(·, n)− w(·, n).
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Тодi вектор-функцiї v(·, n) є розв’язками крайових задач

v′(t, n) + A0(t, n)v(t, n) = 0, B(n)v(·, n) = B(n)x(·, n) =: c̃(n).

Але

‖Bx(·)−B(n)x(·, n)‖∞ ≤ ‖(B−B(n))x(·)‖∞+‖B(n)‖‖x(·)−x(·, n)‖∞. (2.39)

Перший доданок в правiй частинi нерiвностi (2.39) прямує до нуля в силу

припущення (III) теореми 2.2. З цiєї ж умови, в силу принципу рiвномiрної

обмеженостi для лiнiйних операторiв, випливає також, що ‖B(n)‖ = O(1).

Тому з доведеного вище спiввiдношення (2.26) випливає, що лiва частина

нерiвностi (2.39) прямує до нуля, тобто c̃(n)→ c̃. Але

v(·, n) = Y (·, n) c(n),

де вектор c(n) ∈ Cm, а Y (·, n) — матричний розв’язок задачi Кошi

Y ′(t, n) + A0(t, n)Y (t, n) = 0, Y (a, n) = Im,

а вектори c(n) i c̃(n) пов’язанi мiж собою рiвнiстю

[B(n)Y (·, n)] c(n) = c̃(n).

З однозначної розв’язностi крайових задач (2.21) при n >> 1 слiдує

[19], що матрицi (2.32) оборотнi при достатньо великих n i

c(n) = [B(n)Y (·, n)]−1 c̃(n)→ [B Y (·)]−1 c̃ = c.
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Звiдки маємо, що

‖v(·)− v(·, n)‖∞ → 0. (2.40)

Тому спiввiдношення (2.25) випливає з рiвностей w(·, n) = x(·, n) − v(·, n) i

вже доведених спiввiдношень (2.26) i (2.40).

Лема 2.5 доведена. Разом з нею доведена i теорема 2.2.

Теорема 2.3. Нехай

(0) Однорiдна гранична крайова задача (2.1)–(2.2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨A(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨A(·, n)RA(·, n)‖1 → 0;

(III) B(n)y → By, y(·) ∈ C([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (2.4)–(2.5) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) c(n)→ c;

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0;

(VI) ‖R∨A(·, n)RF (·, n)‖1 → 0,

то єдинi розв’язки задач (2.1)–(2.2) i (2.4)–(2.5) задовольняють граничне

спiввiдношення (2.13).

Теорема 2.3 доповнює результати I. Т. Кiгурадзе та Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, наведенi вище.

Доведення теореми 2.3. Перше твердження теореми випливає з теореми

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви. Доведемо друге.
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Покажемо, що в умовах теореми 2.3 для задач (2.21), (2.22),(2.23) ви-

конуються спiввiдношення (2.24), (2.25), (2.26).

Лема 2.6. Якщо виконанi умови теореми 2.3 то

‖x(·)− x(·, n)‖∞ → 0. (2.41)

Доведення леми 2.6. Визначимо за заданими матрицями-функцiями

A0(·, n) i F (·, n) блочнi (2m× 2m) матрицi-функцiї

AF (·, n) :=

 A0(·, n) F (·, n)

0m 0m

 , RAF (·, n) := AF (·, 0)− AF (·, n),

R∨AF (t, n) :=

∫ t

a

RAF (s, n)ds.

Розглянемо тепер матричнi задачi Кошi

S ′(t, n) + AF (t, n)S(t, n) = 0, S(a, n) = I2m. (2.42)

Тодi

R∨AF (·, n)RAF (·, n) =

 R∨A0
(·, n)RA0

(·, n) R∨A0
(·, n)RF (·, n)

0m 0m

 .

Звiдки в силу припущень (II) и (VI)

‖R∨AF (·, n)RAF (·, n)‖1 = ‖R∨A0
(·, n)RA0

(·, n)‖1 + ‖R∨A0
(·, n)RF (·, n)‖1 → 0,

а в силу (I)

‖R∨AF (·, n)‖∞ = ‖R∨A0
(·, n)‖∞ + ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0.
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Звiдси, вiдповiдно до теореми Лєвiна випливає, що

‖S(·, 0)− S(·, n)‖∞ → 0. (2.43)

Розглянемо тепер послiдовнiсть матричних задач

T ′(t, n) + AF (t, n)T (t, n) = 0, T (a, n) = C ∈ C2m×2m. (2.44)

Розв’язки цих задач можна записати у виглядi

T (·, n) = S(·, n)C.

Тому

‖T (·, 0)− T (·, n)‖∞ = ‖ (S(·, 0)− S(·, n))C‖∞ ≤ ‖S(·, 0)− S(·, n)‖∞‖C‖ → 0.

Визначимо для розв’язкiв x(·, n) = (x1(·, n), x2(·, n), . . . , xm(·, n)) крайових

задач (2.22) матрицi-функцiї

X(·, n) :=



x1(·, n) 0 . . . 0

x2(·, n) 0 . . . 0

... ... . . . ...

xm(·, n) 0 . . . 0


Векторнi крайовi задачi (2.22) рiвносильнi матричним задачам

X ′(t, n) + A0(t, n)X(t, n) = F (t, n), X(a, n) ≡ 0. (2.45)
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Неважко переконатися, що розв’язки задач (2.44) и (2.45) пов’язанi мiж собою

рiвностями

T (·, n) =

 X(·, n) 0m

Im 0m

 , C ≡

 0m 0m

Im 0m

 .

Тому з доведеного нами вище спiввiдношення випливає, що

‖x(·, 0)− x(·, n)‖∞ = ‖X(·, 0)−X(·, n)‖∞ = ‖T (·, 0)− T (·, n)‖∞ → 0.

Лема 2.6 доведена.

Лема 2.7. В умовах теореми 2.3 виконується гранична рiвнiсть

(2.25).

Доведення леми 2.7. Покладемо

v(·, n) := x(·, n)− w(·, n).

Тодi вектор-функцiї v(·, n) є розв’язками крайових задач

v′(t, n) + A0(t, n)v(t, n) = 0, B(n)v(·, n) = B(n)x(·, n) =: c̃(n).

Але

‖Bx(·)−B(n)x(·, n)‖∞ ≤ ‖(B−B(n))x(·)‖∞+‖B(n)‖‖x(·)−x(·, n)‖∞. (2.46)

Перший доданок в правiй частинi нерiвностi (2.46) прямує до нуля в силу

припущення (III) теореми. З цiєї ж умови, в силу принципу рiвномiрної обме-

женостi для лiнiйних операторiв, випливає також, що ‖B(n)‖ = O(1). Тому з

доведеного вище спiввiдношення (2.26) випливає, що лiва частина нерiвностi
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(2.46) прямує до нуля, тобто c̃(n)→ c̃. Але

v(·, n) = Y (·, n) c(n),

де вектор c(n) ∈ Cm, а Y (·, n) — матричний розв’язок задачi Кошi

Y ′(t, n) + A0(t, n)Y (t, n) = 0, Y (a, n) = Im,

а вектори c(n) i c̃(n) пов’язанi мiж собою рiвнiстю

[B(n)Y (·, n)] c(n) = c̃(n).

Тут дужки Кiгурадзе

[B(n)Y (·, n)] (2.47)

позначають числову (m × m)-матрицю, k-й стовпець якої збiгається з дiєю

оператора B(n) на k-й стовпець квадратної матрицi Y (·, n). З однозначної

розв’язностi крайових задач (2.21) при n >> 1 випливає [19], що матрицi

(2.47) оборотнi при достатньо великих n i

c(n) = [B(n)Y (·, n)]−1 c̃(n)→ [B Y (·)]−1 c̃ = c.

Звiдки маємо, що

‖v(·)− v(·, n)‖∞ → 0. (2.48)

Тому спiввiдношення (2.25) випливає з рiвностей w(·, n) = x(·, n) − v(·, n) i

вже доведених спiввiдношень (2.41) i (2.40).

Лема 2.7 доведена.
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Порiвняємо на прикладi умови теорем I. Т. Кiгурадзе, Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви та нашої теореми 2.2 про неперервнiсть

розв’язкiв загальних крайових задач за параметром. Оскiльки умови на гра-

ничнi оператори в усiх теоремах однаковi, то достатньо порiвняти умови на

лiвi i правi частини неоднорiдних крайових задач.

Приклад 2.1. Розглянемо крайову задачу для скалярного звичайного

диференцiального рiвняння першого порядку:

Ly = y′(t) + a(t)y(t) = f(t), t ∈ (a, b), (2.49)

де a(·) — довiльна фiксована функцiя з простору L([a, b],C), функцiя f(·)

належить банаховому простору L([a, b],C).

Розглянемо тепер послiдовнiсть неоднорiдних крайових задач:

L(n)y(t;n) = y′(t;n)+(a(t;n)+nαein
βt)y(t;n) = f(t;n)+nγein

δt, t ∈ (a, b), n ∈ N,

(2.50)

де α, β, γ, δ — дiйснi числовi параметри.

Тодi

Ra(t, n) = nαein
βt, Rf(t, n) = nγein

δt.

R∨a (t, n) = nαein
βt/inβ, R∨f (t, n) = nγein

δt/inδ,

Зауважимо, що умови на параметри α, β вiдповiдають умовам на лiвi

частини задач, а на γ, δ — на правi.

Легко перевiрити, що для виконання умов теореми I. Т. Кiгурадзе чи-

словi параметри α, β, γ, δ мають бути такими, що:
α < β,

α ≤ 0,

γ < δ
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Вiдповiднi множини значень параметрiв на лiвi частини зображенi на

рис. 2.1.

α

β

β
=
α

Рис. 2.1

а на правi — на рис.2.2.

γ

δ

δ
=
γ

Рис. 2.2
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Аналогiчним чином для виконання умов теореми Т. I. Кодлюк,

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви у конструктивних термiнах, одержимо наступнi

вимоги на α, β, γ, δ: 

α < β,

2α < β,

γ < δ,

γ < 0.

На рис. 2.3 — 2.4 зображенi множини значень параматрiв α, β, γ, δ, при

яких виконуються умови теореми Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви.

α

β

β
=
α

β
=

2α

Рис. 2.3
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γ

δ

δ
=
γ

Рис. 2.4

Як наочно видно, теорема Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви

узагальнює теорему I. Т. Кiгурадзе в частинi вимог на коефiцiєнти рiвняння,

проте суттєво звужує множину значень параметрiв у правих частинах (див.

рис.2.4).

Для виконання умов нашої теореми 2.2, одержимо, що α, β, γ, δ мають

належати множинi: 

α < β,

2α < β,

γ < δ,

γ < δ − α.

Як бачимо, у теоремi 2.2 мiстяться такi ж умови на параметри у коефiцiєнтах

рiвняння, що означає, що цей результат покриває теорему I. Т. Кiгурадзе та

теорему Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви в частинi вимог на лiву

частину рiвняння (див. рис. 2.3).

Щодо вимог на правi частини, то розглянемо останнi двi нерiвностi при

α > 0 i α < 0.
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Якщо α < 0, то отримаємо, що γ < δ,

γ < δ + |α|.

У такому випадку вимоги на γ i δ дублюють вiдповiднi вимоги (див. рис.2.5),

зазначенi у теоремi I. Т. Кiгурадзе. Разом з тим, вони слабшi, нiж у теоремi

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви (вiдсутня умова γ < 0).

Якщо ж α > 0 (див. рис.2.6), то умови теореми I. Т. Кiгурадзе не ви-

конуються i її застосувати не можна. Разом з тим, при α > 0 умови на пара-

метри у правих частинах рiвняння нашої теореми 2.2 слабшi, нiж у теоремi

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, що також наочно iлюструє ма-

люнок.

γ

δ

δ
=
γ

δ
=
γ

+
|α|

−|α|

|α|

Рис. 2.5: α > 0
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γ

δ

δ
=
γ
−
α

−α
α

δ
=
γ

Рис. 2.6: α < 0

З наведеного вище випливає, що наша теорема 2.2 мiстить вимоги на лiвi

частини задач, такi ж як у теоремi Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Ре-

ви, а тому слабшi, нiж у теоремi I. Т. Кiгурадзе. Зокрема, в нашому випадку

допускаються додатнi значення параметра α, чого немає у I. Т. Кiгурадзе. Во-

дночас у теоремi 2.2 узагальненi вимоги на правi частини задач (при α > 0

вони такi ж, як у теоремi I. Т. Кiгурадзе), що не вдалося зробити у теоре-

мi Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця, Н. В. Реви. Таким чином, теорема 2.2 є

узагальненням двох важливих вiдомих результатiв.
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2.2. Системи диференцiальних рiвнянь високого порядку

Розглянемо на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R системуm ∈ N лiнiйних

диференцiальних рiвнянь r-го порядку

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . .+ A0(t)y(t) = f(t) (2.51)

iз загальними неоднорiдними крайовими умовами

Bjy(·) = cj, j ∈ 1, r, (2.52)

де лiнiйнi неперервнi оператори

Bj : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm, j ∈ 1, r,

матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), вектор-функцiя f(·) ∈

L1([a, b];Cm), а вектори cj ∈ Cm.

Пiд розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (2.51) розумiється

вектор-функцiя y(·) ∈ W r
1 ([a, b];Cm), яка має абсолютно неперервну r − 1

похiдну i задовольняє векторне рiвняння (2.51) майже скрiзь. Неоднорiднi

крайовi умови (2.52) коректно визначенi на розв’язках системи (2.51) i охо-

плюють усi класичнi види крайових умов. Крайова задача (2.51)– (2.52) є фре-

дгольмовою з нульовим iндексом. Тому для однозначної скрiзь розв’язностi

цiєї задачi необхiдно i достатньо, щоб вiдповiдна їй однорiдна крайова задача

мала лише тривiальний розв’язок.
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Нехай поряд iз задачею (2.51)– (2.52) задана послiдовнiсть неоднорiдних

крайових задач

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . .+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n) (2.53)

з крайовими умовами

Bj(n)y(·, n) = cj(n), (2.54)

де n ∈ N, матрицi-функцiї Aj−1(·, n), оператори Bj(n), вектор-функцiя f(·, n)

i вектори cj(n) задовольняють наведеним вище умовам для задачi (2.51)–

(2.52).

Для випадку r ≥ 2 теорему I. Т. Кiгурадзе можна сформулювати на-

ступним чином:

Теорема (I. Т. Кiгурадзе) Нехай виконанi наступнi умови

(0) Однорiдна гранична крайова задача (2.51)– (2.52) має лише тривiаль-

ний розв’язок;

(I ′) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(II ′) ‖RAj−1(·, n)‖1 = O(1);

(III ′) Bj(n)y → Bjy, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm);

Тодi для достатньо великих n задачi (2.53)– (2.54) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того,

(IV ′) cj(n)→ cj;

(V ′) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0,
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то єдинi розв’язки крайових задач (2.51)– (2.52) i (2.53)– (2.54) задовольня-

ють спiввiдношення

‖y(j−1)(·)− y(j−1)(·, n)‖∞ → 0. (2.55)

Сформулюємо аналог теореми 2.2 для задач (2.51)– (2.52) i (2.53)– (2.54).

Теорема 2.4 Нехай

(0) Однорiдна крайова задача (2.51)– (2.52) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖RAr−1(·, n)R∨Aj−1(·, n)‖1 → 0;

(III) B1(n)y → B1y, y(·) ∈ C(r−1)([a, b],Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (2.53)– (2.54) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задачi

(IV) cj(n)→ cj(0);

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0;

(VI) ‖RAr−1(·, n)R∨F (·, n)‖1 → 0,

то єдинi розв’язки задач (2.51)– (2.52) i (2.53)– (2.54) задовольняють грани-

чну властивiсть (2.55)

Доведення теореми 2.4. Диференцiальнi рiвняння (2.51) i (2.53) поряд-

ку r ≥ 2 зводяться до системи m′ = rm диференцiальних рiвнянь першого

порядку, якщо покласти

x(·, n) := (y(·, n), y′(·, n), . . . , y(r−1)(·, n)),
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f̃(·, n) := (0, . . . , 0, f(·, n)) ∈ L1([a, b];Crm),

а блочну матрицю-функцiю Ã0(·, n) визначити рiвнiстю

Ã0(·, n) :=



0m Im 0m . . . 0m

0m 0m Im . . . 0m
... ... ... . . . ...

0m 0m 0m . . . Im

−A0(·, n) −A1(·, n) −A2(·, n) . . . −Ar−1(·, n)


. (2.56)

Кожен з операторiв Bj(n) в крайових умовах (2.52) i (2.54) допускає одно-

значне представлення [50]

Bj(n)y =
r−1∑
l=1

αj,l(n)y(l−1)(a) +

∫ b

a

[dΦj(t, n)] y(r−1)(t), (2.57)

де числовi матрицi αj,l(n) ∈ Cm×m, (m ×m)-матрицi-функцiї Φj(·, n) мають

обмежену варiацiю на [a, b], неперервнi злiва на iнтервалi (a, b) i Φj(a, n) = 0m,

а iнтеграл в (2.57) розумiється як iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса.

Визначимо, виходячи з формули (2.57), r2 лiнiйних операторiв

Bj,l(n) : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm,

припускаючи для j, l ∈ 1, r:

Bj,l(n)y := αj,l(n)y(l−1), l ∈ 1, r − 1, (2.58)

Bj,r(n)y :=

∫ b

a

[dΦj(t, n)] y(r−1)(t). (2.59)
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Визначимо тепер оператори B̃1(n), поклавши

B̃(n) :=


B1,1(n) . . . B1,r(n)

... . . . ...

Br,1(n) . . . Br,r(n)

 , c̃(n) := (c1(n), . . . , cr(n)) ∈ Crm. (2.60)

Лема 2.8. (Г. О. Чеханова, [66]) Неоднорiднi крайовi задачi (2.51)–

(2.52) i (2.53)– (2.54) еквiвалентнi неоднорiдним крайовим задачам для си-

стем диференцiальних рiвнянь

y′(t, n) + Ã(t, n)y(t, n) = f̃(t, n) (2.61)

з крайовими умовами

B̃(n)y = c̃(n), (2.62)

якi задаються формулами (2.58), (2.59), (2.60).

З результатiв роботи [66] також випливає

Лема 2.9. Якщо для крайових задач виду (2.51)– (2.52) i (2.53)– (2.54)

виконанi умови теореми 2.1, то задачi виду (2.61)– (2.62) також задоволь-

няють умови цiєї теореми.

Твердження теореми 2.2 випливають з лем 2.8 i 2.9 i вже доведеного

твердження теореми для випадку r = 1. З теореми Ф.Рiсса про необхiднi i

достатнi умови слабкої збiжностi лiнiйних неперервних функцiоналiв на про-

сторi C[a, b] випливає, що при виконаннi умови (III) теореми 2.4

αjk(n)→ αjk, V b
a Φj(·;n) = O(1),

Φ∨j (t;n)→ Φ∨j (t), t ∈ [a, b],
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Φj(b;n)→ Φj(b), n→∞.

Звiдси, в силу тої ж теореми, випливає, що

Bjk(n)y(·, n)→ Bjky, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm), j, k ∈ 1, r,

з чого випливає, що оператори B(n) сильно збiгаються до B.

Виконання умов (I) i (V) теореми 2.2 випливає з умов (I) i (V) теореми

2.4.

Перевiримо тепер виконання умов (II) i (VI) теореми 2.2, врахувавши,

що матрицi

RA(·;n) =



Om Om . . . Om Om

Om Om . . . Om Om

... ... . . . ... ...

−R0(·;n) −R1(·;n) . . . −Rr−2(·;n) −Rr−1(·;n)


,

RF (·;n) =



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

Rf(·;n) Om . . . Om



R∨A(·;n) =



Om Om . . . Om Om

Om Om . . . Om Om

... ... . . . ... ...

−R∨0 (·;n) −R∨1 (·;n) . . . −R∨r−2(·;n) −R∨r−1(·;n)


,
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R∨F (·;n) =



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

R∨f (·;n) Om . . . Om


Матриця RA(·;n)R∨A(·;n) має вигляд

RA(·;n)R∨A(·;n) =

=



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

R∨r−1(·;n)R0(·;n) R∨r−1(·;n)R1(·;n) . . . R∨r−1(·;n)Rr−1(·;n)


А це означає, що з умови (II) теореми 2.4 випливає виконання умови (II)

теореми 2.2.

Запишемо тепер матрицю RA(·;n)R∨F (·;n):

RA(·;n)R∨F (·;n) =



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

R∨r−1(·;n)Rf(·;n) Om . . . Om


,

де

R∨r−1(·;n)Rf(·;n) =



∑m
s=1 r

∨
1srfs 0 . . . 0∑m

s=1 r
∨
2srfs 0 . . . 0

... ... . . . ...∑m
s=1 r

∨
msrfs 0 . . . 0


Враховуючи умову (VI) теореми 2.4, одержимо потрiбний результат.



98

З нерiвностей

‖RAr−1(·, n)R∨Aj−1(·, n)‖1 ≤ ‖RAr−1(·, n)‖1 · ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞,

‖RAr−1(·, n)R∨F (·, n)‖1 ≤ ‖RAr−1(·, n)‖1 · ‖R∨F (·, n)‖∞

маємо, що умови (II) и (VI) виконуються, якщо

‖RAr−1(·, n)‖1 · ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0,

‖RAr−1(·, n)‖1 · ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0.

Останнi умови завiдомо виконанi, якщо ‖Ar−1(·, n)‖1 = O(1) i виконанi умови

(I) и (V) теореми 1.3. При цьому припущення, що

‖Aj−1(·, n)‖1 = O(1), j ∈ 1, r − 1

зайвi.

Поряд з теоремою 2.4 справедлива

Теорема 2.5. Нехай при n→∞ i j ∈ 1, r виконанi умови:

(0) Однорiдна крайова задача (2.51)– (2.52) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨Aj−1(·;n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨Ar−1(·;n)RAj−1(·;n)‖1 → 0;

(III) Bj(n)y → Bjy, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (2.53)– (2.54) однозначно розв’язнi.

Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задачi
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(IV) cj(n)→ cj;

(V) ‖R∨F (·;n)‖∞ → 0;

(VI) ‖R∨Ar−1(·;n)RF (·;n)‖1 → 0,

то єдинi розв’язки задач (2.51)– (2.52) i (2.53)– (2.54) задовольняють грани-

чну рiвнiсть (2.55).

Зокрема, умова (II) i (VI) теореми виконуються, якщо

‖R∨Ar−1(·;n)‖∞‖RAj−1(·;n)‖1 → 0

‖R∨Ar−1(·;n)‖1‖RF (·;n)‖∞ → 0.

Доведення теореми 2.5. Як i при доведеннi теореми 2.4 для отримання по-

трiбного результату зведемо диференцiальнi рiвняння (2.51) i (2.53) порядку

r ≥ 2 до системи m′ = rm диференцiальних рiвнянь першого порядку та

перевiримо виконання умов теореми 2.3 в умовах теореми 2.5.

З теореми Ф.Рiсса про необхiднi i достатнi умови слабкої збiжностi лi-

нiйних неперервних функцiоналiв на просторi C[a, b] випливає, що при вико-

наннi умови (III) теореми 2.5

αjk(n)→ αjk, V b
a Φj(·;n) = O(1),

Φ∨j (t;n)→ Φ∨j (t), t ∈ [a, b],

Φj(b;n)→ Φj(b), n→∞.

Звiдси, в силу тої ж теореми, випливає, що

Bjk(n)y → Bjky, y ∈ C(r−1)([a, b];Cm), j, k ∈ [r],
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з чого слiдує, що оператори B(n) сильно збiгаються до B.

Виконання умов (I) i (V) теореми 2.3 слiдує з умов (I) i (V) теореми 2.5.

Перевiримо тепер виконання умов (II) i (VI) теореми 2.1, врахувавши

вигляд матриць RA(·;n) та R∨A(·;n). Матриця R∨A(·;n)RA(·;n) має вигляд

R∨A(·;n)RA(·;n) =



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

R∨r−1R0(·;n) R∨r−1R1(·;n) . . . R∨r−1Rr−1(·;n)


А це означає, що з умови (II) теореми 2.5 випливає виконання умови (II)

теореми 2.3.

Запишемо тепер матрицю R∨A(·;n)RF (·;n):

R∨A(·;n)RF (·;n) =



Om Om . . . Om

Om Om . . . Om

... ... . . . ...

R∨r−1(·;n)Rf(·;n) Om . . . Om


,

де

R∨r−1(·;n)Rf(·;n) =



∑m
s=1 r

∨
1srfs 0 . . . 0∑m

s=1 r
∨
2srfs 0 . . . 0

... ... . . . ...∑m
s=1 r

∨
msrfs 0 . . . 0


Враховуючи умову (VI) теореми 2.5, одержимо потрiбний результат.

З нерiвностей

‖R∨Ar−1(·, n)RAj−1(·, n)‖1 ≤ ‖R∨Ar−1(·, n)‖1 · ‖RAj−1(·, n)‖∞,
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‖R∨Ar−1(·, n)RF (·, n)‖1 ≤ ‖R∨Ar−1(·, n)‖1 · ‖RF (·, n)‖∞

маємо, що умови (II) и (VI) виконуються, якщо

‖R∨Ar−1(·, n)‖1 · ‖RAj−1(·, n)‖∞ → 0,

‖R∨Ar−1(·, n)‖1 · ‖RF (·, n)‖∞ → 0.

Останнi умови завiдомо виконанi, якщо ‖Ar−1(·, n)‖1 = O(1) i виконанi умови

(I) и (V) теореми 1.3. При цьому припущення, що

‖Aj−1(·, n)‖1 = O(1), j ∈ 1, r − 1

зайвi.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiйної роботи одержано наступнi основнi ре-

зультати:

1. Отримано узагальнення достатнiх умов збiжностi розв’язкiв загальних

крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку

у рiвномiрнiй нормi.

2. Знайдено новi конструктивнi достатнi умови збiжностi розв’язкiв за-

гальних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь довiль-

ного порядку r за нормою простору C(r−1).

3. Наведено приклад, що iлюструє спiввiдношення мiж теоремами 2.2,

2.3 цього роздiлу та теоремами, отриманими ранiше I. Т. Кiгурадзе та

Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлецем, Н. В. Ревою.
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РОЗДIЛ 3

БАГАТОТОЧКОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI

3.1. Граничнi теореми для систем диференцiальних рiвнянь

У цьому пiдроздiлi за рахунок результатiв попереднього роздiлу отри-

манi результати для багатоточкових крайових задач.

Розглянемо систему m лiнiйних рiвнянь порядку r ≥ 1

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + · · ·+ A0(t)y(t) = f(t), (3.1)

з багатоточковими крайовими умовами

Bjy(·) =

p∑
i=1

r−1∑
k=0

α
(k)
i,j y

(k−1)(ti) = 0, j ∈ 1, r, (3.2)

де матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈ L1 ([a, b],Cm×m) вектор-функцiї f(·) ∈

L1 ([a, b],Cm) , точки ti ∈ [a, b], матрицi α(k−1)
i,j ∈ Cm×m, i ∈ 1, p, а вектори

cj(n) ∈ Cm.

Розв’язки рiвняння (3.1) мають абсолютно неперервну похiдну порядку

r − 1 i задовольняють рiвнiсть (3.2) майже скрiзь.

Поряд iз задачею (3.1)–(3.2) розглянемо послiдовнiсть неоднорiдних ба-

гаточкових крайових задач для cистеми диференцiальних рiвнянь порядку r

вигляду

y(r)(t;n) + Ar−1(t;n)y(r−1)(t;n) + · · ·+ A0(t)y(t;n) = f(t;n), (3.3)

Bj(n)y(·;n) =

p+q∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n) = cj(n), j ∈ 1, r, (3.4)
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де матрицi-функцiї Aj−1(·;n), вектор-функцiї f(·;n), точки ti ∈ [a, b], матрицi

α
(k−1)
i,j (n), вектори cj(n) — тi ж, що i в задачi (3.1)–(3.2), i ∈ 1, p+ q.

Зазначимо, що в граничнiй задачi (3.1) крайова умова ставиться лише

для p точок t1, . . . , tp.

Теорема 3.1. Нехай при n → ∞ та k ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються

умови:

(0) Однорiдна гранична крайова задача (3.1)–(3.2) має лише тривiальний

розв’язок;

(I) ‖R∨Aj−1(·;n)‖∞ → 0;

(II) ‖RAr−1(·;n)R∨Aj−1(·;n)‖1 → 0;

(III) ‖
r∑
j=1

RAj−1(·;n)R∨fj−1(·;n)‖1 → 0;

(IV) ‖R∨fj−1(·;n)‖∞ → 0;

(V) ti(n)→ ti, α
(k−1)
i,j (n)→ α

(k−1)
i,j , i ∈ 1, p;

(VI) α
(k−1)
i,j (n)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

(VII) cj(n)→ cj.

Тодi для достатньо великих значень n розв’язки y(·;n) задач (3.3)– (3.4)

однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення

‖y(·;n)− y(·)‖(r−1) → 0, n→∞. (3.5)

Для доведення цiєї теореми сформулюємо наступний результат

Лема 3.1. Якщо для задачi (3.3) – (3.4) при n → ∞ та k, j ∈ 1, r

виконуються умови:
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1. ti(n)→ ti, α
(k−1)
i,j (n)→ α

(k−1)
i,j , i ∈ 1, p;

2. α(k−1)
i,j (n)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q,

то оператори

Bj(n)
s−→ Bj, j ∈ 1, r.

Доведення леми 3.1. Для кожного j ∈ 1, r та y(·) ∈ C(r−1)([a, b],Cm)

маємо нерiвностi

‖Bj(n)y(·;n)−Bjy(·)‖ ≤

≤ ‖
p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n)−

p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti)‖+

+‖
p+q∑
i=p+1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n)−

p+q∑
i=p+1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti)‖.

Розглянемо спершу доданки при i ∈ 1, p :

‖
p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n)−

p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti)‖ ≤

≤ ‖
p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n)−

p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti(n);n)‖+

+‖
p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti(n);n)−

p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti)‖ ≤

≤ ‖
p∑
i=1

r∑
k=1

(
α
(k−1)
i,j (n)− α(k−1)

i,j

)
y(k−1)(ti(n);n)‖+

+‖
p∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j

(
y(k−1)(ti(n);n)− y(k−1)(ti)

)
‖ ≤

≤
p∑
i=1

r∑
k=1

‖α(k−1)
i,j (n)− α(k−1)

i,j ‖ · ‖y(k−1)(ti(n);n)‖+
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+

p∑
i=1

r∑
k=1

‖α(k−1)
i,j ‖ · ‖y(k−1)(ti(n);n)− y(k−1)(ti)‖ → 0 + .

В останнiй нерiвностi врахована умова 1 леми 3.1 та той факт, що вектор-

функцiя y(·) та їх похiднi неперервнi на [a, b].

Доданки при i ∈ p+ 1, p+ q :

‖
p+q∑
i=p+1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n)−

p+q∑
i=p+1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j y(k−1)(ti)‖ → 0

завдяки умовi 2 даної леми.

Отже, з попереднiх мiркувань, випливає спiввiдношення

Bj(n)
s−→ Bj.

Лема 3.1 доведена.

Доведення теореми 3.1. З леми 3.1 випливає, що якщо виконанi умови

(V)–(VII), то Bj(n)
s−→ Bj, тобто умова (III), а врахувавши (I)–(IV), то i всi

умови теореми 2.4.

Одним з основних результатiв цього пiдроздiлу є специфiкацiя теореми

2.5 для розв’язкiв задач (3.1)–(3.2) (3.3)–(3.4).

Теорема 3.2. Нехай при n → ∞ та k ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються

умови:

(O) Однорiдна крайова задача (3.1)–(3.2) має лише тривiальний розв’язок;

(I) ‖R∨Aj−1(·;n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨Ar−1(·;n)RAj−1(·;n)‖1 → 0;

(III) ‖
r∑
j=1

R∨Aj−1(·;n)Rfj−1(·;n)‖1 → 0;
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(IV) ‖R∨fj−1(·;n)‖∞ → 0;

(V) ti(n)→ ti, α
(k−1)
i,j (n)→ α

(k−1)
i,j , i ∈ 1, p;

(VI) α
(k−1)
i,j (n)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

(VII) cj(n)→ cj.

Тодi для достатньо великих значень n розв’язки y(·;n) задач (3.3)– (3.4)

однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення (3.5).

Доведення теореми 3.2. З леми 3.1 випливає, що якщо виконанi умови

(V)–(VII), то Bj(n)
s−→ Bj, тобто умова (III), а врахувавши (I)–(IV), то i всi

умови теореми 2.5.

Отриманi тут результати деталiзують вимоги на граничнi оператори,

наведенi у теоремах другого роздiлу.
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3.2. Збiжнiсть розв’язкiв багатоточкових крайових задач

Розглянемо систему m лiнiйних рiвнянь порядку r ≥ 2

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + · · ·+ A0(t)y(t) = f(t), (3.6)

з багатоточковими крайовими умовами

By(·) =
N∑
i=1

r−1∑
l=0

α
(l)
i y

(l−1)(ti) = 0, i ∈ 1, r, (3.7)

де вектор-функцiя y(·) ∈ (C(r−1))m шукана, а усi матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈

Lm×m1 i вектор-функцiя f(·) ∈ Lm1 заданi, точки ti ∈ [a, b], матрицi α(l)
i ∈

Cm×m.

Розглянемо послiдовнiсть систем m лiнiйних диференцiальних рiвнянь

порядку r:

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . .+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n). (3.8)

Для кожного n пов’яжемо з системою (3.8) багатоточкову крайову умо-

ву

B(n)y(·;n) =

p∑
i=0

qi(n)∑
k=1

r−1∑
l=0

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n), n) = c(n), (3.9)

де точки tj,(k) ∈ [a, b], числа qi(n) залежать вiд n, матрицi α(l)
i,k(n) ∈ Cm×m,

та вектор c(n) ∈ Cm є заданими.

Використання у крайовiй умовi повторної суми за iндексами i i k зумов-

лено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок ti,k(n) при n→∞ у

залежностi вiд значень параметра i. Вимагатиметься, щоб для кожного фi-
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ксованого i ∈ 1, p усi точки ti,k(n) мали спiльну границю ti при n→∞, а для

точок t0,k(n) аналогiчне не вимагається.

Зауважимо, що така постановка задачi дозволить нам узагальнити те-

орему 1.4 В. А. Михайлеця та Г. О. Чеханової на випадок, коли кожна серiя

мiстить бiльше, нiж одну точку.

Крайовiй задачi (3.8)–(3.9) при кожному n ∈ N вiдповiдає лiнiйний

обмежений оператор

(L(n), B(n)) : (C(r−1))m → (L1)
m × Cm.

У граничному випадку цей обмежений оператор вiдповiдає крайовiй

задачi (3.6)–(3.7). Як було доведено в [9], вiн є фредгольмовим, а тому для

однозначної розв’язностi задачi (3.8)–(3.9) неодбхiдно i достатньо, щоб одно-

рiдна гранична крайова задача (3.6)–(3.7) мала лише тривiальний розв’язок.

Знайдемо умови, за яких це виконується.

НехайR(t, a) резольвента рiвняння (3.6), тобто розв’язок рiвняння (3.6),

який набуває значення Irm у точцi t = a. У нашому випадку R(t, a) - блочна

матриця розмiрностi rm× rm. Позначимо через

R0(t, a), R1(t, a), ..., R(r−1)(t, a)

елементи її першого рядка. Як вiдомо [13], розв’язок рiвняння (3.6), який

приймає значення Ya = (y(a), y′(a), ..., y(r−1)(a)) при t = a задається форму-

лою

y(t) =
r−1∑
i=0

Ri(tj, a)y(i)(a). (3.10)
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Пiдставивши (3.10) у (3.7), отримаємо

C · Ya = 0

де

C =
(

Σp
j=1Σ

(r−1)
i=0 α

(i)
j R

(i)
0 (tj, a) . . . Σp

j=1Σ
(r−1)
i=0 α

(i)
j R

(i)
r−1(tj, a).

)
Звiдси випливає

Твердження. Гранична однорiдна крайова задача

Ly(t) = 0, a ≤ t ≤ b, By(·) = 0 (3.11)

має лише тривiальний розв’язок, якщо

detC 6= 0. (3.12)

Теорема 3.3. Нехай при n→∞ i j ∈ 1, r виконуються умови на

(a) коефiцiєнти системи

(1) ‖R∨Aj−1(·, n)‖∞ → 0;

(2) ‖RAr−1(·, n)R∨Aj−1(·, n)‖1 → 0;

(b) правi частини рiвнянь

(3) ‖f(·, n)‖1 = O(1), ‖f∨(·, n)− f∨(·)‖∞ → 0;

(c) граничнi оператори

(4) c(n)→ c;

(5) ti,k(n)→ ti для усiх i ∈ 1, p, k ∈ 1, qi;
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(6)
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)→ α

(l)
i для усiх i ∈ 1, p, l ∈ 0, r − 1;

(7)
qi(n)∑
k=1

‖α(l)
i,k(n)‖·|ti,k(n)−ti| → 0 для усiх i ∈ 1, p, k ∈ 1, qi, l ∈ 0, r − 1;

(8)
qi(n)∑
k=1

‖α(l)
0,k(n)‖ → 0, для усiх k ∈ 1, q0, l ∈ 0, r − 1.

Тодi для достатньо великих n задача (3.8), (3.9) має єдиний розв’язок i вiн

задовольняє граничне спiввiдношення

‖y(·, n)− y(·)‖(r−1) → 0 n→∞, (3.13)

Доведення теореми 3.3. Дослiджувана нами задача з крайовою умовою

(3.9) є окремим випадком загальних крайових задач (2.51)–(2.52) Для них в

роботi [80] було встановлене

Твердження. Нехай при n → ∞ i j ∈ 1, r виконуються умови те-

ореми 3.3 на коефiцiєнти та правi частини рiвнянь, а також умова на

граничнi оператори

(f) Bj(n)y → Bjy, y ∈ C(r−1) ([a, b];Cm) , j ∈ 1, r.

Тодi для достатньо великих n задача (2.51)–(2.52) має єдиний розв’язок i

вiн задовольняє граничне спiввiдношення (3.13).

Для доведення основної теореми достатньо показати, що умова (f) твер-

дження є наслiдком умов (6)–(9) теореми 3.3.

У припущеннi, що умови (6) – (9) виконуються, доведемо власти-

вiсть (f). Для довiльної вектор-функцiї y ∈ (C(r−1))m i достатньо великого

n запишемо:

‖B(n)y −By‖ =
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=

∥∥∥∥∥∥
p∑
i=0

qi(n)∑
k=1

r−1∑
l=0

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n))−

p∑
i=1

r−1∑
l=0

α
(l)
i y

(l)(ti)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

q0(n)∑
k=1

r−1∑
l=0

‖α(l)
0,k(n)‖ · ‖y(l)(t0,k(n))‖+

+

p∑
i=1

r−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n))− α(l)

i y
(l)(ti)

∥∥∥∥∥∥ (3.14)

Тут на пiдставi умови (6) маємо:

q0(n)∑
k=1

r−1∑
l=0

‖α(l)
0,k(n)‖ · ‖y(l)(t0,k(n))‖ ≤

q0(n)∑
k=1

r · ‖α(l)
0,k(n)‖ · ‖y‖(r) → 0 (3.15)

для усiх допустимих значень iндексiв k i l. Ця i всi iншi границi у доведеннi

розглядаються за умови, що n → ∞. Дослiдимо останнiй доданок в (3.14).

Запишемо: ∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n))− α(l)

i y
(l)(ti)

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n))−

qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti) +

+

qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti)− α(l)

i y
(l)(ti)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n) ·

(
y(l)(ti,k(n))− y(l)(ti)

)∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑

k=1

α
(l)
i,k(n)− α(l)

i

 · y(l)(ti)
∥∥∥∥∥∥ ≤
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≤
qi(n)∑
k=1

‖α(l)
i,k(n)‖ · ‖y(l)(ti,k(n))− y(l)(ti)‖+

+

∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)− α(l)

i

∥∥∥∥∥∥ · ‖y‖(r).
Тут на пiдставi умови (7) маємо:∥∥∥∥∥∥

qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)− α(l)

i

∥∥∥∥∥∥ · ‖y‖(r) → 0. (3.16)

Окрiм того,
qi(n)∑
k=1

‖α(l)
i,k(n)‖ · ‖y(l)(ti,k(n))− y(l)(ti)‖ → 0 (3.17)

Це випливає з теореми Лагранжа i умови (8):

qi(n)∑
k=1

‖α(l)
i,k(n)‖ · ‖y(l)(ti,k(n))− y(l)(ti) ‖ ≤

≤ ‖y‖(r)
qi(n)∑
k=1

‖α(l)
i,k(n)‖ · |ti,k(n)− ti| → 0.

Iз формул (3.2), (3.16), (3.17) негайно випливає, що∥∥∥∥∥∥
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)y(l)(ti,k(n))− α(l)

i y
(l)(ti)

∥∥∥∥∥∥→ 0 (3.18)

Тепер властивiсть (f) є прямим наслiдком формул (3.14), (3.15) i (3.18). Тео-

рему доведено.

Зауваження. Якщо числа qi не залежать вiд n, то умови на граничнi

оператори мають вигляд:

(4) c(n)→ c;
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(5) ti,k(n)→ ti для усiх i ∈ 1, p, k ∈ 1, qi;

(6)
qi(n)∑
k=1

α
(l)
i,k(n)→ α

(l)
i для усiх i ∈ 1, p, l ∈ 0, r − 1;

(7) ‖α(l)
i,k(n)‖ · |ti,k(n)− ti| → 0 для усiх i ∈ 1, p, k ∈ 1, qi, l ∈ 0, r − 1;

(8) ‖α(l)
0,k(n)‖ → 0, для усiх k ∈ 1, q0, l ∈ 0, r − 1.
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3.3. Граничнi теореми для функцiй Грiна

Нехай a = t1 < t2 < . . . < tk = b — розбиття скiнченного iнтервалу

(a, b) ⊂ R. Розглянемо однорiдну багатоточкову крайову задачу для вектор-

ного лiнiйного диференцiального рiвняння порядку r ≥ 2:

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . . ..+ A0(t)y(t) = 0, (3.19)

k∑
l=1

r∑
j=1

βj,i(l)y
(j−1)(tl) = 0, i ∈ 1, k, (3.20)

де (m × m)-матрицi-функцiї Aj−1(·) ∈ (C(p−1))m, i вектор-функцiя f(·) ∈

(C(p−1))m, матрицi βj,i(l) ∈ Cm×m, l ∈ 1, k, i, j ∈ 1, r.

Розв’язком задачi (3.19)–(3.20) є вектор-функцiя y(·), що має абсолютно

неперервну похiдну порядку p+r−1 i задовольняє диференцiальне рiвняння

(3.19) майже скрiзь та крайовi умови (3.20).

Поряд iз задачею (3.19)–(3.20) розглядається послiдовнiсть напiводно-

рiдних багатоточкових крайових задач для векторного лiнiйного диференцi-

ального рiвняння порядку r ≥ 2:

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . . ..+ A0(t, n)y(t, n) = f(t, n), (3.21)

k∑
l=1

r∑
j=1

βj,i(l, n)y(j−1)(tl, n) = 0, i ∈ 1, k. (3.22)

Теорема 3.4. Нехай при n → ∞ та j ∈ 1, r для деякого p ∈ N

виконуються умови:

(1) ‖Aj−1(·;n)− Aj−1(·)‖(p−1) → 0;

(2) βj,i(l;n)→ βj,i(l), i ∈ 1, r, l ∈ 1, k.
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Тодi при достатньо великих значеннях n iснують нормованi функцiї Грiна

G(t, s;n) задач (3.21)-(3.22) i на смугах (tl−1, tl)× (a, b) виконується

‖G(·, ·;n)−G(·, ·)‖(p) → 0, k →∞. (3.23)

Як вiдомо, розв’язок розглядуваної задачi допускає iнтегральне представле-

ння вигляду

y(t, n) =

b∫
a

G(t, s;n)f(s;n)ds, (3.24)

де G(t, s;n)- матриця Грiна однорiдної крайової задачi (3.21)–(3.22). Формула

визначає матрицю Грiна неоднозначно. У роботi [67] визначено нормовану

матрицю Грiна для задач

y′(t, 0) = Â(t)y(t) (3.25)

з крайовими умовами
k∑
l=1

Blŷ(tl) = 0, (3.26)

та доведено, що вона допускає зображення у виглядi

G(t, s;n) =



−Y (t;n)[B1(n) +
k∑

l=2

Bl(n)y(tl;n)]−1Z(s;n) =

= Sn(t, s) +Xn(t, s), t 6 s,

Y (t;n)Y −1(s;n)−

−Y (t;n)[B1(n) +
k∑

l=2

Bl(n)y(tl;n)]−1Z(s;n) =

= Sn(t, s), s < t.

(3.27)

де

Z(S) =
∑
l:tl≤s

BlY (tl)Y
−1(S),
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а матриця-функцiя Y (·)− матрицант лiнiйного диференцiального рiвняння

Y ′(t) = Â(t)Y (t), t ∈ (a, b) (3.28)

з початковою умовою в деякцiй фiксованiй точцi

Y (t0) = Ip, t0 ∈ (a, b) (3.29)

Формула (3.27) визначає матрицю Грiна однозначно . Як доведено нами ра-

нiше, задачi (3.21)–(3.22) i однорiдна гранична крайова задача (3.19)–(3.20)

еквiвалентна задачам (2.61)–(2.62) i однорiднiй граничнiй крайовiй задачi для

системи першого порядку вiдповiдного вигляду.

Доведемо наступну

Лема 3.2. Нехай однорiдна крайова задача (3.19)–(3.20) має лише

тривiальний розв’язок. Тодi iснує нормована функцiя Грiна G(t, s;n) напiв-

однорiдної багатоточкової крайової задачi вигляду (3.21) – (3.22), та при

цьому

G(t, s;n) = G1,r(t, s;n),

де G1,p(t, s;n) — вiдповiдний елемент матрицi Грiна

Ĝ(t, s;n) = (Gj,i(t, s;n))pj,i=1

напiводнорiдної багатоточкової крайової задачi вигляду (2.61)-(2.62).

Доведення леми 3.2. Враховуючи лему 2.8, умова iснування лише три-

вiального розв’язку задачi (3.19)–(3.20) рiвносильна тому, що однорiдна кра-

йова задача (2.63)–(2.64) також буде мати лише тривiальний розв’язок. А

з цього випливає, що для багатоточкової крайової задачi (2.61)–(2.62) iснує

матриця Грiна Ĝ(t, s;n) = (Gj,i(t, s;n))pj,i=1, за допомогою якої розв’язок на-
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пiводнорiдної багатоточкової крайової задачi (2.61)–(2.62) може бути пред-

ставлений у виглядi

ŷ(t;n) =

b∫
a

Ĝ(t, s;n)f̂(s;n)ds, t ∈ (a, b)

n ∈ N, f̂(·;n) ∈ (C(n−1))p.

(3.30)

Враховуючи (2.56), рiвнiсть (3.30) можна записати у виглядi такої системи

рiвнянь: 

y(t;n) =
b∫
a

G1,r(t, s;n)f(s;n)ds,

y′(t;n) =
b∫
a

G2,r(t, s;n)f(s;n)ds,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

y(r−2)(t;n) =
b∫
a

Gr−1,r(t, s;n)f(s;n)ds,

y(r−1)(t;n) =
b∫
a

Gr,r(t, s;n)f(s;n)ds,

(3.31)

де y(t;n) — єдиний розв’язок напiводнорiдної багатоточкової крайової задачi

(3.21)–(3.22).

Отже, врахувавши представлення (2.53),(2.54),(2.58) та систему (3.31)

отримуємо, що

G(t, s;n) = G1,r(t, s;n).

Для нормованих матриць Грiна багатоточкових крайових задач для си-

стеми диференцiальних рiвнянь першого порядку виконується

Теорема 3.5. Нехай

det[B1 +
k∑
l=2

BlY (tl)] 6= 0

i при n→∞ виконуються наступнi умови:
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(1) ‖Â(t;n)− Â(t)‖(p−1) → 0;

(2) ‖Bl(n)−Bl‖ → 0, l = 1, p.

Тодi для достатньо великих n iснують нормованi матрицi Грiна задач

(2.61)-(2.62), для яких на смугах (tl−1, tl)× (a, b) виконується

‖Ĝ(·, ·;n)− Ĝ(·, ·)‖(p) → 0, n→∞. (3.32)

Для доведення теореми 3.3 нам знадобиться така

Лема 3.3. Нехай при n → ∞ виконуються умови 1) та 2) теореми

3.3, тодi для достатньо великих значеннях n

det[B1(n) +
k∑
l=2

Bl(n)y(tl;n)] 6= 0.

Доведення леми 3.3. З умови 1) теореми 3.3 та теореми про гомеомор-

фiзми [66] випливає, що

‖Y (·;n)− Y (·)‖∞ → 0, n→∞. (3.33)

З умови 2) теореми 3.3 маємо:

‖
k∑
l=1

Bl(n)Y (tl;n)−
k∑
l=1

BlY (tl)‖∞ ≤

≤
k∑
l=1

‖Bl(n)−Bl‖ · ‖Y (tl;n)‖∞+

+
k∑
l=1

‖Bl‖ · ‖Y (tl;n)− Y (tl)‖∞ → 0, n→∞.
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Оскiльки задача (3.25) – (3.26) має лише тривiальний розв’язок, то

det[B1(0) +
k∑
l=2

Bl(0)Y (tl; 0)] 6= 0,

тодi з останньої оцiнки випливає, що в деякому околi точки нескiнченностi

функцiя

det[B1(n) +
k∑
l=2

Bl(n)Y (tl;n)] 6= 0. (3.34)

Доведення теореми 3.3. Оскiльки матриця Грiна G(t, s) розривна в то-

чках s = tl, коректно буде дослiджувати її неперервнiсть за параметром n на

кожнiй смузi (tl−1, tl)× (a, b).

Введемо наступнi позначення, скориставшись виглядом нормованої ма-

трицi Грiна, яка задається формулою (1.30):

G(t, s;n) =



−Y (t;n)[B1(n) +
k∑

l=2

Bl(n)y(tl;n)]−1Z(s;n) =

= Sn(t, s) +Xn(t, s), t 6 s,

Y (t;n)Y −1(s;n)−

−Y (t;n)[B1(n) +
k∑

l=2

Bl(n)y(tl;n)]−1Z(s;n) =

= Sk(t, s), s < t.

та

G(t, s) =



−Y (t)[B1 +
k∑

l=2

Bly(tl)]
−1Z(s) =

= S(t, s) +X(t, s), t 6 s,

Y (t)Y −1(s)−

−Y (t)[B1 +
k∑

l=2

Bly(tl)]
−1Z(s) =

= S(t, s), s < t.

Оскiльки функцiя S(t, s) розривна в точках s = tl, то дослiджувати збiжнiсть

Sn(t, s) до S(t, s) будемо на кожнiй смузi (tl−1, tl) × (a, b). Для доведення

достатньо показати справедливiсть таких тверджень:

det[B1(n) +
k∑
l=2

Bl(n)Y (tl;n)] 6= 0, (3.35)
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‖Y (·, n)− Y (·)‖(p) → 0, n→∞, (3.36)

та

‖Z(s;n)− Z(s)‖(p) → 0, n→∞. (3.37)

Виконання спiввiдношення (3.35) випливає з леми 3.3.

Звiдси, враховуючи умову 1) теореми 3.3, випливає, що виконується

(3.36). З леми про властивiсть оберненого вiдображення [66] та вже доведе-

ного (3.36) випливає спiввiдношення

‖Y −1(·; k)− Y −1(·; 0)‖(n) → 0, k →∞, (3.38)

Умови (3.36), (3.38) виконуються на всьому квадратi (a, b) × (a, b), i, тим

бiльше, на окремих смугах (tl−1, tl)× (a, b).

Покажемо, що спiввiдношення (3.37) справджується при n → ∞ на

кожнiй i-iй смузi:

‖Zi(s;n)− Zi(s)‖(p) =

= ‖
∑
ti6s

Bi(n)Y (ti;n)Y −1(sl;n)−
∑
ti6s

Biy(ti)Y
−1(sl)‖(p) → 0.

Це випливає з другої умови теореми 3.3, умов (3.36), (3.38) та адитив-

ностi вiдображення.

Таким чином, отримуємо, що функцiї Sn(t, s) збiгаються до S(t, s) при

n→∞ на смугах (tl−1, tl)× (a, b) за вiдповiдними нормами.

Залишилось дослiдити функцiї Xn(t, s). Виходячи з предствалення ма-

триць Грiна G(t, s, n) та G(t, s), функцiю X(t, s) можна записати у виглядi

X(t, s) =

 Y (t)Y −1(s), t 6 s,

0, s < t.
(3.39)
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Враховуючи вигляд X(t, s), спiввiдношення (3.36) та (3.38), отримуємо

що

‖X(t, s;n)−X(t, s)‖(p) = ‖Y (t;n)Y −1(s;n)− Y (t)Y −1(s; )‖(p) ≤

≤ ‖Y (t;n)− Y (t)‖(p) · ‖Y −1(s;n)‖+

+‖Y −1(s;n)− Y −1(s)‖ · ‖Y (t)‖(p) → 0, n→∞.

Отже, спiввiдношення (3.32) i тим самим теорема 3.3 доведенi.

Доведення теореми 3.3. Згiдно з лемою 3.2, для доведення теореми

3.3 достатньо показати, що при виконаннi її умов для достатньо великих зна-

ченнях n iснують матрицi Грiна Ĝ(t, s;n) розглядуваних задач (2.61)–(2.62)

i на смугах (tl−1, tl)× (a, b) виконується граничне спiввiдношення (3.32).

З леми про еквiвалентнiсть крайових задач випливає, що умова iсну-

вання лише тривiального розв’язку для однорiдної крайової задачi виду

(3.19)–(3.20) рiвносильна тому, що однорiдна крайова задача (3.21)–(3.22) для

диференцiального рiвняння першого порядку також має лише тривiальний

розв’язок. Тодi з умов 1), 2) теореми 3.3 та, враховуючи формули (2.56)–

(2.58), отримуємо при n→∞ виконання таких спiввiдношень:

‖Â(·;n)− Â(·)‖(p−1) → 0,

‖Bl(n)−Bl‖ → 0.

Тодi, згiдно з теоремою 3.3, для достатньо великих n iснує нормована

матриця Грiна задачi (2.61)–(2.62) i на смугах (tl−1, tl) × (a, b) виконується

граничне спiввiдношення (3.32). Цим теорема 3.3 доведена.
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3.4. Апроксимацiя розв’язкiв загальних крайових задач

Нехай задано систему m ∈ N лiнiйних звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R

y′(t) + A(t)y(t) = f(t) (3.40)

з коефiцiєнтoм A(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), правою частиною f(·) ∈ L1([a, b];Cm)

iз загальною неоднорiдною крайовою умовою

By(·) = c. (3.41)

Поряд iз задачею (3.40)–(3.41) розглянемо послiдовнiсть систем m лiнiйних

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку

y′(t, n) = A(t, n)y(t, n) + f(t) (3.42)

iз багатоточковими крайовими умовами

B(n)y(·, n) =
N∑
i=1

αi(n)y(ti(n);n) = c, (3.43)

де матрицi-функцiї A(·, n) ∈ X(a, b) — довiльнiй фiксованiй щiльнiй множинi

в просторi L1((a, b);Cm×m), а правi частини — вектор-функцiя f(·) та вектор

c — тi ж, що i в задачi (3.40)–(3.41).

Основним результатом цього пiдроздiлу є

Теорема 3.6. Для кожної однозначно розв’язної неоднорiдної загаль-

ної крайової задачi (3.40)–(3.41) знайдеться послiдовнiсть багатоточкових

крайових задач вигляду (3.42)–(3.43) з коефiцiєнтами A(t, n) ∈ X(a, b) та-
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ких, що для достатньо великих n кожна з них є однозначно розв’язною i

для розв’язкiв y(·) задачi (3.40)–(3.41) i y(·, n) задачi (3.42)–(3.43) виконує-

ться гранична рiвнiсть

‖y(·)− y(·, n)‖∞ → 0. (3.44)

Для доведення цього результату ми побудуємо для загальної крайової

задачi вигляду (3.40)–(3.41) послiдовнiсть багатоточкових крайових задач ви-

гляду (3.42)–(3.43) таку, що

‖A(t, n)− A(t)‖1 → 0, B(n)y → By, y ∈ C([a, b],Cm)

i при цьому справджується гранична рiвнiсть (3.43).

Сформулюємо i доведемо декiлька допомiжних тверджень.

Позначимо через NBV [a, b] пiдклас функцiй з BV [a, b], якi

а) неперервнi злiва на iнтервалi (a, b);

б) дорiвнюють нулю в точцi a.

Цей клас функцiй утворює комплексний банахiв простiр вiдносно норми

‖g‖NBV [a,b] = V b
a g.

Вiн є спряжений до банахового простору C([a, b];C).

Теорема 3.7. Для кожної функцiї f ∈ NBV [a, b] iснує послiдовнiсть

схiдчастих функцiй {fn : n ≥ 1} ⊂ S[a, b] (див. позн. 20) така, що

i) послiдовнiсть {fn : n ≥ 1} рiвномiрно на [a, b] збiгається до функцiї f ;

ii) повнi варiацiї функцiй fn рiвномiрно по n ∈ N обмеженi.
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Зауваження 3.1. Припущення, що крайнi сходинки функцiй fn мо-

жуть вироджуватись в точки, є iстотним. Простi приклади показують, що

його не можна вiдкинути, замiнивши клас S[a, b] на клас кусково-сталих на

[a, b] функцiй.

З теореми 3.7 та першої теореми Геллi [1] випливає, що справедлива

Теорема 3.8Множина функцiй S[a, b] є секвенцiально щiльною в про-

сторi NBV [a, b] в w∗-топологiї.

Зауваження 3.2. Iншими словами, теорема 3.8 стверджує, що для ко-

жної функцiї f ∈ NBV ([a, b],Cm) iснує послiдовнiсть схiдчастих функцiй

{fn : n ≥ 1} ⊂ S[a, b] така, що для кожної функцiї y ∈ C([a, b],C)

∫ b

a

y(t)dfn(t)→
∫ b

a

y(t)df(t).

Доведення теореми 3.8. Оскiльки кожна функцiя з NBV [a, b] є лiнiй-

ною комбiнацiєю двох дiйсних функцiй того ж класу, а кожна дiйсна функцiя

зNBV [a, b] може бути представлена у виглядi рiзницi двох монотонних [1], то,

не зменшуючи загальностi, можна зразу вважати, що функцiя f ∈ NBV [a, b]

є дiйсною i неспадною на [a, b]. Нам знадобляться два допомiжних твердже-

ння.

Лема 3.4. Для кожної неспадної функцiї f ∈ NBV [a, b]
⋂
C[a, b] iснує

послiдовнiсть неспадних функцiй fn ∈ S[a, b], яка задовольняє умови i) та

ii) теореми 3.7.

Доведення леми 3.4. Визначимо по функцiї f 6≡ 0 послiдовнiсть роз-

биттiв вiдрiзка [a, b]. Розбиття з номером n ∈ N складається з n точок

{tn,k, 1 ≤ k ≤ n}, де

tn,k := min

{
t ∈ [a, b] : f(tn,k) = f(b)

k

n+ 1

}
.



126

Зi зроблених припущень випливає, що таке визначення є коректним.

Пов’яжемо з n-им розбиттям вiдрiзка неспадну функцiю fn ∈ S[a, b],

поклавши:

fn(t) :=


0, t ∈ [a, tn,1]

f(b) k
n+1 , t ∈ (tn,k, tn,k+1], k ≤ n− 1

f(b) n
n+1 , t ∈ (tn,n, b]

Тодi

∀n ∈ N V b
a fn = fn(b)− fn(a) < f(b).

Крiм того,

∀n ∈ N ∀t ∈ [a, b] |f(t)− fn(t)| ≤
f(b)

n+ 1
.

Лему 3.4 доведено.

Лема 3.5. Для кожної неспадної функцiї стрибкiв f ∈ NBV [a, b] iснує

послiдовнiсть неспадних функцiй стрибкiв fn ∈ S[a, b], яка задовольняє умо-

ви i) та ii) теореми 3.4.

Доведення леми 3.5. З умов леми випливає, що функцiя f допускає

представлення

f(t) =
∑
tk<t

hk,

де {tk, k ≤ m ≤ ∞} — скiнченна або злiченна послiдовнiсть точок розриву

функцiї f , hk > 0 — величина стрибка функцiї f в точцi tk, а

m≤∞∑
k=1

hk <∞.
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Якщо m ∈ N, то можна покласти fn ≡ f , n ∈ N. Нехай тепер m = ∞.

Покладемо

fn(t) =
∑

k≤n, tk<t

hk, n ∈ N.

Тодi

0 < f(t)− fn(t) ≤
∞∑
k=n

hk → 0, n→∞.

Звiдси випливає умова i) теореми 3.7. Умова ii) випливає з нерiвностей

0 ≤ fn(t) < f(t) ≤ f(b).

Лему 3.5 доведено.

Твердження теореми 3.7 випливає з лем 3.4 та 3.5, оскiльки кожна мо-

нотонна на вiдрiзку функцiя може бути представлена у виглядi суми непе-

рервної та функцiї стрибкiв, див., наприклад, [1].

Доведення теореми 3.7. З щiльностi X(a, b) в просторi L1(a, b) випли-

ває, що iснує A(t, n) ∈ X(a, b) така, що ‖A(t, n)− A(t)‖1 → 0.

За теоремою Ф. Рiсса про представлення лiнiйного неперервного фун-

кцiонала, визначеного у просторi неперервних на [a, b] функцiй (див. [1]), опе-

ратор B можна однозначно записати у виглядi

By = αy(a) +

∫ b

a

[dΦ(t)]y(t); (3.45)

де матриця α ∈ Cm×m, матриця-функцiя Φ(·) ∈ NBV ([a, b],Cm×m).

Лема 3.6. Для будь-якого оператора B вигляду (3.44) iснують послi-

довностi матриць {α(n)} ∈ Cm×m i схiдчастих матриць-функцiй Φ(·, n) ∈

NBV ([a.b];Cm×m) з рiвномiрно по n ∈ N обмеженою на [a, b] варiацiєю
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{Φ(·, n)}, неперервних злiва, такi, що

‖α(n)− α‖ → 0, ‖Φ(t, n)− Φ(t)‖∞ → 0.

Доведення леми 3.6. Побудуємо оператори {B(n)} наступним чином:

α(n) := α, ∀n ∈ N,

а матрицю-функцiю Φ(·) наблизимо послiдовнiстю матриць-функцiй {Φ(·, n)}

за принципом, використаним у доведеннi теореми 3.7. З властивостей iнтегра-

ла Стiлтьєса одержимо, що ‖Φ(·, n)−Φ(·)‖∞ → 0, а з означення {α(n)} → α,

тому {B(n)y} → By, n→∞.

Таким чином, ми побудували послiдовнiсть багатоточкових крайових

задач таку, що коефiцiєнти

‖A(t, n)− A(t)‖1 → 0.

Залишилось показати, що

B(n)y → By, y ∈ C([a, b],Cm),

а тому ∫ b

a

[dΦ(t, n)]y(t)→
∫ b

a

[dΦ(t)]y(t).

Справедливiсть останнього спiввiдношення випливає з теореми Геллi [1]. По-

кажемо, що за цих умов має мiсце висновок теореми 3.8.

Для цього доведемо, що для задач (3.40)–(3.41) i (3.42)–(3.43) виконую-

ться всi умови наступної теореми про неперервнiсть розв’язкiв, встановленої

у [19].
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Теорема 3.9. (Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлець, Н. В. Рева [19]).

Нехай для задачi (3.42)–(3.43) вiдповiдна однорiдна крайова задача має лише

тривiальний розв’язок i при n→ +∞ виконанi наступнi умови:

1) R(t, n) := A(t, n)− A(t) ∈Mm;

2) ‖f(·, n)‖1 = O(1);

3) B(n)y → By, y ∈ C([a, b],Cm),

4) ‖
∫ t
a f(s, n)ds−

∫ t
a f(s)ds‖∞ → 0.

Тодi для достатньо великих n задача (3.42)–(3.43) має єдиний розв’язок i

справедливе граничне спiввiдношення (3.44).

Доведення теореми 3.6. Зазначимо, що умови 2) i 4) цiєї теореми ви-

конанi, що випливає з постановки задачi.

За доведеним вище, для коефiцiєнтiв рiвнянь (3.40) i (3.43) виконується

спiввiдношення ‖A(t, n)−A(t)‖1 → 0, а це означає, що виконана умова (L.1)

теореми 1.1 А. Ю. Левiна [26], i, оскiльки, одночасно виконана умова 4) те-

ореми 3.9, то функцiя R(·, n) ∈ Mm, тобто справджується умова 1) теореми

3.9.

З леми 3.6 i теореми 3.7 випливає, що

B(n)y → By, y ∈ C([a, b],Cm).

Оскiльки виконанi всi умови теореми 3.9, то справедливе спiввiдноше-

ння (3.44) i цим доведення теореми 3.6 завершене.

Розглянемо тепер аналогiчну задачу для системиm лiнiйних звичайних

диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2.

Нехай задано систему рiвнянь порядку r ≥ 2 на скiнченному iнтервалi

(a, b) ⊂ R

y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + . . .+ A0(t)y(t) = f(t) (3.46)
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з коефiцiєнтами Aj−1(·) ∈ L1([a, b];Cm×m), правими частинами f(·) ∈

L1([a, b];Cm) iз загальними неоднорiдними крайовими умовами

Bjy(·) = cj, (3.47)

де лiнiйний неперервний оператор

Bj : C(r−1)([a, b],Cm)→ Cm, j ∈ 1, r. (3.48)

Поряд iз задачею (3.46)–(3.47) розглянемо послiдовнiсть систем m лiнiйних

звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r

y(r)(t, n) + Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + . . .+ A0(t, n)y(t, n) = f(t) (3.49)

iз багатоточковими крайовими умовами

Bj(n)y(·, n) =
N∑
i=1

r∑
k=1

α
(k−1)
i,j (n)y(k−1)(ti(n);n) = cj, j ∈ 1, r, (3.50)

де матрицi-функцiї Aj−1(·, n) ∈ X(a, b)— довiльнiй фiксованiй щiльнiй мно-

жинi в просторi L1((a, b);Cm×m), а правi частини — вектор-функцiя f(·) та

вектори cj — тi ж, що i в задачi (3.46)–(3.47).

Теорема 3.6 допускає узагальнення для крайових задач високого поряд-

ку.

Теорема 3.10. Для кожної однозначно розв’язної неоднорiдної загаль-

ної крайової задачi (3.46)–(3.47) знайдеться послiдовнiсть багатоточкових

крайових задач вигляду (3.49)–(3.50) з коефiцiєнтами Aj−1(·, n) ∈ X(a, b)

таких, що для достатньо великих n кожна з них є однозначно розв’язною
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i розв’язки y(·) задачi (3.46)–(3.47) рiвномiрно на [a, b] збiгаються до y(·, n)

задачi (3.49)–(3.50).

Доведення теореми 3.10. За лемою 2.7 неоднорiднi крайовi задачi

(3.46)–(3.47) та (3.49)–(3.50) еквiвалентнi задачам (3.40)–(3.41) та (3.42)–

(3.43). Це означає, що виконанi умови теореми 3.6, а тому для задачi (3.46)–

(3.47) iснує послiдовнiсть багатоточкових крайових задач (3.49)–(3.50) така,

що виконується рiвнiсть (3.44). Теорема доведена.
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3.5. Апроксимацiя нормованих матриць Грiна загальних кра-

йових задач

Нехай задано систему m ∈ N лiнiйних звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R вигляду (3.40) iз

загальною неоднорiдною крайовою умовою (3.41). Поряд з нею розглянемо

послiдовнiсть багатоточкових крайових задач вигляду (3.42)–(3.43).

Вiдомо, що для однозначної розв’язностi задачi (3.40)–(3.41) необхiдно i

достатньо, щоб вiдповiдна однорiдна крайова задача мала лише тривiальний

розв’язок. Тодi розв’язок напiводнорiдної крайової задачi допускає iнтеграль-

не представлення

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds, (3.51)

де G(t, s) — матриця Грiна однорiдної крайової задачi. Проте, формула (3.53)

визначає матрицю Грiна неоднозначно.

У роботi [19] для задачi (3.40)–(3.41) видiляють нормовану матрицю

Грiна. Щоб навести це означення нам необхiднi будуть деякi формули.

Як вiдомо, для однорiдної крайової задачi (3.40)–(3.41) справедливе

однозначне представлення

By =

∫ b

a

[dH(t)]y(t), y(·) ∈ C([a, b];Cm),

де H(·) ∈ NBV ([a, b];Cm×m) - банаховому простору комплексозначних (m×

m)− матриць-функцiй з обмеженою варiацiєю на [a, b], значення яких дорiв-

нюють нулю в точцi a i вони є неперервнi злiва на iнтервалi (a, b). Тому для

матрицанта Y (t) системи (3.40)–(3.41) на промiжку [a, b] визначена матриця-
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функцiя

HY (t) :=

∫ t

a

[dH(s)]Y (s).

Вона може мати розриви в точках розриву коефiцiєнтiв матрицi-функцiїH(·).

При цьому, якщо однорiдна крайова задача (3.40)–(3.41) має лише тривiаль-

ний розв’язок, то

detHY (b) 6= 0

та iснує матриця H−1Y (b).

Як вiдомо [21], матриця Грiна однорiдної задачi (3.40)–(3.41) допускає

зображення у виглядi:

G(t, s) =

 Y (t)Y −1(t)− Y (t)H−1Y (b)HY (s)Y −1(s), a ≤ s ≤ t ≤ b;

−Y (t)H−1Y (b)HY (s)Y −1(s), a ≤ t ≤ s ≤ b.
(3.52)

Формула (3.47) за означенням задає нормовану матрицю Грiна задачi (3.40)–

(3.41).

Аналогiчно визначаються нормованi матрицi Грiна для послiдовностi

задач (3.42)–(3.43) при кожному фiксованому n.

Основним результатом цього параграфу є

Теорема 3.11. В умовах теореми 3.6 послiдовнiсть багатоточко-

вих крайових задач (3.42)–(3.43) можна вибрати так, що для нормованих

матриць Грiна G(t, s) задачi (3.40)–(3.41) i нормованих матриць Грiна

G(t, s, n) задач (3.42)–(3.43) на смугах (a, b) × (a, b) виконується гранична

рiвнiсть

‖G(·; ·)−G(·; ·;n)‖∞ → 0. (3.53)

Доведення теореми 3.10. Як i ранiше, для доведення теореми необхiдно

довести iснування послiдовностi багатоточкових крайових задач (3.42)–(3.43)
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такої, що ‖A(t, n)−A(t)‖1 → 0, B(n)y → By, y ∈ C([a, b],Cm), що зроблено

у доведеннi теореми 3.6, i при цьому для матриць Грiна задачi (3.40)–(3.41) i

(3.42)–(3.43) на смугах (a, b)× (a, b) виконується гранична рiвнiсть (3.53).

Для доведення другої частини теореми 3.10 скористаємося ранiше вста-

новленим результатом В. А. Михайлеця, Г. О. Чеханової у [80] для нормова-

них матриць Грiна.

Теорема 3.11 (В. А. Михайлець, Г. О. Чеханова [80]). Нехай для

задач (3.40)–(3.41) вiдповiдна однорiдна крайова задача має лише тривiаль-

ний розв’язок i виконанi наступнi умови:

1) A(t, n)− A(t) ∈Mm;

2) V b
a Φ(t, n) = O(1), ‖Φ(·, n)− Φ(·)‖∞ → 0, n→ +∞.

Тодi для достатньо великих n iснують нормованi матрицi Грiна розгляду-

ваних задач, якi задовольняють граничне спiввiдношення (3.53).

Перевiримо умови 1) i 2) теореми 3.11. Як випливає з доведення теореми

3.6, умова 1) виконана.

З леми 3.6 та теореми 3.7 одержимо,

V b
a Φ(t, n) = O(1), ‖Φ(t, n)− Φ(t)‖∞ → 0, n→ +∞,

що i доводить теорему.

Розглянемо тепер аналогiчну задачу для системи m лiнiйних звичай-

них диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2 вигляду (3.46) iз загальною

крайовою умовою (3.47) та послiдовностi систем (3.49) з багатоточковими

крайовими умовами (3.50).

У [66] визначено нормовану матрицю Грiна для задачi (3.46) наступним

чином:

G(·, ·) := G̃1,r(·, ·), (3.54)
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де G̃1,r(·, ·) — елемент нормованої матрицi Грiна задачi (3.40).

Аналогiчно при кожному фiксованому n визначається матриця Грiна

для задачi (3.49):

G(·, ·, n) := G̃1,r(·, ·, n). (3.55)

Теорема 3.12. В умовах теореми 3.11 послiдовнiсть багатоточко-

вих крайових задач (3.47)–(3.48) можна вибрати так, що для нормова-

них матриць Грiна G(t, s) задачi (3.45)–(3.46) i нормованих матриць Грiна

G(t, s, n) задач (3.47)–(3.48) на смугах (a, b) × (a, b) виконується гранична

рiвнiсть (3.53).

Доведення теореми 3.11. При кожному фiксованому n згiдно леми

2.7 однорiдна крайова задача вигляду (3.45)–(3.46) еквiвалентна однорiднiй

системi nm диференцiальних рiвнянь першого порядку (3.40) з вiдповiд-

но визначеними коефiцiєнтами i граничними операторами. Для систем пер-

шого порядку нормованi матрицi Грiна визначенi. Кожна з них є квадра-

тною матрицею-функцiєю порядку n, елементи якої є (m × m)-матрицями-

функцiями.

Оскiльки задачi (3.45)–(3.46) i (3.47)–(3.48) зводяться до системи першо-

го порядку i нормованi матрицi Грiна цих задач визначенi через нормованi

матрицi Грiна задачi (3.40)–(3.41) i (3.42)–(3.43), то теорема 3.12 є прямим

наслiдком теореми 3.11.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи одержано наступнi основнi ре-

зультати:

1. Знайдено новi граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкових крайо-

вих задач для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, якi

узагальнюють результати I. Т. Кiгурадзе, Т. I. Кодлюк, В. А. Михайле-

ця, Н. В. Реви.

2. Встановлено умови збiжностi розв’язкiв багатоточкових крайових задач

для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, якi узагаль-

нюють результат В. А. Михайлеця, Г. О. Чеханової.

3. Знайдено достатнi умови збiжностi функцiй Грiна для систем диферен-

цiальних рiвнянь довiльного порядку, коли коефiцiєнти рiвняння нале-

жать простору неперервно-диференцiйованих функцiй.

4. Встановлено можливiсть апроксимацiї розв’язку загальної крайової за-

дачi послiдовнiстю розв’язкiв багатоточкових крайових задач спецiаль-

ного вигляду.

5. Встановлено можливiсть апроксимацiї нормованої матрицi Грiна за-

гальної крайової задачi послiдовнiстю нормованих матриць Грiна ба-

гатоточкових крайових задач спецiального вигляду.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

1. Знайдено новi конструктивнi достатнi умови збiжностi розв’язкiв за-

гальних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь довiльно-

го порядку, якi узагальнюють i доповнюють ранiше вiдомi результати.

2. Доведено новi теореми про граничний перехiд для розв’язкiв багатото-

чкових крайових задач.

3. Встановлено можливiсть апроксимацiї розв’язку загальної крайової за-

дачi послiдовнiстю розв’язкiв багатоточкових крайових задач спецiаль-

ного вигляду.

4. Встановлено можливiсть апроксимацiї матрицi Грiна загальної крайо-

вої задачi послiдовнiстю матриць Грiна багатоточкових крайових задач

спецiального вигляду.
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