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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ
Àêòóàëüíiñòü òåìè.Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïèòàííÿì

íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ ðiçíèìè
òèïàìè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóí-
êöié, ÿêi çàäàíi íà êîìïàêòi, ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè
Ñ�äðîáàìè. Òàêîæ äîñëiäæóþòüñÿ ìåòîäè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â
ëàíöþãîâi äðîáè. Ðîçãëÿäóâàíi çàäà÷i, ïîðÿä iç ìåòîäàìè íàáëèæåí-
íÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè, óçàãàëüíåíèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ðàöiîíàëü-
íèìè ôóíêöiÿìè, àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå òîùî, íàëåæàòü äî íàïðÿì-
êiâ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, ùî àêòèâíî ðîçâèâàþòüñÿ.

Ëàíöþãîâi äðîáè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ðàöiîíàëüíèìè àïðîêñèìàöiÿ-
ìè òà àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå, îðòîãîíàëüíèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Îäíèì
iç óçàãàëüíåíü ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ¹ ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè (ÃËÄ),
ÿêi çàïðîïîíîâàíi Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêîì. ÃËÄ ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè â çàäà÷àõ íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Òåîðiÿ ÃËÄ,
äâîâèìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ¨õ çàñòîñóâàíü ðîçâèíóòà â ðî-
áîòàõ Ä. I. Áîäíàðà, Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, M. Î. Íåäàøêîâñüêîãî òà
¨õ ó÷íiâ. Iíòåãðàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè, ÿêi çàïðîïîíîâàíi Ì. Ñ. Ñÿ-
âàâêîì, óçàãàëüíþþòü ëàíöþãîâi äðîáè òà ÃËÄ íà âèïàäîê áiëüø
çàãàëüíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiî-
íàëiâ òà îïåðàòîðiâ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà îïåðà-
òîðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ äîñëi-
äæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ Â. Ë. Ìàêàðîâà, Â. Â. Õëîáèñòîâà, I. I. Äåìêiâà,
Á. Ð. Ìèõàëü÷óêà òà iíøèõ àâòîðiâ.

Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè òà ¨õ óçàãàëüíåííÿìè íàëå-
æèòü äî íàéáiëüø âèâ÷åíèõ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ ôóíêöié. Ôóíäà-
ìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ìiñòÿòüñÿ â ïðàöÿõ Í. I. Àõi¹çåðà, Â. Ê. Äçÿ-
äèêà, Ì. Ï. Êîðíåé÷óêà, Ë. Êîëëàòöà, Â. Êðàáñà, Â. Ë. Ìàêàðîâà,
Â. Â. Õëîáèñòîâà, Ë. À. ßíîâè÷à, Ï.�Æ. Ëîðàíà, À. Ñ. Ðîìàíþêà,
I. Ï. Íàòàíñîíà, Ñ. Ì. Íiêîëüñüêîãî, Î. I. Ñòåïàíöÿ, Î. Ï. Òiìàíà,
Å. ×åéíi òà áàãàòüîõ iíøèõ. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè äî-
ñëiäæóâàëàñÿ Î. Î. Ãåëüôîíäîì, À. À. Ïðèâàëîâèì, Äæ. Ë. Óîëøåì,
Ê. Éîðäàíîì òà iíøèìè àâòîðàìè. Â ÿêîñòi àïàðàòó íàáëèæåííÿ âè-
êîðèñòîâóþòü ñïëàéí�ôóíêöi¨, ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ òà àïðîêñèìàíòè
Ïàäå.
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Â çàäà÷àõ íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ çàñòî-
ñîâóþòü òàêîæ iíøi ïiäõîäè ñåðåä ÿêèõ âàðòî âiäçíà÷èòè ìåòîäè, ÿêi
ðîçðîáëåíi Â. Ë. Ðâà÷îâèì òà éîãî ó÷íÿìè.

Çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè âèâ÷àëàñÿ
Þ. Ì. Âðîíñüêèì (1811, 1815�1817), Ò. Í. Òiëå (1909), Í. Å. Íüîð-
ëóíäîì (1924), Ô. Å. Ãiëäåáðàíäîì (1956), Ô. Ì. Ëàðêiíèì (1967),
Õ. É. Êó÷ìiíñüêîþ, Â. Ñåìàøêî (1987), Ñ. Ì. Âîçíîþ (2007),
Ñ. Ñ. Õëîïîíiíèì (1976, 1977), Ë. Â. Çàðóäíÿêîì (1975), É. Òàéí,
Ê. ×æàî, Ï. Öi (2000, 2001, 2004, 2006) òà iíøèìè àâòîðàìè. Çàäà-
÷i åêñòðàïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà àïðîêñèìàíòàìè
Ïàäå ðîçãëÿíóòi ó ìîíîãðàôiÿõ Ê. Áðåæiíñêi, Ì. Ð. Çàãëiÿ òà À. Ñiäi.

Âðàõîâóþ÷è ÷óäîâi âëàñòèâîñòi ëàíöþãîâèõ äðîáiâ: ñòiéêiñòü ùî-
äî çáóðåíü, äâîñòîðîííiñòü íàáëèæåííÿ i ò.ï., ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ
iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, à òàêîæ âèâ÷åííÿ iíøèõ òèïiâ
iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêi íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäî-
ìèì òèïàì, ¹ àêòóàëüíèì íàïðÿìêîì äîñëiäæåííÿ â òåîði¨ ôóíêöié.

Iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ äî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi äðî-
áè. Iñòîðè÷íî ïåðøèì iç íèõ áóâ ìåòîä Æ.�Ë. Ëàãðàíæà (1869)
âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ó âèãëÿ-
äi ëàíöþãîâîãî äðîáó. ßêùî ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi
ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ, òî ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨
â ëàíöþãîâèé äðiá. Óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó Ëàãðàíæà çàïðîïîíîâàíi
Ñ. Ñàíiåëåâi÷åì (1933), Ê. Êóïåðîì, Ñ. Êóïåðîì, Â. Äæîíñîì (1991),
Å. Ìåðêåñîì, Â. Ñêîòòîì (1962), À. Ñòîêåñîì (1982). Iíøèé ñïîñiá
îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ó ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá iç
ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ñòåïåíåâèé ðÿä i ïåðåäáà÷à¹ îá÷èñëåííÿ ÷î-
òèðüîõ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ êîæíîãî êîåôiöi¹íòà
ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ìåòîä ïîáóäîâè âiäïîâiäíîãî ñòåïåíåâîìó ðÿäó
ëàíöþãîâîãî δ�äðîáó ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Ë. Ëàíãå (1982), Ê. Áàë-
òóñà, Ñ. Êóïåðà, Ê. Êðàâiîòòî, Äæ. ÌàêÊåéáà (1991).

Àíàëîãîì ôîðìóëè Òåéëîðà â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ¹ ôîðìó-
ëà Ò. Í. Òiëå (1909), ÿêà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ
ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá ïîñëiäîâíî îá÷èñëþþ÷è îáåðíåíi ïîõi-
äíi Òiëå ôóíêöi¨. Ôîðìóëà Òiëå òà âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ
Òiëå äîñëiäæóâàëèñÿ Í. Å. Íüîðëóíäîì (1924), Ë. Ìiëí�Òîìïñîíîì
(1933), Ã. Ñåëüçåðîì (1946), Ï. Êëåìåíñîì (1946), Ä. ßêîáñîì (1966)
òà É. Òàéíîì (2000).
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Îá ðóíòóâàííÿ íîâèõ âëàñòèâîñòåé îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå,
îòðèìàííÿ ðîçâèíåíü ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâi äðîáè, äîñëiäæåííÿ îáåð-
íåíèõ ïîõiäíèõ iíøèõ òèïiâ, âñòàíîâëåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé, îá ðóí-
òóâàííÿ íîâèõ àíàëîãiâ ôîðìóë òèïó Òiëå òà ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â
ëàíöþãîâi äðîáè íîâèõ òèïiâ ¹ âàæëèâîþ i àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî íà êàôåäði ìàøèíîáóäóâàííÿ, ïðèðîäíè-
÷èõ äèñöèïëií òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié Ìóêà÷iâñüêîãî äåðæàâ-
íîãî óíiâåðñèòåòó çãiäíî iç íàóêîâî�äîñëiäíîþ òåìîþ "Íàáëèæåííÿ
ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà êîíñòðóêòèâíi ìå-
òîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü", íîìåðà
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0113U008236, 0116U008704.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ Îñíîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíîãî
äîñëiäæåííÿ� öå âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé âiäîìèõ òà ïîáóäîâà íîâèõ
iíòåðïîëÿíò ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó, ðîçðîáêà i âäîñêîíàëåííÿ
ìåòîäiâ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè íàä ïî-
ëåì C â çàäà÷àõ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ òà ó çàäà÷àõ ðîçâèíåííÿ ôóí-
êöié â ëàíöþãîâi äðîáè.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ ¹ àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi iíòåðïîëÿ-
öiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (IËÄ), îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ, ñïîñîáè
ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè, îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü,
àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Çíàéòè òà îá ðóíòóâàòè ôîðìóëó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà äëÿ ôóí-
êöiîíàëüíîãî IËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨, åëåìåíòè ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíè.

2. Âñòàíîâèòè îöiíêè çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ôóíêöiîíàëü-
íèõ IËÄ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

3. Îòðèìàòè îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ IËÄ Òiëå òà Ñ�äðîáó,
êâàçi�îáåðíåíèõ IËÄ äðîáiâ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó, ôóíêöiî-
íàëüíèõ IËÄ òà êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ IËÄ òèïó Òiëå òà
òèïó Ñ�äðîáó êîìïëåêñíî¨ òà äiéñíî¨ çìiííèõ.

4. Äîñëiäèòè çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëüíèìè
ëàíöþãîâèìè Ñ�äðîáàìè íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, âñòàíî-
âèòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i òà ïîêàçàòè, ùî
â ÷àñòèííîìó âèïàäêó òàêèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü
â ñîái iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá.
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5. Äîâåñòè ñèìåòðè÷íiñòü òà äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïî-
äiëåíèõ ðiçíèöü 2�ãî òèïó, îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ g�ðiçíèöü òà îáåð-
íåíèõ ïîäiëåíèõ g�ðiçíèöü 2�ãî òèïó.

6. Âñòàíîâèòè âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå òà
ïîõiäíèìè ôóíêöi¨. Äîâåñòè òåîðåìó ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíî-
ãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â
ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå òà ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá. Îá ðóí-
òóâàòè àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè, âèçíà÷èòè îáëàñòi çáiæíîñòi
îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü.

7. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îá ðóí-
òóâàòè ôîðìóëó òèïó Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ,
âñòàíîâèòè âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå, îáåðíå-
íèìè ïîõiäíèìè 2�ãî òèïó òà ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, äîâåñòè òåîðåìó
ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà i ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨,
îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè,
çíàéòè îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïðiîðíi i àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

8. Îá ðóíòóâàòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ, îòðèìàòè
àíàëîã ôîðìóëè Òiëå äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ðîç-
âèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè òàêîãî òèïó.

9. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îòðè-
ìàòè àíàëîã ôîðìóëè Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ
ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ðîçâèíåííÿ ôóíêöié.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî
òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨,
àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáî-
òè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó:

1. Îòðèìàíî îöiíêè çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ôóíêöiîíàëü-
íèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çàãàëüíîãî âèãëÿäó òà ôóíêöiîíàëüíèõ ëàí-
öþãîâèõ äðîáiâ ç ÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè ðiâíèìè îäèíèöi, êîëè
åëåìåíòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ¹ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

2. Çíàéäåíà òà îá ðóíòîâàíà ôîðìóëà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà iíòåð-
ïîëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó åëåìåíòè ÿêîãî ¹
ìíîãî÷ëåíàìè äiéñíî¨ çìiííî¨.

3. Äëÿ ðiçíèõ òèïiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, çîêðåìà
äðîáiâ Òiëå, Ñ�äðîáiâ, êâàçi�îáåðíåíèõ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáiâ,
ôóíêöiîíàëüíèõ òà êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ òèïó Òiëå òà
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òèïó Ñ�äðîáó:
� îòðèìàíî ôîðìóëè çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi âóçëiâ;
� çíàéäåíî òà îá ðóíòîâàíî äâîñòîðîííi îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëå-

íiâ ó âèïàäêó iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêùî
êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè àáî òèïó Ñë¹-
øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà, àáî òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà òà çáiæíiñòü ií-
òåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ;

� îá ðóíòîâàíi îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ ó âèïàäêó iíòåðïîëþ-
âàííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨.

4. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, ÿêèé çàäà-
íèé íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèì iíòåðïîëÿöié-
íèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì, äîâåäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
ðîçâ'ÿçíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i. Ïîêàçàíî, ùî iíòåãðàëüíèé ëàí-
öþãîâèé äðiá Ñ�äðiá â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ìiñòèòü â ñîái Ñ�IËÄ.

5. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó, îáåðíåíi g�ðiç-
íèöi òà îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó, äîâåäåíà ñèìåòðè÷íiñòü ðîç-
ãëÿíóòèõ îáåðíåíèõ ðiçíèöü, âñòàíîâëåíi âëàñòèâîñòi òà ðåêóðåíòíi
ôîðìóëè.

6. Âñòàíîâëåíî íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, äîâå-
äåíà òåîðåìà ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨
ôóíêöi¨, îòðèìàíi ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi äðîáè Òiëå òà
ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi Ñ�äðîáè, çíàéäåíi îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü,
àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

7. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó, îá ðóíòîâàíi ¨õ
âëàñòèâîñòi òà ôîðìóëà òèïó Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíîãî ëàíöþãîâîãî
äðîáó, äîâåäåíà òåîðåìà ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëå-
íà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, îòðèìàíi ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�
îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè, âñòàíîâëåíi îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü,
àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

8. Ñïèðàþ÷èñü íà ââåäåíi â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ïîõiäíi òà âñòàíîâ-
ëåíi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ, îá ðóíòîâàíî ôóíêöiîíàëüíó
ôîðìóëó òèïó Òiëå, îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ôóíêöiîíàëüíi
ëàíöþãîâi äðîáè.

9. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó, äîâåäåíî ðå-
êóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îá ðóíòî-
âàíî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó òà ôóíêöiîíàëüíó
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ôîðìóëó òèïó Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ, îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè òàêîãî
âèãëÿäó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè
äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè âè-
êîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
òà â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié. �õ ìîæíà âèêîðèñòàòè â äîñëiäæåí-
íÿõ ç ìàòåìàòè÷íîãî òà êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ðîçðîáëåíi àâòîðîì àëãîðèòìè ìîæóòü áóòè iìïëåìåí-
òîâàíi ó ñó÷àñíå ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ ÅÎÌ, ó òié ÷àñòèíi, ùî
ñòîñó¹òüñÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäî-
áóâà÷åì ñàìîñòiéíî, à ó ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi,
âíåñîê âñiõ àâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïî-
âiäàëèñÿ íà:

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi � 2001 (äî 200�ði÷÷ÿ ç
äíÿ íàðîäæåííÿ Ì.Â. Îñòðîãðàäñüêîãî), Êè¨â, 21�23 ñåðïíÿ 2001;

� Ìiæíàðîäíié øêîëi�ñåìiíàði "Ëàíöþãîâi äðîáè, ¨õ óçàãàëüíå-
ííÿ òà çàñòîñóâàííÿ" (äî 75�ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîä. ïðîô. Â. ß. Ñêîðî-
áîãàòüêà), Óæãîðîä, 19�24 ñåðïíÿ 2002;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Øîñòi Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ",
×åðíiâöi, 25�29 ñåðïíÿ 2003;

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãà-
òüêà, Äðîãîáè÷, 27 âåðåñíÿ� 1 æîâòíÿ 2004;

� Conference "Functional Methods in Approximation Theory, Ope-
rator Theory, Stochastic Analysis and Statistics II", dedicated to the
memory of A. Ya. Dorogovtsev (1935�2004), Êè¨â, 1�5 æîâòíÿ, 2004;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ,
2006;

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòü-
êà, Äðîãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ, 2007;

� II Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõà-
íiêè i ìàòåìàòèêè", Ëüâiâ, 25�29 òðàâíÿ 2008;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ,
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òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", Ìåëiòîïîëü, 16�21 ÷åðâíÿ 2008;
� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Functional Methods in

Approximation Theory and Operator Theory III", Ñâiòÿçü, 22�26 ñåð-
ïíÿ 2009;

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi �2009 (äî 100�ði÷÷ÿ âiä
äíÿ íàðîäæåííÿ Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà), Êè¨â, 27�29 ñåðïíÿ 2009;

� International Conference on Complex Analysis, Ëüâiâ, 31 òðàâíÿ
� 5 ÷åðâíÿ, 2010;

� International Conference in Modern Analysis, Äîíåöüê, 20�23
÷åðâíÿ, 2011;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà
¨¨ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà�
êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942�2007),
Êàì'ÿíåöü�Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ, 2012;

� International Conference dedicate to the 120th anniversary of
Stefan Banach, Ëüâiâ, 17�21 âåðåñíÿ, 2012;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ ïðîôåñîðà Â. Â. Ìàðèí-
öÿ, Óæãîðîä, 27�29 âåðåñíÿ 2012;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF�2013.
Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ç íà-
ãîäè 75�ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè À. Ì. Ñà-
ìîéëåíêà, Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013;

� VII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà I. I. Ëÿøêà "Îá-
÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", Êè¨â, 9�10 æîâòíÿ 2014;

� International V. Skorobohatko mathematical conference, Äðîãî-
áè÷, 25�28 ñåðïíÿ, 2015;

� VIII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà I. I. Ëÿøêà "Îá-
÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", Êè¨â, 8�9 æîâòíÿ 2015;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè
Ì. Î. Ïåðåñòþêà, Óæãîðîä, 19�21 òðàâíÿ 2016;

� 24�th International conference on �nite or in�nite dimensional
complex analysis and application, Jaipur, India, August 22�26, 2016;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨
çàñòîñóâàííÿ", Ñëîâ'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ, 2017;
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� ñåìiíàðàõ êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè Óæãîðîäñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê ñåìi-
íàðó ïðîô. Ìàðèíåöü Â. Â.);

� ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàøèíîáóäóâàííÿ, ïðèðîäíè÷èõ äèñöèïëií
òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié Ìóêà÷iâñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòå-
òó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó ïðîô. ÌèãàëèíàÞ. Â., äîö. Ïèòüîâêà Î. Þ.,
äîö. Êàáàöié Â. Ì.);

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, 8 ÷åðâíÿ 2007, 19 ëèñòîïàäà 2010, 22 ëþòîãî, 20 ãðóäíÿ 2013,
27 áåðåçíÿ 2014, 16 æîâòíÿ 2015, 15 êâiòíÿ 2016, 10 ëþòîãî 2017 (êå-
ðiâíèêè ñåìiíàðó ÷ëåí.�êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Ñòåïàíåöü Î. I. ,
ïðîô. Ðîìàíþê À. Ñ.);

� ñåìiíàði "Ñó÷àñíèé àíàëiç" â Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-
âåðñèòåòi iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 14 ãðóäíÿ 2014 ðîêó, (êåðiâíèêè
ñåìiíàðó ïðîô. Øåâ÷óê I. Î., ïðîô. Êóð÷åíêî Î. Î., ïðîô. Ðàä÷åí-
êî Â. Ì.);

� ñåìiíàði "Àíàëiòè÷íà òåîðiÿ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ", 23 áåðåçíÿ 2014, 19 ëþòîãî 2015, 14 òðàâíÿ 2015, (êå-
ðiâíèêè ñåìiíàðó ïðîô. Áîäíàð Ä. I., äîêòîð ôiç.�ìàò. íàóê Êó÷ìií-
ñüêà Õ. É.);

� Ëüâiâñüêîìó ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, 16 áåðåçíÿ 2017, (êåðiâíèê ñåìiíàðó ïðîô. Ñêàñêiâ Î. Á.);

� ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ïî òåîði¨ ôóíêöié â Äíiïðîïåòðîâñüêî-
ìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Îëåñÿ Ãîí÷àðà, 18 áåðåçíÿ 2015,
(êåðiâíèê ñåìiíàðó ÷ëåí.�êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Ìîòîðíèé Â. Ï.);

� íà âè¨çíîìó çàñiäàííi Áþðî âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
¨íè i ñåêöi¨ ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ Çàõiäíîãî
íàóêîâîãî öåíòðó ÍÀÍ Óêðà¨íè i ÌÎÍ Óêðà¨íè, 24�25 ëèñòîïàäà
2010 ðîêó, ì. Óæãîðîä.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî
ó 51 íàóêîâié ïóáëiêàöi¨ [1�51], iç ÿêèõ 1 ìîíîãðàôiÿ [1], 28 ñòàòåé ó
íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî�
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 6 ç íèõ [5,8,10,12,17,22] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ,
âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâî�ìåòðè÷íèõ áàç Web of Science òà
Scopus.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ïå-
ðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ñåìè ðîçäiëiâ ç âèñíîâêàìè, äîäà-



9

òêó òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 191 íàéìåíóâàííÿ.
Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 372 ñòîðiíêè äðóêîâàíîãî òåêñòó.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà çàäà÷àì íàáëèæåííÿ ôóíêöié
ëàíöþãîâèìè äðîáàìè i óìîâíî äiëèòüñÿ íà äâi âçà¹ìîçâ'ÿçàíi ÷à-
ñòèíè� iíòåðïîëÿöiþ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà ðîçâèíåííÿ
ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè. Çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâè-
ìè äðîáàìè äîñëiäæåíà â ðîçäiëàõ 2�4, ìåòîäè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié
â ëàíöþãîâi äðîáè âèâ÷àëèñÿ â ðîçäiëàõ 5�7.

Ó âñòóïi âèçíà÷åíî îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, îá ðóíòîâàíî
àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ, îõà-
ðàêòåðèçîâàíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, éîãî íàóêîâó íîâèçíó, òåîðåòè-
÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, çàçíà÷åíî ïîâíîòó âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó
â ïðàöÿõ òà éîãî ñòóïiíü àïðîáàöi¨, îïèñàíî ñòðóêòóðó äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè òà ¨¨ îñíîâíèé çìiñò.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨,
ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü òà íàâåäåíî âiäîìi ðå-
çóëüòàòè, ÿêi, çîêðåìà, ñòîñóþòüñÿ çàäà÷ íàáëèæåííÿ ôóíêöié ìíî-
ãî÷ëåíàìè, àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå òà ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

Íåõàé Z ⊂ C � êîìïàêò, C(Z) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà Z ôóí-
êöié ç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ ||f ||C(Z) = max

z∈Z
|f(z)|. Ôóíêöiÿ f(z) ∈

∈ C(Z) âèçíà÷åíà çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè

Z = {zi : zi ∈ Z, zi 6= zj , i, j = 0, n}, wi = f(zi), i = 0, n. (1.16)

Ïîðÿä iç ìíîæèíîþ Z ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñêií÷åííà òðèêóòíó ìà-
òðèöÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

I =
(
z
(n)
0 , z

(n)
1 , · · · , z(n)n

)
, z

(n)
i ∈ Z, i = 0, n, n ∈ N ∪ {0}. (1.21)

Ïiä ëàíöþãîâèì äðîáîì íàä ïîëåì C òà éîãî n�ì ïiäõiäíèì äðî-



10

áîì, n�ì íàáëèæåííÿì ðîçóìiþòü âèðàçè

D = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+

an

bn + . . .

, Dn = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+
an

bn

,

äå b0, ai, bi ∈ C, ai 6= 0, i ∈ N, ÿêi ñêîðî÷åíî çàïèñóþòü òàê

D = b0 +

∞

K
i=1

ai
bi

= b0 +
a1
b1 +

a2
b2 +

a3
b3 + · · · +

an
bn + · · ·

,

Dn = b0 +

n

K
i=1

ai
bi

= b0 +
a1
b1 +

a2
b2 +

a3
b3 + · · · +

an
bn
.

Íà êîìïàêòi Z ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòi äðîáîâî�ëiíiéíèõ ïå-
ðåòâîðåíü {vk(z)}, äå f(z) = v0(z), vk(z) = vk(zk) + z−zk

vk+1(z)
, zk ∈ Z,

k = 0, n, òà ïîñëiäîâíiñòü {Vk(z)}, äå V0(z) = v0(z), Vk(z) =
= v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(z), k = 1, n.

Ôóíêöiÿ f(z) ïîäà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì

f(z) = b0 +
z − z0
b1 +

z − z1
b2 + · · · +

z − zn−1
bn +

z − zn
vn+1(z)

, (1.24)

äå bi, i = 0, n � êîåôiöi¹íòè, vn+1(z) � çàëèøîê.
Ëàíöþãîâèé äðiá

D(T )
n (z) =

P
(T )
n (z)

Q
(T )
n (z)

= b0 +

n

K
i=1

z − zi−1
bi

, (1.26)

ÿêèé íà ìíîæèíi òî÷îê (1.16) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó
D

(T )
n (zi) = f(zi) íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

Òiëå (Ò�IËÄ). Êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç îáåðíåíi ði-
çíèöi ρi[z0, z1, . . . , zi; f ], i = 0, n, íàñòóïíèì ÷èíîì

b0 = ρ0[z0; f ], b1 = ρ1[z0, z1; f ],

bk = ρk[z0, . . . , zk; f ]− ρk−2[z0, . . . , zk−2; f ], k = 2, n,
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ÿêi â ñâîþ ÷åðãó îá÷èñëþþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

ρk[z0, . . . , zk; f ] = ρk−2[z0, . . . , zk−2; f ]+

+
zk − zk−1

ρk−1[z0, . . . , zk−2, zk; f ]− ρk−1[z0, . . . , zk−2, zk−1; f ]
, k = 2, n,

ρ0[z0; f ] = f(z0), ρ1[z0, z1; f ] =
z1 − z0

f(z1)− f(z0)
.

Îáåðíåíà ðiçíèöÿ ρk[z0, . . . , zk; f ], k = 1, n, ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî àð-
ãóìåíòiâ z0, . . . , zk.

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ (ñêií÷åííå çíà÷åííÿ, àáî∞) îáåðíåíî¨ ðiçíè-
öi k�ãî ïîðÿäêó ρk[z0, z1, . . . , zk; f ], êîëè âóçëè z0, z1, . . . , zk → z∗, äå
z∗ ∈ Z, òî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ ïîõiäíîþ Òiëå
k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z∗ i ïîçíà÷à¹òüñÿ (k)f(z∗).

Îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå îá÷èñëþþòü çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

(k)f(z∗) = k 8((k−1)f(z∗)
)

+ (k−2)f(z∗), k ∈ N2 = N\{1},
(0)f(z∗) = f(z∗),

8f(z∗) = (1)f(z∗) = 1/f ′(z∗).

ßêùî ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ íåñêií÷åííó
êiëüêiñòü âiäìiííèõ âiä íóëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, òî îòðèìà¹ìî
ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ó ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå (Ò�ËÄ)

f(z) = b0(z∗) +

∞

K
k=1

z − z∗
bk(z∗)

, (1.73)

äå

b0(z∗) = f(z∗), b1(z∗) = 8f(z∗), bk(z∗) = (k)f(z∗)− (k−2)f(z∗), k ∈ N2.

Ðîçäië 2 ïðèñâÿ÷åíèé iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðî-
áàìè Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 âñòàíîâëþþòüñÿ äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi
ñêií÷åíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (ÔËÄ)

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= b0(z) +

n

K
i=1

ai(z)

bi(z)
. (2.2)
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Äîâåäåíi äâi òåîðåìè.
Òåîðåìà 2.2. ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(z) òà ÷àñòèííi

çíàìåííèêè bi(z) ÔËÄ (2.2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 0 < |ai(z)| 6 δ,
0 < γ 6 |bi(z)|,∀z ∈ Z, i = 1, n, òî

|Qn(z)| <
∣∣B[n]

1 (z)
∣∣κn+1(ω), (2.12)

äå

B
[n]
1 (z) =

n∏
i=1

bi(z), κn(ω) =
(1 +

√
1 + 4ω)n − (1−

√
1 + 4ω)n

2n
√

1 + 4ω
, ω =

δ

γ2
.

Òåîðåìà 2.4. (A) ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(z), i = 2, n,
ñêií÷åííîãî ÔËÄ

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= a0(z) +

n

K
i=1

ai(z)

1
(2.14)

äëÿ âñiõ z ∈ Z çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

|ai(z)| 6 t(1− t), äå 0 < t 6 1
2 , (2.15)

òî êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Qn ÔËÄ (2.14) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Qn(z)| > Ωn(t), (2.16)

Ωn(t) =


(1− t)n+2 − tn+2

(1− t)n+1 − tn+1
, ÿêùî 0 < t < 1

2 ,

n+ 2

2(n+ 1)
, ÿêùî t = 1

2 .

(2.17)

(B) ßêùî äëÿ âñiõ z ∈ Z ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(z), ÔËÄ (2.14)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.15) i êðiì òîãî |a1(z)/a0(z)| 6 t(1− t), òî
êàíîíi÷íèé ÷èñåëüíèê Pn çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Pn(z)| > |a0(z)|Ωn+1(t). (2.18)

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 iç ìíîæèíè ÔËÄ âèãëÿäó (2.2) âèäiëÿ¹òüñÿ
êëàñ iíòåðïîëÿöiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (IÔËÄ),
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òîáòî ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêi â òî÷êàõ ìíîæèíè (1.16) çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó

f(zi) = Dl(zi), i = 0, n, l = l(n). (2.27)

Äîñëiäæó¹òüñÿ òàêîæ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äiéñíî¨ çìií-
íî¨, ÿêi çàäàíi çíà÷åííÿìè íà ìíîæèíi âóçëiâ

X = {xi : xi ∈ R ⊂ R, xi 6= xj , i 6= j, i, j = 0, n}, (2.28)

ëàíöþãîâèì äðîáîì

Dl(x) =
Pl(x)

Ql(x)
= b0(x) +

l

K
k=1

ak(x)

bk(x)
, l = l(n). (2.29)

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi R ⊂
⊂ R i çà çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè (2.28) iíòåðïîëþ¹òüñÿ
IÔËÄ (2.29), ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(x) òà çíàìåííèêè bi(x) ÿêîãî
¹ ìíîãî÷ëåíè âiä çìiííî¨ x i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè: (A) ôóí-
êöiÿ f(x) = f1(x)/ωm(x), äå ωm(x) =

∏p
s=1(x − µs)ks ,

∑p
s=1 ks = m,

µs, s = 1, p, � òî÷êè ðîçðèâó 2�ãî ðîäó ôóíêöi¨ f(x) íà R, ôóí-
êöiÿ f1(x) ∈ C(n)(R) i ìà¹ ïîõiäíó (n + 1)�ãî ïîðÿäêó; (B) ñòå-
ïiíü ìíîãî÷ëåíà êàíîíi÷íîãî ÷èñåëüíèêà Pl(x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íiñòü deg

(
Pl(x)·ωm(x)

)
6 n; (C) âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ íå çáiãàþòüñÿ

ç ïîëþñàìè ôóíêöi¨, òîáòî µi 6= xj , i = 1, p, j = 0, n, äå xj ∈ X. Òî-
äi äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ x ∈ Γ = R\{x0, x1, . . . , xn, µ1, µ2, . . . , µp}
iñíó¹ òàêà òî÷êà ξ ∈ Int R, ùî

f(x)−Dl(x) =

∏n
k=0(x− xk)

(n+ 1)!Ql(x)ωm(x)

dn+1(f1(x)Ql(x))

dxn+1

∣∣∣
x=ξ

. (2.31)

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 äîñëiäæó¹òüñÿ Ò�IËÄ. Â òåîðåìi 2.6 äîâåäåíî,
ùî êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.26) ìîæíà òàêîæ âèçíà÷àòè çà äîïîìîãîþ
ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Òåîðåìà 2.7. (A) Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ f(z), ÿêà âèçíà÷åíà íà
êîìïàêòi Z ⊂ C i çàäàíà çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè Z, ïî-
áóäîâàíèé Ò�IËÄ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó
Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà |bk| > β > dZ + 1, dZ = diamZ, dZ 6= 1,
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k = 1, n. (B) Íåõàé iñíó¹ ïiäìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â êîæíié òî-
÷öi z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z∗) ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.24)
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |vn+1(z∗)| > β > dZ + 1. Òîäi

min
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|∣∣B[n]
1

∣∣2 b∗n+1 κn+2(ω)κn+1(ω)
6 max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(T )
n (z∗)| 6

6
(dZ − 1)2 max

z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

((dZ)n+2 − 1) ((dZ)n+1 − 1)
, b∗n+1 = min

z∗∈Z
|vn+1(z∗)|.

Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ çáiæíîñòi iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðîöåñó Òiëå äëÿ
íåñêií÷åííî¨ ìàòðèöi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ I.

Òåîðåìà 2.8. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà Z ⊂ C.
(B) Íåõàé äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n: (B1) êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ
(1.26), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (n+ 1)�ãî
ðÿäêà ìàòðèöi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ (1.21), çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó |b(n)k | > β > dZ+1, k = 1, n; (B2) iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\I,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z) ëàíöþãîâî-
ãî äðîáó (1.24) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∣∣vn+1(z∗)
∣∣ > β > dZ + 1. Òîäi

limn→∞maxz∗∈Z |f(z∗)−D(T )
n (z∗)| = 0.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 2.4 ñêëàäà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.9. Íåõàé ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) ∈ C(n+1)(R).

Çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(x) â òî÷êàõ ìíîæèíè (2.28) ïîáóäîâàíèé
Ò�IËÄ. Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí Ò�IËÄ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣f(x)− P

(T )
n (x)

Q
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6
∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q(T )
n (x)|

f∗ (b∗)n
(
κn+1(ω)+

+

l∑
m=1

Cmn+1

1

β2m

l−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
,

äå b∗ = max
16i6n

|bi| , f∗ = max
06i6l

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣ , β = min

16i6n
|bi| , ω = α

β2 ,

l = [n/2], α = dR.
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Ó ïiäðîçäiëi 2.5 âèçíà÷åíî ïîñëiäîâíîñòi {vk(z)} òà {Vk(z)}
íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) = v0(z), v0(z) = v0(z0)+v1(z)(z−z0), vk(z) =
vk(zk)

1 + vk+1(z)(z − zk)
,

V0(z) = v0(z), Vk(z) = v0 ◦ · · · ◦ vk(z), k = 1, n, zi ∈ Z, i = 0, n.

Ôóíêöiþ f(z) ìîæíà ïîäàòè ëàíöþãîâèì äðîáîì

f(z) = a0 +
a1(z − z0)

1 +

a2(z − z1)

1 + · · · +

+

an(z − zn−1)

1 +

vn+1(z)(z − zn)

1
. (2.61)

ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá

D(c)
n (z) = a0 +

n

K
k=1

ak (z − zk−1)

1
. (2.63)

ó iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó
(2.27), òî éîãî íàçèâàþòü iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òè-
ïó Ñ�äðîáó (Ñ�IËÄ).

Â òåîðåìi 2.11 îá ðóíòîâàíî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âè-
çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ai, i = 0, n Ñ�IËÄ (2.63). Ñ�IËÄ (2.63) áóäå
åêâiâàëåíòíèé Ò�IËÄ (1.26). Àëå êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) íå çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.7.

Òåîðåìà 2.12. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà Z ⊂ C;
(B) íåõàé êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) ak 6= 0, k = 1, n, i âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà max

z∈Z
|ak(z−zk−1)| 6 t(1−t), äå 0 < t 6 1

2 ,

k = 2, n;
(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî-
÷öi z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê vn+1(z)(z − zn) ëàíöþãîâîãî äðî-
áó (2.61) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè vn+1(z∗) 6= 0, max

z∈Z
|vn+1(z∗)(z − zn)| 6

6 t(1− t). Òîäi

ãn+1 minz∗∈Z
∏n
i=1 |ai(z∗ − zi−1)|

κn+1(δ)κn+2(δ∗)
6 max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (z∗)| 6
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6
ān+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |ai(z∗ − zi−1)|

Ωn(t) Ωn+1(t)
,

äå ãn+1 = min
z∗∈Z

|vn+1(z∗)(z∗ − zn)|, ān+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(z∗)(z∗ − zn)|,
δ = max

26i6n
|ai| dZ , δ∗ = max{δ, |ān+1|} dZ .

Â òåîðåìi 2.13 äîâåäåíà çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðîöåñó äëÿ
Ñ�IËÄ íà ìàòðèöi âóçëiâ I.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 2.6 ñêëàäà¹ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.14. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R) i çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�IËÄ (2.63). Òîäi çàëèøêîâèé
÷ëåí Ñ�IËÄ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü∣∣∣∣f(x)− P

(c)
n (x)

Q
(c)
n (x)

∣∣∣∣ 6 f∗
∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q(c)
n (x)|

(
κn+1(ρ)+

+

l∑
m=1

Cmn+1(a∗)m
l−m∑
i=0

ρi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, l = [n/2],

äå f∗ = max
06i6l

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣ , a∗ = max

26i6n
|ai| , ρ = a∗diamR.

Â ïiäðîçäiëi 2.7 äîñëiäæåíà çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà,
çàäàíîãî íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèìè ëàíöþ-
ãîâèìè Ñ�äðîáàìè. Îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè (òåîðåìà 2.16) òà
äîñòàòíi óìîâè (òåîðåìà 2.17) ðîçâ'ÿçíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i. Â
òåîðåìi 2.18 îá ðóíòîâàíî, ùî ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé
ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái Ñ�IËÄ (2.63).

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé òåîði¨ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êâàçi�îáåðíå-
íèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

Â ïiäðîçäiëi 3.1 óòî÷íåíî äåÿêi òâåðäæåííÿ ç ðîçäiëiâ 1 òà 2,
ùî ñòîñóþòüñÿ ðîçãëÿäóâàíèõ òèïiâ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå
(Ò�ÊIËÄ) äîñëiäæó¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi 3.2. Ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ
f(z) ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

f(z) =

(
d0 +

z − z0
d1 + · · · +

z − zn−1
dn +

z − zn
vn+1(z)

)−1
, (3.13)
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äå zk ∈ Z, dk, k = 0, n, � äåÿêi êîåôiöi¹íòè, vn+1(z) � çàëèøîê.
Ò�ÊIËÄ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

D̃(T )
n (z) =

P̃
(T )
n (z)

Q̃
(T )
n (z)

=

(
d0 +

n

K
k=1

z − zk−1
dk

)−1
. (3.15)

Â òåîðåìi 3.2 äîâåäåíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹í-
òiâ Ò�ÊIËÄ (3.14).

Òåîðåìà 3.4. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïà-
êòi Z ⊂ C. (B) Íåõàé êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ (3.15), ÿêi âèçíà÷åíi
çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi Z, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó
Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà |dk| > β > dZ + 1, k = 1, n. (C) Íåõàé
iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z ÷à-
ñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.13) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó |vn+1(z∗)| > β > dZ + 1, òîäi

min
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

κn+3(ω∗)κn+2(ω) d∗n+1

n∏
i=0

|di|2
6 max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| 6

6
max
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

|Υn| |Υn+1|
, d∗n+1 = min

z∗∈Z
|vn+1(z∗)|, ω =

dZ
β2
,

äå

Υn =


dZ κn(ω)

n∏
k=2

|dk| − β
(dZ)n+1 − 1

dZ − 1
, ÿêùî dZ 6= 1,

κn(ω)

n∏
k=2

|dk| − (n+ 1)β, ÿêùî dZ = 1.

Â òåîðåìi 3.5 äîâåäåíà çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî Ò�ÊIËÄ ïðî-
öåñó íà ìàòðèöi I.

Â ïiäðîçäiëi 3.3 ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîäiëåíi ðiçíèöi 2�ãî
òèïó òà ¨õ ëiíiéíî êîìáiíàöiÿ � îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó. Â òåîðå-
ìi 3.6 äîâåäåíî, ùî âiäíîñíî ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zk îáåðíåíà
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ðiçíèöÿ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ρ(2)k [z0, z1, . . . , zk; f ] ¹ ñèìåòðè÷íîþ
ôóíêöi¹þ.

Â ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ Ò�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

D̃(T )
n (x) =

P̃
(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

=

(
d0 +

n

K
k=1

x− xk−1
dk

)−1
. (3.27)

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) ∈ C(n+1)(R),
êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.27), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷å-
ííÿìè ôóíêöi¨ f(x) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (2.28), âiäìiííi âiä
íóëÿ, òîäi∣∣∣∣∣f(x)− P̃

(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 f∗
∣∣B[n]

0

∣∣ ∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q̃(T )
n (x)|

(
κn+2(ω)+

+

r∑
m=1

Cmn+1

1

(d∗)2m

r−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)

)
, r =

[
n+1
2

]
,

f∗ = max
06i6r

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣, B[n]

0 =

n∏
i=0

di, d∗ = min
06i6n

|di| , ω =
dR

(d∗)2
.

Ïiäðîçäië 3.5 ïðèñâÿ÷åíèé êâàçi�îáåðíåíîìó iíòåðïîëÿöiéíîìó
ëàíöþãîâîìó äðîáó òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÊIËÄ). Íåõàé zk ∈ Z, k = 0, n,
òîäi ôóíêöiþ f(z) ìîæíà ïîäàòè ëàíöþãîâèì äðîáîì âèãëÿäó

f(z) =
1

e0 +

e1(z−z0)

1 + · · · +

en(z−zn−1)

1 +

vn+1(z)(z−zn)

1
, (3.37)

äå ek �êîåôiöi¹íòè, k = 0, n, vn+1(z)� çàëèøîê. Ñ�ÊIËÄ áóäå ëàí-
öþãîâèé äðiá

D̃(c)
n (z) =

P̃
(c)
n (z)

Q̃
(c)
n (z)

=

(
e0 +

n

K
k=1

ek(z − zk−1)

1

)−1
. (3.39)

Òåîðåìà 3.10. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi
Z ⊂ C. (B) Íåõàé âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) íå íóëi i âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà: max

z∈R

∣∣e1(z − z0)/e0
∣∣ 6 t(1 − t),
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0 < t 6 1
2 ,max

z∈R
|ei(z − zi−1)| 6 t(1 − t), i = 2, n. (C) Íåõàé iñíó¹

ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé
÷èñåëüíèê ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.37) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè vn+1(z∗) 6= 0,
max
z∈Z
|vn+1(z∗)(z − zn)| 6 t(1− t). Òîäi

ẽn+1 minz∗∈Z
∏n
i=1 |ei(z∗ − zi−1)|

|e0|2 κn+2(δ)κn+3(δ∗)
6 max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(c)
n (z∗)| 6

6
ēn+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |ei(z∗ − zi−1)|

|e0|2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)
,

äå ẽn+1 = min
z∗∈Z

|vn+1(z∗)(z∗ − zn)|, ēn+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(z∗)(z∗ − zn)|,
δ = max{ max

26i6n
|ei|, |e1/e0|}·dZ , δ∗ = max{δ, ēn+1}·dZ .

Â òåîðåìi 3.11 äîâåäåíî, ùî íà ìàòðèöi âóçëiâ I iíòåðïîëÿöiéíèé
ïðîöåñ Ñ�ÊIËÄ áóäå çáiæíèì.

Â ïiäðîçäiëi 3.6 îòðèìàíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊIËÄ
ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 3.12. Íåõàé ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) ∈ C(n+1)(R),
çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�ÊIËÄ

D̃(c)
n (x) =

P̃
(c)
n (x)

Q̃
(c)
n (x)

=

(
e0 +

n

K
k=1

ek(x− xk−1)

1

)−1
,

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîäi∣∣∣∣f(x)− P̃
(c)
n (x)

Q̃
(c)
n (x)

∣∣∣∣ 6 |e0|f∗ ∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q̃(c)
n (x)|

(
κn+2(δ)+

+

r∑
m=1

Cmn+1(e∗)m
r−m∑
i=0

δi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
,

äå f∗ = max
06i6r

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣ , δ = dRe

∗, e∗ = max
16i6n

|ei| , r = [n+1
2 ].

Ðîçäië 4 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî ôóíêöiîíàëüíèì ií-
òåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáàì. Îäíîëèñòà íà êîìïàêòi Z ôóí-
êöiÿ g(z) íàçèâà¹òüñÿ áàçèñ�ôóíêöi¹þ.
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Â ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæó¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöié-
íèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå (Ò�ÔIËÄ). ßêùî ïîñëiäîâíîñòi {vk(g; z)}
òà {Vk(g; z)} âèçíà÷åíî íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) = v0(g; z), vk(g; z) = vk(g; zk) +
g(z)− g(zk)

vk+1(g; z)
, zk ∈ Z,

V0(g; z) = v0(g; z), Vk(g; z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(g; z), k = 1, n,

òî

f(z) = b(g)0 +
g(z)− g(z0)

b(g)1 +

g(z)− g(z1)

b(g)2 +

+ · · · +

g(z)− g(zn−1)

b(g)n +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)
, (4.2)

äå b(g)i , i = 0, n�êîåôiöi¹íòè, vn+1(g; z)� çàëèøîê.
Ò�ÔIËÄ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ó âóçëàõ (1.16) iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó

(2.27), ìà¹ âèãëÿä

D(T )
n (g; z) =

P
(T )
n (g; z)

Q
(T )
n (g; z)

= b(g)0 +

n

K
k=1

g(z)− g(zk−1)

b(g)k
. (4.4)

Â òåîðåìi 4.1 îá ðóíòîâàíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ êîå-
ôiöi¹íòiâ Ò�ÔIËÄ (4.4).

Â ïiäðîçäiëi 4.2 ââåäåíi â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîäiëåíi g�ðiçíèöi
òà îáåðíåíi g�ðiçíèöi. Ïîêàçàíî, ùî îáåðíåíà g�ðiçíèöÿ k�ãî ïîðÿä-
êó %k = %k[g; z0, . . . , zk; f ] ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ (k + 1)�ãî àðãóìåíòó
z0, . . . , zk. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ðiçíèöü äîâåäåíi â òåîðåìi 4.2.

Â ïiäðîçäiëi 4.3 äîâåäåíi äâi òåîðåìè. Òåîðåìà 4.3 âñòàíîâ-
ëþ¹ îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�ÔIËÄ, ÿêùî êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà. Â òåîðåìi
4.4 äîâîäèòüñÿ çáiæíiñòü Ò�ÔIËÄ ïðîöåñó.

Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó
(Ñ�ÔIËÄ) äîñëiäæó¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi 4.4. Ôóíêöiþ f(z) ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(z) =
P

(∗)
n (g; z)

Q
(∗)
n (g; z)

= a(g)

0 +
a(g)

1 (g(z)− g(z0))

1 +

a(g)

2 (g(z)− g(z1))

1 +
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+ · · · +

a(g)
n (g(z)− g(zn−1))

1 +

vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))

1
, (4.29)

äå zk ∈ Z, a(g)

k � êîåôiöi¹íòè, k = 0, n, vn+1(g; z) � çàëèøîê. Òîäi,
Ñ�ÔIËÄ íà ìíîæèíi (1.16) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè (2.27)
i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

D(c)
n (g; z) =

P
(c)
n (g; z)

Q
(c)
n (g; z)

= a(g)

0 +

n

K
k=1

a(g)

k (g(z)− g(zk−1))

1
. (4.30)

Îòðèìàíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ a(g)

k , k = 0, n
Ñ�ÔIËÄ (4.30). Äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.6. (A) Íåõàé f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂
⊂ C, à áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) îäíîëèñòà íà Z; (B) íåõàé êîåôiöi¹íòè
Ñ�ÔIËÄ (4.30), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16), âiäìiííi âiä íóëÿ i ìà¹ ìiñöå óìîâà òèïó
Ïåéäîíà�Óîëëà max

z∈Z
|a(g)

k (g(z)−g(zk−1))| 6 t(1− t), 0 < t 6 1
2 , k = 2, n;

(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê vn+1(g; z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.29) çà-
äîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi vn+1(g; z∗) 6= 0, max

z∈Z
|vn+1(g; z∗)(g(z)−g(zn))| 6

6 t(1− t). Òîäi

ã(g)

n+1 · min
z∗∈Z

n∏
i=1

|a(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|

κn+1(δ)κn+2(δ∗)
6 max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| 6

6
ā(g)

n+1 · max
z∗∈Z

n∏
i=1

|a(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|

Ωn(t) Ωn+1(t)
,

äå ã(g)

n+1 = min
z∗∈Z

|V̂n+1(g; z∗)|, ā(g)

n+1 = max
z∗∈Z

|V̂n+1(g; z∗)|, V̂n+1(g; z) =

= vn+1(g; z)(g(z) − g(zn)), δ = max
26i6n

max
z∈Z
|a(g)

i (g(z) − g(zi−1))|, δ∗ =

= max{δ,max
z∈Z
|ā(g)

n+1(g(z)− g(zn))|}.
Çáiæíiñòü Ñ�ÔIËÄ ïðîöåñó äîâåäåíà â òåîðåìi 4.7.

Êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé
äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÊÔIËÄ) äîñëiäæåíî â ïiäðîçäiëi 4.5. Äîâåäå-
íà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�ÊÔIËÄ (òåîðåìà 4.9) òà çáiæíiñòü
òàêîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðîöåñó (òåîðåìà 4.10).
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Â ïiäðîçäiëi 4.6 ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîäiëåíi g�ðiçíèöi
2�ãî òèïó Φ

(2)
k [g; z0, . . . , zk; f ], ÿêi óçàãàëüíþþòü îáåðíåíi ïîäiëåíi

ðiçíèöi 2�ãî òèïó ç ïiäðîçäiëó 3.3. Ïîêàçàíî, ùî îáåðíåíà g�ðiçíèöÿ
2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó

%
(2)
k [g; z0, z1, . . . , zk; f ] =

[k/2]∑
i=0

Φ
(2)
k−2i[g; z0, z1, . . . , zk−2i; f ], k = 0, n,

¹ ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zk.
Â ïiäðîçäiëi 4.7 ðîçãëÿäà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëü-

íèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÊÔIËÄ),
ÿêèé óçàãàëüíþ¹ Ñ�ÊIËÄ ç ïiäðîçäiëó 3.5. Îá ðóíòîâàíà ðåêóðåí-
òíà ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ñ�ÊÔIËÄ. Â òåîðåìi 4.12
îòðèìàíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊÔIËÄ, êîëè êîåôiöi¹íòè çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà.

Ðîçäië 5 ïðèñâÿ÷åíèé çàäà÷i ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé
äðiá Òiëå òà ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá.

Â ïiäðîçäiëi 5.1 âñòàíîâëåíî äåÿêi íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ
ïîõiäíèõ Òiëå, ÿêi äîïîâíþþòü âëàñòèâîñòi ç ïiäðîçäiëó 1.11. Çîêðå-
ìà äîâåäåíi íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé äëÿ z ∈ Z iñíóþòü ñêií÷åííi òà âiäìiííi
âiä íóëÿ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöié u = u(z) òà v = v(z). Òîäi
iñíóþòü îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè
öèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

8(u± v) =
8u · 8v
8v ± 8u

, 8(u · v) =
8u · 8v

8u · u+ 8v · v
, 8(u/v) =

v2 · 8u · 8v
8v · v − 8u · u

.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(z) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó
Òiëå â òî÷öi z0 ∈ G, à ôóíêöiÿ u = g(w) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó â
òî÷öi w0 ∈ E, äå w0 = f(z0), òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ u = F (z) =
= g (f(z)) òàêîæ ìà¹ â òî÷öi z0 ∈ G îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå, ïðè÷î-
ìó 8F (z0) = 8g(w0) · 8f(z0).

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíi ïîõi-
äíi Òiëå äî n�ãî ïîðÿäêó, C = const, òîäi (2k)

(
f(Cz)

)
=

= (2k)f(v)
∣∣
v=Cz

, (2k+1)
(
f(Cz)

)
= 1

C ·
(2k+1)f(v)

∣∣
v=Cz

, äå k = 0, [n/2].
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Â ïiäðîçäiëi 5.2 ñôîðìóëüîâàíi ñïiââiäíîøåííÿ Íüîðëóíäà (òå-
îðåìà 5.9), ÿêi âñòàíîâëþþòü âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíèìè ïîõi-
äíèìè Òiëå òà ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, à òàêîæ ôîðìóëè âèçíà÷åííÿ êî-
åôiöi¹íòiâ Ò�ËÄ ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ (òåîðåìà 5.10).

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó 5.3 ¹ íàñòóïíi äâi òåîðåìè.
Òåîðåìà 5.11. Îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå (2n− 1)�ãî ïîðÿäêó ìíî-

ãî÷ëåíà n�ãî ñòåïåíÿ pn(z) =
∑n
i=0 aiz

i, ai ∈ C, i = 0, n, an 6= 0,
òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ, êîëè n ∈ N2, îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå 1�ãî
ïîðÿäêó äâî÷ëåíà p1(z) = a0 + a1z ðiâíà 1/a1.

Òåîðåìà 5.13. Íåõàé íà Z ⊂ C âèçíà÷åíà ðàöiîíàëüíà ôóí-
êöiÿ Rm,n(z) = pm(z)/qn(z) , äå pm(z), qn(z)�ìíîãî÷ëåíè âiäïîâiäíî
ñòåïåíiâ m òà n, m < n, çíàìåííèê qn(z) íå ìà¹ êîðåíiâ â Z. Îáåð-
íåíà ïîõiäíà Òiëå (2n)�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ Rm,n(z) äîðiâíþ¹ íóëþ
äëÿ âñiõ z ∈ Z.

Â ïiäðîçäiëi 5.4 íàâîäÿòüñÿ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ez, tg z, th z,
(c+ z)α, ln(c+ z), α, c ∈ C, â Ò�ËÄ, òà îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié
ctg z, cth z, z ln z.

Ïiäðîçäië 5.5 ïðèñâÿ÷åíèé çàäà÷i ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ïðà-
âèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá (Ñ�ËÄ), ÿêèé ¹ âiäïîâiäíèì ôîðìàëü-
íîìó ñòåïåíåâîìó (ÔÑÇ) ôóíêöi¨ f(z). Iç äîâåäåíèõ â ïiäðîçäiëi òå-
îðåì âèïëèâàþòü íàñòóïíi âàæëèâi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 5.2. Ñ�ËÄ i Ò�ËÄ åêâiâàëåíòíi, îòæå Ò�ËÄ âiäïî-
âiäíèé ÔÑÐ.

Íàñëiäîê 5.3. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f(z) â Ò�ËÄ áóäå âiäïî-
âiäíèì â òî÷öi z = z∗ ðîçâèíåííþ ó ÔÑÐ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

c0(z∗) 6= 0, H
(1)
k (z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) 6= 0, k ∈ N.

Êîåôiöi¹íòè Ñ�ËÄ

f(z) = ω0(z∗) +

∞

K
n=1

ωn(z∗)(z − z∗)
1

, (5.37)

âèçíà÷àþòüñÿ íå òiëüêè ÷åðåç âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ âèçíà÷íèêiâ Ãàí-
êåëÿ, ÿêi óòâîðåíi iç êîåôiöi¹íòiâ ÔÑÐ ôóíêöi¨, à òàêîæ ÷åðåç îáåðíå-
íi ïîõiäíi Òiëå íàñòóïíèì ÷èíîì ω0(z∗) = f(z∗), ω1(z∗) = 1/(8f(z∗)),
ωn(z∗) = 1

/(
n(n− 1) · 8

(
(n−1)f(z∗)

)
· 8
(
(n−2)f(z∗)

))
, n ∈ N2.
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Òåîðåìà 5.25. ßêùî â îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ f(z) ðîç-
âèíóòà â Ñ�ËÄ, lim

n→∞
ωn(z∗) = a 6= 0, äå a ∈ C, òî: (A) ëàí-

öþãîâèé äðiá (5.37) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ìåðîìîðôíà â
Ra = {z ∈ C : | arg (a(z − z∗) + 1/4)| < π}; (B) çáiæíiñòü áóäå ðiâ-
íîìiðíîþ íà êîæíîìó êîìïàêòi Z ⊂ Ra, ÿêèé íå ìiñòèòü ïîëþñiâ
ôóíêöi¨ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = z∗.

Òåîðåìà 5.26. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) â îêîëi z = z∗ ìà¹ ðîçâè-
íåííÿ â Ñ�ËÄ (5.27), ωn(z∗) 6= 0, lim

n→∞
ωn(z∗) = 0. Òîäi: (A) C�ËÄ

(5.27) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z); (B) íà êîìïàêòi Z ⊂ C, ÿêèé
íå ìiñòèòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f(z), C�ËÄ çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî;
(C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = z∗ i f(z∗) = ω0.

Ó ïóíêòàõ 5.5.1�5.5.6 öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíi ðîçâèíåííÿ
ôóíêöié (c + z)α, ez, tg z, th z, ctg z, ctg z, ln(c + z), α, c ∈ C, â îêîëi
òî÷êè z = z∗ â Ñ�ËÄ, îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü öèõ ôóíêöié,
àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè, îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z
â Ñ�ËÄ, äîâåäåíî, ùî äàíå ðîçâèíåííÿ çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ äëÿ
âñiõ z /∈ (−∞; 0) i çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi
Z ⊂ {z ∈ C\{0} : | arg(z)− arg(z∗)| < π}.

Â ðîçäiëi 6 äîñëiäæåíà çàäà÷à ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�
îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè.

Íîâå ïîíÿòòÿ � îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó ââåäåíî â ðîçãëÿä â
ïiäðîçäiëi 6.1. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨
f(z) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: {k}f(z∗) = lim

z0,...,zk→z∗
ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ]. Îá ðóí-

òîâàíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó

{0}f(z) =
1

f(z)
, {1}f(z) = −f

2(z)

f ′(z)
, {k}f(z) =

k

({k−1}f(z))
′ + {k−2}f(z),

äëÿ k ∈ N2.
Â ïiäðîçäiëi 6.2 äîâåäåíi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî

òèïó.
Òåîðåìà 6.2. Íåõàé äëÿ êîæíîãî z ∈ Z ôóíêöi¨ u = f(z) òà

v = g(z) ìàþòü ñêií÷åííi îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Òîäi iñíóþòü
îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè öèõ
ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{1}(u± v) =
(u± v)2 · {1}u · {1}v
u2 · {1}v ± v2 · {1}u

, {1}(u · v) =
uv · {1}u · {1}v
u · {1}v + v · {1}u

,
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{1}(u/v) =
(u/v) · {1}u · {1}v
u · {1}v − v · {1}u

.

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) äëÿ z ∈ Z ìà¹ îáåðíåíi
ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî n�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i ñòàëà C 6= 0, òîäi
{2m}(Cf(z)) = 1

C ·
{2m}f(z), {2m+1}(Cf(z)) = C ·{2m+1}f(z), m = 0, [n/2].

Òåîðåìà 6.7. ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òè-
ïó äî n�ãî ïîðÿäêó, C = const, òî äëÿ k = 0, [n/2]

{2k}
(
f(Cz)

)
= {2k}f(v)

∣∣
v=Cz

, {2k+1}
(
f(Cz)

)
= 1

C ·
{2k+1}f(v)

∣∣
v=Cz

.

Â ïiäðîçäiëi 6.3 îòðèìàíî ôîðìóëó òèïó Òiëå ðîçâèíåííÿ ôóí-
êöié â êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÊËÄ).

Âçàìîçâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè 2�ãî òèïó òà ïîõiäíèìè
ôóíêöi¨ âñòàíîâëåíî â ïiäðîçäiëi 6.4. Îòðèìàíi ôîðìóëè âèçíà÷å-
ííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ò�ÊËÄ ÷åðåç âiäíîøåííÿ ãàíêåëåâèõ âèçíà÷íèêiâ.

Â ïiäðîçäiëi 6.5 äîñëiäæåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíèìè ïî-
õiäíèìè Òiëå òà îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè 2�ãî òèïó.

Äâi íàñòóïíi òåîðåìè ìiñòÿòüñÿ â ïiäðîçäiëi 6.6.
Òåîðåìà 6.10. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó (2n)�ãî ïîðÿäêó

ìíîãî÷ëåíà pn(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n, n ∈ N, òîòîæíî
ðiâíà íóëåâi.

Òåîðåìà 6.11. Íåõàé íà Z ⊂ C çàäàíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ
Rm,n(z) = pm(z)/qn(z), äå pm(z) òà qn(z) ¹ ìíîãî÷ëåíè âiäïîâiäíî
ñòåïåíiâ m òà n, m < n, ìíîãî÷ëåí qn(z) íå ìà¹ êîðåíiâ â Z. Îáåð-
íåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó (2n − 1)�ãî ïîðÿäêó ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨
Rm,n(z) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi äëÿ âñiõ z ∈ Z.

Ïðèêëàäè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ò�ÊËÄ ðîçãëÿíóòî ó ïiäðîç-
äiëi 6.7. Âñòàíîâëåíi ôîðìóëè äëÿ n�õ ïîõiäíèõ, n ∈ N, ôóíêöié
ez, (c + z)α, ln(c + z), z ln z, tg z, th z, ctg z, cth z, c, α ∈ C, i îòðèìàíi
ðîçâèíåííÿ âêàçàíèõ ôóíêöié â Ò�ÊËÄ â îêîëi z = z∗.

Â ïiäðîçäiëi 6.8 ðîçãëÿäà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé
äðiá òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÊËÄ). Îòðèìàíi ôîðìóëè âèçíà÷åííÿ êîå-
ôiöi¹íòiâ Ñ�ÊËÄ â îêîëi z = z∗ ÷åðåç çíà÷åííÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ
2�ãî òèïó ôóíêöi¨.

Çáiæíiñòü Ñ�ÊËÄ òà àïîñòåðiîðíà îöiíêà íàáëèæåííÿ Ñ�ÊËÄ
äîâåäåíi â ïiäðîçäiëi 6.9.
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Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ez, (c + z)α, ln(c + z), z ln z, tg z, th z, ctg z,
cth z, c, α ∈ C, â Ñ�ÊËÄ îòðèìàíi â ïiäðîçäiëi 6.10. Âñòàíîâëå-
íi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ êîæíîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ñ�ÊËÄ òà
äîâåäåíi àïîñòåðiîðíi îöiíêè íàáëèæåííÿ.

Â ðîçäiëi 7 äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à çîáðàæåííÿ ôóíêöié, ÿêi âè-
çíà÷åíi íà êîìïàêòi Z ⊂ C, ôóíêöiîíàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáà-
ìè. Çà áàçèñ�ôóíêöiþ g(z) âèáèðà¹òüñÿ äåÿêà îäíîëèñòà òà àíàëiòè-
÷íà íà êîìïàêòi Z ôóíêöiÿ.

Óçàãàëüíåííÿì îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå ¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi, ÿêi
ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 7.1. Îáåðíåíà g�ïîõiäíà k�ãî ïîðÿäêó
ôóíêöi¨ f(z) çà áàçèñ�ôóíêöi¹þ g(z) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
{k}fg(z) = lim

z0,z1,...,zk→z
ρk[g; z0, z1, . . . , zk; f ]. Â òåîðåìi 7.1 äîâåäåíi

ôîðìóëè âèçíà÷åííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ ÷åðåç âiäíîøåííÿ âèçíà-
÷íèêiâ, åëåìåíòè ÿêèõ óòâîðåíi iç ïîõiäíèõ ôóíêöié f(z) òà g(z).
Îòðèìàíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ
g�ïîõiäíèõ òà ôóíêöiîíàëüíà ôîðìóëà òèïó Òiëå.

Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ îá ðóíòîâàíî â ïiäðîçäiëi
7.2. Çîêðåìà äîâåäåíi íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 7.4. Íåõàé ôóíêöiÿ w = ϕ(z) ìà¹ ïîõiäíó (ñêií÷åííå
çíà÷åííÿ àáî íåñêií÷åííiñòü) â òî÷öi z∗, à ôóíêöiÿ u = f(w) ìà¹
îáåðíåíó g�ïîõiäíó â òî÷öi w∗, äå w∗ = ϕ(z∗). Òîäi ñêëàäåíà ôóí-
êöiÿ u = F (z) = f(ϕ(z)) ìà¹ â òî÷öi z∗ îáåðíåíó g�ïîõiäíó, ÿêà
îá÷èñëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì {1}Fg(z∗) = 1

ϕ′(z∗)
· {1}fg(ϕ(z∗)) .

Òåîðåìà 7.6. Íåõàé àíàëiòè÷íà íà Z ⊂ C ôóíêöié f(z) çäié-
ñíþ¹ âçà¹ìíî�îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íà Z̄ ⊂ C. ßêùî â z∗ ∈ Z
ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó {1}fg(z∗) 6= 0 i ôóíêöiÿ g′(w)
âèçíà÷åíà â òî÷öi w∗, äå w∗ = f(z∗), òî îáåðíåíà ôóíêöiÿ z =
= ϕ(w) ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó â òî÷öi w0, ÿêà ðiâíà {1}ϕg(w∗) =

= g′(z∗) g
′(f(z∗))

{1}fg(z∗)
.

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N∪ {0} ìàþòü ìiñöå ñïiââiä-
íîøåííÿ

{2n}(Cf(z))g = C ·{2n}fg(z), {2n+1}(Cf(z))g = 1
C ·
{2n+1}fg(z), C = const.

Òåîðåìà 7.10. Íåõàé iñíóþòü îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöié u =
= f(z) òà v = h(z). Òîäi îáåðíåíà g�ïîõiäíà ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó
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òà ÷àñòêè öèõ ôóíêöié âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{1}(u± v)g =
{1}ug · {1}vg
{1}vg ± {1}ug

, {1}(u v)g =
{1}ug · {1}vg

{1}ug · u+ {1}vg · v
,

{1}(u/v)g =
v2 · {1}ug · {1}vg
{1}vg · v − {1}ug · u

.

Ó ïiäðîçäiëi 7.3 ðîçãëÿíóòî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f(z) â îêîëi
òî÷êè z = z∗ ó ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÔËÄ)

f(z) = b0(g; z∗) +

∞

K
n=1

g(z)− g(z∗)

bn(g; z∗)
, (7.9)

b0(g; z∗) = f(z∗), b1(g; z∗) = g′(z∗)
f ′(z∗)

, bn(g; z∗) = {n}fg(z∗) − {n−2}fg(z∗),

n ∈ N2, òà åêâiâàëåíòíèé éîìó ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá
òèïó Ñ�äðîáó

f(z) = a0(g; z∗) +

∞

K
n=1

an(g; z∗)(g(z)− g(z∗))

1
, (7.10)

äå a0(g; z∗) = b0(g; z∗), a1(g; z∗) = 1
b1(g;z∗)

, an(g; z∗) = 1
bn−1(g;z∗)bn(g;z∗)

.

Òåîðåìà 7.13. Íåõàé G� îáëàñòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ ez.
Ôóíêöiÿ w = (c + ez)α, c = const, α ∈ C\Z, â îáëàñòi G ìà¹ îáåð-
íåíi g�ïîõiäíi çà áàçèñ�ôóíêöi¹þ g(z) = ez äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî iç ôîðìóëàìè

{2n−1}wg =

n
n∏
i=2

(i− α)(c+ ez)

n−1∏
i=0

(α+ i)w

, {2n}wg =

n∏
i=1

(α+ i)w

n∏
i=1

(i− α)
, n ∈ N. (7.12)

Òåîðåìà 7.14. Íåõàé G ⊂ C� îáëàñòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨
ez. Ò�ÔËÄ òà Ñ�ÔËÄ çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ (c + ez)α â îáëàñòi
G. Íà êîìïàêòi Z ⊂ {z ∈ C : z, z∗ ∈ G,

∣∣ arg
(
ez−ez∗
4(c+z∗)

+ 1
4

)∣∣ < π} ,
ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.
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Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ôóíêöi¨ tg zm,m ∈ N2, êîëè
çà áàçèñ�ôóíêöiþ âèáðàíî g(z) = zm òà äëÿ ôóíêöi¨ cth

√
z, êîëè

áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) =
√
z.

Çîáðàæåííÿ ôóíêöié sin z, cos z, sh z, ch z ôóíêöiîíàëüíèìè ëàí-
öþãîâèìè äðîáàìè, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ðîçâèíåííÿ â ëàíöþãîâèé
äðiá áàçèñ�ôóíêöié, ðîçãëÿíóòî ó ïiäðîçäiëi 7.4. Îòðèìàíî çîáðà-
æåííÿ ôóíêöié sh z, ch z ñêií÷åííèìè Ò�ÔËÄ òà Ñ�ÔËÄ, êîëè â ÿêî-
ñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáðàíî g(z) = ez. Ôóíêöi¨ sin z, cos z çîáðàæàþ-
òüñÿ Ò�ÔËÄ òà Ñ�ÔËÄ çà áàçèñ�ôóíêöiÿìè g(z) = eiz òà g(z) = tg z

2 .
Ó ïiäðîçäiëi 7.5 ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òè-

ïó, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó. Îá ðóíòîâàíà
ôîðìóëà çîáðàæåííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó ÷åðåç âiäíî-
øåííÿ äâîõ âèçíà÷íèêiâ, åëåìåíòè ÿêèõ óòâîðåíi iç ïîõiäíèõ ôóí-
êöié f(z) òà g(z). Îòðèìàíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà îá÷èñëåííÿ îáåð-
íåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó òà ñïîñiá ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�
îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÊÔËÄ).

Äâi òåîðåìè äîâåäåíi â ïiäðîçäiëi 7.6.
Òåîðåìà 7.24. Íåõàé iñíóþòü îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó

ôóíêöié u = f(z) òà v = h(z). Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ñóìè,
ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè öèõ ôóíêöié âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-
ëàìè

[1](u± v)g =
(u± v)2 · [1]vg · [1]ug
u2 · [1]vg ± v2 · [1]ug

, [1](u v)g =
u v · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg + v · [1]ug

,

[1](u/v)g =
(u/v) · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg − v · [1]ug

.

Òåîðåìà 7.25. ßêùî ôóíêöi¨ fk(z), k = 1, n, ìàþòü îáåðíåíi
g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó, òîäi

[1]( n∑
k=1

fk(z)
)
g

=

( n∑
k=1

fk(z)
)2 n∏

k=1

[1](fk(z))g

n∑
k=1

f2k (z)
n∏
j=1
j 6=k

[1](fj(z))g

,
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[1]( n∏
k=1

fk(z)
)
g

=

n∏
k=1

fk(z) · [1](fk(z))g

n∑
k=1

fk(z) ·
n∏
j=1
j 6=k

[1](fj(z))g

.

Ïðèêëàäè çîáðàæåííÿ ôóíêöié ñêií÷åííèìè Ò�ÊÔËÄ òà êâàçi�
îáåðíåíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òèïó Ñ�äðîáó
(Ñ�ÊÔËÄ) ðîçãëÿíóòi â ïiäðîçäiëi 7.7. Åëåìåíòàìè Ò�ÊÔËÄ òà
Ñ�ÊÔËÄ ¹ ðîçâèíåííÿ áàçèñ�ôóíêöi¨ â Ò�ËÄ. Ôóíêöi¨ sh z, ch z çî-
áðàæàþòüñÿ ÿ Ò�ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ, êîëè áàçèñ�ôóíêöiþ g(z) = ez.
Äëÿ ôóíêöi¨ sin z îòðèìàíî çîáðàæåííÿ êâàçi�îáåðíåíèìè ôóíêöiî-
íàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, êîëè g(z) = eiz/2 òà g(z) = tg z

4 .
Ôóíêöiÿ cos z çîáðàæà¹òüñÿ Ò�ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ, êîëè â ÿêîñòi
áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáðàíî g(z) = eiz/3.

Â äîäàòêó ðîáîòè âìiùåíî ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü òåîðåìè
ïðî îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ, ðîçãëÿíóòèõ â ðîçäiëàõ 2�4 òèïiâ ií-
òåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (IËÄ). Íàâåäåíi ïðèêëàäè ïîêàçó-
þòü, ùî äëÿ êîæíîãî òèïó IËÄ iñíóþòü ôóíêöi¨, êîìïàêòè, îáëàñòi
iíòåðïîëþâàííÿ, äëÿ ÿêèõ êîåôiöi¹íòè IËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
òåîðåì. Â öèõ ïðèêëàäàõ çäiéñíåíî ïîðiâíÿííÿ îöiíîê çàëèøêîâèõ
÷ëåíiâ iç ìàêñèìàëüíèì âiäõèëåííÿì çà ìîäóëåì IËÄ âiä ôóíêöi¨ íà
äèñêðåòíié ìíîæèíi Ztest ⊂ Z\Z.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ
1. Îòðèìàíî îöiíêè çíàìåííèêiâ ñêií÷åííèõ ôóíêöiîíàëüíèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü àáî óìîâè òèïó
Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà, àáî óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà. Îòðè-
ìàíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà IÔËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨ åëåìåíòè ÿêîãî
¹ ìíîãî÷ëåíè. Çàïðîïîíîâàíî íîâå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ âiä-
øóêàííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ò�IËÄ. Îäåðæàíî äâîñòîðîííþ îöiíêó çàëè-
øêîâîãî ÷ëåíà Ò�IËÄ ó âèïàäêó ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà
çáiæíiñòü (Ò�IËÄ)�ïðîöåñó. Îòðèìàíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà
Ò�IËÄ, êîëè f(x) ∈ C(n+1)(R),R ⊂ R. Ïîáóäîâàíî Ñ�IËÄ. Îá ðóí-
òîâàíî äâîñòîðîííþ îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ äëÿ ôóíêöié
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà çáiæíiñòü (Ñ�IËÄ)�ïðîöåñó. Îòðèìàíà îöiíêà
çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ, êîëè f(x) ∈ C(n+1)(R).
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2. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, çàäàíîãî íà ìíî-
æèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì.
Îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ çà-
äà÷i. Äîâåäåíî, ùî ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé
äðiá ìiñòèòü â ñîái Ñ�IËÄ.

3. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êâàçi�îáåðíåíèìè
ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó. Îá ðóíòîâàíî
ðåêóðåíòíi ôîðìóëè çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.
Äîâåäåíî îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ òà çáiæíîñòi ðîçãëÿíóòèõ iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó
òà äîâåäåíî ¨õ ñèìåòðè÷íiñòü.

4. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨
ÔËÄ çà äåÿêîþ îäíîëèñòîþ áàçèñ�ôóíêöi¹þ. Âêàçàíî ñïîñîáè ïî-
áóäîâè iíòåðïîëÿöiéíèõ äðîáiâ òàêèõ òèïiâ. Äîâåäåíi îöiíêè çàëè-
øêîâèõ ÷ëåíiâ òà çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ ïðè âèêîíàííi
ïåâíèõ óìîâ. Ðîçãëÿíóòî îáåðíåíi g�ðiçíèöi òà îáåðíåíi g�ðiçíèöi
2�ãî, îá ðóíòîâàíî ¨õ âëàñòèâîñòi òà ñèìåòðè÷íiñòü.

5. Âñòàíîâëåíî íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå. Äîâå-
äåíà òåîðåìè ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëü-
íî¨ ôóíêöi¨. Âïåðøå îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â ëàíöþãî-
âèé äðiá Òiëå. Äîâåäåíà âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå ôîð-
ìàëüíîìó ñòåïåíåâîìó ðÿäó â ÿêèé ðîçâèíóòà ôóíêöiÿ â îêîëi òî÷êè
z = z∗. Îá ðóíòîâàíî çáiæíiñòü òà ðiâíîìiðíà çáiæíîñòi ðîçâèíåíü â
ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá äî ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié. Îòðèìà-
íî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi Ñ�äðîáè, îáëàñòi çái-
æíîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðîçâèíåíü â ëàíöþãîâi äðîáè, àïði-
îðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

6. Ðîçãëÿíóòî îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Âñòàíîâëåíî ðåêóðåí-
òíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ¨õ îá÷èñëåííÿ, äîâåäåíî âëàñòèâîñòi, îòðè-
ìàíà ôîðìóëà òèïó Òiëå, ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ
2�ãî òèïó. Âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè
2�ãî òèïó òà ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, à òàêîæ çâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõi-
äíèõ 2�ãî òèïó ç îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå. Äîâåäåíî òåîðåìó
ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóí-
êöi¨. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè òèïó Òiëå îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóí-
êöié ez, (c+ z)α, ln(c+ z), z ln z, tg z, ctg z, th z, cth z â êâàçi�îáåðíåíèé
ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå â îêîëi òî÷êè z = z∗. Äîâåäåíî òåîðå-
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ìè çáiæíîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðîçâèíåííÿ â êâàçi�îáåðíåíèé
ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ òà àïîñòåðiîðíà îöií-
êà äëÿ îáåðíåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Çíàéäåíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié
â êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè, äîâåäåíî çáiæíiñòü òà ðiâíîìiðíà
çáiæíiñòü îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü, îòðèìàíî àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

7. Ââåäåíî â ðîçãëÿä àíàëîã îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå � îáåðíå-
íi g�ïîõiäíi. Îòðèìàíî ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ
÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöié f(z) òà g(z). Îá ðóíòîâàíî ôóíêöiîíàëüíó
ôîðìóëó òèïó Òiëå. Äîâåäåíî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ.
Îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié (c + ez)α, tg zm, cth

√
z òà äîâåäåíî

ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðîçâèíåíü äî ôóíêöié. Îòðèìàíî çîáðàæåííÿ
ôóíêöié sin z, cos z, sh z, ch z ñêií÷åííèìè ôóíêöiîíàëüíèìè ëàíöþ-
ãîâèìè äðîáàìè, ÷àñòèííi åëåìåíòè ÿêèõ ¹ ðîçâèíåííÿ äåÿêî¨ áàçèñ�
ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá.

8. Äîñëiäæåíî îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Îá ðóíòîâàíà ôîð-
ìóëà îá÷èñëåííÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó ÷åðåç ïîõiäíi ôóí-
êöié f(z) òà g(z). Äîâåäåíi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî
òèïó. Îòðèìàííi çîáðàæåííÿ ôóíêöié sin z, cos z, sh z, ch z â êâàçi�
îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè çà ðiçíèìè áàçèñ�ôóí-
êöiÿìè.

Êîðèñòóþ÷èñü íàãîäîþ, âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü ìî¹ìó íàóêî-
âîìó êîíñóëüòàíòó àêàäåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè Âîëîäèìèðó Ëåîíiäîâè-
÷ó Ìàêàðîâó çà ïiäòðèìêó â ðîáîòi, êîðèñíi ïîðàäè òà îáãîâîðåííÿ.
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çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ. Äîñëiäæåíà çàäà÷à iíòåðïîëÿ-
öi¨ ôóíêöiîíàëà iíòåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì. Îá ðóíòîâàíi
íîâi ñïîñîáè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè. Âñòàíîâëåíi
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Êëþ÷îâi ñëîâà: iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè, îáåðíåíi ðiçíèöi,
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37

èññëåäîâàíû çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé öåïíûìè äðîáÿìè è çà-
äà÷à ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â öåïíóþ äðîáü. Äîêàçàíû íîâûå îöåíêè
îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ïîñòðîåííûõ òèïîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ öåïíûõ
äðîáåé è ñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåñîâ. Èññëåäîâàíà çà-
äà÷à èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèîíàëà èíòåãðàëüíîé öåïíîé Ñ�äðîáüþ.
Îáîñíîâàíû íîâûå ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â öåïíûå äðîáè.
Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ òèïîâ îáðàòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äî-
êàçàíû òåîðåìû ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèè â öå-
ïíûå äðîáè. Óñòàíîâëåíû îáëàñòè ñõîäèìîñòè, àïðèîðíûå è àïîñòå-
ðèîðíûå îöåíêè.
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Pahirya M. M. Generalization of classical continued fracti-
ons and function approximation. � The manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences
on Speciality 01.01.01. � Mathematical Analysis (111 � Mathematics).
� Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2018. The problem of interpolation functions by continued fracti-
on, the problem of expansion functions in continued fractions and the
problem of interpolation functional by integral continued C�fraction are
investigated in the thesis.

New estimates for the remainders of the functional continued fracti-
ons of a complex variable and interpolation continued fractions of a
real variable with polynomial elements have been proved. Problems of
approximation of functions by Thiele interpolation continued fraction
and interpolation continued C�fraction have been investigated. Esti-
mates of the remainders of the interpolation continued fractions of the
functions of the complex variable have been obtained, the convergence
of interpolation processes have been proved.

The problem of interpolation of a functional by an integral continued
C-fraction if its value is known on the set of continual nodes has been
studied. The necessary and su�cient conditions for its solvability have
been obtained.

The quasi�reciprocal interpolation continued fractions of Thiele type



38

and C�fractions type have been considered. Estimates of remainders of
interpolation continued fractions following types have been received, the
convergence of interpolation processes has been proved. The new type of
reciprocal di�erences � reciprocal di�erences of the 2nd type have been
introduced, their properties have been proved.

Functional interpolation continued fractions and quasi�reciprocal
functional interpolation continued fractions have been proposed for the
�rst time. Estimates of the remainders of functional interpolation conti-
nued fractions and convergence of interpolation processes have been
proved. The reciprocal g� di�erence and the reciprocal g�di�erence of
the 2nd type have been introduced. Properties of reciprocal g�di�erences
and reciprocal g�di�erence of the 2nd type have been proved.

New properties of Thiele reciprocal derivatives have been obtai-
ned, rules of reciprocal di�erentiation by Thiele have been established.
The equivalence of di�erent ways of expansion a function in a regular
C�fraction has been proved. Areas of convergence of expansion of some
functions in continued fraction, a priori and a posteriori estimates, have
been established.

For the �rst time the reciprocal derivatives of the 2nd type have been
introduced, the properties of such a type of reciprocal derivatives and
Thiele type formula have been obtained. Relationships between the reci-
procal derivatives of Thiele and the ordinary derivatives of the function
have been established. The possibility of expansion of a function in a
quasi�reciprocal continued C�fraction, convergence of such expansion to
function, a posteriori estimation have been proved.

A new notations � an reciprocal g�derivative and reciprocal
g�derivative of the 2nd type have been introduced. Properties of such
reciprocal derivatives and functional formulas of the Thiele type have
been proved.

Keywords: interpolation continued fractions, reciprocal di�erence,
functional, integral continued C�fraction, reciprocal derivatives, rules of
reciprocal di�erentiation, expansion of functions in continued fractions,
convergence region, remainder, a priori and a posteriori estimates.
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