
Ìóêà÷iâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò

Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè

Íàöiîíàëüíà àêàäåìiÿ íàóê Óêðà¨íè

Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó

ÏÀÃIÐß ÌÈÕÀÉËÎ ÌÈÕÀÉËÎÂÈ×

ÓÄÊ 517.5

ÄÈÑÅÐÒÀÖIß

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÊËÀÑÈ×ÍÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ

ÒÀ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ

01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç

111 �Ìàòåìàòèêà

Ïîäà¹òüñÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Äèñåðòàöiÿ ìiñòèòü ðåçóëüòàòè âëàñíèõ äîñëiäæåíü.

Âèêîðèñòàííÿ iäåé, ðåçóëüòàòiâ i òåêñòiâ iíøèõ àâòîðiâ ìàþòü ïîñèëàííÿ

íà âiäïîâiäíå äæåðåëî Ì. Ì. Ïàãiðÿ

Í à ó ê î â è é ê î í ñ ó ë ü ò à í ò:

Ìàêàðîâ Âîëîäèìèð Ëåîíiäîâè÷

äîêòîð ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,

ïðîôåñîð, àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè

Ìóêà÷åâî�2018



2

ÀÍÎÒÀÖIß
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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî�ìàòåìàòè÷-
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Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨

çìiííî¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. Çîêðåìà â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî

çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà çàäà÷ó ðîçâèíåííÿ

ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè, à òàêîæ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóí-

êöiîíàëà iíòåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì.

Â ðîáîòi äîâåäåíî íîâi îöiíêè äëÿ çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ ôóíêöiîíàëü-

íèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ äiéñíî¨ çìiííî¨ ç ïîëiíîìiàëüíèìè åëåìåíòàìè. Äîñëiäæåíî

çàäà÷i íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì Òiëå òà

iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì. Îòðèìàíî äâîñòîðîííi îöiíêè çà-

ëèøêîâèõ ÷ëåíiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨, äîâåäåíî çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ, îá ðóíòîâàíî îöiíêè

çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå òà iíòåðïîëÿ-

öiéíîãî ëàíöþãîâîãî Ñ�äðîáó ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó

iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, çàäàíîãî íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, ií-

òåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì. Îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

ðîçâ'ÿçíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i. Äîâåäåíî, ùî ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó ií-

òåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái iíòåðïîëÿöiéíèé Ñ�äðiá.

Ðîçãëÿíóòî òåîðiþ êâàçi�îáåðíåíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðî-

áè òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó. Îòðèìàíî äâîñòîðîííi îöiíêè çàëèøêîâîãî

÷ëåíà iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òàêèõ òèïiâ äëÿ ôóíêöié êîì-
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ïëåêñíî¨ òà äiéñíî¨ çìiííèõ, äîâåäåíî çáiæíîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ.

Ââåäåíî â ðîçãëÿä íîâèé òèï îáåðíåíèõ ðiçíèöü � îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî

òèïó, îá ðóíòîâàíî ¨õ ñèìåòðè÷íiñòü òà iíøi âëàñòèâîñòi.

Âïåðøå äîñëiäæåíî ôóíêöiîíàëüíi iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè òè-

ïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó. Äîâåäåíî äâîñòîðîííi îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ

ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà çáiæíiñòü iíòåðïî-

ëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ. Ââåäåíî â ðîçãëÿä óçàãàëüíåííÿ îáåðíåíèõ ðiçíèöü �

îáåðíåíi g�ðiçíèöi. Îá ðóíòîâàíî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ðiçíèöü.

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ � êâàçi�

îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè òèïó Òiëå òà òèïó

Ñ�äðîáó. Ëàíöþãîâi äðîáè òàêèõ òèïiâ óçàãàëüíþþòü êâàçi�îáåðíåíi iíòåð-

ïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè. Äîâåäåíî îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ òà çáiæíî-

ñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ. Ââåäåíî â ðîçãëÿä íîâèé îá'¹êò � îáåðíåíi

g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó, ÿêi óçàãàëüíþþòü îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó. Îá ðóí-

òîâàíî ñèìåòðè÷íiñòü òàêèõ ðiçíèöü.

Îòðèìàíî íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, âñòàíîâëåíî ïðà-

âèëà îáåðíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà Òiëå. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî îáåðíå-

íó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Îá ðóíòîâàíî ðiâ-

íîöiííiñòü ðiçíèõ ñïîñîáiâ ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé

Ñ�äðiá. Âñòàíîâëåíî îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié â ëàí-

öþãîâi äðîáè, àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

Âïåðøå ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó òà âñòàíîâëåíî

âëàñòèâîñòi òàêîãî òèïó îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ, îòðèìàíî ôîðìóëó òèïó Òiëå.

Âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå, îáåðíåíèìè

ïîõiäíèìè 2�ãî òèïó òà çâè÷àéíèìè ïîõiäíèìè ôóíêöi¨. Äîâåäåíî òåîðåìà

ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Îòðè-

ìàíî ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå.

Îá ðóíòîâàíî ìîæëèâiñòü ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãî-

âèé Ñ�äðiá, çáiæíiñòü òàêîãî ðîçâèíåííÿ äî ôóíêöi¨, àïîñòåðiîðíi îöiíêè.
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Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðî-

áè, âñòàíîâëåíî îáëàñòi çáiæíîñòi îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü.

Îá ðóíòîâàíî íîâå ïîíÿòòÿ � îáåðíåíà g�ïîõiäíî¨, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì

îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå. Äîâåäåíî âëàñòèâîñòi òàêèõ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ,

îòðèìàíî ôóíêöiîíàëüíó ôîðìóëà òèïó Òiëå òà ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ôóí-

êöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè. Óçàãàëüíåííÿì îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó

¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó, ÿêi âïåðøå ââåäåíà äî ðîçãëÿäó. Äîâåäå-

íî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, ôóíêöiîíàëüíó ôîðìóëà

òèïó Òiëå, ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó. Îòðèìàíî

ïðåäñòàâëåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíèìè êâàçi�îáåðíåíèìè ëàí-

öþãîâèìè äðîáàìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íå òà ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ i ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàííi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨

òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. �õ ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòà-

òè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè, ìåõàíiêè,

ðîçðîáöi ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ òîùî.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè, îáåðíåíi ðiçíèöi,

ôóíêöiîíàë, iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá, îáåðíåíi ïîõiäíi, ïðàâèëà

îáåðíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè, îá-

ëàñòü çáiæíîñòi, çàëèøêîâèé ÷ëåí, àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

ABSTRACT

Pahirya M.M. Generalization of classical continued fractions and

function approximation, Qualifying scienti�c work on the rights of the

manuscript.

Thesis for the degree of the Doctor of Sciences in Physics and Mathemati-

cs in Speciality 01.01.01 � Mathematical analysis (111 � Mathematics). �

Mukachevo State University of Ministry of Education and Science of Ukraine,

Mukachevo, Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.
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The problem of interpolation functions by continued fraction, the problem

of expansion functions in continued fractions and the problem of interpolation

functional by integral continued C�fraction are investigated in the thesis.

New estimates for the remainders of the functional continued fractions of a

complex variable and interpolation continued fractions of a real variable with

polynomial elements have been proved. Problems of approximation of functi-

ons by Thiele interpolation continued fraction and interpolation continued C�

fraction have been investigated. Estimates of the remainders of the interpolation

continued fractions of the functions of the complex variable have been obtained,

the convergence of interpolation processes have been proved.

The problem of interpolation of a functional by an integral continued C-

fraction if its value is known on the set of continual nodes has been studied.

The necessary and su�cient conditions for its solvability have been obtained.

The quasi�reciprocal interpolation continued fractions of Thiele type and

C�fractions type have been considered. Estimates of remainders of interpolati-

on continued fractions following types have been received, the convergence of

interpolation processes has been proved. The new type of reciprocal di�erences

� reciprocal di�erences of the 2nd type have been introduced, their properties

have been proved.

Functional interpolation continued fractions and quasi�reciprocal functional

interpolation continued fractions have been proposed for the �rst time. Esti-

mates of the remainders of functional interpolation continued fractions and

convergence of interpolation processes have been proved. The reciprocal g� di-

�erence and the reciprocal g�di�erence of the 2nd type have been introduced.

Properties of reciprocal g�di�erences and reciprocal g�di�erence of the 2nd type

have been proved.

New properties of Thiele reciprocal derivatives have been obtained, rules of

reciprocal di�erentiation by Thiele have been established. The equivalence of

di�erent ways of expansion a function in a regular C�fraction has been proved.
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Areas of convergence of expansion of some functions in continued fraction, a

priori and a posteriori estimates, have been established.

For the �rst time the reciprocal derivatives of the 2nd type have been

introduced, the properties of such a type of reciprocal derivatives and Thiele

type formula have been obtained. Relationships between the reciprocal derivati-

ves of Thiele and the ordinary derivatives of the function have been established.

The possibility of expansion of a function in a quasi�reciprocal continued C�

fraction, convergence of such expansion to function, a posteriori estimation have

been proved.

A new notations � an reciprocal g�derivative and reciprocal g�derivative

of the 2nd type have been introduced. Properties of such reciprocal derivatives

and functional formulas of the Thiele type have been proved.

Keywords: interpolation continued fractions, reciprocal di�erence, functi-

onal, integral continued C�fraction, reciprocal derivatives, rules of reciprocal

di�erentiation, expansion of functions in continued fractions, convergence regi-

on, remainder, a priori and a posteriori estimates.

ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËIÊÀÖIÉ ÇÄÎÁÓÂÀ×À

1. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. � Óæãî-

ðîä, Ãðàæäà, 2016. � 412 ñ.

2. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äåÿêi òèïè iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ // Êîì-

ï'þòåðíà ìàòåìàò. Îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü: Çáið. íàóê. ïðàöü. ÍÀÍ Óêðà¨-

íè, Ií�ò êiáåðíåòèêè iì. Â. Ì. Ãëóøêîâà. � Ò. 1. � Êè¨â: Ií-ò êiáåðíåòèêè

iì. Â. Ì.Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2001. � Ñ. 328�333.

3. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Ïðî åôåêòèâíiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié äåÿêèìè òèïà-

ìè iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ // Ìàò. ìåòîäè òà ôiç.�ìåõ. ïîëÿ.

� 2003. � Ò. 46. � � 4. � C. 57�64.

4. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè //

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2005. � Âèï. 10�11.

� Ñ. 77�87.



7

5. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Ñâèäà Ò. Ñ. Çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äâîâèìiðíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Óêð. ìàò. æóðí. � 2006. � 58, � 6. � Ñ. 842�851.

6. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi

äðîáè // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2007. �

Âèï. 14�15. � Ñ. 107�116.

7. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Åêâiâàëåíòíi iíòåðïîëÿöiéíîìó áàãàòî÷ëåíó ëàíöþãîâi

äðîáè // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2008. �

Âèï. 16. � Ñ. 127�134.

8. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãî-

âîãî äðîáó Òiëå // Óêð. ìàò. æóðí. � 2008. � 60, �. 11. � Ñ. 1548�1554.

9. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå // Íàóê. âiñíèê Óæãî-

ðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2008. � Âèï. 17. � Ñ. 179�192.

10. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè

ïðàâèëüíèõ ëàíöþãîâèõ C�äðîáiâ // Óêð. ìàò. æóðí. � 2009. � 61, � 7.

� C. 1005�1009.

11. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó òà ¨õ âëàñòèâîñòi // Íàóê.

âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2009. � Âèï. 18. � Ñ. 99�

105.

12. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ // Óêð.

ìàò. æóðí. � 2010. � 62, � 5.� C. 708�713.

13. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè òèïó Òiëå // Íàóê.

âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2010. � Âèï. 20. � Ñ. 98�

110.

14. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Çâ'ÿçêè îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî òèïó

ç ïîõiäíèìè òà îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð.

ìàòåì. i iíôîðì. � 2011. � Âèï. 22, � 1. � Ñ. 102�110.

15. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèìè ôóíêöiîíàëü-

íèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì.

i iíôîðì. � 2012. � Âèï. 23, � 1. � Ñ. 89�98.



8

16. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ êâàçi�îáåðíåíèõ iíòåðïî-

ëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì.

i iíôîðì. � 2013. � Âèï. 24, � 2. � Ñ. 130�137.

17. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþ-

ãîâîãî C�äðîáó // Óêð. ìàò. æóðí. � 2014. � 66, � 6. � Ñ. 806�814.

18. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â êâàçi�îáåð-

íåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð.

ìàòåì. i iíôîðì. � 2014. � Âèï. 25, � 2. � Ñ. 131�144.

19. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå // Òåîð. íà-

áëèæ. ô�é òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çá. ïðàöü Ií�òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

� 2015. � Ò. 12, � 4. � Ñ. 226�234.

20. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â ëàíöþãîâèé äðiá // Íàóê.

âiñíèê Óæãîðîä. óí�òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2015. � Âèï. 2 (27). � Ñ.

123�136.

21. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨

ôóíêöi¨ // Ìàòåìàò. ïðîáë. ìåõàíiêè òà îá÷èñ. ìàòåì.: Çá. ïðàöü Ií�òó

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2015. � Ò. 12, � 5. � Ñ. 132�139.

22. Ïàãiðÿ Ì.Ì. Çîáðàæåííÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z, cos z ëàíöþãîâèìè

äðîáàìè // Óêð. ìàò. æóðí. � 2018. � 70, � 5. � Ñ. 682�698.

23. Ìàêàðîâ Â. Ë., Ïàãiðÿ Ì. Ì. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëü-

íèìè ëàíöþãîâèìè Ñ�äðîáàìè // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. 2018. � 3. C. 12�21.

24. Pahirya M. M. Some new aspects of Thiele interpolation continued fracti-

on // Communication in the Analytic Theory of Continued Fractions. � 2001.

� Vol. IX. � P. 21�29.

25. Pahirya M. M. Interpolation function of non�Thiele continued fractions

// Communication in the Analytic Theory of Continued Fractions. � 2002. �

Vol. X. � P. 59�62.

26. Pahirya M. M. The problem of interpolation function of Thiele conti-

nued fraction (Some Examples) // Communication in the Analytic Theory of



9

Continued Fractions. � 2007. � Vol. XV. � P. 34�39.

27. Pahirya M. M. Expansion of function z ln z in the quasi�reciprocal conti-

nued fraction // International Journal of Advanced Research in Mathematics.

� 2016. � Vol. 7. � P. 1�9.

28. Pahirya M. M. A reciprocal g�derivatives of 2�nd type and its properties

// International Journal of Advanced Research in Mathematics. � 2017. �

Vol. 8. � P. 1�11.

29. Pahirya M. M. Multidimensional Interpolating Continued Fractions //

Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ, (Êè¨â, 21�23 ñåðïíÿ 2001). � Òåîð.

íàáë. òà ãàðìîí.àíàëiç, ñåêöiÿ 10, Òåçè äîïîâiäåé. � Ñ. 42.

30. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êðèæàíîâñüêà I. Â. Ïðî ïîáóäîâó äåÿêèõ òèïiâ iíòåð-

ïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ // Ìiæíàðîäíà øêîëà�ñåìiíàð "Ëàíöþãîâi

äðîáè, ¨õ óçàãàëüíåííÿ òà çàñòîñóâàííÿ", (Óæãîðîä, 19�24 ñåðïíÿ 2002).

Òåçè äîïîâiäåé.� Ñ. 42�44.

31. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Ñâèäà Ò. Ñ. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà ¨õ óçàãàëüíåííÿìè // Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ

"Øîñòi Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ", (×åðíiâöi, 25�29 ñåðïíÿ 2003). Òåçè äîïî-

âiäåé. � Ñ. 166.

32. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Ñâèäà Ò. Ñ. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà ¨õ óçàãàëüíåííÿìè // Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà

êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà, (Äðîãîáè÷, 27 âåðåñíÿ� 1 æîâòíÿ

2004). Òåçè äîïîâiäåé. � C. 159.

33. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Çàäà÷à íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèìè ëàí-

öþãîâèìè äðîáàìè // Conference "Functional Methods in Approximation

Theory, Operator Theory, Stochastic Analysis and Statistics", (Kyiv,October

1�5, 2004). Abstracts. � P. 93.

34. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Ìiæ-

íàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", (Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006). Òåçè äîïîâiäåé.



10

� Ñ. 76�77.

35. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Çàäà÷à íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

// Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà, (Äðî-

ãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ 2007). Òåçè äîïîâiäåé. � Ñ. 214.

36. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Ðîçâèòîê ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé äðiá //

Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè, (Ëüâiâ, 25�29 òðàâíÿ 2008). Òåçè

äîïîâiäåé. Ò. 3. � Ñ. 81�83.

37. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ òà äâîõ çìiííèõ ëàíöþãî-

âèìè äðîáàìè òà ¨õ óçàãàëüíåííÿìè // Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ

"Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", (Ìåëiòî-

ïîëü, 16�21 ÷åðâíÿ 2008) Òåçè äîïîâiäåé. � Ñ. 88.

38. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Confe-

rence "Functional Methods in Approx. Theory and Operator Theory III", (Ñâi-

òÿçü, 22�26 ñåðïíÿ 2009). Abstracts. � P. 69�70.

39. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Óêðà-

¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ. (Êè¨â, 27�29 ñåðïíÿ 2009). �

htpp://www.imath.kiev.ua/~congress2009 /Abstracts/Pahirya.pdf

40. Ïàãiðÿ Ì. Ì., Êàöàëà Ð. À. Ïðî äâà ïiäõîäè äî ïîáóäîâè ïðàâèëüíèõ

ëàíöþãîâèõ C�äðîáiâ òà äåÿêi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ // Internati-

onal Conference on Complex Analysis, (Lviv, May 31�June 5, 2010). Abstracts.

� P. 103�104.

41. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíèìè ëàíöþãîâèìè

äðîáàìè // International Conference in Modern Analysis. (Donetsk, June 20�

23, 2011). Abstracts. � P. 84.

42. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äåÿêi ñïîñîáè íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðî-

áàìè // Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòî-

ñóâàííÿ", (Êàì'ÿíåöü�Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ, 2012). Òåçè äîïî-

âiäåé. � Ñ. 79�80.

43. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿöiéíèìè ôóíêöiîíàëü-



11

íèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // International Conference dedicate to the 120th

anniversary of Stefan Banach. (L'viv, September 17�21, 2012). Abstracts of

report. � P. 172.

44. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè // Ìiæíàðîäíà íàóêî-

âà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", (Óæãîðîä�

×åíàäi¹âî, 27�29 âåðåñíÿ 2012). Ìàòåðiàëè êîíôåðåíöi¨. � Ñ. 64.

45. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // Ìiæ-

íàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF�2013. Äè-

ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", Ñåâàñòîïîëü,

23�30 ÷åðâíÿ 2013). Òåçè äîïîâiäåé. � Ñ. 258.

46. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äåÿêi ïiäõîäè äî íàáëèæåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè // VII Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêà-

äåìiêà I.I. Ëÿøêà "Îá÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", (Êè¨â, 9�10

æîâòíÿ 2014). Ìàòåðiàëè êîíôåðåíöi¨. � Ñ. 74�75.

47. Pahirya M. M. Approximation of functions of complex variables by

continued fractions // International V. Skorobohatko mathematical conference,

(Drohobych, August 25�28, 2015). Abstracts. � P. 115.

48. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äåÿêi ïiäõîäè äî iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâè-

ìè äðîáàìè // VIII Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà I.I. Ëÿøêà

"Îá÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", (Êè¨â, 8�9 æîâòíÿ 2015). Ìà-

òåðiàëè êîíôåðåíöi¨. � Ñ. 67�68.

49. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâè-

ìè äðîáàìè // Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿ-

ííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", (Óæãîðîä, 19�21 òðàâíÿ 2016). Òåçè äîïîâiäåé. �

C. 104.

50. Pahirya M. M. Expansion function of complex variable in the conti-

nued fraction // 24�th International conference on �nite or in�nite dimensi-

onal complex analysis and application,(Jaipur, India, August 22�26, 2016).

Abstracts. � P. 87.



12

51. Ïàãiðÿ Ì. Ì. Äåÿêi ïiäõîäè äî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðî-

áè // Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòî-

ñóâàííÿ", (Ñëîâ'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ, 2017). Òåçè äîïîâiäåé.� C. 76.



13

ÇÌIÑÒ

Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü 19

Âñòóï 22

Ðîçäië 1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè 33

1.1. Ëàíöþãîâi äðîáè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.2. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè . . . . . . . . . . . . . . 43

1.3. N�òî÷êîâà àïðîêñèìàöiÿ Ïàäå . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.4. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè . . . . . . . . . 49

1.5. Ôóíêöi¨ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . . . . . . . . . 55

1.6. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ñòåïåíåâèé ðÿä Òåéëîðà . . . . . . . . 58

1.7. Ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè òà ðÿäè Ëîðàíà. Âiäïîâiäíi

ëàíöþãîâi äðîáè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.8. Àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

1.9. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Ìåòîä Ëàãðàíæà . . . . . 68

1.10. Ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä òà ëàíöþãîâi äðîáè Ãàóññà . . . . . . 71

1.11. Ôîðìóëà Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Ðîçäië 2. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè Òiëå

òà òèïó Ñ�äðîáó 75

2.1. Ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2.2. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2.3. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå . . . . . . . . . . . . 84

2.4. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå

äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.5. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó . . . . . . . 95



14

2.6. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó

Ñ�äðîáó äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2.7. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè

Ñ�äðîáàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

2.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Ðîçäië 3. Êâàçi�îáåðíåíi iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè 115

3.1. Îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè . . . . . . . . . . . 115

3.2. Êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå 119

3.3. Îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

3.4. Çàëèøêîâèé ÷ëåí êâàçi�îáåðíåíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Òiëå äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . . . 129

3.5. Êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

C�äðîáó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

3.6. Çàëèøêîâèé ÷ëåí êâàçi�îáåðíåíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Ñ�äðîáó äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . . 135

3.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

Ðîçäië 4. Ôóíêöiîíàëüíi iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè 139

4.1. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå 139

4.2. Îáåðíåíi g�ðiçíèöi òà ¨õ âëàñòèâîñòi . . . . . . . . . . . . . . 140

4.3. Çàëèøêîâèé ÷ëåí ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.4. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Ñ�äðîáó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

4.5. Êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé

ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.6. Îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

4.7. Êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé

ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó . . . . . . . . . . . . . . . . . 159



15

4.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

Ðîçäië 5. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

òà â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá 164

5.1. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå . . . . . . . . . . . . . 164

5.2. Âçà¹ìîçâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå ç ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ 168

5.3. Òåîðåìè ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà

òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

5.4. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ò�ËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

5.4.1. Ôóíêöi¨ (c+ z)α, ez, tg z, th z, ln(c+ z) . . . . . . . . . 176

5.4.2. Ôóíêöi¨ ctg z, cth z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

5.4.3. Ôóíêöiÿ z ln z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

5.5. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá . . . . 191

5.5.1. Ôóíêöiÿ (c+ z)α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

5.5.2. Ôóíêöiÿ ez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

5.5.3. Ôóíêöiÿ tg z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5.5.4. Ôóíêöi¨ ctg z, th z, cth z . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

5.5.5. Ôóíêöiÿ ln(c+ z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

5.5.6. Ôóíêöiÿ z ln z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

5.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

Ðîçäië 6. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi

äðîáè 208

6.1. Îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

6.2. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó . . . . . . . . . . 210

6.3. Ôîðìóëà òèïó Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

6.4. Çâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó ç ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ . 214

6.5. Âçà¹ìîçâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó òà îáåðíåíèõ ïî-

õiäíèõ Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220



16

6.6. Òåîðåìè ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà

òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

6.7. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

6.7.1. Ôóíêöiÿ ez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

6.7.2. Ôóíêöiÿ (c+ z)α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

6.7.3. Ôóíêöiÿ ln(c+ z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6.7.4. Ôóíêöiÿ z ln z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

6.7.5. Ôóíêöiÿ tg z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

6.7.6. Ôóíêöiÿ ctg z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

6.7.7. Ôóíêöi¨ th z òà cth z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

6.8. Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ . . . . . . . . . . 242

6.9. Çáiæíiñòü Ñ�ÊËÄ äî ôóíêöi¨. Àïîñòåðiîðíà îöiíêà . . . . . 243

6.10. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ñ�ÊËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

6.10.1. Ôóíêöiÿ ez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

6.10.2. Ôóíêöiÿ (c+ z)α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

6.10.3. Ôóíêöiÿ ln(c+ z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

6.10.4. Ôóíêöiÿ z ln z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

6.10.5. Ôóíêöiÿ tg z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

6.10.6. Ôóíêöiÿ ctg z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

6.10.7. Ôóíêöi¨ th z òà cth z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

6.11. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

Ðîçäië 7. Çîáðàæåííÿ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè 258

7.1. Îáåðíåíi g�ïîõiäíi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

7.2. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ . . . . . . . . . . . . . . . 266

7.3. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè . . . 270

7.3.1. Ôóíêöiÿ (c+ ez)α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270



17

7.3.2. Ôóíêöiÿ tg zm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

7.3.3. Ôóíêöiÿ cth
√
z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

7.4. Çîáðàæåííÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z, cos z ôóíêöiîíàëüíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

7.4.1. Ôóíêöi¨ ch z, sh z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

7.4.2. Ôóíêöiÿ sin z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

7.4.3. Ôóíêöiÿ cos z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

7.5. Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

7.6. Ïðàâèëà îáåðíåíîãî g�äèôåðåíöiþâàííÿ 2�ãî òèïó . . . . . 292

7.7. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi

ëàíöþãîâi äðîáè òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó . . . . . . . . . 295

7.7.1. Ôóíêöiÿ ch z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

7.7.2. Ôóíêöiÿ sh z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298

7.7.3. Ôóíêöiÿ sin z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

7.7.4. Ôóíêöiÿ cos z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

7.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË 311

Äîäàòîê À. 328

À.1. Ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

À.2. Âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ . . . . . . . 333

Äîäàòîê Á. Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè

äðîáàìè 337

Á.1. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�IËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

Á.2. Îöiíêè çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�IËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . 340

Á.3. Ïîðiâíÿííÿ ÿêîñòi iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ò�IËÄ

òà ìíîãî÷ëåíîì ó ôîðìi Íüþòîíà . . . . . . . . . . . . . . . 343

Á.4. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�IËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

Á.5. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . . 350



18

Á.6. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�ÊIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 352

Á.7. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . 355

Á.8. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÊIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

Á.9. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨ . . . . . 360

Á.10.Iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ò�ÔIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 363

Á.11.Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÔIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 365

Á.12.Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�ÊÔIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . 367

Á.13.Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÊÔIËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . 369



19

ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

◦ � êîìïîçèöiÿ

[ · ] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà

|| · || � íîðìà

� � êiíåöü äîâåäåííÿ òåîðåìè, ëåìè, òâåðäæåííÿ

C � ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

C � C ∪ {∞}
dR � äiàìåòð êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè R ⊂ R

dZ � äiàìåòð êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè Z ⊂ C

deg Pn(z) � ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà Pn(z)

Int D � âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè D
(n)f(z) � îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå ôóíêöi¨ n�ãî ïîðÿäêó
(n)fg(z) � îáåðíåíà g�ïîõiäíà ôóíêöi¨ n�ãî ïîðÿäêó
[n]fg(z) � îáåðíåíà g�ïîõiäíà 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ n�ãî ïîðÿäêó
{n}f(z) � îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ n�ãî ïîðÿäêó

F (a, b; c; z) � ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä

g(z) � áàçèñ�ôóíêöiÿ

Hn � 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

H
(n)
k � âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ k�ãî ïîðÿäêó

K(z) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

L0 � ïîëå ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà

L(f) � ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f(z) â ðÿä Ëîðàíà

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

N0 � N ∪ {0}
N2 � N\{1}
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Pn(z) � ìíîãî÷ëåí a0 + a1z + · · ·+ anz
n

R[L/M ](z) � àïðîêñèìàíòà Ïàäå

R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë

R+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë

R � êîìïàêò â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë R

S∗n � 2Hn + ln(c+ z∗), c 6= 0

S0
n � 2Hn + 1

S̄n � 2Hn + ln z∗

I � íåñêií÷åííà ìàòðèöÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

X � ìíîæèíà iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ â R
Xtest � ìíîæèíà ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê â R
Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

Z−0 � {0,−1,−2, . . . .}
Z � êîìïàêò â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C

Z � ìíîæèíà iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ â Z
Ztest � ìíîæèíà ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê â Z
IËÄ � iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá

IíòËÄ � iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá

IÔËÄ � iíòåðïîëÿöiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá

C�IËÄ � iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó C � äðîáó

C�IíòIËÄ � iíòåãðàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó C�

äðîáó

C�ÊIËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

C�äðîáó

C�ÊËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó C � äðîáó

C�ÊÔIËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàí-

öþãîâèé äðiá òèïó C�äðîáó
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C�ÊÔËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

C�äðîáó

C�ÔËÄ � ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó C�äðîáó

ÎIÔËÄ � îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé

äðiá

ÎÔËÄ � îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá

Ò�IËÄ � iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

Ò�ÊIËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå

Ò�ÊËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå

Ò�ÊÔIËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàí-

öþãîâèé äðiá òèïó Òiëå

Ò�ÊÔËÄ � êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå

Ò�ËÄ � ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

Ò�ÔIËÄ � ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå

Ò�ÔËÄ � ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå

ÔËÄ � ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá

ÔÐË � ôîðìàëüíèé ðÿä Ëîðàíà

ÔÑÐ � ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä
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Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ

íàáëèæåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, çîêðåìà äîñëiäæóþòüñÿ çà-

äà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äiéñíî¨ òà êîìïëåêñíî¨ çìiííèõ, ÿêi çàäàíi íà

êîìïàêòi, ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà iíòå-

ãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, çàäà÷i

ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè òà iíøi ñóïðîâiäíi çàäà÷i. Ïðè äî-

ñëiäæåííÿ çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ïîðÿä iç iíòåðïîëÿöiéíèìè ëàíöþ-

ãîâèìè äðîáàìè Òiëå ââîäÿòüñÿ â ðîçãëÿä iíøi òèïè iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàí-

öþãîâèõ äðîáiâ: Ñ�äðîáè, êâàçi�îáåðíåíi òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó, ôóí-

êöiîíàëüíi i êâàçi�îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi äðîáè; îòðèìàíi îöiíêè çàëèøêî-

âèõ ÷ëåíiâ; îá ðóíòîâàíà çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ äî ôóíêöi¨.

Ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷i ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâi äðîáè, çàïðîïî-

íîâàíi äåÿêi àíàëîãè ôîðìóëè Òiëå, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ââåäåíèõ â äè-

ñåðòàöi¨ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ òà îáåðíåíèõ

g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó; äîâåäåíi âëàñòèâîñòi ðîçãëÿíóòèõ íîâèõ òèïiâ îáåð-

íåíèõ ïîõiäíèõ; îòðèìàíi ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè íîâèõ

òèïiâ; âñòàíîâëåíi îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi

îöiíêè.

Àêòóàëüíiñòü ðîçãëÿíóòèõ â äèñåðòàöi¨ çàäà÷ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïî-

ðÿä iç ìíîãî÷ëåíàìè, óçàãàëüíåíèìè ìíîãî÷ëåíàìè òà ñïëàéíàìè ëàíöþ-

ãîâi äðîáè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié [10, 45, 59,

60,69,94,103,120,138,139,162]. Ëàíöþãîâi äðîáè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ðàöiîíàëü-

íèìè àïðîêñèìàöiÿìè [125, 132] òà àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå [6, 17, 141], îðòî-

ãîíàëüíèìè ìíîãî÷ëåíàìè [149]. Îäíèì iç óçàãàëüíåíü ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ ¹ ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè (ÃËÄ), ÿêi çàïðîïîíîâàíi Â. ß. Ñêîðîáîãà-
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òüêîì [12, 104]. ÃËÄ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â çàäà÷àõ íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Òåîðiÿ ÃËÄ, äâîâèìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, iíòå-

ãðàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ðîçãëÿíóòà â ìîíîãðàôiÿõ Ä. I. Áîäíàðà [11],

Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨ [40], M. Î. Íåäàøêîâñüêîãî [66], Ì. Ñ. Ñÿâàâêà [108],

ñòàòòÿõ Ò. Ì. Àíòîíîâî¨, Î. Ì. Ñóñü [2], Í. Ï. Ãî¹íêî, Â. Ï. Ãëàäóíà, Î. Ñ.

Ìàíçié [19], Ñ. Ì. Âîçíî¨ [14], Ì. Ì. Áóáíÿê [123], Ð. I. Äìèòðèøèíà [29]

òà iíøèõ.

Íàáëèæåííÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè òà ¨õ ðiçíîìàíiòíèìè óçàãàëüíåí-

íÿìè íàëåæèòü äî íàéáiëüø âèâ÷åíèõ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ ôóíêöié. Ôóí-

äàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ìiñòÿòüñÿ â ïðàöÿõ Í. I. Àõi¹çåðà [3], Â. Ê. Äçÿ-

äèêà [26], Ì. Ï. Êîðíåé÷óêà [33], Ë. Êîëëàòöà, Â. Êðàáñà [38], Â. Ë. Ìà-

êîðîâà, Â. Â. Õëîáèñòîâà, Ë. À. ßíîâè÷à [51, 56, 160], Ï.�Æ. Ëîðàíà [64],

I. Ï. Íàòàíñîíà [65], Ñ. Ì. Íiêîëüñüêîãî [68], Î. I. Ñòåïàíöÿ [105], Î. Ï.

Òiìàíà [109], Å. ×åéíi [128] òà iíøèõ. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíà-

ìè äîñëiäæóâàëàñÿ â ìîíîãðàôiÿõ Î. Î. Ãåëüôîíäà [18], À. À. Ïðèâàëî-

âà [95], Äæ. Ë. Óîëøà [111], Ê. Éîðäàíà [148] òà âèñâiòëþ¹òüñÿ ó ëiòåðàòó-

ði [4,5,7,16,24,37,42,62,102,129,134,176,184]. Â ÿêîñòi àïàðàòó íàáëèæåííÿ

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïëàéí�ôóíêöi¨ [32,34,52], ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ òà àïðî-

êñèìàöi¨ Ïàäå [6,20,67,100]. Iñíóþòü òàêîæ iíøi ïiäõîäè â çàäà÷àõ íàáëèæå-

ííÿ ôóíêöié. Òàê â ìîíîãðàôi¨ Â. Ë. Ðâà÷îâà, Â. Î. Ðâà÷îâà [98] ðîçðîáëåíi

ìåòîäè òàê çâàíèõ àòîìàðíèõ ôóíêöié, à â ìîíîãðàôi¨ Î. Ì. Ëèòâèíà [44]

âèêëàäåíî òåîðiþ iíòåðëiíàöi¨ òà iíòåðôëåòàöi¨ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè äîñëiäæóâàëèñÿ â

ðîáîòàõ Þ. Ì. Âðîíñüêîãî [144,145], Ò. Í. Òiëå [188], Í. Å. Íüîðëóíäà [164],

Ô. Å. Ãiëäåáðàíäà [139], Ô. Ì. Ëàðêiíà [155], Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, Â. Ñåìà-

øêî, Ñ. Ì. Âîçíî¨ [15, 40, 151], Ñ. Ñ. Õëîïîíiíà [117, 118], Ë. Â. Çàðóäíÿ-

êà [30], É. Òàéí, Ê. ×æàî, Ï. Öi [186,187,190] òà iíøèõ. Çàäà÷i åêñòðàïîëÿöi¨

ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå ðîçãëÿíóòi â ìî-

íîãðàôiÿõ Ê. Áðåæiíñêi, Ì. Ð. Çàãëiÿ [126] òà À. Ñiäi [182].
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Âðàõîâóþ÷è ÷óäîâi âëàñòèâîñòi ëàíöþãîâèõ äðîáiâ: ñòiéêiñòü ùîäî çáó-

ðåíü, äâîñòîðîííi íàáëèæåííÿ i ò.ä, ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ðàíiøå ðîçãëÿ-

íóòèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, à òàêîæ ïîáóäîâà òà äîñëiäæå-

ííÿ iíøèõ òèïiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñòàíîâëÿòü ïåâíèé

íàóêîâèé iíòåðåñ.

Iñíó¹ äåêiëüêà ìåòîäiâ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi äðîáè. Iñòî-

ðè÷íî ïåðøèì iç íèõ áóâ ìåòîä Ëàãðàíæà (1776), ÿêèé ïîëÿãàâ ó âiäøó-

êàíi ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî

äðîáó. ßêùî ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ïðè ïåâíèõ êîåôiöi-

¹íòàõ, òî îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá. Ìåòîä Ëà-

ãðàíæà ðàçîì iç âëàñíèìè äîñëiäæåííÿìè âèêëàäåíî Î. Ì. Õîâàíñüêèì

â ìîíîãðàôi¨ [116, 152]. Óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó Ëàãðàíæà ìiñòèòüñÿ ðîáîòàõ

Ñ. Ñàíiåëåâi÷à [178], Ê. Êóïåðà, Ñ. Êóïåðà, Â. Äæîíñà [130], Å. Ìåðêåñà,

Â. Ñêîòòà [161], À. Ñòîêåñà [183]. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ëàãðàíæà òà éî-

ãî óçàãàëüíåíü îòðèìàíi ðîçâèíåííÿ áàãàòüîõ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè

Æ. Ëàãðàíæåì, Ë. Îéëåðîì, É. Ã. Ëàìáåðòîì òà iíøèìè àâòîðàìè [131].

Îäíàê íå äëÿ âñiõ ôóíêöié, íàïðèêëàä sin z, cos z, sh z, ch z, äèôåðåíöiàëü-

íi ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi çíàéäåíî. Iíøèé ìåòîä îòðèìàííÿ ðîçâèíåííÿ ôóí-

êöi¨ ó ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá ïîâ'ÿçàíèé iç ðîçâèíåííÿì ôóíêöi¨

â ñòåïåíåâèé ðÿä i ïåðåäáà÷à¹ îá÷èñëåííÿ ÷îòèðüîõ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ

äëÿ çíàõîäæåííÿ êîæíîãî êîåôiöi¹íòà ëàíöþãîâîãî äðîáó [6, 25, 104, 131].

Ùå îäèí ñïîñiá ïîáóäîâè âiäïîâiäíîãî ñòåïåíåâîìó ðÿäó ëàíöþãîâîãî δ�

äðîáó ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Ë. Ëàíãå [154] òà Ê. Áàëòóñà, Ñ. Êóïåðà, Ê.

Êðàâiîòòî, Äæ. ÌàêÊåéáà [121]. Àíàëîãîì ôîðìóëè Òåéëîðà â òåîði¨ ëàí-

öþãîâèõ äðîáiâ ¹ ôîðìóëà Ò. Í. Òiëå (1909) [188], ÿêà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè

êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá ðåêóðåíòíî çíàõîäÿ÷è

îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöi¨. Ôîðìóëà Òiëå òà âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõi-

äíèõ äîñëiäæóâàëèñÿ â ìîíîãðàôi¨ Í. Å. Íüîðëóíäà (1924) [164], â ðîáîòàõ

Ï. Ä. Êëåìåíñà (1947) [150], Ã. Ñàëçåðà (1946, 1962) [179, 180], Ä. ßêîá-
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ñà (1966) [146] òà Òàéíà (2000) [186]. Îá ðóíòóâàííÿ íîâèõ âëàñòèâîñòåé

îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, îòðèìàííÿ íîâèõ ðîçâèíåíü ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâi

äðîáè, ââåäåííÿ â ðîçãëÿä îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ iíøèõ òèïiâ, âñòàíîâëåííÿ ¨õ

âëàñòèâîñòåé, îá ðóíòóâàííÿ íîâèõ àíàëîãiâ ôîðìóë òèïó Òiëå òà îòðèìà-

ííÿ çà äîïîìîãîþ íèõ ðîçâèíåíü ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè ¹ àêòóàëüíèì

íàïðÿìêîì äîñëiäæåííÿ â òåîði¨ ôóíêöié.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî íà êàôåäði ìàøèíîáóäóâàííÿ, ïðèðîäíè÷èõ äèñöè-

ïëií òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié Ìóêà÷iâñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó

çãiäíî iç íàóêîâî�äîñëiäíîþ òåìîþ "Íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ òåî-

ði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü", íîìåðà äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0113U008236,

0116U008704.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíîãî äîñëi-

äæåííÿ� öå âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé âiäîìèõ òà ïîáóäîâà íîâèõ iíòåðïîëÿíò

ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó, ðîçðîáêà i âäîñêîíàëåííÿ ñïîñîáiâ ðîçâèíå-

ííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè íàä ïîëåì C â

çàäà÷àõ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ òà ó çàäà÷àõ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi

äðîáè.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ ¹ àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ, ñïîñîáè ðîçâèíåííÿ ôóí-

êöié â ëàíöþãîâi äðîáè, îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïðiîðíi òà àïîñòåði-

îðíi îöiíêè.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Çíàéòè òà îá ðóíòóâàòè ôîðìóëó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà äëÿ iíòåðïî-

ëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó äiéñíî¨ çìiííî¨, åëåìåíòè

ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíè.

2. Âñòàíîâèòè îöiíêè çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ
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ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

3. Îòðèìàòè îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ Òiëå, Ñ�äðîáó, êâàçi�îáåðíåíèõ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó, ôóíêöiî-

íàëüíèõ òà êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó

êîìïëåêñíî¨ òà äiéñíî¨ çìiííèõ.

4. Äîñëiäèòè çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãî-

âèìè Ñ�äðîáàìè íà ìíîæèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, âñòàíîâèòè íåîáõiäíi

òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i òà ïîêàçàòè, ùî â ÷àñòèííîìó âè-

ïàäêó òàêèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái iíòåðïîëÿöiéíèé

ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá.

5. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü 2�ãî òèïó, îáåð-

íåíèõ ïîäiëåíèõ g�ðiçíèöü, îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ g�ðiçíèöü 2�ãî òèïó.

6. Âñòàíîâèòè âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå òà ïîõi-

äíèìè ôóíêöi¨. Äîâåñòè òåîðåìó ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà

ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

òà ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá. Îá ðóíòóâàòè àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi

îöiíêè. Âèçíà÷èòè îáëàñòi çáiæíîñòi îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü.

7. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îá ðóíòóâàòè

ôîðìóëó òèïó Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ç'ÿñóâàòè âçà-

¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå, îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè 2�ãî

òèïó òà ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî

òèïó ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â

êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè, çíàéòè îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïði-

îðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

8. Îá ðóíòóâàòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ, îòðèìàòè àíàëîã

ôîðìóëè Òiëå äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ðîçâèíåííÿ ôóí-

êöié â ëàíöþãîâi äðîáè òàêîãî òèïó.

9. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, îòðèìàòè

àíàëîã ôîðìóëè Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ
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äðîáiâ òà ðîçâèíåííÿ ôóíêöié.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî òà ôóí-

êöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, àíàëiòè÷íî¨ òå-

îði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó:

1. Îòðèìàíî îöiíêè çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàí-

öþãîâèõ äðîáiâ çàãàëüíîãî âèãëÿäó òà ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ç ÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè ðiâíèìè îäèíèöi, êîëè åëåìåíòè ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ¹ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

2. Çíàéäåíî òà îá ðóíòîâàíî ôîðìóëó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà iíòåðïîëÿöié-

íîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó åëåìåíòè ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíàìè

âiä äiéñíî¨ çìiííî¨.

3. Äëÿ ðiçíèõ òèïiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, çîêðåìà äðîáiâ

Òiëå, Ñ�äðîáiâ, êâàçi�îáåðíåíèõ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáiâ, ôóíêöiîíàëü-

íèõ òà êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó:

� îá ðóíòîâàíî ôîðìóëè çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ çà çíà÷åííÿìè ií-

òåðïîëüîâàíî¨ ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi âóçëiâ;

� äîâåäåíî ôîðìóëè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ äëÿ iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè àáî òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà, àáî òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà òà

çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ;

� îá ðóíòîâàíî ôîðìóëè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié

äiéñíî¨ çìiííî¨.

4. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, ÿêèé çàäàíèé íà ìíî-

æèíi êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì, äîâåäåíî

íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i, ïîêàçàíî, ùî

ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái iíòåð-

ïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá.
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5. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó, îáåðíåíi g�ðiçíèöi òà

îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó, äîâåäåíî ñèìåòðè÷íiñòü ðîçãëÿíóòèõ îáåðíå-

íèõ ðiçíèöü, âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñòi òà ðåêóðåíòíi ôîðìóëè.

6. Âñòàíîâëåíî íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, äîâåäåíî òåî-

ðåìó ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, îòðè-

ìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi äðîáè Òiëå òà ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi

Ñ�äðîáè, çíàéäåíî îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi

îöiíêè.

7. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó, îá ðóíòîâàíî âëàñòè-

âîñòi òà ôîðìóëà òèïó Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, äîâå-

äåíî òåîðåìó ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà ðàöiîíàëüíî¨

ôóíêöi¨, îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ëàíöþãîâi äðîáè,

âñòàíîâëåíî îáëàñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü, àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

8. Ñïèðàþ÷èñü íà ââåäåíi â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ïîõiäíi òà âñòàíîâëåíi

âëàñòèâîñòi, îá ðóíòîâàíî ôóíêöiîíàëüíà ôîðìóëà òèïó Òiëå çà äîïîìîãîþ

ÿêî¨ îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè.

9. Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó, äîâåäåíî ðåêóðåí-

òíi ôîðìóëè ¨õ îá÷èñëåííÿ, âëàñòèâîñòi òà ôóíêöiîíàëüíà ôîðìóëà òèïó

Òiëå äëÿ êâàçi�îáåðíåíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, îòðèìàíî

ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè òàêîãî âèãëÿäó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

ïðè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Ðåçóëüòàòè ðî-

áîòè ìàþòü i ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié. �õ ìîæíà

òàêîæ âèêîðèñòàòè â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ ìàòåìàòè÷íîãî òà êîìïëå-

êñíîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ðîçðîáëåíi àâòîðîì àëãîðèòìè ìî-

æóòü áóòè iìïëåìåíòîâàíi ó ñó÷àñíå ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ ÅÎÌ, ó òié

÷àñòèíi, ùî ñòîñó¹òüñÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì

ñàìîñòiéíî, à ó ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, âíåñîê âñiõ àâòî-

ðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñÿ

íà:

�Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi � 2001 (äî 200�ði÷÷ÿ ç äíÿ

íàðîäæåííÿ Ì. Â. Îñòðîãðàäñüêîãî), Êè¨â, 21�23 ñåðïíÿ 2001;

�Ìiæíàðîäíié øêîëi�ñåìiíàði "Ëàíöþãîâi äðîáè, ¨õ óçàãàëüíåííÿ òà

çàñòîñóâàííÿ", (äî 75�ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ïðîô. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà),

Óæãîðîä, 19�24 ñåðïíÿ 2002;

�Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöiÿ "Øîñòi Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ", ×åðíiâ-

öi, 25�29 ñåðïíÿ 2003;

�Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íèé êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà,

Äðîãîáè÷, 27 âåðåñíÿ� 1 æîâòíÿ 2004;

�Êîíôåðåíöi¨ "Functional Methods in Approximation Theory, Operator

Theory, Stochastic Analysis and Statistics", Kè¨â, 1�5 æîâòíÿ, 2004;

�Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöiÿ "Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ, 2006;

�Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà,

Äðîãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ, 2007;

�Êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè", Ëüâiâ, 25�29

òðàâíÿ 2008;

�Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ

ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", Ìåëiòîïîëü, 16�21 ÷åðâíÿ 2008;

�Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Functional Methods in Approxi-

mation Theory and Operator Theory III", Ñâiòÿçü, 22�26 ñåðïíÿ 2009;

�Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi �2009 (äî 100�ði÷÷ÿ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà), Êè¨â, 27�29 ñåðïíÿ 2009;

� International Conference on Complex Analysis, Ëüâiâ, 31 òðàâíÿ � 5
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÷åðâíÿ, 2010;

� International Conference in Modern Analysis, Äîíåöüê, 20�23 ÷åðâíÿ,

2011;

�Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòî-

ñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà�êîðåñïîíäåíòà

ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942�2007), Êàì'ÿíåöü�Ïîäiëüñü-

êèé, 28 òðàâíÿ�3 ÷åðâíÿ, 2012;

� International Conference dedicate to the 120th anniversary of Stefan

Banach, Ëüâiâ, 17�21 âåðåñíÿ, 2012;

�Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ" ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ ïðîôåñîðà Â. Â. Ìàðèíöÿ, Óæãîðîä,

27�29 âåðåñíÿ 2012;

�Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF�2013. Äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" ç íàãîäè 75�ði÷÷ÿ

ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè À. Ì. Ñàìîéëåíêà, Ñåâàñòî-

ïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013;

�VII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà I. I. Ëÿøêà "Îá÷èñëþ-

âàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", Êè¨â, 9�10 æîâòíÿ 2014;

� International V. Skorobohatko mathematical conference, Äðîãîáè÷, 25�

28 ñåðïíÿ, 2015;

�VIII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà I. I. Ëÿøêà "Îá÷èñëþ-

âàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà", Êè¨â, 8�9 æîâòíÿ 2015;

�Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ" ïðèñâÿ÷åíié 70�ði÷÷þ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì. Î. Ïåðå-

ñòþêà, Óæãîðîä, 19�21 òðàâíÿ 2016;

� 24�th International conference on �nite or in�nite dimensional complex

analysis and application, Jaipur, India, August 22�26, 2016;

�Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ", Ñëîâ'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ, 2017;
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� ñåìiíàðàõ êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçè-

êè Óæãîðîäñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê ñåìiíàðó ïðîô.

Ìàðèíåöü Â. Â.);

� ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàøèíîáóäóâàííÿ, ïðèðîäíè÷èõ äèñöèïëií òà ií-

ôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié Ìóêà÷iâñüêîãî äåðæ. óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèêè ñå-

ìiíàðó ïðîô. Ìèãàëèíà Þ. Â. , äîö. Ïèòüîâêà Î. Þ., äîö. Êàáàöié Â. Ì.);

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-

íè, 8 ÷åðâíÿ 2007, 19 ëèñòîïàäà 2010, 22 ëþòîãî, 20 ãðóäíÿ 2013, 27 áåðåçíÿ

2014, 16 æîâòíÿ 2015, 15 êâiòíÿ 2016, 10 ëþòîãî 2017 (êåðiâíèêè ñåìiíàðó

÷ëåí.�êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Î. I. Ñòåïàíåöü , ïðîô. À. Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàði "Ñó÷àñíèé àíàëiç" â Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi

iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 14 ãðóäíÿ 2014 ðîêó, (êåðiâíèêè ñåìiíàðó ïðîô.

I. Î. Øåâ÷óê, ïðîô. Î. Î. Êóð÷åíêî, ïðîô. Â. Ì. Ðàä÷åíêî);

� ñåìiíàði ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ, 23 áåðåçíÿ 2014, 19 ëþòîãî, 14 òðàâíÿ 2015, (êåðiâíèêè ñåìiíàðó

ïðîô. Ä. I. Áîäíàð, äîê. ôiç.�ìàò. íàóê Õ. É. Êó÷ìiíñüêà);

�Ëüâiâñüêîìó ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié,

16 áåðåçíÿ 2017, (êåðiâíèê ñåìiíàðó ïðîô. Ñêàñêiâ Î. Á.);

� ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ïî òåîði¨ ôóíêöié â Äíiïðîïåòðîâñüêîìó íà-

öiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Îëåñÿ Ãîí÷àðà, 18 áåðåçíÿ 2015, (êåðiâíèê

ñåìiíàðó ÷ëåí.�êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Â. Ï. Ìîòîðíèé);

� íà âè¨çíîìó çàñiäàííi Áþðî âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè i ñå-

êöi¨ ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ Çàõiäíîãî íàóêîâîãî öåí-

òðó ÍÀÍ Óêðà¨íè i ÌÎÍ Óêðà¨íè, 24�25 ëèñòîïàäà 2010 ðîêó, ì. Óæãîðîä.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â ìîíîãðàôi¨

[92] òà â 29 íàóêîâèõ ñòàòòÿõ [50, 70�91, 93, 168�172], iç íèõ 16 ñòàòåé ó

âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê [50,72�74,76,77,79,81,83�86,88�91], 3 � ó ñïiâàâòîðñòâi, 6 ðîáiò ó âèäà-

ííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâî�ìåòðè÷íèõ áàç [75,78,80,82,87,93],
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3 � ó ñïiâàâòîðñòâi, òà 5 ðîáiò ó çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ [168�172].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðåëiêó

óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ñåìè ðîçäiëiâ, ñïèñêó ëiòåðàòóðè 191 íàéìåíó-

âàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 372 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó äîêòîðó ôiçèêî�ìà-

òåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó, àêàäåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè Âîëîäèìèðó Ëåîíi-

äîâè÷ó Ìàêàðîâó òà ñïiâàâòîðàì îïóáëiêîâàíèõ ñòàòåé.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Âñi òâåðäæåííÿ, ÿêi óâiéøëè â äàíó ðîáîòó i íå íàëåæàòü àâòîðó, íàâå-

äåíi iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà i âiäïîâiäíèì ïîñèëàííÿì íà äæåðåëî.

Ëàíöþãîâi (íåïåðåðâíi) äðîáè ìàþòü ñâîþ äàâíþ iñòîðiþ. Áóðõëèâèé

ðîçâèòîê òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ â XVI�XIX ñòîëiòòÿõ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç

iìåíàìè Âàëëiñà, Ãàëóà, Ãàóññà, Ãåéíå, Ãþéãåíñà, Ëàãåððà, Ëàãðàíæà, Ëàì-

áåðòà, Ëàïëàñà, Ëåæàíäðà, Îéëåðà, Ïàäå, Ïóàíêàðå, Ðiìàíà, Ñòiëòü¹ñà,

Ôðîáåíióñà, ×åáèøîâà, ßêîái òà áàãàòüîõ iíøèõ. Ëàíöþãîâi äðîáè øèðîêî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîði¨ ÷èñåë [115, 143, 165, 166, 181]. Àíàëiòè÷íié òåîði¨

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ïðèñâÿ÷åíi ìîíîãðàôi¨ [25, 106,157,158,174,175,189].

1.1. Ëàíöþãîâi äðîáè

Òåðìií íåïåðåðâíèé äðiá (fractionum continuarum � ëàò.) ââiâ ó ðîçãëÿä

ó 1737 ðîöi Ë. Îéëåð [133]. Òåðìií ëàíöþãîâèé äðiá ïîõîäèòü âiä íiìåöüêîãî

òåðìiíó "Kettenbr�uch" [174].

Íåõàé an, bn, cn, dn ∈ C�êîìïëåêñíi ÷èñëà, n ∈ N0, w ∈ C�êîìïëå-

êñíà çìiííà. Äîáðå âiäîìî [25, ñ. 31], ùî êîìïîçèöiÿ äðîáîâî�ëiíiéíèõ ïå-

ðåòâîðåíü (ïåðåòâîðåíü Ìåáiþñà)

Sn(w) = s0 ◦ s1 ◦ · · · ◦ sn(w), sn(w) =
an + cnw

bn + dnw
, andn − bncn 6= 0, n ∈ N0 ,

â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ an, bn, cn, dn ìîæå ïîðîäæóâàòè íà

êîìïëåêñíié ïëîùèíi: à) ñêií÷åííó ñóìó Sn(0) =
n∑
k=0

ak, dn = 0, cn = bn = 1;
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á) ñêií÷åííèé äîáóòîê Sn(1) =
n∏
k=1

ck, an = dn = 0, bn = 1; â) ïiäõiäíèé äðiá

Sn(0) = a0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+
an

bn

, c0 = b0 = 1, d0 = cn = 0, dn = 1, n ∈ N.

Ñóêóïíiñòü äðîáîâî�ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü {sn(w)} áóäå óòâîðþâàòè ãðó-

ïó, ÿêùî â ÿêîñòi ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ ðîçãëÿäàòè êîìïîçèöiþ âiäîáðàæåíü

{sn(w)} [119, ñ. 46], [140, ñ. 302], [163, ñ. 151].

Îçíà÷åííÿ 1.1 ( [25, ñ. 37], [141, ñ. 474]). Ëàíöþãîâèì äðîáîì íà-

çèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà ïàðà
({
{an}, {bn}

}
; {fn}

)
, äå {an : an∈C, an 6= 0,

n ∈ N} òà {bn : bn ∈ C, n ∈ N0}� çàäàíi ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

{fn : fn ∈ C, n ∈ N0}�ïîñëiäîâíiñòü ç ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

C, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

fn = Sn(0), n ∈ N0, S0(w) = s0(w), Sn(w) = Sn−1(sn(w)), (1.1à)

s0(w) = b0 + w, sn(w) =
an

bn + w
, n ∈ N. (1.1á)

Çàóâàæåííÿ 1.1. Óìîâà an 6= 0, n ∈ N, çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íåòðèâi-

àëüíèõ, âiäìiííèõ âiä êîíñòàíòè ïåðåòâîðåíü Ìåáiþñà.

Àëãîðèòì ëàíöþãîâîãî äðîáó � öå ôóíêöiÿ K, ÿêà âèçíà÷åíà ñïiââiä-

íîøåííÿìè (1.1à)�(1.1á), i âiäîáðàæà¹ ïàðó
{
{an}, {bn}

}
â ïîñëiäîâíiñòü

{fn}. ×èñëà an òà bn íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, n�ì ÷àñòèííèì ÷èñåëüíè-

êîì òà n�ì ÷àñòèííèì çíàìåííèêîì i ìàþòü ñïiëüíó íàçâó åëåìåíòè. Äðiá

an/bn íàçèâà¹òüñÿ n�þ ëàíêîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó. ×èñëî iç ðîçøèðåíî¨
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êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

Sn(0) = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+
an

bn

íàçèâà¹òüñÿ n�ì ïiäõiäíèì äðîáîì àáî n�ì íàáëèæåííÿì.

Â ëiòåðàòóði ç òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ¨õ óçàãàëüíåíü ââåäåíî ðiçíi

ñêîðî÷åíi çàïèñè ïiäõiäíèõ äðîáiâ. Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi

ñêîðî÷åíi çàïèñè äëÿ n�ãî ïiäõiäíîãî äðîáó

fn = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · · +

an
bn
, fn = b0 +

n

K
i=1

ai
bi
, fn = b0 +K

n
i=1(ai/bi).

Êîëè ïîñëiäîâíîñòi {an} òà {bn} ìiñòÿòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ,
òî ëàíöþãîâèé äðiá

({
{an}, {bn}

}
; {fn}

)
íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì ëàíöþ-

ãîâèì äðîáîì. Òàêèé ëàíöþãîâèé äðiá ñêîðî÷åíî áóäåìî çàïèñóâàòè íàñòó-

ïíèì ÷èíîì

b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · · +

an
bn + · · ·

, b0 +
∞

K
i=1

ai
bi
, b0 + K(ai/bi).

Çáiæíiñòü ëàíöþãîâîãî äðîáó äî f ∈ C îçíà÷à¹ ïðÿìóâàííÿ åëåìåíòiâ

ïîñëiäîâíîñòi {fn} äî f , êîëè n→∞, òîáòî f = lim
n→∞

fn. Â öüîìó âèïàäêó

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çàïèñè

f = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · · +

an
bn + · · ·

,

àáî

f = b0 +
∞

K
i=1

ai
bi
. (1.2)

Îçíà÷åííÿ 1.2 ( [131, ñ. 52]). Ëàíöþãîâèé äðiá f(z) ç n�ì ïiäõiäíèì

äðîáîì fn(z) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi
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Z îáëàñòi D ÿêùî: (A) çíàéäåòüñÿ òàêå NZ ∈ N, ùî fn(z) ãîëîìîðôíà

(àíàëiòè÷íà) â äåÿêié îáëàñòi ôóíêöiÿ, ÿêà ìiñòèòü Z äëÿ âñiõ n > NZ ;

(B) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå Nε > NZ , ùî supz∈K |fn+m(z)−
fn(z)| < ε, n > Nε, m ∈ N0.

Òåîðåìà 1.1 ( [152, ñ. 39]). Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ëàíöþãîâîãî äðîáó

âèãëÿäó

c1

1 +

c2z

1 +

c3z

1 + · · · +

cnz

1 + · · ·
, cn 6= 0, n ∈ N,

â îáëàñòi D äîñòàòíÿ äëÿ òîãî, ùîá öåé ëàíöþãîâèé äðiá çáiãàâñÿ â îáëà-

ñòi D äî òi¹¨ ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ðîçâèíåíà â öåé ëàíöþãîâèé äðiá.

Îçíà÷åííÿ 1.3. N�ì çàëèøêîì ëàíöþãîâîãî äðîáó K(ai/bi) íàçèâà¹-

òüñÿ ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

∞

K
i=N+1

ai
bi

=
aN+1

bN+1 +

aN+2

bN+2 +

aN+3

bN+3 + · · ·
, N ∈ N0. (1.3)

Â öüîìó âèïàäêó n�é ÷èñåëüíèê, n�é çíàìåííèê òà n�é ïiäõiäíèé äðiá

N�ãî çàëèøêó ïîçíà÷èìî A(N)
n , B

(N)
n , f

(N)
n . ßêùî çàëèøîê (1.3) çáiæíèé, òî

éîãî çíà÷åííÿ ïîçíà÷èìî f (N).

Çàóâàæåííÿ 1.2 ( [131, ñ. 24]). Ïîñëiäîâíiñòü {f (N)} çàëèøêiâ çái-

æíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ìîæå íå çáiãàòèñÿ âçàãàëi, à ÿêùî âîíà çáiæíà,

òî ¨¨ ãðàíèöÿ ðiâíà 0 ó äóæå ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó. Öå ¹ ãîëîâíîþ âiä-

ìiííiñòþ ìiæ çáiæíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òà ðÿäàìè àáî íåñêií÷åí-

íèìè äîáóòêàìè äëÿ ÿêèõ, ÿê äîáðå âiäîìî, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

limn→∞
∑∞

i=n+1 ci = 0, limn→∞
∏∞

i=n+1 pi = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ëàíöþãîâi äðîáè b0 + K(ai/bi) òà d0 + K(ci/di) íà-

çèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíó i òó æ ïîñëiäîâíiñòü

ïiäõiäíèõ äðîáiâ, òîáòî, ÿêùî fn = b0 +K
n
i=1(ai/bi) i f

∗
n = d0 +K

n
i=1(ci/di),

òî fn = f ∗n. Â öüîìó âèïàäêó çàïèñóþòü b0 + K(ai/bi) ≡ d0 + K(ci/di).
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Òåîðåìà 1.2 ( [25, ñ. 50]). Ëàíöþãîâi äðîáè b0+K(ai/bi) i d0+K(ci/di)

åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë {ri : r0 = 1, ri 6= 0, i ∈ N}, ùî

d0 = b0, ci = ri−1riai, di = ribi, i ∈ N. (1.4)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.4) âèçíà÷àþòü åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ. Çà ïðèïóùåííÿì âñi ai 6= 0, i ∈ N. ßêùî ri âèáðàòè íàñòó-

ïíèì ÷èíîì ri =
i∏

k=1

a
(−1)i+1−k

k , òî îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè ðiâíèìè 1, òîáòî b0 + K(ai/bi) ≡ b0 +

+ K(1/di) , äå d1 = b1/a1, d2i = (b2ia1a3 . . . a2i−1) · (a2a4 . . . a2i)
−1, d2i+1 =

= (b2i+1a2a4 . . . a2i)× (a1a3 . . . a2i+1)
−1, i ∈ N. ßêùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ëàíöþ-

ãîâi äðîáè âèãëÿäó K(1/di), òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó íi÷îãî íå âòðà÷à¹òüñÿ.

ßêùî ïðèïóñòèòè äîäàòêîâî, ùî bi 6= 0, i ∈ N, òî åêâiâàëåíòíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè ëàíöþãîâèé äðiá ìîæíà çâåñòè äî ëàíöþãîâîãî äðîáó iç ÷à-

ñòèííèìè çíàìåííèêàìè ðiâíèìè îäèíèöi, òîáòî b0+K(ai/bi) ≡ b0+K(ci/1),

äå ri = 1/bi, i ∈ N, c1 = a1/b1, ci = ai/(bi−1bi) i ∈ N2. Ëàíöþãîâèé äðiá

âèãëÿäó K(ci/1) â çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäå åêâiâàëåíòíèé ëàíöþãîâîìó

äðîáó K(ai/bi) ëèøå ó âèïàäêó, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè bi 6= 0, i ∈ N.

ßêùî ðîçãëÿäàòè äâà ëàíöþãîâi äðîáè âèãëÿäó

f1 = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · ·
, f2 =

b0

1 +

c1

d1 +

c2

d2 + · · ·
i ïîñòàâèòè çàäà÷ó ïðî âñòàíîâëåííÿ óìîâ ¨õ åêâiâàëåíòíîñòi, òî, ÿê ïîêà-

çàíî â ìîíîãðàôi¨ Î. Ì. Õîâàíñüêîãî [116, ñ. 23�25], ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü íå ìîæíà âèçíà÷èòè ci òà di, i ∈ N, ÷åðåç

a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , àáî íàâïàêè ai, bi, i ∈ N, ÷åðåç c1, c2, . . . , d1, d2, . . . .

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó g = d0 + K(ci/di) ç ïiä-

õiäíèìè äðîáàìè gn = d0 + K
n
i=1(ci/di), n ∈ N0, íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì äî (1.2), ÿêùî äëÿ áóäü ÿêîãî çíà÷åííÿ n ∈ N0 ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ fn · gn = gn · fn = 1.
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Îäèí ëàíöþãîâèé äðiá ìîæíà îòðèìàòè ç iíøîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó çà

ðàõóíîê ñòèñêó àáî ðîçòÿãó.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ëàíöþãîâèé äðiá b∗0 + K(a∗i/b
∗
i ) ç n�ì ïiäõiäíèì äðî-

áîì f ∗n = b∗0 + K
n
i=1(ai/bi) íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêîì (çãîðòêîì) ëàíöþãîâîãî

äðîáó b0 + K(ai/bi) ç n�ì ïiäõiäíèì äðîáîì fn = b0 +K
n
i=1(ai/bi), ÿêùî

ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ {f ∗n} ⊂ {fn}.

ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá ¹ ñòèñêîì iíøîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó, òî îñòàííié

íàçèâà¹òüñÿ ðîçòÿãîì (ðîçøèðåííÿì) ïåðøîãî.

Çàãàëüíèé âèïàäîê ñòèñêó (ðîçòÿãó) ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ðîçãëÿíóòî â ìîíî-

ãðàôi¨ Ó. Äæîóíñà, Â. Òðîíà [25, ñ. 56�58]. Òóò ðîçãëÿíåìî äâà ñïåöiàëüíi

âèïàäêè ñòèñêó.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ëàíöþãîâèé äðiá b∗0+K(a∗k/b
∗
k) ç n�ì ïiäõiäíèì äðîáîì

f ∗n íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 + K(ak/bk) ç n�ì

ïiäõiäíèì äðîáîì fn, ÿêùî f ∗n = f2n, n ∈ N0.

Òåîðåìà 1.3 ( [25, ñ. 59]). Ëàíöþãîâèé äðiá b0 + K(an/bn) ìà¹ ïàðíó

÷àñòèíó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b2k 6= 0, k ∈ N. Ïðè âèêîíàííi âêàçàíèõ

óìîâ, åëåìåíòè ïàðíî¨ ÷àñòèíè b∗0 + K(a∗n/b
∗
n) (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåí-

òíèõ ïåðåòâîðåíü) áóäóòü ðiâíi

b∗0 = b0, a∗1 = a1b2, b∗1 = a2 + b1b2, a∗2 = −a2a3b4,

a∗n = −a2n−2a2n−1b2n−4b2n, n = 3, 4, . . . ,

b∗n = a2n−1b2n + a2nb2n−2 + b2n−2b2n−1b2n, n ∈ N2.

(1.5)

Ïàðíà ÷àñòèíà ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 + K(an/bn) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

b0 +
a1b2

a2 + b1b2 −
a2a3b4

a3b4 + a4b2 + b2b3b4 −
a4a5b2b6

a5b6 + a6b4 + b4b5b6 − · · · −

−
a2n−2a2n−1b2n−4b2n

a2n−1b2n + a2nb2n−2 + b2n−2b2n−1b2n − · · ·
.
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Îçíà÷åííÿ 1.8. Ëàíöþãîâèé äðiá b∗0 + K(a∗n/b
∗
n) ç n�ì ïiäõiäíèì äðî-

áîì f ∗n íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíîþ ÷àñòèíîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 + K(an/bn)

ç n�ì ïiäõiäíèì äðîáîì fn, ÿêùî f ∗n = f2n+1, n ∈ N0.

Òåîðåìà 1.4 ( [25, ñ. 60]). Äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 + K(an/bn) íå-

ïàðíà ÷àñòèíà iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b2k+1 6= 0, k ∈ N0. Åëåìåíòè

íåïàðíî¨ ÷àñòèíè b∗0 + K(a∗n/b
∗
n) (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâî-

ðåíü) áóäóòü ðiâíi

b∗0 = (a1 + b0b1)/b1, a
∗
1 = −a1a2b3/b1, b

∗
1 = a2b3 + a3b1 + b1b2b3,

a∗n = −a2n−1a2nb2n−3b2n+1, n ∈ N2,

b∗n = a2nb2n+1 + a2n+1b2n−1 + b2n−1b2nb2n+1, n ∈ N2.

Íåïàðíà ÷àñòèíà ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 + K(an/bn) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a1 + b0b1

b1 −
a1a2b3/b1

a2b3 + a3b1 + b1b2b3 −
a3a4b1b5

a4b5 + a5b3 + b3b4b5 − · · · −

−
a2n−1a2nb2n−3b2n+1

a2nb2n+1 + a2n+1b2n−1 + b2n−1b2nb2n+1 − · · ·
.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèé äðiá

âèãëÿäó c0 + K(cnz
αn/1), äå cn ∈ C, cn 6= 0, αn, n ∈ N. ßêùî αn = 1 äëÿ

âñiõ çíà÷åíü n, òî ëàíöþãîâèé äðiá c0 + K(cnz/1) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì

ëàíöþãîâèì C�äðîáîì.

ßêùî êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî Ñ�äðîáó cn ∈ R+, n ∈ N,

òî ìà¹ìî ëàíöþãîâèé S�äðiá àáî ëàíöþãîâèé äðiá Ñòiëòü¹ñà.

Íåõàé b0 +K(ai/bi) òà {fn}, âiäïîâiäíî, ëàíöþãîâèé äðiá i ïîñëiäîâíiñòü
ïiäõiäíèõ äðîáiâ. Ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn} ñòàâëÿòü ó âiäïîâiä-
íiñòü ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {Pn} òà {Qn}, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó (ôîðìóëè Âàëëi-

ñà) [25, ñ. 32]:

P−1 = 1, P0 = b0, Q−1 = 0, Q0 = 1,

Pn = bnPn−1 + anPn−2, Qn = bnQn−1 + anQn−2, n ∈ N.
(1.6)
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×èñëà Pn òà Qn íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, n�ì êàíîíi÷íèì ÷èñåëüíèêîì òà

n�ì êàíîíi÷íèì çíàìåííèêîì (iíîäi ïðîñòî ÷èñåëüíèêîì òà çíàìåííèêîì)

ïiäõiäíîãî äðîáó. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi äâi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.5 ( [25, ñ. 39�40]). ßêùî Pn, Qn, fn, âiäïîâiäíî, n�é ÷è-

ñåëüíèê, n�é çíàìåííèê òà n�é ïiäõiäíèé äðiá ëàíöþãîâîãî äðîáó b0 +

+ K(ai/bi), {Sn}�ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü âèçíà÷åíà (1.1à), òî

Sn(w) =
Pn + Pn−1w

Qn +Qn−1w
, PnQn−1 − Pn−1Qn 6= 0, (1.7)

fn = Sn(0) =
Pn
Qn

, n ∈ N0, (1.8)

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1
n∏
k=1

ak . (1.9)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.9) íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíòíîþ ôîðìóëîþ. Çàóâà-

æèìî, ùî Pn òà Qn îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íå ôîðìóëàìè (1.7) òà (1.8),

à ðåêóðåíòíèìè ðiâíÿííÿìè (1.6). Iç äåòåðìiíàíòíî¨ ôîðìóëè áåçïîñåðå-

äíüî âèïëèâà¹, ùî ÿêùî Qn−1Qn 6= 0, òî ðiçíèöÿ ìiæ ñóñiäíiìè ïiäõiäíèìè

äðîáàìè áóäå ðiâíà

Pn

Qn
−
Pn−1

Qn−1
=

(−1)n−1
∏n

i=1 ai

QnQn−1
. (1.10)

Òåîðåìà 1.6 ( [25, ñ. 40]). Íåõàé {Pn}, {Qn}�ïîñëiäîâíîñòi êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë òàêi, ùî P−1 = 1,P0 = b0,Q−1 = 0,Q0 = 1,PnQn−1−Pn−1Qn 6= 0,

n ∈ N0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé ëàíöþãîâèé äðiá

b0 + K(ai/bi) ç n�ì ÷èñåëüíèêîì Pn i n�ì çíàìåííèêîì Qn. Êðiì òîãî,

b0 = P0, a1 = P1 − P0Q1, b1 = Q1, an =
Pn−1Qn − PnQn−1

Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1
,

bn =
PnQn−2 − Pn−2Qn

Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1
, n ∈ N0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ n�ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn ëàíöþãîâîãî äðîáó

b0 + K(ai/bi) âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi àëãîðèòìè:
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à) Ïðÿìèé ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì. Àëãîðèòì ïîëÿãà¹ ó áåçïîñåðåäíüî-

ìó âèêîðèñòàíi ôîðìóë Âàëëiñà (1.6) i çíàõîäæåííi fn = Pn/Qn.

á)Îáåðíåíèé ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì. Àëãîðèòì, ÿêèé çàïðîïîíîâàíèé

Ï. Äiðiõëå,  ðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ïðîöåäóði îá÷èñëåíü "âiä êiíöÿ äî

ïî÷àòêó" ïiäõiäíîãî äðîáó fn

G
(n)
n+1 = 0, G

(n)
k =

ak

bk +G
(n)
k+1

, k = n, n−1, . . . , 1, fn =
Pn
Qn

= b0+G
(n)
1 . (1.11)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ G(n)
k = P

(n)
k /Q

(n)
k , òî ïðîìiæíi ÷èñåëüíèê P (n)

k

òà çíàìåííèê Q(n)
k ìîæíà âèçíà÷àòè çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë

P
(n)
n+1 = 0, Q

(n)
n+1 = 1, P (n)

n = an, Q(n)
n = bn,

Q
(n)
k = bk ·Q(n)

k+1 + P
(n)
k+1, P

(n)
k = ak ·Q(n)

k+1, k = n− 1, n− 2, . . . , 1, 0.

Êðiì äâîõ íàâåäåíèõ àëãîðèòìiâ òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü àëãîðèòì ÷à-

ñòèííèõ ñóì ðÿäó Îéëåðà�Ìiíäií à [25, ñ. 46], [158, ñ. 7] òà àëãîðèòì ìà-

òðè÷íîãî ðîçâèíåííÿ [162, ñ. 110]. Â [122,135] ïîêàçàíî, ùî îáåðíåíèé ðåêó-

ðåíòíèé àëãîðèòì (1.11) ÷èñåëüíî áiëüø ñòiéêèé íiæ ïðÿìèé ðåêóðåíòíèé

àëãîðèòì (1.6).

Çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòi Îéëåðà [116, ñ. 27] ñòåïåíåâèé ðÿä S(z) = c0+

+ c1z + · · ·+ cnz
n + · · ·, ci ∈ C, ci 6= 0, i ∈ N0, ìîæíà çàïèñàòè ðiâíîöiííèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì, òîáòî ïîäàòè ó âèãëÿäi

∞∑
i=0

ciz
n ≡ c0 +

c1z

1 +

− c2z/c1

1 + c2z/c1 + · · · +

− cmz/cm−1

1 + cmz/cm−1 + · · ·
.

×àñòèííà ñóìà ñòåïåíåâîãî ðÿäó Sn(z) ðiâíà ïiäõiäíîìó äðîáó fn(z) ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó â ïðàâié ÷àñòèíi òîòîæíîñòi, à òîìó õàðàêòåðè çáiæíîñòi ÷è

ðîçáiæíîñòi ëàíöþãîâîãî äðîáó i ðÿäó îäíàêîâi. ßêùî Rn,m(z)�ðàöiîíàëü-

íà ôóíêöiÿ, äå n,m ∈ N, n < m, òî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Â. I. Âiñêîâàòîâà

ìîæíà ïîáóäóâàòè åêâiâàëåíòíèé ëàíöþãîâèé äðiá [116, ñ. 31]. Ìîäèôiêàöiÿ

ìåòîäó Âiñêîâàòîâà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [127].
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Çáiæíîñòi ëàíöþãîâèõ äðîáiâ îäèí iç íàéáiëüø äîñëiäæåíèõ íàïðÿìêiâ

â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêèé àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ [25,41,157,174,175,

189]. Íàâåäåìî äåêiëüêà òåîðåì, íà ÿêi áóäåìî ñïèðàòèñÿ â ïîäàëüøîìó.

Òåîðåìà 1.7 (Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà, [157, ñ. 30]). Ëàíöþãî-

âèé äðiá b0+K(an/bn) çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî äëÿ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|bn| > |an| + 1. Ïðè öèõ óìîâàõ íåðiâíiñòü |fn| < 1 + |b0| ìà¹ ìiñöå äëÿ
âñiõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ fn i çíà÷åííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó |f | 6 1 + |b0|.

Òåîðåìà 1.8 (Âîðïiöüêîãî, [157, ñ. 35]). Íåõàé äëÿ âñiõ n ∈ N

÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè an ëàíöþãîâîãî äðîáó K(an/1) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíiñòü

|an| 6
1

4
. (1.12)

Òîäi ëàíöþãîâèé äðiá K(an/1) çáiãà¹òüñÿ, âñi ïiäõiäíi äðîáè fn íàëåæàòü

êðóãó |w| < 1
2 i çíà÷åííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó f íàëåæèòü êðóãó |w| 6 1

2.

Â çàñòîñóâàííÿõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ïîðÿä iç ïèòàííÿì iñíóâàííÿ ãðà-

íèöi ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ íå ìåíø âàæëèâå ìiñöå ïîñiäà¹ ïèòà-

ííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ äî öi¹¨ ãðàíèöi. Ðîçãëÿ-

íåìî àïðiîðíó îöiíêó ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ |f − fn| 6 λn, äå λn� îöií-

êà, ÿêó ìîæíà çíàéòè äî ïî÷àòêó îá÷èñëåííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ, i àïîñòå-

ðiîðíó îöiíêó ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ |f − fn| 6 Mn|fn − fn−1|, äå îöiíêà
Mn|fn−fn−1| ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òiëüêè ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ïiäõiäíèõ äðî-
áiâ fn òà fn−1 [131,157,158].

Òåîðåìà 1.9 (Òðîíà�Ãðåãà�Óîðíåðà [136]). Ïðèïóñòèìî, ùî ëàí-

öþãîâèé S�äðiá K(amz/1) çáiæíèé äî f(z), äå z = ρe2αi, |α| < π
2 . Òîäi

|f(z)− fn(z)| 6 2a1ρ

cosα

n∏
k=2

√
1 + 4akρ/cos2 α− 1√
1 + 4akρ/cos2 α + 1

, n ∈ N2. (1.13)

Òåîðåìà 1.10 (Äæîóíñà�Òðîíà, [131, ñ. 141], [147]). ßêùî åëå-

ìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó K(am/1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |am| 6 1
4 − ε, äå
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0 < ε 6 1/4, fn� n�é ïiäõiäíèé äðiá ëàíöþãîâîãî äðîáó K(am/1), òî öåé

ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi f i ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|f − fn| 6
1− 2

√
ε

2
√
ε

∣∣fn − fn−1

∣∣, n ∈ N2. (1.14)

Òåîðåìà 1.11 (Õåíði÷i-Ïôëþãåðà [142]). Íåõàé ëàíöþãîâèé S-äðiá

K(amz/1), ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äëÿ áóäü�ÿêîãî z ∈ R = {z : | arg z| < π} äî
ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ãîëîìîðôíà â R, òî äëÿ áóäü�ÿêèõ z ∈ R i n ∈ N2 ìà¹

ìiñöå îöiíêà

|f(z)− fn(z)| 6


|fn(z)− fn−1(z)|, ÿêùî | arg z| 6 π

2 ,∣∣∣∣fn(z)− fn−1(z)

sin(arg z)

∣∣∣∣ , ÿêùî π
2 < | arg z| < π.

(1.15)

Iíøi àïðiîðíi îöiíêè äëÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ íàâåäåíi â ñòàòòi [159].

1.2. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè

Íåõàé Z ⊂ C�êîìïàêò, C(Z)�ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà Z ôóíêöié

iç ðiâíîìiðíîþ (÷åáèøîâñüêîþ) íîðìîþ (||f ||C(Z) = max
z∈Z
|f(z)|). Ôóíêöiÿ

f(z) ∈ C(Z) âèçíà÷åíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè

Z = {zi : zi ∈ Z, zi 6= zj, i, j = 0, n}, wi = f(zi), i = 0, n, (1.16)

i íàáëèæà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ F (z; a0, a1, . . . , an), äå a0, a1, . . . , an ¹ äåÿêi ïàðà-

ìåòðè. ßêùî ïàðàìåòðè a0, a1, . . . , an âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

f(zi) = F (zi; a0, a1, . . . , an), zi ∈ Z, i = 0, n, (1.17)

òî òî÷êè zi íàçèâàþòüñÿ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨, à òàêèé ñïîñiá íàáëèæå-

ííÿ ôóíêöi¨ � iíòåðïîëÿöi¹þ àáî iíòåðïîëþâàííÿì. Óìîâè (1.17) íàçèâà-

þòü iíòåðïîëÿöiéíèìè óìîâàìè. Çàëèøêîâèì ÷ëåíîì íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

Rn(z; f) = f(z) − F (z; a0, a1, . . . , an). Êîëè iíòåðïîëÿöiéíó ôóíêöiþ âèáè-

ðàþòü ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ôóíêöié iç äåÿêî¨ çàäàíî¨ ñóêóïíîñòi
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ôóíêöié {ϕk}, òîáòî F (z; a0, a1, . . . , an) =
n∑
k=0

ak ϕk(z), òî ìà¹ìî ëiíiéíó

iíòåðïîëÿöiþ, à ôóíêöiþ F (z; a0, a1, . . . , an) íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì ií-

òåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìà¹ìî íåëiíiéíó

iíòåðïîëÿöiþ.

Â ïðîñòîðiC(Z) âèáèðà¹òüñÿ òàêà ñêií÷åííà (çëi÷åííà) ñóêóïíiñòü ôóí-

êöié {ϕi(z)}, ùî ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ôóíêöié ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Îçíà÷åííÿ 1.10 ( [124, ñ. 92]). Ìíîæèíó {ϕi(z) : ϕi(z) ∈ C(Z)}
íàçèâàþòü êîìïëåêñíîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié ×åáèøîâà ðîçìiðíîñòi (n + 1)

íà êîìïàêòi Z , ÿêùî ôóíêöi¨ {ϕi(z)} êîìïëåêñíî�çíà÷íi íà Z , ëiíiéíèé
ïðîñòið span{ϕ0(z), ϕ1(z), . . . , ϕn(z)} =

{
c0ϕ0(z) + c1ϕ1(z) + · · ·+ cnϕn(z),

c0, c1, . . . , cn ∈ C
}
íàä Z áóäå (n + 1)�âèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì â C(Z) i

äîâiëüíèé åëåìåíò iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó span{ϕ0(z), . . . , ϕn(z)}, ÿêèé ìà¹
(n+ 1) ðiçíèõ íóëiâ, òîòîæíî ðiâíèé íóëþ.

Òåîðåìà 1.12 ( [16, ñ. 197], [95, êí.1, ñ. 30]). Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f(z) ∈ C(Z) iñíóâàâ óçàãàëüíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ìíî-

ãî÷ëåí äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó âóçëiâ íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá {ϕi(z)} áóëà
ñèñòåìîþ ôóíêöié ×åáèøîâà íà Z. Ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ óçàãàëüíåíèé
iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ¹äèíèé.

Ïðèêëàäè ñèñòåì ôóíêöié ×åáèøîâà íàâåäåíi â ìîíîãðàôi¨ À. À. Ïðè-

âàëîâà [95, Êí.1, ñ. 22�24]. Ó âèïàäêó, êîëè ϕi(z) = zi, i = 0, n, òî îòðèìó-

¹ìî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Ëàãðàíæà

Ln(z; f) =
n∑
i=0

f(zi)
n∏

k=0,k 6=i

z − zk
zi − zk

.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi Íüþòîíà.

Íåõàé [zi, zi+1, . . . , zi+k; f ]�ïîäiëåíà ðiçíèöÿ k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z),

ÿêà ïîáóäîâàíà çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

Z. Ïîäiëåíi ðiçíèöi îá÷èñëþþòü çà ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[zi, . . . , zi+k; f ]=
[zi+1, . . . , zi+k; f ]− [zi, . . . , zi+k−1; f ]

zi+k − zi
, [zi; f ] = f(zi), (1.18)
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äå k = 1, n, i = 0, n− k.

Òåîðåìà 1.13 ( [7, ñ. 109]). Ïîäiëåíà ðiçíèöÿ k�ãî ïîðÿäêó ìîæå

áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi âiäíîøåííÿ äâîõ âèçíà÷íèêiâ

[z0, z1, . . . , zk; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z0 z2
0 · · · zn−1

0 w0

1 z1 z2
1 · · · zn−1

1 w1

...
...

... . . . ...
...

1 zn z2
n · · · zn−1

n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z0 z2
0 · · · zn−1

0 zn0

1 z1 z2
1 · · · zn−1

1 zn1
...

...
... . . . ...

...

1 zn z2
n · · · zn−1

n znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 1.14 ( [7, ñ. 109]). ßêùî ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) âèçíà-

÷åíà íà êîìïàêòi R ⊂ R, òî [x, x0, . . . , xn−1; f ] = 1
n!f

(n)(ξ), äå ξ ∈ Int R.

Òåîðåìà 1.15 ( [57, ñ. 336]). ßêùî ôóíêöiÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ f(z)

àíàëiòè÷íà íà êîìïàêòi Z ⊂ C, ÿêèé îáìåæåíèé çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ

êðèâîþ ∂Z, ìíîæèíà âóçëiâ Z ⊂ Z, òî [z0, z1, . . . , zn; f ] = 1
2πi

∫
∂Z

f(ξ)dξ
ωn+1(ξ) .

Ìíîãî÷ëåí

Nn(z; f) = [z0; f ] +
n∑
i=1

[z0, z1, . . . , zi; f ]
i−1∏
j=0

(z − zj) (1.19)

íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì ó ôîðìi Íüþòîíà.

Òåîðåìà 1.16 ( [7, T.1,ñ. 90]). ßêùî f(x) ∈ C(n)(R), äå R ⊂ R�

êîìïàêò, i iñíó¹ f (n+1)(x), òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R

f(x)−Nn(x; f) =
ωn+1(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), ωn+1(x) =

n∏
i=0

(x− xi), ξ ∈ IntR.

ßêùî f(z) ¹ àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ íà êîìïàêòi Z ⊂
C, ÿêèé îáìåæåíèé çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ êðèâîþ ∂Z , ìíîæèíà iíòåðïî-
ëÿöiéíèõ âóçëiâ Z ⊂ Int Z , òî çàëèøêîâèé ÷ëåí ðiâíèé [95, ñ. 68]

f(z)−Nn(z; f) =
1

2πi

∫
∂Z

ωn+1(z)

ωn+1(ξ)

f(ξ)d ξ

z − ξ
.
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Ìà¹ìî íåñêií÷åíó ìàòðèöþ iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

I =



z
(0)
0

z
(1)
0 z

(1)
1

z
(2)
0 z

(2)
1 z

(2)
2

... ... ... . . .

z
(n)
0 z

(n)
1 z

(n)
2 · · · z

(n)
n

... ... ... ... ... . . .


, z

(k)
i ∈ Z, i = 0, k, k ∈ N0. (1.20)

Ðîçãëÿíåìî iíòåðïîëÿöiéíèé ðÿä Ëàãðàíæà

L[f ] =
∞∑
n=0

Ln(z; f) =
∞∑
n=0

n∑
i=0

f(z
(n)
i )

n∏
k=0, k 6=i

z − z(n)
k

z
(n)
i − z

(n)
k

.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ðÿä Ëàãðàíæà ôóíêöi¨ f(z) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çái-

æíèì íà êîìïàêòi Z , ÿêùî max
z∈Z
|f(z) − Ln(z; f)| → 0, êîëè n → ∞. Àëå

ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî ðÿäó Ëàãðàíæà íå çàâæäè ìà¹ ìi-

ñöå. Â 1901 ðîöi Ê. Ðóíãå ïîêàçàâ [177], ùî ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ íà ïðî-

ìiæêó [−5, 5] ôóíêöi¨ y = 1/(1+x2) íà ðiâíîìiðíié ñiòöi lim
n→∞

max
−56x65

|f(x)−
Ln(x; f)| → ∞. Â ñâî¨é ðîáîòi Ñ. Í. Áåðíøòåéí [8] äîâiâ, ùî äëÿ ôóíêöi¨

y = |x| ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ íà ðiâíîìiðíi ñiòöi âiäðiçêó [−1, 1] çíà÷åííÿ

Ln(x; f) ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ íåîáìåæåíî çðîñòàþòü äëÿ n→∞.

Äîáðå âiäîìî [18, ñ. 52], ùî ÿêùî f(z) ¹ öiëà ôóíêöiÿ, òî ïîñëiäîâíiñòü

iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ {Ln(z; f)}, ÿêi ïîáóäîâàíi çà çíà÷åííÿìè f(z)

ó âóçëàõ (n+ 1)�ãî ðÿäêà ìàòðèöi T , ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà Z äî f(z).

Äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äiéñíîãî àðãóìåíòó, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi

ïîõiäíi ÿê çàâãîäíî âèñîêèõ ïîðÿäêiâ íå ãàðàíòó¹òüñÿ çáiæíiñòü iíòåðïîëÿ-

öiéíîãî ðÿäó Ëàãðàíæà äëÿ äîâiëüíîãî ðîçòàøóâàííi âóçëiâ.

Òåîðåìà 1.17 (Ôàáåðà, [65, ñ. 515]). ßêà á íå áóëà ìàòðèöÿ âóçëiâ,

çíàéäåòüñÿ íà R ⊂ R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f(x) òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü

iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ {Ln(x; f)} íå çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî f(x).
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Òåîðåìà 1.18 (Ìàðöiíêåâè÷à, [65, ñ. 519]). ßêùî ôóíêöiÿ f(x)

íåïåðåðâíà íà R ⊂ R, òî çíàéäåòüñÿ òàêà ìàòðèöÿ âóçëiâ, äëÿ ÿêî¨

âiäïîâiäíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ïðîöåñ çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Ïîáóäóâàòè òàêó ìàòðèöþ âóçëiâ äîñèòü ñêëàäíî i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨,

âçàãàëi êàæó÷è, iñíó¹ ñâîÿ ìàòðèöÿ âóçëiâ. Äîñëiäæåííÿì çàäà÷ çáiæíî-

ñòi, ïîòî÷êîâî¨ òà ðiâíîìiðíî¨, ïîñëiäîâíîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ

Ëàãðàíæà â ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà

êiëüêiñòü ðîáiò, ñåðåä ÿêèõ âiäçíà÷èìî ðîáîòè øêîëè À. À. Ïðèâàëîâà [95].

Ó âèïàäêó ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òàêîæ ðîçãëÿäà¹òüñÿ iíòåðïî-

ëÿöiéíà çàäà÷à Àáåëÿ�Ãîí÷àðîâà [31], ÿêà ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: äëÿ àíà-

ëiòè÷íî¨ â îáëàñòi D ⊂ C ôóíêöi¨ f(z) ïîòðiáíî çíàéòè ìíîãî÷ëåí Qn(z)

ñòåïåíÿ íå âèùå n, ÿêèé â òî÷êàõ {z0, z1, . . . , zn} çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿ-
öiéíi óìîâè Qn(z0) = f(z0), Q

′
n(z1) = f ′(z1), . . . , Q

(n)
n (zn) = f (n)(zn).

1.3. N�òî÷êîâà àïðîêñèìàöiÿ Ïàäå

Íåõàé çà iíòåðïîëÿöiéíó ôóíêöiþ âèáðàíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ [184]

R[L/M ](z) =
P [L/M ](z)

Q[L/M ](z)
=
a0 + a1z + · · ·+ aLz

L

1 + b1z + · · ·+ bMzM
,

äå deg P [L/M ] 6 L, deg Q[L/M ] 6M .

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ôóíêöiÿ R[L/M ](z), çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà äåÿêié ìíîæè-

íi òî÷îê çáiãàþòüñÿ iç çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(z), íàçèâà¹òüñÿ N�òî÷êîâîþ

àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå àáî ðàöiîíàëüíîþ iíòåðïîëÿíòîþ.

Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ R[L/M ](z) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ iç N = L+M+1

iíòåðïîëÿöiéíèõ óìîâ R[L/M ](zi) = f(zi), i = 0, L+M, ÿêi ïîðîäæóþòü

ñèñòåìó (L+M+1)�ãî ëiíiéíîãî àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî íåâiäîìèõ

a0, a1, . . . , aL, b1, b2, . . . , bM .

ßêùî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òî êîåôiöi¹íòè ÷èñåëüíèêà i çíà-

ìåííèêà ôóíêöi¨ R[L/M ](z) âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ìíî-
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æíèêà. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðî âèðîäæåíó ñèñòåìó.

Òåîðåìà 1.19 ( [6, ñ. 290�291]). Ó íåâèðîäæåíîìó âèïàäêó N�òî÷êî-

âà àïðîêñèìàíòà Ïàäå R[L/M ](z), ÿêà âiäïîâiäà¹ âóçëàì z0, . . . , zL+M (ñåðåä

ÿêèõ, ìîæëèâî, ¹ i îäíàêîâi) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè

R[L/M ](z) =
P [L/M ](z)

Q[L/M ](z)
,

äå

P [L/M ](z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fM,L+1 . . . fM,L+M

L∑
j=M

fM,j

j−1∏
k=0

(z − zk)

fM−1,L+1 . . . fM−1,L+M

L∑
j=M−1

fM−1,j

j−1∏
k=0

(z − zk)

... . . . ...
...

f0,L+1 . . . f0,L+M

L∑
j=0

f0,j

j−1∏
k=0

(z − zk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Q[L/M ](z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fM,L+1 . . . fM,L+M

M−1∏
k=0

(z − zk)

fM−1,L+1 . . . fM−1,L+M

M−2∏
k=0

(z − zk)
... . . . ...

...

f0,L+1 . . . f0,L+M 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, fi,j = [zi, . . . , zj; f ].

Çàëèøêîâèé ÷ëåí ìà¹ âèãëÿä

Q[L/M ](z)f(z)−R[L/M ](z) =
L+M∏
k=0

(z − zk)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fM,L+1 fM,L+2 . . . fM,L+M [zM , zM+1, . . . , zL+M , z; f ]

fM−1,L+1 fM−1,L+2 . . . fM−1,L+M [zM−1, zM , . . . , zL+M , z; f ]
...

... . . . ...
...

f0,L+1 f0,L+2 . . . f0,L+M [z0, z1, . . . , zL+M , z; f ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ âñiõ ñèìâîëiâ ó ôîðìóëàõ ââàæà¹òüñÿ,

ùî êîëè j < i, òî fi,j = 0,
j∑
k=i

Sk = 0,
j∏
k=i

Sk = 1.
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Ôîðìóëè, ÿêi âèçíà÷àþòü N�òî÷êîâó àïðîêñèíòó Ïàäå, äîñèòü ãðîìi-

çäêi i ç îá÷èñëþâàëüíî¨ òî÷êè çîðó ìàëî ïðèäàòíi. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðà-

öiîíàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ îäíèì iç åôåêòèâíèõ ââàæà¹òüñÿ àëãîðèòì Êðîíå-

êåðà [6, ñ. 293�295]. Iíøèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè ðàöiîíàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨

ïîâ'ÿçàíèé iç âèêîðèñòàííÿì ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

1.4. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

Ââàæà¹òüñÿ, ùî ó 1909 ðîöi Ò. Í. Òiëå â ñâî¨é êíèçi [188, ñ. 129�138]

âïåðøå âèêîðèñòàâ ëàíöþãîâi äðîáè äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié. Îäíàê â

1811 ðîöi Þ. Ì. Âðîíñüêèé â ðîáîòi [144, ñ. 249�250] ðîçãëÿäà¹ ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâèì äðîáîì âèãëÿäó

f(x) = A0 +
ϕ(x)

A1 +

ϕ(x+ ξ)

A2 +

ϕ(x+ 2ξ)

A3 +

ϕ(x+ 3ξ)

A4 + · · ·
,

äå ξ �ïàðàìåòð, à ϕ(x) ¹ ôóíêöiÿ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü â òî÷öi 0.

Âðîíñüêèé ïðîïîíó¹ âèçíà÷àòè íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè A0, A1, . . . , â òåðìiíàõ

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â òî÷êàõ 0,−ξ,−2ξ, . . . . Â ñâî¨é êíèçi [145, ñ. 56�64]

Âðîíñüêèé ïîâåðòà¹òüñÿ äî öi¹¨ çàäà÷i i âêàçó¹ ñïîñiá çíàõîäæåííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ ðîçãëÿäóâàíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Íåõàé êîìïàêò Z ⊂ C, dZ = diam Z = supz1,z2∈Z |z1 − z2|, çàäàíi
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) â òî÷êàõ ìíîæèíè Z ⊂ Z.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äðîáîâî�ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü {vk(z)} âèãëÿ-
äó [139, ñ. 495]

f(z) = v0(z), vk(z) = vk(zk) +
z − zk
vk+1(z)

, zk ∈ Z, k = 0, n, (1.21)

òà ïîñëiäîâíiñòü {Vk(z)}, äå V0(z) = v0(z), Vk(z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(z),

k = 1, n. Òîäi

f(z) = Vn+1(z) = v0(z0) +
z − z0

v1(z1) + · · · +

z − zn−1

vn(zn) +

z − zn
vn+1(z)

. (1.22)
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bk = vk(zk), k = 0, n. Îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ ôóí-

êöi¨ f(z) ëàíöþãîâèì äðîáîì

f(z) = b0 +
z − z0

b1 +

z − z1

b2 + · · · +

z − zn−1

bn +

z − zn
vn+1(z)

. (1.23)

Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá

D(T )
n (z) = b0 +

n

K
k=1

z − zk−1

bk
. (1.24)

Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì (1.6) (àáî îáåðíåíèé (1.11)) ðåêóðåíòíèì àëãîðè-

òìîì ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâîìó äðîáó (1.24) âiäíîøåííÿ äâîõ

ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ z, òîáòî

D(T )
n (z) =

P
(T )
n (z)

Q
(T )
n (z)

= b0 +
n

K
k=1

z − zk−1

bk
. (1.25)

Îçíà÷åííÿ 1.12. ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá (1.25) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïî-

ëÿöiéíó óìîâó f(zi) = D
(T )
n (zi), zi ∈ Z, i = 0, n , òî âií íàçèâà¹òüñÿ iíòåð-

ïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì Òiëå (Ò�IËÄ).

Òåîðåìà 1.20 ( [162, ñ. 110]). Ò�IËÄ D
(T )
n (z) ¹ ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ.

Ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ êàíîíi÷íèõ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíîñòi degP
(T )
n (z)6 [(n+ 1)/2] , degQ

(T )
n (z) 6 [n/2]

Íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè bk, k = 0, n, Ò�IËÄ (1.25) ìîæíà çíàéòè: ÷åðåç

îáåðíåíi ïîäiëåíi ðiçíèöi (àáî îáåðíåíi ðiçíèöi); çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî

ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó. Äðóãèé ñïîñiá âiäøóêàííÿ

êîåôiöi¹íòiâ ëàíöþãîâîãî äðîáó ðîçãëÿíóòî ó ïóíêòi 2.3.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé ñïîñiá. Ó ñïiââiäíîøåííi (1.22) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

[139, ñ. 496] vk(z) = ϕk[z0, z1, . . . , zk−1, z; f ], à òîäi

bk = ϕk[z0, z1, . . . , zk−1, zk; f ]. (1.26)

Ç (1.21) îòðèìó¹ìî:

ϕ0[z; f ] = f(z), ϕ1[z0, z; f ] =
z − z0

ϕ0[z; f ]− ϕ0[z0; f ]
=

z − z0

f(z)− f(z0)
,
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ϕ2[z0, z1, z; f ] =
z − z1

ϕ1[z0, z; f ]− ϕ1[z0, z1; f ]
,

i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

ϕk[z0, . . . , zk−1, z; f ]=
z − zk−1

ϕk−1[z0, . . . , zk−2, z; f ]− ϕk−1[z0, . . . , zk−1; f ]
, k = 3, n.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî

ϕk[z0, . . . , zk; f ] =
zk − zk−1

ϕk−1[z0, . . . , zk−2, zk; f ]− ϕk−1[z0, . . . , zk−1; f ]
, (1.27)

äå k = 1, n. Âåëè÷èíà ϕk[z0, . . . , zk; f ], k = 1, n, íàçèâà¹òüñÿ k�þ îáåðíå-

íîþ ïîäiëåíîþ ðiçíèöåþ. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ÿêùî êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ

(1.25) âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (1.26), òî ëàíöþãîâèé

äðiá áóäå iíòåðïîëÿöiéíèì.

Iç (1.27) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ïîäiëåíà ðiçíèöÿ ϕk[z0, . . . , zk−1, zk; f ],

k > 2, ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî äâîõ àðãóìåíòiâ zk−1 òà zk. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü

ρk[z0, . . . , zk; f ] =

[k/2]∑
i=0

ϕk−2i[z0, . . . , zk−2i; f ], (1.28)

ÿêó íàçâåìî k�þ îáåðíåíîþ ðiçíèöåþ. Iç (1.28) âèïëèâà¹, ùî

ϕk[z0, . . . , zk; f ] = ρk[z0, . . . , zk; f ]− ρk−2[z0, . . . , zk−2; f ] . (1.29)

Ç (1.28) òà (1.29) îòðèìó¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíå-

íèõ ðiçíèöü

ρk[z0, . . . , zk; f ] =
zk − zk−1

ρk−1[z0, . . . , zk−2, zk; f ]− ρk−1[z0, . . . , zk−2, zk−1; f ]
+

+ ρk−2[z0, . . . , zk−2; f ], k = 2, n,

ρ0[z0; f ] = f(z0), ρ1[z0, z1; f ] =
z1 − z0

f(z1)− f(z0)
.

Êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.25) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç îáåðíåíi ðiçíèöi íàñòóïíèì

÷èíîì:

b0 = ρ0[z0; f ], b1 = ρ1[z0, z1; f ],

bk = ρk[z0, . . . , zk; f ]− ρk−2[z0, . . . , zk−2; f ], k = 2, n.
(1.30)
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Îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ ðiçíèöü çðó÷íî âèêîíóâàòè çà äîïîìîãîþ òàáëèöi

z0 w0

ρ1[z0, z1; f ]

z1 w1 ρ2[z0, z1, z2; f ]
. . .

... ... ... ... · · · ρn[z0, . . . , zn; f ]

. . .

zn−1 wn−1 ρ2[zn−2, zn−1, zn; f ]

ρ1[zn−1, zn; f ]

zn wn

Îáåðíåíi ðiçíèöi ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ÷åðåç âóçëè òà çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ ó âóçëàõ íàñòóïíèì ÷èíîì [62, ñ. 52�53], [162, ñ. 110�111]:

ρµ[z0, . . . , zµ; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0 z0w0 · · · zk−1

0 zk−1
0 w0 zk0w0

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wµ zµ zµwµ · · · zk−1
µ zk−1

µ wµ zkµwµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0 z0w0 · · · zk−1

0 zk−1
0 w0 zk0

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wµ zµ zµwµ · · · zk−1
µ zk−1

µ wµ zkµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.31)

ρν[z0, . . . , zν; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0 z0w0 · · · zk−2

0 w0 zk−1
0 zk0

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wν zν zνwν · · · zk−2
ν wν zk−1

ν zkν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0 z0w0 · · · zk−2

0 w0 zk−1
0 zk−1

0 w0

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wν zν zνwν · · · zk−2
ν wν zk−1

ν zk−1
ν wν

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.32)

äå µ = 2k, ν = 2k − 1.

Iç ôîðìóë (1.31)�(1.32) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ðiçíèöÿ

ρk[z0, . . . , zk; f ], k = 1, n, ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî àðãóìåíòiâ z0, . . . , zk.
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Çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè äîñëiäæóâàëàñÿ â

ðîáîòàõ iíøèõ ìàòåìàòèêiâ. Íüîðëóíä â ñâî¨é êíèçi [164, ñ. 415�455] ðîçãëÿ-

äà¹ ïèòàííÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíîì òà iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþ-

ãîâèì äðîáîì Òiëå, âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îáåðíåíèìè ðiçíèöÿìè

òà ðîçäiëåíèìè ðiçíèöÿìè. Àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi â ðîáîòàõ

É. Òàéí [185, 186]. Â ñòàòòi Ê. ×æàî, É. Òàéí [190] ðîçãëÿäà¹òüñÿ áëîêîâà

çìiøàíà iíòåðïîëÿöiÿ òèïó Íüþòîíà. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi ìíîæèíà iíòåð-

ïîëÿöiéíèõ âóçëiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè (áëîêè) i çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ â òî÷êàõ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè áóäó¹òüñÿ àáî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíî-

ãî÷ëåí, àáî ëàíöþãîâèé äðiá. Iíòåðïîëÿíòîì ñëóãó¹ ¨õ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ.

Àíàëîãi÷íèé ïiäõiä çàïðîïîíîâàíèé ó âèïàäêó ðîçãëÿäó áëîêîâî¨ çìiøà-

íî¨ çàäà÷i Ëàãðàíæà�Òiëå â ðîáîòi Ê. ×æàî, É. Òàéí [191]. Â ðîáîòi É.

Òàéí, Ï. Öi [187] ðîçãëÿäà¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó Íåâiëëà äëÿ iíòåð-

ïîëÿöi¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè Òiëå. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ

ïðè¹äíàíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó âèâ÷àëîñÿ â ñòàòòi C.

Ì. Âîçíî¨, Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨ [15]. Â ðîáîòàõ Ë. Â. Çàðóäíÿêà, Ñ. Ñ. Õëîïî-

íiíà [30], [117], [118, ñ. 73�83] äîñëiäæóâàëàñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç ïîëiíîìiàëüíèìè åëåìåíòàìè .

Â ñâî¨é ñòàòòi Ô. Ì. Ëàðêií [155] ðîçãëÿäà¹ óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó Íåâië-

ëà�Àéòêåíà â çàäà÷i ðàöiîíàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíi ìåòî-

äè òðèêóòíèêà òà ðîìáà, ÿêi íå ïåðåäáà÷àþòü îá÷èñëåííÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi

àíi îáåðíåíèõ ñêií÷åíèõ ðiçíèöü, àíi îáåðíåíèõ ðiçíèöü. Â ðîáîòi Ð. Ïàöîí,

Ï. �îííåò, É. âàí Äèí [167] ðîçãëÿíóòî ìåòîä ðàöiîíàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨

ôóíêöié iç çàäàíèì ÷èñåëüíèêîì òà çíàìåííèêîì. Çà iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè

âèáèðàëèñÿ àáî êîðåíi ç îäèíèöi, àáî ÷åáèøîâñüêi âóçëè, çàïðîïîíîâàíèé

ìåòîä, ÿêèé ñïèðà¹òüñÿ íà øâèäêå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìàòðèöü.

Óçàãàëüíåííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ Òiëå äëÿ n�äðîáiâ

çäiéñíåíî â ðîáîòi Ï. Ëàâði, À. Áèëòãiëà [156]. Âåêòîðíî�çíà÷íà ðàöiî-

íàëüíà iíòåðïîëÿíòà òèïó Òiëå äîñëiäæóâàëàñÿ â ðîáîòàõ Ï. Ð. �ðåéâñ�
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Ìîððiñà [137].

Íåõàé ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) íà êîìïàêòi R ⊂ R ìà¹ ïîëþñè

αi êðàòíîñòi ri, i = 1, s, äå
∑s

i=1 ri = m, ÿêi âiäìiííi âiä iíòåðïîëÿöiéíèõ

âóçëiâ x0, x1, . . . , xn. Íåõàé q(z) = φ(x)(x − α1)
r1(x − α2)

r2 . . . (x − α)rs, äå

φ(x)� òàêèé ìíîãî÷ëåí, ùî deg q − deg φ = m, ωn+1(x) =
∏n

i=0(x − xi).

Íåõàé ôóíêöiÿ F (x) = f(x)q(x) ∈ C(n)(R) i ìà¹ ïîõiäíó (n+1)�ãî ïîðÿäêó.

Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí Ò�IËÄ ìà¹ âèãëÿä [62, ñ. 126�127], [162, ñ. 116�117]

f(x)−D(T )
n (x) =

ωn+1(x)

n!Q
(T )
n (x) q(x)

dn+1

dxn+1

[
f(x)Q(T )

n (x)q(x)
]∣∣∣
x=ξ

, ξ ∈ IntR.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â Z ⊂ C, òî [164, ñ. 435]

f(z)−D(T )
n (z) =

1

2πi

∫
C

f(ξ)Q
(T )
n (ξ)ωn+1(ξ)ϑn(z)

(ξ − z)Q
(T )
n (z)ωn+1(z)ϑn(ξ)

dξ,

äå ϑn(z) ¹ ìíîãî÷ëåí òîãî æ ñòåïåíÿ, ùî i çíàìåííèê Ò�IËÄ Q
(T )
n (z).

Óçàãàëüíåííÿì òåîði¨ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äiéñíî¨ (êîìïëåêñíî¨) çìií-

íî¨ íà ôóíêöiîíàëè òà îïåðàòîðè â àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðàõ ïðèñâÿ÷åíà âå-

ëèêà êiëüêiñòü ðîáiò, çîêðåìà ìîíîãðàôi¨ Â. Ë. Ìàêàðîâà, Â. Â. Õëîáèñòîâà,

Ë. À. ßíîâè÷à [51, 56]. Iíòåðïîëÿöiÿ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

áóëà âïåðøå ðîçãëÿíóòà â ðîáîòi Á. Ð. Ìèõàëü÷óêà [63], óçàãàëüíåííÿ ðå-

çóëüòàòiâ öi¹¨ ðîáîòè ìiñòÿòüñÿ â ñòàòòi Â. Ë. Ìàêàðîâà, Â. Â. Õëîáèñòîâà,

Á. Ð. Ìèõàëü÷óêà [55]. Iíøèé êëàñ iíòåðïîëÿöiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ âèâ÷àâñÿ â ñïiëüíié ñòàòòi Â. Ë. Ìàêàðîâà, I. I. Äåìêiâà [46].

Öåé êëàñ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iíòåãðàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêi âèâ÷àëèñÿ

â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ òèì, ùî n�é ïîâåðõ äðîáiâ ìiñòèòü íå îäíîêðàòíèé, à

n�êðàòíèé iíòåãðàë. Iíòåðïîëÿöiéíi îïåðàòîðíi ëàíöþãîâi äðîáè â áàíàõî-

âèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëèñÿ â ñòàòòi Â. Ë. Ìàêàðîâà, Â. Â. Õëîáèñòîâà, I.

I. Äåìêiâà [53]. Ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

Òiëå ¹ iíòåðïîëÿöiéíèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå. Iíòåðïî-

ëÿöiéíèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Â. Ë. Ìà-
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êàðîâà òà I. I. Äåìêiâà [47, 48]. Â ñòàòòi Â. Ë. Ìàêàðîâà, I. I. Äåìêiâà [49]

äîñëiäæó¹òüñÿ àáñòðàêòíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå, ÿêèé

¹ óçàãàëüíåííÿì ðàíiøå ðîçãëÿíóòèì ðiçíèìè àâòîðàìè iíòåðïîëÿöiéíèõ

ëàíöþãîâèì äðîáiâ. Çîêðåìà, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê òàêèé àáñòðàêòíèé

ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái òèïè iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ,

ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Àëå ñïîñîáè ïîáóäîâè åëåìåí-

òiâ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ñïîñîáiâ ïîáóäîâè iíòåãðàëüíèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Êðiì òîãî, êîëî äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷ ó âèùå ïåðåðà-

õîâàíèõ ðîáîòàõ òà äèñåðòàöi¨ òàêîæ âiäðiçíÿ¹òüñÿ. Îñíîâíà óâàãà â äè-

ñåðòàöiéíié ðîáîòi â çàäà÷àõ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié çîñåðåäæåíà íà îöiíêàõ

çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ òà äîâåäåííi çáiæíîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîöåñiâ.

1.5. Ôóíêöi¨ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

Íàâåäåìî îñíîâíi òâåðäæåííÿ ç òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêà

çàäàíà â îáëàñòi G ⊂ C.

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
z→z0,z∈G

f(z)−f(z0)
z−z0 , òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ

ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z0 ∈ G, à ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâàíîþ â òî÷öi.

Êîëè ïîõiäíà ôóíêöi¨ â òî÷öi z0 ∈ G ñêií÷åííà, òî ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ

ìîíîãåííîþ. ßêùî f(z) ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z0,

òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ (ãîëîìîðôíîþ) â òî÷öi. Ôóíêöiÿ äèôå-

ðåíöiéîâàíà (ìîíîãåííà, àíàëiòè÷íà) â îáëàñòi G ⊂ C, ÿêùî â êîæíié òî÷öi

îáëàñòi âîíà äèôåðåíöiéîâàíà (ìîíîãåííà, àíàëiòè÷íà). Ôóíêöiÿ f(z), ÿêà

àíàëiòè÷íà íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ. Ôóíêöiÿ

f(z), ÿêà âèçíà÷åíà â ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, íàçèâà¹òüñÿ àíà-

ëiòè÷íîþ íà íåñêií÷åííîñòi, ÿêùî ôóíêöiÿ g(z) = f(1/z) àíàëiòè÷íà â òî-

÷öi z = 0. Òàê ÿê ñóìà, ðiçíèöÿ, äîáóòîê i ÷àñòêà (â ïðèïóùåíi âiäìiííîñòi

âiä íóëÿ äiëüíèêà) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áóäå òàêîæ ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà,

òî ìíîæèíà A(G) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòi G ¹ êiëüöåì.
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Òåîðåìà 1.21 (Êîøi, [43, ñ. 63]). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â

îáëàñòi G i íåïåðåðâíà â G, òî âîíà ìà¹ â êîæíié òî÷öi G ïîõiäíi âñiõ

ïîðÿäêiâ, ïðè÷îìó n�à ïîõiäíà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(ξ)dξ

(ξ − z)n+1
, äå C� ãðàíèöÿ îáëàñòi G.

Iç òåîðåìè Êîøi âèïëèâà¹: (A) âñÿêà ôóíêöiÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêà

àíàëiòè÷íà â äåÿêié îáëàñòi G, íåñêií÷åííî ðàç äèôåðåíöiéîâíà ó âêàçà-

íié îáëàñòi; (B) ïîõiäíà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó âiä àíàëiòè÷íî¨ â îáëàñòi G

ôóíêöi¨ f(z) áóäå àíàëiòè÷íà â öié îáëàñòi.

Òåîðåìà 1.22 ( [13, ñ. 203], [57, ñ. 224], [58, Ò. 1,ñ. 297]). Àíàëi-

òè÷íó â îáëàñòi G ôóíêöiþ f(z) ìîæíà â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè z∗ ∈ G

ïîäàòè ñòåïåíåâèì ðÿäîì

ϕ(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z∗)n, (1.33)

ðàäióñ çáiæíîñòi ÿêîãî íå ìåíøèé çà âiääàëü d âiä òî÷êè z∗ äî ãðàíèöi

îáëàñòi G.

Îçíà÷åííÿ 1.13. ßêùî êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.33) îá÷èñëþ-

þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

cn =
1

2π i

∫
∂Kr

f(ξ)d ξ

(ξ − z∗)n+1
=
f (n)(z∗)

n!
, (1.34)

äå ∂Kr = {z ∈ C : |z − z∗| = r}, r < d,Kr ⊂ D, òî ðÿä íàçèâà¹òüñÿ

ñòåïåíåâèì ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f .

Òåîðåìà 1.23 (Ëîðàíà, [13, ñ. 219], [119, ñ. 112]). Äîâiëüíó àíàëi-

òè÷íó â êiëüöi Vr,R = {z ∈ C : 0 6 r < |z − z∗| < R 6 ∞} ôóíêöiþ f(z)

ìîæíà ðîçâèíóòè â öüîìó êiëüöi â ñóìó çáiæíîãî ðÿäó

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z∗)n, (1.35)
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äå

cn =
1

2πi

∫
Γρ

f(ξ)dξ

(z − ξ)n+1
, n ∈ Z, Γρ = {z : |z − z∗| = ρ}, r < ρ < R.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Òî÷êà a ∈ C íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ

òî÷êîþ ôóíêöi¨ f(z), ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïðîêîëåíèé îêië öi¹¨ òî÷êè, òîáòî

êiëüöå V0,R = {z ∈ C : 0 < |z − a| < R} ç íóëüîâèì âíóòðiøíiì ðàäióñîì, â

ÿêîìó ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà.

Íåõàé ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ (1.35) ôóíêöi¨ f(z) â êiëüöi V0,R. Òî÷êà z =

= a áóäå óñóâíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , ÿêùî â ðîçâèíåííi (1.35)

âiäñóòíÿ ãîëîâíà ÷àñòèíà, òîáòî ÷ëåíè ç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè. ßêùî â

ðîçâèíåíi (1.35) ãîëîâíà ÷àñòèíà ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü ÷ëåíiâ, òî

òî÷êà z = a íàçèâà¹òüñÿ ïîëþñîì. Ïðè öüîìó, ÿêùî c−1 = c−2 = . . . =

= cn−1 = 0, à cn 6= 0, òî ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà. Ó âèïàäêó,

êîëè â ðîçâèíåíi (1.35) ãîëîâíà ÷àñòèíà ìiñòèòü íåñêií÷åííå ÷èñëî ÷ëåíiâ,

òî òî÷êà z = a íàçèâà¹òüñÿ ñóòò¹âî îñîáëèâîþ òî÷êîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.15 ( [21, ñ. 39]). Îñîáëèâà òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ êðèòè-

÷íîþ òî÷êîþ, ÿêùî ïðè îáõîäi âçäîâæ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ γ, ÿêà

îõîïëþ¹ îñîáëèâó òî÷êó, ôóíêöiÿ çìiíþ¹ ñâî¹ çíà÷åííÿ. Â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó îñîáëèâà òî÷êà � íåêðèòè÷íà.

Îçíà÷åííÿ 1.16 ( [107, ñ. 305]). Àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹-

òüñÿ àëãåáðè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí P (w, z) âiä íåçàëåæíèõ çìiííèõ

z òà w, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z ìà¹ìî P (f(z), z) = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.17 ( [21, ñ. 40]). ßêùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z∗ àëãåáðè-

÷íà ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ðîçâèíåííÿ f(z) = a0 +a1(z−z∗)
1
n +a2(z−z∗)

2
n + · · · ,

òî òî÷êà z = z∗ íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ àëãåáðè÷íîþ òî÷êîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.18 ( [21, ñ. 40]). ßêùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z∗ àëãåáðè-

÷íà ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ðîçâèíåííÿ f(z) = a−m(z−z∗)−
m
n +a−m+1(z−z∗)−

m−1
n +

+ · · ·+ a−1(z− z∗)−
1
n + a0 + a1(z− z∗)

1
n + a2(z− z∗)

2
n + · · · , òî òî÷êà z = z∗
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íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì ïîëþñîì.

Îçíà÷åííÿ 1.19. Êðèòè÷íi àëãåáðè÷íi òî÷êè, ïîëþñè òà êðèòè÷íi ïî-

ëþñè íàçèâàþòüñÿ àëãåáðè÷íèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.20 ( [58, ñ. 176]). Àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ôóíêöiÿ f(z)

íàçèâà¹òüñÿ îäíîëèñòîþ, ÿêùî âîíà â ðiçíèõ òî÷êàõ îáëàñòi ïðèéìà¹ ðiçíi

çíà÷åííÿ, òîáòî f(z1) 6= f(z2), ÿêùî z1 6= z2, z1, z2 ∈ G.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî îäíîëèñòà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðà-

æåííÿ îáëàñòi G ⊂ C â îáëàñòü D ⊂ C.

Îçíà÷åííÿ 1.21 ( [96, ñ. 226]). Ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ

îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ f(z), ÿêà íå ìà¹ â ñêií÷åííié ÷à-

ñòèíi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê êðiì ïîëþñiâ.

Íåõàé D ⊂ C âiäêðèòà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.22 ( [131, ñ. 52]). Ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)} ìåðîìîðôíèõ
ôóíêöié â îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ íà êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi K ⊂ D, ÿêùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà NK òà BK , ùî sup
z∈K
|fn(z)| 6

BK , êîëè n > NK .

Îçíà÷åííÿ 1.23 ( [131, ñ. 52]). Ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)} ìåðîìîðôíèõ
â îáëàñòi D ôóíêöié íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ íà êîìïàêòi K ⊂ D

ÿêùî: (A) çíàéäåòüñÿ òàêå NK ∈ N, ùî äëÿ âñiõ n > NK fn(z) ãîëîìîðôíà

(àíàëiòè÷íà) â äåÿêié îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü K; (B) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

çíàéäåòüñÿ òàêå Nε > NK , ùî sup
z∈K
|fn+m(z)− fn(z)| < ε, n > Nε, m ∈ N0.

1.6. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ñòåïåíåâèé ðÿä Òåéëîðà

Ôóíêöiÿ f(z) íà êîìïàêòi Z ⊂ C ìîæå áóòè íàáëèæåíà iíøîþ ôóíêöi-

¹þ. Äî òàêèõ íàáëèæåíü âiäíîñÿòüñÿ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ñòåïåíåâèé ðÿä

Òåéëîðà, ðÿä Ëîðàíà, àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå, ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãî-

âèé äðiá òîùî.



59

Çãiäíî iç òåîðåìîþ Àáåëÿ [58, ñ. 283], ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
n=0

cn(z − z∗)n (1.36)

àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäèíi êðóãà KR,z∗ = {z ∈ C : |z − z∗| < R}
òà ðîçáiãà¹òüñÿ ççîâíi êðóãà. Ïðè öüîìó, â äîâiëüíîìó çàìêíåíîìó êðóçi

K̄r,z∗ = {z ∈ C : |z − z∗| 6 r, r < R} ñòåïåíåâèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.
Ðàäióñ çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó R âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

Êîøi�Àäàìàðà ( [119, ñ. 97]) R = 1
/

lim
n→∞

n
√
|cn|.

Òåîðåìà 1.24 ( [58, ñ. 322]). Íà ãðàíèöi Γ = {z : |z − z∗| = R} êðóãà
çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.36) çíàõîäèòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà îñîáëèâà

òî÷êà ôóíêöi¨ ϕ(z)� ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Îñêiëüêè ñòåïåíåâèé ðÿä (1.36) ¹ ðÿäîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i ðiâíî-

ìiðíî çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäèíi êðóãà KR,z∗, òî çãiäíî iç òåîðåìîþ Âå¹ðøòðà-

ñà [58, ñ. 265] ñóìà ñòåïåíåâîãî ðÿäó ϕ(z) áóäå ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà i ïîõiäíà

öi¹¨ ôóíêöi¨ n�ãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè îòðèìàíà øëÿõîì ïî÷ëåííîãî äèôå-

ðåíöiþâàííÿ ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.36). Êðiì òîãî, ñòåïåíåâi ðÿäè óòâîðåíi

iç ïîõiäíèõ ÷ëåíiâ ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.36) òàêîæ ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ â

Kr,z∗ i ìàþòü òîé æå ðàäióñ çáiæíîñòi R. Ñòåïåíåâi ðÿäè çðó÷íî äîäàâàòè,

âiäíiìàòè òà ìíîæèòè çà ïðàâèëîì Êîøi [13, ñ. 208].

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â êðóçi KR,z∗, òî â îêîëi òî÷êè z ∈ KR,z∗

ìà¹ ìiñöå ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â ñòåïåíåâèé ðÿä f(z) =
∞∑
n=0

cn(z− z∗)n, äå

cn âèçíà÷åíi â (1.34), òàêå ðîçâèíåííÿ ¹äèíå. Ñòåïåíåâèé ðÿä ðiâíîìiðíî

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z) â êðóçi KR,z∗ i íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóí-

êöi¨ f(z) â îêîëi òî÷êè z∗. Àíàëiòè÷íó â Z ôóíêöiþ â îêîëi òî÷êè z∗ ∈ Z
ìîæíà ïîäàòè ôîðìóëîþ Òåéëîðà f(z) = Pn(z) +Rn(z), äå

Pn(z) = c0 +c1(z−z∗)+c2(z−z∗)2 + · · ·+cn(z−z∗)n, ck =
f (k)(z∗)

k!
, (1.37)
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à çàëèøêîâèé ÷ëåí Rn ìà¹ âèãëÿä

Rn(z) =
(z − z∗)n+1

2πi

∫
C

f(ξ)dξ

(ξ − z)(ξ − z∗)n+1
,

äå C� çàìêíåíèé êîíòóð, ÿêèé ëåæèòü â Z . Ôóíêöiÿ Pn(z) íàçèâà¹òüñÿ

ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà. Ìíîãî÷ëåí Pn(z) ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ iíøèì

øëÿõîì, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî âñi âóçëè iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó

ôîðìi Íüþòîíà (1.19) ïðÿìóþòü äî îäíîãî é òîãî æ çíà÷åííÿ z∗, òî îòðè-

ìà¹ìî ìíîãî÷ëåí (1.37) [58, ñ. 448], [57, ñ. 335]. Ìíîãî÷ëåí ¹ çðó÷íèì ií-

ñòðóìåíòîì äëÿ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨.

Âiäîìî, ùî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié [9, 103, 131, 140] ez =
∞∑
n=0

zn

n! , sin z =

=
∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)! , cos z =
∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)! , sh z =
∞∑
n=0

z2n+1

(2n+1)! , ch z =
∑∞

n=0
z2n

(2n)! ,

çáiãàþòüñÿ äëÿ âñiõ z ∈ C. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ln(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 zn

n ,

(1 + z)α =
∞∑
n=0

∏n−1
i=0 (α−i)
n! zn, çáiãàþòüñÿ â êðóçi |z| < 1.

Çàóâàæåííÿ 1.3. Ðîçâèíåííÿ áàãàòîçíà÷íèõ ôóíêöié Ln(1+z), (1+z)α

ìàþòü ìiñöå äëÿ òèõ îäíîçíà÷íèõ ãiëîê ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ Ln(1+z)
∣∣
z=0

= 0,

(1 + z)α
∣∣
z=0

= 1.

Ôóíêöi¨ tg z, th z ïîäàþòüñÿ ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè [23, ñ. 49], [113, ñ. 537]

tg z =
∞∑
n=1

4n(4n − 1)|B2n|
(2n)!

z2n−1, th z =
∞∑
n=1

4n(4n − 1)B2n

(2n)!
z2n−1,

ÿêi çáiãàþòüñÿ äëÿ |z| < π/2, à ôóíêöi¨ ctg z, cth z ìàþòü ðîçâèíåííÿ â

ñòåïåíåâèé ðÿä

ctg z =
1

z
−
∞∑
n=1

4n|B2n|
(2n)!

z2n−1, cth z =
1

z
+
∞∑
n=1

4nB2n

(2n)!
z2n−1,

ÿêi çáiãàþòüñÿ äëÿ |z| < π. ×èñëà Áåðíóëëi Bm âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðñi¹þ

B0 = 1, Bm = −1
m+1

m∑
k=1

(
m+1
k+1

)
Bm−k, m ∈ N.
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1.7. Ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè òà ðÿäè Ëîðàíà. Âiäïîâiäíi

ëàíöþãîâi äðîáè

Îçíà÷åííÿ 1.24 ( [140, ñ. 9]). Ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì (ÔÑÐ)

íàä ïîëåì C íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {cn|cn ∈ C}, ÿêà çàïèñàíà ó âèãëÿäi
∞∑
n=0

cnz
n . (1.38)

Çàóâàæåííÿ 1.4. Â îçíà÷åíi íå ðîáèòüñÿ íiÿêèõ ïðèïóùåíü âiäíîñíî

çáiæíîñòi ÔÑÐ (1.38) i íå ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ÔÑÐ íiÿêèõ çíà÷åíü.

Âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ÔÑÐ óòâîðþþòü àáåëåâó ãðóïó, à âiäíîñíî

îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ çà ïðàâèëîì Êîøi ÔÑÐ óòâîðþþòü àáåëåâó íàïiâãðóïó

ç îäèíèöåþ [140].

Îçíà÷åííÿ 1.25. Ôîðìàëüíèì ðÿäîì Ëîðàíà (ÔÐË) íàä ïîëåì C íà-

çèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü {cn | cn ∈ C, n ∈ Z}, ÿêà çàïèñàíà ó âèãëÿäi
∞∑

n=−∞
cnz

n , (1.39)

äå âñi êîåôiöi¹íòè cn ç âiä'¹ìíèìè iíäåêñàìè êðiì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ðiâíi

íóëþ.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ÔÐË L ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

L = cmz
m + cm+1z

m+1 + cm+2z
m+2 + · · · , cm 6= 0.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî m > 0, òî ÔÐË áóäå ÔÑÐ. ÔÐË (1.39) ìîæíà äîäàâàòè

òà ìíîæèòè çà ïðàâèëîì Êîøi.

Òåîðåìà 1.25 ( [140, ñ. 53]). Ôîðìàëüíi ðÿäè Ëîðàíà íàä ïîëåì C

óòâîðþþòü ïîëå ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà L0.

Ðîëü íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà â ïîëi L0 âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âè-

êîíó¹ ÔÐË, âñi êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ðiâíi íóëþ, à ðîëü íåéòðàëüíîãî åëåìåí-

òà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ âèêîíó¹ ÔÐË, âñi êîåôiöi¹íòè ÿêîãî, êðiì

c0 = 1, ðiâíi íóëþ.
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Äëÿ êîæíîãî ÔÐË L ∈ L0 ìîæíà âèçíà÷èòè âåëè÷èíó

λ(L) =

m, L(z) =
∑∞

k=m ckzk, cm 6= 0,

∞, L(z) = 0.

Íåõàé f(z) ¹ ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ðîçâèíåííÿ

ôóíêöi¨ f(z) â ðÿä Ëîðàíà ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(f(z)).

Îçíà÷åííÿ 1.26. Ãîâîðÿòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò ôóíêöié {Rn(z)} âiäïîâiäíà ÔÐË L, ÿêùî

lim
n→∞

λ(L− L(Rn(z))) =∞.

Îñêiëüêè âñÿêà ìåðîìîðôíà â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöiÿ f ìà¹ ¹äèíå

ðîçâèíåííÿ ó ÔÐË, òî âçà¹ìíî�îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ L áóäå âêëàäåí-

íÿì ïîëÿ M âñiõ ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöié â ïîëå L0.

Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòiRn(z) ÔÐË L âèçíà÷à¹òüñÿ òàê νn = λ(L−L(Rn(z))).

Îçíà÷åííÿ 1.27. Ëàíöþãîâèé äðiá K(an(z)/bn(z)) íàçèâà¹òüñÿ âiäïî-

âiäíèì ÔÐË L, ÿêùî êîæíèé ïiäõiäíèé äðiá fn(z) ¹ ìåðîìîðôíà â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò ôóíêöiÿ i ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)} âiäïîâiäíà L.

Â L0 ìîæå áóòè âèçíà÷åíà íîðìà ||L|| = 2−λ(L), L ∈ L0, òà ìåòðèêà

ρ(L1, L2) = ||L1 − L2||, äëÿ âñiõ L1, L2 ∈ L0. Êiëüöå ÔÐË L0 áóäå ïîïîâíå-

ííÿì L(M) âiäíîñíî ìåòðèêè ρ.

Òåîðåìà 1.26 ( [25, ñ. 157]). (A) Äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {Rn(z)}
ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöié iñíó¹ òàêèé ÔÐË L, ùî ïî-

ñëiäîâíiñòü {Rn(z)} áóäå âiäïîâiäíà L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

lim
n→∞

λ(L(Rn+1(z))− L(Rn(z))) =∞. (1.40)

(B) ßêùî (1.40) âèêîíó¹òüñÿ, òî L, ÿêîìó {Rn(z)} áóäå âiäïîâiäíà, âè-
çíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.
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(C) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {λ(L(Rn+1(z))− L(Rn(Rn(z)))} ìîíîòîííî ïðÿ-
ìó¹ äî ∞, òî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi {Rn(z)} âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì νn = λ(L(Rn+1(z))− L(Rn(Rn(z))).

Òåîðåìà 1.27 ( [25, ñ. 158]). Íåõàé {an(z)} òà {bn(z)}�ïîñëiäîâíî-

ñòi ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöié, an(z) 6≡ 0, n ∈ N. Íåõàé

L0 �ÔÐË i {Ln}�ïîñëiäîâíiñòü ÔÐË, ÿêi ðåêóðåíòíî âèçíà÷àþòüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

Ln+1 = L(an+1(z))/(Ln − L(bn(n))), n ∈ N0, (1.41)

ïðè óìîâi, ùî

Ln 6= L(bn(z)), n ∈ N0. (1.42)

Òîäi

(A) ëàíöþãîâèé äðiá b0(z) + K(ai(z)/bi(z)) âiäïîâiäíèé L0, ÿêùî

λ(L(bn(z))) + λ(L(bn−1(z))) < λ(L(an(z))), n ∈ N,

λ(Ln) + λ(L(bn−1(z))) < λ(L(an(z))), n ∈ N.
(1.43)

ßêùî óìîâè (1.42) òà (1.43) âèêîíóþòüñÿ, òî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n�ãî

ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) áóäå ðiâíèé

ν0 = λ(L(a1(z)))− λ(L1),

νn =
n+1∑
k=1

λ(L(ak(z)))−2
n∑
k=1

λ(L(bk(z)))−λ(Ln+1), n ∈ N.

(B) ßêùî ó âèïàäêó îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi {Ln} çà äîïîìîãîþ (1.41)

òðàïèòüñÿ, ùî Lk 6= L(bk(z)) äëÿ 0 6 k 6 m− 1 i Lm = L(bm(z)), òî

L0 = L
(
b0 +

a1(z)

b1(z) +

a2(z)

b2(z) + · · · +

am(z)

bm(z)

)
.

Iç òåîðåì 1.26 òà 1.27 ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.28 ( [25, ñ. 161]). (A) Êîæíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

1 +
a1z

α1

1 +

a2z
α2

1 +

a3z
α3

1 + · · ·
, an 6= 0, (1.44)



64

äå αn ∈ N, âiäïîâiäíèé îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîìó ÔÑÐ âèãëÿäó

L0 = 1 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + . . . . (1.45)

Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) áóäå ðiâíèé νn =
∑n+1

k=1 αk.

(B) Íåõàé äàíî ÔÑÐ (1.45). Òîäi: (B1) àáî iñíó¹ ëàíöþãîâèé C�äðiá (1.44),

ÿêèé âiäïîâiäíèé (1.45); (B2) àáî ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

fm(z) = 1 +
a1z

α1

1 +

a2z
α2

1 + · · · +

amz
αm

1
, ak 6= 0, k = 1,m, (1.46)

òàêèé, ùî

L0 = L(fm). (1.47)

Ó âèïàäêó (B2) L0 ¹ ðîçâèíåííÿì ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ fm â òî÷öi z = 0.

(C) ßêùî L0 ¹ ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi

z = 0, òî iñíó¹ ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé C�äðiá fm(z) âèãëÿäó (1.46), ùî

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.47).

Âiäîìî [25, òåîðåìà 7.1], ùî ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá K(anz/1)

¹ âiäïîâiäíèé îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîìó ÔÑÐ (1.38). Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi

n�ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ νn = n + 1 i òàêèé ïðàâèëüíèé ëàí-

öþãîâèé C�äðiá ¹äèíèé.

Îçíà÷åííÿ 1.28. Âèçíà÷íèêîì Ãàíêåëÿ H(n)
k ïîðÿäêó k, ÿêèé ïîâ'ÿçà-

íèé ç ÔÑÐ (1.38), íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê âèãëÿäó

H
(n)
0 = 1, H

(n)
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn cn+1 cn+2 . . . cn+k−1

cn+1 cn+2 cn+3 . . . cn+k

cn+2 cn+3 cn+4 . . . cn+k+1

... ... ... . . . ...

cn+k−1 cn+k cn+k+1 . . . cn+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.48)

äå k ∈ N, n ∈ Z, cn = 0, êîëè n < 0.
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Òåîðåìà 1.29 ( [25, ñ. 220]). (A) ßêùî äëÿ çàäàíîãî ÔÑÐ (1.45) iñíó¹

ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

1 +
∞

K
n=1

anz

1
, an 6= 0, (1.49)

ÿêèé âiäïîâiäíèé L â òî÷öi z = 0, òî

H
(1)
k 6= 0, H

(2)
k 6= 0, k ∈ N, (1.50)

i

a1 = H
(1)
1 , a2m = −

H
(1)
m−1H

(2)
m

H
(1)
m H

(2)
m−1

, a2m+1 = −
H

(1)
m+1H

(2)
m−1

H
(1)
m H

(2)
m

, m ∈ N. (1.51)

(B) ßêùî ñïiââiäíîøåííÿ (1.50) âèêîíóþòüñÿ, òî ïðàâèëüíèé ëàíöþ-

ãîâèé C�äðiá (1.49), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî an, n ∈ N, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîð-

ìóëàìè (1.51) áóäå âiäïîâiäíèì ÔÑÐ (1.45).

Êîåôiöi¹íòiâ ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C�äðîáó ìîæíà òàêîæ âèçíà÷è-

òè çà àëãîðèòìîì ÷àñòîê i ðiçíèöü (QD�ñõåìà Ðóòiñãàóçåðà) [101].

Òåîðåìà 1.30 ( [25, ñ. 183]). Íåõàé 1+K(anz/1) ¹ ïðàâèëüíèé ëàíöþ-

ãîâèé C�äðiá, òàêèé, ùî limn→∞ an = 0, (an 6= 0). Òîäi: (A) ëàíöþãîâèé

äðiá 1+K(anz/1) çáiãà¹òüñÿ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f(z); (B) çáiæíiñòü

áóäå ðiâíîìiðíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi Z ìíîæèíè C, ÿêà

íå ìiñòèòü ïîëþñiâ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = 0 i

f(0) = 1.

Òåîðåìà 1.31 ( [25, ñ. 184]). Íåõàé 1 + K(anz/1)�ïðàâèëüíèé ëàí-

öþãîâèé C�äðiá, òàêèé, ùî limn→∞ an = a 6= 0, äå a� êîìïëåêñíà êîí-

ñòàíòà. Íåõàé Ra = {z : | arg(az+1/4)| < π}. Òîäi: (A) ëàíöþãîâèé äðiá

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ìåðîìîðôíà â Ra; (B) çáiæíiñòü áóäå

ðiâíîìiðíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi Z iç Ra, ÿêà íå ìiñòèòü

ïîëþñiâ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = 0.
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Òåîðåìà 1.32 ( [25, ñ. 182]). Íåõàé {fn(z)} ¹ ïîñëiäîâíiñòü ìåðîìîð-
ôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöié, ÿêà âiäïîâiäíà ÔÑÐ (1.38), íåõàé D ¹

îáëàñòü, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Òîäi: (A) {fn(z)} çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi ç D òîäi i òiëüêè òî-

äi, êîëè {fn(z)} ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié òàêié ïiäìíîæèíi; (B)

ÿêùî {fn(z)} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

iç D, òî ôóíêöiÿ f(z) = lim
n→∞

fn(z) áóäå ãîëîìîðôíîþ íà D, à L = L(f)

áóäå ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ f(z) â òî÷öi z = 0.

1.8. Àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå

Îçíà÷åííÿ 1.29 ( [131, ñ. 59]). Àïðîêñèìàíòîþ Ïàäå ôóíêöi¨ f(z)

ïîðÿäêó [L,M ] íàçèâà¹òüñÿ íåñêîðîòíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ

R[L,M ](z) = P [L,M ](z)/Q[L,M ](z),

äå Q[L,M ](0) = 1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

P [L,M ](z) =
L∑
i=0

aiz
i, Q[L,M ](z) =

M∑
i=0

biz
i, ai, bi ∈ C,

λ
(
fQ[L,M ] − P [L,M ]

)
> L+M + 1.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ïîäàíà ñòåïåíåâèì ðÿäîì f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, òî êîåôi-

öi¹íòè ìíîãî÷ëåíà çíàìåííèêà Q[L,M ](z) âèçíà÷àþòüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ

àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü [6, ñ. 13]

cL−M+1 cL−M+2 cL−M+3 . . . cL

cL−M+2 cL−M+3 cL−M+4 . . . cL+1

cL−M+3 cL−M+4 cL−M+5 . . . cL+2

... ... ... . . . ...

cL cL+1 cL+2 . . . cL+M−1





bM

bM−1

bM−2

...

b1


=−



cL+1

cL+2

cL+3

...

cL+M


, (1.52)
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äå cj = 0, ÿêùî j < 0, à êîåôiöi¹íòè ÷èñåëüíèêà P [L,M ](z) âèçíà÷àþòüñÿ çà

äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü

a0 = c0,

a1 = c1 + b1c0,

a2 = c2 + c1b1 + b2c0,
... ...

aL = cL +
min {L,M}∑

i=1

bicL−i.

(1.53)

Ðiâíÿííÿ (1.52)�(1.53) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Ïàäå. Êîëè ñèñòåìà (1.52)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, öi ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü êîåôiöi¹íòè ÷èñåëüíèêà òà çíàìåí-

íèêà àïðîêñèìàíòè Ïàäå R[L,M ](z).

Äâîâèìiðíèé ìàñèâ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

R[0,0](z) R[0,1](z) R[0,2](z) . . .

R[1,0](z) R[1,1](z) R[1,2](z) . . .

R[2,0](z) R[2,1](z) R[2,2](z) . . .
... ... ... . . .

íàçèâàþòü òàáëèöåþ Ïàäå äëÿ ÔÑÐ L.

Îçíà÷åííÿ 1.30. Àïðîêñèìàíòà Ïàäå R[L,M ](z) = P [L,M ](z)/Q[L,M ](z)

íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ, ÿêùî deg P [L,M ] = L, deg Q[L,M ] = M,

λ
(
fQ[L,M ] − P [L,M ]

)
= L+M + 1.

Îçíà÷åííÿ 1.31. Êàæóòü, ùî ÔÑÐ L òà éîãî òàáëèöÿ Ïàäå áóäóòü

íîðìàëüíèìè, ÿêùî êîæíà àïðîêñèìàöiÿ Ïàäå íîðìàëüíà.

Â íîðìàëüíié òàáëèöi Ïàäå ñõiä÷àñòà ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié

R[0,0](z)

R[1,0](z) R[1,1](z)

R[2,1](z) R[2,2](z)

R[3,2](z) . . .
. . .
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óòâîðþ¹ ïiäõiäíi äðîáè ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C�äðîáó.

Òåîðåìà 1.33 ( [25, ñ. 191]). (A) Íåõàé

L0 = 1 +
∞∑
i=1

ciz
i (1.54)

ÔÑÐ, äëÿ ÿêîãî âñi àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå iç ñõiä÷àñòî¨ ïîñëiäîâíîñòi

R[0,0](z), R[1,0](z), R[1,1](z), R[2,1](z), R[2,2](z), R[3,2](z), . . . , (1.55)

íîðìàëüíi. Òîäi iñíó¹ ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

1 +
a1z

1 +

a2z

1 +

a2z

1 + · · ·
, an 6= 0, n ∈ N, (1.56)

ïiäõiäíi äðîáè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

f2L(z) = R[L,L](z), f2L+1(z) = R[L+1,L](z), L ∈ N0. (1.57)

(B) Íåõàé ÔÑÐ L0, ÿêèé âèçíà÷åíèé (1.54), âiäïîâiäà¹ ïðàâèëüíèé ëàí-

öþãîâèé C�äðiá (1.56). Òîäi äëÿ êîæíî¨ àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå iç (1.55) ÔÑÐ

L0 ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (1.57) i deg P [L,M ](z) = L, deg Q[L,M ](z) = M.

1.9. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Ìåòîä Ëàãðàíæà

Àíàëiòè÷íà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [21] âèâ÷à¹ äèôåðåíöiàëü-

íi ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçêè (iíòåãðàëè) ÿêèõ ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Çîêðåìà, âèâ÷àþòüñÿ iíòåãðàëè òàêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü â ÿêèõ íåâiäîìà ôóíêöiÿ w = w(z) òà ¨¨ ïîõiäíi âõîäÿòü àëãåáðè-

÷íî â äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, à êîåôiöi¹íòè öi¹¨ àëãåáðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹

àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè íåçàëåæíî¨ çìiííî¨. Ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä P (w′, w, z) = 0, äå P �

ìíîãî÷ëåí âiäíîñíî w′ òà w.

Îçíà÷åííÿ 1.32 ( [21, ñ. 45]). Îñîáëèâi òî÷êè iíòåãðàëiâ äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïîëîæåííÿ ÿêèõ íå çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ÿêi
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âèçíà÷àþòü iíòåãðàë, íàçèâàþòüñÿ íåðóõîìèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè. Îñî-

áëèâi òî÷êè, ïîëîæåííÿ ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, íàçèâàþòüñÿ

ðóõîìèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 1.34 (Ïåíëåâå, [21, ñ. 54]). Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó, ÿêå ¹ àëãåáðè÷íèì âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíî¨,

íå ìîæå ìàòè â iíòåãðàëàõ ðóõîìi òðàíñöåíäåíòíi òà ñóòò¹âî îñîáëèâi

òî÷êè.

Çàóâàæåííÿ 1.5. Îçíà÷åííÿ òðàíñöåíäåíòíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè òà ñóò-

ò¹âî îñîáëèâî¨ òî÷êè ìîæíà çíàéòè â ëiòåðàòóði [22], [43].

Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ìà¹ âèãëÿä

w′(z) = A(z) +B(z)w(z) + C(z)w2(z), (1.58)

äå A(z), B(z), C(z)�äåÿêi ôóíêöi¨ âiä z.

Ç òåîðåìè Ïåíëåâå âèïëèâà¹, ùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ìà¹

ëèøå íåðóõîìi êðèòè÷íi òî÷êè. Êðèòè÷íèìè òî÷êàìè äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ìîæóòü áóòè ëèøå ïîëþñè àáî àëãåáðè÷íi êðèòè÷íi òî-

÷êè. Âiäîìî, ùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.58) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî äî-

âiëüíîãî äðîáîâî�ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ [61, ñ. 88].

Íàéïåðøèì ïiäõîäîì äî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé äðiá áóâ ìå-

òîä Ëàãðàíæà âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi,

ÿêèé, ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó Ïåíëåâå, ìîæíà çàñòîñóâàòè i äî ðiâíÿííÿ

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ [60, ñ. 294�295], [116, ñ. 81�82], [152, ñ. 76�77], [153].

Íåõàé çàäàíî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi âèãëÿäó

(α + α′z)zw′ + (β + β′z)w + γw2 = δz, (1.59)

äå α, α′, β, β′, γ, δ ¹ äåÿêi êîìïëåêñíi ñòàëi. Çãiäíî iç ìåòîäîì Ëàãðàíæà

ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.59) çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãî-

âîãî äðîáó
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w(z)=
δz

α + β +

[(α + β)(α′ + β′) + γδ]z

2α + β +

(αα′−αβ′ + α′β + γδ)z

3α + β +

+

[(2α + β)(2α′ + β′) + γδ]z

4α + β +

(4αα′−2αβ′ + 2α′β + γδ)z

5α + β + · · · +

+

[(nα+β)(nα′+β′)+γδ]z

2nα+β +

(n2αα′−nαβ′+nα′β+γδ)z

(2n+ 1)α+β + · · ·
. (1.60)

Ðóìóíñüêèé ìàòåìàòèê Ñ. Ñaíiåëåâi÷ çàñòîñóâàâ ìåòîä Ëàãðàíæà äî áiëüø

çàãàëüíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ [178]:

(1 + η′z)(1 + ηz)zw′ + (β + β′z − ηη′z2)w + γw2 = δz(1 + ηz), (1.61)

äå η, η′, β, β′, γ, δ ¹ äåÿêi ñòàëi. Ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.61)

òàêîæ çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

γw(z) = −β(1 + ηz) +
[mγ−β(1−ν)](η′−η)z

1−β +

(mγ−β + ν)(η′−η)z

(2−β)(1 + ηz) +

+

[mγ + (1− β)(2− ν)](η′ − η)z

3− β +

[mγ + 2(1− β + ν)](η′ − η)z

(4− β)(1 + ηz) +

+ · · · +

[mγ + n(n− 1− β + ν)](η′ − η)z

(2n− β)(1 + ηz) +

+

[mγ + (n− β)(n+ 1− ν)](η′ − η)z

2n+ 1− β + · · ·
, (1.62)

äå m = δ/(η′ − η), ν = (β′ + η′ − βη)/(η′ − η), η′ 6= η.

ßêùî â äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi (1.61) çàìiíèìî z íà zk, òî îòðèìà-

¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

(1 + η′zk)(1 + ηzk)
zw′

k
+ (β + β′zk − ηη′z2k)w + γw2 = δzk(1 + ηzk), (1.63)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

γw(z) = −β(1 + ηzk) +
[mγ − β(1− ν)](η′ − η)zk

1− β +
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+

(mγ − β + ν)(η′ − η)zk

(2− β)(1 + ηzk) +

[mγ + (1− β)(2− ν)](η′ − η)zk

3− β +

+

[mγ+2(1−β+ν)](η′−η)zk

(4−β)(1+ηzk) + · · ·+
[mγ+n(n−1−β + ν)](η′−η)zk

(2n−β)(1+ηzk) +

+

[mγ + (n− β)(n+ 1− ν)](η′ − η)zk

2n+ 1− β + · · ·
. (1.64)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôóíêöiÿ f(z) â äåÿêié îáëàñòi G ∈ C çàäîâîëüíÿ¹

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi àáî (1.59), àáî (1.61), àáî (1.63), òî ðîç-

âèíåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá áóäå ìàòè âiäïîâiäíî âèãëÿä àáî

(1.60), àáî (1.62), àáî (1.64).

Ìàéæå âñi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ äëÿ ðîç-

âèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé äðiá Ëàãðàíæåì, Îéëåðîì, Ëàìáåðòîì òà

iíøèìè ìàòåìàòèêàìè, ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè îñíîâíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ (1.59).

Âèêîðèñòàííÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi âèãëÿäó xA(x)y′ = xB(x) + C(x)y + D(x)y2, äå

A,B,C ¹ ìíîãî÷ëåíè, ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [183]. Ðåçóëüòàòè öi¹¨ ðîáîòè òà

ðîáîòè [161] óçàãàëüíåíi â ñòàòòi [130].

1.10. Ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä òà ëàíöþãîâi äðîáè Ãàóññà

Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ z(1− z)w′′+ (−c+ (1 + a+ b)z)w′+ abw = 0,

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì, äèôåðåí-

öiàëüíèì ðiâíÿííÿì Ãàóññà, ìà¹ ðîçâ'ÿçêîì ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä

w(z) = F (a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n (b)n
(c)n n!

zn, (1.65)

äå a, b ∈ C, c ∈ C\Z−0 ,(a)0 = 1, (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1)� ñèìâîë

Ïîõãàììåðà. Ñòåïåíåâèé ðÿä (1.65) çáiãà¹òüñÿ â êðóçi |z| < 1.
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Òåîðåìà 1.35 ( [25, ñ. 199]). Íåõàé {dn}�ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ

÷èñåë, åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

d2k−1 =
−(a+ k − 1)(c− b+ k − 1)

(c+ 2k − 2)(c+ 2k − 1)
, d2k=

−(b+ k)(c− a+ k)

(c+ 2k − 1)(c+ 2k)
, k ∈ N,

äå a, b, c�òàêi ñòàëi, ùî dn 6= 0, n ∈ N. Òîäi: (A) ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé

Ñ�äðiá

1 +
∞

K
n=1

(
dnz/1

)
(1.66)

çáiæíèé äî ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ìåðîìîðôíà â îáëàñòi

D = {z | 0 < arg(z − 1) < 2π};

(B) çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi ç D,

ÿêà íå ìiñòèòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â

òî÷öi z = 0 i f(0) = 1; (D) äëÿ âñiõ z, òàêèõ, ùî |z| < 1,

f(z) = F (a, b; c; z)/F (a, b+ 1; c+ 1; z), (1.67)

à, îòæå, f(z) ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì äëÿ ôóíêöi¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (1.67) â ïëîùèíi ç ðîçðiçîì D.

Ëàíöþãîâèé äðiá (1.66) íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì Ãàóññà.

ßêùî çàìiñòü c ïiäñòàâèòè c−1 i âçÿòè b = 0, òî ç òåîðåìè 1.35 âèïëèâà¹

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1.1 ( [25, ñ. 200]). Íåõàé a òà b òàêi êîìïëåêñíi ÷èñëà,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {dn}, äå d2k−1 = − (a+k−1)(c+k−2)
(c+2k−3)(c+2k−2) , d2k = − k(c−a+k−1)

(c+2k−2)(c+2k−1) ,

k ∈ N, íå ìiñòèòü íóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Òîäi: (A) äëÿ âñiõ z, ùî

íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó |z| < 1, F (a, 1; c; z) = 1
/(

1 + K(dn/1)
)
;

(B) ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ìåðîìîðôíî¨ â îáëàñòi D

Áàãàòî åëåìåíòàðíèõ òà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié ìîæóòü áóòè ïîäàíi ÷åðåç

ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä, çâiäêè i îòðèìóþòü ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþ-

ãîâèé äðiá [25,45,103,131].
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Ðîçâèíåííÿ âiäíîøåííÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ â ëàíöþãîâèé äðiá òà-

êîæ îòðèìóþòü iç äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Òàê â ðîáîòi [161]

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ zmw′(z) = z A(z) + B(z)w(z) + C(z)w2(z), m ∈ N, äå

A(z), B(z), C(z) ¹ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ â z = 0 i B(0), C(0) íå ðiâíi îäíî÷àñíî

íóëþ, çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî Ñ�äðîáó K(dnz
kn/1).

1.11. Ôîðìóëà Òiëå

Ôîðìóëà Òiëå ¹ àíàëîãîì ôîðìóëè Òåéëîðà â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ [188]. Iç ðåçóëüòàòiâ ïóíêòó 1.4 âèïëèâà¹, ùî Ò�IËÄ (1.25) ìîæå áóòè

çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

D(T )
n (z) = ρ0 +

z − z0

ρ1 +

z − z1

ρ2 − ρ0 +

z − z2

ρ3 − ρ1 + · · · +

z − zn−1

ρn − ρn−1
.

Çãiäíî iç (1.31)�(1.32) îáåðíåíà ðiçíèöÿ k�ãî ïîðÿäêó ρk[z0, z1, . . . , zk; f ],

k = 1, n, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zn.

Îçíà÷åííÿ 1.33. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ (ñêií÷åííå ÷èñëî, àáî íåñêií-

÷åííiñòü) îáåðíåíî¨ ðiçíèöi k�ãî ïîðÿäêó ρk[z0, z1, . . . , zk; f ], êîëè âóçëè

z0, z1, . . . , zk → z∗, äå z∗ ∈ Z , òî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíå-

íîþ ïîõiäíîþ Òiëå k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z∗ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
(k)f(z∗).

Òàêèì ÷èíîì (k)f(z∗) = lim
z0,z1,...,zk→z∗

ρk[z0, z1, . . . , zk; f ], k ∈ N. Çîêðåìà

(1)f(z∗) = 8f(z∗) = lim
z0,z1→z∗

z1 − z0

f(z1)− f(z2)
=

1

f ′(z∗)
. (1.68)

Îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóíêöi¨ îá÷èñëþþòü çà ðåêóðåíòíîþ

ôîðìóëîþ [188, ñ. 138�139]

(k)f(z∗) = k 8
(
(k−1)f(z∗)

)
+ (k−2)f(z∗), k ∈ N2,

(0)f(z∗) = f(z∗),
8f(z∗) = 1/f ′(z∗).

(1.69)
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Iç (1.30) òà (1.69) ìà¹ìî, ùî

b0(z∗) = f(z∗), b1(z∗) = 8f(z∗),

bn(z∗) = n 8 ((n−1)f(z∗)) = (n)f(z∗)− (n−2)f(z∗), n ∈ N2.
(1.70)

ßêùî çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî ôóíêöiÿ f(z) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

z∗ ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi äî n�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, òî îòðèìó¹ìî àíàëîã

ôîðìóëè Òåéëîðà â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ �ôîðìóëó Òiëå [188]

f(z) = b0(z∗) +
z − z∗
b1(z∗) +

z − z∗
b2(z∗) + · · · +

z − z∗
bn(z∗) +

z − z∗
Rn(z)

, (1.71)

äå çãiäíî iç (1.22) Rn(z) = vn+1(z).

ßêùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ íåñêií÷åííó êiëü-

êiñòü âiäìiííèõ âiä íóëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, òî îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ

ôóíêöi¨ ó ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå (Ò�ËÄ)

f(z) = b0(z∗) +
∞

K
n=1

z − z∗
bn(z∗)

. (1.72)

Îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå âîëîäiþòü íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç âëàñòèâîñòåé îáåðíåíèõ ðiçíèöü [162, ñ. 114�115]

Íåõàé A,B,C,D� ñòàëi. Ïðè n ∈ N0 ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè

(2n)(Cf(z)) = C ·(2n)f(z) , (2n+1)(Cf(z)) = 1
C ·

(2n+1)f(z) , (1.73)

(2n)(f(z) + C) = (2n)f(z) + C, (2n+1)(f(z) + C) = (2n+1)f(z) , (1.74)

(2n)( 1

f(z)

)
=

1
(2n)f(z)

,
(2n)
(
A+Bf(z)

C +Df(z)

)
=
A+B (2n)f(z)

C +D (2n)f(z)
.
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ÐÎÇÄIË 2

IÍÒÅÐÏÎËßÖIß ÔÓÍÊÖIÉ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÌÈ ÄÐÎÁÀÌÈ

ÒIËÅ ÒÀ ÒÈÏÓ Ñ�ÄÐÎÁÓ

2.1. Ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè

Ðîçãëÿíåìî îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äàëi.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ëàíöþãîâèé äðiá

D(z) = b0(z) +
∞

K
i=1

ai(z)

bi(z)
, (2.1)

äå b0(z), ai(z), bi(z) ∈ C(Z), ai(z) 6≡ 0, i ∈ N, íàçâåìî ôóíêöiîíàëüíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì (ÔËÄ) íàä ïîëåì C.

Êàíîíi÷íi ÷èñåëüíèê Pn(z) òà çíàìåííèê Qn(z) n�ãî ïiäõiäíîãî äðîáó

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= b0(z) +

n

K
i=1

ai(z)

bi(z)
(2.2)

ìîæíà âèçíà÷èòè àáî çà ôîðìóëàìè Âàëëiñà (1.6), àáî çà äîïîìîãîþ îáåð-

íåíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó (1.11).

Îçíà÷åííÿ 2.2. Êàíîíi÷íi ÷èñåëüíèê P (n)
k (z) i çíàìåííèê Q(n)

k (z) ëàí-

öþãîâîãî äðîáó âèãëÿäó

P
(n)
k (z)

Q
(n)
k (z)

= bk(z) +
n

K
i=k+1

ai(z)

bi(z)

íàçâåìî ïðîìiæíèì ÷èñåëüíèêîì òà ïðîìiæíèì çíàìåííèêîì k�ãî çàëè-

øêó ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.2).

Òåîðåìà 2.1 (Ôîðìóëè Îéëåðà�Ìiíäií à). Ïðîìiæíèé ÷èñåëüíèê

P
(n)
k (z) òà ïðîìiæíèé çíàìåííèê Q

(n)
k (z) k-ãî çàëèøêó ïiäõiäíîãî äðîáó
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(2.2) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç éîãî åëåìåíòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

P
(n)
k (z) = B

[n]
k (z)

(
1 +

n−1∑
i=k

Xi(z) +
n−3∑
i1=k

Xi1(z)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(z) + · · ·+

+
n+1−2s∑
i1=k

Xi1(z)
n+3−2s∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

is=is−1+2

Xis(z)
)
, s =

[
n+1−k

2

]
, (2.3à)

Q
(n)
k (z) = B

[n]
k+1(z)

(
1 +

n−1∑
i=k+1

Xi(z) +
n−3∑

i1=k+1

Xi1(z)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(z) + · · ·+

+
n+1−2t∑
i1=k+1

Xi1(z)
n+3−2t∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

it=it−1+2

Xit(z)
)
, t =

[
n−k

2

]
,

äå

Xi(z) =
ai+1(z)

bi(z)bi+1(z)
, i = k, n− 1, B

[n]
k (z) =

n∏
i=k

bi(z), k = 0, n. (2.4)

Çàóâàæåííÿ 2.1. Â êíèçi Î.Ïåððîíà [174, ñ. 5�7] ôîðìóëè Îéëåðà�

Ìiíäií à äîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Âàëiññà (1.6). Â ðîáîòi [70] (äèâ.

òàêîæ [92, ñ. 55�57]) íàâåäåíî ùå îäíå äîâåäåííÿ öèõ ôîðìóë çà äîïîìîãîþ

îáåðíåíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìà.

Iç òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî

Pn(z) = B
[n]
0 (z)

(
1 +

n−1∑
i=0

Xi(z) +
n−3∑
i1=0

Xi1(z)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(z) + · · ·+

+
n+1−2r∑
i1=0

Xi1(z)
n+3−2r∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

ir=ir−1+2

Xir(z)

)
, r =

[
n+1

2

]
, (2.5)

Qn(z) = B
[n]
1 (z)

(
1 +

n−1∑
i=1

Xi(z) +
n−3∑
i1=1

Xi1(z)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(z) + · · ·+

+
n+1−2m∑
i1=1

Xi1(z)
n+3−2m∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

im=im−1+2

Xim(z)

)
, m =

[
n
2

]
. (2.6)
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Ïåðåòâîðèìî (2.5)�(2.6). Äëÿ öüîãî çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ

R
[n]
k,s(z) =

n+1−2k∑
i1=s

Xi1(z)
n+3−2k∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

Xik(z), (2.7)

äå k = 1, s, s ∈ {m, r}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî R[n]
k,s(z) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå

ñïiââiäíîøåííÿ

R
[n]
k,s(z) =

n+1−2k∑
i=s

Xi(z)R
[n]
k−1,i+2(z), R

[n]
0,s(z) = 1. (2.8)

Òîäi (2.5) òà (2.6) çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

Pn(z) = B
[n]
0 (z)

r∑
i=0

R
[n]
i,0(z), Qn(z) = B

[n]
1 (z)

m∑
i=0

R
[n]
i,1(z). (2.9)

Ëåìà 2.1. ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(z) òà çíàìåííèêè bi(z) ïiäõi-

äíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.2) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

0 < |ai(z)| 6 δ, 0 < γ 6 |bi(z)|, i = 1, n, (2.10)

äëÿ âñiõ çíà÷åíü z ∈ G ⊂ C, òî∣∣∣R[n]
k,s(z)

∣∣∣ 6 ωk Ck
n+1−s−k, ω = δ/γ2, k = 1, s. (2.11)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó çà iíäóêöi¹þ. Ç óìîâ ëåìè äëÿ k = 1 ìà¹ìî∣∣∣R[n]
1,s(z)

∣∣∣ 6 n−1∑
i=s

|Xi(z)| < ωC1
n−s.

Îòæå íåðiâíiñòü (2.11) âèêîíó¹òüñÿ. Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî íåðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = t− 1. Ç (2.8) òà óìîâ ëåìè äëÿ k = t ìà¹ìî, ùî∣∣∣R[n]
t,s(z)

∣∣∣ 6 n+1−2t∑
i=s

|Xi(z)|
∣∣∣R[n]

t−1,i+2(z)
∣∣∣ < n+1−2t∑

i=s

ω ωt−1Ct−1
n−i−t =

= ωt
n+1−2t∑
i=s

Ct−1
n−i−t = ωtCt

n−s−t+1.

Íåðiâíiñòü (2.11) âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó, à îòæå âîíî âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ äîâiëüíîãî k.
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Òåîðåìà 2.2. ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè ïiäõiäíîãî

äðîáó (2.2) äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü z ∈ G çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.10), òî

|Qn(z)| <
∣∣B[n]

1 (z)
∣∣κn+1(ω),

κn(ω) =
(1 +

√
1 + 4ω)n − (1−

√
1 + 4ω)n

2n
√

1 + 4ω
.

(2.12)

Äîâåäåííÿ. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.9) òà ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî

|Qn(z)| 6
∣∣∣B[n]

1 (z)
∣∣∣ [n/2]∑
i=0

∣∣∣R[n]
i,1(z)

∣∣∣ 6 ∣∣∣B[n]
1 (z)

∣∣∣ [n/2]∑
i=0

ωi C i
n−i.

Ñêîðèñòàâøèñü òîòîæíiñòþ iç êîìáiíàòîðèêè [99, ñ. 81], îòðèìà¹ìî òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî ïðè âèêîíàííi óìîâ (2.10) ëåìè 2.1 ìà¹ ìiñöå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ γ > δ+1, òî çíàìåííèê Qn(z) ïiäõiäíîãî äðîáó (2.2) çàäîâîëü-

íÿ¹ íåðiâíiñòü

|Qn(z)| >


δn+1 − 1

δ − 1
, äëÿ δ 6= 1,

n+ 1, äëÿ δ = 1.

(2.13)

Äîâåäåííÿ. Iç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Q1(z)| = |b1(z)| > δ + 1.

Äàëi |Q2(z)| = |b2(z)b1(z) + a2(z)| > |Q1(z)||b2(z)| − |a2(z)| > |Q1(z)|(1 +

+δ)−δ = |Q1(z)|+δ(|Q1(z)|−1) > |Q1(z)|+δ2, çâiäêè |Q2(z)|−|Q1(z)| > δ2 .

Ç ôîðìóë Âàëëiñà (1.6) òà óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Qs(z)| > |Qs−1(z)|+
+ δ(|Qs−1(z)| − |Qs−2(z)|). Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî |Qs(z)| − |Qs−1(z)| > δs.

Òîäi

|Qn(z)| =
n∑
i=2

(|Qi(z)| − |Qi−1(z)|) + |Q1(z)| >
n∑
i=0

δi =


δn+1 − 1

δ − 1
, δ 6= 1,

n+ 1, δ = 1.

Íåðiâíiñòü (2.13) äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 2.4. (A) ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(z), i = 2, n, ñêií÷åí-

íîãî ÔËÄ

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= a0(z) +

n

K
i=1

ai(z)

1
(2.14)

äëÿ âñiõ z ∈ G çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

|ai(z)| 6 t(1− t), äå 0 < t 6 1
2 , (2.15)

òî êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Qn(z) ÔËÄ (2.14) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Qn(z)| > Ωn(t), (2.16)

äå

Ωn(t) =


(1− t)n+2 − tn+2

(1− t)n+1 − tn+1
, ÿêùî 0 < t < 1

2 ,

n+ 2

2(n+ 1)
, ÿêùî t = 1

2 .

(2.17)

(B) ßêùî äëÿ âñiõ z ∈ G ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai, i = 2, n, ÔËÄ (2.14)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.15) i êðiì òîãî |a1(z)/a0(z)| 6 t(1− t), òî êàíî-
íi÷íèé ÷èñåëüíèê Pn(z) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Pn(z)| > |a0(z)|Ωn+1(t). (2.18)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè, ïîðÿä iç ÔËÄ (2.14) ðîçãëÿíåìî

ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá

fn = 1 +
n

K
i=1

− t(1− t)
1

. (2.19)

Íåõàé f (n)
k , A

(n)
k , B

(n)
k , âiäïîâiäíî, k�é çàëèøîê, ÷àñòèííi ÷èñåëüíèê òà çíà-

ìåííèê k�ãî çàëèøêó n�ãî ïiäõiäíîãî äðîáó ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.19)

f
(n)
k =

A
(n)
k

B
(n)
k

= 1 +
n

K
i=k+1

− t(1− t)
1

, k = n− 1, n− 2, . . . , 1, 0. (2.20)
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàþòü ìiñöå ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

f
(n)
k = 1 +

− t(1− t)

f
(n)
k+1

, B
(n)
k = B

(n)
k+1 − t(1− t)B

(n)
k+2,

A
(n)
k = B

(n)
k−1, k = n− 2, n− 3, . . . , 1, 0,

f (n)
n = 1, A(n)

n = 1, B(n)
n = 1, A

(n)
n−1 = 1− t(1− t), B(n)

n−1 = 1.

(2.21)

Äîâåäåìî, ùî

B
(n)
k =

n−k+1∑
i=0

ti(1− t)n−k+1−i . (2.22)

Êîëè k = n, n− 1, òî ìà¹ìî B(n)
n = 1 = (1− t) + t, B

(n)
n−1 = 1− t(1− t) =

= (1 − t)2 + (1 − t)t + t2. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî (2.22) ìà¹ ìiñöå, êîëè

k = n, n− 1, . . . , s+ 1. Òîäi, äëÿ k = s iç (2.21) âèïëèâà¹, ùî

B(n)
s = B

(n)
s+1 − t(1− t)B

(n)
s+2 =

n−s∑
i=0

ti(1− t)n−s−i−

−t(1− t)
n−s−1∑
i=0

ti(1− t)n−s−1−i =
n−s+1∑
i=0

ti(1− t)n−s+1−i .

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà (2.22) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîìó k.

ßêùî t = 1
2 , òî ç (2.22) ìà¹ìî, ùî

B
(n)
k =

n− k + 2

2n−k+1
. (2.23)

Íåõàé 0 < t < 1
2 . Â (2.22) çðîáèìî çàìiíó t = 1/θ, äå θ > 2. Òîäi

B
(n)
k =

n−k+1∑
i=0

ti(1− t)n−k+1−i =
n−k+1∑
i=0

1

θi
(θ − 1)n−k+1−i

θn−k+1−i =

=
1

θn−k+1

n−k+1∑
i=0

(θ − 1)n−k+1−i =
1

θn−k+1

(θ − 1)n−k+2 − 1

θ − 2
.

Ïîâåðíóâøèñü äî t ìà¹ìî, ùî

B
(n)
k =

(1− t)n−k+2 − tn−k+2

1− 2t
. (2.24)
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×åðåç D(n)
k (z) ïîçíà÷èìî k�é çàëèøîê ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.14)

D(n)
k (z) = 1 +

n

K
i=k+1

ai(z)

1
, k = n− 1, n− 2, . . . , 0, D(n)

n (z) = 1.

Ìà¹ ìiñöå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

D(n)
k (z) = 1 +

ak+1(z)

D(n)
k+1(z)

, k = n− 1, n− 2, . . . , 1, 0. (2.25)

Äîâåäåìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü

|D(n)
k (z)| > f

(n)
k . (2.26)

Ïðè k = n, n− 1 iç (2.15) âèïëèâà¹, ùî

|D(n)
n (z)| = 1 = f (n)

n , |D(n)
n−1(z)| >

∣∣∣∣1− |an(z)|
1

∣∣∣∣ > 1−
t(1− t)

1
= f

(n)
n−1.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü (2.26) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = s+1. Òîäi ó âèïàäêó,

êîëè k = s iç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (2.25) âèïëèâà¹:

|D(n)
s (z)| =

∣∣∣∣∣∣1 +
as(z)

D(n)
s+1(z)

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣1− |an(z)|

|D(n)
s+1(z)|

∣∣∣∣∣∣ > 1−
t(1− t)

f
(n)
s+1

= f (n)
s .

Îòæå, íåðiâíiñòü (2.26) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîìó k.

Òàê ÿê

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= a0(z)

(
1 +

a1(z)/a0(z)

D(n)
1 (z)

)
,

òî |Qn(z)| > f
(n)
1 , |Pn(z)| > |a0(z)| f (n)

0 . Âðàõîâóþ÷è (2.20), (2.21), (2.23) òà

(2.24) îòðèìó¹ìî (2.16) òà (2.18).

Óìîâà |an| 6 t(1 − t), äå 0 < t 6 1
2 , an ∈ C, n ∈ N, äîñëiäæóâàëàñÿ â

ðîáîòi Äæ. Ô. Ïåéäîíà òà Ã. Ñ. Óîëëà [173] äëÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèãëÿä(
1+K(an/1)

)−1
. Ïðè t = 1

2 âêàçàíà óìîâà åêâiâàëåíòíà óìîâi Âîðïiöüêîãî

(1.12). Àíàëîãi÷íà òâåðäæåííÿ äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äîâåäåíî

â ìîíîãðàôi¨ Ä. I. Áîäíàðà [11, ñ. 93,òåîðåìà 3.14].
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2.2. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

äiéñíî¨ çìiííî¨

Iç ìíîæèíè ñêií÷åííèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèãëÿäó

(2.2) âèîêðåìèìî êëàñ iíòåðïîëÿöiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ (IÔËÄ), òîáòî òàêèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêi â òî÷êàõ ìíîæèíè (1.16)

çàäîâîëüíÿþòü iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó

f(zi) = Dl(zi) = b0(zi) +
l

K
k=1

ak(zi)

bk(zi)
, i = 0, n, l = l(n). (2.27)

Âñòàíîâèìî ôîðìóëó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà IÔËÄ ó âèïàäêó, êîëè f(x)

ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨. Íåõàé f(x) çàäàíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ìíîæèíi

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

X = {xi : xi ∈ R ⊂ R, xi 6= xj, i 6= j, i, j = 0, n}, (2.28)

òà íàáëèæà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì âèãëÿäó

Dl(x) =
Pl(x)

Ql(x)
= b0(x) +

l

K
k=1

ak(x)

bk(x)
. (2.29)

Â òî÷êàõ ìíîæèíè X âèêîíó¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà óìîâà

Dl(xi) = f(xi), i = 0, n. (2.30)

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi R i çà çíà-

÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè X iíòåðïîëþ¹òüñÿ IÔËÄ (2.29), ÷àñòèí-

íi ÷èñåëüíèêè ai(x) òà çíàìåííèêè bi(x) ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíè âiä çìiííî¨

x i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè: (A) ôóíêöiÿ f(x) = f1(x)/ωm(x), äå

ωm(x) =
∏p

s=1(x − µs)ks,
∑p

s=1 ks = m,µs� òî÷êè ðîçðèâó 2�ãî ðîäó ôóí-

êöi¨ f(x) íà R, à ôóíêöiÿ f1(x) ∈ C(n)(R) i ìà¹ ïîõiäíó (n+1)�ãî ïîðÿäêó;

(B) ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà êàíîíi÷íîãî ÷èñåëüíèêà Pl(x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íiñòü deg
(
Pl(x) × ωm(x)

)
6 n; (C) âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ íå çáiãàþòüñÿ ç
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ïîëþñàìè ôóíêöi¨, òîáòî µi 6= xj, i = 1, p, j = 0, n, äå xj ∈ X. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ x ∈ Γ = R\{x0, x1, . . . , xn, µ1, µ2, . . . , µp} iñíó¹ òàêà

òî÷êà ξ ∈ Int R, ùî

f(x)−Dl(x) =

∏n
k=0(x− xk)

(n+ 1)!Ql(x)ωm(x)

dn+1(f1(x)Ql(x))

dxn+1

∣∣∣
x=ξ

. (2.31)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

G(x) = f1(x)Ql(x)− ωm(x)Pl(x)− λ(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn),

äå λ ¹ äåÿêèé ïàðàìåòð. Çãiäíî iç ïåðøîþ óìîâîþ òåîðåìè ôóíêöiÿ G(x)

ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî n�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i iñíó¹ ïîõiäíà (n+ 1)�ãî

ïîðÿäêó. Â ñèëó (2.30)G(xi) = 0, i = 0, n.Ïàðàìåòð λ âèçíà÷èìî òàêèì ÷è-

íîì, ùîá ôóíêöiÿ G(x) áóëà ðiâíà íóëåâi â äåÿêié òî÷öi x∗ ∈ Γ. Âèáåðåìî

λ íàñòóïíèì ÷èíîì λ = f1(x∗)Ql(x
∗)−ωm(x∗)Pl(x

∗)
(x∗−x0)(x∗−x1)···(x∗−xn) . Ôóíêöiÿ G(x) ïåðåòâîðþ¹-

òüñÿ â íóëü ó (n+ 2)�x òî÷êàõ x0, x1,. . ., xn, x
∗, äå x∗ ∈ Γ, à îòæå, çãiäíî iç

óçàãàëüíåíîþ òåîðåìîþ Ðîëëÿ [4, ñ. 223], çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷êà ξ ∈ Int R,
ùî G(n+1)(ξ) = 0. Òàê ÿê çà ïðèïóùåííÿì òåîðåìè deg (Pl(x)ωm(x)) 6 n,

òî ìà¹ìî

G(n+1)(ξ) =
dn+1

dxn+1
[f1(ξ)Ql(ξ)]− λ (n+ 1)! = 0.

Îòæå

G(x∗) = f1(x
∗)Ql(x

∗)−ωm(x∗)Pl(x
∗)−

∏n
k=0(x

∗ − xk)
(n+ 1)!

dn+1 (f1(ξ)Ql(ξ))

dxn+1
= 0.

Ïîäiëèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà Ql(x
∗)ωm(x∗). Â ñèëó äîâiëüíîñòi x∗, îòðè-

ìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.31).

Çàóâàæåííÿ 2.2. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 2.5 âñòàíîâëþþòüñÿ îöiíêè

çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ äëÿ öiëîãî êëàñó IÔËÄ â ÿêèõ ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè òà

çíàìåííèêè ìíîãî÷ëåíè [92, ñ. 65�68].
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2.3. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

Ðîçãëÿíåìî Ò�IËÄ (1.25). Âêàæåìî ùå îäèí ñïîñiá âèçíà÷åííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ Ò�IËÄ. Îñêiëüêè iç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

wm = D(T )
n (zm) = b0 +

m

K
k=1

zm − zk−1

bk
, m = 0, n, (2.32)

òî äëÿ m = 0, 3 ìà¹ìî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ b0, b1, b2, b3:

b0 = w0, b1 =
z1 − z0

w1 − w0
, b2 =

z2 − z1

z2−z0
w2−w0

− z1−z0
w1−w0

, b3 =
z3 − z2

z3−z1
z3−z0
w3−w0

− z1−z0
w1−w0

− z2−z1
z2−z0
w2−w0

− z1−z0
w1−w0

.

Ôîðìóëè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ b2 òà b3 ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

b2 =
z2 − z1

−b1 +

z2 − z0

w2 − b0
, b3 =

z3 − z2

−b2 +

z3 − z1

−b1 +

z3 − z0

w3 − b0
.

Òåîðåìà 2.6. Êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.25) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà÷å-

ííÿ ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ Z çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî

ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

b0 = w0, bm =
zm − zm−1

−bm−1 + · · ·+
zm − z1

−b1 +

zm − z0

wm − b0
, m = 1, n. (2.33)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî (2.33) çà iíäóêöi¹þ. Êîëè m = 2, 3, òî (2.33) âè-

êîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà (2.33) âiðíà äëÿ m = j − 1. Òîäi ïðè

m = j ñïiââiäíîøåííÿ (2.32) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wj = b0 +
zj − z0

b1 +
j

K
k=2

((zj − zk−1)/bk)

. (2.34)

Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ S = b1 +K
j
k=2((zj − zk−1)/bk). Ñïiââiäíîøåííÿ (2.34)

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi wj = b0 + (zj − z0)/S. Çâiäñè

S =
zj − z0

wj − b0
. (2.35)
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Ëàíöþãîâèé äðiá D(T )
j−1(z) = b1 + K

j
k=2((z − zk−1)/bk) áóäå Ò�IËÄ, ÿêèé

ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ z1, z2, . . . , zj

i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ éîãî êîåôiöi¹íòè âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

(2.33). Çîêðåìà

bj =
zj − zj−1

−bj−1 + · · · +

zj − z2

−b2 +

zj − z1

S − b1
. (2.36)

Ïiäñòàâèâøè (2.35) â (2.36) îòðèìà¹ìî

bj =
zj − zj−1

−bj−1 + · · · +

zj − z1

−b1 +

zj − z0

wj − b0
.

Îòæå, ôîðìóëà (2.33) âiðíà âñiõ m = 1, n.

Âïåðøå ôîðìóëà (2.33) áåç îá ðóíòóâàííÿ áóëà íàâåäåíà â ðîáîòi Â. Ñåìà-

øêî, Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨ [151].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Ò�IËÄ (1.25) ¹ ÔËÄ ç ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè

ak(z) = z− zk−1 òà çíàìåííèêàìè bk(z) = bk. ×èñåëüíèê P
(T )
n (z) òà çíàìåí-

íèê Q(T )
n (z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.25) ìîæóòü áóòè ïîäàíi çà äîïîìîãîþ

ôîðìóë Îéëåðà�Ìiíäií à (2.3), äå Xk(z) = (z − zk)/(bk bk+1), k = 0, n− 1.

Òåîðåìà 2.7. (A) Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ f(z), ÿêà âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi

Z ⊂ C i çàäàíà çíà÷åííÿìè íà ìíîæèíi Z, ïîáóäîâàíèé Ò�IËÄ (1.25), êî-

åôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà

|bk| > β > dZ + 1, äå dZ 6= 1, dZ = diam Z, k = 1, n. (2.37)

(B) Íåõàé iñíó¹ ïiäìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â êîæíié òî÷öi z∗ ∈ Z

÷àñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z∗) ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.23) çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíiñòü

|vn+1(z∗)| > β > dZ + 1. (2.38)

Òîäi
minz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|∣∣B[n]

1

∣∣2 b∗n+1 κn+2(ω)κn+1(ω)
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)−D(T )

n (z∗)| 6
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6
(dZ − 1)2 maxz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|

((dZ)n+2 − 1) ((dZ)n+1 − 1)
, (2.39)

äå b∗n+1 = minz∗∈Z |vn+1(z∗)|, ω = dZ/β
2, âåëè÷èíè B

[n]
1 òà κn(ω) âèçíà÷åíi,

âiäïîâiäíî, â (2.4) òà (2.12).

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî (1.6) àáî îáåðíåíîãî (1.11) ðåêó-

ðåíòíèõ àëãîðèòìiâ ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâîìó äðîáó

(1.23) âiäíîøåííÿ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî

f(z) =
P

(∗)
n+1(z)

Q
(∗)
n+1(z)

= b0 +
z − z0

b1 + · · · +

z − zn−1

bn +

z − zn
vn+1(z)

. (2.40)

Íåõàé êîåôiöi¹íòè bi, i = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.40) âèçíà÷àþòüñÿ ç

iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè, òîáòî çáiãàþòüñÿ iç êîåôiöi¹íòàìè Ò�IËÄ (1.25). Iç

ôîðìóëè (1.10) âèïëèâà¹, ùî

f(z)−D(T )
n (z) =

P
(∗)
n+1(z)

Q
(∗)
n+1(z)

− P
(T )
n (z)

Q
(T )
n (z)

= (−1)n
(z − z0)(z − z1) · · · (z − zn)

Q
(∗)
n+1(z) Q

(T )
n (z)

.

Îöiíèìî öþ ðiçíèöþ çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì ó òî÷öi z∗ ∈ Z ,∣∣∣f(z∗)−D(T )
n (z∗)

∣∣∣ =
|z∗ − z0| |z∗ − z1| · · · |z∗ − zn|
|Q(∗)

n+1(z∗)| |Q
(T )
n (z∗)|

.

Iç òåîðåì 2.2 òà 2.3 âèïëèâà¹, ùî (dZ)n+1−1
dZ−1 6

∣∣Q(T )
n (z∗)

∣∣ 6 ∣∣B[n]
1

∣∣κn+1(ω).

Iç íåðiâíîñòi (2.38) òà òèõ æå òåîðåì îòðèìó¹ìî (dZ)n+2−1
dZ−1 6

∣∣∣Q(∗)
n+1(z∗)

∣∣∣ 6
6
∣∣∣B[n]

1

∣∣∣ |bn+1(z∗)|κn+2(ω). Òîäi íàðåøòi ìà¹ìî (2.39).

Çàóâàæåííÿ 2.3. Äëÿ dZ = 1 íåðiâíiñòü (2.39) íàáóäå âèãëÿäó

min
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

|B[n]
1 | b∗n+1 κn+2(ω)κn+1(ω)

6 max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(T )
n (z∗)| 6

max
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

(n+ 1) (n+ 2)
.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Â ïiäðîçäiëi äîäàòêó Á.1 (ñòîð. 337) íàâåäåíi ÷è-

ñëîâi ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ÿêi iëþñòðóþòü

òåîðåìó 2.7.
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Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ çáiæíîñòi iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðîöåñó Òiëå. Íåõàé

çàäàíà íåñêií÷åííà òðèêóòíà ìàòðèöÿ âóçëiâ I, ÿêà âèçíà÷åíà â (1.20)

Òåîðåìà 2.8. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà Z ⊂ C. (B) Íåõàé

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n: (B1) êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.25), ÿêèé ïîáóäî-

âàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (n+ 1)�ãî ðÿäêà ìàòðèöi iíòåðïî-

ëÿöiéíèõ âóçëiâ (1.20), çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |b(n)
k | > β > dZ + 1, k = 1, n;

(B2) iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\I, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z ÷àñòèí-

íèé çíàìåííèê vn+1(z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.23) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü∣∣vn+1(z∗)
∣∣ > β > dZ + 1. Òîäi limn→∞maxz∗∈Z |f(z∗)−D(T )

n (z∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé dZ 6= 1. Ïðè ôiêñîâàíîìó n ç òåîðåìè 2.7 âèïëèâà¹,

ùî

max
z∗∈Z

∣∣∣f(z∗)−D(T )
n (z∗)

∣∣∣ < (dZ − 1)2 maxz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|

((dZ)n+2 − 1) ((dZ)n+1 − 1)
<

<
(dZ − 1)2 (dZ)n+1

((dZ)n+2 − 1) ((dZ)n+1 − 1)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî ãðàíèöÿ äëÿ n→∞ ðiâíà íóëþ.

Àíàëîãi÷íî, êîëè dZ = 1, ìà¹ìî max
z∗∈Z

∣∣f(z∗) − D
(T )
n (z∗)

∣∣ < 1
(n+1)(n+2) .

Çíîâó ãðàíèöÿ áóäå ðiâíà íóëþ, êîëè n→∞.

2.4. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

Òiëå äiéñíî¨ çìiííî¨

Â òåîðåìi 2.5 âñòàíîâëåíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà IÔËÄ äëÿ âèïàäêó,

êîëè ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ak(x) òà çíàìåííèêè bk(x) ëàíöþãîâîãî äðîáó ¹

ìíîãî÷ëåíè, à ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïîëþñè äåÿêî¨ êðàòíîñòi â îáëàñòi iíòåðïî-

ëþâàííÿ R ⊂ R. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), iíòåðïîëþ¹òüñÿ Ò�IËÄ,

òî êàíîíi÷íi ÷èñåëüíèê Pn(x) òà çíàìåííèê Qn(x) ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.29)

¹ ìíîãî÷ëåíè i deg Pn(x) 6 n. Ôîðìóëà (2.31) íàáóâà¹ âèãëÿäó

f(x)− Pn(x)

Qn(x)
=

∏n
k=0(x− xk)

(n+ 1)!Qn(x)

dn+1

dxn+1

[
f(x)Qn(x)

]∣∣∣
x=ξ

, ξ ∈ IntR. (2.41)
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Êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Q
(T )
n (x) Ò�IËÄ (2.29) âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç åëå-

ìåíòè äðîáó ai, bi, i = 1, n, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Îéëåðà�Ìiíäií à (2.6)

Q(T )
n (x) = B

[n]
1 (x)

(
1 +

n−1∑
i=1

Xi(x) +
n−3∑
i1=1

Xi1(x)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(x)+

+ · · ·+
n+1−2l∑
i1=1

Xi1(x)
n+3−2l∑
i2=i1+2

Xi2(x) · · ·
n−1∑

il=il−1+2

Xil(x)
)
, l = [n/2] . (2.42)

Î÷åâèäíî, ùî êiëüêiñòü äîäàíêiâ â îäèíàðíié ñóìi (2.42) ðiâíà (n − 1), ó

ïîäâiéíié ñóìi � (n−3)(n−2)
2! , ó ïîòðiéíié ñóìi � (n−5)(n−4)(n−3)

3! . ßêùî ñêîðè-

ñòàòèñÿ ôîðìóëîþ [97, ñ. 598]
∑n

i=1 i(i + 1)(i + 2) · · · (i + m) = 1
m+2 n(n +

+ 1)(n + 2) · · · (n + m + 1), òî ëåãêî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â k�é ñóìi (2.42)

êiëüêiñòü äîäàíêiâ áóäå ðiâíà 1
k!

∏k
i=1(n − 2k + i). Êðiì òîãî, êàíîíi÷íèé

çíàìåííèê Q(T )
n (x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.9).

Çãiäíî iç ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà ïîõiäíî¨ m-ãî ïîðÿäêó âiä äîáóòêó äâîõ

ôóíêöié, iç ôîðìóëè (2.9) ìà¹ìî, ùî

(
Q(T )
n (x)

)(m)
=

m∑
j=0

Cj
m

(
B

[n]
1 (x)

)(m−j)
l∑

k=0

(
R

[n]
k,1(x)

)(j)
,

à òîäi

dn+1

dxn+1

[
f(x)Q(T )

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(T )
n (x) +

n+1∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)×

×
m∑
j=0

Cj
m

(
B

[n]
1 (x)

)(m−j)
l∑

k=0

(
R

[n]
k,1(x)

)(j)
. (2.43)

Êðiì òîãî, iç (2.8) âèïëèâà¹ íàñòóïíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà

(
R

[n]
k,1(x)

)(m)
=

n+1−2k∑
j=1

m∑
i=0

Ci
mX

(i)
j (x)

(
R

[n]
k−1,j+2(x)

)(m−i)
. (2.44)
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Òåîðåìà 2.9. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R). Çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨

f(x) â òî÷êàõ ìíîæèíè (2.28) ïîáóäîâàíèé Ò�IËÄ. Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí

Ò�IËÄ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣f(x)− P
(T )
n (x)

Q
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6
∏n

k=0 |x− xk|
(n+ 1)! |Q(T )

n (x)|
f ∗ (b∗)n

(
κn+1(ω)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1

1

β2m

l−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, (2.45)

äå b∗ = max
16i6n

|bi| , f ∗ = max
06i6l

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣ , β = min

16i6n
|bi| , ω = α/β2,

l = [n/2], α = dR, âåëè÷èíà κn(ω) âèçíà÷åíà â (2.12).

Äîâåäåííÿ. Â ôîðìóëi (2.44) ó öüîìó âèïàäêóXj(x) = (x−xj)/(bj bj+1),

Yj = X ′j(x) = 1/(bjbj+1), j = 1, n− 1, i X(k)
j (x) ≡ 0, êîëè k > 2. Ôîðìóëà

(2.44) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(R
[n]
k,1(x))(m) =

n+1−2k∑
j=1

(
Xj(x)(R

[n]
k−1,j+2(x))(m)+mYj(R

[n]
k−1,j+2(x))(m−1)

)
. (2.46)

Ç (2.7) ìà¹ìî, ùî (
R

[n]
k,1(x)

)(m)
= 0, êîëè k < m. (2.47)

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.20 deg Q
(T )
n (x) 6 l, l = [n/2]. Êðiì òîãî, B[n]

1 íå

çàëåæèòü âiä x. Ôîðìóëà (2.43) ìîæå áóòè çàïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

dn+1

dxn+1

[
f(x)Q(T )

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(T )
n (x)+

+B
[n]
1

l∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)
l∑

k=m

(
R

[n]
k,1(x)

)(m)
. (2.48)

Çíàéäåìî ïîõiäíi
(
R

[n]
k,1(x)

)(m)
, êîëè k = m, l. Êîëè k = m ç (2.46) ç óðàõó-

âàííÿì (2.47) îòðèìà¹ìî

(
R

[n]
m,1(x)

)(m)
=

n+1−2m∑
i1=1

mYi1
(
R

[n]
m−1,i1+2(x)

)(m−1)
=
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=
n+1−2m∑
i1=1

mYi1

n+3−2m∑
i2=i1+2

(m− 1)Yi2
(
R

[n]
m−2,i2+2(x)

)(m−2)
= · · · =

= m!
n+1−2m∑
i1=1

Yi1

n+3−2m∑
i2=i1+2

Yi2 · · ·
n−1∑

im=im−1+2

Yim .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

M
[n,0]
m,t =

n+1−2m∑
j1=t

Yj1

n+3−2m∑
j2=j1+2

Yj2. . .
n−1∑

jm=jm−1+2

Yjm, M
[n,0]
0,t =R

[n]
0,t=1, m > 1. (2.49)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿM [n,0]
m,t =

∑n+1−2m
j=t Yj M

[n,0]
m−1,j+2 ,

à òîäi
(
R

[n]
m,1(x)

)(m)
= m!M

[n,0]
m,1 . Ïðè k = m + 1 iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.46)

ìà¹ìî

(
R

[n]
m+1,1(x)

)(m)
=

n−1−2m∑
i=1

(
Xi(x)

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m)
+mYi

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m−1)
)

=

=
n−1−2m∑
i=1

(
Xi(x)m!M

[n,0]
m,i+2 +mYi

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m−1)
)

= · · · =

=
n−1−2m∑
i1=1

(
Xi1(x)m!M

[n,0]
m,i1+2 +mYi1

n+1−2m∑
i2=i1+2

(
Xi2(x) (m− 1)!M

[n,0]
m−1,i2+2+

+(m− 1)Yi2

n+3−2m∑
i3=i2+2

(
Xi3(x) (m− 2)!M

[n,0]
m−2,i3+2 + (m− 2)Yi3×

×
n+5−2m∑
i4=i3+2

(
· · ·+ 2Yim−1

n−3∑
im=im−1+2

(
Xim(x)M

[n,0]
1,im+2 + Yim R

[n]
1,im+2(x)

)
· · ·
))))

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

M
[n,1]
m+1,t(x) =

n−1−2m∑
j1=t

(
Xj1(x) M

[n,0]
m,j1+2 + Yj1

n+1−2m∑
j2=j1+2

(
Xj2(x)M

[n,0]
m−1,j2+2+

+Yj2

n+3−2m∑
j3=j2+2

(
· · ·+ Yjm−1

n−3∑
jm=jm−1+2

(
Xjm(x)M

[n,0]
1,jm+2 + Yjm R

[n]
1,im+2(x)

)
· · ·
)))

.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî

M
[n,1]
m+1,t(x) =

n−1−2m∑
j=t

(
XjM

[n,0]
m,j+2 +YjM

[n,1]
m,j+2(x)

)
, M

[n,1]
1,t (x) = R

[n]
1,t(x), (2.50)

à òîäi
(
R

[n]
m+1,1(x)

)(m)
= m!M

[n,1]
m+1,1(x).

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ç (2.46) ìîæíà

äîâåñòè, ùî
(
R

[n]
m+s,1(x)

)(m)
= m!M

[n,s]
m+s,1(x), s = 1, l −m, äå

M
[n,s]
m+s,t(x) =

n+1−2(m+s)∑
j=t

(
XjM

[n,s−1]
m+s−1,j+2(x) + YjM

[n,s]
m+s−1,j+2(x)

)
, (2.51)

M
[n,s]
s,t (x) = R

[n]
s,t(x) .

Ôîðìóëà (2.48) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dn+1

dxn+1

[
f(x)Q(T )

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(T )
n (x)+

+B
[n]
1

l∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)m!
l∑

k=m

M
[n,k−m]
k,1 (x) .

∣∣∣∣dn+1
[
f(x)Q

(T )
n (x)

]
dxn+1

∣∣∣∣6f ∗(∣∣Q(T )
n (x)

∣∣+(b∗)n
l∑

m=1

Cm
n+1m!

l∑
k=m

|M [n,k−m]
k,1 (x)|

)
.

(2.52)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣Q(T )
n (x)

∣∣∣ 6 (b∗)nκn+1(ω). (2.53)

Çíàéäåìî îöiíêè |M [n,k−m]
k,1 (x)|, êîëè k = m, l. Ïðè k = m iç (2.49) âèïëèâà¹,

ùî
∣∣M [n,0]

m,i+2(x)
∣∣ 6 1

m!β2m

∏m
j=1(n − 1 − i − 2m + j). Êîëè k = m + 1, òî iç

ôîðìóëè (2.50) îòðèìó¹ìî

∣∣M [n,1]
m+1,i+2(x)

∣∣ 6 n−1−2m∑
j=i+2

(
|Xj(x)| |M [n,0]

m,j+2(x)|+ |Yj||M [n,1]
m,j+2(x)|

)
. (2.54)
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Êîëè m = 0, òî ç (2.54) ìà¹ìî |M [n,1]
1,i+2(x)| = |R[n]

1,i+2(x)| 6 α
β2 (n− i− 2). Äëÿ

m = 1 ç íåðiâíîñòi (2.54) âèïëèâà¹, ùî

|M [n,1]
2,i+2(x)| 6

n−3∑
j=i+2

(
|Xj| |M [n,0]

1,j+2(x)|+ |Yj| |M [n,1]
1,j+2(x)|

)
6

6
2α

β4

n−3∑
j=i+2

(n− j − 2) =
α

β4
(n− i− 4)(n− i− 3).

Çà iíäóêöi¹þ äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣M [n,1]
k,i+2(x)

∣∣ 6 α

(k − 1)! β2k

k∏
j=1

(n− i− 2k + j − 1) , k = 1, l. (2.55)

Ó âèïàäêó k = 1, 2 ôîðìóëà (2.55) âèêîíó¹òüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ,

ùî ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå äëÿ k = t. Òîäi, êîëè k = t+ 1, ç (2.54) îòðèìó¹ìî

∣∣M [n,1]
t+1,i+2(x)

∣∣ 6 n−1−2t∑
j=i+2

(
|Xj| |M [n,0]

t,j+2(x)|+ |Yj||M [n,1]
t,j+2(x)|

)
6

6
n−1−2t∑
j=i+2

( α
β2

1

t! β2t

t∏
s=1

(n− j − 2t+ s− 1) +
1

β2

α

(t− 1)! β2t
×

×
t∏

s=1

(n− j − 2t+ s− 1)
)

=
α (t+ 1)

t!β2(t+1)

n−i−2(t+1)∑
j=1

t∏
s=1

(j + s− 1) =

=
α

t! β2(t+1)

t+1∏
j=1

(n− i− 2(t+ 1) + j − 1),

òîáòî ôîðìóëà (2.55) ìà¹ ìiñöå i â öüîìó âèïàäêó.

Çà iíäóêöi¨ ïîêàæåìî, ùî âiðíà íåðiâíiñòü∣∣M [n,s]
m+s,i+2(x)

∣∣ 6 αs

m! s! β2(m+s)

m+s∏
t=1

(n−i−2(m+s)+t−1), s = 0, l −m. (2.56)

Ïðè s = 0, 1 ôîðìóëà (2.56) âèêîíó¹òüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî äàíà

ôîðìóëà âèêîíó¹òüñÿ, êîëè s = k. Òîäi äëÿ s = k+1 iç (2.51) âèïëèâà¹, ùî

∣∣M [n,k+1]
m+k+1,i+2(x)

∣∣6n−1−2(m+k)∑
j=i+2

(
|Xj||M [n,k]

m+k,j+2(x)|+ |Yj||M [n,k+1]
m+k,j+2(x)|

)
. (2.57)
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Êîëè m = 0, òî ç (2.51) îòðèìó¹ìî

∣∣M [n,k+1]
k+1,i+2(x)

∣∣ =
∣∣R[n]

k+1,i+2(x)
∣∣ 6 αk+1

(k + 1)! β2(k+1)

k+1∏
j=1

(n− i− 2(k + 1) + j − 1).

Äëÿ m = 1 ç (2.57) ìà¹ìî, ùî

∣∣M [n,k+1]
k+2,i+2(x)

∣∣ 6 n−3−2k∑
j=i+2

(
|Xj| |M [n,k]

k+1,i+2(x)|+ |Yj||M [n,k+1]
k+1,i+2(x)|

)
6

6
n−3−2k∑
j=i+2

( α
β2

αk

k! β2(k+1)

k+1∏
t=1

(n− j − 2(k + 1) + t− 1) +
1

β2

αk+1

(k + 1)!β2(k+1)
×

×
k+1∏
t=1

(n− i−2(k+ 1) + t−1)
)

=
αk+1

(k + 1)! β2(k+2)

k+2∏
j=1

(n− i−2(k+ 2) + j−1).

Êîëè m = 2, òî

∣∣M [n,k+1]
k+3,i+2(x)

∣∣ 6 n−5−2k∑
j=i+2

(
|Xj| |M [n,k]

k+2,i+2(x)|+ |Yj||M [n,k+1]
k+2,i+2(x)|

)
6

6
n−5−2k∑
j=i+2

( α
β2

αk

k! 2! β2(k+2)

k+2∏
t=1

(n− j − 2(k + 2) + t− 1) +
1

β2

αk+1

(k + 1)!β2(k+1)
×

×
k+2∏
t=1

(n−i−2(k+2)+t−1)
)

=
αk+1

(k + 1)! 2!β2(k+3)

k+3∏
j=1

(n−i−2(k+3)+j−1).

Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî (2.56) âèêîíó¹òüñÿ äëÿm = t. Òîäi, êîëèm = t+1

ç (2.57) ìà¹ìî

∣∣M [n,k+1]
k+t+2,i+2(x)

∣∣ 6 n−3−2(k+t)∑
j=i+2

(
|Xj| |M [n,k]

k+t+1,j+2(x)|+ |Yj| |M [n,k+1]
k+t+1,j+2(x)|

)
6

6
n−3−2(k+t)∑

j=i+2

( α
β2

αk

k! (t+ 1)!β2(k+t+1)

k+t+1∏
p=1

(n− j − 2(k + t+ 1) + p− 1)+

+
1

β2

αk+1

(k + 1)!t!β2(k+t+1)

k+t+1∏
p=1

(n− i− 2(k + t+ 1) + p− 1)
)

=
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=
αk+1

(k + 1)! (t+ 1)! β2(k+t+2)

k+t+2∏
j=1

(n− i− 2(k + t+ 2) + j − 1).

Ôîðìóëà (2.56) âiðíà i â öüîìó âèïàäêó, îòæå âîíà âiðíà äëÿ äîâiëüíèõ s

òà m. Iç (2.56) âèïëèâà¹, ùî

∣∣M [n,s]
m+s,1(x)

∣∣ 6 αs

m! s! β2(m+s)

m+s∏
p=1

(n− 2(m+ s) + p). (2.58)

Ç (2.41),(2.52), (2.53) òà (2.58) âèïëèâà¹ (2.45).

Çàóâàæåííÿ 2.5. Ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü òåîðåìó 2.9, íàâåäåíi â

ïiäðîçäiëi Á.2 äîäàòêó íà ñòîðiíöi 340.

Òåîðåìà 2.10. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ â òî÷êàõ ìíîæèíè X ïîáóäîâàíèé Ò�IËÄ (1.25), ÷àñòèííi ÷èñåëü-

íèêè òà çíàìåííèêè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà, òîáòî 0 < |x−xi−1| 6 α, |bi| > α+1, i = 1, n, òî ìà¹ ìiñöå

îöiíêà: a) ÿêùî α 6= 1∣∣∣∣∣f(x)− P
(T )
n (x)

Q
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 αn+1(α− 1)

(n+ 1)! (αn+1 − 1)
· f ∗ (b∗)n

(
κn+1(ω)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1

1

β2m

l−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, (2.59)

á) ÿêùî α = 1∣∣∣∣∣f(x)− P
(T )
n (x)

Q
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 1

(n+ 1) (n+ 1)!
· f ∗ (b∗)n

(
κn+1(ω)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1

1

β2m

l−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, (2.60)

äå α, ω, β, b∗, f ∗ âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 2.9.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3 ìà¹, ùî |Q(T )
n (x)|> αn+1−1

α−1 , êîëè α 6= 1,

àáî |Q(T )
n (x)| > n+ 1, êîëè α = 1. Òîäi iç òåîðåìè 2.9 îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi

(2.59) òà (2.60).
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Çàóâàæåííÿ 2.6. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi íå ïðîâîäèâñÿ ïîðiâíÿëüíèé

àíàëiç ÿêîñòi íàáëèæåííÿ ðîçãëÿíóòèõ òèïiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ç iíøèìè ìåòîäàìè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié, íàïðèêëàä iíòåðïîëÿöié-

íèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Îäíàê, â ïiäðîçäiëi Á.3 äîäàòêó (ñòîð. 343) íàâåäåíi

ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨ Ò�IËÄ òà iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó ôîðìi Íüþòîíà.

2.5. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíîñòi {vk(z)} òà {Vk(z)} íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) = v0(z), v0(z) = v0(z0) + v1(z)(z − z0), vk(z) =
vk(zk)

1 + vk+1(z)(z − zk)
,

V0(z) = v0(z), Vk(z) = v0 ◦ · · · ◦ vk(z), k = 1, n, zi ∈ Z, i = 0, n.

Òîäi

f(z) = Vn(z) = v0(z0) +
v1(z1)(z − z0)

1 +

v2(z2)(z − z1)

1 + · · · +

+

vn−1(zn−1)(z − zn−2)

1 +

vn(zn)(z − zn−1)

1 + vn+1(z)(z − zn)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ak = vk(zk), k = 0, n. Ìà¹ìî

f(z) =
P

(∗)
n+1(z)

Q
(∗)
n+1(z)

= a0 +
a1(z − z0)

1 +

a2(z − z1)

1 + · · · +

+

an(z − zn−1)

1 +

vn+1(z)(z − zn)
1

. (2.61)

Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D(c)
n (z) = a0 +

n

K
k=1

ak (z − zk−1)

1
. (2.62)

Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì (1.6) (àáî îáåðíåíèì (1.11)) ðåêóðåíòíèì àëãîðè-

òìîì ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâîìó äðîáó (2.62) âiäíîøåííÿ äâîõ

ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî

D(c)
n (z) =

P
(c)
n (z)

Q
(c)
n (z)

= a0 +
n

K
k=1

ak (z − zk−1)

1
. (2.63)
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Îçíà÷åííÿ 2.3. ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá (2.63) ó iíòåðïîëÿöiéíèõ âó-

çëàõ (1.16) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.27), òî éîãî íàçèâàþòü iíòåðïîëÿöiéíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�IËÄ).

Êîåôiöi¹íòè ak, k = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.63) âèçíà÷èìî iç óìîâè

(2.27). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîìó m, äå 0 6 m 6 n, ìà¹ ìiñöå ñïiââiä-

íîøåííÿ

wm = D(c)
n (zm) = a0 +

m

K
k=1

ak (zm − zk−1)

1
. (2.64)

Ïðè m = 0, 1, 2 ìà¹ìî: a0 = w0, a1 = w1−w0

z1−z0 , a2 = 1
z2−z1

(
− 1 + a1(z2−z0)

w2−a0

)
.

Òåîðåìà 2.11. Êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà÷å-

ííÿ ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ Z çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî

ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó, òîáòî

am =
1

zm−zm−1

(
− 1 +

am−1(zm−zm−2)

−1 +

am−2(zm−zm−3)

−1 + · · · +

+

a2(zm − z1)

−1 +

a1(zm − z0)

wm − a0

)
, m = 2, n, a0 = w0, a1 =

w1 − w0

z1 − z0
. (2.65)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè ìà¹ ìiñöå äëÿ m = 0, 1, 2. Ïðèïóñòèìî, ùî (2.65) âèêî-

íó¹òüñÿ, êîëè m = j − 1. Òîäi äëÿ m = j iç (2.64) ìà¹ìî, ùî

wj = a0 +

j

K
k=1

ak (zj − zk−1)

1
= a0 +

a1(zj − z0)

1 +K
j
k=2(ak(zj − zk−1)/1)

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S = 1+K
j
k=2(ak(zj − zk−1)/1). Òîäi wj = a0+a1(zj − z0)/S

i S = a1(zj − z0)/(wj − a0). Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äðiá D(c)
j−1(z) = 1 +

+K
j
k=2(ak(z − zk−1)/1). Êîåôiöi¹íòè a2, a3, . . . , aj−1 ëàíöþãîâîãî äðîáó âi-

äîìi, à êîåôiöi¹íò aj �íåâiäîìèé. Ç iíøîãî áîêó öå Ñ�IËÄ, ÿêèé ïîáóäîâà-

íèé çà çíà÷åííÿìè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ z1, z2, . . . , zj.

Çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ éîãî êîåôiöi¹íòè âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-

ëîþ (2.65) i çîêðåìà êîåôiöi¹íò aj âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

aj =
1

zj − zj−1

(
−1 +

aj−1 (zj − zj−2)

−1 + · · · +

a3 (zj − z2)

−1 +

a2 (zj − z1)

S − 1

)
.
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Ïiäñòàâèâøè â îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ðàíiøå çíàéäåíå çíà÷åííÿ S îòðè-

ìà¹ìî, ùî (2.65) âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî bi 6= 0, i = 1, n, òî Ñ�IËÄ (2.63) áóäå åêâiâàëåí-

òíèé Ò�IËÄ (1.25), îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âçà¹ìîçâ'ÿçàíi

ñïiââiäíîøåííÿìè a0 = b0, a1 = 1/b1, ai = 1/(bibi−1), i = 2, n. Îäíàê çàóâà-

æèìî, ùî ôîðìóëà (2.65) äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63)

áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ. Êðiì òî-

ãî êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà, à îòæå äëÿ òàêîãî òèïó iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

òåîðåìà 2.7 íå ìà¹ ìiñöÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.7. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Ñ�IËÄ (2.63) ¹ ðàöiîíàëüíà ôóí-

êöiÿ, deg P
(c)
n (z) 6 [(n+ 1)/2] , deg Q

(c)
n (z) 6 [n/2] .

Ëåìà 2.2. ßêùî êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) òàêi, ùî ak 6= 0, k = 1, n,

òà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà, òîáòî max
z∈R
|ak(z − zk−1)| 6

6 t(1 − t), äå 0 < t 6 1
2 , k = 2, n, òî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z\Z ìà¹ ìiñöå

íåðiâíiñòü

Ωn(t) 6
∣∣Q(c)

n (z)
∣∣ < κn+1(δ) , (2.66)

äå δ = max
26i6n

|ai| dZ , âåëè÷èíè κn(δ) òà Ωn(t) âèçíà÷åíi â (2.12) òà (2.17).

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà äëÿ ìîäóëÿ çíàìåííèêà Q(c)
n çãîðè â (2.66) áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2, îñêiëüêè äëÿ Ñ�IËÄ B
[n]
1 ≡ 1. Îöiíêà

ìîäóëÿ çíàìåííèêà çíèçó âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 2.4.

Òåîðåìà 2.12. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂
⊂ C; (B) íåõàé êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63) ak 6= 0, k = 1, n, i ìà¹ ìiñöå

óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

max
z∈Z
|ak(z − zk−1)| 6 t(1− t), 0 < t 6 1

2 , k = 2, n; (2.67)

(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z

÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê vn+1(z)(z−zn) ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.61) çàäîâîëüíÿ¹
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óìîâè

vn+1(z∗) 6= 0, max
z∈Z
|vn+1(z∗)(z − zn)| 6 t(1− t). (2.68)

Òîäi

ãn+1 minz∗∈Z

∏n
i=1 |ai(z∗ − zi−1)|

κn+1(δ)κn+2(δ∗)
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)−D(c)

n (z∗)| 6

6
ān+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |ai(z∗ − zi−1)|

Ωn(t) Ωn+1(t)
, (2.69)

äå δ = max
26i6n

|ai| dZ , δ∗ = max{δ, ān+1} dZ , ān+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(z∗)(z∗ − zn)|,
ãn+1 = min

z∗∈Z
|vn+1(z∗)(z∗−zn)|, à κn(δ) òà Ωn(t) âèçíà÷åíi â (2.12) òà (2.17).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z∗ ∈ Z . Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè a0, a1, . . . , an

ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.61) âèçíà÷åíi ç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè (2.27), à îòæå

çáiãàþòüñÿ iç êîåôiöi¹íòàìè Ñ�IËÄ (2.63) çà ïîáóäîâîþ. Òîäi ðiçíèöÿ

f(z)−D(c)
n (z) =

P
(∗)
n+1(z)

Q
(∗)
n+1(z)

− P
(c)
n (z)

Q
(c)
n (z)

=
(−1)n

∏n
i=0 ai+1(z − zi)

Q
(c)
n (z)Q

(∗)
n+1(z)

.

Îöiíèìî öþ ðiçíèöþ çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì â òî÷öi z∗ ∈ Z , ìà¹ìî

|f(z∗)−D(c)
n (z∗)| =

vn+1(z∗)
∏n

i=1 |ai (z∗ − zi−1)|
|Q(∗)

n+1(z∗)| |Q
(c)
n (z∗)|

.

Ç óðàõóâàííÿì ëåìè 2.2 îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (2.69).

Çàóâàæåííÿ 2.8. ×èñëîâi ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨, ÿêi âìiùåíî â ïiäðîçäiëi Á.4 äîäàòêó(ñòîð. 347), iëþñòðóþòü òåî-

ðåìó 2.12.

Òåîðåìà 2.13. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂
⊂ C. (B) Íåõàé äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n: (B1) êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ (2.63)

a
(n)
k , k = 1, n, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (n +

+ 1)�ãî ðÿäêà ìàòðèöi âóçëiâ (1.20), âiäìiííi âiä íóëÿ, a
(n)
k 6= 0, òà ìà¹

ìiñöå óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà maxz∈Z |a(n)
k (z− z(n)

k−1)| 6 t(1− t), äå 0 <

< t 6 1
2; (B2) íåõàé iñíó¹ ìíîæèíà Z ⊂ Z\I, ùî â äîâiëüíié òî÷öi

z∗ ∈ Z , ÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê vn+1(z)(z − zn) ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.61)
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çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè v
(n)
n+1(z∗) 6= 0, maxz∈Z |v(n)

n+1(z∗)(z − z
(n)
n )| 6 t(1− t). Òîäi

lim
n→∞

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (z∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: a) 0 < t < 1/2; á) t = 1/2.

a) Íåõàé 0 < t < 1/2. Êîëè n ôiêñîâàíî, òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.12 ìà¹

ìiñöå îöiíêà

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (z∗)| 6

ān+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |a

(n)
i (z∗ − z(n)

i−1)|
Ωn Ωn+1

6

6
tn+1(1− t)n+1((1− t)n+1 − tn+1)

(1− t)n+3 − tn+3
.

ßêùî çðîáèòè çàìiíó t = 1/θ, θ > 2, òî ìà¹ìî

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (z∗)| 6

(θ − 1)n+1((θ − 1)n+1 − 1)

θ2n((θ − 1)n+3 − 1)
.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi, êîëè n→∞, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

á) Êîëè t = 1/2, òî max
z∗∈Z

|f(z∗) − D
(c)
n (z∗)| 6 n+1

4n(n+3) . Ïðàâà ÷àñòèíà

ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè n→∞.

2.6. Çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

òèïó Ñ�äðîáó äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ äiéñíîãî àðãóìåíòó f(x), ÿêà âèçíà÷åíà íà êîìïà-

êòi R ⊂ R i çàäàíà çíà÷åííÿìè â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (2.28).

Òåîðåìà 2.14. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R) i çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ f(x) ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�IËÄ (2.63). Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí

Ñ�IËÄ R
(c)
n (x) = f(x)− P (c)

n (x)/Q
(c)
n (x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|R(c)
n (x)| 6 f ∗

∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q(c)
n (x)|

(
κn+1(ρ)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1(a

∗)m
l−m∑
i=0

ρi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, l = [n/2], (2.70)

äå f ∗ = max06i6l maxx∈R
∣∣f (n+1−i)(x)

∣∣ , a∗ = max26i6n |ai| , dR = diamR,
ρ = dRa

∗, âåëè÷èíà κn(ρ) âèçíà÷åíà â (2.12).
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Äîâåäåííÿ. Iç (2.4) òà (2.63) âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó Ñ�IËÄ ìà¹ìî, ùî

Xj(x) = aj+1(x − xj), X
′
j(x) = aj+1 i X(k)

j (x) ≡ 0, êîëè j = 1, n− 1 i

k = 2, n− 1, B
[n]
1 ≡ 1. Òîäi (2.44) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(R
[n]
k,1(x))(m) =

n+1−2k∑
j=1

(
Xj(x)(R

[n]
k−1,j+2(x))(m) +maj+1(R

[n]
k−1,j+2(x))(m−1)

)
. (2.71)

Îñêiëüêè R[n]
k,1(x) ìíîãî÷ëåí k�ãî ñòåïåíÿ, òî(

R
[n]
k,1(x)

)(m)
= 0, êîëè k < m. (2.72)

Ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà çíàìåííèêà deg Q
(c)
n (x) 6 l. Òîäi (2.43) ïåðåïèøåòüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

dn+1

d xn+1

[
f(x)Q(c)

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(c)
n (x)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)
l∑

k=m

(
R

[n]
k,1(x)

)(m)
. (2.73)

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨
(
R

[n]
k,1(x)

)(m)
äëÿ k = m, l. Äëÿ k = m ç (2.71)

ç óðàõóâàííÿì (2.72) îòðèìó¹ìî, ùî

(
R

[n]
m,1(x)

)(m)
=

n+1−2m∑
i=1

mai+1

(
R

[n]
m−1,i1+2(x)

)(m−1)
=

=
n+1−2m∑
i1=1

mai1+1

n+3−2m∑
i2=i1+2

(m− 1) ai2+1 ×
(
R

[n]
m−2,i2+2(x)

)(m−2)
=

= · · · = m!
n+1−2m∑
i1=1

ai1+1

n+3−2m∑
i2=i1+2

ai2+1 · · ·
n−1∑

im=im−1+2

aim+1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

N
[n,0]
s,t =

n+1−2s∑
j1=t

aj1+1

n+3−2s∑
j2=j1+2

aj2+1 · · ·
n−1∑

js=js−1+2

ajm+1, N
[n,0]
0,t = R

[n]
0,t = 1, (2.74)

äå s = 1, l. Òîäi ìà¹ìî
(
R

[n]
m,1(x)

)(m)
= m!N

[n,0]
m,1 . Ëåãêî áà÷èòè, ùî N

[n,0]
s,t =

=
∑n+1−2s

j=t aj+1N
[n,0]
s−1,j+2.
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Êîëè k = m+ 1, òî ç (2.71) îòðèìó¹ìî

(
R

[n]
m+1,1(x)

)(m)
=
n−1−2m∑
i=1

(
Xi(x)

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m)
+mai+1

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m−1))
=

=
n−1−2m∑
i=1

(
Xi(x)m!N

[n,0]
m,i+2 +mai+1

(
R

[n]
m,i+2(x)

)(m−1))
= · · · =

=
n−1−2m∑
i1=1

(
Xi1(x)m!N

[n,0]
m,i1+2 +mai1+1

n+1−2m∑
i2=i1+2

(
Xi2(x) (m− 1)!N

[n,0]
m−1,i2+2+

+(m− 1) ai2+1

n+3−2m∑
i3=i2+2

(
Xi3(x) (m− 2)!N

[n,0]
m−2,i3+2 + (m− 2) ai3+1

n+5−2m∑
i4=i3+2

(
· · ·

+2 aim−1+1

n−3∑
im=im−1+2

(
Xim(x)N

[n,0]
1,im+2 + aim+1R

[n]
1,im+2(x)

)
· · ·

))))
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

N
[n,1]
s+1,t(x) =

n−1−2s∑
j1=t

(
Xj1(x)N

[n,0]
s,j1+2 + aj1+1

n+1−2s∑
j2=j1+2

(
Xj2(x)N

[n,0]
s−1,j2+2 + aj2+1×

×
n+3−2s∑
j3=j2+2

(
· · ·+ ajs−1+1

n−3∑
js=js−1+2

(
Xjs(x) N

[n,0]
1,js+2 + ajs+1R

[n]
1,is+2(x)

)
· · ·
)))

.

Òîäi
(
R

[n]
m+1,1(x)

)(m)
= m!N

[n,1]
m+1,1(x) . Î÷åâèäíî, ùî

N
[n,1]
s+1,t(x) =

n−1−2s∑
j=t

(
Xj(x)N

[n,0]
s,j+2 + aj+1N

[n,1]
s,j+2(x)

)
, N

[n,1]
1,t (x) = R

[n]
1,t(x). (2.75)

Çà iíäóêöi¹þ ç ôîðìóëè (2.71) ìîæíà îòðèìàòè ñïiââiäíîøåííÿ(
R

[n]
m+s,1(x)

)(m)
= m!N

[n,s]
m+s,1(x), s = 1, l −m,

äå

N
[n,s]
m+s,t(x) =

n+1−2(m+s)∑
j=t

(
Xj(x)N

[n,s−1]
m+s−1,j+2(x) + aj+1N

[n,s]
m+s−1,j+2(x)

)
, (2.76)
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N
[n,s]
s,t (x) = R

[n]
s,t(x).

Ç âðàõóâàííÿì îòðèìàíîãî ìà¹ìî, ùî (2.73) íàáóäå âèãëÿäó

dn+1

d xn+1

[
f(x)Q(c)

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(c)
n (x)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)m!
l∑

k=m

N
[n,k−m]
k,1 (x) .

Òîäi∣∣∣∣∣dn+1
[
f(x)Q

(c)
n (x)

]
dxn+1

∣∣∣∣∣6f ∗(∣∣Q(c)
n (x)

∣∣+ l∑
m=1

Cm
n+1m!

l∑
k=m

|N [n,k−m]
k,1 (x)|

)
. (2.77)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.2 ∣∣Q(c)
n (x)

∣∣ 6 κn+1(ρ). (2.78)

Çíàéäåìî îöiíêó |N [n,k−m]
k,1 (x)|, êîëè k = m, l. Äëÿ k = m ç (2.74) ìà¹ìî, ùî

|N [n,0]
m,i+2(x)| 6 (a∗)m

m!

m∏
j=1

(n− 1− i− 2m+ j) .

Äëÿ k = m+ 1 iç ôîðìóëè (2.75) îòðèìó¹ìî, ùî

|N [n,1]
m+1,i+2(x)| 6

n−1−2m∑
j=i+2

(
|Xj(x)| |N [n,0]

m,j+2(x)|+ |aj+1||N [n,1]
m,j+2(x)|

)
. (2.79)

Êîëè m = 0, òî ç (2.79) ìà¹ìî |N [n,1]
1,i+2(x)| = |R[n]

1,i+2(x)| 6 dR a
∗(n − i − 2).

Êîëè m = 1, òî ç (2.79) âèïëèâà¹, ùî

|N [n,1]
2,i+2(x)| 6

n−3∑
j=i+2

(
|Xj(x)| |N [n,0]

1,j+2(x)|+ |aj+1| |N [n,1]
1,j+2(x)|

)
6

6 2dR (a∗)2
n−3∑
j=i+2

(n− j − 2) = dR (a∗)2(n− i− 4)(n− i− 3).

Çà iíäóêöi¹þ äîâåäåìî, ùî

|N [n,1]
k,i+2(x)| 6 dR(a∗)k

(k − 1)!

k∏
j=1

(n− i− 2k + j − 1) , k = 1, l. (2.80)
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Ó âèïàäêó k = 1, 2 ôîðìóëà (2.80) âèêîíó¹òüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî

âîíà ìà¹ ìiñöå äëÿ k = t. Êîëè k = t+ 1, òî ç (2.79) îòðèìà¹ìî

|N [n,1]
t+1,i+2(x)| 6

n−1−2t∑
j=i+2

(
|Xj(x)| |N [n,0]

t,j+2(x)|+ |aj+1| |N [n,1]
t,j+2(x)|

)
6

6
n−1−2k∑
j=i+2

(
a∗dR

(a∗)t

t!

t∏
l=1

(n−j−2t+l−1)+a∗
dR(a∗)t

(t− 1)!

t∏
l=1

(n−j−2t+l−1)
)

=

=
dR (a∗)t+1

t!

t+1∏
j=1

(n− i− 2(t+ 1) + j − 1),

òîáòî ôîðìóëà (2.80) ìà¹ ìiñöå i â öüîìó âèïàäêó.

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîêàæåìî, ùî

|N [n,s]
m+s,i+2(x)| 6 dsR (a∗)m+s

m! s!

m+s∏
l=1

(n− i−2(m+s)+ l−1), s = 0, l −m. (2.81)

Êîëè s = 0, 1, òî ôîðìóëà (2.81) âèêîíó¹òüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî

ôîðìóëà âiðíà äëÿ s = k. Òîäi äëÿ s = k + 1 ç (2.76) îòðèìà¹ìî, ùî

|N [n,k+1]
m+k+1,i+2(x)|6

n−1−2(m+k)∑
j=i+2

(
|Xj(x)||N [n,k]

m+k,j+2(x)|+|aj+1||N [n,k+1]
m+k,j+2(x)|

)
. (2.82)

Êîëè m = 0, òî ç (2.76) ìà¹ìî

|N [n,k+1]
k+1,i+2(x)| = |R[n]

k+1,i+2(x)| 6 dk+1
R (a∗)k+1

(k + 1)!

k+1∏
j=1

(n− i− 2(k + 1) + j − 1).

Äëÿ m = 1 ç (2.82) âèïëèâà¹, ùî

|N [n,k+1]
k+2,i+2(x)| 6

n−3−2k∑
j=i+2

(
|Xj(x)| |N [n,k]

k+1,i+2(x)|+ |aj+1| |N [n,k+1]
k+1,i+2(x)|

)
6

6
n−3−2k∑
j=i+2

(
dR a

∗ d
k
R (a∗)k+1

k!

k+1∏
l=1

(n− j − 2(k + 1) + l − 1) + a∗
dk+1
R (a∗)k+1

(k + 1)!
×
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×
k+1∏
l=1

(n− i− 2(k + 1) + l− 1)
)

=
dk+1
R (a∗)k+2

(k + 1)! 1!

k+2∏
j=1

(n− i− 2(k + 2) + j − 1).

Êîëè m = 2, òî

|N [n,k+1]
k+3,i+2(x)| 6

n−5−2k∑
j=i+2

(
|Xj| |N [n,k]

k+2,i+2(x)|+ |aj+1| |N [n,k+1]
k+2,i+2(x)|

)
6

6
n−5−2k∑
j=i+2

(
dR a

∗ d
k
R (a∗)k+2

k! 2!

k+2∏
l=1

(n− j − 2(k + 2) + l − 1) + a∗
dk+1
R (a∗)k+2

(k + 1)!1!
×

×
k+2∏
l=1

(n− i− 2(k + 2) + l− 1)
)

=
dk+1
R (a∗)k+3

(k + 1)! 2!

k+3∏
j=1

(n− i− 2(k + 3) + j − 1).

Ïðèïóñòèìî, ùî (2.81) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ m = t. Òîäi äëÿ m = t+ 1 ç (2.82)

ìà¹ìî

|N [n,k+1]
k+t+2,i+2(x)| 6

n−3−2(k+t)∑
j=i+2

(
|Xj| |N [n,k]

k+t+1,j+2(x)|+ |aj+1| |N [n,k+1]
k+t+1,j+2(x)|

)
6

6
n−3−2(k+t)∑

j=i+2

(
dRa

∗ d
k
R (a∗)k+t+1

k!(t+ 1)!

k+t+1∏
l=1

(n− j − 2(k + t+ 1) + l − 1)+

+a∗
dk+1
R (a∗)k+t+1

(k + 1)! t!

k+t+1∏
l=1

(n− i− 2(k + t+ 1) + l − 1)
)

=

=
dk+1
R (a∗)k+t+2

(k + 1)! (t+ 1)!

k+t+2∏
j=1

(n− i− 2(k + t+ 2) + j − 1).

Ôîðìóëà (2.81) âiðíà i â öüîìó âèïàäêó, îòæå âîíà âiðíà äëÿ äîâiëüíèõ s

òà m. Iç (2.81) âèïëèâà¹, ùî

|N [n,s]
m+s,1(x)| 6 dsR (a∗)m+s

m! s!

m+s∏
l=1

(n− 2(m+ s) + l) . (2.83)

Ç (2.41),(2.77), (2.78) òà (2.83) îòðèìó¹ìî (2.70).

Çàóâàæåííÿ 2.9. Â ïiäðîçäiëi Á.5 äîäàòêó (ñòîð. 350) íàâåäåíi ïðè-

êëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü åôåêòèâíiñòü îöiíêè (2.70) òåîðåìè 2.14.
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Òåîðåìà 2.15. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R) i çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�IËÄ (2.63), ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ÿêîãî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

0 < ρ 6 t(1− t), äå t ∈ (0; 1
2 ], ρ = a∗dR, dR = diam R, a∗ = max

16i6n
|ai|.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà:

a) êîëè 0 < t < 1
2

|R(c)
n (x)| 6 f ∗dn+1

R
(n+ 1)!

(1− t)n+1 − tn+1

(1− t)n+2 − tn+2

(
κn+1(t(1− t))+

+
l∑

m=1

Cm
n+1

tm(1− t)m

dmR

l−m∑
i=0

ti(1− t)i

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, (2.84)

á) êîëè t = 1
2

|R(c)
n (x)| 6 f ∗dn+1

R
n!

2

n+ 2

(
κn+1(

1
4) +

l∑
m=1

Cm
n+1

1

(4dR)m
×

×
l−m∑
i=0

1

4i i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
, (2.85)

äå κn(ρ), f ∗, l âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 2.14.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç óìîâîþ äàíî¨ òåîðåìè a∗ 6 t(1 − t)/dR. Òîäi ç

òåîðåì 2.4 òà 2.14 îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (2.84) òà (2.85).

Çàóâàæåííÿ 2.10. Â ðîáîòi [77] (äèâ. òàêîæ [92, ñ. 114�119]) ðîçãëÿäà-

ëèñÿ iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè Îéëåðà, ÿêi åêâiâàëåíòíi iíòåðïîëÿ-

öiéíîìó ìíîãî÷ëåíó ó ôîðìi Íüþòîíà. Íàâåäåíi ó öèõ ðîáîòàõ ðåçóëüòàòè

òà ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî òàêi iíòåðïîëÿöiéíi

ëàíöþãîâi äðîáè íå ìàþòü æîäíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ïåðåâàã íàä iíòåðïî-

ëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì ó ôîðìi Íüþòîíà, ÿêîìó âîíè åêâiâàëåíòíi.
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2.7. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöiîíàëiâ iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè

Ñ�äðîáàìè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, çàäàíîãî íà ìíîæèíi êîí-

òèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè Ñ�äðîáàìè. Â ÷àñòêîâîìó

âèïàäêó òàêèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá ìiñòèòü â ñîái iíòåðïîëÿöié-

íèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá, òîìó âií ¹ óçàãàëüíåííÿì îäíîãî iç òèïiâ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié.

Íåõàé ôóíêöi¨ x(z), xi(z) ∈ C[0, 1], i = 0, n, äå xi(z) 6= xj(z), ¹ ôiêñî-

âàíèìè åëåìåíòàìè ç C[0, 1], F (x(·))�äåÿêèé ôóíêöiîíàë, âèçíà÷åíèé ó

ïðîñòîði êóñêîâî�íåïåðåðâíèõ ôóíêöié Q[0, 1]. Óòâîðèìî êîíòèíóàëüíi âó-

çëè

x0(z, ξ) = x0(z), xi(z, ξ) = x0(z)+H(z−ξ)(xi(z)−x0(z)), i = 1, n. (2.86)

äå 0 6 ξ 6 1, H(·)�ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó iíòåãðàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (IíòËÄ) âèãëÿäó

Qn(x(·), ξ) = a0 +
n

K
k=1

∫ 1

0 ak(z)[x(zk)− xk−1(zk)]dzk

1
, (2.87)

äå a0, a1(z), a2(z), . . . , an(z)�äåÿêi ÿäðà.

Ñôîðìóëþ¹ìî iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó: â ìíîæèíi IíòËÄ (2.87) çíàéòè

òàêèé ëàíöþãîâèé äðiá, ÿêèé íà êîíòèíóàëüíèõ âóçëàõ (2.86) çàäîâîëüíÿ¹

iíòåðïîëÿöiéíèì óìîâàì

F (x0(·))=Qn(x0(·), ξ), F (xi(·, ξ))=Qn(x
i(·, ξ), ξ), i=1, n,∀ ξ ∈ [0, 1] (2.88)

i ÿêèé, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê, ìiñòèòü â ñîái Ñ�IËÄ (2.63). Òàêèé IíòËÄ

íàçâåìî iíòåãðàëüíèì iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì (Ñ�IíòIËÄ).

Âèçíà÷èìî ÿäðà a0, a1(z), . . . , an(z) ç óìîâè, ùî Ñ�IíòIËÄ (2.87) çàäî-

âîëüíÿ¹ (2.88). Çàóâàæèìî, ùî ç (2.87), (2.88) áåçïîñåðåäíüî ìîæíà îäåð-

æàòè, ùî äëÿ k = 0, n
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Qn(x
k(·, ξ), ξ) = a0 +

k

K
m=1

1∫
0

am(z1)[x
k(zm, ξ)− xm−1(zm)]dzm

1
. (2.89)

Òåîðåìà 2.16. Íåõàé ôóíêöiîíàë F (x(·)) äèôåðåíöiéîâàíèé çà Ãàòî

(n− 1) ðàçiâ i íàñòóïíi ôîðìóëè ìàþòü ñåíñ. Äëÿ òîãî, ùîá Ñ�IíòIËÄ

(2.87) çàäîâîëüíÿâ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè (2.88) íåîáõiäíî, ùîá éîãî ÿäðà

âèçíà÷àëèñÿ çà ôîðìóëàìè

ak(ξ) =
−1

xk(ξ)− xk−1(ξ)

d

dξ

( 1∫
0

ak−1(zk−1)[x
k(zk−1, ξ)− xk−2(zk−1, ξ)]dzk−1

−1 +

+

1∫
0

ak−2(zk−2)[x
k(zk−2, ξ)−xk−3(zk−2, ξ)]dzk−2

−1 + · · · +

+

1∫
0

a2(z2)[x
k(z2, ξ)−x1(z2, ξ)]dz2

−1 +

1∫
0

a1(z1)[x
k(z1, ξ)− x0(z1)]dz1

F (xk(·, ξ))− F (x0(·))

)
, (2.90)

a0 = F (x0(·)), a1(ξ) =
−1

x1(ξ)− x0(ξ)

d

dξ
F (x1(·, ξ)), k = 2, n.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ k = 0, 1 ôîðìóëè ¹ î÷åâèäíèìè. Ïðè k = m iç (2.88),

(2.89) îòðèìó¹ìî

F (xm(·, ξ)) = a0 +

1∫
0

a1(z1)[x
m(z1, ξ)− x0(z1)]dz1

1 +

+

1∫
0

a2(z2)[x
m(z2, ξ)− x1(z2, ξ)]dz2

1 + · · · +

+

1∫
0

am−1(zm−1)[x
m(zm−1, ξ)− xm−2(zm−1, ξ)]dzm−1

1 +
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+

1∫
0

am(zm)[xm(zm, ξ)− xm−1(zm, ξ)]dzm

1
.

Ïîñëiäîâíî îáåðòàþ÷è ëàíöþãîâèé äðiá, îäåðæèìî
1∫
ξ

am(zm)[xm(zm, ξ)− xm−1(zm, ξ)]dzm + 1 =

=

1∫
0

am−1(zm−1)[x
m(zm−1, ξ)−xm−2(zm−1, ξ)]dzm−1

−1 +

+ · · · +

1∫
0

a2(z2)[x
m(z2, ξ)− x1(z2, ξ)]dz2

−1 +

1∫
0

a1(z1)[x
m(z1, ξ)− x0(z1)]dz1

F (xm(·, ξ))− F (x0(·))
.

Äèôåðåíöiþþ÷è çà çìiííîþ ξ îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ, ïðè-

éäåìî äî ôîðìóëè (2.90).

Òåîðåìà 2.17. Íåõàé

F (x(·)) = f
( 1∫

0

x(t)dt
)

(2.91)

i ÿäðà Ñ�IíòIËÄ (2.87) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (2.90). Äëÿ òîãî,

ùîá Ñ�IíòIËÄ äðiá çàäîâîëüíÿâ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè (2.88), äîñòàòíüî,

ùîá ôóíêöiÿ f(s) ∈ C(n−1)(−∞,+∞).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ÿäðà Ñ�IíòIËÄ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (2.90).

Äëÿ k = 0, 1 iç (2.89) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî Qn(x0(·), ξ) = F (x0(·)),
Qn(x

1(·, ξ), ξ) = F (x1(·, ξ)), ∀ξ ∈ [0, 1]. Äëÿ k = 2 iç (2.89) îòðèìà¹ìî

Qn(x
2(·, ξ), ξ) = a0 +

1∫
0

a1(z1)[x
2(z1, ξ)− x0(z1)]dz1

1 +
1∫

0

a2(z2)[x2(z2, ξ)− x1(z2, ξ)]dz2

. (2.92)

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ÿäðà a2(z2) i çíàéäåìî çíàìåííèê äðîáó:

P2 = 1 +

1∫
0

a2(z2)[x
2(z2, ξ)− x1(z2, ξ)]dz2 =
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= 1−
1∫
ξ

d

dz2

( 1∫
z2

a1(z1)[x2(z1)− x0(z1)]dz1

F (x2(·, ξ))− F (x0(·))

)
dz2 =

= 1− lim
z2→1

K2[z2, x2] +

1∫
ξ

a1(z1)[x2(z1)− x0(z1)]dz1

F (x2(·, ξ))− F (x0(·))
,

äå

K2[z2, x2] =

1∫
z2

a1(z1)[x2(z1)− x0(z1)]dz1

F (x2(·, z2))− F (x0(·))
.

Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ i âðàõîâóþ÷è (2.90), (2.91), îäåðæèìî

lim
z2→1

K2[z2, x2] = − lim
z2→1

a1(z2)[x2(z2)− x0(z2)]

dF (x2(·, z2))

dz2

= lim
z2→1

a1(z2)

a1(z2)
∣∣
x1(z2)→x2(z2)

=

= lim
z2→1

x2(z2)−x0(z2)

x1(z2)−x0(z2)

f ′
( 1∫

0

x1(t, z2)dt
)
(x0(z2)− x1(z2))

f ′
( 1∫

0

x2(t, z2))dt
)
(x0(z2)− x2(z2))

= 1,∀x2(z2). (2.93)

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ ãðàíèöiK2[z2, x2] ó âèðàç äëÿ P2, ÿêèé ïîäà-

ëüøîìó ïiäñòàâèìî â (2.92). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

Qn(x
2(·, ξ), ξ) = F (x2(·, ξ)).

Íåõàé k = 3. Iç (2.89) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

Qn(x
3(·, ξ), ξ)=F (x0(·)) +

1∫
0

a1(z1)[x
3(z1, ξ)−x0(z1)]dz1

1 +

+

1∫
0

a2(z2)[x
3(z2, ξ)−x1(z2, ξ)]dz2

1 +
1∫

0

a3(z3)[x3(z3, ξ)−x2(z3, ξ)]dz3

.
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Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ÿäðà a3(z3) i îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ îñòàííüîãî çíàìåí-

íèêà:

P3 =1 +

1∫
0

a3(z3)[x
3(z3, ξ)− x2(z3, ξ)]dz3 =

= 1−
1∫
ξ

d

dz3



1∫
0

a2(z2)[x
3(z2, z3)− x1(z2, z3)]dz2

−1 +

1∫
0

a1(z1)[x
3(z1, z3)− x0(z1)]dz1

F (x3(·, z3))− F (x0(·))


dz3 =1− lim

z3→1
K3[z3, x3]+

+

1∫
ξ

a2(z2)[x3(z2)− x1(z2)]dz2

−1 +

1∫
ξ

a1(z1)[x3(z1)− x0(z1)]dz1

F (x3(·, z3))− F (x0(·))
,

äå

K3[z3, x3] =

1∫
z3

a2(z2)[x3(z2)− x1(z2)]dz2

−1 +

1∫
z3

a1(z1)[x3(z1)− x0(z1)]dz1

F (x3(·, z3))− F (x0(·))
.

Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ç óðàõóâàííÿì (2.93), îäåðæó¹ìî

lim
z3→1

K3[z3, x3] = lim
z3→1

(
a2(z3)[x3(z3)− x1(z3)]

)/( a1(z3)[x3(z3)− x0(z3)]

F (x3(·, z3))− F (x0(·))
+

+

1∫
z3

a1(z1)[x3(z1)− x0(z1)]dz1

(F (x3(·, z3))− F (x0(·)))2

d

dz3
F (x3(·, z3))

)
=

= lim
z3→1

x3(z3)− x1(z3)

x2(z3)− x1(z3)

a1(z3)[x2(z3)− x0(z3)] +
d

dz3
F (x2(·, z3))

a1(z3)[x3(z3)− x0(z3)] +
d

dz3
F (x3(·, z3))

×

×
F (x3(·, z3))− F (x0(·))
F (x2(·, z3))− F (x0(·))

= lim
z3→1

x3(z3)− x1(z3)

x2(z3)− x1(z3)

d

dz3
F (x3(·, z3))

d

dz3
F (x2(·, z3))

×
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×
[x2(z3)− x0(z3)]

d

dz3
F (x1(·, z3))− [x1(z3)− x0(z3)]

d

dz3
F (x2(·, z3))

[x3(z3)− x0(z3)]
d

dz3
F (x1(·, z3))− [x1(z3)− x0(z3)]

d

dz3
F (x3(·, z3))

.

Âèêîðèñòàâøè (2.91) òà òåîðåìó Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åíi ïðèðîñòè, ìà¹ìî

lim
z3→1

K3[z3, x3] = lim
z3→1

x3(z3)− x1(z3)

x2(z3)− x1(z3)

f ′′(θ1)
( 1∫

0

x1(s, z3)ds−
1∫

0

x2(s, z3)ds
)

f ′′(θ2)
( 1∫

0

x1(s, z3)ds−
1∫

0

x3(s, z3)ds
) =

= lim
z3→1

a2(z3)

a2(z3)
∣∣
x2(z3)→x3(z3)

= 1, ∀x3(z3),

äå

θ1 =

1∫
0

x1(s, z3)ds+ τ1

( 1∫
0

x2(s, z3)ds−
1∫

0

x1(s, z3)ds
)
,

θ2 =

1∫
0

x1(s, z3)ds+ τ2

( 1∫
0

x3(s, z3)ds−
1∫

0

x1(s, z3)ds
)
, τ1, τ2 ∈ (0, 1).

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ k = m iç (2.89) îäåðæèìî

Qn(x
m(·, ξ), ξ) = F (x0(·)) +

m

K
i=1

1∫
0

ai(zi)[x
m(zi, ξ)− xi−1(zi, ξ)]dzi

1
. (2.94)

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ îñòàííüîãî çíàìåííèêà

Pm = 1 +

1∫
0

am(zm)[xm(zm, ξ)− xm−1(zm, ξ)]dzm.

Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî ó íüîãî çíà÷åííÿ am(zm) ç ôîðìóëè (2.90). Òîäi

Pm=1−
1∫
ξ

d

dzm


1∫

0

am−1(zm−1)[x
m(zm−1, zm)−xm−2(zm−1, zm)]dzm−1

−1 +
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+ · · · +

1∫
0

a2(z2)[x
m(z2, zm)− x1(z2, zm)]dz2

−1 +

+

1∫
0

a1(z1)[x
m(z1, zm)− x0(z1)]dz1

F (xm(·, zm))− F (x0(·))

 dzm = 1− lim
zm→1

Km[zm, xm]+

+

1∫
ξ

am−1(zm−1)[xm(zm−1)−xm−2(zm−1)]dzm−1

−1 +

+ · · · +

1∫
ξ

a2(z2)[xm(z2)− x1(z2)]dz2

−1 +

1∫
ξ

a1(z1)[xm(z1)− x0(z1)]dz1

F (xm(·, ξ))− F (x0(·))
,

äå

Km[zm, xm] =

1∫
zm

am−1(zm−1)[xm(zm−1)− xm−2(zm−1)]dzm−1

−1 + · · · +

+

1∫
zm

a2(z2)[xm(z2)−x1(z2)]dz2

−1 +

1∫
zm

a1(z1)[xm(z1)− x0(z1)]dz1

F (xm(·, zm))− F (x0(·))
.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî

lim
zm→1

Km[zm, xm] = lim
zm→1

am−1(zm)

am−1(zm)
∣∣
xm−1(zm)→xm(zm)

= 1, ∀xm(zm).

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíå çíà÷åííÿ Pm â (2.94) îòðèìà¹ìî áàæàíèé ðåçóëü-

òàò, à ñàìå �Qn(x
m(·, ξ), ξ) = F (xm(·, ξ)).

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó âêàçàíå òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè çà òi¹þ æ

ñõåìîþ, ùî é äëÿ âèïàäêó k = 2, 3, àëå ÷åðåç ãðîìiçäêiñòü âèêëàäîê ïîâíå

äîâåäåííÿ íå íàâîäèòüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.11. Óìîâà (2.91) iç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 2.17 ìîæå

áóòè çìiíåíà íà áiëüø çàãàëüíó, ÿêùî âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè ðîáiò [1,54].
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Òåîðåìà 2.18. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.17 i êðiì òîãî

ξ = 0, x(z) ≡ x, xi(z) ≡ xi, i = 0, n. Òîäi Ñ�IíòIËÄ (2.87) çáiãà¹òüñÿ ç

Ñ�IËÄ (2.63).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.18, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âè-

ãëÿä ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.87):

Qn(x) = a0 +
n

K
k=1

(x− xk−1)
1∫

0

ak(zk)dzk

1
(2.95)

Ç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè (2.88) îäåðæèìî

a0 = f(x0), ã1 =

1∫
0

a1(z1)dz1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
,

ã2 =

1∫
0

a2(z2)dz2 =
1

x2 − x1

(
− 1 +

ã1(x2 − x0)

f(x2)− f(x0)

)
.

Çà iíäóêöi¹þ ïîêàæåìî, ùî äëÿ m = 3, n, ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

ãm =

1∫
0

am(zm)dzm =
1

xm − xm−1

(
− 1 +

ãm−1(xm − xm−2)

−1 +

+

ãm−2(xm − xm−3)

−1 + · · · +

ã2(xm − x1)

−1 +

ã1(xm − x0)

f(xm)− f(x0)

)
. (2.96)

Äëÿ m = 1, 2 ôîðìóëà (2.96) ¹ âiðíà. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî âîíà âè-

êîíó¹òüñÿ äëÿ m = 1, k − 1. Òîäi äëÿ m = k ëàíöþãîâèé äðiá (2.95) ìîæå

áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

f(xk)=a0+
(xk − x0)ã1

1 + · · ·+
(xk − xk−2)ãk−1

1 +

(xk − xk−1)ãk(zk)

1
. (2.97)

Îáåðòàþ÷è ëàíöþãîâèé äðiá (2.97), îòðèìà¹ìî

ãk =

1∫
0

ak(zk)dzk =
1

xk − xk−1

(
− 1 +

ãk−1(xk − xk−2)

−1 +
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+ · · · +

ã2(xk − x1)

−1 +

ã1(xk − x0)

f(xk)−f(x0)

)
. (2.98)

Çà ñâî¹þ ôîðìîþ ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè (2.98) çáiãà¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî

ïîçíà÷åíü ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ôîðìóëè (2.65) i, êðiì òîãî, ïî÷àòêîâi óìîâè

¹ îäíàêîâèìè. Îòæå, ôîðìóëà (2.96) çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ (2.65).

2.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äðóãîìó ðîçäiëi îòðèìàíî îöiíêè êàíîíi÷íèõ çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ ÔËÄ, åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü àáî óìîâè òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà, òåîðåìà 2.2, òåîðåìà 2.3, àáî óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà, òå-

îðåìà 2.4. Â òåîðåìi 2.5 îòðèìàíî îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà IÔËÄ äiéñíî¨

çìiííî¨ ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíè. Çàïðî-

ïîíîâàíî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó (2.33)

âiäøóêàííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ò�IËÄ. Â òåîðåìi 2.7 îòðèìàíî äâîñòîðîííþ îöií-

êó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�IËÄ ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨. Çáiæíiñòü (Ò�IËÄ)�ïðîöåñó äîâåäåíî â òåîðåìi 2.8. Â òåîðåìi 2.9

îòðèìàíî îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�IËÄ, êîëè f(x) ∈ C(n+1)(R),R ⊂ R.

Çíàéäåíî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ñ�IËÄ. Â òåîðå-

ìi 2.12 îá ðóíòîâàíî äâîñòîðîííþ îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ äëÿ

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Çáiæíiñòü (Ñ�IËÄ)�ïðîöåñó äîâåäåíî â òåî-

ðåìi 2.13. Â òåîðåìi 2.14 îòðèìàíî îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ, êîëè

f(x) ∈ C(n+1)(R).

Äîñëiäæåíî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöiîíàëà, çàäàíîãî íà ìíîæèíi êîí-

òèíóàëüíèõ âóçëiâ, iíòåãðàëüíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì (2.87). Îòðèìàíî

íåîáõiäíi, òåîðåìà 2.16, òà äîñòàòíi óìîâè, òåîðåìà 2.17, ðîçâ'ÿçíîñòi ðîç-

ãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i. Äîâåäåíî, òåîðåìà 2.18, ùî iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé

Ñ�äðiá ìiñòèòü â ñîái Ñ�IËÄ, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [50,70�75,77,78,87,168,169]

òà ðîçäiëàõ ìîíîãðàôi¨ [92, ñ. 63�119].
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ÐÎÇÄIË 3

ÊÂÀÇI�ÎÁÅÐÍÅÍI IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍI ËÀÍÖÞÃÎÂI

ÄÐÎÁÈ

3.1. Îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè

Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D(r)(z) =

(
b

(r)
0 (z) +

∞

K
k=1

a
(r)
k (z)

b
(r)
k (z)

)−1

, (3.1)

ÿêèé ¹ îáåðíåíèì ôóíêöiîíàëüíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì (ÎÔËÄ) äî äå-

ÿêîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó âèãëÿäó (2.1). Ðîçãëÿíåìî n-é

ïiäõiäíèé äðiá ÎÔËÄ (3.1)

D(r)
n (z) =

P
(r)
n (z)

Q
(r)
n (z)

=

(
b

(r)
0 (z) +

n

K
k=1

a
(r)
k (z)

b
(r)
k (z)

)−1

, (3.2)

äå a(r)
k (z), b

(r)
k (z) ∈ C(Z), a

(r)
k (z) 6= 0.

Çíà÷åííÿ êàíîíi÷íèõ ÷èñåëüíèêà P (r)
n (z) òà çíàìåííèêà Q(r)

n (z) ïiäõi-

äíîãî äðîáó (3.2) ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Âàëëiñà (1.6) äëÿ

ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü

P
(r)
−1 (z) = 0, Q

(r)
−1(z) = P

(r)
0 (z) = 1, Q

(r)
0 (z) = b

(r)
0 (z). (3.3)

Âñòàíîâèìî äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.1) äåòåðìiíàíòíó ôîðìóëó àíàëîãi-

÷íó ôîðìóëi (1.9). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè Âàëëiñà (1.6)

P (r)
n (z)Q

(r)
n−1(z)− P (r)

n−1(z)Q(r)
n (z) =

(
b(r)
n (z)P

(r)
n−1(z) + a(r)

n (z)P
(r)
n−2(z)

)
×

×Q(r)
n−1(z)− P (r)

n−1(z)
(
b(r)
n (z)Q

(r)
n−1(z) + a(r)

n (z)Q
(r)
n−2(z)

)
= −a(r)

n (z)
(
P

(r)
n−1(z)×

×Q(r)
n−2(z)− P (r)

n−2(z)Q
(r)
n−1(z)

)
= a

(r)
n−1(z)a(r)

n (z)
(
P

(r)
n−2(z)Q

(r)
n−3(z)− P (r)

n−3(z)×
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×Q(r)
n−2(z)

)
= · · · = (−1)n

n∏
i=1

a
(r)
i (z)

(
P

(r)
0 (z)Q

(r)
−1(z)− P (r)

−1 (z)Q
(r)
0 (z)

)
.

Òàêèì ÷èíîì, iç âðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü (3.3), îòðèìàëè íàñòóïíó

äåòåðìiíàíòó ôîðìóëó P (r)
n (z)Q

(r)
n−1(z)−P (r)

n−1(z)Q
(r)
n (z) = (−1)n

∏n
i=1 a

(r)
i (z).

ßêùî çðîáëåíî ïðèïóùåííÿ, ùîQ(r)
n−1(z)Q

(r)
n (z) 6= 0, òî òîäi ðiçíèöÿ ìiæ

äâîìà ñóñiäíiìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè ÎÔËÄ áóäå âèçíà÷àòèñÿ çà ôîðìóëîþ

P
(r)
n (z)

Q
(r)
n (z)

−
P

(r)
n−1(z)

Q
(r)
n−1(z)

=
(−1)n

∏n
i=1 a

(r)
i (z)

Q
(r)
n−1(z)Q

(r)
n (z)

. (3.4)

Iç (3.4) áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî, ùî

D(r)
n (z) =

1

b
(r)
0

+
n∑
k=1

(−1)k
∏k

i=1 a
(r)
k (z)

Q
(r)
k−1(z)Q

(r)
k (z)

. (3.5)

Â êëàñi ÎÔËÄ âèîêðåìèìî ïiäêëàñ îáåðíåíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ ôóí-

êöiîíàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (ÎIÔËÄ), òîáòî òàêèõ ÎÔËÄ, äëÿ ÿêèõ

íà ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ (1.16) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.27).

Òåîðåìà 3.1. (A) ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè ÎÔËÄ

(3.2) äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 < |a(r)
i (z)| 6 δr,

0 < γr 6 |b(r)
i (z)|, i = 1, n, òî

∣∣∣Q(r)
n (z)

∣∣∣ < n∏
i=0

|b(r)
i (z)|κn+2(ωr), ωr = δr/γ

2
r . (3.6)

(B) ßêùî êðiì òîãî γr > δr + 1, òî

∣∣Q(r)
n (z)

∣∣ > |Ψn|, (3.7)

äå

Ψn =


δr κn(ωr)

∏n
k=2 |b

(r)
k (z)| − γr

δn+1
r − 1

δr − 1
, êîëè δr 6= 1,

κn(ωr)
∏n

k=2 |b
(r)
k (z)| − (n+ 1)γr, êîëè δr = 1.
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Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ÎÔËÄ (3.2) ó âèãëÿäi

P
(r)
n (z)

Q
(r)
n (z)

=

(
b

(r)
0 (z) + a

(r)
1 (z)

/(
b

(r)
1 (z) +

n

K
k=2

a
(r)
k (z)

b
(r)
k (z)

))−1

.

Íåõàé P (n)
1 (z) òà Q(n)

1 (z) êàíîíi÷íi ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê ÔËÄ âèãëÿäó

(2.1), òîáòî P (n)
1 (z)/Q

(n)
1 (z) = b

(r)
1 (z) +K

n
k=2(a

(r)
k (z)/b

(r)
k (z)). Òîäi

P
(r)
n (z)

Q
(r)
n (z)

=
P

(n)
1 (z)

b
(r)
0 (z)P

(n)
1 (z) + a

(r)
1 (z)Q

(n)
1 (z)

.

Çãiäíî iç ôîðìóëîþ Îéëåðà�Ìiíäií à (2.3) êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Q(r)
n ìî-

æå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

Q(r)
n (z) =

n∏
i=0

b
(r)
i (z)

(
1 +

n−1∑
i=0

Xi(z) +
n−3∑
i1=0

Xi1(z)
n−1∑

i2=i1+2

Xi2(z) + · · ·+

+
n+1−2s∑
i1=0

Xi1(z)
n+3−2s∑
i2=i1+2

Xi2(z) · · ·
n−1∑

is=is−1+2

Xis(z)
)
, s =

[
n+1

2

]
,

äå Xi(z) = a
(r)
i+1(z)/(b

(r)
i (z)b

(r)
i+1(z)). Òîäi iç òåîðåìè 2.2 îòðèìà¹ìî (3.6).

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2 ìà¹ìî, ùî |Q(n)
1 (z)| 6

∏n
k=2 |b

(r)
k (z)|κn(ωr). Ïî-

âòîðèâøè ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 2.3 ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî

∣∣P (n)
1 (z)

∣∣ >

δn+1
r − 1

δr − 1
, ÿêùî δr 6= 1,

n+ 1, ÿêùî δr = 1.

Îöiíèìî Q(r)
n (z) ïî ìîäóëþ

∣∣Q(r)
n (z)

∣∣ > ∣∣|a(r)
1 (z)||Q(n)

1 (z)|− |b(r)
0 (z)||P (n)

1 (z)|
∣∣.

ßêùî δr 6=1, òî
∣∣Q(r)

n (z)
∣∣ > ∣∣∣δrκn(ωr)∏n

k=2 |b
(r)
k (z)|−γr

δn+1
r − 1

δr − 1

∣∣∣, ÿêùî δr=1,

òî
∣∣Q(r)

n (z)
∣∣ > ∣∣∣κn(ωr)∏n

k=2 |b
(r)
k (z)| − (n+ 1)γr

∣∣∣. Îòæå |Q(r)
n (z)| > |Ψn|.

Çàóâàæåííÿ 3.1. ßêùî êðiì òîãî ïðèïóñòèòè, ùî |b(r)
0 (z)| > δr + 1, òî
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àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó òåîðåìè 2.3 îòðèìà¹ìî:

∣∣Q(r)
n (z)

∣∣ >

δn+2
r − 1

δr − 1
, ÿêùî δr 6= 1,

n+ 2, ÿêùî δr = 1.

Ðîçãëÿíåìî ÎIÔËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨, ÿêèé âèçíà÷åíèé íà êîìïàêòi R

D(r)
n (x) =

P
(r)
n (x)

Q
(r)
n (x)

=

(
b

(r)
0 (x) +

n

K
k=1

a
(r)
k (x)

b
(r)
k (x)

)−1

. (3.8)

Î÷åâèäíî, ùî êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Q(r)
n (x) çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.1 âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó çà ôîðìóëîþ Îéëåðà�Ìiíäiíãà

(2.3) òà ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi Q(r)
n (x) = B

[n]
0 (x)

r∑
k=0

R
[n]
k,0(x), äå

r =
[
n+1

2

]
, à B[n]

0 (x), R
[n]
k,0(x) âèçíà÷åíi â (2.4) òà (2.7) âiäïîâiäíî.

ßêùî åëåìåíòè ÎIÔËÄ (3.8) ìíîãî÷ëåíè, ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà êàíîíi-

÷íîãî ÷èñåëüíèêà degP
(r)
n (x) 6 n i ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), òî çàëèøêî-

âèé ÷ëåí ÎIÔËÄ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.41) òà ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè

àíàëîãi÷íi ôîðìóëàì (2.43) òà (2.44), òîáòî

dn+1

d xn+1

[
f(x)Q(r)

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(r)
n (x) +

n+1∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)×

×
m∑
j=0

Cj
m

(
B

[n]
0 (x)

)(m−j)
r∑

k=0

(
R

[n]
k,0(x)

)(j)
, (3.9)

(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
=

n+1−2k∑
j=0

m∑
i=0

Ci
mX

(i)
j (x)

(
R

[n]
k−1,j+2(x)

)(m−i)
, (3.10)

äå Xi(x) âèçíà÷åíî â (2.4).
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3.2. Êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíîñòi {vk(z)} i {Vk(z)} ñïiââiäíîøåííÿìè:

f(z) =
1

v0(z)
, vk(z) = vk(zk) +

z − zk
vk+1(z)

, zk ∈ Z, k = 0, n, (3.11)

V0(z) = v0(z), Vk(z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(z), k = 1, n.

Òîäi

f(z) =
1

Vn(z)
=

(
v0(z0) +

z − z0

v1(z1) + · · · +

z − zn−1

vn(zn) +

z − zn
vn+1(z)

)−1

.

Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ dk = vk(zk), k = 0, n. Ìà¹ìî

f(z) =

(
d0 +

z − z0

d1 +

z − z1

d2 + · · · +

z − zn−1

dn +

z − zn
vn+1(z)

)−1

. (3.12)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D̃(T )
n (z) =

(
d0 +

n

K
k=1

z − zk−1

dk

)−1

. (3.13)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ïðÿìèì (1.6) (àáî îáåðíåíèì (1.11)) ðåêóðåíòíèì àë-

ãîðèòìîì, òî ìîæåìî ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâèì äðîáàì (3.12)

òà (3.13) âiäíîøåííÿ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ

f(z) =
P̃

(∗)
n+1(z)

Q̃
(∗)
n+1(z)

=

(
d0 +

z − z0

d1 + · · · +

z − zn−1

dn +

z − zn
vn+1(z)

)−1

, (3.14)

D̃(T )
n (z) =

P̃
(T )
n (z)

Q̃
(T )
n (z)

=

(
d0 +

n

K
k=1

z − zk−1

dk

)−1

. (3.15)

Îçíà÷åííÿ 3.1. ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá (3.15) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿ-

öiéíó óìîâó (2.27), òî âií íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèì iíòåðïîëÿöiéíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Òiëå (Ò�ÊIËÄ).
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Òåîðåìà 3.2. Êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ (3.15) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) çà äîïîìîãîþ ðåêó-

ðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó, òîáòî

d0 =
1

w0
, dk =

zk − zk−1

−dk−1 + · · · +

zk − z1

−d1 +

zk − z0

1/wk − d0
, k = 1, n.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâîäèòüñÿ çà iíäóêöi¹þ çà àíàëîãi¹þ

ç òåîðåìîþ 2.6.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ò�ÊIËÄ (3.15) íå áóäå îáåðíåíèì äî Ò�IËÄ (1.25)

çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1.5. ßêùî iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè z0 6= z1, w0 = f(z0),

w1 = f(z1), òî ìîæåìî ïîáóäóâàòè Ò�IËÄ òà Ò�ÊIËÄ:

D
(T )
0 (z) = w0, D̃

(T )
0 (z) = w0, D

(T )
1 (z) =

(z − z0)w1 − (z − z1)w0

z1 − z0
,

D̃
(T )
1 (z) =

w0w1(z1 − z0)

(z − z0)w0 − (z − z1)w1
.

Òàê ÿê

D
(T )
0 (z)D̃

(T )
0 (z) = w2

0, D
(T )
1 (z) D̃

(T )
1 (z) =

w0w1((z − z0)w1 − (z − z1)w0)

(z − z0)w1 − (z − z1)w1
,

òî çâiäñè ìà¹ìî, ùî D(T )
0 (z)D̃

(T )
0 (z) = 1 ëèøå ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè

w0 = 1. Àíàëîãi÷íî, D(T )
1 (z)D̃

(T )
1 (z) = 1, êîëè âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä,

äîäàòêîâi óìîâè w0 = w1 = 1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîáóòêè ïiäõiäíèõ

äðîáiâ 0�ãî òà 1�ãî ïîðÿäêó íå ðiâíi îäèíèöi.

Òåîðåìà 3.3. Êàíîíi÷íèé ÷èñåëüíèê P̃
(T )
n (z) òà êàíîíi÷íèé çíàìåí-

íèê Q̃
(T )
n (z) Ò�ÊIËÄ (3.15) ¹ ìíîãî÷ëåíè, ñòåïåíi ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi deg P̃
(T )
n (z) 6 [n/2] , deg Q̃

(T )
n (z) 6 [(n+ 1)/2] .

Òåîðåìà 3.4. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C.

(B) Íåõàé êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ (3.15), ÿêi âèçíà÷åíi çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ íà ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ Z, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó

Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà

|dk| > β > dZ + 1, k = 1, n. (3.16)
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(C) Íåõàé iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z

÷àñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.14) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|vn+1(z∗)| > β > dZ + 1. (3.17)

òîäi

minz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|

κn+3(ω∗)κn+2(ω) d∗n+1

∏n
i=0 |di|2

6 max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| 6

6
maxz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|

|Υn| |Υn+1|
, (3.18)

äå

Υn =


dZ κn(ω)

n∏
k=2

|dk| − β
(dZ)n+1 − 1

dZ − 1
, ÿêùî dZ 6= 1,

κn(ω)
n∏
k=2

|dk| − (n+ 1)β, ÿêùî dZ = 1,

Υn+1 =


dZ κn+1(ω)d∗n+1

n∏
k=2

|dk| − β
(dZ)n+2 − 1

dZ − 1
, ÿêùî dZ 6= 1,

κn+1(ω)d∗n+1

n∏
k=2

|dk| − (n+ 2)β, ÿêùî dZ = 1,

d∗n+1 = minz∗∈Z |vn+1(z∗)|, ω = dZ/β
2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè di, i = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.14)

çáiãàþòüñÿ iç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè Ò�ÊIËÄ (3.15) çà ïîáóäîâîþ, òî

iç (3.4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| =

∣∣∣∣ P̃ (∗)
n+1(z∗)

Q̃
(∗)
n+1(z∗)

− P̃
(T )
n (z∗)

Q̃
(T )
n (z∗)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∏n+1
i=1 (z∗ − zi−1)

Q̃
(∗)
n+1(z) Q̃

(T )
n (z)

∣∣∣∣ .
Çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì êîåôiöi¹íòè di, i = 0, n, òà vn+1(z∗) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (3.16) òà (3.17). Iç îöiíîê (3.6) òà

(3.7) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.3. ×èñåëüíi ïðèêëàäè iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ò�ÊIËÄ, ÿêi íàâåäåíi â ïiäðîçäiëi Á.6 äîäàòêó (ñòîð. 352),

iëþñòðóþòü òåîðåìó 3.3.
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Òåîðåìà 3.5. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C.

(B) Íåõàé äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n: (B1) êîåôiöi¹íòè d
(n)
k , äå k = 0, n,

Ò�ÊIËÄ (3.15), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè f(z) ó âóçëàõ (n+ 1)�ãî

ðÿäêà ìàòðèöi I çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà
|d(n)
k | > β > dZ + 1, k = 1, n; (B2) iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\I,

ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z∗) ëàíöþãî-

âîãî äðîáó (3.14) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
∣∣∣v(n)
n+1(z∗)

∣∣∣ > β > dZ + 1. Òîäi

lim
n→∞

max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ n ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíî-

øåííÿ (3.18). Íåõàé ρ = dZ . Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) ρ 6= 1; á) ρ = 1.

à) Íåõàé ρ 6= 1. Îñêiëüêè κn(ω) > 1, β > ρ, |d(n)
k | > ρ+ 1, òî òîäi

|Υn| =
∣∣∣∣ρ κn(ω)

n∏
k=2

|d(n)
k | − β

ρn+1 − 1

ρ− 1

∣∣∣∣ > ρ

|ρ− 1|

∣∣∣∣(ρ− 1)(ρ+ 1)n−1 − (ρ)n+1

∣∣∣∣,
i

max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| 6

maxz∗∈Z

∏n
i=0 |z∗ − zi|

|Υn| |Υn+1|
<

<
(ρ)n+1(ρ− 1)2

(ρ)2
∣∣(ρ− 1)(ρ+ 1)n−1 − (ρ)n+1

∣∣ ∣∣(ρ− 1)(ρ+ 1)n − (ρ)n+2
∣∣ .

ßêùî n→∞, òî ïðàâà ÷àñòèíà áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ.

á) Êîëè ρ = 1, òî

max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (z∗)| 6

max
z∗∈Z

n∏
i=0

|z∗ − zi|

|Υn| |Υn+1|
<

1

4
∣∣2n−2−n−1

∣∣∣∣2n−1−n−2
∣∣ .

Çíîâó ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè n→∞.

3.3. Îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó

Iç (3.11) âèïëèâà¹, ùî v0(z) = 1/f(z), vk+1(z) = (z − zk)/(vk(z)−vk(zk)),
k ∈ N0. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ïîñëiäîâíiñòü îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü 2�ãî



123

òèïó íàñòóïíèì ÷èíîì:

Φ
(2)
k [z0,. . ., zk−1, z; f ]=

z − zk−1

Φ
(2)
k−1[z0,. . ., zk−2, z; f ]−Φ

(2)
k−1[z0,. . ., zk−1; f ]

,

Φ
(2)
0 [z; f ] =

1

f(z)
.

(3.19)

Òîäi dk = vk(zk) = Φ
(2)
k [z0, z1, . . . , zk; f ], k = 0, n.

Îáåðíåíà ïîäiëåíà ðiçíèöÿ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó Φ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ] çà-

ëåæèòü âiä iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ z0, . . . , zk òà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(z) â öèõ

âóçëàõ i â òîé æå ÷àñ ¹ ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ âiäíîñíî òiëüêè äâîõ ñâî¨õ

àðãóìåíòiâ zk−1 òà zk. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ] =

[k/2]∑
i=0

Φ
(2)
k−2i[z0, z1, . . . , zk−2i; f ], (3.20)

ÿêå áóäåìî íàçèâàòè îáåðíåíîþ ðiçíèöåþ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó. Ç (3.20)

ìà¹ìî, ùî Φ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ] = ρ

(2)
k [z0, . . . , zk; f ]− ρ(2)

k−2[z0, . . . , zk−2; f ].

Òîäi ç (3.19) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó çàäîâîëüíÿþòü

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ] = ρ

(2)
k−2[z0, . . . , zk−2; f ]+

+
zk − zk−1

ρ
(2)
k−1[z0, . . . , zk−2, zk; f ]− ρ(2)

k−1[z0, . . . , zk−1; f ]
, k = 2, n,

ρ
(2)
0 [z0; f ] =

1

f(z0)
, ρ

(2)
1 [z0, z1; f ] =

z1 − z0

ρ
(2)
0 [z1; f ]− ρ(2)

0 [z0; f ]
.

(3.21)

Òåîðåìà 3.6. Îáåðíåíà ðiçíèöÿ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ¹ ñèìåòðè-

÷íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zk.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ρ
(2)
1 [z0, z1; f ] =

(z1 − z0)w0w1

w0 − w1
= −

∣∣∣∣∣∣w0 z0w0

w1 z1w1

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣1 w0

1 w1

∣∣∣∣∣∣, (3.22)

òà

ρ
(2)
2 [z0, z1, z2; f ] =

z0 (w1 − w2) + z1 (w2 − w0) + z2 (w0 − w1)

z0w0 (w1 − w2) + z1w1 (w2 − w0) + z2w2 (w0 − w1)
=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0

1 w1 z1

1 w2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w0 z0w0

1 w1 z1w1

1 w2 z2w2

∣∣∣∣∣∣∣∣,
ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî àðãóìåíòiâ z0, z1, z2.

Iç (3.20) ìà¹ìî, ùî

d0 = ρ
(2)
0 [z0; f ], d1 = ρ

(2)
1 [z0, z1; f ],

dk = ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ]− ρ(2)

k−2[z0, . . . , zk−2; f ], k = 2, n,
(3.23)

à òîäi Ò�ÊIËÄ (3.15) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

D̃(T )
n (z) =

(
ρ

(2)
0 +

z − z0

ρ
(2)
1

+

z − z1

ρ
(2)
2 − ρ

(2)
0

+ · · · +

z − zn−1

ρ
(2)
n − ρ(2)

n−2

)−1

. (3.24)

Äàëi P̃ (T )
0 (z) = 1, Q̃

(T )
0 (z) = ρ

(2)
0 , P̃

(T )
1 (z) = ρ

(2)
1 , Q̃

(T )
1 (z) = ρ

(2)
0 ρ

(2)
1 + z − z0.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè Âàëëiñà (1.6), ìà¹ìî:

P̃
(T )
2m (z) = A0 + A1z + · · ·+ Am−1z

m−1 + zm, Am = 1,

Q̃
(T )
2m (z) = B0 +B1z + · · ·+Bm−1z

m−1 + ρ
(2)
2mz

m, Bm = ρ
(2)
2m,

P̃
(T )
2m+1(z) = C0 + C1z + · · ·+ Cm−1z

m−1 + ρ
(2)
2m+1z

m, Cm = ρ
(2)
2m+1,

Q̃
(T )
2m+1(z) = D0 +D1z + · · ·+Dmz

m + zm+1, Dm+1 = 1,

äå A0, . . . , Am, B0, . . . , Bm, C0, . . . , Cm, D0, . . . , Dm+1 äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Â ñèëó òîãî, ùî ëàíöþãîâèé äðiá (3.24) iíòåðïîëÿöiéíèé, îòðèìà¹ìî,

ùî wk = D̃
(T )
n (zk) = P̃

(T )
n (zk)/Q̃

(T )
n (zk), k = 0, n. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:

a) n = 2m; á) n = 2m+ 1.

a) Êîëè n = 2m, òî ìà¹ìî:

A0 +A1zk + · · ·+Am−1z
m−1
k + zmk = wk(B0 +B1zk + · · ·+Bm−1z

m−1
k +Bmz

m
k )

äëÿ êîæíîãî k = 0, n, àáî

A0−w0B0 +z0A1−z0w0B1 +· · · −zm−1
0 w0Bm−1−zm0 w0Bm=−zm0 ,

A0−w1B0 +z1A1−z1w1B1 +· · · −zm−1
1 w1Bm−1−zm1 w1Bm=−zm1 ,

... ... ... ... . . . ... ... ...

A0−wnB0+znA1−znwnB1+· · · −zm−1
n wnBm−1−zmn wnBm=−zmn .
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Îòðèìàëè ñèñòåìó iç (2m+ 1)�ãî ëiíiéíîãî àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ âiä-

íîñíî íåâiäîìèõ A0, A1, . . . , Am−1, B0, B1, . . . , Bm−1, Bm = ρ
(2)
2m. Âèçíà÷íèê

ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −w0 z0 −z0w0 z2
0 −z2

0 w0 · · · zm−1
0 −zm−1

0 w0 −zm0 w0

1 −w1 z1 −z1w1 z2
1 −z2

1 w1 · · · zm−1
1 −zm−1

1 w1 −zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 −wn zn −znwn z2
n −z2

nwn · · · zm−1
n −zm−1

n wn −zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zm−1
n zm−1

n wn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âèçíà÷íèê

∆2m+1 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 z
m
0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 z
m
1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z
2
n z

2
nwn · · · zm−1

n zm−1
n wn z

m
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òîäi çãiäíî iç ïðàâèëîì Êðàìåðà

ρ
(2)
2m = Bm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm1
... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn · · · zm−1
n zm−1

n wn zmn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zm−1
n zm−1

n wn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.25)
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Iç ôîðìóëè (3.25) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ðiçíèöÿ 2-ãî òèïó

ρ
(2)
2m = ρ

(2)
2m[z0, z1, . . . , z2m; f ] ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , z2m.

×èñåëüíèê P̃ (T )
2m òà çíàìåííèê Q̃(T )

2m ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó âèãëÿäi âiäíî-

øåííÿ äâîõ âèçíà÷íèêiâ

P̃
(T )
2m (z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 z 0 · · · zm−1 0 zm 0

1 w0 z0 z0w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 z
m
0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 z
m
1 zm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1wn zn znwn · · · zm−1
n zm−1

n wn z
m
n z

m
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zm−1
n zm−1

n wn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Q̃
(T )
2m (z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 z · · · 0 zm−1 0 zm

1 w0 z0 z0w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 z
m
0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 z
m
1 zm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1wn zn znwn · · · zm−1
n zm−1

n wn z
m
n z

m
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm0 wo

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zm−1
n zm−1

n wn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

á) Êîëè n = 2m+ 1, òî àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî

C0 +C1zk + · · ·+Cm−1z
m−1
k +Cmz

m
k = wk(D0 +D1zk + · · ·+Dmz

m
k + zm+1

k )



127

äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k = 0, 2m+ 1, òîáòî

C0 − w0D0 + z0C1 − z0w0D1 + · · · − zm0 w0Dm = zm+1
0 w0,

C0 − w1D0 + z1C1 − z1w1D1 + · · · − zm1 w1Dm = zm+1
1 w1,

... ... ... ... . . . ... ...

C0 − wnD0 + znC1 − znwnD1 + · · · − zmn wnDm = zm+1
n wn .

Çíîâó îòðèìàëè ñèñòåìó iç (2m + 2)�õ ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü âiä-

íîñíî (2m+ 2)�õ íåâiäîìèõ C0, C1, . . . , Cm = ρ
(2)
2m+1, D0, D1, . . . , Dm.

Âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −w0 z0 −z0w0 z2
0 −z2

0 w0 · · · zm0 −zm0 w0

1 −w1 z1 −z1w1 z2
1 −z2

1 w1 · · · zm1 −zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 −wn zn −znwn z2
n −z2

nwn · · · zmn −zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zmn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âèçíà÷íèê

∆2m+2 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0w0 · · · zm−1
0 w0 zm0 w0 zm+1

0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1w1 · · · zm−1
1 w1 zm1 w1 zm+1

1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn z
2
n z

2
nwn · · · zm−1

n wn z
m
n wn z

m+1
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

à òîäi

ρ
(2)
2m+1 = Cm = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 · · · zm−1
0 w0 zm0 w0 zm+1

0 w0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm−1
1 w1 zm1 w1 zm+1

1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn · · · zm−1
n wn zmn wn zm+1

n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:
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:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zmn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.26)

Àíàëîãi÷íî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, iç ôîðìóëè (3.26) âèïëèâà¹, ùî

îáåðíåíà ðiçíèöÿ 2-ãî òèïó ρ(2)
2m+1 = ρ

(2)
2m+1[z0, . . . , z2m+1; f ] òàêîæ ñèìåòðè-

÷íà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , z2m+1.

×èñåëüíèê P̃ (T )
2m+1(z) òà çíàìåííèê Q̃(T )

2m+1(z) ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó âè-

ãëÿäi âiäíîøåííÿ äâîõ âèçíà÷íèêiâ

P̃
(T )
2m+1(z) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 z 0 · · · zm 0 0

1 w0 z0 z0w0 · · · zm0 zm0 w0 zm+1
0 w0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm1 zm1 w1 zm+1
1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn zn znwn · · · zmn zmn wn zm+1
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zmn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Q̃
(T )
2m+1(z) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 z · · · zm 0

1 w0 z0 z0w0 · · · zm0 w0 zm+1
0 w0

1 w1 z1 z1w1 · · · zm1 w1 zm+1
1 w1

... ... ... ... . . . ... ...

1 wn zn znwn · · · zmn wn zm+1
s ws

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:
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1 w0 z0 z0w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm0 zm0 w0

1 w1 z1 z1w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm1 zm1 w1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 wn zn znwn z2
n z2

nwn · · · zmn zmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.4. Çàëèøêîâèé ÷ëåí êâàçi�îáåðíåíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Òiëå äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî Ò�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

D̃(T )
n (x) =

P̃
(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

=

(
d0 +

n

K
k=1

x− xk−1

dk

)−1

. (3.27)

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), êîåôiöi¹íòè ëàíöþãî-

âîãî äðîáó (3.27), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(x) â iíòåð-

ïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (2.28), âiäìiííi âiä íóëÿ, òîäi∣∣∣∣∣f(x)− P̃
(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 f ∗
∣∣B[n]

0

∣∣ ∏n
k=0 |x− xk|

(n+ 1)! |Q̃(T )
n (x)|

(
κn+2(ω)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

1

(d∗)2m

r−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)

)
, (3.28)

äå f ∗ = max
06i6r

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣, B[n]

0 =
n∏
i=0

di, d∗ = min
06i6n

|di| , ω = dR
(d∗)2

, r =

= [(n+ 1)/2], κn(ω) âèçíà÷åíî â (2.12).

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó Ò�ÊIËÄ ìà¹ìî, ùî Xi(x) = (x − xi)/(di di+1).

Îñêiëüêè Yi = X ′i(x) = 1/(di di+1), êîëè i = 0, n− 1, i X(k)
i (x) ≡ 0, êîëè

k = 2, n, òî ôîðìóëà (3.10) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
=
n+1−2k∑
j=0

(
Xj(x)

(
R

[n]
k−1,j+2(x)

)(m)
+mYj

(
R

[n]
k−1,j+2(x)

)(m−1)
)
. (3.29)
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Â öüîìó âèïàäêó R[n]
k,0(x) ¹ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ k, à òîäi

(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
= 0,

êîëè k < m. Êðiì òîãî, çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.3, deg Q̃
(T )
n 6 r i B[n]

0 íå

çàëåæèòü âiä x. Òîäi ôîðìóëà (3.9) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

dn+1

d xn+1

[
f(x) Q̃(T )

n (x)
]

= f (n+1)(x) Q̃(T )
n (x)+

+B
[n]
0

r∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)
r∑

k=m

(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
. (3.30)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, òî iç ôîðìóëè

(3.29) îòðèìó¹ìî, ùî

(
R

[n]
m+s,0(x)

)(m)
= m!M

[n,s]
m+s,0(x), s = 0, r −m,

äå

M
[n,0]
m,0 (x) =

n+1−2m∑
j1=0

Yj1

n+3−2m∑
j2=j1+2

Yj2

n−1∑
jm=jm−1+2

Yjm, (3.31)

M
[n,s]
m+s,0(x) =

n+1−2(m+s)∑
j=0

(
XjM

[n,s−1]
m+s−1,j+2(x) + YjM

[n,s]
m+s−1,j+2(x)

)
. (3.32)

Îñêiëüêè |Yi| = |1/(di di+1)| 6 1/(d∗)
2, à êiëüêiñòü äîäàíêiâ â ïðàâié ÷àñòèíi

ôîðìóëè (3.31) ðiâíà
∏m

j=1(n− 2m+ j + 1)/m!, òî ìà¹ìî:

∣∣M [n,0]
m,0 (x)

∣∣ 6 1

m! (d∗)2m

m∏
j=1

(n− 2m+ j + 1). (3.33)

Ñïèðàþ÷èñü íà îñòàííþ íåðiâíiñòü çà iíäóêöi¹þ ç ôîðìóëè (3.32) îòðèìó-

¹ìî, ùî

∣∣∣M [n,s]
m+s,0(x)

∣∣∣ 6 (dR)s

m! s! (d∗)2(m+s)

m+s∏
j=1

(n− 2(m+ s) + j + 1), (3.34)

äå s = 1, r −m. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1
∣∣Q̃(T )

n (x)
∣∣ 6 ∣∣B[n]

0

∣∣κn+2(ω). Çâiäñè òà

ç (3.30),(3.33), (3.34) ìà¹ìî (3.28).
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Çàóâàæåííÿ 3.4. Â ïiäðîçäiëi Á.7 äîäàòêó (ñòîð. 355) íàâåäåíî ïðè-

êëàä iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ íà âiäðiçêó, ÿêèé iëþñòðó¹ ÿêiñòü

îöiíêè (3.28) òåîðåìè 3.7.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé f(x) ∈ C(n+1)(R), êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ (3.27),

ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (2.28),

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà |di| > dR + 1, äå

i = 0, n. Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò-ÊIËÄ (3.27)

à) ÿêùî dR 6= 1∣∣∣∣∣f(x)− P̃
(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 f ∗
∣∣B[n]

0

∣∣(dR)n+1(dR − 1)

(n+ 1)! ((dR)n+2 − 1)

(
κn+2(ω)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

1

(d∗)2m

r−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
, (3.35)

á) ÿêùî dR = 1∣∣∣∣∣f(x)− P̃
(T )
n (x)

Q̃
(T )
n (x)

∣∣∣∣∣ 6 f ∗
∣∣B[n]

0

∣∣
(n+ 2)!

(
κn+2(ω)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

1

(d∗)2m

r−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
, (3.36)

äå dR, d∗, ω, f
∗ âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 3.7.

Äîâåäåííÿ. Êîëè óìîâè òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1

êàíîíi÷íèé çíàìåííèê Ò�ÊIËÄ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∣∣Q̃(T )
n (x)

∣∣ >


(dR)n+2−1
dR−1 , ÿêùî dR 6= 1,

n+ 2, ÿêùî dR = 1.

Êðiì òîãî, |x−xi| 6 dR, i = 0, n− 1. Òîäi iç óìîâ äàíî¨ òåîðåìè òà òåîðåìè

3.7 îòðèìó¹ìî îöiíêè (3.35)�(3.36).
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3.5. Êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

C�äðîáó

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíîñòi {vk(z)} òà {Vk(z)} íàñòóïíèì ÷èíîì:

f(z) =
1

v0(z)
, v0(z) = v0(z0) + v1(z)(z − z0), vk(z) =

vk(zk)

1 + vk+1(z)(z − zk)
,

V0(z) = v0(z), Vk(z) = v0 ◦ · · · ◦ vk(z), k = 1, n, zi ∈ Z, i = 0, n.

Òîäi

f(z) =
1

Vn(z)
=

1

v0(z0) +

v1(z1)(z − z0)

1 +

v2(z2)(z − z1)

1 +

+ · · · +

vn(zn)(z − zn−1)

1 +

vn+1(z)(z − zn)
1

.

Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ ek = vk(zk), k = 0, n. Îòðèìàëè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨

f(z) ëàíöþãîâèì äðîáîì ç (n+ 1)�ì ïîâåðõîì

f(z) =
1

e0 +

e1(z − z0)

1 + · · · +

en(z − zn−1)

1 +

vn+1(z)(z − zn)
1

. (3.37)

Ðîçãëÿíåìî n�é ïiäõiäíèé äðiá ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.37).

D̃(c)
n (z) =

(
e0 +

n

K
k=1

ek(z − zk−1)

1

)−1

. (3.38)

Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì (1.6) (àáî îáåðíåíèì (1.11)) ðåêóðåíòíèì àëãîðè-

òìîì ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâèì äðîáàì (3.37) i (3.38) âiäíî-

øåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî

f(z) =
P̃

(∗)
n+1(z)

Q̃
(∗)
n+1(z)

=
1

e0 +

e1(z−z0)

1 + · · · +

en(z−zn−1)

1 +

vn+1(z)(z−zn)
1

.

D̃(c)
n (z) =

P̃
(c)
n (z)

Q̃
(c)
n (z)

=

(
e0 +

n

K
k=1

ek(z − zk−1)

1

)−1

. (3.39)
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Îçíà÷åííÿ 3.2. ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá (3.39) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿ-

öiéíó óìîâó (2.27), òî âií íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèì iíòåðïîëÿöiéíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó C�äðîáó (Ñ�ÊIËÄ).

Òåîðåìà 3.9. Êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) ó âóçëàõ (1.16) çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíî-

øåííÿ ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

e0 =
1

w0
, e1 =

1/w1−e0

z1−z0
, em =

1

zm−zm−1

(
− 1 +

em−1 (zm−zm−2)

−1 +

+

em−2 (zm−zm−3)

−1 + · · · +

e2 (zm−z1)

−1 +

e1 (zm−z0)

1/wm−e0

)
, m = 2, n.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî C�ÊIËÄ (3.39) ðàöiîíàëüíà

ôóíêöiÿ i deg P̃
(c)
n (z) 6 [n/2] , deg Q̃

(c)
n (z) 6 [(n+ 1)/2] .

Ñ�ÊIËÄ (3.39) ¹ åêâiâàëåíòíèé Ò�ÊIËÄ (3.15), îñêiëüêè ìiæ êîåôiöi-

¹íòàìè âêàçàíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ iñíó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê e0 = d0, e1 = 1/d1,

ei = 1/(di−1di), i = 2, n. Â òîé æå ÷àñ êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) ìîæóòü

áóòè îá÷èñëåíi áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöié-

íèõ âóçëàõ. Êðiì òîãî, êîåôiöi¹íòè (3.39) íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó

Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (3.16), à òîìó òåîðåìà 3.4 íå ìà¹ ìiñöÿ.

Ëåìà 3.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) âiäìiííi âiä íóëÿ i âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

max
z∈R
|e1(z − z0)/e0| 6 t(1− t), 0 < t 6 1

2 ,

max
z∈R
|ei(z − zi−1)| 6 t(1− t), i = 2, n.

(3.40)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z, z 6∈ Z, |e0|Ωn+1(t) 6
∣∣∣Q̃(c)

n (z)
∣∣∣ < |e0|κn+2(δ), äå

Ωn(t) âèçíà÷åíî â (2.17),

δ = max{max
26i6n

|ei|, |e1/e0|}·dZ . (3.41)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

D̃(c)
n (z) =

P̃
(c)
n (z)

Q̃
(c)
n (z)

=

(
P̄n(z)

Q̄n(z)

)−1

,
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òî îöiíêà |Q̃(c)
n (z)| çãîðè âèïëèâà¹ iç ôîðìóëè Îéëåðà�Ìiíäií à (2.3à) äëÿ

÷èñåëüíèêà P̄n(z) òà òåîðåìè 2.2, êîëè B[n]
0 = e0, X0 = e1(z − z0)/e0, Xi =

= ei+1(z − zi), i = 1, n. Îöiíêà çíèçó âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 2.4.

Òåîðåìà 3.10. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂
⊂ C. (B) Íåõàé âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) âiäìiííi âiä íóëÿ i âè-

êîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (3.40). (C) Íåõàé iñíó¹ ìíîæèíà

Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó (3.37) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

vn+1(z∗) 6= 0, max
z∈Z
|vn+1(z∗)(z − zn)| 6 t(1− t). (3.42)

Òîäi

ẽn+1 minz∗∈Z

∏n
i=1 |ei(z∗ − zi−1)|

|e0|2 κn+2(δ)κn+3(δ∗)
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)− D̃(c)

n (z∗)| 6

6
ēn+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |ei(z∗ − zi−1)|

|e0|2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)
, (3.43)

äå ẽn+1 = minz∗∈Z |vn+1(z∗)(z∗ − zn)|, ēn+1 = maxz∗∈Z |vn+1(z∗)(z∗ − zn)|,
çíà÷åííÿ δ âèçíà÷åíî â (3.41), δ∗ = max{δ, ēn+1}·dZ , âåëè÷èíè κn(δ) òà

Ωn(t) âiäïîâiäíî âèçíà÷åíi â (2.12) òà (2.17).

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê êîåôiöi¹íòè e0, e1, . . . , en ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.37)

ìîæóòü áóòè çíàéäåíi iç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè (1.16), òî âîíè çáiãàþòüñÿ

ç êîåôiöi¹íòàìè Ñ�ÊIËÄ (3.39). Äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z çãiäíî iç (3.4)

|f(z∗)− D̃(c)
n (z∗)| =

∣∣∣∣ P̃ (∗)
n+1(z∗)

Q̃
(∗)
n+1(z∗)

− P̃
(c)
n (z∗)

Q̃
(c)
n+1(z∗)

∣∣∣∣ =

∏n+1
i=1 |ei(z∗ − zi−1)|
|Q̃(c)

n (z∗)| |Q̃(∗)
n+1(z∗)|

.

Ñïèðàþ÷èñü íà òâåðäæåííÿ ëåìè 3.1 îòðèìà¹ìî îöiíêó (3.43).

Çàóâàæåííÿ 3.6. Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

Ñ�ÊIËÄ ðîçãëÿíóòi â ïiäðîçäiëi Á.8 äîäàòêó (ñòîð. 357). Íà ïðèêëàäàõ

ïðîiëþñòðîâàíî åôåêòèâíiñòü îöiíêè (3.43) òåîðåìè 3.10.
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Òåîðåìà 3.11. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà Z; (B) íåõàé

äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n: (B1) âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ e
(n)
i , i = 0, n, ÿêi

âèçíà÷åíi ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (n + 1)�ãî ðÿäêó ìàòðèöi ií-

òåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ (1.20), âiäìiííi âiä íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó

Ïåéäîíà�Óîëëà max
z∈Z
|e(n)

1 (z − z
(n)
0 )/e

(n)
0 | 6 t(1 − t), max

z∈Z
|e(n)
i (z − z

(n)
i−1)| 6

6 t(1 − t), äå 0 < t 6 1
2 , i = 2, n; (B2) iñíó¹ ìíîæèíà Z ⊂ Z\I, ùî

â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ëàíöþãîâîãî äðîáó (3.37)

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi v
(n)
n+1(z∗) 6= 0, max

z∈Z
|v(n)
n+1(z∗)(z − z

(n)
n )| 6 t(1− t),

Òîäi lim
n→∞

maxz∗∈Z

∣∣f(z∗)− D̃(c)
n (z∗)

∣∣ = 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) 0 < t < 1/2; á) t = 1/2.

à) Êîëè 0 < t < 1/2, òî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ n ç òåîðåìè

3.10 ìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
z∗∈Z

∣∣f(z∗)− D̃(c)
n (z∗)

∣∣ 6 ēn+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |e

(n)
i (z∗ − e(n)

i−1)|
|e(n)

0 |2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)
6

6
tn+1(1− t)n+1((1− t)n+2 − tn+2)

|e(n)
0 | ((1− t)n+4 − tn+4)

.

Ââiâøè â ðîçãëÿä íîâèé ïàðàìåòð θ = 1/t, θ > 2, îòðèìà¹ìî

max
z∗∈Z

∣∣f(z∗)− D̃(c)
n (z∗)

∣∣ 6 (θ − 1)n+1((θ − 1)n+2 − 1)

|e(n)
0 | θ2n((θ − 1)n+4 − 1)

.

Êîëè n→∞, òî ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

á) Êîëè t = 1/2, òî àíàëîãi÷íî max
z∗∈Z

∣∣f(z∗) − D̃
(c)
n (z∗)

∣∣ 6 (n+2)

|e(n)0 |4n+1(n+4)
.

Ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè n→∞.

3.6. Çàëèøêîâèé ÷ëåí êâàçi�îáåðíåíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Ñ�äðîáó äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî íà êîìïàêòi R ⊂ R Ñ�ÊIËÄ (3.39) äiéñíî¨ çìiííî¨

D̃(c)
n (x) =

P̃
(c)
n (x)

Q̃
(c)
n (x)

=

(
e0 +

n

K
k=1

ek(x− xk−1)

1

)−1

. (3.44)



136

Òåîðåìà 3.12. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�ÊIËÄ (3.44), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âiä-

ìiííi âiä íóëÿ. Òîäi∣∣∣∣f(x)− P̃
(c)
n (x)

Q̃
(c)
n (x)

∣∣∣∣ 6 |e0|f ∗
∏n

k=0 |x− xk|
(n+ 1)! |Q̃(c)

n (x)|

(
κn+2(δ)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1(e

∗)m
r−m∑
i=0

δi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
, (3.45)

äå f ∗ = max
06i6r

max
x∈R

∣∣f (n+1−i)(x)
∣∣ , δ = dRe

∗, e∗ = max
16i6n

|ei| , r = [n+1
2 ], à κn(δ)

âèçíà÷åíà (2.12).

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê ó âèïàäêó Ñ�ÊIËÄ (3.44) ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíî-

øåííÿ B
[n]
0 = e0, Xi(x) = ei+1(x − xi), X

′
i(x) = ei+1, X

(k)
i (x) ≡ 0, äå

i = 0, n− 1, k = 2, n− 1, i
(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
= 0, êîëè k < m, òî ôîðìóëà

(3.9) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

dn+1

d xn+1

[
f(x)Q(c)

n (x)
]

= f (n+1)(x)Q(c)
n (x)+

+e0

r∑
m=1

Cm
n+1 f

(n+1−m)(x)
r∑

k=m

(
R

[n]
k,0(x)

)(m)
. (3.46)

Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ëåãêî ïîêàçàòè, ùî
(
R

[n]
m+s,0(x)

)(m)
= m!N

[n,s]
m+s,0(x),

s = 0, r −m, äå

N
[n,0]
m,0 (x) =

n+1−2m∑
j1=0

ej1+1

n+3−2m∑
j2=j1+2

ej2+1 · · ·
n−1∑

jm=jm−1+2

ejm+1, (3.47)

N
[n,s]
m+s,0(x)=

n+1−2(m+s)∑
j=0

(
Xj(x)N

[n,s−1]
m+s−1,j+2(x) + ej+1N

[n,s]
m+s−1,j+2(x)

)
. (3.48)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1 ∣∣∣Q(c)
n (x)

∣∣∣ 6 |e0|κn+2(δ). (3.49)
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Â ñèëó òîãî, ùî |ei| 6 e∗, i = 1, n, òî ç (3.47) ìà¹ìî:

|N [n,0]
m,0 (x)| 6 (e∗)m

m!

m∏
j=1

(n− 2m+ j + 1) . (3.50)

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ç (3.48) îòðèìó¹ìî:

|N [n,s]
m+s,0(x)| 6 dsR(e∗)m+s

m! s!

m+s∏
j=1

(n− 2(m+ s) + j + 1), (3.51)

äå s = 0, r −m. Ç (3.46),(3.49),(3.50) òà (3.51) âèïëèâà¹ (3.45).

Çàóâàæåííÿ 3.7. Â ïiäðîçäiëi Á.9 äîäàòêó (ñòîð. 360) íàâåäåíi ÷èñëîâi

ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü åôåêòèâíiñòü îöiíêè (3.45).

Òåîðåìà 3.13. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ∈ C(n+1)(R), çà çíà÷åííÿìè ôóí-

êöi¨ ó âóçëàõ (2.28) ïîáóäîâàíèé Ñ�ÊIËÄ (3.44), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âiä-

ìiííi âiä íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

0 < |ei(x− xi−1)| 6 δ 6 t(1− t), i = 1, n, t ∈ (0; 1
2 ].

Òîäi:

a) êîëè 0 < t < 1
2, òî∣∣∣∣f(x)− P
(c)
n (x)

Q
(c)
n (x)

∣∣∣∣ 6 f ∗dn+1
R

(n+ 1)!

(1− t)n+2 − tn+2

(1− t)n+3 − tn+3

(
κn+2(t(1− t))+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

tm(1− t)m

dmR

r−m∑
i=0

ti(1− t)i

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
, (3.52)

á) êîëè t = 1
2, òî∣∣∣∣f(x)− P

(c)
n (x)

Q
(c)
n (x)

∣∣∣∣ 6 f ∗dn+1
R

(n+ 1)!

2(n+ 2)

n+ 3

(
κn+2(

1
4)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

1

(4dR)m

r−m∑
i=0

1

4i i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
, (3.53)

äå δ, e∗, f ∗ âèçíà÷åíi â óìîâàõ òåîðåì 3.12.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç óìîâîþ äàíî¨ òåîðåìè e∗ 6 t(1 − t)/dR. Ç òåîðåì

3.12 òà 2.4 îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (3.52) òà (3.53).
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3.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Íà ïî÷àòêó òðåòüîãî ðîçäiëó îá ðóíòîâàíî îñíîâíi òâåðäæåííÿ ç ÎÔËÄ.

Â òåîðåìi 3.1 îòðèìàíî îöiíêè äëÿ êàíîíi÷íèõ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííè-

êà ÎÔËÄ. Âèâ÷åíî àíàëîã iíòåðïîëÿöiéíîãî äðîáó Òiëå �Ò�ÊIËÄ
(
d0 +

+K
n
i=1((z − zi−1)/di)

)−1
. Â òåîðåìi 3.2 îá ðóíòîâàíî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó

âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ò�ÊIËÄ (3.15). Äâîñòîðîííþ îöiíêó çàëèøêîâîãî

÷ëåíà Ò�ÊIËÄ ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ îòðè-

ìàíî â òåîðåìi 3.4. Òåîðåìà 3.5 îá ðóíòîâó¹ çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî

ïðîöåñó. Â ðîçäiëi 3 ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi ðiçíèöi 2�ãî òèïó. Â òåîðåìi

3.6 äîâåäåíî ñèìåòðè÷íiñòü îáåðíåíèõ ðiçíèöü 2�ãî òèïó. Îöiíêó çàëèøêî-

âîãî ÷ëåíà Ò�ÊIËÄ äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ îòðèìàíî â

òåîðåìi 3.7.

Â òåîðåìi 3.9 âñòàíîâëåíî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî

äðîáó äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ñ�ÊIËÄ
(
e0 +K

n
i=1(ei(z − zi−1)/1)

)−1
.

Äâîñòîðîííþ îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊIËÄ (3.39) äëÿ iíòåðïîëÿöi¨

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ îòðèìàíî â òåîðåìi 3.10. Çáiæíiñòü iíòåðïî-

ëÿöiéíîãî ïðîöåñó îá ðóíòîâàíî â òåîðåìi 3.11. Â òåîðåìi 3.12 îòðèìàíî

ôîðìóëó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊIËÄ, êîëè f(x) ∈ C(n+1)(R).

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [74, 79, 86, 88] òà â ðîçäiëi

ìîíîãðàôi¨ [92, ñ. 120�154].
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ÐÎÇÄIË 4

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍI IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍI ËÀÍÖÞÃÎÂI

ÄÐÎÁÈ

Ôóíêöiþ f(z) íà êîìïàêòi Z , ÿêà çàäàíà çíà÷åííÿìè â iíòåðïîëÿöiéíèõ
âóçëàõ, ìîæíà íàáëèæàòè óçàãàëüíåíèì iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì çà

âèáðàíîþ ÷èáåøîâñüêîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié {ϕi(z)}, à òàêîæ ôóíêöiîíàëü-

íèì iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì (ÔIËÄ). Çîêðåìà äëÿ ôóíêöié

äiéñíî¨ çìiííî¨ ìîæíà áóäóâàòè ÔIËÄ, ÿêùî, íàïðèêëàä, áàçèñ�ôóíêöiÿ ¹

íåïåðåðâíà òà ñòðîãî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ íà êîìïàêòi R ⊂ R.

4.1. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Òiëå

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C i çàäàíà

çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè Z. Îäíîëèñòó íà êîìïàêòi Z ôóíêöiþ g(z)

íàçâåìî áàçèñ�ôóíêöi¹þ.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Òàê ÿê ìíîæèíà Z ìiñòèòü ðiçíi òî÷êè, à ôóíêöiÿ

g(z) ¹ îäíîëèñòà, òî ìíîæèíà G = {gi : gi = g(zi), zi ∈ Z, i = 0, n} áóäå
ñêëàäàòèñÿ òàêîæ ç ðiçíèõ òî÷îê.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi {vk(g; z)} òà {Vk(g; z)}, äå

f(z) = v0(g; z), vk(g; z) = vk(g; zk) +
g(z)− g(zk)

vk+1(g; z)
, zk ∈ Z, (4.1)

V0(g; z) = v0(g; z), Vk(g; z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(g; z), k = 1, n.

Ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ëàíöþãîâèì äðîáîì

f(z)=Vn(g; z)=v0(g; z0)+
g(z)− g(z0)

v1(g; z1) + · · ·+
g(z)− g(zn−1)

vn(g; zn) +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)
.
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Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ b(g)k = vk(g; zk), k = 0, n. Òîäi

f(z) = b(g)0 +
g(z)− g(z0)

b(g)1 + · · · +

g(z)− g(zn−1)

b(g)n +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)
. (4.2)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D(T )
n (g; z) = b(g)0 +

n

K
k=1

g(z)− g(zk−1)

b(g)k
. (4.3)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâèì äðîáàì (4.2) òà (4.3) âiäíîøåííÿ

äâîõ óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî áàçèñ�ôóíêöi¨ g(z), òîáòî

f(z)=
P

(∗)
n (g; z)

Q
(∗)
n (g; z)

= b(g)0 +
g(z)−g(z0)

b(g)1 + · · ·+
g(z)−g(zn−1)

b(g)n +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)
.

D(T )
n (g; z) =

P
(T )
n (g; z)

Q
(T )
n (g; z)

= b(g)0 +
n

K
k=1

g(z)− g(zk−1)

b(g)k
. (4.4)

Îçíà÷åííÿ 4.1. ßêùî ëàíöþãîâèé äðiá (4.4) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿ-

öiéíó óìîâó (2.27), òî âií íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðïîëÿöiéíèì

ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Òiëå (Ò�ÔIËÄ).

Òåîðåìà 4.1. Êîåôiöi¹íòè b(g)i , i = 0, n, Ò�ÔIËÄ (4.4) âèçíà÷àþòüñÿ

÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) çà äîïîìîãîþ

ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

b(g)0 = f0, b
(g)

k =
g(zk)− g(zk−1)

−b(g)k−1 + · · · +

g(zk)− g(z1)

−b(g)1 +

g(zk)− g(z0)

wk − b(g)0

,

êîëè k = 1, n, äå wk = f(zk).

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 2.6.

4.2. Îáåðíåíi g�ðiçíèöi òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Iç ôîðìóëè (4.1) âèïëèâà¹, ùî v0(g; z) = f(z), vk+1(g; z) = g(z)−g(zk)
vk(g;z)−vk(g;zk) ,

k = 0, n. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φk[g; z0, . . . , zk−1, z; f ] = vk(g; z) îáåðíåíó ïîäi-

ëåíó g�ðiçíèöþ k�ãî ïîðÿäêó. Òîäi b(g)k = Φk[g; z0, z1, . . . , zk; f ]. Ìà¹ ìiñöå
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ðåêóðåíòíà ôîðìóëà

Φk[g; z0, . . . , zk; f ] =
g(zk)− g(zk−1)

Φk−1[g; z0, . . . , zk−2, zk; f ]−Φk−1[g; z0, . . . , zk−1; f ]
,

Φ0[g; z; f ] = f(z).

Îáåðíåíà ïîäiëåíà g�ðiçíèöÿ k�ãî ïîðÿäêó Φk[g; z0, . . . , zk; f ] ñèìåòðè÷íà

âiäíîñíî ëèøå äâîõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ zk−1 òà zk. Óòâîðèìî ëiíiéíó êîìáiíà-

öiþ îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ g�ðiçíèöü

%k[g; z0, . . . , zk; f ] =

[k/2]∑
i=0

Φk−2i[g; z0, . . . , zk−2i; f ], (4.5)

ÿêó áóäåìî íàçèâàòè îáåðíåíîþ g�ðiçíèöåþ k�ãî ïîðÿäêó. Iç (4.5) ìà¹ìî,

ùî êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ (4.4) áóäóòü ðiâíi

b(g)0 = %0[g; z0; f ], b(g)1 = %1[g; z0, z1; f ],

b(g)k = %k[g; z0, . . . , zk; f ]− %k−2[g; z0, . . . , zk−2; f ], k = 2, n.

Òîäi Ò�ÔIËÄ (4.4) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Dn(g; z) = %0[g; z0; f ] +
g(z)− g(z0)

%1[g; z0, z1; f ] +

g(z)− g(z1)

%2[g; z0, z1, z2; f ]− %0[g; z0; f ] +

+ · · · +

g(z)− g(zn−1)

%n[g; z0, z1, . . . , zn; f ]− %n−2[g; z0, z1, . . . , zn−2; f ]
. (4.6)

Îáåðíåíi g�ðiçíèöi çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

%k[g; z0, z1, . . . , zk; f ] = %k−2[g; z0, z1, . . . , zk−2; f ]+

+
g(zk)− g(zk−1)

%k−1[g; z0, z1, . . . , zk−2, zk; f ]− %k−1[g; z0, z1, . . . , zk−1; f ]
, k = 2, n, (4.7)

äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü

%0[g; z0; f ] = f(z0), %1[g; z0, z1; f ] =
g(z1)− g(z0)

%0[g; z1; f ]− %0[g; z0; f ]
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

%1[g; z0, z1; f ] =
g(z1)− g(z0)

f1 − f0
, (4.8)
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%2[g; z0, z1, z2; f ] =
g(z0)f0(f2−f1) + g(z1)f1(f0−f2) + g(z2)f2(f1−f0)

f0(f2−f1) + f1(f0−f2) + f2(f1−f0)
.

Îòæå, îáåðíåíi g�ðiçíèöi 1�ãî òà 2�ãî ïîðÿäêiâ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñâî-

¨õ àðãóìåíòiâ. Ïîêàæåìî, ùî %k = %k[g; z0, . . . , zk; f ]� îáåðíåíà g�ðiçíèöÿ

k�ãî ïîðÿäêó ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ (k + 1)�ãî àðãóìåíòó z0, z1, . . . , zk.

Iç (4.6) áåçïîñåðåäíüî ìà¹ìî: P (T )
0 (g; z) = %0, P

(T )
1 (g; z) = %0%1 + g(z) −

− g(z0), Q
(T )
0 (g; z) = 1, Q

(T )
1 (g; z) = %1. Çàñòîñóâàâøè äî Ò�ÔIËÄ (4.6)

ïðÿìèé ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì (1.6) îòðèìà¹ìî:

P
(T )
2m (g; z)= ã0+ã1g(z)+· · ·+ãm−1g

m−1(z)+%2mg
m(z), (4.9à)

Q
(T )
2m (g; z)= b̃0+b̃1g(z)+· · ·+b̃m−1g

m−1(z)+gm(z), (4.9á)

P
(T )
2m+1(g; z)= c̃0+c̃1g(z)+· · ·+c̃m−1g

m−1(z)+c̃mg
m(z)+gm+1(z), (4.9â)

Q
(T )
2m+1(g; z)= d̃0+d̃1g(z)+· · ·+d̃m−1g

m−1(z)+%2m+1g
m(z), (4.9ã)

äå ã0, . . . , ãm−1, b̃0, . . . , b̃m−1, c̃0, . . . , c̃m, d̃0, . . . , d̃m−1�äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Îñêiëüêè Ò�ÔIËÄ (4.4) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó, òî ç (2.27)

âèïëèâà¹, ùî

P (T )
n (g; zi)− wiQ(T )

n (g; zi) = 0, i = 0, n. (4.10)

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) n = 2m; á) n = 2m+ 1.

a) Äëÿ n = 2m çãiäíî iç (4.9à)�(4.9á) ñïiââiäíîøåííÿ (4.10) çàïèøåòüñÿ:

ã0 + ã1g(zi) + · · ·+ ãm−1g
m−1(zi) + %2mg

m(zi)−

−wi(b̃0 + b̃1g(zi) + · · ·+ b̃m−1g
m−1(zi)) = wig

m(zi).

Ïiäñòàâèâøè â îñòàííþ ðiâíiñòü çíà÷åííÿ zi òà wi äëÿ i = 0, 2m, îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó (2m + 1)�ãî ëiíiéíîãî àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî íåâiäîìèõ

ã0, ã1, . . . , ãm−1, b̃0, b̃1, . . . , b̃m−1, %2m. Çãiäíî iç ïðàâèëîì Êðàìåðà
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%2m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f0 g0 g0 f0 g2

0 g2
0 f0 · · · gm−1

0 gm−1
0 f0 gm0 f0

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 fn gn gn fn g2
n g2

n fn · · · gm−1
n gm−1

n fn gmn fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f0 g0 g0 f0 g2

0 g2
0 f0 · · · gm−1

0 gm−1
0 f0 gm0

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

1 fn gn gn fn g2
n g2

n fn · · · gm−1
n gm−1

n fn gmn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4.11)

á) Ó âèïàäêó, êîëè n = 2m+ 1 ç (4.9â)�(4.9ã) àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî:

%2m+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f0 g0 g0 f0 · · · gm−1

0 gm−1
0 f0 gm0 gm+1

0

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 fn gn gn fn · · · gm−1
n gm−1

n fn gmn gm+1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f0 g0 g0 f0 · · · gm−1

0 gm−1
0 f0 gm0 gm0 f0

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 fn gn gn fn · · · gm−1
n gm−1

n fn gmn gmn fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4.12)

Iç ôîðìóë (4.11)�(4.12) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà g�ðiçíèöÿ n�ãî ïîðÿäêó

%n[g; z0, z1, . . . , zn; f ] ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zn.

Îñêiëüêè äàëi âñi ïåðåòâîðåííÿ ó âèçíà÷íèêàõ (4.11) òà (4.12) çäiéñíþþ-

òüñÿ íàä ðÿäêàìè, òî áóäåìî çàïèñóâàòè òiëüêè i-é ðÿäîê öèõ âèçíà÷íèêiâ.

Òîäi (4.11) òà (4.12) çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

%2m[g; z0, . . . , z2m; f ] =

∣∣∣1, fi, gi, gifi, . . . , gm−1
i , gm−1

i fi, g
m
i fi

∣∣∣∣∣∣1, fi, gi, gifi, . . . , gm−1
i , gm−1

i fi, gmi

∣∣∣ , (4.13)

%2m+1[g; z0, . . . , z2m+1; f ] =

∣∣∣1, fi, gi, gifi, . . . , gm−1
i fi, g

m
i , g

m+1
i

∣∣∣∣∣∣1, fi, gi, gifi, . . . , gm−1
i fi, gmi , g

m
i fi

∣∣∣ . (4.14)
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Òåîðåìà 4.2. Íåõàé íà êîìïàêòi Z ⊂ C âèçíà÷åíi ôóíêöi¨ f(z), h(z),

äå h(z) 6= 0, A,B,C,D� äåÿêi ñòàëi, òîäi îáåðíåíi g�ðiçíèöi çàäîâîëüíÿ-

þòü ñïiââiäíîøåííÿ:

%2m[g; z0, . . . , z2m;Cf ] = C%2m[g; z0, . . . , z2m; f ] , (4.15)

%2m+1[g; z0, . . . , z2m+1;Cf ] =
1

C
%2m+1[g; z0, . . . , z2m+1; f ] . (4.16)

%2m[g; z0, . . . , z2m; f + C] = %2m[g; z0, . . . , z2m; f ] + C , (4.17)

%2m+1[g; z0, . . . , z2m+1; f + C] = %2m+1[g; z0, . . . , z2m+1; f ] , (4.18)

%2m

[
g; z0, . . . , z2m;

f

h

]
=

∣∣hi, fi, gihi, gifi, . . . , gm−1
i hi, g

m−1
i fi, g

m
i fi
∣∣∣∣hi, fi, gihi, gifi, . . . , gm−1

i hi, g
m−1
i fi, gmi hi

∣∣ , (4.19)
%2m+1

[
g; z0, . . . , z2m+1;

f

h

]
=

=

∣∣hi, fi, gihi, gifi, . . . , gm−1
i hi, g

m−1
i fi, g

m
i hi, g

m+1
i hi

∣∣∣∣hi, fi, gihi, gifi, . . . , gm−1
i hi, g

m−1
i fi, gmi hi, g

m
i fi
∣∣ , (4.20)

%2m

[
g; z0, . . . , z2m;

1

f

]
=

1

%2m[g; z0, . . . , z2m; f ]
, (4.21)

%2m

[
g; z0, . . . , z2m;

A+Bf

C +Df

]
=
A+B%2m[g; z0, . . . , z2m; f ]

C +D%2m[g; z0, . . . , z2m; f ]
. (4.22)

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.15)�(4.16) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî iç

(4.13)�(4.14). Iç (4.13) ìà¹ìî

%2m[g; z0, . . . , z2m; f + C] =

=

∣∣1, fi + C, gi, gi(fi + C), · · · , gm−1
i , gm−1

i (fi + C), gmi (fi + C)
∣∣∣∣1, fi + C, gi, gi(fi + C), · · · , gm−1

i , gm−1
i (fi + C), gmi

∣∣ .

Îñêiëüêè∣∣1, fi + C, gi, gi(fi + C), · · · , gm−1
i , gm−1

i (fi + C), gmi (fi + C)
∣∣ =

=
∣∣1, fi, gi, gifi,· · ·, gm−1

i , gm−1
i fi, g

m
i fi
∣∣+ C

∣∣1, fi, gi, gifi,· · ·, gm−1
i , gm−1

i fi, g
m
i

∣∣,
∣∣1, fi + C, gi, gi(fi + C), · · · , gm−1

i , gm−1
i (fi + C), gmi

∣∣ =



145

=
∣∣1, fi, gi, gifi, · · · , gm−1

i , gm−1
i fi, g

m
i

∣∣,
òî çâiäñè ìà¹ìî: %2m[g; z0, z1, . . . , z2m; f + C] = %2m[g; z0, z1, . . . , z2m; f ] + C.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ (4.18). Ñïiââiäíîøåííÿ (4.19) òà (4.20) îòðèìà¹ìî

áåçïîñåðåäíüî iç (4.13) òà (4.14) âiäïîâiäíî, ÿêùî i ðÿäêè âèçíà÷íèêiâ ÷è-

ñåëüíèêà i çíàìåííèêà ïîìíîæèìî íà hi, äå hi = h(xi), i = 0, 1, . . . , n.

ßêùî ó (4.19) ïiäñòàâèòè 1/f(z), à ïîòiì çðîáèòè ïåðåñòàíîâêó íåïàð-

íèõ òà ïàðíèõ ñòîâïöiâ ó âèçíà÷íèêàõ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà, òî îòðè-

ìà¹ìî (4.21). Îñêiëüêè A+Bf
C+Df = B

D+A−BC/D
C+Df , òî ñêîðèñòàâøèñü (4.15), (4.17)

òà (4.21) îòðèìà¹ìî (4.22).

4.3. Çàëèøêîâèé ÷ëåí ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Òiëå

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.1 çíàìåííèê Qn(g; z) Ò�ÔIËÄ (4.4) ìîæå áóòè

ïîäàíèé çà ôîðìóëîþ Îéëåðà�Ìiíäií à (2.6), äå Xi(g; z) = g(z)−g(zi)

b
(g)
i b

(g)
i+1

. ßêùî

äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z âèêîíóþòüñÿ óìîâà |g(z)− g(zi)| 6 δ, |b(g)i | > δ+ 1, òî

çíàìåííèê ïiäõiäíîãî äðîáó Q(T )
n (g; z) áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü (2.13).

Òåîðåìà 4.3. (A) Íåõàé f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z i áàçèñ�ôóíê-

öiÿ g(z)� îäíîëèñòà íà Z. (B) Íåõàé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(z) â ií-

òåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) ïîáóäîâàíèé Ò�ÔIËÄ (4.4), êîåôiöi¹íòè ÿêî-

ãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà

|b(g)k | > β > δ + 1, k = 1, n, äå δ = max
t,s∈Z
|g(t)− g(s)| 6= 1. (4.23)

(C) Íåõàé iñíó¹ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z ÷à-

ñòèííèé çíàìåííèê vn+1(z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íiñòü

|vn+1(z∗)| > β > δ + 1. (4.24)
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Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí Ò�ÔIËÄ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

minz∗∈Z

∏n
i=0 |g(z∗)− g(zi)|

b̃(g)n+1

∏n
i=1 |b

(g)

i |2 ·κn+2(ω)κn+1(ω)
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)−D(T )

n (g; z∗)| 6

6
(δ − 1)2 maxz∗∈Z

∏n
i=0 |g(z∗)− g(zi)|

(δn+2 − 1) (δn+1 − 1)
, (4.25)

äå b̃(g)n+1 = minz∗∈Z |vn+1(z∗)| , ω = δ/β2, κn(ω) âèçíà÷åíà â (2.12).

Äîâåäåííÿ. Êîåôiöi¹íòè b(g)i , i = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.2) çáiãàþ-

òüñÿ ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè Ò�ÔIËÄ (4.3) çà ïîáóäîâîþ. Ç ôîðìóëè

(1.10) ìà¹ìî, ùî

∣∣∣f(z∗)−D(T )
n (g; z∗)

∣∣∣= ∣∣∣P (∗)
n+1(g; z∗)

Q
(∗)
n+1(g; z∗)

− P
(T )
n (g; z∗)

Q
(T )
n (g; z∗)

∣∣∣= ∏n
i=0 |g(z∗)− g(zi)|

|Q(∗)
n+1(g; z∗)||Q(T )

n (g; z∗)|
.

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìàìè 2.2 òà 2.3 îòðèìà¹ìî (4.25).

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ó âèïàäêó, êîëè δ = maxt,s∈Z |g(t) − g(s)| = 1, òî

çãiäíî iç (2.13) íåðiâíiñòü (4.25) çàïèøåòüñÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

minz∗∈Z

∏n
i=0 |g(z∗)− g(zi)|

b̃(g)n+1

∏n
i=1 |b

(g)

i |2 ·κn+2(ω)κn+1(ω)
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)−D(T )

n (g; z∗)| 6

6
maxz∗∈Z

∏n
i=0 |g(z∗)− g(zi)|

(n+ 1) (n+ 2)
. (4.26)

Çàóâàæåííÿ 4.3. Äëÿ iëþñòðàöi¨ åôåêòèâíîñòi îöiíêè (4.25) òåîðåìè

â ïiäðîçäiëi Á.10 äîäàòêó (ñòîð. 363) ðîçãëÿíóòi ÷èñëîâi ïðèêëàäè.

Òåîðåìà 4.4. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C,

áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) ¹ îäíîëèñòà íà Z; (B) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà-

÷åííÿ n: (B1) êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ (4.4), ÿêi ïîáóäîâàíi çà çíà÷åííÿ-

ìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ n ðÿäêà ìàòðèöi (1.20), çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó

Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà | (n)b(g)

k | > β > δ + 1, k = 1, n;

(B2) iñíó¹ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z çíàìåííèê

ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |vn+1(z∗)| > β > δ+1. Òîäi

lim
n→∞

maxz∗∈Z |f(z∗)−D(T )
n (g; z∗)| = 0.
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Äîâåäåííÿ. Çà ïðèïóùåííÿì òåîðåìè äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà-

÷åííÿ n êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà. À òîäi, çãiäíî iç òåîðåìîþ 4.3, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü àáî (4.25)

àáî (4.26). Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi, êîëè êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

n ïðÿìó¹ äî ∞, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

4.4. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó

Ñ�äðîáó

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü {vk(g; z)} òà {Vk(g; z)} íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) = v0(g; z), v0(g; z) = v0(g; z0) + v1(g; z)(g(z)− g(z0)),

vk(g;z) =
vk(g; zk)

1 + vk+1(g; z)(g(z)− g(zk))
, zi ∈ Z, i = 0, n,

V0(g; z) = v0(g; z), Vk(g; z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(g; z), k = 1, n.

Òîäi ôóíêöiÿ f(z) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíîãî äðîáó

f(z) = Vn(g; z) = v0(g; z0) +
v1(g; z1)(g(z)− g(z0))

1 + · · · +

+

vn−1(g; zn−1)(g(z)− g(zn−2))

1 +

vn(g; zn)(g(z)− g(zn−1))

1 + vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a(g)

k = vk(g; zk), k = 0, n. Ìà¹ìî

f(z) = a(g)

0 +
a(g)

1 (g(z)− g(z0))

1 +

a(g)

2 (g(z)− g(z1))

1 + · · · +

+

a(g)

n (g(z)− g(zn−1))

1 +

vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))

1
. (4.27)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá

D(c)
n (g; z) = a(g)

0 +
n

K
k=1

a(g)

k (g(z)− g(zk−1))

1
. (4.28)
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Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâèì äðîáàì (4.27) òà (4.28) âiäíîøåííÿ

äâîõ óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî g

f(z) =
P

(∗)
n (g; z)

Q
(∗)
n (g; z)

= a(g)

0 +
a(g)

1 (g(z)− g(z0))

1 +

a(g)

2 (g(z)− g(z1))

1 + · · · +

+

a(g)

n (g(z)− g(zn−1))

1 +

vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))

1
. (4.29)

D(c)
n (g; z) =

P
(c)
n (g; z)

Q
(c)
n (g; z)

= a(g)

0 +
n

K
k=1

a(g)

k (g(z)− g(zk−1))

1
. (4.30)

Îçíà÷åííÿ 4.2. ßêùî â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ ÔËÄ (4.30) çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (2.27), òî ëàíöþãîâèé äðiá íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì iíòåð-

ïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÔIËÄ).

Òåîðåìà 4.5. Êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ (4.30) îá÷èñëþþòüñÿ ÷åðåç çíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) ó âóçëàõ Z çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè

a(g)

k =
1

g(zk)−g(zk−1)

(
−1 +

a(g)

k−1(g(zk)−g(zk−2))

−1 +

a(g)

k−2(g(zk)−g(zk−3))

−1 +

+ · · · +

a(g)

2 (g(zk)− g(z1))

−1 +

a(g)

1 (g(zk)− g(z0))

wk − a(g)

0

)
, k = 2, n, (4.31)

äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ a(g)

0 = w0, a
(g)

1 = (w1 − a(g)

0 )/(g(z1)− g(z0)).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 2.11.

Î÷åâèäíî, ùî Ñ�ÔIËÄ (4.30) áóäå åêâiâàëåíòíèì Ò�ÔIËÄ (4.4), îñêiëü-

êè a(g)

0 = b(g)0 , a
(g)

1 = 1/b(g)1 , a
(g)

i = 1/(b(g)i−1 b
(g)

i ), i = 2, n, àëå ôîðìóëè (4.31)

äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ áåçïîñåðåäíüî çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ â òî÷êàõ ìíîæèíè Z. Êðiì òîãî, îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ

(4.30) íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (4.23), òî

òåîðåìà 4.3 äëÿ Ñ�ÔIËÄ íå áóäå ìàòè ìiñöÿ.

Ëåìà 4.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè a(g)

i 6= 0, i = 2, n, i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà maxz∈Z |a(g)

i (g(z)− g(zi−1))| 6 t(1− t), 0 < t 6 1
2 . Òîäi
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äëÿ z ∈ Z\Z âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ωn(t) 6 |Q(c)
n (z)| < κn+1(δ), (4.32)

äå

δ = max
26i6n

max
z∈Z
|a(g)

i (g(z)− g(zi−1))|, (4.33)

à κn(δ) òà Ωn(t) âèçíà÷åíi,âiäïîâiäíî, â (2.12) òà (2.17).

Äîâåäåííÿ. Êîëè z ∈ Z\Z, òî |a(g)

i (g(z)−g(zi−1))| 6 δ, i = 2, n, B
[n]
1 ≡ 1,

òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2 |Q(c)
n (g; z)| < κn+1(δ). Êðiì òîãî äëÿ êîæíîãî

êîåôiöi¹íòà a(g)

i , i = 2, n, ìà¹ ìiñöå óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà. Òîäi çãiäíî

iç òåîðåìîþ 2.4 |Q(c)
n (g; z)| > Ωn(t).

Òåîðåìà 4.6. (A) Íåõàé f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C, à áàçèñ�

ôóíêöiÿ g(z) îäíîëèñòà íà Z; (B) íåõàé êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ (4.30),

ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16),

âiäìiííi âiä íóëÿ i ìà¹ ìiñöå óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

max
z∈Z
|a(g)

k (g(z)− g(zk−1))| 6 t(1− t), 0 < t 6 1
2 , k = 2, n; (4.34)

(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z

÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê vn+1(g; z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.29) çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíîñòi

vn+1(g; z∗) 6= 0, max
z∈Z
|vn+1(g; z∗)(g(z)− g(zn))| 6 t(1− t). (4.35)

Òîäi

ã(g)

n+1 ·minz∗∈Z

∏n
i=1 |a

(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|
κn+1(δ)κn+2(δ∗)

6 max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| 6

6
ā(g)

n+1 ·maxz∗∈Z

∏n
i=1 |a

(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|
Ωn(t) Ωn+1(t)

, (4.36)

äå ã(g)

n+1 = min
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)(g(z∗) − g(zn))|, ā(g)

n+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)(g(z∗) −
− g(zn))|, δ∗ = max{δ,max

z∈Z
|ā(g)

n+1(g(z) − g(zn))|}, âåëè÷èíà δ âèçíà÷åíà â

(4.33), κn(δ) òà Ωn(t) âèçíà÷åíi, âiäïîâiäíî, â (2.12) òà (2.17).
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Äîâåäåííÿ. Êîåôiöi¹íòè a(g)

k , k = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.29) çà ïî-

áóäîâîþ çáiãàþòüñÿ iç êîåôiöi¹íòàìè Ñ�ÔIËÄ (4.30). À òîäi

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)|=

∣∣∣∣P (∗)
n+1(g; z∗)

Q
(∗)
n+1(g; z∗)

− P
(c)
n (g; z∗)

Q
(c)
n (g; z∗)

∣∣∣∣=
n+1∏
i=1

|a(g)

i (g(z∗)−g(zi−1))|

Q
(∗)
n+1(g; z∗)Q

(c)
n (g; z∗)

.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (4.32) îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 4.4. Òåîðåìà 4.6 ïðîiëþñòðîâàíà íà ïðèêëàäàõ â ïiäðîç-

äiëi Á.11 äîäàòêó (ñòîð. 365).

Òåîðåìà 4.7. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà Z ⊂ C, áàçèñ�

ôóíêöiÿ g(z) ¹ îäíîëèñòà íà Z; (B) äëÿ êîæíîãî n: (B1) êîåôiöi¹íòè

Ñ�ÔIËÄ, ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè f ó âóçëàõ (n+1)�ãî ðÿäêà ìà-

òðèöi âóçëiâ (1.20), âiäìiííi âiä íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�

Óîëëà max
z∈Z
| (n)a (g)

k (g(z) − g(zk−1))| 6 t(1 − t), 0 < t 6 1
2 , k = 2, n; (B2) çíà-

éäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z âèêî-

íóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ vn+1(g; z∗) 6= 0, max
z∈Z
|vn+1(g; z∗)(g(z) − g(zn))| 6

6 t(1− t). Òîäi lim
n→∞

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) 0 < t < 1
2 ; á) t = 1

2 .

à) Íåõàé 0 < t < 1
2 . ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òî äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî n, çãiäíî iç òåîðåìîþ 4.6, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| 6

(n)ǎ(g)

n+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |

(n)a (g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|
Ωn(t) Ωn+1(t)

,

äå (n)ǎ(g)

n+1 = maxz∗∈Z | (n)a (g)

n+1(z∗)(g(z∗)− g(zn))|,
àáî

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| 6

tn+1(1− t)n+1((1− t)n+1 − tn+1)

(1− t)n+3 − tn+3
.

ßêùî çðîáèòè çàìiíó t = 1/θ, äå θ > 2, òî íåðiâíiñòü çàïèøåòüñÿ òàê

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| <

(θ − 1)n+1((θ − 1)n+1 − 1)

θ2n((θ − 1)n+3 − 1)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè n→∞.
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á) Ó âèïàäêó, êîëè t = 1
2 , íåðiâíiñòü (4.36) íàáóâà¹ âèãëÿäó

max
z∗∈Z

|f(z∗)−D(c)
n (g; z∗)| <

n+ 1

4n(n+ 3)
.

Ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ äëÿ n→∞.

4.5. Êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé

ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C, áàçèñ�ôóíêöiÿ

g(z) îäíîëèñòà íà Z , âóçëè zk ∈ Z, k = 0, n. Ïîñëiäîâíîñòi {vk(g; z)} òà
{Vk(g; z)} âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) =
1

v0(g; z)
, vk(g; z) = vk(g; zk) +

g(z)− g(zk)

vk+1(g; z)
, k = 0, n, (4.37)

V0(g; z) = v0(g; z), Vk(g; z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(g; z), k = 1, n.

Îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

f(z) =
1

Vn(g; z)
=

(
v0(g; z0) +

g(z)− g(z0)

v1(g; z1) +

g(z)− g(z1)

v2(g; z2) +

+ · · · +

g(z)− g(zn−1)

vn(g; zn) +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)

)−1

.

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç d(g)

k = vk(g; zk), k = 0, n, òî ìàòèìåìî

f(z)=

(
d(g)

0 +
g(z)−g(z0)

d(g)

1 + · · · +

g(z)−g(zn−1)

d(g)
n +

g(z)−g(zn)

vn+1(g; z)

)−1

. (4.38)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D̃(T )
n (g; z) =

(
d(g)

0 +
n

K
k=1

g(z)− g(zk−1)

d(g)

k

)−1

. (4.39)

Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì (1.6) (àáî îáåðíåíèì (1.11)) ðåêóðåíòíèì àëãîðè-

òìîì ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâèì äðîáàì (4.38) òà (4.39) âiäíî-

øåííÿ äâîõ óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî g. Ìà¹ìî:

f(z) =
P̃

(∗)
n+1(g; z)

Q̃
(∗)
n+1(g; z)

=

(
d(g)

0 +
g(z)− g(z0)

d(g)

1 +

g(z)− g(z1)

d(g)

2 +
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+ · · · +

g(z)− g(zn−1)

d(g)
n +

g(z)− g(zn)

vn+1(g; z)

)−1

. (4.40)

D̃(T )
n (g; z) =

P̃
(T )
n (g; z)

Q̃
(T )
n (g; z)

=

(
d(g)

0 +
n

K
k=1

g(z)− g(zk−1)

d(g)

k

)−1

. (4.41)

Îçíà÷åííÿ 4.3. ßêùî â òî÷êàõ ìíîæèíè (1.16) ëàíöþãîâèé äðiá (4.41)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.27), òî âií íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèì ôóíêöiî-

íàëüíèì iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Òiëå (Ò�ÊÔIËÄ), .

Òåîðåìà 4.8. Êîåôiöi¹íòè Ò�ÊÔIËÄ (4.41) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ f(z) ó âóçëàõ Z çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

d(g)

k =
g(zk)− g(zk−1)

−d(g)

k−1 + · · · +

g(zk)− g(z1)

−d(g)

1 +

g(zk)− g(z0)

1/wk − d(g)

0

, (4.42)

äå d(g)

0 = 1/w0, k = 1, n.

Äîâåäåííÿ. Ðåêóðåíòíà ôîðìóëà (4.42) äîâîäèòüñÿ çà àíàëîãi¹þ ç òâåð-

äæåííÿì òåîðåìè 2.6.

Òåîðåìà 4.9. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C,

ôóíêöiÿ�áàçèñ g(z) ¹ îäíîëèñòà íà Z; (B) íåõàé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) ïîáóäîâàíèé Ò�ÊÔËIÄ (4.41), êîåôiöi¹íòè

ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà

|d(g)

i | > β > α + 1, i = 1, n, äå α = max
t,s∈Z
|g(t)− g(s)|; (4.43)

(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z

äëÿ ÷àñòèííîãî çíàìåííèêà vn+1(g; z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.40) âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü

|vn+1(g; z∗)| > β > α + 1. (4.44)

Òîäi

minz∗∈Z

∏n+1
i=1 |g(z∗)− g(zi−1)|

κn+3(ω)κn+2(ω)|d̄(g)

n+1|
∏n

i=0 |d
(g)

i |2
6 max

z∗∈Z
|f(z∗)− D̃(T )

n (g; z∗)| 6



153

6
maxz∗∈Z

∏n+1
i=1 |g(z∗)− g(zi−1)|
|Kn||Kn+1|

, (4.45)

äå

Kn =


ακn(ω)

n∏
k=2

|d(g)

k | − β
αn+1 − 1

α− 1
, ÿêùî α 6= 1,

κn(ω)
n∏
k=2

|d(g)

k | − (n+ 1)β, ÿêùî α = 1,

Kn+1 =


ακn+1(ω)d̃(g)

n+1

n∏
k=2

|d(g)

k | − β
αn+2 − 1

α− 1
, ÿêùî α 6= 1,

κn+1(ω)d̃(g)

n+1

n∏
k=2

|d(g)

k | − (n+ 2)β, ÿêùî α = 1,

ω = α/β2, d̃(g)

n+1 = min
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)|, d̄(g)

n+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)| .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êîåôiöi¹íòè d(g)

i , i = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.40)

âèçíà÷åíi ç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè (2.27), òîáòî âîíè çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiä-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè Ò�ÔIËÄ (4.41). Òîäi â äîâiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z çãiäíî

iç (1.10) ìà¹ìî

|f(z∗)− D̃(T )
n (g; z∗)|=

∣∣∣∣ P̃ (∗)
n+1(g; z∗)

Q̃
(∗)
n+1(g; z∗)

− P̃
(T )
n (g; z∗)

Q̃
(T )
n (g; z∗)

∣∣∣∣=
∏n+1

i=1 |g(z∗)− g(zi)|

|Q̃(T )
n (g; z∗)||Q̃(T )

n+1(g; z∗)|
.

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè Ò�ÊÔIËÄ (4.41) òà ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.40) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (4.43)�(4.44), òî çãiäíî

iç òåîðåìîþ 3.1 ìà¹ìî, ùî Kn 6 |Q̃(T )
n (g; z∗)| 6

n∏
i=0

|d(g)

i |κn+2(ω), Kn+1 6

6 |Q̃(∗)
n+1(g; z∗)| 6 d̄(g)

n+1

n∏
i=0

|d(g)

i |κn+3(ω). Çâiäêè âèïëèâà¹ îöiíêó (4.45).

Çàóâàæåííÿ 4.5. ßêiñòü îöiíêè (4.45) òåîðåìè 4.9 iëþñòðóþòü ïðè-

êëàäè, ÿêi ðîçìiùåíi â ïiäðîçäiëi Á.12 äîäàòêó (ñòîð. 367).

Òåîðåìà 4.10. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂
C, áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) ¹ îäíîëèñòà â Z; (B) äëÿ êîæíîãî n: (B1) êîåôi-

öi¹íòè (n)d (g)

k , k = 0, n, Ò�ÊÔIËÄ (4.41), ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ ó âóçëàõ (n + 1)�ãî ðÿäêà ìàòðèöi (1.20), çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
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| (n)d (g)

k | > β > α + 1, äå α = max
t,s∈Z
|g(t) − g(s)|, k = 1, n; (B2) çíàéäåòüñÿ

ìíîæèíà Z ⊂ Z\I, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z ÷àñòèííèé çíà-

ìåííèê vn+1(g; z) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |vn+1(g; z∗)| > β > α + 1. Òîäi

maxz∗∈Z limn→∞ |f(z∗)− D̃(T )
n (g; z∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 4.9 äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ

n ìà¹ ìiñöå îöiíêà (4.45), òîáòî

max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (g; z∗)| 6

maxz∗∈Z

∏n+1
i=1 |g(z∗)− g(z

(n)
i−1)|

|Kn||Kn+1|
.

Iç óìîâ äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî β > α, | (n)d (g)

k | > α, k = 2, n. Êðiì òîãî,

κn(ω) > 1. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) α 6= 1; á) α = 1.

à) Íåõàé α 6= 1. Òîäi

|Kn| =
∣∣∣ακn(ω)

n∏
k=2

|d(g)

k | − β
αn+1 − 1

α− 1

∣∣∣ > ∣∣∣ααn−1 − αα
n+1 − 1

α− 1

∣∣∣ > αn(α + 1),

i

max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(T )
n (g; z∗)| <

αn+1

αn(α + 1)αn+1(α + 1)
=

1

(α + 1)2αn
.

Ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè n→∞.

á) Ó âèïàäêó, êîëè α = 1 ìà¹ìî: |Kn| =
∣∣∣ακn(ω)

n∏
k=2

|d(g)

k |−β(n+1)
∣∣∣ > n.

Òîäi max
z∗∈Z

|f(z∗)−D̃(T )
n (g; z∗)| < 1

n (n+1) . Çíîâó ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ,

êîëè n→∞.

4.6. Îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó

Ç (4.37) âèïëèâà¹, ùî v0(g; z) = 1/f(z), vk+1(g; z) = (g(z)− g(zk)) ×
× (vk(g; z)− vk(g; zk))

−1, k = 0, n.

Ðîçãëÿíåìî îáåðíåíi ïîäiëåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó

Φ
(2)
k [g; z0, . . . , zk; f ] =

g(zk)− g(zk−1)

Φ
(2)
k−1[g; z0, . . . , zk−2, zk; f ]−Φ

(2)
k−1[g; z0, . . . , zk−1; f ]

,
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Φ
(2)
0 [g; z; f ] =1/f(z), k = 1, n.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî d(g)

k = vk(g; zk) = Φ
(2)
k [g; z0, z1, . . . , zk; f ], k = 0, n.

Îáåðíåíà ïîäiëåíà g�ðiçíèöÿ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ç îäíîãî áîêó

âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè z0, z1, . . . , zk òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(z) â öèõ âóçëàõ, à ç iíøîãî áîêó ¹ ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ëèøå âiäíîñíî

äâîõ îñòàííiõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ zk−1 òà zk.

Óòâîðèìî îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ íà-

ñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

%
(2)
0 = %

(2)
0 [g; z0; f ] =

1

f(z0)
, (4.46)

%
(2)
1 = %

(2)
1 [g; z0, z1; f ] =

g(z1)− g(z0)

%
(2)
0 [g; z1; f ]− %(2)

0 [g; z0; f ]
, (4.47)

%
(2)
k = %

(2)
k [g; z0, z1, . . . , zk; f ] =

[k/2]∑
i=0

Φ
(2)
k−2i[g; z0, z1, . . . , zk−2i; f ], (4.48)

äå k = 2, n.

Iç ôîðìóë (4.46)�(4.48) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó çà-

äîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

%
(2)
k [g; z0, . . . , zk; f ] = %

(2)
k−2[g; z0, . . . , zk−2; f ]+

+
g(zk)− g(zk−1)

%
(2)
k−1[g; z0, . . . , zk−2, zk; f ]− %(2)

k−1[g; z0, . . . , zk−1; f ]
, k = 2, n,

(4.49)

äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü (4.46)�(4.47).

Â ñâîþ ÷åðãó, êîåôiöi¹íòè d(g)

k Ò�ÊÔIËÄ (4.41) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç

îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó íàñòóïíèì ÷èíîì

d(g)

0 = %
(2)
0 = %

(2)
0 [g; z0; f ], d(g)

1 = %
(2)
1 = %

(2)
1 [g; z0, z1; f ],

d(g)

k = %
(2)
k − %

(2)
k−2 = %

(2)
k [g; z0, . . . , zk; f ]− %(2)

k−2[g; z0, . . . , zk−2; f ],
(4.50)

äå k = 2, n.
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Òîäi Ò�ÊÔIËÄ (4.41) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

D̃(T )
n (g; z) =

P̃
(T )
n (g; z)

Q̃
(T )
n (g; z)

=

%(2)
0 +

g(z)− g(z0)

%
(2)
1

+

g(z)− g(z1)

%
(2)
2 − %

(2)
0

+

+

g(z)− g(z2)

%
(2)
3 − %

(2)
1

+ · · · +

g(z)− g(zn−1)

%
(2)
n − %(2)

n−2

−1

. (4.51)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

%
(2)
1 =

(g(z1)− g(z0))w0w1

w0 − w1
,

%
(2)
2 =

g(z0)(w2 − w1) + g(z1)(w0 − w2) + g(z2)(w1 − w0)

g(z0)w0(w2 − w1) + g(z1)w1(w0 − w2) + g(z2)w2(w1 − w0)
,

òîáòî îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó %(2)
1 [g; z0, z1; f ] òà %(2)

2 [g; z0, z1, z2; f ] ñèìå-

òðè÷íi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, z2. Äîâåäåìî, ùî îáåðíåíà g�ðiçíèöÿ

2�ãî òèïó n�ãî ïîðÿäêó %(2)
n [g; z0, z1, . . . , zn; f ] ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àð-

ãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zn, n ∈ N.

Ìà¹ìî, ùî P̃ (T )
0 (g; z) = 1, Q̃

(T )
0 (g; z) = %

(2)
0 , P̃

(T )
1 (g; z) = %

(2)
1 , Q̃

(T )
1 (g; z) =

= %
(2)
0 %

(2)
1 + g(z)− g(z0). Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì ðåêóðåíòíèì àëãîðèòìîì

(1.6), îòðèìà¹ìî

P̃
(T )
2m (g; z) = A0 + A1g(z) +· · ·+ Am−1g

m−1(z) + gm(z), (4.52)

Q̃
(T )
2m (g; z) = B0 +B1g(z) +· · ·+Bm−1g

m−1(z) +Bmg
m(z), (4.53)

P̃
(T )
2m+1(g; z) = C0 + C1g(z) +· · ·+ Cm−1g

m−1(z) + Cmg
m(z), (4.54)

Q̃
(T )
2m+1(g; z) = D0 +D1g(z) +· · ·+Dmg

m(z) + gm+1(z), (4.55)

äå A0, . . . , Am−1, B0, . . . , Bm = %
(2)
2m, C0, . . . , Cm = %

(2)
2m+1, D0, . . . , Dm�äåÿêi

êîåôiöi¹íòè.

Îñêiëüêè Ò�ÊÔIËÄ (4.41) iíòåðïîëÿöiéíèé çà ïîáóäîâîþ, òî

P̃ (T )
n (g; zk)− wkQ̃(T )

n (g; zk) = 0, k = 0, n. (4.56)
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Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: à) n = 2m; á) n = 2m+ 1.

à) Êîëè n = 2m, òî iç ñïiââiäíîøåíü (4.52), (4.53) òà (4.56) îòðèìó¹ìî

ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêà ìiñòèòü (2m + 1)�å ðiâíÿííÿ

âiäíîñíî (2m+ 1)�ãî íåâiäîìîãî A0, . . . , Am−1, B0, . . . , Bm−1, Bm = %
(2)
2m


A0−w0B0 +g0A1−g0w0B1 +· · · −gm−1

0 w0Bm−1−gm0 w0Bm=−gm0 ,
A0−w1B0 +g1A1−g1w1B1 +· · · −gm−1

1 w1Bm−1−gm1 w1Bm=−gm1 ,
... ... ... ... . . . ... ... ...

A0−wnB0+gnA1−gnwnB1+· · · −gm−1
n wnBm−1−gmn wnBm=−gmn .

Âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −w0 g0 −g0w0 · · · gm−1
0 −gm−1

0 w0 −gm0 w0

1 −w1 g1 −g1w1 · · · gm−1
1 −gm−1

1 w1 −gm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 −wn gn −gnwn · · · gm−1
n −gm−1

n wn −gmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Â ñâîþ ÷åðãó âèçíà÷íèê

∆2m+1 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1
... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



158

Òîäi, çãiäíî iç ïðàâèëîì Êðàìåðà

%
(2)
2m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1
... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4.57)

á) ßêùî n = 2m+ 1, òî iç ñïiââiäíîøåíü (4.54), (4.55) òà (4.56) îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó iç (2m + 2)�õ ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ

C0, C1, . . . , Cm = %
(2)
2m+1, D0, D1, . . . , Dm

C0−w0D0 + g0C1− g0w0D1 + · · · +gm0 Cm− gm0 w0Dm= gm+1
0 w0,

C0−w1D0 + g1C1− g1w1D1 + · · · +gm1 Cm− gm1 w1Dm= gm+1
1 w1,

... ... ... ... . . . ... ... ...

C0−wnD0 +gnC1−gnwnD1 + · · · +gmn Cm−gmn wnDm=gm+1
n wn.

Âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆ = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 gm0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm0 gm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn gmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

à âèçíà÷íèê

∆2m+1 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 w0 gm+1
0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1 w1 gm+1
1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn wn gm+1
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Àíàëîãi÷íî, çãiäíî iç ïðàâèëîì Êðàìåðà

%
(2)
2m+1 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 w0 gm+1
0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm1 w1 gm+1
1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn g
m
n wn g

m+1
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 g0 g0w0 · · · gm−1
0 gm−1

0 w0 gm0 gm0 w0

1 w1 g1 g1w1 · · · gm−1
1 gm−1

1 w1 gm0 gm1 w1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

1 wn gn gnwn · · · gm−1
n gm−1

n wn gmn gmn wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4.58)

Òóò wi = f(zi), gi = g(zi), i = 0, n.

Iç (4.57)�(4.58) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî ñâî¨õ àðãóìåíòiâ z0, z1, . . . , zn.

4.7. Êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé

ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó

Íåõàé åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòåé {vk(g; z)} òà {Vk(g; z)} âèçíà÷àþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì

f(z) =
1

v0(g; z)
, v0(g; z) = v0(g; z0) + v1(g; z)(g(z)− g(z0)),

vk(g; z) =
vk(g; zk)

1 + vk+1(g; z)(g(z)− g(zk))
, zk ∈ Z, k = 0, n,

V0(g; z) = v0(g; z), Vk(g; z) = v0 ◦ v1 ◦ · · · ◦ vk(g; z), k = 1, n.

Òîäi ôóíêöiÿ f(z) çîáðàæà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

f(z) =
1

Vn(g; z)
=

1

v0(g; z0) +

v1(g; z1)(g(z)− g(z0))

1 +

+ · · · +

vn(g; zn)(g(z)− g(zn−1))

1 +

vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))

1
.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e(g)k = vk(g; zk), k = 0, n. Ìà¹ìî

f(z) =
P̃

(∗)
n+1(g; z)

Q̃
(∗)
n+1(g; z)

=
1

e(g)0 +

e(g)1 (g(z)− g(z0))

1 +

e(g)2 (g(z)− g(z1))

1 +

+ · · · +

e(g)n (g(z)− g(zn−1))

1 +

vn+1(g; z)(g(z)− g(zn))

1
. (4.59)

Òàêîæ ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

D̃(c)
n (g; z) =

P̃
(c)
n (g; z)

Q̃
(c)
n (g; z)

=

(
e(g)0 +

n

K
k=1

e(g)k (g(z)− g(zk−1))

1

)−1

. (4.60)

Îçíà÷åííÿ 4.4. Ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá (4.60), ÿêèé ó ií-

òåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.27), íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�

îáåðíåíèì ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Ñ�

äðîáó (Ñ�ÊÔIËÄ).

Òåîðåìà 4.11. Êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊÔIËÄ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f(z) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

e(g)k =
1

g(zk)− g(zk−1)

(
− 1 +

e(g)k−1(g(zk)− g(zk−2))

−1 + · · · +

+

e(g)2 (g(zk)− g(z1))

−1 +

e(g)1 (g(zk)− g(z0))

1/wk − e(g)0

)
, k = 2, n,

e(g)0 =
1

w0
, e(g)1 =

1/w1 − e(g)0

g(z1)− g(z0)
.

(4.61)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 2.6.

Î÷åâèäíî, ùî Ñ�ÊÔIËÄ (4.60) åêâiâàëåíòíèé Ò�ÊÔIËÄ (4.41), îñêiëü-

êè êîåôiöi¹íòè âêàçàíèõ ëàíöþãîâèé äðîáiâ ïîâ'ÿçàííi ñïiââiäíîøåííÿìè

e(g)0 = d(g)

0 , e
(g)

1 = 1/d(g)

1 , e
(g)

k = 1/(d(g)

k−1 d
(g)

k ), k = 2, n. Â òîé æå ÷àñ êîåôiöi-

¹íòè Ñ�ÊÔIËÄ (4.60) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç çíà÷åí-

íÿ ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè

(4.61). Êðiì òîãî, òåîðåìà 4.9 íå áóäå ìàòè ìiñöÿ äëÿ Ñ�ÊÔIËÄ (4.60),

îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊÔIËÄ íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 4.12. (A) Íåõàé f(z) íåïåðåðâíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C, áàçèñ�

ôóíêöiÿ g(z) ¹ îäíîëèñòà íà Z; (B) íåõàé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â ií-

òåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1.16) ïîáóäîâàíèé Ñ�ÊÔIËÄ (4.60), êîåôiöi¹íòè

ÿêîãî âiäìiíi âiä íóëÿ i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

max
z∈Z
|e(g)1 (g(z)− g(z0))/e

(g)

0 | 6 t(1− t), 0 < t 6
1

2
,

max
z∈Z
|e(g)i (g(z)− g(zi−1))| 6 t(1− t), i = 2, n.

(4.62)

(C) íåõàé çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Z ⊂ Z\Z, ùî â äîâiëüíié z∗ ∈ Z äëÿ

÷àñòèííîãî ÷èñåëüíèêà vn+1(g; z) ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.59) âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

vn+1(g; z∗) 6= 0, max
x∈Z
|en+1(g; z∗)(g(z)− g(zn))| 6 t(1− t). (4.63)

Òîäi

ẽ(g)n+1 minz∗∈Z

∏n
i=1 |e

(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|
|e(g)0 |2 κn+2(δ)κn+3(δ∗)

6 max
z∗∈Z

|f(z∗)− D̃(c)
n (g; z∗)| 6

6
ē(g)n+1 maxz∗∈Z

∏n
i=1 |e

(g)

i (g(z∗)− g(zi−1))|
|e(g)0 |2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)

, (4.64)

äå ẽ(g)n+1 = min
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)(g(z∗) − g(zn))|, ē(g)n+1 = max
z∗∈Z

|vn+1(g; z∗)(g(z∗) −

−g(zn))|, δ = max

{
max
z∈Z

max
26i6n

{|e(g)i (g(z)−g(zi−1))|},max
z∈Z

{
|e(g)1 (g(z)−g(z0))|

|e(g)0 |

}}
,

δ∗ = max
{
δ, ē(g)n+1

}
, âåëè÷èíè κn(δ) òà Ωn(t) âèçíà÷åííi, âiäïîâiäíî, â

(2.12) òà (2.17).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè e(g)i , i = 0, n, ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.59)

ìîæíà âèçíà÷èòè ç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè (2.27), òî çà ïîáóäîâîþ ïåðøi n

êîåôiöi¹íòiâ (4.59) áóäóòü çáiãàòèñÿ ç êîåôiöi¹íòàìè Ñ�ÊÔIËÄ (4.60). Òîäi

äëÿ äîâiëüíî¨ z∗ ∈ Z çãiäíî iç ôîðìóëîþ (3.4) ìà¹ìî, ùî

∣∣∣f(z∗)−D̃(c)
n (g; z∗)

∣∣∣= ∣∣∣∣ P̃ (∗)
n+1(g; z∗)

Q̃
(∗)
n+1(g; z∗)

− P̃
(c)
n (g; z∗)

P̃
(c)
n (g; z∗)

∣∣∣∣=
n+1∏
i=1

|e(g)i (g(z∗)−g(zi−1))|∣∣Q̃(∗)
n+1(g; z∗)

∣∣ ∣∣Q̃(c)
n (g; z∗)

∣∣ .
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Îñêiëüêè D̃(c)
n (g; z) = P̃

(c)
n (g; z)/Q̃

(c)
n (g; z) =

(
P̌n(z)/Q̌n(z)

)−1
, òî ç ôîðìóëè

Îéëåðà�Ìiíäií à (2.3à) äëÿ B
[n]
0 = e(g)0 , X0 = e(g)1 (g(z)− g(z0))/e

(g)

0 , Xi =

= e(g)i+1(g(z)− g(zi)), i = 1, n, òà iç òåîðåìè 2.2 îòðèìó¹ìî

|Q̃(c)
n (g; z)| 6 |e(g)0 |κn+2(δ), |Q̃(∗)

n+1(g; z)| 6 |e(g)0 |κn+3(δ∗).

Îñêiëüêè ìàþòü ìiñöå óìîâè (4.62), òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.4 ìà¹ìî:

|Q̃(c)
n (g; z)| > |e(g)0 |Ωn+1(t), |Q̃(∗)

n+1(g; z)| > |e(g)0 |Ωn+2(t).

Çâiäñè i âèïëèâà¹ (4.64).

Çàóâàæåííÿ 4.6. Â ïiäðîçäiëi Á.13 äîäàòêó (ñòîð. 369) ðîçãëÿíóòi ïðè-

êëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü òåîðåìó 4.12.

4.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â ðîçäiëi 4 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

ÔIËÄ, êîëè â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ g(z) âèáðàíî äåÿêó îäíîëèñòó ôóíêöiþ.

Ïîáóäîâàíî Ò�ÔIËÄ b
(g)
0 +K

n
i=1((g(z)− g(zi−1))/b

(g)
i ), êîåôiöi¹íòè ÿêî-

ãî, çãiäíî iç òåîðåìîþ 4.1, âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì.

Ââåäåíî â ðîçãëÿä îáåðíåíi g�ðiçíèöi. Â òåîðåìi 4.2 îá ðóíòîâàíî ¨õ âëà-

ñòèâîñòi. Îòðèìàíî ñïiââiäíîøåííÿ (4.11) òà (4.12) ç ÿêèõ âèïëèâà¹ ñèìå-

òðè÷íiñòü îáåðíåíèõ g�ðiçíèöü. Â òåîðåìi 4.3 äîâåäåíî îöiíêó çàëèøêîâîãî

÷ëåíà Ò�ÔIËÄ. Çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðîöåñó îá ðóíòîâàíî â òåîðå-

ìi 4.4.

Â òåîðåìi 4.5 âñòàíîâëåíî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹í-

òiâ Ñ�ÔIËÄ a
(g)
0 +K

n
i=1(a

(g)
i (g(z)− g(zi−1)/1). Îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà

Ñ�ÔIËÄ äîâåäåíî â òåîðåìi 4.6. Â òåîðåìi 4.7 ïîêàçàíî çáiæíiñòü iíòåðïî-

ëÿöiéíîãî ïðîöåñó.

Ïîáóäîâàíî Ò�ÊÔIËÄ
(
d

(g)
0 +K

n
i=1((g(z)− g(zi−1))/d

(g)
i )
)−1

. Â òåîðåìi

4.8 îòðèìàíî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíîãî ëàíöþãîâî-

ãî äðîáó äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ò�ÊÔIËÄ. Ôîðìóëó çàëèøêîâîãî
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÷ëåíà Ò�ÊÔIËÄ äîâåäåíî â òåîðåìi 4.9. Çáiæíiñòü iíòåðïîëÿöiéíîãî ïðî-

öåñó îá ðóíòîâàíî â òåîðåìi 4.10. Ðîçãëÿíóòî îáåðíåíi g�ðiçíèöi 2�ãî òè-

ïó. Îòðèìàíî ñïiââiäíîøåííÿ (4.57) òà (4.58), ÿêi äîâîäÿòü ñèìåòðè÷íiñòü

îáåðíåíèõ g�ðiçíèöü 2�ãî òèïó.

Â òåîðåìi 4.11 îòðèìàíî ðåêóðåíòíà ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹í-

òiâ Ñ�ÊÔIËÄ
(
e

(g)
0 +K

n
i=1(e

(g)
i (g(z)− g(zi−1))/1)

)−1
. Ôîðìóëó çàëèøêîâîãî

÷ëåíà Ñ�ÊÔIËÄ äîâåäåíî â òåîðåìi 4.12.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòi [83] òà ó ðîçäiëàõ ìîíîãðàôi¨

[92, ñ. 155�192].
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ÐÎÇÄIË 5

ÐÎÇÂÈÍÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ Â ËÀÍÖÞÃÎÂÈÉ ÄÐIÁ ÒIËÅ

ÒÀ Â ÏÐÀÂÈËÜÍÈÉ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÉ Ñ�ÄÐIÁ

5.1. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå

Âñòàíîâèìî äåÿêi íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå, ÿêi äîïîâ-

íþþòü âëàñòèâîñòi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (1.73)�(1.74).

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) â êîæíié òî÷öi êîìïàêòó Z ⊂ C

ìà¹ ïîõiäíi (ñêií÷åííå çíà÷åííÿ ÷è ∞). (A) ßêùî f ′(z0) = 0 â òî÷öi

z0 ∈ Z, òî òîäi 8f(z0) =∞; (B) ÿêùî f ′(z0) =∞ â òî÷öi z0 ∈ Z, òî òîäi
8f(z0) = 0; (C) ÿêùî (n−2)f(z0) = C â òî÷öi z0 ∈ Z, äå C = const 6= 0, òî

òîäi: (C1) ÿêùî (n−1)f(z0) = 0, òî (n)f(z0) =∞; (C2) ÿêùî (n−1)f(z0) =∞,

òî òîäi (n)f(z0) = C.

Ó âèïàäêó ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x), ÿêà âèçíà÷åíà íà êîìïàêòiR ⊂
⊂ R, òåîðåìà 5.1 ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) â òî÷êàõ êîìïàêòó R ⊂ R ìà¹

ïîõiäíi (ñêií÷åííå çíà÷åííÿ, +∞ ÷è −∞). (A) ßêùî f ′(x0) = 0 â òî÷öi

x0 ∈ R, òî òîäi: (A1) 8f(x0) = +∞, êîëè ôóíêöiÿ f ìîíîòîííî çðîñòà¹

â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0; (A2)
8f(x0) = −∞, êîëè ôóíêöiÿ f ìîíîòîííî

ñïàäà¹ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0; (B) ÿêùî f
′(x0) = ±∞ â òî÷öi x0 ∈ R,

òî òîäi 8f(x0) = 0; (C) ÿêùî (n−2) f(x0) = C â òî÷öi x0 ∈ R, äå C =

= const 6= 0, òî òîäi: (C1) ÿêùî (n−1)f(x0) = 0, òî (n)f(x0) = +∞, êîëè
â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 îáåðíåíà ïîõiäíà

(n−1)f(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹ i

(n)f(x0) = −∞, êîëè îáåðíåíà ïîõiäíà (n−1)f(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹ â äåÿêîìó

îêîëi òî÷êè x0; (C2) ÿêùî
(n−1)f(x0) = ±∞, òî òîäi (n)f(x0) = C.

Òåîðåìè 5.1 òà 5.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç (1.68)�(1.69) òà îçíà÷å-
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ííÿ ïîõiäíèõ äiéñíî¨ [112,114] òà êîìïëåêñíî¨ [57, 96,119] çìiííèõ.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó "çâè÷àéíèõ" ïîõiäíèõ

ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(x) [110], äëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå ìîæíà

îçíà÷èòè îáåðíåíó ëiâó ïîõiäíó 8f−(x) òà îáåðíåíó ïðàâó ïîõiäíó 8f+(x),

à òàêîæ îáåðíåíi ïîõiäíi ÷èñëà: R+f(x)� âåðõí¹ ñïðàâà, R+f(x)�íèæí¹

ñïðàâà, R−f(x)� âåðõí¹ çëiâà, R−f(x)�íèæí¹ çëiâà íàñòóïíèì ÷èíîì

R+f(x) = lim
h→+0

h

f(x+ h)− f(x)
, R+f(x) = lim

h→+0

h

f(x+ h)− f(x)
,

R−f(x) = lim
h→−0

h

f(x+ h)− f(x)
, R−f(x) = lim

h→−0

h

f(x+ h)− f(x)
,

8f−(x) = lim
h→−0

h

f(x+ h)− f(x)
, 8f+(x) = lim

h→+0

h

f(x+ h)− f(x)
.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî R+f(x) = R+f(x), òî ôóíêöiÿ ìà¹ ïðàâó îáåðíåíó

ïîõiäíó Òiëå 8f+(x), ÿêùî R−f(x) = R−f(x)� îáåðíåíó ëiâó ïîõiäíó Òiëå
8f+(x). Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå
8f(x) ¹ ðiâíiñòü âñiõ ÷îòèðüîõ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ ÷èñåë, òîáòî R+f(x) =

= R+f(x) = R−f(x) = R−f(x).

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé äëÿ z ∈ Z iñíóþòü ñêií÷åííi òà âiäìiííi âiä

íóëÿ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöié u = u(z) òà v = v(z). Òîäi iñíóþòü

îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè öèõ ôóíêöié, ÿêi

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

8(u± v) =

8u·8v
8v ± 8u

, 8(u·v) =

8u·8v
8u·u+ 8v ·v

, 8(u/v) =
v2 ·8u·8v

8v ·v − 8u·u
. (5.1)

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó i ÷àñ-

òêè äâîõ ôóíêöié âèïëèâà¹ iç iñíóâàííÿ "çâè÷àéíèõ" ïîõiäíèõ ñóìè, ðiçíè-

öi, äîáóòêó òà ÷àñòêè äâîõ ôóíêöié [57].

Ïîêàæåìî, ùî ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè (5.1). Ó âèïàäêó ñóìè àáî ðiçíèöi

äâîõ ôóíêöié iç (1.68) ìà¹ìî, ùî

8(u± v) =
1

(u± v)′
=

1

u′ ± v′
=

1

1/8u± 1/8v
=

8v ·8u
8v ± 8u

.
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Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó äîáóòêó ôóíêöié îòðèìó¹ìî, ùî

8(u·v) =
1

(u·v)′
=

1

u′ ·v + u·v′
=

1

v/8u+ u/8v
=

8v ·8u
8v ·v + 8u·u

.

Ó âèïàäêó ÷àñòêè ôóíêöié ìà¹ìî, ùî

8(u/v) =
1

(u/v)′
=

v2

u′ ·v − u·v′
=

v2

v/8u− u/8v
=

v2 ·8v ·8u
8v ·v − 8u·u

.

Çà iíäóêöi¹þ ñïèðàþ÷èñü íà (5.1) ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.4. ßêùî ôóíêöi¨ fi(z), z ∈ Z, i = 1, n, ìàþòü ñêií÷åííi

âiäìiííi âiä íóëÿ îáåðíåíi ïîõiäíi, òî

8
(

n∑
i=1

fi(z)

)
=

n∏
i=1

8fi(z)

n∑
i=1

n∏
j=1
j 6=i

8fj(z)
,
8
(

n∏
i=1

fi(z)

)
=

n∏
i=1

8fi(z)

n∑
i=1

n∏
j=1
j 6=i

8fj(z) fj(z)
. (5.2)

Çàóâàæåííÿ 5.2. Iç (5.2) âèïëèâà¹, ùî 8(f(z)n) = 8f(z)/(n (f(z))n−1).

Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé äëÿ z ∈ Z ôóíêöi¨ u = u(z) òà v = v(z) ìàþòü

ñêií÷åííi âiäìiííi âiä íóëÿ îáåðíåíi ïîõiäíi äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî,

òîäi äðóãó îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè öèõ

ôóíêöié ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

88(u± v) =
(8v)2 · 88u±v88u−u ± 2·8u·8v + (8u)2 · 88v±u88v−v

(8v)2
88u−u ±

(8u)2
88v−v

,

88(uv) =

u2·(8u)2·88v
88v−v + u·v ·8u·8v + v2·(8v)2·88u

88u−u
u·(8u)2
88v−v − 8u·8v + v·(8v)2

88u−u

,

88(u
v

)
=

uv2·(8v)2

88u−u + v2(8v)2 − uv ·8u·8v + u2(8u)2 − u2(8u)2·88v
88v−v

v
(v2(8v)2

88u−u + v ·8u·8v − u·(8u)2·88v
88v−v

) .
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Òåîðåìà 5.6. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(z) îäíîëèñòà â îáëàñòi G

i â òî÷öi z = z0 ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå 8f(z0); (B) íåõàé z = F (w)

îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî f(z) â îáëàñòi E, äå E = {w : w = f(z), z ∈ G}.
Òîäi â òî÷öi w0 ∈ E, äå w0 = f(z0), ôóíêöiÿ F ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå

8F (w0) i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ 8F (w0) = 1/8f(z0).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå òà ç óìîâ, ÿêi íàêëàäåíi

íà ôóíêöiþ f(z), ìà¹ìî, ùî îáåðíåíà ôóíêöiÿ F ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi w0 i

F ′(w0) = 1/f ′(z0) [96]. Òîäi 8F (w0) = 1/F ′(w0) = 1/(1/f ′(z0)) = 1/8f(z0).

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(z) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå â

òî÷öi z0 ∈ G, à ôóíêöiÿ u = g(w) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó â òî÷öi w0 ∈ E,
äå w0 = f(z0), òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ u = F (z) = g (f(z)) òàêîæ ìà¹ â

òî÷öi z0 ∈ G îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå, ïðè÷îìó 8F (z0) = 8g(w0) · 8f(z0).

Äîâåäåííÿ. Ïðè óìîâàõ íàêëàäåíèõ íà ôóíêöi¨ f(z), g(z) òà iç âèçíà-

÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå ìà¹ìî, ùî ñêëàäåíà ôóíêöiÿ F ìà¹ ïîõi-

äíó â òî÷öi z0 i F ′(z0) = g′(w0)f
′(z0). Òîäi 8F (z0) = 1/(g′(w0)f

′(z0)) =

= 8g(w0) · 8f(z0).

ßê íàñëiäîê iç òåîðåìè 5.7 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äî n�ãî

ïîðÿäêó, C = const, òîäi

(2k)
(
f(Cz)

)
= (2k)f(v)

∣∣
v=Cz

, (2k+1)
(
f(Cz)

)
= 1

C ·
(2k+1)f(v)

∣∣
v=Cz

, (5.3)

äå k = 0, [n2 ].

Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåìè 5.7 ìà¹ìî, ùî (1)
(
f(Cz)

)
= 1

C ·
(1)f(v)

∣∣
v=Cz

. Äàëi,

çâiäñè òà iç (1.69) i (1.73) âèïëèâà¹, ùî (2)
(
f(Cz)

)
= 2 · (1)

(
(1)(f(Cz))

)
+

+ f(Cz) =
(
2 · (1)

(
1
C ·

(1)f(v)
)

+ f(v)
)∣∣
v=Cz

= (2)f(v)
∣∣
v=Cz

. Ïðèïóñòèìî,

ùî ôîðìóëè (5.3) âiðíi äëÿ k = 1, s− 1. Òîäi äëÿ k = s iç (1.73) ìà¹-

ìî, ùî (2s)
(
f(Cz)

)
= 2s · (1)

(
(2s−1)

(
f(Cz)

))
+ (2s−2)

(
f(Cz)

)
= 2s ·

(
(1)
(

1
C ×
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×(2s−1)f(v)
)
+(2s−2)f(v)

)∣∣
v=Cz

= (2s)f(v)
∣∣
v=Cz

. Àíàëîãi÷íî (2s+1)
(
f(Cz)

)
= (2s+

+ 1) ·
(
(1)
(
(2s)
(
f(v)

))
+ (2s−1)

(
f(v)

))∣∣
v=Cz

= 1
C ·

(2s+1)f(v)
∣∣
v=Cz

.

5.2. Âçà¹ìîçâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå ç ïîõiäíèìè

ôóíêöi¨

Îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨ f(z) ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (1.69).

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.33 îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå k�ãî ïîðÿäêó (k)f(z) âè-

çíà÷à¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ îáåðíåíî¨ ðiçíèöi k�ãî ïîðÿäêó ρk[z0, z1, . . . , zk; f ],

êîëè âóçëè z0, z1, . . . , zk ïðÿìóþòü äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ z ∈ Z.
Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ f(z) â îêîëi òî÷êè z∗ ∈ Z ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà Òåéëîðà

f(z) = Pn(z, z∗) + Rn(z, z∗), äå Pn(z, z∗) = c(z∗) + c1(z∗)(z − z∗) + . . . +

+ cn(z∗)(z − z∗)n, ck(z∗) = f (k)(z∗)/k!.

Òåîðåìà 5.9 (Ñïiââiäíîøåííÿ Íüîðëóíäà). ßêùî ôóíêöiÿ f(z)

àíàëiòè÷íà â Z, òîäi îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöi¨ â òî÷öi z∗ ∈ Z âèçíà-

÷àþòüñÿ ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ â öié òî÷öi ÷åðåç âiäíîøåííÿ âèçíà÷íèêiâ

Ãàíêåëÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(2k)f(z∗) =
H

(0)
k+1(z∗)

H
(2)
k (z∗)

, (2k−1)f(z∗) =
H

(3)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)

, k ∈ N, (5.4)

äå

H
(n)
0 (z∗) = 1, H

(n)
k (z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn(z∗) cn+1(z∗) . . . cn+k−1(z∗)

cn+1(z∗) cn+2(z∗) . . . cn+k(z∗)

cn+2(z∗) cn+3(z∗) . . . cn+k+1(z∗)
...

... . . . ...

cn+k−1(z∗) cn+k(z∗) . . . cn+2k−2(z∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàóâàæåííÿ 5.3. Ôîðìóëè (5.4) âïåðøå áóëè îòðèìàíi Í. Å. Íüîðëóí-

äîì [164, ñ. 427] i  ðóíòóâàëèñÿ íà âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ êîåôiöi¹íòàìè iíòåð-

ïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó ôîðìi Íüþòîíà òà êîåôiöi¹íòàìè Ò�IËÄ, ÿêi
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ïîáóäîâàíi çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ íà îäíié i òié ñàìié ìíîæèíi âóçëiâ. Çà-

ïðîïîíîâàíå â ðîáîòi Ð. À. Êàöàëè [35] äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà îçíà÷åííi

îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå.

Iç òåîðåìè 5.9 ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.10. (A) ßêùî âèçíà÷íèêè Ãàíêåëÿ H(0)
k+1(z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) 6=

6= 0, òî àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f â òî÷öi z∗ ìà¹ ñêií÷åííó îáåðíåíó ïî-

õiäíó Òiëå (2k)�ãî ïîðÿäêó, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (5.4); ÿêùî

H
(0)
k+1(z∗) = 0, H

(2)
k (z∗) 6= 0, òî (2k)f(z∗) = 0; ÿêùî H

(0)
k+1(z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) =

= 0, òî (2k)f(z∗) =∞.

(B) ßêùî ãàíêåëåâi âèçíà÷íèêè H
(1)
k+1(z∗) 6= 0, H

(3)
k (z∗) 6= 0, òî àíàëiòè÷íà

ôóíêöiÿ f(z) â òî÷öi z∗ ìà¹ ñêií÷åííó îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå (2k+1)�ãî ïî-

ðÿäêó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (5.4); ÿêùî H(1)
k+1(z∗) 6= 0, H

(3)
k (z∗) =

= 0, òî (2k+1)f(z∗) = 0; ÿêùî H
(1)
k+1(z∗) = 0, H

(3)
k (z∗) 6= 0, òî (2k+1)f(z∗) =∞.

Ëåìà 5.1 (Òîòîæíiñòü ßêîái [140, ñ. 595]). Ïðè âñiõ n, k ∈ N âè-

çíà÷íèêè Ãàíêåëÿ çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíiñòü ßêîái

(
H

(n)
k (z∗)

)2 −H(n−1)
k (z∗)H

(n+1)
k (z∗) +H

(n−1)
k+1 (z∗)H

(n+1)
k−1 (z∗) = 0 . (5.5)

Òåîðåìà 5.11. Êîåôiöi¹íòè ôîðìóëè Òiëå (1.71) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç

âiäíîøåííÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

b2k(z∗) = (2k)8
(
(2k−1)f(z∗)

)
=

−
(
H

(1)
k (z∗)

)2

H
(2)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

,

b2k+1(z∗) = (2k + 1)8
(
(2k)f(z∗)

)
=

(
H

(2)
k (z∗)

)2

H
(1)
k (z∗)H

(1)
k+1(z∗)

, k ∈ N.

(5.6)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè b2k(z∗) = (2k)8
(
(2k−1)f(z∗)

)
= (2k)f(z∗) − (2k−2)f(z∗),

òî ç ïåðøî¨ ôîðìóëè (5.4) òà (5.5) ìà¹ìî, ùî

b2k(z∗) =
H

(0)
k+1(z∗)

H
(2)
k (z∗)

−
H

(0)
k (z∗)

H
(2)
k−1(z∗)

=
H

(0)
k+1(z∗)H

(2)
k−1(z∗)−H

(0)
k (z∗)H

(2)
k (z∗)

H
(2)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

=
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=
−
(
H

(1)
k (z∗)

)2

H
(2)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

.

Àíàëîãi÷íî ç äðóãî¨ ôîðìóëè (5.4) òà (5.5) îòðèìó¹ìî

b2k+1(z∗) = (2k + 1)8
(
(2k)f(z∗)

)
= (2k+1)f(z∗)− (2k−1)f(z∗) =

=
H

(3)
k (z∗)

H
(1)
k+1(z∗)

−
H

(0)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)

=

(
H

(2)
k (z∗)

)2

H
(1)
k (z∗)H

(1)
k+1(z∗)

.

Ôîðìóëè (5.6) áóëè äîâåäåíi Íüîðëóíäîì â [164, ñ. 428�429] áåç âèêîðè-

ñòàííÿ òîòîæíîñòi ßêîái.

5.3. Òåîðåìè ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ìíîãî÷ëåíà òà

ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨

ßê íàñëiäîê iç òåîðåìè 5.9 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.12. Îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå (2n− 1)�ãî ïîðÿäêó ìíîãî÷ëåíà

n�ãî ñòåïåíÿ pn(z) =
∑n

i=0 aiz
i, ai ∈ C, i = 0, n, an 6= 0, òîòîæíî äî-

ðiâíþ¹ íóëþ, êîëè n ∈ N2, îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå 1�ãî ïîðÿäêó äâî÷ëåíà

p1(z) = a0 + a1z ðiâíà 1/a1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z̄ ∈ C ¹ äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà. Çãiäíî iç (5.4) äëÿ

n > 2

(2n−1)pn(z̄) =
H

(3)
n−1(z̄)

H
(1)
n (z̄)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c3(z̄) c4(z̄) . . . cn(z̄) cn+1(z̄)

c4(z̄) c5(z̄) . . . cn+1(z̄) cn+2(z̄)
... ... . . . ... ...

cn+1(z̄) cn+2(z̄) . . . c2n−2(z̄) c2n−1(z̄)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1(z̄) c2(z̄) . . . cn−1(z̄) cn(z̄)

c2(z̄) c3(z̄) . . . cn(z̄) cn+1(z̄)
... ... . . . ... ...

cn(z̄) cn+1(z̄) . . . c2n−2(z̄) c2n−1(z̄)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Îñêiëüêè cn+1(z̄) = cn+2(z̄) = · · · = c2n−1(z̄) = 0, òî ó âèçíà÷íèêó ÷èñåëüíè-

êà îñòàííié ñòîâï÷èê áóäå ñêëàäàòèñÿ ëèøå ç íóëiâ. Â òîé æå ÷àñ åëåìåíò

cn(z̄) = ann! â îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó âèçíà÷íèêà H(1)
n âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îòæå (2n−1)pn(z̄) ≡ 0. Òâåðäæåííÿ äëÿ äâî÷ëåíà âèïëèâà¹ ç (1.68).

Òåîðåìà 5.13. Íåõàé ôóíêöiÿ g(z) =
∑n

i=1
ai

(z−α)i , ai, α ∈ C. Äëÿ äî-

âiëüíîãî çíà÷åííÿ z̄ ∈ C\{α} ðàíã íåñêií÷åííî¨ ìàòðèöi Ãàíêåëÿ

H(0)(z̄) =



c0(z̄) c1(z̄) c2(z̄) . . . cn(z̄) . . .

c1(z̄) c2(z̄) c3(z̄) . . . cn+1(z̄) . . .
...

...
... . . . ... . . .

cn(z̄) cn+1(z̄) cn+2(z̄) . . . c2n(z̄) . . .
...

...
...

...
... . . .


, ck(z̄) =

g(k)(z̄)

k!
,

äîðiâíþ¹ n.

Äëÿ ôóíêöi¨ g(z), ÿêà âèçíà÷åíà â óìîâi òåîðåìè 5.13, åëåìåíòè ìàòðèöi

Ãàíêåëÿ H(0)(z̄) áóäóòü ðiâíi

ck(z̄) =
n∑
i=1

(
k + i− 1

k

)
(−1)kai

(z̄ − α)k+i
, k ∈ N. (5.7)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê

Ãàíêåëÿ (n+ 1)�ãî ïîðÿäêó

H
(0)
n+1(z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai
(z̄−α)i

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i+1 . . .

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)n+i

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i+1

n∑
i=1

(
i+1

2

)
ai

(z̄−α)i+2 . . .
n∑
i=1

(
i+n
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)n+i+1

n∑
i=1

(
i+1

2

)
ai

(z̄−α)i+2

n∑
i=1

(
i+2

3

) −ai
(z̄−α)i+3 . . .

n∑
i=1

(
i+n
n+2

) (−1)n+2ai
(z̄−α)n+i+2

... ... . . . ...
n∑
i=1

(
i+n−3
n−2

) (−1)n−2ai
(z̄−α)i+n−2

n∑
i=1

(
i+n−2
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i+n−1 . . .

n∑
i=1

(
i+2n−3

2n−2

) (−1)2n−2ai
(z̄−α)2n+i−2

n∑
i=1

(
i+n−2
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i+n−1

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)i+n . . .

n∑
i=1

(
i+2n−2

2n−1

) (−1)2n−1ai
(z̄−α)2n+i−1

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)i+n

n∑
i=1

(
i+n
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)i+n+1 . . .

n∑
i=1

(
i+2n−1

2n

) (−1)2nai
(z̄−α)2n+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Ç ïåðøîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà âèíåñåìî ñïiëüíèé ìíîæíèê 1
z̄−α , ç äðóãîãî

ðÿäêà âèçíà÷íèêà âèíåñåìî ñïiëüíèé ìíîæíèê 1
(z̄−α)2 , i ò.ä, ç (n+1)�ãî ðÿäêà

âèçíà÷íèêà âèíåñåìî ñïiëüíèé ìíîæíèê 1
(z̄−α)n+1 .

Òîäi ìà¹ìî, ùî H(0)
n+1(z̄) = H̄

(0)
n+1(z̄)/(z̄ − α)

(n+1)(n+2)
2 , äå

H̄
(0)
n+1(z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i+1

2

)
ai

(z̄−α)i . . .
n∑
i=1

(
i+n
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=1

(
i+1

2

)
ai

(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i+1

3

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+n+1
n+2

) (−1)n+2ai
(z̄−α)n+i−1

... ... . . . ...
n∑
i=1

(
i+n−3
n−2

) (−1)n−2ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i+n−2
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+2n−3

2n−2

) (−1)2n−2ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=1

(
i+n−2
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+2n−2

2n−1

) (−1)2n−1ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i+n
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+2n−1

2n

) (−1)2nai
(z̄−α)n+i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ó âèçíà÷íèêó H̄(0)
n+1(z̄) ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åêâiâàëåíòíi ïå-

ðåòâîðåííÿ: íà ìiñöå k�ãî ðÿäêà çàïèøåìî ñóìó åëåìåíòiâ k�ãî òà (k−1)�ãî

ðÿäêiâ, k = 2, n+ 1, i âðàõîâóþ÷è, ùî
(
s−1
t

)
=
(
s
t

)
−
(
s−1
t−1

)
, ìà¹ìî

H̄
(0)
n+1(z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=2

(
i−1

1

) −ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i
2

)
ai

(z̄−α)i . . .
n∑
i=2

(
i+n−1
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=2

(
i
2

)
ai

(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i+1

3

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=2

(
i+n
n+2

) (−1)n+2ai
(z̄−α)n+i−1

... ... . . . ...
n∑
i=2

(
i+n−4
n−2

) (−1)n−2ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i+n−3
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=2

(
i+2n−4

2n−2

) (−1)2n−2ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=2

(
i+n−3
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i+n−2
n

) (−1)nai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=2

(
i+2n−3

2n−1

) (−1)2n−1ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=2

(
i+n−2
n

) (−1)nai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i+n−1
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=2

(
i+2n−2

2n

) (−1)2nai
(z̄−α)n+i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïåðøi äâà ðÿäêè âèçíà÷íèêà çàëèøèìî áåç çìií, à íà ìiñöi k-ãî ðÿäêà

çàïèøåìî ñóìó åëåìåíòiâ k�ãî òà (k−1)�ãî ðÿäêiâ, k = 3, n+ 1. Âèêîíàâøè
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(n− 1) òàêèé êðîê îòðèìà¹ìî âèçíà÷íèê

H̄
(0)
n+1(z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+n−1
n

) (−1)nai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=2

(
i−1

1

) −ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i
2

)
ai

(z̄−α)i . . .
n∑
i=2

(
i+n−1
n+1

) (−1)n+1ai
(z̄−α)n+i−1

n∑
i=3

(
i−1

2

)
ai

(z̄−α)i−1

n∑
i=3

(
i
3

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=3

(
i+n−1
n+2

) (−1)n+2ai
(z̄−α)n+i−1

... ... . . . ...
n∑

i=n−1

(
i−1
n−2

) (−1)n−2ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=n−1

(
i

n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=n−1

(
i+n−1
2n−2

) (−1)2n−2ai
(z̄−α)n+i−1

(−1)n−1an
(z̄−α)n−1

(−1)nan
(z̄−α)n . . . (−1)2n−1an

(z̄−α)2n−1

(−1)nan
(z̄−α)n−1

(−1)n+1an
(z̄−α)n . . . (−1)2nan

(z̄−α)2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âèçíà÷íèê H̄
(0)
n+1(z̄) áóäå ðiâíèì íóëþ, îñêiëüêè äâà îñòàííi éîãî ðÿäêè

ïðîïîðöiéíi, à îòæå i H(0)
n+1(z̄) = 0.

Â ñâîþ ÷åðãó âèçíà÷íèê

H̄(0)
n (z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=1

(
i
1

) −ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=1

(
i+n−2
n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)n+i−2

n∑
i=2

(
i−1

1

) −ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=2

(
i
2

)
ai

(z̄−α)i . . .
n∑
i=2

(
i+n−2
n

) (−1)nai
(z̄−α)n+i−2

... ... . . . ...
n∑

i=n−1

(
i−1
n−2

) (−1)n−2ai
(z̄−α)i−1

n∑
i=n−1

(
i

n−1

) (−1)n−1ai
(z̄−α)i . . .

n∑
i=n−1

(
i+n−2
2n−3

) (−1)2n−3ai
(z̄−α)n+i−2

(−1)n−1an
(z̄−α)n−1

(−1)nan
(z̄−α)n . . . (−1)2n−2an

(z̄−α)2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
òîòîæíî íå ðiâíèé íóëþ, à òîäi i H(0)

n (z̄) 6= 0. Îòæå ðàíã ìàòðèöi Ãàíêåëÿ

H(0)(z̄) ðiâíèé n.

Iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.1. ßêùî ck = ck(z̄), k ∈ N0, âèçíà÷åííi çà (5.7), òî âèçíà-

÷íèê (n+m+ 1)�ãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

H=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ck0 ck1 ck2 ck3 . . . ckn b1 b2 . . . bm

ck0+1 ck1+1 ck2+1 ck3+1 . . . ckn+1 b2 b3 . . . bm+1

...
...

...
... . . . ...

...
... . . . ...

ck0+n ck1+n ck2+n ck3+n . . . ckn+n bn+1 bn+2 . . . bm+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=0,



174

äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ k0, k1, . . . , kn òà m, äå bj = bj(z̄) 6≡ 0, ki,m ∈ N,

i = 0, n, j = 1,m.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi Ãàíêåëÿ H(0)(z̄) ðiâíèé n, òî äîâiëü-

íi (n+ 1) ñòîâï÷èêè ìàòðèöi H(0)(z̄) áóäóòü ëiíiéíî çàëåæíèìè, à òîäi ìà¹

ìiñöå òâåðäæåííÿ íàñëiäêó.

Òåîðåìà 5.14. Íåõàé ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ Rm,n(z) = pm(z)/qn(z) âè-

çíà÷åíà íà Z ⊂ C, äå pm(z), qn(z)�ìíîãî÷ëåíè âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ m

òà n, m < n, çíàìåííèê qn(z) íå ìà¹ êîðåíiâ â Z. Îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå
(2n)�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ Rm,n(z) äîðiâíþ¹ íóëåâi äëÿ âñiõ z ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. à) ßêùîR0,n(z) = A/(z−α)n, òî çãiäíî iç (1.73) òà òåîðåìîþ

5.15 (ïóíêò C) îáåðíåíà ïîõiäíà Òiëå (2n)�ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëåâi äëÿ

âñiõ z ∈ Z.
á) ßêùî Rm,n(z) = pm(z)/(z − α)n, òî ôóíêöiþ Rm,n ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi ñóìè ïðîñòèõ äðîáiâ, òîáòî Rm,n(z) =
∑n

i=1
ai

(z−α)i . Â öüîìó âèïàäêó

åëåìåíòè âèçíà÷íèêà Ãàíêåëÿ ck(z̄), k = 0, 2n, âèçíà÷àþòüñÿ çà (5.7). Ç

òåîðåìè 5.13 ìà¹ìî, ùî âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ H(0)
n+1(z̄) = 0, à òîäi çãiäíî iç

(5.4) (2n)Rm,n(z̄) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî z̄ ∈ Z.
â) Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ Rm,n ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi ñóìè ïðîñòèõ äðîáiâ

Rm,n(z) =
r∑
s=1

ls∑
is=1

a
(s)
is

(z − αs)is
, l1 + l2 + · · ·+ lr = n. (5.8)

Òîäi

ck(z̄) =
1

k!

dk

d zk
(Rm,n(z))

∣∣∣
z=z̄

=
r∑
s=1

ls∑
is=1

(
k + is − 1

k

)
(−1)ka

(s)
is

(z̄ − αs)k+is
, (5.9)

äå k = 0, 2n.

Âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ H(0)
n+1(z̄) áóäå ðiâíèì

H
(0)
n+1(z̄) =
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r∑
s=1

ls∑
is=1

a
(s)
is

(z̄−αs)is
r∑
s=1

ls∑
is=1

−isa(s)is
(z̄−αs)is+1 . . .

r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n(is)na
(s)
is

n!(z̄−αs)is+n

r∑
s=1

ls∑
is=1

−isa(s)is
(z̄−αs)is+1

r∑
s=1

ls∑
is=1

is(is+1)a
(s)
is

2!(z̄−αs)is+2 . . .
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n+1(is)n+1a
(s)
is

(n+1)!(z̄−αs)is+n+1

... ... . . . ...
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n(is)na
(s)
is

n!(z̄−αs)is+n
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n+1(is)n+1a
(s)
is

(n+1)!(z̄−αs)is+n+1 . . .
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)2n(is)2na
(s)
is

(2n)!(z̄−αs)is+2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå (is)n = is(is + 1) · · · (is + n− 1)� ñèìâîë Ïîõãàììåðà.

Â êîæíîìó ñòîâï÷èêó âèçíà÷íèêà ìiñòèòüñÿ n äîäàíêiâ. Îñêiëüêè âñi

åëåìåíòè 1�ãî ñòîâï÷èêà âèçíà÷íèêà H(0)
n+1(z̄) ñêëàäàþòüñÿ iç ñóìè n äî-

äàíêiâ, òî çãiäíî iç âiäîìîþ âëàñòèâiñòþ âèçíà÷íèêiâ H(0)
n+1(z̄) ðiâíèé ñóìi

n âèçíà÷íèêiâ, ÿêi áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ ëèøå åëåìåíòàìè 1�ãî ñòîâï÷èêà.

ßêùî êîæíèé iç n îòðèìàíèõ âèçíà÷íèêiâ ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè n âèçíà-

÷íèêiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iíøîãî íîâîóòâîðåíîãî âèçíà÷íèêà

ëèøå åëåìåíòàìè 2�ãî ñòîâï÷èêà, òî îòðèìà¹ìî n2 âèçíà÷íèêiâ. Ïðîäîâæó-

þ÷è äàëi ïîäiáíi ïåðåòâîðåííÿ â ðåøòi ðåøò îòðèìà¹ìî nn+1 âèçíà÷íèêiâ,

ÿêi áóäóòü ìiñòèòè ëèøå ïî îäíîìó äîäàíêó iç êîæíîãî ñòîâïöÿ âèõiäíîãî

âèçíà÷íèêà.

Íåõàé

H̃
(0)
n+1(z̄)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(0)
j0

(z̄−β0)j0

(
j1
1

) −b(1)j1
(z̄−β1)j1+1 . . .

(
jn+n−1

n

) (−1)nb
(n)
jn

(z̄−βn)jn+n(
j0
1

) −b(0)j0
(z̄−β0)j0+1

(
j1+1

2

) b
(1)
j1

(z̄−β1)j1+2 . . .
(
jn+n
n+1

) (−1)n+1b
(n)
jn

(z̄−βn)jn+n+1

... ... . . . ...(
j0+n−1

n

) (−1)nb
(0)
j0

(z̄−β0)j0+n

(
j1+n
n+1

) (−1)n+1b
(1)
j1

(z̄−β1)j1+n+1 . . .
(
jn+2n−1

2n

) (−1)2nb
(n)
jn

(z̄−βn)jn+2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

îäèí iç òàêèõ âèçíà÷íèêiâ, äå βt ∈ {α1, α2, . . . , αr}, t = 0, n, à jt ïðèéìà¹

äåÿêå iç ìîæëèâèõ ñâî¨õ çíà÷åíü, ÿêi âiäïîâiäíi βt, òîáòî, ÿêùî βt = αs, òî

1 6 jt 6 ls, b
(t)
jt

= a
(s)
jt
.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê H̃(0)
n+1(z̄) ìiñòèòü (n+ 1)�èí ñòîâïåöü, à çíàìåííèê

qn ìà¹ r ðiçíèõ êîðåíiâ, 1 6 r 6 n, òî ïðèíàéìíi äâà βt áóäóòü ïðèéìà-

òè îäíàêîâi çíà÷åííÿ. Â êîæíîìó òàêîìó âèçíà÷íèêó ìiñòÿòü ñòîâïöi, ÿêi
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âiäïîâiäàþòü îäíîìó i òîìó êîðåíþ αs i êiëüêiñòü òàêèõ ñòîâïöiâ áiëüøà

çà êðàòíiñòü êîðåíÿ ls. Öi ñòîâïöi áóäóòü ëiíiéíî çàëåæíèìè, à òîäi çãi-

äíî iç íàñëiäêîì 5.1 êîæåí òàêèé âèçíà÷íèê áóäå ðiâíèé íóëþ. Âèçíà÷íèê

H
(0)
n+1(z̄) ðiâíèé íóëþ ÿê ñóìà âèçíà÷íèêiâ òîãî æå ïîðÿäêó, êîæåí ç ÿêèõ

ðiâíèé íóëþ. Òîäi ç (5.4) ìà¹ìî, ùî (2n)Rm,n(z̄)=0.

5.4. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ò�ËÄ

Ùîá ðîçâèíóòè ôóíêöiþ f(z) â îêîëi òî÷êè z = z∗ â ëàíöþãîâèé äðiá

Òiëå íåîáõiäíî çíàéòè êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó çà ôîðìóëàìè (1.70).

Ò. Í. Òiëå â ñâî¨é ìîíîãðàôi¨ [188] íàâîäèòü ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ

n�õ ïîõiäíèõ ôóíêöié ex, tg x, ln(1 + x), (1 + x)α, äå α ∈ R, òà îòðèìó¹

ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâi äðîáè â îêîëi íóëÿ. Ðîçâèíåííÿ âêàçàíèõ

ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå â îêîëi äîâiëüíî¨ òî÷êè x∗ ∈ R òà z∗ ∈ C

ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [76]. Öi ðåçóëüòàòè íàâîäÿòüñÿ áåç äîâåäåííÿ.

5.4.1. Ôóíêöi¨ (c + z)α, ez, tg z, th z, ln(c + z). Ìàþòü ìiñöå òåîðåìè

òà ðîçâèíåííÿ âêàçàíèõ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå.

Òåîðåìà 5.15. (A) ßêùî α ∈ C\Z, c ∈ C, òî ôóíêöiÿ (c + z)α ìà¹

îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi ðiâíi

(2n−1)(c+ z)α =
n·
∏n

i=2(i− α)∏n−1
i=0 (α + i)

(c+ z)1−α,

(2n)(c+ z)α =

∏n
i=1(α + i)∏n
i=1(i− α)

(c+ z)α, n ∈ N.
(5.10)

(B) Ôóíêöiÿ (c + z)n, n ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå âêëþ÷íî äî

(2n − 1)�ãî ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà (5.10), (2n−1)
(
(c + z)n

)
= 0, äëÿ

n ∈ N2,
(1)(c+ z) = 1.

(C) Ôóíêöiÿ (c+z)−n, n ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå âêëþ÷íî äî (2n)�ãî

ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà (5.10), (2n)
(
(c+ z)−n

)
= 0, êîëè n ∈ N.
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Iç ôîðìóë (1.70) òà (5.10) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨

(c+ z)α â Ò�ËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ áóäóòü ðiâíi

b0(z∗) = (c+ z∗)
α, b1(z∗) =

(c+ z∗)
1−α

α
, b2m(z∗) =

2
∏m−1

i=0 (α + i)∏m
i=1(i− α)

(c+ z∗)
α,

b2m+1(z∗) =
(2m+ 1)

∏m
i=1(i− α)∏m

i=0(α + i)
(c+ z∗)

1−α, m ∈ N.

Òîäi, ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü, îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨

(c+ z)α â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

(c+ z)α = zα
(

1 +
α(z − z∗)

z +

(1− α)(z − z∗)
2 +

(α + 1)(z − z∗)
3z +

+

(2−α)(z−z∗)
2 +

(α + 2)(z−z∗)
5z +

(3−α)(z−z∗)
2 +

(α + 3)(z−z∗)
7z +

+ · · · +

(m− α)(z − z∗)
2 +

(m+ α)(z − z∗)
(2m+ 1)z + · · ·

)
, z = c+z∗. (5.11)

ßêùî â (5.11) ïiäñòàâèòè z∗ = 0, c = 1, òî ìàòèìåìî ðîçâèíåííÿ Ëà-

ãðàíæà [153] ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ (1 + z)α â îêîëi íóëÿ.

Ïðè α = 0,5 ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨
√
c+ z â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

√
c+ z = z +

z − z∗
2z +

z − z∗
2z + · · · +

z − z∗
2z + · · ·

, z =
√
c+ z∗. (5.12)

àáî ç (5.11)

√
c+ z =

√
z
(

1+
z − z∗

2z +

z − z∗
2 + · · · +

z − z∗
2z +

z − z∗
2 + · · ·

)
, z = c+z∗.

Òåîðåìà 5.16 ( [162, ñ. 121]). (A) Ôóíêöiÿ ez ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi

Òiëå äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(2n)ez = (−1)nez, (2n+1)ez = (−1)n(n+ 1)e−z, n ∈ N0.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ËÄ ðiâíi

b2n(z∗) = (−1)n2ez∗, b2n+1(z∗) = (−1)n(2n+ 1)e−z∗, n ∈ N0.
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Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ez â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ËÄ (1.72) ïiñëÿ åêâiâà-

ëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ âèãëÿä:

ez = ez∗
(

1 +
z − z∗

1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
−3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
5 + · · · +

+

z − z∗
(−1)n2 +

z − z∗
(−1)n(2n+ 1) + · · ·

)
. (5.13)

ßêùî z∗ = 0, òî áóäåìî ìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá â îêîëi

íóëÿ [162, ñ. 121].

Äàëi áóäå ïîòðiáíå ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ eiz. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.17. (A) Îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöi¨ eiz îá÷èñëþþòüñÿ

çà ôîðìóëàìè (2n)eiz = (−1)neiz, (2n+1)eiz = (−1)n+1(n+ 1)e−iz i, n ∈ N0.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ËÄ ðiâíi

b2n(z∗) = (−1)n2eiz∗, b2n+1(z∗) = (−1)n+1(2n+ 1)e−iz∗ i, n ∈ N0. (5.14)

Äîâåäåííÿ. (A) âèïëèâà¹ ç òåîðåì 5.8, 5.16. (B) îòðèìó¹ìî ç (1.70).

Iç òåîðåìè 5.17 ìà¹ìî, ùî ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâèíåííÿ

ôóíêöi¨ eiz â Ò�ËÄ ìàòèìå âèãëÿä

eiz = eiz∗
(

1 +
z − z∗
−i +

z − z∗
−2 +

z − z∗
3i +

z − z∗
2 +

z − z∗
−5i +

z − z∗
−2 +

+ · · · +

z − z∗
(−1)n(2n− 1)i +

z − z∗
(−1)n2 + · · ·

)
. (5.15)

Â îêîëi òî÷êè z = 0 îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ

eiz = 1 +
z

−i +

z

−2 +

z

3i +

z

2 + · · · +

z

(−1)n(2n− 1)i +

z

(−1)n2 + · · ·
.

Òåîðåìà 5.18. (A) Ôóíêöiÿ tg z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(4n)tg z = tg z, (4n+1)tg z =
(2n+ 1)(n tg2 z + n+ 1)

1 + tg2 z
, n ∈ N0,

(4n+2)tg z = −
1

tg z
, (4n+3)tg z =

(n+ 1)
(
(2n+ 3) tg2 z + 2n+ 1

)
1 + tg2 z

.
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(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â ëàíöþãîâèé äðiá çà ôîðìóëîþ

Òiëå â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = tg z∗, b4n+1(z∗) =
4n+ 1

1 + tg2 z∗
, b4n+2(z∗) = −

1 + tg2 z∗

tg z∗
,

b4n+3(z∗) =
(4n+ 3) tg2 z∗

1 + tg2 z∗
, b4n+4(z∗) =

1 + tg2 z∗

tg z∗
, n ∈ N0.

(5.16)

Iç ôîðìóë (5.16) îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â Ò�ËÄ â îêîëi

òî÷êè z = z∗, ÿêå ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü íàáóâà¹ âèãëÿäó

tg z = z +
(z − z∗)(1 + z2)

1 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
3z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
5 +

+

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
7z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
9 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
11z + · · · +

+

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
4k + 1 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
(4k + 3)z + · · ·

, z = tg z∗. (5.17)

ßê ÷àñòèííèé âèïàäîê ðîçâèíåííÿ (5.17) â îêîëi òî÷êè z = π
4 ìà¹ìî:

tg z = 1 +
2(z − π

4 )

1 +

z − π
4

−1 +

z − π
4

3 +

z − π
4

1 +

z − π
4

5 +

z − π
4

−1 +

+

z − π
4

7 + · · · +

z − π
4

1 +

z − π
4

4k + 1 +

z − π
4

−1 +

z − π
4

4k + 3 + · · ·
.

Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (1.5) ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.17) áó-

äå ëàíöþãîâèé äðiá, ÿêèé ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü çàïèñó¹òüñÿ ó

âèãëÿäi

tg z = z +
(z − z∗)(1 + z2)

1− (z − z∗)z −
(z − z∗)2

3 − · · · −
(z − z∗)2

2k − 1 − · · ·
. (5.18)

Ç (5.18) äëÿ z∗ = 0 âèïëèâà¹ ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â ëàíöþãîâèé äðiá,

ÿêå îòðèìàíî ÿê ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi [116, ñ. 120].

Òåîðåìà 5.19. (A) Ôóíêöiÿ th z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

(4n)th z = th z, (4n+1)th z =
(2n+ 1)(n th2 z − (n+ 1))

th2 z − 1
, n ∈ N0,

(4n+2)th z =
1

th z
, (4n+3)th z =

(n+ 1)((2n+ 3) th2 z − (2n+ 1))

th2 z − 1
.
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(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = th z∗, b4n+1(z∗) = − 4n+ 1

th2 z∗ − 1
, b4n+2(z∗) = −th2 z∗ − 1

th z∗
,

b4n+3(z∗) =
(4n+ 3) th2 z∗

th2 z∗ − 1
, b4n+4(z∗) =

th2 z∗ − 1

th z∗
, n ∈ N0.

(5.19)

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ th z â ëàíöþãîâèé äðiá â îêîëi òî÷êè z = z∗ ïiñëÿ

åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ âèãëÿä

th z = z +
(z − z∗)(z2 − 1)

−1 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
3z +

z − z∗
1 +

+

(z − z∗)z
−5 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
7z +

z − z∗
1 + · · · +

+

(z − z∗)z
−(4k + 1) +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
(4k + 3)z +

z − z∗
1 + · · ·

, z = th z∗ (5.20)

Ïàðíà ÷àñòèíà ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.20) çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

th z = z− (z − z∗)(z2 − 1)

(z − z∗)z + 1 +

(z − z∗)2

3 +

(z − z∗)2

5 + · · · +

(z − z∗)2

(2k − 1) + · · ·
.

Òåîðåìà 5.20. (A) Ôóíêöiÿ ln(c + z), äå c = const, äëÿ âñiõ çíà÷åíü

z 6= −c, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

çà ôîðìóëàìè

(2n) ln(c+z) = 2Hn+ln(c+z), (2n+1) ln(c+z) = (n+1)2(c+z), n ∈ N0, (5.21)

äå H0 = 0, Hn =
∑n

k=1
1
k , n ∈ N.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c+z) â Ò�ËÄ â îêîëi z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = ln(c+ z∗), b1(z∗) = c+ z∗,

b2n(z∗) = 2
n , b2n+1(z∗) = (2n+ 1)(c+ z∗), n ∈ N.

(5.22)

ßêùî â ôîðìóëàõ (5.21) ïiäñòàâèòè c = 0, òî îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåí-

íÿ, ÿêi íàâåäåíi â êíèçi Òiëå [188, ñ. 143].

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c+ z) â Ò�ËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ âèãëÿä

ln(c+ z)=ln(c+ z∗) +
z−z∗
c+z∗ +

z−z∗
2 +

z−z∗
3(c+z∗) +

2(z−z∗)
2 +

2(z−z∗)
5(c+z∗) +



181

+

3(z−z∗)
2 +

3(z−z∗)
7(c+z∗) + · · ·+

n(z−z∗)
2 +

n(z−z∗)
(2n+1)(c+z∗) + · · ·

. (5.23)

Ó âèïàäêó, êîëè c = 1, z∗ = 0, òî îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ Ëàãðàíæà [153]

ôóíêöi¨ ln(1 + z). ßêùî c = 0, òî ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(z) â îêîëi

òî÷êè z = z∗ 6= 0

ln(z) = ln(z∗) +
z − z∗
z∗ +

z − z∗
2 +

z − z∗
3z∗ +

2(z − z∗)
2 +

2(z − z∗)
5z∗ +

+

3(z − z∗)
2 +

3(z − z∗)
7z∗ + · · · +

n(z − z∗)
2 +

n(z − z∗)
(2n+ 1)z∗ + · · ·

.

ßêùî z∗ = 1, òî îñòàíí¹ ðîçâèíåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ln(z) =
z − 1

1 +

z − 1

2 +

z − 1

3 +

2(z − 1)

2 +

2(z − 1)

5 +

+

3(z − 1)

2 +

3(z − 1)

7 + · · · +

n(z − 1)

2 +

n(z − 1)

(2n+ 1) + · · ·
.

5.4.2. Ôóíêöi¨ ctg z, cth z. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ctg z i çíàéäåìî ¨¨

ðîçâèíåííÿ â îêîëi òî÷êè z∗ â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå.

Òåîðåìà 5.21. (A) Ôóíêöiÿ ctg z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(4n)ctg z = ctg z, (4n+1)ctg z = −
(2n+ 1)(n ctg2 z + n+ 1)

1 + ctg2 z
, n ∈ N0,

(4n+2)ctg z =
− 1

ctg z
, (4n+3)ctg z = −

(n+1)((2n+3) ctg2 z+2n+1)

1 + ctg2 z
.

(5.24)

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z â îêîëi òî÷êè z = z∗ çà ôîð-

ìóëîþ Òiëå â ëàíöþãîâèé äðiá ðiâíi

b0(z∗) = ctg z∗, b4n+1(z∗) = −
4n+ 1

1 + ctg2 z∗
, b4n+2(z∗) = −

1 + ctg2 z∗

ctg z∗
,

b4n+3(z∗) = −
(4n+ 3) ctg2 z∗

1 + ctg2 z∗
, b4n+4(z∗) =

1 + ctg2 z∗

ctg z∗
, n ∈ N0.
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Äîâåäåííÿ. (A) Äîâåäåìî (5.24) çà iíäóêöi¹þ. Iç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨

ïîõiäíî¨ Òiëå ìà¹ìî, ùî

(1)ctg z =
−1

1 + ctg2 z
, (2)ctg z =

−1

ctg z
, (3)ctg z =

−(3 ctg2 z + 1)

1 + ctg2 z
,

(4)ctg z = ctg z, (5)ctg z =
−(3 ctg2 z + 6)

1 + ctg2 z
, (6)ctg z =

−1

ctg z
,

(7)ctg z =
−(10 ctg2 z + 6)

1 + ctg2 z
, (8)ctg z = ctg z.

Ôîðìóëè ìàþòü ìiñöå äëÿ k = 1, 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëè (5.24) âèêî-

íóþòüñÿ äëÿ k = m− 1. Òîäi äëÿ k = m îòðèìó¹ìî

(4m)ctg z =
4m(

−m((2m+1) ctg2 z+2m−1)
1+ctg2 z

)′ − 1

ctg z
=

1 + ctg2 z

ctg z
− 1

ctg z
= ctg z ,

(4m+1)ctg z=
4m+1

(ctg z)′
−
m((2m+1) ctg2 z+2m−1)

1 + ctg2 z
=

(2m+1)(m ctg2 z+m+ 1)

−1− ctg2 z
,

(4m+2)ctg z =
4m+ 2(

−(2m+1)(m ctg2 z+m+1)
1+ctg2 z

)′ + ctg z = −1 + ctg2 z

ctg z
+ ctg z = − 1

ctg z
,

(4m+3)ctg z =
4m+ 3(
− 1

ctg z

)′ +
(2m+ 1)(m ctg2 z +m+ 1)

1 + ctg2 z
=

=
− (m+ 1)((2m+ 3) ctg2 z + 2m+ 1)

1 + ctg2 z
.

Îòæå, ôîðìóëè (5.24) ìàþòü ìiñöå äëÿ äîâiëüíèõ k.

(B) Iç (1.70) òà (5.24) áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî, ùî

b0(z∗) = ctg z∗, b4n+1(z∗) = − 4k + 1

1 + ctg2 z∗
, b4n+2(z∗) = −

1 + ctg2 z∗

ctg z∗
,

b4n+3(z∗) = −(4n+ 3) ctg2 z∗
1 + ctg2 z∗

, b4n+4(z∗) =
1 + ctg2 z∗

ctg z∗
, n ∈ N0.
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Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z â Ò�ËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

ctg z = z +
z − z∗
− 1

1+z2
+

z − z∗
−1+z2

z
+

z − z∗
− 3z2

1+z2
+

z − z∗
1+z2

z
+

z − z∗
− 5

1+z2
+

z − z∗
−1+z2

z
+

+

z − z∗
− 7z2

1+z2
+

z − z∗
1+z2

z
+

z − z∗
− 9

1+z2
+

z − z∗
−1+z2

z
+

z − z∗
− 11z2

1+z2
+

+ · · · +

z − z∗
1+z2

z
+

z − z∗
−4k+1

1+z2
+

z − z∗
−1+z2

z
+

z − z∗
− (4k+3)z2

1+z2
+ · · ·

, z = ctg z∗.

Ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâèíåííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ctg z = z +
(z − z∗)(1 + z2)

−1 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
−3z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
−5 +

+

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
−7z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
−9 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
−11z +

+ · · · +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
−(4k + 1) +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
−(4k + 3)z + · · ·

. (5.25)

Êîëè z∗ = π/4, òî ìà¹ìî

ctg z = 1 +
2(z− π

4 )

−1 +

z− π
4

−1 +

z− π
4

−3 +

z− π
4

1 +

z− π
4

−5 +

z− π
4

−1 +

z− π
4

−7 +

+ · · · +

z − π
4

1 +

z − π
4

−(4k + 1) +

z − π
4

−1 +

z − π
4

−(4k + 3) + · · ·
.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (1.5) ïîáóäó¹ìî ïàðíó ÷àñòèíó ëàíöþãîâîãî

äðîáó (5.25)

ctg z = z +
−(z − z∗)(1 + z2)

(z − z∗)z + 1 +

− (z − z∗)2z

3z +

− (z − z∗)2z

5 +

+

− (z−z∗)2z

7z +

− (z−z∗)2z

9 + · · ·+
− (z−z∗)2z

(4k − 1)z +

− (z−z∗)2z

4k + 1 + · · ·
.

Âèêîíàâøè åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ

ctg z = z− (z − z∗)(1 + z2)

(z − z∗)z + 1 −
(z − z∗)2

3 − · · · −
(z − z∗)2

2k − 1 − · · ·
.

Äëÿ ôóíêöi¨ cth z ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 5.22. (A) Ôóíêöiÿ cth z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(4n)cth z = cth z, (4n+1) cth z =
(2n+ 1)(n cth2 z − (n+ 1))

cth2 z − 1
, n ∈ N0,

(4n+2)cth z =
1

cth z
, (4n+3)cth z =

(n+ 1)((2n+ 3) cth2 z − (2n+ 1))

cth2 z − 1
.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá çà ôîðìóëîþ Òiëå

â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = cth z∗, b4n+1(z∗) = − 4n+ 1

cth2 z∗ − 1
, b4n+2(z∗) = −cth2 z∗ − 1

cth z∗

b4n+3(z∗) =
(4n+ 3) cth2 z∗

cth2 z∗ − 1
, b4n+4(z∗) =

cth2 z∗ − 1

cth z∗
, n ∈ N0.

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth z â ëàíöþãîâèé äðiá â îêîëi òî÷êè z = z∗ ïiñëÿ

åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìàòèìå âèãëÿä

cth z = z +
(z − z∗)(z2 − 1)

−1 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
3z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
−5 +

+

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
7z +

z − z∗
1 + · · · +

(z − z∗)z
−(4k + 1) +

(z − z∗)z
−1 +

+

z − z∗
(4k + 3)z +

z − z∗
1 + · · ·

, z = cth z∗. (5.26)

Ïàðíà ÷àñòèíà ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.26) ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü

çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

cth z = z− (z − z∗)(z2 − 1)

(z − z∗)z + 1 +

(z − z∗)2

3 + · · · +

(z − z∗)2

(2k − 1) + · · ·
.

5.4.3. Ôóíêöiÿ z ln z. Çíàéäåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â Ò�ËÄ.

Òåîðåìà 5.23. (A) Ôóíêöiÿ z ln z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

(0)(z ln z) = z ln z, (1)(z ln z) =
1

ln z + 1
, (5.27à)

(2)(z ln z) = −z(2 ln2 z + 3 ln z + 2), (3)(z ln z) =
1

ln z + 5/2
, (5.27á)
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(2n)(z ln z)=−z
(
n(n+1) ln2 z+αn ln z +

α2
n+4n4+8n3−4n−1

4n(n+ 1)

)
, (5.27â)

(2n+1)(z ln z) = 1
/(

ln z +
αn + 2(n+ 1)2 − 1

2n(n+ 1)

)
, n ∈ N2, (5.27ã)

äå

α1 = 3, αn =
(n+ 1)αn−1 + 2(2n2 − 1)

n− 1
, n ∈ N2. (5.28)

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ çà ôîðìóëîþ Òiëå â ëàíöþãîâèé äðiá

â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = z∗ ln z∗, b1(z∗) =
1

ln z∗ + 1
, b2(z∗) = −2z∗(ln z∗ + 1)2,

b3(z∗) =
−3/2

(ln z∗ + 5/2)(ln z∗ + 1)
, b2n(z∗) = −2n z∗

(
ln z∗ + an−1

)2
,

b2n+1(z∗) =
−(2n+ 1)

n(n+ 1)
(

ln z∗ + an
)(

ln z∗ + an−1

) , n ∈ N2,

(5.29)

äå

a0 = 1, an =
αn + 2(n+ 1)2 − 1

2n(n+ 1)
, n ∈ N. (5.30)

Äîâåäåííÿ. (A) Iç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (1.69) áåçïîñåðåäíüî âè-

ïëèâàþòü ôîðìóëè (5.27à)�(5.27á). Ïðèïóñòèìî, ùî (5.27â)�(5.27ã), (5.28)

âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = k − 1. Òîäi iç ôîðìóë (1.69) äëÿ n = k îòðèìó¹ìî:

(2k)(z ln z) = 2k
8((

ln z +
αk−1 + 2k2 − 1

2(k − 1)k

)−1)
− z
(

(k − 1)k ln2 z + αk−1 ln z+

+
α2
k−1+4(k−1)4+8(k−1)3−4(k−1)−1

4(k−1)k

)
=−2kz

(
ln z+

αk−1+2k2−1

2(k − 1)k

)2

−

−z
(

(k − 1)k ln2 z + αk−1 ln z +
α2
k−1+4(k − 1)4+8(k − 1)3−4(k − 1)−1

4(k − 1)k

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z +

(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

k − 1
ln z +

2(αk−1 + 2k2 − 1)2

4k(k − 1)2
+

+
αk−1+4k4−8k3+4k−1

4k(k−1)

)
=−z

(
k(k+1) ln2 z +

(k+1)αk−1+2(2k2−1)

k − 1
ln z+
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+
(k+1)α2

k−1+4(2k2−1)αk−1 + 2(2k2−1)2+(k−1)(4k4−8k3+4k−1)

4k(k − 1)2

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z +

(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

k − 1
ln z+

+
(k + 1)α2

k−1 + 4(2k2 − 1)αk−1 + 4k5 − 4k4 + 8k3 − 4k2 − 5k + 3

4k(k − 1)2

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z +

(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

k − 1
ln z+

+
(k+1)2α2

k−1+4(2k2−1)(k+1)αk−1+4k6+4k4+4k3−9k2−2k+3

4k(k + 1)(k − 1)2

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z +

(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

k − 1
ln z+

+
((k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1))2 + (k − 1)2(4k4 + 8k3 − 4k − 1)

4k(k + 1)(k − 1)2

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z +

(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

k − 1
ln z+

+

(
(k+1)αk−1+2(2k2−1)

(k−1)

)2

+ 4k4 + 8k3 − 4k − 1

4k(k + 1)

)
=

= −z

(
k(k + 1) ln2 z + αk ln z +

α2
k + 4k4 + 8k3 − 4k − 1

4k(k + 1)

)
,

äå

αk =
(k + 1)αk−1 + 2(2k2 − 1)

(k − 1)
. (5.31)

Îòæå, ôîðìóëè (5.27â) ìàþòü ìiñöå.

Àíàëîãi÷íî iç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (1.69) ìà¹ìî, ùî

(2k+1)(z ln z) = (2k+ 1)
8(− z(k(k+ 1) ln2 z+αk ln z+ ck

))
+

1

ln z + αk−1+2k2−1
2(k−1)k

,
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äå ck = (α2
k + 4k4 + 8k3 − 4k − 1)/4k(k + 1). Çãiäíî iç ôîðìóëîþ (5.1)

(2k+1)(z ln z) = −(2k + 1)
(
8z · 8

(
k(k + 1) ln2 z + αk ln z + ck

))/(
8z · z+

+8
(
k(k+1) ln2 z+αk ln z+ck

)(
k(k+1) ln2 z+αk ln z+ck

))
+

1

ln z+ αk−1+2k2−1
2(k−1)k

.

Ç ôîðìóë (5.1), (1.74) òà (5.2) âèïëèâà¹, ùî

8
(
k(k + 1) ln2 z + αk ln z + ck

)
=

8(k(k + 1) ln2 z)·8(αk ln z + ck)
8(k(k + 1) ln2 z) + 8(αk ln z + ck)

=

=

1
k(k+1) ·

z
2 ln z ·

z
αk

1
k(k+1) ·

z
2 ln z + z

αk

=
z

αk + 2k(k + 1) ln z
.

Òîäi

(2k+1)(z ln z)=

−(2k+1)z
αk+2k(k+1) ln z

z+
(
k(k+1) ln2 z+αk ln z+ck

)
z

αk+2k(k+1) ln z

+
1

ln z+ αk−1+2k2−1
2(k−1)k

=

=
−(2k + 1)

k(k + 1) ln2 z + (αk + 2k(k + 1)) ln z + αk + ck
+

1

ln z + αk−1+2k2−1
2(k−1)k

.

Iç (5.31) ìà¹ìî, ùî αk−1 = ((k − 1)αk − 2(2k2 − 1))/(k + 1). À òîäi

(2k+1)(z ln z)=
−(2k + 1)

k(k+1) ln2 z+(αk+2k(k+1)) ln z+αk+
α2
k+4k4+8k3−4k−1

4k(k+1)

+

+
1

ln z + αk+2k2−1
2(k+1)k

= −4k(k + 1)(2k + 1)
/(

4k2(k + 1)2 ln2 z+

+4k(k + 1)(αk + 2k(k + 1)) ln z + 4k(k + 1)αk + α2
k + 4k4 + 8k3 − 4k − 1

)
+

+
2(k + 1)k

2(k + 1)k ln z + αk + 2k2 − 1
.

Îñêiëüêè

4k2(k+1)2 ln2 z+4k(k+1)(αk+2k(k+1)) ln z+4k(k+1)αk+α2
k+4k4 +8k3−

−4k− 1 =
(
2k(k+ 1) ln z+αk + 2k2− 1

) (
2k(k+ 1) ln z+αk + 2k2 + 4k+ 1

)
,
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òî

(2k+1)(z ln z) = (−4k(k + 1)(2k + 1))
/(

(2k(k + 1) ln z + αk + 2k2 − 1)×

×(2k(k+1) ln z+αk+2k2+4k+1)
)
+2(k+1)k/(2(k+1)k ln z+αk+2k2−1)=

=
2(k + 1)k

2(k + 1)k ln z + αk + 2k2 + 4k + 1
=

1

ln z + αk+2(k+1)2−1
2k(k+1)

.

Ôîðìóëà (5.27ã) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k. Ôîðìóëè (5.27) äîâåäåíi.

(B) Ôîðìóëè äëÿ b0, b1, b2, b3 âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî iç ñïiââiäíî-

øåíü (5.27à)�(5.27á). Äàëi, iç (5.27â) ìà¹ìî:

b2n(z∗) = (2n)(z ln z)− (2n−2)(z ln z) = −z∗
(
n(n+ 1) ln2 z∗ + αn ln z∗+

+
α2
n + 4n4 + 8n3 − 4n− 1

4n(n+ 1)

)
+ z∗

(
(n− 1)n ln2 z∗ + αn−1 ln z∗+

+
α2
n−1+4(n− 1)4+8(n−1)3−4(n−1)−1

4(n− 1)n

)
= −z∗(2n ln2 z∗ + ᾱn ln z∗ + β̄n),

äå

ᾱn=αn−αn−1, β̄n=
α2
n+4n4+8n3−4n−1

4n(n+ 1)
−
α2
n−1+4n4−8n3+4n−1

4(n− 1)n
.

Çãiäíî iç (5.28) ìîæíà çàïèñàòè ᾱn òà β̄n íàñòóïíèì ÷èíîì:

ᾱn =
(n+ 1)αn−1 + 2(2n2 − 1)

n− 1
− αn−1 = 4n

αn−1 + 2n2 − 1

2n(n− 1)
,

β̄n=

((n+1)αn−1+2(2n2−1))2

(n−1)2 +4n4+8n3−4n−1

4n(n+ 1)
−
α2
n−1+4n4−8n3+4n−1

4(n− 1)n
=

=
1

4n(n+1)(n−1)2

((
(n+1)αn−1+2(2n2−1)

)2
+(n−1)2(4n4+8n3−4n−1)−

−(n2 − 1)(α2
n−1 + 4n4 − 8n3 + 4n− 1)

)
=

1

4n(n+ 1)(n− 1)2

(
2(n+ 1)α2

n−1+

+4(n+ 1)(2n2 − 1)αn−1 + 2(n+ 1)(2n2 − 1)2
)

= 2n

(
αn−1 + 2n2 − 1

2(n− 1)n

)2

.
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Òîäi

b2n(z∗) = −2nz∗

(
ln z∗ +

αn−1 + 2n2 − 1

2n(n− 1)

)2

= −2nz∗
(

ln z∗ + an−1

)2
.

Àíàëîãi÷íî ç ôîðìóëè (5.27ã) âèïëèâà¹, ùî

b2n+1(z∗) =
1

ln z∗ + αn+2(n+1)2−1
2n(n+1)

− 1

ln z∗ + αn−1+2n2−1
2(n−1)n

=

=
−γ̄n(

ln z∗ + αn+2(n+1)2−1
2n(n+1)

)(
ln z∗ + αn−1+2n2−1

2(n−1)n

) ,
äå

γ̄n =
αn + 2(n+ 1)2 − 1

2n(n+ 1)
− αn−1 + 2n2 − 1

2(n− 1)n
.

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ αn ç (5.28). Òîäi ìà¹ìî

γ̄n =

(n+1)αn−1+2(2n2−1)
n−1 + 2(n+ 1)2 − 1

2n(n+ 1)
− αn−1 + 2n2 − 1

2(n− 1)n
=

=
(n+ 1)αn−1 + 2(2n2 − 1) + (n− 1)(2(n+ 1)2 − 1)

2(n− 1)n(n+ 1)
−

−(n+ 1)(αn−1 + 2n2 − 1)

2(n− 1)n(n+ 1)
=

2n+ 1

n(n+ 1)
.

Âðåøòi îòðèìó¹ìî, ùî b2n+1(z∗) = −(2n+1)

n(n+1)
(

ln z∗+an

)(
ln z∗+an−1

) . Îòæå, ôîðìó-
ëè (5.29) âèêîíó¹òüñÿ.

Iç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî â îêîëi òî÷êè z∗ 6= 0 ôóíêöiÿ z ln z ìîæå áóòè

ðîçâèíóòà â Ò�ËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì:

z ln z = z∗ ln z∗ +
z − z∗

1
ln z∗+1

+

z − z∗
−2z∗(ln z∗ + 1)2 +

z − z∗
−3/2

(ln z∗+1)(ln z∗+5/2)
+

+

z − z∗
−4z∗(ln z∗ + 5/2)2 +

z − z∗
−5/6

(ln z∗+5/2)(ln z∗+10/3)
+

z − z∗
−6z∗(ln z∗ + 10/3)2 +

+

z − z∗
−7/12

(ln z∗+10/3)(ln z∗+47/12)
+ · · · +

z − z∗
−(2n−1)/(n−1)n

(ln z∗+an−2)(ln z∗+an−1)
+

z − z∗
−2nz∗(ln z∗+an−1)2 +
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+

z − z∗
−(2n+1)/n(n+1)

(ln z∗+an−1)(ln z∗+an)
+

z − z∗
−2(n+ 1)z∗(ln z∗ + an)2 + · · ·

.

Ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî:

z ln z=z∗ ln z∗+
(z−z∗)(ln z∗+1)

1 +

z−z∗
−2z∗(ln z∗+1) +

(z−z∗)(ln z∗+5/2)

−3/2 +

+

(z − z∗)(ln z∗ + 1)

−4z∗(ln z∗ + 5/2) +

(z − z∗)(ln z∗ + 10/3)

−5/6 +

(z − z∗)(ln z∗ + 5/2)

−6z∗(ln z∗ + 10/3) +

+ · · · +

(z − z∗)(ln z∗ + an−1)

−(2n− 1)/(n− 1)n +

(z − z∗)(ln z∗ + an−2)

−2nz∗(ln z∗ + an−1) +

+

(z − z∗)(ln z∗ + an)

−(2n+ 1)/n(n+ 1) +

(z − z∗)(ln z∗ + an−1)

−2(n+ 1)z∗(ln z∗ + an) + · · ·
. (5.32)

Â îêîëi òî÷êè z = 1 ðîçâèíåííÿ ìàòèìå âèãëÿä:

z ln z =
z − 1

1 +

z − 1

−2 +

5/2(z − 1)

−3/2 +

z − 1

−10 +

10/3(z − 1)

−5/6 +

+

5/2(z − 1)

−20 + · · · +

an−1(z − 1)

−(2n− 1)/(n− 1)n +

an−2(z − 1)

−2nan−1 +

+

an(z − 1)

−(2n+ 1)/n(n+ 1) +

an−1(z − 1)

−2(n+ 1)an + · · ·
.

Äëÿ ôóíêöié zez, ez/z, sin z, cos z, sh z, ch z íå âäàëîñÿ âñòàíîâèòè ôîð-

ìóëè äëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå n�ãî ïîðÿäêó, à îòæå íåâiäîìèé çà-

ãàëüíèé âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá. Äëÿ

öèõ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (1.69) ìîæíà çíà-

éòè êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå äî ïåâíîãî ïîðÿäêó. Òàê â ìîíî-

ãðàôi¨ àâòîðà [92, ñ. 266�278] ïîáóäîâàíi íàáëèæåííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ ôóí-

êöié ïiäõiäíèìè äðîáàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå. Äåÿêi ÷èñëîâi ðåçóëü-

òàòè, ÿêi iëþñòðóþòü åôåêòèâíiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨

sinx, cosx, shx, chx ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ðîçãëÿíóòi â äèñåðòàöiéíié ðî-

áîòi Ð. À. Êàöàëè [36]. Â êíèçi Î. Ì. Õîâàíñüêîãî [116, ñ. 162�168] îòðèìàíi

ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ öèõ ôóíêöié çà ìåòîäîì Âiñêîâàòîâà.
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5.5. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

Äîâåäåìî äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.24. ßêùî êîåôiöi¹íòè ÔÑÐ

L(z∗) = c0(z∗) +
∞∑
n=1

cn(z∗)(z − z∗)n, (5.33)

òàêi, ùî

c0(z∗) 6= 0, H
(1)
k (z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) 6= 0, k ∈ N,

äå H
(n)
k (z∗) ¹ âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ óòâîðåíèé ç êîåôiöi¹íòiâ L(z∗), òî ïðà-

âèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá C(z∗) = a0(z∗) + K(an(z∗)(z − z∗)/1) áóäå âiä-

ïîâiäíèì â òî÷öi z∗ 6= 0 ÔÑÐ (5.33), äå

a0(z∗) = c0(z∗), a1(z∗) = c1(z∗), a2k(z∗) =
−H(1)

k−1(z∗)H
(2)
k (z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

,

a2k+1(z∗) = −
H

(1)
k+1(z∗)H

(2)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k (z∗)

, k ∈ N.

(5.34)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ÔÑÐ L íàñòóïíèì ÷èíîì

L(z∗) = c0(z∗) L̃(z∗) = c0(z∗)
(

1 +
∞∑
n=1

c̃n(z∗)z̃
n
)
, c̃n(z∗) =

cn(z∗)

c0(z∗)
,

äå n ∈ N, z̃ = z − z∗.
Çà ïðèïóùåííÿì c0(z∗) 6= 0, H

(1)
k (z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) 6= 0, îòæå çãiäíî iç

òåîðåìîþ 1.29 ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá C̃(z∗) = 1 + K(ãn(z∗)z̃/1),

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ðiâíi ã1(z∗) = H̃
(1)
1 (z∗), ã2k(z∗) = −

(
H̃

(1)
k−1(z∗)H̃

(2)
k (z∗)

)
:

:
(
H̃

(1)
k (z∗)H̃

(2)
k−1(z∗)

)
, ã2k+1(z∗) = −

(
H̃

(1)
k+1(z∗)H̃

(2)
k−1(z∗)

)/(
H̃

(1)
k (z∗)H̃

(2)
k (z∗)

)
,

äå

H̃
(n)
0 (z∗) = 1, H̃

(n)
k (z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̃n(z∗) c̃n+1(z∗) · · · c̃n+k−1(z∗)

c̃n+1(z∗) c̃n+2(z∗) · · · c̃n+k(z∗)
... ... . . . ...

c̃n+k−1(z∗) c̃n+k(z∗) · · · c̃n+2k−2(z∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k ∈ N,
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áóäå âiäïîâiäíèé ÔÑÐ L̃(z∗).

Âðàõóâàâøè, ùî H̃(n)
s (z∗) = H

(n)
s (z∗)/(c0(z∗))

s âðåøòi ðåøò ìà¹ìî

ã1(z∗) =
H

(1)
1 (z∗)

c0(z∗)
=
a1(z∗)

c0(z∗)
, ã2k(z∗) = −

H
(1)
k−1(z∗)H

(2)
k (z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

= a2k(z∗),

ã2k+1(z∗) = −
H

(1)
k+1(z∗)H

(2)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k (z∗)

= a2k+1(z∗).

Íåõàé

f(z) = b0(z∗) +
∞

K
n=1

z − z∗
bn(z∗)

(5.35)

ôîðìàëüíå ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ËÄ. Çàïèøå-

ìî ëàíöþãîâèé äðiá (5.35) ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè ðiâíèìè îäèíèöi

f(z) = ω0(z∗) +
∞

K
n=1

ωn(z∗)(z − z∗)
1

, (5.36)

äå

ω0(z∗) = b0(z∗), ω1(z∗) =
1

b1(z∗)
, ωn(z∗) =

1

bn−1(z∗)bn(z∗)
, n ∈ N2. (5.37)

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ôóíêöiÿ f â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðîçâèíåíà â ÔÑÐ

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z∗)(z − z∗)n, äå cn(z∗) =
f (n)(z∗)

n!
, (5.38)

òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.24 iñíó¹ âiäïîâiäíèé ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�

äðiá

f(z) = a0(z∗) +
∞

K
n=1

an(z∗)(z − z∗)
1

, (5.39)

äå êîåôiöi¹íòè an(z∗) âèçíà÷àþòüñÿ çà (5.34).

Òåîðåìà 5.25. Êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (5.36) òà (5.39) ðiâíi

ìiæ ñîáîþ, òîáòî an(z∗) = ωn(z∗), n ∈ N0.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî a0(z∗) = ω0(z∗), a1(z∗) = ω1(z∗). Âèçíà÷èìî

êîåôiöi¹íòè ωn(z∗) ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.36) ÷åðåç âèçíà÷íèêè Ãàíêåëÿ. Iç

ôîðìóë (5.6) òà (5.37) ìà¹ìî:

ω2k(z∗)=−
H

(2)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)H

(1)
k−1(z∗)H

(1)
k (z∗)

(H
(1)
k (z∗))2(H

(2)
k−1(z∗))

2
=−

H
(2)
k (z∗)H

(1)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k−1(z∗)

=a2k(z∗),

ω2k+1(z∗) = −
H

(1)
k (z∗)H

(2)
k+1(z∗)H

(2)
k−1(z∗)H

(2)
k (z∗)

(H
(1)
k (z∗))2(H

(2)
k (z∗))2

=

= −
H

(2)
k−1(z∗)H

(1)
k+1(z∗)

H
(1)
k (z∗)H

(2)
k (z∗)

= a2k+1(z∗), k =∈ N.

Iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâàþòü íàñòóïíi âàæëèâi âèñíîâêè.

Íàñëiäîê 5.2. Ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.39) i ëàíöþãîâèé

äðiá Òiëå (5.35) åêâiâàëåíòíi, à îòæå Ò�ËÄ ¹ âiäïîâiäíèì ÔÑÐ (5.38).

Íàñëiäîê 5.3. Ðîçâèíåííÿ â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå (1.72) ôóíêöi¨ f(z)

áóäå âiäïîâiäíèì â òî÷öi z = z∗ ðîçâèíåííþ ó ÔÑÐ (5.38) öi¹¨ ôóíêöi¨ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

c0(z∗) 6= 0, H
(1)
k (z∗) 6= 0, H

(2)
k (z∗) 6= 0, k ∈ N.

Çàóâàæåííÿ 5.4. Â êíèçi Ë. Ëîðåíöåí òà Ã. Âîäåëàíäà [157, ñ. 249]

ïîêàçàíî, ùî iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå (1.25) íå áóäå âiäïî-

âiäíèì ñòåïåíåâîìó ðÿäó. Â òîé æå ÷àñ, ãðàíè÷íèé âèïàäîê Ò�IËÄ, òîáòî

ëàíöþãîâèé äðiá ó ÿêîãî âñi âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ z0, z1, . . . , zn ïðÿìóþòü äî

îäíîãî i òîãî æ çíà÷åííÿ z∗, äà¹ ôîðìàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå, ÿêèé

áóäå âiäïîâiäíèì ÔÑÐ â òî÷öi z∗.

Çâiäñè òà iç òåîðåìè 1.33 îòðèìó¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ ëàíöþãîâèì äðîáîì

Òiëå (1.72) i àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå.
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Íàñëiäîê 5.4. Íåõàé (5.38) ¹ ðîçâèíåííÿ â ÔÑÐ ôóíêöi¨ f(z), ÿêî-

ìó âiäïîâiäíèé Ò�ËÄ (1.72) ç n�ì ïiäõiäíèì äðîáîì Tn(z). Òîäi äëÿ êî-

æíî¨ àïðîêñèìàíòè Ïàäå R[n,m] = Pn,m/Qn,m ÔÑÐ (5.38) ôóíêöi¨ f(z)

ç ïîñëiäîâíîñòi R[0,0](z), R[1,0](z), R[1,1](z), R[2,1](z), R[2,2](z), R[3,2](z), . . . áó-

äóòü âèêîíóâàòèñÿ ðiâíîñòi T2m(z) = R[m,m](z), T2m+1(z) = R[m+1,m](z),

m ∈ N0.

Âiäïîâiäíèé ÔÑÐ ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.36) åêâiâàëåíòíèé

Ò�ËÄ (1.72). À òîäi êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C�äðîáó ìîæóòü

áóòè çíàéäåíi íå òiëüêè ÷åðåç âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ

(1.51), à òàêîæ ÷åðåç îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå íàñòóïíèì ÷èíîì

ω0(z∗) = f(z∗), ω1(z∗) =
1

8f(z∗)
, ωn(z∗) =

1

n(n− 1)8
(
(n−1)f(z∗)

)
8
(
(n−2)f(z∗)

) ,
äå n ∈ N2. Ôîðìóëè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç (1.70) òà (5.37).

Òåîðåìà 5.26. ßêùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ f(z) ìà¹

ðîçâèíåííÿ â ïðàâèëüíèì ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.36) i lim
n→∞

ωn(z∗) = a 6= 0,

a ∈ C, òî: (A) ëàíöþãîâèé äðiá (5.36) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z), ÿêà

ìåðîìîðôíà â Ra = {z ∈ C : | arg (a(z − z∗) + 1/4)| < π}; (B) çáiæíiñòü

áóäå ðiâíîìiðíîþ íà êîæíîìó êîìïàêòi Z ⊂ Ra, ÿêèé íå ìiñòèòü ïîëþ-

ñiâ ôóíêöi¨ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = z∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z̄ = z − z∗. Òîäi ëàíöþãîâèé äðiá (5.36) çàïèøåòüñÿ

ó âèãëÿäi

f(z̄) = ω0(z∗)

(
1 +

ω1(z∗)z̄/ω0(z∗)

1 +

∞

K
n=2

ωn(z∗)z̄

1

)
.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.31 ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

1 +
ω1(z∗)z̄/ω0(z∗)

1 +

ω2(z∗)z̄

1 +

ω3(z∗)z̄

1 + · · ·

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f̃(z̄), ÿêà ìåðîìîðôíà â

R̄a = {z ∈ C : | arg (az̄ + 1/4)| < π} = Ra,
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i çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R̄a, ÿêèé íå ìiñòèòü

ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f̃(z̄). Ôóíêöiÿ f̃(z̄) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z̄ = 0. Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ f̄(z) = ω0(z∗) f̃(z − z∗). Çãiäíî iç íàñëiäêîì 5.2 ëàíöþãîâèé äðiá

(5.36) âiäïîâiäíèé ñòåïåíåâîìó ðÿäó L(f) ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z∗. Çãiäíî

iç òåîðåìîþ 1.32 L(f) = L(f̄). Âèõîäÿ÷è iç ¹äèíîñòi ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ó

ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä ìà¹ìî, ùî f = f̄ .

Òåîðåìà 5.27. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ ðîçâèíåí-

íÿ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.36), ωn(z∗) 6= 0, lim
n→∞

ωn(z∗) = 0. Òî-

äi: (A) ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.36) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z);

(B) íà êîæíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C, ÿêèé íå ìiñòèòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f(z),

ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî; (C) ôóíêöiÿ f(z)

ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = z∗ i f(z∗) = ω0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z̄ = z−z∗. Òîäi ëàíöþãîâèé äðiá (5.36) ïåðåïèøåòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

f(z̄) = ω0(z∗)

(
1 +

ω1(z∗)z̄/ω0(z∗)

1 +

∞

K
n=2

ωn(z∗)z̄

1

)
.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.30 ëàíöþãîâèé äðiá

1 +
ω1(z∗)z̄/ω0(z∗)

1 +

∞

K
n=2

ωn(z∗)z̄

1

çáiãà¹òüñÿ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f̃(z̄). Íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi ç C, ÿêèé

íå ìiñòèòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f̃(z̄), ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Ôóíêöiÿ f̃(z̄) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z̄ = 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f̄(z) =

= ω0(z∗)f̃(z − z∗). Ëàíöþãîâèé äðiá (5.36) âiäïîâiäíèé ñòåïåíåâîìó ðÿäó

L(f) ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z∗ çãiäíî iç íàñëiäêîì 5.2. Çãiäíî iç òåîðåìîþ

1.32 L(f) = L(f̄). Âèõîäÿ÷è iç ¹äèíîñòi ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ó ôîðìàëüíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä ìà¹ìî, ùî f(z) = f̄(z).

Â ðîçäiëi 5.4 áóëè ðîçãëÿíóòi ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié â ëàíöþãî-

âèé äðiá Òiëå. Ñïèðàþ÷èñü íà ñïiââiäíîøåííÿ (5.37), îòðèìà¹ìî ðîçâèíå-
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ííÿ öèõ ôóíêöié â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá òà âñòàíîâèìî îáëàñòi

çáiæíîñòi îòðèìàíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

5.5.1. Ôóíêöiÿ (c + z)α. Íåõàé α ∈ C\Z, c ∈ C. Iç ôîðìóë (5.10) òà

(5.37) ìà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.35) áóäóòü ðiâíi

ω0(z∗) = (c+ z∗)
α, ω1(z∗) = α(c+ z∗)

α−1, ω2k(z∗) =
k − α

2(2k − 1)(c+ z∗)
,

ω2k+1(z∗) =
k + α

2(2 k + 1)(c+ z∗)
, k ∈ N.

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ (c+z)α â îêîëi òî÷êè z = z∗ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé

C�äðiá ìà¹ âèãëÿä

(c+ z)α = (c+ z∗)
α

(
1 +

α(z−z∗)
c+z∗

1 +

(1−α)(z−z∗)
2(c+z∗)

1 +

(1+α)(z−z∗)
6(c+z∗)

1 +

+

(2−α)(z−z∗)
6(c+z∗)

1 + · · · +

(k−α)(z−z∗)
(4k−2)(c+z∗)

1 +

(k+α)(z−z∗)
(4k+2)(c+z∗)

1 + · · ·

)
. (5.40)

ßêùî c = 1, z∗ = 0, òî îòðèìà¹ìî âiäîìå ðîçâèíåííÿ [131, ñ. 218]

(1 + z)α = 1 +
α z

1 +

1−α
2 z

1 +

1+α
6 z

1 + · · · +

k−α
4k−2z

1 +

k+α
4k+2z

1 + · · ·
.

Òåîðåìà 5.28. (A) Ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.40) òà åêâiâà-

ëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.11) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ (c + z)α íà ìíîæèíi

R(c, z∗) = {z ∈ C : | arg(c + z) − arg(c + z∗)| < π}; (B) íà äîâiëüíîìó

êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗) ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
k→∞

k−α
2(2k−1)(c+z∗)

= lim
k→∞

k+α
2(2k+1)(c+z∗)

= 1
4(c+z∗)

, òî òî-

äi arg
(

z−z∗
4(z∗+c)

+ 1
4

)
= arg

(
z+c

4(c+z∗)

)
= arg(z+c)−arg(c+z∗). Çãiäíî iç òåîðåìîþ

5.26 ìà¹ìî, ùî ëàíöþãîâi äðîáè (5.40) òà (5.11) çáiãàþòüñÿ äî (c + z)α íà

R(c, z∗) i íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗) ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî.
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ßêùî α = n, n ∈ N, òî ôóíêöiÿ (c+ z)n ïîäà¹òüñÿ ñêií÷åííèì ïðàâèëü-

íèì ëàíöþãîâèì C�äðîáîì âèãëÿäó

(c+ z)n = (c+ z∗)
n

(
1 +

n
c+z∗

(z − z∗)
1 +

1−n
2(c+z∗)

(z − z∗)
1 +

1+n
6(c+z∗)

(z − z∗)
1 +

+

2−n
6(c+z∗)

(z − z∗)
1 + · · · +

−1
(4n−6)(c+z∗)

(z − z∗)
1 +

2n−1
(4n−2)(c+z∗)

(z − z∗)
1

)
.

Ó âèïàäêó, êîëè α = −n,∈ N, àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (c+ z)−n

ïîäà¹òüñÿ ñêií÷åííèì ïðàâèëüíèì ëàíöþãîâèì C�äðîáîì

(c+ z)−n = (c+ z∗)
−n
(

1 +

−n(z−z∗)
c+z∗

1 +

(1+n)(z−z∗)
2(c+z∗)

1 +

(1−n)(z−z∗)
6(c+z∗)

1 +

+

(2+n)(z−z∗)
6(c+z∗)

1 + · · · +

−1(z−z∗)
(4n−2)(c+z∗)

1 +

2n(z−z∗)
(4n−2)(c+z∗)

1

)
.

ßêùî z∗, c, α ∈ R, c+z∗ > 0, α < 1, òî ìà¹ìî ëàíöþãîâèé S�äðiá. Çãiäíî

iç òåîðåìîþ 1.9 â îáëàñòi çáiæíîñòi ëàíöþãîâîãî äðîáó | arg(z + c)| < π,

âèêîíó¹òüñÿ àïðiîðíà îöiíêà (1.13), òîáòî ÿêùî z = ρe2ϕi, |ϕ| < π/2, òî

|(c+ z)α − fn(z)| 6 2αρ

z cosϕ

n∏
k=2

√
1 +

2ρ

cos2 ϕ

[k/2] + (−1)k+1α

(k + (−1)k+1)z
− 1√

1 +
2ρ

cos2 ϕ

[k/2] + (−1)k+1α

(k + (−1)k+1)z
+ 1

,

òà çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.11 âiðíà àïîñòåðiîðíà îöiíêà (1.15).

5.5.2. Ôóíêöiÿ ez. Ç òåîðåìè 5.16 òà ñïiââiäíîøåííÿ (5.16) ìà¹ìî,

ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ez â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá â

îêîëi òî÷êè z = z∗ áóäóòü ðiâíi

ω0(z∗)=ω1(z∗) = ez∗, ω2n(z∗)=
−1

2(2n−1)
, ω2n+1(z∗)=

1

2(2n+1)
, n∈N, (5.41)

à òîäi ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ

ez = ez∗
(

1 +
z−z∗

1 −
(z−z∗)/2

1 +

(z−z∗)/6
1 −

(z−z∗)/6
1 +

(z−z∗)/10

1 −
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− · · · −
(z − z∗)/(2 (2k − 1))

1 +

(z − z∗)/(2 (2k + 1))

1 − · · ·

)
. (5.42)

Â îêîëi òî÷êè z = 0 ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C� äðiá (5.42) íàáóäå

âèãëÿäó [131, ñ. 194]

ez = 1 +
z

1 −
z/2

1 +

z/6

1 − · · · −
z/(2 (2k − 1))

1 +

z/(2 (2k + 1))

1 − · · ·
.

Òåîðåìà 5.29. (A) Ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.42) òà åêâiâà-

ëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.13) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ ez íà âñié êîìïëåêñíié

ïëîùèíi C; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþ-

òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
k→∞

(−1)/2 (2k − 1) = lim
k→∞

1/2 (2k + 1) = 0, i êðiì

òîãî ç (5.41) ìà¹ìî, ùî ωn 6= 0, n ∈ N, òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.27 îòðèìà¹ìî

òâåðäæåííÿ äàíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.30. ßêùî |z − z∗| < 1
2 − ε, äå 0< ε < 1

2, òî äëÿ n�ãî ïiä-

õiäíîãî äðîáó Dn(z; ez) ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C-äðîáó (5.42) ìà¹ ìiñöå

àïîñòåðiîðíà îöiíêà

|ez −Dn(z; ez)| 6
√

2− 2
√
ε

4
√
ε

∣∣Dn(z; ez)−Dn−1(z; ez)
∣∣, n ∈ N2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |z − z∗| < 1/2 − ε, òî äëÿ n ∈ N2, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |ωn(z∗)(z− z∗)| < 1/4− ε0, äå ωn(z∗) âèçíà÷åíi â (5.41), ε0 = ε/2.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.10 ìà¹ ìiñöå àïîñòåðiîðíà îöiíêà (1.14), òîáòî êîëè

n ∈ N2, òî |ez − Dn(z; ez)| 6
(
(1 − 2

√
ε0)/4

√
ε0

)
|Dn(z; ez) − Dn−1(z; ez)| =

=
(
(
√

2− 2
√
ε)/4
√
ε
)
|Dn(z; ez)−Dn−1(z; ez)|.

Àíàëîãi÷íî, iç ôîðìóë (5.14) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóí-

êöi¨ eiz â îêîëi òî÷êè z = z∗ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá áóäóòü ðiâíi

ω0(z∗) = eiz, ω1(z∗) = ieiz, ω2n(z∗) =
−i

2(2n+1)
, ω2n+1(z∗) =

i

2(2n+1)
, n∈N.

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

eiz = eiz∗
(

1 +
i(z − z∗)

1 −
i(z − z∗)/2

1 +

i(z − z∗)/6
1 −

i(z − z∗)/6
1 +
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+ · · · +

i(z − z∗)/2(2n− 1)

1 −
i(z − z∗)/2(2n− 1)

1 + · · ·

)
. (5.43)

Îñêiëüêè ωn(z∗) 6= 0 i limn→∞ ωn(z∗) = 0, òî ëàíöþãîâèé äðiá â ïðàâié

÷àñòèíi (5.43) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ eiz íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi i íà

äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà.

Ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z = 0 ôóíêöiÿ ìà¹ ðîçâèíåííÿ

eiz = 1 +
iz

1 −
iz/2

1 +

iz/6

1 − · · · +

iz/2(2n− 1)

1 −
iz/2(2n− 1)

1 + · · ·
.

5.5.3. Ôóíêöiÿ tg z. Ç òåîðåìè 5.18 ìà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíå-

ííÿ ôóíêöi¨ tg z â îêîëi òî÷êè z = z∗ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá

áóäóòü ðiâíi

ω0(z∗) = z, ω1(z∗) = 1 + z2, ω2n =
(−1)nz(−1)n−1

2n− 1
,

ω2n+1 =
(−1)nz(−1)n

2n+ 1
, z = tg z∗, n ∈ N.

(5.44)

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z ó ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá ìà¹ âèãëÿä

tg z = z +
(1 + z2)(z−z∗)

1 −
z(z−z∗)

1 −

1
3z(z−z∗)

1 +

1
3z(z−z∗)

1 +

+

z
5(z−z∗)

1 −

z
5(z − z∗)

1 −

1
7z(z − z∗)

1 +

1
7z(z − z∗)

1 + · · · +

+

(−1)nz(−1)n−1 1
2n−1(z − z∗)

1 +

(−1)nz(−1)n 1
2n+1(z − z∗)
1 + · · ·

. (5.45)

Êîëè z∗ = π/4, òî êîåôiöi¹íòè ωn áóäóòü ðiâíi

ω0(
π
4 ) = 1, ω1(

π
4 ) = 2, ω2n(

π
4 ) =

(−1)n

2n− 1
, ω2n+1(

π
4 ) =

(−1)n

2n+ 1
, n ∈ N,

i ëàíöþãîâèé äðiá (5.45) çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

tg z = 1 +
2(z−π/4)

1 −
(z−π/4)

1 −
(z−π/4)/3

1 +

(z−π/4)/3

1 + · · · +

+

(−1)k (z − π/4)/(2k − 1)

1 +

(−1)k (z − π/4)/(2k + 1)

1 + · · ·
.
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Óòâîðèìî ïàðíó ÷àñòèíó ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.45). Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.3

òà ôîðìóëàìè (1.5) ìà¹ìî, ùî åëåìåíòè ïàðíî¨ ÷àñòèíè ðiâíi

b∗0(z∗) = z, a∗1(z∗) = (1 + z2)(z − z∗), b∗1(z∗) = 1− z(z − z∗),

a∗n(z∗) = − (z − z∗)2

(2n− 1)(2n− 3)
, b∗n(z∗) = 1, n ∈ N2.

Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ

tg z = z +
(z−z∗)

(
1 + z2

)
1− z(z−z∗) −

(z−z∗)2
/

3

1 −
(z−z∗)2

/
15

1 −
(z−z∗)2

/
35

1 −

− · · · −
(z−z∗)2

/(
(2n− 3)(2n− 1)

)
1 − · · ·

. (5.46)

ßêùî z∗ = 0, òî îòðèìà¹ìî âiäîìå ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â ïðàâèëüíèé

ëàíöþãîâèé C�äðiá â îêîëi z = 0 [131, ñ. 202]

tg z =
z

1 −
z2
/

3

1 −
z2
/

15

1 −
z2
/

35

1 − · · ·−
z2
/(

(2n− 3)(2n− 1)
)

1 − · · ·
.

Òåîðåìà 5.31. (A) Ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.45) òà åêâiâà-

ëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.17) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ tg z íà âñié êîìïëåêñíié

ïëîùèíi C çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ òî÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîì-

ïàêòi

Z1 ⊂ C\{(2k + 1)π2 : k ∈ Z} (5.47)

ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
n→∞

(−1)n(tg z∗)
(−1)n−1

2n−1 = lim
n→∞

(−1)n(tg z∗)
(−1)n

2n+1 = 0, òî

çãiäíî ç ôîðìóëàìè (5.44) äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z1, ωn(z∗) 6= 0. Â ñèëó

òåîðåìè 5.27 äàíà òåîðåìà ìà¹ ìiñöå.

Åëåìåíòè a∗n(z∗), b
∗
n(z∗) ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.46) òàêi, ùî a∗n(z∗) 6≡ 0,

b∗n(z∗) = 1, n ∈ N2, òî ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.32. (A) Ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.46) çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ tg z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ òî-

÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z2 ⊂ C\{π2 + kπ : k ∈ Z}
ëàíöþãîâèé äðiá (5.46) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.
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Òåîðåìà 5.33. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 1
3 6 | tg z∗| 6 1. Äëÿ

ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.45) ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöiíêà (1.14) äëÿ âñiõ òàêèõ

z ç êîìïàêòó (5.47), ùî |z − z∗| 6 1
4 − ε, äå 0 < ε < 1

4.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi ωn(z∗), n ∈ N2, ÿêi âèçíà÷åííi â (5.44), çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü 1
3| tg z∗| 6 |ωn| 6 | tg z∗|, òî ç ïðèïóùåíü òåîðåìè âè-

ïëèâà¹, ùî âñi åëåìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.45) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

òåîðåìè 1.10, à òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (1.14).

5.5.4. Ôóíêöi¨ ctg z, th z, cth z. Çíàéäåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ctg z,

th z, cth z â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá. Ç òåîðåì 5.21, 5.27 òà ôîðìóë

(5.21), (5.37) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.34. (A) Ðîçâèíåííÿ ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ ctg z â ïðàâèëü-

íèé ëàíöþãîâèé C�äðiá â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ âèãëÿä

ctg z = z− (1 + z2)(z − z∗)
1 +

z(z − z∗)
1 +

(z − z∗)/(3z)
1 −

(z − z∗)/(3z)
1 −

−
z(z − z∗)/5

1 +

z(z − z∗)/5
1 + · · · +

(−1)n−1 (z)(−1)n−1(z − z∗)/(2n− 1)

1 +

+

(−1)n−1 (z)(−1)n(z − z∗)/(2n+ 1)

1 + · · ·
, z = ctg z∗ ; (5.48)

(B) ëàíöþãîâèé äðiá (5.48) òà åêâiâàëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.25) çáiãà-

þòüñÿ äî ôóíêöi¨ ctg z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì îñî-

áëèâèõ òî÷îê ôóíêöi¨; (C) ëàíöþãîâi äðîáè (5.48) òà (5.25) çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z1 ⊂ C\{kπ : k ∈ Z}; (D) íåõàé

1 6 | ctg z∗| 6 3. Äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.48) ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöií-

êà (1.14) äëÿ âñiõ çíà÷åíü z ç êîìïàêòó Z1 ⊂ C\{kπ : k ∈ Z}, ùî
|z − z∗| 6 1

4 − ε, äå 0 < ε < 1
4 .

Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.48) áóäå ëàíöþãîâèé äðiá

ctg z = z− (1 + z2)(z−z∗)
1 + z(z−z∗) −

(z−z∗)2/3

1 −
(z−z∗)2/15

1 −
(z−z∗)2/35

1 −
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−
(z−z∗)2/63

1 − · · · −
(z−z∗)2/(2n− 3)(2n− 1)

1 − · · ·
, (5.49)

ÿêèé çáiæíèé äî ctg z. Íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z3 ⊂ C\{kπ : k ∈ N}
ëàíöþãîâèé äðiá (5.49) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Ç ôîðìóë (5.19) òà òèõ æå òåîðåì âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.35. (A) Ôóíêöiþ th z â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìîæíà ðîçâè-

íóòè â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá âèãëÿäó

th z = z− (z2 − 1)(z − z∗)
1 +

z(z − z∗)
1 −

(z − z∗)/3z
1 +

+

(z − z∗)/3z
1 −

z(z − z∗)/5
1 +

z(z − z∗)/5
1 −

(z − z∗)/7z
1 +

+

(z − z∗)/7z
1 −

z(z − z∗)/9
1 + · · · +

(z)(−1)k−1(z − z∗)/(2k − 1)

1 −

−
(z)(−1)k(z − z∗)/(2k + 1)

1 + · · ·
, z = th z∗; (5.50)

(B) ëàíöþãîâèé äðiá (5.50) òà åêâiâàëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.20) çáiãàþ-

òüñÿ äî ôóíêöi¨ th z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ

òî÷îê ôóíêöi¨; (C) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{iπ(k + 1
2) : k ∈ Z}

ëàíöþãîâi äðîáè (5.50) òà (5.20) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî; (D) ïàðíà ÷à-

ñòèíà ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.50)

th z = z−
(z − z∗)

(
z2 − 1

)
(z − z∗)z + 1 +

(z − z∗)2
/

3

1 +

(z − z∗)2
/

15

1 +

+

(z − z∗)2
/

35

1 + · · · +

(z − z∗)2
/(

(2k − 1)(2k + 1)
)

1 + · · ·
(5.51)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòi Z1 ⊂ C\{i(π2 + kπ) : k ∈ Z}; (E) ÿêùî
1/3 6 | th z∗|, òî äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.50) ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöiíêà

(1.14) äëÿ âñiõ çíà÷åíü z ç êîìïàêòó (5.47), ùî |z−z∗| 6 1
4−ε, äå 0 < ε < 1

4.

Ó âèïàäêó, êîëè z∗ = 0 ëàíöþãîâèé äðiá (5.51) íàáóâà¹ âèãëÿäó

th z =
z

1 +

z2
/

3

1 +

z2
/

15

1 +

z2
/

35

1 + · · ·+
z2
/(

(2k − 1)(2k + 1)
)

1 + · · ·
.
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Öå ðîçâèíåííÿ ìîæå áóòè îòðèìàíå ÿê ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ Ðiêêàòi [59, ñ. 139], [60, ñ. 301], [131, ñ. 211].

Äëÿ ôóíêöi¨ cth z ç ôîðìóë (5.22), (5.37) òà òåîðåì 5.22, 5.27 âèïëèâà¹

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.36. (A) Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth z â îêîëi òî÷êè z = z∗ â

ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá ìà¹ âèãëÿä

cth z = z− (z2 − 1)(z − z∗)
1 +

z(z − z∗)
1 −

(z − z∗)/3z
1 +

+

(z − z∗)/3z
1 −

z(z − z∗)/5
1 +

z(z − z∗)/5
1 −

(z − z∗)/7z
1 +

+

(z − z∗)/7z
1 −

z(z − z∗)/9
1 + · · · +

(z)(−1)k−1(z − z∗)/(2k − 1)

1 −

−
(z)(−1)k(z − z∗)/(2k + 1)

1 + · · ·
, z = cth z∗; (5.52)

(B) ëàíöþãîâèé äðiá (5.52) òà åêâiâàëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.26) çáiãàþ-

òüñÿ äî ôóíêöi¨ cth z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ

çíà÷åíü ôóíêöi¨; (C) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{i kπ : k ∈ Z} ëàí-
öþãîâi äðîáè (5.52) òà (5.26) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî; (D) ïàðíà ÷àñòèíà

ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.52)

cth z = z−
(z − z∗)

(
z2 − 1

)
(z − z∗)z + 1 +

(z − z∗)2
/

3

1 +

(z − z∗)2
/

15

1 +

+

(z − z∗)2
/

35

1 + · · · +

(z − z∗)2
/(

(2k − 1)(2k + 1)
)

1 + · · ·
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{i kπ : k ∈ Z}.

5.5.5. Ôóíêöiÿ ln(c+ z). Îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c+ z) â

ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá.

Òåîðåìà 5.37. (A) Â îêîëi òî÷êè z = z∗, z∗ 6= −c, ôóíêöiÿ ln(c + z)

ìà¹ ðîçâèíåííÿ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá âèãëÿäó
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ln(c+ z) = ln(z) +

1
z (z − z∗)

1 +

1
2z(z − z∗)

1 +

1
6z(z − z∗)

1 +

1
3z(z − z∗)

1 +

+ · · · +

n
2(2n−1)z(z − z∗)

1 +

n
2(2n+1)z(z − z∗)

1 + · · ·
, z = c+ z∗; (5.53)

(B) ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.53) òà åêâiâàëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ

(5.23) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ ln(c + z) äëÿ âñiõ çíà÷åíü z 6∈ (−∞,−c);
(C) ëàíöþãîâi äðîáè (5.53) òà (5.23) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó

êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗) = {z ∈ C\{−c} : | arg(z + c) − arg(c + z∗)| < π};
(D) ÿêùî c, z∗ ∈ R, c+z∗ > 0, òî ôóíêöiÿ ln(c+z) ìîæå áóòè ðîçâèíóòà

â ëàíöþãîâèé S�äðiá, ÿêèé ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

Z ⊂ {z ∈ C\{−c} : | arg(c+z)| < π} i ìàþòü ìiñöå: (D1) àïðiîðíà îöiíêà

|f(z)− fn(z)| 6 2ρ

z cosϕ

n∏
k=2

√
1 + 4ρ

cos2 ϕ
[k/2]

2(k+(−1)k+1)z
− 1√

1 + 4ρ
cos2 ϕ

[k/2]
2(k+(−1)k+1)z

+ 1
, n ∈ N2,

äå z = ρe2ϕi, |ϕ| < π/2, z = c+ z∗; (D2) àïîñòåðiîðíà îöiíêà (1.15).

Äîâåäåííÿ. (A) Áåçïîñåðåäíüî ç ôîðìóë (5.22) òà (5.37) âèïëèâà¹, ùî

ω0(z∗) = ln(z), ω1(z∗) =
1

z
, ω2n(z∗) =

n

2(2n−1)z
, ω2n+1(z∗) =

n

2(2n+1)z
,

êîëè n ∈ N. Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ â

ëàíöþãîâèé äðiá (5.53).

(B)�(C) Òàê ÿê êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C�äðîáó (5.53)

òàêi, ùî lim
n→∞

n
2(2n−1) (c+z∗)

= lim
n→∞

n
2(2n+1) (c+z∗)

= 1
4(c+z∗)

, òî çãiäíî iç ïóíêòîì

(A) òåîðåìè 5.26 ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ ó âñiõ òî÷êàõ êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè z 6= −c. ßêùî
∣∣ arg

(
z−z∗

4(c+z∗)
+ 1

4

)∣∣ = | arg(c+ z)− arg(c+

+ z∗)| < π, òî çãiäíî iç ïóíêòîì (B) òi¹¨ æ òåîðåìè ëàíöþãîâèé äðiá áóäå

çáiãàòèñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗).

(D) Òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òåîðåì 1.9 òà 1.11.

ßêùî c = 1 i z∗ = 0, òî ç ðîçâèíåííÿ (5.53) ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê

îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ Ëàìáåðòà�Ëàãðàíæà ôóíêöi¨ ln(1 + z) â îêîëi íóëÿ
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â ëàíöþãîâèé S�äðiá [131, ñ. 196], [189, ñ. 342]

ln(1 + z) =
z

1 +

z/2

1 +

z/6

1 + · · · +

nz/2(2n− 1)

1 +

nz/2(2n+ 1)

1 + · · ·
.

5.5.6. Ôóíêöiÿ z ln z. Ôóíêöiþ z ln z òàêîæ ìîæíà ðîçâèíóòè â ïðà-

âèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.38. (A) Ôóíêöiÿ z ln z â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ ðîçâèíåííÿ

â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá âèãëÿäó

z ln z = a0(z∗) +
a1(z∗)(z − z∗)

1 +

a2(z∗)(z − z∗)
1 +

a3(z∗)(z − z∗)
1 +

+ · · · +

a2n(z∗)(z − z∗)
1 +

a2n+1(z∗)(z − z∗)
1 + · · ·

, (5.54)

äå

a0(z∗) = z∗ ln z∗, a1(z∗) = ln z∗ + 1,

a2(z∗) =
−1

2z∗(ln z∗ + 1)
, a3(z∗) =

3(ln z∗ + 5/2)

4z∗(ln z∗ + 1)
,

a2n(z∗) =
(n− 1)(ln z∗ + an−2)

2(2n− 1) z∗(ln z∗ + an−1)
=

(n− 1)
(

ln z∗ + αn−2+2(n−1)2−1
2(n−2)(n−1)

)
2(2n− 1) z∗(ln z∗ + αn−1+2n2−1

2(n−1)n )
,

a2n+1(z∗) =
(n+ 1)(ln z∗ + an)

2(2n+ 1)z∗(ln z∗ + an−1)
=

(n+ 1)
(

ln z∗ + αn+2(n+1)2−1
2n(n+1)

)
2(2n+ 1)z∗

(
ln z∗ + αn−1+2n2−1

2(n−1)n

) ,
αn âèçíà÷åíà â (5.28), n ∈ N2; (B) ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá (5.54)

òà åêâiâàëåíòíèé éîìó Ò�ËÄ (5.32) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ z ln z äëÿ âñiõ

çíà÷åíü z 6∈ (−∞, 0); (Ñ) ëàíöþãîâi äðîáè (5.54) òà (5.32) çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(0, z∗) = {z ∈ C\{0} : | arg(z)−
arg(z∗)| < π}.

Äîâåäåííÿ. (A) Iç (5.29), (5.37) ìà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíîãî

ëàíöþãîâîãî C�äðîáó ðiâíi: ω0(z∗) = z∗ ln z∗ = a0(z∗), ω1(z∗) = 1 + ln z∗ =

= a1(z∗), ω2(z∗) = −1
2z∗(ln z∗+1) = a2(z∗), ω3(z∗) = 3(ln z∗+5/2)

4(ln z∗+1) = a3(z∗), ω2n(z∗) =

=
(n−1)

(
ln z∗+an−2

)
2(2n−1)z∗

(
ln z∗+an−1

) , ω2n+1(z∗) =
(n+1)

(
ln z∗+an

)
2(2n+1)z∗

(
ln z∗+an−1

) , n ∈ N2.
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ßêùî iç (5.30) ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ an, òî êiíöåâå îòðèìà¹ìî

ω2n(z∗) =
(n− 1)

(
ln z∗ + αn−2+2(n−1)2−1

2(n−2)(n−1)

)
2(2n− 1)z∗

(
ln z∗ + αn−1+2n2−1

2(n−1)n

) = a2n(z∗),

ω2n+1(z∗) =
(n+ 1)

(
ln z∗ + αn+2(n+1)2−1

2n(n+1)

)
(2(2n+ 1)z∗)

(
ln z∗ + α2n−1+2n2−1

2(n−1)n

) = a2n+1(z∗), n ∈ N2.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ ωm ó ôîðìóëè (5.36), îòðèìà¹ìî ðîçâè-

íåííÿ (5.54).

(B)�(C) Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî αn ìîæå áóòè ïîäàíî ó âèãëÿäi

αn = 3n2 + β
(n)
1 n+ β

(n)
0 +

β
(n)
−1

n− 1
+

β
(n)
−2

(n− 2)(n− 1)
+ · · ·+

β
(n)
−n+1

(n− 1)!
, (5.55)

äå β(n)
k , k = −n+ 1,−n+ 2, . . . , 0, 1, ¹ äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Iç (5.28) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî äëÿ α1 = 3, α2 = 23 òà α3 = 63

ñïiââiäíîøåííÿ (5.55) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè β(1)
1 = β

(1)
0 = 0, β

(2)
1 = 4, β

(2)
0 = 1,

β
(2)
−1 = 2, β

(3)
1 = 8, β

(3)
0 = β

(3)
−1 = β

(3)
−2 = 6.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâèíåííÿ (5.55) ìà¹ ìiñöå äëÿ n = k − 1. Òîäi äëÿ

n = k iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.28) ìà¹ìî, ùî

αk=
1

k−1

(
(k+1)

(
3(k−1)2 +β

(k−1)
1 (k−1)+β

(k−1)
0 +

β
(k−1)
−1

k−2
+

β
(k−1)
−2

(k−3)(k−2)
+

+ · · ·+
β

(k−1)
−(k−2)

(k − 2)!

)
+ 4k2 − 2

)
= 3k2 + (β

(k−1)
1 + 4)k + β

(k−1)
1 + β

(k−1)
0 + 1+

+
2β

(k−1)
0 + β

(k−1)
−1 + 2

k − 1
+

3β
(k−1)
−1 + β

(k−1)
−2

(k − 2)(k − 1)
+

4β
(k−1)
−2 + β

(k−1)
−3

(k − 3)(k − 2)(k − 1)
+ · · ·+

+
(k − 1)β

(k−1)
−(k−3 + β

(k−1)
−(k−2)

2 · 3 · · · (k − 2)(k − 1)
+
kβ

(k−1)
−(k−2)

(k − 1)!
.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî αk òàêîæ ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi (5.55), äå êîå-

ôiöi¹íòè âiäïîâiäíî ðiâíi

β
(k)
1 = β

(k−1)
1 + 4, β

(k)
0 = 2β

(k−1)
1 + β

(k−1)
0 + 1, β

(k)
−1 = 2β

(k−1)
0 + β

(k−1)
−1 + 2,
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β
(k)
−i = (i+ 1)β

(k−1)
−(i−1) + β

(k−1)
−i , i = 2, k − 2, β

(k)
−(k−1) = kβ

(k−1)
−(k−2) .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ (5.55) äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi ak äëÿ k →∞. Ìà¹ìî

lim
n→∞

a2n(z∗) = lim
n→∞

n− 1

2n(2n− 1)z∗

ln z∗ + lim
n→∞

αn−2+2(n−1)2−1
2(n−2)(n−1)

ln z∗ + lim
n→∞

αn−1+2n2−1
2(n−1)n

.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

αn−2 + 2(n−1)2−1

2(n− 2)(n− 1)
= lim

n→∞

1

2(n−2)(n−1)

(
3(n− 2)2 + β

(n−2)
1 (n− 2)+

+β
(n−2)
0 +

β
(n−2)
−1

n− 3
+

β
(n−2)
−2

(n− 4)(n− 3)
+ · · ·+

β
(n−2)
−(n−3)

(n− 3)!
+ 2(n− 1)2 − 1

)
=

5

2
,

òî lim
n→∞

a2n(z∗) = 1
4z∗
. Àíàëîãi÷íî lim

n→∞
a2n+1(z∗) = 1

4z∗
. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.26

ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé C�äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ z ln z i íà äîâiëüíîìó

êîìïàêòi Z ⊂ R(0, z∗) ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

5.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â òåîðåìàõ 5.1�5.8 âñòàíîâëåíî íîâi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ

Òiëå. Òåîðåìà 5.12 âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå ìíîãî÷ëåíà.

Òâåðäæåííÿ ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó Òiëå ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ äîâåäåíî â

òåîðåìi 5.14. Îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå.

Â òåîðåìi 5.25 äîâåäåíî âiäïîâiäíiñòü ëàíöþãîâîãî äðîáó Òiëå ÔÑÐ â ÿêèé

ðîçâèíóòà ôóíêöiÿ â îêîëi òî÷êè z = z∗. Çáiæíiñòü òà ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

ïðàâèëüíèõ ëàíöþãîâèõ Ñ�äðîáiâ äî ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié îá ðóíòîâàíî

â òåîðåìàõ 5.26 òà 5.27. Îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ â ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi Ñ�

äðîáè. Â òåîðåìàõ 5.28, 5.29, 5.31, 5.32, 5.34, 5.35, 5.36,5.37, 5.38 âêàçàíî

îáëàñòi çáiæíîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðîçâèíåíü â ëàíöþãîâi äðîáè.

Â òåîðåìàõ 5.30, 5.33 òà 5.34, 5.35, 5.37 îòðèìàíî àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi

îöiíêè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [76,80,82,89,90] òà ðîçäiëàõ

ìîíîãðàôi¨ [92, ñ. 218�304].
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ÐÎÇÄIË 6

ÐÎÇÂÈÍÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ Â ÊÂÀÇI�ÎÁÅÐÍÅÍI

ËÀÍÖÞÃÎÂI ÄÐÎÁÈ

6.1. Îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó

Â ïiäðîçäiëi 3.3 äëÿ ïîáóäîâè îáåðíåíèõ ðiçíèöü 2�ãî òèïó ðîáèëèñÿ

ïðèïóùåííÿ, ùî âóçëè iíòåðïîëÿöi¨, zi ∈ Z, i = 0, n, ðiçíi. Ïåðåéäåìî äî

ãðàíè÷íîãî âèïàäêó îáåðíåíî¨ ðiçíèöi 2�ãî òèïó, êîëè âñi âóçëè, ÷è äåÿêà

¨õ ÷àñòèíà, ïðÿìóþòü äî îäíîãî i òîãî æ çíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 6.1. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ (ñêií÷åííå çíà÷åííÿ àáî íåñêií-

÷åííiñòü) îáåðíåíî¨ ðiçíèöi 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ρ(2)
k [z0, z1, . . . , zk; f ], êî-

ëè iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè z0, z1, . . . , zk ïðÿìóþòü äî äåÿêîãî z∗ ∈ Z, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ ïîõiäíîþ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) â

òî÷öi z∗.

Îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) ïîçíà÷èìî ÷åðåç
{k}f(z). Ç îçíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

{k}f(z) = ρ
(2)
k [ z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

k+1

; f ] = lim
z0,...,zk→z

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ].

Äëÿ k = 1 iç ôîðìóëè (3.26) âèïëèâà¹, ùî

{1}f(z)=− lim
z0,z1→z

∣∣∣∣∣∣ f(z0) f(z0) z0

f(z1) f(z1) z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 f(z0)

1 f(z1)

∣∣∣∣∣∣
=−lim

h→0

∣∣∣∣∣∣ f(z) f(z) z

f(z+h) f(z+h)(z+h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 f(z)

1 f(z + h)

∣∣∣∣∣∣
=



209

= − lim
h→0

f(z)f(z + h)

∣∣∣∣∣∣ 1 z

1 z + h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 f(z)

1 f(z + h)

∣∣∣∣∣∣
= − lim

h→0

f(z) f(z + h)

∣∣∣∣∣∣ 1 z

0 h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 f(z)

0 f(z + h)− f(z)

∣∣∣∣∣∣
.

Ïîäiëèìî äðiá íà h òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi êîëè h→ 0, îòðèìà¹ìî

{1}f(z) = − lim
h→0

f(z) f(z + h)

∣∣∣∣∣∣ 1 z

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z)

0
f(z + h)− f(z)

h

∣∣∣∣∣∣∣
= −f

2(z)

f ′(z)
. (6.1)

Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ ïîõi-

äíèõ 2�ãî òèïó. Iç (3.21) âèïëèâà¹, ùî

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk; f ]− ρ(2)

k−2[z0, . . . , zk−2; f ] =

=
zk − zk−1

ρ
(2)
k−1[z0, . . . , zk−2, zk; f ]− ρ(2)

k−1[z0, . . . , zk−1; f ]
.

Íåõàé z0 = z1 = · · · = zk−1 = z, à zk = u. Òîäi

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z, z; f ]− ρ(2)

k−1[z, . . . , z, u; f ]

z − u
=

=
1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u; f ]− ρ(2)

k−2[z, . . . , z, z; f ]
.

Àíàëîãi÷íî
ρ

(2)
k−1[z, . . . , z, u; f ]− ρ(2)

k−1[z, . . . , z, u, u; f ]

z − u
=

=
1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u, u; f ]− ρ(2)

k−2[z, . . . , z, u; f ]
,

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z, u, u; f ]− ρ(2)

k−1[z, . . . , z, u, u, u; f ]

z − u
=

=
1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u, u, u; f ]−ρ(2)

k−2[z, . . . , z, u, u; f ]
,
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· · · · · · · · · · · · ·

ρ
(2)
k−1[z, u . . . , u; f ]− ρ(2)

k−1[u, . . . , u; f ]

z − u
=

=
1

ρ
(2)
k [z, u, . . . , u; f ]− ρ(2)

k−2[u, . . . , u; f ]
.

Äîäàâøè k ñïiââiäíîøåíü òà ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi äëÿ u→ z, ìà¹ìî

lim
u→z

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z]−ρ(2)

k−1[u, . . . , u]

z − u
=

k
{k}f(z)− {k−2}f(z)

,

({k−1}f(z))
′
=

k
{k}f(z)− {k−2}f(z)

.

Êiíöåâå îòðèìó¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó

{0}f(z)=
1

f(z)
, {1}f(z)=−f

2(z)

f ′(z)
, {k}f(z)=

k

({k−1}f(z))′
+ {k−2}f(z), k ∈ N2. (6.2)

6.2. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó

Iç ôîðìóëè (6.1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.1. (A) ßêùî f(z0) 6= 0, äå z0 ∈ Z, òî {1}f(z0) = ∞, êîëè
f ′(z0) = 0, i {1}f(z0) = 0, êîëè f ′(z0) = ∞; (B) ÿêùî f ′(z0) 6= 0, òî

{1}f(z0) =∞, êîëè f(z0) =∞; (C) ÿêùî C = const, C 6= 0, òî {1}C =∞.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé äëÿ êîæíîãî z ∈ Z ôóíêöi¨ u = f(z) òà v =

= g(z) ìàþòü ñêií÷åííi îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Òîäi iñíóþòü îáåðíåíi

ïîõiäíi 2�ãî òèïó ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè öèõ ôóíêöié, ÿêi

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{1}(u± v) =
(u± v)2 · {1}u · {1}v
u2 · {1}v ± v2 · {1}u

, (6.3)

{1}(u · v) =
uv · {1}u · {1}v
u · {1}v + v · {1}u

, (6.4)

{1}(u/v) =
(u/v) · {1}u · {1}v
u · {1}v − v · {1}u

. (6.5)
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Äîâåäåííÿ. Iç ôîðìóëè (6.1) âèïëèâà¹, ùî

{1}
(
u ◦ v

)
= −

(
u ◦ v

)2(
u ◦ v

)′ , (6.6)

äå "◦" � îäíà iç îïåðàöié "+","−","×",":". Ç iíøîãî áîêó ç (6.1) ìà¹ìî,

ùî w′ = −w2/{1}w. Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ u′ òà v′ â ñïiââiäíîøåííÿ (6.6)

îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíî ôîðìóëè (6.3), (6.4) òà (6.5).

Òåîðåìà 6.3. ßêùî ôóíêöi¨ wi = fi(z), i = 1, n, ìàþòü îáåðíåíi ïîõi-

äíi 2�ãî òèïó äëÿ êîæíîãî z ∈ Z, òî òîäi

{1}
( n∑
i=1

wi

)
=

( n∑
i=1

wi

)2 n∏
i=1

{1}wi

n∑
i=1

w2
i ·

n∏
j=1
j 6=i

{1}wj

, {1}
( n∏
i=1

wi

)
=

n∏
i=1

(wi · {1}wi)
n∑
i=1

wi ·
n∏
j=1
j 6=i

{1}wj

. (6.7)

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (6.7) äîâîäÿòüñÿ çà iíäóêöi¹þ ñïèðàþ÷èñü

íà òåîðåìó 6.2.

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) äëÿ êîæíîãî z ∈ Z ìà¹ îáåðíåíi ïî-

õiäíi 2�ãî òèïó äî n�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i ñòàëà C 6= 0, òîäi {2m}(Cf(z)) =

= 1
C ·

{2m}f(z), {2m+1}(Cf(z)) = C · {2m+1}f(z), m = 0, [n2 ].

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Äëÿ m = 0, 1 iç ôîðìóëè

(6.1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî {0}(Cw) = 1
C ·

{0}w, {1}(Cw) = C · {1}w.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ m = 2k. Òîäi äëÿ

m = 2k + 1 iç ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (6.2) ìà¹ìî:

{2k+1}(Cw)=
2k + 1

({2k}(Cw))′
+ {2k−1}(Cw) = C · 2k + 1

({2k}w)′
+ C · {2k−1}w = C · {2k+1}w.

Àíàëîãi÷íî äëÿ m = 2k + 2 îòðèìó¹ìî:

{2k+2}(Cw)=
2k + 2

({2k+1}(Cw))′
+ {2k}(Cw) = 1

C ·
(

2k + 2

({2k+1}w)′
+ {2k}w

)
= 1

C ·
{2k+2}w.
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Òåîðåìà 6.5. (A) Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(z) îäíîëèñòà â îáëàñòi G i â

òî÷öi z = z0 ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó {1}f(z0); (B) íåõàé ôóíêöiÿ

z = F (w)� îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî f(z) â îáëàñòi E = {w : w = f(z), z ∈ G}.
Òîäi â òî÷öi w0 ∈ E, äå w0 = f(z0), ôóíêöiÿ F (z) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó

2�ãî òèïó ÿêà ðiâíà: {1}F (w0) = z2
0 · f 2(z0)/

{1}f(z0).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó òà óìîâ òåîðå-

ìè ìà¹ìî, ùî îáåðíåíà ôóíêöiÿ z = F (w) â òî÷öi w = w0 ìà¹ ïîõiäíó i

F ′(w0) = 1/f ′(z0), à òîäi {1}F (w0) = −F 2(w0)
F ′(w0) = −F 2(f(z0))

1/f ′(z0) = z20 ·f2(z0)
{1}f(z0)

.

Òåîðåìà 6.6. Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(u) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó

â òî÷öi u0 ∈ G, ôóíêöiÿ u = g(z) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi z0 ∈ E. Òîäi ñêëà-
äåíà ôóíêöiÿ w = F (z) = f(g(z)) ìà¹ îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó â òî÷öi

â òî÷öi z = z0, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
{1}F (z0) = {1}f(g(z0))/g

′(z0).

Äîâåäåííÿ. Iç óìîâ, ÿêi íàêëàäåíi íà ôóíêöi¨ w = f(u), u = g(z) òà

âèçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 6.7. ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî

n�ãî ïîðÿäêó, C = const, òî

{2k}
(
f(Cz)

)
= {2k}f(v)

∣∣
v=Cz

, {2k+1}
(
f(Cz)

)
= 1

C ·
{2k+1}f(v)

∣∣
v=Cz

, k = 0, [n2 ]. (6.8)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó çà iíäóêöi¹þ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.6 ìà-

¹ìî, ùî {1}
(
f(Cz)

)
= 1

C
{1}f(v)

∣∣
v=Cz

. Äàëi {2}
(
f(Cz)

)
= 2

({1}(f(Cz)))′
+ f(Cz) =

=
(

2
({1}f(v))′

+ f(v)
)∣∣
v=Cz

= {2}f(v)
∣∣
v=Cz

. Ïðèïóñòèìî, ùî (6.8) âèêîíóþòüñÿ

äëÿ k = m− 1. ßêùî k = m, òî iç (6.2) îòðèìó¹ìî, ùî
{2m}
(
f(Cz)

)
= 2m

({2m−1}(f(Cz)))′
+{2m−2}

(
f(Cz)

)
=
(

2m
({2m−1}f(v))′

+{2m−2}f(v)
)∣∣

v=Cz
=

= {2m}f(Cz)
∣∣
v=Cz

, {2m+1}
(
f(Cz)

)
= 2m+1

({2m}(f(Cz)))′
+{2m−1}(f(Cz)) =

(
2m+1

C({2m−1}f(v))′
+

1
C ·
{2m−1}f(v)

)∣∣
v=Cz

= {2m+1}f(v)
∣∣
v=Cz

.Îòæå, (6.8) âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî

çíà÷åííÿ k.

Çàóâàæåííÿ 6.1. Äëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó íå ìàþòü ìiñöÿ

âëàñòèâîñòi àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì (1.74) äëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå,
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îñêiëüêè {0}(w + C) = 1
w+C ,

{1}(w + C) =
(
C+w
w

)2 · {1}w .

6.3. Ôîðìóëà òèïó Òiëå

Ç ñïiââiäíîøåííÿ (3.23) ìà¹ìî, ùî

b0(z∗) = lim
z0→z∗

ρ
(2)
0 [z0; f ] =

1

f(z∗)
, b1(z∗) = lim

z0,z1→z∗
ρ1[z0, z1; f ] = {1}f(z∗),

bk(z∗) = lim
z0,...,zk→z∗

ρ
(2)
k [z0, z1, . . . , zk; f ]− ρ(2)

k−2[z0, z1, . . . , zk; f ] =
k

({k−1}f(z∗))′
,

äå k ∈ N2.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) â îêîëi òî÷êè z∗ ∈ Z ìà¹ ñêií÷åííi îáåðíåíi ïîõi-

äíi 2�ãî òèïó äî n�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, òî ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïîäàíà çà

äîïîìîãîþ ôîðìóëè òèïó Òiëå

f(z) =

(
1

f(z∗)
+

z − z∗
{1}f(z∗) +

z − z∗
2/
(
{1}f(z∗)

)′ +

z − z∗
3/
(
{2}f(z∗)

)′ +

+ · · · +

z − z∗
n/
(
{n−1}f(z∗)

)′ +

z − z∗
Rn(z)

)−1

, (6.9)

äå çãiäíî iç (3.11) Rn(z) = vn+1(z).

Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ ìà¹ íåñêií÷åí-

íó êiëüêiñòü âiäìiííèõ âiä íóëÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó. Îòðèìà¹ìî

ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â ëàíöþãîâèé äðiá

f(z) =

(
d0(z∗) +

∞

K
k=1

z − z∗
dk(z∗)

)−1

, (6.10)

äå

d0(z∗)=
1

f(z∗)
, d1(z∗) = {1}f(z∗), (6.11à)

dk(z∗)=
k

({k−1}f(z∗))′
= {k}f(z∗)− {k−2}f(z∗), k ∈ N2. (6.11á)

Ëàíöþãîâèé äðiá (6.10) íàçâåìî êâàçi�îáåðíåíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

òèïó Òiëå (Ò�ÊËÄ).
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Çàóâàæåííÿ 6.2. Ò�ÊËÄ (6.10) íå áóäå â çàãàëüíîìó âèïàäêó îáåð-

íåíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì äî Ò�ËÄ (1.72) çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.5. ßêùî

ðîçãëÿíóòè ïiäõiäíi äðîáè Tn(z) ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f(z) â Ò�ËÄ òà ïiä-

õiäíi äðîáè T̃n(z) ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ÊËÄ â îêîëi z = z∗, òî T0(z) =

= f(z∗), T̃0(z) = f(z∗), T1(z) = f(z∗)+f ′(z∗)(z−z∗), T̃1(z) = f2(z∗)
f(z∗)−f ′(z∗)(z−z∗) .

Îñêiëüêè T0(z) T̃0(z) = f 2(z∗), òî òîòîæíiñòü T0(z) T̃0(z) ≡ 1 ìà¹ ìiñöå òî-

äi, êîëè f(z∗) = ±1. Àíàëîãi÷íî T1(z) T̃1(z) = f2(z∗)(f(z∗)+f
′(z∗)(z−z∗))

f(z∗)−f ′(z∗)(z−z∗) . Òî-

òîæíiñòü T1(z) T̃1(z) ≡ 1 ìà¹ ìiñöå, íàïðèêëàä, òîäi, êîëè f(z∗) = 1 i

f ′(z∗) = 0.

6.4. Çâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó ç ïîõiäíèìè

ôóíêöi¨

Âñòàíîâèìî çàãàëüíó ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òè-

ïó ÷åðåç çâè÷àéíi ïîõiäíi.

Íåõàé åëåìåíòè âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ H
(n)
k (z∗) (1.48) ðiâíi cn = f (n)(z∗)

n! ,

n ∈ N0, k ∈ N. Ó ôîðìóëó (3.22) ïiäñòàâèìî çàìiñòü z0 i z1 âiäïîâiäíî z∗

i z∗ + h. Ó âèçíà÷íèêàõ ÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà âiäíiìåìî âiä åëåìåí-

òiâ äðóãîãî ðÿäêà åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà, ïîäiëèìî íà h i ïåðåéäåìî äî

ãðàíèöi. Äàëi ó âèçíà÷íèêó ÷èñåëüíèêà âiäíiìåìî âiä åëåìåíòiâ äðóãîãî

ñòîâï÷èêà åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà, ïîìíîæåíi íà z∗, òà çìiíèìî ìi-

ñöÿìè äðóãèé òà ïåðøèé ñòîâï÷èêè. Âèçíà÷íèê çíàìåííèêà ðîçâèíåìî çà

ïåðøèì ñòîâï÷èêîì. Îòðèìà¹ìî

{1}f(z∗) = ρ1[z∗, z∗] = − lim
h→0

∣∣∣∣∣∣ f(z∗) z∗ f(z∗)

f(z∗ + h) (z∗ + h) f(z∗ + h)

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣ 1 f(z∗)

1 f(z∗ + h)

∣∣∣∣∣∣ =
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= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣ f(z∗) z∗ f(z∗)
f(z∗+h)−f(z∗)

h z∗
f(z∗+h)−f(z∗)

h + f(z∗ + h)

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣ 1 f(z∗)

0 f(z∗+h)−f(z∗)
h

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ c0 z∗c0

c1 z∗c1 + c0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣ 1 c0

0 c1

∣∣∣∣∣∣
=

=

−

∣∣∣∣∣∣ c0 0

c1 c0

∣∣∣∣∣∣
c1

=

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c0 c1

∣∣∣∣∣∣
c1

=

(
H

(−1)
2 (z∗)

)2

H
(1)
1 (z∗)

.

Àíàëîãi÷íî, ó ôîðìóëó (3.26) ïiäñòàâèìî çàìiñòü z0 i z1 âiäïîâiäíî z∗ i

z∗+h. Â îáîõ âèçíà÷íèêàõ âiäíiìåìî åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà âiä âiäïîâiä-

íèõ åëåìåíòiâ äðóãîãî ðÿäêà, ïîòiì ïîäiëèìî íà h ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê

òà ñïðÿìó¹ìî h äî íóëÿ. Â ðåçóëüòàò çàìiñòü z2 ïiäñòàâèìî z∗+ h, âiäíiìå-

ìî â îáîõ âèçíà÷íèêàõ åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà òà åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà

ïîìíîæåíi íà h âiä åëåìåíòiâ òðåòüîãî ðÿäêà, äàëi ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i

çíàìåííèê íà h2 òà ñïðÿìó¹ìî h äî íóëÿ. Ó âèçíà÷íèêó çíàìåííèêà âiäíi-

ìåìî åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíi íà z∗, âiä âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ

òðåòüîãî ñòîâïöÿ i îáèäâà âèçíà÷íèêè ðîçâèíåìî çà ïåðøèì ñòîâïöåì. Ïî-

òiì âèçíà÷íèê ÷èñåëüíèêà ðîçâèíåìî çà äðóãèì ñòîâïöåì, à ó âèçíà÷íèêó

çíàìåííèêà çìiíèìî ìiñöÿìè ñòîâï÷èêè. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

{2}f(z∗) = lim
z0,z1,z2→z∗

ρ2[z0, z1, z2] = lim
z0,z1,z2→z∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) z0

1 f(z1) z1

1 f(z2) z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) z0f(z0)

1 f(z1) z1f(z1)

1 f(z2) z2f(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= lim
z2→z∗
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z∗) z∗

1 f(z∗+h) z∗+h

1 f(z2) z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) zf(z)

1 f(z∗+h) (z∗+h)f(z∗+h)

1 f(z2) z2f(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z∗) z∗

0 f ′(z∗) 1

1 f(z∗+h) z∗+h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z∗) z∗f(z∗)

0 f ′(z∗) z∗f
′(z∗) + f(z∗)

1 f(z∗+h) (z∗+h)f(z∗+h)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 c0 z∗

0 c1 1

0 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 c0 z∗c0

0 c1 z∗c1 + c0

0 c2 z∗c2 + c1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 c0 z∗

0 c1 1

0 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 c0 0

0 c1 c0

0 c2 c1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣c1 1

c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣c1 c0

c2 c1

∣∣∣∣∣∣
=

c2∣∣∣∣∣∣c0 c1

c1 c2

∣∣∣∣∣∣
=
H

(2)
1 (z∗)

H
(0)
2 (z∗)

.

Ïîäiáíèì ÷èíîì îòðèìó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ {3}f(z) = H
(−1)
3 (z)

H
(1)
2 (z)

.

Äîâåäåìî ôîðìóëó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: a)

k = 2n; b) k = 2n+ 1.

a) Íåõàé k = 2n. Ïîêëàäåìî â îáîõ âèçíà÷íèêàõ (3.25) çàìiñòü z0 i z1

âiäïîâiäíî z∗ i z∗ + h, âiäíiìåìî åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà âiä âiäïîâiäíèõ

åëåìåíòiâ äðóãîãî ðÿäêà, ïîäiëèìî íà h ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê òà ñïðÿìó-

¹ìî h äî íóëÿ; ïîòiì ïiäñòàâèìî z∗ + h çàìiñòü z2, âiäíiìåìî â îáîõ âèçíà-

÷íèêàõ åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà òà åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà ïîìíîæåíi íà

h âiä åëåìåíòiâ òðåòüîãî ðÿäêà, ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà h2 òà

ñïðÿìó¹ìî h äî íóëÿ; i ò. ä.; íà îñòàííüîìó êðîöi ïiäñòàâèìî z∗+h çàìiñòü

z2n, âiäíiìåìî â îáîõ âèçíà÷íèêàõ åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà, åëåìåíòè äðó-

ãîãî ðÿäêà ïîìíîæåíi íà h, i ò. ä., åëåìåíòè (2n)�ãî ðÿäêà ïîìíîæåíi íà

h2n−1 âiä åëåìåíòiâ (2n+ 1)�ãî ðÿäêà, ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà

h2n òà ñïðÿìó¹ìî h äî íóëÿ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

{2n}f(z∗) = lim
z0,z1,...,z2n→z∗

ρ2n[z0, z1, . . . , z2n] =
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 z∗ z∗c0 . . . zn−1
∗ zn−1

∗ c0 zn∗

0 c1 1 z∗c1 + c0 . . .
(
n−1

1

)
zn−2
∗

1∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c1−i

(
n
1

)
zn−1
∗

0 c2 0 z∗c2 + c1 . . .
(
n−1

2

)
zn−3
∗

2∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c2−i

(
n
2

)
zn−2
∗

... ... ... ... . . . ... ... ...

0 c2n 0 z∗c2n + c2n−1 . . . 0
n−1∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c2n−i 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 z∗ z∗c0 . . . zn−1
∗ zn−1

∗ c0 zn∗ c0

0 c1 1 z∗c1 + c0 . . .
(
n−1

1

)
zn−2
∗

1∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c1−i

1∑
i=0

(
n
i

)
zn−i∗ c1−i

0 c2 0 z∗c2 + c1 . . .
(
n−1

2

)
zn−3
∗

2∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c2−i

2∑
i=0

(
n
i

)
zn−i∗ c2−i

... ... ... ... . . . ... ... ...

0 c2n 0 z∗c2n + c2n−1 . . . 0
n−1∑
i=0

(
n−1
i

)
zn−1−i
∗ c2n−i

n∑
i=0

(
n
i

)
zn−i∗ c2n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïðèâåäåìî ôîðìóëó äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó. Ç öi¹þ ìåòîþ ó âèçíà-

÷íèêàõ ÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà âiä åëåìåíòiâ ÷åòâåðòîãî ñòîâï÷èêà âiä-

íiìåìî åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà z∗; ïîòiì âiä åëåìåíòiâ

øîñòîãî ñòîâï÷èêà âiäíiìåìî åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà

z2
∗ òà åëåìåíòè ÷åòâåðòîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà 2z∗; i ò. ä.; âiä åëåìåí-

òiâ (2n)�ãî ñòîâï÷èêà âiäíiìåìî åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà

zn−1
∗ , åëåìåíòè ÷åòâåðòîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà

(
n−1

1

)
zn−2
∗ , i ò. ä., åëåìåí-

òè (2n− 2)�ãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà
(
n−1
n−2

)
z∗. Ó âèçíà÷íèêó çíàìåííèêà,

êðiì òîãî, âiä åëåìåíòiâ (2n+ 1)�ãî ñòîâï÷èêà âiäíiìåìî åëåìåíòè äðóãîãî

ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà zn∗ , åëåìåíòè ÷åòâåðòîãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà(
n
1

)
zn−1
∗ , i ò. ä., åëåìåíòè (2n)�ãî ñòîâï÷èêà ïîìíîæåíi íà

(
n
n−1

)
z∗. Îáåðíåíà
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ïîõiäíà 2�ãî òèïó ïàðíîãî ïîðÿäêó áóäå ðiâíà

{2n}f(z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 z∗ 0 z2
∗ . . . zn−1

∗ 0 zn∗

0 c1 1 c0 2z∗ . . .
(
n−1

1

)
zn−2
∗ 0

(
n
1

)
zn−1
∗

0 c2 0 c1 1 . . .
(
n−1

2

)
zn−3
∗ 0

(
n
2

)
zn−2
∗

... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 c2n 0 c2n−1 0 . . . 0 cn+1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 z∗ 0 z2
∗ . . . zn−1

∗ 0 0

0 c1 1 c0 2z∗ . . .
(
n−1

1

)
zn−2
∗ 0 0

0 c2 0 c1 1 . . .
(
n−1

2

)
zn−3
∗ 0 0

... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 c2n 0 c2n−1 0 . . . 0 cn+1 cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ðîçâèíåìî âèçíà÷íèêè çà ïåðøèì ñòîâï÷èêîì; äàëi ðåçóëüòàò ðîçâèíå-

ìî çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì i ò.ä. Â îáîõ âèçíà÷íèêàõ ïðîöåäóðó ðîçâèíåííÿ

ïîâòîðèìî n ðàçiâ. Íàñàìêiíåöü âèçíà÷íèê ÷èñåëüíèêà ðîçâèíåìî çà îñòàí-

íiì ñòîâï÷èêîì. Ìà¹ìî, ùî

{2n}f(z∗) = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn+1 cn . . . c3 c2

cn+2 cn+1 . . . c4 c3

... ... . . . ... ...

c2n c2n−1 . . . cn+2 cn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn cn−1 . . . c1 c0

cn+1 cn . . . c2 c1

... ... . . . ... ...

c2n c2n−1 . . . cn+1 cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ó âèçíà÷íèêàõ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà ïåðåñòàâèìî ìiñöÿìè ïåðøèé

ñòîâïåöü òà îñòàííié, äðóãèé òà ïåðåäîñòàííié i ò. ä. Â ÷èñåëüíèêó áóäå

çäiéñíåíî [n/2] ïåðåñòàíîâîê ñòîâïöiâ, à ó çíàìåííèêó� [(n + 1)/2] ïåðå-

ñòàíîâîê ñòîâïöiâ, òîáòî, çàãàëüíà êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê ðiâíà n. Êiíöåâå

îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
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{2n}f(z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn cn+1

c3 c4 . . . cn+1 cn+2

... ... . . . ... ...

cn+1 cn+2 . . . c2n−1 c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 . . . cn−1 cn

c1 c2 . . . cn cn+1

... ... . . . ... ...

cn cn+1 . . . c2n−1 c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

H
(2)
n (z∗)

H
(0)
n+1(z∗)

.

b) Íåõàé k = 2n+ 1. Ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíüîìó

âèïàäêó îòðèìà¹ìî

{2n+1}f(z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 c0 . . . cn−1 cn

c0 c1 . . . cn cn+1(z)
... ... . . . ... ...

cn(z) cn+1 . . . c2n c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn cn+1

c2 c3 . . . cn+1 cn+2

... ... . . . ... ...

cn+1 cn+2 . . . c2n c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

{2n+1}f(z∗) =
H

(−1)
n+2 (z∗)

H
(1)
n+1(z∗)

.

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.8. Îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z∗ ∈ Z
âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çâè÷àéíi ïîõiäíi öi¹¨ ôóíêöi¨ ÿê âiäíîøåííÿ âèçíà-

÷íèêiâ Ãàíêåëÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

{2n}f(z∗) =
H

(2)
n (z∗)

H
(0)
n+1(z∗)

, {2n−1}f(z∗) =
H

(−1)
n+1 (z∗)

H
(1)
n (z∗)

, n ∈ N. (6.12)

Iç òåîðåìè 6.8 ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.9. (A) ßêùî âèçíà÷íèêè Ãàíêåëÿ H
(0)
n+1(z∗) 6= 0, H

(2)
n (z∗) 6=

6= 0, òî àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f(z) â òî÷öi z∗ ìà¹ ñêií÷åííó îáåðíåíó ïî-

õiäíó 2�ãî òèïó (2n)�ãî ïîðÿäêó, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (6.12);

ÿêùî H
(0)
n+1(z∗) 6= 0, H

(2)
n (z∗) = 0, òî {2n}f(z∗) = 0; ÿêùî H

(0)
n+1(z∗) = 0,

H
(2)
n (z∗) 6= 0, òî {2n}f(z∗) =∞.

(B) ßêùî ãàíêåëåâi âèçíà÷íèêè H
(−1)
n+1 (z∗) 6= 0, H

(1)
n (z∗) 6= 0, òî àíàëi-

òè÷íà ôóíêöiÿ f(z) â òî÷öi z∗ ìà¹ ñêií÷åííó îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó
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(2n−1)�ãî ïîðÿäêó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (6.12); ÿêùî H(1)
n (z∗) 6=

6= 0, H
(−1)
n+1 (z∗) = 0, òî {2n−1}f(z∗) = 0; ÿêùî H

(1)
n (z∗) = 0, H

(−1)
n+1 (z∗) 6= 0, òî

{2n−1}f(z∗) =∞.

Òåîðåìà 6.10. Êîåôiöi¹íòè ôîðìóëè òèïó Òiëå (6.9) âèçíà÷àþòüñÿ

÷åðåç ãàíêåëåâi âèçíà÷íèêè íàñòóïíèì ÷èíîì

d0(z∗) =
1

H
(0)
1 (z∗)

, d1(z∗) =
−
(
H

(0)
1 (z∗)

)2

H
(1)
1 (z∗)

,

d2k(z∗) =

(
H

(1)
k (z∗)

)2

H
(0)
k+1(z∗)H

(0)
k (z∗)

, d2k+1(z∗) =
−
(
H

(0)
k+1(z∗)

)2

H
(1)
k+1(z∗)H

(1)
k (z∗)

, k ∈ N.
(6.13)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ d0(z∗) òà d1(z∗) âèïëèâàþòü áåç-

ïîñåðåäíüî ç ôîðìóëè (6.11à). Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.11á), (6.12) òà òîòîæíî-

ñòi ßêîái (5.5) ìà¹ìî, ùî

d2k(z∗) =
2k

({2k−1}f(z∗)
)′ =

H
(2)
k (z∗)

H
(0)
k+1(z∗)

−
H

(2)
k−1(z∗)

H
(0)
k (z∗)

=

=
H

(0)
k (z∗)H

(2)
k (z∗)−H(0)

k+1(z∗)H
(2)
k−1(z∗)

H
(0)
k+1(z∗)H

(0)
k (z∗)

=

(
H

(1)
k (z∗)

)2

H
(0)
k+1(z∗)H

(0)
k (z∗)

,

òà d2k+1(z∗) =
2k + 1(
{2k}f(z∗)

)′ = H
(−1)
k+2 (z∗)

H
(1)
k+1(z∗)

−
H

(−1)
k+1 (z∗)

H
(1)
k (z∗)

=
−
(
H

(0)
k+1(z∗)

)2

H
(1)
k+1(z∗)H

(1)
k (z∗)

.

6.5. Âçà¹ìîçâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó òà

îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå

Iç ôîðìóë (5.4) òà (6.12) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ìiæ îáåðíåíèìè

ïîõiäíèìè 2-ãî òèïó òà îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå ôóíêöi¨ ïàðíîãî ïîðÿä-

êó ìà¹ ìiñöå âçà¹ìîçâ'ÿçîê {2n}f(z∗) = 1/(2n)f(z∗).

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîõiäíèõ íåïàðíèõ ïîðÿäêiâ, òî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ áó-

äå ìàòè íåëiíiéíèé âèãëÿä. Òàê â ðîáîòi àâòîðà [81] ïîêàçàíî, ùî {1}f(z∗) =

= −f 2(z∗)
(1)f(z∗),

{3}f(z∗) = −((3)f(z∗)− (1)f(z∗))(
(2)f(z∗))

2 − f 2(z∗) · (1)f(z∗).
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ßêùî ðîçãëÿäàòè çàãàëüíèé âèïàäîê, òî ìîæíà ðîçâèíóòè âèçíà÷íèê

Ãàíêåëÿ H(−1)
n+2 (z∗), ÿêèé ìiñòèòüñÿ â ÷èñåëüíèêó (6.12), çà ïðàâèëîì Ëàïëà-

ñà â ñóìó äîáóòêiâ ìiíîðiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â ïåðøèõ äâîõ ñòîâïöÿõ, íà ¨õ

àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ [39, ñ. 51], òîáòî

H
(−1)
n+2 (z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 c0 c1 c2 . . . cn

c0 c1 c2 c3 . . . cn+1

c1 c2 c3 c4 . . . cn+2

... ... ... ... . . . ...

cn−1 cn cn+1 cn+2 . . . c2n

cn cn+1 cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c0 c1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c3 c4 . . . cn+2

c4 c5 . . . cn+3

... ... . . . ...

cn+1 cn+2 . . . c2n

cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c1 c2

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c4 c5 . . . cn+3

... ... . . . ...

cn+1 cn+2 . . . c2n

cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ . . .+

∣∣∣∣∣∣cn−1 cn

cn cn+1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn

c2 c3 . . . cn+1

... ... . . . ...

cn−1 cn . . . c2n−2

cn cn+1 . . . c2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

G(z∗) = −

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c1 c2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c4 c5 . . . cn+3

... ... . . . ...

cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c2 c3

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c3 c4 . . . cn+2

... ... . . . ...

cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
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−

∣∣∣∣∣∣ 0 c0

c3 c4

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c3 c4 . . . cn+2

... ... . . . ...

cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣cn−1 cn

cn cn+1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn

c2 c3 . . . cn+1

... ... . . . ...

cn cn+1 . . . c2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òîäi çâiäñè òà iç ôîðìóë (5.4) i (6.12) âèïëèâà¹, ùî

{2n+1}f(z∗) = −c2
0

H
(3)
n (z∗)

H
(1)
n+1(z∗)

+
G(z∗)

H
(1)
n+1(z∗)

= −f 2(z∗) · (2n+1)f(z∗) +
G(z∗)

H
(1)
n+1(z∗)

.

Îòæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ íåïàðíîãî

ïîðÿäêó ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ Òiëå ôóíêöi¨ òîãî æ

ïîðÿäêó i ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè íåëiíiéíå.

6.6. Òåîðåìè ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà

ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨

Òåîðåìà 6.11. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó (2n)�ãî ïîðÿäêó ìíîãî÷ëå-

íà pn(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, n ∈ N, òîòîæíî ðiâíà íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóëè (6.18) äëÿ n = 1 âèïëèâà¹, ùî òåîðåìà âiðíà.

ßêùî âèáðàòè äåÿêå çíà÷åííÿ z∗ ∈ Z, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ç ôîðìóë
(6.12) ìà¹ìî, ùî {2n}pn(z∗) = H

(2)
n (z∗)/H

(0)
n+1(z∗), n ∈ N2. Òàê ÿê ó âèïàäêó

ìíîãî÷ëåíà n�ãî ïîðÿäêó cn+1(z∗) = · · · = c2n(z∗) = 0, òî îñòàííié ñòîâï÷èê

ãàíêåëåâîãî âèçíà÷íèêà H(2)
n (z∗) ìiñòèòü ëèøå íóëi, à îòæå H

(2)
n (z∗) ≡ 0. Â

òîé æå ÷àñ îñòàííié ñòîâï÷èê ãàíêåëåâîãî âèçíà÷íèêàH(0)
n (z∗) áóäå ìiñòèòè

îäèí íå íóëüîâèé åëåìåíò cn(z∗) = ann!, à îòæå öåé âèçíà÷íèê íóëþ íå

ðiâíèé. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî {2n}pn(z∗) ≡ 0 äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ z∗ ∈ Z.

Òåîðåìà 6.12. Íåõàé íà Z ⊂ C çàäàíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ Rm,n(z) =

= pm(z)/qn(z), äå pm(z) òà qn(z) ¹ ìíîãî÷ëåíè âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ m òà

n, m < n, ìíîãî÷ëåí qn(z) íå ìà¹ êîðåíiâ â Z. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî

òèïó (2n−1)�ãî ïîðÿäêó ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ Rm,n(z) òîòîæíî äîðiâíþ¹

íóëåâi äëÿ âñiõ z ∈ Z.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé z∗ ∈ Z . à) Ó âèïàäêó, êîëè R0,n(z) = A/(z − α)n, òî

çãiäíî òåîðåì 6.4 òà 6.14 ìà¹ìî, ùî {2n−1}R0,n(z∗) ≡ 0.

á) ßêùî Rm,n(z) = pm(z)/(z − α)n, òî ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïîäàíà ó

âèãëÿäi ñóìè ïðîñòèõ äðîáiâ íàñòóïíèì ÷èíîì

Rm,n(z) =
n∑
i=1

ai
(z − α)i

.

Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.12) ìà¹ìî: {2n−1}Rm,n(z∗) = H
(−1)
n+1 (z∗)/H

(1)
n (z∗).

Åëåìåíòè ãàíêåëåâèõ âèçíà÷íèêiâ H(−1)
n+1 (z∗) òà H

(1)
n (z∗) ñêëàäàþòüñÿ iç åëå-

ìåíòiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (5.7). Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.13 îòðè-

ìó¹ìî, ùî H(−1)
n+1 (z∗) = 0. Âîäíî÷àñ H(0)

n (z∗) 6= 0. À òîäi {2n−1}Rm,n(z∗) ≡ 0.

â) Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíó ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ Rm,n ìîæíà

ðîçâèíóòè ó ñóìó ïðîñòèõ äðîáiâ, òîáòî ïîäàòè ó âèãëÿäi (5.8). Åëåìåíòè

âèçíà÷íèêiâ H(−1)
n+1 (z∗) òà H

(0)
n (z∗) âèçíà÷àþòüñÿ çà (5.9).

Âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ H = H
(−1)
n+1 (z0) â öüîìó âèïàäêó áóäå ìàòè âèãëÿä

H=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
r∑
s=1

ls∑
is=1

a
(s)
is

(z∗−αs)is . . .
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n(is)na
(s)
is

n!(z∗−αs)is+n

r∑
s=1

ls∑
is=1

a
(s)
is

(z∗−αs)is
r∑
s=1

ls∑
is=1

−isa(s)is
(z∗−αs)is+1 . . .

r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n+1(is)n+1a
(s)
is

(n+1)!(z∗−αs)is+n+1

... ... . . . ...
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n(is)na
(s)
is

n!(z∗−αs)is+n
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)n+1(is)n+1a
(s)
is

(n+1)!(z∗−αs)is+n+1 . . .
r∑
s=1

ls∑
is=1

(−1)2n+1(is)2n+1a
(s)
is

(2n+1)!(z∗−αs)is+2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå (is)n� ñèìâîë Ïîõãàììåðà.

Îñêiëüêè êîæíèé ñòîâï÷èê âèçíà÷íèêà H ìiñòèòü n äîäàíêiâ, òî òàêèé

âèçíà÷íèê áóäå ðiâíèé ñóìi n âèçíà÷íèêiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå åëåìåí-

òàìè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà. Êîæåí iç îòðèìàíèõ âèçíà÷íèêiâ ìîæíà ðîçâèíó-

òè ó ñóìó n âèçíà÷íèêiâ, ÿêi áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ ëèøå åëåìåíòàìè äðóãîãî

ñòîâï÷èêà. Â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè n âèçíà÷íèêiâ. Ïðîäîâæóþ÷è ïîäiáíi

ðîçâèíåííÿ çà òðåòiì, ÷åòâåðòèì, i ò.ä., (n+ 2)�ì ñòîâï÷èêîì â ðåøòi ðåøò
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îòðèìà¹ìî nn+2 âèçíà÷íèêiâ, ÿêi áóäóòü ìiñòèòè ëèøå ïî îäíîìó äîäàíêó

iç ñóìè êîæíîãî ñòîâïöÿ âèçíà÷íèêà H.
Âèáåðåìî îäèí iç òàêèõ âèçíà÷íèêiâ

H̃(−1)
n+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
b
(0)
j1

(z∗−β1)j1
. . .

(
jn+n−1

n

) (−1)nb
(n)
jn

(z∗−βn)jn+n

b
(0)
j0

(z∗−β0)j0

(
j1
1

) −b(1)j1
(z∗−β1)j1+1 . . .

(
jn+n
n+1

) (−1)n+1b
(n)
jn

(z∗−βn)jn+n+1(
j0
1

) −b(0)j0
(z∗−β0)j0+1

(
j1+1

2

) b
(1)
j1

(z∗−β1)j1+2 . . .
(
jn+n+1
n+2

) (−1)n+2b
(n)
jn

(z∗−βn)jn+n+2

... ... . . . ...(
j0+n−1

n

) (−1)nb
(0)
j0

(z∗−β0)j0+n

(
j1+n
n+1

) (−1)n+1b
(1)
j1

(z∗−β1)j1+n+1 . . .
(
jn+2n
2n+1

) (−1)2n+1b
(n)
jn

(z∗−βn)jn+2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå βt ∈ {α1, α2, . . . , αr}, t = 0, n, à jt ïðèéìà¹ äåÿêå iç ìîæëèâèõ ñâî¨õ

çíà÷åíü, ÿêi âiäïîâiäíi βt, òîáòî, ÿêùî βt = αs, òî 1 6 jt 6 ls, b
(t)
jt

= a
(s)
jt
.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê H̃(−1)
n+1 ìiñòèòü (n+2)�à ñòîâïöi, à çíàìåííèê qn ìà¹

r ðiçíèõ êîðåíiâ, 1 6 r 6 n, òî ïðèíàéìíi äâà βt áóäóòü ïðèéìàòè îäíàêîâi

çíà÷åííÿ. Â êîæíîìó òàêîìó âèçíà÷íèêó ìiñòÿòü ñòîâïöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü

îäíîìó i òîìó êîðåíþ αs i êiëüêiñòü òàêèõ ñòîâïöiâ áiëüøà çà êðàòíiñòü êî-

ðåíÿ ls. Öi ñòîâïöi áóäóòü ëiíiéíî çàëåæíèìè, à òîäi çãiäíî iç íàñëiäêîì 5.1

êîæåí òàêèé âèçíà÷íèê áóäå ðiâíèé íóëþ. Âèçíà÷íèê H(−1)
n+1 (z∗) ðiâíèé íó-

ëþ ÿê ñóìà âèçíà÷íèêiâ, êîæåí ç ÿêèõ ðiâíèé íóëþ. Òîäi ç (6.12) âèïëèâà¹,

ùî {2n−1}Rm,n(z∗) ≡ 0.

6.7. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá

òèïó Òiëå

Ðîçãëÿíåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó Ò�ÊËÄ.

6.7.1. Ôóíêöiÿ ez. Äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.13. Ôóíêöiÿ ez ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{2n}ez = (−1)ne−z, {2n+1}ez = (−1)n+1 (n+ 1) ez, n ∈ N0. (6.14)
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Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî {0}ez = e−z, {1}ez = −ez, {2}ez = −e−z,
{3}ez = 2ez. Îòæå, äëÿ n = 0, 1 ôîðìóëè (6.14) ìàþòü ìiñöå. Ïðèïóñòèìî,

ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = k. Òîäi äëÿ n = k+1 iç ôîðìóëè (6.2) ìà¹ìî

{2k+2}ez =
2(k + 1)

({2k+1}ez)′
+ {2k}ez = (−1)k+1e−z . {2k+3}ez =

2k + 3

({2k+2}ez)′
+ {2k+1} ez =

= (−1)k+2(k + 2)ez. Îòæå, ôîðìóëà âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Iç (6.14) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ÊËÄ áóäóòü

ðiâíi d2n(z∗) = (−1)n2e−z∗, d2n+1(z∗) = (−1)n+1(2n+ 1)ez∗, n ∈ N.

Îòðèìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ez â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ÊËÄ

ez =
1

e−z∗ +

z − z∗
−ez∗ +

z − z∗
−2e−z∗ +

z − z∗
3ez∗ +

z − z∗
2e−z∗ +

z − z∗
−5ez∗ +

z − z∗
−2e−z∗ +

+ · · · +

z − z∗
(−1)k 2e−z∗ +

z − z∗
(−1)k+1 (2k + 1)ez∗ + · · ·

,

ÿêå ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü íàáóâà¹ âèãëÿäó

ez =
ez∗

1 +

z − z∗
−1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
−5 +

z − z∗
−2 + · · · +

+

z − z∗
(−1)k 2 +

z − z∗
(−1)k+1 (2k + 1) + · · ·

. (6.15)

Çîêðåìà äëÿ z∗ = 0 ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ez ó Ò�ÊËÄ

ez =
1

1 +

z

−1 +

z

−2 +

z

3 +

z

2 + · · · +

z

(−1)n2 +

z

(−1)n+1(2n+ 1) + · · ·
,

ÿêå çáiãà¹òüñÿ iç âiäîìèì ðîçâèíåííÿì ôóíêöi¨ [152, ñ. 112].

6.7.2. Ôóíêöiÿ (c+ z)α. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.14. (A) ßêùî α ∈ C\Z, c� êîìïëåêñíà ñòàëà, òî ôóíêöiÿ

(c + z)α ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþ-

þòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{2n}(c+ z)α =

n∏
m=1

(m− α)

n∏
m=1

(m+ α)
(c+ z)−α, (6.16)
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{2n+1}(c+ z)α =

(n+ 1)
n+1∏
m=2

(m+ α)

n∏
m=0

(m− α)
(c+ z)α+1, n ∈ N0. (6.17)

(B) Ôóíêöiÿ (c + z)n, n ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî (2n)�

ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6.16)�(6.17) i êðiì

òîãî

{2n}(c+ z)n = 0. (6.18)

(C) Ôóíêöiÿ (c+z)−n, n ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî (2n−1)�ãî

ïîðÿäêó âêëþ÷íî, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà (6.16)�(6.17) i êðiì òîãî

{2n−1}(c+ z)−n = 0. (6.19)

Äîâåäåííÿ. (A) Ôîðìóëè (6.16)�(6.17) äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Iç îçíà-

÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó òà ôîðìóë (6.2) ìà¹ìî, ùî

{0}(c+ z)α = (c+ z)−α, {1}(c+ z)α =
(c+ z)2α

(−α)(c+ z)α−1
=

1

(−α)
(c+ z)1+α,

{2}(c+ z)α =
2(−α)

((c+ z)α+1)′
+

1

(c+ z)α
=

1− α
1 + α

(c+ z)−α,

{3}(c+ z)α =
3(1 + α)

(1−α)((c+ z)−α)′
+

1

(−α)
(c+ z)1+α =

2(2 + α)

(−α)(1−α)
(c+ z)α+1.

Îòæå, äëÿ n = 0, 1 ôîðìóëè (6.16)�(6.17) âèêîíóþòüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùå-

ííÿ, ùî âîíè ìàþòü ìiñöå äëÿ n = k. Òîäi äëÿ n = k + 1 iç ðåêóðåíòíèõ

ñïiââiäíîøåíü (6.2) ìà¹ìî

{2(k+1)}(c+ z)α=
2
∏k

m=0(m− α)∏k+1
m=1(m+ α)

(c+ z)−α +

∏k
m=1(m− α)∏k
m=1(m+ α)

(c+ z)−α =

=

∏k+1
m=1(m− α)∏k+1
m=1(m+ α)

(c+ z)−α ,

{2(k+1)+1}(c+ z)α =
(2k + 3)

∏k+1
m=1(m+ α)∏k+1

m=0(m− α)
(c+ z)α+1+
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+
(k + 1)

∏k+1
m=2(α +m)∏k

m=0(m− α)
(c+ z)α+1 =

(k + 2)
∏k+2

m=2(α +m)∏k+1
m=0(α−m)

(c+ z)α+1 .

Ôîðìóëè (6.16)�(6.17) âèêîíóþòüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè (B) òà (Ñ), à òàêîæ ôîðìóëè (6.18)�(6.19) áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç (A) âiäïîâiäíî äëÿ α = n òà α = −n.

Iç ôîðìóë (6.11) òà (6.16)�(6.17) îòðèìó¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ

ôóíêöi¨ (c+ z)α â Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi:

d0(z∗) = (c+ z∗)
−α, d1(z∗) =

(c+ z∗)
α+1

−α
,

d2n(z∗) =
2
∏n−1

m=0(m− α)∏n
m=1(m+ α)

(c+ z∗)
−α, n ∈ N,

d2n+1(z∗) =
(2n+ 1)

∏n
m=1(m+ α)∏n

m=0(m− α)
(c+ z∗)

α+1.

(6.20)

Ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ÊËÄ

(c+ z)α =
zα

1 +

(−α)(z − z∗)
z +

(1 + α)(z − z∗)
2 +

(1− α)(z − z∗)
3z +

+

(2+α)(z−z∗)
2 +

(2−α)(z−z∗)
5z +

(3+α)(z−z∗)
2 +

(3−α)(z−z∗)
7z +

+ · · · +

(n+ α)(z − z∗)
2 +

(n− α)(z − z∗)
(2n+ 1)z + · · ·

, z = c+ z∗. (6.21)

ßêùî c = 1, z∗ = 0, òî ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ (1 + z)α â Ò�ÊËÄ â

îêîëi òî÷êè z = 0

(1 + z)α =
1

1 +

(−α)z

1 +

(1 + α)z

2 +

(1− α)z

3 +

(2 + α)z

2 +

(2− α)z

5 +

(3 + α)z

2 +

(3− α)z

7 + · · · +

(n+ α)z

2 +

(n− α)z

(2n+ 1) + · · ·
.

Â êíèçi [152, ñ. 101] äàíå ðîçâèíåííÿ îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ëà-

ãðàíæà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi.
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6.7.3. Ôóíêöiÿ ln(c + z). Ñïî÷àòêó äîâåäåìî îäíå äîïîìiæíå òâåð-

äæåííÿ. Íåõàé çàäàíà ïñi�ôóíêöiÿ

ψ(z) =
d ln Γ(z)

d z
= −γ + (z − 1)

∞∑
n=0

1

(n+ 1)(n+ z)
,

äå γ ¹ ñòàëà Îéëåðà.

Òåîðåìà 6.15. Íåõàé C = const. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

n−1∑
k=0

(2k+ 1)(C +ψ(k+ 1))(1 +C +ψ(k+ 1)) = n2(C +ψ(n))(C +ψ(n+ 1)).

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ òåîðåìè äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Ïðè n = 1

ñïiââiäíîøåííÿ òðèâiàëüíå. Ïðè n = 2 ìà¹ìî

(C + ψ(1))(1 + C + ψ(1)) + 3(C + ψ(2))(1 + C + ψ(2)) =

= (C + ψ(2)− 1)(C + ψ(2)) + 3(C + ψ(2))(1 + C + ψ(2)) =

= (C + ψ(2))(4(C + ψ(2)) + 2)) = 22(C + ψ(2))(C + ψ(3)).

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = s. Òîäi äëÿ

n = s+ 1 ìà¹ìî

s∑
k=0

(2k+1)(C+ψ(k+1))(1+C+ψ(k+1)) =
s−1∑
k=0

(2k+1)(C+ψ(k+1))(1+C+

+ψ(k + 1)) + (2s+ 1)(C + ψ(s+ 1))(1 + C + ψ(s+ 1)) =

= s2(C + ψ(s))(C + ψ(s+ 1)) + (2s+ 1)(C + ψ(s+ 1))(1 +C + ψ(s+ 1)) =

= (C + ψ(s+ 1))(s2(C + ψ(s+ 1)− 1
s) + (2s+ 1)+

+(2s+ 1)(C + ψ(s+ 1))) = (s+ 1)2(C + ψ(s+ 1))(C + ψ(s+ 2)).

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ âiðíå äëÿ äîâiëüíîìó n.
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Òåîðåìà 6.16. Ôóíêöiÿ ln(c+z), äå c 6= 0� ñòàëà, z 6= −c, ìà¹ îáåðíå-
íi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{2n} ln(c+ z) =
1

2Hn + ln(c+ z)
, n ∈ N0, (6.22)

{2n+1} ln(c+ z) = −(c+ z)
n∑

m=0

(2m+ 1)
(
2Hm + ln(c+ z)

)2
. (6.23)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Êîëè

n = 0, 1, òî ç ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (6.2) ìà¹ìî, ùî

{0} ln(c+ z) =
1

2H0 + ln(c+ z)
, {1} ln(c+ z) = −(c+ z)(2H0 + ln(c+ z))2,

{2}ln(c+z)=
1

2H1+ln(c+ z)
, {3}ln(c+z)=−(c+z)

1∑
m=0

(2n+1)(2Hm+ln(c+z))2.

Ôîðìóëè âiðíi. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî äëÿ n = l ôîðìóëè (6.22)�(6.23)

âèêîíóþòüñÿ. Òîäi

{2l+2} ln(c+ z) =
2l + 2

({2l+1} ln(c+ z))′
+ {2l} ln(c+ z) =

1

2Hl + ln(c+ z)
+

+
−2(l + 1)∑l

m=0(2m+ 1)(2Hm + ln(c+ z))(2Hm + ln(c+ z) + 2)
.

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 6.15 äî çíàìåííèêà äðóãîãî äðîáó, ìà¹ìî

{2l+2} ln(c+ z) =
−2/(l + 1)

(2Hl + ln(c+ z))(2Hl+1 + ln(c+ z))
+

+
1

2Hl + ln(c+ z)
=

1

2Hl+1 + ln(c+ z)
.

Â ñâîþ ÷åðãó

{2l+3} ln(c+ z) =
2l + 3(

{2l+2} ln(c+ z)
)′ + {2l+1} ln(c+ z) =

=−(c+z)(2l+3)
(
2Hl+1 +ln(c+z)

)2−(c+z)
l∑

m=0

(2m+1)
(
2Hm+ln(c+z)

)2
=
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= −(c+ z)
l+1∑
m=0

(2m+ 1)
(
2Hm + ln(c+ z)

)2
.

Ôîðìóëè (6.22)�(6.23) âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = l + 1.

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.22)�(6.23) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè

ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c+ z) â ëàíöþãîâèé äðiá (6.10) â îêîëi òî÷êè z = z∗

áóäóòü ðiâíi

d0(z∗) =
1

ln(c+ z∗)
, d1 = −(c+ z∗) ln2(c+ z∗),

d2n(z∗) =
−2

n
(
2Hn−1 + ln(c+ z∗)

)(
2Hn + ln(c+ z∗)

) ,
d2n+1(z∗) = −(c+ z∗)(2n+ 1)

(
2Hn + ln(c+ z∗)

)2
, n ∈ N.

(6.24)

Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c+ z) â Ò�ÊËÄ

ln(c+ z) =

(
1

ln(c+ z∗)
+

z − z∗
−(c+ z∗) ln2(c+ z∗) +

z − z∗
−2

ln(c+z)(2H1+ln(c+z))
+

+

z − z∗
−(c+ z∗)(2H1 + ln(c+ z∗))2 +

z − z∗
−1

(2H1+ln(c+z∗))(2H2+ln(c+z∗))
+ · · · +

+

z − z∗
−2/k

(2Hk−1+ln(c+z∗))(2Hk+ln(c+z∗))
+

z − z∗
−(c+z∗)(2k+1)(2Hk+ln(c+ z∗))2 + · · ·

)−1

.

Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ

z = c+ z∗, S
∗
−1 = 1, S∗0 = ln z, S∗n = 2Hn + ln z, n ∈ N. (6.25)

Òîäi ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâèíåííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ln(c+ z) =
S∗0
1 −

(z − z∗)S∗−1

zS∗0 +

(z − z∗)S∗1
2 +

(z − z∗)S∗0
3zS∗1 +

(z − z∗)S∗2
1 +

+

(z − z∗)S∗1
5zS∗2 + · · · +

(z − z∗)S∗n
2/n +

(z − z∗)S∗n−1

(2n+ 1)zS∗n + · · ·
. (6.26)

Ó âèïàäêó, êîëè z∗ = 0, c = e, îòðèìà¹ìî

ln(e+ z) =
1

1−
z

e+

3z

2 +

z

9e+

4z

1 +

3z

20e+ · · ·+
S0
nz

2/n+

S0
n−1z

(2n+ 1)eS0
n + · · ·

,

äå S0
n = 2Hn + 1, n ∈ N.
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6.7.4. Ôóíêöiÿ z ln z. Àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, ìà¹ ìi-

ñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.17. (A) Ôóíêöiÿ z ln z, äå z 6= 0, ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî

òèïó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî iç ôîðìóëàìè

{0} (z ln z) =
1

z ln z
, {1} (z ln z) = − z

2 ln2 z

ln z + 1
, (6.27à)

{2n} (z ln z) =
−1

z(n(n+ 1) ln2 z + αn ln z + βn)
, (6.27á)

{2n+1} (z ln z) =
z2(An ln3 z +Bn ln2 z + Cn ln z +Dn)

ln z + γn
, (6.27â)

äå An = n(n+ 1)2(n+ 2)/2, Bn = 3n(n+1)2(n+2)Hn−(n+1)(5n3+12n2+

+6n+ 2)/2, Cn = 6n(n+ 1)2(n+ 2)H2
n− 2(n+ 1)(5n3 + 12n2 + 6n+ 2)Hn+

+n(21n3 + 64n2 + 57n+ 18)/4, Dn = 4n(n+1)2(n+2)H3
n−2(n+1)(5n3 +

+12n2+6n+2)H2
n+n(21n3+64n2+57n+18)Hn/2−n(16n3+43n2+27n+2)/4,

αn = 4n(n+ 1)Hn − (2n2 + 2n+ 1), γn = 2Hn + 1/(n+ 1),

βn = 4n(n+ 1)H2
n − 2(2n2 + 2n+ 1)Hn + 2n(n+ 1), n ∈ N.

(6.28)

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ÊËÄ ðiâíi

d0(z∗) =
1

z∗z
, d1(z∗) =

−z2
∗z

2

z + 1
, z = ln z∗, (6.29à)

d2(z∗) =
−2(z + 1)2

z∗z(2z2 + 3z + 2)
, d3(z∗) =

3z2
∗(2z

2 + 3z + 2)2

2(z + 1)(z + 5
2)

, (6.29á)

d2n(z∗) =
2n(z + γn−1)

2

z∗((n−1)nz2+αn−1z+βn−1)(n(n+1)z2+αnz+βn)
, (6.29â)

d2n+1(z∗) =
(2n+ 1)z2

∗
(
n(n+ 1)z2 + αnz + βn

)2

n(n+ 1)
(
z + γn−1

)(
z + γn

) , n ∈ N2. (6.29ã)

Äîâåäåííÿ. (A) Ôîðìóëè (6.27à) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷å-

ííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìà-
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òè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

{2}(z ln z)=
−1

z(2 ln2 z + 3 ln z + 2)
, {3}(z ln z)=

z2(6 ln3 z+11 ln2 z+12 ln z+6)

ln z + 5/2
.

Îòæå, ôîðìóëè (6.27á)�(6.27â) âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = 1. Çðîáèìî ïðèïó-

ùåííÿ, ùî öi ôîðìóëè ìàþòü ìiñöå äëÿ n = k − 1. Òîäi iç ðåêóðåíòíèõ

ñïiââiäíîøåíü (6.2) âèïëèâà¹, ùî

{2k}(z ln z) = 2k
/(z2(Ak−1 ln3 z +Bk−1 ln2 z + Ck−1 ln z +Dk−1)

ln z + γk−1

)′
−

−1/z
(
(k − 1)k ln2 +αk−1 ln z + βk−1

)
=2k(ln z + γk−1)

2
/
z
(

2Ak−1 ln4 z+

+
(
2Bk−1 + 2Ak−1(1 + γk−1)

)
ln3 z+

(
2Ck−1 +Bk−1(1 + 2γk−1) + 3Ak−1γk−1

)
×

×(ln2 z+ 2Dk−1 + (2Ck−1 + 2Bk−1)γk−1) ln z+ (2Dk−1 +Ck−1)γk−1−Dk−1

)
−

−1/z((k − 1)k ln2 +αk−1 ln z + βk−1).

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ αk−1, βk−1, γk−1, Ak−1, Bk−1, Ck−1. Îòðèìà¹ìî

{2k}(z ln z) = 2k(ln z + 2Hk−1 + 1
k)2
/
z
(

(k2 − 1)k2 ln4 z +
(
8(k2 − 1)k2Hk−1−

−2k(2k3−2k2−k+2)
)

ln3 z+
(
24(k2−1)k2H2

k−1−12(2k3−2k2−k+2)Hk−1+

+8k4−12k3 +6k−5
)

ln2 z+
(
32(k2−1)k2H3

k−1−24k(2k3−2k2−k+2)H2
k−1+

+4(8k4 − 12k3 + 6k − 5)Hk−1 − 2
k(4k5 − 8k4 + 2k3 − 2k + 1)

)
ln z+

+16(k2−1)k2H4
k−1−16k(2k3−2k2−k+2)H3

k−1 +4(8k4−12k3 +6k−5)H2
k−1−

−4
k(4k5 − 8k4 + 2k3 + 4k2 − 2k + 1)Hk−1 + 4(k − 1)(k3 − k2 + 1)

)
−

−1/z
(

(k− 1)k ln2 z +
(
4(k− 1)kHk−1− 2k2 + 2k− 1

)
ln z + 4(k− 1)kH2

k−1−

−2(2k2 − 2k + 1)Hk−1 + 2(k − 1)k
)
.

Çíàìåííèê ïåðøîãî äðîáó ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi äîáóòêó

z
(

((k − 1)k ln2 z +
(
4(k − 1)kHk−1 − 2k2 + 2k − 1

)
ln z + 4(k − 1)kH2

k−1−
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−2(2k2 − 2k + 1)Hk−1 + 2(k − 1)k)
)(

k(k + 1) ln2 z +
(
4k(k + 1)Hk−1−

−2k2 + 2k+ 3
)

ln z+ 4k(k+ 1)H2
k−1− 2(2k2− 2k− 3)Hk−1 + 2

k(k3− k2 + 1)
)
.

Çâiâøè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà òà âèêîíàâøè çàìiíó Hk−1 = Hk − 1
k êií-

öåâå îòðèìà¹ìî

{2k} (z ln z) = −1/z
(
k(k + 1) ln2 z +

(
4k(k + 1)Hk − 2k2 − 2k − 1

)
ln z+

+4k(k+1)H2
k−2(2k2 +2k+1)Hk +2k(k+1)

)
=

−1

k(k + 1) ln2 z+αk ln z+βk
.

Àíàëîãi÷íî

{2k+1}(z ln z) = (2k + 1)
/( −1

z(k(k + 1) ln2 z + αk ln z + βk)

)′
+

+z2(Ak−1 ln3 z +Bk−1 ln2 z + Ck−1 ln z +Dk−1)
/

(ln z + γk−1) =

=
(2k + 1)z2(k(k + 1) ln2 z + αk ln z + βk)

2

k(k + 1) ln2 z + (αk + 2k(k + 1)) ln z + αk + βk
+

+
z2(Ak−1 ln3 z +Bk−1 ln2 z + Ck−1 ln z +Dk−1)

ln z + γk−1
.

Â çíàìåííèêàõ äðîáiâ ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ αk, βk òà γk−1, ìà¹ìî

k(k + 1) ln2 z + (αk + 2k(k + 1)) ln z + αk + βk = k(k + 1) ln2 z+

+(4k(k + 1)Hk − 1) ln z + 4k(k + 1)H2
k − 2Hk − 1 =

=
(

ln z + 2Hk − 1
k

)(
k(k + 1) ln z + 2k(k + 1)Hk + k

)
,

ln z + γk−1 = ln z + 2Hk − 1
k .

Ïiäñòàâèâøè â ÷èñåëüíèêàõ çíà÷åííÿ αk, βk, Ak−1, Bk−1, Ck−1, Dk−1 òà çâiâ-

øè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà îòðèìó¹ìî, ùî

{2k+1}(z ln z) = z2
(
k2(k+1)3(k+2)

2 ln4 z +
(
4k2(k + 1)3(k + 2)Hk−

−k(k+1)2

2 (5k3 + 13k2 + 9k + 4)
)

ln3 z +
(
12k2(k + 1)3(k + 2)H2

k−
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−3k(k + 1)2(5k3 + 13k2 + 9k + 4)Hk + k+1
4 (21k5 + 74k4 + 91k3 + 54k2+

+16k+4)
)

ln2 z+
(
16k2(k+1)3(k+2)H3

k−6k(k+1)2(5k3 +13k2 +9k+4)H2
k+

+(k+1)(21k5 +74k4 +91k3 +54k2 +16k+4)Hk− k(k+1)
4 (16k4 +64k3 +91k2+

+59k+ 18)
)

ln z+ 8k2(k+ 1)3(k+ 2)H4
k −4k(k+ 1)2(5k3 + 13k2 + 9k+ 4)H3

k+

+(k + 1)(21k5 + 74k4 + 91k3 + 54k2 + 16k + 4)H2
k −

k(k+1)
2 ×

×(16k4 + 64k3 + 91k2 + 59k + 18)Hk + k(k+1)
4 (16k3 + 43k2 + 27k + 2)

)
×

×
((

ln z + 2Hk − 1
k

)(
k(k + 1) ln z + 2k(k + 1)Hk + k

))−1

.

Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê íà k(k + 1) ln z + 2k(k + 1)Hk − k − 1.

Òîäi ìà¹ìî, ùî

{2k+1}(z ln z) =
(
k(k+1)2(k+2)

2 ln3 z +
(

3k(k + 1)2(k + 2)Hk − k+1
2 (5k2 + 12k2+

+6k+ 2)
)

ln2 z +
(
6k(k+ 1)2(k+ 2)H2

k − (k+ 1)(10k3 + 24k2 + 12k+ 4)Hk+

+k
4(21k3 +64k2 +75k+18)

)
ln z+4k(k+1)2(k+2)H3

k−2(k+1)(5k3 +12k2+

+6k + 2)H2
k + k

2(21k3 + 64k2 + 57k + 18)Hk − k
4(16k3 + 43k2 + 27k + 2)

)
:

:
(

ln z + 2Hk + 1
k+1

)
.

Òîáòî
{2k+1} (z ln z) =

z2(Ak ln3 z +Bk ln2 z + Ck ln z +Dk)

ln z + γk
.

Ôîðìóëè (6.27) äîâåäåíi.

(B) Ïðè n = 0, 1 ôîðìóëè (6.29à)�(6.29á) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç ôîð-

ìóë (6.27à)�(6.27â). Çãiäíî iç ñïiââiäíîøåííÿì (6.27á) ìà¹ìî, ùî

{2n}(z ln z)− {2n−2}(z ln z) =
−1

z(n(n+ 1) ln2 z + αn ln z + βn)
+

+
1

z((n− 1)n ln2 z + αn−1 ln z + βn−1)
=
(
2n ln2 z + (αn − αn−1) ln z + βn−

−βn−1

)
/
(
z((n− 1)n ln2 z + αn−1 ln z + βn−1)(n(n+ 1) ln2 z + αn ln z + βn)

)
.
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Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ αn−1, βn−1, αn, βn ç (6.11) îòðèìó¹ìî, ùî â îêîëi òî-

÷êè z = z∗

d2n(z∗) =
2n(z + γn−1)

2

z∗((n− 1)nz2 + αn−1z + βn−1)(n(n+ 1)z2 + αnz + βn)
.

Òîáòî ôîðìóëà (6.29â) âèêîíó¹òüñÿ.

Àíàëîãi÷íî

{2n+1}(z ln z)− {2n−1}(z ln z) =
z2(An ln3 z +Bn ln2 z + Cn ln z +Dn)

ln z + γn
−

−z
2(An−1 ln3 z +Bn−1 ln2 z + Cn−1 ln z +Dn−1)

ln z + γn−1
.

Çâiâøè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà òà ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ An, Bn, Cn, Dn,

γn, An−1, Bn−1, Cn−1, Dn−1, γn−1, áóäåìî ìàòè:

{2n+1}(z ln z)− {2n−1}(z ln z) = (2n+ 1)z2
(
n(n+ 1) ln4 z +

(
8n(n+ 1)Hn−

−2(2n2 + 2n+ 1)
)

ln3 z +
(
24n(n+ 1)H2

n − 12(2n2 + 2n+ 1)Hn+

+4n(n+1)(2n2+2n+1)+1
n(n+1)

)
ln2 z +

(
32n(n+ 1)H3

n − 24(2n2 + 2n+ 1)H2
n+

+4(4n(n+1)(2n2+2n+1)+1)
n(n+1) Hn − 4(2n2 + 2n+ 1)

)
ln z + 16n(n+ 1)H4

n−

−16(2n2 + 2n+ 1)H3
n + 4(4n(n+1)(2n2+2n+1)+1)

n(n+1) H2
n − 8(2n2 + 2n+ 1)Hn+

+4n(n+ 1)
)/((

ln z + γn−1

)(
ln z + γn

))
.

Ïîìíîæèâøè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà n(n + 1) òà ïiäñòàâèâøè z = z∗

êiíöåâå îòðèìó¹ìî, ùî

d2n+1(z∗) =
(2n+ 1)z2

∗
(
n(n+ 1)z2 + αnz + βn

)2

n(n+ 1)
(
z + γn−1

)(
z + γn

) .

Ñïiââiäíîøåííÿ (6.29ã) òàêîæ äîâåäåíî. Îòæå, ôîðìóëè (6.29) âiðíi.
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Iç òåîðåìè 6.17 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ z ln z â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðîçâè-

âà¹òüñÿ â Ò�ÊËÄ âèãëÿäó

z ln z=

(
1

z∗z
+
z − z∗
−z2∗z2
z+1

+

z − z∗
−2(z+1)2

z∗z(2z2+3z+2)
+

z − z∗
3z2∗(2z

2+3z+2)2

2(z+1)(z+5/2)
+

z − z∗
4(z+5/2)2

z∗(2z2+3z+2)(6z2+23z+27)
+

+ · · · +

z − z∗
2n(z+γn−1)2

z∗((n−1)nz2+αn−1z+βn−1)(n(n+1)z2+αnz+βn)
+

+

z − z∗
(2n+1)z2∗(n(n+1)z2+αnz+βn)2

n(n+1)(z+γn−1)(z+γn)
+ · · ·

)−1

. (6.30)

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè z = 1, z∗ = e, ìà¹ìî

z ln z =

1

e
+

z − e
−e2/2 +

z − e
−8/7e +

z − e
21e2/2 +

z − e
1/8e +

z − e
2240e2/13 + · · · +

+

z − e
2n(2Hn+(n−1)/n)2

e(4(n−1)nH2
n−1−2Hn−1+n2−n−1)

+

z − e
(2n+1)e2(4n(n+1)H2

n−2Hn+n2+n−1)2

n(n+1)(2Hn+(n−1)/n)(2Hn+1+n/(n+1))
+ · · ·

−1

.

6.7.5. Ôóíêöiÿ tg z. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.18. (A) Ôóíêöiÿ tg z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî-

âiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{4n} tg z =
1

tg z
, {4n+1} tg z = −

(2n+ 1)
(
n+ (n+ 1) tg2 z

)
1 + tg2 z

, n ∈ N0,

{4n+2} tg z = − tg z, {4n+3} tg z = −
(n+ 1)

(
2n+ 3 + (2n+ 1) tg2 z

)
1 + tg2 z

.

(6.31)

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöiõ â Ò�ÊËÄ â îêîëi z = z∗ ðiâíi

d0(z∗) =
1

tg z∗
, d4n+1(z∗) = −(4n+1) tg2 z∗

1 + tg2 z∗
, d4n+2(z∗) = −1+tg2 z∗

tg z∗
,

d4n+3(z∗) = − 4n+ 3

1 + tg2 z∗
, d4n+4(z∗) =

1 + tg2 z∗
tg z∗

, n ∈ N0.

(6.32)
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Äîâåäåííÿ. (A) Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåêóðåíòíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè (6.2) òà ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ëåãêî

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî {0} tg z = 1
tg z ,

{1} tg z = − tg2 z
1+tg2 z

, {2} tg z = − tg z, {3} tg z =

= −3+tg2 z
1+tg2 z

. Òîáòî, êîëè n = 0, òî ôîðìóëè ñïðàâåäëèâi. Ïðèïóñòèìî, ùî

âîíè âèêîíóþòüñÿ, êîëè n = k − 1. Òîäi iç ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (6.2) äëÿ

n = k îòðèìó¹ìî:

{4k} tg z =
4k

({4k−1} tg z)′
+ {4k−2} tg z =

−4k(
k(2k+1+(2k−1) tg2 z)

1+tg2 z

)′ − tg z =

=
−4(1 + tg2 z)2

2(2k − 1) tg z(1 + tg2 z)2 − 2(2k + 1 + (2k − 1) tg2 z) tg z(1 + tg2 z)
−

− tg z =
−2(1 + tg2 z)

tg z
(
(2k − 1)(1 + tg2 z)− (2k + 1)− (2k − 1) tg2 z

) − tg z =

=
1 + tg2 z

tg z
− tg z =

1

tg z
,

{4k+1} tg z =
4k + 1

({4k} tg z)′
+ {4k−1} tg z = −(4k + 1) tg2 z

1 + tg2 z
−

−
k
(
2k + 1 + (2k − 1) tg2 z

)
1 + tg2 z

= −(2k + 1)(k + (k + 1) tg2 z)

1 + tg2 z
,

{4k+2} tg z =
4k + 2

({4k+1} tg z)′
+ {4k} tg z =

−(4k + 2)(
(2k+1)(k+(k+1) tg2 z)

1+tg2 z

)′ +
1

tg z
=

=
−(4k + 2)(1 + tg2 z)2

2(2k+1)(k+1) tg z(1+tg2 z)2−2(2k+1)(k+(k+1) tg2 z)tg z(1+tg2 z)
+

+
1

tg z
=

−(1 + tg2 z)

tg z
(
(k + 1)(1 + tg2 z)− (k + (k + 1) tg2)

) +
1

tg z
= −tg z,

{4k+3} tg z =
4k + 3

({4k+2} tg z)′
+ {4k+1} tg z = −(2k + 1)(k + (k + 1) tg2 z)

1 + tg2 z
−

− (4k + 3)

1 + tg2 z
= −(k + 1)(2k + 3 + (2k + 1) tg2 z)

1 + tg2 z
.

Îòæå, ôîðìóëè (6.31) âiðíi äëÿ äîâiëüíîãî n.

(B) Iç ôîðìóë (6.11) òà (6.31) âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.32).
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Iç òåîðåìè 6.18 îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â Ò�ÊËÄ

tg z =

(
1

z
+

z − z∗
−z2/(1 + z2) +

z − z∗
−(1 + z2)/z +

z − z∗
−3/(1 + z2) +

z − z∗
(1 + z2)/z +

+ · · · +

z − z∗
−(4n+ 1)z2/(1 + z2) +

z − z∗
−(1 + z2)/z +

+

z − z∗
−(4n+ 3)/(1 + z2) +

z − z∗
(1 + z2)/z + · · ·

)−1

, z = tg z∗. (6.33)

Â îêîëi òî÷êè z = π/4 ìà¹ìî:

tg z =

(
1 +

z − π
4

−1/2 +

z − π
4

−2 +

z − π
4

−3/2 +

z − π
4

2 +

z − π/4
−5/2 +

z − π
4

−2 +

+

z − π
4

−7/2 +

z − π
4

2 + · · · +

z − π
4

(−1)n 2 +

z − π
4

−(2n+ 1)/2 + · · ·

)−1

.

6.7.6. Ôóíêöiÿ ctg z. ßê i ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.19. (A) Ôóíêöiÿ ctg z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî-

âiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{4n}ctg z =
1

ctg z
, {4n+1}ctg z =

(2n+ 1)
(
n+ (n+ 1) ctg2 z

)
1 + ctg2 z

, n ∈ N0,

{4n+2}ctg z = − ctg z, {4n+3}ctg z =
(n+ 1)

(
2n+ 3 + (2n+ 1) ctg2 z

)
1 + ctg2 z

.

(6.34)

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

d0(z∗)=
1

ctg z∗
, d4n+1(z∗)=

(4n+ 1) ctg2 z∗
1 + ctg2 z∗

, d4n+2(z∗)=−1 + ctg2 z∗
ctg z∗

,

d4n+3(z∗) =
4n+ 3

1 + ctg2 z∗
, d4n+4(z∗) =

1 + ctg2 z∗
ctg z∗

, n ∈ N0.

(6.35)

Äîâåäåííÿ. (A) Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ çà iíäóêöi¹þ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðå-

êóðåíòíèìè ôîðìóëàìè (6.2). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

{0}ctg z=
1

ctg z
, {1}ctg z=

ctg2 z

1 + ctg2 z
, {2}ctg z=− ctg z, {3}ctg z=

3 + ctg2 z

1 + ctg2 z
.
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Òîáòî, êîëè n = 0, òî ôîðìóëè (6.34) ñïðàâåäëèâi. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè

âèêîíóþòüñÿ êîëè n = k− 1. Òîäi äëÿ n = k iç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü

(6.2) îòðèìó¹ìî, ùî

{4k} ctg z =
4k(

{4k−1} ctg z
)′ + {4k−2} ctg z =

4k(
k(2k+1+(2k−1) ctg2 z)

1+ctg2 z

)′ − ctg z =

=
2(1 + ctg2 z)

ctg z((2k + 1 + (2k − 1) ctg2 z)− (2k − 1)(1 + ctg2 z))
− ctg z =

=
1 + ctg2 z

ctg z
− ctg z =

1

ctg z
,

{4k+1} ctg z =
4k + 1(
{4k} ctg z

)′ + {4k−1} ctg z =
(4k + 1) ctg2 z

1 + ctg2 z
+

+
k(2k + 1 + (2k − 1) ctg2 z)

1 + ctg2 z
=

(2k + 1)(k + (k + 1) ctg2 z)

1 + ctg2 z
,

{4k+2} ctg z =
4k + 2(

{4k+1} ctg z
)′ + {4k} ctg z =

4k + 2(
(2k+1)(k+(k+1) ctg2 z)

1+ctg2 z

)′ +
1

ctg z
=

=
1 + ctg2 z

ctg z(k + (k + 1) ctg2 z − (k + 1)(1 + ctg2 z)
+

1

ctg z
=

=
1 + ctg2 z

− ctg z
+

1

ctg z
= − ctg z,

{4k+3} ctg z =
4k + 3(

{4k+2} ctg z
)′ + {4k+1} ctg z =

4k + 3

1 + ctg2 z
+

+
(2k + 1)(k + (k + 1) ctg2 z)

1 + ctg2 z
=

(k + 1)(2k + 3 + (2k + 1) ctg2 z)

1 + ctg2 z
.

Îòæå, ôîðìóëè âèêîíóþòüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

(B) Ôîðìóëè (6.35) âèïëèâàþòü ç ôîðìóë (6.11) òà (6.34).

Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z ó Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

ctg z =

(
1

z
+

z − z∗
z2/(1 + z2) +

z − z∗
−(1 + z2)/z +

z − z∗
3/(1 + z2) +

z − z∗
(1 + z2)/z +

+

z − z∗
5z2/(1 + z2) +

z − z∗
−(1 + z2)/z +

z − z∗
7/(1 + z2) +

z − z∗
(1 + z2)/z + · · · +
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+

z − z∗
(4n+1)z2/(1+z2) +

z − z∗
−(1 + z2)/z +

z − z∗
(4n+ 3)/(1 + z2) +

+

z − z∗
(1 + z2)/z + · · ·

)−1

, z = ctg z∗. (6.36)

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó äëÿ z = π/4 ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z

ctg z =

(
1 +

z − π
4

1/2 +

z − π
4

−2 +

z − π
4

3/2 +

z − π
4

2 +

z − π
4

5/2 +

z − π
4

−2 +

+

z − π
4

7/2 +

z − π
4

2 + · · · +

z − π
4

(−1)n2 +

z − π
4

(2n+ 1)/2 + · · ·

)−1

.

6.7.7. Ôóíêöi¨ th z òà cth z. ßê i ó âèïàäêó òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóí-

êöié tg z òà ctg z ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ

ôóíêöié th z òà cth z.

Òåîðåìà 6.20. (A) Ôóíêöiÿ th z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî-

âiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

{4n}th z =
1

th z
, {4n+1}th z =

(2n+ 1)
(
n− (n+ 1) th2 z

)
1− th2 z

,

{4n+2}th z = th z, {4n+3}th z =
(n+ 1)

(
2n+ 3− (2n+ 1) th2 z

)
1− th2 z

, n ∈ N0.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ÊËÄ ðiâíi

d0(z∗) =
1

th z∗
, d4n+1(z∗) =

(4n+ 1) th2 z∗

th2 z∗ − 1
, d4n+2(z∗) =

th2 z∗ − 1

th z∗
,

d4n+3(z∗) =
4n+ 3

1− th2 z∗
, d4n+4(z∗) =

1− th2 z∗
th z∗

, n ∈ N0.

(6.37)

Ðîçâèíåííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òàíãåíñà â Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

ìàòèìå âèãëÿä

th z =

(
1

z
+
z − z∗

z2

z2−1
+

z − z∗
z2−1
z

+

z − z∗
3

1−z2 +

z − z∗
1−z2
z

+ · · · +

z − z∗
(4k+1)z2

z2−1
+

+

z − z∗
z2−1
z

+

z − z∗
4k+3
1−z2 +

z − z∗
1−z2
z

+ · · ·

)−1

, z = th z∗. (6.38)
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Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z = ln
√

2 ðîçâèíåííÿ çàïèøåòüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

th z =

(
3 +

z − ln
√

2

−1/8 +

z − ln
√

2

−8/3 +

z − ln
√

2

27/8 +

z − ln
√

2

8/3 + · · · +

+

z − ln
√

2

−(4k + 1)/8 +

z − ln
√

2

−8/3 +

z − ln
√

2

9(4k + 3)/8 +

z − ln
√

2

8/3 + · · ·

)−1

.

Òåîðåìà 6.21. (A) Ôóíêöiÿ cth z ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äî-

âiëüíîãî ïîðÿäêó i âîíè îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

{4n} cth z =
1

cth z
, {4n+1} cth z =

(2n+ 1)
(
n− (n+ 1) cth2 z

)
1− cth2 z

, n ∈ N0

{4n+2} cth z = cth z, {4n+3} cth z =
(n+ 1)

(
2n+ 3− (2n+ 1) cth2 z

)
1− cth2 z

.

(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

d0(z∗)=
1

cth z∗
, d4n+1(z∗)=

(4n+ 1) cth2 z∗

cth2 z∗ − 1
, d4n+2(z∗)=

cth2 z∗ − 1

cth z∗
,

d4n+3(z∗) =
4n+ 3

1− cth2 z∗
, d4n+4(z∗) =

1− cth2 z∗
cth z∗

, n ∈ N0.

(6.39)

ßê íàñëiäîê iç òåîðåìè îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî êîòàíãåí-

ñà â Ò�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

cth z =

(
1

z
+
z − z∗

z2

z2−1
+

z − z∗
z2−1
z

+

z − z∗
3

1−z2 +

z − z∗
(1−z2

z
+ · · · +

z − z∗
(4n+1)z2

z2−1
+

+

z − z∗
z2−1
z

+

z − z∗
4n+3
1−z2 +

z − z∗
1−z2
z

+ · · ·

)−1

, z = cth z∗. (6.40)

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth z â îêîëi òî÷êè

z = ln
√

2

cth z =

(
1

3
+
z − ln

√
2

9/8 +

z − ln
√

2

8/3 +

z − ln
√

2

−3/2 +

z − ln
√

2

−8/3 + · · · +

+

z − ln
√

2

9(4n+ 1)/8 +

z − ln
√

2

8/3 +

z − ln
√

2

−(4n+ 3)/2 +

z − ln
√

2

−8/3 + · · ·

)−1

.
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6.8. Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ

Çàïèøåìî Ò�ÊËÄ (6.10) ó òàêîìó âèãëÿäi

f(z) =

(
e0(z∗) +

∞

K
n=1

en(z∗)(z − z∗)
1

)−1

, (6.41)

äå

e0(z∗) = d0(z∗), e1(z∗) =
1

d1(z∗)
, en =

1

dn−1(z∗)dn(z∗)
, n ∈ N2. (6.42)

Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.11) ìà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (6.41)

âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó íàñòóïíèì ÷èíîì

e0(z∗) =
1

f(z∗)
, e1(z∗) =

1
{1}f(z∗)

, en(z∗) =
({n−2}f(z∗))

′ · ({n−1}f(z∗))
′

(n− 1) · n
. (6.43)

Ëàíöþãîâèé äðiá (6.41) íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�îáåðíåíèì ëàíöþãîâèì äðî-

áîì òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÊËÄ). Ñ�ÊËÄ åêâiâàëåíòíèé Ò�ÊËÄ (6.10) çà ïî-

áóäîâîþ.

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çíà÷åííÿ f(z∗),
{1}f(z∗), ({n−1}f(z∗))

′, êîëè

n ∈ N, âèçíà÷åíi, à îòæå êîåôiöi¹íòè ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè (6.43).

Îçíà÷åííÿ 6.2. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá (6.41), êîåôi-

öi¹íòè ÿêîãî îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6.43), íàçèâà¹òüñÿ ðîçâèíåííÿì

ôóíêöi¨ f(z) ó Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗.

Òåîðåìà 6.22. Íåõàé H
(n)
k (z∗) ¹ âèçíà÷íèê Ãàíêåëÿ, åëåìåíòè ÿêîãî

ðiâíi cm(z∗) = f (m)(z∗)/m!, m ∈ N0. Êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊËÄ (6.41) ôóíêöi¨ f

â îêîëi òî÷êè z = z∗ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç âiäíîøåííÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

e0(z∗) =
1

H
(0)
1 (z∗)

, e1(z∗) =
−H(1)

1 (z∗)(
H

(0)
1 (z∗)

)2 , e2k(z∗) =
−H(0)

k+1(z∗)H
(1)
k−1(z∗)

H
(0)
k (z∗)H

(1)
k (z∗)

,

e2k+1(z∗) =
−H(0)

k (z∗)H
(1)
k+1(z∗)

H
(0)
k+1(z∗)H

(1)
k (z∗)

, k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç ôîðìóë (6.13) òåîðå-

ìè 6.10.
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6.9. Çáiæíiñòü Ñ�ÊËÄ äî ôóíêöi¨. Àïîñòåðiîðíà îöiíêà

Òåîðåìè 1.30 òà 1.31 ñòîñóâàëèñÿ ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî Ñ�äðîáó.

Óòî÷íèìî ôîðìóëþâàííÿ âêàçàíèõ òåîðåì äëÿ Ñ�ÊËÄ.

Òåîðåìà 6.23. Íåõàé åëåìåíòè Ñ�ÊËÄ (6.41) òàêi, ùî

lim
n→∞

en = 0, en 6= 0, n ∈ N0. (6.44)

Òîäi: (A) Ñ�ÊËÄ (6.41) çáiãà¹òüñÿ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f(z); (B) çái-

æíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà íà êîæíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C, ÿêèé íå ìiñòèòü

ïîëþñiâ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â òî÷öi z = z∗ i f(z∗) = 1/e0.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî ïîçíà÷åííÿ z̄ = z − z∗ òà çàïèøåìî ëàíöþãîâèé

äðiá (6.41) ó âèãëÿäi(
e0 +

∞

K
n=1

en(z − z∗)
1

)−1

=
1

e0 ·G(z̄)
, (6.45)

äå

G(z̄) = 1 +
e1z̄/e0

1 +

e2z̄

1 +

e3z̄

1 + · · ·
. (6.46)

Çà ïðèïóùåííÿì óìîâè (6.44) ìàþòü ìiñöå. Òîäi ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé

C�äðiá (6.46) çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.30: à) çáiãà¹òüñÿ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨

f̃(z̄); á) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ C, ÿêèé íå ìiñòèòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨

f̃(z̄), çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíîþ; â) ôóíêöiÿ f̃(z̄) áóäå ãîëîìîðôíà â òî÷öi

z̄ = 0 i f̃(0) = 1. Âðàõîâóþ÷è (6.45) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 6.24. Íåõàé Ra = {z : | arg(a(z− z∗) + 1/4)| < π} i åëåìåíòè
Ñ�ÊËÄ (6.41) òàêi, ùî

lim
n→∞

en = a 6= 0, a ∈ C. (6.47)

Òîäi: (A) ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z), ÿêà ìåðîìîðôíà â

Ra; (B) çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

Z iç Ra, ÿêà íå ìiñòèòü ïîëþñiâ f(z); (C) ôóíêöiÿ f(z) ãîëîìîðôíà â

òî÷öi z = z∗.
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Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.23, ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç z̄ = z−z∗ òà çàïèøåìî ëàíöþãîâèé äðiá (6.41) ó âèãëÿäi (6.45). Îñêiëüêè
çà ïðèïóùåííÿì óìîâè (6.47) âèêîíóþòüñÿ, òî äëÿ ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâî-

ãî Ñ�äðîáó (6.46) áóäóòü âiðíèìè òâåðäæåííÿ (A)�(C) òåîðåìè 1.31, à òîäi

â ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (6.45) ìàþòü ìiñöå òâåðäæåííÿ äàíî¨ òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

f =

(
a0e

iϕ0 +
∞

K
k=1

ake
iϕk

1

)−1

, ak ∈ R. (6.48)

Òåîðåìà 6.25. Íåõàé åëåìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó

F =
1

a0 −
a1

1 −
a2

1 − · · ·
(6.49)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

a0 > 1, 0 < ak 6 1/4, k ∈ N. (6.50)

Òîäi ëàíöþãîâèé äðiá (6.49) çáiãà¹òüñÿ i 0 < F 6 1 + 1/a0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Fn = An/Bn ¹ n�é ïiäõiäíèé äðiá ëàíöþãîâîãî äðîáó

(6.49). Çà iíäóêöi¹þ ïîêàæåìî, ùî

Bn >
n+ 2

2n+1
, Bn >

n+ 2

2(n+ 1)
Bn−1, n ∈ N. (6.51)

Î÷åâèäíî, ùî B0 = a0 > 1, B1 = a0 − a1 > 3/4, B1 = a0 − a1 > 3B0/4.

Îòæå, äëÿ n = 1 íåðiâíîñòi (6.51) ìàþòü ìiñöå. Ïðèïóñòèìî, ùî âêàçàíi

íåðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = k − 1. Ç ôîðìóë Âàëëiñà (1.6) ìà¹ìî, ùî

Bk = Bk−1−akBk−2 > Bk−1− 1
4

2k
k+1Bk−1 = k+2

2(k+1)Bk−1, Bk = Bk−1−akBk−2 >

> k+1
2k
− 1

4
k

2k−1
= k+2

2k+1 . Îòæå, íåðiâíîñòi (6.51) âiðíà äëÿ äîâiëüíîãî n.

Ïiäõiäíèé äðiá Fn âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòè äðîáó çà ôîðìóëîþ

(3.5). Â öüîìó âèïàäêó b(r)
0 (z) = a0, a

(r)
i = −ai, i ∈ N. Òîäi

Fn =
1

a0
+

n∑
k=1

a1a2 . . . ak
Bk Bk−1

.
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Â ñâîþ ÷åðãó ç íåðiâíîñòåé (6.51) ìà¹ìî, ùî

a1a2 . . . ak
Bk Bk−1

6
2

(k + 1)(k + 2)
, Fn 6

1

a0
+ 2

n∑
k=1

1

(k + 1)(k + 2)
,

à òîäi F = limn→∞ Fn 6 1 + 1
a0
.

Òåîðåìà 6.26. ßêùî åëåìåíòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (6.48) i (6.49) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè (6.50), òî äðiá (6.48) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i |f | < F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäõiäíi äðîáè ðîçãëÿäóâàíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âiä-

ïîâiäíî ðiâíi fn(z) = Pn(z)/Qn(z), Fn = An/Bn . Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨

äîâåäåìî îäíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ

|Qn(z)| > Bn, |Qn(z)/Qn−1(z)| > Bn/Bn−1, n ∈ N0. (6.52)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî |Q0(z)| = |a0e
iϕ0| = a0 = B0, |Q1(z)| = |a0e

iϕ0 + a1e
iϕ1| >

> a0 − a1 = B1, |Q1(z)/Q0(z)| > B1/B0. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (6.52)

âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = m− 1. Òîäi

|Qm(z)| = |Qm1
(z) + ame

iϕmQm−2)(z)|>
∣∣|Qm−1(z)| − |ameiϕm||Qm−2(z)|

∣∣ =

= |Qm−1(z)|
∣∣∣∣1− |ameiϕm| |Qm−2(z)|

|Qm−1(z)|

∣∣∣∣ > Bm−1

(
1− am

Bm−2

Bm−1

)
= Bm.

Êðiì òîãî

|Qm(z)|
|Qm−1(z)|

=
|Qm−1(z) + ame

iϕmQm−2(z)|
|Qm−1(z)|

=

∣∣∣∣1− |ameiϕm||Qm−2(z)|
|Qm−1(z)|

∣∣∣∣ >
> 1− am

Bm−2

Bm−1
=

Bm

Bm−1
.

Îòæå, îöiíêè (6.52) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî n.

Îñêiëüêè çãiäíî ç ñïiââiäíîøåííÿì (3.5)

fn =
1

a0eiϕ0
+
∞∑
k=1

(−1)k
∏k

m=1 ame
iϕm

Qk(z)Qk−1(z)
, òî |fn| 6

1

a0
+

n∑
k=1

∏k
m=1 am

BkBk−1
.

Çà òåîðåìîþ 6.25 ëàíöþãîâèé äðiá (6.49) çáiæíèé i |f | < F = 1 + 1
a0
.
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Òåîðåìà 6.27. ßêùî åëåìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (6.48) çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè a0 > 1, 0 < ai 6 1/4− ε, 0 < ε 6 1/4, i ∈ N0, òî∣∣∣∣f − Pn(z)

Qn(z)

∣∣∣∣ 6 ( 1

2
√
ε
− 1
)∣∣∣∣Pn(z)

Qn(z)
− Pn−1(z)

Qn−1(z)

∣∣∣∣. (6.53)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f = (Pn(z) + ω̄Pn−1(z))/(Qn(z) + ω̄Qn−1(z)), äå

ω̄ =K
∞
k=n+1(ake

iϕk/1) ¹ (n+ 1)�é çàëèøîê ëàíöþãîâîãî äðîáó (6.48), òî

f − Pn(z)

Qn(z)
=
Pn(z) + ω̄Pn−1(z)

Qn(z) + ω̄Qn−1(z)
− Pn(z)

Qn(z)
=

=
−ω̄(Pn(z)Qn−1(z)− Pn−1(z)Qn(z))

Qn(z)Qn−1(z)(Qn(z)
Qn−1

+ ω̄)
=
−ω̄
(
Pn(z)
Qn(z) −

Pn−1(z)
Qn−1(z)

)
Qn(z)
Qn−1

+ ω̄
.

Â ðîáîòi [122] ïîêàçàíî, ùî êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òî ìà¹ ìiñöå

îöiíêà |ω̄| 6 1
2−
√
ε. Iç íåðiâíîñòåé (6.51) òà (6.52) âèïëèâà¹, ùî |Qn(z)|

|Qn−1(z)| >
1
2 .

Òîäi êiíöåâå îòðèìó¹ìî, ùî íåðiâíiñòü (6.53) âiðíà.

6.10. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â Ñ�ÊËÄ

Ðîçãëÿíåìî ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié â Ñ�ÊËÄ òà âñòàíîâèìî îáëà-

ñòi çáiæíîñòi îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü.

6.10.1. Ôóíêöiÿ ez. Ç ôîðìóë (6.14) òà (6.42) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi-

¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ áóäóòü ðiâíi

e0(z∗)=e−z∗, e1(z∗)=−e−z∗, e2k(z∗)=
1

2(2k−1)
, e2k+1(z∗)=

−1

2(2k+1)
, k ∈ N.

Ôóíêöiÿ ez ìà¹ íàñòóïíå ðîçâèíåííÿ â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

ez = ez∗
(

1− z − z∗
1 +

(z − z∗)/2
1 −

(z − z∗)/6
1 +

(z − z∗)/6
1 − · · · +

+

(z − z∗)/(2 (2k − 1))

1 −
(z − z∗)/(2 (2k + 1))

1 + · · ·

)−1

. (6.54)
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Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z = 0 ðîçâèíåííÿ íàáóäå âèãëÿäó

ez =

(
1− z

1 +

z/2

1 −
z/6

1 +

z/6

1 −
z/10

1 +

z/10

1 −
z/14

1 +

z/14

1 −

− · · · +

z/(2 (2k − 1))

1 −
z/(2 (2k + 1))

1 + · · ·

)−1

.

Òåîðåìà 6.28. (A) Ñ�ÊËÄ (6.54) òà åêâiâàëåíòíèé Ò�ÊËÄ (6.15)

çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ ez íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C; (B) íà äîâiëü-

íîìó êîìïàêòi Z ⊂ C ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ek(z∗) 6= 0 i

lim
k→∞

e2k(z∗) = lim
k→∞

e2k+1(z∗) = lim
k→∞

1

2(2k − 1)
= lim

k→∞

−1

2(2k + 1)
= 0,

òî â ñèëó òåîðåìè 6.23 òâåðäæåííÿ òåîðåìè ìàþòü ìiñöå.

Òåîðåìà 6.29. ßêùî |z−z∗|6 1
4−ε, äå 0<ε6 1

4, òî äëÿ n�ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ez â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ ìiñöå

àïîñòåðiîðíà îöiíêà

|ez − fn(z)| 6
( 1

2
√
ε
− 1
)∣∣fn(z)− fn−1(z)

∣∣. (6.55)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (6.55) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.27.

6.10.2. Ôóíêöiÿ (c+z)α. Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.20) òà (6.42) ìà¹ìî,

ùî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ôóíêöi¨ (c+z)α,

äå c = const, α ∈ C\Z, ðiâíi e0(z∗) = (c+ z∗)
−α, e1(z∗) = −α

(c+z∗)1+α
, e2n(z∗) =

= n+α
2(2n−1)(c+z∗)

, e2n+1(z∗) = n−α
2(2n+1)(c+z∗)

, n ∈ N. Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â

Ñ�ÊËÄ

(c+ z)α =
zα

1 −

α
z (z − z∗)

1 +

1+α
2z (z − z∗)

1 +

1−α
6z (z − z∗)

1 +

2+α
6z (z − z∗)

1 +

+

2−α
10z (z − z∗)

1 + · · · +

n+α
2(2n−1)z(z − z∗)

1 +

n−α
2(2n+1)z(z − z∗)

1 + · · ·
, (6.56)

äå z = c+ z∗.
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Òåîðåìà 6.30. (A) Ñ�ÊËÄ (6.56) òà Ò�ÊËÄ (6.21) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ (c + z)α íà ìíîæèíi R(c, z∗) = {z ∈ C : | arg(c + z) − arg(c +

+ z∗)| < π} ; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗) ëàíöþãîâi äðîáè

çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè limn→∞
n+α

2(2n−1)z = limk→∞
n−α

2(2n+1)z = 1
4z , òî òîäi

arg
(

z−z∗
4(z∗+c)

+ 1
4

)
= arg

(
z+c

4(c+z∗)

)
= arg(z + c) − arg(c + z∗). Çãiäíî iç òåî-

ðåìîþ 6.24 ìà¹ìî, ùî ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ (c+ z)α i íà

êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗) ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Ó âèïàäêó, êîëè α = k, k ∈ N, îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ (c + z)k

ñêií÷åííèì Ñ�ÊËÄ

(c+ z)k =
zk

1 −
k(z − z∗)/z

1 +

(1 + k)(z − z∗)/2z
1 +

(1− k)(z − z∗)/6z
1 +

+

(2 + k)(z−z∗)/6z
1 + · · ·+

(z−z∗)/2(2k − 1)z

1 +

2k(z−z∗)/2(2k − 1)z

1
.

Àíàëîãi÷íî ôóíêöiÿ (c+z)−k, k ∈ N, ìîæå áóòè ïîäàíà ñêií÷åííèì Ñ�ÊËÄ

(c+ z)−k =
z−k

1 +

k(z−z∗)/z
1 +

(1− k)(z−z∗)/2z
1 +

(1 + k)(z−z∗)/6z
1 +

+ · · · +

(z − z∗)/2(2k − 3)z

1 +

(2k − 1)(z − z∗)/2(2k − 1)z

1
.

6.10.3. Ôóíêöiÿ ln(c + z). ßêùî âèêîðèñòàòè ïîçíà÷åííÿ (6.25), òî

êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ln(c + z) â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.24) òà (6.42) çáóäóòü ðiâíi: e0(z∗) = 1/S∗0 , e1(z∗) =

= −1/z(S∗0)2, e2n(z∗) = nS∗n/2(2n−1)zS∗n−1, e2n+1(z∗) = nS∗n−1/2(2n+1)zS∗n,

n ∈ N. Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ

ln(c+ z) =
S∗0
1 −

(z − z∗)S∗−1/zS
∗
0

1 +

(z − z∗)S∗1/2zS∗0
1 +

(z − z∗)S∗0/6zS∗1
1 +

+

(z − z∗)2S∗2/6zS∗1
1 +

(z − z∗)2S∗1/10zS∗2
1 + · · · +

+

(z−z∗)nS∗n/2(2n−1)zS∗n−1

1 +

(z−z∗)nS∗n−1/2(2n+1)zS∗n
1 + · · ·

. (6.57)
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Òåîðåìà 6.31. (A) Ñ�ÊËÄ (6.57) òà Ò�ÊËÄ (6.26) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ ln(c + z) íà ìíîæèíi R(c, z∗) = {z ∈ C\{−c} : | arg(z + c) −
−arg(c+ z∗)| < π}; (B) ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëü-

íîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗).

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e2n(z∗) = lim
n→∞

nS∗n
2(2n− 1)zS∗n−1

= lim
n→∞

n(2Hn + ln z)

2(2n− 1)z(2Hn−1 + ln z)
=

= lim
n→∞

1

2(2− 1/n)z
· lim
n→∞

2 + 2/Hn−1 + ln z/Hn−1

2 + ln z/Hn−1
=

1

4(c+ z∗)
.

Àíàëîãi÷íî

lim
n→∞

e2n+1(z∗) = lim
n→∞

nS∗n−1

2(2n+ 1)zS∗n
=

1

4(c+ z∗)
.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

e2n(z∗) = lim
n→∞

e2n+1(z∗) =
1

4(c+ z∗)
,

òà

arg

(
z − z∗

4(z∗ + c)
+

1

4

)
= arg

(
z + c

4(c+ z∗)

)
= arg(z + c)− arg(c+ z∗),

òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.24 âèêîíó¹òüñÿ äàíà òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ.

6.10.4. Ôóíêöiÿ z ln z. Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â îêî-

ëi òî÷êè z = z∗ â Ñ�ÊËÄ çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.29) òà (6.42) áóäóòü ðiâíi

e0(z∗) =
1

z∗z
, e1(z∗) =

−(z + 1)

z2
∗z

2
,

e2(z∗) =
2z2 + 3z + 2

2z∗z(z + 1)
, e3(z∗) =

−z(z + 5/2)

3z∗(z + 1)(2z2 + 3z + 2)
,

e2n(z∗) =
(n− 1)(z + γn−2)(n(n+ 1)z2 + αnz + βn))

2(2n− 1)z∗(z + γn−1)((n− 1)nz2 + αn−1z + βn−1)
,

e2n+1(z∗) =
(n+ 1)(z + γn)((n− 1)nz2 + αn−1z + βn−1))

2(2n+ 1)z∗(z + γn−1)(n(n+ 1)z2 + αnz + βn)
,

(6.58)

äå n ∈ N2, z = ln z∗, à âåëè÷èíè αn, βn, γn âèçíà÷åíi â (6.28).
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Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

pn =z + γn = ln z∗ + 2Hn + 1/(n+ 1), n ∈ N0,

qn =n(n+ 1)z2 + αnz + βn = n(n+ 1) ln2 z∗+

+
(
4n(n+ 1)Hn − 2n2 − 2n− 1

)
ln z∗ + 4n(n+ 1)H2

n−

− 2(2n2 + 2n+ 1)Hn + 2n(n+ 1).

(6.59)

Ñêîðèñòàâøèñü ïîçíà÷åííÿìè (6.59) â çàïèñàõ êîåôiöi¹íòiâ (6.58) îòðèìó-

¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ z ln z â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗

z ln z =
z∗ ln z∗

1 +

(z − z∗)p0/z∗q0

1 +

(z − z∗)q1/2z∗ ln z∗p0

1 +

+

(z − z∗)p1q0/3z∗p0q1

1 +

(z − z∗)p0q2/6z∗p1q1

1 +

(z − z∗)p2q1/10z∗p1q2

1 +

+ · · · +

(z − z∗)(n− 1)pn−2qn/2(2n− 1)z∗pn−1qn−1

1 +

+

(z − z∗)(n+ 1)pnqn−1/2(2n+ 1)z∗pn−1qn
1 + · · ·

. (6.60)

ßêùî z∗ = e, òî ðîçâèíåííÿ (6.60) íàáóäå âèãëÿäó

z ln z =
e

1 +

(z − e)pe0/eqe0
1 +

(z − e)qe1/2epe0
1 +

(z − e)pe1qe0/3epe0qe1
1 +

+

(z − e)pe0qe2/6epe1qe1
1 +

(z − e)pe2qe1/10epe1q
e
2

1 + · · · +

+

(z − e)(n− 1)pen−2q
e
n/2(2n− 1)epen−1q

e
n−1

1 +

+

(z − e)(n+ 1)penq
e
n−1/2(2n+ 1)epen−1q

e
n

1 + · · ·
,

äå pen = 2Hn+1 + n/(n+ 1), qen = 4n(n+ 1)H2
n − 2Hn + n2 + n− 1, n ∈ N0.

Òåîðåìà 6.32. (A) Ñ�ÊËÄ (6.60) òà Ò�ÊËÄ (6.30) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ z ln z íà ìíîæèíi R(0, z∗) = {z ∈ C\{0} : | arg(z)− arg(z∗)| < π};
(B) ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòi Z ⊂ R(0, z∗).
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Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e2n(z∗) = lim
n→∞

(n− 1)pn−2qn
2(2n− 1)z∗pn−1qn−1

= lim
n→∞

n− 1

2(2n− 1)z∗
×

× lim
n→∞

z + 2Hn−2 + 1
n−1

z + 2Hn−1 + 1
n

lim
n→∞

(
n(n+ 1)z2 +

(
4n(n+ 1)Hn − 2n2 − 2n− 1

)
z+

+4n(n+ 1)H2
n − 2(2n2 + 2n+ 1)Hn + 2n(n+ 1)

)/(
n(n− 1)z2+

+
(
4n(n− 1)Hn−1 − 2n2 + 2n− 1

)
z + 4n(n− 1)H2

n−1−

−2(2n2 − 2n+ 1)Hn−1 + 2n(n− 1)
)
.

Îñêiëüêè limn→∞Hn/Hn−1 = 1, òî

lim
n→∞

z + 2Hn−2 + 1
n−1

z + 2Hn−1 + 1
n

= lim
n→∞

z/2Hn−2 + 1 + 1/2(n− 1)Hn−2

z/2Hn−2 +Hn−1/Hn−2 + 1/2nHn−2
= 1.

lim
n→∞

(
n(n+1)z2+

(
4n(n+1)Hn−2n2−2n−1

)
z+4n(n+1)H2

n−2(2n2+2n+1)Hn+

+2n(n+1)
)/(

n(n−1)z2 +
(
4n(n−1)Hn−1−2n2 +2n−1

)
z+4n(n−1)H2

n−1−

−2(2n2 − 2n+ 1)Hn−1 + 2n(n− 1)
)

= lim
n→∞

(
n(n+ 1)z2

4n2H2
n−1

+
4n(n+ 1)Hnz

4n2H2
n−1

−

−(2n2 + 2n+ 1)z

4n2H2
n−1

z +
4n(n+ 1)H2

n

4n2H2
n−1

− 2(2n2 + 2n+ 1)Hn

4n2H2
n−1

+
2n(n+ 1)

4n2H2
n−1

)
:

:

(
n(n− 1)z2

4n2H2
n−1

+
4n(n− 1)Hn−1z

4n2H2
n−1

− (2n2 − 2n+ 1)z

4n2H2
n−1

+
4n(n− 1)H2

n−1

4n2H2
n−1

−

−2(2n2 − 2n+ 1)Hn−1

4n2H2
n−1

+
2n(n− 1)

4n2H2
n−1

)
= 1.

À òîäi lim
n→∞

e2n(z∗) = 1/4z∗. Àíàëîãi÷íî: lim
n→∞

e2n+1(z∗) = 1/4z∗. Îòæå,

lim
n→∞

en(z∗) = 1
4z∗
. Äàëi arg

(
z−z∗
4z∗

+ 1
4

)
= arg(z) − arg(z∗). Óìîâè òåîðåìè

6.24 âèêîíóþòü, à îòæå äàíà òåîðåìà ìà¹ ìiñöå.

Â ðîçâèíåíi ôóíêöi¨ ln(c + z) â Ñ�ÊËÄ (6.57) â îêîëi òî÷êè z = z∗

âiçüìåìî c = 0 i ïîìíîæèìî íà z. Òîäi ìà¹ìî

z ln z =
z ln z∗

1 +

(z − z∗)/z∗ ln z∗
1 +

(z − z∗)(2 + ln z∗)/2z∗ ln z∗
1 +
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+

(z − z∗) ln z∗/6z∗(2 + ln z∗)

1 +

(z − z∗)(3 + ln z∗)/3z∗(2 + ln z∗) ln z∗
1 +

+ · · · +

(z−z∗)nS̄n/2(2n−1)z∗S̄n−1

1 +

+

(z−z∗)nS̄n−1/2(2n+1)z∗S̄n
1 + · · ·

, S̄n = 2Hn + ln z∗, n ∈ N. (6.61)

Ïiäõiäíi äðîáè ëàíöþãîâîãî äðîáó (6.61) óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü ðà-

öiîíàëüíèõ ôóíêöié P̄n(z)/Q̄n(z), äå ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ ÷èñåëüíèêà òà

çíàìåííèêà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè deg P̄n(z) 6
[
n+2

2

]
, deg Q̄n(z) 6

[
n+1

2

]
.

Ç iíøîãî áîêó ôóíêöiÿ z ln z â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðîçâèâà¹òüñÿ â Ñ�ÊËÄ

âèãëÿäó (6.60) ïiäõiäíi äðîáè ÿêîãî, â ñâîþ ÷åðãó, óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü

ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié P̂n(z)/Q̂n(z), äå ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ ÷èñåëüíèêà òà

çíàìåííèêà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè deg P̂n(z) 6
[
n
2

]
, deg Q̂n(z) 6

[
n+1

2

]
.

Âêàçàíi ëàíöþãîâi äðîáè íå áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè, àëå ìàþòü ñïiëüíó

îáëàñòü çáiæíîñòi.

6.10.5. Ôóíêöiÿ tg z. Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (6.32) òà (6.42) êîåôiöi-

¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi: e0(z∗) =

= 1/z, e1(z∗) = −(1 + z2)/z2, e2n(z∗) = (−1)n−1z(−1)n/(2n− 1), e2n+1(z∗) =

= (−1)n−1z(−1)n−1/(2n+ 1), z = tg z∗, n ∈ N. Ìà¹ìî ðîçâèíåííÿ

tg z =
z

1 −
(z−z∗)(1 + z2)/z

1 +

(z−z∗)/z
1 +

(z−z∗)z/3
1 −

(z−z∗)z/3
1 −

−
(z − z∗)/5z

1 +

(z − z∗)/5z
1 + · · · +

(z − z∗)(−1)n−1z(−1)n/(2n− 1)

1 +

+

(z − z∗)(−1)n−1z(−1)n+1

/(2n+ 1)

1 + · · ·
. (6.62)

Â îêîëi òî÷êè z = π/4 ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z â Ñ�ÊËÄ ìàòèìå âèãëÿä

tg z =
1

1 −
2(z − π

4 )

1 +

z − π
4

1 +

(z − π
4 )/3

1 −
(z − π

4 )/3

1 + · · · +

+

(−1)k−1(z − π
4 )/(2k − 1)

1 +

(−1)k−1(z − π
4 )/(2k + 1)

1 + · · ·
. (6.63)
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Òåîðåìà 6.33. (A) Ñ�ÊËÄ (6.62) òà Ò�ÊËÄ (6.33) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ tg z íà íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ

òî÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{kπ2 : k ∈ Z} ëàíöþ-
ãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
n→∞

= (−1)n−1(tg z∗)
(−1)n

2n−1 = lim
n→∞

(−1)n−1(tg z∗)
(−1)n−1

2n+1 = 0,

òî â ñèëó òåîðåìè 6.24 ìà¹ ìiñöå äàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.34. ßêùî â äåÿêîãî çíà÷åííÿ z∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1
5 6 | tg z∗| 6 1, òî äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó (6.62) ìà¹ ìiñöå àïîñòåðiîðíà

îöiíêà (6.53) äëÿ âñiõ z ç êîìïàêòó Z ⊂ C\{kπ2 : k ∈ Z}, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó |z − z∗| 6 1

26

(
1
4 − ε

)
.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ òåîðåìè ìà¹ìî, ùî |e0(z∗)| > 1, |ei(z∗)(z − z∗)| 6
6 1

4 − ε. Óìîâè òåîðåìè 6.27 çàäîâîëüíÿþòüñÿ. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìà¹

ìiñöå îöiíêà (6.53).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 6.35. Äëÿ âñiõ z ç êîìïàêòó Z ⊂ C\{kπ2 : k ∈ Z} òàêèõ, ùî
|z − π

4 | 6
1
2

(
1
4 − ε

)
Ñ�ÊËÄ (6.63) çàäîâîëüíÿ¹ àïîñòåðiîðíó îöiíêó (6.53).

6.10.6. Ôóíêöiÿ ctg z. Ç ôîðìóë (6.35) òà (6.42) ìà¹ìî, ùî êîåôi-

öi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ áóäóòü

ðiâíi:

e0(z∗) = 1
z , e1(z∗) = 1+z2

z2 , e2n(z∗) = (−1)n (z)(−1)
n

2n−1 , e2n+1(z∗) = (−1)n (z)(−1)
n+1

2n+1 ,

z = ctg z∗, n ∈ N. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ ìàòèìå âèãëÿä

ctg z=
z

1 +

(z−z∗)(1+z2)/z

1 −
(z−z∗)/z

1 −
(z−z∗)z/3

1 +

(z−z∗)z/3
1 +

+

(z − z∗)/5z
1 −

(z − z∗)/5z
1 − · · · +

(−1)n(z − z∗)z(−1)n/(2n− 1)

1 +

+

(−1)n(z − z∗)z(−1)n+1

/(2n+ 1)

1 + · · ·
. (6.64)



254

Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z â îêîëi òî÷êè z = π/4 çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ctg z =
1

1 +

2(z − π
4 )

1 −
z − π

4

1 −
(z − π

4 )/3

1 +

(z − π
4 )/3

1 + · · · +

+

(−1)n (z − π
4 )/(2n− 1)

1 +

(−1)n (z − π
4 )/(2n+ 1)

1 + · · ·
. (6.65)

Îñêiëüêè lim
n→∞

(−1)n(ctg z∗)
(−1)n

2n−1 = lim
n→∞

(−1)n(ctg z∗)
(−1)n+1

2n+1 = 0, òî â ñèëó òåîðå-

ìè 6.24 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.36. (A) Ñ�ÊËÄ (6.64) òà Ò�ÊËÄ (6.36) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ ctg z íà íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ

òî÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{kπ2 : k ∈ Z} ëàíöþ-
ãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Çàóâàæåííÿ 6.3. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

(6.62) òà (6.64), à òàêîæ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (6.63) òà (6.65) âiäðiçíÿþòüñÿ

ëèøå çíàêàìè, òî äëÿ ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ctg z â Ñ�ÊËÄ (6.64) â îêîëi

òî÷êè z = z∗ òà ðîçâèíåííÿ â Ñ�ÊËÄ (6.65) â îêîëi òî÷êè z = π
4 ìàþòü

ìiñöå òåîðåìè 6.34 òà 6.35, ÿêi âñòàíîâëþþòü àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

6.10.7. Ôóíêöi¨ th z òà cth z. Ç ôîðìóë (6.37) òà (6.42) ìà¹ìî, ùî

êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ th z â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi:

e0(z∗) =
1

z
, e1(z∗) =

z2 − 1

z2
, e2n(z∗) =

(z)(−1)n

2n− 1
, e2n+1(z∗) =

−(z)(−1)n+1

2n+ 1
,

äå z = th z∗, n ∈ N, i ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ íàáóäå âèãëÿäó

th z =
z

1 −
(z − z∗)(1− z2)/z

1 +

(z − z∗)/z
1 −

(z − z∗)z/3
1 +

(z − z∗)z/3
1 −

−
(z − z∗)/5z

1 +

(z − z∗)/5z
1 +

(z − z∗)z/7
1 −

(z − z∗)z/7
1 + · · · +

+

(z − z∗)(z)(−1)n/(2n− 1)

1 −
(z − z∗)(z)(−1)n+1

/(2n+ 1)

1 + · · ·
. (6.66)

Ó âèïàäêó, êîëè z = ln
√

3, ìàòèìåìî ðîçâèíåííÿ

th z=
1

2 −
3(z − ln

√
3)

1 +

2(z − ln
√

3)

1 −
(z − ln

√
3)/6

1 +

(z − ln
√

3)/6

1 −
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−
2(z − ln

√
3)/5

1 +

2(z − ln
√

3)/5

1 −
(z − ln

√
3)/14

1 + · · · +

+

2(−1)k+1

(z−ln
√

3)/(2k − 1)

1 −
2(−1)k+2

(z−ln
√

3)/(2k + 1)

1 + · · ·
. (6.67)

Îñêiëüêè lim
n→∞

(th z∗)
(−1)n

2n−1 = lim
n→∞

(th z∗)
(−1)n+1

2n+1 = 0, òî âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.37. (A) Ñ�ÊËÄ (6.66) òà Ò�ÊËÄ (6.38) çáiãàþòüñÿ äî

ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ th z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çà âèíÿòêîì

îñîáëèâèõ òî÷îê ôóíêöi¨; (B) íà êîìïàêòi Z ⊂ C\{ ikπ2 : k ∈ Z} ëàíöþãîâi
äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Òåîðåìà 6.38. (A) ßêùî â äåÿêié òî÷öi z∗ ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü | th z∗| > a, 0 < a < 1, òî Ñ�ÊËÄ (6.66) çàäîâîëüíÿ¹ àïîñòå-

ðiîðíó îöiíêó (6.53) äëÿ âñiõ òàêèõ z ∈ Z ⊂ C\{ ikπ2 : k ∈ Z}, ùî
|z − z∗| 6 1

a

(
1
4 − ε

)
; (B) Ñ�ÊËÄ (6.67) çàäîâîëüíÿ¹ àïîñòåðiîðíó îöií-

êó (6.53) äëÿ âñiõ òàêèõ z ∈ Z ⊂ C\{ ikπ2 : k ∈ Z}, ùî |z − z∗| 6 2
(

1
4 − ε

)
.

Äîâåäåííÿ. (A) Íåõàé | th z∗| > a, 0 < a < 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|e0(z∗)| > 1, |ei(z∗)(z − z∗)| < 1
4 − ε, i ∈ N. Òîäi çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.27

Ñ�ÊËÄ (6.66) çàäîâîëüíÿ¹ (6.53). Âèïàäîê (B) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

(A), êîëè a = 1
2 .

Äëÿ ôóíêöi¨ cth z ç ôîðìóë (6.39) òà (6.42) îòðèìó¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè

ðîçâèíåííÿ â Ñ�ÊËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi e0(z∗) = 1/z, e1(z∗) =

= (z2 − 1)/z2, e2n(z∗) = (z)(−1)n/(2n− 1), e2n+1(z∗) = −(z)(−1)n+1

/(2n+ 1),

äå z = cth z∗, n ∈ N. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ñ�ÊËÄ ìà¹ âèãëÿä

cth z =
(1

z
− (z − z∗)(1− z2)/z2

1 +

(z − z∗)/z
1 −

(z − z∗)z/3
1 +

(z − z∗)z/3
1 −

− · · ·+
(z−z∗)(z)(−1)n/(2n−1)

1 −
(z−z∗)(z)(−1)n+1

/(2n+1)

1 + · · ·

)−1

. (6.68)

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z = ln
√

3 îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ

cth z =
(1

2
+

3(z − ln
√

3)
/

4

1 +

(z − ln
√

3)
/

2

1 −
2(z − ln

√
3)
/

3

1 +
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+

2(−1)n(z−ln
√

3)
/

(2n− 1)

1 −
2(−1)n+1

(z−ln
√

3)
/

(2n+ 1)

1 + · · ·

)−1

.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

(cth z∗)
(−1)n

2n− 1
= lim

n→∞

(cth z∗)
(−1)n+1

2n+ 1
= 0,

òî âiðíîþ áóäå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.39. (A) Ñ�ÊËÄ (6.68) òà Ò�ÊËÄ (6.40) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöi¨ cth z íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ òî-

÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ C\{ ikπ2 : k ∈ Z} ëàíöþãîâi
äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Çàóâàæåííÿ 6.4. Îñêiëüêè | cth z| > 1, òî êîåôiöi¹íò ëàíöþãîâîãî

äðîáó (6.68) e0 = 1/cth z íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |e0| > 1 â æîäíié òî÷öi

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. À òîìó òåîðåìîþ 6.27 íå ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ó âèïàä-

êó ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth z ó Ñ�ÊËÄ.

6.11. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Â ðîçäiëi ââåäåíî äî ðîçãëÿäó îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Âñòàíîâëåíî

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�

ãî òèïó ôóíêöi¨ f(z). Â òåîðåìàõ 6.1�6.7 îá ðóíòîâàíi âëàñòèâîñòi îáåðíå-

íèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó. Âñòàíîâëåíî ôîðìóëó òèïó Òiëå, ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ

íà îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, Îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�

îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè

2�ãî òèïó òà ïîõiäíèìè ôóíêöi¨, à òàêîæ çâ'ÿçîê îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî

òèïó ç îáåðíåíèìè ïîõiäíèìè Òiëå. Äîâåäåíî òåîðåìó 6.11 ïðî îáåðíåíó

ïîõiäíó 2�ãî òèïó ìíîãî÷ëåíà òà òåîðåìó 6.12 ïðî îáåðíåíó ïîõiäíó 2�

ãî òèïó ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Â ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ îòðèìàíî ðîçâèíåííÿ

ôóíêöié ez, (c + z)α, ln(c + z), z ln z, tg z, ctg z, th z, cth z â Ò�ÊËÄ â îêîëi

äîâiëüíî¨ òî÷êè z = z∗. Äîâåäåíî òåîðåìè 6.23 òà 6.24, â ÿêèõ âñòàíîâëåíî

óìîâè çáiæíîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi Ñ�ÊËÄ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóí-
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êöi¨ òà òåîðåìà 6.27, â ÿêié îá ðóíòîâàíî àïîñòåðiîðíà îöiíêà äëÿ îáåð-

íåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Çíàéäåíî ðîçâèíåííÿ âèùå âêàçàíèõ ôóíêöié â

Ñ�ÊËÄ, äîâåäåíî çáiæíiñòü òà ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü,

îòðèìàíî àïîñòåðiîðíi îöiíêè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 6 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [79, 81, 84, 88, 91, 171] òà

ðîçäiëàõ ìîíîãðàôi¨ [92, ñ. 305�359].
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ÐÎÇÄIË 7

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÌÈ

ËÀÍÖÞÃÎÂÈÌÈ ÄÐÎÁÀÌÈ

7.1. Îáåðíåíi g�ïîõiäíi

Ïðè ïîáóäîâi Ò�ÔIËÄ (4.3) ðîáèëèñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî âñi iíòåðïîëÿöié-

íi âóçëè zi ∈ Z, i = 0, n, ðiçíi. Ïåðåéäåìî äî ãðàíè÷íîãî âèïàäêó, êîëè âñi

âóçëè, ÷è äåÿêà ¨õ ÷àñòèíà, ïðÿìóþòü äî îäíîãî i òîãî æ çíà÷åííÿ z. Íåõàé

ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà, à áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) îäíîëèñòà òà àíàëiòè÷íà íà

êîìïàêòi Z ⊂ C.

Îçíà÷åííÿ 7.1. ßêùî iñíó¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ, ñêií÷åííå ÷èñëî ÷è

íåñêií÷åííiñòü, îáåðíåíî¨ g�ðiçíèöi k�ãî ïîðÿäêó (4.7), êîëè iíòåðïîëÿöiéíi

âóçëè z0, z1, . . . , zk, zi ∈ Z, i = 0, k, ïðÿìóþòü äî äåÿêîãî çíà÷åííÿ z ∈ Z ,
òî öå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ g�ïîõiäíîþ k�ãî ïîðÿäêó

ôóíêöi¨ f(z).

Áóäåìî ïîçíà÷àòè îáåðíåíó g�ïîõiäíà k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) íà-

ñòóïíèì ÷èíîì {k}fg(z). Ç îçíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

{k}fg(z) = ρk[g; z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
k+1

; f ] = lim
z0,z1,...,zk→z

ρk[g; z0, z1, . . . , zk; f ]. (7.1)

Iç ñïiââiäíîøåíü (4.8) òà (7.1) âèïëèâà¹, ùî

{1}fg(z) = ρ1[g; z, z; f ] = lim
z0,z1→z

∣∣∣∣∣∣1 g(z0)

1 g(z1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 f(z0)

1 f(z1)

∣∣∣∣∣∣
= lim

∆z→0

∣∣∣∣∣∣1 g(z)

1 g(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 f(z)

1 f(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣
=
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= lim
∆z→0

∣∣∣∣∣∣1 g(z)

0 g(z+∆z)−g(z)
∆z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 f(z)

0 f(z+∆z)−f(z)
∆z

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣1 g(z)

0 g′(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 f(z)

0 f ′(z)

∣∣∣∣∣∣
=
g′(z)

f ′(z)
.

Çàóâàæåííÿ 7.1. Î÷åâèäíî, ùî {1}fg(z) = g′(z) · (1)f(z), äå (1)f(z) îáåð-

íåíà ïîõiäíà Òiëå 1�ãî ïîðÿäêó. Êîëè g(z) = z, òî îáåðíåíà g�ïîõiäíà 1�ãî

ïîðÿäêó çáiãà¹òüñÿ iç îáåðíåíîþ ïîõiäíîþ Òiëå 1�ãî ïîðÿäêó (1.68).

Iç ôîðìóë (4.11) òà (7.1) äëÿ k = 1 àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

{2}fg(z) = ρ2[g; z, z, z; f ]= lim
z0,z1,z2→z

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) f(z0)g(z0)

1 f(z1) f(z1)g(z1)

1 f(z2) f(z2)g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) g(z0)

1 f(z1) g(z1)

1 f(z2) g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣=

= lim
∆z→0
z2→z

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) f(z)g(z)

1 f(z + ∆z) f(z + ∆z)g(z + ∆z)

1 f(z2) f(z2)g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) g(z)

1 f(z + ∆z) g(z + ∆z)

1 f(z2) g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= lim
∆z→0
z2→z

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) f(z)g(z)

0 f(z+∆z)−f(z)
∆z

f(z+∆z)g(z+∆z)−f(z)g(z)
∆z

1 f(z2) f(z2)g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) g(z)

0 f(z+∆z)−f(z)
∆z

g(z+∆z)−g(z)
∆z

1 f(z2) g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= lim
∆z→0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) f(z)g(z)

0 f ′(z)
(
f(z)g(z)

)′
1 f(z + ∆z) f(z + ∆z)g(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) g(z)

0 f ′(z) g′(z)

1 f(z + ∆z) g(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= lim
∆z→0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) f(z)g(z)

0 f ′(z)
(
f(z)g(z)

)′
0 f(z+∆z)−f(z)−∆zf ′(z)

(∆z)2
f(z+∆z)g(z+∆z)−f(z)g(z)−∆z(f(z)g(z))′

(∆z)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z) g(z)

0 f ′(z) g′(z)

0 f(z+∆z)−f(z)−∆zf ′(z)
(∆z)2

g(z+∆z)−g(z)−∆zg′(z)
(∆z)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣
f ′(z)

(
f(z)g(z)

)′
f ′′(z)

2!

(
f(z)g(z)

)′′
2!

∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣
f ′(z) g′(z)

f ′′(z)

2!

g′′(z)

2!

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣f
′(z)

(
f(z)g(z)

)′
f ′′(z)

(
f(z)g(z)

)′′
∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣f
′(z) g′(z)

f ′′(z) g′′(z)

∣∣∣∣∣∣.
Îòðèìà¹ìî ôîðìóëè äëÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ k�ãî ïîðÿäêó ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: a) k = 2m; b) k = 2m+ 1.

a) Íåõàé k = 2m. Òîäi çãiäíî iç ôîðìóëàìè (4.11) òà (7.1) ìà¹ìî, ùî

{2m}fg(z) = ρ2m[g; z, z, · · · , z︸ ︷︷ ︸
2m+1

; f ] = lim
z0,··· ,z2m→z

ρ2m[g; z0, z1, · · · , z2m; f ] =

= lim
z0,··· ,z2m→z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(z0) g(z0) · · · gm−1(z0) f(z0) gm(z0) f(z0)

1 f(z1) g(z1) · · · gm−1(z1) f(z1) gm(z1) f(z1)

... ... ... . . . ... ...

1 f(z2m) g(z2m) · · · gm−1(z2m) f(z2m) gm(z2m) f(z2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(z0) g(z0) · · · gm−1(z0) f(z0) gm(z0)

1 f(z1) g(z1) · · · gm−1(z1) f(z1) gm(z1)

... ... ... . . . ... ...

1 f(z2m) g(z2m) · · · gm−1(z2m) f(z2m) gm(z2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Áóäåìî çäiéñíþâàòè ïîñòóïîâèé ïåðåõiä äî ãðàíèöi ó âèçíà÷íèêàõ ÷è-

ñåëüíèêà i çíàìåííèêà. Ïiäñòàâèìî z çàìiñòü z0 òà z+ ∆z çàìiñòü z1, âiäíi-

ìåìî ó âèçíà÷íèêàõ âiä 2�ãî ðÿäêà 1�é ðÿäîê, ðîçäiëèìî 2�é ðÿäîê íà ∆z

òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi êîëè ∆z → 0; äàëi çàìiñòü z2 ïiäñòàâèìî z+ ∆z, à

ïîòiì âiä 3�ãî ðÿäêà âiäíiìåìî 1�é ðÿäîê òà 2�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà ∆z,

ïîäiëèìî 3�é ðÿäîê íà (∆z)2 i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi êîëè ∆z → 0; i ò.ä. Ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó íà i-ìó êðîöi, i = 1, 2m, ïiäñòàâèìî z+∆z çàìiñòü zi i

âiä (i+1)�ãî ðÿäêà âiäíiìåìî ïîñòóïîâî 1�é ðÿäîê, 2�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé

íà ∆z, 3�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà (∆z)2 i ò.ä. i�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà

(∆z)i−1, ïîäiëèìî (i + 1)�é ðÿäîê íà (∆z)i òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi êîëè
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∆z → 0. Ïiñëÿ (2m) òàêèõ êðîêiâ âðåøòi îòðèìà¹ìî

{2m}fg(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gmf

0 f ′ g′
(
gf
)′ · · ·

(
gm−1f

)′ (
gmf

)′
0

f
′′

2!

g
′′

2!

(gf)
′′

2!
· · ·

(gm−1f)
′′

2!

(gmf)
′′

2!
... ... ... ... . . . ... ...

0
f (2m)

(2m)!

g(2m)

(2m)!

(gf)(2m)

(2m)!
· · ·

(gm−1f)(2m)

(2m)!

(gmf)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gm

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

0
f
′′

2!

g
′′

2!

(gf)
′′

2!
· · ·

(gm−1f)
′′

2!

(gm)
′′

2!
... ... ... ... . . . ... ...

0
f (2m)

(2m)!

g(2m)

(2m)!

(gf)(2m)

(2m)!
· · ·

(gm−1f)(2m)

(2m)!

(gm)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ñïðîùåíü ìà¹ìî

{2m}fg(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′
(
gf
)′ · · · (

gm−1f
)′ (

gmf
)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gmf)′′

... ... ... . . . ... ...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gmf)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gm)′′

... ... ... . . . ... ...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gm)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (7.2)
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b) Ó âèïàäêó, êîëè k = 2m+ 1, àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìà¹ìî, ùî

{2m+1}fg(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm gm+1

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gm+1)′

... ... ... ... . . . ... ...

0
f (k)

k!

g(k)

k!

(gf)(k)

k!
· · ·

(gm)(k)

k!

(gm+1)(k)

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm gmf

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gmf)′

... ... ... ... . . . ... ...

0
f (k)

k!

g(k)

k!

(gf)(k)

k!
· · ·

(gm)(k)

(k)!

(gmf)(k)

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gm+1)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm)′′ (gm+1)′′

... ... ... . . . ... ...

f (2m+1) g(2m+1) (gf)(2m+1) · · · (gm)(2m+1) (gm+1)(2m+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gmf)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm)′′ (gmf)′′

... ... ... . . . ... ...

f (2m+1) g(2m+1) (gf)(2m+1) · · · (gm)(2m+1) (gmf)(2m+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (7.3)

Ó ôîðìóëàõ (7.2)�(7.3) àðãóìåíòè ôóíêöié òà ¨õ ïîõiäíèõ îïóùåíi.

Äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.1. ßêùî äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ m âèçíà÷íèêè

E
(1)
2m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′
(
gf
)′ · · ·

(
gm−1f

)′ (
gmf

)′
f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gmf)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gmf)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,



263

E
(2)
2m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gm)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gm)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
âiäìiííi âiä íóëÿ â äåÿêié òî÷öi z ∈ Z, òî ó âêàçàíié òî÷öi ôóíêöiÿ f(z)

ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó (2m)�ãî ïîðÿäêó i

{2}fg(z) =

∣∣∣∣∣∣f
′ (fg)′

f ′′ (fg)′′

∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣f

′ g′

f ′′ g′′

∣∣∣∣∣∣, {2m}fg(z) =
E

(1)
2m(z)

E
(2)
2m(z)

, m ∈ N2.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ m âèçíà÷íèêè

E
(3)
2m+1(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gm+1)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm)′′ (gm+1)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m+1) g(2m+1) (gf)(2m+1) · · · (gm)(2m+1) (gm+1)(2m+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

E
(4)
2m+1m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm)′ (gmf)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm)′′ (gmf)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m+1) g(2m+1) (gf)(2m+1) · · · (gm)(2m+1) (gmf)(2m+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
âiäìiííi âiä íóëÿ â äåÿêié òî÷öi z ∈ Z, òî öié òî÷öi ôóíêöiÿ f(z) ìà¹

îáåðíåíó g�ïîõiäíó (2m+ 1)�ãî ïîðÿäêó i

{1}fg(z) =
g′(z)

f ′(z)
, {2m+1}fg(z) =

E
(3)
2m+1(z)

E
(4)
2m+1(z)

m ∈ N.

Çàóâàæåííÿ 7.2. ßêùî g(z) = z, òî ôîðìóëè (7.2) òà (7.3) ïiñëÿ äå-

ÿêèõ ñïðîùåíü áóäóòü çáiãàòèñÿ iç ôîðìóëàìè (5.4).
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Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ. Ç

ôîðìóë (4.7) âèïëèâà¹, ùî

ρk−1[g; z0, . . . , zk−1; f ]− ρk−1[g; z0, . . . , zk−2, zk; f ]

g(zk−1)− g(zk)
=

=
1

ρk[g; z0, . . . , zk; f ]− ρk−2[g; z0, . . . , zk−2; f ]
.

Íåõàé â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi z0 = z1 = · · · = zk−1 = z, à zk = u. Òîäi

ρk−1[g; z, . . . , z, z; f ]− ρk−1[g; z, . . . , z, u; f ]

g(z)− g(u)
=

=
1

ρk[g; z, . . . , z, u; f ]− ρk−2[g; z, . . . , z, z; f ]
.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî z0 = z1 = · · · = zk−3 = zk−1 = z, à zk−2 = zk = u, òî

âðàõîâóþ÷è ñèìåòðè÷íiñòü îáåðíåíèõ g�ðiçíèöü, ìîæíà îòðèìàòè

ρk−1[g; z, . . . , z, u; f ]− ρk−1[g; z, . . . , z, u, u; f ]

g(z)− g(u)
=

=
1

ρk[g; z, . . . , z, u, u; f ]− ρk−2[g; z, . . . , z, u; f ]
,

ÿêùî z0 = z1 = · · · = zk−4 = zk−1 = z, à zk−3 = zk−2 = zk = u, òî

ρk−1[g; z, . . . , z, u, u; f ]−ρk−1[g; z, . . . , z, u, u, u; f ]

g(z)− g(u)
=

=
1

ρk[g; z, . . . , z, u, u, u; f ]−ρk−2[g; z, . . . , z, u, u; f ]
,

· · · · · · · · · · ·

ρk−1[g; z, u, . . . , u; f ]− ρk−1[g;u, . . . , u; f ]

g(z)− g(u)
=
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=
1

ρk[g; z, u, . . . , u; f ]− ρk−2[g;u, . . . , u; f ]
.

Äîäàâøè k ñïiââiäíîøåíü ìà¹ìî

ρk−1[g; z, z, · · · , z; f ]− ρk−1[g;u, u, · · · , u; f ]

g(z)− g(u)
=

=
1

ρk[g; z, z, · · · , z, u; f ]− ρk−2[g; z, z, · · · , z; f ]
+

+
1

ρk[g; z, · · · , z, u, u; f ]− ρk−2[g; z, · · · , z, u; f ]
+

+ · · ·+
1

ρk[g; z, u, · · · , u; f ]− ρk−2[g;u, · · · , u; f ]
.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ó ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ êîëè u→ z îòðèìó¹ìî:

({k−1}fg(z))′

g′(z)
=

k

{k}fg(z)− {k−2}fg(z)
.

Âðåøòi ìà¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ

{k}fg(z) =
k · g′(z)

({k−1}fg(z))′
+ {k−2}fg(z), k ∈ N2,

{0}fg(z) = f(z), {1}fg(z) =
g′(z)

f ′(z)
.

(7.4)

Iç ôîðìóë (4.3) òà (4.6) âèïëèâà¹, ùî â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìà¹ ìiñöå ôóí-

êöiîíàëüíà ôîðìóëà òèïó Òiëå

f(z) = f(z∗) +
g(z)− g(z∗)

{1}fg(z∗) +

g(z)− g(z∗)

2g′(z)/({1}fg(z∗))′ +

g(z)− g(z∗)

3g′(z)/ ({2}fg(z∗))
′ +

+ · · · +

g(z)− g(z∗)

n g′(z)/ ({n−1}fg(z∗))
′ +

g(z)− g(z∗)

Rn(g; z)
, (7.5)

äå Rn(g; z) = vn+(g; z) iç (4.1).

Çàóâàæåííÿ 7.3. ßêùî g(z) = z, òî g′(z) = 1, {n}fg(z) = (n)f(z) i

ôîðìóëà (7.5) çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ Òiëå (1.71).
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Çàóâàæåííÿ 7.4. Ôîðìóëà (7.5), ÿê ðåçóëüòàò ôîðìàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè

ó ôîðìóëó Òiëå çàìiñòü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ z äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g(z), íàâåäåíà

â ìîíîãðàôi¨ Ô. Á. Ãiëüäåáðàíäà [139, ñ. 512�513]. Ïðè öüîìó íiÿêèõ óìîâ

íà ôóíêöiþ g(z) íå íàêëàäàëîñÿ. Â ÿâíîìó âèãëÿäi âèïèñàíi òðè ïåðøi

îáåðíåíi g�ïîõiäíi. Ôîðìóëà îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ k�ãî ïîðÿäêó íå áóëà

âñòàíîâëåíà.

7.2. Âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé z∗ ∈ Z. (A) ßêùî f ′(z∗) = 0, g′(z∗) 6= 0, àáî

f ′(z∗) 6= 0, g′(z∗) =∞, òî {1}fg(z∗) =∞; (B) ÿêùî f ′(z∗) =∞, g′(z∗) 6= 0,

àáî f ′(z∗) 6= 0, g′(z∗) = 0, òî òîäi {1}fg(z∗) = 0.

Òåîðåìà 7.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç (7.4) òà âëàñòèâîñòåé "çâè÷àéíèõ"

ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ [57, 58].

Çàóâàæåííÿ 7.5. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f(x) òà áàçèñ�ôóíêöiÿ

g(x) âèçíà÷åíi íà êîìïàêòi R ⊂ R i áàçèñ�ôóíêöiÿ g çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî�

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ R â G ⊂ R, òî çà àíàëîãi¹þ iç "çâè÷àéíèìè"

ïîõiäíèìè, äëÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ ìîæíà îçíà÷èòè îáåðíåíó g�ëiâó ïî-

õiäíó {1}fg−(x) òà îáåðíåíó g�ïðàâó ïîõiäíó {1}fg+(x) òà àíàëîã ïîõiäíèõ

÷èñåë [110] (äèâ. çàóâàæåííÿ 5.1 íà c. 165).

Iç òåîðåìè 7.2 òà ôîðìóëè (7.4) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé z∗ ∈ Z, {n−2}fg(z∗) = C, äå C = const, n ∈ N2.

(A) ßêùî {n−1}fg(z∗) = 0, g′(z∗) 6= 0, àáî {n−1}fg(z∗) 6= 0, g′(z∗) = ∞, òî
òîäi {n}fg(z∗) =∞; (B) ÿêùî {n−1}fg(z∗) =∞, g′(z) 6= 0, àáî {n−1}fg(z∗) 6= 0,

g′(z∗) = 0, òî òîäi {n}fg(z∗) = C.

Ç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨, ïîõiäíî¨ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ òà ïîõiäíî¨

îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ [43, ñ. 21�23] ëåãêî äîâåñòè òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 7.4. Íåõàé ôóíêöiÿ w = ϕ(z) ìà¹ ïîõiäíó (ñêií÷åííå çíà÷åí-

íÿ àáî ∞) â òî÷öi z∗, à ôóíêöiÿ u = f(w) ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó â òî÷öi
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w∗, äå w∗ = ϕ(z∗). Òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ u = F (z) = f(ϕ(z)) ìà¹ â òî÷öi

z∗ îáåðíåíó g�ïîõiäíó, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

{1}Fg(z∗) =
1

ϕ′(z∗)
· {1}fg(ϕ(z∗)) .

Çà àíàëîãi¹þ ç òåîðåìîþ 5.8 ç òåîðåìè 7.4 ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹ íàñòó-

ïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi äî n�ãî ïîðÿäêó

âêëþ÷íî, C = const, òîäi

{2k}
(
f(Cz)

)
g

= {2k}fg(v)
∣∣
v=Cz

, {2k+1}
(
f(Cz)

)
g

= 1
C ·

{2k+1}fg(v)
∣∣
v=Cz

, k = 0, [n2 ].

Òåîðåìà 7.6. Íåõàé àíàëiòè÷íà íà Z ⊂ C ôóíêöié f(z) çäiéñíþ¹

âçà¹ìíî�îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íà Z̄ ⊂ C. ßêùî â z∗ ∈ Z ôóíêöiÿ f(z)

ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó {1}fg(z∗) 6= 0 i ôóíêöiÿ g′(w) âèçíà÷åíà â òî÷öi w∗,

äå w∗ = f(z∗), òî îáåðíåíà ôóíêöiÿ z = ϕ(w) ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó â

òî÷öi w0, ÿêà ðiâíà
{1}ϕg(w∗) = g′(z∗) g

′(f(z∗))
{1}fg(z∗)

.

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N0 ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

{2n}(Cf(z))g = C · {2n}fg(z) , {2n+1}(Cf(z))g = 1
C ·

{2n+1}fg(z) , C = const.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìà-

òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Iç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (7.4) ìà¹ìî, ùî

{1}(Cf(z))g = 1
C ·

{1}fg(z), {2}(Cf(z))g =
2

({1}(Cf(z))g)′
+ Cf(z) = C · {2}fg(z).

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k. Òîäi äëÿ

n = k + 1 iç ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (7.4) ìà¹ìî, ùî

{2k+2}(Cf(z))g =
2k + 2

({2k+1}(Cf(z))g)′
+ {2k}(Cf(z)) =

2k + 2

( 1
C · {2k+1}fg(z))′

+

+C · {2k}fg(z) = C · {2k+2}fg(z) ,

{2k+3}(Cf(z))g =
2k + 3

({2k+2}(Cf(z))g)′
+ {2k+1}(Cf(z))g =

2k + 3

(C · {2k+2}fg(z))′
+
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+ 1
C ·

{2k+1}fg(z) = 1
C ·

{2k+3}fg(z) .

Îòæå, òâåðäæåííÿ òåîðåìè ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî n.

Òåîðåìà 7.8. Íåõàé C = const. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N0 âèêîíóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

{2n}(f(z) + C)g = {2n}fg(z) + C, {2n+1}(f(z) + C)g = {2n+1}fg(z) .

Äîâåäåííÿ. ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, äîâåäåìî òåîðåìó çà iíäóêöi-

¹þ. Ïðè n = 0, 1 òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ n = 0, k. Òîäi äëÿ n = k + 1 iç ôîðìóëè (7.4) ìà¹ìî

{2k+2}(f(z) + C)g =
2k + 2

({2k+1}(f(z) + C)g)′
+ {2k}(f(z) + C)g =

2k + 2

({2k+1}fg(z))′
+

+{2k}fg(z) +C = {2k+2}fg(z) +C , {2k+3}(f(z) +C)g =
2k + 3

({2k+2}(f(z) + C)g)′
+

+{2k+1}(f(z) + C)g =
2k + 3

({2k+2}fg(z) + C)′
+ {2k+1}fg(z) = {2k+3}fg(z) .

Òåîðåìà âiðíà.

Çàóâàæåííÿ 7.6. Òåîðåìè 7.7 òà 7.8 ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, ÿêùî âiä-

ïîâiäíî ó ôîðìóëàõ (4.15)�(4.16) òà (4.17)�(4.18) ïåðåéòè äî ãðàíèöi, êîëè

z0, z1, . . . , zk → z, äå k ∈ {2m, 2m+ 1}.

Òåîðåìà 7.9. Íåõàé A,B,C,D äåÿêi ñòàëi. Ïðè n ∈ N âèêîíóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

{2n}[
1

f(z)

]
g

=
1

{2n}fg(z)
,

{2n}[
A+B · f(z)

C +D · f(z)

]
g

=
A+B · {2n}fg(z)

C +D · {2n}fg(z)
.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, êîëè ó ôîðìóëàõ (4.21)�

(4.22) z0, z1, . . . , z2n → z, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f(z), h(z), f1(z), f2(z), . . . , fn(z) ìàþòü â òî-

÷êàõ êîìïàêòà Z ⊂ C ñêií÷åííi âiäìiííi âiä íóëÿ îáåðíåíi g�ïîõiäíi.
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Òåîðåìà 7.10. Íåõàé iñíóþòü îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöié u = f(z)

òà v = h(z). Òîäi îáåðíåíà g�ïîõiäíà ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà ÷àñòêè

öèõ ôóíêöié âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{1}(u± v)g =

{1}ug · {1}vg
{1}vg ± {1}ug

, (7.6)

{1}(u v)g =

{1}ug · {1}vg
{1}ug · u+ {1}vg · v

, (7.7)

{1}(u/v)g =
v2 · {1}ug · {1}vg

{1}vg · v − {1}ug · u
. (7.8)

Äîâåäåííÿ. Iç ôîðìóë (7.4) ìà¹ìî, ùî

{1}(u± v)g =
g′

u′ ± v′
=

g′

g′/{1}ug ± g′/{1}vg
=

{1}vg ·{1}ug
{1}vg ± {1}ug

.

Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó äîáóòêó ôóíêöié îòðèìó¹ìî

{1}(u · v)g=
g′

(u·v)′
=

g′

u′ ·v+u·v′
=

g′

v ·g′/{1}ug + u·g′/{1}vg
=

{1}vg ·{1}ug
{1}vg ·v + {1}ug ·u

.

Ó âèïàäêó ÷àñòêè äâîõ ôóíêöié ìà¹ìî

{1}(u/v)g=
g′

(u/v)′
=

v2 ·g′

u′ ·v − u·v′
=

v2 ·g′

v ·g′/{1}ug − u·g′/{1}vg
=

v2 ·{1}vg ·{1}ug
{1}vg ·v − {1}ug ·u

.

Ôîðìóëè (7.6)�(7.8) äîâåäåíî.

Òåîðåìà 7.11. ßêùî ôóíêöi¨ fk(z), k = 1, n, ìàþòü îáåðíåíi g�ïîõiä-

íi, òî

{1}( n∑
k=1

fk(z)
)
g
=

n∏
k=1

{1}(fk(z))g

n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

{1}(fj(z))g

,
{1}( n∏

k=1

fk(z)
)
g
=

n∏
k=1

{1}(fk(z))g

n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

{1}(fj(z))g · fj(z)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ òåîðåìè äîâîäÿòüñÿ çà iíäóêöi¹þ ñïèðàþ-

÷èñü íà ôîðìóëè (7.6) òà (7.7).
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ßê íàñëiäîê iç òåîðåìè 7.11 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.12. ßêùî iñíó¹ g�îáåðíåíà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(z), òî

{1}((f(z))n)g =
{1}fg(z)

n (f(z))n−1
, {1}(nf(z))g =

{1}fg(z)

n
.

7.3. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè

Iç ôîðìóëè (7.5) âèïëèâà¹, ùî àíàëiòè÷íà â Z ⊂ C ôóíêöiÿ f(z) â îêîëi

òî÷êè z = z∗ ìîæå áóòè ðîçâèíóòà çà áàçèñ�ôóíêöi¹þ g(z) ó ôóíêöiîíàëü-

íèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÔËÄ)

f(z) = b0(g; z∗) +
∞

K
n=1

g(z)− g(z∗)

bn(g; z∗)
, (7.9)

äå b0(g; z∗) = f(z∗), b1(g; z∗) = g′(z∗)
f ′(z∗)

, bn(g; z∗) = {n}fg(z∗)−{n−2}fg(z∗), n ∈ N2.

Çàïèøåìî Ò�ÔËÄ (7.9) ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

f(z) = a0(g; z∗) +
∞

K
n=1

an(g; z∗)(g(z)− g(z∗))

1
, (7.10)

äå

a0(g; z∗) = b0(g; z∗), a1(g; z∗) =
1

b1(g; z∗)
,

an(g; z∗) =
1

bn−1(g; z∗)bn(g; z∗)
, n ∈ N2.

(7.11)

Ëàíöþãîâèé äðiá (7.10) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÔËÄ).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó ôóí-

êöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè âêàçàíèõ òèïiâ òà âñòàíîâèìî îáëàñòi çáiæíîñòi

îòðèìàíèõ ðîçâèíåíü.

7.3.1. Ôóíêöiÿ (c+ ez)α. Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.
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Òåîðåìà 7.13. Íåõàé G� îáëàñòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ ez. (A) Ôóí-

êöiÿ w = (c+ez)α, äå c ¹ ñòàëà, α ∈ C\Z, ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi çà áàçèñ�
ôóíêöi¹þ g(z) = ez äîâiëüíîãî ïîðÿäêó â îáëàñòi G, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

çãiäíî iç ôîðìóëàìè

{2n−1}wg =
n
∏n

i=2(i− α)(c+ ez)∏n−1
i=0 (α + i)w

, {2n}wg =

∏n
i=1(α + i)w∏n
i=1(i− α)

, n ∈ N; (7.12)

(B) ôóíêöiÿ w = (c + ez)m, m ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi âêëþ÷íî äî

(2m − 1)�ãî ïîðÿäêó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè (7.12). Êðiì òîãî,

{2m−1}wg = 0 äëÿ m ∈ N2 i
{1}wg = 1 äëÿ m = 1; (C) ôóíêöiÿ w = (c+ez)−m,

m ∈ N, ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi äî (2m)�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, ÿêi çíàõî-

äÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè (7.12) i {2m}wg = 0; (D) êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ

ôóíêöi¨ (c+ ez)α â îêîëi òî÷êè z∗ ∈ G â Ò�ÔËÄ (7.9) áóäóòü ðiâíi

b0(e
z; z∗) = z, b2n−1(e

z; z∗) =
(2n− 1)

∏n−1
i=1 (i− α)z1−α∏n−1

i=0 (α + i)
,

b2n(e
z; z∗) =

2
∏n−1

i=0 (α + i)zα∏n
i=1(i− α)

, z = c+ ez∗, n ∈ N.
(7.13)

Äîâåäåííÿ. (A) Äîâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ (7.12) çà iíäóêöi¹þ. Çãiäíî iç

ðåêóðåíòíèìè ôîðìóëàìè (7.4) ìà¹ìî, ùî {1}wg = (ez)′

((c+ez)α)′ = (c+ez)1−α

α =

= c+ez

αw , {2}wg = 2(ez)′

((c+ez)1−α/α
)′ +(c+ez)α = α+1

1−α(c+ez)α = α+1
1−αw. Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ n = 1 ôîðìóëè (7.12) âèêîíóþòüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî (7.12)

âiðíi äëÿ n = k − 1. Òîäi äëÿ n = k iç ôîðìóë (7.4) ìà¹ìî, ùî

{2k}wg =
2k(ez)′

k
∏k
i=2(i−α)∏k−1
i=0 (α+i)

(
(c+ ez)1−α

)′ +

∏k−1
i=1 (α + i)∏k−1
i=1 (i− α)

(c+ ez)α =

∏k
i=1(α + i)∏k
i=1(i− α)

w.

Àíàëîãi÷íî

{2k+1}wg=
(2k+1)(ez)′

k∏
i=1

(α+i)

k∏
i=1

(i−α)

(
(c+ez)α

)′+
k

k∏
i=2

(i−α)

k−1∏
i=0

(α+i)

(c+ez)1−α=

(k+1)
k+1∏
i=2

(i−α)(c+ez)

k∏
i=0

(α + i)w

.
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Ôîðìóëè (7.12) âèêîíóþòüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè (B)�(D) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç (7.12).

Iç òåîðåìè îòðèìó¹ìî, ùî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ (c + ez)α â îêîëi òî÷êè

z = z∗ â Ò�ÔËÄ ìà¹ âèãëÿä

(c+ ez)α = zα +
ez − ez∗

z1−α

α
+

ez − ez∗
2αzα

1−α +

ez − ez∗
3(1−α)z1−α

α(α+1)
+

ez − ez∗
2α(α+1)zα

(1−α)(2−α)
+ · · · +

+

ez − ez∗
(2n−1)

∏n−1
i=1 (i−α)z1−α∏n−1

i=0 (α+i)
+

ez − ez∗
2
∏n−1
i=0 (α+i)zα∏n
i=1(i−α)

+ · · ·
, z = c+ ez∗ . (7.14)

Ç ôîðìóë (7.11) òà (7.13) îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ (c + ez)α â

Ñ�ÔËÄ

(c+ ez)α = zα
(

1 +

α
z (ez − ez∗)

1 +

(1−α)
2z (ez − ez∗)

1 +

(1+α)
6z (ez − ez∗)

1 +

+

(2−α)
6z (ez − ez∗)

1 +

(2+α)
10z (ez − ez∗)

1 +

(3−α)
10z (ez − ez∗)

1 + · · · +

+

(n+α−1)
2(2n−1)z(e

z − ez∗)
1 +

(n−α)
2(2n−1)z(e

z − ez∗)
1 + · · ·

)
. (7.15)

Òåîðåìà 7.14. Íåõàé G ⊂ C� îáëàñòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ ez. Ëàí-

öþãîâi äðîáè (7.14) òà (7.15) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ (c+ ez)α â îáëàñòi G.

Íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi Z ⊂ R(c, z∗), äå

R(c, z∗) = {z ∈ C : z, z∗ ∈ G,
∣∣ arg

( ez − ez∗
4(c+ z∗)

+
1

4

)∣∣ < π} ,

ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
n→∞

n+α−1
2(2n−1)z = lim

n→∞
n−α

2(2n−1)z = 1
4z , òî çãiäíî iç òåîðå-

ìîþ 5.26 Ñ�ÔËÄ òà Ò�ÔËÄ çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ (c+ez)α i íà äîâiëüíîìó

êîìïàêòi Z çáiæíiñòü áóäå ðiâíîìiðíà.

Â 5.4.1 ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ ez ðîçâèâà¹òüñÿ â Ò�ËÄ, ÿêèé çãiäíî iç

òåîðåìîþ 5.29 çáiãà¹òüñÿ íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi äî öi¹¨ ôóíêöi¨. Â
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îêîëi òî÷êè z = z∗ ç (5.13) îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ

k(z∗, z) = ez − ez∗ = ez∗
(
z − z∗

1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
−3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
5 +

+

z − z∗
−2 +

z − z∗
−7 + · · · +

z − z∗
(−1)n2 +

z − z∗
(−1)n(2n+ 1) + · · ·

)
. (7.16)

Òîäi Ò�ÔËÄ (7.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(c+ ez)α = zα +
k(z∗, z)

z1−α

α
+

k(z∗, z)
2αzα

1−α +

k(z∗, z)
3(1−α)z1−α

α(α+1)
+

k(z∗, z)
2α(α+1)zα

(1−α)(2−α)
+ · · · +

+

k(z∗, z)
(2n−1)

∏n−1
i=1 (i−α)z1−α∏n−1

i=0 (α+i)
+

k(z∗, z)
2
∏n−1
i=0 (α+i)zα∏n
i=1(i−α)

+ · · ·
.

Àíàëîãi÷íî Ñ�ÔËÄ (7.15) çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(c+ ez)α = zα
(

1 +

α
zk(z∗, z)

1 +

(1−α)
2z k(z∗, z)

1 +

(1+α)
6z k(z∗, z)

1 +

+

(2−α)
6z k(z∗, z)

1 + · · · +

(n+α−1)
2(2n−1)zk(z∗, z)

1 +

(n−α)
2(2n−1)zk(z∗, z)

1 + · · ·

)
.

7.3.2. Ôóíêöiÿ tg zm. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ w = tg zm, m ∈ N2. Íå-

õàé áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) = zm.

Òåîðåìà 7.15. Â îáëàñòi G ⊂ C îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ zm. (A) Ôóí-

êöiÿ w = tg zm, m ∈ N2, ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

{4n}wg = tg zm, {4n+1}wg =
(2n+ 1)(n tg2 zm + n+ 1)

tg2 zm + 1
,

{4n+2}wg =
−1

tg zm
, {4n+3}wg =

(n+ 1)((2n+ 3) tg2 zm + 2n+ 1)

tg2 zm + 1
, n ∈ N0.
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(B) Êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â Ò�ÔËÄ â îêîëi òî÷êè z∗ ∈ G ðiâíi

b0(z
m; z∗) = tg zm∗ , b4n+1(z

m; z∗) =
4n+ 1

1 + tg2 zm∗
,

b4n+2(z
m; z∗) = −

1 + tg2 zm∗

tg zm∗
, b4n+3(z

m; z∗) =
(4n+ 3) tg2 zm∗

1 + tg2 zm∗
,

b4n+4(z
m; z∗) =

1 + tg2 zm∗

tg zm∗
, n ∈ N0.

(7.17)

Òåîðåìà 7.15 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 5.18. Iç ôîðìóë (7.17)

ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg zm â

îêîëi òî÷êè z∗ ∈ G â Ò�ÔËÄ

tg zm = z +
(zm − zm∗ )(1 + z2)

1 +

(zm − zm∗ )z

−1 +

zm − zm∗
3z +

zm − zm∗
1 +

+

(zm − zm∗ )z

5 + · · · +

(zm − zm∗ )z

−1 +

zm − zm∗
(4k − 1)z +

+

zm − zm∗
1 +

(zm − zm∗ )z

4k + 1 + · · ·
, z = tg zm∗ . (7.18)

Ëàíöþãîâèé äðiá (7.18) çàïèøåìî ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÔËÄ

tg zm = z +
(1 + z2)(zm − zm∗ )

1 −
z(zm − zm∗ )

1 −

zm−zm∗
3z

1 +

zm−zm∗
3z

1 +

+

z(zm−zm∗ )
5

1 −

z(zm−zm∗ )
5

1 −

zm−zm∗
7z

1 +

zm−zm∗
7z

1 + · · · +

+

(−1)nz(−1)n−1 z
m−zm∗
2n−1

1 +

(−1)n(z)(−1)n z
m−zm∗
2n+1

1 + · · ·
. (7.19)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ G

lim
n→∞

(−1)n(tg zm∗ )(−1)n−1

2n− 1
= lim

n→∞

(−1)n(tg zm∗ )(−1)n

2n+ 1
= 0.

Â ñèëó òåîðåìè 5.27 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 7.16. Íåõàé G ¹ îáëàñòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ zm. Òîäi: (A)

Ò�ÔËÄ (7.18) òà Ñ�ÔËÄ (7.19) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ tg zm ó âñiõ òî-

÷êàõ îáëàñòi G, êðiì îñîáëèâèõ î÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

Z ⊂ G\{ m
√

(2k + 1)π2 , k ∈ Z} ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

Çãiäíî iç ïóíêòîì (B) òåîðåìè 5.15 ôóíêöiÿ zm ìà¹ ñêií÷åííi îáåðíåíi

ïîõiäíi Òiëå äî (2m − 1)�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i (2m−1)zm = 0. Òîäi â îêîëi

òî÷êè z = z∗ ôóíêöiÿ zm ìîæå áóòè ïîäàíà ñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì

Òiëå íàñòóïíèì ÷èíîì:

zm = zm∗

(
1 +

m(z − z∗)
z∗ +

(1−m)(z − z∗)
2 +

(m+ 1)(z − z∗)
3z∗ +

+

(2−m)(z − z∗)
2 + · · · +

(2m− 3)(z − z∗)
(2m− 5)z∗ +

−2(z − z∗)
2 +

+

(2m− 2)(z − z∗)
(2m− 3)z∗ +

−(z − z∗)
2 +

(2m− 1)(z − z∗)
(2m− 1)z∗

)
,

à òîäi

m(z∗, z)=zm−zm∗ = zm∗

(
m(z−z∗)

z∗ +

(1−m)(z−z∗)
2 +

(m+1)(z−z∗)
3z∗ +

+ · · · +

(2m− 2)(z − z∗)
(2m− 3)z∗ +

−(z − z∗)
2 +

(2m− 1)(z − z∗)
(2m− 1)z∗

)
. (7.20)

Ïiäñòàâèâøè (7.20) ó (7.18) òà (7.19) îòðèìà¹ìî

tg zm = z +
m(z∗, z)(1 + z2)

1 +

m(z∗, z)z

−1 +

m(z∗, z)

3z +

m(z∗, z)

1 +

+

m(z∗, z)z

5 + · · ·+
m(z∗, z)z

−1 +

m(z∗, z)

(4k − 1)z+

m(z∗, z)

1 +

m(z∗, z)z

4k + 1 + · · ·
,

òà

tg zm = z +
m(z∗, z)(1 + z2)

1 −
m(z∗, z)z

1 −
m(z∗, z)/3z

1 +

m(z∗, z)/3z

1 +

+

m(z∗, z)z/5

1 −
m(z∗, z)z/5

1 −
m(z∗, z)/7z

1 +

m(z∗, z)/7z

1 + · · · +

+

(−1)nm(z∗, z)z
(−1)n−1/(2n− 1)

1 +

(−1)nm(z∗, z)z
(−1)n/(2n+ 1)

1 + · · ·
.
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7.3.3. Ôóíêöiÿ cth
√
z. Çà áàçèñ�ôóíêöiþ âèáåðåìî g(z) =

√
z.

Òåîðåìà 7.17. Íåõàé â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G, ÿêà íå ìiñòèòü ïî-

÷àòêó êîîðäèíàò, âèáðàíî îäíîçíà÷íó ãiëêó ôóíêöi¨
√
z. (A) Îáåðíåíi g�

ïîõiäíi ôóíêöi¨ w = cth
√
z âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî iç ôîðìóëàìè

{4n}wg = cth
√
z, {4n+1}wg =

(2n+ 1)(n cth2√z − n− 1)

cth2√z − 1
, n ∈ N0,

{4n+2}wg =
1

cth
√
z
, {4n+3}wg =

(n+ 1)((2n+ 3) cth2√z − 2n− 1)

cth2√z − 1
.

(B) ßêùî z∗ ∈ G, òî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth
√
z â îêîëi òî-

÷êè z = z∗ â Ò�ÔËÄ ðiâíi

b0(
√
z; z∗) = cth

√
z∗, b4n+1(

√
z; z∗) = − 4n+ 1

cth2√z∗ − 1
,

b4n+2(
√
z; z∗)=

1− cth2√z∗
cth
√
z∗

, b4n+3(
√
z; z∗)=

(4n+ 3) cth2√z∗
cth2√z∗ − 1

,

b4n+4(
√
z; z∗) =

cth2√z∗ − 1

cth
√
z∗

, n ∈ N0.

(7.21)

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâîäÿòüñÿ çà iíäóêöi¹þ àíàëîãi÷íî

ÿê â òåîðåìi 5.22.

Iç òåîðåìè 7.17 âèïëèâà¹, ùî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ cth
√
z â Ò�ÔËÄ ìà¹

âèãëÿä

cth
√
z = b0(

√
z; z∗) +

∞

K
n=1

√
z −√z∗

bn(
√
z; z∗)

, (7.22)

äå êîåôiöi¹íòè bn(
√
z; z∗), n ∈ N0, âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (7.21).

Çàïèøåìî Ò�ÔËÄ (7.22) ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÔËÄ

cth
√
z = a0(

√
z; z∗) +

∞

K
n=1

an(
√
z; z∗)(

√
z −√z∗)

1
, (7.23)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî, çãiäíî iç ôîðìóëàìè (7.11), áóäóòü ðiâíi

a0(
√
z; z∗) = cth

√
z∗, a1(

√
z; z∗) = −(cth2√z∗ − 1), a2(

√
z; z∗) = cth

√
z∗,
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a2n−1(
√
z; z∗) =

−
(

cth
√
z∗
)(−1)n−1

2n− 1
, a2n(

√
z; z∗) =

(
cth
√
z∗
)(−1)n−1

2n− 1
,

äå n ∈ N2.

Îñêiëüêè lim
n→∞

a2n−1(
√
z; z∗) = lim

n→∞
a2n(
√
z; z∗) = 0, òî ìà¹ ìiñöå òâåð-

äæåííÿ àíàëîãi÷íå òåîðåìi 5.36.

Òåîðåìà 7.18. Íåõàé â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G ⊂ C, ÿêà íå ìiñòèòü

ïî÷àòêó êîîðäèíàò, âèáðàíî îäíîçíà÷íó ãiëêó ôóíêöi¨
√
z. (A) Ëàíöþ-

ãîâi äðîáè (7.22) òà (7.23) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ cth
√
z ó âñiõ òî÷êàõ

îáëàñòi G êðiì îñîáëèâèõ òî÷îê ôóíêöi¨; (B) íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

Z ⊂ G\{−
(
kπ
2

)2
, k ∈ Z\{0}} ëàíöþãîâi äðîáè çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî.

ßêùî â îêîëi òî÷êè z = z∗ çàìiñòü ôóíêöi¨
√
z âçÿòè ¨¨ ðîçâèíåííÿ â

Ò�ËÄ (5.12), òî áóäåìî ìàòè

r(z∗, z) =
√
z −
√
z∗ =

∞

K
n=1

z − z∗
2
√
z∗
. (7.24)

Ïiäñòàâèìî ðîçâèíåííÿ (7.24) â ëàíöþãîâèé äðiá (7.22). Ìà¹ìî

cth
√
z = b0(

√
z; z∗) +

∞

K
i=1

r(z∗, z)

bi(
√
z; z∗)

.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïiäñòàâèòè ðîçâèíåííÿ (7.24) â ëàíöþãîâèé äðiá (7.23),

òî îòðèìà¹ìî

cth
√
z = a0(

√
z; z∗) +

∞

K
i=1

ai(
√
z; z∗)r(z∗, z)

1
.

7.4. Çîáðàæåííÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z, cos z ôóíêöiîíàëüíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

Äëÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z, cos z íå âiäîìi êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi (1.58), ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî áóëè á ðîçãëÿäóâàíi ôóíêöi¨.

Äëÿ äàíèõ ôóíêöié íå âñòàíîâëåíi ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi ôîðìóëè îáåðíå-

íèõ ïîõiäíèõ Òiëå òà îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, à òîìó íå âäà¹òüñÿ
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îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z òà cos z â ëàíöþãîâèé äðiá

Òiëå òà êâàçi�îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå. Ìîæíà ïîñëiäîâíî

çíàõîäèòè îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå òà îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó öèõ ôóí-

êöié. Â ìîíîãðàôi¨ àâòîðà [92, ñ. 271�278] çíàéäåíi ïiäõiäíi äðîáè ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó Òiëå. Ìåòîä Âiñêîâàòîâà òàêîæ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïiäõiäíi

äðîáè äëÿ âêàçàíèõ ôóíêöié [116, ñ. 162�168], [131, ñ. 113], àëå ðîçâèíåí-

íÿ â ëàíöþãîâèé äðiá â çàãàëüíîìó âèãëÿäi íå çíàéäåíî. Âèêîðèñòîâóþ÷è

òîòîæíiñòü Îéëåðà ìîæíà çàïèñàòè ñòåïåíåâi ðÿäè ôóíêöié sin z, cos z çà-

ãàëüíèì ëàíöþãîâèì Ò�äðîáîì, àëå îòðèìàíi ëàíöþãîâi äðîáè íå ìàþòü

æîäíèõ ïåðåâàã íàä ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè [131, ñ. 201]. Âiäîìî, ùî ïîáóäîâà-

íi çà ôîðìóëîþ Îáðåøêîâà ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ ôóíêöié sinx òà cosx

ìàþòü íåâèñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòi [116, ñ. 153]. Óçàãàëüíåííÿì ëàíöþãîâèõ

Ñ�äðîáiâ ¹ ëàíöþãîâi δ�äðîáè Ëàíãå [154]. Ìîæíà ïîñëiäîâíî çíàõîäèòè

ïiäõiäíi äðîáè ëàíöþãîâèõ δ�äðîáiâ âêàçàíèõ ôóíêöié, àëå íå âñòàíîâëå-

íî çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâèíåííÿ ôóíêöié sh z, ch z, sin z, cos z â ëàíöþãîâi

δ�äðîáè.

Âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ sin z çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

w(ξ) = ξ −
ξ∫

0

(ξ − ζ)w(ζ)dζ äëÿ âñiõ ξ ∈ [0, z].

Íåõàé

γ2j+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B(2, 2) B(2, 4) · · · B(2, 2j + 2)

B(4, 2) B(4, 4) · · · B(4, 2j + 2)
... ... . . . ...

B(2j + 2, 2) B(2j + 2, 4) · · · B(2j + 2, 2j + 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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j = 0, 1, . . . , εn = sign γ2n−1, B(α, β)� áåòà�ôóíêöiÿ,

A2n+1(t) =
εn√

|γ2n−1γ2n+1|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B(2, 2) B(2, 4) · · · B(2, 2n+ 2)

B(4, 2) B(4, 4) · · · B(4, 2n+ 2)
... ... . . . ...

B(2n, 2) B(2n, 4) · · · B(2n, 2n+ 2)

t t3 · · · t2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 7.19 (Â. Ê. Äçÿäèêà [27, ñ. 250]). Äëÿ êîæíîãî íàòó-

ðàëüíîãî n àïðîêñèìàíòè Ïàäå R[2n+1,2n](z) ïîðÿäêó (2n + 1, 2n) ôóíêöi¨

sin z âèðàæàþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

R[2n+1,2n](z) =

∑n
k=0(−1)kA

(2n−2k)
2n+1 (1)z2k+1∑n

k=0(−1)kA
(2n−2k+1)
2n+1 (0)z2k

,

i çäiéñíþþòü ó êîæíié òî÷öi z ∈ C íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ sin z, ÿêå âèðà-

æà¹òüñÿ çà íàñòóïíîþ àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ

sin z −R[2n+1,2n](z) =
−z4n+3

[(2n+ 1)!]2
γ2n+1

γ2n−1

[
1 +O

(
|z|2/n

)]
.

Â ìîíîãðàôi¨ Â. Ê. Äçÿäèêà [27, ñ. 247�250] ïîêàçàíî, ùî â êðóçi KR =

= {z ; |z| 6 R} ðàäióñà R > 0 àïðîêñèìàíòè Ïàäå R[2n+1,2n](sin ξ; z) çäié-

ñíþþòü àñèìïòîòè÷íî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ â êëàñi R2n+1,2n(z),

äå Rn,m(z)�êëàñ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âèãëÿäó Rn,m(z) = Pn(z)/Qm(z),

äå Pn(z), Qm(z)�ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ âiäïîâiäíî íå âèùå n òà m. Â ðîáîòi

Äçÿäèêà [28] íàâåäåíi àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ôóíêöié cos z, sh z, ch z.

Ðîçãëÿíåìî çîáðàæåííÿ ôóíêöié ch z, sh z, cos z, sin z ôóíêöiîíàëüíèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

7.4.1. Ôóíêöi¨ ch z, sh z. Íåõàé áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) = ez. Çíàéäåìî

îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöi¨ w = ch z. Iç ôîðìóë (7.4) ìà¹ìî, ùî

{1}wg =
ez

sh z
, {2}wg =

(sh z + ch z)(2 sh z − ch z)

sh z − ch z
, {3}wg =

2ez

sh z + ch z
.
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Àëå ({3}wg)
′ = 0. Ç ÷àñòèíè (A) òåîðåìè 7.3 âèïëèâà¹, ùî {4}wg = ∞ äëÿ

âñiõ çíà÷åíü z ∈ C. Òîäi â îêîëi òî÷êè z = z∗, äå z∗ 6= 0, ôóíêöiÿ ch z ìîæå

áóòè çîáðàæåíà ëèøå ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ âèãëÿäó

ch z = b0(e
z; z∗) +

ez − ez∗
b1(ez; z∗) +

ez − ez∗
b2(ez; z∗) +

ez − ez∗
b3(ez; z∗)

,

äå b0(e
z; z∗) = ch z∗, b1(e

z; z∗) = ez∗/sh z∗, b2(e
z; z∗) = 2 sh2 z∗/(sh z∗ − ch z∗),

b3(e
z; z∗) = ez∗(sh z∗ − ch z∗)/sh z∗(sh z∗ + ch z∗).

Ïiäñòàâèâøè çàìiñòü ez − ez∗ ðîçâèíåííÿ (7.16) âðåøòi áóäåìî ìàòè

ch z = b0(e
z; z∗) +

k(z∗, z)

b1(ez; z∗) +

k(z∗, z)

b2(ez; z∗) +

k(z∗, z)

b3(ez; z∗)
.

Ëàíöþãîâèé äðiá ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíîãî ñêií÷åí-

íîãî Ñ�ÔËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì

ch z=a0(e
z; z∗) +

a1(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

a2(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

a3(e
z; z∗)k(z∗, z)

1
,

äå a0(e
z; z∗) = ch z∗, a1(e

z; z∗) = sh z∗/e
z∗, a2(e

z; z∗) = (sh z∗ − ch z∗) :

: 2ez∗ sh z∗, a3(e
z; z∗) = (sh z∗ + ch z∗)/2e

z∗ sh z∗.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ w = sh z. ßêùî â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âçÿòè

g(z) = ez, òî ïåðøi òðè îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöi¨ áóäóòü ðiâíi

{1}wg =
ez

ch z
, {2}wg =

(sh z − 2 ch z)(sh z + ch z)

sh z − ch z
, {3}wg =

2ez

sh z + ch z
.

Îñêiëüêè
(
{3}wg

)′
= 0 äëÿ âñiõ çíà÷åíü z ∈ C, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 7.3

{4}wg =∞. Ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sh z ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ

sh z = b0(e
z; z∗) +

ez − ez∗
b1(ez; z∗) +

ez − ez∗
b2(ez; z∗) +

ez − ez∗
b3(ez; z∗)

,

äå b0(e
z; z∗) = sh z∗, b1(e

z; z∗) = ez∗/ch z∗, b2(e
z; z∗) = 2 ch2 z∗/(ch z∗ − sh z∗),

b3(e
z; z∗) = ez∗(ch z∗ − sh z∗)/ch z∗(sh z∗ + ch z∗) .

Çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíèì ñêií÷åííèì Ñ�ÔËÄ ìàòèìå âèãëÿä

sh z=a0(e
z; z∗)+

a1(e
z; z∗)(e

z−ez∗)
1 +

a2(e
z; z∗)(e

z−ez∗)
1 +

a3(e
z; z∗)(e

z−ez∗)
1

,
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äå a0(e
z; z∗) = sh z∗, a2(e

z; z∗) = ch z∗/e
z∗, a2(e

z; z∗) = (ch z∗ − sh z∗) :

: 2ez∗ ch z∗, a3(e
z; z∗) = (sh z∗ + ch z∗)/2e

z∗ ch z∗.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïiäñòàâèìî çàìiñòü ez − ez∗ ðîçâèíåííÿ

(7.16). Îòðèìó¹ìî

sh z = b0(e
z; z∗) +

k(z∗, z)

b1(ez; z∗) +

k(z∗, z)

b2(ez; z∗) +

k(z∗, z)

b3(ez; z∗)
,

àáî

sh z=a0(e
z; z∗) +

a1(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

a2(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

a3(e
z; z∗)k(z∗, z)

1
.

ßê ÷àñòèííèé âèïàäîê â îêîëi òî÷êè z∗ = 0 ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨

sh z =
k(0, z)

1 +

k(0, z)

2 +

k(0, z)

1
, àáî sh z =

k(0, z)

1 +

0, 5k(0, z)

1 +

0, 5k(0, z)

1
,

äå k(0, z) =
z

1+

z

−2+

z

−3+

z

2+

z

5+ · · ·+
z

(−1)n2+

z

(−1)n(2n+ 1)+ · · ·
.

7.4.2. Ôóíêöiÿ sin z. Âèáåðåìî çà áàçèñ�ôóíêöiþ g(z) = eiz i çíà-

éäåìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ w = sin z Ò�ÔËÄ. Îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöi¨

sin z áóäóòü ðiâíi

{1}wg =
ieiz

cos z
, {2}wg =

sin z cos z − i(cos2 z+1)

cos z−i sin z
, {3}wg = 2eiz(sin z + i cos z).

Îñêiëüêè
(
eiz(sin z + i cos z)

)′
= 0, òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 7.3 ìà¹ìî, ùî

{4}wg = ∞. Â îêîëi òî÷êè z = z∗, äå z∗ 6= 2k+1
2 π, k ∈ Z, ôóíêöiÿ sin z

çîáðàæà¹òüñÿ ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ

sin z = b0(e
iz; z∗) +

eiz − eiz∗
b1(eiz; z∗) +

eiz − eiz∗
b2(eiz; z∗) +

eiz − eiz∗
b3(eiz; z∗)

,

äå b0(e
iz; z∗) = sin z∗, b1(e

iz; z∗) = ieiz∗/cos z∗, b2(e
iz; z∗) = 2i cos2 z∗/(i sin z∗−

− cos z∗), b3(e
iz; z∗) = eiz∗(sin 2z∗ + i cos 2z∗)/cos z∗.

Iç ðîçâèíåííÿ (5.15) îòðèìó¹ìî

e(z∗, z) = eiz − eiz∗ = eiz∗
(z − z∗
−i +

z − z∗
−2 +

z − z∗
3i +

z − z∗
2 +
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+

z − z∗
−5i +

z − z∗
−2 + · · · +

z − z∗
(−1)n (2n− 1)i +

z − z∗
(−1)n 2 + · · ·

)
. (7.25)

Òîäi çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ íàáóäå âèãëÿäó

sin z = b0(e
iz; z∗) +

e(z∗, z)

b1(eiz; z∗) +

e(z∗, z)

b2(eiz; z∗) +

e(z∗, z)

b3(eiz; z∗)
.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó äëÿ z = 0 ìà¹ìî sin z =
e(0, z)

i +

e(0, z)

−2i +

e(0, z)

i
,

äå e(0, z) =
z

−i +

z

−2 +

z

3i +

z

2 + · · · +

z

(−1)n (2n− 1)i +

z

(−1)n 2 + · · ·
.

Ìîæíà çîáðàçèòè ôóíêöiþ sin z ñêií÷åííèì Ñ�ÔËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì

sin z = a0(e
iz; z∗)+

a1(e
iz; z∗)e(z∗, z)

1 +

a2(e
iz; z∗)e(z∗, z)

1 +

a3(e
iz; z∗)e(z∗, z)

1
,

äå a0(e
iz; z∗) = sin z∗, a1(e

iz; z∗) = cos z∗/ie
iz∗, a2(e

iz; z∗) = (cos z∗−i sin z∗) :

: 2eiz∗ cos z∗, a3(e
iz; z∗) = (cos z∗ − i sin z∗)/2 cos z∗e

iz∗(cos 2z∗ − i sin z∗).

Â îêîëi òî÷êè z = 0 áóäåìî ìàòè çîáðàæåííÿ

sin z =
− i e(0, z)

1 +

0,5 e(0, z)

1 +

0,5 e(0, z)

1
.

ßêùî â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáðàòè g(z) = tg z
2 , òî îáåðíåíi g�ïîõiäíi

ôóíêöi¨ w = sin z áóäóòü ðiâíi

{0}wg =
2 tg z

2

1 + tg2 z
2

, {1}wg =
(1 + tg2 z

2)2

2(1− tg2 z
2)
, {2}wg =

2

tg z
2(3− tg2 z

2)
,

{3}wg =
1

2

(
(tg2 z

2 − 1)2 − 4 tg2 z
2

)
, {4}wg = 0.

Îáåðíåíà g�ïîõiäíà 5�ãî ïîðÿäêó {5}wg =∞ îñêiëüêè ({4}wg)
′ = 0.

Êîåôiöi¹íòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ â îêîëi òî÷êè

z = z∗ áóäóòü ðiâíi

b0(tg
z
2 ; z∗) =

2z

1 + z2
, b1(tg

z
2 ; z∗) =

(z2 + 1)2

2(1− z2)
, b2(tg

z
2 ; z∗) =

2(1− z2)2

z(z2 + 1)(3− z2)
,

b3(tg
z
2 ; z∗) =

z2(3− z2)2

2(z2 − 1)
, b4(tg

z
2 ; z∗) =

2

z(z2 − 3)
, z = tg z∗

2 .
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Òîäi

sin z = b0(tg
z
2 ; z∗) +

4

K
k=1

tg z
2 − tg z∗

2

bk(tg
z
2 ; z∗)

. (7.26)

Iç òåîðåì 5.8 òà 5.18 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ tg z
2 â îêîëi òî÷êè z = z∗

ìîæå áóòè ðîçâèíóòè â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå, ÿêèé ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ

ïåðåòâîðåíü çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

tg z
2 = z +

(z − z∗)(1 + z2)

2 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
6z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
10 +

+ · · · +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
2(4n+ 3)z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
2(4n+ 5) + · · ·

, z = tg z∗
2 .

Òîäi

t(z∗, z) = tg z
2 − tg z∗

2 =
(z − z∗)(1 + z2)

2 +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
6z +

z − z∗
1 +

+ · · · +

(z − z∗)z
−1 +

z − z∗
2(4n+ 3)z +

z − z∗
1 +

(z − z∗)z
2(4n+ 5) + · · ·

. (7.27)

Ïiäñòàâèâøè ðîçâèíåííÿ (7.27) â ëàíöþãîâèé äðiá (7.26) âðåøòi îòðèìà¹ìî

sin z = b0(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b1(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b2(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b3(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b4(tg
z
2 ; z∗)

.

Åêâiâàëåíòíèé ñêií÷åííèé Ñ�ÔËÄ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

sin z =a0(tg
z
2 ; z∗) +

a1(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

a2(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

+

a3(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

a4(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1
,

äå a0(tg
z
2 ; z∗) = 2z/(1 + z2), a1(tg

z
2 ; z∗) = 2(1− z2)/(z2 + 1)2, a2(tg

z
2 ; z∗) =

= z(z2 − 3)2(z4 − 1), a3(tg
z
2 ; z∗) = (z2 + 1)z(1− z2)(z2 − 3), a4(tg

z
2 ; z∗) =

= (z2 − 1)z(z2 − 3).

ßêùî z∗ = π
4 , òî z = tg π

8 =
√

2− 1 i êîåôiöi¹íòè ïîäàííÿ ôóíêöi¨ sin z

ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ òà Ñ�ÔËÄ áóäóòü ðiâíi b0(tg
z
2 ; π4 ) =

√
2

2 , b1(tg
z
2 ; π4 ) =

= 2(
√

2− 1), b2(tg
z
2 ; π4 ) = 1, b3(tg

z
2 ; π4 ) = −2(

√
2− 1), b4(tg

z
2 ; π4 ) = − (

√
2+2)
2 ,
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a0(tg
z
2 ; π4 ) =

√
2

2 , a1(tg
z
2 ; π4 ) = (

√
2+1)
2 , a2(tg

z
2 ; π4 ) = (

√
2+1)
2 , a3(tg

z
2 ; π4 ) = (

√
2+1)
2 ,

a4(tg
z
2 ; π4 ) =

√
2

2 .

Îòæå, â îêîëi òî÷êè z∗ = π
4 çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z Ò�ÔËÄ ìà¹ âèãëÿä

sin z =

√
2

2
+

t(π4 , z)

2(
√

2− 1) +

t(π4 , z)

1 +

t(π4 , z)

−2(
√

2− 1) +

t(π4 , z)

−(2 +
√

2)/2
.

Àíàëîãi÷íî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Ñ�ÔËÄ çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

sin z =

√
2

2
+

√
2+1
2 t(π4 , z)

1 +

√
2+1
2 t(π4 , z)

1 +

√
2+1
2 t(π4 , z)

1 +

√
2

2 t(
π
4 , z)

1
.

7.4.3. Ôóíêöiÿ cos z. Âèáåðåìî çà áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) = eiz. Îáåð-

íåíi g�ïîõiäíi ôóíêöi¨ w = cos z áóäóòü ðiâíi:

{1}wg =
−ieiz

sin z
, {2}wg =

sin z cos z + i(sin2 z + 1)

sin z + i cos z
, {3}wg = 2eiz(cos z − i sin z).

Àëå {4}wg = ∞ îñêiëüêè (eiz(cos z − i sin z))′ = 0. Â îêîëi òî÷êè z = z∗, äå

z∗ 6= kπ, k ∈ Z, ôóíêöiþ ìîæíà çîáðàçèòè ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ íàñòóïíèì

÷èíîì

cos z = b0(e
iz; z∗) +

eiz − eiz∗
b1(eiz; z∗) +

eiz − eiz∗
b2(eiz; z∗) +

eiz − eiz∗
b3(eiz; z∗)

,

äå b0(e
iz; z∗) = cos z∗, b1(e

iz; z∗) = −ieiz∗/sin z∗, b2(e
iz; z∗) = 2i sin2 z∗ :

: (sin z∗ + i cos z∗), b3(e
iz; z∗) = eiz∗(sin 2z∗ + i cos 2z∗)/sin z∗.

Ç âðàõóâàííÿì ðîçâèíåííÿ (7.25) ìà¹ìî, ùî

cos z = b0(e
iz; z∗) +

e(z∗, z)

b1(eiz; z∗) +

e(z∗, z)

b2(eiz; z∗) +

e(z∗, z)

b3(eiz; z∗)
.

ßêùî z = π
2 , òî cos z =

e(π2 , z)

1 +

e(π2 , z)

2i +

e(π2 , z)

1
. Ìîæíà çîáðàçèòè ôóí-

êöiþ cos z ñêií÷åííèì Ñ�ÔËÄ

cos z=a0(e
iz; z∗)+

a1(e
iz; z∗) e(z∗, z)

1 +

a2(e
iz; z∗) e(z∗, z)

1 +

a3(e
iz; z∗) e(z∗, z)

1
,

äå a0(e
iz; z∗) = cos z∗, a1(e

iz; z∗) = i sin z∗/e
iz∗, a2(e

iz; z∗) = (sin z∗+i cos z∗) :

: 2 sin z∗e
iz∗, a3(e

iz; z∗) = 1/2 sin z∗e
iz∗(sin z∗ + i cos z∗).
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Â îêîëi òî÷êè z = π
2 íàáëèæåííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:

cos z =
e(z∗, z)

1 +

(−i/2) e(z∗, z)

1 +

(−i/2) e(z∗, z)

1
.

Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ w = cos z â Ò�ÔËÄ, êîëè áàçèñ�ôóíêöiÿ

g(z) = tg z
2 . Îáåðíåíi g�ïîõiäíi ôóíêöi¨ çãiäíî iç ôîðìóëàìè (7.4) áóäóòü

ðiâíi

{1}wg =

(
1 + tg2 z

2

)2

−4 tg z
2

, {2}wg =
3 tg2 z

2 + 1

1− 3 tg2 z
2

, {3}wg = 2 tg z
2(tg2 z

2−1), {4}wg = −1.

Îñêiëüêè ({4}wg)
′ = 0, òî {5}wg =∞.

Êîåôiöi¹íòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ñêií÷åííèì Ò�

ÔËÄ áóäóòü ðiâíi

b0(tg
z
2 ; z∗) =

1− z2

1 + z2
, b1(tg

z
2 ; z∗) =

(1 + z2)2

−4z
, b2(tg

z
2 ; z∗) =

8z2

(1 + z2)(1− 3z2)
,

b3(tg
z
2 ; z∗) =

(3z2 − 1)2

4z
, b4(tg

z
2 ; z∗) =

2

3z2 − 1
, z = tg z∗

2 .

Îòæå, ôóíêöiÿ cos z ïîäà¹òüñÿ ñêií÷åííèì Ò�ÔËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì

cos z = b0(tg
z
2 ; z∗) +

tg z
2 − tg z∗

2

b1(tg
z
2 ; z∗) +

tg z
2 − tg z∗

2

b2(tg
z
2 ; z∗) +

tg z
2 − tg z∗

2

b3(tg
z
2 ; z∗) +

tg z
2 − tg z∗

2

b4(tg
z
2 ; z∗)

.

ßêùî ïiäñòàâèòè ðîçâèíåííÿ (7.27), òî îòðèìà¹ìî

cos z=b0(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b1(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b2(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b3(tg
z
2 ; z∗) +

t(z∗, z)

b4(tg
z
2 ; z∗)

.

Ìîæíà çîáðàçèòè ôóíêöiþ cos z Ñ�ÔËÄ:

cos z =a0(tg
z
2 ; z∗) +

a1(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

a2(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

+

a3(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1 +

a4(tg
z
2 ; z∗)t(z∗, z)

1
.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè z∗ = π
2 , êîåôiöi¹íòè Ò�ÔËÄ òà Ñ�ÔËÄ ðiâíi

b0(tg
z
2 ; π2 )=0, b1(tg

z
2 ; π2 )=−1, b2(tg

z
2 ; π2 )=−2, b3(tg

z
2 ; π2 )=1, b4(tg

z
2 ; π2 )=1,
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òà

a0(tg
z
2 ; π2 )=0, a1(tg

z
2 ; π2 )=−1, a2(tg

z
2 ; π2 )= 1

2 , a3(tg
z
2 ; π2 )= −1

2 , a4(tg
z
2 ; π2 )=1.

Îòðèìó¹ìî: cos z =
t(π2 , z)

−1 +

t(π2 , z)

−2 +

t(π2 , z)

1 +

t(π2 , z)

1
, òà

cos z =
− t(π2 , z)

1 +

1
2t(

π
2 , z)

1 +

− 1
2t(

π
2 , z)

1 +

t(π2 , z)

1
.

7.5. Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó

Ïðè ïîáóäîâi Ò�ÊÔIËÄ (4.41) ðîáèëèñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî âñi iíòåðïîëÿ-

öiéíi âóçëè zi ∈ Z, i = 0, n, ðiçíi. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âñi âóçëè, ÷è

äåÿêà ¨õ ÷àñòèíà, ïðÿìóþòü äî îäíîãî i òîãî æ çíà÷åííÿ z ∈ Z.

Îçíà÷åííÿ 7.2. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ (ñêií÷åííå çíà÷åííÿ àáî íåñêií-

÷åííiñòü) îáåðíåíî¨ g�ðiçíèöi 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó (4.48), êîëè iíòåðïî-

ëÿöiéíi âóçëè z0, . . . , zk ïðÿìóþòü äî äåÿêîãî z∗ ∈ Z, òî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ
íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ g�ïîõiäíîþ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) â

òî÷öi z∗ .

Ïîçíà÷èìî îáåðíåíó g�ïîõiäíó 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(z) â

òî÷öi z ∈ Z íàñòóïíèì ÷èíîì [k]fg(z). Ç îçíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

[k]fg(z) = %
(2)
k [g; z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

k+1

; f ] = lim
z0,z1,...,zk→z

%
(2)
k [g; z0, z1, . . . , zk; f ]. (7.28)

Iç (4.46), (4.47) òà (7.28) âèïëèâà¹, ùî

[1]fg(z) = %
(2)
1 [g; z, z; f ] = − lim

z0,z1→z

∣∣∣∣∣∣f(z0) g(z0)f(z0)

f(z1) g(z1)f(z1)

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣1 f(z0)

1 f(z1)

∣∣∣∣∣∣ =

= − lim
∆z→0

∣∣∣∣∣∣ f(z) g(z)f(z)

f(z + ∆z) g(z + ∆z)f(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣1 f(z)

1 f(z + ∆z)

∣∣∣∣∣∣ =
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= − lim
∆z→0

∣∣∣∣∣∣ f(z) g(z)f(z)
f(z+∆z)−f(z)

∆z
g(z+∆z)f(z+∆z)−g(z)f(z)

∆z

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣1 f(z)

0 f(z+∆z)−f(z)
∆z

∣∣∣∣∣∣ =

= −

∣∣∣∣∣∣f(z) g(z)f(z)

f ′(z)
(
g(z)f(z)

)′
∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣1 f(z)

0 f ′(z)

∣∣∣∣∣∣ = −f
2(z)g′(z)

f ′(z)
.

Iç ôîðìóë (4.57) òà (7.28) äëÿ k = 1 àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

[2]fg(z)=%
(2)
2 [g; z, z, z; f ]= lim

z0,z1,z2→z

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) g(z0)

1 f(z1) g(z1)

1 f(z2) g(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(z0) g(z0)f(z0)

1 f(z1) g(z1)f(z1)

1 f(z2) g(z2)f(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣f
′(z) g′(z)
f ′′(z)

2!
g′′(z)

2!

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
f ′(z)

(
f(z)g(z)

)′
f ′′(z)

2!

(
f(z)g(z)

)′′
2!

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣f
′(z) g′(z)

f ′′(z) g′′(z)

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣f
′(z)

(
f(z)g(z)

)′
f ′′(z)

(
f(z)g(z)

)′′
∣∣∣∣∣∣ .

Îòðèìà¹ìî ôîðìóëó îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó k�ãî ïîðÿäêó. Ââå-

äåìî ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ: fi = f(zi), gi = g(zi), i = 0, k. Ðîçãëÿíåìî äâà

âèïàäêè: a) k = 2m; b) k = 2m+ 1.

a) Íåõàé k = 2m. Òîäi çãiäíî iç ôîðìóëàìè (4.57) òà (7.28) ìà¹ìî, ùî

[2m]fg(z) = %
(2)
2m[g; z, z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

2m+1

; f ] = lim
z0,...,z2m→z

%2m[g; z0, z1, · · · , z2m; f ] =

= lim
z0,··· ,z2m→z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 g0 · · · gm−1
0 gm−1

0 f0 gm0

1 f1 g1 · · · gm−1
1 gm−1

1 f1 gm1

1 f2 g2 · · · gm−1
2 gm−1

2 f2 gm2
... ... ... . . . ... ... ...

1 f2m g2m · · · gm−1
2m gm−1

2m f2m gm2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f0 g0 · · · gm−1
0 gm−1

0 f0 gm0 f0

1 f1 g1 · · · gm−1
1 gm−1

1 f1 gm1 f1

1 f2 g2 · · · gm−1
2 gm−1

2 f2 gm2 f2

... ... ... . . . ... ... ...

1 f2m g2m · · · gm−1
2m gm−1

2m f2m gm2m f2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Áóäåìî ïîñòóïîâî ïåðåõîäèòè äî ãðàíèöi ó âèçíà÷íèêàõ ÷èñåëüíèêà i

çíàìåííèêà.

Íà ïåðøîìó êðîöi, ïiäñòàâèìî z çàìiñòü z0 òà (z + ∆z) çàìiñòü z1, âiä-

íiìåìî ó âèçíà÷íèêàõ 1�é ðÿäîê âiä 2�ãî ðÿäêà, ðîçäiëèìî 2�é ðÿäîê íà

∆z òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi, êîëè ∆z → 0. Íà äðóãîìó êðîöi, çàìiñòü z2

ïiäñòàâèìî (z+ ∆z), âiäíiìåìî 1�é ðÿäîê òà 2�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà ∆z

âiä 3�ãî ðÿäêà, ïîäiëèìî îòðèìàíèé 3�é ðÿäîê íà (∆z)2 i ïåðåéäåìî äî

ãðàíèöi, êîëè ∆z → 0. Íà i-ìó êðîöi, i = 1, 2, . . . , 2m, ïiäñòàâèìî (z + ∆z)

çàìiñòü zi, âiäíiìåìî 1�é ðÿäîê, 2�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà ∆z, 3�é ðÿäîê

ïîìíîæåíèé íà (∆z)2 i ò.ä. i�é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà (∆z)i−1 âiä (i + 1)�

ãî ðÿäêà, ïîäiëèìî îòðèìàíèé (i + 1)�é ðÿäîê íà (∆z)i òà ïåðåéäåìî äî

ãðàíèöi, êîëè ∆z → 0. Ïiñëÿ (2m) òàêèõ êðîêiâ âðåøòi îòðèìà¹ìî

[2m]fg(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gm

0 f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

... ... ... ... . . . ... ...

0 f (2m)

(2m)!
g(2m)

(2m)!
(gf)(2m)

(2m)! · · · (gm−1f)(2m)

(2m)!
(gm)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f g gf · · · gm−1f gmf

0 f ′ g′
(
gf
)′ · · · (gm−1f

)′ (
gmf

)′
... ... ... ... . . . ... ...

0 f (2m)

(2m)!
g(2m)

(2m)!
(gf)(2m)

(2m)! · · · (gm−1f)(2m)

(2m)!
(gmf)(2m)

(2m)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïiñëÿ ñïðîùåíü ìà¹ìî

[2m]fg(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

... ... ... . . . ... ...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gm)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′ g′

(
gf
)′ · · · (

gm−1f
)′ (

gmf
)′

... ... ... . . . ... ...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gmf)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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b) Ó âèïàäêó, êîëè k = 2m+ 1, àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìà¹ìî, ùî

[2m+1]fg(z) = %
(2)
2m+1[g; z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

2m+2

; f ] = lim
z0,··· ,z2m+1→z

%2m+1[g; z0, . . . , z2m+1; f ] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f g gf . . . gm−1 gm−1f gmf gm+1f

f ′ g′ (gf)′ . . . (gm−1)′ (gm−1f)′ (gmf)′ (gm+1f)′

... ... ... . . . ... ... ... ...

f (k) g(k) (gf)(k) · · · (gm−1)(k) (gm−1f)(k) (gmf)(k) (gm+1f)(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f g gf · · · gm−1 gm−1f gm gmf

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1)′ (gm−1f)′ (gm)′ (gmf)′

... ... ... . . . ... ... ... ...

f (k) g(k) (gf)(k) · · · (gm−1)(k) (gm−1f)(k) (gm)(k) (gmf)(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

äå k = 2m+1. Ó ôîðìóëàõ àðãóìåíòè ôóíêöié f , g òà ¨õ ïîõiäíèõ îïóùåíi.

Îòæå äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.20. (A) ßêùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N âèçíà÷íèêè

F
(1)
2m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1f)′ (gm)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gm)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gm)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

F
(2)
2m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′ g′
(
gf
)′ · · ·

(
gm−1f

)′ (
gmf

)′
f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1f)′′ (gmf)′′

...
...

... . . . ...
...

f (2m) g(2m) (gf)(2m) · · · (gm−1f)(2m) (gmf)(2m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
âiäìiííi âiä íóëÿ â äåÿêié òî÷öi z ∈ Z, òî ó âêàçàíié òî÷öi ôóíêöiÿ f(z)
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ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó 2�ãî òèïó (2m)�ãî ïîðÿäêó i

[2]fg(z) =

∣∣∣∣∣∣f
′ g′

f ′′ g′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f
′ (fg)′

f ′′ (fg)′′

∣∣∣∣∣∣
, [2m]fg(z) =

F
(1)
2m(z)

F
(2)
2m(z)

, m ∈ N2, (7.29)

(B) ÿêùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N âèçíà÷íèêè

F
(3)
2m+1(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f g gf . . . gm−1 gm−1f gmf gm+1f

f ′ g′ (gf)′ . . . (gm−1)′ (gm−1f)′ (gmf)′ (gm+1f)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1)′′ (gm−1f)′′ (gmf)′′ (gm+1f)′′

...
...

... . . . ...
...

...
...

f (k) g(k) (gf)(k) · · · (gm−1)(k) (gm−1f)(k) (gmf)(k) (gm+1f)(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

F
(4)
2m+1(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f g gf · · · gm−1 gm−1f gm gmf

f ′ g′ (gf)′ · · · (gm−1)′ (gm−1f)′ (gm)′ (gmf)′

f ′′ g′′ (gf)′′ · · · (gm−1)′′ (gm−1f)′′ (gm)′′ (gmf)′′

...
...

... . . . ...
...

...
...

f (k) g(k) (gf)(k) · · · (gm−1)(k) (gm−1f)(k) (gm)(k) (gmf)(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå k = 2m + 1, âiäìiííi âiä íóëÿ â äåÿêié òî÷öi z ∈ Z, òî öié òî÷öi

ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáåðíåíó g�ïîõiäíó 2�ãî òèïó (2m+ 1)�ãî ïîðÿäêó i

[1]fg(z) = −f
2(z)g′(z)

f ′(z)
, [2m+1]fg(z) =

F
(3)
2m+1(z)

F
(4)
2m+1(z)

, m ∈ N. (7.30)

Çàóâàæåííÿ 7.7. ßêùî g(z) = z, òî ôîðìóëè (7.29) òà (7.30) ïiñëÿ

ñïðîùåíü áóäóòü çáiãàòèñÿ iç ôîðìóëàìè (6.12).

Àíàëîãi÷íî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, iç (4.49) îòðè-

ìó¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî
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òèïó

[k]fg(z) =
k g′(z)(

[k−1]fg(z)
)′ + [k−2]fg(z), k ∈ N2,

[0]fg(z) =
1

f(z)
, [1]fg(z) =

−f 2(z)g′(z)

f ′(z)
,

(7.31)

Iç ôîðìóë (4.50), (4.51) òà (7.28) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f(z) ¹

àíàëiòè÷íà â Z ⊂ C, áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) ¹ îäíîëèñòà â Z i ôóíêöiÿ f(z)

ìà¹ îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, òî â îêîëi z = z∗

ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè ðîçâèíóòà â êâàçi�îáåðíåíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàí-

öþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÊÔËÄ)

f(z) =

(
[0]fg(z∗) +

g(z)− g(z∗)

[1]fg(z∗) +

g(z)− g(z∗)

2g′(z)/([1]fg(z∗))′ +

g(z)− g(z∗)

3g′(z)/ ([2]fg(z∗))
′ +

+

g(z)− g(z∗)

4g′(z)/ ([3]fg(z∗))
′ + · · · +

g(z)− g(z∗)

n g′(z)/ ([n−1]fg(z∗))
′ + · · ·

)−1

. (7.32)

Iç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ 2�ãî ïîðÿäêó âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.21. Íåõàé z∗ ∈ Z. (A) ßêùî àáî f ′(z∗) = 0, f(z∗)g
′(z∗) 6= 0,

àáî f ′(z∗) 6= 0, f(z∗)g
′(z∗) =∞, òî [1]fg(z∗) =∞. (B) ßêùî àáî f ′(z∗) =∞,

f(z∗)g
′(z∗) 6= 0, àáî f ′(z∗) 6= 0, f(z∗)g

′(z∗) = 0, òî [1]fg(z∗) = 0.

Òåîðåìà 7.22. Íåõàé z∗ ∈ Z, [n−2]fg(z∗) = C, C = const, n ∈ N2, :

(A) ÿêùî àáî [n−1]fg(z∗) = 0, g′(z∗) 6= 0, àáî [n−1]fg(z∗) 6= 0, g′(z∗) = ∞, òî
[n]fg(z∗) = ∞; (B) ÿêùî àáî [n−1]fg(z∗) = ∞, g′(z) 6= 0, àáî [n−1]fg(z∗) 6= 0,

g′(z∗) = 0, òî [n]fg(z∗) = C.

Òåîðåìà 7.23. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z ìà¹ îáåðíåíó

g�ïîõiäíó 2�ãî òèïó n�ãî ïîðÿäêó, n ∈ N, C 6= 0 ¹ ñòàëà, òîäi

[2n](Cf(z))g =
1

C
· [2n]fg(z) , [2n+1](Cf(z))g = C · [2n+1]fg(z) .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó çà iíäóêöi¹þ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

[0](Cf(z))g =
1

C
· [0]fg(z), [1](Cf(z))g = C · [1]fg(z), [2](Cf(z))g =

1

C
· [2]fg(z).
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Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k. Òîäi äëÿ

n = k + 1 iç ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (7.31) ìà¹ìî, ùî

[2k+2](Cf(z))g =
(2k + 2)g′(z)

([2k+1](Cf(z))g)′
+ [2k](Cf(z)) =

1

C
· [2k+2]fg(z).

[2k+3](Cf(z))g =
(2k + 3)g′(z)

([2k+2](Cf(z))g)′
+ [2k+1](Cf(z))g = C · [2k+3]fg(z) .

Òåîðåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîìó n.

Çàóâàæåííÿ 7.8. Àíàëîã òåîðåìè 7.8 äëÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ íå ìà¹

ìiñöÿ äëÿ îáåðíåíî¨ g�ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó, îñêiëüêè

[0]
(
f(z) + C

)
g

=
1

f(z) + C
, [1]
(
f(z) + C

)
g

= −(f(z) + C)2 g′(z)

f ′(z)
, C = const.

7.6. Ïðàâèëà îáåðíåíîãî g�äèôåðåíöiþâàííÿ 2�ãî òèïó

Íåõàé ôóíêöi¨ f(z), h(z), f1(z), f2(z), . . . , fn(z) ìàþòü â òî÷êàõ êîìïà-

êòà Z ⊂ C ñêií÷åííi âiäìiííi âiä íóëÿ îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó.

Òåîðåìà 7.24. Íåõàé iñíóþòü îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ôóíêöié

u = f(z) òà v = h(z). Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ñóìè, ðiçíèöi, äîáó-

òêó òà ÷àñòêè öèõ ôóíêöié âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

[1](u± v)g =
(u± v)2 · [1]vg · [1]ug
u2 · [1]vg ± v2 · [1]ug

, (7.33)

[1](u v)g =
u v · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg + v · [1]ug

, (7.34)

[1](u/v)g =
(u/v) · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg − v · [1]ug

. (7.35)

Äîâåäåííÿ. Iç (7.31) ìà¹ìî, ùî

[1](u± v)g = −(u± v)2g′

u′ ± v′
=
− (u± v)2g′

−u2g′
[1]ug
± −v2g′[1]vg

=
(u± v)2 · [1]vg · [1]ug
u2 · [1]vg ± v2 · [1]ug

.

Àíàëîãi÷íî

[1](u · v)g =
−(u · v)2g′

u′ · v + u · v′
=

−(uv)2g′

−v u2 g′
[1]ug

+ −u v2 g′
[1]vg

=
u v · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg + v · [1]ug

,
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[1](u/v)g =
−(u/v)2 g′

u′ v−u v′
v2

=
−u2 · g′

−v u2 g′
[1]u

+ u v2 g′
[1]v

=
(u/v) · [1]ug · [1]vg
u · [1]vg − v · [1]ug

.

Ôîðìóëè (7.33)�(7.35) äîâåäåíi.

Òåîðåìà 7.25. ßêùî ôóíêöi¨ fk(z), k = 1, n, ìàþòü îáåðíåíi g�ïîõiäíi

2�ãî òèïó, òîäi

[1]( n∑
k=1

fk(z)
)
g

=

( n∑
k=1

fk(z)
)2 n∏

k=1

[1](fk(z))g

n∑
k=1

f 2
k (z)

n∏
j=1
j 6=k

[1](fj(z))g

, (7.36)

[1]( n∏
k=1

fk(z)
)
g

=

n∏
k=1

fk(z) · [1](fk(z))g

n∑
k=1

fk(z) ·
n∏
j=1
j 6=k

[1](fj(z))g

. (7.37)

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (7.36)�(7.37) áóäåìî äîâîäèòè çà iíäóêöi-

¹þ. Ïðè n = 2 ôîðìóëà (7.36) âiðíà. Êîëè n = 3 ç (7.33) ìà¹ìî

[1]
(
f1 + f2 + f3

)
g

=
(f1 + f2 + f3)

2 · [1](f1 + f2)g · [1](f3)g
(f1 + f2)2 · [1](f3)g + f 2

3 · [1](f1 + f2)g
=

=
(f1 + f2 + f3)

2 · (f1+f2)2·[1](f1)g·[1](f2)g
f21 ·[1](f2)g+f22 ·[1](f1)g

· [1](f3)g

(f1 + f2)2 · [1](f3)g + f 2
3 ·

(f1+f2)2·[1](f1)g·[1](f2)g
f21 ·[1](f2)g+f22 ·[1](f1)g

=

=
(f1 + f2 + f3)

2 · [1](f1)g · [1](f2)g · [1](f3)g

f 2
1 · [1](f2)g · [1](f3)g + f 2

2 · [1](f1)g · [1](f3)g + f 2
3 · [1](f1)g · [1](f2)g

.

Ïðèïóñòèìî, ùî (7.36) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = m− 1. Òîäi

[1]( m∑
k=1

fk
)
g

=

( m∑
k=1

fk
)2 · [1]

(m−1∑
k=1

fk
)
g
· [1](fm)g(m−1∑

k=1

fk
)2 · [1](fm)g + f 2

m · [1]
(m−1∑
k=1

fk
)
g

=



294

=

( m∑
k=1

fk
)2 ·

(m−1∑
k=1

fk

)2 m−1∏
k=1

[1](fk)g

m−1∑
k=1

f2k

m−1∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

· [1](fm)g

(m−1∑
k=1

fk
)2 · [1](fm)g + f 2

m ·

(m−1∑
k=1

fk

)2 m−1∏
k=1

[1](fk)g

m−1∑
k=1

f2k

m−1∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

=

( m∑
k=1

fk
)2

m∏
k=1

[1](fk)g

m∑
k=1

f 2
k

m∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ n = 2 ôîðìóëà (7.37) âèêîíó¹òüñÿ. Êîëè n = 3 ç (7.34)

âèïëèâà¹

[1](f1f2f3)g =
f1f2f3 · [1](f1f2)g · [1](f3)g

f1f2 · [1](f3)g + f3 · [1](f1f2)g
=

=
f1f2f3 · f1f2·[1](f1)g·[1](f2)g

f1·[1](f2)g+f2·[1](f1)g
· [1](f3)g

f1f2 · [1](f3)g + f3 · f1f2·[1](f1)g·[1](f2)g
f1·[1](f2)g+f2·[1](f1)g

=

=
f1f2f3 · [1](f1)g · [1](f2)g · [1](f3)g

f1 · [1](f2)g · [1](f3)g + f2 · [1](f1)g · [1](f3)g + f3 · [1](f1)g · [1](f2)g
.

Ïðèïóñòèìî, ùî (7.37) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = m− 1. Òîäi ç (7.34) ìà¹ìî

[1]
( m∏
k=1

fk
)
g

=

m∏
k=1

fk · [1]
(m−1∏
k=1

fk
)
g
· [1](fm)g

m−1∏
k=1

fk · [1]fm + fm · [1]
(m−1∏
k=1

fk
)
g

=

=

m∏
k=1

fk ·
m−1∏
k=1

fk·[1](fk)g

m−1∑
k=1

fk·
m−1∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

· [1](fm)g

m−1∏
k=1

fk · [1]fm + fm ·
m−1∏
k=1

fk·[1](fk)g

m−1∑
k=1

fk·
m−1∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

=

m∏
k=1

fk · [1](fk)g
m∑
k=1

fk ·
m∏
j=1
j 6=k

[1](fj)g

.
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7.7. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â êâàçi�îáåðíåíi ôóíêöiîíàëüíi

ëàíöþãîâi äðîáè òèïó Òiëå òà òèïó Ñ�äðîáó

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî çîáðàæåííÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â

Ò�ÊÔËÄ (7.32). Ïîðÿä iç çîáðàæåííÿì ôóíêöi¨ f(z) â Ò�ÊÔËÄ çà áàçèñ�

ôóíêöi¹þ g(z) â îêîëi òî÷êè z = z∗

f(z) =

(
d0(g(z); z∗) +

∞

K
n=1

g(z)− g(z∗)

dn(g(z); z∗)

)−1

,

äå

d0(g(z); z∗) =
1

f(z∗)
, d1(g(z); z∗) = [1]fg(z∗) =

−f 2(z∗)g
′(z∗)

f ′(z∗)
,

dn(g(z); z∗) =
ng′(z∗)

([n−1]fg(z∗))′
= [n]fg(z∗)− [n−1]fg(z∗), n ∈ N2,

(7.38)

áóäåìî ðîçãëÿäàòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ f(z) åêâiâàëåíòíèì êâàçi�îáåðíå-

íèì ôóíêöiîíàëüíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÊÔËÄ)

f(z) =

(
e0(g(z); z∗) +

∞

K
n=1

en(g(z); z∗)(g(z)− g(z∗))

1

)−1

, (7.39)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè (7.38) íàñòóïíèì ÷èíîì

e0(g(z); z∗) = d0(g(z); z∗), e1(g(z); z∗) =
1

d1(g(z); z∗)
,

en(g(z); z∗) =
1

dn−1(g(z); z∗) · dn(g(z); z∗)
, n ∈ N2.

(7.40)

7.7.1. Ôóíêöiÿ ch z. Çà áàçèñ�ôóíêöiþ âèáåðåìî g(z) = ez. Ñêîðè-

ñòàâøèñü ôîðìóëàìè (7.31), çíàéäåìî îáåðíåíó g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ôóí-

êöi¨ ch z. Ìà¹ìî

[1](ch z)g =
(e2z + 1)2

2(1− e2z)
, [2](ch z)g =

2

ez(3− e2z)
,

[3](ch z)g = (e4z − 6e2z + 1)/2, [4](ch z)g = 0.
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Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ch z â îêîëi òî÷êè z∗, ÿêà íàëåæèòü îáëà-

ñòi âèçíà÷åííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ ch z, ìîæå áóòè

çîáðàæåíà ñêií÷åííèì Ò�ÊÔËÄ âèãëÿäó

ch z =
1

d0(ez; z∗) +

ez − ez∗

d1(ez; z∗) +

ez − ez∗

d2(ez; z∗) +

ez − ez∗

d3(ez; z∗) +

ez − ez∗

d4(ez; z∗)
,

äå êîåôiöi¹íòè, çãiäíî iç (7.38), áóäóòü ðiâíi

d0(e
z; z∗)=

2ez∗

e2z∗+1
, d1(e

z; z∗)=
(e2z∗ + 1)2

2(1−e2z∗)
, d2(e

z; z∗)=
2(e2z∗ − 1)2

ez∗(3−e2z∗)(e2z∗+1)
,

d3(e
z; z∗) =

e2z∗(e2z∗ − 3)2

2(e2z∗ − 1)
, d4(e

z; z∗) =
2

ez∗(e2z∗ − 3)
.

Àíàëîãi÷íî, â öüîìó âèïàäêó Ñ�ÊÔËÄ (7.39) òàêîæ áóäå ñêií÷åííèì

ch z =
1

e0(ez; z∗) +

e1(e
z; z∗)(e

z − ez∗)
1 +

e2(e
z; z∗)(e

z − ez∗)
1 +

+

e3(e
z; z∗)(e

z − ez∗)
1 +

e4(e
z; z∗)(e

z − ez∗)
1

.

Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (7.40) êîåôiöi¹íòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ch z â îêîëi

òî÷êè z∗ ñêií÷åííèì Ñ�ÊÔËÄ áóäóòü ðiâíi

e0(e
z; z∗) =

2ez∗

e2z∗ + 1
, e1(e

z; z∗) =
2(1− e2z∗)

(e2z∗ + 1)2
, e2(e

z; z∗) =
ez∗(e2z∗ − 3)

e2z∗ + 1
,

e3(e
z; z∗) =

e2z∗ + 1

ez∗(e2z∗ − 1)(3− e2z∗)
, e4(e

z; z∗) =
e2z∗ − 1

ez∗(e2z∗ − 3)
.

Ïiäñòàâèìî â çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ch z Ò�ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ ðîçâèíåííÿ

ez − ez∗ â Ò�ËÄ (7.16). Çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.29 Ò�ËÄ çáiãà¹òüñÿ íà âñié

êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òîäi îòðèìó¹ìî

ch z =
1

d0(ez; z∗) +

k(z∗, z)

d1(ez; z∗) +

k(z∗, z)

d2(ez; z∗) +

k(z∗, z)

d3(ez; z∗) +

k(z∗, z)

d4(ez; z∗)
,
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ch z =
1

e0(ez; z∗) +

e1(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

e2(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

+

e3(e
z; z∗)k(z∗, z)

1 +

e4(e
z; z∗)k(z∗, z)

1
.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z∗ = ln 2 ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóí-

êöi¨

ch z =
1
4
5

+

k(ln 2, z)

−25
6

+

k(ln 2, z)

−9
5

+

k(ln 2, z)
2
3

+

k(ln 2, z)

1
,

ch z =
1
4
5

+

− 6
25k(ln 2, z)

1 +

2
15k(ln 2, z)

1 +

− 5
6k(ln 2, z)

1 +

3
2k(ln 2, z)

1
,

äå

k(ln 2, z) = 2

(
z − ln 2

1 +

z − ln 2

−2 +

z − ln 2

−3 +

z − ln 2

2 +

z − ln 2

5 +

+

z − ln 2

−2 +

z − ln 2

−7 + · · · +

z − ln 2

(−1)n2 +

z − ln 2

(−1)n(2n+ 1) + · · ·

)
.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ðîçâèíåííÿì ôóíêöi¨ ez â Ò�ÊËÄ (6.15), òî áóäåìî

ìàòè, ùî

kr(z∗, z) = ez − ez∗ = ez∗
(

1

1 +

z − z∗
−1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
3 +

z − z∗
2 +

+ · · · +

z − z∗
(−1)k 2 +

z − z∗
(−1)k+1 (2k + 1) + · · ·

− 1

)
. (7.41)

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.28 ëàíöþãîâèé äðiá (7.41) çáiãà¹òüñÿ íà âñié êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi. Òîäi ôóíêöiÿ ch z ìîæå áóòè çîáðàæåíà àáî ñêií÷åííèì

Ò�ÊÔËÄ

ch z =
1

d0(ez; z∗) +

kr(z∗, z)

d1(ez; z∗) +

kr(z∗, z)

d2(ez; z∗) +

kr(z∗, z)

d3(ez; z∗) +

kr(z∗, z)

d4(ez; z∗)
,

àáî ñêií÷åííèì Ñ�ÊÔËÄ

ch z =
1

e0(ez; z∗) +

e1(e
z; z∗)kr(z∗, z)

1 +

e2(e
z; z∗)kr(z∗, z)

1 +
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+

e3(e
z; z∗)kr(z∗, z)

1 +

e4(e
z; z∗)kr(z∗, z)

1
.

Â îêîëi òî÷êè z∗ = ln 3 öi çîáðàæåííÿ ìàþòü âèãëÿäè

ch z =
1
3
5

+

kr(ln 3, z)

−25
4

+

kr(ln 3, z)

−32
45

+

kr(ln 3, z)
81
4

+

kr(ln 3, z)
1
9

,

òà

ch z =
1
3
5

+

−4
25kr(ln 3, z)

1 +

9
40kr(ln 3, z)

1 +

−5
72kr(ln 3, z)

1 +

4
9kr(ln 3, z)

1
.

Ìîæíà îòðèìàòè iíøå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ch z â ëàíöþãîâèé äðiá,

ÿêùî çà áàçèñ�ôóíêöiþ âèáðàòè g(z) = ez/2.

7.7.2. Ôóíêöiÿ sh z. Íåõàé áàçèñ�ôóíêöi¨ g(z) = ez, òîäi îáåðíåíi

g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ sh z áóäóòü ðiâíi

[1]
(

sh z
)
g

= − (e2z − 1)2

2(e2z + 1)
, [2]

(
sh z

)
g

=
2

ez(e2z + 3)
,

[3]
(

sh z
)
g

= −e
4z + 6e2z + 1

2
, [4]

(
sh z

)
g

= 0.

Êîåôiöi¹íòè çîáðàæåííÿ ñêií÷åííèì Ò�ÊÔËÄ ôóíêöi¨ sh z â îêîëi òî÷êè

z∗ /∈ {0, iπ2 , ln
√

3 + iπ2} ðiâíi

d0(e
z; z∗)=

2ez∗

e2z∗−1
, d1(e

z; z∗)=
−(e2z∗−1)2

2(e2z∗ + 1)
, d2(e

z; z∗)=
2(e2z∗ + 1)2

ez∗(1−e2z∗)(e2z∗+3)
,

d3(e
z; z∗) =

−e2z∗(e2z∗ + 3)2

2(e2z∗ + 1)
, d4(e

z; z∗) =
−2

ez∗(e2z∗ + 3)
.

Òîäi êîåôiöi¹íòè åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÊÔËÄ áóäóòü ðiâíi

e0(e
z; z∗) =

2ez∗

e2z∗ − 1
, e1(e

z; z∗) =
−2(e2z∗+1)

(e2z∗ − 1)2
, e2(e

z; z∗) =
ez∗(e2z∗+3)

e4z∗ − 1
,

e3(e
z; z∗) =

e2z∗ − 1

ez∗(e2z∗ + 1)(e2z∗ + 3)
, e4(e

z; z∗) =
e2z∗ + 1

ez∗(e2z∗ + 3)
.
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Ïiäñòàâèâøè çàìiñòü ez−ez∗ ðîçâèíåííÿ â Ò�ËÄ (7.16), îòðèìó¹ìî çîáðàæå-

ííÿ ôóíêöi¨ sh z â îêîëi òî÷êè z = z∗ ñêií÷åííèì Ò�ÊÔËÄ òà ñêií÷åííèì

Ñ�ÊÔËÄ

sh z =

(
d0(e

z; z∗) +
4

K
k=1

k(z∗, z)

dk(ez; z∗)

)−1

,

sh z =

(
e0(e

z; z∗) +
4

K
k=1

ek(e
z; z∗)k(z∗, z)

1

)−1

.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè z∗ = ln 1
2 áóäåìî ìàòè

sh z =

(
− 4

3
+
k(ln 1

2 , z)

− 9
40

+

k(ln 1
2 , z)

100
39

+

k(ln 1
2 , z)

−169
160

+

k(ln 1
2 , z)

−16
13

)−1

,

sh z =

(
− 4

3
+
− 40

9 k(ln 1
2 , z)

1 +

− 26
15k(ln 1

2 , z)

1 +

+

− 24
65k(ln 1

2 , z)

1 +

10
13k(ln 1

2 , z)

1

)−1

.

ßêùî áàçèñ�ôóíêöiÿ g(z) = th z
2 , òî îòðèìà¹ìî iíøå çîáðàæåííÿ ôóí-

êöi¨ sh z Ò�ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ.

7.7.3. Ôóíêöiÿ sin z. Â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáåðåìî g(z) = eiz/2.

Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó ôóíêöi¨ sin z áóäóòü ðiâíi

[1]
(

sin z
)
g

=
i(ei2z − 1)2

4eiz/2(ei2z + 1)
, [2]
(

sin z
)
g

=
−2ieiz(ei2z − 3)

3ei4z + 12ei2z + 1
,

[3]
(

sin z
)
g

= −2iei3z/2(ei4z + 10ei2z + 5)

ei4z − 14ei2z + 1
, [4]
(

sin z
)
g

=
2i(5ei2z + 1)

eiz(ei4z − 40ei2z+15)
,

[5]
(

sin z
)
g

=
iei3z/2(ei4z − 90ei2z + 105)

12(ei2z + 1)
, [6]
(

sin z
)
g

=
−2i

7eiz(ei2z + 3)
,

[7]
(

sin z
)
g

= −4iei3z/2(ei2z + 7), [8]
(

sin z
)
g

= 0 .
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Íåõàé â òî÷öi z = z∗ îáåðíåíi g�ïîõiäíi [k](sin z)g, k = 0, 6, íàáóâàþòü

ñêií÷åííèõ çíà÷åíü. Êîåôiöi¹íòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z Ò�ÊÔËÄ áó-

äóòü ðiâíi

d0(e
iz/2; z∗) =

2i eiz∗

ei2z∗ − 1
, d1(e

iz/2; z∗) =
i(ei2z∗ − 1)2

4eiz∗/2(ei2z∗ + 1)
,

d2(e
iz/2; z∗) = − 8ieiz∗(ei2z∗ + 1)2

(ei2z∗ − 1)(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)
,

d3(e
iz/2; z∗) = − i(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)2

4eiz∗/2(ei2z∗ + 1)(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)
,

d4(e
iz/2; z∗) =

2i(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)2

eiz∗(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)
,

d5(e
iz/2; z∗) =

iei3z∗/2(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)2

12(ei2z∗ + 1)(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)
,

d6(e
iz/2; z∗) = − 72i(ei2z∗ + 1)2

7eiz∗(ei2z∗ + 3)(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)
,

d7(e
iz/2; z∗) = −49iei3z∗/2(ei2z∗ + 3)2

12(ei2z∗ + 1)
, d8(e

iz/2; z∗) =
2i

7eiz∗(ei2z∗ + 3)
.

Çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z Ò�ÊÔËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìàòèìå âèãëÿä

sin z =

(
d0(e

iz/2; z∗) +
8

K
k=1

eiz/2 − eiz∗/2

dk(eiz/2; z∗)

)−1

. (7.42)

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÊÔËÄ íàáóâàþòü çíà÷åíü

e0(e
iz/2; z∗) =

2ieiz∗

ei2z∗ − 1
, e1(e

iz/2; z∗) = −4ieiz∗/2(ei2z∗ + 1)

(ei2z∗ − 1)2
,

e2(e
iz/2; z∗) =

3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1

2eiz∗/2(ei4z∗ − 1)
,

e3(e
iz/2; z∗) = − (ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)

2eiz∗/2(ei2z∗ + 1)(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)
,

e4(e
iz/2; z∗) =

2ei3z∗/2(ei2z∗ + 1)(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)

(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)
,

e5(e
iz/2; z∗) =

6(ei2z∗ + 1)(3ei4z∗ + 12ei2z∗ + 1)

eiz∗/2(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)
,
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e6(e
iz/2; z∗) =

7(ei2z∗ + 3)(ei4z∗ − 14ei2z∗ + 1)

6eiz∗/2(ei2z∗ + 1)(ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15)
,

e7(e
iz/2; z∗) =

ei4z∗ − 40ei2z∗ + 15

42eiz∗/2(ei2z∗+1)(ei2z∗+3)
, e8(e

iz/2; z∗) =
6(ei2z∗ + 1)

7eiz∗/2(ei2z∗+3)
,

òî ôóíêöiþ sin z ìîæíà òàêîæ ïîäàòè ó âèãëÿäi

sin z =

(
e0(e

iz/2; z∗) +
8

K
k=1

ek(e
iz/2; z∗)(e

iz/2 − eiz∗/2)
1

)−1

. (7.43)

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.8 ìà¹ìî, ùî îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöi¨ eiz/2

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(2n)eiz/2 = (−1)neiz/2, (2n+1)eiz/2 = i(−1)n+12(n+ 1)e−iz/2, n ∈ N0,

à òîäi êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè z = z∗ â Ò�ËÄ ðiâíi

b0(z∗) = eiz∗/2, b1(z∗) = −i 2e−iz∗/2, b2n(z∗) = (−1)n 2eiz∗/2,

b2n+1(z∗) = i (−1)n+12(2n+ 1)e−iz∗/2, n ∈ N.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü, ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨

eiz/2 â Ò�ËÄ ìàòèìå âèãëÿä

eiz/2 = eiz∗/2
(

1 +
z − z∗
−2i +

z − z∗
−2 +

z − z∗
6i +

z − z∗
2 +

z − z∗
−10i +

+

z − z∗
−2 + · · · +

z − z∗
(−1)n2(2n− 1)i +

z − z∗
(−1)n2 + · · ·

)
.

Òîäi

n(z∗, z) = eiz/2 − eiz∗/2 = eiz∗/2
(
z − z∗
−2i +

z − z∗
−2 +

z − z∗
6i +

z − z∗
2 +

+

z − z∗
−10i +

z − z∗
−2 + · · ·+

z − z∗
(−1)n2(2n− 1)i +

z − z∗
(−1)n2 + · · ·

)
. (7.44)

Ïiäñòàâèâøè (7.44) â (7.42) òà (7.43) îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨

Ò�ÊÔËÄ

sin z =

(
d0(e

iz/2; z∗) +
8

K
k=1

n(z∗, z)

dk(eiz/2; z∗)

)−1

,
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òà Ñ�ÊÔËÄ

sin z =

(
e0(e

iz/2; z∗) +
8

K
k=1

ek(e
iz/2; z∗)n(z∗, z)

1

)−1

.

ßêùî z∗ = −i ln 4, òî çîáðàæåííÿ çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

sin z =

(
8i

15
+
n(−i ln 4, z)

225i/136 +

n(−i ln 4, z)

−9248i/14415 +

n(−i ln 4, z)

−923521i/4488 +

+

n(−i ln 4, z)

−121i/78802 +

n(−i ln 4, z)

30258i/187 +

n(−i ln 4, z)

578i/5453 +

+

n(−i ln 4, z)

−35378i/51 +

n(−i ln 4, z)

i/266

)−1

,

òà

sin z =

(
8i

15
+

(−136i/225)n(−i ln 4, z)

1 +

(961/1020)n(−i ln 4, z)

1 +

+

(−495/65348)n(−i ln 4, z)

1 +

(−33456/10571)n(−i ln 4, z)

1 +

+

(16337/4059)n(−i ln 4, z)

1 +

(−1463/25092)n(−i ln 4, z)

1 +

+

(123/9044)n(−i ln 4, z)

1 +

(51/133)n(−i ln 4, z)

1

)−1

.

ßêùî â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáðàòè g(z) = tg z
4 , òî ôóíêöiÿ sin z áóäå

ìàòè ëèøå ñiì ñêií÷åííèõ ïåðøèõ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó, ÿêi

áóäóòü ðiâíi
[1](sin z)g =

−4 tg2 z
4(tg2 z

4 − 1)2

(tg2 z
4 + 1)(tg4 z

4 − 6 tg2 z
4 + 1)

,

[2](sin)g =
tg z

4(tg2 z
4 + 1)2(tg4 z

4 − 14 tg2 z
4 + 9)

4(tg6 z
4 + 15 tg4 z

4 − 3 tg2 z
4 + 1)

,

[3](sin z)g =
−4(3 tg8 z

4 + 28 tg6 z
4 − 2 tg4 z

4 + 4 tg2 z
4 − 1)

(tg4 z
4 + 10 tg2 z

4 + 1)(3 tg4 z
4 − 2 tg2 z

4 + 3)
,

[4](sin z)g =
3 tg10 z

4 + 45 tg8 z
4 − 50 tg6 z

4 + 170 tg4 z
4 + 15 tg2 z

4 + 9

16 tg z
4(3 tg4 z

4 − 10 tg2 z
4 − 5)

,
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[5](sin z)g =
−4(3 tg6 z

4 − 15 tg4 z
4 − 15 tg2 z

4 − 1)

3(tg2 z
4 + 1)(tg4 z

4 − 6 tg2 z
4 + 1)

,

[6](sin z)g =
− tg z

4(3 tg6 z
4 − 21 tg4 z

4 − 35 tg2 z
4 + 21)

16
, [7](sin z)g = −4.

Íåõàé z∗ íàëåæèòü äî ìíîæèíè âèçíà÷åííÿ âñiõ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ

2�ãî òèïó ôóíêöi¨ sin z. Òîäi êîåôiöi¹íòè Ò�ÊÔËÄ áóäóòü ðiâíi

d0(tg
z
4 ; z∗) =

(1 + tg2 z∗
4 )2

4 tg z∗
4 (1−tg2 z∗

4 )
, d1(tg

z
4 ; z∗) =

−4 tg2 z∗
4 (tg2 z∗

4 − 1)2

(tg2 z∗
4 +1)(tg4 z∗

4 −6 tg2 z∗
4 +1)

,

d2(tg
z
4 ; z∗) =

(tg2 z∗
4 + 1)2 (tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)

4 tg z∗
4 (tg2 z∗

4 − 1) (3 tg6 z∗
4 + 15 tg4 z∗

4 − 3 tg2 z∗
4 + 1)

,

d3(tg
z
4 ; z∗) = 4(3 tg6 z∗

4 + 15 tg4 z∗
4 − 3 tg2 z∗

4 + 1)2
/

(tg2 z∗
4 + 1)×

×(tg4 z∗
4 − 6 tg2 z∗

4 + 1)(tg4 z∗
4 + 10 tg2 z∗

4 + 1)(3 tg4 z∗
4 − 2 tg2 z∗

4 + 3),

d4(tg
z
4 ; z∗) = (tg4 z∗

4 + 10 tg2 z∗
4 + 1)2 (3 tg4 z∗

4 − 2 tg2 z∗
4 + 3)2

/
16 tg z∗

4×

×(3 tg4 z∗
4 − 10 tg2 z∗

4 − 5) (3 tg6 z∗
4 + 15 tg4 z∗

4 − 3 tg2 z∗
4 + 1),

d5(tg
z
4 ; z∗) = 16 tg2 z∗

4 (3 tg4 z∗
4 − 10 tg2 z∗

4 − 5)2
/

3(tg2 z∗
4 + 1)×

×(tg4 z∗
4 − 6 tg2 z∗

4 + 1)(tg4 z∗
4 + 10 tg2 z∗

4 + 1)(3 tg4 z∗
4 − 2 tg2 z∗

4 + 3),

d6(tg
z
4 ; z∗) =

−9(tg2 z∗
4 + 1)2 (tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)2

16 tg z∗
4 (3 tg4 z∗

4 − 10 tg2 z∗
4 − 5)

,

d7(tg
z
4 ; z∗) =

−16

3(tg2 z∗
4 + 1)(tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)

.

Ôóíêöiþ sin z ìîæíà çîáðàçèòè Ò�ÊÔËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì

sin z =

(
d0(tg

z
4 ; z∗) +

7

K
k=1

tg z
4 − tg z∗

4

dk(tg
z
4 ; z∗)

)−1

. (7.45)

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÊÔËÄ ðiâíi

e0(tg
z
4 ; z∗)=

(tg2 z∗
4 + 1)2

4 tg z∗
4 (1−tg2 z∗

4 )
, e1(tg

z
4 ; z∗)=

−(tg2 z∗
4 +1)(tg4 z∗

4 −6 tg2 z∗
4 +1)

4 tg2 z∗
4 (tg2 z∗

4 − 1)2
,

e2(tg
z
4 ; z∗) =

3 tg6 z∗
4 + 15 tg4 z∗

4 − 3 tg2 z∗
4 + 1

tg z∗
4 (tg4 z∗

4 − 1)(tg4 z∗
4 − 6 tg2 z∗

4 + 1)
,
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e3(tg
z
4 ; z∗) = tg z∗

4 (tg2 z∗
4 − 1)(tg4 z∗

4 + 10 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg4 z∗

4 − 2 tg2 z∗
4 + 3) :

:
(

(tg2 z∗
4 + 1)(tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg6 z∗

4 + 15 tg4 z∗
4 − 3 tg2 z∗

4 + 1)
)
,

e4(tg
z
4 ; z∗) = 4 tg z∗

4 (tg2 z∗
4 + 1)(tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg4 z∗

4 − 10 tg2 z∗
4 − 5) :

:
(

(tg4 z∗
4 +10 tg2 z∗

4 +1)(3 tg4 z∗
4 −2 tg2 z∗

4 +3)(3 tg6 z∗
4 +15 tg4 z∗

4 −3 tg2 z∗
4 +1)

)
,

e5(tg
z
4 ; z∗) = 3(tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg6 z∗

4 + 15 tg4 z∗
4 − 3 tg2 z∗

4 + 1)×

×(tg2 z∗
4 + 1)

/(
tg z∗

4 (tg4 z∗
4 + 10 tg2 z∗

4 + 1)(3 tg4 z∗
4 − 10 tg2 z∗

4 − 5)×

×(3 tg4 z∗
4 − 2 tg2 z∗

4 + 3)
)
,

e6(tg
z
4 ; z∗) = (tg4 z∗

4 + 10 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg4 z∗

4 − 2 tg2 z∗
4 + 3)

/(
3 tg z∗

4×

×(tg2 z∗
4 + 1) (tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)(3 tg4 z∗

4 − 10 tg2 z∗
4 − 5)

)
,

e7(tg
z
4 ; z∗) =

tg z∗
4 (3 tg4 z∗

4 − 10 tg2 z∗
4 − 5)

3(tg2 z∗
4 + 1)(tg4 z∗

4 − 6 tg2 z∗
4 + 1)

,

òî ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z âèãëÿäó ñêií÷åííîãî Ñ�ÊÔËÄ

sin z =

(
e0(tg

z
4 ; z∗) +

7

K
k=1

ek(tg
z
4 ; z∗)(tg

z
4 − tg z∗

4 )

1

)−1

. (7.46)

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.8 ôóíêöiÿ tg z
4 ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå äîâiëüíîãî

ïîðÿäêó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(4n)(tg z
4) = tg z

4 ,
(4n+1)(tg z

4) =
4(2n+ 1)(n tg2 z

4 + n+ 1)

1 + tg2 z
4

, n ∈ N0,

(4n+2)(tg z
4) = −

1

tg z
4

, (4n+3)(tg z
4) =

4(n+ 1)
(
(2n+ 3) tg2 z

4 + 2n+ 1
)

1 + tg2 z
4

,

êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ tg z
4 â ëàíöþãîâèé äðiá çà ôîðìóëîþ Òiëå

â îêîëi òî÷êè z = z∗ ðiâíi

b0(z∗) = tg z∗
4 , b4n+1(z∗) =

4(4n+ 1)

1 + tg2 z∗
4

, b4n+2(z∗) = −
1 + tg2 z∗

4

tg z∗
4

,

b4n+3(z∗) =
4(4n+ 3) tg2 z∗

4

1 + tg2 z∗
4

, b4n+4(z∗) =
1 + tg2 z∗

4

tg z∗
4

, n ∈ N0.
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Òîäi, ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü,

q(z∗, z) = tg z
4 − tg z∗

4 =
(z − z∗)(1 + tg2 z∗

4 )

4 +

(z − z∗) tg z∗
4

−1 +

z − z∗
12 tg z∗

4 +

+

z − z∗
1 +

(z − z∗) tg z∗
4

20 +

(z − z∗) tg z∗
4

−1 +

z − z∗
28 tg z∗

4 + · · · +

z − z∗
1 +

+

(z − z∗) tg z∗
4

4(4n+ 1) +

(z − z∗) tg z∗
4

−1 +

z − z∗
4(4n+ 3) tg z∗

4 + · · ·
(7.47)

Àíàëîãi÷íî, ÿê öå äîâåäåíî â ïiäðîçäiëi 5.5.3, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ëàí-

öþãîâèé äðiá (7.47) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ tg z
4 íà âñié êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi C çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ òî÷îê ôóíêöi¨ i íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

Z ⊂ C\{2(2k + 1)π : k ∈ Z} ëàíöþãîâèé äðiá çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Ïiäñòàâèìî (7.47) â (7.45) òà (7.46). Ìà¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sin z

Ò�ÊÔËÄ

sin z =

(
d0(tg

z
4 ; z∗) +

7

K
k=1

q(z∗, z)

dk(tg
z
4 ; z∗)

)−1

,

òà Ñ�ÊÔËÄ

sin z =

(
e0(tg

z
4 ; z∗) +

7

K
k=1

ek(tg
z
4 ; z∗)q(z∗, z)

1

)−1

.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè z∗ = 4π
3 îòðèìó¹ìî

sin z =

(
−2
√

3

3
+
q(4π

3 , z)

3/2 +

q(4π
3 , z)

8
√

3/39 +

q(4π
3 , z)

−169/30 +

q(4π
3 , z)

−150
√

3/13 +

+

q(4π
3 , z)

−1/30 +

q(4π
3 , z)

24
√

3 +

q(4π
3 , z)

1/6

)−1

,

òà

sin z =

(
− 2
√

3

3
+

2
3 q(4π

3 , z)

1 +

13
√

3
12 q(4π

3 , z)

1 +

15
√

3
52 q(4π

3 , z)

1 +

+

√
3

195 q(4π
3 , z)

1 +

−5
√

3
12 q(4π

3 , z)

1 +

√
3

12 q(4π
3 , z)

1

)−1

,
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äå

q(4π
3 , z) =

z − 4π
3

1 +

z − 4π
3

−4
√

3/3 +

z − 4π
3

9 +

z − 4π
3

4
√

3/3 +

z − 4π
3

5 +

z − 4π
3

−4
√

3/3 +

+

z − 4π
3

21 +

z − 4π
3

4
√

3/3 + · · · +

z − 4π
3

4n+ 1 +

z − 4π
3

−4
√

3/3 +

z − 4π
3

3(4n+ 3) +

z − 4π
3

4
√

3/3 + · · ·
.

7.7.4. Ôóíêöiÿ cos z. Âèáåðåìî â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ g(z) = eiz/3.

Îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó áóäóòü ðiâíi

[1](cos z)g = − (ei2z + 1)2

6 ei2z/3(ei2z − 1)
, [2](cos z)g =

−2 eiz(ei2z + 2)

2 ei4z − 9 ei2z + 1
,

[3](cos z)g =
10ei6z − 125ei4z + 80 ei2z − 1

6ei2z/3(2 ei4z + 23ei2z + 2)
,

[4](cos z)g =
2eiz(ei4z − 65ei2z + 10)

10ei6z + 395ei4z + 215ei2z + 1
,

[5](cos z)g =
−3 ei4z/3(5 ei6z + 525 ei4z + 1015 ei2z + 42)

2(ei2z − 1)(ei4z − 245 ei2z + 1)
,

[6](cos z)g =
−2(28 ei4z + 133 ei2z + 1)

eiz(ei6z − 707 ei4z + 2653 ei2z − 84)
,

[7](cos z)g =
ei4z/3(ei6z − 1708 ei4z + 18186 ei2z − 2520)

18(4 ei4z + 73 ei2z + 4)
,

[8](cos z)g =
2(4 ei2z − 1)

5 eiz(ei4z + 53 ei2z + 12)
,

[9](cos z)g =
11 ei4z/3(ei4z + 129 ei2z + 90)

18(1− ei2z)
, [10](cos z)g =

−2

55 eiz(ei2z − 3)
,

[11](cos z)g =
33 ei4z/3(2 ei2z − 15)

2
, [12](cos z)g = 0.

ßêùî òî÷êà z∗ íàëåæèòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî

òèïó ôóíêöi¨ cos z, òî êîåôiöi¹íòè Ò�ÊÔËÄ íàáóâàþòü çíà÷åíü

d0(e
iz/3; z∗) =

2 eiz∗

ei2z∗ + 1
, d1(e

iz/3; z∗) =
−(ei2z∗ + 1)2

6 ei2z∗/3(ei2z∗ − 1)
,

d2(e
iz/3; z∗) = − 6 eiz∗(ei2z∗ − 1)2

(ei2z∗ + 1)(2 ei4z∗ − 9 ei2z∗ + 1)
,
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d3(e
iz/3; z∗) =

(2 ei4z∗ − 9 ei2z∗ + 1)2

2 ei2z∗/3(ei2z∗ − 1)(2 ei4z∗ + 23 ei2z∗ + 2)
,

d4(e
iz/3; z∗) =

6 eiz∗(2 ei4z∗ + 23 ei2z∗ + 2)2

(2 ei4z∗ − 9 ei2z∗ + 1)(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)
,

d5(e
iz/3; z∗) = −(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)2

/(
6 ei2z∗/3(ei2z∗ − 1)×

×(ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1)(2 ei4z∗ + 23 ei2z∗ + 2)
)
,

d6(e
iz/3; z∗) = −2(ei2z∗ − 1)2 (ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1)2 :

:
(
eiz∗(ei6z∗ − 707 ei4z∗ + 2653 ei2z∗ − 84)(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)

)
,

d7(e
iz/3; z∗) =

ei4z∗/3(ei6z∗ − 707 ei4z∗ + 2653 ei2z∗ − 84)2

18(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1) (4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)
,

d8(e
iz/3; z∗) =

18(4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)2

5eiz∗(ei4z∗ + 53ei2z∗+12)(ei6z∗ − 707ei4z∗ + 2653ei2z∗ − 84)
,

d9(e
iz/3; z∗) =

−5 ei4z∗/3(ei4z∗ + 53 ei2z∗ + 12)2

2(ei2z∗ − 1)(4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)
,

d10(e
iz/3; z∗) =

−18(ei2z∗ − 1)2

11 eiz∗(ei2z∗ − 3)(ei4z∗ + 53 ei2z∗ + 12)
,

d11(e
iz/3; z∗) =

605 ei4z∗/3(ei2z∗ − 3)2

18(ei2z∗ − 1)
, d12(e

iz/3; z∗) =
2

55 eiz∗(ei2z∗ − 1)
.

Çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ cos z â îêîëi òî÷êè z = z∗ Ò�ÊÔËÄ ìà¹ âèãëÿä

cos z =

(
d0(e

iz/3; z∗) +
12

K
k=1

eiz/3 − eiz∗/3

dk(eiz/3; z∗)

)−1

. (7.48)

Êîåôiöi¹íòè åêâiâàëåíòíîãî Ñ�ÊÔËÄ áóäóòü ðiâíi

e0(e
iz/3; z∗) =

2eiz∗

ei2z∗ + 1
, e1(e

iz/3; z∗) = −6ei2z∗/3(ei2z∗ − 1)

(ei2z∗ + 1)2
,

e2(e
iz/3; z∗) =

2 ei4z∗ − 9ei2z∗ + 1

eiz∗/3(ei4z∗ − 1)
,

e3(e
iz/3; z∗) =

−(ei2z∗ + 1)(2 ei4z∗ + 23ei2z∗ + 2)

3eiz∗/3(ei2z∗ − 1)(2ei4z∗ − 9ei2z∗ + 1)
,
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e4(e
iz/3; z∗) =

(ei2z∗ − 1)(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)

3 eiz∗/3(2 ei4z∗ − 9 ei2z∗ + 1)(2ei4z∗ + 23 ei2z∗ + 2)
,

e5(e
iz/3; z∗) =

−(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 245ei2z∗ + 1)(2 ei4z∗ − 9ei2z∗ + 1)

eiz∗/3(2ei4z∗+23ei2z∗+2)(10ei6z∗+395ei4z∗+215ei2z∗+1)
,

e6(e
iz/3; z∗) = 3 ei5z∗/3(2 ei4z∗ + 23 ei2z∗ + 2)(ei6z∗ − 707 ei4z∗ + 2653 ei2z∗ − 84)

/
(

(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1)(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)
)
,

e7(e
iz/3; z∗) = −9(4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)(10 ei6z∗ + 395 ei4z∗ + 215 ei2z∗ + 1)

/
(
eiz∗/3(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1)(ei6z∗ − 707 ei4z∗ + 2653 ei2z∗ − 84)

)
,

e8(e
iz/3; z∗) =

5(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ − 245 ei2z∗ + 1)(ei4z∗ + 53 ei2z∗ + 12)

eiz∗/3(4ei4z∗+73ei2z∗+4)(ei6z∗ − 707ei4z∗ + 2653ei2z∗ − 84)
,

e9(e
iz/3; z∗) =

−(ei2z∗ − 1)(ei6z∗ − 707 ei4z∗ + 2653 ei2z∗ − 84)

9 eiz∗/3(ei4z∗ + 53 ei2z∗ + 12)(4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)
,

e10(e
iz/3; z∗) =

11(ei2z∗ − 3)(4 ei4z∗ + 73 ei2z∗ + 4)

45 eiz∗/3(ei2z∗ − 1)(ei4z∗ + 53 ei2z∗ + 12)
,

e11(e
iz/3; z∗) =

−(ei4z∗ + 53ei2z∗ + 12)

55eiz∗/3(ei2z∗ − 1)(ei2z∗ − 3)
, e12(e

iz/3; z∗) =
9(ei2z∗ − 1)

11eiz∗/3(ei2z∗ − 3)
.

Ôóíêöiÿ cos z çîáðàæà¹òüñÿ Ñ�ÊÔËÄ íàñòóïíèì ÷èíîì

cos z =

(
e0(e

iz/3; z∗) +
12

K
k=1

ek(e
iz/3; z∗) (eiz/3 − eiz∗/3)

1

)−1

. (7.49)

Çãiäíî iç òåîðåìàþ 5.8 îáåðíåíi ïîõiäíi Òiëå ôóíêöi¨ eiz/3 ðiâíi

(2n)
(
eiz/3

)
= (−1)neiz/3, (2n+1) = (−1)n+13(n+ 1)e−iz/3, n ∈ N0,

à êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ â Ò�ËÄ â îêîëi òî÷êè z = z∗ ìàþòü âèãëÿä:

b0(z∗) = eiz∗/3, b1(z∗) = −3 e−iz∗/3 i, b2n(z∗) = (−1)n 2 eiz∗/3,

b2n+1(z∗) = (−1)n+13 (2n+ 1) e−iz∗/3 i, n ∈ N.

Ïiñëÿ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî, ùî

u(z∗, z) = eiz/3 − eiz∗/3 = eiz∗/3
(z − z∗
−3i +

z − z∗
−2 +

z − z∗
9i +

z − z∗
2 +
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+ · · · +

z − z∗
(−1)n 3 (2n− 1) i +

z − z∗
(−1)n 2 + · · ·

)
. (7.50)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ëàíöþãîâèé äðiá (7.50) áóäå çáiãàòèñÿ äî ôóíêöi¨

eiz/3 íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi i íà äîâiëüíîìó êîìïàêòiZ ⊂ C çáiæíiñòü

áóäå ðiâíîìiðíà.

Ïiäñòàâèâøè (7.50) â (7.48) òà (7.49), âðåøòi îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ

ôóíêöi¨ cos z Ò-ÊÔËÄ

cos z =

(
d0(e

iz/3; z∗) +
12

K
k=1

u(z∗, z)

dk(eiz/3; z∗)

)−1

.

òà Ñ�ÊÔËÄ

cos z =

(
e0(e

iz/3; z∗) +
12

K
k=1

ek(e
iz/3; z∗)u(z∗, z)

1

)−1

.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè z∗ = −i ln 2, çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ íàáóâà-

þòü âèãëÿäó

cos z=

(
4

5
+
u(−i ln 2, z)

−25 3
√

2/36 +

u(−i ln 2, z)

36/5 +

u(−i ln 2, z)
3
√

2/168 +

u(−i ln 2, z)

−7056/869 +

+

u(−i ln 2, z)

755161 3
√

2/53928 +

u(−i ln 2, z)

103041/69520 +

u(−i ln 2, z)

−160 3
√

2/2889 +

+

u(−i ln 2, z)

−27/20 +

u(−i ln 2, z)

−800 3
√

2/3 +

u(−i ln 2, z)

−27/880 +

u(−i ln 2, z)

1/55

)−1

,

cos z =

(
4

5
+

(−18 3
√

2/25)u(−i ln 2, z)

1 +

(− 3
√

4/10)u(−i ln 2, z)

1 +

+

(35 3
√

4/3)u(−i ln 2, z)

1 +

(−869 3
√

4/84)u(−i ln 2, z)

1 +

+

(−107 3
√

4/24332)u(−i ln 2, z)

1 +

(2240 3
√

4/92983)u(−i ln 2, z)

1 +

+

(−2607 3
√

4/428)u(−i ln 2, z)

1 +

(107 3
√

4/16)u(−i ln 2, z)

1 +
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+

( 3
√

4/720)u(−i ln 2, z)

1 +

(11 3
√

4/180)u(−i ln 2, z)

1 +

+

(−8 3
√

4/11)u(−i ln 2, z)

1 +

(27 3
√

4/22)u(−i ln 2, z)

1

)−1

.

Ìîæíà îòðèìàòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ cos z Ò�ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ, ÿê-

ùî âèáðàòè g(z) = ctg z
2 .

7.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7

Ââåäåíî â ðîçãëÿä àíàëîã îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ Òiëå � îáåðíåíi g�ïîõiäíi,

ÿêi âèçíà÷à¹òüñÿ çà îäíîëèñòîþ àíàëiòè÷íîþ áàçèñ�ôóíêöi¹þ g(z). Â òå-

îðåìi 7.1 îòðèìàíî ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ ó âèãëÿäi

âiäíîøåííÿ âèçíà÷íèêiâ, ÿêi ñêëàäåíi iç ïîõiäíèõ ôóíêöié f(z) òà g(z).

Îá ðóíòîâàíî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îáåðíåíèõ g�

ïîõiäíèõ òà ôóíêöiîíàëüíà ôîðìóëà òèïó Òiëå. Â òåîðåìàõ 7.2�7.12 äî-

âåäåíî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ. Â ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ âèêîðèñòà-

ííÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ ôîðìóëè òèïó Òiëå îòðèìàíî çîáðàæåííÿ ôóíêöié

(c+ ez)α, tg zm, cth
√
z â ÔËÄ òà äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ðîçâèíåíü

äî öèõ ôóíêöié. Îòðèìàíî çîáðàæåííÿ ôóíêöié sin z, cos z, sh z, ch z ñêií-

÷åííèìè ôóíêöiîíàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ÷àñòèííi åëåìåíòè ÿêèõ

¹ ðîçâèíåííÿ äåÿêî¨ áàçèñ�ôóíêöi¨ â ëàíöþãîâèé äðiá.

Ðîçãëÿíóòî îáåðíåíi g�ïîõiäíi 2�ãî òèïó. Ôîðìóëó îá÷èñëåííÿ îáåðíå-

íî¨ g�ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöié f(z) òà g(z) îòðèìàíî â

òåîðåìi 7.20. Ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ ìîæå áóòè çîáðàæåíà Ò�ÊÔËÄ àáî

Ñ�ÊÔËÄ, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè àíàëîã ôîðìóëè Òiëå äëÿ ÊÔËÄ. Â òåî-

ðåìàõ 7.21�7.25 îá ðóíòîâàíî âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ g�ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó.

Â ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ îòðèìàíî çîáðàæåííÿ ôóíêöié sin z, cos z, sh z, ch z Ò�

ÊÔËÄ òà Ñ�ÊÔËÄ çà ðiçíèìè áàçèñ�ôóíêöiÿìè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 7 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [93, 172] òà ðîçäiëi ìîíî-

ãðàôi¨ [92, c.360�389].
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Äîäàòîê Á

Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

Íàâåäåíi â äàíîìó äîäàòêó ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ îòðè-

ìàíi çà äîïîìîãîþ âëàñíîãî ïðîãðàìíîãî ïðîäóêòó, ÿêèé ðåàëiçîâàíèé íà

àëãîðèòìi÷íié ìîâi FORTRAN�2003 â îïåðàöiéíié ñèñòåìi Linux.

Á.1. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�IËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ò�IËÄ,

ÿêi áóäóòü ïðîiëþñòðóâàòè ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié Ò�IËÄ òà åôåêòèâ-

íiñòü îöiíêè òåîðåìè 2.7.

Â òåîðåìi 2.7 ðîáèëèñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ: (A) êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.25),

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.37); (B) iñíó¹ ìíîæèíà òî÷îê Z ⊂ Z\Z, ùî ó äî-
âiëüíié òî÷öi z∗ ∈ Z çíàìåííèê vn+1 ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.23) çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü (2.38). Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà òåîðåìè (2.39).

Ç'ÿñó¹ìî: 1) ÷è iñíó¹ ôóíêöiÿ òà îáëàñòü iíòåðïîëþâàííÿ, ùî êîåôiöi-

¹íòè Ò�IËÄ áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà? 2) ÷è

çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà òî÷îê Z ⊂ Z\Z, ùî ó êîæíié òî÷öi ìíîæèíè

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (2.38)? 3) ÿêùî âèáðàíà äèñêðåòíà ìíîæèíà òî÷îê

Ztest ⊂ Z, òî â ÿêié êiëüêîñòi òî÷îê öi¹¨ ìíîæèíè íåðiâíiñòü (2.38) âèêîíó-
¹òüñÿ, òîáòî ÿêó ÷àñòèíó Ztest ñêëàäàþòü òî÷êè Z ? 4) ÿêå ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ îöiíêîþ (2.39) òà ìàêñèìàëüíîþ àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ Ò�IËÄ íà âè-

áðàíié ìíîæèíi òî÷îê Ztest?

Çà îáëàñòü iíòåðïîëþâàííÿ âèáðàíî êðóã Z = {z : |z − z0| 6 R}. Â
ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðà¹òüñÿ (n+ 1)�à âíóòðiøíÿ òî÷êà êðóãà:

zj = z0 + jR
n (cos(2πj

n ) + i sin(2πj
n )), j = 0, n. (Á.1)
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Çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë îòðèìó¹òüñÿ ìíîæèíà

Ztest = {ztestk : ztestk ∈ Z, k = 1, 5.000.000}, (Á.2)

â ÿêèõ ïðîâîäÿòüñÿ îá÷èñëåííÿ. Âèçíà÷àëèñÿ âåëè÷èíè

∆max = max
w∈Ztest

|f(w)−D(t)
n (w)|, Λ =

(dZ − 1)2 max
w∈Ztest

n∏
i=0

|w − zi|

((dZ)n+2 − 1) ((dZ)n+1 − 1)
, dZ = 2R.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ âìiùåíî â òàáëèöÿõ. Â òà-

áëèöi âíåñåíî ðåçóëüòàòè òiëüêè äëÿ òèõ çíà÷åíü n, äëÿ ÿêèõ âñi êîåôi-

öi¹íòè bk, k = 1, n, Ò�IËÄ (1.25) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.37). Â ïåðøîìó

ñòîâï÷èêó òàáëèöi âêàçàíà êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n. Â äðóãîìó

âìiùåíî çíà÷åííÿ ∆max, â òðåòüîìó�Λ i â ÷åòâåðòîìó� êiëüêiñòü òî÷îê

ìíîæèíè Ztest, â ÿêèõ (2.38) ìà¹ ìiñöå, òîáòî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè |Z |.

Òàáëèöÿ Á.1

Ôóíêöiÿ cos(z/10), êðóã |z − 10− 10i| 6 0,445

n ∆max Λ |Z |

4 0,89314287408639·10−08 0,19886833612699·10−02 5.000.000

5 0,32669336182140·10−10 0,81687599739332·10−03 5.000.000

6 0,18027854530681·10−12 0,35244625688240·10−03 5.000.000

7 0,15112259987535·10−14 0,15868634836285·10−03 5.000.000

8 0,20435528243915·10−16 0,73373954782450·10−04 5.000.000

9 0,40913413416084·10−19 0,34636580079811·10−04 5.000.000

10 0,15076685575422·10−21 0,16620191454767·10−04 5.000.000

11 0,81437474372521·10−24 0,80839416901162·10−05 4.999.995

Ïðèêëàä 1. Â êðóçi |z − 10 − 10i| 6 0,445 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóí-

êöiÿ cos(z/10). Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìiñòÿòüñÿ â òàáë. Á.1.

Ïðè n = 4, 11 âñi êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà. Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè Z çáiãà¹òüñÿ iç êiëüêiñòþ òî÷îê ìíî-
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æèíè Ztest ïðè n = 4, 10. Êîëè n = 11, òî óìîâà (2.38) íå âèêîíó¹òüñÿ ëèøå

ó 5 òî÷êàõ.

Ïðèêëàä 2. Áiëüø öiêàâèé çà êiëüêiñòþ ðåçóëüòàòiâ ïðèêëàä áóëî

îòðèìàíî ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨
√
z â êðóçi |z−1− i| 6 0,45 (äèâ.

òàá. Á.2). Â öüîìó âèïàäêó ïðè n = 3, 20, âñi êîåôiöi¹íòè Ò�IËÄ (1.25)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà. Íåðiâíiñòü (2.38) ìàëà

ìiñöå ïðè n = 3, 17 ó âñiõ òåñòîâèõ òî÷êàõ. Ïðè n = 18, 19, 20 êiëüêiñòü

òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ (2.38) íå ìàëà ìiñöÿ, áóëà íåçíà÷íîþ.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi ïðè iíòåðïîëþâàííi ôóíêöi¨ (1/2)z â

êðóçi |z| 6 0,21, ôóíêöi¨ ez/2 â êðóçi |z + 0,1− 0,1i| 6 0,415 òà ôóíêöi¨ 3
√
z

â êðóçi |z − 9− 9i| 6 0,15.

Â ðîáîòi [170] íàâåäåíi ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié 2x, ex,
√
x, äå

x ∈ R ⊂ R. Â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðàëè àáî êîðåíi îðòîãîíàëü-

íîãî ìíîãî÷ëåíà ×åáèøîâà 1�ãî ðîäó, àáî òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ

ïðîìiæêó. Ôóíêöiÿ 2x iíòåðïîëþâàëàñÿ íà ïðîìiæêó [0, 3; 0,375] çà ñâî-

¨ìè çíà÷åííÿìè â 9 âóçëàõ. Âåëè÷èíè ∆max òà Λ áóëè âiäïîâiäíî ðiâíi

∆max = 0,7776·10−27, Λ = 0,4684·10−19, êîëè âèáðàëè â ÿêîñòi âóçëiâ êî-

ðåíi ìíîãî÷ëåíà ×åáèøîâà, òà ∆max = 0,5010·10−26, Λ = 0,3022·10−18, êîëè

çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ âèáðàëè òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó. Àíà-

ëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi äëÿ ôóíêöi¨ ex, êîëè R = [−0,575;−0,35]. Ó

âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨
√
x íà ïðîìiæêó R = [2,0; 4,0], êîëè êiëü-

êiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n = 19, òî çíà÷åííÿ âêàçàíèõ âåëè÷èí áóëè ðiâ-

íi: ∆max = 0,6556·10−26,Λ = 0,8625·10−24 äëÿ ÷åáèøîâñüêèõ âóçëiâ, òà

∆max = 0,1231·10−22,Λ = 0,3619·10−22 äëÿ âèïàäêó ðiâíîìiðíîãî ðîçáèò-

òÿ. Îòæå i ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ìíîæèíà

ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè, íå ¹ ïîðîæíüîþ i çàïðîïîíî-

âàíà îöiíêà åôåêòèâíà.
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Òàáëèöÿ Á.2

Ôóíêöiÿ
√
z, êðóã |z − 1− i| 6 0,45

n ∆max Λ |Z |

3 0,20424740692079·10−03 0,49401978871986·10−02 5.000.000

4 0,18708360403455·10−04 0,20119692766161·10−02 5.000.000

5 0,15188733454712·10−05 0,82846176102738·10−03 5.000.000

6 0,14582257638627·10−06 0,35845956372346·10−03 5.000.000

7 0,12474490986563·10−07 0,16191429816717·10−03 5.000.000

8 0,11725050294986·10−08 0,75136357564407·10−04 5.000.000

9 0,10556070349955·10−09 0,35609548116056·10−04 5.000.000

10 0,96029732516597·10−11 0,17161197127386·10−04 5.000.000

11 0,87629431089762·10−12 0,83862460624301·10−05 5.000.000

12 0,79444493874921·10−13 0,41454382259295·10−05 5.000.000

13 0,72443938558083·10−14 0,20688653888044·10−05 5.000.000

14 0,65805163311872·10−15 0,10410025734645·10−05 5.000.000

15 0,59888275270696·10−16 0,52744221130968·10−06 5.000.000

16 0,54465171930508·10−17 0,26874095387596·10−06 5.000.000

17 0,49533807292922·10−18 0,13770768652294·10−06 5.000.000

18 0,45056995719634·10−19 0,70869341148258·10−07 4.999.998

19 0,40975434874151·10−20 0,36605548743295·10−07 4.999.976

20 0,37258486705425·10−21 0,18968201867128·10−07 4.999.209

Á.2. Îöiíêè çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�IËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, íà ÿêèõ ïðîiëþñòðó¹ìî òåîðåìó 2.9. Çàëèøêîâèé

÷ëåí (2.45) îöiíèìî çãîðè âåëè÷èíîþ

M(t) =
maxx∗∈Xtest

∏n
k=0 |x∗ − xk|

(n+ 1)! minx∗∈Xtest
|Q(t)

n (x∗)|
f̄ ∗ (b∗)n

(
κn+1(ω)+
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+
l∑

m=1

Cm
n+1

1

β2m

l−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
,

äå

f̄ ∗ = max
06i6l

max
x∗∈Xtest

|f (n+1−i)(x∗)|, (Á.3)

âåëè÷èíè l, b∗, ω, β, κn(ω) âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 2.9, à

Xtest = {xtk : xtk ∈ R ⊂ R, k = 1, 5.000.000} (Á.4)

� ìíîæèíà ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê, íà ÿêié òàêîæ îá÷èñëþ¹òüñÿ âåëè÷èíà

∆
(t)
max = max

x∗∈Xtest

|f(x∗)−D(t)(x∗)|.
Ïðèêëàä 3. Ôóíêöiÿ

√
x iíòåðïîëþ¹òüñÿ íà R = [2,0; 2,8]. Â ÿêîñòi

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ âèáèðàëè êîðåíi îðòîãîíàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ×åáè-

øîâà 1�ãî ðîäó òà òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó.

Òàáëèöÿ Á.3

Ôóíêöiÿ
√
x, ïðîìiæîê [2,0; 2,8], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆
(t)
max M(t)

9 0,218335014805222·10−15 0,390806006800361·10−05

10 0,498626824121908·10−17 0,245888253061112·10−05

11 0,113874744457319·10−18 0,161910381948751·10−05

12 0,260063092040203·10−20 0,111103537233609·10−05

13 0,593922197869133·10−22 0,791606625068744·10−06

14 0,135637545442410·10−23 0,583893334072485·10−06

15 0,309763196100051·10−25 0,444719800206469·10−06

16 0,707422957522598·10−27 0,348998862993809·10−06

17 0,161556633384923·10−28 0,281656088814590·10−06

Çíà÷åííÿ âåëè÷èí ∆
(t)
max,M(t), êîëè çà âóçëè âèáðàíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíó

×åáèøîâà n�ãî ïîðÿäêó, äå n = 9, 17, íàâåäåíi â òàá. Á.3.

Êîëè çà iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè âèáðàíî òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðî-

ìiæêó, òî îòðèìàëè çíà÷åííÿ âåëè÷èí ∆
(t)
max, M(t), ÿêi ìiñòÿòüñÿ â òàá. Á.4
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Òàáëèöÿ Á.4

Ôóíêöiÿ
√
x, ïðîìiæîê [2,0; 2,8], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆
(t)
max M(t)

9 0,132737402554194·10−14 0,131083782600706·10−03

10 0,410692786322463·10−16 0,113517583764395·10−03

11 0,128136894706119·10−17 0,103454269980892·10−03

12 0,402536107348474·10−19 0,987233895227394·10−04

13 0,127178165657277·10−20 0,982199971349175·10−04

14 0,403751962398692·10−22 0,101524988660130·10−03

15 0,128709333674073·10−23 0,108700987230506·10−03

16 0,411772640943206·10−25 0,120248402372410·10−03

17 0,132133951253627·10−26 0,137126887023329·10−03

Ïðèêëàä 4. Íà ïðîìiæêó R = [0,2; 0,5] iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ 2x.

Êîëè çà âóçëè áóëè âèáðàíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà ×åáèøîâà, òî âåëè÷èíè

∆
(t)
max òà M(t) ïðè n = 6, 12 ïðèéìàëè çíà÷åííÿ, ÿêi âìiùåíi â òàá. Á.5.

Òàáëèöÿ Á.5

Ôóíêöiÿ 2x, ïðîìiæîê [0,2; 0,5], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆
(t)
max M(t)

6 0,287980563477017·10−13 0,221371511065275·10−04

7 0,105528523371161·10−15 0,371163694252682·10−04

8 0,308816566046777·10−18 0,102975767813786·10−04

9 0,882549745238967·10−21 0,203296112049115·10−04

10 0,210741191752425·10−23 0,639118845329539·10−05

11 0,493640188500946·10−26 0,142392883262874·10−04

12 0,995628744050425·10−29 0,495684030441509·10−05

Â íàñòóïíié òàá. Á.6 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ, êîëè

â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáðàëè òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæ-
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êó.

Òàáëèöÿ Á.6

Ôóíêöiÿ 2x, ïðîìiæîê [0,2; 0,5], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆
(t)
max M(t)

6 0,798762417111186·10−13 0,173523491470610·10−03

7 0,381197361463531·10−15 0,267997226204995·10−03

8 0,147507773334470·10−17 0,100098000398309·10−03

9 0,565919758955225·10−20 0,183785254496833·10−03

10 0,183058388960875·10−22 0,798302982776845·10−04

11 0,586387861278633·10−25 0,166395182270903·10−03

12 0,162701020957878·10−27 0,814200943107928·10−04

Iç ðîçãëÿíóòèõ iëþñòðàòèâíèõ ïðèêëàäiâ âèïëèâà¹: à) ìàêñèìàëüíà àá-

ñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(t)
max âiäõèëåííÿ Ò-IËÄ âiä iíòåðïîëüîâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x)

íà ìíîæèíi òåñòîâèõ ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê Xtest iç çðîñòàííÿì êiëüêîñòi

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ çìåíøó¹òüñÿ ÿê ó âèïàäêó âóçëiâ�êîðåíiâ ìíîãî-

÷ëåíó ×åáèøîâà, òàê i ó âèïàäêó âóçëiâ�òî÷îê ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðî-

ìiæêó iíòåðïîëþâàííÿ; á) âåëè÷èíà M(t) ¹ âåðõíüîþ îöiíêîþ ïî ìîäóëþ

çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (2.45). Â ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ âêàçàíà âåëè÷èíà íå

çðîñòà¹.

Á.3. Ïîðiâíÿííÿ ÿêîñòi iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ò�IËÄ òà

ìíîãî÷ëåíîì ó ôîðìi Íüþòîíà

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi Z ⊂ C. Çà çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ â òî÷êàõ ìíîæèíè Z ìîæíà ïîáóäóâàòè Ò�IËÄ (1.25), êîåôiöi¹íòè

ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì ó âèãëÿäi ëàíöþãî-

âîãî äðîáó (2.33), àáî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Íüþòîíà (Í�IÌ)

(1.19), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1.18).
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Òàáëèöÿ Á.7

Ôóíêöiÿ
√
z, êðóã |z − 2,5− 2, 5i| 6 2

n ∆
(t)
max ∆

(N)
max

17 0,59916098170193·10−12 0,57666459752563·10−05

18 0,11758671384622·10−12 0,37326691393570·10−05

19 0,23080215969290·10−13 0,24276103494382·10−05

20 0,45316508101172·10−14 0,15850901239596·10−05

21 0,88945632075148·10−15 0,10392557756096·10−05

22 0,17461031760426·10−15 0,68386026532294·10−06

23 0,34276919433185·10−16 0,45133655691514·10−06

24 0,67285407823898·10−17 0,29868588576287·10−06

25 0,13219939972226·10−17 0,19816369331646·10−06

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ, íà ÿêèõ ïðîiëþñòðó¹ìî ÿêiñòü íàáëè-

æåííÿ ôóíêöié Ò�IËÄ òà Í�IÌ. Íåõàé Ztest�ìíîæèíà òî÷îê, ÿêà âèçíà-

÷åíà â (Á.2). Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n îá÷èñëþþòüñÿ âåëè÷èíè

∆(t)
max = max

w∈Ztest
|f(w)−D(t)

n (w)|, ∆(N)
max = max

w∈Ztest
|f(w)−Nn(w)|.

Çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðàëèñÿ òî÷êè, ÿêi âèçíà÷åííi â (Á.1). Îá÷èñëþ-

âàëüíi åêñïåðèìåíòè çäiéñíþâàëèñÿ, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ n = 17, 25.

Ïðèêëàä 5. Â êðóçi |z−2,5−2, 5i| 6 2,0 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ
√
z.

Iç ðåçóëüòàòiâ ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi âìiùåíi â òàá. Á.7, âèäíî, ùî

ìàêñèìàëüíà àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(t)
max Ò�IËÄ çíà÷íî ìåíøà çà ìàêñèìàëü-

íó àáñîëþòíó ïîõèáêó ∆
(N)
max Í�IÌ äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n. Iç çáiëüøåííÿì

êiëüêîñòi âóçëiâ n âåëè÷èíà ∆
(t)
max øâèäøå ñïàäà¹ íiæ ∆

(N)
max.

Ïðèêëàä 6. Ôóíêöiÿ 3
√
z iíòåðïîëþâàëàñÿ â êðóçi |z − 4 − 4i| 6 3. Â

òàá. Á.8 âìiùåíî çíà÷åííÿ ∆
(t)
max òà ∆

(N)
max ïðè âiäïîâiäíèõ çíà÷åííÿõ n. Iç

íàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ âèäíî, ùî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, àáñîëþòíà

ïîõèáêà Ò�IËÄ ìåíøà çà àáñîëþòíó ïîõèáêó Í�IÌ äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ
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Òàáëèöÿ Á.8

Ôóíêöiÿ 3
√
z, êðóã |z − 4− 4i| 6 3

n ∆
(t)
max ∆

(N)
max

17 0,10084592655533·10−12 0,23669839263024·10−05

18 0,17735509945137·10−13 0,14465228532796·10−05

19 0,31980420802385·10−14 0,88770223764055·10−06

20 0,56335774502611·10−15 0,54665362569632·10−06

21 0,10144875544337·10−15 0,33790497372895·10−06

22 0,17886015112772·10−16 0,20952934586862·10−06

23 0,32184719404572·10−17 0,13026442465334·10−06

24 0,56702694827138·10−18 0,81179055536044·10−07

25 0,10498185155616·10−18 0,50703176758124·10−07

Òàáëèöÿ Á.9

Ôóíêöiÿ ln(1 + z), êðóã |z − 2− 3i| 6 1,5

n ∆
(t)
max ∆

(N)
max

17 0,15646633129240·10−16 0,87959744605954·10−08

18 0,15473158786072·10−17 0,36009798267715·10−08

19 0,16692664104132·10−18 0,14784002464624·10−08

20 0,16575025442223·10−19 0,60867949712087·10−09

21 0,17806295068650·10−20 0,25132241136827·10−09

22 0,17830451265940·10−21 0,10398435063492·10−09

23 0,12897171668591·10−22 0,43104560872374·10−10

24 0,29316046894571·10−22 0,17899067774994·10−10

25 0,14727457947300·10−22 0,74460102817095·10−11

n. ßêùî êiëüêiñòü âóçëiâ çáiëüøó¹òüñÿ, òî àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(t)
max çìåí-

øó¹òüñÿ øâèäøå íiæ àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(N)
max.

Ïðèêëàä 7. Â êðóçi |z − 2− 3i| 6 1,5 ôóíêöiÿ ln(1 + z) iíòåðïîëþâà-
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ëàñÿ Ò�IËÄ òà Í�IÌ. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ âíåñåíî

äî òàá. Á.9. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∆
(t)
max çìåíøó¹òüñÿ øâèäøå çà ∆

(N)
max. Êîëè

n = 17, 23, òî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ íà îäèíèöþ ïðèâî-

äèòü äî çìåíøåííÿ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè ∆
(t)
max íà îäèí ïîðÿäîê. Àáñîëþòíà

ïîõèáêà ∆
(N)
max Í�IÌ ñïàäà¹, àëå ïîâiëüíiøå.

Òàáëèöÿ Á.10

Ôóíêöiÿ ez, êðóã |z + 1 + i| 6 2

n ∆
(t)
max ∆

(N)
max

17 0,29800070970315·10−13 0,29160593732950·10−09

18 0,19898423274592·10−14 0,36130527714593·10−10

19 0,11542327593390·10−15 0,42541022209807·10−11

20 0,69192066171231·10−17 0,47718813801249·10−12

21 0,36567409764456·10−18 0,51119162884428·10−13

22 0,19884772333480·10−19 0,52392005706512·10−14

23 0,97102704491442·10−21 0,51468886514544·10−15

24 0,47703319626552·10−22 0,48547696398192·10−16

25 0,51393505394086·10−22 0,44038999723794·10−17

Ïðèêëàä 8. Êîëè â êðóçi |z + 1 + i| 6 2 çäiéñíþâàëàñÿ iíòåðïîëÿöiÿ

ôóíêöi¨ ez. Â öüîìó âèïàäêó i Ò�IËÄ, i Í�IÌ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ íàáëè-

æàëè ðîçãëÿäóâàíó ôóíêöiþ. Àëå, â òîé æå ÷àñ, iç òàá. Á.10 âèïëèâà¹, ùî

àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(t)
max ìåíøà çà ∆

(N)
max ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ n = 17, 25.

Ïðèêëàä 9. Â òàá. Á.11 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ tg z

â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| 6 1. I â öüîìó âèïàäêó Í�IÌ ïîñòóïà¹òüñÿ Ò�IËÄ.

Ç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ áà÷èìî, ùî ÿêùî iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãî-

âèé äðiá Òiëå òà iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Íüþòîíà âèçíà÷åííi

íà îäíié i òié æå ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ, òî Ò�IËÄ êðàùå íàáëè-

æà¹ ôóíêöiþ íiæ Í�IÌ.
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Òàáëèöÿ Á.11

Ôóíêöiÿ tg(z), êðóã |z| 6 1

n ∆
(t)
max ∆

(N)
max

17 0,11641772522439·10−14 0,79217006617017·10−02

18 0,58231357263854·10−15 0,37779506823677·10−02

19 0,18455390317632·10−15 0,46762011809707·10−02

20 0,20158914324681·10−17 0,20807947556447·10−02

21 0,13901503669157·10−19 0,26732568433011·10−02

22 0,57677998726839·10−20 0,12368741739831·10−02

23 0,15503881033243·10−20 0,14798512206487·10−02

24 0,16994864532922·10−22 0,77723005885430·10−03

25 0,12414318367813·10−22 0,79362757391884·10−03

Á.4. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�IËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿêi áóäóòü iëþñòðóâàòè ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóí-

êöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ñ�IËÄ (2.63), òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè (2.69) òåîðå-

ìè 2.12. ßê i ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ Ò�IËÄ (1.25), iíòåðïîëþâàííÿ

çäiéñíþ¹òüñÿ â êðóçi, äå çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ âèáðàíi òî÷êè âèãëÿäó (Á.1),

ìíîæèíà òåñòîâèõ òî÷îê Ztest âèçíà÷åíà â (Á.2).

Â òåîðåìi 2.12 ðîáèëèñÿ ïðèïóùåííÿ: (A) âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ âiäìií-

íi âiä íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (2.67); (B) çíàéäåòüñÿ

ìíîæèíà òî÷îê Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z∗ ∈ Z âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(2.68). Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (2.69).

Íà ìíîæèíi òåñòîâèõ òî÷îê Ztest îá÷èñëþâàëîñÿ çíà÷åííÿ

∆max= max
w∈Ztest

|f(w)−D(c)
n (w)|,Λ=

max
w∈Ztest

|vn+1(w)(w−zn)|
n∏
i=1

|ai(w−zi−1)|

Ωn(t) · Ωn+1(t)
,

äå âåëè÷èíà Ωn(t) âèçíà÷åíà â (2.17).

Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ ðîçìiùåíî â òàáëèöÿõ. Â ïåðøîìó
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Òàáëèöÿ Á.12

Ôóíêöiÿ 2z, êðóã |z + 2− 2i| 6 0,6.

n t ∆max Λ |Z |

6 0,4593 0,16946502465·10−07 0,47177921505·10−07 5.000.000

7 0,4091 0,58845843623·10−09 0,15127857216·10−08 5.000.000

8 0,3855 0,16478565242·10−10 0,38953825362·10−10 5.000.000

9 0,3704 0,44534066572·10−12 0,10101353789·10−11 5.000.000

10 0,3598 0,10150154223·10−13 0,21968374656·10−13 5.000.000

11 0,3519 0,22452837183·10−15 0,47496395665·10−15 5.000.000

12 0,3458 0,43166667622·10−17 0,88619791995·10−17 5.000.000

13 0,3409 0,80839795443·10−19 0,16362952448·10−18 5.000.000

14 0,3369 0,13442156070·10−20 0,26654226485·10−20 5.000.000

15 0,4716 0,21829356087·10−22 0,65630543843·10−22 4.999.995

16 0,4982 0,32006796594·10−24 0,99225369627·10−24 4.999.431

17 0,4999 0,27344833331·10−26 0,10294311739·10−25 4.701.789

ñòîâï÷èêó òàáëèöi âêàçó¹òüñÿ êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n, â äðó-

ãîìó�ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ t â óìîâi òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (2.67), ïðè

ÿêîìó âêàçàíà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ Ñ�IËÄ (2.63) äëÿ

çàäàíîãî çíà÷åííÿ n, òðåòié òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi òàáëèöi, âiäïîâiäíî, ìi-

ñòÿòü çíà÷åííÿ ∆max òà Λ, â ï'ÿòîìó� êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Ztest, â

ÿêèõ ìà¹ ìiñöå óìîâà (2.68), òîáòî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè |Z |.

Ïðèêëàä 10. Ôóíêöi¨ 2z iíòåðïîëþâàëàñÿ â êðóçi |z + 2 − 2i| 6 0,6.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âìiùåíî â òàáë. Á.12. ßê âèäíî iç äàíèõ òàáëèöi, âå-

ëè÷èíà Λ äîáðå íàáëèæà¹ çíà÷åííÿ ∆max i ñïàäà¹ iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n. Ïðè öüîìó, øâèäêiñòü ñïàäàííÿ Λ ïðè çðîñòàííi

n ìà¹ òîé æå ïîðÿäîê, ùî i øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ∆max. Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ çíà-

÷åíü n = 6, 17 âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�

Óîëëà (2.67). Êîëè n = 6, 14, òî êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ óìîâà
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Òàáëèöÿ Á.13

Ôóíêöiÿ ln(z + 1), êðóã |z − 0,95− i| 6 0,55.

n t ∆max Λ |Z |

6 0,4096 0,59466549311·10−07 0,15153706605·10−06 5.000.000

7 0,4112 0,47955001391·10−08 0,13056068975·10−07 5.000.000

8 0,4131 0,29728836995·10−09 0,86261710520·10−09 5.000.000

9 0,4149 0,22982533273·10−10 0,71851688775·10−10 5.000.000

10 0,4165 0,14672695945·10−11 0,48380650264·10−11 5.000.000

11 0,4180 0,11093738818·10−12 0,39460403534·10−12 5.000.000

12 0,4193 0,71960558515·10−14 0,26904124084·10−13 5.000.000

13 0,4204 0,53697928706·10−15 0,21612411463·10−14 5.000.000

14 0,4215 0,35194574671·10−16 0,14881600251·10−15 5.000.000

15 0,4224 0,26025047003·10−17 0,11823926008·10−16 5.000.000

16 0,4232 0,17185936558·10−18 0,82064430968·10−18 5.000.000

17 0,4239 0,12631220507·10−19 0,64636054350·10−19 5.000.000

18 0,4738 0,83918170992·10−21 0,52485805519·10−20 4.999.977

19 0,4961 0,61337488463·10−22 0,42425972507·10−21 4.999.127

(2.68) ìà¹ ìiñöå, ïîâíiñòþ âè÷åðïó¹ ìíîæèíó Ztest, òîáòî |Z | = |Ztest|. Ïðè
n = 15, 16, 17 êiëüêiñòü òî÷îê, â ÿêèõ óìîâà (2.68) íå âèêîíó¹òüñÿ ¹ íåçíà-

÷íîþ.

Ïðèêëàä 11.Ôóíêöiÿ ln(z+1) iíòåðïîëþâàëàñÿ â |z−0,95−i| 6 0,55. Â

òàáë. Á.13 âìiùåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. Iç ðåçóëüòàòiâ òàáëèöi âèäíî, ùî

âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�IËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (2.67)

ïðè âiäïîâiäíèõ çíà÷åííÿ t, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n = 6, 19.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ âèêîíàííÿ óìîâè (2.68), òî âîíà ìà¹ ìiñöå ó âñiõ òî÷êàõ

ìíîæèíè Ztest, êîëè n = 6, 17 i ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ âêàçàíî¨ ìíîæèíè,

êîëè n = 18, 19. Âåëè÷èíà Λ, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäíó, ìà¹ òîé ñàìèé

ïîðÿäîê, ùî i ìàêñèìàëüíà ïîõèáêà Ñ�IËÄ íà ìíîæèíi Ztest.
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Á.5. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�IËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ùîá ïðîiëþñòðóâàòè ÿêiñòü îöiíêè òåîðåìè 2.14.

Îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (2.70) âåëè÷èíîþ

M(c) =

f̄ ∗ max
x∗∈Xtest

n∏
k=0

|x− xk|

(n+ 1)! min
x∗∈Xtest

|Q(c)
n (x)|

(
κn+1(ρ)+

+
l∑

m=1

Cm
n+1(a

∗)m
l−m∑
i=0

ρi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j)
)
,

äå f̄ ∗ âèçíà÷åíà â (Á.3), l, a∗, ρ� â óìîâi òåîðåìè 2.14, κn(ρ)� â (2.12),

Òàáëèöÿ Á.14

Ôóíêöiÿ shx, ïðîìiæîê [0,0; 1,5], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆
(c)
max M(c)

15 0,205843133715905·10−19 0,893380410772984·10−08

16 0,108103127101974·10−20 0,199672084724850·10−08

17 0,290692725420541·10−23 0,368226505517605·10−09

18 0,395908102492182·10−25 0,185294243966280·10−09

20 0,112342250843586·10−27 0,204516431027440·10−10

21 0,242281987003914·10−30 0,448663155271951·10−12

22 0,341852565128734·10−32 0,822454946387849·10−13

23 0,950927910041198·10−33 0,135514150057013·10−13

24 0,116919370110188·10−32 0,121351100526111·10−15

Xtest�ìíîæèíà òåñòîâèõ òî÷îê (Á.4) íà R. Òàêîæ îá÷èñëþâàëîñÿ âiäõè-

ëåííÿ Ñ�IËÄ âiä ôóíêöi¨ f(x): ∆
(c)
max = max

x∗∈Xtest

|f(x∗)−D(c)
n (x∗)|.

Ïðèêëàä 12. Ôóíêöiÿ shx iíòåðïîëþâàëàñÿ íà R = [0,0; 1,5]. Çà âó-

çëè iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðàëèñÿ êîðåíi ìíîãî÷ëåíà ×åáèøîâà 1�ãî ðîäó. Êîëè

êiëüêiñòü âóçëiâ n = 15, 24, òî âåëè÷èíè M(c) òà ∆
(c)
max íàáóâàëè çíà÷åíü,

ÿêi íàâåäåíi â òàá. Á.14.
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Òàáëèöÿ Á.15

Ôóíêöiÿ shx, ïðîìiæîê [0,0; 1,5], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆
(c)
max M(c)

15 0,905380664365587·10−18 0,171895055094336·10−04

16 0,668431367106940·10−19 0,900273390076452·10−05

17 0,252178425787366·10−21 0,382192301183202·10−05

18 0,484728773598489·10−23 0,201420107259910·10−05

19 0,454149983378533·10−24 0,867826492271729·10−06

20 0,275701102295545·10−25 0,459705786079421·10−06

21 0,849731847043315·10−28 0,200464047002688·10−06

22 0,197116522395603·10−29 0,106646238150485·10−06

23 0,875332150458461·10−30 0,469726545539129·10−07

24 0,930224933511013·10−27 0,224962358404409·10−07

Òàáëèöÿ Á.16

Ôóíêöiÿ ln(x+ 1), ïðîìiæîê [0,5; 1,4], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆
(c)
max M(c)

14 0,705446199460339·10−21 0,591882476669933·10−06

15 0,245929463745613·10−22 0,339885145570138·10−06

16 0,767952639821750·10−24 0,201739265096558·10−06

17 0,265974090585741·10−25 0,123071180055788·10−06

18 0,835303165085954·10−27 0,772597942515820·10−07

19 0,287802304204479·10−28 0,497284371996144·10−07

20 0,908027820529972·10−30 0,328284494736389·10−07

21 0,312963615962926·10−31 0,221728028582911·10−07

Êîëè çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ áóëè âèáðàíi òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ

ïðîìiæêó R, òî âåëè÷èíè ïðèéìàëè çíà÷åííÿ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â òàá. Á.15.

Ïðèêëàä 13. Íà R = [0,5; 1,4] iíòåðïîëþ¹òüñÿ ôóíêöiÿ ln(x+ 1). Àíà-
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ëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, çíà÷åííÿ âåëè÷èí ∆
(c)
max òà M(c) äëÿ ÷åáè-

øîâñüêèõ âóçëiâ íàâåäåíi â òàá. Á.16. Çíà÷åííÿ âêàçàíèõ âåëè÷èí ó âèïàäêó

ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó âìiùåíî â òàá. Á.17.

Iç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè: à) Âåëè-

÷èíà M(c), ÿê âåðõíÿ îöiíêà ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (2.70), iç çðîñòàííÿì

êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n ñïàäà¹ ÿê ó âèïàäêó, êîëè çà âóçëè âè-

áðàíî êîðåíi ÷åáèøîâñüêîãî ìíîãî÷ëåíà, òàê i ó âèïàäêó, êîëè âóçëàìè ¹

òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó R.

Òàáëèöÿ Á.17

Ôóíêöiÿ ln(x+ 1), ïðîìiæîê [0,5; 1,4], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆
(c)
max M(c)

14 0,202278243182338·10−19 0,526320403732434·10−03

15 0,984340515578587·10−21 0,514249614274115·10−03

16 0,430371042530409·10−22 0,526337105161653·10−03

17 0,209419734339272·10−23 0,552365472233140·10−03

18 0,926238118896210·10−25 0,602076779895122·10−03

19 0,450696404454107·10−26 0,672183923785674·10−03

20 0,199908205998241·10−27 0,774847842748182·10−03

21 0,983846867615637·10−29 0,913633106666807·10−03

á) Ïîáóäîâàíi Ñ�IËÄ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ íàáëèæàþòü ðîçãëÿíóòi ôóí-

êöi¨ íà ïðîìiæêàõ iíòåðïîëþâàííÿ. Ìàêñèìàëüíà àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆
(c)
max

âiäõèëåííÿ Ñ�IËÄ âiä ôóíêöi¨ f(x) íà ìíîæèíi Xtest ñïàäà¹ iç çðîñòàííÿì

êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n.

Á.6. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�ÊIËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿêi ïðîiëþñòðóþòü ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ò�ÊIËÄ (3.15) òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè òåîðåìè 3.4.
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Â òåîðåìi çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ: (A) âñi êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ (3.15) çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (3.16); (B) iñíó¹ ìíî-

æèíà òî÷îê Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.17). Òîäi íà ìíîæèíi Z ìà¹ ìiñöå îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (3.18). Ïî-

êàæåìî, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi ôóíêöi¨ òà îáëàñòi, ùî òåîðåìà áóäå âèêîíó-

âàòèñÿ.

Òàáëèöÿ Á.18

Ôóíêöiÿ w = 2z, êðóã |z − 0,5| 6 0,2

n ∆max Λ |Z |

3 0,12157246737917·10−04 0,22573797107217·10−01 5.000.000

4 0,20861383051149·10−06 0,20128131357218·10−03 5.000.000

5 0,34565406050063·10−08 0,11104949015821·10−04 5.000.000

6 0,40266730002631·10−10 0,76074391380699·10−06 5.000.000

7 0,47373950709607·10−12 0,46086642098240·10−07 5.000.000

8 0,43070378174100·10−14 0,38914932379958·10−08 5.000.000

9 0,39402512314660·10−16 0,34711768224429·10−09 5.000.000

10 0,29275651341802·10−18 0,32655499466488·10−10 5.000.000

11 0,21904367141294·10−20 0,33640024697719·10−11 4.999.998

12 0,13773196877995·10−22 0,21733542333297·10−12 5.000.000

13 0,87234465786788·10−25 0,96514486494471·10−15 4.725.325

14 0,57391868558964·10−27 0,28975436256448·10−17 4.859.267

Íåõàé êîìïàêò Z = {z : |z−z0| 6 R}. Çà iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè âèáèðà¹-
ìî òî÷êè âèãëÿäó (Á.1), ïåðåâiðêà óìîâ çäiéñíþ¹òüñÿ íà ìíîæèíi òåñòîâèõ

ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê Ztest (Á.2). Îá÷èñëþþòüñÿ âåëè÷èíè

∆max = max
w∈Ztest

|f(w)− D̃(t)
n (w)|, Λ =

maxw∈Ztest
∏n

i=0 |w − zi|
|Υn| |Υn+1|

,

äå Υn+1,Υn âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 3.4.
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Ïðèêëàä 14. Çàäàíî êðóã |z−0,5| 6 0,2, â ÿêîìó iíòåðïîëþ¹òüñÿ ôóí-

êöiÿ 2z. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ðîçìiùåíi òàáëèöi Á.18. Êî-

åôiöi¹íòè ïîáóäîâàíèõ Ò�ÊIËÄ çàäîâîëüíÿëè óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�

Ïðií ñãåéìà (3.16), êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ n = 3, 14. Äëÿ n = 3, 10, 12, òî

óìîâà (3.17) òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè Ztest, òîáòî äëÿ

öèõ çíà÷åíü |Z | = |Ztest|. Êîëè n = 11 òiëüêè â 2 òî÷êàõ iç 5.000.000 òå-

ñòîâèõ òî÷îê óìîâà íå ìà¹ ìiñöÿ. Ïðè n = 13, 14 òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ

óìîâà (3.17) âèêîíó¹òüñÿ, çíà÷íî áiëüøå íiæ êiëüêiñòü òî÷îê, äå óìîâà íå

ìà¹ ìiñöÿ.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ÿêîñòi íàáëèæåííÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ Ò-ÊIËÄ, òî iç ðåçóëü-

òàòiâ òàáëèöi Á.18 âèäíî, ùî âåëè÷èíè ∆max òà Λ ñïàäàþòü iç çáiëüøåííÿì

êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n. Âîäíî÷àñ Λ ñïàäà¹ ïîâiëüíiøå íiæ ∆max.

Òàáëèöÿ Á.19

Ôóíêöiÿ ez/5, êðóã |z + 2− i| 6 0,95

n ∆max Λ |Z |

3 0, 20585631235905·10−04 0, 38394545504426·10−02 5.000.000

4 0, 47997876962637·10−06 0, 38267216055316·10−03 5.000.000

5 0, 10993330456451·10−07 0, 90842501780627·10−05 5.000.000

6 0, 17546033706205·10−09 0, 11284530904017·10−05 5.000.000

7 0, 28401985631361·10−11 0, 14093417335907·10−06 5.000.000

8 0, 35352660056395·10−13 0, 21133362758702·10−07 5.000.000

9 0, 44464269310929·10−15 0, 34275059101872·10−08 5.000.000

10 0, 45232856661003·10−17 0, 58259121262663·10−09 5.000.000

11 0, 46493622931311·10−19 0, 10963867884282·10−09 5.000.000

12 0, 40018231338329·10−21 0, 17994515421947·10−10 5.000.000

13 0, 34764524217517·10−23 0, 95888621709742·10−12 4.999.389

14 0, 25927271734135·10−25 0, 39991694678455·10−14 4.998.729

Ïðèêëàä 15. Ôóíêöiÿ ez/5 iíòåðïîëþâàëàñÿ â êðóçi |z + 2− i| 6 0,95.
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Ðåçóëüòàòè îòðèìàíèõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ âìiùåíî â òàáë.Á.19. Êîëè

êiëüêiñòü âóçëiâ n = 3, 14, òî âñi êîåôiöi¹íòè Ò�ÊIËÄ çàäîâîëüíÿëè óìîâó

(3.16). Ùî ñòîñó¹òüñÿ óìîâè (3.17), òî âîíà âèêîíóâàëàñÿ ó âñiõ òåñòîâèõ

òî÷êàõ ìíîæèíè Ztest, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ n = 3, 12, àáî â ïåðåâàæíié

êiëüêîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest, êîëè n = 13, 14. ßê i â ïîïåðåäíüîìó âè-

ïàäêó, âåëè÷èíè ∆max òà Λ ñïàäàþòü iç ðiçíîþ øâèäêiñòþ ïðè çðîñòàííi

êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ.

Ðîçãëÿíóòi ïðèêëàäè äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíóþòü òàêi ôóí-

êöi¨, äëÿ ÿêèõ òåîðåìà 3.4 ìà¹ ìiñöå i îöiíêà (3.18) åôåêòèâíà. Ò�ÊIËÄ

íàáëèæà¹ ôóíêöi¨ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ. Àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆max çìåíøó¹-

òüñÿ iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨.

Á.7. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, ùîá ïðîiëþñòðóâàòè åôåêòèâíiñòü îöiíêè (3.28)

òåîðåìè 3.7. Îöiíèìî çâåðõó ïðàâó ÷àñòèíó (3.28) âåëè÷èíîþ

M̃(t) =
f̄ ∗ |B[n]

0 | maxx∗∈Xtest

∏n
k=0 |x∗ − xk|

(n+ 1)! minx∗∈Xtest
|Q̃(t)

n (x∗)|

(
κn+2(ω)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1

1

(d∗)2m

r−m∑
i=0

ωi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)

)
,

äå B[n]
0 , d∗, ω, r âèçíà÷åíi â óìîâi òåîðåìè 3.7, à κn(ω) âèçíà÷åíà â (2.12),

f̄ ∗ = max
06i6r

max
x∗∈Xtest

|f (n+1−i)(x∗)|, (Á.5)

Xtest�ìíîæèíà òî÷îê (Á.4). Òàêîæ îá÷èñëèìî âiäõèëåííÿ Ò�ÊIËÄ âiä

ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi Xtest: ∆̃
(t)
max = maxx∗∈Xtest

|f(x∗)− D̃(t)
n (x∗)|

Ïðèêëàä 16. Iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ ex íà ïðîìiæêó R = [0,2; 0,6].

Êîëè çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ áóëè âèáðàíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíó ×åáèøîâà, òî

âåëè÷èíè M̃(t) òà ∆̃
(t)
max ïðèéìàëè çíà÷åííÿì, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â òàá. Á.20. Êîëè
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Òàáëèöÿ Á.20

Ôóíêöiÿ ex, ïðîìiæîê [0,2; 0,6], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆̃
(t)
max M̃(t)

4 0,506735143121308·10−07 0,322279550247230·10−02

5 0,524282698681820·10−09 0,388485523369637·10−02

6 0,361796410664654·10−11 0,395844450116440·10−03

7 0,265042714044567·10−13 0,520967720184619·10−03

8 0,143538015951060·10−15 0,500123199713950·10−04

9 0,813645287823794·10−18 0,706599869224066·10−04

10 0,362414944652722·10−20 0,642340975498780·10−05

11 0,167512179853568·10−22 0,965044261483027·10−05

12 0,633516304945671·10−25 0,834054121191504·10−06

13 0,247170960167741·10−27 0,132378206891270·10−05

14 0,812357250542536·10−30 0,109147323993757·10−06

15 0,308148791101958·10−32 0,182084244059521·10−06

16 0,385185988877447·10−33 0,140900250518299·10−07

17 0,577778983316171·10−33 0,990073741929012·10−08

çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ áóëè âèáðàíi òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó,

òî îòðèìàëè ðåçóëüòàòè, ÿêi íàâåäåíi â òàá. Á.21.

Îñêiëüêè M̃(t) � îöiíêà çâåðõó ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.28) i öÿ âå-

ëè÷èíà òàêà, ùî iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi âóçëiâ âîíà ñïàäà¹, òî iç ðåçóëü-

òàòiâ òàáëèöü âèïëèâà¹, ùî îöiíêà (3.28) â òåîðåìi 3.7 åôåêòèâíà. Ìàêñè-

ìàëüíå âiäõèëåííÿ ∆̃
(t)
max íà ìíîæèíi òåñòîâèõ òî÷îê Xtest òàêîæ ìàëå i iç

çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi âóçëiâ n çìåíøó¹òüñÿ, ùî âêàçó¹ íà òî÷íiñòü íàáëè-

æåííÿ ðîçãëÿíóòèõ ôóíêöi¨ Ò�ÊIËÄ.
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Òàáëèöÿ Á.21

Ôóíêöiÿ ex, ïðîìiæîê [0,2; 0,6], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆̃
(t)
max M̃(t)

3 0,534761528091576·10−05 0,295350257125077·10−01

4 0,887702005230013·10−07 0,107149133600943·10−01

5 0,112536975035189·10−08 0,855644846355427·10−02

6 0,993180289618612·10−11 0,916310261802120·10−03

7 0,946083045011798·10−13 0,889368609510347·10−03

8 0,680696572031714·10−15 0,909570180216793·10−04

9 0,517478516025926·10−17 0,101188595714279·10−03

10 0,313097555746306·10−19 0,977841055820027·10−05

11 0,197769817432351·10−21 0,120987272743985·10−04

12 0,103078573294638·10−23 0,110426737229550·10−05

13 0,556574629443563·10−26 0,149145056433402·10−05

14 0,254478901341719·10−28 0,128902881936347·10−06

15 0,127303969323996·10−30 0,187597945762688·10−06

16 0,285037631769311·10−31 0,122996601022271·10−07

Á.8. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÊIËÄ

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

Ñ�ÊIËÄ (3.39). Íà öèõ ïðèêëàäàõ ïðîiëþñòðó¹ìî ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié Ñ�ÊIËÄ òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè (3.43) òåîðåìè 3.10.

Â óìîâi òåîðåìè ðîáèëèñÿ ïðèïóùåííÿ: (A) âñi êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ

âiäìiííi âiä íóëÿ i ìàþòü ìiñöå óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (3.40); (B) çíà-

éäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà òî÷îê Z ⊂ Z\Z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z∗ ∈ Z

âèêîíó¹òüñÿ (3.42). Òîäi çàëèøêîâèé ÷ëåí Ñ�ÊIËÄ (3.39) çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíiñòü (3.43). Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü òàêi ôóíêöi¨, îáëàñòi iíòåðïîëþâàí-

íÿ òà ìíîæèíè òî÷îê Z , ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.
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Ôóíêöi¨ iíòåðïîëþâàëèñÿ â êðóçi Z = {z : |z − z0| 6 R}. Âóçëè ií-

òåðïîëÿöi¨ âèáèðàëèñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè (Á.1). ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

ïðîâîäèëèñü íà ìíîæèíi ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê Ztest (Á.2).

Òàáëèöÿ Á.22

Ôóíêöiÿ
(

3
4

)z
, êðóã |z − 1− i| 6 0,8

n t ∆max Λ |Z |

5 0,3650 0,39094842516·10−07 0,16675182578·10−06 5.000.000

6 0,3672 0,72815654656·10−09 0,32359637414·10−08 5.000.000

7 0,3678 0,13983055535·10−10 0,62883392329·10−10 5.000.000

8 0,3677 0,20707411179·10−12 0,95121720457·10−12 5.000.000

9 0,3674 0,30931868622·10−14 0,14295641034·10−13 5.000.000

10 0,3670 0,37867533468·10−16 0,17692862810·10−15 5.000.000

11 0,3665 0,46410585003·10−18 0,21730541354·10−17 5.000.000

12 0,3661 0,48311702914·10−20 0,22765070169·10−19 5.000.000

13 0,3657 0,50168274384·10−22 0,23664049444·10−21 5.000.000

14 0,4960 0,45378998511·10−24 0,30774033929·10−23 4.999.886

15 0,4995 0,50462144925·10−26 0,34141348904·10−25 4.954.427

Íà ìíîæèíi Ztest îá÷èñëþâàëèñÿ âåëè÷èíè

∆max = max
w∈Ztest

|f(w)− D̃(c)
n (w))|, Λ =

maxw∈Ztest
∏n+1

i=1 |ei(w − zi−1)|
|e0|2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)

,

äå Ωn(t) âèçíà÷åíà â (2.17).

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âìiùåíî â òàáëèöi. Â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó òàáëèöi

âêàçàíà êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n, â äðóãîìó ìàêñèìàëüíå çíà-

÷åííÿ t â óìîâi Ïåéäîíà�Óîëëà, ïðè ÿêîìó âñi êîåôiöi¹íòè ïîáóäîâàíîãî

Ñ�ÊIËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.40), â òðåòüîìó, ÷åòâåðòîìó òà ï'ÿòîìó

ñòîâï÷èêàõ âiäïîâiäíî âìiùåíî çíà÷åííÿ ∆max,Λ, |Z |.
Ïðèêëàä 17. Â êðóçi |z − 1− i| 6 0,8 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ

(
3
4

)z
.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âìiùåíî â òàáë. Á.22. ßêùî êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïî-
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ëÿöi¨ n = 5, 15, òî êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊIËÄ (3.39) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó

Ïåéäîíà�Óîëëà (3.40). Ïðè n = 5, 13 ìíîæèíà Z çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

Ztest, à ó âèïàäêó n = 14, 15 êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Ztest â ÿêèõ óìî-

âà (3.42) âèêîíó¹òüñÿ ñêëàäà¹ ïåðåâàæíó áiëüøiñòü. Âåëè÷èíè ∆max òà Λ

ñïàäàþòü iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ.

Òàáëèöÿ Á.23

Ôóíêöiÿ
√
z, êðóã |z − 1,5− 1,5i| 6 0,5

n t ∆max Λ |Z |

5 0,2881 0,36286177581·10−06 0,39091377298·10−06 5.000.000

6 0,2753 0,16763900358·10−07 0,18870487063·10−07 5.000.000

7 0,2675 0,13702588683·10−08 0,17200776523·10−08 5.000.000

8 0,1510 0,92720742400·10−15 0,28322776792·10−14 5.000.000

9 0,1509 0,76990844031·10−17 0,23605654050·10−16 5.000.000

10 0,1509 0,52473238615·10−19 0,16162238779·10−18 5.000.000

11 0,1508 0,35713429175·10−21 0,11023209239·10−20 5.000.000

12 0,4568 0,20657026690·10−23 0,15188968074·10−22 4.999.998

13 0,4964 0,11923811347·10−25 0,94020997377·10−25 4.999.447

14 0,4999 0,26950216959·10−27 0,20890063069·10−26 4.371.173

Ïðèêëàä 18. Â êðóçi |z − 1, 5 − 1, 5i| 6 0,5 ïðîâîäèëàñÿ iíòåðïîëÿ-

öiÿ ôóíêöi¨
√
z. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ âìiùåíî â òàáë. Á.23.

Êîåôiöi¹íòè ïîáóäîâàíèõ Ñ�ÊIËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ïåéäîíà�

Óîëëà, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ n = 5, 14. Ìíîæèíà Z , â òî÷êàõ ÿêî¨ ìà¹

ìiñöå óìîâà (3.42), àáî çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Ztest ïðè n = 5, 11, àáî ñêëà-

äà¹ ïåðåâàæíó ÷àñòèíó öi¹¨ ìíîæèíè ïðè n = 12, 13, 14. Ïîðiâíþþ÷è äàíi

òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ñòîâï÷èêiâ òàáëèöi áà÷èìî, ùî îöiíêà Λ ìà¹ ìàéæå

òi æ ïîðÿäêè, ùî i îöiíêà ∆max.

Ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè: à) ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ñ�ÊIËÄ ìíîæèíà ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
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óìîâè òåîðåìè 3.10, íå ïîðîæíÿ. á) êâàçi�îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàí-

öþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó íàáëèæà¹ ðîçãëÿíóòi ôóíêöi¨ ç âèñîêîþ òî-

÷íiñòþ, îöiíêà (3.43) ìà¹ òîé æå ïîðÿäîê, ùî i ìàêñèìàëüíå âiäõèëåííÿ

Ñ�ÊIËÄ âiä ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi Ztest.

Á.9. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÊIËÄ äiéñíî¨ çìiííî¨

Íàâåäåìî ïðèêëàäè, ÿêi áóäóòü iëþñòðóâàòè ÿê åôåêòèâíiñòü îöiíêè

(3.45) òåîðåìè 3.12 òàê i ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié Ñ�ÊIËÄ. Ïðàâó ÷à-

Òàáëèöÿ Á.24

Ôóíêöiÿ chx, ïðîìiæîê [0,3; 1,4], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆̃
(c)
max M̃(c)

12 0,146372264439789·10−16 0,242570754856899·10−08

13 0,123022443918024·10−18 0,737619922932456·10−08

14 0,117157995382879·10−19 0,202467809422160·10−05

15 0,102971707104950·10−20 0,958345653321632·10−06

16 0,112782740577981·10−23 0,570860231565556·10−10

17 0,765375345107176·10−26 0,212694558250617·10−12

18 0,549404642631502·10−27 0,220213845053683·10−14

19 0,353038366245735·10−28 0,108767471436763·10−13

ñòèíó íåðiâíîñòi (3.45) îöiíèìî çãîðè âåëè÷èíîþ

M̃(c) =
|e0|f̃ ∗ maxx∗∈Xtest

∏n
k=0 |x∗ − xk|

(n+ 1)! minx∗∈Xtest
|Q̃(c)

n (x∗)|

(
κn+2(δ)+

+
r∑

m=1

Cm
n+1(e

∗)m
r−m∑
i=0

δi

i!

m+i∏
j=1

(n− 2(m+ i) + j + 1)
)
,

äå f̃ ∗ âèçíà÷åíî â (Á.5), r, δ, e∗� â óìîâi òåîðåìè 3.12, à κn(δ)� â (2.12).

Íåõàé ∆̃
(c)
max = maxx∗∈Xtest

|f(x∗)−D̃(c)
n (x∗)|� âiäõèëåííÿ Ñ�ÊIËÄ (3.44)

âiä ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi Xtest.
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Òàáëèöÿ Á.25

Ôóíêöiÿ chx, ïðîìiæîê [0,3; 1,4], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆̃
(c)
max M̃(c)

12 0,239470247723633·10−15 0,507797587487923·10−05

13 0,278369998576033·10−17 0,112219323473313·10−05

14 0,369219488141774·10−18 0,217475045892763·10−06

15 0,452976622787948·10−19 0,448211349677305·10−07

16 0,695987519014801·10−22 0,831721574001541·10−08

17 0,663663266158550·10−24 0,161197994810377·10−08

18 0,672293783484680·10−25 0,286835727794957·10−09

19 0,610584291764591·10−26 0,526296973126620·10−10

Òàáëèöÿ Á.26

Ôóíêöiÿ sinx, ïðîìiæîê [0,2; 1,0], ÷åáèøîâñüêi âóçëè

n ∆̃
(c)
max M̃(c)

11 0,218050639814691·10−16 0,438337625871589·10−09

12 0,345980042655606·10−18 0,426201905208980·10−10

13 0,119718922319747·10−19 0,427446517608802·10−11

14 0,563358942228395·10−22 0,389067214596650·10−12

15 0,624494907233596·10−24 0,360156745204753·10−13

16 0,763629956650601·10−26 0,308814726796271·10−14

17 0,201623198465469·10−27 0,266813906287527·10−15

18 0,750101565090219·10−30 0,216689459450761·10−16

19 0,664445830813596·10−32 0,176234173171131·10−17

20 0,385185988877447·10−33 0,136196414116784·10−18

Ïðèêëàä 19. Ôóíêöiÿ chx iíòåðïîëþâàëàñÿ íà ïðîìiæêó [0,3; 1,4]. Âè-

áðàíî êîðåíi ×åáèøîâà 1�ãî ðîäó â ÿêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ. Êîëè

êiëüêiñòü âóçëiâ n = 12, 19, òî âåëè÷èíè M̃(c) òà ∆̃
(c)
max íàáóâàþòü çíà÷åíü,
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ÿêi âìiùåíî â òàá. Á.24. Ó âèïàäêó âóçëiâ ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó

âêàçàíi âåëè÷èíè ïðèéìàëè çíà÷åííÿ, ÿêi íàâåäåíi â òàá. Á.25.

Ïðèêëàä 20. Íà R = [0,2; 1,0] iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ sinx. Êîëè çà

âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ áóëè âèáðàíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà ×åáèøîâà, òî âåëè÷èíè

∆̃
(c)
max òà M̃(c) ïðè n = 11, 20 íàáóâàþòü çíà÷åíü iç òàá. Á.26. ßêùî çà

iíòåðïîëÿöiéíi âóçëè áóëè âèáðàíi òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó

R, òî âåëè÷èíè M̃(c) òà ∆̃
(c)
max íàáóâàëè çíà÷åíü, ÿêi âìiùåíî â òàá. Á.27.

Òàáëèöÿ Á.27

Ôóíêöiÿ sinx, ïðîìiæîê [0,2; 1,0], ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ

n ∆̃
(c)
max M̃(c)

11 0,259826522178164·10−15 0,863604625338129·10−02

12 0,565234063909329·10−17 0,232107868505292·10−02

13 0,271440697911109·10−18 0,237654013130504·10−02

14 0,177682791042392·10−20 0,631771290448799·10−03

15 0,275006183594428·10−22 0,583664159006392·10−03

16 0,470150479211786·10−24 0,153454996039412·10−03

17 0,174903663974302·10−25 0,129277250433260·10−03

18 0,916693301573499·10−28 0,336176626435799·10−04

19 0,127015079832338·10−29 0,260569856919764·10−04

20 0,440556474778580·10−31 0,670263955105212·10−05

Iç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ âèïëèâà¹, ùî îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (3.45)

åôåêòèâíà. Êîëè çáiëüøó¹òüñÿ êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ, òî ìàêñè-

ìàëüíà àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆̃
(c)
max ñïàäà¹. Îòæå, Ñ�ÊIËÄ íàáëèæà¹ ôóíêöi¨

ðîçãëÿíóòi ôóíêöi¨ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ.
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Á.10. Iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ò�ÔIËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ò-ÔIËÄ (4.4), ÿêi ïîêàæóòü

ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ Ò�ÔIËÄ òà ïðîiëþñòðóþòü îöiíêó (4.25) òåî-

ðåìè 4.3. Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëèñÿ íà ìíîæèíi òî÷îê Ztest, ÿêà âèçíà÷åíà

Òàáëèöÿ Á.28

Ôóíêöiÿ w = 4
√
z â êðóçi |z − 3.0− i| 6 0.75, g(z) =

√
z

n ∆max Λ |Z |

3 0,478019332318719·10−05 0,369716388686157·10−04 5.000.000

4 0,136710914855435·10−06 0,313733566994571·10−05 5.000.000

5 0,503488550787610·10−08 0,294832578695568·10−06 5.000.000

6 0,163955548845496·10−09 0,301287770481951·10−07 5.000.000

7 0,567695974921578·10−11 0,308295336195959·10−08 5.000.000

8 0,191259399943220·10−12 0,319938263646907·10−09 5.000.000

9 0,651988278006305·10−14 0,335864142969589·10−10 5.000.000

10 0,221222026829373·10−15 0,354413057351018·10−11 5.000.000

11 0,751766617279866·10−17 0,375568822937459·10−12 5.000.000

12 0,255349082286885·10−18 0,398923369566249·10−13 5.000.000

13 0,867361974006822·10−20 0,424619313953032·10−14 5.000.000

14 0,294636127396480·10−21 0,452605648686418·10−15 4.999.999

15 0,100076099844454·10−22 0,482919045753692·10−16 4.999.925

16 0,341040910653261·10−24 0,515767405533266·10−17 4.993.095

â (Á.2). Â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðàëèñÿ òî÷êè, ùî çàäàþòüñÿ ôîð-

ìóëîþ (Á.1). Âèçíà÷àëèñÿ âåëè÷èíè

∆max = max
z∈Ztest

|f(z)−D(t)
n (g; z)|, Λ =

(δ − 1)2 max
z∈Ztest

n∏
i=0

|g(z)− g(zi)|

(δn+2 − 1) (δn+1 − 1)
.

Ïðèêëàä 21.Ôóíêöiÿ 4
√
z iíòåðïîëþâàëàñÿ â êðóçi |z−3,0−i| 6 0,75. Â



364

ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ âèáðàíî g(z) =
√
z. Ç ðåçóëüòàòiâ îá÷èñëåíü, ÿêi âìi-

ùåíi â òàá. Á.28, âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè

∆max íà ìíîæèíi Ztest çìåíøó¹òüñÿ, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n

çðîñòà¹. Ïðè n = 3, 16 êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.23).

Óìîâà (4.24) ìà¹ ìiñöå ó âñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè Ztest, êîëè n = 3, 13, i òiëüêè

íåçíà÷íà ÷àñòèíà òî÷îê Ztest íå íàëåæèòü Z ïðè n = 14, 15, 16. Çíà÷åííÿ

Λ òàêîæ çìåíøó¹òüñÿ iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ.

Òàáëèöÿ Á.29

Ôóíêöiÿ w = e
√
z â êðóçi |z − 1.0− 0.5i| 6 0,02, g(z) = ez

n ∆max Λ |Z |

3 0,432841773660195·10−07 0,118687669898506·10−04 5.000.000

4 0,619640599038581·10−09 0,783299108233857·10−06 5.000.000

5 0,971394528102222·10−11 0,489488892163717·10−07 5.000.000

6 0,739739811420744·10−13 0,304902845739520·10−08 5.000.000

7 0,535270025382110·10−15 0,191410310079486·10−09 5.000.000

8 0,994445183089569·10−17 0,120237868514145·10−10 5.000.000

Ïðèêëàä 22. Â êðóçi |z − 1,0 − 0,5i| 6 0,02 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóí-

êöi¨ w = e
√
z. Â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ áóëà âèáðàíà ôóíêöiÿ g(z) = ez.

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ âìiùåíî â òàáë. Á.29. Ëåãêî áà÷èòè,

ùî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ∆max ñïàäà¹ iç çáiëüøåííÿì ÷èñëà âóçëiâ

iíòåðïîëÿöi¨, òîáòî Ò�ÔIËÄ (4.4) âîëîäi¹ äîáðèìè àïðîêñèìàöiéíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè. Êîåôiöi¹íòè ëàíöþãîâîãî äðîáó, êîëè n = 3, 8, çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (4.23) i óìîâà (4.24) âèêîíó¹òüñÿ ó âñiõ

òî÷êàõ ìíîæèíè Ztest.

Iç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ âèïëèâà¹, ùî îöiíêà (4.25) òåîðåìè 4.3 åôå-

êòèâíà i Ò�ÔIËÄ íàáëèæà¹ ôóíêöi¨ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ. Â ðîáîòi [85] ðîç-

ãëÿíóòi ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ Ò�ÔIËÄ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨.
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Á.11. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÔIËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ñ�ÔIËÄ (4.30) â êðóçi. Íà

ïðèêëàäàõ ïðîiëþñòðó¹ìî åôåêòèâíiñòü íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿ-

öiéíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè òàêîãî âèãëÿäó òà ÿêiñòü îöiíêè (4.36) òåî-

ðåìè 4.6.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) çàäà¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ó âóçëàõ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

çà ôîðìóëîþ (Á.1). Íà ìíîæèíi òåñòîâèõ òî÷îê Ztest, ÿêà âèçíà÷åíà â (Á.2),

îá÷èñëþâàëèñü âåëè÷èíè

∆max = max
w∈Ztest

|f(w)−Dn(g;w)|, Λ =

max
w∈Ztest

n+1∏
i=1

|a(g)

i (g(w)− g(zi−1))|

Ωn(t) Ωn+1(t)
.

Òàáëèöÿ Á.30

Ôóíêöiÿ ln(
√
z + 1), êðóã |z − 0, 85− i| 6 0,825, g(z) =

√
z

n t ∆max Λ |Z |

5 0,2721 0,28153521335·10−06 0,29345493345·10−06 5.000.000

6 0,2726 0,14176603905·10−07 0,13212346040·10−06 5.000.000

7 0,2731 0,94869367015·10−09 0,78918555500·10−08 5.000.000

8 0,2736 0,45365051805·10−10 0,33954761214·10−09 5.000.000

9 0,2741 0,29119616937·10−11 0,19544608930·10−10 5.000.000

10 0,2745 0,15135053293·10−12 0,91246801359·10−12 5.000.000

11 0,2749 0,91503631524·10−14 0,49495652042·10−13 5.000.000

12 0,2751 0,48755379073·10−15 0,23670827569·10−14 5.000.000

13 0,2754 0,29366142968·10−16 0,12790825036·10−15 5.000.000

14 0,2756 0,15623686184·10−17 0,61073307273·10−17 5.000.000

15 0,2758 0,93904460769·10−19 0,32925686118·10−18 5.000.000

16 0,4359 0,50281392490·10−20 0,25930053236·10−19 4.999.997

17 0,4893 0,29974494509·10−21 0,15873178137·10−20 4.999.837
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Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ âìiùåíî ó òàáëèöi. Â ïåðøîìó ñòîâ-

ï÷èêó òàáëèöi âêàçó¹òüñÿ êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n, â äðóãîìó�ìà-

êñèìàëüíå çíà÷åííÿ t â óìîâi òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà ïðè ÿêîìó êîåôiöi¹íòè

Ñ�ÔIËÄ òà vn+1(g,w),w ∈ Ztest, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.34) òà (4.35), â

òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó ñòîâï÷èêàõ âìiùåíî çíà÷åííÿ ∆max òà Λ, â îñòàí-

íüîìó ñòîâï÷èêó� êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê ìíîæèíè Ztest äëÿ ÿêèõ âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.6.

Ïðèêëàä 23. Â òàáëèöi Á.30 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñ-

ïåðèìåíòiâ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ ln(
√
z + 1) â êðóçi |z − 0,85 − i| 6 0,825.

Â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöi¨ áóëî âèáðàíî ôóíêöiþ g(z) =
√
z. Ðåçóëüòàòè òà-

áëèöi ïîêàçóþòü, ùî iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ Ñ�

ÔIËÄ áiëüø òî÷íî íàáëèæà¹ ôóíêöiþ. Äëÿ êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ âèêîíó-

¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ n = 5, 17. Îöiíêà

òåîðåìè (4.36) òàêîæ åôåêòèâíà, îñêiëüêè Λ ñïàäà¹, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ

çðîñòà¹. Êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè àáî

ðiâíà êiëüêîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest ïðè n = 5, 6, . . . , 15, àáî öi òî÷êè ñêëà-

äàþòü ïåðåâàæíó áiëüøiñòü äëÿ n = 16, 17.

Ïðèêëàä 24. Â êðóçi |z − 0,3 − 2i| 6 0,29 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ

2ln z. Â ÿêîñòi áàçèñ�ôóíêöiÿ áóëî âèáðàíî ôóíêöiþ g(z) = ez. Iç ðåçóëüòà-

òiâ òàáëèöi Á.31 âèäíî, ùî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, Ñ�ÔIËÄ äîáðå

íàáëèæà¹ ôóíêöiþ, ïîõèáêà ∆max çìåíøó¹òüñÿ iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi

iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ. Îöiíêà òåîðåìè òàêîæ åôåêòèâíà i ìàëî âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä ìàêñèìàëüíî¨ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè Ñ�ÔIËÄ íà ìíîæèíi ïñåâäîâè-

ïàäêîâèõ òî÷îê Ztest. Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ñ�ÔIËÄ, êîëè n = 5, 12, ìà¹ ìiñöå

óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà. Êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè òåîðåìè, àáî ðiâíà çàãàëüíié êiëüêîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest, àáî öi

òî÷êè ñêëàäàþòü ïåðåâàæíó áiëüøiñòü.

Îòæå: à) Ñ�ÔIËÄ äîáðå íàáëèæà¹ ðîçãëÿíóòi ôóíêöi¨; á) ìíîæèíà ôóí-

êöié òà ìíîæèíà òî÷îê, â ÿêèõ ìàþòü ìiñöå óìîâè òåîðåìè 4.6, íå ¹ ïîðî-
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Òàáëèöÿ Á.31

Ôóíêöiÿ w = 2ln z â êðóçi |z − 0,3− 2i| 6 0,29, g(z) = ez

n t ∆max Λ |Z |

5 0,2257 0,13935733412·10−05 0,30186939241·10−05 5.000.000

6 0,2223 0,85328903469·10−07 0,21397111946·10−06 5.000.000

7 0,2222 0,69028595115·10−08 0,19519643745·10−07 5.000.000

8 0,2224 0,66698389709·10−09 0,19032846697·10−08 5.000.000

9 0,3199 0,10977709405·10−09 0,42007210156·10−09 5.000.000

10 0,2854 0,69690266678·10−11 0,29964084425·10−10 5.000.000

11 0,2944 0,24269643740·10−12 0,15115976486·10−11 5.000.000

12 0,4999 0,23456105365·10−13 0,29891407091·10−12 4.391.145

æíiìè i îöiíêà (4.36) âêàçàíî¨ òåîðåìè åôåêòèâíà. Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨

ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ Ñ�ÔIËÄ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [85].

Á.12. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ò�ÊÔIËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿêi áóäóòü iëþñòðóâàòè ÿêiñòü íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ò�ÊÔIËÄ òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè (4.45).

Íà ìíîæèíi Ztest, ÿêà âèçíà÷åíà â (Á.2), îá÷èñëþþòüñÿ âåëè÷èíè

∆max = max
z∗∈Ztest

|D̃(t)
n (g; z∗)− f(z∗)|,Λ =

maxz∗∈Ztest
∏n

i=0 |g(z∗)− g(zi)|
|Kn| · |Kn+1|

,

äå âåëè÷èíà Kn âèçíà÷åíà â óìîâi òåîðåìè 4.9. Â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨

âèáèðàëèñÿ òî÷êè ìíîæèíè (Á.1).

Ïðèêëàä 25. Òàáëèöÿ Á.32 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ Ò�ÊÔIËÄ

(4.41) ôóíêöi¨ 2
√
z â êðóçi |z − 0,4 − 0,4i| 6 0,165, êîëè â ÿêîñòi ôóíêöi¨�

áàçèñó âèáðàëè ôóíêöiþ g(z) =
√
z. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âíîñèëèñÿ äî

òàáëèöi â òîìó âèïàäêó, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ïîáóäîâàíèõ Ò�ÊÔIËÄ (4.41)

çàäîâîëüíÿëè óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (4.43). Â ðîçãëÿäó-
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Òàáëèöÿ Á.32

Ôóíêöiÿ 2
√
z, êðóã |z − 0,4− 0,4i| 6 0,165, g(z) =

√
z

n ∆max Λ |Z |

3 0,130998571866272·10−05 0,427305837217538·10−03 5.000.000

4 0,101366263146788·10−07 0,100465686347692·10−04 5.000.000

5 0,828803577218108·10−10 0,199619701792063·10−08 5.000.000

6 0,499934794549169·10−12 0,117457749927521·10−09 5.000.000

7 0,303547032603137·10−14 0,396212171607713·10−13 5.000.000

8 0,142370908217384·10−16 0,243980866001197·10−14 5.000.000

9 0,672064840092313·10−19 0,527926185099404·10−18 5.000.000

10 0,258459096203208·10−21 0,326991731746709·10−19 5.000.000

11 0,999000456860883·10−24 0,476138832918382·10−23 4.999.548

12 0,325001586659511·10−26 0,295453939245737·10−24 4.999.263

âàíîìó âèïàäêó öå ìàëî ìiñöå, êîëè êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ n = 3, 12.

ßê âèäíî iç ðåçóëüòàòiâ òàáëèöi, ìàêñèìàëüíà àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆max

âiäõèëåííÿ Ò�ÊÔIËÄ âiä ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi Ztest çìåíøó¹òüñÿ iç çáiëü-

øåííÿì êiëüêîñòi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n. Âåëè÷èíà Λ òàêîæ ñïàäà¹ i

äîáðå îöiíþ¹ çíà÷åííÿ ∆max â êîæíîìó âèïàäêó. Êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî-

÷îê, â ÿêèõ ìà¹ ìiñöå óìîâà (4.44), àáî ðiâíà êiëüêîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest

ïðè n = 3, 10, àáî ñêëàäà¹ ïåðåâàæíó áiëüøiñòü òî÷îê äëÿ n = 11, 12.

Ïðèêëàä 26. Â íàñòóïíié òàáëèöi Á.33 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè iíòåðïî-

ëÿöi¨ â êðóçi |z − 0,4 − 0,4i| 6 0,38 ôóíêöi¨ (3/2)z
2

, êîëè áàçèñ�ôóíêöiÿ

g(z) = z2. Àíàëîãi÷íî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, âåëè÷èíè ∆max òà Λ

ñïàäàþòü iç çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨. Âåëè÷èíà Λ äîáðå

îöiíþ¹ çíà÷åííÿ ∆max. Êðiì òîãî óìîâà (4.44) ìà¹ ìiñöå àáî ó âñiõ òî÷êàõ

ìíîæèíè Ztest äëÿ n = 4, 12, àáî òî÷êè ìíîæèíè Z ñêëàäàþòü ïåðåâàæíó

áiëüøiñòü òî÷îê iç Ztest äëÿ n = 13, 14.

Ìîæíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè: à) ìíîæèíà ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-
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Òàáëèöÿ Á.33

Ôóíêöiÿ (3/2)z
2

, êðóã |z − 0,4− 0,4i| 6 0,38, g(z) = z2

n ∆max Λ |Z |

4 0,149829198065045·10−05 0,860208722870196·10−04 5.000.000

5 0,401864038803829·10−07 0,183164077283339·10−06 5.000.000

6 0,784550870841000·10−09 0,213021451619291·10−07 5.000.000

7 0,148731993974349·10−10 0,312585877851707·10−10 5.000.000

8 0,223998985812286·10−12 0,366031166723290·10−11 5.000.000

9 0,330861659648509·10−14 0,326110870818742·10−14 5.000.000

10 0,405962222662052·10−16 0,382326432940668·10−15 5.000.000

11 0,490587545808000·10−18 0,227328343547458·10−17 5.000.000

12 0,508039591609651·10−20 0,266733803871449·10−19 5.000.000

13 0,519935224580711·10−22 0,113330305075948·10−21 4.997.590

14 0,474905436559541·10−24 0,133129037045762·10−23 4.991.555

íî¨, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.9, íå ¹ ïîðîæíüîþ; á) êiëüêiñòü

òåñòîâèõ òî÷îê â ÿêèõ óìîâà (4.44) ìà¹ ìiñöå òàêîæ íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà;

â) îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (4.45) åôåêòèâíà.

Á.13. Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié Ñ�ÊÔIËÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ â êðóçi |z − z0| 6 R ôóíêöié êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨ Ñ�ÊÔIËÄ. Íà öèõ ïðèêëàäàõ ïðîiëþñòðó¹ìî ÿêiñòü íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié Ñ�ÊÔIËÄ òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè (4.64) òåîðåìè 4.12.

Íà ìíîæèíi Ztest îá÷èñëþâàëèñü âåëè÷èíè

∆max = max
z∗∈Ztest

∣∣f(z∗)− D̃(c)
n (g; z∗)

∣∣, Λ =

max
z∗∈Ztest

n+1∏
i=1

|e(g)i (g(z∗)− g(zi−1))|

|e(g)0 |2 Ωn+1(t) Ωn+2(t)
,

äå Ωn(t) âèçíà÷åíà â (2.17). Â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáèðàëèñÿ òî÷êè
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Òàáëèöÿ Á.34

Ôóíêöiÿ esin z, êðóã |z| 6 0,25, g(z) = sin z

n t ∆max Λ |Z |

6 0,4271 0,19030905146·10−08 0,52338873441·10−08 5.000.000

7 0,4260 0,40871887814·10−10 0,11233047328·10−09 5.000.000

8 0,4261 0,67261437508·10−12 0,18656184818·10−11 5.000.000

9 0,4268 0,11210256552·10−13 0,31093537156·10−13 5.000.000

10 0,4277 0,15073120787·10−15 0,42128043840·10−15 5.000.000

11 0,4287 0,20519232723·10−17 0,57413375425·10−17 5.000.000

12 0,4296 0,23346037174·10−19 0,65722144831·10−19 5.000.000

13 0,4305 0,26851495479·10−21 0,75703004421·10−21 5.000.000

14 0,4880 0,26483400501·10−23 0,86154189059·10−23 4.999.980

ìíîæèíè, ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ (Á.1).

Â òàáëèöi Á.34�Á.36 ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié Ñ�ÊÔIËÄ âìi-

ùóâàëèñÿ â òîìó âèïàäêó, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ïîáóäîâàíèõ Ñ�ÊÔIËÄ çàäî-

âîëüíÿëè óìîâó òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà (4.62). Â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó òàáëèöi

âêàçàíî êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n, â äðóãîìó�ìàêñèìàëüíå çíà-

÷åííÿ ïàðàìåòðó t, äëÿ ÿêîãî êîåôiöi¹íòè Ñ�ÊÔIËÄ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà. Â òðåòüîìó ñòîâï÷èêó ìiñòèòüñÿ çíà÷åííÿ ∆max, â

÷åòâåðòîìó�Λ i ó ï'ÿòîìó� êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Ztest, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó (4.63).

Ïðèêëàä 27. Â òàáëèöi Á.34 ìà¹ìî ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨

esin z â êðóçi |z| 6 0,25. Â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âèáðàëè g(z) = sin z. Iç

ðåçóëüòàòiâ òàáëèöi âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àáñîëþòíî¨ ïî-

õèáêè ∆max òà îöiíêè Λ ñïàäàþòü, ÿêùî êiëüêiñòü âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ çðî-

ñòà¹. Îöiíêà Λ äîñèòü ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ∆. Êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè

Z , àáî ðiâíà êiëüêîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest ïðè n = 6, 13, àáî ñêëàäà¹

ïåðåâàæíó áiëüøiñòü òî÷îê ìíîæèíè Ztest ïðè n = 14.
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Òàáëèöÿ Á.35

Ôóíêöiÿ sh
√
z, êðóã |z − 1,7− i| 6 0,8, g(z) =

√
z

n t ∆max Λ |Z |

8 0,3411 0,41267568396·10−09 0,43820244870·10−09 5.000.000

9 0,3369 0,11800012859·10−10 0,79264416978·10−10 5.000.000

10 0,3332 0,50198946081·10−13 0,35891391109·10−12 5.000.000

11 0,3300 0,33425290242·10−14 0,24695610167·10−13 5.000.000

12 0,3272 0,20479523965·10−15 0,13745599527·10−14 5.000.000

13 0,3247 0,38464710336·10−17 0,24826674909·10−16 5.000.000

14 0,3226 0,12303634076·10−19 0,82220514948·10−18 5.000.000

15 0,4382 0,61831040708·10−21 0,60893599622·10−20 4.999.996

16 0,4887 0,28353022190·10−22 0,30019041784·10−21 4.999.929

17 0,4982 0,39713861344·10−24 0,41713837003·10−23 4.995.988

Ïðèêëàä 28. Â êðóçi |z − 1,7 − i| 6 0,8 iíòåðïîëþâàëàñÿ ôóíêöiÿ

sh
√
z. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ�áàçèñ g(z) =

√
z. Iç ðåçóëüòàòiâ òàáëèöi

Á.35 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âåëè÷èíè ∆max òà Λ ñïàäàþòü, ÿêùî

êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ çáiëüøó¹òüñÿ. Îöiíêà Λ äîñèòü áëèçüêà

äî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè ∆max íà ìíîæèíi òåñòîâèõ

òî÷îê Ztest. Óìîâà (4.63) ìà¹ ìiñöå àáî ó âñiõ òåñòîâèõ òî÷êàõ ïðè n = 8, 14,

àáî â ïåðåâàæíié áiëüøîñòi òî÷îê ìíîæèíè Ztest ïðè n = 15, 16, 17.

Ïðèêëàä 29. ßêùî â êðóçi |z − 0,5 − i| 6 0,2 äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ôóí-

êöi¨ sh
√
z â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âçÿòè ôóíêöiþ g(z) = ez, òî áóäåìî

ìàòè ðåçóëüòàòè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â òàáëèöi Á.36. ßê i â ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ

ìà¹ìî, ùî âåëè÷èíè ∆max òà Λ ñïàäàþòü iç îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ, êîëè

êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n çðîñòà¹. Îöiíêà Λ ìà¹ òîé æå ïîðÿäîê,

ùî i ìàêñèìàëüíà ïîõèáêà ∆max. Äëÿ âñiõ çíà÷åíü n = 3, 14 óìîâà (4.63)

âèêîíó¹òüñÿ ó âñiõ òåñòîâèõ òî÷êàõ ìíîæèíè Ztest.

Iç ðåçóëüòàòiâ ïðèêëàäiâ âèïëèâà¹: à) ìíîæèíà ôóíêöié êîìïëåêñíî¨
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Òàáëèöÿ Á.36

Ôóíêöiÿ w = sh
√
z â êðóçi |z − 0,5− i| 6 0,2, g(z) = ez

n t ∆max Λ |Z |

3 0,3536 0,39741288307·10−04 0,72064222288·10−04 5.000.000

4 0,3115 0,46361152083·10−05 0,10017351755·10−04 5.000.000

5 0,3179 0,66914968081·10−06 0,16806208097·10−05 5.000.000

6 0,3275 0,23761767985·10−07 0,59022199643·10−07 5.000.000

8 0,3755 0,34081658991·10−09 0,94953670303·10−09 5.000.000

9 0,3564 0,27303277307·10−10 0,94938684511·10−10 5.000.000

10 0,3162 0,12060176167·10−11 0,51463455112·10−11 5.000.000

11 0,2808 0,12188521998·10−12 0,59101631237·10−12 5.000.000

12 0,2725 0,88447239996·10−14 0,49255794148·10−13 5.000.000

13 0,2596 0,47037349872·10−15 0,28165755698·10−14 5.000.000

14 0,2456 0,13943989409·10−16 0,75832693931·10−16 5.000.000

çìiííî¨, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.12, òà ìíîæèíà òî÷îê, â

ÿêèõ óìîâà (4.63) ìà¹ ìiñöå, íå ¹ ïîðîæíiìè; á) îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà

Ñ�ÊÔIËÄ íà ìíîæèíi òî÷îê Ztest äîñòàòíüî åôåêòèâíà.


