
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ

IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

ПОЖАРСЬКА Катерина Вiталiївна

УДК 517.5

НАЙКРАЩI НАБЛИЖЕННЯ ТА ЕНТРОПIЙНI ЧИСЛА
КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ

БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

01.01.01 — математичний аналiз
(111 — математика)

Автореферат
дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Київ — 2018



Дисертацiєю є рукопис.

Робота виконана в Iнститутi математики НАН України.

Науковий керiвник:

доктор фiзико-математичних наук, професор
РОМАНЮК Анатолiй Сергiйович,
Iнститут математики НАН України,
завiдувач вiддiлу теорiї функцiй.

Офiцiйнi опоненти:

доктор фiзико-математичних наук, професор
ЗАДЕРЕЙ Петро Васильович,
Нацiональний технiчний унiверситет України
"Київський полiтехнiчний iнститут
iменi Iгоря Сiкорського" , м. Київ,
професор кафедри математичного аналiзу
та теорiї ймовiрностей
фiзико-математичного факультету;

доктор фiзико-математичних наук, доцент
ЧАЙЧЕНКО Станiслав Олегович,
ДВНЗ "Донбаський державний педагогiчний
унiверситет" , м. Слов’янськ,
проректор з науково-педагогiчної роботи.

Захист вiдбудеться "29" сiчня 2019 р. о 15 годинi на засiданнi спе-
цiалiзованої вченої ради Д 26.206.01 Iнституту математики НАН
України за адресою: 01004, м. Київ, вул. Терещенкiвська, 3.

З дисертацiєю можна ознайомитись у бiблiотецi Iнституту матема-
тики НАН України.

Автореферат розiсланий "27" грудня 2018 р.

Вчений секретар
спецiалiзованої вченої ради Романюк А. С.



1

Загальна характеристика роботи

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню апроксимативних
характеристик класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних. Зо-
крема, дослiджуються найкращi тригонометричнi та бiлiнiйнi наб-
лиження класiв Lψβ,p, а також ентропiйнi числа класiв BΩ

p,θ.
Актуальнiсть теми. Вже понад сорок рокiв у теорiї наближен-

ня активно дослiджуються апроксимативнi характеристики, пов’яза-
нi з нелiнiйною апроксимацiєю. Невичерпний iнтерес до таких набли-
жень викликаний насамперед тим, що в багатьох ситуацiях виявлено
переваги нелiнiйних методiв наближення порiвняно з лiнiйними.

В останнi десятирiччя все бiльшого розповсюдження набуває ме-
тод M -членного тригонометричного наближення, тобто наближення
класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних за допомогою полiно-
мiв вигляду

P (θM ,x) =

M∑
j=1

cje
i(kj ,x),

де θM =
{
kj
}M
j=1

— набiр векторiв kj = (kj1, . . . , k
j
d) ∈ Zd, cj ∈ C i

(kj ,x) = kj1x1 + · · ·+ kjdxd.
Вiдповiдна апроксимативна характеристика у бiльш загальнiй

ситуацiї була введена в 1955 роцi С. Б. Стєчкiним при формулюван-
нi критерiю абсолютної збiжностi ортогональних рядiв у просторi
L2. Згодом дослiдження найкращих M -членних тригонометричних
наближень iндивiдуальних функцiй i, в бiльшiй мiрi, функцiональ-
них класiв проводились у роботах Р. С. Iсмагiлова, В. Є. Майорова,
К. I. Осколкова, Б. С. Кашина, В. М. Темлякова, Е. С. Белiнсько-
го, О. I. Степанця, А. С. Романюка, В. С. Романюка, R. A. DeVore,
D. Dung, С. О. Чайченка, C. А. Стасюка, Н. М. Консевич, А. С. Сер-
дюка, Т. А. Степанюк, А. Л. Шидлiча, А. С. Федоренка, О. С. Фе-
доренка, В. В. Шкапи та iнших. Одержанi у цьому напрямi резуль-
тати, з одного боку, мають самостiйний iнтерес, а з iншого — вони
знаходять практичнi застосування, зокрема, у питаннях кодування,
передачi i вiдтворення зображень.

Оскiльки при встановленнi оцiнок найкращих M -членних три-
гонометричних наближень тих або iнших класiв функцiй не завжди
вдається явно пред’явити полiном P ∗ (θM ,x), який реалiзує вiдповiд-
ний порядок наближення, то у дисертацiйнiй роботi було дослiджено
близьку апроксимативну характеристику — найкраще ортогональне
тригонометричне наближення. Особливiстю найкращих ортогональ-



2

них тригонометричних наближень порiвняно з найкращимиM -член-
ними тригонометричними наближеннями є те, що коефiцiєнти cj в
полiномах P (θM ,x) є вiдповiдними коефiцiєнтами Фур’є функцiї f .

Дослiдження найкращих ортогональних тригонометричних наб-
лижень класiв функцiй однiєї та багатьох змiнних отримали розви-
ток у роботах Е. С. Белiнського, А. С. Романюка, В. С. Романюка,
О. I. Степанця, Д. Б. Базарханова, C. А. Стасюка, А. С. Сердюка,
Т. А. Степанюк, А. Л. Шидлiча та iнших.

Окрiм згаданих апроксимативних характеристик важливе мiс-
це у нелiнiйнiй апроксимацiї посiдає метод наближення функцiй
багатьох змiнних iз певного класу лiнiйними комбiнацiями добут-
кiв функцiй меншої кiлькостi змiнних. Такi наближення називають
бiлiнiйними i їхнi витоки йдуть iз роботи Е. Шмiдта 1907 року. У по-
дальшому дослiдження найкращих бiлiнiйних наближень функцiо-
нальних класiв проводилися у роботах Р. С. Iсмагiлова, Н. В. Мiро-
шина, В. В. Хромова, В. М. Темлякова, М.-Б. А. Бабаєва, А. С. Ро-
манюка, В. С. Романюка, К. В. Солiч, В. В. Шкапи та iнших. Слiд
звернути увагу, що одержанi в цьому напрямi результати знайшли за-
стосування у питаннях оцiнок сингулярних чисел iнтегральних опе-
раторiв, а також колмогоровських поперечникiв вiдповiдних функ-
цiональних класiв.

Пiдсумовуючи сказане, зазначимо, що згаданi апроксимативнi
характеристики на теперiшнiй час достатньо повно вивченi стосовно
класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних Вейля –НадяW r

β,p, Нi-
кольськогоHrp i Бєсова Brp,θ. В той же час, значно менше цi величини
дослiдженi на класах Lψβ,p, якi в одновимiрному випадку введенi у
1983 роцi О. I. Степанцем, i якi є узагальненням класiв W r

β,p.
Однiєю з важливих характеристик компактiв є їхня ентропiя або

близька до неї характеристика — ентропiйнi числа. Володiючи iнфор-
мацiєю про ентропiю або поведiнку ентропiйних чисел компактної
множини, можна дiйти висновку, наскiльки великою (масивною) є
ця множина i якими апроксимативними властивостями вона володiє.

Питання, пов’язанi з оцiнками ентропiйних чисел класiв перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних W r

β,p, H
r
p i Brp,θ вивчалися у робо-

тах С. А. Смоляка, М. Ш. Бiрмана, М. З. Соломяка, М. С. Бахва-
лова, H. Triebel, В. М. Темлякова, Е. С. Белiнського, Б. С. Кашина,
D. Dung, А. С. Романюка, В. С. Романюка та iнших авторiв, i при
цьому одержано низку глибоких та завершених результатiв.

З iншого боку, практично зовсiм недослiдженими у цьому напря-
мi залишалися класи BΩ

p,θ, якi при θ = ∞ (позначення HΩ
p ) були



3

розглянутi М. М. Пустовойтовим, а при 1 ≤ θ < ∞ — S. Yongsheng,
W. Heping. Слiд зазначити, що класи BΩ

p,θ при певному виборi функ-
цiї Ω збiгаються з класами Нiкольського –Бєсова Brp,θ.

Таким чином, з огляду на сказане, дослiдження згаданих апрок-
симативних характеристик класiв Lψβ,p та ентропiйних чисел класiв
BΩ
p,θ є актуальним.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту мате-
матики НАН України згiдно з науково – дослiдною темою "Апрок-
симативнi та структурнi характеристики функцiональних множин" ,
номер державної реєстрацiї 0111 U 002079.

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є вста-
новлення оцiнок найкращих ортогональних та M -членних три-
гонометричних наближень перiодичних функцiй багатьох змiн-
них Dψβ , класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних Lψβ,1, а також
класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох змiнних малої гладкостi у
просторi Lq. Знаходження порядкових оцiнок найкращих бiлiнiйних
наближень класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних, породже-
них зсувами аргументу функцiй з класiв Lψβ,p, у просторi Lq1,q2 , а
також ентропiйних чисел класiв перiодичних функцiй однiєї та ба-
гатьох змiнних BΩ

p,θ у просторi Lq.
Об’єктом дослiдження є класи Lψβ,p та B

Ω
p,θ перiодичних функцiй

однiєї та багатьох змiнних.
Предметом дослiдження є: найкращi ортогональнi та M -членнi

тригонометричнi наближення перiодичних функцiй багатьох змiн-
них Dψβ та класiв Lψβ,p; найкращi бiлiнiйнi наближення класiв перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних, породжених зсувами аргументу
функцiй з класiв Lψβ,p; ентропiйнi числа класiв перiодичних функцiй
однiєї та багатьох змiнних BΩ

p,θ.
Основними завданнями дослiдження є:
1. Встановити i порiвняти порядковi оцiнки найкращих орто-

гональних тригонометричних наближень та найкращих M -членних
тригонометричних наближень перiодичних функцiй багатьох змiн-
нихDψβ , якi при певному виборi кратної послiдовностi ψ спiвпадають
з аналогами ядер Бернуллi, у просторi Lq, 1 < q <∞.

2. Одержати i порiвняти порядковi оцiнки найкращих ортого-
нальних таM -членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi Lq, 1 < q <∞.

3. Знайти порядковi оцiнки найкращих M -членних тригономет-



4

ричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох змiн-
них малої гладкостi у просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q < ∞. Порiвня-
ти одержанi результати з вiдповiдними оцiнками найкращих ортого-
нальних тригонометричних наближень та наближень за допомогою
тригонометричних полiномiв з "номерами" гармонiк зi схiдчастих
гiперболiчних хрестiв.

4. Встановити порядковi оцiнки найкращих бiлiнiйних набли-
жень класiв перiодичних функцiй 2d змiнних, якi породженi функ-
цiями d змiнних з класiв Lψβ,p всеможливими зсувами їхнього аргу-
менту, у просторi Lq1,q2 .

5. Отримати порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв BΩ
p,θ пе-

рiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у метрицi простору
Lq, 1 ≤ q <∞, та у рiвномiрнiй метрицi.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених завдань
у дисертацiйнiй роботi використанi загальнi методи теорiї функцiй
та математичного аналiзу у поєднаннi зi спецiальними методами,
якi були розробленi у роботах В. М. Темлякова, Е. С. Белiнського,
А. С. Романюка та iнших.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати робо-
ти є новими i полягають у наступному.

1. Встановлено порядковi оцiнки найкращих ортогональних три-
гонометричних наближень та найкращих M -членних тригономет-
ричних наближень перiодичних функцiй багатьох змiнних Dψβ , якi
при певному виборi кратної послiдовностi ψ спiвпадають з анало-
гами ядер Бернуллi, у просторi Lq, 1 < q < ∞. Виявлено, що у
випадку 2 < q < ∞ швидкiсть спадання вiдповiдних величин при
M →∞ вiдрiзняється за порядком.

2. Одержано порядковi оцiнки найкращих ортогональних та
M -членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 перiодичних
функцiй багатьох змiнних у просторi Lq, 1 < q <∞. При 2 < q <∞
виявлено вiдмiнностi у поведiнцi вiдповiдних апроксимативних ха-
рактеристик класiв Lψβ,1.

3. Знайдено порядковi оцiнки найкращих M -членних тригоно-
метричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох
змiнних малої гладкостi у просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q <∞. Встанов-
лено, що оцiнки зверху цих величин кращi за порядком, нiж оцiнки
найкращих ортогональних тригонометричних наближень та набли-
жень за допомогою тригонометричних полiномiв з "номерами" гар-
монiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

4. Одержано порядковi оцiнки найкращих бiлiнiйних наближень



5

класiв перiодичних функцiй 2d змiнних, якi породженi функцiями d
змiнних з класiв Lψβ,p всеможливими зсувами їхнього аргументу, у
просторi Lq1,q2 .

5. Отримано порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв BΩ
p,θ пе-

рiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у метрицi простору
Lq, 1 ≤ q <∞, та у рiвномiрнiй метрицi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя
має теоретичний характер. Результати роботи та методика їх отри-
мання можуть бути використанi при подальшому вивченнi питань,
пов’язаних iз наближенням класiв перiодичних функцiй однiєї та ба-
гатьох змiнних.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiд-
ження, а також постановка задач належить науковому керiвнику —
доктору фiз.-мат. наук, професору А. С. Романюку. Всi результати
дисертацiйної роботи отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи допо-
вiдалися i обговорювалися на:

— Конференцiї молодих учених "Пiдстригачiвськi читання —
2016" , Львiв, 25–27 травня 2016 року;

— ХI Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" , Одеса,
1–14 серпня 2016 року;

— Третiй конференцiї "Approximation Methods for Molecular
Modelling and Diagnosis Tools" , Київ, 26–30 сiчня 2017 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу" , Ворохта, 22 – 25 лютого
2017 року;

— Конференцiї молодих учених "Пiдстригачiвськi читання —
2017" , Львiв, 23–25 травня 2017 року;

— Мiжнароднiй конференцiї "Теорiя наближення функцiй та
її застосування" , присвяченiй 75-рiччю з дня народження члена-
кореспондента НАН України, професора О. I. Степанця, Слов’янськ,
28 травня – 3 червня 2017 року;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй
100-рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митро-
польського, Київ, 7–10 червня 2017 року;

— Четвертiй конференцiї "Approximation Methods for Molecular
Modelling and Diagnosis Tools" , Малехiв (Львiвська обл.), 19–23 бе-
резня 2018 року;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми ме-
ханiки та математики" , присвяченiй 90-рiччю з дня народження
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академiка НАН України Я. С. Пiдстригача та 40-рiччю створе-
ного ним Iнституту прикладних проблем механiки i математики
(IППММ) НАН України, Львiв, 22–25 травня 2018 року;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми мате-
матики та її застосування в природничих науках i iнформацiйних
технологiях" , присвяченiй 50-рiччю факультету математики та iн-
форматики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя
Федьковича, Чернiвцi, 17–19 вересня 2018 року;

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару: доктор фiз. – мат. наук, професор
А. С. Романюк);

— семiнарi "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному
унiверситетi iменi Т. Г. Шевченка (керiвники семiнару: доктори
фiз. – мат. наук, професори I. О. Шевчук, О. О. Курченко, В. М. Рад-
ченко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiко-
вано у 15 наукових публiкацiях [1 – 15]. Шiсть iз них [1 – 6] є стат-
тями у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань iз
фiзико-математичних наук, двi з яких [3, 5] надруковано у видан-
нях, якi внесено до мiжнародної наукометричної бази Scopus. Решту
9 опублiковано у збiрниках тез мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота скла-
дається зi змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, трьох
роздiлiв, висновкiв, а також списку використаних джерел, що мi-
стить 109 найменувань. Повний обсяг дисертацiї становить 137 сторi-
нок, з них 13 сторiнок займає список використаних джерел.

Основний змiст дисертацiї

У вступi висвiтлюється актуальнiсть теми дисертацiйного дослi-
дження, основнi завдання, наукова новизна одержаних результатiв,
а також їх апробацiя. Крiм цього, тут наведено означення класiв пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних Lψβ,p i BΩ

p,θ та апроксимативних
характеристик, якi вивчаються у наступних роздiлах роботи.

Нехай Rd, d ≥ 1, — d-вимiрний евклiдiв простiр iз елементами
x = (x1, . . . , xd) i (x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd, x,y ∈ Rd.

Через Lq := Lq(πd), πd =
d∏
j=1

[0, 2π], 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо про-

стiр функцiй f(x), якi є 2π–перiодичними за кожною змiнною, зi
скiнченною нормою
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‖f‖q := ‖f‖Lq =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|q dx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

‖f‖∞ := ‖f‖L∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Надалi будемо вважати, що для f ∈ L1 виконується умова

2π∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, d.

Для f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x), де

f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Далi,

нехай ψ = (ψ1, . . . , ψd), ψj 6= 0, j = 1, d, — довiльнi послiдовностi,
βj ∈ R, j = 1, d, Z̊d = (Z \ {0})d. Припустимо, що ряд

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ei
πβj

2 sgnkj

ψj(|kj |)
f̂(k)ei(k,x)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї. Цю функцiю називають
(ψ,β)-похiдною функцiї f i позначають fψβ .

Через Lψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо клас функцiй f , для яких
iснують (ψ,β)-похiднi i виконується умова

∥∥fψβ ∥∥p ≤ 1.

Класи Lψβ,p в одновимiрному випадку були введенi у 1983 роцi
О. I. Степанцем. Зазначимо також, що вони є узагальненням добре
вiдомих класiв Вейля –Надя W r

β,p, причому L
ψ
β,p ≡ W r

β,p у випадку
ψj (|τ |) ≡ |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 0, βj ∈ R, j = 1, d.

Окрiм класiв Lψβ,p у роботi дослiджуються також функцiї Dψβ ,
ряди Фур’є яких мають вигляд

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj |) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x).



8

У випадку ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 0, βj ∈ R, j = 1, d, цi
функцiї є аналогами ядра Бернуллi F rβ .

З одного боку, функцiї Dψβ є цiкавими з точки зору їх апроксима-
цiйних властивостей, а з iншого — вони вiдiграють важливу роль при
дослiдженнi деяких апроксимативних характеристик класiв Lψβ,1.

Перейдемо до означення класiв BΩ
p,θ, якi при θ = ∞ (позначен-

ня HΩ
p ) були введенi М. М. Пустовойтовим у 1994 роцi, а згодом у

1997 роцi поширенi на випадок 1 ≤ θ < ∞ у роботi S. Yongsheng,
W. Heping.

Класи BΩ
p,θ визначаються за допомогою мажорантної функцiї

Ω(t), t ∈ Rd+, для мiшаного модуля неперервностi Ωl(f, t)p поряд-
ку l, l ∈ N, функцiї f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, та числового параметра θ,
1 ≤ θ ≤ ∞.

Отже, нехай для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,

Ωl(f)p := Ωl(f, t)p = sup
|hj |6tj
j=1,d

‖∆l
hf‖p

— мiшаний модуль неперервностi порядку l, l ∈ N, функцiї f , де

∆l
hf(x) = ∆l

hd
· · ·∆l

h1
f(x) = ∆l

hd

(
∆l
hd−1
· · · (∆l

h1
f(x))

)
,

h = (h1, . . . , hd), — мiшана l-та рiзниця з кроком hj за змiнною xj ,
j = 1, d, а

∆l
hjf(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Далi розглянемо множину Ψl,d функцiй Ω(t), t ∈ Rd+, типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, якi задовольняють умови

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) неперервна на Rd+;
3) Ω(t) не спадає по кожнiй змiннiй tj ≥ 0, j = 1, d, при будь-яких

фiксованих значеннях iнших змiнних ti, i 6= j;

4) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6 C

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d, C > 0.
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На функцiї Ω(t), t ∈ Rd+, накладемо додатковi умови (Sα) i (Sl),
якi називають умовами Барi –Стєчкiна. Для одновимiрного випадку
це означає наступне:

а) ϕ ∈ (Sα), ϕ > 0, α > 0, якщо функцiя ϕ(τ)τ−α майже зростає,
тобто якщо iснує така стала C1 > 0, яка не залежить вiд τ1 та τ2,
0 < τ1 6 τ2 6 1, що ϕ(τ1)τ−α1 6 C1ϕ(τ2)τ−α2 ;

б) ϕ ∈ (Sl), ϕ > 0, l ∈ N, якщо iснує γ, 0 < γ < l, таке що ϕ(τ)τ−γ

майже спадає, тобто iснує незалежна вiд τ1 та τ2, 0 < τ1 6 τ2 6 1,
стала C2 > 0, така що ϕ(τ1)τ−γ1 > C2ϕ(τ2)τ−γ2 .

Зауважимо, що умови, еквiвалентнi до умов (Sα) i (Sl), розгля-
далися ранiше С.М.Лозинським.

При d > 1 будемо говорити, що Ω(t), t ∈ Rd+, задовольняє умови
(Sα) i (Sl), якщо Ω(t) як функцiя однiєї змiнної tj , j = 1, d, задоволь-
няє цi умови при будь-яких фiксованих значеннях iнших змiнних ti,
i 6= j.

Функцiя f ∈ Lp належить простору BΩ
p,θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞,

Ω ∈ (Sl) ∩ (Sα) ∩Ψl,d, якщо для неї скiнченна напiвнорма

|f |BΩ
p,θ

=


( ∫
πd

(
Ωl(f,t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj≥0

j=1,d

Ωl(f,t)p
Ω(t) , θ =∞.

Норму в просторi BΩ
p,θ визначимо таким чином

‖f‖BΩ
p,θ

= ‖f‖p + |f |BΩ
p,θ
, 1 ≤ p, θ ≤ ∞,

та будемо розглядати далi одиничнi кулi в цьому просторi, викори-
стовуючи для них те саме позначення, що й для всього простору.

Зауважимо, що при θ =∞ покладають BΩ
p,∞ ≡ HΩ

p . Крiм цього,

у випадку Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, j = 1, d, класи BΩ

p,θ збiгаються з

класами Нiкольського –Бєсова Brp,θ.
Тепер означимо апроксимативнi характеристики, якi дослiджу-

ються у роботi.
Отже, найкращим M -членним тригонометричним наближенням

функцiї f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, називають величину

eM (f)q = inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥∥∥
q

,
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де
{
kj
}M
j=1

— система векторiв kj =
(
kj1, . . . , k

j
d

)
∈ Zd, cj ∈ C,

j = 1,M .
Якщо F ⊂ Lq, то покладають eM (F )q = sup

f∈F
eM (f)q — найкраще

M -членне тригонометричне наближенням функцiонального класу F .
У тому випадку, коли в означеннях величин eM (f)q та eM (F )q

вибрати cj = f̂
(
kj
)
, де f̂

(
kj
)
— коефiцiєнти Фур’є функцiї f , що

вiдповiдають системi векторiв
{
kj
}M
j=1

, отримаємо величини e⊥M (f)q

i e⊥M (F )q, якi називають, вiдповiдно, найкращим ортогональним три-
гонометричним наближенням функцiї f та функцiонального кла-
су F .

З найкращими M -членними тригонометричними наближеннями
iндивiдуальних функцiй i функцiональних класiв тiсно пов’язанi на-
ступнi апроксимативнi характеристики.

Отже, нехай Lq1,q2 := Lq1,q2 (π2d), 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, — множина
функцiй f(x,y), x,y ∈ Rd, зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x,y)‖q1,q2 := ‖f(x,y)‖Lq1,q2 =
∥∥∥‖f(·,y)‖q1

∥∥∥
q2
,

яка обчислюється послiдовно, спочатку за змiнною x у просторi Lq1 ,
а потiм — вiд результату за змiнною y у просторi Lq2 .

Тодi величина

τM (f)q1,q2 = inf
ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥f(x,y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
q1,q2

,

де ui ∈ Lq1 , vi ∈ Lq2 , називається найкращим бiлiнiйним наближен-
ням порядку M функцiї f ∈ Lq1,q2 .

Якщо F ⊂ Lq1,q2 — деякий функцiональний клас, то покладають
τM (F )q1,q2 = sup

f∈F
τM (f)q1,q2 .

Нехай X — банахiв простiр i BX(y, r) = {x ∈ X : ‖x− y‖X ≤ r}
— куля радiуса r iз центром у точцi y. Для компактної множини
A ⊂ X i ε > 0 через εk(A,X) позначимо її ентропiйнi числа

εk(A,X) = inf

{
ε : ∃y1, . . . ,y2k ∈ X : A ⊆

2k⋃
j=1

BX(yj , ε)

}
.
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Одержанi результати будемо формулювати у термiнах порядко-
вих спiввiдношень. Для двох невiд’ємних послiдовностей {a(n)}∞n=1

i {b(n)}∞n=1 спiввiдношення (порядкова нерiвнiсть) a(n)� b(n) озна-
чає, що iснує стала C3 > 0, така що a(n) ≤ C3b(n). Спiввiдношення
a(n) � b(n) рiвносильне тому, що a(n) � b(n) i b(n) � a(n). За-
значимо, що сталi Ci з вiдповiдними iндексами i, якi далi будуть
зустрiчатися у порядкових спiввiдношеннях, можуть залежати вiд
деяких параметрiв. Цi параметри iнколи вказуватимемо, а у рештi
випадкiв вони будуть зрозумiлими з контексту.

У першому роздiлi дисертацiї дається iсторична довiдка щодо
величин, якi дослiджуються, та наводиться вiдповiдна бiблiографiя.
Пiдроздiл 1.1 присвячено найкращим ортогональним та M -членним
тригонометричним наближенням класiв перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних. У пiдроздiлi 1.2 сформульовано задачi про найкращi
бiлiнiйнi наближення та ентропiйнi числа функцiональних класiв.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи встановлено оцiнки най-
кращих наближень iндивiдуальних перiодичних функцiй багатьох
змiнних та функцiональних класiв. У пiдроздiлi 2.2 встановлено оцiн-
ки найкращих ортогональних та M -членних тригонометричних на-
ближень функцiй Dψβ у просторi Lq, 1 < q < ∞, за певних умов
на кратну послiдовнiсть ψ = (ψ1, . . . , ψd) i β ∈ Rd. А саме, будемо
вважати, що ψj , j = 1, d, належать до множини D послiдовностей φ,
таких що:

1) φ — додатнi та незростаючi;
2) ∃M > 0 таке, що ∀l ∈ N виконується умова φ(l)

φ(2l) ≤M .
До вказаної множини належать, зокрема, послiдовностi
φ(|τ |) = |τ |−r; φ(|τ |) = lnα(|τ | + 1), α < 0; φ(|τ |) = lnα(|τ | + 1)|τ |−r,
де τ ∈ Z \ {0}, α ∈ R, r > 0.

Результати будемо формулювати у термiнах функцiй натураль-
ного аргументу Φ(n) та Ψ(n), якi задаються наступними рiвностями:

Φ(n) = min
(s,1)=n

d∏
j=1

(2sj ), Ψ(n) = max
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj(2
sj ),

де вектори s,1 ∈ Nd.
Легко бачити, що при ψj(|τ |) = |τ |−r, j = 1, d, r > 0, матимемо

Φ(n) = Ψ(n) = 2−nr та, крiм цього, при d = 1 функцiї Φ(n), Ψ(n)
збiгаються i набувають вигляду ψ1(2n).

У прийнятих позначеннях справедлива теорема.
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Теорема 2.1. Нехай 1 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj (|τ |) |τ |1−

1
q+ε, j = 1, d,

не зростають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задоволь-
няють умову M = M(n) � 2nnd−1, мають мiсце спiввiдношення

Φ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ) � e⊥M

(
Dψβ

)
q
�

� Ψ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ) .

Зауважимо, що у випадку d = 1 з теореми 2.1 випливає точна за
порядком оцiнка величини e⊥M

(
Dψ1

β

)
q
, яка при додаткових умовах

на послiдовнiсть ψ1 встановлена В. В. Шкапою.
Крiм цього зазначимо, що при ψj (|τ |) = |τ |−rj , rj > 1− 1

q , βj ∈ R,

j = 1, d, для функцiй Dψβ ≡ F rβ порядок величини e⊥M

(
F rβ

)
q
, де

1 < q <∞, отримано А. С. Романюком.
На вiдмiну вiд найкращих ортогональних тригонометричних наб-

лижень, при дослiдженнi найкращих M -членних тригонометричних
наближень функцiй Dψβ у просторi Lq, 1 < q < ∞, виникла необ-
хiднiсть окремо розглянути випадки 1 < q ≤ 2 та 2 < q < ∞. При
1 < q ≤ 2 оцiнки величини eM

(
Dψβ

)
q
отриманi у теоремi 2.2, i вони

збiгаються з оцiнками теореми 2.1 для величини e⊥M
(
Dψβ

)
q
. У випад-

ку 2 < q <∞ має мiсце наступне твердження.
Теорема 2.3. Нехай 2 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм

того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj (|τ |) |τ |1+ε, j = 1, d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задо-
вольняють умову M = M(n) � 2nnd−1, справедливi спiввiдношення

Φ(n)M
1
2 � eM

(
Dψβ

)
q
� Ψ(n)M

1
2 .

Встановленi у теоремах 2.2 та 2.3 результати є новими i в одно-
вимiрному випадку, i при цьому, при виконаннi вiдповiдних умов на
послiдовнiсть ψ1 i β ∈ R, справедливi оцiнки:

eM

(
Dψ1

β

)
q
� ψ1(M)M1− 1

q , 1 < q ≤ 2;

eM

(
Dψ1

β

)
q
� ψ1(M)M

1
2 , 2 < q <∞.
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Що стосується оцiнки величини eM

(
F rβ

)
q
, то її порядки при

1 < q ≤ 2, rj > 1 − 1
q , βj ∈ R, j = 1, d, i 2 < q < ∞, rj > 1, βj ∈ R,

j = 1, d, встановлено Е. С. Белiнським.
У пiдроздiлi 2.3 одержано порядковi оцiнки найкращих ортого-

нальних та M -членних тригонометричних наближень класiв функ-
цiй Lψβ,1 у просторi Lq, 1 < q <∞.

Теорема 2.4. Нехай 1 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj (|τ |) |τ |1−

1
q+ε, j = 1, d,

не зростають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задоволь-
няють умову M = M(n) � 2nnd−1, мають мiсце спiввiдношення

Φ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ) � e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
�

� Ψ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ) .

Варто зазначити, що в одновимiрному випадку з теореми 2.4 вип-
ливає точна за порядком оцiнка, яка при додаткових умовах на по-
слiдовнiсть ψ1 була встановлена В. В. Шкапою.

Зауважимо також,що у випадкуψj (|τ |) = |τ |−rj , rj > 1 − 1
q ,

βj ∈ R, j = 1, d, для класiв Lψβ,1 ≡ W r
β,1 порядок величини

e⊥M

(
W r
β,1

)
q
, 1 < q <∞, отримано А. С. Романюком.

Теорема 2.5. Нехай 1 < q ≤ 2, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj (|τ |) |τ |1−

1
q+ε, j = 1, d,

не зростають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задоволь-
няють умову M = M(n) � 2nnd−1, мають мiсце спiввiдношення

Φ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ) � eM

(
Lψβ,1

)
q
�

� Ψ(n)M1− 1
q (logM)

2(d−1)( 1
q−

1
2 ).

Результат теореми 2.5 є новим i в одновимiрному випадку. При
цьому за виконання вiдповiдних умов на послiдовнiсть ψ1 та β ∈ R
справедлива оцiнка:

eM

(
Lψ1

β,1

)
q
� ψ1(M)M1− 1

q , 1 < q ≤ 2.
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Крiм цього вiдзначимо, що порядок величини eM

(
W r
β,1

)
q
,

1 < q ≤ 2, де rj > 1 − 1
q , βj ∈ R, j = 1, d, встановлено А. С. Ро-

манюком.
Теорема 2.6. Нехай 2 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм

того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj (|τ |) |τ |1+ε, j = 1, d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задо-
вольняють умову M = M(n) � 2nnd−1, справедливi спiввiдношення

Φ(n)M
1
2 � eM

(
Lψβ,1

)
q
� Ψ(n)M

1
2 .

В одновимiрному випадку з теореми 2.6 випливає точна за по-
рядком оцiнка, яка при деяких додаткових умовах на послiдовнiсть
ψ1 встановлена В. В. Шкапою.

Що стосується оцiнки величини eM
(
W r
β,1

)
q
, 2 < q <∞, де rj > 1,

βj ∈ R, j = 1, d, то її було анонсовано Е. С. Белiнським.
Порiвнявши результати теорем 2.4 – 2.6, бачимо, що оцiнки звер-

ху величин eM
(
Lψβ,1

)
q
та e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
у випадку 2 < q <∞ вiдрiзня-

ються за порядком.
Пiдроздiл 2.4 мiстить оцiнки найкращихM -членних тригономет-

ричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох змiн-
них малої гладкостi у просторi Lq при 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Теорема 2.7. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d,
i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi ψj(|τ |)|τ |

1
p−ε,

j = 1, d, не спадають, а ψj(|τ |)|τ |q
′
(

1
p−

1
q

)
, j = 1, d, 1

q+ 1
q′ = 1, не зрос-

тають. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задовольняють
умову M = M(n) � 2nnd−1, та числа n1 = q

2n−
(
q
2 − 1

)
(d− 1) log n,

справедливi оцiнки

Φ([n1])M
q
2 ( 1

p−
1
q ) (logM)

(d−1)(1− qp ) � eM

(
Lψβ,p

)
q
�

� Ψ([n1])M
q
2 ( 1

p−
1
q ) (logM)

(d−1)(1− qp ) ,

де [a] — цiла частина числа a.
В одновимiрному випадку, при виконаннi умов теореми 2.7, точна

за порядком оцiнка величини eM

(
Lψ1

β,p

)
q
одержана О. С. Федорен-

ком.
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Порядок величини eM

(
W r
β,p

)
q
, 1 < p ≤ 2 < q <∞, де

1
p < rj < q′

(
1
p −

1
q

)
, βj ∈ R, j = 1, d, встановлено Е. С. Белiнським.

Зауважимо, що оцiнка зверху величини eM
(
Lψβ,p

)
q
, отримана у

теоремi 2.7, краща за порядком, нiж вiдповiдна оцiнка найкращих
ортогональних тригонометричних наближень, яка була встановле-
на Н. М. Консевич, а також — нiж оцiнка наближень функцiй зi
класу Lψβ,p за допомогою тригонометричних полiномiв iз "номера-
ми" гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, отримана у роботi
А. С. Романюка.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено встановленню порядкових
оцiнок найкращих бiлiнiйних наближень та ентропiйних чисел, вiд-
повiдно, класiв Lψβ,p та BΩ

p,θ перiодичних функцiй однiєї та багатьох
змiнних.

Сформулюємо спочатку деякi з одержаних у пiдроздiлi 3.2 твер-
джень стосовно найкращих бiлiнiйних наближень τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

.

Теорема 3.2 Нехай 2 ≤ p < q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψj ∈ D,
βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовностi
ψj (|τ |) |τ |

1
2 +ε, j = 1, d, не зростають. Тодi для будь-яких натураль-

них M i n, що задовольняють умову M = M(n) � 2nnd−1, мають
мiсце спiввiдношення

Φ(n)� τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n).

В одновимiрному випадку з результату теореми 3.2 випливає точ-
на за порядком оцiнка величини τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

, яка була одержана

В. В. Шкапою.
Порядок величини τM

(
W r
β,p

)
q1,q2

, де rj > 1
2 , βj ∈ R, j = 1, d,

при вiдповiдних обмеженнях на параметри p, q1, q2 встановлено
В. М. Темляковим.

Теорема 3.3 Нехай 2 ≤ q1 < p <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R,
j = 1, d. Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задовольняють
умову M = M(n) � 2nnd−1, справедливi оцiнки

Φ(n)� τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n).
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Зазначимо, що результат теореми 3.3 є новим i у випадку d = 1,
при цьому справедливе спiввiдношення

τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

� ψ1(M).

Порядок величини τM
(
W r
β,p

)
q1,q2

, 2 ≤ q1 < p < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞,

при rj > 0, βj ∈ R, j = 1, d, встановлено А. С. Романюком.
У пiдроздiлi 3.4 одержано оцiнки ентропiйних чисел класiв пе-

рiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних BΩ
p,θ у просторi

Lq, 1 ≤ q <∞, за умови, що Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, ω ∈ (Sl)∩ (Sα)∩Ψl,1.

Теорема 3.8. Нехай d ≥ 2, 1 ≤ q < ∞, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, а Ω(t) =

ω

(
d∏
j=1

tj

)
, де функцiя ω задовольняє умову (Sα) з деяким α > 1

та умову (Sl). Тодi для будь-яких натуральних M i n, таких що
M = M(n) � 2nnd−1, справедлива оцiнка

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−n

)
(logM)(d−1)( 1

2−
1
θ ).

У зв’язку з наведеним результатом, важливо зазначити, що у
дисертацiйнiй роботi оцiнки зверху та знизу величини εM

(
BΩ
p,θ, Lq

)
встановлено для бiльш широкого дiапазону змiни параметрiв p, q
i θ. А саме, оцiнку зверху цiєї величини отримано для 1 ≤ q < ∞,
1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, i, вiдповiдно, оцiнку знизу ентропiйних чисел
одержано для класiв BΩ

∞,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, у просторi L1.
В одновимiрному випадку справедливе наступне твердження.

Теорема 3.9. Нехай d = 1, 1 ≤ q < ∞, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,
а функцiя ω задовольняє умову (Sα) з деяким α > 1 та умову (Sl).
Тодi для будь-якого натурального M справедлива оцiнка

εM
(
Bωp,θ, Lq

)
� ω

(
M−1

)
.

Пiдроздiл 3.5 присвячено знаходженню оцiнок ентропiйних чисел
класiв BΩ

p,θ у рiвномiрнiй метрицi.
Наведемо один iз одержаних результатiв.
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Теорема 3.15 Нехай d = 2, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω

(
t1t2

)
, де

функцiя ω задовольняє умову (Sα) з деяким α > 1
2 i умову (Sl). Тодi

для будь-яких натуральних M i n, таких що M = M(n) � 2nn, має
мiсце оцiнка

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−n

)
(logM)1− 1

θ .

Зауважимо, що оцiнку зверху величини εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
отримано

в бiльш загальнiй ситуацiї, а саме у випадку d ≥ 1 при 1 < p ≤ ∞,
1 ≤ θ ≤ ∞.

Оцiнки ентропiйних чисел класiв Бєсова Brp,θ та НiкольськогоHrp
у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, при рiзних спiввiдношеннях мiж парамет-
рами p, q, θ, встановлено у роботах Е. С. Белiнського, В. М. Темля-
кова, А. С. Романюка та D. Dung. Коментарi мiстяться у вiдповiдних
частинах дисертацiйної роботи.

Висновки

1. Встановлено порядковi оцiнки найкращих ортогональних три-
гонометричних наближень та найкращих M -членних тригономет-
ричних наближень перiодичних функцiй багатьох змiнних Dψβ у про-
сторi Lq, 1 < q < ∞. Виявлено, що у випадку 2 < q < ∞ швидкiсть
спадання вiдповiдних величин при M → ∞ вiдрiзняється за поряд-
ком.

2. Одержано порядковi оцiнки найкращих ортогональних та
M -членних тригонометричних наближень класiв Lψβ,1 перiодичних
функцiй багатьох змiнних у просторi Lq, 1 < q <∞. При 2 < q <∞
виявлено вiдмiнностi у поведiнцi вiдповiдних апроксимативних ха-
рактеристик класiв Lψβ,1.

3. Знайдено порядковi оцiнки найкращих M -членних тригоно-
метричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох
змiнних малої гладкостi у просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q <∞. Встанов-
лено, що оцiнки зверху цих величин кращi за порядком, нiж оцiнки
найкращих ортогональних тригонометричних наближень та набли-
жень за допомогою тригонометричних полiномiв iз "номерами" гар-
монiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

4. Одержано порядковi оцiнки найкращих бiлiнiйних наближень
класiв перiодичних функцiй 2d змiнних, якi породженi функцiями
d змiнних з класiв Lψβ,p всеможливими зсувами їхнього аргументу, у
просторi Lq1,q2 .
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5. Отримано порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв BΩ
p,θ пе-

рiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у метрицi простору
Lq, 1 ≤ q <∞, та у рiвномiрнiй метрицi.
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Анотацiї
Пожарська К. В. Найкращi наближення та ентропiйнi чис-

ла класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико –
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний
аналiз"(111 — Математика). — Iнститут математики НАН України,
Київ, 2018.

Дисертацiйну роботу присвячено встановленню порядкових оцi-
нок найкращих наближень та ентропiйних чисел класiв перiодичних
функцiй багатьох змiнних. А саме, вивчаються найкращi ортогональ-
нi та M -членнi тригонометричнi наближення перiодичних функцiй
багатьох змiнних Dψβ та класiв Lψβ,1, а також класiв Lψβ,p функцiй
малої гладкостi у просторi Lq. Встановлено порядковi оцiнки найк-
ращих бiлiнiйних наближень класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних, породжених зсувами аргументу функцiй з класiв Lψβ,p, у
просторi Lq1,q2 . Крiм цього, дослiджуються ентропiйнi числа класiв
перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних BΩ

p,θ у просторi Lq.
Ключовi слова: (ψ,β)-похiдна, аналоги ядра Бернуллi, класи

Нiкольського –Бєсова, найкращi тригонометричнi наближення, най-
кращi бiлiнiйнi наближення, ентропiйнi числа, схiдчастий гiперболiч-
ний хрест.

Пожарская Е. В. Наилучшие приближения и энтропийные
числа классов периодических функций многих переменных. — Ква-
лификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико –
математических наук по специальности 01.01.01 — "Математический
анализ" (111 — Математика). — Институт математики НАН Украи-
ны, Киев, 2018.
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Диссертационная работа посвящена получению порядковых оце-
нок наилучших приближений и энтропийных чисел классов перио-
дических функций многих переменных. А именно, исследуются наи-
лучшие ортогональные и M -членные тригонометрические прибли-
жения периодических функций многих переменных Dψβ и классов
Lψβ,1, а также классов Lψβ,p функций малой гладкости в пространстве
Lq. Получены оценки наилучших билинейных приближений классов
периодических функций многих переменных, порожденных сдвига-
ми аргумента функций с классов Lψβ,p, в пространстве Lq1,q2 . Кроме
того, исследуются энтропийные числа классов периодических функ-
ций одной и многих переменных BΩ

p,θ в пространстве Lq.
Ключевые слова: (ψ,β)-производная, аналоги ядра Бернулли,

классы Никольского –Бесова, наилучшие тригонометрические при-
ближения, наилучшие билинейные приближения, энтропийные чис-
ла, ступенчатый гиперболический крест.

Pozharska K. V. Best approximations and entropy numbers of the
classes of periodic multivariate functions. — The Manuscript.

A thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.01 — "Mathematical Analysis" (111 —
Mathematics). — Institute of Mathematics of the National Academy of
Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the establishment of order estimates
for the best approximations and entropy numbers of the classes
of periodic multivariate functions. Namely, the best orthogonal and
M -term trigonometric approximations are being studied for the periodic
multivariate functions Dψβ , classes Lψβ,1, and for the classes Lψβ,p of
functions of small smoothness in the space Lq. Also, order estimates for
the best bilinear approximations are received of the classes of periodic
multivariate functions formed by shifts of an argument of functions from
the classes Lψβ,p, in the space Lq1,q2 . Beside this, the entropy numbers
are investigated of the classes BΩ

p,θ of periodic functions of one and many
variables in the space Lq.

Approximative characteristics that are connected with nonlinear
approximation are being actively studied for more than forty years. The
great interest in such approximations is mainly caused by advantages of
nonlinear methods in comparison to linear one in many situations.

In the last decades a method of the best M -term trigonometric
approximation is gaining a popularity. Corresponding approximative
characteristic in a more general case was introduced by Stechkin
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in 1955 while formulating the criterion of absolute convergence of
orthogonal series. Note, that in a process of getting estimates of
the best M -term trigonometric approximations of individual functions
and functional classes one usually can not manage to obtain the
explicit form of a polynomial on which the order of approximation
is achieved. Therefore, in the thesis we considered also the best
orthogonal trigonometric approximations. The main advantage of
the best orthogonal trigonometric approximations over the best M -
term trigonometric approximations is the fact, that coefficients in
approximation polynomials are the Fourier coefficients of functions from
a corresponding class.

Besides the mentioned characteristics, an important role in nonlinear
approximation has also a method of approximation of multivariate
functions from certain class by linear combinations of products of
functions of fewer variables. The approximations of this kind are called
bilinear and their investigation began from the paper of Schmidt of 1907.

Summarizing, let us note that mentioned approximative
characteristics are sufficiently studied today on the classes of periodic
multivariate classes of Weil –Nagy W r

β,p, Nikol’skii H
r
p and Besov Brp,θ.

Simultaneously, these quantities are not widely investigated on the
classes Lψβ,p that were introduced in 1983 by Stepanets (univariate case)
and that generalize the classes W r

β,p.
Among the most important characteristics of compact sets one can

point out their entropy and entropy numbers. Having an information
about the entropy or a behaviour of the entropy numbers of the compact
set we can deduce how big is the set and what approximative qualities
it has.

Questions about the estimates of entropy numbers for the classes of
periodic multivariate functionsW r

β,p,H
r
p and Brp,θ were well investigated.

At the same time, the classes BΩ
p,θ, introduced by Pustovoitov for the

case θ = ∞ (notation HΩ
p ) and further expanded for 1 ≤ θ < ∞ by

Yongsheng, Heping, still remained almost completely unexplored. Note,
that the classes BΩ

p,θ coincide with the Nikol’skii –Besov classes Brp,θ at
a certain choice of function Ω.

Key words: (ψ,β)-derivative, analogue of the Bernoulli kernel,
Nikol’skii –Besov classes, best trigonometric approximations, best
bilinear approximations, entropy numbers, step hyperbolic cross.
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