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ñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî �ìàòåìà-

òè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � "Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç"(111 �

Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2018.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ. À ñàìå, âèâ÷àþòüñÿ íàéêðàùi îðòîãîíàëüíi òà

M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ Dψ
β òà êëàñiâ Lψβ,1, à òàêîæ êëàñiâ Lψβ,p ôóíêöié ìàëî¨ ãëàäêî-

ñòi ó ïðîñòîði Lq. Âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ïîðîäæåíèõ

çñóâàìè àðãóìåíòó ôóíêöié ç êëàñiâ Lψβ,p, ó ïðîñòîði Lq1,q2
. Êðiì öüîãî,

äîñëiäæóþòüñÿ åíòðîïiéíi ÷èñëà êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà

áàãàòüîõ çìiííèõ BΩ
p,θ ó ïðîñòîði Lq.

Ó âñòóïi âèñâiòëåíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ,

îñíîâíi çàâäàííÿ, íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ ¨õ

àïðîáàöiþ. Êðiì öüîãî, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ Lψβ,p i B
Ω
p,θ òà àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿêi âè-

â÷àþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äà¹òüñÿ iñòîðè÷íà äîâiäêà ùîäî âåëè-

÷èí, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ, òà íàâîäèòüñÿ âiäïîâiäíà áiáëiîãðàôiÿ. Ïiäðîç-

äië 1.1 ïðèñâÿ÷åíî íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òàM -÷ëåííèì òðèãîíîìå-

òðè÷íèì íàáëèæåííÿì êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ó

ïiäðîçäiëi 1.2 ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i ïðî íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ

òà åíòðîïiéíi ÷èñëà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðà-

ùèõ íàáëèæåíü iíäèâiäóàëüíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

òà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ. À ñàìå, âåëè÷èí ¨õ íàéêðàùîãî îðòîãîíàëü-

íîãî òàM -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü. Ïiäðîçäië 2.1 íîñèòü

äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ââîäÿòüñÿ íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ, ôîð-

ìóëþþòüñÿ çàäà÷i äîñëiäæåííÿ òà íàâîäèòüñÿ ðÿä òâåðäæåíü, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ïðè âñòàíîâëåííi ðåçóëüòàòiâ äðóãîãî ðîçäiëó äèñåðòà-

öi¨. Ó ïiäðîçäiëi 2.2 âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà

M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü ôóíêöié Dψ
β ó ïðîñòîði Lq,

1 < q < ∞, ïðè ïåâíèõ óìîâàõ íà êðàòíó ïîñëiäîâíiñòü ψ. Ó ïiäðîçäiëi

2.3 îòðèìàíî îöiíêè çàçíà÷åíèõ âèùå àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê

äëÿ êëàñiâ ôóíêöié Lψβ,1 ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞. Ïiäðîçäië 2.4 ìiñòèòü

îöiíêè íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p
ôóíêöié ìàëî¨ ãëàäêîñòi ó ïðîñòîði Lq ó âèïàäêó 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê

íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü òà åíòðîïiéíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî, êëà-

ñiâ Lψβ,p òà BΩ
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ. Ïiä-

ðîçäië 3.1 íîñèòü äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ôîðìóëþþòüñÿ çàäà-

÷à ïðî íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà íàâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ, ÿêå

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàñòóïíîãî ïiäðîçäiëó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàáëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié 2d çìiííèõ, ÿêi ïîðîäæåíi ôóíêöiÿìè d çìiííèõ ç êëàñiâ

Lψβ,p âñåìîæëèâèìè çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó, ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè äî-

áóòêiâ ôóíêöié d çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq1,q2
ïðè äåÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿõ

ìiæ ïàðàìåòðàìè p, q1, q2 òà ïåâíèõ óìîâàõ íà êðàòíó ïîñëiäîâíiñòü ψ.

Ïiäðîçäië 3.3 íîñèòü äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ââîäÿòüñÿ íåîáõiäíi

ïîçíà÷åííÿ, íàâîäÿòüñÿ åêâiâàëåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ íîðì ïðîñòîðiâ BΩ
p,θ,

ôîðìóëþ¹òüñÿ çàäà÷à ïðî åíòðîïiéíi ÷èñëà âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëüíî-

ãî êëàñó òà íàâîäèòüñÿ íèçêà òâåðäæåíü, ÿêi âèêîðèñòàíi äëÿ âñòàíîâëå-

ííÿ ðåçóëüòàòiâ íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 îäåðæàíi îöiíêè

åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ
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çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q < ∞. Ïiäðîçäië 3.5 ïðèñâÿ÷åíèé çíàõî-

äæåííþ îöiíîê åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: (ψ,β)-ïîõiäíà, àíàëîãè ÿäðà Áåðíóëëi, êëàñè Íi-

êîëüñüêîãî �Á¹ñîâà, íàéêðàùi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ, íàéêðàùi

áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ, åíòðîïiéíi ÷èñëà, ñõiä÷àñòèé ãiïåðáîëi÷íèé õðåñò.

Pozharska K. V. Best approximations and entropy numbers of the

classes of periodic multivariate functions. � The Manuscript.

A thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and

Mathematics in speciality 01.01.01 � "Mathematical Analysis"(111 �

Mathematics). � Institute of Mathematics of the National Academy of Sci-

ences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the establishment of order estimates for the best

approximations and entropy numbers of the classes of periodic multivariate

functions. Namely, the best orthogonal and M -term trigonometric approxi-

mations are being studied for the periodic multivariate functions Dψ
β , classes

Lψβ,1, and for the classes Lψβ,p of functions of small smoothness in the space

Lq. Also, order estimates for the best bilinear approximations are received

of the classes of periodic multivariate functions formed by the shifts of an

argument of functions from the classes Lψβ,p in the space Lq1,q2
. Beside this,

the entropy numbers are investigated of the classes BΩ
p,θ of periodic functions

of one and many variables in the space Lq.

The introduction highlights the relevance of the thesis topic, main tasks,

scienti�c novelty of the obtained results, as well as their approbation. In addi-

tion, here are the de�nitions of the classes Lψβ,p and B
Ω
p,θ of periodic multi-

variate functions and the approximative characteristics that are considered

in the following sections of the work.

In the �rst chapter of the thesis a historical background and corresponding

bibliography are given for the quantities investigated. Section 1.1 is devoted

to the best orthogonal and M -term trigonometric approximations of the

classes of periodic multivariate functions. In Section 1.2, the problems of
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the best bilinear approximation and entropy numbers of functional classes

are formulated.

The second section of the thesis deals with the best approximations of

individual periodic multivariate functions and functional classes. Namely, the

values of the best orthogonal and M -term trigonometric approximations are

investigated. Section 2.1 is auxiliary. Here necessary notations are introduced,

research objectives are formulated and a number of statements is given used

to establish results of the second section. In Section 2.2, estimates are received

for the best orthogonal and M -term trigonometric approximations of the

functions Dψ
β in the space Lq, 1 < q <∞, under certain conditions imposed

on the multiple sequence ψ. In Section 2.3, the estimates are obtained for

the indicated above approximative characteristics of the classes of functions

Lψβ,1 in the space Lq, 1 < q < ∞. Section 2.4 contains estimates of the

bestM -term trigonometric approximations of the classes of functions Lψβ,p of

functions of small smoothness in the space Lq when 1 < p ≤ 2 < q <∞.

The third section of the thesis is devoted to the obtainment of order esti-

mates of the best bilinear approximations and entropy numbers, respectively,

of the classes Lψβ,p and B
Ω
p,θ of periodic functions of one and many variables.

Section 3.1 is auxiliary. Here the problem of the best bilinear approximati-

on is formulated and the statement is given used to establish results of the

following section. In Section 3.2, we �nd order estimates for the approximati-

ons of the classes of periodic functions of 2d variables formed by d-variable

functions from the classes Lψβ,p by all possible shifts of their argument. This

approximation is carried out by linear combinations of products of d-variable

functions in the space Lq1,q2
for certain relations between the parameters p,

q1, q2 and certain conditions on the multiple sequence ψ. Section 3.3 is auxi-

liary. Here necessary notations are introduced, equivalent representations of

the norms of the spaces BΩ
p,θ are given, problem of the entropy numbers is

formulated for the corresponding functional class and a number of statements

is given used to establish results of the following sections. In Section 3.4, esti-

mates are obtained for the entropy numbers of the classes BΩ
p,θ of periodic
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functions of one and many variables in the space Lq, 1 ≤ q <∞. In Section

3.5 we receive estimates for the entropy numbers of the classes BΩ
p,θ in the

uniform metric.

Key words: (ψ,β)-derivative, analogue of the Bernoulli kernel, Ni-

kol'skii �Besov classes, best trigonometric approximations, best bilinear

approximations, entropy numbers, step hyperbolic cross.
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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

Z, Z+ � ìíîæèíè, âiäïîâiäíî, öiëèõ òà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë;

R, R+ � ìíîæèíè, âiäïîâiäíî, äiéñíèõ òà äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

Nd, Zd, Zd+, Rd, Rd
+, d ≥ 1, � ïðîñòîðè d-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, êîæíà

êîîðäèíàòà ÿêèõ íàëåæèòü, âiäïîâiäíî, äî ìíîæèíè N, Z, Z+, R, R+;

Z̊d � ìíîæèíà (Z \ {0})d;
x ∈ A (x 6∈ A) � åëåìåíò x íàëåæèòü (íå íàëåæèòü) ìíîæèíi A;

[a] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà a;

sgn a � âåëè÷èíà, ùî äîðiâíþ¹ 1 ïðè a > 0, äîðiâíþ¹ −1 ïðè a < 0, i

íóëþ ïðè a = 0;

(x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x,y ∈ Rd;

πd, d ≥ 1, � d-âèìiðíèé êóá πd =
d∏
j=1

[0, 2π];

‖f‖q � íîðìà ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;

Lq := Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, � ïðîñòið ôóíêöié f(x), x ∈ Rd, ÿêi ¹

2π-ïåðiîäè÷íèìè çà êîæíîþ çìiííîþ, çi ñêií÷åííîþ íîðìîþ

‖f‖q := ‖f‖Lq =


(

(2π)−d
∫
πd

|f(x)|q dx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈πd

|f(x)|, q =∞;

Lq1,q2
:= Lq1,q2

(π2d), 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, � ïðîñòið ôóíêöié f(x,y), x,y ∈
Rd, çi ñêií÷åííîþ ìiøàíîþ íîðìîþ ‖f(x,y)‖q1,q2

=
∥∥∥‖f(·,y)‖q1

∥∥∥
q2

;

f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ;

f ∗ g � çãîðòêà ôóíêöié f òà g;

a(n) � b(n), a(n) � b(n), a(n) � b(n), {a(n)}∞n=1, {b(n)}∞n=1 ≥ 0 �

âiäïîâiäíî, ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü òà ïîðÿäêîâi íåðiâíîñòi;
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ρ(s) � ìíîæèíà âèãëÿäó ρ(s) =
{
k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , s ∈ Nd

}
;

ρ+(s) � ìíîæèíà âèãëÿäó ρ+(s) =
{
k ∈ Zd+ : 2sj−1 ≤ kj < 2sj , s ∈ Nd

}
;

δs(f) � "áëîêè"ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ L1 âèãëÿäó

δs(f) := δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x);

Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s); Qn =
⋃

(s,1)≤n
ρ(s) � ñõiä÷àñòi ãiïåðáîëi÷íi õðåñòè;

ψ = (ψ1, . . . , ψd) � íàáið ïîñëiäîâíîñòåé;

fψβ � (ψ,β)-ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ∈ L1, β = (β1, . . . , βd) ∈ Rd;

W r
β,p � êëàñè Âåéëÿ �Íàäÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ,

rj > 0, βj ∈ R, j = 1, d;

Lψβ,p � êëàñè (ψ,β)-äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ;

Brp,θ, B
Ω
p,θ � àíàëîãè êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî �Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ;

SQn(f) � ÷àñòèííà ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íà ñóìà Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ L1;

e⊥M(f)q � íàéêðàùå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ ôóí-

êöi¨ f ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;

eM(f)q � íàéêðàùå M -÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

f ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;

τM(f)q1,q2
� íàéêðàùå áiëiíiéíå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði Lq1,q2

,

1 ≤ q1, q2 ≤ ∞;

e⊥M(F )q, eM(F )q, τM(F )q1,q2
� òî÷íi âåðõíi ìåæi, âiäïîâiäíî, âåëè÷èí

e⊥M(f)q, eM(f)q, τM(f)q1,q2
ïî âñiõ ôóíêöiÿõ f ∈ F ;

εM (A,X) � åíòðîïiéíi ÷èñëà êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A ïðîñòîðó X;

D � ìíîæèíà äîäàòíèõ íåçðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé φ, äëÿ ÿêèõ

iñíó¹ ñòàëà C > 0, òàêà ùî äëÿ âñiõ l ∈ N âèêîíó¹òüñÿ óìîâà φ(l)
φ(2l) ≤ C;

(Sα), (Sl) � óìîâè Áàði �Ñò¹÷êiíà, α > 0, l ∈ N.
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ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëà-

ñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Çîêðåìà, äîñëiäæóþòüñÿ íàé-

êðàùi òðèãîíîìåòðè÷íi òà áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ Lψβ,p, à òàêîæ åí-

òðîïiéíi ÷èñëà êëàñiâ BΩ
p,θ.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âæå áiëüøå ñîðîêà ðîêiâ â òåîði¨ íàáëèæåííÿ

àêòèâíî äîñëiäæóþòüñÿ àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè, ïîâ'ÿçàíi ç íå-

ëiíiéíîþ àïðîêñèìàöi¹þ. Íåâè÷åðïíèé iíòåðåñ äî òàêîãî ðîäó íàáëèæåíü

âèêëèêàíèé, â ïåðøó ÷åðãó òèì, ùî â áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ âèÿâëåíî ïåðå-

âàãè íåëiíiéíèõ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ ó ïîðiâíÿííi ç ëiíiéíèìè.

Â îñòàííi äåñÿòèði÷÷ÿ âñå áiëüøîãî ðîçïîâñþäæåííÿ íàáóâà¹ ìåòîä

M -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî íàáëèæåííÿ, òîáòî íàáëèæåííÿ êëàñiâ

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

P (θM ,x) =
M∑
j=1

cje
i(kj ,x),

äå θM =
{
kj
}M
j=1

� íàáið âåêòîðiâ kj = (kj1, . . . , k
j
d) ∈ Zd, cj ∈ C i

(kj,x) = kj1x1 + · · ·+ kjdxd.

Âiäïîâiäíà àïðîêñèìàòèâíà õàðàêòåðèñòèêà â áiëüø çàãàëüíié ñèòó-

àöi¨ áóëà ââåäåíà â 1955 ðîöi Ñ. Á. Ñò¹÷êiíèì [63] ïðè ôîðìóëþâàííi

êðèòåðiþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ ó ïðîñòîði L2. Çãî-

äîì äîñëiäæåííÿ íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié i, â áiëüøié ìiði, ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ, ïðîâî-

äèëèñü ó âåëèêié êiëüêîñòi ðîáiò. Ç äåòàëüíîþ áiáëiîãðàôi¹þ ìîæíà îçíà-

éîìèòèñÿ ó ìîíîãðàôiÿõ Â. Ì. Òåìëÿêîâà [65], Ð. Ì. Òðèãóáà, Å. Ñ. Áå-

ëiíñüêîãî [89], À. Ñ. Ðîìàíþêà [48], à òàêîæ â îãëÿäîâié ñòàòòi D. Dung.,

V. Temlyakov, T. Ullrich [95].
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Îäåðæàíi â öüîìó íàïðÿìi ðåçóëüòàòè, ç îäíîãî áîêó, ìàþòü ñàìîñòié-

íèé iíòåðåñ, à ç iíøîãî � âîíè çíàõîäÿòü ïðàêòè÷íi çàñòîñóâàííÿ, çîêðå-

ìà, â ïèòàííÿõ êîäóâàííÿ, ïåðåäà÷i i âiäòâîðåííÿ çîáðàæåíü.

Îñêiëüêè ïðè âñòàíîâëåííi îöiíîê íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìå-

òðè÷íèõ íàáëèæåíü òèõ àáî iíøèõ êëàñiâ ôóíêöié íå çàâæäè âäà¹òüñÿ

ÿâíî ïðåä'ÿâèòè ïîëiíîì P ∗ (θM ,x), ÿêèé ðåàëiçó¹ âiäïîâiäíèé ïîðÿ-

äîê íàáëèæåííÿ, òî â ðîáîòàõ [10, 45, 48] áóëî ðîçãëÿíóòî áëèçüêó àïðî-

êñèìàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó � íàéêðàùå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå

íàáëèæåííÿ. Îñîáëèâiñòþ íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü ó ïîðiâíÿííi ç íàéêðàùèìèM -÷ëåííèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè

íàáëèæåííÿìè ¹ òå, ùî êîåôiöi¹íòè cj â ïîëiíîìàõ P (θM ,x) ¹ âiäïîâiä-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .

Êðiì çãàäàíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê, âàæëèâå ìiñöå â íå-

ëiíiéíié àïðîêñèìàöi¨ ïîñiäà¹ ìåòîä íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-

íèõ ç ïåâíîãî êëàñó ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè äîáóòêiâ ôóíêöié ìåíøî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ. Òàêi íàáëèæåííÿ íàçèâàþòü áiëiíiéíèìè, i ¨õ âèòîêè

éäóòü ç ðîáîòè Å. Øìiäòà [102]. Ó ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííÿ íàéêðàùèõ

áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ îòðèìàëè ðîçâèòîê ó ðî-

áîòàõ [19,31,48,52,65,106] òà iíøèõ.

Ñëiä çâåðíóòè óâàãó, ùî îäåðæàíi â öüîìó íàïðÿìi ðåçóëüòàòè çíà-

éøëè çàñòîñóâàííÿ â ïèòàííÿõ îöiíîê ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë iíòåãðàëüíèõ

îïåðàòîðiâ, à òàêîæ êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ âiäïîâiäíèõ ôóíêöiî-

íàëüíèõ êëàñiâ.

Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, çàçíà÷èìî, ùî çãàäàíi àïðîêñèìàòèâíi õàðà-

êòåðèñòèêè íà òåïåðiøíié ÷àñ äîñòàòíüî ïîâíî âèâ÷åíi ñòîñîâíî êëà-

ñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Âåéëÿ �Íàäÿ W r
p,α, Íiêîëü-

ñüêîãî Hr
p i Á¹ñîâà B

r
p,θ. Â òîé æå ÷àñ, â çíà÷íî ìåíøié ìiði öi âåëè÷èíè

äîñëiäæåíi íà êëàñàõ Lψβ,p, ÿêi â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ââåäåíi ó 1983

ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì [61, ×. I, c. 132], i ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì êëàñiâ W r
p,α.

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïàêòiâ ¹ ¨õ åíòðîïiÿ, àáî áëèçüêà

äî íå¨ õàðàêòåðèñòèêà � åíòðîïiéíi ÷èñëà. Âîëîäiþ÷è iíôîðìàöi¹þ ïðî
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åíòðîïiþ àáî ïîâåäiíêó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè, ìîæíà

ðîáèòè âèñíîâîê, íàñêiëüêè âåëèêîþ (ìàñèâíîþ) ¹ öÿ ìíîæèíà, i ÿêèìè

àïðîêñèìàòèâíèìè âëàñòèâîñòÿìè âîíà âîëîäi¹.

Ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç îöiíêàìè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ W r
p,α, H

r
p i Brp,θ âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòàõ [7, 14, 49,

50, 55, 67, 68, 88, 94], i ïðè öüîìó îäåðæàíî íèçêó ãëèáîêèõ i çàâåðøåíèõ

ðåçóëüòàòiâ. Áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ ìîæíà îòðèìàòè â îãëÿäîâié

ñòàòòi [95].

Ç iíøîãî áîêó, ïðàêòè÷íî çîâñiì íå äîñëiäæåíèìè â öüîìó íàïðÿìi çà-

ëèøàëèñÿ êëàñè BΩ
p,θ, ÿêi ïðè θ = ∞ (ïîçíà÷åííÿ HΩ

p ) áóëè ðîçãëÿíóòi

Ì. Ì. Ïóñòîâîéòîâèì [35], à ïðè 1 ≤ θ < ∞ S. Yongsheng, W. Hepi-

ng [109]. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî êëàñè BΩ
p,θ ïðè ïåâíîìó âèáîði ôóíêöi¨ Ω

çáiãàþòüñÿ ç êëàñàìè Íiêîëüñüêîãî �Á¹ñîâà Brp,θ.

Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ñêàçàíå, äîñëiäæåííÿ çãàäàíèõ àïðîêñè-

ìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Lψβ,p òà åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ

¹ àêòóàëüíèì.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ

îöiíîê íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β , êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Lψβ,1, à òàêîæ êëàñiâ Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ ìàëî¨ ãëàäêîñòi ó ïðîñòîði Lq. Çíàõîäæåííÿ ïîðÿäêî-

âèõ îöiíîê íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ, ïîðîäæåíèõ çñóâàìè àðãóìåíòó ôóíêöié ç êëàñiâ Lψβ,p,

ó ïðîñòîði Lq1,q2
, à òàêîæ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ BΩ
p,θ ó ïðîñòîði Lq.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè Lψβ,p òà B
Ω
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨

òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

Ïåðåä òèì, ÿê îçíà÷èòè öi êëàñè, íàâåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé Rd, d ≥ 1, � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ç åëåìåíòàìè x =

(x1, . . . , xd) i (x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd, x,y ∈ Rd.
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×åðåç Lq := Lq(πd), πd =
d∏
j=1

[0, 2π], 1 ≤ q ≤ ∞, ïîçíà÷èìî ïðîñòið

ôóíêöié f(x), ÿêi ¹ 2π�ïåðiîäè÷íèìè çà êîæíîþ çìiííîþ, çi ñêií÷åííîþ

íîðìîþ

‖f‖q := ‖f‖Lq =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|q dx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

‖f‖∞ := ‖f‖L∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ f ∈ L1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

2π∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, d.

Äëÿ f ∈ L1 ðîçãëÿíåìî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x),

äå f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Äàëi,

íåõàé ψ = (ψ1, . . . , ψd), ψj 6= 0, j = 1, d, � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi, βj ∈ R,
j = 1, d, Z̊d = (Z \ {0})d. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ei
πβj

2 sgnkj

ψj(|kj|)
f̂(k)ei(k,x)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨. Òàêó ôóíêöiþ íàçèâàþòü (äèâ.

[61, ×. I, c. 132], [17], [40]) (ψ,β)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü fψβ .

×åðåç Lψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü

(ψ,β)-ïîõiäíi i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∥∥fψβ ∥∥p ≤ 1.

Çàçíà÷èìî, ùî êëàñè Lψβ,p ¹ óçàãàëüíåííÿì äîáðå âiäîìèõ êëàñiâ Âåé-

ëÿ �Íàäÿ W r
β,p (äèâ., íàïðèêëàä, [60, ñ. 25]) òà ñïiâïàäàþòü ç íèìè ïðè

ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 0, j = 1, d.
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Îêðiì êëàñiâ Lψβ,p â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ òàêîæ ôóíêöi¨ Dψ
β , ðÿäè

Ôóð'¹ ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x).

Ó âèïàäêó ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 0, j = 1, d, ôóíêöi¨ Dψ
β ¹

àíàëîãàìè ÿäðà Áåðíóëëi (äèâ., íàïðèêëàä, [65, c. 31]).

Ç îäíîãî áîêó, ôóíêöi¨ Dψ
β ¹ öiêàâèìè ç òî÷êè çîðó ¨õ àïðîêñèìàöiéíèõ

âëàñòèâîñòåé, à ç iíøîãî � âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè äîñëiäæåí-

íi äåÿêèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Lψβ,1.

Ïåðåéäåìî äî îçíà÷åííÿ êëàñiâ BΩ
p,θ, ÿêi ïðè θ = ∞ (ïîçíà÷åííÿ HΩ

p )

áóëè ââåäåíi Ì. Ì. Ïóñòîâîéòîâèì [35], à çãîäîì ïîøèðåíi íà âèïàäîê

1 ≤ θ <∞ ó ðîáîòi S. Yongsheng, W. Heping [109].

Êëàñè BΩ
p,θ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàæîðàíòíî¨ ôóíêöi¨ Ω(t),

t ∈ Rd
+, äëÿ ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi Ωl(f, t)p ïîðÿäêó l , l ∈ N,

ôóíêöi¨ f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, òà ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà θ, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Îòæå, íåõàé äëÿ f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,

Ωl(f)p := Ωl(f, t)p = sup
|hj |6tj
j=1,d

‖∆l
hf‖p

� ìiøàíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l, l ∈ N, ôóíêöi¨ f , äå

∆l
hf(x) = ∆l

hd
· · ·∆l

h1
f(x) = ∆l

hd

(
∆l
hd−1
· · · (∆l

h1
f(x))

)
, h = (h1, . . . , hd),

� ìiøàíà l-òà ðiçíèöÿ ç êðîêîì hj çà çìiííîþ xj, j = 1, d, à

∆l
hj
f(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj, xj+1, . . . , xd).

Äàëi ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ψl,d ôóíêöié Ω(t), t ∈ Rd
+, òèïó ìiøàíîãî

ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
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1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) íåïåðåðâíà íà Rd
+;

3) Ω(t) íå ñïàäà¹ ïî êîæíié çìiííié tj ≥ 0, j = 1, d, ïðè áóäü-ÿêèõ

ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ iíøèõ çìiííèõ ti, i 6= j;

4) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6 C1

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d, C1 > 0.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ f ∈ Lp ¨¨ ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi Ωl(f)p ∈ Ψl,d.

Íà ôóíêöi¨ Ω(t), t ∈ Rd
+, íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè (Sα) i (Sl), ÿêi

íàçèâàþòü óìîâàìè Áàði �Ñò¹÷êiíà [6]. Äëÿ îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó (t ∈
R+) öå îçíà÷à¹ íàñòóïíå:

à) ϕ ∈ (Sα), ϕ > 0, α > 0, ÿêùî ôóíêöiÿ ϕ(τ)
τα ìàéæå çðîñòà¹, òîáòî

ÿêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà C2 > 0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä τ1 òà τ2, 0 < τ1 6

τ2 6 1, ùî
ϕ(τ1)

τα1
6 C2

ϕ(τ2)

τα2
;

á) ϕ ∈ (Sl), ϕ > 0, l ∈ N, ÿêùî iñíó¹ γ, 0 < γ < l, òàêå ùî ϕ(τ)
τγ ìàéæå

ñïàäà¹, òîáòî iñíó¹ íå çàëåæíà âiä τ1 òà τ2, 0 < τ1 6 τ2 6 1, ñòàëà

C3 > 0, òàêà ùî
ϕ(τ1)

τ γ1
> C3

ϕ(τ2)

τ γ2
.

Ïðè d > 1 áóäåìî ãîâîðèòè, ùî Ω(t), t ∈ Rd
+, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Sα)

òà (Sl), ÿêùî Ω(t) ÿê ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ tj, j = 1, d, çàäîâîëüíÿ¹ öi

óìîâè ïðè áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ iíøèõ çìiííèõ ti, i 6= j.

Ôóíêöiÿ f ∈ Lp íàëåæèòü ïðîñòîðó BΩ
p,θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ (Sl) ∩
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(Sα) ∩Ψl,d, ÿêùî äëÿ íå¨ ñêií÷åííà íàïiâíîðìà

|f |BΩ
p,θ

=


( ∫
πd

(
Ωl(f,t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj≥0

j=1,d

Ωl(f,t)p
Ω(t) , θ =∞.

Íîðìó â ïðîñòîði BΩ
p,θ âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

‖f‖BΩ
p,θ

= ‖f‖p + |f |BΩ
p,θ
, 1 ≤ p, θ ≤ ∞,

òà áóäåìî ðîçãëÿäàòè äàëi îäèíè÷íi êóëi â öüîìó ïðîñòîði, âèêîðèñòîâó-

þ÷è äëÿ íèõ òå æ ñàìå ïîçíà÷åííÿ, ùî i äëÿ âñüîãî ïðîñòîðó, òîáòî

BΩ
p,θ =

{
f ∈ BΩ

p,θ : ‖f‖BΩ
p,θ
≤ 1
}
.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî îçíà÷åííÿ êëàñiâ òà ïðîñòîðiâ BΩ
p,θ íå çàëåæàòü

âiä ïîðÿäêó ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi l â òîìó ñåíñi, ùî ðiçíèì

çíà÷åííÿì l âiäïîâiäàþòü åêâiâàëåíòíi íîðìè öèõ ïðîñòîðiâ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïðè θ = ∞ ïîêëàäàþòü BΩ
p,∞ ≡ HΩ

p , äå H
Ω
p �

àíàëîãè êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî Hr
p (äèâ., íàïðèêëàä, [65]).

Êðiì öüîãî, ïðè Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, j = 1, d, êëàñè BΩ

p,θ çáiãàþòüñÿ ç

àíàëîãàìè êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî �Á¹ñîâà Brp,θ (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2, 29]).

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹: íàéêðàùi îðòîãîíàëüíi òà M -÷ëåííi òðè-

ãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β òà

êëàñiâ Lψβ,p; íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ, ïîðîäæåíèõ çñóâàìè àðãóìåíòó ôóíêöié ç êëàñiâ Lψβ,p;

åíòðîïiéíi ÷èñëà êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ

BΩ
p,θ.

Îòæå, íàéêðàùèì M -÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì ôóí-
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êöi¨ f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, íàçèâàþòü âåëè÷èíó

eM(f)q = inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥∥
q

,

äå
{
kj
}M
j=1

� ñèñòåìà âåêòîðiâ kj =
(
kj1, . . . , k

j
d

)
iç öiëî÷èñåëüíèìè êî-

îðäèíàòàìè, cj ∈ C, j = 1,M .

ßêùî F ⊂ Lq, òî ïîêëàäàþòü

eM(F )q = sup
f∈F

eM(f)q

� íàéêðàùåM -÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿì ôóíêöiîíàëüíîãî

êëàñó F .

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè â îçíà÷åííÿõ âåëè÷èí eM(f)q òà eM(F )q ïîêëàñòè

cj = f̂
(
kj
)
, äå f̂

(
kj
)
� êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , ùî âiäïîâiäàþòü

ñèñòåìi âåêòîðiâ
{
kj
}M
j=1

, îòðèìà¹ìî âåëè÷èíè e⊥M(f)q òà e⊥M(F )q, ÿêi íà-

çèâàþòü, âiäïîâiäíî, íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íà-

áëèæåííÿì ôóíêöi¨ f òà êëàñó F . Òîáòî

e⊥M(f)q = inf
kj

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

f̂
(
kj
)
ei(k

j ,x)

∥∥∥∥∥
q

,

e⊥M(F )q = sup
f∈F

e⊥M(f)q.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:

eM(f)q ≤ e⊥M(f)q, f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;

eM(F )q ≤ e⊥M(F )q, F ⊂ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞.

Ç íàéêðàùèì M -÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì ôóíêöié i

ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ òiñíî ïîâ'ÿçàíà íàñòóïíà àïðîêñèìàòèâíà õàðà-

êòåðèñòèêà.

Îòæå, íåõàé Lq1,q2
:= Lq1,q2

(π2d), 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, � ìíîæèíà ôóíêöié
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f(x,y), x,y ∈ Rd, çi ñêií÷åííîþ ìiøàíîþ íîðìîþ

‖f(x,y)‖q1,q2
:= ‖f(x,y)‖Lq1,q2 =

∥∥∥‖f(·,y)‖q1

∥∥∥
q2

,

ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîñëiäîâíî, ñïî÷àòêó çà çìiííîþ x ó ïðîñòîði Lq1
, à

ïîòiì � âiä ðåçóëüòàòó çà çìiííîþ y ó ïðîñòîði Lq2
.

Òîäi âåëè÷èíà

τM(f)q1,q2
= inf

ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥f(x,y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
q1,q2

,

äå ui ∈ Lq1
, vi ∈ Lq2

, íàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì áiëiíiéíèì íàáëèæåííÿì

ïîðÿäêó M ôóíêöi¨ f ∈ Lq1,q2
.

ßêùî F ⊂ Lq1,q2
� äåÿêèé ôóíêöiîíàëüíèé êëàñ, òî ïîêëàäàþòü

τM(F )q1,q2
= sup

f∈F
τM(f)q1,q2

.

Äàëi, íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið i

BX(y, r) = {x ∈ X : ‖x− y‖X ≤ r}

� êóëÿ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi y.

Äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X i ε > 0 ÷åðåç εk(A,X) ïîçíà÷èìî ¨¨

åíòðîïiéíi ÷èñëà

εk(A,X) = inf

{
ε : ∃y1, . . . ,y2k ∈ X : A ⊆

2k⋃
j=1

BX(yj, ε)

}
.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè áóäåìî ôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ïîðÿäêî-

âèõ ñïiââiäíîøåíü. Äëÿ äâîõ íåâiä'¹ìíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {a(n)}∞n=1 i

{b(n)}∞n=1 ñïiââiäíîøåííÿ (ïîðÿäêîâà íåðiâíiñòü) a(n) � b(n) îçíà-

÷à¹, ùî iñíó¹ ñòàëà C4 > 0 òàêà, ùî a(n) ≤ C4b(n). Ñïiââiäíîøåííÿ

a(n) � b(n) ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî a(n)� b(n) i b(n)� a(n). Çàçíà÷èìî,

ùî ñòàëi Ci ç âiäïîâiäíèìè iíäåêñàìè i, ÿêi äàëi áóäóòü çóñòði÷àòèñÿ ó
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ïîðÿäêîâèõ ñïiââiäíîøåííÿõ, ìîæóòü çàëåæàòè âiä äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ.

Öi ïàðàìåòðè iíêîëè áóäåìî âêàçóâàòè, â ðåøòi âèïàäêiâ âîíè áóäóòü

çðîçóìiëèìè iç êîíòåêñòó.

Çàäëÿ óíèêíåííÿ íàãðîìàäæåííÿ iíäåêñiâ, áóäåìî ðîçðiçíÿòè ñòàëi çà

¨õ iíäåêñàìè ëèøå â ìåæàõ îäíîãî ïiäðîçäiëó. Öå íå ïîâèííî âèêëèêà-

òè æîäíèõ íåïîðîçóìiíü, àäæå â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè âñòàíîâëþ¹ìî

ëèøå ïîðÿäêîâi îöiíêè.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹:

1. Âñòàíîâèòè i ïîðiâíÿòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìå-

òðè÷íèõ íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β , ÿêi

ïðè ïåâíîìó âèáîði êðàòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ψ ñïiâïàäàþòü ç àíàëîãà-

ìè ÿäåð Áåðíóëëi, ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞.

2. Îäåðæàòè i ïîðiâíÿòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òà M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,1 ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞.

3. Çíàéòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ìàëî¨

ãëàäêîñòi ó ïðîñòîði Lq, 1 < p ≤ 2 < q < ∞. Ïîðiâíÿòè îäåðæà-

íi ðåçóëüòàòè ç âiäïîâiäíèìè îöiíêàìè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü çà äîïîìîãîþ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi-

÷íèõ õðåñòiâ.

4. Âñòàíîâèòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü êëà-

ñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié 2d çìiííèõ, ÿêi ïîðîäæåíi ôóíêöiÿìè d

çìiííèõ ç êëàñiâ Lψβ,p âñåìîæëèâèìè çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó, ó ïðî-

ñòîði Lq1,q2
.

5. Îòðèìàòè ïîðÿäêîâi îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq,
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1 ≤ q <∞, òà ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàâäàíü, ó äè-

ñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòàíi çàãàëüíi ìåòîäè òåîði¨ ôóíêöié òà ìàòå-

ìàòè÷íîãî àíàëiçó ó ïî¹äíàííi çi ñïåöiàëüíèìè ìåòîäàìè, ÿêi áóëè ðîç-

ðîáëåíi ó ðîáîòàõ Â. Ì. Òåìëÿêîâà, Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî, À. Ñ. Ðîìàíþêà

òà iíøèõ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ¹

íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó.

1. Âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β , ÿêi ïðè ïåâ-

íîìó âèáîði êðàòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ψ ñïiâïàäàþòü ç àíàëîãàìè ÿäåð

Áåðíóëëi, ó ïðîñòîði Lq, 1 < q < ∞. Âèÿâëåíî, ùî ó âèïàäêó

2 < q < ∞ øâèäêiñòü ñïàäàííÿ âiäïîâiäíèõ âåëè÷èí ïðè M → ∞
âiäðiçíÿ¹òüñÿ çà ïîðÿäêîì.

2. Îäåðæàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà M -÷ëåí-

íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,1 ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞. Ïðè 2 < q <∞ âèÿâëåíî

âiäìiííîñòi ó ïîâåäiíöi âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê

êëàñiâ Lψβ,1.

3. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

ìàëî¨ ãëàäêîñòi ó ïðîñòîði Lq, 1 < p ≤ 2 < q < ∞. Âñòàíîâëåíî,

ùî îöiíêè çâåðõó öèõ âåëè÷èí êðàùi çà ïîðÿäêîì, íiæ îöiíêè íàé-

êðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü

çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê çi

ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ.

4. Îäåðæàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü êëàñiâ

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié 2d çìiííèõ, ÿêi ïîðîäæåíi ôóíêöiÿìè d çìií-
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íèõ ç êëàñiâ Lψβ,p âñåìîæëèâèìè çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó, ó ïðîñòîði

Lq1,q2
.

5. Îòðèìàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq,

1 ≤ q <∞, òà ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ,

à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � äîêòîðó

ôiç. � ìàò. íàóê, ïðîôåñîðó À. Ñ. Ðîìàíþêó. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëè-

ñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

• Êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ "Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2016" ,

Ëüâiâ, 25�27 òðàâíÿ 2016 ðîêó;

• ÕI Ëiòíié øêîëi "Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç" , Îäåñà, 1�14 ñåðïíÿ

2016 ðîêó;

• Òðåòié êîíôåðåíöi¨ "Approximation Methods for Molecular Modelling

and Diagnosis Tools" , Êè¨â, 26�30 ñi÷íÿ 2017 ðîêó;

• Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" , Âîðîõòà, 22 � 25 ëþòîãî 2017

ðîêó;

• Êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ "Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2017" ,

Ëüâiâ, 23�25 òðàâíÿ 2017 ðîêó;

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çà-

ñòîñóâàííÿ" , ïðèñâÿ÷åíié 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-

êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ, Ñëî-

â'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2017 ðîêó;
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• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, ïðèñâÿ÷åíié 100-

ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ. Î. Ìèòðî-

ïîëüñüêîãî, Êè¨â, 7�10 ÷åðâíÿ 2017 ðîêó;

• ×åòâåðòié êîíôåðåíöi¨ "Approximation Methods for Molecular

Modelling and Diagnosis Tools" , Ìàëåõiâ (Ëüâiâñüêà îáë.), 19�23 áå-

ðåçíÿ 2018 ðîêó;

• Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà

ìàòåìàòèêè" , ïðèñâÿ÷åíié 90-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà

ÍÀÍ Óêðà¨íè ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíîãî íèì Iíñòè-

òóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè (IÏÏÌÌ) ÍÀÍ

Óêðà¨íè, Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ 2018 ðîêó;

• Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè

òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãi-

ÿõ" , ïðèñâÿ÷åíié 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè

×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à,

×åðíiâöi, 17�19 âåðåñíÿ 2018 ðîêó;

• ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó: äîêòîð ôiç. � ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À. Ñ. Ðî-

ìàíþê);

• ñåìiíàði "Ñó÷àñíèé àíàëiç"ó Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñè-

òåòi iìåíi Ò. Ã. Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè ñåìiíàðó: äîêòîðè ôiç. � ìàò.

íàóê, ïðîôåñîðè I. Î. Øåâ÷óê, Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä÷åíêî).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâà-

íî ó 15 íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [36�39, 72�79, 100, 103, 104]. Øiñòü ç íèõ

[36,37,72�74,103] ¹ ñòàòòÿìè ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó

ôàõîâèõ âèäàíü ç ôiçèêî �ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, îäíó ç ÿêèõ [73] íàäðóêî-

âàíî ó âèäàííi, ÿêå âíåñåíî äî ìiæíàðîäíî¨ íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus.

Ðåøòà 9 îïóáëiêîâàíî ó çáiðíèêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåí-

öié.
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

çi çìiñòó, ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâ-

êiâ, à òàêîæ ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 109 íàéìåíóâàíü.

Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 137 ñòîðiíîê, ç íèõ 13 ñòîðiíîê çàéìà¹

ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Äàìî êîðîòêó õàðàêòåðèñòèêó çìiñòó äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi âèñâiòëþ¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåí-

íÿ, îñíîâíi çàâäàííÿ, íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ ¨õ

àïðîáàöiÿ. Êðiì öüîãî, òóò íàâåäåíî îçíà÷åííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ Lψβ,p i B
Ω
p,θ òà àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿêi

âèâ÷àþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äà¹òüñÿ iñòîðè÷íà äîâiäêà ùîäî âåëè-

÷èí, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ, òà íàâîäèòüñÿ âiäïîâiäíà áiáëiîãðàôiÿ. Ïiäðîç-

äië 1.1 ïðèñâÿ÷åíî íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òàM -÷ëåííèì òðèãîíîìå-

òðè÷íèì íàáëèæåííÿì êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ó

ïiäðîçäiëi 1.2 ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i ïðî íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ

òà åíòðîïiéíi ÷èñëà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðà-

ùèõ íàáëèæåíü iíäèâiäóàëüíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

òà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ. À ñàìå, âåëè÷èí ¨õ íàéêðàùîãî îðòîãîíàëü-

íîãî òàM -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü. Ïiäðîçäië 2.1 íîñèòü

äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ââîäÿòüñÿ íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ, ôîðìó-

ëþþòüñÿ çàäà÷i äîñëiäæåííÿ òà íàâîäèòüñÿ ðÿä òâåðäæåíü, ÿêi âèêîðè-

ñòàíi äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ äðóãîãî ðîçäiëó äèñåðòàöi¨. Ó ïiä-

ðîçäiëi 2.2 âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà M -÷ëåííèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü ôóíêöié Dψ
β ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞. Ó

ïiäðîçäiëi 2.3 îòðèìàíî îöiíêè çàçíà÷åíèõ âèùå àïðîêñèìàòèâíèõ õàðà-

êòåðèñòèê äëÿ êëàñiâ ôóíêöié Lψβ,1 ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞. Ïiäðîçäië

2.4 ìiñòèòü îöiíêè íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

êëàñiâ Lψβ,p ôóíêöié ìàëî¨ ãëàäêîñòi ó âèïàäêó 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöi-
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íîê íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü òà åíòðîïiéíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî,

êëàñiâ Lψβ,p òà B
Ω
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ. Ïiä-

ðîçäië 3.1 íîñèòü äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ôîðìóëþþòüñÿ çàäà÷à

ïðî íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà íàâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ, ÿêå âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàñòóïíîãî ïiäðîçäiëó. Ó

ïiäðîçäiëi 3.2 çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàáëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié 2d çìiííèõ, ÿêi ïîðîäæåíi ôóíêöiÿìè d çìiííèõ ç êëàñiâ Lψβ,p
âñåìîæëèâèìè çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó, ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè äîáóòêiâ

ôóíêöié d çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq1,q2
ïðè äåÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïà-

ðàìåòðàìè p, q1, q2 òà óìîâàõ íà êðàòíó ïîñëiäîâíiñòü ψ. Ïiäðîçäië 3.3

íîñèòü äîïîìiæíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ââîäÿòüñÿ íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ,

íàâîäÿòüñÿ åêâiâàëåíòíi ïðåäñòàâëåííÿ íîðì ïðîñòîðiâ BΩ
p,θ, ôîðìóëþ¹-

òüñÿ çàäà÷à ïðî åíòðîïiéíi ÷èñëà âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó òà

íàâîäèòüñÿ ðÿä òâåðäæåíü, ÿêi âèêîðèñòàíi äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòà-

òiâ íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 îäåðæàíî îöiíêè åíòðîïiéíèõ

÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðî-

ñòîði Lq, 1 ≤ q < ∞. Ïiäðîçäië 3.5 ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ îöiíîê

åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó âèêîíàíî ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòå-

ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî � äîñëiäíîþ òåìîþ "Àïðîêñèìà-

òèâíi òà ñòðóêòóðíi õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæèí" , íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111 U 002079.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ íîñèòü

òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè òà ìåòîäèêà ¨õ îòðèìàííÿ ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åííi ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç

íàáëèæåííÿì êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

Ïîäÿêè.Ùèðó ïîäÿêó àâòîð âèñëîâëþ¹ ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó

äîêòîðó ôiç. � ìàò. íàóê, ïðîôåñîðó Àíàòîëiþ Ñåðãiéîâè÷ó Ðîìàíþêó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷, öiííi çàóâàæåííÿ òà ïîðàäè ó ïðîöåñi ðîáîòè íàä äè-

ñåðòàöi¹þ, à òàêîæ óñiì ñïiâðîáiòíèêàì âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó
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ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà äðóæíi òà ïëiäíi äèñêóñi¨.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

1.1. Íàéêðàùi M-÷ëåííi òà îðòîãîíàëüíi òðèãîíîìå-

òðè÷íi íàáëèæåííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ

Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî âiäïîâiäíi àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè òà äàìî

êîðîòêó iñòîðè÷íó äîâiäêó ñòîñîâíî ¨õ äîñëiäæåííÿ.

Îòæå, íàéêðàùèì M -÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì ôóí-

êöi¨ f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, íàçèâàþòü âåëè÷èíó

eM(f)q = inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥∥
q

, (1.1)

äå
{
kj
}M
j=1

� ñèñòåìà âåêòîðiâ kj =
(
kj1, ..., k

j
d

)
iç öiëî÷èñåëüíèìè êîîð-

äèíàòàìè, à cj ∈ C, j = 1,M .

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ íàéêðàùi M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi

íàáëèæåííÿ i äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ, à ñàìå, ÿêùî F ⊂ Lq, òî ïî-

êëàäàþòü

eM(F )q = sup
f∈F

eM(f)q. (1.2)

Âåëè÷èíà eM(f)2 äëÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ â áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨

áóëà ââåäåíà Ñ. Á. Ñò¹÷êiíèì [63] ïðè ôîðìóëþâàííi êðèòåðiþ àáñîëþ-

òíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹. À ñàìå, âií ðîçãëÿäàâ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî

M -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî íàáëèæåííÿ (1.1) äëÿ ñóìîâíî¨ â êâà-

äðàòi íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöi¨ f , äå çàìiñòü òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè
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eikx
}
ðîçãëÿäàëàñü äîâiëüíà ïîâíà îðòîíîðìîâàíà â ïðîñòîði L2([0, 1])

ñèñòåìà Φ = {φn}∞n=1. Òàêèì ñïîñîáîì ââåäåíà âåëè÷èíà îòðèìàëà íàçâó

íàéêðàùîãî êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòà f M -÷ëåííèìè ïîëi-

íîìàìè çà ñèñòåìîþ Φ.

Ïåðøi îöiíêè âåëè÷èíè eM(f)∞ äëÿ äåÿêèõ iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié

îòðèìàíi Ð. Ñ. Iñìàãiëîâèì [19]. Ñèñòåìàòè÷íå æ âèâ÷åííÿ âåëè÷èí (1.2)

íà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ W r
β,p òà H

r
p áóëî çà-

ïî÷àòêîâàíî Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [65, 106]. Çãîäîì äîñëiäæåííÿ íàéêðà-

ùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié

òà êëàñiâ ôóíêöié ÿê îäíi¹¨, òàê i áàãàòüîõ çìiííèõ, ïðîâîäèëîñÿ ó âåëè-

êié êiëüêîñòi ðîáiò, çîêðåìà: Â. �. Ìàéîðîâà [30], Ê. I. Îñêîëêîâà [34],

Þ. I. Ìàêîâîçà [98], Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî [8], Á. Ñ. Êàøèíà, Â. Ì. Òåìëÿ-

êîâà [22], Î. I. Ñòåïàíöÿ [61], À. Ñ. Ðîìàíþêà [46, 48], À. Ñ. Ðîìàíþêà,

Â. Ñ. Ðîìàíþêà [51], R. A. DeVore, V. N. Temlyakov [92], D. Dung [93],

Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî, Ð. Ì. Òðèãóáà [89], C. À. Ñòàñþêà [105], Í. Ì. Êîíñå-

âè÷ [26], Â. Â. Øêàïè [85], À. Ñ. Ñåðäþêà, Ò. À. Ñòåïàíþê [53], À. Ë. Øè-

äëi÷à [80,81], À. Ë. Øèäëi÷à, Ñ. Î. ×àé÷åíêà [82], À. Ñ. Ôåäîðåíêà [69] òà

iíøèõ. Äåÿêi àíàëîãè íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëè-

æåíü, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç íàáëèæåííÿìè iíòåãðàëiâ âiä íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié,

äîñëiäæóâàëèñÿ ó ðîáîòi Î. I. Ñòåïàíöÿ, À. Ë. Øèäëi÷à [62].

Áiëüø äåòàëüíó iñòîðiþ äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí (1.1), (1.2) òà âiäïîâiäíó

áiáëiîãðàôiþ ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòàõ [46,48,65,89,91,95].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ îöiíêè íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ñïiâïàäàþòü çà ïî-

ðÿäêîì iç îöiíêàìè íàáëèæåíü çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ iç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ. Àëå

ïîðÿä ç öèì çóñòði÷àþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè íåëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ

ìàþòü ïåðåâàãè ó ïîðiâíÿííi ç ëiíiéíèìè ìåòîäàìè [11,22,34,43,65].

Îñêiëüêè ïðè âñòàíîâëåííi îöiíîê íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìå-

òðè÷íèõ íàáëèæåíü íå çàâæäè âäà¹òüñÿ ÿâíî ïðåä'ÿâèòè ïîëiíîì, ÿêèé

ðåàëiçó¹ âiäïîâiäíèé ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ, òî äîñëiäíèêàìè áóëî ðîçãëÿ-
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íóòî áëèçüêó àïðîêñèìàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó � íàéêðàùå îðòîãîíàëüíå

òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ. Îñîáëèâiñòþ íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü ¹ òå, ùî êîåôiöi¹íòè cj â íàáëèæàþ÷èõ ïî-

ëiíîìàõ ¹ âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Îòðèìàíi òàêèì

÷èíîì âåëè÷èíè e⊥M(f)q òà e⊥M(F )q íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî, íàéêðàùèì

îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì ôóíêöi¨ f òà êëàñó F .

Âåëè÷èíó e⊥M(f)q âïåðøå ðîçãëÿíóâ Å. Ñ. Áåëiíñüêèé [10], i çãîäîì ¨¨

äîñëiäæåííÿ íàáóëî ðîçâèòêó ó ðîáîòàõ Â. Ì. Òåìëÿêîâà [65], Å. Ñ. Áå-

ëiíñüêîãî [11, 87], À. Ñ. Ðîìàíþêà [45, 48], À. Ñ. Ðîìàíþêà, Â. Ñ. Ðîìà-

íþêà [51], Î. I. Ñòåïàíöÿ [61], À. Ñ. Ôåäîðåíêà [69], Í. Ì. Êîíñåâè÷ [27],

C. À. Ñòàñþêà [59], Ñ. ß. ßí÷åíêà [86], À. Ë. Øèäëi÷à [80,81], Ä. Á. Áà-

çàðõàíîâà [5], Â. Â. Øêàïè [83], À. Ñ. Ñåðäþêà, Ò. À. Ñòåïàíþê [54] òà

iíøèõ.

Ïðè äîñëiäæåííi ïèòàííÿ ïðî îöiíêè íàéêðàùèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði

Lq ñóòò¹âî âèîêðåìëþâàòè ðiçíi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïàðàìåòðà-

ìè p òà q. Îñîáëèâî¨ óâàãè çàñëóãîâóþòü âèïàäêè p = 1,∞ òà q = 1,∞,

ÿêi ¹ íàéáiëüø öiêàâèìè òà ñêëàäíèìè ç òî÷êè çîðó ìåòîäiâ îòðèìàííÿ

îöiíîê âåëè÷èíè eM
(
Lψβ,p

)
q
. Ñàìå äëÿ ãðàíè÷íèõ âèïàäêiâ çàëèøà¹òüñÿ

íèçêà âiäêðèòèõ ïèòàíü ùîäî îöiíîê íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òà îðòîãî-

íàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü, áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü òà iíøèõ

àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ. Çîêðå-

ìà, äëÿ êëàñiâ W r
β,p äîñi çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ çàäà÷à ïðî ïîðÿä-

êîâi îöiíêè âåëè÷èíè eM
(
W r
β,1

)
1
, à ó âèïàäêó p = q =∞ ïîñòà¹ ïèòàííÿ

ïðî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èíè eM
(
W r
β,∞
)
∞ (òóò âiäîìi äåÿêi

ðåçóëüòàòè À. Ñ. Ðîìàíþêà [44] òà Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî [87]).

Òåðìií "ìàëà ãëàäêiñòü" áåðå ïî÷àòîê ç ðîáîòè [20], â ÿêié Á. Ñ. Êà-

øèí, äîñëiäæóþ÷è êîëìîãîðîâñüêi ïîïåðå÷íèêè êëàñiâW r
β,1 ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ ó ïðîñòîði Lq, âèÿâèâ, ùî ïðè 2 < q < ∞ i

1 − 1
q < r < 1 ïîâåäiíêà öèõ ïîïåðå÷íèêiâ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

âèïàäêó r > 1.
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Çãîäîì ïîäiáíå ÿâèùå áóëî âèÿâëåíî i ïðè äîñëiäæåííi iíøèõ àïðîêñè-

ìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâW r
β,p,H

r
p ,B

r
p,θ i L

ψ
β,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

ÿê îäíi¹¨, òàê i áàãàòüîõ çìiííèõ [10,11,43,46]. Áiëüø äåòàëüíó iíôîðìà-

öiþ ç öüîãî ïðèâîäó ìîæíà îòðèìàòè â îãëÿäîâié ñòàòòi [95].

Îñêiëüêè ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié ç êëàñiâ Lψβ,p âèçíà÷àþòüñÿ

ïîâåäiíêîþ ïîñëiäîâíîñòåé ψj, j = 1, d, òî ïðèðîäíî âèíèêà¹ iíòåðåñ

äîñëiäèòè âåëè÷èíè eM

(
Lψβ,p

)
q
ïðè 1 < p ≤ 2 < q < ∞, β ∈ Rd i

âiäïîâiäíèõ îáìåæåííÿõ íà ïîñëiäîâíîñòi ψj, j = 1, d.

1.2. Íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà åíòðîïiéíi

÷èñëà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ

Íåõàé Lq1,q2
:= Lq1,q2

(π2d), 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, � ìíîæèíà ôóíêöié f(x,y),

x,y ∈ Rd, çi ñêií÷åííîþ ìiøàíîþ íîðìîþ

‖f(x,y)‖q1,q2
:= ‖f(x,y)‖Lq1,q2 =

∥∥∥‖f(·,y)‖q1

∥∥∥
q2

,

ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîñëiäîâíî, ñïî÷àòêó çà çìiííîþ x ó ïðîñòîði Lq1
, à

ïîòiì � âiä ðåçóëüòàòó çà çìiííîþ y ó ïðîñòîði Lq2
.

Òîäi âåëè÷èíà

τM(f)q1,q2
= inf

ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥f(x,y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
q1,q2

,

äå ui ∈ Lq1
, vi ∈ Lq2

, íàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì áiëiíiéíèì íàáëèæåííÿì

ïîðÿäêó M ôóíêöi¨ f ∈ Lq1,q2
.

ßêùî F ⊂ Lq1,q2
� äåÿêèé ôóíêöiîíàëüíèé êëàñ, òî ïîêëàäåìî

τM(F )q1,q2
= sup

f∈F
τM(f)q1,q2

. (1.3)

Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü ïåði-

îäè÷íèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ îòðèìàâ Å. Øìiäò [102] â ïðîöåñi äîñëi-
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äæåííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Çãîäîì âèâ÷åííÿ àïðîêñèìàòèâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè (1.3) äëÿ ðiçíèõ

ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ, çîêðåìà êëàñiâ W r
β,p, H

r
p , B

r
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ òà ¨õ àíàëîãiâ, íàáóëî ðîçâèòêó ó ðîáîòàõ

Ð. Ñ. Iñìàãiëîâà [19], Í. Â. Ìiðîøèíà, Â. Â. Õðîìîâà [31], Â. Ì. Òåìëÿ-

êîâà [65, 66, 106], À. Ñ. Ðîìàíþêà [44, 47, 48], À. Ñ. Ðîìàíþêà, Â. Ñ. Ðî-

ìàíþêà [52] Ê. Â. Ñîëi÷ [56], Â. Â. Øêàïè [85] òà iíøèõ.

Ñåðåä ðåçóëüòàòiâ, ÿêi áóëè âñòàíîâëåíi äëÿ íåïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó,

ñëiä âèäiëèòè ðîáîòè Ì.-Á. À. Áàáà¹âà [3,4]. Â öèõ ðîáîòàõ ìîæíà çíàéòè

iñòîðiþ äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí (1.3) ó âiäïîâiäíîìó íàïðÿìêó.

Êðiì ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó, âåëè÷èíè áiëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ òiñíî

ïîâ'ÿçàíi ç iíøèìè âàæëèâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òàê, Å. Øìiäò [102]

âñòàíîâèâ çâ'ÿçîê ìiæ íàáëèæåííÿìè ôóíêöié f(x, y) äâîõ çìiííèõ áiëi-

íiéíèìè ôîðìàìè ó ïðîñòîði L2

(
[0, 1]2

)
òà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëüíèõ

îïåðàòîðiâ Jf(g) ç ÿäðîì f(x, y): Jf(g) =
1∫

0

f(x, y)g(y) dy. Êðiì öüîãî,

Å. Øìiäò îòðèìàâ ðiâíiñòü, ÿêà ïîêàçó¹ çâ'ÿçîê ìiæ âåëè÷èíàìè τM(f)2,2

i ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà Jf . Öåé çâ'ÿçîê áóâ ïiçíiøå çàñòîñî-

âàíèé Ì. Ø. Áiðìàíîì, Ì. Ç. Ñîëîìÿêîì [13] äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê

ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ, à òàêîæ Í. Â. Ìiðîøèíèì,

Â. Â. Õðîìîâèì [31] äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíîê âåëè÷èí τM(f)2,2.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 âñòàíîâëåíi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí τM(Lψβ,p)q1,q2
ïðè

óìîâi, ùî öi âåëè÷èíè ðîçãëÿäàþòüñÿ äëÿ ôóíêöié 2d çìiííèõ âèãëÿäó

f(x− y), x,y ∈ Rd, óòâîðåíèõ iç ôóíêöié d çìiííèõ f(x) ∈ Lψβ,p çñóâîì
¨õ àðãóìåíòó x ∈ Rd íà âñåìîæëèâi y ∈ πd, ïðè äåÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿõ
ìiæ ïàðàìåòðàìè p, q1 òà q2. Iíøèìè ñëîâàìè, äîñëiäæóþòüñÿ âåëè÷èíè

τM(Lψβ,p)q1,q2
= sup

f∈Lψβ,p

τM(f(x− y))q1,q2
=

= sup
f∈Lψβ,p

inf
ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥f(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
q1,q2

,
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äå ui ∈ Lq1
, vi ∈ Lq2

.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ êëàñiâ F ôóíêöié f , iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî

çñóâó àðãóìåíòó, îöiíêè ¨õ íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü, êðiì ñàìî-

ñòiéíîãî iíòåðåñó, çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ äëÿ îöiíîê çíèçó êîëìîãîðîâ-

ñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ dM(F,Lq1
). Íàãàäà¹ìî, ùî êîëìîãîðîâñüêèì ïîïåðå-

÷íèêîì [97] öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè A â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði

X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

dM(A,X) = inf
LM

sup
x∈X

inf
y∈LM

‖x− y‖X ,

äå LM � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó X ðîçìiðíîñòi, ùî íå ïåðåâèùó¹ M .

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [65, c. 85]), ùî äëÿ ìíîæèíè Ff ôóíêöié

f(x − y), óòâîðåíî¨ iç ôóíêöi¨ f(x) ∈ F , F ⊂ L1(πd), çñóâîì àðãóìåíòó

x ∈ Rd íà äîâiëüíèé âåêòîð y ∈ πd, ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

τM(f(x− y))q1,∞ = dM(Ff , Lq1
).

Òàêèé ïiäõiä äî îäåðæàííÿ îöiíîê çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íè-

êiâ êëàñiâ Ñîáîë¹âà W r
p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ âèêîðèñòî-

âóâàâñÿ ó ðîáîòi Ð. Ñ. Iñìàãiëîâà [19], à çãîäîì äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ �Íàäÿ

W r
β,p i Íiêîëüñüêîãî �Á¹ñîâà B

r
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

� ó ðîáîòàõ Â. Ì. Òåìëÿêîâà [65] òà À. Ñ. Ðîìàíþêà [42].

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî C. A. Micchelli, A. Pinkus [99], ÿêi äîñëiäæóâàëè

áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ äåÿêèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ, çàäàíèõ íà êâàäðàòi

[0, 1]×[0, 1], çàñòîñîâóâàëè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ

çíà÷åíü ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Ç áiëüø äåòàëü-

íîþ áiáëiîãðàôi¹þ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó ðîáîòi [90].

Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið i BX(y, r) = {x ∈ X : ‖x− y‖X ≤ r} �
êóëÿ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi y.
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Äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X i ε > 0 ÷åðåç Nε(A,X) ïîçíà÷èìî

Nε(A,X) = min

{
n : ∃y1, . . . ,yn ∈ X : A ⊆

n⋃
j=1

BX(yj, ε)

}
.

Òîäi ε-åíòðîïi¹þ ìíîæèíè A âiäíîñíî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòü

âåëè÷èíó (äèâ., íàïðèêëàä, [15,23])

Hε(A,X) = logNε(A,X). (1.4)

(Òóò i íàäàëi ïiä çàïèñîì log áóäåìî ðîçóìiòè log2).

Ç ε-åíòðîïi¹þ ìíîæèíè A òiñíî ïîâ'ÿçàíå ïîíÿòòÿ ¨¨ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë

(äèâ., íàïðèêëàä, [96])

εk(A,X) = inf

{
ε : ∃y1, . . . ,y2k ∈ X : A ⊆

2k⋃
j=1

BX(yj, ε)

}
. (1.5)

Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàâøè îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ìíî-

æèíè A, ìîæíà çàïèñàòè âiäïîâiäíi îöiíêè ¨¨ ε-åíòðîïi¨. Äiéñíî,

ç íàâåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü âåëè÷èí εk(A,X) òà Hε(A,X) ñëiäó¹,

ùî ïðè k < Hε(A,X) ≤ k + 1 âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

εk+1(A,X) ≤ ε ≤ εk(A,X).

Âåëè÷èíè (1.4) òà (1.5) äëÿ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõW r
β,p, B

r
p,θ

òà ¨õ àíàëîãiâ äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ: Ñ. À. Ñìîëÿ-

êà [55], Ì. Ø. Áiðìàíà, Ì. Ç. Ñîëîìÿêà [14], Ì. Ñ. Áàõâàëîâà [7], Õ. Òði-

áåëÿ [68], Â. Ì. Òåìëÿêîâà [67,107,108], Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî [87,88], Á. Ñ. Êà-

øèíà, Â. Ì. Òåìëÿêîâà [22], D. Dung [94], À. Ñ. Ðîìàíþêà [49, 101],

Â. Ñ. Ðîìàíþêà [50] òà iíøèõ. Ç áiëüø äåòàëüíîþ áiáëiîãðàôi¹þ ìîæíà

îçíàéîìèòèñÿ ó íåäàâíüîìó îãëÿäi D. Dung., V. Temlyakov, T. Ullrich [95].
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Ðîçäië 2

Íàéêðàùi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ êëàñiâ

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ äâi âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòå-

ðèñòèêè, òàêi ÿê íàéêðàùi îðòîãîíàëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ òà

íàéêðàùi M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ. Îòðèìàíî ïîðÿäêîâi

îöiíêè âêàçàíèõ âåëè÷èí äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β

òà êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Lψβ,p ó ïðîñòîði Lq ïðè

äåÿêèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòðè p, q òà êðàòíó ïîñëiäîâíiñòü ψ. Ïðè

öüîìó âèÿâëåíî âèïàäêè, êîëè íàéêðàùi M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íà-

áëèæåííÿ ìàþòü ïåðåâàãè â ïîðiâíÿííi ç íàéêðàùèìè îðòîãîíàëüíèìè

òðèãîíîìåòðè÷íèìè íàáëèæåííÿìè.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íåõàé θM =
{
kj
}M
j=1

, kj =
(
kj1, . . . , k

j
d

)
∈ Zd, j = 1,M � äîâiëüíèé íàáið

iç M d-âèìiðíèõ âåêòîðiâ. Äëÿ f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, â ÿêîñòi àïàðàòó

íàáëèæåííÿ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîëiíîìè âèãëÿäó

SθM (f) := SθM (f,x) =
M∑
j=1

f̂
(
kj
)
ei(k

j ,x),

äå

f̂
(
kj
)

= (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k
j ,t) dt

� êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , ÿêi âiäïîâiäàþòü íàáîðó âåêòîðiâ iç θM .
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Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

e⊥M(f)q = inf
θM
‖f − SθM (f)‖q = inf

kj

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

f̂
(
kj
)
ei(k

j ,x)

∥∥∥∥∥
q

,

ÿêó íàçèâàþòü íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæå-

ííÿì ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði Lq.

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè çàìiñòü êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ó íàáëèæàþ÷îìó

àãðåãàòi âèáèðàþòüñÿ äîâiëüíi êîåôiöi¹íòè, îòðèìà¹ìî âåëè÷èíó, ÿêó íà-

çèâàþòü íàéêðàùèì M -÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì ôóí-

êöi¨ f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, à ñàìå:

eM(f)q = inf
θM ,cj

∥∥∥∥∥f − P (θM)

∥∥∥∥∥
q

= inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥∥
q

,

äå cj ∈ C, j = 1,M .

Äëÿ Lψβ,p ⊂ Lq ïîêëàäåìî

e⊥M

(
Lψβ,p

)
q

= sup
f∈Lψβ,p

e⊥M(f)q,

eM

(
Lψβ,p

)
q

= sup
f∈Lψβ,p

eM(f)q.

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

eM(f)q ≤ e⊥M(f)q, (2.1)

eM

(
Lψβ,p

)
q
≤ e⊥M

(
Lψβ,p

)
q
. (2.2)

Äåòàëüíà iñòîðiÿ äîñëiäæåííÿ âêàçàíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðè-

ñòèê òà âiäïîâiäíi áiáëiîãðàôi÷íi ïîñèëàííÿ ìiñòÿòüñÿ ó ïiäðîçäiëi 1.1

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí e⊥M

(
Dψ
β

)
q
òà

eM

(
Dψ
β

)
q
, 1 < q < ∞, äëÿ ôóíêöi¨ Dψ

β òàêî¨, ùî äëÿ äåÿêîãî ôiêñî-
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âàíîãî íàáîðó ïîñëiäîâíîñòåé ψj òà ÷èñåë βj, j = 1, d, çàäà¹òüñÿ ðÿäîì

Ôóð'¹: ∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x).

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Dψ
β ïðè ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 0,

j = 1, d, ¹ àíàëîãîì ÿäðà Áåðíóëëi F rβ (äèâ., íàïðèêëàä, [65, c. 31]).

Âñòàíîâëåíi îöiíêè äëÿ ôóíêöié Dψ
β âèêîðèñòàíi ó íàñòóïíîìó ïiäðîç-

äiëi ïiä ÷àñ çíàõîäæåííÿ îöiíîê âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ Lψβ,1.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èíè eM

(
Lψβ,p

)
q
,

1 < p ≤ 2 < q <∞, ó âèïàäêó ìàëî¨ ãëàäêîñòi, òîáòî ç ïåâíèìè îáìåæå-

ííÿìè íà ïîñëiäîâíîñòi ψj, j = 1, d.

Îòðèìàíi ó ðîçäiëi 2 ðåçóëüòàòè äîïîâíþþòü íèçêó âiäîìèõ ðåçóëüòà-

òiâ, ïðî ùî äåòàëüíiøå áóäå ñêàçàíî ó âiäïîâiäíèõ çàóâàæåííÿõ.

Ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi çíàäîáëÿòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ

ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó.

Îòæå, êîæíîìó âåêòîðó s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd ïîñòàâèìî ó âiäïîâiä-

íiñòü ìíîæèíó

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d

}
,

i äëÿ f ∈ L1 ïîêëàäåìî

δs(f) := δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

äå f̂(k) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàëi òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ç "íîìåðà-

ìè"ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòîãî ãiïåðáîëi÷íîãî õðåñòà Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s), äå

âåêòîðè s,1 ∈ Nd, (s,1) = s1 + · · ·+ sd. Íàãàäà¹ìî, ùî |Qn| � 2nnd−1.
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Òåîðåìà A. (Ëiòòëâóäà �Ïåëi, äèâ., íàïðèêëàä, [33, ñ. 52�56]). Íåõàé

çàäàíî 1 < q <∞. Òîäi iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi C1(q) òà C2(q), ùî

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lq ìà¹ ìiñöå îöiíêà

C1(q)‖f‖q ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
s∈Nd
|δs(f)|2

) 1
2

∥∥∥∥∥∥
q

≤ C2(q)‖f‖q.

Òåîðåìà B. (Ìàðöèíêåâè÷à, [18, T. II, ñ. 346]). Íåõàé çàäàíî ïîñëiäîâ-

íiñòü {λn}∞n=−∞, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

1. |λn| ≤M, M = const > 0, n = 0,±1, ... ;

2.
±2ν−1∑
µ=±2ν−1

|λµ+1 − λµ| ≤M, ν = 1, 2, ... .

Òîäi ÿêùî

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
ikx ∈ Lq, 1 < q <∞,

òî

F (x) =
∞∑

k=−∞

λkcke
ikx ∈ Lq

i iñíó¹ êîíñòàíòà C3(q), ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä q, òàêà ùî

‖F‖q ≤ C3(q)M‖f‖q.

Ëåìà A. [65, ñ. 11] Ïðè γ > 0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ∑
(s,1)≥n

2−γ(s,1) � 2−γnnd−1.

Ëåìà B. [65, ñ. 25] Ïðè 1 ≤ p < q <∞ äëÿ f ∈ Lp ñïðàâåäëèâà îöiíêà∑
s∈Nd
‖δs(f)‖qp 2(s,1)( 1

p−
1
q)q � ‖f‖qq .

Íàãàäà¹ìî, ùî ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóäåìî íàêëàäàòè íà ïîñëiäîâíî-

ñòi ψj, j = 1, d, ÿêi âèçíà÷àþòü ôóíêöi¨ Dψ
β òà êëàñè Lψβ,p, äåÿêi äîäàòêîâi
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óìîâè. À ñàìå, ââàæàòèìåìî, ùî ψj, j = 1, d, íàëåæàòü äî ìíîæèíè D

òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé φ, ùî:

1. φ � äîäàòíi òà íåçðîñòàþ÷i;

2. ∃M > 0 òàêå, ùî ∀l ∈ N âèêîíó¹òüñÿ óìîâà φ(l)
φ(2l) ≤M .

Äî âêàçàíî¨ ìíîæèíè íàëåæàòü, çîêðåìà, ïîñëiäîâíîñòi

φ(|τ |) =
1

|τ |r
, r > 0, τ ∈ Z\{0};

φ(|τ |) = lnα(|τ |+ 1), τ ∈ Z\{0}, α < 0;

φ(|τ |) =
lnα(|τ |+ 1)

|τ |r
, r > 0, τ ∈ Z\{0}, α ∈ R.

Äàëi ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 1 iç [40].

Ëåìà C. Íåõàé 1 < p < ∞, f ∈ Lψβ,p, ψj ∈ D, j = 1, d. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî s ∈ Nd ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖δs(f)‖p �
d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥

p
.

Ëåìà D. [65, c. 28] Äëÿ áóäü�ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lq, 1 < q < p ≤ ∞,

‖f‖qq �
∑
s∈Nd
‖δs(f)‖qp 2(s,1)( 1

p−
1
q)q.

Ëåìà E. [11] Íåõàé 2 < q < ∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî òðèãîíîìåòðè-

÷íîãî ïîëiíîìà P (θN ;x), ùî ìiñòèòü íå áiëüøå N ãàðìîíiê, i äëÿ äî-

âiëüíîãî M < N çíàéäåòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì P̃ (θM ;x), ó

ÿêîãî íå áiëüøå M êîåôiöi¹íòiâ âiäìiííèõ âiä íóëÿ, òàêèé ùî

∥∥∥P (θN)− P̃ (θM)
∥∥∥
q
�
(
N

M

) 1
2

‖P (θN)‖2 ,

ïðè÷îìó θM ⊂ θN .
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Äëÿ ïðîâåäåííÿ ìiðêóâàíü áóäå ïîòðiáíå òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå

âèïëèâà¹ ç áiëüø çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó Ñ. Ì. Íiêîëüñüêîãî (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [28, c. 25]):

Òåîðåìà C. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lq, 1 ≤ q <∞,

eM(f)q = inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖P‖q′≤1

∣∣∣∣∣∣(2π)−d
∫
πd

f(x)P (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ,
äå 1

q+ 1
q′ = 1, θM � íàáið içM ðiçíèõ âåêòîðiâ k ∈ Zd, L⊥(θM) � ìíîæè-

íà ôóíêöié, îðòîãîíàëüíà ïiäïðîñòîðó òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç

"íîìåðàìè"ãàðìîíiê iç ìíîæèíè θM , à P (x) � ôóíêöiÿ, êîìïëåêñíî-

ñïðÿæåíà äî P (x).

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ó ïiäðîçäiëi 2.4 îöiíîê çâåðõó íàéêðàùèõ M -÷ëåí-

íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ôóíêöié ìàëî¨ ãëàäêîñòi

çíàäîáëÿòüñÿ îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü âiäïîâiäíèõ êëàñiâ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç ìíîæèíè

T (Qn) =

t : t(x) =
∑
k∈Qn

cke
i(k,x)

 ,

äå Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s), ÿêi îçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

EQn(L
ψ
β,p)q = sup

f∈Lψβ,p

inf
t∈T (Qn)

‖f − t‖q.

Ðåçóëüòàòè áóäåìî ôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àð-

ãóìåíòó Φ(n) òà Ψ(n), ÿêi çàäàþòüñÿ íàñòóïíèìè ðiâíîñòÿìè:

Φ(n) = min
(s,1)=n

d∏
j=1

(2sj), Ψ(n) = max
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj(2
sj),

äå âåêòîðè s,1 ∈ Nd.
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Öi ôóíêöi¨, çàëåæíî âiä âèãëÿäó ïîñëiäîâíîñòåé ψj, j = 1, d, ìîæóòü

áóòè ôóíêöiÿìè îäíîãî ÷è ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî ïî-

êëàñòè ψj(|τ |) = 1
|τ |r , j = 1, d, r > 0, òî îòðèìà¹ìî

Φ(n) = Ψ(n) = 2−nr.

ßêùî æ ψj(|τ |) = ln(|τ |)
|τ |r , j = 1, 2, r > 0, òî

Ψ(n) = 2−nr
n2

4
, Φ(n) = 2−nr(n− 1),

à ó âèïàäêó ψj(|τ |) = 1
|τ |r ln(|τ |) , j = 1, 2, r > 0,

Ψ(n) = 2−nr
1

n− 1
, Φ(n) =

4 · 2−nr

n2
.

Êðiì öüîãî ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïðè d = 1 ôóíêêöi¨ Φ(n) i Ψ(n) çáiãàþ-

òüñÿ i íàáóâàþòü âèãëÿäó ψ1 (2n).

Òåîðåìà D. [41] Íåõàé 1 < p < q < ∞, ψj ∈ D, i, êðiì öüîãî, ïîñëi-

äîâíîñòi ψj(|τ |)|τ |
1
p−

1
q , j = 1, d, íå çðîñòàþòü. Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

EQn

(
Lψβ,p

)
q
� Ψ(n)2n(

1
p−

1
q).

Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿäîê âåëè÷èí EQn

(
Lψβ,p

)
q
ó öüîìó âèïàäêó ðåàëi-

çóþòü ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íi ñóìè Ôóð'¹ âèãëÿäó

SQn(f) := SQn(f,x) =
∑

(s,1)<n

δs(f,x), f ∈ Lψβ,p.

Òåîðåìà E. [40] Íåõàé 1 < p < ∞ i ψj ∈ D, j = 1, d. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî ïîëiíîìà t ç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê iç ìíîæèíè Qn, ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ ∥∥∥tψβ∥∥∥
p
� 1

Φ(n)
‖t‖p .

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íà îöiíêà ñïðàâåäëèâà òàêîæ äëÿ òðèãîíîìå-
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òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê iç ìíîæèíè ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s).

2.2. Îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà M-÷ëåí-

íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü ôóíêöié Dψ
β

Âñòàíîâèìî îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëè-

æåíü ôóíêöié Dψ
β ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé 1 < q < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì

òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d, íå

çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2) � e⊥M

(
Dψ
β

)
q
�

� Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2) . (2.3)

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ó (2.3) ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó. Çãiäíî ç ïðèéíÿ-

òèìè ïîçíà÷åííÿìè, äëÿ M = M(n) � 2nnd−1, 1 < q < ∞ ìîæåìî

çàïèñàòè

e⊥M

(
Dψ
β

)
q
�

∥∥∥∥∥∥Dψ
β −

∑
(s,1)<n

δs

(
Dψ
β

)∥∥∥∥∥∥
q

=

=

∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)≥n

δs

(
Dψ
β

)∥∥∥∥∥∥
q

= I1. (2.4)

Äàëi ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè 1 < q ≤ 2 òà 2 < q <∞.

Íåõàé ñïî÷àòêó 1 < q ≤ 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíî òåîðåìó A òà

íåðiâíiñòü

|a+ b|α ≤ |a|α + |b|α, 0 < α ≤ 1,
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ïðè α = q
2 , iç (2.4) îäåðæèìî

I1 �

(2π)−d
∫
πd

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

(s,1)≥n

∣∣∣δs (Dψ
β ,x

)∣∣∣2
 1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

=

=

(2π)−d
∫
πd

∣∣∣∣∣∣
∑

(s,1)≥n

∣∣∣δs (Dψ
β ,x

)∣∣∣2
∣∣∣∣∣∣
q
2

dx


1
q

�

�

(2π)−d
∫
πd

∑
(s,1)≥n

∣∣∣δs (Dψ
β ,x

)∣∣∣q dx

 1
q

=

=

(2π)−d
∑

(s,1)≥n

∫
πd

∣∣∣δs (Dψ
β ,x

)∣∣∣q dx

 1
q

=

=

 ∑
(s,1)≥n

∥∥∥δs (Dψ
β

)∥∥∥q
q

 1
q

. (2.5)

Òåïåð îöiíèìî âåëè÷èíó

∥∥∥δs (Dψ
β

)∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

. (2.6)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êðàòíó ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ÿêà çàäà¹òüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

{λk} =

{
d∏
j=1

ψj (|kj|)
ψj (2sj)

ei
πβj

2 sgnkj

}
, 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d.

Çàçíà÷èìî, ùî {λk} ÿâëÿ¹ ñîáîþ äîáóòîê îäíîêðàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé{
λ(j)
µ

}
=

{
ψj (|µ|)
ψj (2ν)

ei
πγ
2 sgnµ

}
, ν = 1, 2, ... , 2ν−1 ≤ |µ| < 2ν, γ ∈ R,
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ÿêi, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè B.

Äiéñíî, âðàõîâóþ÷è, ùî ψj ∈ D, j = 1, d, ìàòèìåìî∣∣∣λ(j)
µ

∣∣∣ =

∣∣∣∣ψj (|µ|)
ψj (2ν)

ei
πγ
2 sgnµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ψj (|µ|)
ψj (2ν)

∣∣∣∣ ≤ ψj
(
2ν−1

)
ψj (2ν)

≤Mj.

Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî µ∣∣∣M λ(j)
µ

∣∣∣ =
∣∣∣λ(j)
µ+1 − λ(j)

µ

∣∣∣ ≤ ∣∣∣λ(j)
µ+1

∣∣∣+
∣∣∣λ(j)
µ

∣∣∣ ≤ 2Mj.

Òîìó ïðè ν = 1 ∑
µ∈δ(ν)

∣∣∣M λ(j)
µ

∣∣∣ ≤ ∣∣∣λ(j)
µ+1

∣∣∣+
∣∣∣λ(j)
µ

∣∣∣ ≤ 2Mj, (2.7)

îñêiëüêè ìíîæèíà δ(ν) ìiñòèòü ó ñîái ëèøå îäèí åëåìåíò µ.

ßêùî æ ν > 1, òî ÷åðåç δ̂(ν) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ µ ∈ δ(ν) êðiì

íàéáiëüøîãî ç íèõ. Òîäi, áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (2.7), ìîæåìî

çàïèñàòè ∑
µ∈δ(ν)

∣∣∣M λ(j)
µ

∣∣∣ ≤ ∑
µ∈δ̂(ν)

∣∣∣M λ(j)
µ

∣∣∣+ 2Mj.

Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ÷èñëà µ òà µ+ 1 iç δ̂(ν) ìàþòü îäíàêîâèé

çíàê. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ν > 1∑
µ∈δ(ν)

∣∣∣M λ(j)
µ

∣∣∣ ≤ ∑
µ∈δ̂(ν)

∣∣∣∣ψj (|µ+ 1|)
ψj (2ν)

ei
πγ
2 sgn(µ+1) − ψj (|µ|)

ψj (2ν)
ei

πγ
2 sgnµ

∣∣∣∣+ 2Mj ≤

≤ 1

ψj (2ν)

µ=2ν−1∑
µ=2ν−1

(ψj (µ)− ψj (µ+ 1)) + 2Mj =

=
1

ψj (2ν)

(
ψj
(
2ν−1

)
− ψj (2ν)

)
+ 2Mj =

=
ψj
(
2ν−1

)
ψj (2ν)

− 1 + 2Mj < 3Mj.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî îäíîêðàòíà ïîñëiäîâíiñòü
{
λ

(j)
µ

}
äëÿ
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áóäü-ÿêîãî j = 1, d çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Ìàðöèíêåâè÷à. Îòæå,

äëÿ êðàòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {λk} òàêîæ áóäóòü âèêîíóâàòèñü óìîâè öi¹¨

òåîðåìè ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó (äèâ., íàïðèêëàä, [33, ñ. 57]).

Äàëi çàñòîñó¹ìî ìóëüòèïëiêàòîð Λs, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ

{λk}, äî ïîëiíîìà
∑

k∈ρ(s)

ei(k,x). Îòðèìà¹ìî

Λs
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x) =
∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj|)
ψj (2sj)

ei
πβj

2 sgnkjei(k,x) =

=
d∏
j=1

ψj
−1 (2sj)

∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x).

Òîäi, ç îäíîãî áîêó, äëÿ 1 < q <∞∥∥∥∥∥∥Λs
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

=
d∏
j=1

ψ−1
j (2sj)

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

,

à ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç òåîðåìîþ B,∥∥∥∥∥∥Λs
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

≤ C1(q)

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

.

Çâiäñè, ìàòèìåìî∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj|) ei
πβj

2 sgnkjei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

�
d∏
j=1

ψj (2sj)

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
q

=

=
d∏
j=1

ψj (2sj)

∥∥∥∥∥∥
2sj−1∑

kj=2sj−1

eikjxj

∥∥∥∥∥∥
q

. (2.8)

Äëÿ ïðîäîâæåííÿ îöiíêè (2.8), ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (äèâ., íà-
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ïðèêëàä, [64, c. 181])∥∥∥∥∥
m∑

k=−m

eikx

∥∥∥∥∥
q

� m(1− 1
q), 1 < q <∞.

Îòæå, çãiäíî ç (2.6) i (2.8), îòðèìà¹ìî

∥∥∥δs (Dψ
β

)∥∥∥
q
�

d∏
j=1

ψj (2sj)2(s,1)(1− 1
q), 1 < q <∞. (2.9)

Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.5) òà (2.9), ìàòèìåìî

I1 �

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q

2(s,1)(1− 1
q)q

 1
q

≤

≤

 ∞∑
l=n

∑
(s,1)=l

(
max

(s,1)=l

d∏
j=1

ψj (2sj)

)q

2(s,1)(1− 1
q+ε)q2−(s,1)qε

 1
q

=

=

 ∞∑
l=n

Ψq(l)2l(1− 1
q+ε)q

∑
(s,1)=l

2−(s,1)qε

 1
q

. (2.10)

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d, íå çðîñòàþòü, òî íå

çðîñòà¹ òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü Ψ(l)2l(1− 1
q+ε), l ∈ N, l ≥ n. Îòæå, çàñòîñî-

âóþ÷è ëåìó A, äëÿ 1 < q ≤ 2 iç (2.10) îäåðæèìî

I1 � Ψ(n)2n(1− 1
q+ε)

 ∑
(s,1)≥n

2−(s,1)qε

 1
q

�

� Ψ(n)2n(1− 1
q+ε)2−nεn

d−1
q = Ψ(n)2n(1− 1

q)n
d−1
q . (2.11)

Çãiäíî ç (2.4) òà (2.11),

e⊥M

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)2n(1− 1

q)n
d−1
q , 1 < q ≤ 2. (2.12)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê 2 < q < ∞. Áåðó÷è äî óâàãè ëåìó B (ïðè

p = 2) òà ñïiââiäíîøåííÿ (2.9), iç (2.4) ìîæåìî çàïèñàòè

I1 �

 ∑
(s,1)≥n

∥∥∥δs (Dψ
β

)∥∥∥q
2
2(s,1)( 1

2−
1
q)q

 1
q

�

�

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)2(s,1)(1− 1
2)

)q

2(s,1)( 1
2−

1
q)q

 1
q

=

=

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q

2(s,1)(1− 1
q)q

 1
q

. (2.13)

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi ïðîâîäèëèñü äëÿ îöiíêè I1 ïðè 1 < q ≤ 2

ïî÷èíàþ÷è ç (2.10), ìàòèìåìî

I1 � Ψ(n)2n(1− 1
q)n

d−1
q , 2 < q <∞. (2.14)

Òàêèì ÷èíîì, ñïiâñòàâèâøè (2.4) òà (2.14), îäåðæèìî

e⊥M

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)2n(1− 1

q)n
d−1
q , 2 < q <∞. (2.15)

Îñêiëüêè M = M(n) � 2nnd−1, òî iç (2.12) òà (2.15) îòðèìà¹ìî

e⊥M

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2), 1 < q <∞.

Îöiíêó çâåðõó äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ îöiíêè çíèçó.

Íåõàé ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s). Çà çàäàíèì M ïiäáåðåìî n ∈ N òàê, ùîá

âèêîíóâàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|∆Qn| ≥ 4M, 2nnd−1 �M.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

S∗θM (Dψ
β ) := S∗θM (Dψ

β ,x)
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ïîëiíîì, äëÿ ÿêîãî

e⊥M(Dψ
β )q = ‖Dψ

β − S
∗
θM

(Dψ
β )‖q, 1 < q <∞.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

I2 =

∫
πd

(
Dψ
β (x)− S∗θM (Dψ

β ,x)
) (
F 2
β(x,β)− S∗θM (F 2

β ,x)
)

dx =

=

∫
πd

Dψ
β (x)

(
F 2
β(x,β)− S∗θM (F 2

β ,x)
)

dx,

äå

F 2
β(x) =

∑
k∈Nd

d∏
j=1

kj
−2 cos

(
kjxj −

βjπ

2

)
, 2 = (2, . . . , 2) ∈ Nd.

Òîäi, ç îäíîãî áîêó, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ìàòèìåìî

I2 ≤
∥∥∥Dψ

β − S
∗
θM

(Dψ
β )
∥∥∥
q

∥∥F 2
β − S∗θM (F 2

β)
∥∥
q′

=

= e⊥M(Dψ
β )q
∥∥F 2

β − S∗θM (F 2
β)
∥∥
q′
,

1

q
+

1

q′
= 1.

Îñêiëüêè M = M(n) � 2nnd−1, òî

∥∥F 2
β − S∗θM (F 2

β)
∥∥
q′
�

∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)≥n

δs
(
F 2
β

)∥∥∥∥∥∥
q′

=
∥∥F 2

β − SQn
(
F 2
β

)∥∥
q′
,

äå SQn(f) =
∑

(s,1)<n

δs (f,x).

Âðàõîâóþ÷è, ùî [65, c. 38]∥∥F 2
β − SQn

(
F 2
β

)∥∥
q′
� 2−n(2− 1

q)n(d−1)(1− 1
q), 1 < q′ <∞,

çàïèøåìî

I2 � 2−n(2− 1
q)n(d−1)(1− 1

q)e⊥M(Dψ
β )q. (2.16)
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Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà îöiíèòè âåëè÷èíó I2 çíèçó. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ

s ∈ Nd ïîêëàäàþòü

ρ+(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+ : 2sj−1 ≤ kj < 2sj , j = 1, d

}
.

Îòæå, îñêiëüêè, çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè 2.1, Φ(l)2l(1− 1
q+ε), l ∈ N, l ≥ n,

íå çðîñòà¹, òî ïðè M = M(n) � 2nnd−1 áóäåìî ìàòè

I2 �
∑
k/∈Qn,
kj∈N

d∏
j=1

ψj(kj)k
−2
j =

∑
(s,1)≥n

∑
k∈ρ+(s)

d∏
j=1

ψj(kj)k
−2
j �

�
∑

(s,1)≥n

d∏
j=1

ψj (2sj) 2−2sj2(s,1) ≥

≥
∞∑
l=n

∑
(s,1)=l

(
min

(s,1)=l

d∏
j=1

ψj (2sj)

)
2−(s,1) =

=
∞∑
l=n

Φ(l)2l(1− 1
q+ε)

∑
(s,1)=l

2−(s,1)(2− 1
q+ε) ≥

≥ Φ(n)2n(1− 1
q+ε)

∞∑
l=n

2−l(2− 1
q+ε)ld−1 �

� Φ(n)2n(1− 1
q+ε)2−n(2− 1

q+ε)nd−1 = Φ(n)nd−12−n. (2.17)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è (2.16) òà (2.17), çíàõîäèìî

Φ(n)nd−12−n � I2 � 2−n(2− 1
q)n(d−1)(1− 1

q)e⊥M(Dψ
β )q.

Çâiäñè, äëÿ 1 < q <∞ îòðèìà¹ìî

e⊥M(Dψ
β )q � Φ(n)nd−12−n2n(2− 1

q)n(d−1)( 1
q−1) = Φ(n)2n(1− 1

q)n
d−1
q �

� Φ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2).

Îöiíêó çíèçó ó (2.3), à îòæå i òåîðåìó 2.1 äîâåäåíî.
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Òåïåð ïðîêîìåíòó¹ìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò, ñïiâñòàâëÿþ÷è éîãî ç ðà-

íiøå âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè, ùî ñòîñóþòüñÿ îöiíîê öi¹¨ âåëè÷èíè ÿê â

îäíîâèìiðíîìó, òàê i ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêàõ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó âåëè÷èíà e⊥M

(
Dψ1

β

)
q
,

1 < q < ∞, β ∈ R, ïðè âiäïîâiäíèõ îáìåæåííÿõ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ1,

äîñëiäæóâàëàñÿ Â. Â. Øêàïîþ [83]. Ïðè öüîìó áóëî âñòàíîâëåíå íàñòó-

ïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

e⊥M

(
Dψ1

β

)
q
� ψ1(M)M 1− 1

q .

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ïðè ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 1 − 1
q , βj ∈ R,

j = 1, d, äëÿ ôóíêöié Dψ
β ≡ F rβ òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èíè

e⊥M
(
F rβ
)
q
, 1 < q <∞, çíàéäåíî À. Ñ. Ðîìàíþêîì [47]:

e⊥M
(
F rβ
)
q
�M−(r1−1+ 1

q)(logM)(d−1)(r1−1+ 2
q).

Ó âèïàäêó, êîëè r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, r1 > 1 − 1

q , β ∈ Rd, öþ îöiíêó

ìîæíà îòðèìàòè iç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.1.

Äàëi ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β ó ïðîñòîði

Lq, 1 < q < ∞. Òóò îêðåìî ðîçãëÿíåìî äâà ñóòò¹âî ðiçíèõ âèïàäêè:

1 < q ≤ 2 òà 2 < q <∞.

Îòæå, íåõàé ñïî÷àòêó 1 < q ≤ 2. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé 1 < q ≤ 2, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì

òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d, íå

çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2) � eM

(
Dψ
β

)
q
�

� Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2). (2.18)
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Äîâåäåííÿ. Îöiíêà çâåðõó îäðàçó âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.1) òà

ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.1. À ñàìå, ìàòèìåìî

eM

(
Dψ
β

)
q
≤ e⊥M

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2). (2.19)

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ â (2.18) îöiíêè çíèçó. Çàçíà÷èìî, ùî äî-

ñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê β = 0.

Îòæå, çà çàäàíèì M âèáåðåìî n òàê, ùîá âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøå-

ííÿ M � 2nnd−1. Äàëi, íåõàé

Dψ(x) := Dψ
0 (x) = 2d

∑
s∈Nd

∑
k∈ρ+(s)

d∏
j=1

ψj (kj) cos kjxj.

×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âåêòîðiâ s ∈ Nd, òàêèõ ùî âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè

(s,1) = n,
∣∣θM ∩ ρ+(s)

∣∣ ≤ 1

2

∣∣ρ+(s)
∣∣ .

Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó D ó âèïàäêó p = 2, îòðèìà¹ìî

I3 =
∥∥∥Dψ

β − P (θM)
∥∥∥
q
�

�

(∑
s∈Nd

∥∥δs (Dψ − P (θM)
)∥∥q

2
2(s,1)( 1

2−
1
q)q

) 1
q

�

� 2n(
1
2−

1
q)

 ∑
(s,1)=n

∥∥δs (Dψ − P (θM)
)∥∥q

2

 1
q

. (2.20)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ, iç (2.20) ìàòèìåìî

I3 � 2n(
1
2−

1
q)

∑
s∈S

 ∑
k∈ρ+(s)

(
d∏
j=1

ψj (kj)

)2


q
2


1
q

�
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� 2n(
1
2−

1
q)

(∑
s∈S

(
min

(s,1)=n

d∏
j=1

ψj (2sj)

)q

2(s,1) q2

) 1
q

�

� 2n(
1
2−

1
q)Φ(n)

(
2
nq
2 |S|

) 1
q � 2n(

1
2−

1
q)Φ(n)2

n
2n

d−1
q =

= Φ(n)2n(1− 1
q)n

d−1
q (2.21)

Òîìó, âðàõîâóþ÷è ùî M � 2nnd−1, iç (2.21) îäåðæèìî

eM

(
Dψ
β

)
q
� Φ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2), 1 < q ≤ 2. (2.22)

Îöiíêó çíèçó â (2.18) äîâåäåíî.

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.19) òà (2.22), ìàòèìåìî øóêàíó îöiíêó.

Òåîðåìó 2.2 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ðåçóëüòàò òåîðåìè 2.2 ¹ íîâèì i â îäíîâèìiðíîìó âè-

ïàäêó. Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2′. Íåõàé d = 1, 1 < q ≤ 2, ψ1 ∈ D, β ∈ R, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ1 (|τ |) |τ |1−
1
q+ε íå çðîñòà¹. Òîäi ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

eM

(
Dψ1

β

)
q
� ψ1(M)M 1− 1

q .

Çàóâàæåííÿ 2.4. Ïðè ψj(|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 1 − 1
q , βj ∈ R,

j = 1, d, Å. Ñ. Áåëiíñüêèì [8] (äèâ. òàêîæ [9]) âñòàíîâëåíî íàñòóïíó

îöiíêó âåëè÷èíè eM
(
F rβ
)
q
, 1 < q ≤ 2:

eM
(
F rβ
)
q
�M−r1+1− 1

q (logM)(d−1)(r1−1+ 2
q).

Ó âèïàäêó r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, r1 > 1− 1

q , β ∈ Rd, öÿ îöiíêà âèïëèâà¹

iç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.2.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêó 2 < q < ∞. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.3. Íåõàé 2 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1+ε, j = 1, d, íå çðîñòà-

þòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M
1
2 � eM

(
Dψ
β

)
q
� Ψ(n)M

1
2 . (2.23)

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó.

Çà çàäàíèì M âèáåðåìî n ∈ N òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

M = M(n) � 2nnd−1. Ïîëiíîì, ÿêèì áóäåìî íàáëèæàòè ôóíêöi¨ Dψ
β ,

øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

P (θM ;x) =
∑

(s,1)<n

δs

(
Dψ
β ;x

)
+

∑
n≤(s,1)<αn

P (θNs;x) , (2.24)

äå α > 1 � äåÿêå ÷èñëî, âèáið ÿêîãî áóäå ïðîêîìåíòîâàíî ïiçíiøå, à

P (θNs;x) � ïîëiíîìè, ïîáóäîâàíi çãiäíî ç ëåìîþ E òàê, ùîá âèêîíóâà-

ëàñÿ óìîâà

∥∥∥δs(Dψ
β )− P (θNs)

∥∥∥
q
�
(

2(s,1)

Ns

) 1
2 ∥∥∥δs(Dψ

β )
∥∥∥

2
. (2.25)

Îöiíèìî âåëè÷èíó

I4 =
∥∥∥Dψ

β − P (θM)
∥∥∥
q
. (2.26)

Îñêiëüêè

Dψ
β (x) =

∑
s∈Nd

δs

(
Dψ
β ;x

)
,

òî, çãiäíî ç (2.24), ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî, ìàòèìåìî

I4 =

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

(
δs(D

ψ
β )− P (θNs)

)
+

Dψ
β −

∑
(s,1)<αn

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥∥∥
q

≤
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≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

(
δs(D

ψ
β )− P (θNs)

)∥∥∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∥∥Dψ
β −

∑
(s,1)<αn

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥∥∥
q

=

= I5 + I6. (2.27)

Äàëi îäåðæèìî îöiíêè äîäàíêiâ I5 òà I6. Â ïåðøó ÷åðãó çàçíà÷èìî, ùî

îöiíêà I6 áóëà âñòàíîâëåíà ó òåîðåìi 2.1. À ñàìå, çãiäíî ç (2.3), ìîæåìî

çàïèñàòè

I6 =

∥∥∥∥∥∥Dψ
β −

∑
(s,1)<αn

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥∥∥
q

� Ψ([αn])2αn(1− 1
q)(αn)

d−1
q . (2.28)

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ îöiíêè I5. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíî òå-

îðåìó A, íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî òà áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ

(2.25), îäåðæèìî

I5 =

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

(
δs(D

ψ
β )− P (θNs)

)∥∥∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n≤(s,1)<αn

∣∣∣δs(Dψ
β )− P (θNs)

∣∣∣2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
q

=

=

∥∥∥∥∥ ∑
n≤(s,1)<αn

∣∣∣δs(Dψ
β )− P (θNs)

∣∣∣2 ∥∥∥∥∥
q
2

 1
2

≤

≤

( ∑
n≤(s,1)<αn

∥∥∥∥∣∣∣δs(Dψ
β )− P (θNs)

∣∣∣2∥∥∥∥
q
2

) 1
2

�

�

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns

∥∥∥δs(Dψ
β )
∥∥∥2

2

 1
2

. (2.29)

Äëÿ ïðîäîâæåííÿ îöiíêè I5, âèêîðèñòà¹ìî âñòàíîâëåíó ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ
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òåîðåìè 2.1 îöiíêó âåëè÷èíè
∥∥∥δs(Dψ

β )
∥∥∥

2
. Îòæå, çãiäíî ç (2.9), áóäåìî ìàòè

∥∥∥δs(Dψ
β )
∥∥∥

2
� 2

(s,1)
2

d∏
j=1

ψj (2sj) . (2.30)

Ïîâåðòàþ÷èñü äî (2.29) òà âðàõîâóþ÷è (2.30), îòðèìà¹ìî

I5 �

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns
2(s,1)

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2
 1

2

=

=

 ∑
n≤(s,1)<αn

22(s,1)

Ns

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2
 1

2

. (2.31)

Äàëi äëÿ êîæíîãî s : (s,1) ∈ [n;αn) ïîêëàäåìî

Ns =

[
d∏
j=1

ψj (2sj)2(s,1)Ψ−1(n)

]
+ 1. (2.32)

Ïîêàæåìî, ùî êiëüêiñòü ãàðìîíiê, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ñóêóïíîñòi ïîëiíîìiâ

P (θNs;x) ïðè s : n ≤ (s,1) < αn, çà ïîðÿäêîì íå ïåðåâèùó¹ M . Ïîïå-

ðåäíüî çàçíà÷èìî, ùî âiäïîâiäíî äî óìîâè òåîðåìè 2.3, iñíó¹ ε > 0 òàêå,

ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (2sj) 2sj(1+ε), j = 1, d, íå çðîñòàþòü. Çâiäñè ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ïîñëiäîâíiñòü Ψ(l)2l(1+ε), l ∈ N, l ≥ n, òàêîæ íå çðîñòà¹.

Âðàõîâóþ÷è öþ îáñòàâèíó, òà âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó A, îòðèìà¹ìî

∑
n≤(s,1)<αn

Ns ≤ Ψ−1(n)
∑

n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj)2(s,1) +
∑

n≤(s,1)<αn

1�

� Ψ−1(n)
∞∑
l=n

∑
(s,1)=l

(
max

(s,1)=l

d∏
j=1

ψj (2sj)

)
2(s,1) + nd =

= Ψ−1(n)
∞∑
l=n

Ψ(l)2l(1+ε)
∑

(s,1)=l

2−(s,1)ε + nd ≤
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≤ 2n(1+ε)
∑

(s,1)≥n

2−(s,1)ε + nd �

� 2n(1+ε) 2−nεnd−1 + nd � 2nnd−1 �M. (2.33)

Êðiì öüîãî âiäìiòèìî, ùî êiëüêiñòü ãàðìîíiê, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïåðøî-

ìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.24), òàêîæ íå ïåðåâèùó¹ çà ïîðÿäêîì M ,

îñêiëüêè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, |Qn| � 2nnd−1. Îòæå, çàãàëüíà êiëüêiñòü

ãàðìîíiê ó ïîëiíîìi P (θM ;x), ÿêèì íàáëèæà¹ìî ôóíêöiþ Dψ
β , çà ïîðÿä-

êîì íå ïåðåâèùó¹ M .

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâëÿþ÷è ó (2.31) çàìiñòü Ns éîãî çíà÷åííÿ (2.32)

òà ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi çàñòîñîâóâàëèñÿ ïðè

âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåííÿ (2.33), îäåðæèìî

I5 �

 ∑
n≤(s,1)<αn

22(s,1)

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)−1

2−(s,1)Ψ(n)

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2
 1

2

=

= (Ψ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)
d∏
j=1

ψj (2sj)

 1
2

�

� (Ψ(n))
1
2
(
Ψ(n)2nnd−1

) 1
2 = Ψ(n)2

n
2n

d−1
2 . (2.34)

Çâiäñè, îá'¹äíóþ÷è (2.27), (2.34) òà (2.28), ìàòèìåìî

I4 � Ψ(n)2
n
2n

d−1
2 + Ψ([αn])2αn(1− 1

q)(αn)
d−1
q . (2.35)

Çà óìîâîþ òåîðåìè 2.3, iñíó¹ ε > 0, òàêå ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1+ε,

j = 1, d, íå çðîñòàþòü. Îòæå, äëÿ α > 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ψ([αn])2αn ≤ Ψ(n)2n. Äàëi, ïîêëàäàþ÷è α = q
2 , äå 2 < q < ∞, iç (2.35)

îäåðæèìî

I4 � Ψ(n)2
n
2n

d−1
2 + Ψ(n)2n2−

q
2
n
q

(q
2
n
)d−1

q �

� Ψ(n)2
n
2n

d−1
2 . (2.36)
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Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî M � 2nnd−1, çãiäíî ç (2.26) òà (2.36), ìàòèìåìî

eM(Dψ
β )

q
� Ψ(n)2

n
2n

d−1
2 � Ψ(n)M

1
2 .

Îöiíêó çâåðõó â (2.23) äîâåäåíî.

Îöiíêà çíèçó îäðàçó âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.2. Äiéñíî, äëÿ

2 < q <∞ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

eM(Dψ
β )

q
≥ eM(Dψ

β )
2
. (2.37)

Êðiì öüîãî, çà óìîâîþ òåîðåìè 2.3, ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1+ε,

j = 1, d, íå çðîñòàþòü, à îòæå, íå çðîñòàþòü òàêîæ ïîñëiäîâíîñòi

ψj (|τ |) |τ |
1
2+ε, j = 1, d. Òîìó, ïîêëàäàþ÷è ó (2.18) q = 2 òà âðàõîâóþ-

÷è (2.37), îäåðæèìî

eM(Dψ
β )

q
� Φ(n)M

1
2 , 2 < q <∞.

Îöiíêà çíèçó i, âiäïîâiäíî, òåîðåìà 2.3 äîâåäåíi.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Âñòàíîâëåíi ó òåîðåìi 2.3 îöiíêè ¹ íîâèìè i â îäíî-

âèìiðíîìó âèïàäêó. Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3′. Íåõàé d = 1, 2 < q < ∞, ψ1 ∈ D, β ∈ R, i, êðiì
òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ1 (|τ |) |τ |1+ε íå çðîñòà¹. Òîäi

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

eM

(
Dψ1

β

)
q
� ψ1(M)M

1
2 .

Çàóâàæåííÿ 2.6. Ó âèïàäêó ψj (|τ |) = |τ |−r1, βj ∈ R, j = 1, d, τ ∈
Z\{0}, r1 > 1, îöiíêà (2.23) íàáóâà¹ âèãëÿäó

eM
(
F rβ
)
q
�M−r1+ 1

2 (logM)r1(d−1) ,

i âîíà áóëà àíîíñîâàíà Å. Ñ. Áåëiíñüêèì [9].

Çàóâàæåííÿ 2.7. Ïîðiâíÿâøè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó òåîðåìàõ 2.1 � 2.3,

áà÷èìî, ùî ïðè 1 < q ≤ 2 îöiíêè çâåðõó âåëè÷èí eM
(
Dψ
β

)
q
òà e⊥M

(
Dψ
β

)
q
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îäíàêîâi çà ïîðÿäêîì. Ó âèïàäêó 2 < q < ∞ îöiíêè âiäïîâiäíèõ àïðî-

êñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê âiäðiçíÿþòüñÿ.

2.3. Îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òà M-÷ëåí-

íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,1

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òàM -

÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áà-

ãàòüîõ çìiííèõ Lψβ,1 ó ïðîñòîði Lq ïðè 1 < q <∞.

Íåõàé Vm(x), m ∈ N, � ÿäðà Âàëëå �Ïóññåíà âèãëÿäó

Vm(x) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kx+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
1− k −m

m

)
cos kx.

Êîæíîìó âåêòîðó s ∈ Nd ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîëiíîì

As(x) =
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V2sj−1(xj)).

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [65, c. 66]), ùî

‖As‖q � 2(s,1)(1− 1
q), 1 ≤ q ≤ ∞. (2.38)

Äàëi, äëÿ f ∈ L1 ïîêëàäåìî

As (f) := As (f,x) = (f ∗ As) (x),

äå "∗" � îïåðàöiÿ çãîðòêè.

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé 1 < q < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì

òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d, íå

çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü
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óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2) � e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
�

� Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2). (2.39)

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó.

Ç öi¹þ ìåòîþ äëÿ f ∈ Lψβ,1 îöiíèìî âåëè÷èíó

I7 =

∥∥∥∥f − ∑
(s,1)<n

δs(f)

∥∥∥∥
q

. (2.40)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè îêðåìî äâà âèïàäêè: 1 < q ≤ 2 òà 2 < q <∞.

Íåõàé ñïî÷àòêó 1 < q ≤ 2. Òîäi, ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi

äî òèõ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåííÿ (2.5), i

çàñòîñîâóþ÷è ëåìó C, îäåðæèìî

I7 =

∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)≥n

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
q

�

 ∑
(s,1)≥n

‖δs (f)‖qq

 1
q

�

�

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q ∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥q
q

 1
q

. (2.41)

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è, ùî∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥
q
�
∥∥∥As (fψβ )∥∥∥

q
, 1 < q <∞,

i äàëi âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíî âëàñòèâiñòü çãîðòêè (äèâ., íàïðèêëàä,

[28, c. 71]) òà ñïiââiäíîøåííÿ (2.38), iç (2.41) îòðèìà¹ìî

I7 �

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q ∥∥∥As (fψβ )∥∥∥q
q

 1
q

�



62

�

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q ∥∥∥fψβ ∥∥∥q
1
‖As‖qq

 1
q

�

�

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q

2(s,1)(1− 1
q)q

 1
q

. (2.42)

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiä-

íîøåíü (2.10), (2.11), òà âðàõîâóþ÷è, ùî M � 2nnd−1, ìàòèìåìî

I7 � Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2), 1 < q ≤ 2. (2.43)

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêó 2 < q < ∞. Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü ïî-

ñëiäîâíî ëåìàìè B òà C, äëÿ (2.40) çàïèøåìî

I7 �

 ∑
(s,1)≥n

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)q ∥∥∥∥As (fψβ )∥∥∥∥q
2

2(s,1)( 1
2−

1
q)q

 1
q

.

Äàëi, çäiéñíèâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi áóëè çðîáëåíi äëÿ

îòðèìàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.42) i ïîòiì, âiäïîâiäíî, (2.10), (2.11), îäåð-

æèìî

I7 � Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2), 2 < q <∞. (2.44)

Çâiäñè, îá'¹äíóþ÷è (2.43), (2.44) iç (2.40), ìàòèìåìî∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)≥n

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
q

� Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2), 1 < q <∞. (2.45)

Îòæå,

e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
� Ψ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2).

Îöiíêó çâåðõó ó (2.39) âñòàíîâëåíî.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ îöiíêè çíèçó.

Íåõàé f ∈ Lψβ,1, à θM � äîâiëüíèé íàáið iç M âåêòîðiâ kj ∈ Zd,
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j = 1,M . Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíó f ∈ Lψβ,1 ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

çãîðòêè [61, ×. 1, �7]

f(x) =
(
ϕ ∗Dψ

β

)
(x) = (2π)−d

∫
πd

ϕ(x− t)Dψ
β (t) dt, (2.46)

äå ‖ϕ‖1 ≤ 1 i ôóíêöiÿ ϕ ìàéæå âñþäè ñïiâïàäà¹ ç fψβ .

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è (2.46), ìîæåìî çàïèñàòè

I8 = sup
f∈Lψβ,1

‖f − SθM (f)‖q =

= sup
‖ϕ‖1≤1

∥∥∥∥∥ϕ ∗Dψ
β − ϕ ∗

M∑
j=1

ei(k
j ,x) ∗Dψ

β

∥∥∥∥∥
q

. (2.47)

Äàëi, ïîêëàäåìî

tM(x) =
M∑
j=1

ei(k
j ,x) ∗Dψ

β (x).

Òîäi ç (2.47) áóäåìî ìàòè

I8 = sup
‖ϕ‖1≤1

∥∥∥ϕ ∗ (Dψ
β − tM

)∥∥∥
q

=
∥∥∥Dψ

β − tM
∥∥∥
q
≥ e⊥M

(
Dψ
β

)
q
.

Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 2.1, ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ îöiíêè

çíèçó âåëè÷èíè e⊥M
(
Lψβ,1

)
q
, 1 < q <∞:

e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
� Φ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2).

Òåîðåìó 2.4 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.8. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ç òåîðåìè 2.4 âèïëèâà¹ íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ1 âñòà-

íîâëåíî Â. Â. Øêàïîþ [83]:

Òåîðåìà 2.4′. Íåõàé d = 1, 1 < q < ∞, ψ1 ∈ D, β ∈ R, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ1 (|τ |) |τ |1−
1
q+ε íå çðîñòà¹. Òîäi
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ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

e⊥M

(
Lψ1

β,1

)
q
� ψ1(M)M 1− 1

q .

Çàóâàæåííÿ 2.9. Ó âèïàäêó ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 1 − 1
q ,

βj ∈ R, j = 1, d, äëÿ êëàñiâ Lψβ,1 ≡ W r
β,1 ïîðÿäîê âåëè÷èíè e⊥M

(
W r
β,1

)
q
,

1 < q <∞, îòðèìàíî À. Ñ. Ðîìàíþêîì [47]:

e⊥M
(
W r
β,1

)
q
�M−(r1−1+ 1

q)(logM)(d−1)(r1−1+ 2
q).

Äëÿ r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, r1 > 1− 1

q , β ∈ Rd, öþ îöiíêó ìîæíà îòðèìàòè

iç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.4.

Äàëi ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,1 ó ïðîñòîði Lq, 1 < q < ∞. ßê i ïðè äîñëiäæåííi

âåëè÷èíè eM
(
Dψ
β

)
q
, òóò âàæëèâî îêðåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè 1 < q ≤ 2

òà 2 < q <∞.

Íåõàé ñïî÷àòêó 1 < q ≤ 2. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé 1 < q ≤ 2, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì

òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d, íå

çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2) � eM

(
Lψβ,1

)
q
�

� Ψ(n)M 1− 1
q (logM)2(d−1)( 1

q−
1
2). (2.48)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà çâåðõó âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.2) òà ðåçóëüòàòó

òåîðåìè 2.4.

Îòæå, çãiäíî ç (2.39), ìàòèìåìî

eM

(
Lψβ,1

)
q
≤ e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
� Ψ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2). (2.49)

Âñòàíîâèìî òåïåð ó (2.48) îöiíêó çíèçó. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ C òà
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iíòåãðàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì (2.46) ôóíêöié f ∈ Lψβ,1, ìîæåìî çàïèñàòè

eM

(
Lψβ,1

)
q

= sup
f∈Lψβ,1

inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖P‖q′≤1

∣∣∣∣∣∣(2π)−d
∫
πd

f(x)P (x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖P‖q′≤1

∣∣∣∣∣∣(2π)−d
∫
πd

∫
πd

ϕ(t)Dψ
β (x− t) dt

P (x) dx

∣∣∣∣∣∣ , (2.50)

äå P (x) � ïîëiíîìè, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi äî P (x).

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî äëÿ iíòåãðàëà ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.50) âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè Ôóáiíi (äèâ., íàïðèêëàä, [32, ñ. 336]). Äëÿ öüîãî

ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

∫
πd

ϕ(t)

∫
πd

Dψ
β (x− t)P (x) dx

 dt. (2.51)

Îñêiëüêè Dψ
β ∈ Lq, 1 < q <∞, à P ∈ Lq′, òî, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü

Ãåëüäåðà, îäåðæèìî∫
πd

Dψ
β (x− t)P (x) dx ≤

∥∥∥Dψ
β

∥∥∥
q
‖P‖q′ ,

i, îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L1 iíòåãðàë (2.51) çáiæíèé.

Çìiíþþ÷è â (2.50) ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ, îòðèìà¹ìî

eM

(
Lψβ,1

)
q

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖Pψβ ‖q′≤1

∫
πd

ϕ(t)×

×

(2π)−d
∫
πd

Dψ
β (x− t)P (x) dx

 dt. (2.52)

Òåïåð, âèêîðèñòàâøè ïîñëiäîâíî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà (ïðè p = 1, p′ =∞),
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òà òåîðåìó C, iç (2.52) ìàòèìåìî

eM

(
Lψβ,1

)
q

= inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖P‖q′≤1

∥∥∥∥∥∥(2π)−d
∫
πd

Dψ
β (x− t)P (x) dx

∥∥∥∥∥∥
∞

≥

≥ inf
θM

sup
P∈L⊥(θM )

‖P‖q′≤1

∣∣∣∣∣∣(2π)−d
∫
πd

Dψ
β (x− t)P (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ eM

(
Dψ
β

)
q
. (2.53)

Äàëi, ïðèéíÿâøè äî óâàãè ðåçóëüòàò òåîðåìè 2.2, äëÿ (2.53) çàïèøåìî

eM

(
Lψβ,1

)
q
� Φ(n)M 1− 1

q (logM)2(d−1)( 1
q−

1
2).

Îöiíêó çíèçó, à îòæå, i òåîðåìó 2.5, äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.10. Âñòàíîâëåíi ó òåîðåìi 2.5 îöiíêè ¹ íîâèìè i â îäíî-

âèìiðíîìó âèïàäêó. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.5′. Íåõàé d = 1, 1 < q ≤ 2, ψ1 ∈ D, β ∈ R, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ1 (|τ |) |τ |1−
1
q+ε íå çðîñòà¹. Òîäi

ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

eM

(
Lψ1

β,1

)
q
� ψ1(M)M 1− 1

q .

Çàóâàæåííÿ 2.11. Ïðè ψj (|τ |) = |τ |−rj , τ ∈ Z\{0}, rj > 1− 1
q , βj ∈ R,

j = 1, d, îöiíêó âåëè÷èíè eM
(
W r
β,1

)
q
, 1 < q ≤ 2, âñòàíîâëåíî À. Ñ. Ðîìà-

íþêîì [44]:

eM
(
W r
β,1

)
q
�M−r1+1− 1

q (logM)(d−1)(r1−1+ 2
q).

Ó âèïàäêó r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, r1 > 1 − 1

q , β ∈ Rd, öþ îöiíêó ìîæíà

îòðèìàòè ç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.5.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê 2 < q <∞.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé 2 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1+ε, j = 1, d, íå çðîñòà-
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þòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

M = M(n) � 2nnd−1, ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)M
1
2 � eM

(
Lψβ,1

)
q
� Ψ(n)M

1
2 . (2.54)

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó.

Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè æ îñíîâíèìè iäåÿìè, ÿê i ïðè

âñòàíîâëåííi âiäïîâiäíî¨ îöiíêè ó òåîðåìi 2.3 òà ââàæàòè, ùî

M = M(n) � 2nnd−1, α > 1, à ïîëiíîìè P (θM ;x), ÿêèìè íàáëèæà¹ìî

ôóíêöi¨ ç êëàñó Lψβ,1, ìàþòü âèãëÿä, àíàëîãi÷íèé äî (2.24), òà ïîáóäîâàíi

çãiäíî ç ëåìîþ E.

Îòæå, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi çàñòîñîâóâàëèñÿ ïðè îòðèìàííi

ñïiââiäíîøåííÿ (2.27), äëÿ f ∈ Lψβ,1 ìîæåìî çàïèñàòè

‖f − P (θM)‖q ≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

(δs (f)− P (θNs))

∥∥∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥∥∥f −
∑

(s,1)<αn

δs (f)

∥∥∥∥∥∥
q

= I9 + I10. (2.55)

Îöiíèìî äîäàíêè I9 òà I10. Çàçíà÷èìî, ùî îöiíêà I10 áóëà âñòàíîâëåíà

ó òåîðåìi 2.4. À ñàìå, çãiäíî ç (2.45), ìàòèìåìî

I10 =

∥∥∥∥∥∥f −
∑

(s,1)<αn

δs (f)

∥∥∥∥∥∥
q

� Ψ([αn])2αn(1− 1
q)(αn)

d−1
q . (2.56)

Äàëi ïåðåéäåìî äî îöiíêè äîäàíêó I9. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê

öå áóëî çðîáëåíî â õîäi äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3 ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiä-

íîøåííÿ (2.29), çàñòîñîâóþ÷è ëåìó C, òà âèáèðàþ÷è Ns çãiäíî ç (2.32),
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îòðèìà¹ìî

I9 =

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

(δs (f)− P (θNs))

∥∥∥∥∥∥
q

�

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns
‖δs (f)‖2

2

 1
2

�

�

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2 ∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥2

2

 1
2

�

�

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)−1

2−(s,1)Ψ(n)×

×

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2 ∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥2

2

) 1
2

=

= (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥2

2

 1
2

. (2.57)

Òåïåð, ïðèéíÿâøè äî óâàãè, ùî äëÿ f ∈ Lψβ,1

‖δs (f)‖2 � ‖As (f)‖2 ,

òà ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ B, iç (2.57) áóäåìî ìàòè

I9 � (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥As (fψβ )∥∥∥2

2

 1
2

�

� (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥As (fψβ )∥∥∥2

1
22(s,1)(1− 1

2)

 1
2

=

= (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥As (fψβ )∥∥∥2

1
2(s,1)

 1
2

. (2.58)
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Äàëi, îñêiëüêè∥∥∥As (fψβ )∥∥∥
1
≤ ‖As‖1

∥∥∥fψβ ∥∥∥
1
≤ C1

∥∥∥fψβ ∥∥∥
1
≤ C2,

äå C1 > 0, C2 > 0 � äåÿêi ñòàëi, òî iç (2.58), çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, àíà-

ëîãi÷íèõ äî òèõ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåííÿ

(2.33), ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ îöiíêè

I9 � (Ψ(n))
1
2
(
Ψ(n)2nnd−1

) 1
2 = Ψ(n)2

n
2n

d−1
2 . (2.59)

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâëÿþ÷è (2.59) òà (2.56) â (2.55), îòðèìà¹ìî

‖f − P (θM)‖q � Ψ([αn])2αn(1− 1
q)(αn)

d−1
q + Ψ(n)2

n
2n

d−1
2 .

Ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âñòà-

íîâëåííi (2.36), ïðèõîäèìî äî îöiíêè

‖f − P (θM)‖q � Ψ(n)M
1
2 .

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âñòàíîâëåííÿ â (2.54) îöiíêè çíèçó.

Îñêiëüêè 2 < q <∞, òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

eM

(
Lψβ,1

)
q
> eM

(
Lψβ,1

)
2
. (2.60)

Çà óìîâîþ òåîðåìè 2.6, iñíó¹ ε > 0, òàêå ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |1+ε,

j = 1, d, íå çðîñòàþòü, à îòæå, íå çðîñòàþòü òàêîæ ïîñëiäîâíîñòi

ψj (|τ |) |τ |1−
1
q+ε, j = 1, d. Òîìó ìîæåìî âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò òåîðå-

ìè 2.5 ïðè q = 2. Îòæå, iç (2.60) òà (2.48) ìàòèìåìî

eM

(
Lψβ,1

)
q
� Φ(n)M

1
2 .

Îöiíêó çíèçó äîâåäåíî.

Òåîðåìó 2.6 äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 2.12. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 2.6

âèïëèâà¹ òî÷íà çà ïîðÿäêîì îöiíêà âåëè÷èíè eM

(
Lψ1

β,1

)
q
, 2 < q < ∞,

ÿêà ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ1 âñòàíîâëåíà

Â. Â. Øêàïîþ [84]. À ñàìå, ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.6′. Íåõàé d = 1, 2 < q < ∞, ψ1 ∈ D, β ∈ R, i, êðiì òîãî,

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ1 (|τ |) |τ |1+ε íå çðîñòà¹. Òîäi ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

eM

(
Lψ1

β,1

)
q
� ψ1(M)M

1
2 .

Çàóâàæåííÿ 2.13. ßêùî ó òåîðåìi 2.6 ïîêëàñòè ψj (|τ |) = |τ |−r1, βj ∈ R,
j = 1, d, τ ∈ Z\{0}, r1 > 1, òî îòðèìà¹ìî îöiíêó âåëè÷èíè eM

(
W r
β,1

)
q
,

2 < q <∞, ÿêó áóëî àíîíñîâàíî Å. Ñ. Áåëiíñüêèì [9]:

eM
(
W r
β,1

)
q
�M−r1+ 1

2

(
logd−1M

)r1
.

Çàóâàæåííÿ 2.14. Ïîðiâíÿâøè ðåçóëüòàòè òåîðåì 2.4 � 2.6 áà÷èìî, ùî

ïðè 2 < q <∞ îöiíêè çâåðõó âåëè÷èí eM
(
Lψβ,1

)
q
òà e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ çà ïîðÿäêîì.

2.4. Îöiíêè íàéêðàùèõ M-÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ôóíêöié ìàëî¨ ãëàä-

êîñòi

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõM -÷ëåííèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ ìàëî¨ ãëàäêîñòi ó ïðîñòîði Lq ïðè 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Îòæå, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé 1 < p ≤ 2 < q < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d,

i, êðiì òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj(|τ |)|τ |
1
p−ε, j = 1, d,

íå ñïàäàþòü, à ψj(|τ |)|τ |q
′
(

1
p−

1
q

)
, j = 1, d, 1

q + 1
q′ = 1, íå çðîñòàþòü.
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Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó M =

M(n) � 2nnd−1, òà ÷èñëà n1 = q
2n −

(
q
2 − 1

)
(d − 1) log n, ñïðàâåäëèâi

îöiíêè

Φ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q) (logM)(d−1)(1− qp) � eM

(
Lψβ,p

)
q
�

� Ψ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q) (logM)(d−1)(1− qp) . (2.61)

Äîâåäåííÿ. Îòðèìà¹ìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó.

Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç êëàñó Lψβ,p,M � çàäàíå äîñòàòíüî âåëè-

êå ÷èñëî. Ïiäáåðåìî ÷èñëî n ∈ N òàê, ùîá âèêîíóâàëîñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

M = M(n) � 2nnd−1 i ïîêëàäåìî

n1 =
q

2
n−

(q
2
− 1
)

(d− 1) log n,

n2 =
q

2
n+

q

2
(d− 1) log n.

Äàëi, ðîçiá'¹ìî ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f íà êiëüêà ÷àñòèí, êîæíà ç ÿêèõ,

çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëiòòëâóäà �Ïåëi, òàêîæ íàëåæèòü êëàñó Lψβ,p. Îòæå,

íåõàé

f(x) =

( ∑
(s,1)<n

+
∑

n≤(s,1)<[n1]

+
∑

[n1]≤(s,1)<[n2]

+
∑

(s,1)≥[n2]

)
δs(f,x) =

=

( ∑
(s,1)<n

+
∑

n≤(s,1)<[n1]

+

[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

+

[n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

+
∑

(s,1)≥[n2]

)
δs(f,x),

äå äîäàíîê
[n2]∑
l=[n1]

∑′
(s,1)=l

ìiñòèòü ml "áëîêiâ"δs (f,x) ïî òèõ s ∈ Nd, ÿêèì

âiäïîâiäàþòü íàéáiëüøi çíà÷åííÿ íîðì
∥∥δs(fψβ )

∥∥
2
, à äîäàíîê

[n2]∑
l=[n1]

∑′′
(s,1)=l

�

âñi òi "áëîêè" , ÿêi çàëèøèëèñÿ. Âèáið ÷èñåë ml ïðîêîìåíòó¹ìî ïiçíiøå.

Áóäåìî íàáëèæàòè ôóíêöiþ f ïîëiíîìîì P (θM ;x), ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç ¨¨ ÷àñòèííî¨ ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íî¨ ñóìè Ôóð'¹ òà äåÿêèõ ïîëiíîìiâ,
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ïîáóäîâàíèõ çãiäíî ç ëåìîþ E. Òîáòî

P (θM ;x) =
∑

(s,1)<n

δs (f,x) +

+
∑

n≤(s,1)<[n1]

P1(θLs;x) +
∑

[n1]≤(s,1)<[n2]

P2(θMs
;x).

Òîäi, çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè íîðìè, ìàòèìåìî

‖f − P (θM)‖q ≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<[n1]

(δs(f)− P1 (θLs))

∥∥∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥∥∥
∑

[n1]≤(s,1)<[n2]

(δs(f)− P2 (θMs
))

∥∥∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)≥[n2]

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
q

≤

≤

∥∥∥∥∥ ∑
n≤(s,1)<[n1]

(δs(f)− P1 (θLs))

∥∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥∥
[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

δs(f)−
∑

[n1]≤(s,1)<[n2]

P2 (θMs
)

∥∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥∥
[n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

δs(f)

∥∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∥ ∑
(s,1)≥[n2]

δs(f)

∥∥∥∥∥
q

=

= I11 + I12 + I13 + I14. (2.62)

Îöiíèìî îêðåìî êîæåí iç äîäàíêiâ I11, I12, I13, I14.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó äëÿ I11. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê

öå áóëî çðîáëåíî ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåííÿ (2.29), ìîæåìî çàïè-

ñàòè

I11 =

∥∥∥∥∥ ∑
n≤(s,1)<[n1]

(δs(f)− P1 (θLs))

∥∥∥∥∥
q

�

�

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

2(s,1)

Ls
‖δs(f)‖2

2

) 1
2

. (2.63)
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Äàëi, âèêîðèñòàâøè ëåìó C, iç (2.63) îòðèìà¹ìî

I11 �

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

2(s,1)

Ls

(
d∏
j=1

ψj(2
sj)

)2 ∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥2

2

) 1
2

. (2.64)

Òåïåð êîæíîìó âåêòîðó s : n ≤ (s,1) < [n1] ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

÷èñëî

Ls =

 2nnd−1

2
n1
p n

d−1
p′

1 Ψ([n1])
2

(s,1)
2

d∏
j=1

ψj(2
sj)
∥∥∥δs(fψβ )

∥∥∥
2

+ 1,

i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïðè òàêîìó âèáîði Ls êiëüêiñòü ãàðìîíiê ó ïîëiíîìi∑
n≤(s,1)<[n1]

P1 (θLs;x) íå ïåðåâèùó¹ çà ïîðÿäêîì 2nnd−1. Äiéñíî,

∑
n≤(s,1)<[n1]

Ls � nd1+

+
2nnd−1

2
n1
p n

d−1
p′

1 Ψ([n1])

∑
n≤(s,1)<[n1]

2
(s,1)

2

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥
2

d∏
j=1

ψj(2
sj). (2.65)

Îöiíèìî ñóìó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.65). Ñêîðèñòàâøèñü

íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà, ìàòèìåìî

I15 =
∑

n≤(s,1)<[n1]

2
(s,1)

2

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥

2

d∏
j=1

ψj (2sj) =

=
∑

n≤(s,1)<[n1]

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥

2
2(s,1)

(
1
2−

1
p

)
2

(s,1)
p

d∏
j=1

ψj(2
sj) ≤

≤

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥p

2
2(s,1)

(
1
2−

1
p

)
p

) 1
p

×

×

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

2
(s,1)p′
p

(
d∏
j=1

ψj(2
sj)

)p′) 1
p′

. (2.66)
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Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è äî ïåðøîãî ìíîæíèêà ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.66) ëåìó D

òà âðàõîâóþ÷è, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj(|τ |)|τ |
1
p−ε, j = 1, d, ε > 0, ¹ íåñïà-

äíèìè, îäåðæèìî

I15 �
∥∥∥fψβ ∥∥∥

p

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

(
d∏
j=1

ψj(2
sj)2sj(

1
p−ε)2sjε

)p′) 1
p′

≤

≤ Ψ ([n1]) 2n1( 1
p−ε)

( ∑
n≤(s,1)<[n1]

2(s,1)p′ε

) 1
p′

=

= Ψ([n1])2
n1( 1

p−ε)

 [n1]∑
l=n

∑
(s,1)=l

2(s,1)p′ε

 1
p′

�

� Ψ([n1])2
n1( 1

p−ε)

 [n1]∑
l=n

2lp
′εld−1

 1
p′

�

� Ψ([n1])2
n1( 1

p−ε)2n1εn
d−1
p′

1 = Ψ([n1])2
n1
p n

d−1
p′

1 . (2.67)

Ïðèéíÿâøè äî óâàãè (2.67) i ïîâåðòàþ÷èñü äî (2.65), áóäåìî ìàòè

∑
n≤(s,1)<[n1]

Ls �
2nnd−1

2
n1
p n

d−1
p′

1 Ψ([n1])
Ψ([n1])2

n1
p n

d−1
p′

1 + nd1 � 2nnd−1.

Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ãàðìîíiê, ùî ìiñòÿòüñÿ â îá'¹äíàííi ïîëiíîìiâ

P1(θLs;x), íå ïåðåâèùó¹ çà ïîðÿäêîì M � 2nnd−1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ Ls ó (2.64), òà âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (2.67),

îòðèìà¹ìî

I11 �


∑

n≤(s,1)<[n1]

2(s,1)

(
d∏
j=1

ψj (2sj)

)2 ∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥2

2
2
n1
p n

d−1
p′

1

2nnd−12
(s,1)

2

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥

2
Ψ([n1])−1



1
2

=
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=

2
n1
p n

d−1
p′

1 Ψ([n1])

2nnd−1

∑
n≤(s,1)<[n1]

2
(s,1)

2

d∏
j=1

ψj (2sj)
∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥

2

 1
2

�

�

2
n1
p n

d−1
p′

1 Ψ([n1])

2nnd−1
Ψ([n1])2

n1
p n

d−1
p′

1

 1
2

=
Ψ([n1])2

n1
p n

d−1
p′

1

2
n
2n

d−1
2

. (2.68)

Äàëi, ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ n1 = q
2n −

(
q
2 − 1

)
(d − 1) log n òà çäié-

ñíþþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, iç (2.68) îòðèìà¹ìî

I11 �
Ψ([n1])2

q
2pnn

d−1
p′

n

(
q
2−1

)
(d−1)

p 2
n
2n

d−1
2

= Ψ([n1])2
q
2n
(

1
p−

1
q

)
n(d−1)

(
1
p′−

1
2−

q
2p+ 1

p

)
=

= Ψ([n1])2
q
2n
(

1
p−

1
q

)
n
q
2 (d−1)

(
1
q−

1
p

)
. (2.69)

Âðàõîâóþ÷è, ùî M � 2nnd−1, iç (2.69) ìîæåìî çàïèñàòè

I11 � Ψ([n1])
(
2nnd−1

) q
2

(
1
p−

1
q

)
nq(d−1)

(
1
q−

1
p

)
�

� Ψ([n1])M
q
2

(
1
p−

1
q

)
(logM)(d−1)

(
1− qp
)

(2.70)

Ïåðåéäåìî äî îöiíêè äîäàíêó I12 iç (2.62). Çãiäíî ç òåîðåìîþ A òà

ëåìîþ E, îòðèìà¹ìî

I12 =

∥∥∥∥∥∥
[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

δs(f)−
∑

[n1]≤(s,1)<[n2]

P2 (θMs
)

∥∥∥∥∥∥
q

�

�

 [n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

2(s,1)

Ms
‖δs(f)‖2

2

 1
2

�

�

 [n2]∑
l=[n1]

2l
∑′

(s,1)=l

Ms
−1 ‖δs(f)‖2

2

 1
2

. (2.71)

Äàëi, êîæíîìó âåêòîðó s : [n1] ≤ (s,1) < [n2], ïîñòàâèìî ó âiäïîâiä-



76

íiñòü ÷èñëî

Ms =

 (
2nnd−1

)1− q′
2p′

Ψ([n1])2
n1q′( 1

p−
1
q)

2
l
2 ‖δs(f)‖2

+ 1.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïðè òàêîìó âèáîði Ms âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

Ms � 2nnd−1.

Äiéñíî,

[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

Ms �
[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

(
2nnd−1

)1− q′
2p′

Ψ([n1])2
n1q′( 1

p−
1
q)

2
l
2 ‖δs(f)‖2 + nd2 =

=

(
2nnd−1

)1− q′
2p′

Ψ([n1])2
n1q′( 1

p−
1
q)

[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

‖δs(f)‖2 + nd2. (2.72)

Îöiíèìî îêðåìî ñóìó ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.72). Çàñòîñî-

âóþ÷è ëåìó C, ìàòèìåìî

I16 =

[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

‖δs(f)‖2 �
[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥

2

d∏
j=1

ψj(2
sj) =

=

[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

∥∥δs(fψβ )
∥∥

2

d∏
j=1

ψj(2
sj)2(s,1)( 1

p−
1
2 )2(s,1)( 1

2−
1
p ). (2.73)

Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè 2.7, ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |q
′
(

1
p−

1
q

)
, j = 1, d,

íå çðîñòàþòü. Òîäi íå çðîñòàþòü òàêîæ ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |
1
p−

1
2 , j =

1, d. Äiéñíî, îñêiëüêè q′ = q
q−1 , à 1− 1

p = 1
p′ , òî ìîæåìî çàïèñàòè

q′
(

1

p
− 1

q

)
=
q′

p
− q′

q
=
q′

p

(
1

q′
+

1

q

)
− q′

q
=

1

p
+
q′

pq
− q′

q
=

=
1

p
+
q′

q

(
1

p
− 1

)
=

1

p
− q′

qp′
=

1

p
− q

q(q − 1)p′
=

1

p
− 1

(q − 1)p′
. (2.74)
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Çâiäñè áà÷èìî, ùî q′
(

1
p −

1
q

)
> 1

p −
1
2 , 2 < q < ∞, à îòæå, ïîñëiäîâíîñòi

ψj (|τ |) |τ |
1
p−

1
2 , j = 1, d, ¹ íåçðîñòàþ÷èìè. Òîìó, äëÿ (2.73) îäåðæèìî

I16 �
[n2]∑
l=[n1]

2
l
2 Ψ(l)2l(

1
p−

1
2)
∑′

(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥
2

2(s,1)( 1
2−

1
p).

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà âðàõîâóþ÷è, ùî ó âíóòðiøíié

ñóìi ìiñòèòüñÿ íå áiëüøå, íiæ ml äîäàíêiâ, îòðèìà¹ìî

I16 �
[n2]∑
l=[n1]

2
l
pΨ(l)

∑′

(s,1)=l

1p
′

 1
p′
∑′

(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p )p

 1
p

�

�
[n2]∑
l=[n1]

Ψ(l)2
l
p

∑′

(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p )p

 1
p

m
1
p′

l . (2.75)

Òåïåð, êîæíîìó l ∈ N : [n1] ≤ l < [n2] ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëà

Sl =

 ∑
(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p)p

 1
p

, (2.76)

ml =
[
2
q′
2 nn(d−1) q

′
2 Spl 2

−lq′
q

]
. (2.77)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ Sl òà ml ó (2.75), îäåðæèìî

I16 �
[n2]∑
l=[n1]

Ψ(l)2
l
pSl2

q′
2p′nn(d−1) q

′
2p′S

p
p′

l 2
−lq′
qp′ =

(
2nnd−1

) q′
2p′

[n2]∑
l=[n1]

Ψ(l)2
l
pSpl 2

−lq′
qp′ .

Âðàõîâóþ÷è, ùî çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè 2.7, ïîñëiäîâíîñòi

ψj (|τ |) |τ |
1
p−

q′
qp′ , j = 1, d, íå çðîñòàþòü, ìàòèìåìî

I16 � (2nnd−1)
q′
2p′Ψ([n1])2

n1

(
1
p−

q′
qp′

) [n2]∑
l=[n1]

Spl . (2.78)
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Çãiäíî ç ëåìîþ D, ìîæåìî çàïèñàòè

[n2]∑
l=[n1]

Spl =

[n2]∑
l=[n1]

∑
(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p)p �

�
∑
s∈Nd

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p)p �

∥∥∥fψβ ∥∥∥p
p
≤ 1. (2.79)

Òîìó, ïðîäîâæèìî îöiíêó (2.78) âåëè÷èíè I16 íàñòóïíèì ÷èíîì

I16 =

[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

‖δs(f)‖2 �
(
2nnd−1

) q′
2p′ Ψ([n1])2

n1

(
1
p−

q′
qp′

)
. (2.80)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.80) ó (2.72) òà áåðó÷è äî óâàãè (2.74), îòðèìà¹ìî

[n2]∑
l=[n1]

∑′

(s,1)=l

Ms �

� (2nnd−1)1− q′
2p′

Ψ([n1])2
n1q′(

1
p−

1
q )

(2nnd−1)
q′
2p′Ψ([n1])2

n1( 1
p−

q′
qp′ ) + nd2 � 2nnd−1.

Îòæå, êiëüêiñòü ãàðìîíiê â îá'¹äíàííi ïîëiíîìiâ P2(θMs
;x) íå ïåðåâèùó¹

çà ïîðÿäêîì M � 2nnd−1.

Îöiíèìî òåïåð äîäàíîê I12. Ïiäñòàâëÿþ÷è ó (2.71) çíà÷åííÿ Ms òà âè-

êîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (2.80), ìàòèìåìî

I12 �

 [n2]∑
l=[n1]

2l
∑′

(s,1)=l

Ψ([n1])2
n1q
′( 1
p−

1
q ) ‖δs(f)‖2

2

(2nnd−1)1− q′
2p′ 2

l
2 ‖δs(f)‖2

 1
2

=

=

Ψ([n1])2
n1q
′( 1
p−

1
q )

(2nnd−1)1− q′
2p′ 2

l
2

[n2]∑
l=[n1]

2
l
2

∑′

(s,1)=l

‖δs(f)‖2

 1
2

�

�

(
Ψ([n1])2

n1q
′( 1
p−

1
q )

(2nnd−1)1− q′
2p′ 2

l
2

(2nnd−1)
q′
2p′Ψ([n1])2

n1( 1
p−

q′
qp′ )

) 1
2

=

= Ψ([n1])2
n1q
′( 1
p−

1
q )(2nnd−1)

q′
2p′−

1
2 . (2.81)
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Äàëi, âðàõóâàâøè, ùî n1 = q
2n−

(
q
2 − 1

)
(d− 1) log n, à M � 2nnd−1 òà

âèêîíàâøè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ïðîäîâæèìî îöiíêó (2.81)

I12 � Ψ([n1])2
qq′
2 n(

1
p−

1
q)n−

(
q
2−1
)

(d−1)q′( 1
p−

1
q)
(
2nnd−1

) q′
2p′−

1
2 =

= Ψ([n1])2
q
2n
(
q′
p −

q′
q + q′

qp′−
1
q

)
n

(d−1)
(
q′
2p′−

1
2−q

′
(
q
2−1
)
( 1
p−

1
q)
)

=

= Ψ([n1])2
q
2n
(
q′
p −

q′
qp−

1
q

)
n

(d−1)
(
q′
2 ( 1

p′−
1
q′ )−q

′
(
q
2−1
)
( 1
p−

1
q)
)

=

= Ψ([n1])2
q
2n
(
q′
pq′−

1
q

)
n

(d−1)
(
q′
2 (1− 1

p−1+ 1
q)−q′

(
q
2−1
)
( 1
p−

1
q)
)

=

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n
−(d−1)( 1

p−
1
q)
(
q′
2 + qq′

2 −q
′
)

=

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n
− q2 (d−1)( 1

p−
1
q)
(
q′− q

′
q

)
=

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n−

q
2 (d−1)( 1

p−
1
q) =

= Ψ([n1])
(
2nnd−1

) q
2(

1
p−

1
q) n−(d−1)( 1

p−
1
q)q �

� Ψ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q)(logM)(d−1)(1− qp). (2.82)

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îöiíêè äîäàíêó I13 ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.62):

I13 =

∥∥∥∥∥∥
[n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
q

. (2.83)

Äëÿ öüîãî çàíóìåðó¹ìî "áëîêè"δs(f), ÿêi ìiñòÿòüñÿ â I13, â ïîðÿäêó ñïà-

äàííÿ íîðì
∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥

2
i ïîçíà÷èìî ¨õ αi(f, l), i = 1, 2, . . . .

Òîäi, çãiäíî (2.76), çàïèøåìî

Spl =
∑

(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p)p � 2l(

1
2−

1
p)p (αi(f, l)

p · i) .

Çâiäñè, îòðèìà¹ìî

Sl � 2l(
1
2−

1
p)αi(f, l) · i

1
p ,

òîáòî

αi(f, l)� i−
1
p2−l(

1
2−

1
p)Sl. (2.84)
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Òåïåð, âèêîðèñòàâøè ïîñëiäîâíî ëåìè B òà C, iç (2.83) îäåðæèìî

I13 �

 [n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

‖δs(f)‖q2 2(s,1)( 1
2−

1
q)q

 1
q

�

�

 [n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥q

2

(
d∏
j=1

ψj(2
sj)

)q

2(s,1)( 1
2−

1
q )q

 1
q

�

�

 [n2]∑
l=[n1]

∑′′

(s,1)=l

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥p

2

∥∥∥δs(fψβ )
∥∥∥q−p

2
Ψ(l)q2l(

1
2−

1
q )q

 1
q

. (2.85)

Âðàõîâóþ÷è, ùî â I13 ìiñòÿòüñÿ íîðìè
∥∥∥δs(fψβ )

∥∥∥
2
ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà

ml, i âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.84) òà (2.76), iç (2.85) îòðèìà¹ìî

I13 �

 [n2]∑
l=[n1]

∑
i>mi

αi(f, l)
pαi(f, l)

q−pΨ(l)q2l(
1
2−

1
q)q

 1
q

�

�

(
[n2]∑
l=[n1]

m
− q−pp
l 2−l(

1
2−

1
q )q2l(

1
2−

1
p )pSq−pl Ψ(l)q2l(

1
2−

1
q )q
∑
i>mi

αi(f, l)
p

) 1
q

=

=

 [n2]∑
l=[n1]

m
− q−pp
l 2−lq(

1
2−

1
p−

1
2+ 1

q)Ψ(l)qSq−pl 2l(
1
2−

1
p)p
∑
i>mi

αi(f, l)
p

 1
q

�

�

(
[n2]∑
l=[n1]

m
− q−pp
l 2lq(

1
p−

1
q )Ψ(l)qSq−pl

∑
(s,1)=l

∥∥∥δs (fψβ )∥∥∥p
2

2(s,1)( 1
2−

1
p )p

) 1
q

=

=

 [n2]∑
l=[n1]

m
− q−pp
l 2lq(

1
p−

1
q)Ψ(l)qSq−pl Spl

 1
q

=

=

 [n2]∑
l=[n1]

m
− q−pp
l 2lq(

1
p−

1
q)Ψ(l)qSql

 1
q

. (2.86)

Òåïåð, ïiäñòàâëÿþ÷è â (2.86) çíà÷åííÿ âåëè÷èí ml iç (2.77) òà çäiéñíþ-
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þ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, áóäåìî ìàòè

I13 �

 [n2]∑
l=[n1]

(
2
q′
2 nn(d−1) q

′
2 Spl 2

−lq′
q

)p−q
p

2lq(
1
p−

1
q)Ψ(l)qSql

 1
q

=

=

 [n2]∑
l=[n1]

2
q′n(p−q)

2p n
(d−1)(p−q)q′

2p Spl Ψ(l)q2−l
q′(p−q)
qp 2lq(

1
p−

1
q)

 1
q

=

= 2
q′n(p−q)

2pq n
(d−1)(p−q)q′

2pq

 [n2]∑
l=[n1]

Spl Ψ(l)q2−l
q′
q 2l

q′
p 2lq(

1
p−

1
q)

 1
q

=

= 2
q′n(p−q)

2pq n
(d−1)(p−q)q′

2pq

 [n2]∑
l=[n1]

Spl Ψ(l)q2
lqq′
(

1
pq−

1
q2

+ 1
pq′−

1
qq′

) 1
q

=

= 2
q′n(p−q)

2pq n
(d−1)(p−q)q′

2pq

 [n2]∑
l=[n1]

Spl Ψ(l)q2lqq
′( 1
q(

1
p−

1
q)+ 1

q′ (
1
p−

1
q))

 1
q

=

= 2
q′n(p−q)

2pq n
(d−1)(p−q)q′

2pq

 [n2]∑
l=[n1]

Spl Ψ(l)q2lqq
′( 1
p−

1
q)

 1
q

. (2.87)

Çà óìîâîþ òåîðåìè 2.7, ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |q
′
(

1
p−

1
q

)
, j = 1, d, íå çðî-

ñòàþòü. Òîìó, âðàõîâóþ÷è (2.79), iç (2.87) îòðèìà¹ìî

I13 � 2
q′n(p−q)

2pq n
(d−1)(p−q)q′

2pq Ψ([n1])2
n1q
′( 1
p−

1
q). (2.88)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (2.88) çíà÷åííÿ n1 = q
2n −

(
q
2 − 1

)
(d − 1) log n òà âèêî-

íóþ÷è íåîáõiäíi ïåðåòâîðåííÿ, ìàòèìåìî

I13 � 2
q′
2 n( 1

q−
1
p )n

(d−1)q′
2 ( 1

q−
1
p )Ψ([n1])2

q
2nq

′( 1
p−

1
q )n−( q2−1)(d−1)q′( 1

p−
1
q ) =

= Ψ([n1])2
q
2n
(
q′( 1

p−
1
q)−

q′
q ( 1

p−
1
q)
)
n

(d−1)
(
q′
2 ( 1

q−
1
p)+q′

(
q
2−1
)
( 1
q−

1
p)
)

=

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n
−(d−1)( 1

p−
1
q)
(
q′
2 + qq′

2 −q
′
)

=
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= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n
−(d−1)( 1

p−
1
q)

q
2

(
q′− q

′
q

)
=

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n−

q
2 (d−1)( 1

p−
1
q).

Âðàõîâóþ÷è, ùî M � 2nnd−1, çàïèøåìî îöiíêó äëÿ äîäàíêó I13

I13 � Ψ([n1])
(
2nnd−1

) q
2(

1
p−

1
q) n−(d−1)( 1

p−
1
q)q �

� Ψ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q)(logM)(d−1)(1− qp). (2.89)

Äëÿ çàâåðøåííÿ îöiíêè çâåðõó ó (2.61) çàëèøèëîñÿ îöiíèòè äîäàíîê I14

iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.62). Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ D (äèâ. çàóâàæåííÿ),

ìîæåìî çàïèñàòè

I14 ≤ sup
f∈Lψβ,p

∥∥∥∥∥∥f −
∑

(s,1)<[n2]

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
q

� Ψ([n2])2
n2( 1

p−
1
q). (2.90)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψj (|τ |) |τ |q
′
(

1
p−

1
q

)
, j = 1, d, íå çðîñòà-

þòü, à n1 òà n2 âèáðàíi òàê, ùî n1 ìåíøå çà n2, îòðèìà¹ìî

I14 � Ψ([n2])2
n2q
′
(

1
p−

1
q

)
2−n2q

′
(

1
p−

1
q

)
2n2( 1

p−
1
q) ≤

≤ Ψ([n1])2
(n1−n2)q′

(
1
p−

1
q

)
2n2( 1

p−
1
q). (2.91)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ ÷èñåë n1 i n2 òà çäiéñíþþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðå-

òâîðåííÿ, iç (2.91) áóäåìî ìàòè

I14 � Ψ([n1])2
−(q−1)(d−1)(log n)q′

(
1
p−

1
q

)
2
q
2n(

1
p−

1
q)n

q
2 (d−1)( 1

p−
1
q) =

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n−q(d−1)( 1

p−
1
q)n

q
2 (d−1)( 1

p−
1
q) =

= Ψ([n1])2
q
2n(

1
p−

1
q)n−

q
2 (d−1)( 1

p−
1
q) =

= Ψ([n1])
(
2nnd−1

) q
2

(
1
p−

1
q

)
n(d−1)

(
1− qp
)
�

� Ψ([n1])M
q
2

(
1
p−

1
q

)
(logM)(d−1)

(
1− qp
)
. (2.92)
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Îá'¹äíóþ÷è îöiíêè (2.62), (2.70), (2.82), (2.89) òà (2.92), îòðèìà¹ìî

‖f − P (θM)‖q � Ψ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q)(logM)(d−1)(1− qp).

Îöiíêó çâåðõó äîâåäåíî.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ â (2.61) îöiíêè çíèçó, ïiäáåðåìî ôóíêöi¨ f1 òà P̃

âiäïîâiäíî äî óìîâ òåîðåìè C. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ñõiä÷àñòî ãiïåðáî-

ëi÷íå ÿäðî Äiðiõëå

Dl(x) =
∑

(s,1)≤l

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x),

äå ÷èñëî l ∈ N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

l ≥ q

2
logM − (d− 1)(q − 1) log logM.

Âiäîìî [16], ùî

‖Dl‖p � 2l(1− 1
p)l

d−1
p , 1 < p <∞. (2.93)

Òîìó, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ E, çíàéäåìî∥∥∥(Dl)
ψ
β

∥∥∥
p
� 1

Φ(l)
2l(1− 1

p)l
d−1
p .

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ

f1(x) = C1Φ(l)2l(
1
p−1)l−

d−1
p Dl(x)

ç âiäïîâiäíîþ ñòàëîþ C1 > 0 íàëåæèòü êëàñó Lψβ,p.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

P̃ (x) = C2

(
2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)−1
(
Dl(x)−

∑
k∈θM

′
ei(k,x)

)
, C2 > 0,

äå øòðèõ îçíà÷à¹, ùî ïiäñóìîâóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà òèìè k ∈ θM , ÿêi
ìiñòÿòüñÿ â Dl. Ïîêàæåìî, ùî P̃ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè C.

Îñêiëüêè q′ ≤ 2, òî, áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâîñòi íîðìè, ñïiââiäíîøå-
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ííÿ (2.93) òà ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ, îäåðæèìî

∥∥∥P̃∥∥∥
q′
�
(

2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)−1

‖Dl‖q′ +

∥∥∥∥∥∑
k∈θM

′
ei(k,x)

∥∥∥∥∥
2

�
�
(

2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)−1

2
l
q l

d−1
q′ +

(∑
k∈θM

′
1

) 1
2

�
�
(

2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)−1 (
2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)
= 1.

Îòæå, ïîëiíîì P̃ ç âiäïîâiäíîþ ñòàëîþ C2 > 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåî-

ðåìè C, i òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç öi¹þ òåîðåìîþ, ìîæåìî çàïèñàòè

eM

(
Lψβ,p

)
q
� Φ(l)2l(

1
p−1)l−

d−1
p

(
2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

)−1

×

×

∣∣∣∣∣∣
∫
πd

(
Dl(x)−

∑
k∈θM

′
ei(k,x)

)
Dl(x) dx

∣∣∣∣∣∣�
� Φ(l)2l(

1
p−1)l−

d−1
p

2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

‖Dl‖
2
2 −

∥∥∥∥∥∑
k∈θM

′
ei(k,x)

∥∥∥∥∥
2

2

�
� Φ(l)2l(

1
p−1)l−

d−1
p

2
l
q l

d−1
q′ +M

1
2

(
2lld−1 −M

)
. (2.94)

Îòæå, âðàõîâóþ÷è âèáið l, îäåðæèìî 2l ≥ M
q
2 (logM)−(q−1)(d−1),

2
l
q l

d−1
q′ �M

1
2 , i, òàêèì ÷èíîì, iç (2.94) áóäåìî ìàòè

eM

(
Lψβ,p

)
q
� Φ(l)2l(

1
p−1)l−

d−1
p

2
l
q l

d−1
q′

2lld−1 = Φ(l)2l(
1
p−

1
q)l−(d−1)( 1

p−
1
q) �

� Φ ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q) (logM)−(d−1)(q−1+1)( 1

p−
1
q) =

= Φ ([n1])M
q
2(

1
p−

1
q) (logM)(d−1)(1− qp) . (2.95)

Îöiíêó çíèçó, à îòæå i òåîðåìó 2.7, äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.15. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöií-
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êè, ÿêi âiäïîâiäàþòü îäåðæàíèì ó òåîðåìi 2.7 ðåçóëüòàòàì, âñòàíîâëåíi

À. Ñ. Ôåäîðåíêîì [70].

Çàóâàæåííÿ 2.16. Ïðè ψj (|τ |) = |τ |−rj , βj ∈ R, j = 1, d, τ ∈ Z\{0},
q′
(

1
p −

1
q

)
< r1 <

1
p , îöiíêó âåëè÷èíè eM

(
W r
β,p

)
q
, 1 < p ≤ 2 < q < ∞,

âñòàíîâëåíî Å. Ñ. Áåëiíñüêèì [11], à ñàìå:

eM
(
W r
β,p

)
q
�M− q2(r1− 1

p+ 1
q) (logM)(d−1)(q−1)(r1−q′( 1

p−
1
q)) .

Ó âèïàäêó r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, öþ îöiíêó ìîæíà îòðèìàòè iç ðåçóëü-

òàòó òåîðåìè 2.7.

Çàóâàæåííÿ 2.17. Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi â òåîðåìi 2.7 ðåçóëüòàòè ç

îöiíêàìè íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç "íî-

ìåðàìè" ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ (äèâ. òåîðåìó D),

áà÷èìî, ùî ïðè âiäïîâiäíèõ óìîâàõ íà ïîñëiäîâíîñòi ψj, j = 1, d, òà

β ∈ Rd, M = M(n) = |Qn| � 2nnd−1, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eM

(
Lψβ,p

)
q
�M

(
q′
2 −1
)(

1
p−

1
q

)
(logM)(1−q′)(d−1)

(
1
p−

1
q

)
EQn

(
Lψβ,p

)
q
.

Çàóâàæåííÿ 2.18. Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè 2.7 ç îöiíêàìè

íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü e⊥M

(
Lψβ,p

)
q
,

1 < p ≤ 2 < q < ∞, β ∈ Rd [27], áà÷èìî, ùî ïðè âiäïîâiäíèõ óìî-

âàõ íà ïîñëiäîâíîñòi ψj, j = 1, d, öi âåëè÷èíè ïðè M → ∞ âåäóòü ñåáå

ïî ðiçíîìó.

Çàóâàæåííÿ 2.19. Çà iíøèõ óìîâ íà ïîñëiäîâíîñòi ψj, j = 1, d (âåëèêà

ãëàäêiñòü) îöiíêè âåëè÷èíè eM
(
Lψβ,p

)
q
, 1 < p ≤ 2 < q < ∞, β ∈ Rd,

âñòàíîâëåíî Í. Ì. Êîíñåâè÷ [25].
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2.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ íàáëèæåíü ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Dψ
β i êëàñiâ Lψβ,p

ó ïðîñòîði Lq, 1 < q <∞.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 çíàéäåíî îöiíêè âåëè÷èí eM

(
Dψ
β

)
q
òà e⊥M

(
Dψ
β

)
q
,

1 < q < ∞. Ïðè öüîìó âèÿâëåíî, ùî ó âèïàäêó 2 < q < ∞ íàéêðà-

ùi M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ ôóíêöié Dψ
β ìàþòü ïåðåâàãè

ó ïîðiâíÿííi ç ¨õ íàéêðàùèìè îðòîãîíàëüíèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè íà-

áëèæåííÿìè.

Îòðèìàíi ó ïiäðîçäiëi 2.2 îöiíêè äëÿ ôóíêöié Dψ
β âèêîðèñòàíi ó íàñòó-

ïíîìó ïiäðîçäiëi äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ

õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié Lψβ,1. Â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü

âèÿâëåíî, ùî ó âèïàäêó 2 < q < ∞ âåëè÷èíè eM
(
Lψβ,1

)
q
i e⊥M

(
Lψβ,1

)
q

ìàþòü ðiçíi øâèäêîñòi ñïàäàííÿ ïðè M →∞.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èíè eM
(
Lψβ,p

)
q
ó

âèïàäêó ìàëî¨ ãëàäêîñòi ïðè 1 < p ≤ 2 < q < ∞ òà âèÿâëåíî ïåðåâàãè

ó öüîìó âèïàäêó íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

ó ïîðiâíÿííi ç íàéêðàùèìè îðòîãîíàëüíèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè íàáëè-

æåííÿìè, à òàêîæ iç íàáëèæåííÿìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç

"íîìåðàìè"ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [36,72,73,103].
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Ðîçäië 3

Íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà åíòðîïiéíi ÷èñëà

êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ

çìiííèõ

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íà-

áëèæåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ïîðîäæåíèõ iç

ôóíêöié f ∈ Lψβ,p çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó, à òàêîæ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëà-

ñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ BΩ
p,θ.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà

äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ

Îçíà÷åííÿ íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü ôóíêöié τM(f)q1,q2
òà êëà-

ñiâ ôóíêöié τM(F )q1,q2
, à òàêîæ iñòîðè÷íó äîâiäêó ùîäî âèâ÷åííÿ öèõ

âåëè÷èí ìîæíà çíàéòè ó ïiäðîçäiëi 1.2 äèñåðòàöi¨.

Ó ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ âåëè÷èíè τM(Lψβ,p)q1,q2
ïðè óìîâi, ùî öi àïðî-

êñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ðîçãëÿäàþòüñÿ äëÿ ôóíêöié 2d çìiííèõ âè-

ãëÿäó f(x − y), x,y ∈ Rd, óòâîðåíèõ iç ôóíêöié d çìiííèõ f(x) ∈ Lψβ,p
çñóâîì ¨õ àðãóìåíòó x ∈ Rd íà âñåìîæëèâi y ∈ πd, ïðè äåÿêèõ ñïiââiä-

íîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåòðàìè p, q1 òà q2. Iíøèìè ñëîâàìè, âñòàíîâëþ¹ìî

ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí

τM(Lψβ,p)q1,q2
= sup

f∈Lψβ,p

τM(f(x− y))q1,q2
=

= sup
f∈Lψβ,p

inf
ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥f(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
q1,q2

, (3.1)
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äå ui ∈ Lq1
, vi ∈ Lq2

.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàì çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà F. [65, c. 98] Íåõàé çàäàíî ÷èñëî M ∈ N, à n ∈ N òàêå, ùî äëÿ

êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s) âèêîíóþòüñÿ óìîâè

|∆Qn| > 4M , |∆Qn| �M . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ g âèãëÿäó

g(x) =
∑
k∈∆Qn

ĝ(k)ei(k,x), |ĝ(k)| = 1,

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

inf
ui(x),vi(y)

∥∥∥∥∥g(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥∥
2,1

�M
1
2 .

3.2. Îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü êëàñiâ

Lψβ,p ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé 1 < p ≤ 2 < q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψj ∈ D,

βj ∈ R, j = 1, d, i, êðiì òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ψj (|τ |) |τ |
1
p+ε,

j = 1, d, íå çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå îöiíêè

Φ(n)M
1
p−

1
2 (logM)−2(d−1)( 1

p−
1
2) � τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

�

� Ψ(n)M
1
p−

1
2 (logM)−2(d−1)( 1

p−
1
2). (3.2)

Äîâåäåííÿ. Îòðèìà¹ìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó. Ïîêàæåìî, ùî âîíà âè-

ïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ îöiíêè äëÿ íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ç êëàñó Lψβ,p.

Äiéñíî, çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì [25], äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lψβ,p çíà-
éäåòüñÿ òàêèé íàáið θM iç M = M(n) � 2nnd−1 ðiçíèõ âåêòîðiâ k ∈ Zd i
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òàêi ck ∈ C, ùî∥∥∥∥∥f(x)−
∑
k∈θM

cke
i(k,x)

∥∥∥∥∥
q1

� Ψ(n)M
1
p−

1
2 (logM)−2(d−1)( 1

p−
1
2). (3.3)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè (3.3) ìîæåìî çàïèñàòè∥∥∥∥∥f(x)−
∑
k∈θM

cke
i(k,x)

∥∥∥∥∥
q1

=

∥∥∥∥∥f(x− y)−
∑
k∈θM

cke
i(k,x−y)

∥∥∥∥∥
q1,∞

=

=

∥∥∥∥∥f(x− y)−
∑
k∈θM

cke
i(k,x)e−i(k,y)

∥∥∥∥∥
q1,∞

. (3.4)

Ñïiâñòàâèâøè (3.3) òà (3.4), îäåðæèìî∥∥∥∥∥f(x− y)−
∑
k∈θM

cke
i(k,x)e−i(k,y)

∥∥∥∥∥
q1,∞

� Ψ(n)M
1
p−

1
2 (logM)−2(d−1)( 1

p−
1
2).

(3.5)

Òåïåð, ïîêëàâøè â (3.5) uk(x) = cke
i(k,x), vk(y) = e−i(k,y), çãiäíî ç

(3.1), ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ îöiíêè çâåðõó âåëè÷èíè τM
(
Lψβ,p

)
q1,q2

.

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ â (3.2) îöiíêè çíèçó.

Çà çàäàíèì M âèáåðåìî n ∈ N òàê, ùîá äëÿ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíî-

æèíè ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s) âèêîíóâàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ |∆Qn| > 4M ,

|∆Qn| �M . Çàóâàæèìî, ùî |∆Qn| � 2nnd−1.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f̄1(x) = C1Φ(n)2n(
1
p−1)n−

d−1
p Dn(x),

äå Dn(x) =
∑

k∈∆Qn

ei(k,x). Ïîêàæåìî, ùî f̄1 ∈ Lψβ,p ïðè ïåâíîìó âèáîði

ñòàëî¨ C1 > 0.

Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íå ÿäðî Äiðiõëå
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Dn(x) =
∑

(s,1)≤n

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x). Ïðèéíÿâøè äî óâàãè, ùî

Dn(x) = Dn(x)−Dn−1(x)

òà ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ E (äèâ. çàóâàæåííÿ) i îöiíêîþ (2.93), áóäåìî

ìàòè∥∥∥(f̄1

)ψ
β

∥∥∥
p
� 1

Φ(n)
Φ(n)2n(

1
p−1)n−

d−1
p

∥∥Dn

∥∥
p
≤

≤ 2n(
1
p−1)n−

d−1
p

(
‖Dn‖p + ‖Dn−1‖p

)
�

� 2n(
1
p−1)n−

d−1
p

(
2n(1− 1

p)n
d−1
p + 2(n−1)(1− 1

p)(n− 1)
d−1
p

)
� 1.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði ñòàëî¨ C1 > 0 ôóí-

êöiÿ f̄1 íàëåæèòü êëàñó L
ψ
β,p.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõóâàâøè îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè p, q1 òà q2, ìîæåìî

çàïèñàòè

τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

≥ τM

(
Lψβ,p

)
2,1
≥ τM

(
f̄1(x− y)

)
2,1
�

� Φ(n)2n(
1
p−1)n−

d−1
p τM

(
Dn(x− y)

)
2,1
. (3.6)

Äàëi, îñêiëüêè ôóíêöiÿ Dn(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè F, òî ñïðàâå-

äëèâà îöiíêà

τM
(
Dn(x− y)

)
2,1
�M

1
2 . (3.7)

Òîìó, ñïiâñòàâèâøè (3.6) òà (3.7), çíàõîäèìî

τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Φ(n)2n(
1
p−1)n−

d−1
p M

1
2 � Φ(n)2n(

1
p−1)n−

d−1
p 2

n
2n

d−1
2 =

= Φ(n)2n(
1
p−

1
2)n(d−1)( 1

2−
1
p) � Φ(n)M

1
p−

1
2 (logM)−2(d−1)( 1

p−
1
2) . (3.8)

Îöiíêà çíèçó, i, âiäïîâiäíî, òåîðåìà 3.1 äîâåäåíi.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó âiäïîâiäíèé òåîðåìi 3.1 ðå-

çóëüòàò âñòàíîâëåíèé Â. Â. Øêàïîþ [85], i ïðè öüîìó, ïðè âiäïîâiäíèõ
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óìîâàõ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ1 i β ∈ R, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

� ψ1(M)M
1
p−

1
2 , 1 < p ≤ 2 < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Çàóâàæåííÿ 3.2. ßêùî ó òåîðåìi 3.1 ïîêëàñòè ψj (|τ |) = |τ |−r1, βj ∈ R,
j = 1, d, τ ∈ Z\{0}, òî â (3.2) îòðèìà¹ìî òî÷íó çà ïîðÿäêîì îöiíêó äëÿ

êëàñiâ W r
β,p, r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd

+, r1 >
1
p :

τM
(
W r
β,p

)
q1,q2
�M−r1+ 1

p−
1
2

(
logd−1M

)r1−2( 1
p−

1
2) ,

1 < p ≤ 2 < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Ó âèïàäêó r1 >
2
p −

1
2 âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíèé Â. Ì. Òåì-

ëÿêîâèì [65, c. 96]. ßêùî æ 1
p < r1 ≤ 2

p −
1
2 , òî îöiíêà çíèçó âåëè÷èíè

τM
(
W r
β,p

)
q1,q2

âñòàíîâëåíà Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [65, c. 96], à îöiíêà çâåðõó ¹

íàñëiäêîì îöiíêè âåëè÷èíè eM
(
W r
β,p

)
q1
, ÿêà áóëà îäåðæàíà Å. Ñ. Áåëií-

ñüêèì [11].

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé 2 ≤ p < q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R,
j = 1, d, i, êðiì òîãî, iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ψj (|τ |) |τ |

1
2+ε, j = 1, d,

íå çðîñòàþòü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ(n)� τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n). (3.9)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíêè çâåðõó ñêîðèñòà¹ìîñü ðåçóëüòà-

òîì [25] äëÿ íàéêðàùèõ M -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü. Ïðè

M = M(n) � 2nnd−1 îòðèìà¹ìî

τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n), 2 ≤ p < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞. (3.10)

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ â (3.9) îöiíêè çíèçó.

Çà çàäàíèì M âèáåðåìî n ∈ N òàê, ùîá äëÿ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíî-

æèíè ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s) âèêîíóâèëèñÿ óìîâè |∆Qn| > 4M , |∆Qn| �M .
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f2(x) = C2Φ(n)2−
n
2n−

d−1
2

∑
(s,1)=n

d∏
j=1

Rsj (xj) ,

äå

Rsj (xj) =
2sj−1∑
l=2sj−1

εle
ilxj , εl = ±1, j = 1, d,

� ïîëiíîìè Ðóäiíà �Øàïiðî, C2 > 0.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âêàçàíèõ ïîëiíîìiâ ñïðàâåäëèâà ïîðÿäêîâà îöiíêà

(äèâ., íàïðèêëàä, [21, c. 155])∥∥Rsj

∥∥
∞ � 2

sj
2 . (3.11)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî f2 ∈ Lψβ,p ç âiäïîâiäíîþ ñòàëîþ C2 > 0. Ñêî-

ðèñòàâøèñü ïîñëiäîâíî òåîðåìàìè E (äèâ. çàóâàæåííÿ), A òà íåðiâíiñòþ

Ìiíêîâñüêîãî, îäåðæèìî

∥∥∥(f2)
ψ
β

∥∥∥
p
� 1

Φ(n)
Φ(n)2−

n
2n−

d−1
2

∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)=n

d∏
j=1

Rsj

∥∥∥∥∥∥
p

�

� 2−
n
2n−

d−1
2

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

(s,1)=n

∣∣∣∣∣
d∏
j=1

Rsj

∣∣∣∣∣
2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
p

=

= 2−
n
2n−

d−1
2


∥∥∥∥∥∥
∑

(s,1)=n

∣∣∣∣∣
d∏
j=1

Rsj

∣∣∣∣∣
2
∥∥∥∥∥∥
p
2


1
2

≤

≤ 2−
n
2n−

d−1
2

 ∑
(s,1)=n

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
d∏
j=1

Rsj

∣∣∣∣∣
2
∥∥∥∥∥∥
p
2


1
2

=

= 2−
n
2n−

d−1
2

 ∑
(s,1)=n

∥∥∥∥∥
d∏
j=1

Rsj

∥∥∥∥∥
2

p

 1
2

≤
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≤ 2−
n
2n−

d−1
2

 ∑
(s,1)=n

d∏
j=1

∥∥Rsj

∥∥2

∞

 1
2

. (3.12)

Òåïåð, âðàõóâàâøè (3.11), iç (3.12) áóäåìî ìàòè

∥∥∥(f2)
ψ
β

∥∥∥
p
� 2−

n
2n−

d−1
2

 ∑
(s,1)=n

d∏
j=1

2sj

 1
2

=

= 2−
n
2n−

d−1
2

 ∑
(s,1)=n

2(s,1)

 1
2

�

� 2−
n
2n−

d−1
2

(
2nnd−1

) 1
2 = 1.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî f2 ∈ Lψβ,p ïðè ïåâíîìó âèáîði ñòàëî¨ C2 > 0.

Äàëi, îñêiëüêè ïîëiíîì

v(x) =
∑

(s,1)=n

d∏
j=1

Rsj (xj)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè F, òî ñïðàâåäëèâà îöiíêà

τM (v(x− y))2,1 �M
1
2 .

Òîìó, ñêîðèñòàâøèñü öi¹þ îöiíêîþ, îäåðæèìî

τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

≥ τM

(
Lψβ,p

)
2,1
≥ τM (f2(x− y))2,1 �

� C2Φ(n)2−
n
2n−

d−1
2 τM (v(x− y))2,1 �

� Φ(n)2−
n
2n−

d−1
2 M

1
2 �

� Φ(n)2−
n
2n−

d−1
2 2

n
2n

d−1
2 = Φ(n). (3.13)

Îöiíêó çíèçó âñòàíîâëåíî.

Òåîðåìó 3.2 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 3.2
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âèïëèâà¹ òî÷íà çà ïîðÿäêîì îöiíêà âåëè÷èíè τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

, ÿêó áóëî

âñòàíîâëåíî Â. Â. Øêàïîþ [85], i ïðè öüîìó, ïðè âèêîíàííi âiäïîâiäíèõ

óìîâ íà ïîñëiäîâíiñòü ψ1 i β ∈ R, ìàòèìåìî:

τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

� ψ1(M), 2 ≤ p < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Ó âèïàäêó ψj (|τ |) = |τ |−r1, βj ∈ R, j = 1, d, τ ∈
Z\{0}, ç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 3.2 îòðèìó¹ìî íàñòóïíó îöiíêó âåëè÷èíè

τM
(
W r
β,p

)
q1,q2

, r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, r1 >

1
2 :

τM
(
W r
β,p

)
q1,q2
�M−r1

(
logd−1M

)r1
, 2 ≤ p < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Öþ îöiíêó áóëî âñòàíîâëåíî Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [65, c. 96].

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé 2 ≤ q1 < p < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R,
j = 1, d. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó M = M(n) � 2nnd−1, ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Φ(n)� τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n). (3.14)

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi îöiíîê çâåðõó ó òåîðåìàõ 3.1 òà 3.2, âiäïî-

âiäíó îöiíêó â (3.14) îäåðæèìî iç ðåçóëüòàòó [26]. Iíøèìè ñëîâàìè, ïðè

M = M(n) � 2nnd−1

τM

(
Lψβ,p

)
q1,q2

� Ψ(n).

Äëÿ äîâåäåííÿ â (3.14) îöiíêè çíèçó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ

f2 òà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âñòàíîâëåííi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.13).

Òåîðåìó 3.3 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Ðåçóëüòàòè òåîðåìè 3.3 ¹ íîâèìè i â îäíîâèìiðíîìó

âèïàäêó. Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3′. Íåõàé d = 1, 2 ≤ q1 < p < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, ψ1 ∈ D,
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β ∈ R. Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

τM

(
Lψ1

β,p

)
q1,q2

� ψ1(M).

Çàóâàæåííÿ 3.6. ßêùî â (3.14) ïîêëàñòè ψj (|τ |) = |τ |−r1, βj ∈ R,
j = 1, d, τ ∈ Z\{0}, òî îòðèìà¹ìî òî÷íó çà ïîðÿäêîì îöiíêó íàéêðàùèõ

áiëiíiéíèõ íàáëèæåíü êëàñiâ W r
β,p, r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd

+, r1 > 0:

τM
(
W r
β,p

)
q1,q2
�M−r1

(
logd−1M

)r1
, 2 ≤ q1 < p <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Öþ îöiíêó áóëî âñòàíîâëåíî À. Ñ. Ðîìàíþêîì [47].

3.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî åíòðîïiéíi ÷èñëà òà äî-

ïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ðîáîòè îòðèìà¹ìî ïîðÿäêîâi îöiíêè åíòðîïié-

íèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó

ïðîñòîðàõ Lq, 1 ≤ q <∞, òà L∞.

Îçíà÷åííÿ êëàñiâ BΩ
p,θ â òåðìiíàõ ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi

Ωl(f)p ïîðÿäêó l, l ∈ N, ôóíêöi¨ f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, òà äåÿêi äîïî-

ìiæíi ïîçíà÷åííÿ íàâåäåíi ó âñòóïi äî äèñåðòàöi¨. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðå-

çóëüòàòiâ áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ åêâiâàëåíòíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè íîðìè

‖f‖BΩ
p,θ
.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä çàïèñîì ρ(s), s ∈ Nd, áóäåìî ðîçóìiòè ìíîæèíó

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d

}
,

i äëÿ f ∈ Lp ïîêëàäåìî

δs(f) := δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

äå f̂(k) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .
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Êðiì öüîãî, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íi õðåñòè Qn =⋃
(s,1)≤n

ρ(s). Çàçíà÷èìî, ùî |Qn| � |Qn| � 2nnd−1, äå Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s).

Ó [109] âñòàíîâëåíî, ùî â ïðèéíÿòèõ íàìè ïîçíà÷åííÿõ ïðè 1 < p <∞,

1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ (Sl) ∩ (Sα) ∩Ψl,d, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

‖f‖BΩ
p,θ
�


( ∑
s∈Nd

(Ω(2−s))−θ ‖δs(f)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

‖δs(f)‖p
Ω(2−s) , θ =∞,

(3.15)

äå Ω(2−s) = Ω(2−s1, . . . , 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.

Íàâåäåíå çîáðàæåííÿ íîðìè íå îõîïëþ¹ âèïàäêè p = 1 òà p = ∞, i

òîìó íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà ìîäèôiêàöiÿ íîðìè, ÿêà äîçâîëÿ¹ âñòà-

íîâèòè ïîäiáíå äî (3.15) çîáðàæåííÿ äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà p.

Íåõàé Vm � ÿäðî Âàëëå �Ïóññåíà ïîðÿäêó 2m− 1. Êîæíîìó âåêòîðó

s ∈ Nd ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîëiíîì

As(x) =
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V2sj−1(xj)) .

Íàãàäà¹ìî, ùî ‖As‖1 ≤ C1, C1 > 0.

Äàëi, äëÿ f ∈ L1 ïîêëàäåìî

As(f) := As(f,x) = (f ∗ As)(x),

äå "∗� îïåðàöiÿ çãîðòêè.

Òîäi ïðè 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ (Sl) ∩ (Sα) ∩ Ψl,d, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíî-

øåííÿ [35,57]:

‖f‖BΩ
p,θ
�


( ∑
s∈Nd

(Ω(2−s))−θ ‖As(f)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

‖As(f)‖p
Ω(2−s) , θ =∞.

(3.16)
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Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ôóíêöi¨ Ω òèïó ìiøàíîãî ìîäóëÿ

íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l, íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Ω(t) = Ω(t1 · · · td) = ω

( d∏
j=1

tj

)
,

äå ω ∈ Ψl,1 � ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó

l, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Sα) i (Sl) Áàði �Ñò¹÷êiíà.

Äëÿ êëàñiâ BΩ
p,θ âñòàíîâëåíî îöiíêè ¨õ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë ó ïðîñòîði

Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, òîáòî âåëè÷èí

εk(B
Ω
p,θ, Lq) = inf

{
ε : ∃y1, . . . ,y2k ∈ Rd : BΩ

p,θ ⊆
2k⋃
j=1

BX(yj, ε)

}
.

Iñòîðiÿ äîñëiäæåííÿ öèõ âåëè÷èí ìiñòèòüñÿ ó ïiäðîçäiëi 1.2 äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè.

Äàëi ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ

äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ.

Îòæå, äëÿ G ⊂ Zd ÷åðåç T (G) i T (G)q, 1 ≤ q ≤ ∞, ïîçíà÷èìî, âiäïî-

âiäíî, ìíîæèíè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

T (G) =

{
t : t(x) =

∑
k∈G

cke
i(k,x)

}
;

T (G)q = {t ∈ T (G) : ‖t‖q ≤ 1} .

Òåîðåìà F. [67] Íåõàé 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞. Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
T (Qn)p, Lq

)
�


∣∣Qn

∣∣M−1
(
log
(∣∣Qn

∣∣M−1
))2

, 2M ≤
∣∣Qn

∣∣ ,
2−M|Qn|

−1

, 2M ≥
∣∣Qn

∣∣ .
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Òåîðåìà G. [108] Íåõàé 1 < p ≤ 2. Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
T (Qn)p, L∞

)
�

n
1
2

(∣∣Qn

∣∣M−1
) 1
p
(
log
(
4
∣∣Qn

∣∣M−1
)) 1

p , M ≤ 2
∣∣Qn

∣∣ ,
n

1
2 2−M(2|Qn|)−1

, M ≥ 2
∣∣Qn

∣∣ .
Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íi äî ñôîðìóëüîâàíèõ ó òåîðåìàõ F i G îöiíêè

ñïðàâåäëèâi òàêîæ äëÿ ìíîæèíè ∆Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s).

Íåõàé SQn(f) =
∑
k∈Qn

f̂(k)ei(k,x) � ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íà ñóìà Ôóð'¹

ôóíêöi¨ f . Òîäi, ç òåîðåìè Ëiòòëâóäà �Ïåëi (äèâ. òåîðåìó A ïiäðîçäi-

ëó 2.1) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ∥∥∥SQn(f)
∥∥∥
q
� ‖f‖q, 1 < q <∞.

Îòæå, â òåîðåìi F ìîæíà ââàæàòè, ùî åëåìåíòè âiäïîâiäíî¨ ε-ñiòêè òà-

êîæ íàëåæàòü ìíîæèíi T (Qn).

Áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàáëèæåíü ôóíêöié

ç êëàñiâ BΩ
p,θ ¨õ ñõiä÷àñòî ãiïåðáîëi÷íèìè ñóìàìè Ôóð'¹ ó ìåòðèöi Lq. Öi

ðåçóëüòàòè äëÿ θ =∞ âñòàíîâëåíi Í. Í. Ïóñòîâîéòîâèì [35], à ó âèïàäêó

1 ≤ θ <∞ S. Yongsheng, W. Heping [109]:

Òåîðåìà H. Íåõàé 1 < p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ω

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
p −

1
q òà óìîâó (Sl). Òîäi

sup
f∈BΩ

p,θ

∥∥∥f − SQn(f)
∥∥∥
q
� ω

(
2−n
)

2n(
1
p−

1
q)n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+.

Ó âèïàäêó L∞ âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè âñòàíîâëåíi Ñ. À. Ñòàñþêîì [58]:

Òåîðåìà I. Íåõàé 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ω

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
p òà óìîâó (Sl). Òîäi

sup
f∈BΩ

p,θ

∥∥∥f − SQn(f)
∥∥∥
∞
� ω

(
2−n
)

2
n
pn(d−1)(1− 1

θ).
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Íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ ïîðÿäêîâà íåðiâíiñòü, ÿêà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè

Ëiòòëâóäà �Ïåëi (äèâ., íàïðèêëàä, [33, ñ. 52�56]):

Ëåìà G. Íåõàé f ∈ Lp, 1 < p <∞. Òîäi∥∥∥∑
s∈Nd

δs(f)
∥∥∥
p
�
(∑
s∈Nd
‖δs(f)‖p∗p

) 1
p∗
,

äå p∗ = min{2, p}.

3.4. Îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðî-

ñòîði Lq, 1 ≤ q <∞

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåði-

îäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q <∞, ó âèïàäêó

1 < p ≤ 2. Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé 1 ≤ q < ∞, 1 < p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) =

ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà

óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M =

M(m) � 2mmd−1, ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p−

1
θ)+, (3.17)

äå a+ = max{a, 0}.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî (3.17) äîñòàòíüî âñòàíîâèòè ïðè óìîâi q > 2.

Çàïèøåìî ñïî÷àòêó îöiíêó âåëè÷èíè

∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

δs(f)

∥∥∥∥
p

äëÿ f ∈ BΩ
p,θ. Ñêî-

ðèñòàâøèñü ëåìîþ G, îòðèìà¹ìî∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

δs(f)

∥∥∥∥
p

�
( ∑

(s,1)=n

‖δs(f)‖pp
) 1

p

= J1. (3.18)
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Äàëi ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè 1 ≤ θ ≤ p, p < θ <∞ òà θ =∞.

Îòæå, íåõàé 1 ≤ θ ≤ p. Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ [71, ñ. 43](∑
l

|al|µ2

) 1
µ2

≤

(∑
l

|al|µ1

) 1
µ1

, 1 ≤ µ1 ≤ µ2 <∞,

òà âðàõóâàâøè (3.15), iç (3.18) ìîæåìî çàïèñàòè

J1 ≤
( ∑

(s,1)=n

‖δs(f)‖θθ
) 1

θ

=

=

( ∑
(s,1)=n

(
ω
(

2−(s,1)
))θ (

ω
(

2−(s,1)
))−θ

‖δs(f)‖θp
) 1

θ

≤

≤ ω
(
2−n
)(∑

s∈Nd

(
ω
(

2−(s,1)
))−θ

‖δs(f)‖θp
) 1

θ

�

� ω
(
2−n
)
‖f‖BΩ

p,θ
≤ ω

(
2−n
)
.

Çâiäñè, çãiäíî ç (3.18), áóäåìî ìàòè∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

δs(f)

∥∥∥∥
p

� ω
(
2−n
)
, 1 ≤ θ ≤ p. (3.19)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 < p < θ <∞. Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâ-

íiñòþ Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì θ
p òà âðàõóâàâøè (3.15), iç (3.18) îäåðæèìî

J1 =

( ∑
(s,1)=n

(
ω
(

2−(s,1)
))−p

‖δs(f)‖pp
(
ω
(

2−(s,1)
))p) 1

p

≤

≤
( ∑

(s,1)=n

(
ω
(

2−(s,1)
))−θ

‖δs(f)‖θp
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,1)=n

(
ω
(

2−(s,1)
)) pθ

θ−p
) 1

p−
1
θ

�
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� ‖f‖BΩ
p,θ
ω
(
2−n
)( ∑

(s,1)=n

1

) 1
p−

1
θ

� ω
(
2−n
)
n(d−1)( 1

p−
1
θ). (3.20)

Òîìó, ñïiâñòàâèâøè (3.20) i (3.18), çàïèøåìî∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

δs(f)

∥∥∥∥
p

� ω
(
2−n
)
n(d−1)( 1

p−
1
θ), 1 < p < θ <∞. (3.21)

Íåõàé òåïåð θ =∞. Òîäi, çãiäíî ç (3.15), áóäåìî ìàòè

J1 = ω(2−n)

( ∑
(s,1)=n

((
ω
(

2−(s,1)
))−1

‖δs(f)‖p
)p) 1

p

≤

≤ ω(2−n)

( ∑
(s,1)=n

1

) 1
p

� ω
(
2−n
)
n
d−1
p . (3.22)

Îòæå, îá'¹äíàâøè (3.19), (3.21), (3.22) òà (3.18), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

îöiíêó ∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

δs(f)

∥∥∥∥
p

� ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+, 1 ≤ θ ≤ ∞. (3.23)

Äàëi, âèáåðåìî çãiäíî ç M ÷èñëî m ∈ N òàê, ùîá |Qm| < M ≤ |Qm|.
Òîäi, îñêiëüêè |Qm| � |Qm| � 2mmd−1, òî M = M(m) � 2mmd−1.

Âèçíà÷èìî ÷èñëà β òà Mn íàñòóïíèì ÷èíîì:

β =
1

2
min {(α− 1) ; 1} ; (3.24)

Mn =

C1(β)M2−
1
2 (m−n), n < m,

C1(β)M2−β(n−m), n ≥ m,
(3.25)

äå ñòàëà C1(β) > 0 òàêà, ùî
∞∑
n=1

Mn ≤M . Çàçíà÷èìî, ùî ïiäiáðàòè òàêó
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C1(β) ìîæíà, îñêiëüêè, çãiäíî ç (3.25),

∞∑
n=1

Mn =
m−1∑
n=1

C1(β)M2−
1
2 (m−n) +

∞∑
n=m

C1(β)M2−β(n−m) �M.

Íåõàé òåïåðMn =
[
Mn

]
, äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a. Òîäi

∞∑
n=1

Mn ≤

M i, êðiì öüîãî, Mn = 0, ÿêùî C1(β)M2−β(n−m) < 1, òîáòî ïðè

n > m1 = m+ β−1 log(C1(β)M). (3.26)

Ïîêëàäåìî

SMQn

(
BΩ
p,θ

)
=

{
g : g(x) =

∑
k∈MQn

f̂(k)ei(k,x), f ∈ BΩ
p,θ

}
,

∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q

= sup
g∈SMQn(BΩ

p,θ)
‖g‖q .

Òîäi äëÿ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
ìîæåìî çàïèñàòè

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
≤
∑
n

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)

=

=
∑
n≤m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)

+
∑
n>m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)
≤

≤
∑
n≤m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)

+
∑
n>m1

∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q

=

= J2 + J3. (3.27)

Îöiíèìî ñïî÷àòêó äîäàíîê J3. Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî îöiíêó çâåðõó

âåëè÷èíè
∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q
.

Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ Lq-íîðìè, äëÿ f ∈ BΩ
p,θ îòðèìà¹ìî∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q
≤
∥∥∥SQn(f)− SQn(f) + f − f

∥∥∥
q
≤

≤
∥∥∥f − SQn(f)

∥∥∥
q

+ ‖f − SQn(f)‖q . (3.28)
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Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè H, iç (3.28) ìàòèìåìî∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q
� ω

(
2−n
)

2n(
1
p−

1
q)n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+. (3.29)

Îòæå, áåðó÷è äî óâàãè (3.29) òà âðàõîâóþ÷è òó îáñòàâèíó, ùî ôóíêöiÿ

ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1, çíàõîäèìî

J3 =
∑
n>m1

∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
q
�
∑
n>m1

ω
(
2−n
)

2n(
1
p−

1
q)n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+ =

=
∑

n>m1>m

ω (2−n)

2−αn
2−αnω

(
2−n
)

2n(
1
p−

1
q)n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+ �

� ω (2−m)

2−αm

∑
n>m1

2n(
1
p−

1
q−α)n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+ �

� ω
(
2−m

)
2αm2m1( 1

p−
1
q−α)m

(d−1)( 1
q−

1
θ)+

1 . (3.30)

Îñêiëüêè M = M(m) � 2mmd−1, òî iç (3.26) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

m1 � m+ β−1 log(C1(β)2mmd−1)� m,

i òîìó ç (3.30) îòðèìà¹ìî

J3 � ω
(
2−m

)
2αm2m1( 1

p−
1
q−α)m

(d−1)( 1
q−

1
θ)+. (3.31)

Äàëi ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: 1 < α < 2 òà α ≥ 2.

Íåõàé 1 < α < 2. Òîäi, çãiäíî ç (3.24) òà (3.26), îäåðæèìî

β =
1

2
(α− 1) , m1 = m+

2

α− 1
log(C1(β)M).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (3.31) çíà÷åííÿ m1 òà

âðàõîâóþ÷è, ùî M = M(m) � 2mmd−1, áóäåìî ìàòè

J3 � ω
(
2−m

)
2αm2m( 1

p−
1
q−α)M

2( 1
p−

1
q−α)

α−1 m
(d−1)( 1

q−
1
θ)+ =

= ω
(
2−m

)
2m( 1

p−
1
q)M

2( 1
p−

1
q−α)

α−1 m
(d−1)( 1

q−
1
θ)+ �
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� ω
(
2−m

)
2
m

(
1
p−

1
q−

2(α−( 1
p−

1
q ))

α−1

)
m

(d−1)

(
( 1
q−

1
θ)+
−

2(α−( 1
p−

1
q ))

α−1

)
�

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.32)

Äiéñíî, îñêiëüêè 1 < p ≤ 2, 1 ≤ q <∞, òî 0 < 1
p −

1
q < 1. Çâiäñè ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ïðè 1 < α < 2 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü α−
(

1
p −

1
q

)
> α−1,

à îòæå
2(α−( 1

p−
1
q))

α−1 > 2. Áåðó÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî
(

1
q −

1
θ

)
+
< 1,

ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ îöiíêè ó (3.32).

Íåõàé òåïåð α ≥ 2. Òîäi

β =
1

2
, m1 = m+ 2 log(C1(β)M).

Â òàêîìó âèïàäêó, iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.31) îòðèìà¹ìî

J3 � ω
(
2−m

)
2αm2m( 1

p−
1
q−α)M 2( 1

p−
1
q−α)m

(d−1)( 1
q−

1
θ)+ =

= ω
(
2−m

)
2m( 1

p−
1
q)M 2( 1

p−
1
q−α)m

(d−1)( 1
q−

1
θ)+ �

� ω
(
2−m

)
2m( 1

p−
1
q)22( 1

p−
1
q−α)mm

(d−1)
(

2( 1
p−

1
q−α)+( 1

q−
1
θ)+

)
�

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.33)

Îá'¹äíàâøè (3.33) òà (3.32), çàïèøåìî îöiíêó äëÿ J3:

J3 � ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.34)

Îöiíèìî òåïåð äîäàíîê J2. Ç öi¹þ ìåòîþ ïðåäñòàâèìî éîãî ó âèãëÿäi

J2 =
∑
n≤m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)

=

=
∑
n≤m

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)

+
∑

m<n≤m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, Lq
)
. (3.35)

Áåðó÷è äî óâàãè îçíà÷åííÿ ìíîæèíè T (4Qn)p i ÷àñòèííèõ ñóì
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SMQn

(
BΩ
p,θ

)
òà ñïiââiäíîøåííÿ (3.23), çàïèøåìî

J2 �
∑
n≤m

εMn

(
T (4Qn)p , Lq

)
ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)++

+
∑

m<n≤m1

εMn

(
T (4Qn)p , Lq

)
ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ =

= J4 + J5. (3.36)

Äàëi, ñêîðèñòà¹ìîñÿ äëÿ îöiíêè êîæíîãî ç äîäàíêiâ J4 òà J5 òåîðåìîþ F.

Îòæå, îñêiëüêè äëÿ n ≤ m Mn =
[
C1(β)M2−

1
2 (m−n)

]
, à M = M(m) �

2mmd−1, |∆Qn| � 2nnd−1, òî

2Mn � 2 · 2
n+m

2 md−1 ≥ |∆Qn| � 2nnd−1.

Òîìó, äëÿ J4 ìîæåìî çàïèñàòè

J4 �
∑
n≤m

2−Mn|MQn|−1

ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑
n≤m

2−C1(β)M2−
1
2 (m−n)2−nn−(d−1)

ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑
n≤m

ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.37)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sl), îòðèìà¹ìî

J4 �
∑
n≤m

ω (2−n)

2−γn
2−γnn

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ � ω (2−m)

2−γm

∑
n≤m

2−γnn
(d−1)( 1

p−
1
θ)+ �

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+, (3.38)

äå γ � äåÿêå ÷èñëî ç öi¹¨ óìîâè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îöiíêè äîäàíêó J5. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ F ó

âèïàäêó

2Mn = 2
[
C1(β)M2−β(n−m)

]
≤ | 4Qn|,
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îäåðæèìî

J5 �
∑

m<n≤m1

| 4Qn|M−1
n

(
log
(
| 4Qn|M−1

n

))2
ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑

m<n≤m1

2nnd−1M−12β(n−m)

(
log

2nnd−1

C1(β)M2−β(n−m)

)2

×

× ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑

m<n≤m1

ω (2−n)

2−αn
2−αn2n2β(n−m)2−mm−(d−1)nd−1n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+×

×
(

log
2n(1+β)nd−1

2m(1+β)md−1

)2

. (3.39)

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1,

à β = 1
2 min {(α− 1) ; 1}, iç (3.39) ìîæåìî çàïèñàòè

J5 �
ω (2−m)

2−αm

∑
m<n≤m1

2n(1+β−α)2−m(1+β)m−(d−1)nd−1n
(d−1)( 1

p−
1
θ)+×

×
(

log
2n(1+β)nd−1

2m(1+β)md−1

)2

� ω (2−m)

2−αm
2m(1+β−α)2−m(1+β)m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ =

= ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.40)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âñòàíîâëåííi (3.40) ìè âðàõîâóâàëè, ùî 1 + β −
α < 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Äiéñíî, íåõàé 1 < α < 2,

β = 1
2 (α− 1). Òîäi

1 + β − α = 1 +
1

2
(α− 1)− α =

1

2
(1− α) < 0.

Ó âèïàäêó α ≥ 2, β = 1
2 , îòðèìà¹ìî 1 + β = 3

2 − α < 0.

Òîìó, îá'¹äíóþ÷è (3.38), (3.40) iç (3.36), ïðèõîäèìî äî îöiíêè

J2 � ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.41)

Íàêiíåöü, ñïiâñòàâëÿþ÷è (3.41), (3.34) i (3.27), òà âðàõîâóþ÷è, ùî M =
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M(m) � 2mmd−1, îòðèìó¹ìî øóêàíó îöiíêó çâåðõó:

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ � ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p−

1
θ)+.

Òåîðåìó 3.4 äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó âèïàäêó 2 ≤ p ≤ ∞. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé 1 ≤ q < ∞, 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) =

ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà

óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M =

M(m) � 2mmd−1, ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
2−

1
θ)+. (3.42)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (3.42) îäðàçó âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòó òåîðåìè 3.4.

Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâà âèïàäêè: 1 ≤ θ ≤ 2 òà 2 < θ ≤ ∞.

Îòæå, íåõàé 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ 2. Òîäi BΩ
p,θ ⊂ BΩ

p,2 ⊂ BΩ
2,2. Ïîêëàäà-

þ÷è θ = p = 2 ó (3.17), îòðèìà¹ìî

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� εM

(
BΩ

2,2, Lq
)
� ω

(
2−m

)
.

Íåõàé òåïåð 2 ≤ p, θ ≤ ∞. Òîäi BΩ
p,θ ⊂ BΩ

2,θ. Ïîêëàäàþ÷è p = 2 ó (3.17),

áóäåìî ìàòè

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� εM

(
BΩ

2,θ, Lq
)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
2−

1
θ)+.

Òåîðåìó 3.5 äîâåäåíî.

Îá'¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè òåîðåì 3.4 òà 3.5, ïðèõîäèìî äî îöiíêè:

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé 1 ≤ q < ∞, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) =

ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà



108

óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M =

M(m) � 2mmd−1, ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p∗−

1
θ)+, (3.43)

äå p∗ = min{2, p}.

Çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ìîäèôiêàöi¨ ìiðêóâàíü, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi â

õîäi äîâåäåííÿ òåîðåì 3.4 òà 3.5, ìîæíà çàïèñàòè âiäïîâiäíi òåîðåìi 3.6

ðåçóëüòàòè â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 3.6′. Íåõàé d = 1, 1 ≤ q < ∞, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà óìîâó (Sl). Òîäi

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
Bω
p,θ, Lq

)
� ω

(
M−1

)
. (3.44)

Çàóâàæåííÿ 3.7. Îöiíêó çâåðõó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
äëÿ

1 ≤ q < ∞, 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, ïðè óìîâi, ùî

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà óìîâó (Sl), áóëî

îòðèìàíî iíøèì ìåòîäîì ó ðîáîòi À. Ô. Êîíîãðàÿ òà À. Ï. Ìóñi¹íêà [24].

Çàóâàæåííÿ 3.8. Äëÿ êëàñiâ Brp,θ, 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, r1 > 1,

îöiíêè ¨õ åíòðîïiéíèõ ÷èñåë ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q < ∞, âñòàíîâëåíî

À. Ñ. Ðîìàíþêîì [49].

Äëÿ êëàñiâ Hr
1 , r1 > 1, îöiíêè çâåðõó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë ó áiëüø çà-

ãàëüíié, íiæ Lq, ìåòðèöi ïðîñòîðó B∞,2 îòðèìàíî Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [67].

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè p > 1 Hr
p ⊂ Hr

1 , à ‖f‖q � ‖f‖B∞,2, 2 ≤ q < ∞,

ç ðåçóëüòàòó [67] âèïëèâàþòü âiäïîâiäíi îöiíêè âåëè÷èíè εM
(
Hr
p , Lq

)
,

1 < q <∞, 1 ≤ p <∞, r1 > 1.

Îöiíêè âåëè÷èíè εM
(
Brp,θ, Lq

)
, 1 < p, q < ∞, 0 ≤ θ ≤ ∞,

r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd, r1 > 0, iíøèìè ìåòîäàìè îäåðæàíî òàêîæ

D. Dung [94].
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Äàëi âñòàíîâèìî îöiíêó çíèçó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
∞,θ, 1 ≤ θ ≤

∞, ó ïðîñòîði L1. Äëÿ öüîãî ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ. Îòæå, íåõàé

äëÿ s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd

Ω∗n =
{
s ∈ Nd : (s,1) = n, n, sj − ïàðíi ÷èñëà, j = 1, d

}
;

∆Q′n =
⋃
s∈Ω∗n

ρ+(s); T (ρ+(s)) =

{
t : t(x) =

∑
k∈ρ+(s)

t̂(k)ei(k,x)

}
.

Ïðè sj ≥ 2, j = 1, d, äëÿ êîæíîãî t ∈ T (ρ+(s)) iñíó¹ ïîëiíîì t1 ñòåïåíÿ

2sj−2 çà çìiííîþ xj, j = 1, d, òàêèé ùî

t(x) = ei(k
s,x)t1(x),

äå ks = (ks1
1 , . . . , k

sd
d ), ksjj = 2sj−1 + 2sj−2, j = 1, d.

Íåõàé äàëi l = (l1, . . . , ld) ∈ Zd+. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè äiéñíèõ òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

RT (l) =

{
t : t(x) =

∑
|kj |≤lj
j=1,d

t̂(k)ei(k,x)

}
,

i, âiäïîâiäíî,

T ′(ρ+(s)) =
{
t : t(x) = ei(k

s,x)t1(x), t1 ∈ RT (2s−2)
}
,

T ′(∆Q′n) =
{
t : t(x) =

∑
s∈Ω∗n

ei(k
s,x)t1s(x), t1s ∈ RT (2s−2)

}
.

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ôóíêöiÿ ω

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 0 òà óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, òàêèõ ùî M = M(n) � 2nnd−1, ñïðàâåäëèâà

îöiíêà

εM
(
BΩ
∞,θ, L1

)
� ω

(
2−n
)

(logM)(d−1)( 1
2−

1
θ). (3.45)
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Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè εM
(
BΩ
∞,θ, L2

)
.

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìíîæèíó òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

T ′ (∆Q′n)∞ =
{
t ∈ T ′ (∆Q′n) : ‖t1s‖∞ ≤ 1

}
,

ÿêà ðîçãëÿäàëàñÿ Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [67].

Äëÿ f ∈ L2 âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

fRn (x) =
∑
s∈Ω∗n

ei(k
s,x) Re

(
δ+
s (f,x)e−i(k

s,x)
)
,

f In(x) =
∑
s∈Ω∗n

ei(k
s,x) Im

(
δ+
s (f,x)e−i(k

s,x)
)
,

äå

δ+
s (f) := δ+

s (f,x) =
∑

k∈ρ+(s)

f̂(k)ei(k,x).

Òîäi fRn ∈ T ′ (∆Q′n) i äëÿ ïîëiíîìà t ∈ T ′ (∆Q′n) ìîæåìî çàïèñàòè

‖f − t‖2
2 ≥

∥∥fRn + if In − t
∥∥2

2
=

=
∑
s∈Ω∗n

∥∥∥t1s − Re
(
δ+
s (f)e−i(k

s,x)
)
− i Im

(
δ+
s (f)e−i(k

s,x)
)∥∥∥2

2
≥

≥
∥∥t− fRn ∥∥2

2
. (3.46)

Îòæå, çãiäíî ç (3.46), íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî

åëåìåíòè ε-ñiòêè ìíîæèíè T ′ (∆Q′n)∞ â L2 íàëåæàòü T ′ (∆Q′n).

Â [67] áóëî âñòàíîâëåíî îöiíêó

εM (T ′ (∆Q′n)∞ , L2)� |Ω∗n|
1
2 . (3.47)

Ç ìåòîþ ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêîþ (3.47) ïîêàæåìî, ùî ôóíêöi¨ f ç ìíîæèíè

C3T
′ (∆Q′n)∞ ω

(
2−n
)
n−

d−1
θ

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C3 > 0 íàëåæàòü êëàñó BΩ
∞,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞.
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Îöiíèìî íîðìó ‖g‖BΩ
∞,θ
, g ∈ T ′ (∆Q′n)∞. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

1 ≤ θ <∞. Çãiäíî ç (3.16) òà âëàñòèâiñòþ çãîðòêè, îäåðæèìî

‖g‖BΩ
∞,θ
�

∑
s∈Ω∗n

(
ω
(

2−(s,1)
))−θ

‖As(g)‖θ∞

 1
θ

≤

≤
(
ω
(
2−n
))−1

(∑
s∈Ω∗n

∥∥∥∥∥∥As ∗
∑

‖s−s′‖∞≤1

δs′(g)

∥∥∥∥∥∥
θ

∞

) 1
θ

≤

≤
(
ω
(
2−n
))−1

(∑
s∈Ω∗n

‖As‖θ1

∥∥∥∥ ∑
‖s−s′‖∞≤1

δs′(g))

∥∥∥∥θ
∞

) 1
θ

�

�
(
ω
(
2−n
))−1

(∑
s∈Ω∗n

1

) 1
θ

�
(
ω
(
2−n
))−1

n
d−1
θ . (3.48)

Íåõàé òåïåð θ = ∞. Òîäi äëÿ ‖g‖BΩ
∞,∞

, ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêó-

âàííÿ, ìîæåìî çàïèñàòè

‖g‖BΩ
∞,∞
� sup

s∈Ω∗n

‖As(g)‖∞
ω
(
2−(s,1)

) =
(
ω
(
2−n
))−1

sup
s∈Ω∗n

‖As(g)‖∞ �

�
(
ω
(
2−n
))−1

sup
s∈Ω∗n

∥∥∥∥ ∑
‖s−s′‖∞≤1

δs′(g)

∥∥∥∥
∞
≤
(
ω
(
2−n
))−1

. (3.49)

Îòæå, çãiäíî ç (3.48) òà (3.49), ôóíêöiÿ

f(x) = C3ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ g(x), g ∈ T ′ (∆Q′n)∞ ,

íàëåæèòü êëàñó BΩ
∞,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (3.47) i âðàõóâàâøè, ùî |Ω∗n|
1
2 �

n
d−1

2 , îòðèìà¹ìî

εM
(
BΩ
∞,θ, L2

)
� εM

(
T ′ (∆Q′n)∞ ω

(
2−n
)
n−

d−1
θ , L2

)
�

� ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ n

d−1
2 = ω

(
2−n
)
n(d−1)( 1

2−
1
θ). (3.50)
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Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ îöiíêè âåëè÷èíè εM
(
BΩ
∞,θ, L1

)
. Iç (3.50)

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî â C3T
′ (∆Q′n)∞ ω (2−n)n−

d−1
θ çíàéäåòüñÿ 2M ôóíêöié

fi, òàêèõ ùî

‖fi − fj‖2 � ω
(
2−n
)
n(d−1)( 1

2−
1
θ), i 6= j, i, j = 1, 2M . (3.51)

Ïîêàæåìî, ùî ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖fi − fj‖1 � ω
(
2−n
)
n(d−1)( 1

2−
1
θ), i 6= j, i, j = 1, 2M .

Äiéñíî, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ [18, Ò. I, ñ. 330]

‖f‖a ≤ ‖f‖ν1‖f‖1−ν
b , f ∈ Lb, 1 < a < b,

ν =

(
1

a
− 1

b

)(
1− 1

b

)−1

,

ïðè a = 2, b = 4, îòðèìà¹ìî

‖fi − fj‖2 ≤ ‖fi − fj‖
1
3
1‖fi − fj‖

2
3
4 .

Çâiäñè,

‖fi − fj‖
1
3
1 ≥ ‖fi − fj‖2‖fi − fj‖

− 2
3

4 , i 6= j, i, j = 1, 2M . (3.52)

Äàëi, ðîçãëÿíåìî íàáið ôóíêöié

fi(x) = ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ ϕi(x), i = 1, 2M ,

äå ϕi ∈ T ′ (∆Q′n)∞. Òîäi äëÿ fi òà fj, i 6= j, i, j = 1, 2M , âèêîðèñòîâóþ÷è

ëåìó G, îòðèìà¹ìî

‖fi − fj‖4 �
(∑
s∈Ω∗n

‖δs((fi − fj))‖2
4

) 1
2 �

� ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ

(∑
s∈Ω∗n

‖δs(ϕi − ϕj)‖2
4

) 1
2 ≤
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≤ ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ

(∑
s∈Ω∗n

(
‖δs(ϕi)‖∞ + ‖δs(ϕj)‖∞

)2
) 1

2 �

� ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ

(∑
s∈Ω∗n

1
) 1

2 � ω
(
2−n
)
n−

d−1
θ n

d−1
2 =

= ω
(
2−n
)
n(d−1)( 1

2−
1
θ). (3.53)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è (3.51), (3.53) i (3.52), òà âðàõîâóþ÷è, ùî M = M(n) �
2nnd−1, îäåðæèìî

‖fi − fj‖1 � ω
(
2−n
)

(logM)(d−1)( 1
2−

1
θ).

Çâiäñè âèïëèâà¹ îöiíêà

εM
(
BΩ
∞,θ, L1

)
� ω

(
2−n
)

(logM)(d−1)( 1
2−

1
θ).

Òåîðåìó 3.7 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.9. Ðåçóëüòàòè òåîðåìè 3.7 ¹ íîâèìè i ó âèïàäêó d = 1.

Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.7′. Íåõàé d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞, à ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(Sα) ç äåÿêèì α > 0 òà óìîâó (Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
Bω
∞,θ, L1

)
� ω

(
M−1

)
. (3.54)

Çàóâàæåííÿ 3.10. Îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè εM
(
Br∞,θ, L1

)
, 1 ≤ θ < ∞,

r1 > 0, âñòàíîâëåíî À. Ñ. Ðîìàíþêîì [49], à âåëè÷èíè εM (Hr
∞, L1), r1 > 0,

� Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [67].

Ñïiâñòàâèâøè ðåçóëüòàòè òåîðåì 3.6 òà 3.7, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé d ≥ 2, 1 ≤ q < ∞, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, à Ω(t) =

ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà

óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i n, òàêèõ ùî M =
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M(n) � 2nnd−1, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
� ω

(
2−n
)

(logM)(d−1)( 1
2−

1
θ).

Çàóâàæèìî, ùî â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè

âåëè÷èíè εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
îòðèìàíi äëÿ áiëüø øèðîêî¨ ìíîæèíè çìiíè ïà-

ðàìåòðiâ p, q òà θ. À ñàìå, ñïiâñòàâèâøè (3.44) òà (3.54) ìîæíà ñôîðìó-

ëþâàòè òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.9. Íåõàé d = 1, 1 ≤ q < ∞, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1 òà óìîâó (Sl). Òîäi

ìà¹ ìiñöå îöiíêà

εM
(
Bω
p,θ, Lq

)
� ω

(
M−1

)
.

3.5. Îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ ó ðiâ-

íîìiðíié ìåòðèöi

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ,

1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòî-

ði L∞.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
ó âèïàäêó

1 < p ≤ 2. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.10. Íåõàé 1 < p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
p òà óìîâó (Sl). Òîäi

äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M = M(m) � 2mmd−1,

ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p−

1
θ)+

√
logM. (3.55)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.10 áóäåìî ïðîâîäèòè çà òi¹þ æ ñõåìîþ,

ÿêà áóëà âèêîðèñòàíà ïðè âñòàíîâëåííi òåîðåìè 3.4.
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Îòæå, ÷èñëà β òà Mn âèçíà÷èìî òàêèì ÷èíîì:

β =
1

2
min

{(
α− 1

p

)
; 1

}
; (3.56)

Mn =

C1(β)M2−
1
2 (m−n), n < m,

C1(β)M2−β(n−m), n ≥ m,

äå ñòàëà C1(β) > 0 òàêà, ùî
∞∑
n=1

Mn ≤M .

Òîäi, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî (3.26)�(3.31), äëÿ âåëè÷èíè εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
ìîæåìî çàïèñàòè

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
≤
∑
n≤m1

εMn

(
SMQn

(
BΩ
p,θ

)
, L∞

)
+
∑
n>m1

∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
∞ =

= J9 + J10. (3.57)

Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ L∞-íîðìè òà òåîðåìîþ I, îòðèìà¹ìî∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
∞ � ω

(
2−n
)

2
n
pn(d−1)(1− 1

θ). (3.58)

Îòæå, áåðó÷è äî óâàãè (3.58) òà òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
p , âèêîíàâøè âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ, çíàõî-

äèìî

J10 =
∑
n>m1

∥∥SMQn

(
BΩ
p,θ

)∥∥
∞ �

∑
n>m1

ω
(
2−n
)

2
n
pn(d−1)(1− 1

θ) �

� ω
(
2−m

)
2αm2m1( 1

p−α)m
(d−1)(1− 1

θ)
1 . (3.59)

Îñêiëüêè

m1 = m+ β−1 log(C1(β)M) � m+ β−1 log(C1(β)2mmd−1)� m,

òî iç (3.59) îòðèìà¹ìî

J10 � ω
(
2−m

)
2αm2m1( 1

p−α)m(d−1)(1− 1
θ). (3.60)
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Äàëi ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: 1
p < α < 1 + 1

p òà α ≥ 1 + 1
p .

Íåõàé 1
p < α < 1 + 1

p . Òîäi, çãiäíî ç (3.56), îäåðæèìî

β =
1

2

(
α− 1

p

)
=
pα− 1

2p
,

m1 = m+
2p

pα− 1
log(C1(β)M).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (3.60) çíà÷åííÿ m1 òà

âðàõîâóþ÷è, ùî M = M(m) � 2mmd−1, áóäåìî ìàòè

J10 � ω
(
2−m

)
2αm2m( 1

p−α)M
2p

pα−1(
1
p−α)m(d−1)(1− 1

θ) =

= ω
(
2−m

)
2
m
pM−2m(d−1)(1− 1

θ) �

� ω
(
2−m

)
2m( 1

p−2)m−(d−1)(1+ 1
θ) �

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.61)

Íåõàé òåïåð α ≥ 1 + 1
p . Òîäi β = 1

2 , m1 = m+ log(C1(β)M)2. Çâiäñè, iç

ñïiââiäíîøåííÿ (3.60) îòðèìà¹ìî

J10 � ω
(
2−m

)
2αm2m( 1

p−α)M 2( 1
p−α)m(d−1)(1− 1

θ) =

= ω
(
2−m

)
2
m
pM 2( 1

p−α)m(d−1)(1− 1
θ) �

� ω
(
2−m

)
2m( 3

p−2α)m(d−1)( 2
p−2α)m(d−1)(1− 1

θ) �

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.62)

Îá'¹äíàâøè (3.62), (3.61) òà (3.60), çàïèøåìî îöiíêó äëÿ J10:

J10 � ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+. (3.63)

Îöiíèìî òåïåð äîäàíîê J9. Ç öi¹þ ìåòîþ áóäåìî ìiðêóâàòè àíàëîãi-

÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåíü (3.35) �
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(3.40). Îòæå, äëÿ J9 ìîæåìî çàïèñàòè

J9 �
∑
n≤m

εMn

(
T (4Qn)p , L∞

)
ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)++

+
∑

m<n≤m1

εMn

(
T (4Qn)p , L∞

)
ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ =

= J11 + J12. (3.64)

Äàëi, ñêîðèñòà¹ìîñÿ äëÿ îöiíêè êîæíîãî ç äîäàíêiâ J11 òà J12 òåîðå-

ìîþ G. Òîäi, äëÿ J11 îòðèìà¹ìî

J11 �
∑
n≤m

n
1
2 2−Mn(2|MQn|)−1

ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑
n≤m

n
1
2 2−C1(β)M2−

1
2 (m−n)2−(n+1)n−(d−1)

ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑
n≤m

n
1
2ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sl), îòðèìà¹ìî

J11 �
∑
n≤m

ω (2−n)

2−γn
2−γnn

1
2n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

� ω (2−m)

2−γm

∑
n≤m

2−γnn
1
2n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

� ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+m

1
2 , (3.65)

äå γ � äåÿêå ÷èñëî ç öi¹¨ óìîâè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îöiíêè J12. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ G äëÿ

Mn =
[
C1(β)M2−β(n−m)

]
≤ 2| 4Qn|,

îäåðæèìî

J12 �
∑

m<n≤m1

n
1
2 | 4Qn|

1
pM

− 1
p

n

(
log
(
4| 4Qn|M−1

n

)) 1
p ×
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× ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑

m<n≤m1

n
1
2 2

n
pn

d−1
p M− 1

p2
1
pβ(n−m)

(
log

4 · 2nnd−1

C1(β)M2−β(n−m)

) 1
p

×

× ω
(
2−n
)
n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ �

�
∑

m<n≤m1

ω (2−n)

2−αn
2−αn2

n
p2

1
pβ(n−m)2−

m
pm−

d−1
p n

d−1
p n

1
2n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+×

×
(

log
4 · 2n(1+β)nd−1

2m(1+β)md−1

) 1
p

. (3.66)

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
p ,

iç (3.66) ìîæåìî çàïèñàòè

J12 �
ω (2−m)

2−αm

∑
m<n≤m1

2n(
1
p−α+ 1

pβ)2−
1
pm(1+β)m−

d−1
p n

d−1
p n

1
2n

(d−1)( 1
p−

1
θ)+×

×
(

log
4 · 2n(1+β)nd−1

2m(1+β)md−1

) 1
p

. (3.67)

Ïîêàæåìî, ùî 1
p − α + 1

pβ < 0. Íåõàé ñïî÷àòêó 1
p < α < 1

p + 1, òîäi,

âiäïîâiäíî, β = 1
2

(
α− 1

p

)
. Ìàòèìåìî

1

p
− α +

1

p
β =

1

p
− α +

1

2p

(
α− 1

p

)
=

(
α− 1

p

)(
1

2p
− 1

)
< 0.

ßêùî α > 1
p + 1, à β = 1

2 , òî
1
p − α + 1

pβ = 3
2p − α <

1
p − 1 < 0.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî 1
p − α + 1

pβ < 0. Òîìó, iç (3.67) îòðèìà¹ìî

J12 �
ω (2−m)

2−αm
2m( 1

p−α+ 1
pβ)2−

1
pm(1+β)m

1
2m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+ =

= ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+m

1
2 . (3.68)

Îá'¹äíóþ÷è (3.65), (3.68) iç (3.64), ïðèõîäèìî äî îöiíêè

J9 � ω
(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+m

1
2 . (3.69)
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Íàêiíåöü, ñïiâñòàâëÿþ÷è îöiíêè (3.69), (3.63) i (3.57), òà âðàõîâóþ÷è, ùî

M = M(m) � 2mmd−1, îòðèìó¹ìî øóêàíó îöiíêó çâåðõó:

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−m

)
m

(d−1)( 1
p−

1
θ)+m

1
2 �

� ω
(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p−

1
θ)+

√
logM.

Òåîðåìó 3.10 äîâåäåíî.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi òå-

îðåìè 3.5, âñòàíîâèìî îöiíêó çâåðõó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
ó

âèïàäêó 2 ≤ p ≤ ∞.

Òåîðåìà 3.11. Íåõàé 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
2 òà óìîâó (Sl). Òîäi

äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M = M(m) � 2mmd−1,

ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
2−

1
θ)+

√
logM. (3.70)

Îá'¹äíàâøè òåïåð ðåçóëüòàòè òåîðåì 3.10 òà 3.11, ìîæåìî ñôîðìóëþ-

âàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.12. Íåõàé 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > max
{

1
p ,

1
2

}
òà óìîâó

(Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M = M(m) �
2mmd−1, ìà¹ ìiñöå îöiíêà

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−m

)
(logM)

(d−1)( 1
p∗−

1
θ)+

√
logM. (3.71)

Çà äîïîìîãîþ ïåâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ ìiðêóâàíü, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi â

ïðîöåñi äîâåäåííÿ òåîðåì 3.10 òà 3.11, ìîæíà çàïèñàòè âiäïîâiäíèé òåî-

ðåìi 3.12 ðåçóëüòàò â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 3.12′. Íåõàé d = 1, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à ôóíêöiÿ ω

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > max
{

1
p ,

1
2

}
òà óìîâó (Sl). Òîäi
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ñïðàâåäëèâà îöiíêà

εM
(
Bω
p,θ, L∞

)
� ω

(
M−1

)√
logM.

Çàóâàæåííÿ 3.11. Îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè εM
(
Brp,θ, L∞

)
ó âèïàäêó

2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, r1 >
1
2 , îòðèìàíî À. Ñ. Ðîìàíþêîì [49]. Çãîäîì

öi ðåçóëüòàòè áóëè ïîøèðåíi íèì æå íà âèïàäîê 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞,

r1 > max
{

1
p ,

1
2

}
[101].

Äëÿ âåëè÷èíè εM (Hr
1 , L∞), r1 > 1, îöiíêà çâåðõó âñòàíîâëåíà Å. Ñ. Áå-

ëiíñüêèì [12]. Îñêiëüêè Hr
p ⊂ Hr

1 , p > 1, òî âîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ

âñiõ 1 ≤ p ≤ ∞. Ó [88] çàçíà÷åíà îöiíêà ïîøèðåíà íà âèïàäîê

r1 > max
{

1
p ,

1
2

}
, 1 < p <∞.

Îá'¹äíàâøè ðåçóëüòàòè òåîðåì 3.7 òà 3.12, ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.13. Íåõàé d ≥ 2, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, äå

ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
2 òà óìîâó (Sl). Òîäi

äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ M i m, òàêèõ ùî M = M(m) � 2mmd−1,

ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

ω
(
2−m

)
(logM)(d−1)( 1

2−
1
θ) � εM

(
BΩ
p,θ, L∞

)
�

� ω
(
2−m

)
(logM)(d−1)( 1

2−
1
θ)
√

logM. (3.72)

Çîêðåìà ó âèïàäêó d = 1 ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.14. Íåõàé d = 1, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, à ôóíêöiÿ ω

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > max
{

1
p ,

1
2

}
òà óìîâó (Sl). Òîäi

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

ω
(
M−1

)
� εM

(
Bω
p,θ, L∞

)
� ω

(
M−1

)√
logM. (3.73)

ßê áà÷èìî, âåðõíÿ òà íèæíÿ îöiíêè ó (3.72) òà (3.73) âiäðiçíÿþòüñÿ

íà
√

logM . Íàéáiëüø éìîâiðíî, ùî äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ çà ïîðÿäêîì

îöiíîê ïîòðiáíî óòî÷íþâàòè îöiíêó çíèçó.
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Íà ïiäòâåðäæåííÿ öi¹¨ ãiïîòåçè ïîêàæåìî, ùî îöiíêà çâåðõó, âñòàíîâ-

ëåíà ó òåîðåìi 3.11, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ íåïîêðàùóâàíîþ. Ç öi¹þ

ìåòîþ îäåðæèìî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè åí-

òðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, ó ïðîñòîði L∞.

Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ, áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi ÷èñëà

Mε(A,X) = max
{
n : ∃x1, . . . ,xn ∈ A : ‖xi−xj‖X > ε, i 6= j, i, j = 1, d

}
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [23]), ùî âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

Nε(A,X) ≤Mε(A,X) ≤ N ε
2
(A,X). (3.74)

Îòæå, ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.15. Íåõàé d = 2, 2 ≤ p, θ ≤ ∞, à Ω(t) = ω

(
t1t2

)
, äå ôóíêöiÿ

ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 1
2 i óìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêèõ íàòóðàëüíèõM i n, òàêèõ ùîM = M(n) � 2nn, ìà¹ ìiñöå îöiíêà

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� ω

(
2−n
)

(logM)1− 1
θ . (3.75)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà çâåðõó â (3.75) îäðàçó âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòó òåîðå-

ìè 3.11, ÿêùî ïîêëàñòè ó (3.70) d = 2.

Îöiíêó çíèçó äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ êëàñó BΩ
∞,θ, îñêiëüêè B

Ω
∞,θ ⊂ BΩ

p,θ,

1 ≤ p <∞.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïàðíèõ n ìíîæèíè

Ω∗n =
{
s : s = (2n1, 2n2), n1 + n2 =

n

2

}
, ∆Q′n =

⋃
s∈Ω∗n

ρ(s).

Äàëi ðîçãëÿíåìî íàáið ôóíêöié {fni }
An
i=1, An ≥ |∆Q′n|

2 , ÿêi ¹ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç ãàðìîíiêàìè iç ìíîæèíè ∆Q′n òà âîëîäiþòü

íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

‖δs(fni )‖∞ ≤ 1, i = 1, An, s ∈ Ω∗n; (3.76)
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‖fni − fnj ‖∞ ≥ C2n, i 6= j, i, j = 1, An, C2 > 0. (3.77)

Ôóíêöi¨ {fni }
An
i=1 áóëî ðîçãëÿíóòî Â. Ì. Òåìëÿêîâèì [107] ïðè âñòàíîâ-

ëåííi îöiíîê çíèçó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ Hr
∞.

Îöiíèìî ‖fni ‖BΩ
∞,θ
. Ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi ïiä ÷àñ äîâå-

äåííÿ òåîðåìè 3.7 ïðè âñòàíîâëåííi îöiíîê (3.48) òà (3.49), òà âðàõóâàâøè

(3.76), îòðèìà¹ìî:

ó âèïàäêó 1 ≤ θ <∞

‖fni ‖BΩ
∞,θ
�
(
ω
(
2−n
))−1

(∑
s∈Ω∗n

‖As‖θ1

∥∥∥∥ ∑
‖s−s′‖∞≤1

δs′(f
n
i ))

∥∥∥∥θ
∞

) 1
θ

�

�
(
ω
(
2−n
))−1

(∑
s∈Ω∗n

∑
‖s−s′‖∞≤1

∥∥∥∥δs′(fni ))

∥∥∥∥θ
∞

) 1
θ

�
(
ω
(
2−n
))−1

n
1
θ ,

i, âiäïîâiäíî, äëÿ θ =∞

‖fni ‖BΩ
∞,∞
�
(
ω
(
2−n
))−1

sup
s∈Ω∗n

‖s−s′‖∞≤1

‖δs′(fni )‖∞ ≤
(
ω
(
2−n
))−1

.

Îòæå, ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè
{
C3 ω (2−n)n−

1
θfni

}An
i=1

, C3 > 0, íàëåæàòü

êëàñó BΩ
∞,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Ïîêëàäåìî M = M(n) = |∆Q′n| � 2nn. Òîäi, çãiäíî ç (3.74) òà (3.77),

áóäåìî ìàòè

εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
� εM

(
BΩ
∞,θ, L∞

)
� ω

(
2−n
)
n1− 1

θ � ω
(
2−n
)

(logM)1− 1
θ .

Òåîðåìó 3.15 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.12. Ïîðÿäîê âåëè÷èíè εM
(
Brp,θ, L∞

)
ó âèïàäêó

2 ≤ θ ≤ ∞, 2 ≤ p < ∞, r = (r1, r1), r1 > 1
2 , à òàêîæ âåëè÷èíè

εM
(
Br∞,θ, L∞

)
ó âèïàäêó 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, r1), r1 > 0 âñòàíîâëåíî

À. Ñ. Ðîìàíþêîì [101].
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3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ íàéêðàùi áiëiíiéíi íàáëèæåííÿ òà åíòðî-

ïiéíi ÷èñëà êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

À ñàìå, âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëè-

æåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié 2d çìiííèõ âèãëÿäó f(x−y), x,y ∈ Rd,

ïîðîäæåíèõ iç ôóíêöié d çìiííèõ f(x) ∈ Lψβ,p çñóâàìè ¨õ àðãóìåíòó

x ∈ Rd íà âñåìîæëèâi y ∈ πd. Îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë îäåðæàíî äëÿ

êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ BΩ
p,θ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 âñòàíîâëåíî îöiíêè âåëè÷èíè τM(Lψβ,p)q1,q2
äëÿ ðiçíèõ

ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïàðàìåòðàìè p, q1 òà q2. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â äå-

ÿêèõ âèïàäêàõ îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i äëÿ êëàñiâ (ψ, β)-äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 îòðèìàíî îöiíêè çâåðõó åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ BΩ
p,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, 1 < p ≤ ∞, ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ

ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q <∞. Ùî ñòîñó¹òüñÿ âiäïîâiäíî¨ îöiíêè çíèçó âåëè-

÷èíè εM
(
BΩ
p,θ, Lq

)
, òî ¨¨ îäåðæàíî â íàéáiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨, à ñàìå

äëÿ êëàñiâ BΩ
∞,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, ó ïðîñòîði L1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 âñòàíîâëåíî äâîñòîðîííi îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë

êëàñiâ BΩ
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 < p ≤ ∞ ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi. Îêðåìî

ðîçãëÿíóòî âèïàäîê d = 2, i ïðè öüîìó îòðèìàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì

îöiíêè âåëè÷èíè εM
(
BΩ
p,θ, L∞

)
, 2 ≤ p, θ ≤ ∞.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [37]
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

À ñàìå, ó äðóãîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íàéêðàùi îðòîãîíàëüíi òà

M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ Dψ
β òà êëàñiâ Lψβ,1, à òàêîæ êëàñiâ Lψβ,p ôóíêöié ìàëî¨ ãëàäêîñòi

ó ïðîñòîði Lq, 1 < q < ∞. Â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü âè-

ÿâëåíî âèïàäêè, êîëè íàéêðàùi M -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ

ìàþòü ïåðåâàãè ó ïîðiâíÿííi ç íàéêðàùèìè îðòîãîíàëüíèìè òðèãîíîìå-

òðè÷íèìè íàáëèæåííÿìè, à òàêîæ iç íàáëèæåííÿìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè

ïîëiíîìàìè ç "íîìåðàìè"ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî îöiíêè íàéêðàùèõ áiëiíiéíèõ íàáëè-

æåíü êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ïîðîäæåíèõ çñóâàìè

àðãóìåíòó ôóíêöié ç êëàñiâ Lψβ,p, ó ïðîñòîði Lq1,q2
. Êðiì öüîãî, îòðèìàíî

îöiíêè åíòðîïiéíèõ ÷èñåë êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ

çìiííèõ BΩ
p,θ ó ïðîñòîði Lq, 1 ≤ q <∞, òà ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.
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