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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей найбiльш
широких класiв крайових задач для систем звичайних лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь вищих порядкiв, залежних вiд параметру, розв’язки яких
пробiгають простiр Гельдера або простiр Слободецького.

Актуальнiсть теми. Питання про обґрунтування граничного перехо-
ду стосовно розв’язкiв задач Кошi та крайових задач дослiджувалися ба-
гатьма математиками. У роботах I. I. Гiхмана (1952), М. А. Красносельсь-
кого i С. Г. Крейна (1955), Я. Курцвейля i З. Ворела (1957), А. М. Самой-
ленка (1962 – 1965) встановлено фундаментальнi результати про неперерв-
ну залежнiсть за параметром розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем.
Для лiнiйних систем цi результати були уточненi та доповненi А. Ю. Лєвi-
ним (1967 – 1973), З. Опялем (1967), В. Т. Рейдом (1967) i Нгуен Тхе Хоаном
(1993).

Широкий клас лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних
рiвнянь першого порядку дослiджувався I. Т. Кiгурадзе (1975 – 2003) i
М. Ашордiа (1996). Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними функ-
цiями на вiдрiзку [a, b], а крайовi умови заданi у виглядi By = q, де
B : C([a, b],Rm) → Rm є довiльний лiнiйний неперервний оператор (m —
число рiвнянь системи). Було встановлено умови неперервної залежностi за
параметром розв’язкiв у просторi C([a, b],Rm). Узагальнення цих резуль-
татiв для комплекснозначних функцiй та систем диференцiальних рiвнянь
вищих порядкiв отримано у роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Код-
люк i Г. О. Чеханової.

В. А. Михайлецем i його учнями (2008 – 2015) були введенi i дослiдженi
максимально широкi класи крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, якi розглядаються у просторах Соболєва (Рева Н. В.,
Кодлюк Т. I., Гнип Є. В.) або у просторах неперервно диференцiйовних
функцiй (Чеханова Г. О., Солдатов В. О.). Показниками гладкостi функцiй
для вказаних функцiональних просторiв є цiлi додатнi числа. Було дове-
дено фредгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi умови їх коректної
розв’язностi та неперервної залежностi за параметром їх розв’язкiв у вка-
заних просторах.

Нещодавно з’ясувалося, що встановленi ранiше конструктивнi достатнi
умови є також i необхiдними.

Конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв
крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку бу-
ло доведено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем, В. О. Солдатовим (2016)
у просторах Гельдера та Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем (2016) у просторах
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Слободецького. Для систем вищих порядкiв вказаний критерiй доведено
щодо просторiв цiлої гладкостi — неперервно диференцiйованих функцiй
(Мурач О. О., Солдатов В. О.) i Соболєва (Гнип Є. В., Михайлець В. А.,
Мурач О. О.).

Цi результати були застосованi для дослiдження багатоточкових край-
ових задач, матриць Грiна та використанi у спектральнiй теорiї диферен-
цiальних операторiв iз сингулярними коефiцiєнтами. Але у деяких зада-
чах теорiї диференцiальних рiвнянь використовуються не лише простори
цiлої гладкостi, а й простори, де показником гладкостi може бути i дробо-
ве число. Найбiльш вiдомими серед них є простори Гельдера та простори
Слободецького.

У цьому зв’язку є актуальними дослiдження розв’язкiв крайових задач
для систем звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв у просто-
рах Гельдера i Слободецького.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України

”
Київський

полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського“ в рамках держбюджетної
науково-дослiдної роботи № 2810Ф

”
Дослiдження асимптотичних власти-

востей псевдорегулярних функцiй та узагальнення процесiв вiдновлення“
(номер державної реєстрацiї 0115U000371).

Мета i завдання дослiдження.
Метою дослiдження дисертацiйної роботи є встановлення конструктив-

них необхiдних i достатнiх умов неперервної залежностi за параметром
розв’язкiв крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь
вищих порядкiв у просторах Гельдера i Слободецького.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi крайовi задачi, найбiльш загальнi
щодо просторiв Гельдера або Слободецького.

Предметом дослiдження є характер залежностi за параметром розв’яз-
кiв таких крайових задач.

Завдання дослiдження:
1. Ввеcти максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i
0 < α ≤ 1.

2. Довести, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi
функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m × Crm i встановити
критерiй однозначної розв’язностi цих задач.
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3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встано-
вити конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’яз-
кiв при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та довести, що похиб-
ка i нев’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при
ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.

4. Ввести максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-
стем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r

p )m, де s ∈
R+ \ Z+, p ∈ (1,∞).

5. Довести, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi функцiональних просторiв (W s+r

p )m i (W s
p )
m×Crm i встановити

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, вста-
новити конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром
розв’язкiв при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r

p )m.

7. Ввести новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багато-
точкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр
Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановити достатнi умо-
ви неперервностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi
(Cn+r,α)m.

8. Довести, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1),
можна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайо-
вих задач.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,
запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i
0 < α ≤ 1.

2. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m×Crm i встанов-
лено критерiй однозначної розв’язностi цих задач.
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3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, вста-
новлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром роз-
в’язкiв при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та доведено, що
похибка i нев’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi
при ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r

p )m, де s ∈
R+ \ Z+, p ∈ (1,∞).

5. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi функцiональних просторiв (W s+r

p )m i (W s
p )
m×Crm i встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, вста-
новлено конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром
розв’язкiв при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r

p )m.

7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багато-
точкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр
Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умо-
ви неперервностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi
(Cn+r,α)m.

8. Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1),
можна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайо-
вих задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання мо-
жуть бути використанi у подальшому розвитку теорiї одновимiрних край-
ових задач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану ди-
сертацiї та постановка задач належать науковому керiвнику — доктору
фiзико-математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Основнi науко-
вi результати, якi винесено на захист, отримано здобувачкою самостiйно.
Зi статей, опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi
результати, що належать дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдалися та обговорювалися на:
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— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнсти-
туту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН
України А. М. Самойленко);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей
Нацiонального технiчного унiверситету України

”
КПI iменi Iгоря

Сiкорського“ (керiвник семiнару — доктор фiзико-математичних на-
ук, професор Н. О. Вiрченко);

— семiнарi кафедри математики та економiки Нацiонального унiверси-
тету

”
Чернiгiвський колегiум“ iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семi-

нару — доктор фiзико-математичних наук О. О. Мурач);

— Чотирнадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї для
студентiв, аспiрантiв та молодих науковцiв

”
Шевченкiвська весна –

2016“ (Україна, Київ, 6 – 8 квiтня 2016 року);

— П’ятiй мiжнароднiй конференцiї молодих науковцiв з диференцiаль-
них рiвнянь i застосувань, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Украї-
на, Київ, 9 – 11 листопада 2016 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвяченiй 100-
рiччю з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митро-
польського (1917 – 2008) (Україна, Київ, 7 – 10 червня 2017 року);

— Сьомiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та
молодих вчених з математики (Україна, Київ, 19 – 20 квiтня 2018 ро-
ку).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано в 9 науко-
вих працях. Серед них 5 статей [1, 2, 3, 4, 5] — у фахових наукових видан-
нях, з яких 3 статтi [2, 4, 5] — в журналах, що входять до мiжнародних
наукометричних баз даних Scopus i Web of Science. Роботи [6, 7, 8, 9] опуб-
лiковано у матерiалах наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй
українською i англiйською, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини,
висновкiв, списку використаних джерел, що налiчує 90 найменувань, i до-
датку, який мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та
вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи скла-
дає 120 сторiнок друкованого тексту.
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Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано
мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову
новизну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з
науковими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було
апробовано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i предмет дослiдження.
У другому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально ши-

рокий клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2 на вiдрiзку [a, b] ⊂ R, розв’язки яких
пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1.

Розглядається крайова задача для системи m лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь r-го порядку

Ly(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (1)

By = c. (2)

Тут вектор-функцiя y ∈ (Cn+r,α)m є шуканою, а всi матрицi-функцiї
Ar−j ∈ (Cn,α)m×m, де j ∈ {1, ... , r}, вектор-функцiя f ∈ (Cn,α)m, лiнiй-
ний неперервний оператор

B = (B1, ... , Br) : (C
n+r,α)m → Crm (3)

i вектор c ∈ Crm є довiльно вибраними, причому вектор-функцiї i числовi
вектори подано у виглядi стовпцiв. Оператор B зручно представляти як
набiр операторiв B1, ... , Br кожен з яких дiє у простiр Cm, а отже i крайову
умову (2) можна трактувати як r неоднорiдних крайових умов.

Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (Cn,α)m, то розв’язок
y системи (1) пробiгає весь простiр (Cn+r,α)m. Отже, крайова умова (2)
з неперервним оператором (3) є найбiльш загальною для системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1). Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних
крайових умов (умови задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтеграль-
нi умови, умови змiшаних крайових задач), так i рiзнi некласичнi крайовi
умови. Останнi можуть мiстити похiднi шуканих функцiй порядку k, де
r ≤ k ≤ n+ r. Пов’яжемо з задачею лiнiйний оператор

(L,B) : (Cn+r,α)m → (Cn,α)m × Crm. (4)
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Теорема 2.1. Лiнiйний оператор (4) обмежений i фредгольмiв з iн-
дексом нуль.

Сформулюємо критерiй оборотностi цього оператора. Для кожного
номера k ∈ {0, ... , r − 1} розглянемо матричну задачу Кошi Y (r)

k (t) +∑r
j=1Ar−j(t)Y

(r−j)
k (t) = 0, a ≤ t ≤ b, Y (j)

k (t0) = δk,jIm, j = 0, ... , r − 1.
Тут Yk(t) = (yα,βk (t))mα,β=1 — шукана m×m — матриця-функцiя, точку
t0 ∈ [a, b] вибрано довiльно, δk,j — символ Кронекера, а Im — одинична
матриця порядку m. Ця задача є сукупнiстю m задач Кошi, якi є окремим
випадком задачi (1), (2). Єдиний розв’язок Yk(t) матричної задачi Кошi
належить до (Cn+r,α)m×m. Через [BY ] позначимо квадратну матрицю по-
рядку rm, яка утворюється в результатi дiї оператора B на стовпцi матриць
Yk, k ∈ {0, ... , r − 1}.

Теорема 2.2. Оператор (4) оборотний тодi i тiльки тодi, коли мат-
риця [BY ] невироджена.

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду
(1), (2) залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (5)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (6)

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо такi
Граничнi умови при ε→ 0+:

(2.I) Ar−j(·, ε)→ Ar−j(·, 0) в (Cn,α)m×m для кожного номера j ∈ {1, ... , r};

(2.II) B(ε)y → B(0)y в Crm для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Cn+r,α)m.

Крiм того, розглядається
Умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,
B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.
Введемо
Базове означення розд. 2. Говоримо, що розв’язок крайової зада-

чi (5), (6) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0 у просторi
(Cn+r,α)m, якщо виконуються такi двi умови:



8

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-
яких правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та c(ε) ∈ Crm, ця задача має
єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m.

(∗∗) Iз збiжностi правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, c(ε)→ c(0) в Crm при ε→ 0+

випливає збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

Теорема 2.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (5), (6) непере-
рвно залежав вiд параметра ε при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m необхiдно i
достатньо, щоб ця задача задовольняла умову (2.0) i граничнi умови (2.I)
та (2.II).

Це — основний результат другого роздiлу. Для систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку сформульовану теорему доведено
В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем та В. О. Солдатовим (2016).

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn,α(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε))‖n,α + |B(ε)y(·, 0)− c(ε)|,

де ‖ · ‖n,α — норма у просторi (Cn,α)m, а | · | — норма у просторi Crm. При
цьому y(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорема 2.4. Нехай крайова задача (5), (6) задовольняє умову (2.0) i
граничнi умови (2.I) та (2.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1, κ1 i
κ2 такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,α ≤ κ2 dn,α(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй y(·, 0) i y(·, ε).
Отже, похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi (5), (6) мають

однаковий порядок малостi при ε→ 0+.
У третьому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально ши-

рокий клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2 на вiдрiзку [a, b] ⊂ R, розв’язки яких
пробiгають простiр Слободецького (W s+r

p )m, де дробове число s ∈ R+ \Z+,
p ∈ (1,∞), s := [s]+ {s}, [s] — цiла частина, а {s} — дробова частина числа
s; тут {s} ∈ (0, 1).
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Розглядається крайова задача для системи m лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь r-го порядку

Ly(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (7)

By = c. (8)

Тут вектор-функцiя y ∈ (W s+r
p )m є шуканою, а всi матрицi-функцiї Ar−j ∈

(W s
p )
m×m, вектор-функцiя f ∈ (W s

p )
m, лiнiйний неперервний оператор

B = (B1, ... , Br) : (W
s+r
p )m → Crm (9)

i вектор c ∈ Crm є довiльно вибраними. Як i ранiше, числовi вектори i
вектор-функцiї подано у виглядi стовпцiв. Оператор B зручно представля-
ти як набiр операторiв B1, ... , Br кожен з яких дiє у простiр Cm, а отже i
крайову умову (2) можна трактувати як r неоднорiдних крайових умов.

Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (W s
p )
m, то розв’язок y

системи (7) пробiгає весь простiр (W s+r
p )m. Отже, крайова умова (8) з

неперервним оператором (9) є найбiльш загальною для системи диферен-
цiальних рiвнянь (7). Вона охоплює як усi класичнi види крайових умов,
так i некласичнi умови, що мiстять похiднi (класичнi) аж до порядку k, де
r ≤ k < s+ r − 1/p.

Пов’яжемо з цiєю задачею лiнiйний оператор

(L,B) : (W s+r
p )m → (W s

p )
m × Crm. (10)

Теорема 3.1. Лiнiйний оператор (10) обмежений i фредгольмiв з iн-
дексом нуль.

Сформулюємо критерiй оборотностi цього оператора. Як i у другому
роздiлi, для кожного номера k ∈ {0, ... , r− 1} розглянемо матричну задачу
Кошi Y (r)

k (t)+
∑r
j=1Ar−j(t)Y

(r−j)
k (t) = 0, a ≤ t ≤ b, Y (j)

k (t0) = δk,jIm, j =

0, ... , r−1. Тут Yk(t) = (yα,βk (t))mα,β=1 — шукана m×m — матриця-функцiя,
точку t0 ∈ [a, b] вибрано довiльно, δk,j — символ Кронекера, а Im — оди-
нична матриця порядку m. Ця задача є сукупнiстю m задач Кошi, якi є
окремим випадком задачi (7), (8). Єдиний розв’язок Yk(t) матричної задачi
Кошi належить до (W s+r

p )m×m. Через [BY ] позначимо квадратну матри-
цю порядку rm, яка утворюється в результатi дiї оператора B на стовпцi
матриць Yk, k ∈ {0, ... , r − 1}.
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Теорема 3.2. Оператор (10) оборотний тодi i тiльки тодi, коли мат-
риця [BY ] є невироджена.

Зафiксуємо додатне число ε0 > 0. Розглянемо сiм’ю крайових задач
вигляду (7), (8), залежних вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (11)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (12)

Умови, достатнi для однозначної розв’язностi цiєї задачi i неперервної
залежностi її розв’язку за параметром дає така теорема.

Теорема 3.3. Припустимо, що крайова задача (7), (8) задовольняє
умову (2.0) i такi граничнi умови:

(i) Ar−j(·, ε) → Ar−j(·, 0) в (W s
p )
m×m при ε → 0+ для кожного номера

j ∈ {1, ... , r};
(ii) B(ε)y → B(0)y при ε→ 0+ для кожного y ∈ (W s+r

p )m.

Тодi для достатньо малих ε ≥ 0 ця задача має єдиний розв’язок
y(·, ε) ∈ (W s+r

p )m.

Якщо, крiм того,

(iii) f(·, ε)→ f(·, 0) в (W s
p )
m при ε→ 0+,

(iv) c(ε)→ c(0) в Crm при ε→ 0+,

то цей розв’язок задовольняє граничну умову

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s+r
p )m при ε→ 0 + .

Це — основний результат третього роздiлу. Для систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку сформульовану теорему доведено
Є. В. Гнип (2016).

У четвертому роздiлi дисертацiї подано застосування основних резуль-
татiв другого роздiлу до одновимiрних багатоточкових крайових задач,
залежних вiд параметра. Введено i дослiджено новий широкий клас бага-
тоточкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-
них рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера
(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Для цих задач, залежних вiд парамет-
ра ε ≥ 0, встановлено достатнi умови неперервностi за параметром цих
розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi (Cn+r,α)m.
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Нехай довiльно вибрано вiдрiзок [a, b] ⊂ R, цiлi числа m ≥ 1, n ≥ 0
i r ≥ 2 та дiйсне число α ∈ (0, 1]. Розглянемо на вiдрiзку [a, b] систему
(5) лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r, залежних вiд числового
параметра ε ∈ [0, ε0), де фiксовано число ε0 > 0.

Довiльно виберемо натуральнi числа p i q1, ... , qp. Для кожного ε ∈
(0, ε0) розглянемо таку багатоточкову крайову умову:

B(ε)y(·, ε) ≡
p∑
j=0

qj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = c(ε), (13)

Тут усi матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] i вектор c(ε) ∈ Crm

довiльно заданi. Ця умова має сенс для кожної вектор-функцiї y(·, ε) ∈
(Cn+r,α)m.

Використання у багатоточковiй крайовiй умовi (13) сум за iндексами
j i k зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε)
при ε → 0+ у залежностi вiд значень параметра j. Припускаємо, що для
кожного номера j ∈ {1, ... , p} усi точки tj,k(ε), де k ∈ {1, ... , qj}, мають
спiльну границю при ε→ 0+. Це припущення не робиться для точок t0,k(ε),
де k ∈ {1, ... , q0}.

Розглянемо у граничному випадку ε = 0 таку крайову умову:

B(0)y(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j y(l)(tj , 0) = c(0). (14)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Crm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор c(0) ∈ Crm є

довiльно заданими.
Звiсно, для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де

y ∈ (Cn+r,α)m, є обмеженим оператором

B(ε) : (Cn+r,α)m → Crm. (15)

Зробленi нами припущення стосовно системи (5) та обмеженiсть опе-
ратора (15) означають, що крайова задача (5), (13) при 0 < ε < ε0 та
гранична крайова задача

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), a ≤ t ≤ b, (5− 0)

B(0)y(·, 0) = c(0) (14)
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належать до вивчених ранiше у просторi (Cn+r,α)m. Отже, для них за-
стосовнi результати другого роздiлу, зокрема теорема 2.3 про необхiднi i
достатнi умови неперервної залежностi за параметром розв’язку y(·, ε) у
просторi (Cn+r,α)m при ε = 0. Виявляється, що використану у цiй теоре-
мi граничну умову (2.II) можна замiнити (у частинi достатностi) на деякi
умови, пов’язанi зi структурою багатоточкових крайових умов (13) i (14).
Попередньо зауважимо, що у випадку, коли гранична багатоточкова край-
ова задача (5 – 0) i (14) задовольняє умову (2.0), то за теоремою 2.2 ця
задача має єдиний розв’язок y(·, 0) ∈ (Cn+r,α)m.

Теорема 4.1. Нехай розглянутi багатоточковi крайовi задачi задо-
вольняють умову (2.0) i такi граничнi умови при ε→ 0+ :

(a) Ak(·, ε)→ Ak(·, 0) в (Cn,α)m×m для кожного k ∈ {0, ... , r − 1};

(b1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ {1, ... , p} i k ∈ {1, ... , qj};

(b2)
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j (0) для усiх l ∈ {0, ... , n+ r} i j ∈ {1, ... , p};

(b3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ · |tj,k(ε)− tj |α → 0 для усiх j ∈ {1, ... , p} i k ∈ {1, ... , qj};

(b4) ‖β(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε) − tj | → 0 для усiх j ∈ {1, ... , p}, k ∈ {1, ... , qj} i

l ∈ {0, ... , n+ r − 1};

(b5) β(l)
0,k(ε)→ 0 для усiх k ∈ {1, ... , q0}, l ∈ {0, ... , n+ r}.

Тодi для достатньо малих ε > 0 крайова задача (5), (13) має єдиний роз-
в’язок y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m.

Якщо, крiм того,

(c) f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m;

(d) c(ε)→ c(0) в Crm,

то цей розв’язок задовольняє граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

У четвертому роздiлi також доведено, що розв’язок довiльної крайо-
вої задачi у просторi C(n+1), можна апроксимувати в C(n+1) розв’язками
багатоточкових крайових задач.
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Нехай довiльно вибрано вiдрiзок [a, b] ⊂ R i довiльнi цiлi числа n ≥ 0 i
m ≥ 1. Розглянемо таку крайову задачу для системи m лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t) +A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (16)

By = c. (17)

Тут вектор-функцiя y ∈ (C(n+1))m шукана та довiльно задано матрицю-
функцiю A ∈ (C(n))m×m, вектор-функцiю f ∈ (C(n))m, вектор c ∈ Cm i
лiнiйний неперервний оператор

B : (C(n+1))m → Cm. (18)

Крайова умова (17) з неперервним оператором (18) є найбiльш загаль-
ною для рiвняння (16), розв’язок якого пробiгає простiр C(n+1).

Окремим i важливим випадком крайової умови (17) є багатоточкова
крайова умова вигляду

By ≡
p∑
j=1

n+1∑
l=0

α
(l)
j y

(l)(aj) = c. (19)

Тут довiльно вибрано матрицi α(l)
j ∈ Cm×m тa точки a1, ... , ap ∈ [a, b].

Для того, щоб неоднорiдна крайова задача (16), (17) мала єдиний роз-
в’язок y ∈ (C(n+1))m для довiльних правих частин f ∈ (C(n))m i c ∈ Cm,
вважаємо, що надалi виконується таке припущення.

Умова (4.0). Однорiдна крайова задача

y′(t) +A(t)y(t) = 0, a ≤ t ≤ b, (20)

By = 0 (21)

має лише тривiальний розв’язок.
Нехай X — довiльна множина, щiльна в банаховому просторi

(C(n))m×m. Розглянемо на вiдрiзку [a, b] послiдовнiсть багатоточкових
крайових задач вигляду (16), (19):

y′k(t) +Ak(t)yk(t) = f(t), a ≤ t ≤ b (22)

Bkyk ≡
pk∑
j=1

n+1∑
l=0

α
(l)
k, jy

(l)
k (ak, j) = c, (23)
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де k ∈ N. Тут для кожного k ∈ N вектор-функцiя yk ∈ (C(n+1))m є шуканою
вектор-функцiєю i довiльно задано матрицю-функцiю Ak ∈ X, усi матрицi
α
(l)
k, j ∈ Cm×m та точки ak,1, ... , ak,pk ∈ [a, b]. Правi частини задачi — вектор-

функцiя f ∈ (C(n))m i вектор c ∈ Cm — такi самi як i в задачi (16), (17).
Теорема 4.2 Для будь-якої крайової задачi (16), (17) знайдеться по-

слiдовнiсть багатоточкових крайових задач (22), (23) (де Ak ∈ X) таких,
що для достатньо великого номера k кожна з них є однозначно розв’яз-
ною, а її розв’язок задовольняє умову

yk(t)→ y(t) в (C(n+1))m при k →∞.

Ця послiдовнiсть не залежить вiд f i c та будується явним чином.
Вiдповiдна версiя цiєї теореми правильна i для систем диференцiальних

рiвнянь вищих порядкiв.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i
0 < α ≤ 1.

2. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m×Crm i встанов-
лено критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, вста-
новлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром роз-
в’язкiв при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та доведено, що
похибка i нев’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi
при ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r

p )m, де s ∈
R+ \ Z+, p ∈ (1,∞).

5. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi функцiональних просторiв (W s+r

p )m i (W s
p )
m×Crm i встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.
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6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, вста-
новлено конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром
розв’язкiв при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r

p )m.

7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багато-
точкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр
Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умо-
ви неперервностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi
(Cn+r,α)m.

8. Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1),
можна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайо-
вих задач.
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Анотацiї

Маслюк Г. О. Одновимiрнi крайовi задачi з параметром у
функцiональних просторах дробової гладкостi. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.02 «Ди-
ференцiальнi рiвняння» (111 – Математика). — Нацiональний технiч-
ний унiверситет України "Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря
Сiкорського". — Iнститут математики Нацiональної академiї наук Украї-
ни, Київ, 2018.

У дисертацiйнiй роботi введено i дослiджено два нових класи лiнiйних
крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Перший з
них є максимально широким класом для систем диференцiальних рiвнянь
порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають комплексний простiр Гельдера
(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Другий є максимально широким кла-
сом для систем диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких
пробiгають комплексний простiр Слободецького (W s+r

p )m, де s ∈ R+ \ Z+,
p ∈ (1,∞). Показано, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парах вiдповiдних функцiональних просторiв i встановлено критерiй одно-
значної розв’язностi цих задач.

Для введених найбiльш загальних крайових задач, залежних вiд малого
параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперервностi за
параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m та конструктивнi до-
статнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi
(W s+r

p )m. Доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий по-
рядок малостi при ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.

Введено i дослiджено новий широкий клас залежних вiд параметра
ε ≥ 0 багатоточкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр
Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умови непе-
рервностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m.
Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), можна
апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайових задач.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, крайова задача,
простiр Гельдера, простiр Слободецького, неперервнiсть за параметром,
багатоточкова крайова задача, апроксимацiя розв’язкiв.

Маслюк А. А. Одномерные краевые задачи с параметром в
функциональных пространствах дробной гладкости. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук (доктора философии) по специальности 01.01.02 «Дифферен-
циальные уравнения» (111 – Математика). — Национальный технический
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университет Украины "Киевский политехнический институт имени Игоря
Сикорского". — Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

В диссертационной работе введены и исследованы два новых класса
линейных краевых задач для систем m ≥ 1 обыкновенных дифференци-
альных уравнений, заданных на отрезке вещественной оси. Первый из них
является максимально широким классом для систем дифференциальных
уравнений порядка r ≥ 2, решения которых пробегают комплексное про-
странство Гельдера (Cn+r,α)m, где n ≥ 0 и 0 < α ≤ 1. Второй являет-
ся максимально широким классом для систем дифференциальных уравне-
ний порядка r ≥ 2, решения которых пробегают комплексное пространство
Слободецкого (W s+r

p )m, где s ∈ R+\Z+, p ∈ (1,∞). Краевые условия в этих
задачах имеют вид By = c, где B = (B1, ... , Br) — произвольный линей-
ный непрерывный оператор, действующий из пространства (Cn+r,α)m либо
(W s+r

p )m. ОператорB удобно представлять как набор операторовB1, ... , Br
каждый из которых действует в пространство Cm. Такие условия охваты-
вают как все классические типы краевых условий, так и неклассические
краевые условия.

Диссертация состоит из аннотаций на украинском и английском, вве-
дения, четырех глав основной части, заключения, списка использованной
литературы и приложения.

Во введении дана общая характеристика тематики работы и обоснована
ее актуальность, приведены основные результаты работы и показана их
научная новизна, указаны данные об апробации диссертационной работы.

В первой главе обсуждены объект и предмет исследования диссертаци-
онной работы.

Во второй главе для систем линейных дифференциальных уравнений
порядка r ≥ 2 исследованы краевые задачи в пространстве Гельдера
(Cn+r,α)m. Доказано, что эти задачи являются фредгольмовыми с индек-
сом ноль на паре функциональных пространств (Cn+r,α)m и (Cn,α)m×Cm.
Получен критерий однозначной разрешимости этих задач. Для краевых
задач, в пространстве (Cn+r,α)m, зависящих от малого параметра ε ≥ 0,
установлен конструктивный критерий непрерывности по параметру реше-
ний при ε = 0 в этом пространстве. Показано, что погрешность и невязка
решений имеют одинаковый порядок малости при ε→ 0+.

В третьей главе для систем линейных дифференциальных уравнений
порядка r ≥ 2 исследованы наиболее общие краевые задачи относительно
пространства (W s+r

p )m. Доказано, что эти задачи являются фредгольмо-
выми с индексом ноль на паре функциональных пространств (W s+r

p )m и
(W s

p )
m × Crm. Установлен критерий однозначной разрешимости этих за-

дач. Для краевых задач, в пространстве (W s+r
p )m, зависящих от малого
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параметра ε ≥ 0, найдены конструктивные достаточные условия непре-
рывности по параметру решений при ε = 0 в этом пространстве.

В четвертой главе результаты второй главы применены к многоточеч-
ным краевым задачам. Введен и исследован новый широкий класс мно-
готочечных краевых задач, зависимых от малого параметра ε ≥ 0. Эти
задачи рассмотрены для систем линейных дифференциальных уравнений
порядка r ≥ 2, решения которых принадлежат пространству Гельдера
(Cn+r,α)m, где n ≥ 0 и 0 < α ≤ 1. Для этих задач получены достаточ-
ные условия непрерывности по параметру решений при ε = 0 в простран-
стве (Cn+r,α)m. Доказано, что решение произвольной краевой задачи в
пространстве C(n+1), можно апроксимировать в C(n+1) решениями много-
точечных краевых задач.

Ключевые слова: система дифференциальных уравнений, краевая за-
дача, пространство Гельдера, пространство Слободецкого, непрерывность
по параметру, многоточечная краевая задача, апроксимация решений.

Masliuk H. A. One-dimensional boundary-value problems with
parameter in function spaces of fractional smoothness. — Manuscript.

The thesis presented for the degree of the Candidate of Sciences in Physics
and Mathematics (comparable to the academic Doctor of Philosophy) in
speciality 01.01.02 “Differential equations” (111 – Mathematics). — National
Technical University of Ukraine "Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute". —
Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2018.

In the thesis we introduce and investigate two new classes of linear
boundary-value problems for systems of ordinary linear differential equations.
The first of them is the broadest class for systems of differential equations of
order r ≥ 2 whose solutions belong to the complex Hölder space (Cn+r,α)m

with n ≥ 0 and 0 < α ≤ 1. The second is the broadest class for systems
of differential equations of order r ≥ 2 whose solutions belong to the complex
Slobodetskii space (W s+r

p )m with s ∈ R+ \Z+, p ∈ (1,∞). The boundary-value
problems from these classes is the most general with respect to the indicated
spaces. We prove that these problems are Fredholm with zero index between
corresponding spaces and establish a criterion for the unique solvability of these
problems.

For the generic boundary-value problems depending on a small parameter
ε ≥ 0, we establish a constructive criterion under which their solutions
are continuous in the parameter at ε = 0 in the space (Cn+r,α)m and
constructive sufficient conditions under which their solutions are continuous
in the parameter at ε = 0 in the space (W s+r

p )m. We prove that the error
and discrepancy of the solutions are of the same order as ε → 0+ in the
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corresponding Hölder spaces.
We introduce and investigate a new broad class multipoint linear boundary-

value problems depending on the parameter ε ≥ 0 for systems of ordinary
differential equations of order r ≥ 2, whose solutions extend over the Hölder
space (Cn+r,α)m, where n ≥ 0 and 0 < α ≤ 1. We establish sufficient conditions
of these solutions are continuous in the parameter at ε = 0 in the space
(Cn+r,α)m. We prove that the solution of an arbitrary boundary-value problem
in the space C(n+1), can be approximated in C(n+1) solutions of multipoint
boundary-value problems.

Key words: differential system, boundary-value problem, Hölder space,
Slobodetskii space, continuity in a parameter, multipoint boundary-value
problem, approximating of solution.
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