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Дисертацiя присвячена дослiдженню властивостей найбiльш широких

класiв крайових задач для систем звичайних лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь вищих порядкiв, залежних вiд параметру, розв’язки яких пробiгають

простiр Гельдера або простiр Слободецького.

Питання про обґрунтування граничного переходу стосовно розв’язкiв за-

дач Кошi та крайових задач дослiджувалися багатьма математиками. У ро-

ботах I. I. Гiхмана (1952), M. A. Красносельського i С. Г. Крейна (1955),

Я. Курцвейля i З. Ворела (1957), A. M. Самойленка (1962 – 1965) встанов-

лено фундаментальнi результати про неперервну залежнiсть за параметром

розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем. Для лiнiйних систем цi ре-

зультати були уточненi та доповненi А. Ю. Левiним (1967 – 1973), З. Опялем

(1967), В. Т. Рейдом (1967) i Нгуен Тхе Хоаном (1993).

Широкий клас лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку дослiджувався I. Т. Кiгурадзе (1975 – 2003) i M. Ашор-

дiа (1996). Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними функцiями на вiд-

рiзку [a, b]. Було встановлено умови неперервної залежностi за параметром

розв’язкiв у просторi C([a, b],Rm). Узагальнення цих результатiв для ком-

плекснозначних функцiй та систем диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв
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отримано у роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Кодлюк i Г. О. Чеха-

нової.

В. А. Михайлецем i його учнями (2008 – 2015 рр.) були введенi i дослiдже-

нi максимально широкi класи крайових задач для систем звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь, якi розглядаються у просторах Соболєва (Рева Н. В.,

Кодлюк Т. I., Гнип Є. В.) або у просторах неперервно диференцiйовних фун-

кцiй (Чеханова Г. О., Солдатов В. О.). Показниками гладкостi функцiй для

вказаних функцiональних просторiв є цiлi додатнi числа. Було доведено фре-

дгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi умови їх коректної розв’язностi

та неперервної залежностi за параметром їх розв’язкiв у вказаних просторах.

Нещодавно з’ясувалося, що встановленi ранiше конструктивнi достатнi

умови є також i необхiдними.

Конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв крайо-

вих задач для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку було дове-

дено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем, В. О. Солдатовим (2016) у просторах

Гельдера та Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем (2016) у просторах Слободецько-

го. Для систем вищих порядкiв вказаний критерiй доведено щодо просторiв

цiлої гладкостi — неперервно диференцiйованих функцiй (Мурач О. О., Сол-

датов В. О.) i Соболєва (Гнип Є. В., Михайлець В. А., Мурач О. О.).

Цi результати були застосованi для дослiдження багатоточкових крайових

задач, матриць Грiна та використанi у спектральнiй теорiї диференцiальних

операторiв iз сингулярними коефiцiєнтами. Але у деяких задачах теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь використовуються не лише простори цiлої гладкостi,

а й простори, де показником гладкостi може бути i дробове число. Найбiльш

вiдомими серед них є простори Гельдера та простори Слободецького.
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У цьому зв’язку є актуальними дослiдження розв’язкiв крайових задач

для систем звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв у просторах

Гельдера i Слободецького.

Мета дисертацiйної роботи полягає у встановленнi конструктивних необхi-

дних i достатнiх умов неперервної залежностi за параметром розв’язкiв кра-

йових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв

у просторах Гельдера i Слободецького.

Дисертацiя складається з анотацiй українською i англiйською, вступу, чо-

тирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних джерел i

додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову но-

визну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з науко-

вими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було апробо-

вано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i предмет дослiдження. Об’єктом

дослiдження є одновимiрнi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв

Гельдера або Слободецького, а предметом — характер залежностi за параме-

тром розв’язкiв таких крайових задач.

У другому роздiлi введено i дослiджено максимально широкий клас лiнiй-

них крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь

порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де

n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Доведено, що введенi задачi є фредгольмовими з iнде-

ксом нуль на парi функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m×Crm i вста-

новлено критерiй однозначної розв’язностi цих задач. Для крайових задач

залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний крите-

рiй неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi Гельдера
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(Cn+r,α)m та доведено, що похибка i нев’язка цих розв’язкiв мають однаковий

порядок малостi при ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.

У третьому роздiлi введено i дослiджено максимально широкий клас лi-

нiйних крайових задач для системm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь

порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r
p )m,

де s ∈ R+ \ Z+, p ∈ (1,∞). Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими

з iндексом нуль на парi функцiональних просторiв (W s+r
p )m i (W s

p )m × Crm

i встановлено критерiй однозначної розв’язностi цих задач. Для крайових

задач залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивнi до-

статнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi

Слободецького (W s+r
p )m.

У четвертому роздiлi введено i дослiджено новий широкий клас залежних

вiд параметра ε ≥ 0 багатоточкових лiнiйних крайових задач для систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають

простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умови

неперервностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m.

Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), можна

апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайових задач.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вi-

домостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання можуть

бути використанi у подальшого розвитку теорiї одновимiрних крайових задач.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, крайова задача, про-

стiр Гельдера, простiр Слободецького, неперервнiсть за параметром, багато-

точкова крайова задача, апроксимацiя розв’язкiв.
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ABSTRACT

Masliuk H. A. One-dimensional boundary-value problems with parameter in

function spaces of fractional smoothness. — Qualifying scientific work on the rights

of the manuscript.

The thesis presented for the degree of the Candidate of Sciences in Physics

and Mathematics (comparable to the academic Doctor of Philosophy) in speci-

ality 01.01.02 “Differential equations” (111 – Mathematics). — National Technical

University of Ukraine "Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute". — Institute of

Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the study of the properties of the broadest classes of

boundary-value problems for systems of higher-order ordinary linear differential

equations depending on a parameter with solutions in the Hölder space or the

Slobodetskii space.

Many mathematicians were investigating the questions of justification of the

boundary transition in relation solutions to the Cauchy problems and boundary-

value problems. In the works of I. I. Gikhman (1952), M. A. Krasnosel’skii and

S. G. Krein (1955), J. Kurzweil and Z. Vorel (1957), A. M. Samoilenko (1962 –

1965) established the fundamental results on the continuous dependence on the

parameter of solutions of Cauchy problems for nonlinear systems. For linear

systems, these results were specified and supplemented by A. Yu. Levin (1967 –

1973), Z. Opial (1967), W. T. Reid (1967) and Nguyen Tho Hoan (1993).

The broad class of linear boundary-value problems for systems of first-order di-

fferential equations was introduced I. T. Kiguradze (1975 – 1987) and M. Ashordia

(1996). Solutions to these problems are absolutely continuous functions on the

compact interval [a, b]. In space C([a, b],Rm) they also established the conditions

of continuity in a parameter of its solutions. The generalization of these results

for complex-valued functions and systems of higher-order differential equations
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was obtained in the works of V. A. Mikhailets, N. V. Reva, T. I. Kodliuk and

H. A. Chekhanova.

V. A. Mikhailets and his disciples (2008 – 2015) introduced and studied

the most common classes of boundary-value problems for systems of ordi-

nary differential equations that are generic with respect to the Sobolev spaces

(N. V. Reva, T. I. Kodliuk, Ye. V. Gnyp) or to the spaces of continuously di-

fferentiable functions (H. A. Chekhanova, V. O. Soldatov). Note that indicators

of the regularity of functions for the specified function spaces are all positive

integers. They proved that such problems are Fredholm, and obtained conditions

that are sufficient for their well-posedness and continuity in the parameter of their

solutions in these spaces.

Recently, it was proved that earlier established constructive sufficient conditi-

ons established are also necessary.

The constructive criterion of continuity in a parameter of solutions to

boundary-value problems for systems of first-order differential equations was

proved by V. A. Mikhailets, A. A. Murach, V. O. Soldatov (2016) in Hölder spaces

and Ye. V. Gnyp, V. A. Mikhailets (2016) in Slobodetskii spaces. For higher-order

systems, this criterion is proved with respect to spaces of complete smoothness

continuously differentiated functions (A. A. Murach, V. O. Soldatov) and Sobolev

(Ye. V. Gnyp, V. A. Mikhailets, A. A. Murach).

These results have been used for the investigation of multipoint boundary-

value problems, Green’s matrices, and used in the spectral theory of differential

operators with singular coefficients. But in some problems of the theory of di-

fferential equations, not only the spaces of complete smoothness are used, but

also spaces where the smoothness index can be a fractional number. The most

well-known among them are Hölder’s and Slobodetskii spaces.
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In this connection, the research solutions of boundary-value problems for

systems of higher-order ordinary differential equations in the Hölder’s and

Slobodetskii spaces.

The purpose of the thesis is to establish constructive necessary and suffici-

ently conditions for continuity in the parameter of solutions to boundary-value

problems for systems of higher-order ordinary differential equations in Hölder’s

and Slobodetskii spaces.

The thesis consists of the annotation in Ukrainian and in English, introduction,

four sections of its main part, conclusions, the list of references, and appendix.

The introduction grounds the relevance of the research topic, formulates the

purpose, objective, scope, task, and methods of the research, indicates the scienti-

fic novelty of the results obtained, their practical significance, the relation of the

research to scientific programs, and the personal contribution of the applicant,

and also points out where the results of the dissertation have been discussed and

published.

In the first section we discuss the objective and the scope of research. The

objective of the research is one-dimensional boundary-value problems, the most

general with respect to Hölder’s or Slobodetskii spaces. The scope of the research

covers the character of the continuity in the parameter of the solutions to these

boundary-value problems.

In the second section we introduce and investigate the most broad class of

linear boundary-value problems for systems of m ≥ 1 r-order (r ≥ 2) ordinary

differential equations with solutions in the Hölder space (Cn+r,α)m, with n ≥ 0 and

0 < α ≤ 1. It is proved that such problems are Fredholm with index zero on a pair

of function spaces (Cn+r,α)m and (Cn,α)m ×Crm. For such problems we obtained

a criterion of their well-posedness. For the boundary-value problems, dependent

on a small parameter ε ≥ 0, a constructive criterion under which their solutions
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are continuous with respect to the parameter ε at ε = 0 in the Hölder space

(Cn+r,α)m is established. Moreover we proved that the error and the discrepancy

of these solutions are of the same order as ε → 0+ in the corresponding Hölder

spaces.

In the third section, we introduce and investigate the most broad class of linear

boundary-value problems for systems m ≥ 1 r-order (r ≥ 2) ordinary differential

equations, with solutions in the Slobodetskii space (W s+r
p )m, with s ∈ R+ \ Z+,

p ∈ (1,∞). It is proved that the considered problems are Fredholm with index zero

on a pair of function spaces (W s+r
p )m and (W s

p )m×Crm. Moreover we established

the criterion of well-posedness for these problems. For solutions to boundary-value

problems, that depends on a small parameter ε ≥ 0, we established constructive

sufficient conditions of continuity in the parameter at ε = 0 in the Slobodetskii

space (W s+r
p )m.

In the fourth section we introduce and investigate a new broad class of multi-

point linear boundary-value problems for systems of ordinary r ≥ 2 order di-

fferential equations with solutions in the Hölder space (Cn+r,α)m, with n ≥ 0 and

0 < α ≤ 1. For such problems we establish sufficient conditions for their solutions

to be continuous in the parameter at ε = 0 in the space (Cn+r,α)m. It is proved

that the solution of an arbitrary boundary-value problem in the space C(n+1), can

be approximated in C(n+1) with solutions of multipoint boundary-value problems.

Appendix contains applicant’s publications list on the topic of the thesis and

informs where the results of the thesis have been reported and discussed.

The practical significance of the results. Thesis is a theoretical investi-

gation. Its results and the method for the obtaining of these results can be

used in the further development of the theory of one-dimensional boundary-value

problems.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Основнi позначення, якi використовуються в роботi:

1. N, Z, R i C — вiдповiдно множини усiх натуральних, цiлих, дiйсних i

комплексних чисел.

2. k, l := {j ∈ Z : k ≤ j ≤ l}, де k, l ∈ Z i k ≤ l.

3. Cm — m-вимiрний лiнiйний простiр усiх комплексних числових

векторiв-стовпцiв y = col(y1, y2, ..., ym), надiлений нормою

‖y‖ := |y| =
m∑
j=1

|yj|.

4. Cm×µ — лiнiйний простiр усiх комплексних числових матриць порядку

m× µ, надiлений нормою

‖A‖ := |A| =
m∑
j=1

µ∑
k=1

|aj,k|

матрицi A = (aj,k)j=1,...,m
k=1,..., µ

.

5. detA — визначник матрицi A.

6. Im — одинична матриця порядку m × m, та Om — квадратна нуль-

матриця порядку m×m.

7. C(l) := C(l)([a, b],C) — комплексний простiр усiх l ≥ 0 разiв неперервно

диференцiйовних функцiй x : [a, b]→ C, надiлений нормою

‖x‖l :=
l∑

j=0

max
{
|x(j)(t)| : t ∈ [a, b]

}
.

Тут i далi [a, b] є (скiнченний) вiдрiзок на дiйснiй осi. Простiр C(l) є

банаховою алгеброю.
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8. C l,α := C l,α([a, b],C) — комплексний простiр Гельдера на [a, b] з пока-

зниками гладкостi l ≥ 0 i α ∈ (0, 1]. Вiн складається з усiх функцiй

x ∈ C(l) таких, що

‖x(l)‖′α := sup
{|x(l)(t2)− x(l)(t1)|

|t2 − t1|α
: t1, t2 ∈ [a, b], t1 6= t2

}
<∞.

Цей простiр надiлений нормою

‖x‖l,α := ‖x‖l + ‖x(l)‖′α

i є банаховою алгеброю. З метою унiфiкацiї позначень покладаємо

C l,0 := C(l).

9. (C l,α)m := C l,α([a, b],Cm) i (C l,α)m×m := C l,α([a, b],Cm×m), де l ≥ 0

i α ∈ [0, 1], є комплекснi банаховi простори вiдповiдно всiх вектор-

функцiй та квадратних матриць-функцiй порядку m, елементи яких

належать до C l,α. Норми у цих просторах дорiвнюють сумi норм в

C l,α усiх компонентiв вектор- або матриць-функцiй. Усi цi норми по-

значаємо через ‖ · ‖l,α. З контексту завжди буде зрозумiло у якому

просторi (скалярних, вектор-, або матриць-функцiй) розглядається нор-

ма ‖ · ‖l,α. У випадку α = 0 покладаємо також (C(l))m := (C l,α)m,

(C(l))m×m := (C l,α)m×m та ‖ · ‖l := ‖ · ‖l,α.

10. L∞ := L∞([a, b];C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних фун-

кцiй, визначених i суттєво обмежених на вiдрiзку [a, b], з нормою

‖y‖+∞ := ess sup
a6t6b

|y(t)|.

11. (L∞)m := L∞([a, b];Cm) i (L∞)m×m := L∞([a, b];Cm×m) — простори

всiх вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm

та матриць-функцiй A(t) : [a, b]→ Cm×m з суттєво обмеженими на вiд-

рiзку [a, b] елементами.
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12. Lp := Lp([a, b];C), де 1 ≤ p < ∞, — простiр всiх вимiрних компле-

кснозначних функцiй, якi при пiднесеннi до степеня p є iнтегровними

за Лебегом, з нормою

‖y‖p :=

( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p

.

13. (Lp)
m := Lp([a, b];Cm) i (Lp)

m×m := Lp([a, b];Cm×m) — простори всiх

вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та

матриць-функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать про-

стору Lp.

14. W n
p := W n

p ([a, b];C), де n ∈ N i 1 ≤ p < ∞, — простiр С. Л. Соболєва

всiх комплекснозначних функцiй, тобто

W n
p ([a, b];C) := {y ∈ Cn−1 : y(n−1) ∈ AC[a, b], y(n) ∈ Lp[a, b]},

де AC[a, b] — множина усiх абсолютно неперервних комплекснозначних

функцiй на вiдрiзку [a, b]. Норма у просторi W n
p означена за формулою

‖y‖n,p :=

(∑
α6n

b∫
a

|Dαy(t)|pdt
)1/p

i еквiвалентна нормi

‖y‖n,p �
n−1∑
k=0

‖y(k)‖∞ + ‖y(n)‖p.

Покладемо також W 0
p := Lp.

15. (W n
p )m := W n

p ([a, b];Cm) i (W n
p )m×m := W n

p ([a, b];Cm×m) — простори

всiх комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та матриць-

функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать соболєвському

простору W n
p .
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16. W s
p := W s

p ([a, b];C), де 1 < p <∞ i дробове число s ∈ R+\Z+, — простiр

Л. Н. Слободецького всiх комплекснозначних функцiй, якi належать

простору Соболєва W [s]
p i задовольняють умову

‖f‖s;p := ‖f‖[s],p +

 b∫
a

b∫
a

|f [s](x)− f [s](y)|p

|x− y|1+{s}p
dxdy

1/p

< +∞,

де [s] є цiла, а {s} є дробова частини числа s. Тут, нагадаємо, ‖ · ‖[s],p —

норма у просторi Соболєва W [s]
p . Лiва частина цiєї нерiвностi задає нор-

му ‖f‖s;p у просторi W s
p .

17. (W s
p )m := W s

p ([a, b];Cm) i (W s
p )m×m := W s

p ([a, b];Cm×m) — простори всiх

комплекснозначних вектор-функцiй f : [a, b]→ Cm та матриць-функцiй

A : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать простору Слободецького

W s
p .

18. Bn
s−→ B позначає сильну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

19. BV [a, b] — банахiв простiр усiх функцiй g : [a, b] → C з обмеженою

варiацiєю на [a, b], надiлений нормою

‖g‖BV [a,b] :=
b∨
a

g.

20.
b∨
a
g — повна варiацiя функцiї g на вiдрiзку [a, b].

21. NBV [a, b] — пiдпростiр BV [a, b], утворений усiма функцiями g ∈

BV [a, b].

У роботi вектор-функцiї i числовi вектори подано у виглядi стовпцiв.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей найбiльш ши-

роких класiв крайових задач для систем звичайних лiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь вищих порядкiв, залежних вiд параметру, розв’язки яких пробi-

гають простiр Гельдера або простiр Слободецького.

Актуальнiсть теми. Питання про обґрунтування граничного перехо-

ду стосовно розв’язкiв задач Кошi та крайових задач дослiджувалися бага-

тьма математиками. У роботах I. I. Гiхмана [3], М. А. Красносельського i

С. Г. Крейна [21], Я. Курцвейля i З. Ворела [22], А. М. Самойленка [51, 52,

86] встановлено фундаментальнi результати про неперервну залежнiсть за па-

раметром розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем. Для лiнiйних систем

цi результати були уточненi та доповненi А. Ю. Лєвiним [23, 24], З. Опялем

[84], В. Т. Рейдом [85] i Нгуен Тхе Хоаном [44].

Широкий клас лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку дослiджувався I. Т. Кiгурадзе [14 – 16] i М. Ашордiа

[69]. Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними функцiями на вiдрiзку

[a, b], а крайовi умови заданi у виглядi By = q, де B : C([a, b],Rm) → Rm

є довiльний лiнiйний неперервний оператор (m — число рiвнянь системи).

Було встановлено умови неперервної залежностi за параметром розв’язкiв у

просторi C([a, b],Rm). Узагальнення цих результатiв для комплекснозначних

функцiй та систем диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв отримано у ро-

ботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Кодлюк i Г. О. Чеханової [19, 36, 38,

82].

В. А. Михайлецем i його учнями були введенi i дослiдженi максимально

широкi класи крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь, якi розглядаються у просторах Соболєва [5, 37, 79] або у просторах
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неперервно диференцiйовних функцiй [39, 40, 56]. Показниками гладкостi

функцiй для вказаних функцiональних просторiв є цiлi додатнi числа. Бу-

ло доведено фредгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi умови їх коре-

ктної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром їх розв’язкiв у

вказаних просторах.

Нещодавно з’ясувалося, що встановленi ранiше конструктивнi достатнi

умови є також i необхiдними.

Конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв крайо-

вих задач для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку було дове-

дено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем, В. О. Солдатовим [83] у просторах

Гельдера та Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем [7] у просторах Слободецького.

Для систем вищих порядкiв вказаний критерiй доведено щодо просторiв цiлої

гладкостi — неперервно диференцiйованих функцiй i Соболєва — у роботах

[42] i [9] вiдповiдно.

Цi результати були застосованi для дослiдження багатоточкових крайо-

вих задач [4, 6, 17, 18, 57, 58, 65], матриць Грiна [19, 20, 66, 82] та використанi

у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв iз сингулярними коефiцi-

єнтами [11, 73, 74, 75]. Але у деяких задачах теорiї диференцiальних рiвнянь

використовуються не лише простори цiлої гладкостi, а й простори, де пока-

зником гладкостi може бути i дробове число. Найбiльш вiдомими серед них

є простори Гельдера та простори Слободецького.

У цьому зв’язку є актуальними дослiдження розв’язкiв крайових задач

для систем звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв у просторах

Гельдера i Слободецького.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймо-

вiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України
”
Київський полiте-
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хнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського“ в рамках держбюджетної науково-

дослiдної роботи № 2810Ф
”
Дослiдження асимптотичних властивостей псев-

дорегулярних функцiй та узагальнення процесiв вiдновлення“ (номер дер-

жавної реєстрацiї 0115U000371).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є встановлення конструктив-

них необхiдних i достатнiх умов неперервної залежностi за параметром

розв’язкiв крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

вищих порядкiв у просторах Гельдера i Слободецького.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi крайовi задачi, найбiльш загальнi

щодо просторiв Гельдера або Слободецького.

Предметом дослiдження є характер залежностi за параметром розв’язкiв

таких крайових задач.

Завдання дослiдження:

1. Ввеcти максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для систем

m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки

яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1.

2. Довести, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi

функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m × Crm i встановити кри-

терiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встано-

вити конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та довести, що похибка i не-

в’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при ε → 0+ у

вiдповiдних просторах Гельдера.
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4. Ввести максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для систем

m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки

яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r
p )m, де s ∈ R+ \ Z+, p ∈

(1,∞).

5. Довести, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi

функцiональних просторiв (W s+r
p )m i (W s

p )m×Crm i встановити критерiй

однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановити

конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r
p )m.

7. Ввести новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багатото-

чкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера

(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановити достатнi умови неперерв-

ностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m.

8. Довести, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), мо-

жна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайових за-

дач.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стемm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’яз-

ки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1.
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2. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на па-

рi функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m × Crm i встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встанов-

лено конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та доведено, що похибка i не-

в’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при ε → 0+ у

вiдповiдних просторах Гельдера.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стемm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’яз-

ки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r
p )m, де s ∈ R+ \ Z+,

p ∈ (1,∞).

5. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi

функцiональних просторiв (W s+r
p )m i (W s

p )m × Crm i встановлено кри-

терiй однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено

конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r
p )m.

7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багатото-

чкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера

(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умови неперерв-

ностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m.
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8. Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), мо-

жна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайових за-

дач.

Результати дисертацiї, вказанi у п. 2, є завершеними i непокращуваними.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання можуть

бути використанi у подальшому розвитку теорiї одновимiрних крайових за-

дач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисерта-

цiї та постановка задач належать науковому керiвнику — доктору фiзико-

математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Основнi науковi резуль-

тати, якi винесено на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей,

опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати,

що належать дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на:

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту

математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України

А. М. Самойленко);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей Нацiо-

нального технiчного унiверситету України
”
КПI iменi Iгоря Сiкорсько-

го“ (керiвник семiнару — доктор фiзико-математичних наук, професор

Н. О. Вiрченко);

— семiнарi кафедри математики та економiки Нацiонального унiверситету

”
Чернiгiвський колегiум“ iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семiнару —

доктор фiзико-математичних наук О. О. Мурач);
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— Чотирнадцятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї для сту-

дентiв, аспiрантiв та молодих науковцiв
”
Шевченкiвська весна – 2016“

(Україна, Київ, 6 – 8 квiтня 2016 року);

— П’ятiй мiжнароднiй конференцiї молодих науковцiв з диференцiальних

рiвнянь i застосувань, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Україна, Київ,

9 – 11 листопада 2016 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвяченiй 100-рiччю

з дня народження академiка НАН України Ю. О. Митропольського

(1917 – 2008) (Україна, Київ, 7 – 10 червня 2017 року);

— Сьомiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та мо-

лодих вчених з математики (Україна, Київ, 19 – 20 квiтня 2018 року).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано в 9 наукових

працях. Серед них 5 статей [27, 28, 29, 30, 31] — у фахових наукових видан-

нях, з яких 3 статтi [28, 30, 31] — в журналах, що входять до мiжнародних

наукометричних баз даних Scopus i Web of Science. Роботи [32, 33, 34, 35]

опублiковано у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською i англiйською, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, ви-

сновкiв, списку використаних джерел, що налiчує 90 найменувань, i додатку,

який мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi

про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи складає 120 сто-

рiнок друкованого тексту.
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РОЗДIЛ 1

ОБ’ЄКТ I ПРЕДМЕТ ДОСЛIДЖЕННЯ

Як зазначалося у вступi, об’єктом дисертацiйного дослiдження є однови-

мiрнi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Гельдера або Сло-

бодецького, а предметом дослiдження є характер залежностi за параметром

розв’язкiв таких крайових задач. Цим питанням присвячено перший роздiл

дисертацiї.

1.1. Задача Кошi i крайовi задачi

Питання щодо обґрунтування граничного переходу у системах диферен-

цiальних рiвнянь виникають у рiзних задачах сучасної математики. Стосовно

задач Кошi для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку цi пита-

ння дослiджувалися у роботах Й. I. Гiхмана [3], М. А. Красносельского i

С. Г. Крейна [21], де розглядалися нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, зале-

жнi за параметром, правi частини яких неперервнi в iнтегральному сенсi. Цi

результати були застосованi до обґрунтування вiдомого принципу усередне-

ння М. М. Боголюбова i М. М. Крилова (див., наприклад, [2]).

Задачi Кошi, для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку, дослiджували А. Ю. Лєвiн [24, 25], Я. Курцвейль i З. Ворел [22],

З. Опяль [84], У. Т. Рейд [85], Нгуен Тхе Хоан [44].

У 1962 роцi А. М. Самойленко [51, 52] доповнив iснуючi результати Й. I. Гi-

хмана, М. А. Красносельского i С. Г. Крейна, Я. Курцвейля i З. Вореля [3,

21, 22, 80]. Пiдхiд запропонований А. М. Самойленко дозволяє з’ясовувати

питання про характер залежностi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь вiд па-

раметра, вiдносно якого правi частини неперервнi в iнтегральному сенсi. Для
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цього достатньо перейти вiд диференцiального рiвняння до деякого, еквiва-

лентного йому, iнтегрального i дослiджувати безпосередньо останнє.

Вказанi результати поширено на задачу Кошi для лiнiйних систем дифе-

ренцiальних рiвнянь високих порядкiв i на комплекснозначнi функцiї (див.,

наприклад, роботу В. А. Михайлеця i Н. В. Реви [36]).

Для крайових задач, у порiвняннi iз задачею Кошi, зазначенi питання iсто-

тно менш вивченi. Це пов’язано з великою рiзноманiтнiстю крайових умов.

Дослiдження класу загальних лiнiйних крайових задач для систем диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку започатковано I. Т. Кiгурадзе i М. Ашор-

дiа в роботах [14 – 16] i [69] вiдповiдно. Розв’язки y цих задач припускаю-

ться абсолютно неперервними функцiями на вiдрiзку [a, b], а крайовi умови

заданi у виглядi By = q, де B : C([a, b],Rm) → Rm є довiльний лiнiйний

неперервний оператор (m — число рiвнянь системи). У вказаних роботах

встановлено умови, за яких розв’язки цих крайових задач є неперервними

за параметром у нормованому просторi C([a, b],Rm). Суттєвi узагальнення

результатiв I. Т. Кiгурадзе отримали В. А. Михайлець i Н. В. Рева [38]. До

того ж була розглянута бiльш загальна ситуацiя, коли розв’язки, коефiцiєнти

i правi частини диференцiального рiвняння є комплекснозначними функцiя-

ми i тому у крайовiй умовi зображається лiнiйний неперервний оператор на

парi комплексних банахових просторiв.

Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1

загальнi крайовi задачi дослiджено В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою [82].

Встановлено конструктивнi умови, за яких розв’язок неперервний за параме-

тром у нормованому просторi C(r−1)([a, b],Cm).

Широкi класи лiнiйних крайових задач, пов’язанi з класичними шкалами

функцiональних просторiв Соболєва i просторiв C(l) неперервно диференцi-

йовних функцiй, введенi i дослiдженi вiдповiдно у роботах [5, 37, 79] i [39, 40,
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56]. Крайовi умови для задач iз вказаних класiв задано у виглядi By = q, де

B є довiльний неперервний оператор, що дiє з вiдповiдного функцiонально-

го простору у скiнченновимiрний комплексний простiр. Цi крайовi задачi є

найбiльш загальними щодо вказаних просторiв.

Слiд вказати, що вперше найбiльш загальна крайова задача щодо про-

стору Соболєва W 1
1 була розглянута у роботi В. А. Михайлеця i Н. В. Реви

[37]. Для такої задачi дослiджено питання iснування, єдиностi i неперервностi

за параметром її розв’язку щодо простору Соболєва. Пiзнiше Т. I. Кодлюк

i В. А. Михайлець [79] узагальнили результати роботи [37] на крайовi зада-

чi для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку, найбiльш загальнi

щодо простору Соболєва W n+1
p , де 0 ≤ n ∈ Z i 1 ≤ p < ∞. Є. В. Гнип,

Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлець [5] доповнили результати роботи [79] для ви-

падку r = 1 твердженням про фредгольмовiсть введених там крайових задач

i критерiєм їх однозначної розв’язностi, а потiм поширили всi цi результа-

ти на системи диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r ≥ 2. Введе-

ний i дослiджуваний клас лiнiйних крайових задач є найбiльш широким для

систем, розв’язки яких пробiгають простiр Соболєва W n+r
p . Для широкого

класу залежних вiд параметра крайових задач Є. В. Гнип, В. А. Михайлець i

О. О. Мурач [42] встановили конструктивний критерiй неперервностi за пара-

метром їх розв’язкiв у вiдповiдному просторi Соболєва. Зокрема, було подано,

двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв незбуреної крайової задачi у

вказаному просторi.

В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою [39, 40] було введено i дослiджено

найбiльш загальнi крайовi задачi щодо простору C(n+1)([a, b],Cm), де 0 ≤ n ∈

Z. Сформулюємо результат В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової про неперервну

залежнiсть вiд параметра розв’язкiв найбiльш загальної крайової задачi. Цей

результат буде використано у п. 4.2 дисертацiї.
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Розглянемо крайову задачу, залежну вiд параметра ε, для системи дифе-

ренцiальниих рiвнянь першого порядку

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.1)

B(ε)y(·, ε) = q(ε), (1.2)

де для кожного ε ∈ [0, ε0) задано функцiї

A(·, ε) ∈ C(n)([a, b],Cm×m), (1.3)

f(·, ε) ∈ C(n)([a, b],Cm), (1.4)

вектор q(ε) ∈ Cm i лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : C(n+1)([a, b],Cm)→ Cm. (1.5)

Розв’язок y(·, ε) цiєї задачi розглядається у просторi C(n+1)([a, b],Cm).

Права частина f(·, ε) диференцiального рiвняння (1.1) пробiгає простiр

C(n)([a, b],Cm) тодi i лише тодi, коли розв’язок y(·, ε) цього рiвняння пробiгає

простiр C(n+1)([a, b],Cm). Отже, крайова умова (1.2) з довiльним неперервним

оператором (1.5) є найбiльш загальною для диференцiального рiвняння (1.1),

коефiцiєнти яких задовольняють умову (1.3). Ця крайова умова охоплює як

усi види класичних крайових умов (початковi умови Кошi, багатоточковi кра-

йовi умови, рiзнi iнтегральнi умови, умови мiшаних крайових задач), так i

некласичнi крайовi умови, якi мiстять похiднi шуканої функцiї до порядку

n+ 1 включно.

Твердження 1.1 (Михайлець i Чеханова [40]). Припустимо, що однорi-

дна крайова задача (1.1), (1.2), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок.

Нехай при ε→ 0+ виконуються такi чотири умови:

1) A(·, ε)→ A(·, 0) в C(n)([a, b],Cm×m);
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2) f(·, ε)→ f(·, 0) в C(n)([a, b],Cm);

3) q(ε)→ q(0) в Cm;

4) B(ε)y → B(0)y в Cm для довiльного y ∈ C(n+1)([a, b],Cm).

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний роз’язок y(·, ε) кра-

йової задачi (1.1), (1.2) i вiн має граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в C(n+1)([a, b],Cm) при ε→ 0 + . (1.6)

Зауважимо, що результати В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової [39, 40] по-

ширив В. О. Солдатов у роботi [56], для систем диференцiальних рiвнянь

порядку r ≥ 1. Не зважаючи на те, що такi системи зводяться до систем

диференцiальних рiвнянь порядку r = 1, для найбiльш загальних крайових

задач це застосування викликає складнощi з огляду на некласичнiсть крайо-

вих умов. Автором роботи [56] був введений i дослiджений найбiльш широкий

клас найбiльш загальних крайових задач щодо функцiонального комплексно-

го простору C(n+r), де цiле n ≥ 0. Припускається, що усi коефiцiєнти i правi

частини цих систем належать до простору (C(n))m. Розв’язки z кожної такої

системи пробiгають простiр (C(n+r))m, а крайова умова задається у виглядi

Bz = q, де B : (C(n+r))m → Crm є довiльний лiнiйний неперервний оператор,

а вектор q ∈ Crm. Для таких задач встановлено конструктивнi достатнi умо-

ви неперервної залежностi їх розв’язкiв за параметром у просторi (C(n+r))m.

У 2016 роцi О. О. Мурач i В. О. Солдатов [42] показали, що встановленi до-

статнi умови є також i необхiдними, тобто довели конструктивний критерiй

неперервної залежностi за параметром розв’язку цiєї задачi у просторi n+ r

разiв неперервно диференцiйованих функцiй на вiдрiзку. Крiм того, у цiй ро-

ботi було доведено, що похибка i нев’язка розв’язку мають однаковий порядок

малостi у вiдповiдному просторi.
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Отже, для класичних крайових умов цi результати є новими, оскiльки

отримано не лише достатнi, а й необхiднi умови неперервностi за параметром

розв’язкiв.
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1.2. Крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв

дробової гладкостi

У деяких задачах теорiї диференцiальних рiвнянь використовуються не

лише простори цiлої гладкостi, а й простори, де показником гладкостi може

бути i дробове число. Найбiльш вiдомими серед просторiв дробової гладкостi

є простори Гельдера або простори Слободецького.

В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем i В. О. Солдатовим [83] введено i дослi-

джено клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку щодо комплексних просторiв Гельдера. Для зале-

жних вiд параметра задач з цього класу сформулюємо основнi результати

отриманi у роботi [83], якi будуть використанi у роздiлi 2 дисертацiї.

Розглянемо параметризовану числом ε ∈ [0, ε0) систему m лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку:

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.7)

B(ε)y(·, ε) = q(ε). (1.8)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m є шуканою

та довiльним чином задано матрицю-функцiю A(·, ε) ∈ (Cn,α)m×m, вектор-

функцiю f(·, ε) ∈ (Cn,α)m, неперервний лiнiйний оператор

B(ε) : (Cn+1,α)m → Cm (1.9)

i вектор q(ε) ∈ Cm. Для кожного ε ∈ [0, ε0) крайова задача (1.7), (1.8) є

найбiльш загальною щодо простору Гельдера (Cn+1,α)m.

Для цiєї задачi вводяться такi граничнi умови при ε→ 0+:

(0) Гранична однорiдна крайова задача L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = 0 має лише тривiальний розв’язок;
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(I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (Cn,α)m×m;

(II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (Cn+1,α)m.

Говориться, що розв’язок крайової задачi (1.7), (1.8) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0 у просторi (Cn+1,α)m, якщо виконуються такi двi

умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-яких

правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та q(ε) ∈ Cm, ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m.

(∗∗) Iз збiжностi правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, q(ε)→ q(0) в Cm при ε→ 0+

випливає збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + .

Автори сформулювали i довели конструктивний критерiй неперервностi

за параметром розв’язкiв крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку у просторi Гельдера (Cn+1,α)m.

Твердження 1.2 (Михайлець, Мурач, Солдатов [83]). Для того, щоб

розв’язок крайової задачi (1.7), (1.8) неперервно залежав вiд параметра ε

при ε = 0 у просторi (Cn+1,α)m необхiдно i достатньо, щоб ця задача задо-

вольняла умову (0) i граничнi умови (I) та (II).

Умови (∗) i (∗∗) базового означення еквiвалентнi таким умовам вiдповiдно

([59], зауваження 2.1):
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(z) iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що неперервний оператор

(L(ε), B(ε)) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm

є оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1);

(zz) обернений оператор (L(ε), B(ε))−1 збiгається сильно до (L(0), B(0))−1

при ε→ 0+.

Зокрема, граничнi умови (I) i (II) разом еквiвалентнi такiй умовi:

(A) оператор (L(ε), B(ε)) збiгається до (L(0), B(0)) при ε → 0+ в сильнiй

операторнiй топологiї.

З твердження 1.2 випливає, що при виконаннi умови (0), правильна еквi-

валентнiсть

(A) ⇔
(
(z) ∧ (zz)

)
.

Крiм того, у роботi [83] доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв ма-

ють однаковий порядок малостi у просторi Гельдера (Cn+1,α)m для систем

диференцiальних рiвнянь першого порядку.

Твердження 1.3 (Михайлець, Мурач, Солдатов [83]). Нехай для крайо-

вої задачi (1.7), (1.8) виконуються умова (0) i граничнi умови (I) та (II). То-

дi iснують додатнi числа ε2 < ε1, κ1 i κ2 такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2)

виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α ≤ κ2 dn,α(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй y(·, 0) i y(·, ε).

О. О. Мурачем i В. О. Солдатовим [43] введено i дослiджено найбiльш ши-

рокий клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних
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рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до комплексного просто-

ру Гельдера-Зiгмунда Cs := Cs([a, b],C), де дiйсне s > 0. Для таких задач

встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’яз-

кiв у цьому просторi.

Роботу [7], Є. В. Гнип i В. А. Михайлеця, присвячено дослiдженню не-

перервної залежностi вiд параметра ε розв’язкiв крайових задач для систем

лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку на вiдрiзку [a, b] за нор-

мою комплексного простору Слободецького (W s+1
p )m, де нецiле s ∈ R+ \ Z+

i дiйсне p ∈ (1,∞). Твердження 1.2 i твердження 1.3 у просторi (W s+1
p )m

сформульовано i доведено Є. В. Гнип i В. А. Михайлецем [7].

Викликає iнтерес поширення цих результатiв на системи диференцiальних

рiвнянь довiльних порядкiв.
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1.3. Багатоточковi крайовi задачi

Класичним об’єктом дослiджень теорiї звичайних диференцiальних рiв-

нянь є багатоточковi крайовi задачi. Їх особливiстю є те, що промiжнi точки,

якi входять в крайовi умови, породжують ряд проблем: порушення гладкостi

функцiї Грiна, вiдсутнiсть спряженої задачi та iнше. Функцiя Грiна вiдобра-

жає специфiку крайової задачi i є досить складним об’єктом. Використання

функцiї Грiна дозволяє вирiшити питання, якi виникають в даних задачах.

Питання iснування, єдиностi i побудови наближених методiв знаходження

розв’язкiв багатоточкових крайових задач дослiджували I. Т. Кiгурадзе [16],

В. Д. Пономарьов [48], Н. В. Рева [49], А. М. Самойленко [51, 53], Дж. Сансоне

[55], К. А. Хасеинов [61, 63], L. K. Jackson [78]. Значна кiлькiсть робiт вiдомих

математикiв присвячена питанням про властивостi функцiї Грiна цих задач,

зокрема I. Т. Кiгурадзе [16], А. Ю. Левiн [23, 26], Ю. В. Покорний [45, 46,

47], К. А. Хасеинов [62] Є. С. Чiчкiн [68], P. R. Beesack [70], L. J. Grimm i

P. W. Eloe [77] та iншi.

Теореми про iснування, єдинiсть i неперервнiсть за параметром розв’яз-

кiв загальних i найбiльш загальних крайових задач та методика їх доведень

були застосованi до дослiдження багатоточкових крайових задач у роботах

Є. В. Гнип i Т. I. Кодлюк [4], Т. I. Кодлюк [17], Г. О. Чеханової [65, 67], до ви-

вчення питань про iснування i неперервну залежнiсть вiд параметра матриць

Грiна крайових задач у роботах В. А. Михайлеця, Т. I. Кодлюк i Н. В. Реви

[19, 37, 38, 79], В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової [66, 82], у спектральнiй

теорiї диференцiальних операторiв iз сингулярними коефiцiєнтами у роботах

А. С. Горюнова, В. А. Михайлеця i К. Панкрашкiна [11, 73, 74, 75].
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Для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку у просторах Сло-

бодецького некласичну багатоточкову крайову задачу дослiджено Є. В. Гнип

[6].

В. О. Солдатов ввiв i дослiдив новi класи залежних вiд параметра бага-

тоточкових крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцiальних

рiвнянь як першого порядку у просторах Гельдера [58], так i вищих поряд-

кiв у просторах неперервно диференцiйованих функцiй [57]. Як приклад цих

застосувань, сформулюємо результат В. О. Солдатова [59] (п. 4.1) про непе-

рервну залежнiсть вiд параметра розв’язкiв багатоточкових крайових задач

у просторах Гельдера. Цей результат близький до питань розглянутих у че-

твертому роздiлi дисертацiї.

Нехай заданоm ∈ N, n ≥ 0, 0 < α ≤ 1 i ε0 > 0. На вiдрiзку [a, b] розгляда-

ється така система лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку для

кожного ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.10)

тут вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m є шуканою та довiльним чином задано

матрицю-функцiю A(·, ε) ∈ (Cn,α)m×m i вектор-функцiю f(·, ε) ∈ (Cn,α)m.

Для кожного ε ∈ (0, ε0) пов’яжемо з системою (1.10) багатоточкову кра-

йову умову

B(ε)y(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (1.11)

Тут усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Cm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та вектор

q(ε) ∈ Cm є заданими.

Для крайової задачi (1.10), (1.11) не припускається, що коефiцiєнти

A(t, ε), β(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за параме-

тром ε.
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Використання у крайовiй умовi (1.11) повторної суми за iндексами j i k зу-

мовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при ε→ 0+

у залежностi вiд значень параметра j. Вимагатиметься, щоб для кожного фi-

ксованого j ∈ 1, p усi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, а для

точок t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядається така крайова

задача

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), a ≤ t ≤ b, (1.12)

B(0)y(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj, 0) = q(0). (1.13)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Cm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Cm є заданими.

Звiсно, для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де

y ∈ (Cn+1,α)m, є обмеженим оператором

B(ε) : (Cn+1,α)m → Cm. (1.14)

Зробленi припущення щодо системи (1.10) та обмеженiсть оператора (1.14)

означають, що крайова задача (1.10), (1.11) є найбiльш загальною щодо про-

стору Гельдера Cn+1,α для кожного ε ∈ [0, ε0), як i задача (1.10), (1.13).

Для багатоточкової крайової задачi (1.10), (1.11) розглядаються такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(b1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(b2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1;

(b3) ‖β(n+1)
j,k (ε)‖·|tj,k(ε)− tj|α → 0 для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(b4) ‖β(l)
j,k(ε)‖·|tj,k(ε)− tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈ 0, n;
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(b5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ 1.

Твердження 1.4 (Солдатов [58]). Нехай крайова задача (1.10), (1.11)

задовольняє умову (0) i граничнi умови (I), (b1) – (b5). Тодi її розв’язок

неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0.

Актуальним для подальшого розгляду залишається питання поширення

цих результатiв на клас багатоточкових крайових задач для систем диферен-

цiальних рiвнянь довiльного порядку.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi обговорено об’єкт дослiдження — одновимiрнi крайовi

задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Гельдера або Слободецького, а та-

кож предмет дослiдження — характер залежностi за параметром розв’язкiв

таких крайових задач.

З наведених вiдомостей можна зробити такi висновки:

1. Недослiдженим є питання неперервної залежностi за параметром

розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем лiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2 у просторах дробової гладкостi,

таких як простори Гельдера та простори Слободецького.

2. Актуально розглянути застосування теорем про неперервнiсть за пара-

метром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач до некласичних

багатоточкових крайових задач.
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РОЗДIЛ 2

КРАЙОВI ЗАДАЧI, НАЙБIЛЬШ ЗАГАЛЬНI ЩОДО

ПРОСТОРIВ ГЕЛЬДЕРА

У цьому роздiлi вводимо i дослiджуємо максимально широкий клас лiнiй-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку

r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають вiдповiдний комплексний простiр Гельдера.

Випадок r = 1 дослiджено ранiше В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем та

В. О. Солдатовим [83].

2.1. Постановка задачi

Нехай задано довiльним чином (скiнченний) вiдрiзок [a, b] ⊂ R, цiлi числа

m ≥ 1, n ≥ 0 i r ≥ 2 та дiйсне число α таке, що 0 < α ≤ 1. Розглянемо кра-

йову задачу для системи m лiнiйних диференцiальних рiвнянь r-го порядку

Ly(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (2.1)

By = c. (2.2)

Тут вектор-функцiя y ∈ (Cn+r,α)m є шуканою, а всi матрицi-функцiї Ar−j ∈

(Cn,α)m×m, де j ∈ {1, ... , r}, вектор-функцiя f ∈ (Cn,α)m, лiнiйний неперерв-

ний оператор

B = (B1, ... , Br) : (Cn+r,α)m → Crm (2.3)

i вектор c ∈ Crm є довiльно вибраними, причому вектор-функцiї i числовi

вектори подано у виглядi стовпцiв. Оператор B зручно представляти як набiр

операторiв B1, ... , Br кожен з яких дiє у простiр Cm, а отже i крайову умову

(2.2) можна трактувати як систему r крайових умов.
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Крайова умова (2.2) з неперервним оператором (2.3) є найбiльш загаль-

ною для системи диференцiальних рiвнянь (2.1) з правою частиною класу

(Cn,α)m, що випливає з леми 2.1, поданої нижче. Ця умова охоплює як усi вi-

домi типи класичних крайових умов (умови задачi Кошi, рiзнi багатоточковi

умови, iнтегральнi умови, умови змiшаних крайових задач), так i рiзнi не-

класичнi крайовi умови. Останнi можуть мiстити похiднi шуканих функцiй

порядку k, де r ≤ k ≤ n+ r. Тому крайова задача (2.1), (2.2) є найбiльш за-

гальною щодо простору Гельдера (Cn+r,α)m. Стосовно iнших функцiональних

просторiв, найбiльш загальна крайова задача розглядалася ранiше в роботах

Н. В. Реви [37], Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [79], Є. В. Гнип, Т. I. Кодлюк

i В. А. Михайлеця [5], В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової [39, 40], В. О. Сол-

датова [56].

Лема 2.1. Нехай матриця-функцiя Ar−j ∈ (Cn,α)m×m для кожного

j ∈ {1, ... , r}. Якщо r разiв диференцiйовна вектор-функцiя y : [a, b] → Cm

є розв’язком рiвняння (2.1) для деякої правої частини f ∈ (Cn,α)m, то

y ∈ (Cn+r,α)m. Бiльше того, якщо f пробiгає весь простiр (Cn,α)m, то

розв’язки рiвняння (2.1) пробiгають весь простiр (Cn+r,α)m.

Доведення. Припустимо, що для деякого f ∈ (Cn,α)m r разiв дифе-

ренцiйовна вектор-функцiя y є розв’язком рiвняння (2.1). Доведемо, що

y ∈ (Cn+r,α)m. Враховуючи, що всi Ar−j i f є принаймнi неперервними на

[a, b], маємо включення

y(r) = f −
r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (C0,α)m.

Звiдси, y ∈ (Cr,α)m. Зауважимо, що(
y ∈ (C l,α)m ⇒ y ∈ (C l+1,α)m

)
для кожного l ∈ Z ∩ [r, n+ r − 1].

(2.4)
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Справдi, якщо y ∈ (C l,α)m для деякого цiлого числа l ∈ [r, n+ r − 1], то

y(r) = f −
r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (C l−r+1,α)m,

оскiльки l − r + 1 ≤ n й тому

f ∈ (Cn,α)m ⊂ (C l−r+1,α)m

i всi

Ar−j ∈ (Cn,α)m×m ⊂ (C l−r+1,α)m.

Отже, y ∈ (C l+1,α)m. Iз включення y ∈ (Cr,α)m i властивостi (2.4) випливає

потрiбне включення y ∈ (Cn+r,α)m.

Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного f ∈ (Cn,α)m iснує r

разiв диференцiйовний розв’язок y рiвняння (2.1). Як щойно було показано,

y ∈ (Cn+r,α)m. Отже, якщо f пробiгає увесь простiр (Cn,α)m, то розв’язки

рiвняння (2.1) потрапляють у простiр (Cn+r,α)m. Цi розв’язки заповнюють

увесь простiр (Cn+r,α)m, оскiльки

y ∈ (Cn+r,α)m ⇒ f = Ly ∈ (Cn,α)m.

Лему 2.1 доведено.
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2.2. Розв’язнiсть задачi у просторi Гельдера

Крайову задачу (2.1), (2.2) коротко запишемо у виглядi операторного рiв-

няння

(L,B)y = (f, c),

де (L,B) — лiнiйний оператор у парi банахових просторiв

(L,B) : (Cn+r,α)m → (Cn,α)m × Crm. (2.5)

Теорема 2.1. Лiнiйний оператор (2.5) обмежений i фредгольмiв з iнде-

ксом нуль.

Доречно нагадати, що лiнiйний неперервний оператор T : E1 → E2, де E1

i E2 — банаховi простори, називають фредгольмовим, якщо його ядро

kerT := {x ∈ E1 : Tx = 0}

i коядроE2/T (E1) скiнченновимiрнi. Якщо цей оператор фредгольмiв, то його

область значень T (E1) замкнена в E2, а iндекс

indT := dim kerT − dim(E2/T (E1))

скiнченний (див., наприклад, [64, лема 19.1.1]). Зауважимо, що часто в укра-

їномовнiй та росiйськомовнiй математичнiй лiтературi фредгольмiв оператор

з довiльним iндексом називають нетеровим, а термiн “фредгольмiв” засто-

совують до нетерових операторiв з iндексом нуль. Використана у дисертацiї

термiнологiя є загальноприйнятою в англомовнiй лiтературi.

Доведення теореми 2.1. Обмеженiсть лiнiйного оператора

L : (Cn+r,α)m → (Cn,α)m



47

безпосередньо випливає з означення норм у просторах Гельдера C l,α, де цiле

l ≥ 0, i того, що кожний iз цих просторiв утворює банахову алгебру. Оператор

B обмежений за означенням. Доведемо фредгольмовiсть оператора (2.5).

Уведемо лiнiйний обмежений оператор C : (Cn+r,α)m → Crm за формулою

Cy := col(y(a), y′(a), ... , y(r−1)(a)) для довiльного y ∈ (Cn+r,α)m.

Розглянемо неоднорiдну задачу Кошi

(L,C)y = (f, c) ∈ (Cn,α)m × Crm.

Вона є окремим випадком дослiджуваної задачi (2.1), (2.2). Ця задача має

єдиний розв’язок y для будь-якої правої частини (f, c) ∈ (Cn,α)m × Crm. За

лемою 2.1, y ∈ (Cn+r,α)m. Отже, лiнiйний обмежений оператор

(L,C) : (Cn+r,α)m → (Cn,α)m × Crm (2.6)

є бiєктивним вiдображенням. Тому, (2.6) — iзоморфiзм за теоремою Банаха

про обернений оператор.

Оператор (L,B) запишемо у виглядi

(L,B) = (L,C) + (0, B − C), (2.7)

де перший доданок — iзоморфiзм, а другий доданок — скiнченновимiрний

оператор, обидва на парi просторiв (2.5). Тому за теоремою Нiкольського

(див., наприклад, [90, § 21.5]), оператор (2.5) є фредгольмовим з iндексом

нуль.

Теорему 2.1 доведено.

Встановимо критерiй оборотностi оператора (2.5). Для кожного номера

k ∈ {0, ... , r − 1} розглянемо матричну задачу Кошi

Y
(r)
k (t) +

r∑
j=1

Ar−j(t)Y
(r−j)
k (t) = 0, a ≤ t ≤ b, (2.8)

Y
(j)
k (t0) = δk,jIm, j = 0, ... , r − 1. (2.9)
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Тут Yk(t) = (yα,βk (t))mα,β=1 —шуканаm×m— матриця-функцiя, точку t0 ∈

[a, b] вибрано довiльно, δk,j — символ Кронекера, а Im — одинична матриця

порядку m. Ця задача є сукупнiстю m задач Кошi, якi є окремим випадком

задачi (2.1), (2.2). Тому, за лемою 2.1, єдиний розв’язок Yk(t) задачi (2.8),

(2.9) належить до (Cn+r,α)m×m.

Як вiдомо, загальний розв’язок однорiдного рiвняння (2.1) з f ≡ 0 набуває

вигляду

y =
r−1∑
k=0

Ykqk, (2.10)

де вектор-стовпцi qk ∈ Cm довiльнi (див., наприклад, [13, розд. 2, п. 2.5]).

Наслiдуючи [15, с. 8], уведемо блочну числову матрицю

[BY ] := ([BY0] ... [BYr−1]), (2.11)

де

[BYk] :=

B

y1,1k
...

ym,1k

 . . . B


y1,mk
...

ym,mk




для кожного номера k ∈ {0, ... , r−1}.Коротко кажучи, кожна матриця [BYk]

розмiру rm×m утворена у результатi дiї оператора B на стовпцi матрицi Yk.

Отже, [BY ] — квадратна матриця порядку rm.

Теорема 2.2. Оператор (2.5) оборотний тодi i тiльки тодi, коли ма-

триця (2.11) невироджена.

Доведення теореми 2.2. За теоремою 2.1 оператор (2.5) фредгольмiв. От-

же, вiн оборотний тодi i тiльки тодi, коли ker(L,B) = {0}. Тому для доведе-

ння теореми 2.2 достатньо показати, що

ker(L,B) 6= {0} ⇔ det[BY ] = 0.
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Для цього нам знадобиться така рiвнiсть:

B(Ykqk) = [BYk]qk для кожного k ∈ {0, ... , r − 1}, (2.12)

де q1, ... , qk ∈ Cm. Вона перевiряється безпосередньо (див., наприклад, [59,

лема 2.2]).

Нехай ker(L,B) 6= {0}. Тодi iснує нетривiальний розв’язок однорiдного

рiвняння (L,B)y = (0, 0), який подаємо у виглядi (2.10), де хоча б один iз

вектор-стовпцiв q0, q1, ... , qr−1 ∈ Cm вiдмiнний вiд нуля. Тому з урахуванням

(2.12), маємо рiвностi

0 = By =
r−1∑
k=0

B(Ykqk) =
r−1∑
k=0

[BYk]qk.

Отже, блоки матрицi (2.11) є лiнiйно залежними, де коефiцiєнтами слу-

жать стовпцi qk ∈ Cm. Отож,

ker(L,B) 6= {0} ⇒ det[BY ] = 0.

Це рiвносильно лiнiйнiй залежностi стовпцiв цiєї матрицi (див. нижче заува-

ження 2.1).

Обґрунтуємо обернену iмплiкацiю. Нехай det[BY ] = 0. Тодi стовпцi ма-

трицi [BY ] є лiнiйно залежними. Це еквiвалентно тому, що

r−1∑
k=0

[BYk]qk = 0, (2.13)

для деяких вектор-стовпцiв q0, q1, ... , qr−1 ∈ Cm, серед яких принаймнi один

вiдмiнний вiд нуля. Означимо ненульову функцiю y ∈ (Cn+r,α)m за формулою

(2.10). Для неї Ly = 0 i

By =
r−1∑
k=0

B(Ykqk) =
r−1∑
k=0

[BYk]qk = 0
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на пiдставi рiвностей (2.12) i (2.13). Отже, y ∈ ker(L,B), тобто ker(L,B) 6=

{0}. Таким чином,

det[BY ] = 0⇒ ker(L,B) 6= {0}.

Теорему 2.2 доведено.

Для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку теореми 2.1 i 2.2

доведено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем i В. О. Солдатовим [83, с. 5 – 6]

(теорема 3.1, теорема 3.3), а у випадку α = 0 i довiльного r ∈ N — [87, с. 787]

(теорема 1, теорема 2).

Зауваження 2.1. Нехай задано l ≥ 2 числових матриць M1, ... ,Ml одно-

го порядку µ× ν, де µ, ν ∈ N. Утворимо з них блочну матрицю

M := (M1
... ... ...Ml)

порядку µ×(λν).Перевiримо, що блокиM1, ... ,Ml матрицiM лiнiйно залежнi

з коефiцiєнтами-векторами з Cν тодi i лише тодi, коли рядки матрицi M

лiнiйно залежнi (з числовими коефiцiєнтами). Нехай

Mk = (mα,β
k )α=1, ... ,µ

λ=1, ... ,µ

для кожного номера k ∈ {1, ... , l}. Для довiльних вектор-стовпцiв λk =

col{λ1k, ... , λνk} ∈ Cm маємо:

l∑
k=1

Mkλk =
l∑

k=1


ν∑

β=1

m1,β
k λk,β

...
ν∑

β=1

mµ,β
k λk,β

 =

=
l∑

k=1

ν∑
β=1


m1,β
k λk,β
...

mµ,β
k λk,β

 =
l∑

k=1

ν∑
β=1

λk,β


m1,β
k

...

mµ,β
k

 .
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Отже, умова
”
рiвнiсть

l∑
k=1

Mkλk = 0

виконується для деяких вектор-стовпцiв λ1, ... , λl ∈ Cm таких, що принаймнi

один з них вiдмiнний вiд нульового стовпця“, рiвносильна лiнiйнiй залежностi

стовпцiв 
m1,β
k

...

mµ,β
k

 , k = 1, ... , l, β = 1, ... , ν, матрицi M.
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2.3. Критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

задачi у просторi Гельдера

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу, для систем

m ≥ 1 диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2 вигляду (2.1), (2.2), залежну

вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.14)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (2.15)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m є шуканою, а

всi матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈ (Cn,α)m×m, де j ∈ {1, ... , r}, вектор-функцiя

f(·, ε) ∈ (Cn,α)m, лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : (Cn+r,α)m → Crm (2.16)

i вектор c(ε) ∈ Crm є довiльно вибраними. Отже, для кожного ε ∈ [0, ε0)

крайова задача (2.14), (2.15) є найбiльш загальною щодо простору Гельдера

(Cn+r,α)m.

Для цiєї задачi розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(2.I) Ar−j(·, ε)→ Ar−j(·, 0) в (Cn,α)m×m для кожного номера j ∈ {1, ... , r};

(2.II) B(ε)y → B(0)y в Crm для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Cn+r,α)m.

Крiм того, розглядається

Умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = 0
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має лише тривiальний розв’язок.

Введемо

Базове означення розд. 2. Говоримо, що розв’язок крайової задачi

(2.14), (2.15) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0 у просторi

(Cn+r,α)m, якщо виконуються такi двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-яких

правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та c(ε) ∈ Crm, ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m.

(∗∗) Iз збiжностi правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, c(ε)→ c(0) в Crm при ε→ 0+

випливає збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

Сформулюємо основну теорему другого роздiлу.

Теорема 2.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (2.14), (2.15) не-

перервно залежав вiд параметра ε при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m необхiдно

i достатньо, щоб ця задача задовольняла умову (2.0) i граничнi умови (2.I)

та (2.II).

Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку ця теоре-

ма сформульована i доведена В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем i В. Солда-

товим [83, с. 3] (основна теорема) або (див. п. 1.2 дисертацiї, твердження 1.2),

а у випадку α = 0 i довiльного r ∈ N — [87, с. 788] (теорема 3).

Доведення теореми 2.3 подамо у наступних пп. 2.4 (необхiднiсть) i 2.5

(достатнiсть). Воно буде спиратися на результат [83, основна теорема].
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2.4. Доведення критерiю. Необхiднiсть

Обґрунтуємо необхiднiсть в теоремi 2.3. Пов’яжемо з крайовою задачею

(2.14), (2.15) лiнiйний неперервний оператор

(L(ε), B(ε)) : (Cn+r,α)m → (Cn,α)m × Crm (2.17)

для кожного ε ∈ [0, ε0). За теоремою 2.1, цей оператор є фредгольмовим з

iндексом нуль. Тому умова (2.0) еквiвалентна тому, що оператор (2.17) для

ε = 0 є iзоморфiзмом

(L(0), B(0)) : (Cn+r,α)m ↔ (Cn,α)m × Crm. (2.18)

Припускаємо, що задача (2.14), (2.15) задовольняє базове означення. Тодi

виконується умова (2.0). Залишається довести, що для цiєї задачi виконую-

ться умови (2.I) та (2.II). Проведемо мiркування у три кроки.

Крок 1. Доведемо, що крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє граничну

умову (2.I). Зведемо цю задачу до крайової задачi для системи диференцi-

альних рiвнянь першого порядку (див., наприклад, [13, п. 2.5]). Для цього,

як звичайно, покладемо

x(·, ε) := col
(
y(·, ε), y′(·, ε), . . . , y(r−1)(·, ε)

)
∈ (Cn+1,α)rm, (2.19)

g(·, ε) := col
(

0, ... , 0,︸ ︷︷ ︸
(r−1)m разiв

f(·, ε)
)
∈ (Cn,α)rm,

та

A(·, ε) :=



Om −Im Om . . . Om

Om Om −Im . . . Om

... ... ... . . . ...

Om Om Om . . . −Im

A0(·, ε) A1(·, ε) A2(·, ε) . . . Ar−1(·, ε)


∈ (Cn,α)rm×rm.
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Тут ε ∈ [0, ε0) та, нагадаємо, Im — одинична матриця, а Om — нуль-матриця

порядкуm×m. Якщо вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m є розв’язком системи

(2.14), то x(·, ε) є розв’язком системи

x′(t, ε) + A(t, ε)x(t, ε) = g(t, ε), a ≤ t ≤ b.

Розглянемо таку матричну крайову задачу:

Y (r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)Y
(r−j)(t, ε) = Om×rm, a ≤ t ≤ b,

[B(ε)Y (·, ε)] = Irm. (2.20)

Тут,

Y (·, ε) :=
(
yj,k(·, ε)

)
j=1,...,m
k=1,...,rm

шукана m × rm — матриця-функцiя з простору (Cn+r,α)m×rm. Крiм того,

Om×rm, як звичайно, позначає нульову матрицю порядку m× rm, i

[B(ε)Y (·, ε)] :=

B(ε)


y1,1(·, ε)

...

ym,1(·, ε)

 . . . B(ε)


y1,rm(·, ε)

...

ym,rm(·, ε)


 .

Ця задача є сукупнiстю rm крайових задач (2.14), (2.15), правi частини яких

не залежать вiд ε. За умовою (∗) базового означення ця задача має єдиний

розв’язок Y (·, ε) для кожного ε ∈ [0, ε1). Бiльше того, внаслiдок умови (∗∗)

цього означення, кожна функцiя

yj,k(·, ε)→ yj,k(·, 0) в Cn+r,α при ε→ 0 + . (2.21)

Для будь-яких k ∈ {1, . . . , rm} i ε ∈ [0, ε1) означимо вектор-функцiю

xk(·, ε) ∈ (Cn+1,α)rm за формулою (2.19), у якiй замiнимо x(·, ε) на xk(·, ε) i

вiзьмемо

y(·, ε) := col(y1,k(·, ε), . . . , ym,k(·, ε)).
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Нехай X(·, ε) позначає матрицю-функцiю з простору (Cn+1,α)rm×rm таку, що

xk(·, ε) — її k-й стовпець для кожного k ∈ {1, . . . , rm}. Ця функцiя задоволь-

няє матричне диференцiальне рiвняння

X ′(t, ε) + A(t, ε)X(t, ε) = Orm, a ≤ t ≤ b. (2.22)

Крiм того, detX(t, ε) 6= 0 для кожного t ∈ [a, b], бо iнакше стовпцi матрицi-

функцiїX(·, ε) i, отже, Y (·, ε) були б лiнiйно залежними на [a, b] всупереч кра-

йовiй умовi (2.20). Завдяки (2.21), отримаємо збiжнiсть X(·, ε) → X(·, 0) на

банаховiй алгебрi (Cn+1,α)rm×rm при ε→ 0+. Отже, (X(·, ε))−1 → (X(·, 0))−1

в цiй алгебрi. Тому, враховуючи (2.22), робимо висновок, що

A(·, ε) = −X ′(·, ε)(X(·, ε))−1 → −X ′(·, 0)(X(·, 0))−1 = A(·, 0)

в (Cn,α)rm×rm при ε → 0+. Таким чином, задача (2.14), (2.15) задовольняє

граничну умову (2.I). Зокрема,

‖Ar−j(·, ε)‖n,α = O(1) при ε→ 0 + для кожного j ∈ {1, . . . , r}. (2.23)

Крок 2. Доведемо, що

‖B(ε)‖ = O(1) при ε→ 0 + . (2.24)

Тут ‖ · ‖ позначає норму обмеженого оператора, що дiє з простору (Cn+r,α)m

у простiр Crm.

Припустимо супротивне; тодi iснує числова послiдовнiсть (ε(k))∞k=1 ⊂

(0, ε1) така, що

ε(k) → 0 i ‖B(ε(k))‖ → ∞ при k →∞. (2.25)

При цьому можна вважати, що ‖B(ε(k))‖ 6= 0 для кожного k ∈ N. Для ко-

жного k ∈ N виберемо функцiю wk ∈ (Cn+r,α)m, яка задовольняє умови

‖wk‖n+r,α = 1 i |B(ε(k))wk| ≥
1

2
‖B(ε(k))‖. (2.26)
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Покладемо

y(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1wk ∈ (Cn+r,α)m,

f(·, ε(k)) := L(ε(k)) y(·, ε(k)) ∈ (Cn,α)m,

c(ε(k)) := B(ε(k)) y(·, ε(k)) ∈ Crm.

Враховуючи спiввiдношення (2.25) i (2.26), маємо збiжнiсть

y(·, ε(k))→ 0 в (Cn+r,α)m при k →∞. (2.27)

Таким чином,

f(·, ε(k))→ 0 в (Cn,α)m при k →∞ (2.28)

оскiльки крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє граничну умову (2.I), як

було показано на кроцi 1.

Крiм того, на пiдставi (2.26) маємо двобiчну оцiнку

1/2 ≤ |c(ε(k))| ≤ 1 для кожного 1 ≤ k ∈ Z.

Справдi,

|c(ε(k))| ≤ ‖B(ε(k))‖ · ‖y(·, ε(k))‖n+r,α =

= ‖B(ε(k))‖ · ‖B(ε(k))‖−1 · ‖wk‖n+r,α = 1

та

|c(ε(k))| = |B(ε(k))(‖B(ε(k))‖−1wk)| = ‖B(ε(k))‖−1|B(ε(k)wk| ≥
1

2
.

Тому iснує пiдпослiдовнiсть (c(ε(kp)))∞p=1 ⊂ (c(ε(k)))∞k=1 та ненульовий вектор

c(0) ∈ Crm такi, що

c(ε(kp))→ c(0) в Crm при p→∞. (2.29)
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Для кожного p ∈ N функцiя y(·, ε(kp)) ∈ (Cn+r,α)m є розв’язком, i до того

ж єдиним (умова (∗) базового означення), крайової задачi

L(ε(kp))y(t, ε(kp)) = f(t, ε(kp)), a ≤ t ≤ b,

B(ε(kp))y(·, ε(kp)) = c(ε(kp)).

Тому на пiдставi формул (2.28) i (2.29) та умови (∗∗) базового означення

робимо висновок, що функцiя y(·, ε(kp)) збiгається до єдиного розв’язку y(·, 0)

граничної крайової задачi

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = c(0);

ця збiжнiсть виконується у просторi (Cn+r,α)m при k →∞. Отже, y(·, 0) ≡ 0

згiдно з формулою (2.27). Ця рiвнiсть суперечить крайовiй умовi B(0)y(·, 0) =

c(0), де c(0) 6= 0. Таким чином, зроблене припущення є хибним, чим i доведено

властивiсть (2.24).

Крок 3. Доведемо, що крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє граничну

умову (2.II). На пiдставi формул (2.23) i (2.24) iснують числа κ′ > 0 i ε′ ∈

(0, ε1) такi, що

‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ κ′ для кожного ε ∈ [0, ε′). (2.30)

Тут ‖(L(ε), B(ε))‖ позначає норму обмеженого оператора (2.17). Виберемо

довiльним чином вектор-функцiю y ∈ (Cn+r,α)m та покладемо f(·, ε) := L(ε)y

i c(ε) := B(ε)y для кожного ε ∈ [0, ε′). Отже,

y = (L(ε), B(ε))−1(f(·, ε), c(ε)) для кожного ε ∈ [0, ε′). (2.31)

Тут (L(ε), B(ε))−1 позначає оператор, обернений до (2.17); цей оператор обо-

ротний за умовою (∗) базового означення.
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Застосовуючи формули (2.30) i (2.31), отримаємо такi спiввiдношення для

кожного ε ∈ (0, ε′):

|B(ε)y −B(0)y| ≤
∥∥(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

∥∥
(Cn,α)m×Crm =

=
∥∥(L(ε), B(ε))(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

)∥∥
(Cn,α)m×Crm ≤

≤ κ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

)∥∥
n+r,α

=

= κ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), c(0))− (L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), c(0))

∥∥
n+r,α

.

Остання норма прямує до нуля при ε → 0+ на пiдставi умови (∗∗) базо-

вого означення. Отже, B(ε)y → B(0)y в Crm при ε → 0+ для кожного

y ∈ (Cn+r,α)m, тобто крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє граничну умо-

ву (2.II).

Необхiднiсть доведено.
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2.5. Доведення критерiю. Достатнiсть

Обґрунтуємо достатнiсть в теоремi 2.3. Припустимо, що крайова задача

(2.14), (2.15) задовольняє умову (2.0) i граничнi умови (2.I) i (2.II). Покажемо,

що розв’язок цiєї задачi неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0 у

просторi (Cn+r,α)m. Мiркування проведемо у чотири кроки.

Крок 1 є пiдготовчим. Для кожного ε ∈ [0, ε0) розглянемо задачу Кошi

L(ε)ŷ(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.32)

ŷ(j−1)(a, ε) = hj(ε), j = 1, ... , r. (2.33)

Тут вектор-функцiя ŷ(·, ε) є шуканою, а вектори h1, ... , hr ∈ Cm є довiльно

вибраними. Ця задача має єдиний розв’язок ŷ(·, ε), який належить до про-

стору (Cn+r,α)m згiдно з лемою 2.1.

Покажемо, що iз збiжностi правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m при ε→ 0+, (2.34)

hj(ε)→ hj(0) в Cm при ε→ 0 + для усiх j ∈ {1, ... , r} (2.35)

цiєї задачi випливає збiжнiсть її розв’язкiв

ŷ(·, ε)→ ŷ(·, 0) в просторi (Cn+r,α)m при ε→ 0 + . (2.36)

Зведемо задачу Кошi (2.32), (2.33) до такої задачi Кошi для диференцi-

альних рiвнянь першого порядку

x̂(t, ε) + A(t, ε)x̂(t, ε) = g(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.37)

x̂(a, ε) = h(ε). (2.38)

Тут матриця-функцiя A(·, ε) i вектор g(·, ε) такi самi як на кроцi 1 доведення

необхiдностi поданому у п. 2.4. Крiм того,

x̂(·, ε) := col
(
ŷ(·, ε), ŷ′(·, ε), . . . , ŷ(r−1)(·, ε)

)
∈ (Cn+1,α)rm,
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h(ε) := col
(
h1(ε), ... , hr(ε)) ∈ Crm.

Оскiльки, за припущенням, крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє умову

(2.I), то

A(·, ε)→ A(·, 0) в просторi (Cn,α)rm×rm при ε→ 0 + . (2.39)

Iз умов (2.34) i (2.35) випливає збiжнiсть правих частин задачi (2.37), (2.38):

g(·, ε)→ g(·, 0) в (Cn,α)rm при ε→ 0+,

h(ε)→ h(0) в Crm при ε→ 0 + .

Тому на пiдставi [83, с. 3] (основна теорема) з умов (2.34) i (2.35) випливає

збiжнiсть (2.36).

Крок 2. Доведемо, що крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє умову

(∗) базового означення, тобто, що для малих ε ≥ 0 оператор (L(ε), B(ε))

оборотний.

Розглянемо при будь-яких ε ∈ [0, ε0) i k ∈ {0, ... , r − 1} задачу Кошi

(2.8), (2.9), де Yk(·) := Yk(·, ε) i кожне Ar−j(·) := Ar−j(·, ε), а t0 := a. Вона

складається з m задач Кошi вигляду (2.32), (2.33) з f = 0 вiдносно вектор-

функцiй ŷ(·, ε), якi є стовпцями матрицi Yk(·, ε). Оскiльки правi частини цiєї

задачi не залежать вiд ε, то

Yk(·, ε)→ Yk(·, 0) в (Cn+r,α)m×m при ε→ 0+ (2.40)

згiдно з кроком 1. Отож, оскiльки крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє,

за припущенням, граничну умову (2.II), то

[B(ε)Y (·, ε)] = ([B(ε)Y0(·, ε)] ... [B(ε)Yr−1(·, ε)])→

→ ([B(0)Y0(·, 0)] ... [B(0)Yr−1(·, 0)]) =

= [B(0)Y (·, 0)] в Crm×rm при ε→ 0 + .

(2.41)
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Згiдно з припущенням про те, що крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє

умову (2.0) маємо нерiвнiсть det[B(0)Y (0)] 6= 0 на пiдставi теореми 2.2. Тому

det[B(ε)Y (ε)] 6= 0 для достатньо малих ε ≥ 0. (2.42)

Отже, за теоремою 2.2, оператор (L(ε), B(ε)) оборотний для усiх малих ε ≥ 0.

Крок 3. Покажемо тепер, що крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє

умову (∗∗) базового означення. Дослiдимо спочатку випадок f(·, ε) ≡ 0.

Розглянемо напiводнорiдну крайову задачу

L(ε)υ(·, ε) ≡ 0, (2.43)

B(ε)υ(·, ε) = c(ε) (2.44)

залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0). Згiдно з кроком 2 вона має єдиний розв’я-

зок υ(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m для кожного ε ∈ [0, ε1), де ε1 достатньо мале додатнє

число. Припустимо, що

c(ε)→ c(0) в Cm при ε→ 0 + . (2.45)

Треба показати, що

υ(·, ε)→ υ(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + . (2.46)

Запишемо при кожному ε ∈ [0, ε0) загальний розв’язок однорiдного дифе-

ренцiального рiвняння (2.43) у виглядi (2.10), тобто

υ(·, ε) =
r−1∑
k=0

Yk(·, ε)qk(ε), (2.47)

де вектори q0(ε), ... , qr−1(ε) ∈ Cm довiльнi, а кожна матриця-функцiя

Yk(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m×m така як i на кроцi 2. Скориставшись формулою (2.12),

запишемо

B(ε)υ(·, ε) =
r−1∑
k=0

B(ε)(Yk(·, ε)qk(ε)) =
r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)]qk(ε).
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Тому крайова умова (2.44) рiвносильна умовi
r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)]qk(ε) = c(ε).

Останню можна записати у виглядi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

([B(ε)Y0(·, ε)] ... [B(ε)Yr−1(·, ε)])q(ε) = c(ε),

тобто

[B(ε)Y (·, ε)]q(ε) = c(ε)

вiдносно координат стовпця q(ε) := col(q0(ε), ... , qr−1(ε)). На пiдставi (2.41),

(2.42) i припущення (2.45) маємо збiжнiсть

q(ε) = [B(ε)Y (·, ε)]−1c(ε)→ [B(0)Y (·, 0)]−1c(0) в Crm при ε→ 0 + .

Тому з формул (2.40) i (2.47) випливає потрiбна збiжнiсть (2.46), тобто

υ(·, ε) =
r−1∑
k=0

Yk(·, ε)qk(ε)→ υ(·, 0) =
r−1∑
k=0

Yk(·, 0)qk(0) = υ(·, 0)

в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

Крок 4. Перейдемо тепер до загального випадку неоднорiдного диферен-

цiального рiвняння (2.14). Припустимо, що виконується умова

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m при ε→ 0+ (2.48)

i умова (2.45).

Для кожного ε ∈ [0, ε1] покладемо

z(·, ε) := y(·, ε)− ŷ(·, ε),

де вектор-функцiя y(·, ε) є розв’язком неоднорiдної крайової задачi (2.32),

(2.33), а вектор-функцiя ŷ(·, ε) є розв’язком задачi Кошi (2.32), (2.33), де усi

hj(ε) ≡ 0. Тодi z(·, ε) є розв’язком напiводнорiдної крайової задачi

L(ε)z(·, ε) ≡ 0,
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B(ε)z(·, ε) = c̃(ε),

c̃(ε) := c(ε)−B(ε)ŷ(·, ε) ∈ Cm.

На кроцi 1 було показано, що ŷ(·, ε) задовольняє властивiсть (2.36), за умови

(2.48). На пiдставi цiєї властивостi i припущень про те, що крайова задача

(2.14), (2.15) задовольняє граничнi умови (2.I) i (2.45), маємо збiжнiсть

c̃(ε)→ c̃(0) в Crm при ε→ 0 + .

Тому згiдно з кроком 3 робимо висновок, що

z(·, ε)→ z(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

Звiдси та з формули (2.36) отримуємо потрiбну збiжнiсть

y(·, ε) = ŷ(·, ε) + z(·, ε)→ ŷ(·, 0) + z(·, 0) = y(·, 0)

в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + .

Достатнiсть доведено.
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2.6. Оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв задачi за па-

раметром

Для крайової задачi (2.14), (2.15) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn,α(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε))‖n,α + |B(ε)y(·, 0)− c(ε)|. (2.49)

При цьому y(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорема 2.4. Нехай крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє умову (2.0)

i граничнi умови (2.I) та (2.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1, κ1 i κ2

такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,α ≤ κ2 dn,α(ε). (2.50)

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй y(·, 0) i y(·, ε).

Згiдно з (2.50), похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi (2.14),

(2.15) мають однаковий порядок малостi при ε→ 0+.

Для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку цю теорему до-

ведено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем i В. О. Солдатовим в [83, с. 3]

(теорема 2.1) або (див. п. 1.2 дисертацiї, твердження 1.3), а у випадку α = 0 i

довiльного r ∈ N встановлено О. О. Мурачем i В. О. Солдатовим в [42, с. 261]

(теорема про оцiнку похибки).

Доведення теореми 2.4. Доведемо лiву частину оцiнки (2.50). З граничних

умов (2.I) i (2.II) випливає сильна збiжнiсть операторiв

(L(ε), B(ε))
s−→ (L(0), B(0)) при ε→ 0 + .

Тут, як i ранiше, (L(ε), B(ε)), де 0 ≤ ε < ε0, є обмеженим оператором, що дiє

з простору (Cn+r,α)m у простiр (Cn,α)m × Crm. Тому iснують числа κ′ > 0 i

ε′ ∈ (0, ε1) такi, що норма цього оператора задовольняє нерiвнiсть (2.30).
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Справдi, в iншому випадку iснувала б послiдовнiсть додатних чисел

(ε(k))∞k=1 така, що

ε(k) → 0 i ‖(L(ε(k)), B(ε(k)))‖ → ∞ при k →∞.

Це з огляду на теорему Банаха–Штейнгауза суперечило б вказанiй вище силь-

нiй збiжностi операторiв.

Тепер на пiдставi нерiвностi (2.30) робимо висновок, що

dn,α(ε) = ‖L(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))‖n,α + |B(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))| ≤

≤ κ′ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,α

для довiльного ε ∈ [0, ε′). Отримали лiву частину двобiчної оцiнки (2.50), де

κ1 := 1/κ′.

Доведемо тепер праву частину цiєї оцiнки. Згiдно з основною теоре-

мою, крайова задача (2.14), (2.15) задовольняє базове означення. Тому опе-

ратор (2.17) є оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1). Бiльше того, оператор

(L(ε), B(ε))−1, обернений до (2.17), збiгається сильно до (L(0), B(0))−1 при

ε → 0+. Справдi, для довiльних f ∈ (Cn,α)m i c ∈ Crm за умовою (∗∗) базо-

вого означення маємо збiжнiсть

(L(ε), B(ε))−1(f, c) =: y(·, ε)→ y(·, 0) := (L(0), B(0))−1(f, c)

у просторi (Cn+r,α)m при ε→ 0+.

Отже, за теоремою Банаха–Штейнгауза iснують додатнi числа ε2 < ε′ i

κ2 такi, що норма оберненого оператора

‖(L(ε), B(ε))−1‖ ≤ κ2 для кожного ε ∈ [0, ε2).

Тому для довiльного числа ε ∈ [0, ε2) правильнi такi спiввiдношення:

‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,α =
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= ‖(L(ε), B(ε))−1(L(ε), B(ε))(y(·, 0)− y(·, ε))‖n+r,α ≤

≤ κ2 ‖(L(ε), B(ε))(y(·, 0)− y(·, ε))‖(Cn,α)m×Crm = κ2 dn(ε).

Отримали праву частину двобiчної оцiнки (2.50).

Теорему 2.4 доведено.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широ-

кий клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних диференцi-

альних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера

(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Цi крайовi задачi є найбiльш загальними

щодо простору (Cn+r,α)m. Отримано такi основнi результати:

1. Показано, що введеним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв

оператор з iндексом нуль на парi нормованих просторiв (Cn+r,α)m i

(Cn,α)m × Crm (теорема 2.1).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi введених крайових за-

дач у цих просторах (теорема 2.2).

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встанов-

лено конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m (теорема 2.3). Це — основний

результат другого роздiлу.

4. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однако-

вий порядок малостi при ε → 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера

(теорема 2.4).

Результати другого роздiлу опублiковано у статтях [28, 31] та висвiтлено

в тезах конференцiй [32, 34].
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РОЗДIЛ 3

КРАЙОВI ЗАДАЧI, НАЙБIЛЬШ ЗАГАЛЬНI ЩОДО

ПРОСТОРIВ СЛОБОДЕЦЬКОГО

У цьому роздiлi вводимо i дослiджуємо максимально широкий клас лiнiй-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку

r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають вiдповiдний комплексний простiр Слободе-

цького.

Випадок r = 1 дослiджено ранiше Є. В. Гнип i В. А. Михайлецем [7, 8].

3.1. Формулювання задачi

Нехай задано довiльним чином скiнченний вiдрiзок [a, b] ⊂ R, дiйсне число

p ∈ (1,∞), цiлi числа m ≥ 1 i r ≥ 2 та дробове число s ∈ R+ \Z+. Запишемо

число s у виглядi s := [s] + {s}, де, як звичайно, [s] — цiла частина, а {s} —

дробова частина числа s; тут {s} ∈ (0, 1).

Розглянемо лiнiйну крайову задачу для системи m лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь r-го порядку

Ly(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (3.1)

By = c. (3.2)

Тут вектор-функцiя y ∈ (W s+r
p )m є шуканою, а всi матрицi-функцiї Ar−j ∈

(W s
p )m×m, вектор-функцiя f ∈ (W s

p )m, лiнiйний неперервний оператор

B = (B1, ... , Br) : (W s+r
p )m → Crm (3.3)

i вектор c ∈ Crm є довiльно вибраними. Як i ранiше, числовi вектори i вектор-

функцiї подано у виглядi стовпцiв. Оператор B зручно представляти як набiр



70

операторiв B1, ... , Br кожен з яких дiє у простiр Cm, а отже i крайову умову

(3.2) можна трактувати як систему r крайових умов.

Крайова умова (3.2) з неперервним оператором (3.3) є найбiльш загальною

для рiвняння (3.1) з правою частиною класу (W s+r
p )m (див. лему 3.1, подану

нижче). Вона охоплює як усi класичнi види крайових умов, так i некласичнi

умови, що мiстять похiднi (класичнi) аж до порядку k, де r ≤ k < s + r −

1/p. Тому крайова задача (3.1), (3.2) є найбiльш загальною щодо простору

Слободецького (W s+r
p )m. У випадку r = 1 це поняття уведено Є. В. Гнип i

В. А. Михайлецем [7, 8].

Обговоримо питання про те, у якому сенсi слiд розумiти диференцiальне

рiвняння (3.1). За теоремою вкладення Соболєва, W s+r
p ⊂ Ck для деякого

цiлого k ≥ 0 тодi i лише тодi, коли s + r > k + 1/p. Отже, якщо s > 1/p,

то W s+r
p ⊂ Cr, й тому для кожної вектор-функцiї y ∈ (W s+r

p )m iснують непе-

рервнi класичнi похiднi на вiдрiзку [a, b] до порядку r включно. Крiм того,

кожне Ar−j ∈ (W s
p )m×m ⊂ (C)m×m i f ∈ (W s

p )m ⊂ (C)m.

Отже, у випадку s > 1/p обидвi частини диференцiального рiвняння (3.1) є

неперервними функцiями на [a, b] i тому воно розглядається на усьому вiд-

рiзку [a, b]. Якщо 0 < s ≤ 1/p, то W s+r
p ⊂ Cr−1, але W s+r

p 6⊂ Cr. Тому у

цьому випадку для кожної вектор-функцiї y ∈ (W s+r
p )m iснують неперервнi

класичнi похiднi на [a, b] лише до порядку r − 1 включно. Оскiльки

y(r−1) ∈ (W s+1
p )m ⊂ (W 1

1 )m = (AC[a, b])m,

то класична похiдна y(r) iснує майже скрiзь на [a, b] як функцiя класу (W s
p )m.

Тому у випадку 0 < s ≤ 1/p диференцiальне рiвняння (3.1) розглядається

майже скрiзь на [a, b] (звiсно, вiдносно мiри Лебега).

Взагалi, для кожної вектор-функцiї y ∈ (W r
1 )m вираз Ly має сенс, бо

W r
1 = {y ∈ Cr−1 : y(r−1) ∈ AC[a, b]};
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при цьому y(r) iснує майже скрiзь на [a, b] i диференцiальне рiвняння (3.1)

розглядається майже скрiзь на [a, b]. Зауважимо, що W s+r
p ⊂ W r

1 .

Є правильним таке твердження про пiдвищення регулярностi розв’язкiв

y ∈ (W r
1 )m диференцiального рiвняння (3.1) з правою частиною класу (W s

p )m.

Лема 3.1. Нехай матриця-функцiя Ar−j ∈ (W s
p )m×m для кожного но-

мера j ∈ {1, ... , r}. Якщо вектор-функцiя y ∈ (W r
1 )m є розв’язком рiвняння

(3.1) для деякої правої частини f ∈ (W s
p )m, то y ∈ (W s+r

p )m. Бiльше того,

якщо f пробiгає весь простiр (W s
p )m, то розв’язки рiвняння (3.1) пробiга-

ють весь простiр (W s+r
p )m.

Доведення. Припустимо, що для деякого f ∈ (W s
p )m вектор-функцiя y ∈

(W r
1 )m є розв’язком рiвняння (3.1). Доведемо, що y ∈ (W s+r

p )m. Оскiльки

f ∈ (W s
p )m ⊂ (W 0

p )m i кожне

Ar−j ∈ (W s
p )m×m ⊂ (W 0

p )m×m,

а вектор-функцiї y(r−j) неперервнi на [a, b] для кожного j ∈ {1, ... , r}, то

y(r) = f −
r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (W 0

p )m.

Нагадаємо, що для вектор-функцiї y ∈ (W r
1 )m класична похiдна y(r), яка

iснує майже скрiзь на [a, b], збiгається з узагальненою похiдною y(r), оскiльки

y(r−1) ∈ (AC[a, b])m. Крiм того, y ∈ (W 0
p )m. Тому y ∈ (W r

p )m.

Покажемо, що y ∈ (W
r+{s}
p )m. Оскiльки для кожного номера j ∈ {1, ... , r}

виконується включення y(r−j) ∈ (W 1
p )m, а клас (W 1

p )m складається з мульти-

плiкаторiв у просторi (W
{s}
p )m (див., наприклад, [10] (лема 3.1)), та

Ar−j ∈ (W s
p )m×m ⊂ (W {s}

p )m×m,

то Ar−jy
(r−j) ⊂ (W

{s}
p )m. Отже,

y(r) = f −
r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (W {s}

p )m,
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бо f ∈ (W s
p )m. Крiм того,

y ∈ (W r
p )m ⊂ (W {s}

p )m.

Тому виконується потрiбне включення y ∈ (W
r+{s}
p )m. Якщо [s] = 0, то ми

цим довели, що y ∈ (W r+s
p )m.

Розглянемо випадок [s] ≥ 1. Доведемо таку властивiсть:

y ∈ (W r+n+{s}
p )m ⇒ y ∈ (W r+n+1+{s}

p )m

для кожного номера n ∈ {0, ... , [s]− 1}.
(3.4)

Припустимо, що y ∈ (W
r+n+{s}
p )m для деякого n ∈ {0, ... , [s]−1}. Тодi для

кожного номера j ∈ {1, ... , r} виконуються такi включення:

y(r−j) ∈ (W n+j+{s}
p )m ⊂ (W n+1+{s}

p )m,

Ar−j ∈ (W s
p )m×m ⊂ (W n+1+{s}

p )m.

Оскiльки простiр W n+1+{s}
p — банахова алгебра, то Ar−jy

(r−j) ∈ (W
n+1+{s}
p )m.

Крiм того, f ∈ (W s
p )m ⊂ (W

n+1+{s}
p )m. Тому

y(r) = f −
r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (W n+1+{s}

p )m.

Отже, y(r+n+1) ∈ (W
{s}
p )m. Це, з урахуванням включення y ∈ (W

{s}
p )m, тягне

за собою висновок iмплiкацiї (3.4). Таким чином, її доведено.

З цiєї iмплiкацiї та включення y ∈ (W
r+{s}
p )m негайно випливає потрiбне

включення

y ∈ (W r+[s]−1+1+{s}
p )m = (W s+r

p )m.

Доведемо останнє твердження леми. Нехай f – довiльна вектор-функцiя

з простору (W s
p )m. Оскiльки W s

p ⊂ L1, то f ∈ (L1)
m i кожне Ar−j ∈ (L1)

m×m.

Тодi iснує розв’язок y ∈ (W r
1 )m диференцiального рiвняння (3.1) (наприклад,
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розв’язок деякої задачi Кошi). За вже доведеним y ∈ (W s+r
p )m. Отже, для

кожного f ∈ (W s
p )m iснує розв’язок класу (W s+r

p )m. Крiм того,

y ∈ (W s+r
p )m ⇒ f = y(r) +

r∑
j=1

Ar−jy
(r−j) ∈ (W s

p )m. (3.5)

Тут Ar−jy
(r−j) ∈ (W s

p )m для кожного номера j ∈ {1, ... , r}, оскiльки y(r−j) ∈

(W s+1
p )m, а усi елементи простору W s+1

p є мультиплiкаторами у просторi W s
p .

Справдi, якщо s > 1/p, то W s
p — банахова алгебра i W s+1

p ⊂ W s
p . Якщо ж

0 < s ≤ 1/p, то W 1
p складається з мультиплiкаторiв у просторi W s

p (див., [10]

(лема 3.1)), а W s+1
p ⊂ W 1

p .

Лему 3.1 доведено.
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3.2. Розв’язнiсть задачi у просторi Слободецького

Крайову задачу (3.1), (3.2) коротко запишемо у виглядi операторного рiв-

няння

(L,B)y = (f, c).

Тут (L,B) − лiнiйний оператор у парi банахових просторiв

(L,B) : (W s+r
p )m → (W s

p )m × Crm, (3.6)

згiдно з формулами (3.3) i (3.5).

Теорема 3.1. Лiнiйний оператор (3.6) обмежений i фредгольмiв з iнде-

ксом нуль.

Доведення теореми 3.1. Обґрунтуємо обмеженiсть лiнiйного оператора

L : (W s+r
p )m → (W s

p )m (3.7)

Для довiльного y ∈ (W s+r
p )m маємо

‖Ly‖s;p ≤ ‖y(r)‖s;p +
r∑
j=1

‖Ar−jy
(r−j)‖s;p ≤

≤ c1 · ‖y‖s+r;p +
r∑
j=1

‖Ar−jy
(r−j)‖s;p ,

(3.8)

де c1 — деяке додатне число, не залежне вiд y. Оператор диференцiювання

є обмежений ним на парi просторiв Слободецького W σ
p i W σ−1

p для кожного

дробового числа σ > 1. Оцiнимо згори норму ‖Ar−jy
(r−j)‖s;p для кожного

номера j ∈ {1, ... , r}.

Розглянемо два випадки: s > 1/p i 0 < s ≤ 1/p. Якщо s > 1/p, то W s
p —

банахова алгебра, i тому

‖Ar−jy
(r−j)‖s;p ≤ c2 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y(r−j)‖s;p ≤

≤ c3 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y‖s+r−j;p ≤ c4 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y‖s+r;p ,
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де c2, c3, c4 — деякi додатнi сталi, незалежнi вiд y. Якщо ж 0 < s ≤ 1/p, то

скориставшись тим, що простiрW 1
p складається з мультиплiкаторiв у простiр

W s
p i норми цих мультиплiкаторiв мажоровнi нормою в W 1

p (див. [10], лема

3.1), запишемо

‖Ar−jy
(r−j)‖s;p ≤ c5 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y(r−j)‖1;p ≤

≤ c6 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y(r−j)‖s;p ≤ c7 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y‖s+r−j;p ≤

≤ c8 · ‖Ar−j‖s;p · ‖y‖s+r;p .

Тут компоненти вектор-функцiї y(r−j) ∈ (W s+j
p )m ⊂ W 1

p розглядаємо як муль-

типлiкатори у просторi W s
p , а c5, c6, c7, c8 — деякi додатнi числа, незалежнi

вiд y.

Таким чином, в обох випадках

‖Ar−jy
(r−j)‖s;p ≤ c · ‖Ar−j‖s;p · ‖y‖s+r;p . (3.9)

Iз нерiвностей (3.8) i (3.9) негайно випливає обмеженiсть оператора (3.7).

Звiдси та з обмеженостi крайового оператора (3.3) дiстаємо обмеженiсть до-

слiджуваного оператора (3.6).

Доведемо фредгольмовiсть оператора (3.6). Уведемо лiнiйний обмежений

оператор

C : (W s+r
p )m → Crm (3.10)

за формулою

Cy := col(y(a), y′(a), ... , y(r−1)(a)) для довiльного y ∈ (W s+r
p )m.

Оскiльки W s+r
p ⊂ Cr−1, то Cy означено коректно для кожної вектор-функцiї

y ∈ (W s+r
p )m. А також, для кожного номера k ∈ {0, ... , r − 1} виконується

оцiнка

|y(k)(a)| ≤ ‖y‖Ck ≤ ‖y‖Cr−1 ≤ c · ‖y‖s+r;p ,
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де число c > 0 не залежить вiд y ∈ (W s+r
p )m. Отже, оператор (3.10) обмеже-

ний.

Розглянемо неоднорiдну задачу Кошi

(L,C)y = (f, c) ∈ (W s
p )× Crm.

Вона є окремим випадком дослiджуваної задачi (3.1), (3.2). Ця задача Кошi

має єдиний розв’язок y ∈ (W r
1 )m для довiльних f ∈ (W s

p )m ⊂ (W 0
1 )m i c ∈ Crm.

За лемою 3.1, вiн задовольняє умову y ∈ (W s+r
p )m. Отже, лiнiйний обмежений

оператор

(L,C) : (W s+r
p )m → (W s

p )m × Crm (3.11)

бiєктивний. Тому, за теоремою Банаха про обернений оператор, (3.11) — iзо-

морфiзм.

Оператор (L,B) запишемо у виглядi

(L,B) = (L,C) + (0, B − C);

тут перший доданок — iзоморфiзм, а другий доданок — скiнченновимiрний

оператор, обидва на парi просторiв (3.6). Отже, за теоремою Нiкольського

(див., наприклад, [90, § 21.5]), оператор (3.6) є фредгольмовим з iндексом

нуль.

Теорему 3.1 доведено.

Розглянемо питання про оборотнiсть оператора (3.6). Як i в другому роз-

дiлi, для кожного номера k ∈ {0, ... , r−1} розглянемо матричну задачу Кошi

Y
(r)
k (t) +

r∑
j=1

Ar−j(t)Y
(r−j)
k (t) = 0, a ≤ t ≤ b, (3.12)

Y
(j)
k (t0) = δk,jIm, j = 0, ... , r − 1. (3.13)

Тут Yk(t) = (yα,βk (t))mα,β=1 —шуканаm×m— матриця-функцiя, точку t0 ∈

(a, b) вибрано довiльно, δk,j — символ Кронекера, а Im — одинична матриця
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порядку m. Ця задача є сукупнiстю m задач Кошi, якi є окремим випадком

задачi (3.1), (3.2). Тому, за лемою 3.1, єдиний розв’язок Yk(t) задачi (3.12),

(3.13) належить до простору (W s+r
p )m×m.

Розглянемо блочну числову квадратну матрицю

[BY ] := ([BY0] ... [BYr−1])

порядку rm.

Теорема 3.2. Оператор (3.6) оборотний тодi i тiльки тодi, коли ма-

триця [BY ] невироджена.

Доведення теореми 3.2. За теоремою 3.1 оператор (3.6) фредгольмiв. От-

же, вiн оборотний тодi i тiльки тодi, коли його ядро ker(L,B) тривiальне.

Тому для доведення теореми 3.2 достатньо показати, що

ker(L,B) 6= {0} ⇔ det[BY ] = 0.

Припустимо, що ker(L,B) 6= {0}. Тодi iснує нетривiальний розв’язок одно-

рiдного рiвняння (L,B)y = (0, 0), який подаємо у виглядi y =
r−1∑
k=0

Ykqk, де

хоча б один iз вектор-стовпцiв q0, q1, ... , qr−1 ∈ Cm вiдмiнний вiд нуля. Тому

з урахуванням (2.12), маємо рiвностi

0 = By =
r−1∑
k=0

B(Ykqk) =
r−1∑
k=0

[BYk]qk.

Звiдси випливає нерiвнiсть det[BY ] = 0 на пiдставi зауваження 2.1.

Обґрунтуємо обернену iмплiкацiю. Припустимо, що det[BY ] = 0. Тодi,

згiдно iз зауваженням 2.1,

r−1∑
k=0

[BYk]qk = 0, (3.14)



78

для деяких вектор-стовпцiв q0, q1, ... , qr−1 ∈ Cm, серед яких принаймнi один

вiдмiнний вiд нуля. Розглянемо ненульову функцiю y :=
r−1∑
k=0

Ykqk ∈ (W s+r
p )m.

Для неї Ly = 0 i

By =
r−1∑
k=0

B(Ykqk) =
r−1∑
k=0

[BYk]qk = 0

на пiдставi рiвностей (2.12) i (3.14). Отже, 0 6= y ∈ ker(L,B).

Теорему 3.2 доведено.

Для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку теореми 3.1 i 3.2

доведено Є. В. Гнип [8, с. 748] (теорема 1 i теорема 2).
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3.3. Достатнi умови неперервностi за параметром

розв’язкiв задачi у просторi Слободецького

Зафiксуємо додатне число ε0 > 0. Розглянемо сiм’ю крайових задач ви-

гляду (3.1), (3.2) залежних вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.15)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (3.16)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) є невiдомою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (W s+r
p )m,

а всi матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈ (W s
p )m×m, вектор-функцiя f(·, ε) ∈ (W s

p )m,

лiнiйний неперервний оператор B(ε) : (W s+r
p )m → Crm i вектор c(ε) ∈ Crm є

довiльно вибраними. Отже, крайова задача (3.15), (3.16) є найбiльш загаль-

ною щодо простору Слободецького (W s+r
p )m при кожному ε ∈ [0, ε0).

Умови, достатнi для однозначної розв’язностi цiєї задачi i неперервної за-

лежностi її розв’язку за параметром ε при ε → 0+ в просторi (W s+r
p )m, дає

така теорема.

Теорема 3.3. Припустимо, що крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє

умову (2.0) i такi граничнi умови:

(i) Ar−j(·, ε) → Ar−j(·, 0) в (W s
p )m×m при ε → 0+ для кожного номера

j ∈ {1, ... , r};

(ii) B(ε)y → B(0)y при ε→ 0+ для кожного y ∈ (W s+r
p )m.

Тодi для достатньо малих ε ≥ 0 ця задача має єдиний розв’язок y(·, ε) ∈

(W s+r
p )m.

Якщо, крiм того,

(iii) f(·, ε)→ f(·, 0) в (W s
p )m при ε→ 0+,
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(iv) c(ε)→ c(0) в Crm при ε→ 0+,

то цей розв’язок задовольняє граничну умову

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s+r
p )m при ε→ 0 + . (3.17)

Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку ця теоре-

ма сформульована i доведена Є. В. Гнип [8, с. 749] (теорема 3). Для просторiв

Соболєва, коли s ∈ N0, версiї теореми 3.3 встановлено Т. I. Кодлюк i В. А. Ми-

хайлецем в [79] у випадку r = 1 i Є. В. Гнип, Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлецем

в [5] у випадку r ≥ 2.

Доведення теореми подамо у пунктi 3.4.
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3.4. Доведення достатностi умов

Розглянемо параметризовану сiм’ю неоднорiдних задач Кошi для системи

k ≥ 1 лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку

y′(t, ε) = A(t, ε)y(t, ε) + g(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.18)

y(a, ε) = h(ε). (3.19)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (W s+1
p )k шукана, а

матриця-функцiя A(·, ε) ∈ (W s
p )k×k, вектор-функцiя g(·, ε) ∈ (W s

p )k, i вектор

h(ε) ∈ Ck є довiльно заданими. Як вiдомо, ця задача має єдиний розв’язок

y ∈ (W 1
1 )k для кожного ε ∈ [0, ε0). Згiдно з лемою 3.1 (яка, звiсно, правильна

i для r = 1), цей розв’язок y ∈ (W s+1
p )k.

Лема 3.2. Нехай при ε→ 0+ задача (3.18), (3.19) задовольняє такi умо-

ви

(a) A(·, ε)→ A(·, 0) в (W s
p )k×k;

(b) g(·, ε)→ g(·, 0) в (W s
p )k;

(c) h(ε)→ h(0) в Ck.

Тодi

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s+1
p )k при ε→ 0 + . (3.20)

Це твердження є безпосереднiм наслiдком теореми 3 iз статтi Є. В. Гнип,

Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [5, с. 586 – 587], оскiльки задача Кошi (3.18),

(3.19) є окремим випадком граничної задачi для диференцiального рiвняння

(3.18), найбiльш загальної щодо простору (W s+1
p )m.

Доведемо спочатку теорему 3.3 для задачi Кошi

L(ε)x(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.21)

x(j−1)(a, ε) = hj(ε), j = 1, ... , r, (3.22)
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залежної вiд параметра ε ∈ [0, ε0). Тут h1, ... , hr ∈ Cm. Ця задача Кошi має

єдиний розв’язок x(·, ε) ∈ (W r
1 )m, який належить до простору (W s+r

p )m за

лемою 3.1.

Лема 3.3. Нехай виконуються умови (i), (iii) теореми 3.3 i, крiм того,

hj(ε)→ hj(0) в Cm при ε→ 0 + для кожного j ∈ {1, ... , r}. (3.23)

Тодi

x(·, ε)→ x(·, 0) в (W s+r
p )m при ε→ 0 + . (3.24)

Доведення. При r = 1 лема 3.3 рiвносильна лемi 3.2, де k = m. Нехай

r ≥ 2. Зведемо задачу Кошi (3.21), (3.22) до задачi Кошi вигляду (3.18),

(3.19), де k = rm. Як i в п. 2.4, покладемо

y(·, ε) = col(x(·, ε), x′(·, ε), ... , x(r−1)(·, ε)) ∈ (W s+1
p )rm, (3.25)

A(·, ε) :=



Om −Im Om . . . Om

Om Om −Im . . . Om

... ... ... . . . ...

Om Om Om . . . −Im

A0(·, ε) A1(·, ε) A2(·, ε) . . . Ar−1(·, ε)


∈ (W s

p )rm×rm,

g(·, ε) := col(0, f(·, ε)) ∈ (W s
p )rm,

h(ε) := col(h1(ε), ... , hr(ε)) ∈ Crm.

Iз умов (i), (iii) теореми 3.3 i умови (3.23) випливають умови (a), (b) i (c)

леми 3.2. Тому y(·, ε) задовольняє граничну властивiсть (3.20) за цiєю лемою.

Отже,

x(·, ε)→ x(·, 0) i x(r)(·, ε)→ x(r)(·, 0) в (W s
p )rm при ε→ 0+,
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тобто виконується (3.24).

Лему 3.3 доведено.

Доведемо iснування i єдинiсть розв’язку крайової задачi (3.15), (3.16) при

малих значеннях параметра ε ≥ 0.

Лема 3.4. Нехай крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє умову (2.0) i

граничнi умови (i) та (ii) теореми 3.3. Тодi для достатньо малих ε ≥ 0 ця

задача має єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (W s+r
p )m.

Доведення. Розглянемо при кожних ε ∈ [0, ε0) i k ∈ {0, ... , r − 1} задачу

Кошi (3.12), (3.13), де Y (r)
k (·) := Y

(r)
k (·, ε) i кожне Ar−j(·) := Ar−j(·, ε) та

t0 := a. Вона складається з m задач Кошi вигляду (3.21), (3.22) з f = 0

вiдносно вектор-функцiй x(·, ε), якi є стовпцями матрицi Yk(·, ε). Тому вона

має єдиний розв’язок Y (·, ε) ∈ (W s+r
p )m×m, який, за лемою 3.3, задовольняє

граничну умову

Yk(·, ε)→ Yk(·, 0) в (W s+r
p )m×m при ε→ 0 + . (3.26)

Звiдси на пiдставi умови (ii) теореми 3.3 маємо збiжнiсть при ε→ 0+ блочних

числових матриць

[B(ε)Y (·, ε)] = ([B(ε)Y0(·, ε)] ... [B(ε)Yr−1(·, ε)])→

→ ([B(0)Y0(·, 0)] ... [B(0)Yr−1(·, 0)]) = [B(0)Y (·, 0)].
(3.27)

Згiдно з умовою (2.0) i теоремою 3.1 оператор

(L(0), B(0)) : (W s+r
p )m → (W s

p )m × Crm

оборотний. Тому det[B(0)Y (·, 0)] 6= 0 за теоремою 3.2. Отже,

det[B(ε)Y (·, ε)] 6= 0 для достатньо малих ε ≥ 0 (3.28)

для достатньо малих ε ≥ 0 на пiдставi (3.27). Тому, згiдно з теоремою 3.2,

задача (3.15), (3.16) має єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (W s+r
p )m для цих самих ε.
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Лему 3.4 доведено.

Розглянемо напiводнорiдну крайову задачу

L(ε)υ(·, ε) ≡ 0, (3.29)

B(ε)υ(·, ε) = c(ε) (3.30)

залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0). За лемою 3.4 ця задача має єдиний розв’я-

зок υ(·, ε) ∈ (W s+r
p )m для достатньо малих ε ≥ 0, якщо вона задовольняє

умову (2.0) i граничнi умови (i) та (ii) теореми 3.3.

Лема 3.5. Нехай крайова задача (3.29), (3.30) задовольняє умову (2.0) i

граничнi умови (i), (ii), (iv) теореми 3.3. Тодi

υ(·, ε)→ υ(·, 0) в (W s+r
p )m при ε→ 0 + . (3.31)

Доведення. Запишемо розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння

(3.29) у виглядi

υ(·, ε) =
r−1∑
k=0

Yk(·, ε)qk(ε), (3.32)

з довiльними вектор-функцiями q0(ε), ... , qr−1(ε) ∈ Cm, де кожна матриця-

функцiя Yk(·, ε) належить простору (W s+r
p )m×m, а ε ∈ [0, ε0). На пiдставi

рiвностi (2.12) маємо

B(ε)υ(·, ε) =
r−1∑
k=0

B(ε)(Yk(·, ε)qk(ε)) =
r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)]qk(ε).

Тому крайова умова (3.30) рiвносильна умовi

r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)]qk(ε) = c(ε). (3.33)

Рiвнiсть (3.33) можна записати у виглядi системи лiнiйних алгебраїчних рiв-

нянь

([B(ε)Y0(·, ε)] ... [B(ε)Yr−1(·, ε)])q(ε) = c(ε). (3.34)
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вiдносно координат стовпця q(ε) := col(q0(ε), ... , qr−1(ε)). Згiдно з (3.28) ма-

триця

[B(ε)Y (·, ε)] = ([B(ε)Y0(·, ε)] ... [B(ε)Yr−1(·, ε)])

невироджена для достатньо малих ε ≥ 0. Тому для цих ε система (3.34) має

єдиний розв’язок q(ε) ∈ Crm. На пiдставi умови (iv) теореми 3.3 i формули

(3.27) робимо висновок, що q(ε) → q(0) в Crm при ε → 0+. Звiдси, з огляду

на формули (3.26) i (3.32), отримаємо потрiбну збiжнiсть (3.31).

Лему 3.5 доведено.

Припустимо тепер, що крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє умову

(2.0) i граничнi умови (i) – (iv) теореми 3.3. За лемою (3.4), ця задача має

єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (W s+r
p )m, для достатньо малих ε ≥ 0. Спираючись,

на леми (3.3) i (3.5) покажемо, що цей розв’язок задовольняє умову (3.17), i

цим завершимо доведення теореми 3.3.

Для кожного достатньо малого ε ≥ 0 покладемо

z(·, ε) := y(·, ε)− x(·, ε),

де вектор-функцiя y(·, ε) є розв’язком неоднорiдної крайової задачi (3.15),

(3.16), а вектор-функцiя x(·, ε) — розв’язком задачi Кошi (3.21), (3.22), де

кожне hj(ε) = 0. Тодi z(·, ε) є розв’язком напiводнорiдної крайової задачi

L(ε)z(·, ε) ≡ 0, B(ε)z(·, ε) = c̃(ε),

де

c̃(ε) := c(ε)−B(ε)x(·, ε) ∈ Cm.

На пiдставi зроблених припущень i леми 3.3 робимо висновок, що c̃(ε)→ c̃(0)

при ε→ 0+. Таким чином, за лемою 3.5, виконується збiжнiсть

z(·, ε)→ z(·, 0) в (W s+r
p )m при ε→ 0 + . (3.35)



86

Iз (3.24) i (3.35) випливає потрiбна гранична властивiсть (3.17).

Теорему 3.3 доведено.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широкий

клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних

рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Слободецького

(W s+r
p )m, де p ∈ (1,∞), s ∈ R+\Z+. Цi крайовi задачi є найбiльш загальними

щодо простору (W s+r
p )m. Отримано такi основнi результати:

1. Доведено, що цi крайовi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на

парi просторiв (W s+r
p )m i (W s

p )m × Crm (теорема 3.1).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi цих крайових задач у

вказаних просторах Слободецького (теорема 3.2).

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено

конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r
p )m (теорема 3.3). Це — основ-

ний результат третього роздiлу.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтi [30] та висвiтлено в тезах

конференцiй [33, 35].
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РОЗДIЛ 4

БАГАТОТОЧКОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI

Багатоточковi крайовi задачi є важливими прикладами тотальних крайо-

вих задач, розглянутих у попереднiх роздiлах. Отже, для них є правильними

отриманi у цих роздiлах результати про коректну розв’язнiсть цих задач i

неперервну залежнiсть їх розв’язкiв за параметром.

У даному роздiлi введемо i дослiдимо новий клас залежних вiд параметра

багатоточкових крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають заданий простiр

Гельдера. Використовуючи результати другого роздiлу, отримаємо явнi до-

статнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач. Крiм того,

покажемо, що розв’язками багатоточкових крайових задач можна апрокси-

мувати розв’язки iстотно бiльш загальних крайових задач.

4.1. Багатоточковi крайовi задачi у просторах Гельдера

Нехай, як i у другому роздiлi, довiльно вибрано вiдрiзок [a, b] ⊂ R, цiлi

числа m ≥ 1, n ≥ 0 i r ≥ 2 та дiйсне число α ∈ (0, 1]. Розглянемо на вiдрiзку

[a, b] систему m лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r, залежних вiд

числового параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (4.1)

де фiксовано число ε0 > 0. Тут, як i в п. 2.3, для кожного ε ∈ [0, ε0) є невi-

домою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m, а усi матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈

(Cn,α)m×m i вектор-функцiя f(·, ε) ∈ (Cn,α)m є довiльно заданими.
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Довiльно виберемо натуральнi числа p i q1, ... , qp. Для кожного ε ∈ (0, ε0)

розглянемо таку багатоточкову крайову умову:

B(ε)y(·, ε) ≡
p∑
j=0

qj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = c(ε), (4.2)

Тут усi матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] i вектор c(ε) ∈ Crm

довiльно заданi. Ця умова має сенс для кожної вектор-функцiї y(·, ε) ∈

(Cn+r,α)m.

Використання у багатоточковiй крайовiй умовi (4.2) сум за iндексами j

i k зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при

ε → 0+ у залежностi вiд значень параметра j. Припускаємо, що для ко-

жного номера j ∈ {1, ... , p} усi точки tj,k(ε), де k ∈ {1, ... , qj}, мають спiль-

ну границю при ε → 0+. Це припущення не робиться для точок t0,k(ε), де

k ∈ {1, ... , q0}.

З огляду на сказане, розглядаємо у граничному випадку ε = 0 таку кра-

йову умову:

B(0)y(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj, 0) = c(0). (4.3)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Crm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор c(0) ∈ Crm є довiльно

заданими.

Зауважимо, що крайовi умови (4.2) i (4.3) охоплюють як класичнi багато-

точковi умови, так i некласичнi, що мiстять похiднi шуканої функцiї, порядок

яких бiльший за порядок диференцiального рiвняння (4.1). У випадку r = 1

крайову умову (4.2) увiв В. О. Солдатов [58, c. 270].

Звiсно, для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де

y ∈ (Cn+r,α)m, є обмеженим оператором

B(ε) : (Cn+r,α)m → Crm. (4.4)
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Зробленi припущення стосовно системи (4.1) та обмеженiсть оператора (4.4)

означають, що крайова задача (4.1), (4.2) при 0 < ε < ε0 та гранична крайова

задача

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), a ≤ t ≤ b, (4.1− 0)

B(0)y(·, 0) = c(0) (4.3)

є найбiльш загальними щодо простору Гельдера (Cn+r,α)m. Отже, для них за-

стосовнi результати другого роздiлу, серед яких основним є теорема 2.3 про

необхiднi i достатнi умови неперервної залежностi за параметром розв’язку

y(·, ε) у просторi Cn+r,α при ε = 0. Виявляється, що використану у цiй тео-

ремi граничну умову (2.II) можна замiнити у сенсi достатностi на деякi явнi

умови, пов’язанi зi структурою багатоточкових крайових умов (4.2) i (4.3).

Попередньо зауважимо, що у випадку, коли гранична багатоточкова крайова

задача (4.1 – 0) i (4.3) задовольняє умову (2.0), то за теоремою 2.2 ця задача

має єдиний розв’язок y(·, 0) ∈ (Cn+r,α)m.

Теорема 4.1. Нехай розглянутi багатоточковi крайовi задачi задоволь-

няють умову (2.0) i такi граничнi умови при ε→ 0+ :

(a) Ak(·, ε)→ Ak(·, 0) в (Cn,α)m×m для кожного k ∈ {0, ... , r − 1};

(b1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ {1, ... , p} i k ∈ {1, ... , qj};

(b2)
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j (0) для усiх l ∈ {0, ... , n+ r} i j ∈ {1, ... , p};

(b3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ · |tj,k(ε)− tj|α → 0 для усiх j ∈ {1, ... , p} i k ∈ {1, ... , qj};

(b4) ‖β(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε) − tj| → 0 для усiх j ∈ {1, ... , p}, k ∈ {1, ... , qj} i

l ∈ {0, ... , n+ r − 1};

(b5) β(l)
0,k(ε)→ 0 для усiх k ∈ {1, ... , q0}, l ∈ {0, ... , n+ r}.
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Тодi для достатньо малих ε > 0 крайова задача (4.1), (4.2) має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m.

Якщо, крiм того,

(c) f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m;

(d) c(ε)→ c(0) в Crm,

то цей розв’язок задовольняє граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+r,α)m при ε→ 0 + . (4.5)

В умовi (b4) i надалi пiд нормою ‖ · ‖ числової матрицi (зокрема, вектора)

розумiємо суму модулiв усiх її елементiв.

Стосовно цiєї теореми корисно зауважити, що умовам (b2) – (b4), накладе-

ним на матрицi β(l)
j,k(ε), можуть задовольняти матрицi такi, що ‖β(l)

j,k(ε)‖ → ∞

при ε → 0+. Цi умови сформульовано при j 6= 0 з огляду на умову (b5).

Останнє приводить до граничної крайової умови (4.3).

Для диференцiальних рiвнянь першого порядку (випадок r = 1) теоре-

му 4.1 встановив В. О. Солдатов [58, c. 273] або (див. п. 1.3 дисертацiї, твер-

дження 1.4).

Доведення теореми 4.1. З огляду на теорему 2.3, для доведення доста-

тньо показати, що з умов (b1) – (b5) випливає гранична умова (2.II), тобто

властивiсть
B(ε)y → B(0)y в Crm при ε→ 0+

для кожного y ∈ (Cn+r,α)m.
(4.6)

Припустимо, що умови (b1) – (b5) виконуються. Покажемо, що крайовий

оператор B(ε) задовольняє умову (4.6). Для довiльної функцiї y ∈ (Cn+r,α)m
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i достатньо малого ε > 0 запишемо:

‖B(ε)y −B(0)y‖ =

=

∥∥∥∥∥
p∑
j=0

qj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

q0∑
k=1

n+r∑
l=0

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y

(l)(t0,k(ε))‖+

+

p∑
j=1

n+r∑
l=0

∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ (4.7)

Тут на пiдставi умови (b5) маємо:

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y

(l)(t0,k(ε))‖ ≤ ‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y‖n+r,α → 0 (4.8)

для усiх допустимих значень iндексiв k i l. Ця i всi iншi границi у доведеннi

розглядаються за умови, що ε→ 0+.

Дослiдимо другий доданок в (4.7). Для довiльних номерiв j ∈ {1, ... , p} i

l ∈ {0, ... , n+ r} запишемо:∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj) +

+

qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj)− β(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε) ·

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)

)∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
(

qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j (0)

)
· y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

qj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)‖+

+

∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j (0)

∥∥∥∥∥ · ‖y‖n+r,α.
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Отже, ∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

qj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)‖+

+

∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j (0)

∥∥∥∥∥ · ‖y‖n+r,α.
(4.9)

Тут на пiдставi умови (b2) маємо:∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j (0)

∥∥∥∥∥ · ‖y‖n+r,α → 0. (4.10)

Крiм того,
qj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj) ‖ → 0. (4.11)

Справдi, якщо l = n+ r, то

‖β(n+r)
j,k (ε)‖ · ‖y(n+r)(tj,k(ε))− y(n+r)(tj) ‖ ≤

≤ ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ · ‖y‖n+r,α · |tj,k(ε)− tj|α → 0

для кожного k ∈ {1, ... , qj} з огляду на означення норми у просторi Cn+r,α i

властивiсть (b3). Якщо l ≤ n+ r− 1, то (4.11) випливає з теореми Лагранжа

про середнє значення функцiї i умови (b4):

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj) ‖ =

= ‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l+1)(τj,k(ε))‖ · |tj,k(ε)− tj| ≤

≤ ‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y‖n+r,α · |tj,k(ε)− tj| → 0

для кожного k ∈ {1, ... , qj}; тут τj,k(ε) – деяка точка на вiдрiзку [a, b].

На пiдставi (4.9), (4.10) – (4.12) маємо збiжнiсть∥∥∥∥∥
qj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j (0)y(l)(tj)

∥∥∥∥∥→ 0 (4.12)
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Тепер властивiсть (4.6) є прямим наслiдком формул (4.7), (4.8) i (4.12) та

довiльного вибору вектор-функцiї y ∈ (Cn+r,α)m у них.

Теорему 4.1 доведено.
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4.2. Апроксимативнi властивостi багатоточкових крайо-

вих задач

Нехай довiльно вибрано (скiнченний) вiдрiзок [a, b] ⊂ R i довiльнi цiлi

числа n ≥ 0 im ≥ 1. Розглянемо таку крайову задачу для системиm лiнiйних

диференцiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t) + A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (4.13)

By = c. (4.14)

Тут вектор-функцiя y ∈ (C(n+1))m шукана та довiльно задано матрицю-

функцiю A ∈ (C(n))m×m, вектор-функцiю f ∈ (C(n))m, вектор c ∈ Cm i лi-

нiйний неперервний оператор

B : (C(n+1))m → Cm. (4.15)

Крайова умова (4.14) з неперервним оператором (4.15) є найбiльш загаль-

ною для рiвняння (4.13), розв’язок якого пробiгає простiр C(n+1). Наслiдуючи

[40, с. 25], крайова задача вигляду (4.13), (4.14) є найбiльш загальною щодо

простору (C(n+1))m.

Окремим i важливим випадком крайової умови (4.14) є багатоточкова кра-

йова умова вигляду

By ≡
p∑
j=1

n+1∑
l=0

α
(l)
j y

(l)(aj) = c. (4.16)

Тут довiльно вибрано матрицi α(l)
j ∈ Cm×m тa точки a1, ... , ap ∈ [a, b].

Для того, щоб неоднорiдна крайова задача (4.13), (4.14) мала єдиний

розв’язок y ∈ (C(n+1))m для довiльних правих частин f ∈ (C(n))m i c ∈ Cm,

вважаємо, що надалi виконується таке припущення (див. [40, с. 26]).
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Умова (4.0).Однорiдна крайова задача

y′(t) + A(t)y(t) = 0, a ≤ t ≤ b, (4.17)

By = 0 (4.18)

має лише тривiальний розв’язок.

Нехай X — довiльна множина, щiльна в просторi (C(n))m×m. Розглянемо

на вiдрiзку [a, b] послiдовнiсть багатоточкових крайових задач вигляду (4.13),

(4.16):

y′k(t) + Ak(t)yk(t) = f(t), a ≤ t ≤ b (4.19)

Bkyk ≡
pk∑
j=1

n+1∑
l=0

α
(l)
k, jy

(l)
k (ak, j) = c, (4.20)

де k ∈ N. Тут для кожного k ∈ N вектор-функцiя yk ∈ (C(n+1))m є шуканою

вектор-функцiєю i довiльно задано матрицю-функцiю Ak ∈ X, усi матрицi

α
(l)
k, j ∈ Cm×m та точки ak,1, ... , ak,pk ∈ [a, b]. Правi частини задачi — вектор-

функцiя f ∈ (C(n))m i вектор c ∈ Cm — такi самi як i в задачi (4.13), (4.14).

Покажемо, що для кожної крайової задачi (4.13), (4.14) iснує послiдов-

нiсть багатоточкових крайових задач вигляду (4.19), (4.20), розв’язки яких

збiгаються до розв’язку задачi (4.13), (4.14) в просторi (C(n+1))m.

Теорема 4.2. Для будь-якої крайової задачi (4.13), (4.14) знайдеться по-

слiдовнiсть багатоточкових крайових задач (4.19), (4.20) (де Ak ∈ X) та-

ких, що для достатньо великого номера k кожна з них є однозначно розв’я-

зною, а її розв’язок задовольняє умову

yk(t)→ y(t) в (C(n+1))m при k →∞. (4.21)

Ця послiдовнiсть не залежить вiд f i c та будується явним чином.
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Доведення. З щiльностi множини X в просторi C(n) випливає iснування

послiдовностi (Ak)
∞
k=1 ⊂ X такої, що

Ak → A в C(n) при k →∞. (4.22)

Нагадаємо, що BV [a, b] — банахiв простiр усiх функцiй g : [a, b] → C з

обмеженою варiацiєю на [a, b], надiлений нормою

‖g‖BV [a,b] :=
b∨
a

g,

а NBV [a, b] — його пiдпростiр, утворений усiма функцiями g ∈ BV [a, b], якi

неперервнi злiва i задовольняють умову g(a) = 0. Крайовий оператор (4.15)

допускає таке однозначне зображення:

By =
n+1∑
j=1

αjy
(j−1)(a) +

b∫
a

(dΦ(t))y(n+1)(t)

для довiльного y ∈ (C(n+1))m.

(4.23)

Тут кожне αj — деяка матриця класу Cm×m, а Φ(t) — деяка матриця-функцiя

розмiру m × m, утворена скалярними функцiями класу NBV [a, b]. Звiсно,

iнтеграл розумiється в сенсi Рiмана-Стiльтьєса. Таке зображення лiнiйного

неперервного оператора (4.15) безпосередньо випливає з вiдомого опису про-

стору, спряженого до C(n+1) (див., наприклад, [12, с. 374]).

Отже, крайова умова (4.14) набуває вигляду

n+1∑
j=1

αjy
(j−1)(a) +

b∫
a

(dΦ(t))y(n+1)(t) = c.

Звiдси випливає, що для побудови потрiбної апроксимуючої послiдовностi

крайових умов (4.20) достатньо апроксимувати функцiю Φ(t) схiдчастими

функцiями. Нагадаємо, що функцiю g : [a, b] → C називають схiдчастою,

якщо для неї iснує скiнченне число промiжкiв скiнченної довжини (вони мо-

жуть вироджуватися у точки), на кожному з яких вона стала, а зовнi їх
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об’єднання дорiвнює нулю (див., наприклад, [50, с. 39]). Надалi знадобиться

такий результат.

Лема 4.1. Для кожної функцiї g ∈ NBV [a, b] знайдеться послiдовнiсть

схiдчастих функцiй gk ∈ NBV [a, b], де k = 1, 2, 3, ... , така, що

sup
a≤t≤b
|g(t)− gk(t)| → 0 при k →∞

та

sup
k∈N

b∨
a

gk <∞.

Доведення леми 4.1. Кожна функцiя класу NBV [a, b] є лiнiйною ком-

бiнацiєю двох дiйсних функцiй цього ж класу, а будь-яка дiйсна функцiя

класу NBV [a, b] є рiзницею деяких двох зростаючих (нестрого) функцiй кла-

су NBV [a, b] (див., наприклад, [1]). Крiм того, довiльна зростаюча функцiя

класу NBV [a, b] є сумою деяких зростаючих неперервної функцiї та функцiї

стрибкiв, якi належать до цього ж класу. Згiдно з [41, с. 268] (лема 1, лема

2) останнi двi функцiї можна апроксимувати рiвномiрно на [a, b] послiдовно-

стями зростаючих функцiй, повнi варiацiї яких обмеженi у сукупностi. Цим

i доведено лему.

Продовжимо доведення теореми 4.2. За лемою 4.1, для матрицi-функцiї

Φ(t) з формули (4.23) iснує послiдовнiсть матриць-функцiй (Φk(t))
∞
k=1, утво-

рених схiдчастими скалярними функцiями класу NBV [a, b], така, що

sup
a≤t≤b
‖Φ(t)− Φk(t)‖ → 0 при k →∞ (4.24)

та

sup
k∈N

b∨
a

Φk <∞. (4.25)

Звiсно, тут ‖ · ‖ — норма в Cm×m, а повна варiацiя матрицi-функцiї дорiвнює

сумi повних варiацiї усiх скалярних функцiй, якi утворюють цю матрицю-
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функцiю. Нехай k ∈ N; покладемо

Bkyk :=
n+1∑
j=1

αjy
(j−1)
k (a) +

b∫
a

(dΦk(t))y
(n+1)
k (t)

для довiльного yk ∈ (C(n+1))m.

Оскiльки матриця-функцiя Φk(t) утворена схiдчастими скалярними функцi-

ями, то Bkyk набуває вигляду лiвої частини формули (4.20). Отже, маємо

багатоточкову крайову задачу (4.19), (4.20), де матриця-функцiя Ak ∈ X за-

довольняє умову (4.22). Згiдно з теоремою Ґеллi [1, с. 336], iз умов (4.24),

(4.25) випливає властивiсть

Bkyk → Byk при k →∞ для довiльного yk ∈ (C(n+1))m.

Таким чином, крайова задача (4.19), (4.20) задовольняє умови теореми

В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової (див. [40, с. 26 – 27]) або (див. п. 1.1

дисертацiї, твердження 1.1) про неперервнiсть в (C(n+1))m за параметром ε =

1/k її розв’язку при ε→ 0+. Тому останнiй має властивiсть (4.21).

Теорему 4.2 доведено.

Вiдповiдна версiя цiєї теореми правильна i для систем диференцiальних

рiвнянь вищих порядкiв.
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Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi подано застосування основних результатiв друго-

го роздiлу до одновимiрних багатоточкових крайових задач, залежних вiд

параметра. Введено i дослiджено новий широкий клас багатоточкових лiнiй-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь поряд-

ку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i

0 < α ≤ 1. Для цих задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено

достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у нормо-

ваному просторi (Cn+r,α)m (теорема 4.1). Крiм того доведено, що розв’язок

довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), можна апроксимувати в C(n+1)

розв’язками багатоточкових крайових задач (теорема 4.2).

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [27, 29].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стемm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’яз-

ки яких пробiгають простiр Гельдера (Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1.

2. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на па-

рi функцiональних просторiв (Cn+r,α)m i (Cn,α)m × Crm i встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встанов-

лено конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Гельдера (Cn+r,α)m та доведено, що похибка i не-

в’язка цих розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при ε → 0+ у

вiдповiдних просторах Гельдера.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стемm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’яз-

ки яких пробiгають простiр Слободецького (W s+r
p )m, де s ∈ R+ \ Z+,

p ∈ (1,∞).

5. Доведено, що уведенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi

функцiональних просторiв (W s+r
p )m i (W s

p )m × Crm i встановлено кри-

терiй однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено

конструктивнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

при ε = 0 у просторi Слободецького (W s+r
p )m.
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7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багатото-

чкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких пробiгають простiр Гельдера

(Cn+r,α)m, де n ≥ 0 i 0 < α ≤ 1. Встановлено достатнi умови неперерв-

ностi за параметром цих розв’язкiв при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m.

8. Доведено, що розв’язок довiльної крайової задачi у просторi C(n+1), мо-

жна апроксимувати в C(n+1) розв’язками багатоточкових крайових за-

дач.
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