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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàáëèæåíü
ñóìàìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàéêðàùèõ m-÷ëåííèõ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çà
äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ (ψ, β)�ïîõiäíî¨.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ÿê àïàðàò íàá-
ëèæåííÿ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ïðèâåðíóëè óâàãó äîñëiäíèêiâ çà-
âäÿêè âiäîìèì ðîáîòàì Ï.Ë. ×åáèøîâà, Ê. Âåé¹ðøòðàññà, À. Ëåáåãà,
Ä. Äæåêñîíà, Ø. Âàëëå Ïóññåíà, Ë. Ôåé¹ðà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà òà ií.

Íà ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ ó òåîði¨ íàáëèæåííÿ ïî÷àâ àê-
òèâíî ðîçâèâàòèñü íàïðÿì, ïîâ'ÿçàíèé ç äîñëiäæåííÿì øâèäêîñòi
ñïàäàííÿ äî íóëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü äëÿ òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ êëàñiâ ó çàëåæíîñòi âiä ¨õ ãëàäêiñíèõ ÷è äèôåðåíöiàëüíî�
ðiçíèöåâèõ âëàñòèâîñòåé.

Ó 1936 ð. Æ. Ôàâàð äëÿ êëàñiâ W r
∞, r ∈ N, � 2π-ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié f , ó ÿêèõ (r − 1)-à ïîõiäíà f (r−1) àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà
[−π, π], à f (r) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |f (r)(x)| ≤ 1,
âñòàíîâèâ òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü òðèãî-
íîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè tn−1 ïîðÿäêó íå âèùîãî íiæ n− 1, òîáòî
âåëè÷èí âèãëÿäó

En(W r
∞)C = sup

f∈W r
∞

inf
tn−1

‖f − tn−1‖C .

Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ W r
β,p äîñëiäæóâàëèñü òà-

êîæ Í. I. Àõi¹çåðîì, Ì. Ã. Êðåéíîì, Á. Íàäåì, Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì,
Â.Ê. Äçÿäèêîì, Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì, Ñóíü Þí-øåíîì òà ií.

Íà ñüîãîäíiøíèé äåíü äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ�Íàäÿ W r
β,p ïîðÿäêîâi

îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü â ïðîñòîðàõ Ls âiäîìi ïðè óñiõ äîïó-
ñòèìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β. À ñàìå: ïðè äîâiëüíèõ β ∈ R,
r >

(
1
p −

1
s

)
+
i 1 ≤ p, s ≤ ∞ ñïðàâåäëèâi ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W r
β,p)s � n

−r+( 1
p−

1
s )+ ,

òóò i íàäàëi
(

1
p −

1
s

)
+

:= max
{

0, 1
p −

1
s

}
, à äëÿ äîäàòíèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé A(n) i B(n) çàïèñ A(n) � B(n) îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü äîäàòíi
ñòàëi K1 i K2 òàêi, ùî K1B(n) ≤ A(n) ≤ K2B(n), n ∈ N.

Äîñëiäæåííÿì ïîâåäiíêè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàáëèæåíü ñóìàìè
Ôóð'¹ íà ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ çàéìàëèñü À. Ëåáåã,
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À.Ì. Êîëìîãîðîâ, Â.Ê. Äçÿäèê, Ì.Ï. Êîðíié÷óê, Ñ.Ì. Íiêîëüñü-
êèé, Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé, Î. I. Ñòåïàíåöü, I. Ã. Ñîêîëîâ,
Â.Ï. Ìîòîðíèé, Â.Ò. Ïiíêåâè÷, Ð.Ì. Òðèãóá, Î.Â. �ôiìîâ, Î.Ï. Òi-
ìàí òà iíøi. ßê i äëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íà êëàñàõ W r

β,p ïîðÿä-
êîâi îöiíêè íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ âiäîìi ïðè âñiõ äîïóñòèìèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β, à ñàìå: ïðè r >
(

1
p −

1
s

)
+
i 1 ≤ p, s ≤ ∞

äëÿ âåëè÷èí

En(W r
β,p)s = sup

f∈W r
β,p

∥∥∥f(·)− Sn−1(f ; ·)
∥∥∥
s
,

äå

Sn−1(f ;x) =

n−1∑
k=−n+1

f̂(k)eikx,

a

f̂(k) :=
1

2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt (1)

� êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , ìàþòü ìiñöå ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W r
β,p)s �

 n−r+( 1
p−

1
s )+ , 1 ≤ p < s ≤ ∞∨ 1 < p = s <∞,

1 ≤ s < p ≤ ∞,
n−r lnn, p = s = 1, p = s =∞.

Ïîðÿä iç äîñëiäæåííÿì ÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹ ÿê àïàðàòó íàáëè-
æåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié âèâ÷àëèñü àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ìiñòÿòü ôiêñîâàíå ÷èñëîm (m ∈ N)
âèáðàíèõ äîâiëüíèì ÷èíîì ãàðìîíiê iç ðÿäó Ôóð'¹ öèõ ôóíêöié. Öå
ñïîíóêàëî äî ïîÿâè íàñòóïíî¨ õàðàêòåðèñòèêè:

e⊥m(F )s := sup
f∈F

e⊥m(f)s = sup
f∈F

inf
γm

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

f̂(k)eikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞,

(2)
äå γm � äîâiëüíèé íàáiðm öiëèõ ÷èñåë. Âåëè÷èíó (2) íàçèâàþòü íàé-
êðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì êëàñó F â
ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls. Íà êëàñàõ Âåéëÿ�Íàäÿ W

r
β,p ïîðÿäêîâi îöiíêè

âåëè÷èí (2) âñòàíîâëþâàëèñü Å.Ñ. Áåëiíñüêèì, Â.Ì. Òåìëÿêîâèì i
À.Ñ. Ðîìàíþêîì.
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Ó 1983 ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì çàïðîâàäæåíi êëàñè LψβN (CψβN),

ùî îçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ (ψ, β)-ïîõiäíî¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ
ôiêñîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ψ(k) òà ÷èñëîâèì ïàðàìåòðîì β. Çà äîïî-
ìîãîþ (ψ, β)-ïîõiäíèõ ìîæíà êëàñèôiêóâàòè âåñü ñïåêòð ñóìîâíèõ
(íåïåðåðâíèõ) ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié i, â òîé æå ÷àñ, âèäiëÿòè áiëüø
òîíêi âëàñòèâîñòi êîæíî¨ îêðåìî¨ ôóíêöi¨. Äëÿ çàçíà÷åíèõ êëàñiâ íà
äàíèé ÷àñ îòðèìàíî ðîçâ'ÿçêè öiëî¨ íèçêè çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ
ôóíêöié, ÿêi ðàíiøå áóëè âiäîìi äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ-Íàäÿ.

Îöiíêè øâèäêîñòi ñïàäàííÿ äî íóëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàáëè-

æåíü ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p i C
ψ
β,p â ìåò-

ðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè ðiçíîìàíiòíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåò-
ðàìè p i s òà ïðè ðiçíîìàíiòíèõ øâèäêîñòÿõ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi ψ(k) äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Î. I. Ñòåïàíöÿ, Ñ.Î. Òå-
ëÿêîâñüêîãî, Ð.Ì. Òðèãóáà, Ï.Â. Çàäåðåÿ, Î.Ê. Êóøïåëÿ, Ñ.Á. Âà-
êàð÷óêà, Â. I. Ðóêàñîâà, À.Ñ. Ñåðäþêà, Ñ.Î. ×àé÷åíêà, I. Â. Ñîêî-
ëåíêà, Â.Ñ. Ðîìàíþêà, �.Þ. Îâñiÿ, Ó. Ç. Ãðàáîâî¨ òà ií. Ïîðÿäêîâi
îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü íà

êëàñàõ Lψβ,p i Cψβ,p â Ls�ìåòðèêàõ äîñëiäæóâàëèñü Î. I. Ñòåïàíöåì,
Î.Ñ. Ôåäîðåíêîì, À.Ë. Øèäëi÷åì òà Â.Â. Øêàïîþ.

Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íå ÷èñëî îïóáëiêîâàíèõ ðîáiò, ó äàíié òå-
ìàòèöi çàëèøèâñÿ ðÿä íåç'ÿñîâàíèõ ïèòàíü. Òàê, çîêðåìà, íå áóëè
âñòàíîâëåíi òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëè-
æåíü ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè äîáó-

òîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó ôóíê-

öiþ. Òàêîæ íå áóëè âiäîìi òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí En(Lψβ,1)s,

En(Lψβ,1)s i e
⊥
n (Lψβ,1)s, êîëè ψ(t)t

s−1
s ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà äî-

âiëüíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.
Êðiì òîãî, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ ñïàäà¹ äî íóëÿ øâèä-

øå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ i ïîâiëüíiøå çà áóäü�ÿêó ãåîìåò-
ðè÷íó ïðîãðåñiþ, ïèòàííÿ ïðî òî÷íi ïîðÿäêè ñïàäàííÿ äî íóëÿ âå-

ëè÷èí En(Cψβ,p)C , 1 ≤ p < ∞, En(Lψβ,1)s òà En(Lψβ,1)s, 1 < s ≤ ∞,
çàëèøàëîñü âiäêðèòèì. Ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî äî-
ïîâíèòè âæå âiäîìi ðåçóëüòàòè â îêðåñëåíîìó íàïðÿìêó, ùî ïiäòâåð-
äæó¹ àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Ïîðÿä ç àïðîêñèìàòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ (2) ó òåîði¨ íàáëè-
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æåíü ðîçãëÿäàþòü âåëè÷èíè

em(F )s := sup
f∈F

em(f)s = sup
f∈F

inf
γm

inf
ck∈C

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

cke
ikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞,

(3)

d>m(F,Ls) := inf
γm

sup
f∈F

inf
ck∈C

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

cke
ikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞, (4)

äå γm � äîâiëüíi íàáîðè ç m öiëèõ ÷èñåë.
Âåëè÷èíó (3) íàçèâàþòü íàéêðàùèì m�÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷-

íèì íàáëèæåííÿì êëàñó F ó ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls, à âåëè÷èíó (4)
òðèãîíîìåòðè÷íèì ïîïåðå÷íèêîì êëàñó F ó ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls.

Äîñëiäæåííÿì âåëè÷èí em(F )s äëÿ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ (â
òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi) ôóíêöié çàéìàëèñÿ Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ð.Ñ. Iñìà-
ãiëîâ, Ê. I. Îñêîëêîâ, Á.Ñ. Êàøèí, Â.Ì. Òåìëÿêîâ, Å.Ñ. Áåëiíñü-
êèé, Þ. I. Ìàêîâîç, Î. I. Ñòåïàíåöü, À.Ñ. Ðîìàíþê, À.Ë. Øèäëi÷,
À.Ñ. Ñòàñþê, Î.Ñ. Ôåäîðåíêî, À.Ñ. Ôåäîðåíêî òà ií.

Ïîðÿäêîâi îöiíêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîïåðå÷íèêiâ äëÿ ðiçíî-
ìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êîìïàêòiâ âñòàíîâëþâàëèñü â ðîáîòàõ
ß.Ñ. Áóãðîâà, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà, Â.�. Ìàéîðîâà, Á.Ñ. Êàøèíà,
Â.Ì. Òåìëÿêîâà, Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî, À.Ñ. Ðîìàíþêà òà ií.

Äëÿ êëàñiâ Lψβ,p ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðè-
ãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p âñòàíîâëþâàëèñü, ÿê ïðàâèëî, ó âè-
ïàäêàõ, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ çi øâèäêiñòþ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨.

Çàäà÷i ïî âñòàíîâëåííþ òî÷íèõ ïîðÿäêiâ çàçíà÷åíèõ õàðàêòåðè-

ñòèê êëàñiâ Cψβ,p ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ äóæå øâèäêî

(íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ), ç ïåâíèõ ïðè÷èí çàëèøà-
ëèñü íåðîçâ'ÿçàíèìè. Òîìó òåìàòèêà äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ,
ïîâ'ÿçàíà ç ðîçâ'ÿçàííÿì ñàìå òàêèõ çàäà÷, ¹ àêòóàëüíîþ â ñåíñi
ïiäõîäó äî ñâî¹¨ çàâåðøåíîñòi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ó Ñõiäíî¹âðîïåéñüêîìó íàöiîíàëüíîìó
óíiâåðñèòåòi iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè çãiäíî ç ïëàíîì íàóêîâèõ ðîáiò çà
íàóêîâîþ òåìîþ "Òåîðiÿ ôóíêöié òà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ".

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ ó íî-

âèõ, íåäîñëiäæåíèõ ðàíiøå ñèòóàöiÿõ, òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê
íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îð-

òîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞,
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òà Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C òà Ls, 1 < s ≤ ∞, âiäïîâiäíî, à òàêîæ
âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêiâ íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè âñiõ 1 ≤ p, s ≤ ∞.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè Cψβ,p i L
ψ
β,p.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âåëè÷èíè En(Lψβ,p)s, En(Lψβ,p)s,

e⊥n (Lψβ,p)s òà en(Lψβ,p)s ïðè òèõ ÷è iíøèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòðè
ψ, p, s i β.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
1. Çíàéòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü

ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó,

êîëè äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà áóäü-ÿêó ñòåïåíå-

âó ôóíêöiþ. Îäåðæàòè àíàëîãi÷íi îöiíêè ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls,

1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàñiâ Lψβ,1.
2. Îòðèìàòè ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi äëÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íà-

áëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞,
ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü-ÿêó ñòåïåíåâó
ôóíêöiþ. Âñòàíîâèòè ïðè âêàçàíèõ îáìåæåííÿõ íà ôóíêöiþ ψ òî÷íi
ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ

Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞.
3. Çíàéòè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè âñiõ

1 ≤ p, s ≤ ∞ i β ∈ R ó âèïàäêó, êîëè ψ(k) ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå ïî-
âiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ó
äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòàíî çàãàëüíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó òà òåîði¨ ôóíêöié ó ïî¹äíàííi iç ìåòîäàìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ
ôóíêöié, ðîçðîáëåíèìè â ðîáîòàõ Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî, Î. I. Ñòåïàí-
öÿ, À.Ñ. Ñåðäþêà, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà ií.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáî-
òè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü
ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞, ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó,

êîëè äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà áóäü-ÿêó ñòåïåíå-

âó ôóíêöiþ. Àíàëîãi÷íi îöiíêè îäåðæàíî ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls,
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1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàñiâ Lψβ,1.
2. Îòðèìàíî ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi äëÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íà-

áëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞,
ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü-ÿêó ñòåïåíå-
âó ôóíêöiþ. Ïðè âêàçàíèõ îáìåæåííÿõ íà ôóíêöiþ ψ âñòàíîâëåíî
òî÷íi ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹

êëàñiâ Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞.
3. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè âñiõ

1 ≤ p, s ≤ ∞ i β ∈ R ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ïðÿìó¹ äî
íóëÿ íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà
ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè òà ìåòîäèêà
¨õ îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åííi
ïèòàíü òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiä-
æåííÿ, à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó,
äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê À.Ñ. Ñåðäþêó. Ðåçóëüòàòè ðîáiò
[1, 3�6] îòðèìàíî ñïiëüíî ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì, âíåñîê ñïiâàâòîðiâ
¹ ðiâíîöiííèì. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [2] îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòié-
íî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïî-
âiäàëèñÿ íà:

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè; êåðiâíèê ñåìiíàðó � äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê ïðîôåñîð,
À.Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàði ¾Ñó÷àñíèé àíàëiç¿ (ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëü-
òåò Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà;
êåðiâíèêè ñåìiíàðó: äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðè I.Î. Øåâ÷óê,
Î.Î. Êóð÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ¾Áîãîëþáîâñüêi ÷è-
òàííÿ DIF�2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çà-
ñòîñóâàííÿ¿ ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñà-
ìîéëåíêà, Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè¿, ïðèñâÿ÷åíié 90�ði÷÷þ ç äíÿ
íàðîäæåííÿ Ë.Î. Òîëîêîííiêîâà, Òóëà, 16�20 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 60-ði÷÷þ
Â. I. Ðóêàñîâà (1953-2009) ¾Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çà-
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ñòîñóâàííÿ¿, Ñëîâ'ÿíñüê, 21�24 òðàâíÿ 2014 ðîêó;
� XVII ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ”Conference on

Analytic Functions and Related Topics”, Õåëì (Ïîëüùà), 29 ÷åðâíÿ�2
ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135-ié ði÷-
íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ
2014 ðîêó;

� IÕ Ëiòíié øêîëi ¾Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç¿, Ïîëÿíèöÿ, 7�18
ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåî-
ði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó¿, Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1
áåðåçíÿ 2015 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 3�6
÷åðâíÿ 2015 ðîêó;

� ìiæíàðîäíîìó ñåìiíàði ç ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó
”Hypercomplex Seminar 2015: (Hyper)Complex and Dynamical
Processes; Modelling and Simulations”, Áåäëåâî (Ïîëüùà), 2�9 ëèïíÿ
2015 ðîêó;

� X Ëiòíié øêîëi ”Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç”, Îäåñà, 3�15
ñåðïíÿ 2015 ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ï'ÿò-
íàäöÿòè íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [1�14]. Øiñòü ç íèõ [1-6] ¹ ñòàòòÿìè ó
íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ç ôiçèêî�
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, òðè ç ÿêèõ [3, 4, 6] íàäðóêîâàíî ó âèäàííi, âíå-
ñåíîìó äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç. Ðåøòà äåâ'ÿòü îïóáëi-
êîâàíî ó çáiðíèêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñ-
íîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 138 íàéìåíó-
âàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 147 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåê-
ñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ”Àïðîêñèìàòèâíi
õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ (ψ, β)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié” ïðîâåäåíî
îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äîñëiäæåííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 1.1 íàâåäå-
íî îçíà÷åííÿ êëàñiâ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà àïðîêñèìà-
òèâíèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî äîñëiäæóþòüñÿ ó ðîáîòi. Ó ïiäðîçäiëi 1.2
íàâåäåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè ç íàáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðà-
ùèõ íàáëèæåíü íà êëàñàõ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, à òàêîæ
çäiéñíåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷ äîñëiäæåííÿ. Ïiäðîçäiëè 1.3 òà 1.4 ïðè-
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ñâÿ÷åíî îãëÿäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ iç íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõm-÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü íà êëàñàõ Lψβ,p âiäïîâiäíî. Â ïiäðîçäiëàõ 1.3 òà
1.4 ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Íåõàé C � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíê-
öié f : R→ C, ó ÿêîìó íîðìà çàäàíà çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi
‖f‖C = max

t
|f(t)|; L∞ � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ i ñóòò¹âî

îáìåæåíèõ ôóíêöié f : R → C ç íîðìîþ ‖f‖∞ := ess sup
t
|f(t)|;

Lp, 1 ≤ p < ∞, � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ â p�ìó ñòå-
ïåíi íà [0, 2π) ôóíêöié f : R → C, â ÿêîìó íîðìà çàäàíà ôîðìóëîþ

‖f‖p :=
( 2π∫

0

|f(t)|pdt
) 1
p

.

Íåõàé f : R→ R � ôóíêöiÿ iç L1, ðÿä Ôóð'¹ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx,

äå ψ(k) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë i β � ôiê-
ñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. Òîäi, ÿêùî ðÿä∑

k∈Z\{0}

f̂(k)

ψ(|k|)
ei(kx+

βπ
2 signk)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ç L1, òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü

(ψ, β)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fψβ . Ìíîæèíó óñiõ

ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ (ψ, β)-ïîõiäíà, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ .
×åðåç Bp ïîçíà÷èìî îäèíè÷íó êóëþ â ïðîñòîði äiéñíîçíà÷íèõ

ôóíêöié ç Lp, òîáòî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ϕ : R → R òàêèõ, ùî

‖ϕ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞. ßêùî f ∈ Lψβ i, êðiì òîãî, fψβ ∈ Bp, òî êàæóòü,
ùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñó Lψβ,p. Ïiäìíîæèíè íåïåðåðâíèõ ôóíê-

öié iç Lψβ òà Lψβ,p áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç C
ψ
β òà Cψβ,p âiäïîâiäíî.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè k →∞
i
∞∑
k=1

ψ(k)
k <∞, òî åëåìåíòè f ìíîæèíè Lψβ,p ïðè áóäü�ÿêîìó β ∈ R i

ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R çîáðàæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çãîðòêè

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫
−π

Ψβ(x− t)ϕ(t)dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ Bp, ϕ ⊥ 1, (5)
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ç ñóìîâíèì ÿäðîì Ψβ(t) âèãëÿäó

Ψβ(t) =
1

2

∑
k∈Z/{0}

ψ(|k|)e−i(kt+
βπ
2 signk). (6)

Ïîñëiäîâíîñòi ψ(k), k ∈ N, ùî âèçíà÷àþòü êëàñè Lψβ,p, çðó÷íî
ðîçãëÿäàòè ÿê çâóæåííÿ íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N äåÿêèõ
äîäàòíèõ, íåïåðåðâíèõ, îïóêëèõ äîíèçó ôóíêöié ψ(t), t ≥ 1, òàêèõ,
ùî lim

t→∞
ψ(t) = 0. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ψ(t) ïðèéíÿòî ïîçíà-

÷àòè ÷åðåç M.
Ç ìíîæèíè M âèäiëÿþòü íàñòóïíi ïiäìíîæèíè:

M0 = {ψ ∈M : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 0 < µ(ψ; t) ≤ K <∞} , (7)

MC = {ψ ∈M : ∃K1,K2 > 0 ∀t ≥ 1 K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 <∞} ,
(8)

M+
∞ = {ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞} ,

äå

µ(t) = µ(ψ; t) :=
t

η(t)− t
, η(t) = η(ψ; t) := ψ−1 (ψ(t)/2) . (9)

Î÷åâèäíî, ùî MC ⊂M0.
Â ñâîþ ÷åðãó ç ìíîæèíè M+

∞ ïðèéíÿòî âèäiëÿòè ïiäìíîæèíè:

M
′

∞ =
{
ψ ∈M+

∞ : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 η(ψ; t)− t ≤ K
}
, (10)

M
′′

∞ =
{
ψ ∈M+

∞ : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 η(ψ; t)− t ≥ K
}
. (11)

Â (7)�(11) êîíñòàíòè K, K1 i K2, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòü âiä ψ.
Òèïîâèìè ïðåäñòàâíèêàìè ìíîæèíè MC ¹ ôóíêöi¨ ψ(t) = t−r,

r > 0, ìíîæèíè M0 \ MC � ôóíêöi¨ ψ(t) = ln−ε(t + 1), ε > 0.

Äëÿ ìíîæèíèM
′′

∞ òèïîâèìè ïðåäñòàâíèêàìè ¹ ôóíêöi¨ ψ(t) = e−αt
r

,

0 < r < 1, α > 0, à äëÿ ìíîæèíè M
′

∞ � ôóíêöi¨ ψ(t) = e−α(t+K)r ,

r ≥ 1, α > 0, K >
((
r−1
αr

) 1
r − 1

)
+
.

Äëÿ ôóíêöié ψ ç ìíîæèíè M áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè õàðàêòå-
ðèñòèêó

α(ψ; t) :=
ψ(t)

t|ψ′(t)|
, ψ′(t) := ψ′(t+ 0). (12)
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Äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó F ⊂ Ls ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè

En(F )s = sup
f∈F

∥∥∥f(x)−
n−1∑

k=−n+1

f̂(k)eikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞, n ∈ N, (13)

En(F )s = sup
f∈F

inf
tn−1∈T2n−1

‖f(·)− tn−1(·)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, (14)

äå f̂(k) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (1), a T2n−1 � ïiäïðîñòið óñiõ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ tn−1 ïîðÿäêó íå âèùîãî çà n− 1 âèãëÿäó

tn−1(x) =

n−1∑
k=−n+1

cke
ikx, ck = c−k.

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè F = Cψβ,p, íîðìó ‖ · ‖∞ â (2)�(4),

(13) i (14) ìîæíà çàìiíèòè íà ‖ · ‖C .
Äëÿ âåëè÷èí (2)�(4), (13) i (14) ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

e2n−1(F )s ≤ d>2n−1(F,Ls) ≤ En(F )s ≤ En(F )s, (15)

e2n−1(F )s ≤ e⊥2n−1(F )s ≤ En(F )s. (16)

Ó äðóãîìó ðîçäiëi çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàáëèæåíü
ñóìàìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíê-
öié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi. Êîíñòàíòè ó ïîðÿäêîâèõ îöiíêàõ âèðàæåíi
÷åðåç ïàðàìåòðè çàäà÷i â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ïiäðîçäië 2.1 ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàéê-
ðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié Cψβ,p, 1 < p < ∞, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, i äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ íå

øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.
Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M ÷åðåç αn(ψ), n ∈ N, ïîçíà÷èìî

âåëè÷èíó
αn(ψ) := inf

t≥n
α(ψ; t), (17)

äå õàðàêòåðèñòèêà α(ψ; t) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (12).
×åðåç ξ(s), 1 < s <∞, áóäåìî ïîçíà÷àòè íàñòóïíó âåëè÷èíó:

ξ(s) := max
{

4
( π

s− 1

) 1
s

, 14(8π)
1
s s
}
. (18)
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Ó ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé 1 < p <∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, 1
p + 1

p′ = 1

i ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈M0. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N

i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(1)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ En(Cψβ,p)C ≤ K

(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
,

â ÿêèõ

K
(1)
ψ,p :=

1

ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p

, (19)

K
(2)
ψ,p :=

1

π
ξ(p′)

(
1 +

p′

α1(gp)

) 1
p′
. (20)

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé 1 < p <∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, 1
p + 1

p′ = 1,

ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈M0 i α1(gp) = inf

t≥1
α(gp; t) >

p′

2 .

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(3)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ En(Cψβ,p)C ≤

≤ En(Cψβ,p)C ≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
,

â ÿêèõ

K
(3)
ψ,p :=

1

12ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p
(

1− p′

2α1(gp)

)
, (21)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,p, ξ(p) i α1(gp) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (20), (18) i

(17) âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ > 1

p′ ,

K ≥ e
γp′
2 − 1, 1 < p <∞, 1

p + 1
p′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

En(Cψβ,p)C � En(Cψβ,p)C � ψ(n)n
1
p ln

1
p′ n, n ∈ N \ {1}.
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Ó ïiäðîçäiëi 2.2 îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èí

e⊥n (Cψβ,p)C ó âèïàäêó, êîëè
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, 1
p + 1

p′ = 1, i äîáóòîê

ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞,

1
p + 1

p′ = 1, à ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈ M0 i

α1(gp) = inf
t≥1

α(gp; t) > p′. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(4)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ e⊥2n(Cψβ,p)C ≤

≤ e⊥2n−1(Cψβ,p)C ≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
,

â ÿêèõ

K
(4)
ψ,p :=

1

3ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p
(

1− p′

α1(gp)

)
, (22)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,p, ξ(p) i α1(gp) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (20), (18) i

(17) âiäïîâiäíî.
Ó ïiäðîçäiëàõ 2.1 òà 2.2 íàâåäåíî íàñëiäêè ç òåîðåì 2.1�2.3 äëÿ

ôóíêöié âèäó ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ > 1

p′ òà ψ(t) = t−
1
p ln
− 1
p′ (t +

K1)(ln ln(t+K2))−δ, δ > 1
p′ .

Ïiäðîçäië 2.3 ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ òî÷íèõ çà ïîðÿäêîì îöi-
íîê íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ 2π-

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié Lψβ,1, ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞, ó

âèïàäêó, êîëè äîáóòîê ψ(t)t
s−1
s ñïàäà¹ äî íóëÿ íå øâèäøå çà äåÿêó

ñòåïåíåâó ôóíêöiþ i çà óìîâè
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞ ïðè 1 < s <∞ àáî

∞∑
k=1

ψ(k) <∞ ïðè s =∞.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé 1 < s <∞, ôóíêöiÿ gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ ,

1
s + 1

s′ = 1, òàêà, ùî gs′ ∈M0 i
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞.
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Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(5)
ψ,s

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤ En(Lψβ,1)s ≤

≤ En(Lψβ,1)s ≤ K(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

,

â ÿêèõ

K
(5)
ψ,s :=

1

8ξ(s′)

( α1(gs′)

α1(gs′) + s

) 1
s′
, (23)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,s′ , ξ(s

′) i α1(gs′) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (20), (18)

i (17) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé ψ ∈ M,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, β ∈ R i cos βπ2 6= 0.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (24)

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà,

ùî g ∈ M0 i α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ β ∈ R,

cos βπ2 6= 0 i n ∈ N

1

48π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ En(Lψβ,1)∞ ≤

≤ En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (25)

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé β = 2k + 1, k ∈ Z,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, à ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî g ∈ M0 i α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

360π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n ≤ En(Lψβ,1)∞ ≤ En(Lψβ,1)∞ ≤

(
1 +

2

π

)
ψ(n)n.

(26)
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Ó ïiäðîçäiëi 2.4 âñòàíîâëåíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èí

e⊥n (Lψβ,1)s, 1 < s < ∞, ó âèïàäêó, êîëè
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞ i äîáóòîê

ψ(t)t
s−1
s ñïàäà¹ äî íóëÿ íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ, à

òàêîæ âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí e⊥n (Lψβ,1)∞ çà óìîâè
∞∑
k=1

ψ(k) <∞.

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé 1 < s < ∞,
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞, a ôóíêöiÿ

gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ , 1

s + 1
s′ = 1, òàêà, ùî gs′ ∈M0 i α1(gs′) > s. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

4

3
K

(5)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤ e⊥2n(Lψβ,1)s ≤

≤ e⊥2n−1(Lψβ,1)s ≤ K(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

,

äå K
(5)
ψ,s′ i K

(2)
ψ,s′ îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (23) i (20) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, à ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà,

ùî g ∈ M0 i α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ β ∈ R,

cos βπ2 6= 0 i n ∈ N

1

12π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ e⊥2n(Lψβ,1)∞ ≤

≤ e⊥2n−1(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (27)

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, β = 2k+1, k ∈ Z, à ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî g ∈ M0 i α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

60π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n ≤ e⊥2n(Lψβ,1)∞ ≤ e⊥2n−1(Lψβ,1)∞ ≤

(
1 +

2

π

)
ψ(n)n.
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Òåîðåìà 2.11. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞ i β ∈ R . Òîäi, ÿêùî ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî g ∈M0, òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ �

{ ∞∑
k=n

ψ(k), cos βπ2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ2 = 0,
(28)

ÿêùî æ g ∈MC , òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ � ψ(n)n. (29)

Ó ïiäðîçäiëàõ 2.3 òà 2.4 íàâåäåíî íàñëiäêè ç òåîðåì 2.4-2.11
äëÿ äåÿêèõ êîíêðåòíèõ ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî lim

t→∞
α(gs′ ; t) = ∞, äå

gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ , 1 < s ≤ ∞.

Òðåòié ðîçäië ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ ïîðÿäêîâèõ
îöiíîê íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ

Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞, i Lψβ,1, â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C i Ls, 1 ≤ s < ∞,

âiäïîâiäíî, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) ñïàäàþòü äî íóëÿ
øâèäøå çà áóäü-ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Òàêîæ ó íüîìó âñòàíîâ-
ëþþòüñÿ ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m-÷ëåííèõ íàáëèæåíü êëàñiâ

Cψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó

êîëè ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) ñïàäàþòü äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåò-
ðè÷íi ïðîãðåñi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëè-

æåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Cψβ,p ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi
ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó
ôóíêöiþ. Êðiì òîãî, òóò ïîáóäîâàíî ëiíiéíèé ìåòîä, ÿêèé äîçâîëèâ
çàïèñàòè ðiâíîìiðíi âiäíîñíî ïàðàìåòðà p òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè

çâåðõó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü En(Cψβ,p)C , 1 ≤ p ≤ ∞ ïðè ψ ∈ M+
∞ i

β ∈ R.
Ïîêëàäåìî

Ca :=
π

96 (1 + π2)
2

(a− 1)2(a− 2)2

a3(3a− 4)
, a > 2, (30)

Ca,b :=
1

π
max

{ 2b

b− 2
+

1

a
, 2π
}
, a > 0, b > 2. (31)

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ψ ∈M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ p <∞. Òîäi äëÿ n ∈ N,

òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤ En(Cψβ,p)C ≤
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≤ En(Cψβ,p)C ≤ Ca,b (2p)1−
1
pψ(n)(η(n)−n)

1
p ,

äå η(n) i µ(n) îçíà÷åíi ôîðìóëîþ (9), a âåëè÷èíè Ca òà Ca,b � ðiâ-
íîñòÿìè (30) i (31) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ψ ∈M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi äëÿ n ∈ N

òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤ En(Cψβ,p)C ≤ C

∗
a,bψ(n)(η(n)− n)

1
p , (32)

äå η(n) i µ(n) îçíà÷åíi ôîðìóëîþ (9), Ca îçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè (30), a

C∗a,b :=
2(1 + π2)

π

( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
. (33)

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ

íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðî-
ñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞. Êðiì òîãî, ó íüîìó îäåðæàíî ðiâíîìiðíi âiä-
íîñíî ïàðàìåòðà s òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè çâåðõó íàéêðàùèõ íàá-

ëèæåíü En(Lψβ,1)s, 1 ≤ s ≤ ∞ ïðè ψ ∈M+
∞ i β ∈ R.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, lim

t→∞
(η(ψ, t) − t) = ∞,

1 < s ≤ ∞, 1
s + 1

s′ = 1, β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N òàêèõ, ùî
η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2, ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ≤ En

(
Lψβ,1

)
s
≤

≤ En
(
Lψβ,1)s ≤ Ca,b (2s′)

1
s ψ(n) (η(n)− n)

1
s′ ,

äå η(n) i µ(n) îçíà÷åíi ôîðìóëîþ (9), a âåëè÷èíè Ca i Ca,b îçíà÷à-
þòüñÿ ôîðìóëàìè (30) i (31) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞, 1

s + 1
s′ = 1.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2,
ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ≤ En(Lψβ,1)s ≤ C∗a,bψ(n)(η(n)− n)

1
s′ , (34)

äå ñòàëi Ca i C∗a,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (30) i (33) âiäïîâiäíî.
ßê íàñëiäêè ç òåîðåì 3.1�3.4 ó ïiäðîçäiëàõ 3.1 òà 3.2 íàâå-

äåíî äâîñòîðîííi íåðiâíîñòi äëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëè-
æåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà Cα,rβ,p ,



17

1 ≤ p < ∞, i Lα,rβ,1, r ∈ (0, 1), α > 0 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C i
Ls, 1 < s ≤ ∞, âiäïîâiäíî.

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàé-
êðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îð-

òîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó

ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ψ ∈M
′

∞.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé ψ ∈M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R i n ∈ N. Òîäi

e2n(Cψβ,p)s � e2n−1(Cψβ,p)s � ψ(n). (35)

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé ψ ∈M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R i m ∈ N. Òîäi

em(Cψβ,p)s � e
⊥
m(Cψβ,p)s � d

>
m(Cψβ,p, Ls) � ψ

([m+ 1

2

])
,

äå çàïèñ [a] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó äiéñíîãî ÷èñëà a.

Âèñíîâêè

1. Çíàéäåíî äâîñòîðîííi îöiíêè íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹, íàéê-
ðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p ó ïðîñòîði C, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi

ψ(k)k
1
p ñïàäàþòü íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ i, êðiì òîãî,

∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, ÿêùî 1 < p <∞, 1
p+ 1

p′ = 1, òà
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ÿê-

ùî p = 1. Àíàëîãi÷íi îöiíêè çíàéäåíi äëÿ çàçíà÷åíèõ àïðîêñèìàòèâ-

íèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s <∞.
Ïðè öüîìó êîíñòàíòè â îòðèìàíèõ îöiíêàõ âèðàæåíi ÷åðåç ïàðàìåò-
ðè çàäà÷i â ÿâíîìó âèãëÿäi.

2. Îòðèìàíî äâîñòîðîííi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàá-

ëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞, i Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ
ïðîñòîðiâ C i Ls, 1 ≤ s <∞, âiäïîâiäíî ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü
äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Ïîáóäîâàíî ëiíié-
íèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé äîçâîëèâ çàïèñàòè ðiâíîìiðíi âiäíîñíî
ïàðàìåòðiâ p (1 ≤ p ≤ ∞) òà s (1 ≤ s ≤ ∞) îöiíêè çâåðõó íàéêðàùèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p òà Lψβ,1 ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C òà Ls âiä-
ïîâiäíî. Êîíñòàíòè â îòðèìàíèõ îöiíêàõ âèðàæåíi ÷åðåç ïàðàìåòðè
çàäà÷i â ÿâíîìó âèãëÿäi.

3. Îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè çíèçó íàéêðàùèõ m�
÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p < ∞, ó ìåòðèêàõ
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ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ïðÿìó¹
äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.

Ñïèñîê îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

1. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i íà-
áëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ
ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè. � Êè¨â: Ií�ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2013. �
Ò. 10, �1. � Ñ. 255�282.

2. Ñòåïàíþê Ò.À. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü
ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨
ãëàäêîñòi â iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ / Ò.À. Ñòåïàíþê // Òåîðiÿ
íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïèòàííÿ: Çá. ïðàöü Ií-òó ìà-
òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Êè¨â: Ií�ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-
íè. � 2014. � Ò. 11, �3. � Ñ. 241�269.

3. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíié
ìåòðèêàõ / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Óêð. ìàò. æóðí. �
2014. � Ò. 66, �9. � Ñ. 1244�1256.

4. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íà-
áëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi êëàñiâ çãîð-
òîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi / À.Ñ. Ñåðäþê,
Ò.À. Ñòåïàíþê // Óêð. ìàò. æóðí. � 2014. � Ò. 66, �12. �
Ñ. 1658-1675.

5. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié / À.Ñ. Ñåðäþê,
Ò.À. Ñòåïàíþê // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2015. � �2. � Ñ. 32�
37.

6. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê
// Óêð. ìàò. æóðí. � 2015. � Ò. 67, � 7. � Ñ. 916�936.

7. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü i íà-
áëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ



19

ôóíêöié / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê// Ìiæíàðîäíà ìàòå-
ìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ç íàãîäè 75�ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêà-
äåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà ¾Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF�2013¿,
Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ð.: Òåçè äîïîâiäåé. � Êè¨â:
Ií�ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2013. � Ñ. 270�271.

8. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è ïðèáëèæå-
íèé ñóììàìè Ôóðüå êëàññîâ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Ìåæäóíàðîäíàÿ
íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,
ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè¿ ïîñâÿùåííàÿ 90�ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ Ë.À. Òîëîêîííèêîâà, Òóëà, 16�20 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.: Ìà-
òåðèàëû êîíôåðåíöèè. � Òóëà: Èçä�âî ÒóëÃó, 2013. � C. 112�
113.

9. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹
êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi /
À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà
êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 60�ði÷÷þ Â. I. Ðóêàñîâà (1953-2009)
¾Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ¿, Ñëî-
â'ÿíñüê, 21�24 òðàâíÿ 2014 ð.: Ìàòåðiàëè êîíôåðåíöi¨. � Ñëî-
â'ÿíñüê: ÄÄÏÓ, 2014. � Ñ. 61.

10. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü òà
íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíê-
öié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // IV
ìiæíàðîäíà Ãàíñüêà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 135�ié ði÷íèöi
âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ
2014 ð.: Òåçè äîïîâiäåé. � ×åðíiâöi: ×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëü-
íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, 2014. � Ñ. 183�185.

11. Serdyuk A. S. Estimates of the best approximations and
approximations of Fourier sums of classes of convolutions of
periodic functions of not high smoothness / A. S. Serdyuk,
T.A. Stepaniuk // XVIIth Conference on Analytic Functions and
Related Topics, Chelm, June 29�July 02, 2014: Abstracts of talks
and posters. � Chelm: The State School of Higher Education in
Chelm. � P. 42�43.

12. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñó-
ìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨
ãëàäêîñòi / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // IÕ Ëiòíÿ øêîëà



20

¾Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç¿, Ïîëÿíèöÿ, 7�18 ëèïíÿ 2014 ð.:
Òåçè ëåêöié i äîïîâiäåé. � Iâàíî�Ôðàíêiâñüê, 2014. � Ñ. 76-78.

13. Ñåðäþê À.Ñ. Îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié / À.Ñ. Ñåð-
äþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåí-
öiÿ ′′Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó′′, Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ 2015 ð.: Òåçè äîïîâi-
äåé. � Iâàíî�Ôðàíêiâñüê: ÄÂÍÇ ′′Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëü-
íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà′′, 2015. � Ñ. 69�70.

14. Ñòåïàíþê Ò.À. Îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâå-
ëèêî¨ ãëàäêîñòi â iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ / Ò.À. Ñòåïàíþê
// Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 3�6
÷åðâíÿ 2015 ð.: Ìàòåðiàëè êîíôåðåíöi¨. � Êè¨â: Ií�ò ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2015. � Ñ. 86.

15. Ñåðäþê À.Ñ. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi / À.Ñ. Ñåðäþê, Ò.À. Ñòåïàíþê // Õ Ëiòíÿ øêîëà
′′Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç′′, Îäåñà, 3�15 ñåðïíÿ 2015 ð.: Òå-
çè äîïîâiäåé. � Êè¨â: Ií�ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2015. �
Ñ. 59.

Àíîòàöi¨

Ñòåïàíþê Ò.À. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ
(ψ, β)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. � Ðóêîïèñ. Äèñåðòàöiÿ íà çäî-
áóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà
ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. � Iíñòèòóò ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2015.

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàáëèæåíü
ñóìàìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàéêðàùèõ m-÷ëåííèõ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.
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êîëè äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó

ôóíêöiþ àáî ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäà¹ øâèäøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó
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ôóíêöiþ. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî ó ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls,

1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàñiâ Lψβ,1.
Òàêîæ âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõm�÷ëåííèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó ìåòðèêàõ ïðî-

ñòîðiâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) ñïàäàþòü
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ïîðÿäêîâûõ îöåíîê ïðèáëèæåíèé
ñóììàìè Ôóðüå, íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, íàèëó÷øèõ m�÷ëåííûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé è íàèëó÷øèõ îðòîãîíàëüíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé êëàññîâ (ψ, β)�äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé.

Â íåé óñòàíîâëåíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè ïðèáëèæåíèé
ñóììàìè Ôóðüå, íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è íàèëó÷øèõ îðòîãî-

íàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé êëàññîâ Cψβ,p,

1 ≤ p <∞, â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâåäåíèå ψ(t)t
1
p óáûâàåò ê íóëþ íå

áûñòðåå íåêîòîðîé ñòåïåííîé ôóíêöèè, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ψ
óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåííîé ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòà-
òû ïîëó÷åíû â ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâ Ls, 1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàññîâ

Lψβ,1.
Òàêæå óñòàíîâëåíû òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè íàèëó÷øèõ m�

÷ëåííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé êëàññîâ Cψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞,
â ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ψ(k) óáûâàþò ê íóëþ íå ìåäëåííåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞,

1
p + 1

p′ = 1, ôóíêöèÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêîâà, ÷òî gp ∈ M0 è
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α1(gp) = inf
t≥1

α(gp; t) >
p′

2 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ∈ N è β ∈ R
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

K
(3)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ En(Cψβ,p)C ≤

≤ En(Cψβ,p)C ≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
,

â êîòîðûõ âåëè÷èíû K
(2)
ψ,p è K

(3)
ψ,p îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (20) è

(21) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü
∞∑
k=1

ψ(k) <∞ è β ∈ R . Òîãäà, åñëè ôóíê-

öèÿ g(t) = ψ(t)t, òàêîâà, ÷òî g ∈M0, òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ �


∞∑
k=n

ψ(k), cos βπ2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ2 = 0,

à åñëè g ∈MC , òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ � ψ(n)n.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ψ ∈ M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà äëÿ

n ∈ N òàêèõ, ÷òî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ñïðàâåäëèâû îöåí-
êè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤ En(Cψβ,p)C ≤ C

∗
a,bψ(n)(η(n)− n)

1
p ,

ãäå Ca è C
∗
a,b îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (30) è (33) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ψ ∈ M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R è m ∈ N.
Òîãäà

em(Cψβ,p)s � e
⊥
m(Cψβ,p)s � d

>
m(Cψβ,p, Ls) � ψ

([m+ 1

2

])
,

ãäå [a] � öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a.
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íàèëó÷øåå m�÷ëåííîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.
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Work is devoted to �nding of order estimates of approximations
by Fourier sums, best approximations, best m�term trigonometric
approximations and best orthogonal trigonometric approximations of
classes of (ψ, β)�di�erentiable functions.

We established exact�order estimates of approximations by
Fourier sums, best approximations, and best orthogonal trigonometric

approximations of classes of Cψβ,p, 1 ≤ p <∞, in case when the product

ψ(t)t
1
p decreases to zero not faster than some power function or in the

case, when ψ decreases to zero faster than any power function. Analogical

results are obtained for classes Lψβ,1 in metric of spaces Ls, 1 < s ≤ ∞.
Also we established order estimates of best m�term trigonometric

approximations of classes Cψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, in metric of spaces Ls,

1 ≤ s ≤ ∞, in the case when sequences ψ(k) decrease to zero not slower
than geometric progression.
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