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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Áàçîâi ïîçíà÷åííÿ

∀ � êâàíòîð çàãàëüíîñòi: ¾äëÿ âñiõ¿;

∃ � êâàíòîð iñíóâàííÿ: ¾iñíó¹¿;

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

x ∈ A � åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi A;

A ∩B � ïåðåòèí ìíîæèí A i B;

A ⊂ B � ìíîæèíà A ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi B;

A \B � ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B;

: = � äîðiâíþ¹ çà îçíà÷åííÿì;

(α)+ � âåëè÷èíà âèãëÿäó: max{0, α}, α ∈ R;

sup
x∈A

F (x) � òî÷íà âåðõíÿ ìåæà çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà F íà ìíîæèíi A;

inf
x∈A

F (x) � òî÷íà íèæíÿ ìåæà çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà F íà ìíîæèíi A;

esssup � ñóòò¹âà òî÷íà âåðõíÿ ìåæà;

f ⊥ 1 äëÿ f ∈ L1 îçíà÷à¹, ùî
π∫
−π
f(t) dt = 0;

{x : S} � ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ x, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü S;

‖f‖X � íîðìà ôóíêöi¨ f(·) â ïðîñòîði X;

[a, b] � ñåãìåíò ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨;

(a, b) � iíòåðâàë ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨;

[a, b) � ïiâiíòåðâàë ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨;

A(n) � B(n) (A(n), B(n) > 0) � ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü;

i � êîìïëåêñíà îäèíèöÿ: i2 = −1;

[α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α;

{α} � äðîáîâà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α.
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Ôóíêöi¨ òà ôóíêöiîíàëè

f̂(k) � k�èé êîåôiöi¹íò Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f : f̂(k) = 1
2π

π∫
−π
f(t)e−iktdt;

f (r) � r�òà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ;

f rr � r�òà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f â ñåíñi Âåéëÿ;

f rβ � (r, β)�ïîõiäíà ôóíêöi¨ f â ñåíñi Âåéëÿ�Íàäÿ;

fψβ � (ψ, β)�ïîõiäíà ôóíêöi¨ f â ñåíñi Ñòåïàíöÿ;

η(ψ; t) � õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöi¨ ψ âèãëÿäó: η(ψ; t) = ψ−1(1/2ψ(t)),

äå ψ−1 � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî ψ;

µ(ψ; t) � ìîäóëü íàïiâðîçïàäó ôóíêöi¨ ψ: µ(ψ; t) = t
η(ψ;t)−t ;

α(ψ; t) � õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöi¨ ψ âèãëÿäó: α(ψ; t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| ,

ψ′(t) := ψ′(t+ 0);

Ψβ(t) � ÿäðà âèãëÿäó: Ψβ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
, ψ(k) ≥ 0, β ∈ R;

Dk,β(t) � ÿäðà Äiðiõëå âèãëÿäó: Dk,β(t) = 1
2 cos βπ

2 +
k∑
ν=1

cos
(
νt− βπ

2

)
,

k ∈ N, β ∈ R;

Vm,n(t) � ÿäðà Âàëëå Ïóññåíà: Vm,n(t) = 1
n−m

n−1∑
k=m

Dk,0(t), m,n ∈ N;

Vn(t) � ÿäðà Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó: Vn(t) = V2n,n(t), n ∈ N.

Ëiíiéíi íîðìîâíi ïðîñòîðè

C � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f : R→ C ç íîðìîþ

‖f‖C = max
t
|f(t)|;

L∞ � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ i ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié

f : R→ C ç íîðìîþ

‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = ess sup
t
|f(t)|;

Lp, 1 ≤ p <∞, � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ â p�ìó ñòåïåíi íà

[0, 2π) ôóíêöié f : R→ C ç íîðìîþ

‖f‖Lp = ‖f‖p =

( 2π∫
0

|f(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1,∞).
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Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè

En(F )s � òî÷íà âåðõíÿ ìåæà íîðì íàáëèæåíü âiäõèëåííÿ âiä ôóíêöié

ç êëàñó F ¨õ ÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹ ïîðÿäêó n− 1 â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls;

En(F )s � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ êëàñó F çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó íå âèùîãî çà n− 1 â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls;

e⊥m(F )s � íàéêðàùå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ êëàñó

F â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls;

em(F )s � íàéêðàùå m�÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ êëàñó F

â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls;

d>m(F,Ls) � òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîïåðå÷íèê êëàñó F â ìåòðèöi ïðîñòî-

ðó Ls.

Ôóíêöiîíàëüíi êëàñè

Bp � îäèíè÷íà êóëÿ â ïðîñòîði Lp, 1 6 p 6∞;

W r
p � êëàñ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f : R→ R, ó ÿêèõ iñíóþòü àáñî-

ëþòíî íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî (r − 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, à f (r) ∈ Bp;

W r
β,p � êëàñè Âåéëÿ�Íàäÿ: W r

β,p = {f : R → R, f ∈ L1, f
r
β ∈ Bp},

r > 0, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞;

Lψβ,p � êëàñè âèãëÿäó: Lψβ,p = {f : R→ R, f ∈ L1, f
ψ
β ∈ Bp};

Cψ
β,p � êëàñè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç ìíîæèí Lψβ,p: C

ψ
β,p = Lψβ,p

⋂
C.

Ìíîæèíè ôóíêöié

M � ìíîæèíà äåÿêèõ äîäàòíèõ, íåïåðåðâíèõ, îïóêëèõ äîíèçó ôóíê-

öié ψ(t), t ≥ 1, òàêèõ, ùî lim
t→∞

ψ(t) = 0;

M0 � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈ M, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà

K > 0 òàêà, ùî µ(ψ; t) ≤ K <∞, t ≥ 1;

MC � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈M, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíóþòü ñòàëi

K1, K2 > 0 òàêi, ùî K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 <∞, t ≥ 1;

M+
∞ � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈M òàêèõ, ùî µ(ψ; t) ↑ ∞;

M
′

∞ � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈ M+
∞, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà

K > 0 òàêà, ùî η(ψ; t)− t ≤ K, t ≥ 1;
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M
′′

∞ � ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈M+
∞, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà

K > 0 òàêà, ùî η(ψ; t)− t ≥ K, t ≥ 1;

B � ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ äîäàòíèõ ôóíêöié ψ(t), t ≥ 1, äëÿ êîæíî¨

ç ÿêèõ ìîæíà âêàçàòè äîäàòíó ñòàëó K òàêó, ùî ψ(t)
ψ(2t) ≤ K, t ≥ 1;

T2n−1 � ïiäïðîñòið óñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ tn−1 ïîðÿäêó íå

âèùîãî çà n− 1 ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.
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ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàáëèæåíü ñó-

ìàìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàéêðàùèõ m-÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü êëàñiâ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ïîíÿòòÿ (ψ, β)�ïîõiäíî¨.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè, ÿê àïàðàò íàáëè-

æåííÿ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ïðèâåðíóëè óâàãó äîñëiäíèêiâ çàâäÿ-

êè âiäîìèì ðîáîòàì Ï.Ë. ×åáèøîâà òà Ê. Âåé¹ðøòðàññà, À. Ëåáåãà,

Ä. Äæåêñîíà, Ø. Âàëëå Ïóññåíà, Ë. Ôåé¹ðà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà òà iíøèõ.

Íà ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ïî÷àâ àêòèâíî

ðîçâèâàòèñü íàïðÿì ïîâ'ÿçàíèé ç äîñëiäæåííÿì øâèäêîñòi ñïàäàííÿ äî

íóëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü äëÿ òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ

â çàëåæíîñòi âiä ¨õ ãëàäêiñíèõ ÷è äèôåðåíöiàëüíî�ðiçíèöåâèõ âëàñòèâî-

ñòåé.

Ó 1936 ð. Æ. Ôàâàð äëÿ êëàñiâW r
∞, r ∈ N, � 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

f , ó ÿêèõ (r − 1)-à ïîõiäíà f (r−1) àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [−π, π], à

f (r) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |f (r)(x)| ≤ 1, âñòàíîâèâ

òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè

ïîëiíîìàìè tn−1 ïîðÿäêó íå âèùîãî íiæ n− 1, òîáòî âåëè÷èí âèãëÿäó

En(W
r
∞)C = sup

f∈W r
∞

inf
tn−1∈T2n−1

‖f − tn−1‖C .

Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ W r
β,p äîñëiäæóâàëèñü òàêîæ

Í.I. Àõi¹çåðîì, Ì.Ã. Êðåéíîì, Á. Íàäåì, Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì, Â.Ê. Äçÿ-

äèêîì, Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì, Ñóíü Þí-øåíîì òà ií.

Íà ñüîãîäíiøíèé äåíü äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ�Íàäÿ W r
β,p ïîðÿäêîâi îöiíêè

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü â ïðîñòîðàõ Ls âiäîìi ïðè óñiõ äîïóñòèìèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β. À ñàìå ïðè äîâiëüíèõ β ∈ R, r >
(

1
p −

1
s

)
+
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i 1 ≤ p, s ≤ ∞ ñïðàâåäëèâi ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W
r
β,p)s � n−r+( 1

p−
1
s )+,

òóò i íàäàëi
(

1
p −

1
s

)
+

:= max
{

0, 1
p −

1
s

}
, à äëÿ äîäàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

A(n) i B(n) çàïèñ A(n) � B(n) îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi K1 i

K2 òàêi, ùî K1B(n) ≤ A(n) ≤ K2B(n), n ∈ N.

Äîñëiäæåííÿì ïîâåäiíêè òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹ íà ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ çàéìàëèñü À. Ëåáåã,

À.Ì. Êîëìîãîðîâ, Â.Ê. Äçÿäèê, Ì.Ï. Êîðíié÷óê, Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé,

Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé, Î.I. Ñòåïàíåöü, I.Ã. Ñîêîëîâ, Â.Ï. Ìî-

òîðíèé, Â.Ò. Ïiíêåâè÷, Ð.Ì. Òðèãóá, Î.Â. �ôiìîâ, Î.Ï. Òiìàí òà iíøi.

ßê i äëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íà êëàñàõ W r
β,p ïîðÿäêîâi îöiíêè íàáëè-

æåíü ñóìàìè Ôóð'¹ âiäîìi ïðè âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r,

p, s i β, à ñàìå ïðè r >
(

1
p −

1
s

)
+
i 1 ≤ p, s ≤ ∞ äëÿ âåëè÷èí

En(W r
β,p)s = sup

f∈W r
β,p

∥∥∥f(x)− Sn−1(f ;x)
∥∥∥
s
,

äå

Sn−1(f ;x) =
n−1∑

k=−n+1

f̂(k)eikx =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx),

a

ak(f) = f̂(k) + f̂(−k), bk(f) = i(f̂(k)− f̂(−k)),

f̂(k) :=
1

2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt (B.1)

� êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , ìàþòü ìiñöå ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W r
β,p)s �


n−r+( 1

p−
1
s )+, 1 ≤ p < s ≤ ∞∨ 1 < p = s <∞,

1 ≤ s < p ≤ ∞,
n−r lnn, p = s = 1, p = s =∞.

Ïîðÿä iç äîñëiäæåííÿì ÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹, ÿê àïàðàòó íàáëèæåííÿ

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, âèâ÷àëèñü àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ìiñòÿòü ôiêñîâàíå ÷èñëî m (m ∈ N) âèáðàíèõ
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äîâiëüíèì ÷èíîì ãàðìîíiê iç ðÿäó Ôóð'¹ öèõ ôóíêöié. Öå ñïîíóêàëî äî

ïîÿâè íàñòóïíî¨ õàðàêòåðèñòèêè

e⊥m(F )s := sup
f∈F

e⊥m(f)s = sup
f∈F

inf
γm

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

f̂(k)eikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞,

(B.2)

äå γm � äîâiëüíèé íàáið m öiëèõ ÷èñåë. Âåëè÷èíó (B.2) íàçèâàþòü íàé-

êðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì êëàñó F â ìåò-

ðèöi ïðîñòîðó Ls. Íà êëàñàõ Âåéëÿ�Íàäÿ W r
β,p ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ

âåëè÷èí (B.2) âñòàíîâëþâàëèñü Å.Ñ. Áåëiíñüêèì, Â.Ì. Òåìëÿêîâèì i

À.Ñ. Ðîìàíþêîì.

Â 1983 ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì çàïðîâàäæåíi êëàñè LψβN (Cψ
βN), ùî îçíà-

÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ (ψ, β)-ïîõiäíî¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôiêñîâà-

íîþ ïîñëiäîâíiñòþ ψ(k) òà ÷èñëîâèì ïàðàìåòðîì β. Çà äîïîìîãîþ (ψ, β)-

ïîõiäíèõ ìîæíà êëàñèôiêóâàòè âåñü ñïåêòð ñóìîâíèõ (íåïåðåðâíèõ) ïå-

ðiîäè÷íèõ ôóíêöié i, â òîé æå ÷àñ, âèäiëÿòè áiëüø òîíêi âëàñòèâîñòi

êîæíî¨ îêðåìî¨ ôóíêöi¨. Äëÿ çàçíà÷åíèõ êëàñiâ íà äàíèé ÷àñ îòðèìàíî

ðîçâ'ÿçêè öiëî¨ íèçêè çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, ÿêi ðàíiøå áóëè

âiäîìi äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ-Íàäÿ.

Îöiíêè øâèäêîñòi ñïàäàííÿ äî íóëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàáëèæåíü

ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,p i Cψ
β,p â ìåòðèêàõ

ïðîñòîðiâ Ls ïðè ðiçíîìàíiòíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåòðàìè p

i s òà ïðè ðiçíîìàíiòíèõ øâèäêîñòÿõ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi ψ(k) äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Î.I. Ñòåïàíöÿ, Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêîãî,

Ð.Ì. Òðèãóáà, Ï.Â. Çàäåðåÿ, Î.Ê. Êóøïåëÿ, Ñ.Á. Âàêàð÷óêà, Â.I. Ðó-

êàñîâà, À.Ñ. Ñåðäþêà, Ñ.Î. ×àé÷åíêà, I.Â. Ñîêîëåíêà, Â.Ñ. Ðîìàíþ-

êà, �.Þ. Îâñiÿ, Ó.Ç. Ãðàáîâî¨ òà ií. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îð-

òîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü íà êëàñàõ Lψβ,p i C
ψ
β,p â Ls�

ìåòðèêàõ äîñëiäæóâàëèñü Î.I. Ñòåïàíöåì, Î.Ñ. Ôåäîðåíêîì, À.Ë. Øèä-

ëi÷îì òà Â.Â. Øêàïîþ.

Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íå ÷èñëî îïóáëiêîâàíèõ ðîáiò, â äàíié òåìàòèöi

çàëèøèâñÿ ðÿä íåç'ÿñîâàíèõ ïèòàíü. Òàê, çîêðåìà, íå áóëè âñòàíîâëåíi
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òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹

òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p

â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi, ó âèïàäêó êîëè äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ

ïîâiëüíiøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Òàêîæ íå áóëè âiäîìi òî÷íi

ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí En(L
ψ
β,1)s, En(L

ψ
β,1)s i e

⊥
n (Lψβ,1)s, êîëè ψ(t)t

s−1
s

ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Êðiì òîãî, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ ñïàäà¹ äî íóëÿ øâèäøå çà

áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ i ïîâiëüíiøå çà áóäü�ÿêó ãåîìåòðè÷íó ïðî-

ãðåñiþ, ïèòàííÿ ïðî òî÷íi ïîðÿäêè ñïàäàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èí En(C
ψ
β,p)C ,

1 ≤ p < ∞, En(Lψβ,1)s òà En(L
ψ
β,1)s, 1 < s ≤ ∞, òàêîæ çàëèøàëàñü âiä-

êðèòîþ. Ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî äîïîâíèòè âæå âiäîìi

ðåçóëüòàòè â îêðåñëåíîìó íàïðÿìêó, ùî ïiäòâåðäæó¹ àêòóàëüíiñòü òåìè

äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Ïîðÿä ç àïðîêñèìàòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ (B.2) â òåîði¨ íàáëèæåíü

ðîçãëÿäàþòü âåëè÷èíè

em(F )s := sup
f∈F

em(f)s = sup
f∈F

inf
γm

inf
ck∈C

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

cke
ikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞,

(B.3)

d>m(F,Ls) := inf
γm

sup
f∈F

inf
ck∈C

∥∥∥f(x)−
∑
k∈γm

cke
ikx
∥∥∥
s
, 1 ≤ s ≤ ∞, (B.4)

äå γm � äîâiëüíi íàáîðè ç m öiëèõ ÷èñåë.

Âåëè÷èíó (B.3) íàçèâàþòü íàéêðàùèìm�÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì

íàáëèæåííÿì êëàñó F â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls, à âåëè÷èíó (B.4) � òðèãî-

íîìåòðè÷íèì ïîïåðå÷íèêîì êëàñó F â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls.

Äîñëiäæåííÿì âåëè÷èí em(F )s äëÿ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ (â òî-

ìó ÷è iíøîìó ñåíñi) ôóíêöié çàéìàëèñÿ Ñ.Á. Ñò¹÷êií, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâ,

Ê.I. Îñêîëêîâ, Á.Ñ. Êàøèí, Â.Ì. Òåìëÿêîâ, Å.Ñ. Áåëiíñüêèé, Ã. Ìàêî-

âîç, Å.Ì. Ãàë¹¹â, Î.I. Ñòåïàíåöü, À.Ñ. Ðîìàíþê, À.Ë. Øèäëi÷, Î.Ñ. Ôå-

äîðåíêî, À.Ñ. Ôåäîðåíêî òà ií.

Ïîðÿäêîâi îöiíêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîïåðå÷íèêiâ äëÿ ðiçíîìàíiò-

íèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êîìïàêòiâ âñòàíîâëþâàëèñü â ðîáîòàõ ß.Ñ. Áóã-
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ðîâà, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà, Â.�. Ìàéîðîâà, Á.Ñ. Êàøèíà, Â.Ì. Òåìëÿêîâà,

Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî, À.Ñ. Ðîìàíþêà òà iíøèõ.

Äëÿ êëàñiâ Lψβ,p ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü âñòàíîâëþâàëèñü, ÿê ïðàâèëî, ó âèïàäêàõ, êîëè ψ ñïàäàþòü äî

íóëÿ çi øâèäêiñòþ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨.

Çàäà÷i ïî âñòàíîâëåííþ òî÷íèõ ïîðÿäêiâ çàçíà÷åíèõ õàðàêòåðèñòèê

êëàñiâ Cψ
β,p ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ äóæå øâèäêî (íå ïîâiëü-

íiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ) ç ïåâíèõ ïðè÷èí çàëèøàëèñü íåðîçâ'ÿ-

çàíèìè. Òîìó òåìàòèêà äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíà ç ðîçâ'ÿ-

çàííÿì ñàìå òàêèõ çàäà÷, ¹ àêòóàëüíîþ â ñåíñi ïiäõîäó äî ñâî¹¨ çàâåðøå-

íîñòi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ó Ñõiäíî¹âðîïåéñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñè-

òåòi iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè çãiäíî ç ïëàíîì íàóêîâèõ ðîáiò çà íàóêîâîþ

òåìîþ "Òåîðiÿ ôóíêöié òà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ".

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹: çíàõîäæåííÿ ó íîâèõ, íåäîñëiäæåíèõ ðàíiøå ñè-

òóàöiÿõ, òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü

ñóìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëè-

æåíü êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞, òà Lψβ,1 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C òà

Ls, 1 < s ≤ ∞, âiäïîâiäíî, à òàêîæ âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêiâ íàéê-

ðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãî-

íàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ

Ls ïðè âñiõ 1 ≤ p, s ≤ ∞.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè Cψ
β,p i L

ψ
β,p.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âåëè÷èíè En(Lψβ,p)s, En(L
ψ
β,p)s, e

⊥
n (Lψβ,p)s òà

en(L
ψ
β,p)s ïðè òèõ ÷è iíøèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòðè ψ, p, s i β.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:
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1. Çíàéòè ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ

Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè äîáóòîê ψ(t)t

1
p

ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Îäåðæàòè

àíàëîãi÷íi îöiíêè â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàñiâ Lψβ,1.

2. Îòðèìàòè ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi äëÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëè-

æåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞, ó âèïàä-

êó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Âñòàíîâèòè ïðè âêàçàíèõ îáìåæåííÿõ íà ôóíêöiþ ψ òî÷íi ïîðÿäêè íàé-

êðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Lψβ,1 â ìåòðèêàõ

ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞.

3. Çíàéòè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè âñiõ 1 ≤ p, s ≤ ∞ i

β ∈ R ó âèïàäêó, êîëè ψ(k) ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷-

íó ïðîãðåñiþ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â äèñåð-

òàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòàíî çàãàëüíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà

òåîði¨ ôóíêöié â ïî¹äíàííi iç ìåòîäàìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, ðî-

çðîáëåíèìè â ðîáîòàõ Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî, Î.I. Ñòåïàíöÿ, À.Ñ. Ñåðäþêà,

Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà iíøèõ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ¹

íîâèìè i ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó:

1. Çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàáëèæåíü ñó-

ìàìè Ôóð'¹ òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè äîáóòîê

ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ ïîâiëüíiøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Àíà-

ëîãi÷íi îöiíêè îäåðæàíî â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞, äëÿ êëàñiâ

Lψβ,1.

2. Îòðèìàíî ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi äëÿ íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëè-
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æåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p <∞, ó âèïàäêó,

êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Ïðè

âêàçàíèõ îáìåæåííÿõ íà ôóíêöiþ ψ âñòàíîâëåíî òî÷íi ïîðÿäêè íàéê-

ðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Lψβ,1 â ìåòðèêàõ

ïðîñòîðiâ Ls, 1 < s ≤ ∞.

3. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè âñiõ 1 ≤ p, s ≤ ∞ i

β ∈ R ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå

çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè i ìåòîäèêà ¨õ îòðè-

ìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi ðiçíîìàíiòíèõ ïèòàíü

ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiä-

æåííÿ, à òàêîæ ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi

À.Ñ. Ñåðäþêó. Ðåçóëüòàòè ðîáiò [71, 78�81] îòðèìàíî ñïiëüíî ç íàóêîâèì

êåðiâíèêîì, âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè [99] îò-

ðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëè-

ñÿ íà:

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-

íè; êåðiâíèê ñåìiíàðó: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð, À.Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàði ¾Ñó÷àñíèé àíàëiç¿ (ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò

Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà; êåðiâíè-

êè ñåìiíàðó: äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðè I.Î. Øåâ÷óê, Î.Î. Êóð-

÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ¾Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ

DIF�2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàí-

íÿ¿ ç íàãîäè 75�ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà,
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Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-

ìàòèêè, ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè¿, ïðèñâÿ÷åíié 90�ði÷÷þ ç äíÿ íàðîä-

æåííÿ Ë.Î. Òîëîêîííiêîâà, Òóëà, 16 � 20 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ïðèñâÿ÷åíié 60�ði÷÷þ

Â.I. Ðóêàñîâà (1953�2009) ¾Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñó-

âàííÿ¿, Ñëîâ'ÿíñüê, 21�24 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� XVII ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ”Conference on

Analytic Functions and Related Topics”, Õåëì (Ïîëüùà), 29 ÷åðâíÿ�2 ëèï-

íÿ 2014 ðîêó;

� IV ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135�ié ði÷íèöi

âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� IÕ Ëiòíié øêîëi ¾Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç¿, Ïîëÿíèöÿ, 7�18 ëèï-

íÿ 2014 ðîêó;

� âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó¿, Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ

2015 ðîêó;

� ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 3�6 ÷åðâíÿ

2015 ðîêó;

� ìiæíàðîäíîìó ñåìiíàði ïî ãiïåðêîìïëåêñíîìó àíàëiçó

”Hypercomplex Seminar 2015: (Hyper)Complex and Dynamical Processes;

Modelling and Simulations”, Áåäëåâî (Ïîëüùà), 2�9 ëèïíÿ 2015 ðîêó;

� X Ëiòíié øêîëi ”Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç”, Îäåñà, 3�15 ñåðïíÿ

2015 ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ï'ÿòíàäöÿ-

òè íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [71�83, 99, 100]. Øiñòü ç íèõ [71, 78�81, 99] ¹

ñòàòòÿìè ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ç

ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, òðè ç ÿêèõ [78, 79, 81] íàäðóêîâàíî ó âè-

äàííi, âíåñåíîìó äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç. Ðåøòà äåâ'ÿòü

îïóáëiêîâàíî ó çáiðíèêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.
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Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-

ðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 138 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äè-

ñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 147 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Êîðèñòóþ÷èñü íàãîäîþ, âèñëîâëþþ ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü Àíàòîëiþ Ñåð-

ãiéîâè÷ó ÑÅÐÄÞÊÓ çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó, ïiäòðèìêó i

äîïîìîãó â ðîáîòi.
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ÐÎÇÄIË 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

1.1. Îçíà÷åííÿ êëàñiâ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà îñ-

íîâíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê

Íåõàé C � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : R → C,

ó ÿêîìó íîðìà çàäàíà çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

‖f‖C = max
t
|f(t)|;

L∞ � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ âèìiðíèõ i ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié

f : R→ C ç íîðìîþ

‖f‖∞ := ess sup
t
|f(t)|;

Lp, 1 ≤ p < ∞, � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ â p�ìó ñòåïåíi íà

[0, 2π) ôóíêöié f : R→ C â ÿêîìó íîðìà çàäàíà ôîðìóëîþ

‖f‖p :=
( 2π∫

0

|f(t)|pdt
) 1
p

.

Íåõàé f : R→ R � ôóíêöiÿ iç L1, ðÿä Ôóð'¹ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä
∞∑

k=−∞
f̂(k)eikx,

äå f̂(k) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (B.1), ψ(k) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ïîñëi-

äîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë i β � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. Òîäi ÿêùî ðÿä∑
k∈Z\{0}

f̂(k)

ψ(|k|)
ei(kx+βπ

2 signk)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ç L1, òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü (ψ, β)-

ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fψβ (äèâ., íàïðèêëàä, [95, ñ. 132]).
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Ìíîæèíó ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ (ψ, β)-ïîõiäíà, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç

Lψβ .

×åðåç Bp ïîçíà÷èìî îäèíè÷íó êóëþ â ïðîñòîði äiéñíîçíà÷íèõ ôóíê-

öié ç Lp, òîáòî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ϕ : R → R òàêèõ, ùî ‖ϕ‖p ≤ 1,

1 ≤ p ≤ ∞. ßêùî f ∈ Lψβ i, êðiì òîãî, fψβ ∈ Bp, òî êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ

f íàëåæèòü êëàñó Lψβ,p. Ïiäìíîæèíè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié iç Lψβ òà Lψβ,p
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Cψ

β òà Cψ
β,p âiäïîâiäíî.

Ïîíÿòòÿ (ψ, β)-ïîõiäíî¨ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ (r, β)-

ïîõiäíî¨ â ðîçóìiííi Âåéëÿ-Íàäÿ i çáiãà¹òüñÿ ç îñòàííiì ïðè ψ(k) = k−r,

r > 0, òîáòî, ÿêùî ψ(k) = k−r, r > 0, òî ìàéæå ñêðiçü fψβ = f rβ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [95, Ãë. 3, �6�7]). Ïðè β = r ïîõiäíi Âåéëÿ�Íàäÿ f rβ ìàéæå

ñêðiçü çáiãàþòüñÿ ç ïîõiäíèìè â ñåíñi Âåéëÿ f rr . ßêùî, êðiì òîãî, β = r,

r ∈ N, òî f rβ ìàéæå ñêðiçü çáiãàþòüñÿ çi çâè÷àéíèìè r�ïîõiäíèìè f (r)

ôóíêöi¨ f .

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.7.3 òà òâåðäæåííÿì 3.7.2 ìîíîãðàôi¨ [95, ñ. 136],

ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè k →∞ i
∞∑
k=1

ψ(k)

k
<∞, (1.1)

òî åëåìåíòè f ìíîæèíè Lψβ,p ïðè áóäü�ÿêîìó β ∈ R i ìàéæå äëÿ âñiõ

x ∈ R ïðåäñòàâëÿþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çãîðòêè

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

Ψβ(x− t)ϕ(t)dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ Bp, ϕ ⊥ 1, (1.2)

ç ñóìîâíèì ÿäðîì Ψβ(t) âèãëÿäó

Ψβ(t) =
1

2

∑
k∈Z/{0}

ψ(|k|)e−i(kt+
βπ
2 signk) =

∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
. (1.3)

Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ ϕ ç ðiâíîñòi (1.2) ìàéæå ñêðiçü çáiãà¹òüñÿ ç fψβ , à

ðÿä
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ Ψβ.
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Íåõàé ïðè 1 < p ≤ ∞ ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) òàêà, ùî

ψ(k)k
1
p ↓ 0, k →∞, (1.4)

i ∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞. (1.5)

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.1) i, çãiäíî ç ëåìîþ 12.6.6 ìîíîãðàôi¨ [25,

ñ.193], ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Ψβ ∈ Lp′. Îòæå, âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3.8.3
ìîíîãðàôi¨ [95, ñ.139], îäåðæèìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ (1.4) i (1.5)

ôóíêöi¨ f ç ìíîæèíè Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R, â êîæíié òî÷öi x ∈ R

çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi (1.2). Çðîçóìiëî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ (1.4) i

(1.5) ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ Lψβ,p ⊂ L∞, 1 < p ≤ ∞.

Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî êîëè ψ(k) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, (1.6)

òî êëàñè Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R, ïðè âñiõ x ∈ R ¹ êëàñàìè çãîðòîê (1.2)

i ïðè öüîìó Lψβ,p ⊂ L∞, 1 ≤ p ≤ ∞.

Íåõàé 1 < s <∞. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) òàêà, ùî

ψ(k)k
s−1
s ↓ 0, k →∞, (1.7)

i ∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞, (1.8)

òî çãiäíî ç ëåìîþ 12.6.6 iç [25, ñ.193], äëÿ ÿäåð Ψβ âèãëÿäó (1.3) ìà¹

ìiñöå âêëþ÷åííÿ Ψβ ∈ Ls. Òîìó â ñèëó òâåðäæåííÿ 1.5.5 ðîáîòè [37,

ñ. 43] ñïðàâåäëèâå âêëàäåííÿ Lψβ,1 ⊂ Ls.

Ïðè ψ(k) = k−r, r > 0, ÿäðà Ψβ(t) iç (1.3) ¹ ÿäðàìè Âåéëÿ�Íàäÿ

Br,β(t)

Br,β(t) =
∞∑
k=1

k−r cos
(
kt− βπ

2

)
, r > 0, β ∈ R, (1.9)

à êëàñè ôóíêöié f , ùî çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

Br,β(x− t)ϕ(t)dt, ϕ ∈ Bp, ϕ ⊥ 1, (1.10)



20

¹ êëàñàìè Âåéëÿ-Íàäÿ W r
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞. Îñêiëüêè, ïðè ψ(k) = k−r,

r > 1
p , 1 < p ≤ ∞, âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.4) i (1.5), i îòæå, çãiäíî ç

âèêëàäåíèì âèùå, äëÿ äîâiëüíèõ β ∈ R ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ W r
β,p ⊂ C.

Ïðè β = r êëàñè W r
β,p ¹ êëàñàìè Âåéëÿ W r

r,p. ßêùî, äî òîãî æ

r = β ∈ N, òî W r
β,p ¹ êëàñàìè W

r
p äèôåðåíöiéîâíèõ â çâè÷àéíîìó ðîçó-

ìiííi ôóíêöié f , òàêèõ, ùî f (r) ∈ Bp (äèâ., íàïðèêëàä, [95, Ãë. 3, �6�7]).

Ïðè β = r + 1, r ∈ N, êëàñè W r
β,p ¹ êëàñàìè ñïðÿæåíèõ ôóíêöié W

r
p.

Ó âèïàäêó êîëè ψ(k) = e−αk
r

, r > 0, α > 0, êëàñè Lψβ,p òà C
ψ
β,p áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç Lα,rβ,p i C
α,r
β,p âiäïîâiäíî.

Ïîñëiäîâíîñòi ψ(k), k ∈ N, ùî âèçíà÷àþòü êëàñè Lψβ,p, çðó÷íî ðîç-

ãëÿäàòè ÿê çâóæåííÿ íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N äåÿêèõ äî-

äàòíèõ, íåïåðåðâíèõ, îïóêëèõ äîíèçó ôóíêöié ψ(t), t ≥ 1, òàêèõ, ùî

lim
t→∞

ψ(t) = 0. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ψ(t) ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè

÷åðåç M.

ÌíîæèíàM íåîäíîðiäíà çà øâèäêiñòþ ñïàäàííÿ äî íóëÿ ¨¨ åëåìåíòiâ:

ôóíêöi¨ ψ(t) ìîæóòü ïðÿìóâàòè äî íóëÿ ÿê çàâãîäíî ïîâiëüíî, à ìîæóòü

ñïàäàòè ÿê çàâãîäíî øâèäêî. Òîìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü âèîêðåìèòè ç

ìíîæèíè M ïiäìíîæèíè ôóíêöié, ùî ó ïåâíîìó ñåíñi ìàþòü îäíàêîâèé

õàðàêòåð ñïàäàííÿ äî íóëÿ. Ç öi¹þ ìåòîþ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨é ψ iç M

ðîçãëÿäàþòü õàðàêòåðèñòèêè:

η(t) = η(ψ; t) := ψ−1 (ψ(t)/2) , (1.11)

µ(t) = µ(ψ; t) :=
t

η(t)− t
, (1.12)

äå ψ−1 � îáåðíåíà äî ψ ôóíêöiÿ. Âåëè÷èíà η(t) − t öå äîâæèíà ïðî-

ìiæêó [t, η(t)], íà ÿêîìó çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ψ(t) çìåíøó¹òüñÿ ðiâíî â 2

ðàçè. Òîìó, ôóíêöiþ µ(t), îçíà÷åíó ðiâíiñòþ (1.12), íàçèâàþòü ìîäóëåì

íàïiâðîçïàäó ôóíêöi¨ ψ(t).

Çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòèêè µ(ψ; t) ç ìíîæèíè M ïðèéíÿòî âèäiëÿ-

òè (äèâ., íàïðèêëàä, [95, ñ.160]), íàñòóïíi ïiäìíîæèíè:

M0 = {ψ ∈M : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 0 < µ(ψ; t) ≤ K <∞} , (1.13)
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MC = {ψ ∈M : ∃K1, K2 > 0 ∀t ≥ 1 K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 <∞} ,
(1.14)

M+
∞ = {ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞} .

Î÷åâèäíî, ùî MC ⊂M0.

Â ñâîþ ÷åðãó ç ìíîæèíè M+
∞ ïðèéíÿòî âèäiëÿòè òàêi ïiäìíîæèíè:

M
′

∞ =
{
ψ ∈M+

∞ : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 η(ψ; t)− t ≤ K
}
, (1.15)

M
′′

∞ =
{
ψ ∈M+

∞ : ∃K > 0 ∀t ≥ 1 η(ψ; t)− t ≥ K
}
. (1.16)

Â (1.13)�(1.16) êîíñòàíòè K, K1 i K2 ¹ ðiçíèìè â ðiçíèõ ñïiââiäíîøåí-

íÿõ i âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü çàëåæàòè âiä ψ.

Òèïîâèìè ïðåäñòàâíèêàìè ìíîæèíè MC ¹ ôóíêöi¨ ψ(t) = t−r, r > 0,

ìíîæèíè M0 \MC � ôóíêöi¨ ψ(t) = ln−ε(t + 1), ε > 0. Äëÿ ìíîæèíè

M
′′

∞ òèïîâèìè ïðåäñòàâíèêàìè ¹ ôóíêöi¨ ψ(t) = e−αt
r

, 0 < r < 1, α > 0,

à äëÿ ìíîæèíè M
′

∞ � ôóíêöi¨ ψ(t) = e−α(t+K)r , r ≥ 1, α > 0,

K >
((

r−1
αr

) 1
r − 1

)
+
.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêîæ ìíîæèíó B � ìíîæèíó íåçðîñòàþ÷èõ äî-

äàòíèõ ôóíêöié ψ(t), t ≥ 1, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ìîæíà âêàçàòè äîäàòíó

ñòàëó K òàêó, ùî
ψ(t)

ψ(2t)
≤ K, t ≥ 1.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.16.1 ðîáîòè [95, ñ.175] äëÿ òîãî, ùîá ψ ç ìíî-

æèíè M íàëåæàëà äî M0 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíà íàëåæàëà äî

ìíîæèíè B.

Îêðiì õàðàêòåðèñòèêè µ(ψ; t) âèãëÿäó (1.12) äëÿ ôóíêöié ψ ç ìíîæè-

íè M çàñòîñîâóâàòèìåìî òàêîæ õàðàêòåðèñòèêó

α(ψ; t) :=
ψ(t)

t|ψ′(t)|
, ψ′(t) := ψ′(t+ 0). (1.17)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.12.1 ç [95, ñ.160] ôóíêöiÿ ψ ç ìíîæèíè M íàëå-

æèòü äî ìíîæèíè M0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ñòàëà K òàêà, ùî

α(ψ; t) > K > 0 ∀t ≥ 1;
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ôóíêöiÿ ψ ç ìíîæèíè M íàëåæèòü äî ìíîæèíè M0 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè iñíóþòü ñòàëi K1 > 0 i K2 > 0 òàêi, ùî

0 < K1 ≤ α(ψ; t) ≤ K2 <∞ ∀t ≥ 1.

Â ðîáîòi [98, ñ. 1692] áóëî ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíè Cψ
β ïðè ψ ∈ M+

∞

ñêëàäàþòüñÿ ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié i

òiëüêè ç íèõ, à ìíîæèíè Cψ
β ïðè ψ ∈M

′

∞ (äèâ. [98, ñ. 1698]), ñêëàäàþòüñÿ

iç òèõ i òiëüêè òèõ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f : R → R, ÿêi äîïóñêàþòü

àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â äåÿêó ñìóãó |Im z| ≤ c, c > 0 êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè. Îòæå, êëàñè Cψ
β,p ïðè ψ ∈ M+

∞ ¹ êëàñàìè íåñêií÷åííî äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, à ïðè ψ ∈M
′

∞ � êëàñàìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Íåõàé f ∈ Ls. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiäõèëåííÿ âiä ôóíêöi¨ f ¨¨ ÷àñòèí-

íî¨ ñóìè Ôóð'¹ ïîðÿäêó n− 1 Sn−1(f ;x)

ρn(f ;x) = f(x)− Sn−1(f ;x) = f(x)−
n−1∑

k=−n+1

f̂(k)eikx, n ∈ N, (1.18)

äå f̂(k) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (B.1) òà íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

f â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls, òîáòî âåëè÷èíó âèãëÿäó

En(f)s = inf
tn−1∈T2n−1

‖f(·)− tn−1(·)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, n ∈ N, (1.19)

äå T2n−1 � ïiäïðîñòið óñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ tn−1 ïîðÿäêó íå

âèùîãî çà n− 1 âèãëÿäó

tn−1(x) =
n−1∑

k=−n+1

cke
ikx, ck = c−k, ck ∈ Z.

Òàêîæ äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ Ls ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi àïðîêñèìàòèâíi õà-

ðàêòåðèñòèêè:

e⊥m(f)s = inf
γm
‖f(x)− Sγm(f ;x)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, m ∈ N, (1.20)

em(f)s = inf
γm

inf
ck∈C
‖f(x)−

∑
k∈γm

cke
ikx‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, m ∈ N, (1.21)

äå γm � äîâiëüíi íàáîðè ç m öiëèõ ÷èñåë, a

Sγm(f ;x) =
∑
k∈γm

f̂(k)eikx.
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Äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó F ⊂ Ls ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè

En(F )s = sup
f∈F
‖ρn(f ;x)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, (1.22)

En(F )s = sup
f∈F

En(f)s, 1 ≤ s ≤ ∞, (1.23)

e⊥m(F )s = sup
f∈F

e⊥m(f)s, 1 ≤ s ≤ ∞, (1.24)

em(F )s = sup
f∈F

em(f)s, 1 ≤ s ≤ ∞, (1.25)

d>m(F,Ls) := inf
γm

sup
f∈F

inf
ck∈C
‖f(x)−

∑
k∈γm

cke
ikx‖s, 1 ≤ s ≤ ∞. (1.26)

Âåëè÷èíè (1.24) i (1.25) íàçèâàþòü âiäïîâiäíî íàéêðàùèì îðòîãîíàëü-

íèì òðèãîíîìåòðè÷íèì i íàéêðàùèì m�÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íà-

áëèæåííÿìè êëàñó F â ïðîñòîði Ls, à âåëè÷èíó (1.26) íàçèâàþòü òðèãî-

íîìåòðè÷íèì ïîïåðå÷íèêîì êëàñó F â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ls.

Çðîçóìiëî, ùî êîëè f ∈ C, òî

‖ρn(f ;x)‖∞ = ‖ρn(f ;x)‖C , En(f)∞ = En(f)C ,

e⊥m(f)C = e⊥m(f)∞, em(f)C = em(f)∞.

Òîìó, ó âèïàäêó êîëè F = Cψ
β,p íîðìó ‖ · ‖∞ â (1.22)�(1.26) ìîæíà çàìi-

íèòè íà ‖ · ‖C i ïðè öüîìó

En(Cψ
β,p)C = En(Cψ

β,p)∞, En(C
ψ
β,p)C = En(C

ψ
β,p)∞,

e⊥m(Cψ
β,p)C = e⊥m(Cψ

β,p)∞, em(Cψ
β,p)C = em(Cψ

β,p)∞, d
>
m(Cψ

β,p, C) = d>m(Cψ
β,p)∞.

Äëÿ âåëè÷èí (1.22)�(1.26) ìàþòü ìiñöå î÷åâèäíi ñïiââiäíîøåííÿ

e2n−1(F )s ≤ d>2n−1(F,Ls) ≤ En(F )s ≤ En(F )s, (1.27)

e2n−1(F )s ≤ e⊥2n−1(F )s ≤ En(F )s. (1.28)

Îöiíêè âåëè÷èíè En(F )s ìîæóòü ïðèðîäíüî ñëóãóâàòè çà îöiíêè çâåð-

õó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü, íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ íàáëèæåíü, íàéêðàùèõm�÷ëåííèx òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîïåðå÷íèêiâ âèãëÿäó (1.23)�(1.26).
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1.2. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹ êëàñiâ Lψβ,p: îãëÿä ðåçóëüòàòiâ i ïîñòàíîâêà çàäà÷ äîñëiä-

æåííÿ

Îäíèì iç íàéáiëüø ïðîñòèõ i ïðèðîäíèõ àïàðàòiâ íàáëèæåííÿ ïåðiî-

äè÷íèõ ôóíêöié f ¹ ¨õ ÷àñòèííi ñóìè Ôóð'¹

Sn−1(f ;x) =
n−1∑

k=−n+1

f̂(k)eikx,

äå f̂(k) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (B.1).

Äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ÷àñòèííè-

ìè ñóìàìè Ôóð'¹ áåðå ïî÷àòîê ç ðîáiò À. Ëåáåãà [39, 40] 1909�1910 ðîêiâ,

ÿêèé, çîêðåìà, âñòàíîâèâ [40] ïîðÿäêîâó ðiâíiñòü

En(W 1
∞)C �

lnn

n
, n ∈ N \ {1}.

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âåëè÷èí

En(F )s = sup
f∈F
‖ρn(f ;x)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, n ∈ N,

íà äåÿêèõ âàæëèâèõ êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié F ⊂ Ls äîñëiäæó-

âàëàñü ó ðîáîòàõ À. Ëåáåãà [39, 40], Ë. Ôåé¹ðà [131], Ø. Âàëëå Ïóññå-

íà [14,15], À.Ì. Êîëìîãîðîâà [34], Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [47,48], Á. Íàäÿ [46],

Â.Ò. Ïiíêåâè÷à [50], Ì.Ï. Êîðíié÷óêà [37], Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà [101], Î.I. Ñòå-

ïàíöÿ [86�96], Â.Ï. Ìîòîðíîãî [45], Î.Ï. Òiìàíà [116, 117], Ì.Ï. Òiìà-

íà [118, 119], I.Ã. Ñîêîëîâà [84], Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêîãî [105�107], Â.Ô. Áà-

áåíêà [2], Î.Ê. Êóøïåëÿ [91], Î.Â. �ôiìîâà [26�27], Ï.Â. Çàäåðåÿ [23],

Ñ.Î. Ïi÷óãîâà [2], Â.I. Ðóêàñîâà [97], À.Ñ. Ñåðäþêà [18, 65�70], Â.Â. Ñàâ-

÷óêà [44], Ñ.Î. ×àé÷åíêà [97, 132], Â.Ñ. Ðîìàíþêà [62], Ð.Ì. Òðèãóáà [120],

Â.Î. Ëåîíòü¹âà [41, 42] òà áàãàòüîõ iíøèõ ìàòåìàòèêiâ.

Ó 1935 ðîöi À.Ì. Êîëìîãîðîâ [34] âñòàíîâèâ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

âåëè÷èí En(W r
∞)C , r ∈ N.

Òåîðåìà 1.1 (À.Ì. Êîëìîãîðîâ). Íåõàé r ∈ N. Òîäi ìà¹ ìiñöå àñèìï-
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òîòè÷íà ïðè n→∞ ðiâíiñòü

En(W r
∞)C =

4

π2

lnn

nr
+O

( 1

nr

)
, (1.29)

äå O � âåëè÷èíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî n.

Â.Ò. Ïiíêåâè÷ [50] ïîêàçàâ, ùî ðiâíiñòü (1.29) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êëàñiâ

Âåéëÿ W r
r,∞ ïðè äîâiëüíèõ r > 0. Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé [105] çíàéøîâ

àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi âåëè÷èí En(W r
β,∞)C ïðè äîâiëüíèõ r > 0, β ∈ R i

n ∈ N.

Òåîðåìà 1.2 (Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêèé). Íåõàé r > 0, β ∈ R. Òîäi ìà¹

ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ïðè n→∞ ðiâíiñòü

En(W r
β,∞)C =

4

π2

lnn

nr
+O

( 1

nr

)
. (1.30)

Çàâäÿêè äîñëiäæåííÿì Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [48, ñ. 248] áóëî âñòàíîâëåíî

àíàëîãi÷íi ðiâíîñòi i äëÿ âåëè÷èí En(W r
r,1)1, r > 0, à çàâäÿêè ðîáîòàì [48,

103, 106] çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí En(W r
β,1)1, r > 0,

β ∈ R.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê âåëè÷èí En(W r
β,p)s, òî âîíè âiäî-

ìi ïðè âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β, à ñàìå ïðè

r >
(

1
p −

1
s

)
+
, 1 ≤ p, s ≤ ∞ i β ∈ R (äèâ., íàïðèêëàä, [115, ñ. 47�49]).

Òåîðåìà 1.3 Íåõàé 1 ≤ p, s ≤ ∞, r >
(

1
p −

1
s

)
+
i β ∈ R. Òîäi ìàþòü

ìiñöå ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W r
β,p)s �


n−r+( 1

p−
1
s )+, 1 ≤ p < s ≤ ∞∨ 1 < p = s <∞,

1 ≤ s < p ≤ ∞,
n−r lnn, p = s = 1, p = s =∞.

(1.31)

Â áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

En(W r
β,p)s. Çîêðåìà, âiäîìi òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí En(W r

2 )2, r, n ∈ N

(äèâ., íàïðèêëàä, [36, ñ. 125�127]), à òàêîæ âåëè÷èí En(W r
2 )C , r, n ∈ N

(äèâ. ðîáîòó Â.Ô. Áàáåíêà òà Ñ.Î. Ïi÷óãîâà [2, ñ. 684,686]).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü àáî âèçíà÷åííÿ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïðè n → ∞ ïîâåäiíêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü
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íàëåæèòü À. Ëåáåãó [39, 40], à ïåðøi ðåçóëüòàòè ïî îá÷èñëåííþ òî÷íèõ

çíà÷åíü íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíî-

ìàìè ïîðÿäêó íå âèùå íiæ n − 1 íà êëàñàõ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

W r
∞, r ∈ N, áóëè îäåðæàíi Áîðîì [12] (r = 1) òàÆ. Ôàâàðîì [121] (r ∈ N).

Òåîðåìà 1.4 (Æ. Ôàâàð). Íåõàé r ∈ N. Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N ñïðàâåä-

ëèâi ðiâíîñòi

En(W
r
∞)C =

Kr

nr
,

äå

Kr =
4

π

∞∑
j=0

(−1)j(r−1)

(2j + 1)r+1

� êîíñòàíòè Ôàâàðà.

Äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç âñòàíîâëåííÿì òî÷íèõ çíà÷åíü íàéêðàùèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ ñïðÿæåíèõ ôóíêöié W
r
∞, r ∈ N, áóëè ïðîäîâæåíi â

ðîáîòàõ Æ. Ôàâàðà [122], Í.I. Àõi¹çåðà òà Ì.Ã. Êðåéíà [1], Á. Íàäÿ [46].

Ó 1946 ðîöi Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèé [48], çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè äâî¨ñòîñòi,

âñòàíîâèâ òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ W r
1 òðèãîíîìåò-

ðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó n− 1 â ìåòðèöi L1, ïîêàçàâøè, ùî

En(W
r
1 )L1

= En(W
r
∞)C =

Kr

nr
, r ∈ N, n = 1, 2, ... . (1.32)

Âiäøóêàííÿì òî÷íèõ çíà÷åíü âåëè÷èí En(W
r
β,∞)C i En(W

r
β,1)1 ïðè äî-

âiëüíèõ r > 0 i β ∈ R çàéìàëèñÿ Â.Ê. Äçÿäèê [20�22], Ñ.Á. Ñò¹÷êií [101,

102] òà Ñóíü Þí-øåí [104]. Ïîâíiñòþ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ

çíà÷åíü âåëè÷èí En(W
r
β,∞)C i En(W

r
β,1)1 áóëà ðîçâ'ÿçàíà Â.Ê. Äçÿäèêîì

[22].

Òåîðåìà 1.5 (Â.Ê. Äçÿäèê). Íåõàé r > 0 i β ∈ R. Íåõàé, äàëi, θ �

âåëè÷èíà, ÿêa ïðèéìà¹ íàñòóïíi çíà÷åííÿ:

à) θ = 1, ÿêùî r ∈ (0, 1] i β ∈ [r, 2r];

á) θ ∈ (0, 1] i θ � êîðiíü ðiâíÿííÿ

∞∑
j=0

cos
(
(2j + 1)θπ − πβ

2

)
(2j + 1)r

= 0,

ÿêùî r ∈ (0, 1] i β ∈ [0, 2] \ [r, 2r] àáî æ r > 1 i β ∈ R.
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Òîäi ïðè âñiõ r > 0, β ∈ R i n ∈ N ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

En(W
r
β,∞)C = En(W

r
β,1)1 =

1

π
En(B

r
β)1 =

Mr,β

nr
,

äå

Mr,β =
4

π

∣∣∣ ∞∑
j=0

sin
(
(2j + 1)θπ − πβ

2

)
(2j + 1)r+1

∣∣∣,
à ÿäðî Br

β îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1.9).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè r ∈ N i β = r êîíñòàíòè Mr,β çáiãàþòüñÿ ç êîí-

ñòàíòàìè Ôàâàðà

Mr,r = Kr, r ∈ N.

Äëÿ êëàñiâ Âåéëÿ�Íàäÿ W r
β,p òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí

En(W
r
β,p)s âiäîìi ïðè âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β

(äèâ., íàïðèêëàä, [115, ñ. 47�49]).

Òåîðåìà 1.6 Íåõàé 1 ≤ p, s ≤ ∞, r >
(

1
p −

1
s

)
+
i β ∈ R. Òîäi ìàþòü

ìiñöå ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(W
r
β,p)s � n

−r+( 1
p−

1
s)+. (1.33)

Çi ñïiââiäíîøåíü (1.31) i (1.33) áà÷èìî, ùî ïðè r >
(

1
p −

1
s

)
+
ó âè-

ïàäêàõ êîëè 1 ≤ p < s ≤ ∞ àáî 1 < p = s <∞ àáî 1 ≤ s < p ≤ ∞
ñïðàâåäëèâà ïîðÿäêîâà îöiíêà

En(W r
β,p)s � En(W

r
β,p)s � n

−r+( 1
p−

1
s)+.

Öå îçíà÷à¹, ùî â öèõ âèïàäêàõ ñóìè Ôóð'¹ çàáåçïå÷óþòü ïîðÿäîê íàéê-

ðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Âåéëÿ�Íàäÿ â Ls�ìåòðèêàõ.

Ïðè p = s = 2 äëÿ âåëè÷èí En(W
r
β,p)s i En(W r

β,p)s ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

(äèâ., íàïðèêëàä, [96, ñ. 18])

En(W r
β,2)2 = En(W

r
β,2)2 = n−r, r > 0, β ∈ R, n ∈ N. (1.34)

Äîñëiäæåííþ ñëàáêî¨ òà ñèëüíî¨ àñèìïòîòèê íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹

òà íàéêðàùèõ íàáëèæåíü íà êëàñàõ Lψβ,p â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls ïðè ðiç-

íèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåòðàìè p òà s, â çàëåæíîñòi âiä ïîðÿäêó
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ñïàäàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi ψ, ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè Î.I. Ñòåïàíöÿ [86�

96], Î.Ê. Êóøïåëÿ [91], Ñ.Î. Òåëÿêîâñüêîãî [107], Ð.Ì. Òðèãóáà [120],

À.Ñ. Ñåðäþêà [18, 64�70], I.Â. Ñîêîëåíêà [69, 70], Â.Ñ. Ðîìàíþêà [62],

Ó.Ç. Ãðàáîâî¨ [18] òà iíøèõ. Íàâåäåìî äåÿêi âàæëèâi ðåçóëüòàòè ç çàçíà-

÷åíèõ ðîáiò.

Òåîðåìà 1.7 (Î.I. Ñòåïàíåöü, Î.Ê. Êóøïåëü). Íåõàé 1 < s ≤ p <∞,

ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) íå çðîñòà¹ i β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

C(1)
p,sψ(n) ≤ En(L

ψ
β,p)s ≤ E(Lψβ,p)s ≤ C(2)

p,sψ(n), (1.35)

äå C
(1)
p,s i C

(2)
p,s � äîäàòíi âåëè÷èíè, ùî ìîæóòü çàëåæàòè òiëüêè âiä p

i s.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, B � ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ äîäàòíèõ ôóíêöié

ψ(t), t ≥ 1, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ìîæíà âêàçàòè äîäàòíó ñòàëó K òàêó, ùî
ψ(t)
ψ(2t) ≤ K, t ≥ 1.

Òåîðåìà 1.8 (Î.I. Ñòåïàíåöü, Î.Ê. Êóøïåëü). Íåõàé 1 < p < s <∞,

ψ ∈ B, ïîñëiäîâíiñòü ψ(k)k
1
p−

1
s íå çðîñòà¹ i β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N

C(3)
p,sψ(n)n

1
p−

1
s ≤ En(L

ψ
β,p)s ≤ E(Lψβ,p)s ≤ C(4)

p,sψ(n)n
1
p−

1
s , (1.36)

äå C
(3)
p,s i C

(4)
p,s � äîäàòíi âåëè÷èíè, ùî ìîæóòü çàëåæàòè òiëüêè âiä p

i s.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Θp, 1 ≤ p < ∞, � ìíîæèíó íåçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié

ψ(t), äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà α > 1
p òàêà, ùî äîáóòîê t

αψ(t) ìàéæå ñïàäà¹

(òîáòî çíàéäåòüñÿ äîäàòíà ñòàëà K òàêà, ùî tα1ψ(t1) ≤ Ktα2ψ(t2) äëÿ

áóäü�ÿêèõ t1 > t2 ≥ 1).

Òåîðåìà 1.9 (Ó.Ç. Ãðàáîâà, À.Ñ. Ñåðäþê). Íåõàé 1 < s ≤ ∞, β ∈ R,

ψ ∈ B ∩Θs′,
1
s + 1

s′ = 1, i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ

∆2
(
1/ψ(k)

)
≥ 0, k ∈ N (1.37)

àáî

∆2
(
1/ψ(k)

)
≤ 0, k ∈ N, (1.38)
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äå ∆2
(
1/ψ(k)

)
:= 1

ψ(k) −
2

ψ(k+1) + 1
ψ(k+2). Òîäi iñíóþòü äîäàòíi âåëè÷è-

íè C(1) i C(2), ùî ìîæóòü çàëåæàòè ëèøå âiä ψ i s, òàêi, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ n ∈ N

C(1)ψ(n)n
1
s′ ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤ C(2)ψ(n)n

1
s′ . (1.39)

Òåîðåìà 1.10 (Ó.Ç. Ãðàáîâà, À.Ñ. Ñåðäþê). Íåõàé 1 < p < ∞,

ψ ∈ B ∩Θp i β ∈ R. Òîäi iñíóþòü äîäàòíi âåëè÷èíè C(1), C(2), ùî ìî-

æóòü çàëåæàòè ëèøå âiä ψ i p, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N

C(3)ψ(n)n
1
p ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤ C(4)ψ(n)n

1
p . (1.40)

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà ψ ∈ Θp ¹ äîñòàòíüîþ, àëå íå íåîáõiäîþ óìîâîþ

òîãî, ùîá çãîðòêè
(

Ψβ ∗ ϕ
)

(x) = 1
π

π∫
−π

Ψβ(x− t)ϕ(t)dt, äå ϕ ∈ Bp, ϕ ⊥ 1,

áóëè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè. Iñíóþòü ïðèêëàäè ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî

ψ /∈ Θp, äëÿ ÿêèx ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Ψβ ∗ ϕ ⊂ C. Òîìó ïðèðîäíüî

ïîñòàëà çàäà÷à ïðî âñòàíîâëåííÿ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê âåëè÷èí En(C
ψ
β,p)C

i En(Cψ
β,p)C , 1 < p < ∞, äëÿ ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî ψ /∈ Θp. Ïðè öüîìó

âàæëèâî ç'ÿñóâàòè ÷è çáåðiãàòèìóòüñÿ ïîðÿäêîâi ñïiââiäíîøåííÿ

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p

çà óìîâè ψ /∈ Θp.

Ïðè 1 ≤ s < ∞ óìîâà ψ ∈ Θs′, 1
s + 1

s′ = 1, çàáåçïå÷ó¹ âêëàäåííÿ

Lψβ,1 ⊂ Ls. Ïðîòå iñíóþòü ïðèêëàäè ôóíêöié ψ /∈ Θs′ äëÿ ÿêèx òåæ ñïðà-

âåäëèâå âêëàäåííÿ Lψβ,1 ⊂ Ls. Òîæ âèíèêëà çàäà÷à ïðî âñòàíîâëåííÿ òî÷-

íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê âåëè÷èí En(L
ψ
β,1)s i En(L

ψ
β,1)s çà óìîâè L

ψ
β,1 ⊂ Ls

äëÿ ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî ψ /∈ Θs′. Ðîçâ'ÿçàííþ âêàçàíèõ çàäà÷ ïðèñâÿ-

÷åíî ïiäðîçäiëè 2.1 òà 2.3 äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Òåîðåìè 1.6�1.10 îõîïëþþòü âèïàäîê, êîëè ψ(t) ñïàäà¹ äî íóëÿ íå

øâèäøå çà ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Â òîé æå ÷àñ ïðîâîäèëèñü äîñëiäæåííÿ

ïî çíàõîäæåííþ îöiíîê âåëè÷èí En(Lψβ,p)s òà En(L
ψ
β,p)s ó âèïàäêó, êîëè

ψ ∈ M+
∞ (â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ ψ(t) ñïàäà¹ äî íóëÿ øâèäøå çà äî-

âiëüíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ). Çîêðåìà, ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí En(Lψβ,p)s
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òà En(L
ψ
β,p)s ïðè ψ ∈ M

′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, âñòàíîâëåíi Î.I. Ñòåïàíöåì â

[92, ñ. 226] (äèâ. òàêîæ [96, ñ. 48]), à ïðè ψ ∈M
′′

∞ � Î.I. Ñòåïàíöåì â [92,

ñ. 227] (äèâ. òàêîæ [96, ñ. 60]) òà Â.Ñ. Ðîìàíþêîì [62].

Òåîðåìà 1.11 (Î.I. Ñòåïàíåöü). Íåõàé 1 ≤ p, s ≤ ∞, ψ ∈ M
′

∞ i

β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

C(5)
p,sψ(n) ≤ En(L

ψ
β,p)s ≤ En(L

ψ
β,p)s ≤ C(6)

p,sψ(n), (1.41)

äå C
(5)
p,s , C

(6)
p,s � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä n.

Òåîðåìà 1.12 (Î.I. Ñòåïàíåöü). Íåõàé 1 < p, s < ∞, ψ ∈ M
′′

∞ i

β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

C(7)
p,sψ(n)(η(n)−n)(p−1−s−1)+ ≤

≤ En(L
ψ
β,p)s ≤ En(L

ψ
β,p)s ≤

≤ C(8)
p,sψ(n)(η(n)−n)(p−1−s−1)+,

(1.42)

äå C
(7)
p,s , C

(8)
p,s � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä p i s.

Òåîðåìà 1.13 (Â.Ñ. Ðîìàíþê). Íåõàé 1 < p <∞, β ∈ R, ψ ∈M+
∞ i,

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî t0 ≥ 1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü η(t)− t > K > 1.

Òîäi

En
(
Cψ
β,p

)
C
� ψ(n)(η(n)− n)

1
p .

Â ðÿäi âèïàäêiâ äëÿ âåëè÷èí En(Lψβ,p)s çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðiâíî-
ñòi (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè Î.I. Ñòåïàíöÿ [92, ñ. 121, 153], À.Ñ. Ñåðäþ-

êà [67], Ð.Ì. Òðèãóáà [120]).

Òåîðåìà 1.14 (Î.I. Ñòåïàíåöü). Íåõàé ψ ∈ MC ∪M+
∞ i β ∈ R. Òîäi

ïðè n→∞ ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

En
(
Cψ
β,∞
)
C

=
4ψ(n)

π2
ln+ π(η(n)− n) +O(1)ψ(n), (1.43)

En
(
Lψβ,1

)
1

=
4ψ(n)

π2
ln+ π(η(n)− n) +O(1)ψ(n), (1.44)

äå ln+ t = max{0, ln t}, O(1) � âåëè÷èíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî

n i β.
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Àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü En(C
ψ
β,∞)C

ïðè ψ ∈M+
∞ i β ∈ R çíàéäåíî À.Ñ. Ñåðäþêîì [66].

Ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ p i s äëÿ âåëè÷èí En(Lψβ,p)s òà

En(L
ψ
β,p)s âñòàíîâëåíî òî÷íi çíà÷åííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè À.Â. Áó-

øàíñüêîãî [13], Ì.Ã. Êðåéíà [38], Á. Íàäÿ [46], Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [48],

Â.Ò. Øåâàëäiíà [133], Î.I. Ñòåïàíöÿ, Î.Ê. Êóøïåëÿ [91], À.Ñ. Ñåðäþêà

[64, 69, 70] òà I.Â. Ñîêîëåíêà [69, 70]).

Òåîðåìà 1.15 (Î.I. Ñòåïàíåöü, Î.Ê. Êóøïåëü). Íåõàé ψ � äîâiëüíà

íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü i β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

En(Lψβ,2)2 = En(L
ψ
β,2)2 = ψ(n).

Òåîðåìà 1.16 (À.Ñ. Ñåðäþê, I.Â. Ñîêîëåíêî). Íåõàé
∞∑
k=1

ψ2(k) <∞ i

β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

En(Cψ
β,2)C =

1√
π

( ∞∑
k=n

ψ2(k)
) 1

2

,

En(Lψβ,1)2 =
1√
π

( ∞∑
k=n

ψ2(k)
) 1

2

.

Ó âèïàäêó êîëè ψ ∈M
′′

∞ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ

îöiíîê âåëè÷èí En

(
Cψ
β,p

)
C
, 1 ≤ p <∞, En

(
Lψβ,1

)
s
i En

(
Lψβ,1

)
s
, 1 < s ≤ ∞,

β ∈ R, ðîçâ'ÿçàíà íå áóëè. Ðîçâ'ÿçàííþ âêàçàíî¨ çàäà÷i ïðèñâÿ÷åíî ïiä-

ðîçäiëè 3.1 òà 3.2 äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.
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1.3. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié:

îãëÿä ðåçóëüòàòiâ i ïîñòàíîâêà çàäà÷ äîñëiäæåííÿ

Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íà-

áëèæåíü äëÿ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êîìïàêòiâ âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ

Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî [7�10], Â.Ì. Òåìëÿêîâà [111], Î.I. Ñòåïàíöÿ [93�94, 96],

À.Ñ. Ðîìàíþêà [54, 56, 59, 61], Â.Ñ. Ðîìàíþêà [63], Í.Ì. Êîíñåâè÷ [35],

Î.Ñ. Ôåäîðåíêà [125, 127], À.Ñ. Ñòàñþêà [85], À.Ë. Øèäëi÷à [134, 135],

Â.Â. Øêàïè [136, 137] òà iíøèõ.

Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè e⊥m(F )s âèäó (1.24) âïåðøå áóëè ðîç-

ãëÿíóòi Å.Ñ. Áåëiíñüêèì [7] ó 1988 ðîöi ïðè äîñëiäæåííi êëàñiâ W r
β,p.

Ç ðîáiò Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî [7], Á.Ñ. Êàøèíà i Â.Ì. Òåìëÿêîâà (äèâ.

òåîðåìó 2.1 â [111] i íàñëiäîê 1 â [33]) òà À.Ñ. Ðîìàíþêà [54, 56, 59,

61] âèïëèâàþòü ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ W r
β,p â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, ïðè

ðiçíèõ (àëå íå ïðè âñiõ ìîæëèâèõ) çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, p, s i β.

Òåîðåìà 1.17. (Å.Ñ. Áåëiíñüêèé, Á.Ñ. Êàøèí, Â.Ì. Òåìëÿêîâ,

À.Ñ. Ðîìàíþê) Íåõàé r >
(

1
p −

1
s

)
+
i

β ∈ R, 1 < p, s <∞∨ 1 < p <∞, s =∞∨ p = 1, 1 < s <∞,

àáî

β = 2l − 1, l ∈ Z, p = 1, s =∞.

Òîäi

e⊥m(W r
β,p)s � m−r+( 1

p−
1
s )+.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1.17 ìiñòèòü òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí e⊥m(W r
β,1)C

ëèøå ó âèïàäêó β = 2l − 1, l ∈ Z (äèâ. [59]). Ïðè âñiõ iíøèõ çíà÷åííÿõ

β ∈ R ïèòàííÿ ïðî òî÷íi ïîðÿäêè îöiíêè öèõ âåëè÷èí çàëèøàëîñü âiä-

êðèòèì. Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â ïiäðîçäiëi 2.4 äèñåðòàöi¨.

Â ðîáîòàõ [125] i [127] Î.Ñ. Ôåäîðåíêî âñòàíîâèâ ïîðÿäêîâi îöiíêè

âåëè÷èí e⊥m(Lψβ,p)s äëÿ âñiõ 1 < p, s <∞ çà óìîâè ψ ∈ B.
Òåîðåìà 1.18 (Î.Ñ. Ôåäîðåíêî). Íåõàé 1 < p, s <∞, β ∈ R, ψ ∈ B i
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ïîñëiäîâíiñòü ψ(k)k( 1
p−

1
s )+ íå çðîñòà¹. Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåí-

íÿ

e⊥m(Lψβ,p)s � ψ(m)m( 1
p−

1
s )+.

Âèïàäêè p = 1, 1 < s < ∞ i 1 < p <∞, s = ∞ ðîçãëÿíóòî â ðîáî-

òàõ Â.Â. Øêàïè [136, 137]. Íåõàé, Θ∗α, α ≥ 0, � ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ

ôóíêöié ψ(t), äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k)kα+ε íå

çðîñòà¹.

Òåîðåìà 1.19 (Â.Â. Øêàïà). Íåõàé 1 < p <∞, ψ ∈ B ∩Θ∗1
p

i β ∈ R.

Òîäi

e⊥m(Cψ
β,p)C � ψ(m)m

1
p . (1.45)

Òåîðåìà 1.20 (Â.Â. Øêàïà). Íåõàé 1 < s <∞, ψ ∈ B ∩Θ∗ s
s−1

, β ∈ R

i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ (1.37) àáî (1.38). Òîäi

e⊥m(Lψβ,1)s � ψ(m)m1− 1
s . (1.46)

Â çâ'ÿçêó ç òåîðåìàìè 1.19 i 1.20 çàçíà÷èìî íàñòóïíå: iñíóþòü ïðè-

êëàäè ôóíêöié ψ, òàêèõ ùî ψ /∈ Θ∗1
p

i äëÿ ÿêèx ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ(
Ψβ ∗ ϕ

)
(x) ⊂ C, à òàêîæ òàêèõ, ùî ψ /∈ Θ∗ s

s−1
i Lψβ,1 ⊂ Ls. Òîìó ïðèðîä-

íüî ïîñòàëè çàäà÷i ïðî âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê âåëè÷èí

e⊥n (Cψ
β,p)C , 1 < p < ∞, äëÿ ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî ψ /∈ Θ∗1

p

, à òàêîæ ïðî

âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê âåëè÷èí e⊥n (Lψβ,1)s, 1 < s < ∞,

äëÿ ôóíêöié ψ òàêèõ, ùî ψ /∈ Θ∗ s
s−1
. Âàæëèâîþ ¹ òàêîæ çàäà÷à ïðî òî÷íi

ïîðÿäêè âåëè÷èí e⊥n (Cψ
β,1)C . Ðîçâ'ÿçàííþ îêðåñëåíèõ çàäà÷ ïðèñâÿ÷åíî

ïiäðîçäiëè 2.2 òà 2.4 äèñåðòàöi¨.

Êîëè êëàñè Cψ
β,p ¹ êëàñàìè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí e⊥m(Cψ
β,p)s çíàéäåíi ëèøå â îêðåìèõ âèïàä-

êàõ (äèâ. ðîáîòè Î.I. Ñòåïàíöÿ [93�94, 96], À.Ë. Øèäëi÷à [134, 135] òà

Â.Ñ. Ðîìàíþêà [63]).

Çîêðåìà ç ðåçóëüòàòiâ À.Ë.Øèäëi÷à [135, ñ.325] âèïëèâàþòü ïîðÿäêîâi

îöiíêè âåëè÷èí e⊥m(Lψβ,p)s ïðè p = 2 i 1 ≤ s <∞.
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Òåîðåìà 1.21 (À.Ë. Øèäëi÷). Íåõàé 1 ≤ s < ∞, ψ ∈ M,

ψ(t)/ψ′(t) ↓ 0, ψ′(t) := ψ′(t+ 0) i β ∈ R. Òîäi

e⊥m(Lψβ,2)s � ψ
([m+ 1

2

])
,

äå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ

îöiíîê âåëè÷èí e⊥n
(
Cψ
β,p

)
s
, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R, ïðè ψ ∈ M

′

∞ ðîçâ'ÿçàíà

íå áóëà. �¨ ðîçâ'ÿçàííþ ïðèñâÿ÷åíî ïiäðîçäië 3.3 äèñåðòàöiéíîãî äîñëiä-

æåííÿ.



35

1.4. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié: îãëÿä

ðåçóëüòàòiâ i ïîñòàíîâêà çàäà÷ äîñëiäæåííÿ

Âåëè÷èíè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ íàáëèæåíü em(f)s âèäó (1.21) áó-

ëè ââåäåíi Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì [101] ïðè s = 2 ç ìåòîþ âñòàíîâëåííÿ êðè-

òåðiþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ. Ïåðøi îöiíêè âåëè÷èí

em(f)∞ äëÿ äåÿêèõ iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié âñòàíîâëåíi Ð.Ñ. Iñìàãiëîâèì

[28]. Çãîäîì ïî÷àëè äîñëiäæóâàòè íàéêðàùi m�÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷-

íi íàáëèæåííÿ êëàñiâ ôóíêöié, ÿêi âîëîäiþòü ïåâíèìè äèôåðåíöiàëüíî-

ðiçíèöåâèìè ÷è ãëàäêiñíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Iñòîðiÿ äîñëiäæåííÿ íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàá-

ëèæåíü ïîâ'ÿçàíà ç iìåíàìè òàêèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿê Ê.I. Îñêîëêîâ [49],

Á.Ñ. Êàøèí [29�32], Â.Ì. Òåìëÿêîâ [108�114], Å.Ñ. Áåëiíñüêèé [3�11],

Ã.I. Ìàêîâîç [43], Å.Ì. Ãàë¹¹â [16�17], Î.I. Ñòåïàíåöü [93, 94, 96], À.Ñ. Ðî-

ìàíþê [51�61], À.Ë. Øèäëi÷ [134, 135] òà áàãàòî iíøèõ.

Ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí em(F )s íà êëàñàõ Âåéëÿ�ÍàäÿW r
β,p äîñëiä-

æóâàëèñü â ðîáîòàõ Á.Ñ. Êàøèíà i Â.Ì. Òåìëÿêîâà [33], Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî

[3, 4, 6, 7, 11], À.Ñ. Ðîìàíþêà [52, 55, 61].

Â ðîáîòàõ Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî [3, 4, 6] çíàéäåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí

em(W r
β,p)s ïðè 1 < p ≤ 2 < s ≤ ∞.

Òåîðåìà 1.22 (Å.Ñ. Áåëiíñüêèé). Íåõàé 1 < p ≤ 2 < s ≤ ∞ i β ∈ R.

Òîäi

em(W r
β,p)s �

 m−r+
1
p−

1
2 , r > 1

p ,

m−
s
2 (r− 1

p+ 1
s ), 1

p > r > 1
p −

1
s .

(1.47)

Â [7] Å.Ñ. Áåëiíñüêèé âñòàíîâèâ ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí em(W r
β,p)s

ó âèïàäêó 1 < p < s < 2 i 1
p −

1
s < r < 2

(
1
p −

1
s

)
.

Òåîðåìà 1.23 (Å.Ñ. Áåëiíñüêèé). Íåõàé 1 < p < s < 2,

1
p −

1
s < r < 2

(
1
p −

1
s

)
i β ∈ R. Òîäi

em(W r
β,p)s � m−r+

1
p−

1
s .
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Â [52] À.Ñ. Ðîìàíþê âñòàíîâèâ ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí em(W r
β,p)s

ïðè 2 ≤ p < s <∞.

Òåîðåìà 1.24 (À.Ñ. Ðîìàíþê). Íåõàé 2 ≤ p < s <∞, r > 1
2 i β ∈ R.

Òîäi

em(W r
β,p)s � m−r. (1.48)

Â [33, ñ.74] Á.Ñ. Êàøèí i Â.Ì. Òåìëÿêîâ çíàéøëè òàêîæ òî÷íi çà ïî-

ðÿäêîì îöiíêè çíèçó âåëè÷èí em(W r
β,p)s ïðè 1 < s ≤ p <∞.

Òåîðåìà 1.25 (Á.Ñ. Êàøèí, Â.Ì. Òåìëÿêîâ). Íåõàé 1 < s ≤ p <∞,

r > 0, β ∈ R i m ∈ N. Òîäi

em(W r
β,p)s � m−r.

Â ðîáîòàõ Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî [3] òà À.Ñ. Ðîìàíþêà [55] äîñëiäæóâàëèñü

òàêîæ òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí em(W r
β,p)s ïðè p = 1, 1 < s <∞.

Â [11] Å.Ñ. Áåëiíñüêèé çíàéøîâ ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí

em(W r
β,p)C ïðè r > 1

p .

Òåîðåìà 1.26 (Å.Ñ. Áåëiíñüêèé.) Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, r > 1
p i β ∈ R.

Òîäi

em(W r
β,p)C � m−r+( 1

p−
1
2 )+.

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ ùîäî âåëè÷èí em(Lψβ,p)s (äèâ.

ðîáîòè [123�127]). Íåõàé Θ∗∗α , α ≥ 0, � ìíîæèíà íåçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié

ψ(t), äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâíiñòü ψ(k)kα íå çðîñòà¹, a Θ∗∗∗α , α ≥ 0, � ìíîæèíà

ôóíêöié ψ(t), äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k)kα−ε íå

ñïàäà¹.

Òåîðåìà 1.27 (Î.Ñ. Ôåäîðåíêî.) Íåõàé 1 < p, s <∞, ψ ∈ B i β ∈ R.

Òîäi
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em(Lψβ,p)s �



ψ(m
s
2 )m

s
2 ( 1
p−

1
s ), 1 < p ≤ 2 < s <∞,

ψ ∈ B ∩Θ∗∗1
p−

1
s

∩Θ∗∗∗1
p

,

ψ(m)m
1
p−

1
2 , 1 < p ≤ 2 < s <∞, ψ ∈ Θ∗1

p

,

ψ(m), 2 ≤ p ≤ s <∞, ψ ∈ Θ∗1
2

,

ψ(m)m
1
p−

1
s , 1 < p < s ≤ 2, ψ ∈ Θ∗∗1

p−
1
s

,

ψ(m)m
1
2 , p = 1, 2 < s <∞, ψ ∈ Θ∗1,

ψ(m)m
1
s , p = 1, 1 < s ≤ 2, ψ ∈ Θ∗∗1 ,

ψ(m), 2 ≤ s ≤ p <∞.

Iç ðîáiò [128, 129, 138] âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.28 (À.Ñ. Ôåäîðåíêî, Î.Ñ. Ôåäîðåíêî, Â.Â. Øêàïa). Íåõàé

1 < p ≤ ∞, ψ ∈ B ∩Θ∗1
p

i β ∈ R. Òîäi ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

em(Cψ
β,p)C � ψ(m)m( 1

p−
1
2 )+.

Ó âèïàäêó, êîëè êëàñè Cψ
β,p ¹ êëàñàìè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié îöiíêè âåëè÷èí e⊥m(Cψ
β,p)s âiäîìi ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ (äèâ.

ðîáîòè Î.I. Ñòåïàíöÿ [93, 94, 96], òà À.Ë. Øèäëi÷à [135].

Ïðè p = s = 2 Î.I. Ñòåïàíöåì [96, ñ. 317] çíàéäåíi òî÷íi çíà÷åííÿ

âåëè÷èí em(Lψβ,p)s.

Òåîðåìà 1.29 (Î.I. Ñòåïàíåöü). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ìîíîòîí-

íî ïðÿìó¹ äî íóëÿ i β ∈ R. Òîäi

em(Lψβ,2)2 = sup
l>m

(l −m)
( l∑
k=1

1

ψ2(k)

)−1

= (l∗ −m)
( l∑
k=1

1

ψ2(k)

)−1

,

äå l∗ � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê

íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü äëÿ êëàñiâ Cψ
β,p â

ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls çà óìîâè ψ ∈ M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞ i β ∈ R ðîç-

â'ÿçàíà íå áóëà. Ðîçâ'ÿçàííþ âêàçàíî¨ çàäà÷i ïðèñâÿ÷åíî ïiäðîçäië 3.3

äèñåðòàöi¨.
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ÐÎÇÄIË 2

Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ çãîðòîê

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi

Â äàíîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ íàáëèæåíü ñóìà-

ìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè

äîáóòîê ψ(t)t
1
p ñïàäà¹ äî íóëÿ íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Â Ls�ìåòðèêàõ àíàëîãi÷íi îöiíêè âñòàíîâëåíî äëÿ íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Lψβ,1.

2.1. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü òà

íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi

Äëÿ áóäü�ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈M ÷åðåç αn(ψ) i αn(ψ), n ∈ N, ïîçíà÷èìî

âåëè÷èíè

αn(ψ) := inf
t≥n

α(ψ; t), (2.1)

αn(ψ) := sup
t≥n

α(ψ; t), (2.2)

äå õàðàêòåðèñòèêà α(ψ; t) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.17).

×åðåç ξ(s), 1 < s <∞, áóäåìî ïîçíà÷àòè íàñòóïíó âåëè÷èíó:

ξ(s) := max
{

4
( π

s− 1

) 1
s

, 14(8π)
1
ss
}
. (2.3)

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1 i

ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî

gp ∈M0.
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Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(1)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ En(Cψ

β,p)C ≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.4)

â ÿêèõ

K
(1)
ψ,p =

1

ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p

, (2.5)

K
(2)
ψ,p =

1

π
ξ(p′)

(
1 +

p′

α1(gp)

) 1
p′
. (2.6)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Çãiäíî ç iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì (1.2),

çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ
β,p â êîæíié

òî÷öi x ∈ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

f(x)− Sn−1(f ;x) =
1

π

π∫
−π

Ψβ,n(x− t)fψβ (t)dt, fψβ ∈ Bp, (2.7)

äå

Ψβ,n(t) =
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
, β ∈ R, n ∈ N. (2.8)

Äàëi áóäå ïîòðiáíèì òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [95, ñ. 137�

138]).

Òâåðäæåííÿ 2.1. ßêùî h ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, g ∈ Lp′, 1
p + 1

p′ = 1, òî

çãîðòêà

f(x) =
1

π

π∫
π

h(x− t)g(t)dt

íåïåðåðâíà íà âñié îñi, ïðè÷îìó

‖f‖C ≤
1

π
‖h‖p ‖g‖p′ . (2.9)

Ç ðiâíîñòi (2.7) i òâåðäæåííÿ 2.1 îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

En(Cψ
β,p)C ≤

1

π
sup
f∈Cψβ,p

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
‖fψβ ‖p ≤

1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
, 1 < p <∞, 1

p
+

1

p′
= 1.

(2.10)

Äëÿ îöiíêè âåëè÷èíè
∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
áóäå êîðèñíà íàñòóïíà ëåìà.
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Ëåìà 2.1. Íåõàé 1 < s < ∞ i {ak}∞k=1 � ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷à

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî
∞∑
k=1

askk
s−2 < ∞. Òîäi äëÿ Ls�

íîðìè ôóíêöi¨

hγ,n(x) =
∞∑
k=n

ak cos(kx+ γ), γ ∈ R, n ∈ N,

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

‖hγ,n(x)‖s ≤ ξ(s)
( ∞∑
k=n

askk
s−2 + asnn

s−1
) 1
s

, (2.11)

äå ξ(s) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.3).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N, γ ∈ R i 1 < s < ∞
ìà¹ìî

‖hγ,n(x)‖ss =

π∫
−π

|hγ,n(x)|sdx =

∫
π
2n≤|x|≤π

|hγ,n(x)|sdx+

∫
|x|≤ π

2n

|hγ,n(x)|sdx =

= J (1)
s,n + J (2)

s,n, (2.12)

äå

J (1)
s,n :=

∫
π
2n≤|x|≤π

|hγ,n(x)|sdx,

J (2)
s,n :=

∫
|x|≤ π

2n

|hγ,n(x)|sdx.

Îöiíèìî çâåðõó âåëè÷èíó J (1)
s,n . Çãiäíî ç ïåðåòâîðåííÿì Àáåëÿ äëÿ äî-

âiëüíèõ M,N ∈ N
N∑

k=M

ak cos(kx+ γ) =

=
N−1∑
k=M

∆ak

k∑
j=0

cos(jx+γ)−aM
M−1∑
j=0

cos(jx+γ)+aN

N∑
j=0

cos(jx+γ), (2.13)

äå ∆ak := ak − ak+1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

k∑
j=0

cos(jx+ γ) = cos
(k

2
x+ γ

)
sin

(k + 1)x

2
cosec

x

2
(2.14)



41

(äèâ., íàïðèêëàä, [19, ñ. 43]) òà î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

sin
|x|
2
≥ |x|

π
, 0 ≤ |x| ≤ π,

îòðèìà¹ìî ∣∣∣ k∑
j=0

cos(jx+ γ)
∣∣∣ ≤ 1

| sin x
2 |
≤ π

|x|
, 0 < |x| ≤ π. (2.15)

Ç óìîâ ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî ak → 0 ïðè k →∞. Òîìó ç (2.13), (2.15) i

òîãî, ùî âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi ak ∆ak ≥ 0, îäåðæó¹ìî∣∣∣ ∞∑
k=M

ak cos(kx+γ)
∣∣∣ ≤ π

|x|

∞∑
k=M

∆ak+aM
π

|x|
= aM

2π

|x|
, 0 < |x| ≤ π, M ∈ N.

(2.16)

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü (2.16) ïðè M = n, çàïèøåìî îöiíêó

J (1)
s,n ≤ (2πan)

s

∫
π
2n≤|x|≤π

1

|x|s
dx <

4sπ

s− 1
asnn

s−1. (2.17)

Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè J (2)
s,n . Äëÿ äîâiëüíèõ l, n ∈ N, l > n,

|hγ,n(x)| ≤
l−1∑
k=n

ak +
∣∣∣ ∞∑
k=l

ak cos(kx+ γ)
∣∣∣. (2.18)

Ïîêëàäåìî

An,l :=
l−1∑
k=n

ak. (2.19)

Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëè (2.18)�(2.19), òà âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü

(2.16) ïðè M = l, îòðèìà¹ìî

|hγ,n(x)| ≤ An,l + al
2π

|x|
, 0 < |x| ≤ π. (2.20)

Äëÿ äîâiëüíèõ l ≥ 2n, π
l+1 < |x| ≤ π

l , l, n ∈ N, â ñèëó ìîíîòîííîãî

íåçðîñòàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ak, ìîæåìî çàïèñàòè

alπ

|x|
≤ al(l + 1) = al(l − n+ n+ 1) ≤ al(2(l − n) + 1) ≤ 3al(l − n) ≤

≤ 3
l−1∑
k=n

ak = 3An,l. (2.21)
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Îá'¹äíóþ÷è (2.20) i (2.21), çàïèøåìî

|hγ,n(x)| ≤ 7An,l,
π

l + 1
< |x| ≤ π

l
, l ≥ 2n. (2.22)

Iç (2.22) âèïëèâà¹

J (2)
s,n =

∫
|x|≤ π

2n

|hγ,n(x)|sdx =
∞∑
l=2n

∫
π
l+1<|x|≤

π
l

|hγ,n(x)|sdx ≤ 2 · 7s
∞∑
l=2n

π
l∫

π
l+1

As
n,ldx ≤

≤ 2π7s
∞∑
l=2n

As
n,l

l2
≤ 2π7s

∞∑
l=n+1

As
n,l

l2
. (2.23)

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç αn(t), t ≥ 0, ôóíê-

öiþ, ùî îçíà÷à¹òüñÿ íàòóïíèì ÷èíîì:

αn(t) :=

 ak, k ≤ t < k + 1, k ≥ n,

0, 0 ≤ t < n.

Ïðè òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü An,l =
l∫

0

αn(t)dt. Òîäi

∞∑
l=n+1

As
n,l

l2
=

∞∑
l=n+1

( l∫
0

αn(t)dt
)s

l2
=

∞∑
l=n+1

l+1∫
l

( l∫
0

αn(t)dt
)s

l2
dx ≤

≤
∞∑

l=n+1

l+1∫
l

( x∫
0

αn(t)dt
)s

(x− 1)2
dx =

∞∫
n+1

( x∫
0

αn(t)dt
)s

(x− 1)2
dx =

=

∞∫
n+1

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2
dx+

∞∫
n+1

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2

2x− 1

(x− 1)2
dx ≤

=

∞∫
n+1

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2
dx+

(2

n
+

1

n2

) ∞∫
n+1

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2
dx ≤

≤ 4

∞∫
n

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2
dx. (2.24)
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Äëÿ îöiíêè îñòàííüîãî iíòåãðàëà íàì áóäå êîðèñíèì íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ, âñòàíîâëåíå Õàðäi (äèâ., íàïðèêëàä, [24, ñ.40]).

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé g(x) íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ

x ≥ 0 i íåõàé r > 1, σ < r − 1 . Òîäi, ÿêùî gr(x)xσ iíòåãðîâíà íà

(0,∞), òî ôóíêöiÿ
(

1
x

x∫
0

g(t)dt
)r
xσ òàêîæ iíòåãðîâíà íà (0,∞) i ïðè

öüîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∫
0

(1

x

x∫
0

g(t)dt
)r
xσdx ≤

( r

r − σ − 1

)r ∞∫
0

gr(x)xσdx. (2.25)

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.25) ïðè g(·) = αn(·), r = s, σ = s − 2,

îäåðæó¹ìî

∞∫
n

( x∫
0

αn(t)dt
)s

x2
dx ≤ ss

∞∫
n

αsn(x)xs−2dx =

= ss
∞∑
l=n

l+1∫
l

aslx
s−2dx ≤ (2s)s

∞∑
l=n

asl l
s−2. (2.26)

Ôîðìóëè (2.23), (2.24) i (2.26) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè îöiíêó

J (2)
s,n ≤ 8π(14s)s

∞∑
l=n

asl l
s−2. (2.27)

Îá'¹äíàâøè (2.12), (2.17) i (2.27), ìà¹ìî

‖hγ,n(x)‖ss = J (1)
s,n + J (2)

s,n ≤

≤ max
{ 4sπ

s− 1
, 8π(14s)s

}( ∞∑
l=n

asl l
s−2 + asnn

s−1
)
, n ∈ N, 1 < s <∞.

(2.28)

Iç (2.28) âèïëèâà¹ (2.11). Ëåìó 2.1 äîâåäåíî.

Çàñòîñó¹ìî äî ôóíêöi¨ Ψβ,n(t) âèãëÿäó (2.8) ëåìó 2.1, ïîêëàâøè â ¨¨

óìîâàõ ak = ψ(k), γ = −βπ
2 , s = p′. Îòðèìà¹ìî îöiíêó

‖Ψβ,n(t)‖p′ ≤

≤ ξ(p′)
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 + ψp
′
(n)np

′−1
) 1
p′
, 1 < p <∞, 1

p
+

1

p′
= 1, (2.29)
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äå õàðàêòåðèñòèêà ξ(p′) îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.3).

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.2. Íåõàé gp(t) := ψ(t)t
1
p ,

∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1 < p < ∞,

1
p + 1

p′ = 1, n ∈ N. Òîäi, ÿêùî gp ∈M0, òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ψp
′
(n)np

′−1 ≤ p′

αn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2, (2.30)

ÿêùî æ gp ∈MC, òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

p′

αn(gp)
· nαn(gp)

p′ + nαn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 ≤ ψp
′
(n)np

′−1 ≤ p′

αn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2.

(2.31)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2. Íåõàé gp ∈ M0. Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü

íåðiâíîñòi (2.30).

Îñêiëüêè gp(t) ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ, òî

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 =
∞∑
k=n

gp
′

p (k)

k
≥

∞∫
n

gp
′

p (t)

t
dt =

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt. (2.32)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè îñòàííié iíòåãðàë ç (2.32), îòðèìà¹ìî
∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt =
−1

p′ − 1
ψp
′
(n)np

′−1 − p′

p′ − 1

∞∫
n

ψp
′−1(t)ψ′(t)tp

′−1dt =

=
−1

p′ − 1
ψp
′
(n)np

′−1 +
p′

p′ − 1

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2

α(ψ; t)
dt. (2.33)

Ç (2.33) âèïëèâà¹

ψp
′
(n)np

′−1 = p′
∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2

α(ψ; t)
dt− (p′ − 1)

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt. (2.34)

Ïîêàæåìî, ùî

1

α(ψ; t)
− 1

α(gp; t)
=

1

p
, t ≥ 1, 1 < p <∞. (2.35)

Äiéñíî, îñêiëüêè ψ(t) = gp(t)t
− 1
p , òî

1

α(ψ; t)
=
t|ψ′(t)|
ψ(t)

=
−t
(−1
p t
− 1
p−1gp(t) + t−

1
pg′p(t)

)
gp(t)t

− 1
p

=
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=

1
pt
− 1
pgp(t) + t−

1
p+1|g′p(t)|

gp(t)t
− 1
p

=
1

p
+
t|g′p(t)|
gp(t)

=
1

p
+

1

α(gp; t)
.

Â ñèëó (2.34) i (2.35)

ψp
′
(n)np

′−1 = p′
∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2
(1

p
+

1

α(gp; t)

)
dt− (p′ − 1)

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt =

= p′
∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2 1

α(gp; t)
dt. (2.36)

Ç (2.1), (2.32) i (2.36) âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

ψp
′
(n)np

′−1 ≤ p′

αn(gp)

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≤ p′

αn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2. (2.37)

Íåðiâíiñòü (2.30) äîâåäåíî.

Íåõàé gp ∈ MC . Îñêiëüêè MC ⊂ M0, òî ñïðàâåäëèâiñòü äðóãî¨ íåðiâ-

íîñòi â (2.31) âèïëèâà¹ ç (2.30).

Âðàõóâàâøè (2.37), ìà¹ìî

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 ≤ ψp
′
(n)np

′−2 +

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≤

≤
( p′

αn(gp)
· 1

n
+ 1
) ∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt. (2.38)

Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.2), (2.36) i (2.38) îäåðæó¹ìî

ψp
′
(n)np

′−1 ≥ p′

αn(gp)

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≥

≥ p′

αn(gp)

( p′

αn(gp)
· 1

n
+ 1
)−1 ∞∑

k=n

ψp
′
(k)kp

′−2.

Òèì ñàìèì ñïiââiäíîøåííÿ (2.31), à îòæå i ëåìó 2.2, äîâåäåíî.

Ç íåðiâíîñòåé (2.10), (2.29) i (2.30) îòðèìó¹ìî

En(Cψ
β,p)C ≤

1

π
ξ(p′)

(
1 +

p′

αn(gp)

) 1
p′
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.39)
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Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü αn(gp) ìîíîòîííî íåñïàäà¹, òî äëÿ äîâiëüíèõ

n ∈ N

En(Cψ
β,p)C ≤

≤ 1

π
ξ(p′)

(
1+

p′

α1(gp)

) 1
p′
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, 1 < p <∞, 1

p
+

1

p′
= 1, (2.40)

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè En(Cψ
β,p)C . Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ

f ∗(t) = f ∗(ψ; p;n; t) :=
λ( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 cos kt, (2.41)

äå

λ = λ(ψ; p;n) :=
1

ξ(p)

( αn(gp)

p′ + αn(gp)

) 1
p

, 1 < p <∞, 1

p
+

1

p′
= 1, (2.42)

a âåëè÷èíè ξ(p) i αn(gp) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.3) i (2.1) âiäïîâiäíî.

Ç óìîâè
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞ âèïëèâà¹, ùî f ∗ ∈ C. Ïîêàæåìî, ùî

‖(f ∗(t))ψβ‖p ≤ 1. Îñêiëüêè, çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè 2.1, gp ∈ M0, òî

ôóíêöiÿ ψp
′−1(t)tp

′−2 = gp
′−1
p (t)t−

1
p′ ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ. Â ñèëó

îçíà÷åííÿ (ψ, β)�ïîõiäíî¨, ìàéæå ñêðiçü âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(f ∗(t))ψβ =
λ(

∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2

) 1
p

∞∑
k=n

ψp
′−1(k)kp

′−2 cos
(
kt+

βπ

2

)
. (2.43)

Ïîêëàâøè â óìîâàõ ëåìè 2.1 ak = ψp
′−1(k)kp

′−2, γ = βπ
2 , s = p, iç (2.43) i

(2.30), îäåðæó¹ìî

‖(f ∗)ψβ‖p ≤
λξ(p)( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2

) 1
p

×

×
( ∞∑

k=n

(
ψp
′−1(k)kp

′−2
)p
kp−2 + ψ(p′−1)p(n)n(p′−2)pnp−1

) 1
p

=

= λξ(p)

(
1 +

ψp
′
(n)np

′−1

∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2

) 1
p

≤ λξ(p)
(

1 +
p′

αn(gp)

) 1
p

= 1. (2.44)
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Ç (2.44) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ f ∗ ∈ Cψ
β,p.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü αn(gp) ìîíîòîííî íåñïàäà¹, òî â ñèëó (2.42)

λ ≥ 1

ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p

, n ∈ N,

i äëÿ ôóíêöi¨ f ∗ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(Cψ
β,p)C ≥ |f

∗(0)− Sn−1(f
∗, 0)| =

=
λ( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 = λ

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2

) 1
p′

≥

≥ 1

ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2

) 1
p′

, n ∈ N. (2.45)

Îá'¹äíóþ÷è (2.40), (2.42) i (2.45), îòðèìó¹ìî (2.4). Òåîðåìó 2.1 äîâå-

äåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Â õîäi äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 çà âèêîíàííÿ ¨¨ óìîâ

áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ áiëüø òî÷íà, ïîðiâ-

íÿíî ç (2.4), îöiíêà:

1

ξ(p)

( αn(gp)

p′ + αn(gp)

) 1
p
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤ En(Cψ

β,p)C ≤

≤ 1

π
ξ(p′)

(p′ + αn(gp)

αn(gp)

) 1
p′
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.46)

äå ξ(p), 1 < p <∞, i αn(gp) � âåëè÷èíè, ùî îçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ôîðìóë (2.3) i (2.1) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1,

ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî

gp ∈M0

i

α1(gp) = inf
t≥1

α(gp; t) >
p′

2
. (2.47)
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Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(3)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤

≤ En(C
ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤

≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.48)

â ÿêèõ

K
(3)
ψ,p =

1

12ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p
(

1− p′

2α1(gp)

)
, (2.49)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,p, ξ(p) i α1(gp) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.6), (2.3) i

(2.1) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Â ñèëó òåîðåìè 2.1 ÿêùî 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, 1
p + 1

p′ = 1, i ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈M0,

òî ïðè âñiõ n ∈ N i β ∈ R

En(C
ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤ K

(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.50)

äå K(2)
ψ,p îçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.6).

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó äëÿ âåëè÷èí En(C
ψ
β,p)C . Ïîêëàäåìî

Φp′(x) :=

∞∫
x

ψp
′
(t)tp

′−2dt

i

A(n) = A(ψ; p;n) :=
[
Φ−1
p′
(K∗
n

Φp′(n)
)]

+ 1, (2.51)

äå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α, Φ−1
p′ � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî Φp′,

a

K∗ = K∗(ψ; p) :=
1

2

(
1− p′

2α1(gp)

)
, 1 < p <∞, 1

p
+

1

p′
= 1. (2.52)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f ∗ âèãëÿäó (2.41). ßê çàçíà÷àëîñü ðàíiøå (äèâ.

(2.44)), f ∗ ∈ Cψ
β,p, 1 < p <∞. Ïîêàæåìî, ùî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(f
∗)C = inf

tn−1∈T2n−1
‖f ∗ − tn−1‖C ≥ K

(3)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.53)
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äå K(3)
ψ,p îçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.49).

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

I1 =

π∫
−π

(f ∗(t)− tn−1(t))(VA(n)(t)− Vn−1(t))dt, (2.54)

äå tn−1 ∈ T2n−1, à Vm(t) � ÿäðà Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó

Vm(t) =
1

2
+

1

m

2m−1∑
k=m

k∑
j=1

cos jt, m ∈ N, (2.55)

à ïîñëiäîâíiñòü A(n) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.51).

Äàëi áóäå ïîòðiáíèì òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ

Ä.1.1 ç [37, ñ. 391]).

Òâåðäæåííÿ 2.3. ßêùî h ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, g ∈ Lp′, 1
p + 1

p′ = 1, òî

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

π∫
−π

h(t)g(t)dt ≤ ‖h‖p ‖g‖p′ . (2.56)

Â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3

I1 ≤ ‖f ∗ − tn−1‖C‖VA(n) − Vn−1‖1. (2.57)

Çíàéäåìî îöiíêó íîðìè ‖VA(n) − Vn−1‖1. Âiäîìî, ùî

Vm(t) = 2F2m−1(t)− Fm−1(t) (2.58)

(äèâ., íàïðèêëàä, [115, ñ. 28]), äå Fk(t) � ÿäðà Ôåé¹ðà ïîðÿäêó k

Fk(t) =
1

2
+

1

k + 1

k∑
ν=0

( ν∑
j=1

cos jt
)
, k ∈ N.

Îñêiëüêè (äèâ., íàïðèêëàä, [24, ñ. 148])

‖Fk‖1 = π, k ∈ N, (2.59)

òî ç (2.58) i (2.59) îòðèìó¹ìî

‖Vm‖1 ≤ 2‖F2m−1‖1 + ‖Fm−1‖1 ≤ 3π, m ∈ N. (2.60)
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Òîìó

‖VA(n) − Vn−1‖1 ≤ ‖VA(n)‖1 + ‖Vn−1‖1 ≤ 6π. (2.61)

Ç (2.57) i (2.61), ìà¹ìî

I1 ≤ 6π‖f ∗ − tn−1‖C . (2.62)

Äëÿ ÿäåð Vm(t) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (äèâ., íàïðèêëàä, ôîðìóëó (1.3.15)

ðîáîòè [95, ñ. 31])

Vm(t) =
1

2
+

m∑
k=1

cos kt+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
1− k

2m

)
cos kt, m ∈ N,

à òîìó

VA(n)(t)− Vn−1(t) =

=

A(n)∑
k=n

cos kt+ 2

2A(n)−1∑
k=A(n)+1

(
1− k

2A(n)

)
cos kt− 2

2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
cos kt.

(2.63)

Âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíi ðiâíîñòi

π∫
−π

cos kt cosmtdt =

 0, k 6= m,

π, k = m,
k,m ∈ N,

ç ôîðìóë (2.41), (2.54) i (2.63) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ tn−1 ∈ T2n−1

I1 =

π∫
−π

(f ∗(t)− tn−1)(VA(n)(t)− Vn−1(t))dt =

=

π∫
−π

f ∗(t)(VA(n)(t)− Vn−1(t))dt =

=
λ( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

π∫
−π

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 cos kt×

×
( A(n)∑

k=n

cos kt+2

2A(n)−1∑
k=A(n)+1

(
1− k

2A(n)

)
cos kt−2

2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
cos kt

)
dt =
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=
πλ( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

( A(n)∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2+2

2A(n)−1∑
k=A(n)+1

ψp
′
(k)kp

′−2
(

1− k

2A(n)

)
−

−2
2n−3∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
(

1− k

2n− 2

))
>

>
πλ( ∞∑

k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

( A(n)∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 − 2
2n−3∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
(

1− k

2n− 2

))
.

(2.64)

Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó äëÿ ñóìè
2n−3∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
(

1− k
2n−2

)
. Âðàõîâó-

þ÷è íåðiâíiñòü (2.30) òà ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ ψp
′
(t)tp

′−2, îäåðæèìî

2
2n−3∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
(

1− k

2n− 2

)
≤ ψp

′
(n)np

′−2 1

n− 1

2n−3∑
k=n

(2n− k − 2) =

= ψp
′
(n)np

′−2n− 2

2
<

1

2
ψp
′
(n)np

′−1 <
p′

2αn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2. (2.65)

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (2.62), (2.64) i (2.65), çàïèøåìî

‖f ∗ − tn−1‖C ≥
1

6π
I1 ≥

≥ 1

6π

πλ( ∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

( A(n)∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 − p′

2αn(gp)

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2

)
>

>
1

6

λ( ∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

((
1− p′

2αn(gp)

)∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2−
∞∑

k=A(n)+1

ψp
′
(k)kp

′−2

)
.

(2.66)

Ç (2.51) òà ìîíîòîííîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ Φp′(·) âèïëèâà¹, ùî

Φp′(A(n)) = Φp′(
[
Φ−1
p′
(K∗
n

Φp′(n)
)]

+ 1) <
K∗

n
Φp′(n),

à òîìó

∞∑
k=A(n)+1

ψp
′
(k)kp

′−2 ≤
∞∫

A(n)

ψp
′
(t)tp

′−2dt = Φp′(A(n)) <
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<
K∗

n
Φp′(n) ≤ K∗

n

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2, (2.67)

ïðè öüîìó â ñèëó (2.47) i (2.52) 0 < K∗ < 1
2 .

Iç (2.66) i (2.67) ç óðàõóâàííÿì ìîíîòîííîãî íåñïàäàííÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi αn(gp), äëÿ ïîëiíîìà t∗n−1(t) íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ

ôóíêöi¨ f ∗ îòðèìà¹ìî îöiíêó

En(f
∗)C = ‖f ∗ − t∗n−1‖C ≥

≥ 1

6

λ( ∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

(
1− p′

2αn(gp)
− K∗

n

) ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 ≥

≥ 1

12ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p
(

1− p′

2α1(gp)

)( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.68)

Ç (2.68) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè (2.53). Îá'¹äíóþ÷è (2.50) i

(2.53) îòðèìó¹ìî (2.48). Òåîðåìó 2.2 äîâåäåíî.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óìîâàì òåîðåìè 2.2 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðè-

êëàä, ôóíêöi¨

• ψ(t) = t−r,
1

p
< r < 1 +

1

p
;

• ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ >

1

p′
, K ≥ e

γp′
2 −1; (2.69)

• ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, γ ≥ 1

p′
, δ >

1

p′
,

K2 ≥ K1 ≥ emax{ (γ+δ)p
′

2 ,e}−1. (2.70)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ç (2.46) òà õîäó äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹,

ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ: 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, òà,

ÿêùî ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈M0 i

αn(gp) = inf
t≥n

α(gp; t) >
p′

2
,

òî äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R âèêîíó¹òüñÿ áiëüø òî÷íà, ïîðiâíÿíî ç (2.48),

îöiíêà:

1

12ξ(p)

( αn(gp)

p′ + αn(gp)

) 1
p
(

1− p′

2αn(gp)

)( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤
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≤ En(C
ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤

≤ 1

π
ξ(p′)

(p′ + αn(gp)

αn(gp)

) 1
p′
( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.71)

äå ξ(p), 1 < p < ∞, i αn(gp) � âåëè÷èíè, ùî îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

(2.3) i (2.1) âiäïîâiäíî.

Iç òåîðåì 2.1 i 2.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, ψ(t) = gp(t)t
− 1
p , äå

gp ∈M0, 1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1, n ∈ N i β ∈ R. Òîäi

En(Cψ
β,p)C �

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.72)

ßêùî, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.47), òî

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C �

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.73)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó 2.1, i êðiì òîãî,

gp ∈MC , òîäi ÿê âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.31),

∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 � ψp
′
(n)np

′−1. (2.74)

Îòæå, ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1,

ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî gp ∈MC, n ∈ N i β ∈ R. Òîäi

En(Cψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p . (2.75)

ßêùî, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.47), òî

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p . (2.76)

Ñïðàâåäëèâiñòü ïîðÿäêîâèõ îöiíîê (2.75) i (2.76) âñòàíîâëåíà ðàíiøå

â [18].

Çàóâàæèìî, ùî êîëè gp ∈M0 i

lim
t→∞

α(gp; t) =∞, (2.77)
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òî ïîðÿäêîâi îöiíêè (2.75) i (2.76) ìiñöÿ íå ìàþòü, îñêiëüêè â öüîìó

âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

ψ(n)n
1
p = o

(( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
)
, n→∞,

ÿêà ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.30) i òîãî, ùî αn(gp(t))→∞ ïðè n→∞.

Ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ(t), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.1 i äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.77), ¹ ôóíêöi¨ âèäó (2.69). Äëÿ íèõ
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 =
∞∑
k=1

1

k lnγp
′
(k +K)

<∞

i

gp(t) = ln−γ(t+K), g′p(t) = −γ ln−γ−1(t+K)
1

t+K
,

α(gp; t) =
ln(t+K)

γ

t+K

t
>

ln(t+ e
γp′
2 )

γ
,

à òîìó α(gp; t)→∞ ïðè t→∞, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.77), i

α1(gp) >
p′

2
. (2.78)

Óìîâè íàñëiäêó 2.1 i óìîâó (2.77) çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ ôóíêöi¨ âèäó

(2.70) òà iíøi.

Íàâåäåìî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí En(C
ψ
β,p)C i En(Cψ

β,p)C ó âèïàäêó

êîëè ψ(t) ìàþòü âèãëÿä (2.69) i (2.70).

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ > 1

p′ , K ≥ e
γp′
2 − 1,

1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p ln

1
p′ n, n ∈ N \ {1}.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.3. Ç (2.38) i (2.78), îäåðæó¹ìî
∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≤
∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 ≤ 3

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt. (2.79)

Çãiäíî ç (2.73) i (2.79) äëÿ çàçíà÷åíèõ ψ

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C �

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ �

( ∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt
) 1
p′

=
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=
( ∞∫
n

dt

t lnγp
′
(t+K)

) 1
p′ � ln

1
p′−γ n = ψ(n)n

1
p ln

1
p′ n

ln−γ(n)

ln−γ(n+K)
�

� ψ(n)n
1
p ln

1
p′ n, n ≥ 2.

Íàñëiäîê 2.3 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.4. Íåõàé ψ(t) = t−
1
p ln−

1
p′ (t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, δ > 1
p′ ,

K2 ≥ K1 ≥ emax{ (γ+δ)p
′

2 ,e} − 1, 1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p (lnn)

1
p′ (ln lnn)

1
p′ , n ∈ N \ {1, 2}.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.4. ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, ôóíêöi¨ ψ(t) âèãëÿ-

äó (2.70) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.1 i óìîâó (2.77). Òîìó, âðà-

õîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.30), íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â ñïðàâåäëèâîñòi

ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≤
∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2 ≤ ψp
′
(n)np

′−2 +

∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt ≤

≤
( p′

αn(gp)
· 1

n
+ 1
) ∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt. (2.80)

Ç (2.73), (2.80) i òîãî, ùî αn(gp) > K > 0 âèïëèâà¹, ùî ïðè n ≥ 3

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C �

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ �

�
( ∞∫
n

ψp
′
(t)tp

′−2dt
) 1
p′

=
( ∞∫
n

dt

t ln(t+K1)(ln ln(t+K2))γp
′

) 1
p′ �

�
( ∞∫
n

dt

t ln t(ln ln t)γp′

) 1
p′ � (ln lnn)

1
p′−γ �

� ψ(n)n
1
p (lnn)

1
p′ (ln lnn)

1
p′ , n ≥ 3.

Íàñëiäîê 2.4 äîâåäåíî.
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2.2. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé 1 < p < ∞,
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, à

ôóíêöiÿ gp(t) = ψ(t)t
1
p òàêà, ùî

gp ∈M0

i

α1(gp) = inf
t≥1

α(gp; t) > p′.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(4)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′ ≤

≤ e⊥2n(C
ψ
β,p)C ≤ e⊥2n−1(C

ψ
β,p)C ≤

≤ K
(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.81)

â ÿêèõ

K
(4)
ψ,p =

1

3ξ(p)

( α1(gp)

p′ + α1(gp)

) 1
p
(

1− p′

α1(gp)

)
, (2.82)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,p, ξ(p) i α1(gp) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.6), (2.3) i

(2.1) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1 ïðè âèêîíàííi óìîâ

ψ(t)t
1
p ∈M0 i

∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1 < p < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, n ∈ N, β ∈ R

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

En(Cψ
β,p)C ≤ K

(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.83)

â ÿêié âåëè÷èíà K(2)
ψ,p îçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.6).

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (1.27) i (2.83), îòðèìó¹ìî

e⊥2n(C
ψ
β,p)C ≤ e⊥2n−1(C

ψ
β,p)C ≤ K

(2)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.84)
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Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè e⊥2n(C
ψ
β,p)C .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f ∗ âèãëÿäó (2.41). ßê ïîêàçàíî â ïiäðîçäiëi 2.1

ïðè gp ∈M0 ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ f ∗ ∈ Cψ
β,p, 1 < p <∞. Ïîêàæåìî, ùî

e⊥2n(f
∗)C ≥ K

(3)
ψ,p

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.85)

Íåõàé

Φs(x) :=

∞∫
x

ψs(t)ts−2dt (2.86)

i

As(l;n) = As(ψ; l;n) :=
[
Φ−1
s

( 1

2l
Φs(n)

)]
+ 2n, l ∈ N, (2.87)

äå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α, Φ−1
s � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî Φs.

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

I2 := inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

(f ∗p (t)− Sγ2n(f ∗; t))VAp′(l;n)(t)dt

∣∣∣∣, (2.88)

äå VAp′(l;n) � ÿäðà Âàëëå Ïóññåíà Vm âèãëÿäó (2.55) ïðè m = Ap′(l;n).

Â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3

I2 ≤ inf
γ2n
‖f ∗(t)− Sγ2n(f ∗; t)‖∞‖VAp′(l;n)‖1 = e⊥2n(f

∗)C‖VAp′(l;n)‖1. (2.89)

Îñêiëüêè

‖Vm‖1 ≤ 3π, m ∈ N, (2.90)

òî ç (2.89) i (2.90) ìîæåìî çàïèñàòè îöiíêó

e⊥2n(f
∗)C ≥

1

3π
I2. (2.91)

ßäðà Vm âèãëÿäó (2.55) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Vm(t) =
1

2

(
1 +

∑
1≤k≤m

eikt +
∑

−m≤k≤−1

eikt+

+2
∑

m+1≤k≤2m−1

(
1− k

2m

)
eikt + 2

∑
−2m+1≤k≤−m−1

(
1− |k|

2m

)
eikt
)
. (2.92)



58

Êðiì òîãî

f ∗(t)− Sγ2n(f ∗; t) =
λ

2
( ∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

∑
|k|≥n,
k/∈γ2n

ψp
′
(|k|)|k|p′−2eikt. (2.93)

Îñêiëüêè
π∫

−π

eikteimtdt =

 0, k +m 6= 0,

2π, k +m = 0,
k,m ∈ Z, (2.94)

òî ç óðàõóâàííÿì (2.92) ìà¹ìî

π∫
−π

∑
|k|≥n,
k/∈γ2n

ψp
′
(|k|)|k|p′−2eiktVAp′(l;n)(t)dt =

=
1

2

π∫
−π

(∑
k≥n,
k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2eikt +
∑
k≤−n,
k/∈γ2n

ψp
′
(|k|)|k|p′−2eikt

)
×

×
(

1 +
∑

1≤k≤Ap′(l;n)

eikt +
∑

−Ap′(l;n)≤k≤−1

eikt+

+2
∑

Ap′(l;n)+1≤k≤2Ap′(l;n)−1

(
1− k

2Ap′(l;n)

)
eikt+

+2
∑

−2Ap′(l;n)+1≤k≤−Ap′(l;n)−1

(
1− |k|

2Ap′(l;n)
eikt
))
dt =

= π

( ∑
n≤k≤Ap′ (l;n),

k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2 +
∑

−Ap′ (l;n)≤k≤−n,
k/∈γ2n

ψp
′
(|k|)|k|p′−2+

+2
∑

Ap′ (l;n)+1≤k≤2Ap′ (l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− k

2Ap′(l;n)

)
ψp
′
(k)kp

′−2+

+2
∑

−2Ap′ (l;n)+1≤k≤−Ap′ (l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− |k|

2Ap′(l;n)

)
ψp
′
(|k|)|k|p′−2

)
>

> π

( ∑
n≤k≤Ap′ (l;n),

k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2 +
∑

−Ap′ (l;n)≤k≤−n,
k/∈γ2n

ψp
′
(|k|)|k|p′−2

)
=

= π
∑

n≤|k|≤Ap′ (l;n),
k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2. (2.95)
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Â ñèëó (2.88), (2.93) i (2.95)

I2 >
πλ

2
( ∞∑
k=n

ψp′(k)kp′−2
) 1
p

inf
γ2n

∑
n≤|k|≤Ap′ (l;n),

k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2. (2.96)

Îñêiëüêè ïðè gp ∈M0 ôóíêöiÿ ψp
′
(t)tp

′−2 ìîíîòîííî ñïàäà¹, òî

inf
γ2n

∑
n≤|k|≤Ap′ (l;n),

k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2 =
∑

2n≤|k|≤Ap′ (l;n),
k/∈γ2n

ψp
′
(k)kp

′−2 =

= 2

Ap′(l;n)∑
k=2n

ψp
′
(k)kp

′−2. (2.97)

Ïîêàæåìî, ùî çà óìîâè, êîëè ôóíêöiÿ gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ , 1 < s < ∞,

1
s + 1

s′ = 1, òàêà, ùî gs′ ∈M0, òî äëÿ äîâiëüíèõ l, n ∈ N

As(l;n)∑
k=2n

ψs(k)ks−2 >
(

1− 1

2l
− s

αn(gs′)

) ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2. (2.98)

Ïðåäñòàâèìî
As(l;n)∑
k=2n

ψs(k)ks−2 ó âèãëÿäi

As(l;n)∑
k=2n

ψs(k)ks−2 =
∞∑
k=n

ψs(k)ks−2 −
2n−1∑
k=n

ψs(k)ks−2 −
∞∑

k=As(l;n)+1

ψs(k)ks−2.

(2.99)

Ç (2.87) òà ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ Φs(·) âèãëÿäó (2.86) âèïëèâà¹ îöiíêà
∞∑

k=As(l;n)+1

ψs(k)ks−2 ≤
∞∫

As(l;n)

ψs(t)ts−2dt =

= Φs(As(l;n)) <
1

2l
Φs(n) ≤ 1

2l

∞∑
k=n

ψs(k)ks−2. (2.100)

Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó äëÿ ñóìè
2n−1∑
k=n

ψs(k)ks−2. Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè

gs′ ∈ M0 ôóíêöiÿ ψs(t)ts−2 ñïàäà¹ òa âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.30)

ëåìè 2.2, îäåðæèìî

2n−1∑
k=n

ψs(k)ks−2 ≤ ψs(n)ns−1 ≤ s

αn(gs′)

∞∑
k=n

ψs(k)ks−2. (2.101)
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Iç (2.99), (2.100) i (2.101) îäåðæèìî íåðiâíiñòü (2.98).

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.98) ïðè s = p′, â ñèëó ôîðìóë (2.91), (2.96)

i (2.97), äëÿ äîâiëüíèõ l ∈ N îòðèìó¹ìî îöiíêó

e⊥2n(f
∗)C ≥

λ

3

(
1− 1

2l
− p′

αn(gp)

)( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′

=

=
1

3ξ(p)

( αn(gp)

p′ + αn(gp)

) 1
p
(

1− 1

2l
− p′

αn(gp)

)( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
. (2.102)

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi (2.102) ïðè l → ∞, îòðèìó¹ìî

(2.85). Iç (2.84) i (2.85) âèïëèâà¹ (2.81). Òåîðåìó 2.3 äîâåäåíî.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óìîâàì òåîðåìè 2.3 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðè-

êëàä, ôóíêöi¨

• ψ(t) = t−r,
1

p
< r < 1; (2.103)

• ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ >

1

p′
, K ≥ eγp

′−1; (2.104)

• ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, γ ≥ 1

p′
, δ >

1

p′
,

K2 ≥ K1 ≥ emax{(γ+δ)p′,e}−1. (2.105)

Îñêiëüêè ó âèïàäêó, êîëè gp ∈ MC ìà¹ ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

(2.74), òî ç òåîðåìè 2.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.5. Íåõàé
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, i

α1(gp) = inf
t≥1

α(gp; t) > p′,

äå gp(t) = ψ(t)(t)t
1
p , 1 < p < ∞, 1

p + 1
p′ = 1. Òîäi, ÿêùî gp ∈M0, òî äëÿ

äîâiëüíîãî β ∈ R

e⊥n (Cψ
β,p)C �

( ∞∑
k=n

ψp
′
(k)kp

′−2
) 1
p′
, (2.106)

ÿêùî æ gp ∈MC, òî äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R

e⊥n (Cψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p . (2.107)
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Ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.5 i äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.77), ¹ ôóíêöi¨ âèäó (2.104) i (2.105).

Çàñòîñóâàâøè íàñëiäîê 2.5 äî ôóíêöié ψ âèäó (2.104) i (2.105), îòðè-

ìà¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.6. Íåõàé ψ(t) = t−
1
p ln−γ(t+K), γ > 1

p′ , K ≥ eγp
′ − 1,

1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

e⊥n (Cψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p ln

1
p′ n, n ∈ N \ {1}.

Íàñëiäîê 2.7. Íåõàé ψ(t) = t−
1
p ln−

1
p′ (t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, δ > 1
p′ ,

K2 ≥ K1 ≥ emax{δp′+1, e} − 1, 1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

e⊥n (Cψ
β,p)C � ψ(n)n

1
p (lnn)

1
p′ (ln lnn)

1
p′ , n ∈ N \ {1, 2}.
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2.3. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹ êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íåâåëèêî¨ ãëàäêî-

ñòi â iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé 1 < s <∞, ôóíêöiÿ gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ , 1

s + 1
s′ = 1,

òàêà, ùî

gs′ ∈M0

i ∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞. (2.108)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

K
(5)
ψ,s

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤

≤ En(L
ψ
β,1)s ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤

≤ K
(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, (2.109)

â ÿêèõ

K
(5)
ψ,s =

1

8ξ(s′)

( α1(gs′)

α1(gs′) + s

) 1
s′

(2.110)

à âåëè÷èíè K
(2)
ψ,s′, ξ(s

′) i α1(gs′) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.6), (2.3) i

(2.1) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4. Çãiäíî ç iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì (1.2),

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lψβ,1, β ∈ R, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

f(x)− Sn−1(f ;x) =
1

π

π∫
−π

Ψβ,n(x− t)fψβ (t)dt, fψβ ∈ B1, (2.111)

äå Ψβ,n(t) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.8).

Ïðè öüîìó â ñèëó âêëþ÷åííÿ gs′ ∈ M0 i óìîâè (2.108), Ψβ,n ∈ Ls,

1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1.

Äàëi íàì áóäå êîðèñíîþ íåðiâíiñòü (1.5.28) ðîáîòè [37, ñ. 43].
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Òâåðäæåííÿ 2.4. ßêùî h ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, òî çãîðòêà

f(x) =
1

π

π∫
π

h(x− t)g(t)dt

íàëåæèòü äî Lp, ïðè÷îìó

‖f‖p ≤
1

π
‖h‖p ‖g‖1 , (2.112)

à ó âèïàäêó h ∈ L∞ çãîðòêà f(x) íåïåðåðâíà íà âñié îñi.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (2.112), îäåðæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

1 < s <∞

En(Lψβ,1)s ≤
1

π
sup
f∈Lψβ,1

‖Ψβ,n‖s‖fψβ ‖1 ≤
1

π
‖Ψβ,n‖s. (2.113)

Ç ôîðìóë (2.29) i (2.30) ïðè âèêîíàííi óìîâè (2.108), i óìîâè gs′ ∈ M0,

1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

1

π
‖Ψβ,n‖s ≤

1

π
ξ(s)

(
1 +

s

αn(gs′)

) 1
s
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, (2.114)

â ÿêié ξ(s), αn(ψ) i α(ψ; t) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.3), (2.1) i (1.17)

âiäïîâiäíî.

Ç íåðiâíîñòåé (2.113) i (2.114) îòðèìó¹ìî îöiíêó

En(L
ψ
β,1)s ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤

≤ 1

π
ξ(s)

(αn(gs′) + s

αn(gs′)

) 1
s
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤

≤ 1

π
ξ(s)

(α1(gs′) + s

α1(gs′)

) 1
s
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, 1 < s <∞, 1

s
+

1

s′
= 1. (2.115)

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó äëÿ En(L
ψ
β,1)s, 1 < s <∞. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçã-

ëÿíåìî ôóíêöiþ

fm(t) = fm(ψ; β; t) :=
1

π

π∫
−π

ϕm(τ)Ψβ(t− τ)dτ, (2.116)

äå

ϕm(t) :=
1

4π

(
Vm(t)− 1

2

)
, (2.117)
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à Vm(t) � ÿäðà Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó (2.55). Çãiäíî ôîðìóëè (1.3.15)

ðîáîòè [95, ñ. 31] äëÿ ÿäåð Vm(t) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Vm(t) =
1

2
+

m∑
k=1

cos kt+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
1− k

2m

)
cos kt, m ∈ N. (2.118)

Ïîêàæåìî, ùî ‖ϕm‖1 ≤ 1, m ∈ N.

Âðàõîâóþ÷è (2.60), îäåðæó¹ìî

‖ϕm‖1 =
1

4π

∥∥∥Vm(t)− 1

2

∥∥∥
1
≤ 1

4π
(‖Vm‖1 + π) ≤ 1.

Îñêiëüêè ‖ϕm‖1 ≤ 1 i ϕm ⊥ 1, òî fm ∈ Lψβ,1, m ∈ N. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ (2.116)�(2.118), à òàêîæ òâåðäæåííÿ 3.7.1 ç [95, ñ. 134]

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

fm(t)=
1

4π

( m∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
1− k

2m

)
ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

))
.

(2.119)

Ïîêëàäåìî

Φs(x) :=

∞∫
x

ψs(t)ts−2dt, 1 < s <∞,

i

B(n) = B(ψ; s;n) :=
[
Φ−1
s

( 1

2n
Φs(n)

)]
+ 1, (2.120)

äå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α, à Φ−1
s � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî Φs.

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

I3 =

π∫
−π

(fB(n)(t)− tn−1(t))
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt, (2.121)

äe tn−1(t) ∈ T2n−1, à ôóíêöiÿ fB(n)(t) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.119) ïðè

m = B(n).

Âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 2.3, çàïèøåìî

I3 ≤ ‖fB(n) − tn−1‖s
∥∥∥ ∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′
. (2.122)

Äëÿ îöiíêè íîðìè
∥∥∥ ∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′
ñêîðèñòà¹ìîñü ëå-

ìîþ 2.1.
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Îñêiëüêè, çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè, gs′ ∈ M0, òî ôóíêöiÿ

ψs−1(t)ts−2 = gs−1
s′ (t)t−

1
s ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ. Òîìó, ïîêëàâøè â

óìîâàõ ëåìè 2.1 ak = ψs−1(k)ks−2, γ = −βπ
2 , p = s′, çàïèøåìî∥∥∥ ∞∑

k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′
≤

≤ ξ(s′)

( ∞∑
k=n

(
ψs−1(k)ks−2

)s′
ks
′−2 +

(
ψs−1(n)ns−2

)s′
ns
′−1

) 1
s′

=

= ξ(s′)

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2 + ψs(n)ns−1

) 1
s′

. (2.123)

Çàñòîñóâàâøè ëåìó 2.2 ïðè p = s′, ç (2.123) îòðèìà¹ìî∥∥∥ ∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′
≤

≤ ξ(s′)
(

1 +
s

αn(gs′)

) 1
s′
( ∞∑

k=n

ψs(k)ks−2

) 1
s′

. (2.124)

Çi ñïiââiäíîøåíü (2.122) i (2.124) îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖fB(n) − tn−1‖s ≥

≥ 1

ξ(s′)

( αn(gs′)

αn(gs′) + s

) 1
s′
( ∞∑

k=n

ψs(k)ks−2

)− 1
s′

I3. (2.125)

Îñêiëüêè äëÿ áóäü�ÿêîãî tn−1 ∈ T2n−1

π∫
−π

tn−1(t)
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt = 0, (2.126)

òî íà ïiäñòàâi (2.121)

I3 =

π∫
−π

fB(n)(t)
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt. (2.127)

Âiäîìî, ùî

π∫
−π

cos(kt+ θ) cos(mt+ θ)dt =

 0, k 6= m,

π, k = m,
k,m ∈ N, θ ∈ R. (2.128)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.128) ïðè θ = −βπ
2 i (2.119) ïðèm = B(n), ç (2.127)

îäåðæó¹ìî

I3 =
1

4π

π∫
−π

( B(n)∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
+

+2

2B(n)−1∑
k=B(n)+1

(
1− k

2B(n)

)
ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

))
×

×
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt =

=
1

4

( B(n)∑
k=n

ψs(k)ks−2 + 2

2B(n)−1∑
k=B(n)+1

(
1− k

2B(n)

)
ψs(k)ks−2

)
>

>
1

4

B(n)∑
k=n

ψs(k)ks−2 =
1

4

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2 −
∞∑

k=B(n)+1

ψs(k)ks−2
)
. (2.129)

Äëÿ îöiíêè çíèçó iíòåãðàëà I3 çàëèøèëîñü îöiíèòè çâåðõó ñóìó
∞∑

k=B(n)+1

ψs(k)ks−2. Ç (2.120) âèïëèâà¹

∞∑
k=B(n)+1

ψs(k)ks−2 ≤
∞∫

B(n)

ψs(t)ts−2dt = Φs(B(n)) <

<
1

2n
Φs(n) ≤ 1

2n

∞∑
k=n

ψs(k)ks−2. (2.130)

Ç íåðiâíîñòåé (2.125), (2.129) i (2.130) äëÿ äîâiëüíîãî tn−1 ∈ T2n−1

îòðèìà¹ìî îöiíêó

‖fB(n) − tn−1‖s ≥

≥ 1

ξ(s′)

( αn(gs′)

αn(gs′) + s

) 1
s′
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2

)− 1
s′1

4

(
1− 1

2n

) ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2 ≥

≥ 1

8ξ(s′)

( αn(gs′)

αn(gs′) + s

) 1
s′
( ∞∑

k=n

ψs(k)ks−2

) 1
s

≥

≥ 1

8ξ(s′)

( α1(gs′)

α1(gs′) + s

) 1
s′
( ∞∑

k=n

ψs(k)ks−2

) 1
s

. (2.131)
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Îá'¹äíóþ÷è (2.115) i (2.131), îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.109). Òåîðåìó

2.4 äîâåäåíî.

Ïðèêëàäàìè ôóíêöié ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.4, ¹

ôóíêöi¨:

• ψ(t) = t−r, r >
1

s′
;

• ψ(t) = t−
1
s′ ln−γ(t+K), γ >

1

s
, K > 0; (2.132)

• ψ(t) = t−
1
s′ (ln(t+K1))

− 1
s (ln ln(t+K2))

−γ, γ >
1

s
, K2 ≥ e− 1,

K1 > 0, (2.133)

òà iíøi.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Â õîäi äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4 áóëî ïîêàçàíî, ùî

ïðè âèêîíàííi ¨¨ óìîâ äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ áiëüø òî÷íà,

íiæ (2.109), îöiíêà:

1

8ξ(s′)

( αn(gs′)

αn(gs′) + s

) 1
s′
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤

≤ 1

π
ξ(s)

(αn(gs′) + s

αn(gs′)

) 1
s
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, (2.134)

äå 1 < s < ∞, 1
s + 1

s′ = 1, a ξ(s′) i αn(gs′) � äîäàòíi âåëè÷èíè, ùî

îçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (2.3) i (2.1) âiäïîâiäíî.

Ç (2.134) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.9. Íåõàé r > 1
s′ , 1 < s <∞, 1

s+ 1
s′ = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

β ∈ R i n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

1

8ξ(s′)

( s′

s′ + s(rs′ − 1)

) 1
s′
( ∞∑
k=n

1

ks(r−1)+2

) 1
s ≤ En(W

r
β,1)s ≤

≤ En(W r
β,1)s ≤

1

π
ξ(s)

(s′ + s(rs′ − 1)

s′

) 1
s
( ∞∑
k=n

1

ks(r−1)+2

) 1
s

, (2.135)

äå ξ(s) � äîäàòíÿ âåëè÷èíà, ùî îçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

(2.3).
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Îñêiëüêè

1

α− 1
n1−α ≤

∞∑
k=n

1

kα
≤
(

1 +
1

α− 1

)
n1−α, α > 1,

òî ç (2.135) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

8ξ(s′)

( s′

s′ + s(rs′ − 1)

) 1
s′
( 1

s(r − 1) + 1

) 1
s

n−r+
1
s′ ≤ En(W

r
β,1)s ≤

≤ En(W r
β,1)s ≤

1

π
ξ(s)

(s′ + s(rs′ − 1)

s′

) 1
s
(s(r − 1) + 2

s(r − 1) + 1

) 1
s

n−r+
1
s′ . (2.136)

Íåðiâíîñòi (2.136) óòî÷íþþòü ïîðÿäêîâi îöiíêè (1.31) i (1.33) ïðè p = 1

i 1 < s <∞.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞, ψ(t)t
1
s′ ∈ MC ,

1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1, òîäi ÿê âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.31), ìà¹

ìiñöå ïîðÿäêîâà îöiíêà

∞∑
k=n

ψs(k)ks−2 � ψs(n)ns−1. (2.137)

Îòæå, ç (2.109) i (2.137) îòðèìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.10. Íåõàé
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞, 1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1,

β ∈ R i n ∈ N. Òîäi, ÿêùî ôóíêöiÿ gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ íàëåæèòü äî M0, òî

En(L
ψ
β,1)s � En(L

ψ
β,1)s �

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, (2.138)

ÿêùî æ gs′ ∈MC, òî

En(L
ψ
β,1)s � En(L

ψ
β,1)s � ψ(n)n

1
s′ . (2.139)

Ïîðÿäêîâi îöiíêè (2.139) âñòàíîâëåíi ðàíiøå â ðîáîòi [18].

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

gs′ ∈M0, lim
t→∞

α(gs′; t) =∞, (2.140)

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

ψ(n)n
1
s′ = o

(( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

)
, n→∞,
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òîáòî ïîðÿäêîâi îöiíêè (2.139) ìiñöÿ íå ìàþòü. Óìîâà (2.140) âèêîíó¹òü-

ñÿ, çîêðåìà, äëÿ ôóíêöié ψ(t) âèãëÿäó (2.132) i (2.133). Íàâåäåìî íàñëi-

äîê ç òåîðåìè 2.4 äëÿ òàêèõ ôóíêöié ψ.

Íàñëiäîê 2.10. Íåõàé ψ(t) = t−
1
s′ ln−γ(t+K), γ > 1

s , K > 0,

1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1, β ∈ R i n ∈ N \ {1}. Òîäi

En(L
ψ
β,1)s � En(L

ψ
β,1)s � ψ(n)n

1
s′ (lnn)

1
s .

Íàñëiäîê 2.11. Íåõàé ψ(t) = t−
1
s′ ln−

1
s (t+K1)(ln ln(t+K2))

−γ, γ > 1
s ,

K2 ≥ e− 1, K1 > 0, 1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1, β ∈ R i n ∈ N \ {1, 2}. Òîäi

En(L
ψ
β,1)s � En(L

ψ
β,1)s � ψ(n)n

1
s′ (lnn)

1
s (ln lnn)

1
s .

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé ψ ∈ M,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, β ∈ R i cos βπ
2 6= 0. Òîäi

äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (2.141)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5. Âñòàíîâèìî îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè

En(Lψβ,1)∞. Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (2.111) i òâåðäæåííÿ 2.1, çàïèøåìî

En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
∞. (2.142)

Îñêiëüêè

‖Ψβ,n‖∞ =
∥∥∥ ∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
∞
≤

∞∑
k=n

ψ(k),

òî ç (2.142) îäåðæó¹ìî

En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k), β ∈ R, n ∈ N. (2.143)

Âñòàíîâèìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè En(Lψβ,1)∞. Ïîêëàäåìî

Ψ(x) :=

∞∫
x

ψ(t)dt
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i

D(l;n) = D(ψ; l;n) :=
[
Ψ−1

( 1

2l
Ψ(n)

)]
+ 2n, l, n ∈ N. (2.144)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ fD(l;n)(t), ùî îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.119) ïðè

m = D(l;n), òîáòî

fD(l;n)(t) =
1

4π

(D(l;n)∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
+

+2

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)
ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

))
. (2.145)

ßê áóëî ïîêàçàíî ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.4, fD(l;n) ∈ Lψβ,1. Áåðó÷è äî

óâàãè ðiâíiñòü (2.145) òà âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.5, îòðèìó¹ìî, ùî

ïðè äîâiëüíèõ l ∈ N

En(Lψβ,1)∞ ≥ |fD(l;n)(0)− Sn−1(fD(l;n); 0)| =

=
1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(D(l;n)∑
k=n

ψ(k) + 2

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)
ψ(k)

)
>

>
1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣D(l;n)∑
k=n

ψ(k) =
1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∞∑
k=n

ψ(k)−
∞∑

k=D(l;n)+1

ψ(k)
)
.

(2.146)

Ç (2.144) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ l ∈ N

∞∑
k=D(l;n)+1

ψ(k) ≤
∞∫

D(l;n)

ψ(t)dt = Ψ(D(l;n)) <
1

2l
Ψ(n) ≤ 1

2l

∞∑
k=n

ψ(k).

(2.147)

Òîìó

En(Lψβ,1)∞ >
1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

2l

) ∞∑
k=n

ψ(k). l, n ∈ N (2.148)

Ïåðåéøîâøè â íåðiâíîñòi (2.148) äî ãðàíèöi ïðè l→∞, îäåðæèìî

En(Lψβ,1)∞ ≥
1

4π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ ∞∑
k=n

ψ(k). (2.149)
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Íà ïiäñòàâi (2.143) i (2.149) îòðèìó¹ìî îöiíêó (2.141). Òåîðåìó 2.5 äîâå-

äåíî.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0

i

α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. (2.150)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ β ∈ R, cos βπ
2 6= 0 i n ∈ N

1

48π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ En(L
ψ
β,1)∞ ≤

≤ En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (2.151)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.6. Â ñèëó òåîðåìè 2.5 ïðè óìîâi
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞
ñïðàâåäëèâi îöiíêè

En(L
ψ
β,1)∞ ≤ En(L

ψ
β,1)∞ ≤

1

π

∞∑
k=n

ψ(k), β ∈ R, n ∈ N. (2.152)

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè En(L
ψ
β,1)∞. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

I4 =

π∫
−π

(fD(l;n)(t)− tn−1(t))(VD(l;n)(t)− Vn−1(t))dt, (2.153)

äå tn−1 ∈ T2n−1, à ôóíêöiÿ fD(l;n)(t) òà âåëè÷èíà D(l;n) îçíà÷àþòüñÿ

ôîðìóëàìè (2.145) i (2.144) âiäïîâiäíî. Îöiíèìî çíèçó |I4|.
Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (2.118), çàïèøåìî

VD(l;n)(t)− Vn−1(t) =

=

D(l;n)∑
k=n

cos kt+ 2

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)
cos kt− 2

2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
cos kt.

(2.154)

Ç (2.154) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî tn−1 ∈ T2n−1

π∫
−π

tn−1(t)
(
VD(l;n)(t)− Vn−1(t)

)
dt = 0 ∀n ∈ N. (2.155)
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Îñêiëüêè
π∫

−π

cos kt cos
(
mt− βπ

2

)
dt =

 0, k 6= m,

π cos βπ
2 , k = m,

k,m ∈ N, β ∈ R,

(2.156)

òî, áåðó÷è äî óâàãè (2.145), (2.154) i (2.155), îäåðæó¹ìî

|I4| =
∣∣∣∣

π∫
−π

fD(l;n)(t)(VD(l;n)(t)− Vn−1(t))dt

∣∣∣∣ =

=
1

4π

∣∣∣∣
π∫

−π

(D(l;n)∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
+

+2

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)
ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

))
×

×
(D(l;n)∑

k=n

cos kt+ 2

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)
cos kt−

−2
2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
cos kt

)
dt

∣∣∣∣ =

=
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(D(l;n)∑
k=n

ψ(k)− 2
2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
ψ(k)+

+4

2D(l;n)−1∑
k=D(l;n)+1

(
1− k

2D(l;n)

)2

ψ(k)

)
>

>
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(D(l;n)∑
k=n

ψ(k)− 2
2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
ψ(k)

)
=

=
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∞∑
k=n

ψ(k)−
∞∑

k=D(l;n)+1

ψ(k)− 2
2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
ψ(k)

)
.

(2.157)

Âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ(t), îòðèìó¹ìî

2
2n−3∑
k=n

(
1− k

2n− 2

)
ψ(k) ≤ ψ(n)

1

n− 1

2n−3∑
k=n

(2n− 2− k) =



73

=
1

2
ψ(n)(n− 2) <

1

2
ψ(n)n. (2.158)

Äàëi íàì áóäå êîðèñíèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.3. Íåõàé ψ(t) = g(t)t−1 i
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞. Òîäi, ÿêùî g ∈ M0,

òî äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N

ψ(n)n ≤ 1

αn(g)

∞∑
k=n

ψ(k), (2.159)

äå âåëè÷èíà αn(g) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1).

ßêùî æ g ∈MC, òî

1

αn(g)
· nαn(g)

1 + nαn(g)

∞∑
k=n

ψ(k) ≤ ψ(n)n ≤ 1

αn(g)

∞∑
k=n

ψ(k), (2.160)

äå âåëè÷èíà αn(g) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.2).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.3. Íåõàé g ∈ M0. Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü

íåðiâíîñòi (2.159). Î÷åâèäíî,

∞∑
k=n

ψ(k) ≥
∞∫
n

ψ(t)dt. (2.161)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ(t)t ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ, òî çàñòîñóâàâøè

ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äî iíòåãðàëó
∞∫
n

ψ(t)dt, îòðèìà¹ìî

∞∫
n

ψ(t)dt = −ψ(n)n−
∞∫
n

ψ′(t)tdt = −ψ(n)n+

∞∫
n

ψ(t)
1

α(ψ; t)
dt. (2.162)

Ç ðiâíîñòi (2.162) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

ψ(n)n =

∞∫
n

ψ(t)
1

α(ψ; t)
dt−

∞∫
n

ψ(t)dt. (2.163)

Ïîêàæåìî, ùî
1

α(ψ; t)
= 1 +

1

α(g; t)
, t ≥ 1. (2.164)

Äiéñíî, îñêiëüêè ψ(t) = g(t)t−1, òî

1

α(ψ; t)
=
t|ψ′(t)|
ψ(t)

=
t−1g(t) + |g′(t)|

g(t)t−1
=
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= 1 +
t|g′(t)|
g(t)

= 1 +
1

α(g; t)
.

Ïiäñòàâèâøè (2.164) â (2.163), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

ψ(n)n =

∞∫
n

ψ(t)
(

1 +
1

α(g; t)

)
dt−

∞∫
n

ψ(t)dt =

∞∫
n

ψ(t)
1

α(g; t)
dt. (2.165)

Ç (2.161) i (2.165) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

ψ(n)n ≤ 1

αn(g)

∞∫
n

ψ(t)dt ≤ 1

αn(g)

∞∑
k=n

ψ(k). (2.166)

Íåðiâíiñòü (2.159) äîâåäåíî.

Íåõàé g ∈ MC . Îñêiëüêè MC ⊂ M0, òî ñïðàâåäëèâiñòü äðóãî¨ íåðiâ-

íîñòi â (2.160) âèïëèâà¹ ç (2.159).

Âðàõóâàâøè (2.166), ìà¹ìî

∞∑
k=n

ψ(k) ≤ ψ(n) +

∞∫
n

ψ(t)dt ≤
( 1

αn(g)
· 1

n
+ 1
) ∞∫
n

ψ(t)dt. (2.167)

Òîäi íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.165)�(2.167) îäåðæó¹ìî

ψ(n)n ≥ 1

αn(g)

∞∫
n

ψ(t)dt ≥ 1

αn(g)

( 1

αn(g)
· 1

n
+ 1
)−1 ∞∑

k=n

ψ(k).

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.160), à îòæå i ëåìó 2.3, äîâåäåíî.

Ç (2.158) i (2.159) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

2
2n−3∑
k=n

ψ(k)
(

1− k

2n− 2

)
<

1

2αn(g)

∞∑
k=n

ψ(k). (2.168)

Îá'¹äíóþ÷è (2.147), (2.157) i (2.168), îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

l ∈ N i n ∈ N

|I4| >
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

2l
− 1

2αn(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k). (2.169)

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.3 òà ôîðìóëó (2.60),

ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî tn−1 ∈ T2n−1

|I4| ≤ ‖fD(l;n) − tn−1‖∞‖VD(l;n) − Vn−1‖1 ≤
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≤ 6π‖fD(l;n) − tn−1‖∞. (2.170)

Ç (2.169), (2.170) òà óìîâè cos βπ
2 6= 0 îòðèìà¹ìî

En(fD(l;n))∞ = inf
tn−1∈T2n−1

‖fD(l;n) − tn−1‖∞ ≥
1

6π
|I4| ≥

≥ 1

24π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

2n
− 1

2αn(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k) ≥

≥ 1

48π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k). (2.171)

Oá'¹äíóþ÷è (2.152) i (2.171), îòðèìó¹ìî (2.151). Òåîðåìó 2.6 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé β = 2k + 1, k ∈ Z,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0

i

α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

360π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n ≤ En(L

ψ
β,1)∞ ≤

≤ En(Lψβ,1)∞ ≤
(

1 +
2

π

)
ψ(n)n. (2.172)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.7. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó äëÿ âåëè-

÷èíè En(Lψβ,1)∞. Ç ôîðìóëè (2.142) ïðè β = 2k + 1, k ∈ Z, âèïëèâà¹

En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
∞ =

1

π

∥∥∥ ∞∑
k=n

ψ(k) sin kt
∥∥∥
∞
. (2.173)

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [130, ñ. 611]), ùî∣∣∣ k∑
j=1

sin jx

j

∣∣∣ ≤ π

2
+ 1, k ∈ N, 0 < x < 2π. (2.174)

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ äî ñóìè
∞∑
k=n

ψ(k) sin kt, òà âèêîðèñòàâ-

øè òå, ùî g(t) = ψ(t)t ìîíîòîííî ñïàäà¹, à òàêîæ ôîðìóëó (2.174), îò-

ðèìó¹ìî ∥∥∥ ∞∑
k=n

ψ(k) sin kt
∥∥∥
∞

=
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=
∥∥∥ ∞∑
k=n

(kψ(k)− (k + 1)ψ(k + 1))
k∑
j=1

sin jt

j
− nψ(n)

n−1∑
j=1

sin jt

j

∥∥∥
∞
≤

≤
(π

2
+ 1
) ∞∑
k=n

|g(k)− g(k + 1)|+
(π

2
+ 1
)
g(n) =

= (π + 2)g(n) = (π + 2)ψ(n)n. (2.175)

Ç ôîðìóë (2.173) i (2.175) âèïëèâà¹ îöiíêà çâåðõó âåëè÷èíè En(Lψβ,1)∞
ó âèïàäêó, êîëè cos βπ

2 = 0. À ñàìå

En(Lψβ,1)∞ ≤
(

1 +
2

π

)
ψ(n)n. (2.176)

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè En(L
ψ
β,1)∞. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f ∗n(t) =
1

π

π∫
−π

Ψβ(τ)ϕ∗n(t− τ)dτ, (2.177)

äå

ϕ∗n(t) =
−1

5πn

( n∑
k=1

k sin kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) sin kt
)
. (2.178)

Ïîêàæåìî, ùî ‖ϕ∗n‖1 ≤ 1. Î÷åâèäíî,∣∣∣ n∑
k=1

k sin kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) sin kt
∣∣∣ ≤

≤
n∑
k=1

k +
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) = n(n+ 1), 0 ≤ |t| ≤ π. (2.179)

Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ äî êîæíî¨ ç ñóì â (2.178), îòðèìó¹ìî

n∑
k=1

k sin kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) sin kt =

= −
n−1∑
k=1

k∑
j=1

sin jt+n
n∑
j=1

sin jt+
2n−1∑
k=n+1

k∑
j=1

sin jt+
2n∑
j=1

sin jt−n
n∑
j=1

sin jt =

= −
n−1∑
k=1

k∑
j=1

sin jt+
2n∑

k=n+1

k∑
j=1

sin jt. (2.180)
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Âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü
N∑
k=0

cos(kt+ γ) = cos
(N

2
t+ γ

)
sin

(N + 1)t

2
cosec

t

2
, γ ∈ R, 0 < |t| ≤ π,

(äèâ., íàïðèêëàä, [19, ñ. 43]) ç (2.180) îòðèìó¹ìî∣∣∣ n∑
k=1

k sin kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) sin kt
∣∣∣ =

=
∣∣∣− n−1∑

k=1

cos t
2 − cos

(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

+
2n∑

k=n+1

cos t
2 − cos

(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

∣∣∣ =

=
1

2| sin t
2 |

∣∣∣ n−1∑
k=0

cos
(
k +

1

2

)
t−

2n∑
k=n+1

cos
(
k +

1

2

)
t
∣∣∣ =

=
1

2| sin t
2 |

∣∣∣ n−1∑
k=0

cos
(
k +

1

2

)
t−

2n∑
k=0

cos
(
k +

1

2

)
t+

n∑
k=0

cos
(
k +

1

2

)
t
∣∣∣ ≤

≤ 3

2(sin t
2)2

, 0 < |t| ≤ π. (2.181)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.181) òà íåðiâíîñòi

sin
t

2
≥ t

π
, 0 ≤ t ≤ π,

ìà¹ìî∣∣∣ n∑
k=1

k sin kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k) sin kt
∣∣∣ ≤ 3π2

2t2
, 0 < |t| ≤ π. (2.182)

Ç (2.179) i (2.182) âèïëèâà¹, ùî

‖ϕ∗n‖1 ≤
1

5πn

( ∫
|t|≤πn

n(n+ 1)dt+
3π2

2

∫
π
n≤|t|≤π

dt

t2

)
=

=
1

5πn

(
2π(n+ 1) + 3π(n− 1)

)
< 1.

Îñêiëüêè ‖ϕ∗n‖1 ≤ 1 i ϕ∗n ⊥ 1, òî f ∗n ∈ L
ψ
β,1.

Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (2.177), (2.178) òà òâåðäæåííÿ (3.7.1) ðîáîòè

[95, ñ. 134] íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∗n âèãëÿäó (2.177) ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü

f ∗n(t) =
1

5πn

( n∑
k=1

kψ(k) cos kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k)ψ(k) cos kt
)
. (2.183)
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Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

I5 =

π∫
−π

(f ∗n(t)− tn−1(t))(V2n(t)− Vn(t))dt, (2.184)

äå tn−1 ∈ T2n−1, à Vm(t) � ñóìè Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó (2.118). Âèêîðè-

ñòàâøè òâåðäæåííÿ 2.3 òà íåðiâíiñòü (2.60), îòðèìà¹ìî

I5 ≤ ‖f ∗n − tn−1‖∞‖V2n − Vn‖1 ≤ 6π‖f ∗n − tn−1‖∞. (2.185)

Îñêiëüêè, çãiäíî ç (2.118),

V2n(t)− Vn(t) =

=
2n∑

k=n+1

cos kt+ 2
4n−1∑

k=2n+1

(
1− k

4n

)
cos kt− 2

2n−1∑
k=n+1

(
1− k

2n

)
cos kt,

òî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (2.128), (2.183), (2.184), òà âèêîíóþ÷è åëåìåí-

òàðíi ïåðåòâîðåííÿ, çàïèøåìî îöiíêó çíèçó

I5 =

π∫
−π

f ∗n(t)(V2n(t)− Vn(t))dt =

=
1

5πn

π∫
−π

( n∑
k=1

kψ(k) cos kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k)ψ(k) cos kt
)
×

×
( 2n∑
k=n+1

cos kt+ 2
4n−1∑

k=2n+1

(
1− k

4n

)
cos kt− 2

2n−1∑
k=n+1

(
1− k

2n

)
cos kt

)
dt =

=
1

5n

( 2n∑
k=n+1

(2n+ 1− k)ψ(k)− 2
2n−1∑
k=n+1

(2n+ 1− k)ψ(k)
(

1− k

2n

))
=

=
1

5n2

2n∑
k=n+1

ψ(k)(2n+ 1− k)(k − n) ≥

=
ψ(2n)

5n2

(
(2n+ 1)

2n∑
k=n+1

(k − n)−
2n∑

k=n+1

k2 + n
2n∑

k=n+1

k
)

=

=
ψ(2n)

5n2

(n(n+ 1)(2n+ 1)

2
− 2n(2n+ 1)(4n+ 1)

6
+

+
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+
n2(3n+ 1)

2

)
=
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=
ψ(2n)

10n

(1

3
n2 + n+

2

3

)
>

1

30
ψ(2n)n =

=
1

30
ψ(n)n

ψ(2n)

ψ(n)
=

1

60
ψ(n)n

g(2n)

g(n)
. (2.186)

Îñêiëüêè

g(2n)

g(n)
=
g(2n)− g(n)

g(n)
+1 >

g′(n)n

g(n)
+1 = 1− 1

α(g;n)
≥ 1− 1

α1(g)
, (2.187)

òî âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.185), (2.186), îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî tn−1 ∈ T2n−1 ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖f ∗n − tn−1‖∞ ≥
1

6π
I5 ≥

1

6π

1

60
ψ(n)n

g(2n)

g(n)
≥ 1

360π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n.

Òîìó, â ñèëó äîâiëüíîñòi ïîëiíîìà tn−1 ∈ T2n−1, îäåðæó¹ìî îöiíêó

En(L
ψ
β,1)∞ ≥ inf

tn−1∈T2n−1
‖f ∗n − tn−1‖∞ ≥

1

360π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n. (2.188)

Îá'¹äíóþ÷è (2.176) i (2.188), îòðèìó¹ìî (2.172). Òåîðåìó 2.7 äîâåäåíî.

Ïðèêëàäàìè ôóíêöié ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåì 2.6�2.7 ¹

ôóíêöi¨:

• ψ(t) = t−r, 1 < r < 2;

• ψ(t) = t−1 ln−γ(t+K1), K1 ≥ eγ, γ > 1; (2.189)

• ψ(t) = t−1 ln−γ(t+K1)(ln ln(t+K2))
−δ, γ ≥ 1, δ > 1,

K2 ≥ K1 ≥ eγ+δ+1, (2.190)

òà iíøi.

Iç òåîðåì 2.6�2.7 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.12. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0 i α1(g) > 1. Òîäi, ÿêùî β ∈ R òàêi, ùî cos βπ
2 6= 0, òî

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ �

∞∑
k=n

ψ(k); (2.191)

ÿêùî æ cos βπ
2 = 0, òî

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ � ψ(n)n. (2.192)
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ßêùî â óìîâàõ íàñëiäêó 2.12 g ∈ MC , òî çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì

(2.160), ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü
∞∑
k=n

ψ(k) � ψ(n)n. (2.193)

Îòæå, â öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.13. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈ MC, α1(g) > 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ β ∈ R ñïðàâåäëèâi ïîðÿäêîâi

îöiíêè

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ � ψ(n)n. (2.194)

Ñïðàâåäëèâiñòü ïîðÿäêîâèõ îöiíîê (2.194) áóëî âñòàíîâëåíî â [18].

Çàóâàæèìî, ùî êîëè g ∈M0, g(t) = ψ(t)t i

lim
t→∞

α(g; t) =∞, (2.195)

òî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

ψ(n)n = o

( ∞∑
k=n

ψ(k)

)
, n→∞,

ÿêà ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (2.159).

Ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåì 2.6�2.7 i äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.195), ¹ ôóíêöi¨ âèäó (2.189) i (2.190).

Íàâåäåìî íàñëiäêè ç òåîðåì 2.6�2.7 äëÿ ôóíêöié âèäó (2.189) i (2.190).

Íàñëiäîê 2.14. Íåõàé ψ(t) = t−1 ln−γ(t + eγ), γ > 1, β ∈ R, i

n ∈ N \ {1}. Òîäi

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ �

 ψ(n)n lnn, cos βπ
2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ
2 = 0.

(2.196)

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.14. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôóíêöié

ψ(t) = t−1 ln−γ(t+ eγ), γ > 1, âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåì 2.5�2.6.

Äiéñíî, äëÿ íèõ
∞∑
k=1

ψ(k) =
∞∑
k=1

1

k lnγ(k + eγ)
<∞
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i

α(g; t) =
ln(t+ eγ)

γ

t+ eγ

t
>

ln(t+ eγ)

γ
> 1.

ßêùî cos βπ
2 = 0, òî ïîðÿäêîâà îöiíêà (2.196) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

ç (2.192). Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü (2.196) ó âèïàäêó êîëè cos βπ
2 6= 0.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.167) òà ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ(t) ìà¹ìî

∞∫
n

ψ(t)dt ≤
∞∑
k=n

ψ(k) ≤
( 1

αn(g)
· 1

n
+ 1
) ∞∫
n

ψ(t)dt ≤ 2

∞∫
n

ψ(t)dt. (2.197)

Òîäi ç (2.191) i (2.197) îäåðæó¹ìî

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ �

�
∞∑
k=n

ψ(k) �
∞∫
n

ψ(t)dt �
∞∫
n

dt

t lnγ(t+ eγ)
�

� ln1−γ n � ψ(n)n lnn, n ≥ 2.

Íàñëiäîê 2.14 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.15. Íåõàé ψ(t) = t−1 ln−1(t+K1)(ln ln(t+K2))
−δ, δ > 1,

K2 ≥ K1 ≥ eδ+2, β ∈ R, i n ∈ N \ {1, 2}. Òîäi

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ �

 ψ(n)n lnn ln(lnn), cos βπ
2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ
2 = 0.

(2.198)

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.15. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôóíêöié

ψ(t) = t−1 ln−1(t+K1)(ln ln(t+K2))
−δ, δ > 1, K2 ≥ K1 ≥ eδ+2, âèêîíó-

þòüñÿ óìîâè òåîðåì 2.5�2.6. Äiéñíî, äëÿ íèõ

∞∑
k=1

ψ(k) =
∞∑
k=1

1

k ln(k +K1)(ln ln(k +K2))δ
<∞

i

α(g; t) =
1

t
(

1
ln(t+K1)

1
t+K1

+ δ
ln ln(t+K2)

1
ln(t+K2)

1
t+K2

) >
>

ln(t+K1)(t+K1)

t
(

1 + δ
ln ln(t+K2)

) >
ln(t+K1)

1 + δ
ln ln(t+K2)

>
ln(1 + eδ+2)

1 + δ
ln ln(1+eδ+2)

> 1.
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Ó âèïàäêó êîëè cos βπ
2 = 0 ïîðÿäêîâà îöiíêà (2.198) áåçïîñåðåäíüî

âèïëèâà¹ ç (2.192). Ó âèïàäêó êîëè cos βπ
2 6= 0 ç (2.191) i (2.197) îäåðæó¹-

ìî

En(L
ψ
β,1)∞ � En(L

ψ
β,1)∞ �

�
∞∑
k=n

ψ(k) �
∞∫
n

ψ(t)dt �
∞∫
n

dt

t ln(t+K1)(ln ln(t+K2))δ
�

�
(

ln lnn
)1−δ � ψ(n)n lnn ln(lnn), n ≥ 3.

Íàñëiäîê 2.15 äîâåäåíî.
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2.4. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ çãîðòîê ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

íåâåëèêî¨ ãëàäêîñòi â iíòåãðàëüíèõ ìåòðèêàõ

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé 1 < s < ∞,
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞, a ôóíêöiÿ

gs′(t) = ψ(t)t
1
s′ , 1

s + 1
s′ = 1, òàêà, ùî

gs′ ∈M0

i

α1(gs′) = inf
t≥1

α(gs′; t) > s.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i β ∈ R ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

4

3
K

(5)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s ≤

≤ e⊥2n(L
ψ
β,1)s ≤ e⊥2n−1(L

ψ
β,1)s ≤

≤ K
(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

,

(2.199)

äå K
(5)
ψ,s′ i K

(2)
ψ,s′ îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.110) i (2.6) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.8. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.4 ïðè âèêîíàííi óìîâ

gs′ ∈ M0 i
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 < ∞, 1 < s < ∞, 1
s + 1

s′ = 1, n ∈ N, β ∈ R, ìà¹

ìiñöå îöiíêà

En(Lψβ,1)s ≤ K
(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

. (2.200)

Âðàõîâóþ÷è (1.28) i (2.200), îòðèìó¹ìî îöiíêó

e⊥2n(L
ψ
β,1)s ≤ e⊥2n−1(L

ψ
β,1)s ≤ K

(2)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

. (2.201)

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

e⊥2n(L
ψ
β,1)s ≥

4

3
K

(5)
ψ,s′

( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

. (2.202)

Ôóíêöiþ fm(t) âèãëÿäó (2.119) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

fm(t) =



84

=
1

4π

( m∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
1− k

2m

)
ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

))
=

=
1

8π

(
e−i

βπ
2

∑
1≤k≤m

ψ(k)eikt + ei
βπ
2

∑
−m≤k≤−1

ψ(|k|)eikt+

+2e−i
βπ
2

∑
m+1≤k≤2m−1

(
1− k

2m

)
ψ(k)eikt+

+2ei
βπ
2

∑
−2m+1≤k≤m−1

(
1− |k|

2m

)
ψ(|k|)eikt

)
. (2.203)

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.4 áóëî âñòàíîâëåíî, ùî fm ∈ Lψβ,1 ïðè áóäü�ÿêèõ
m ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè m = As(l;n), äå As(l;n) îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(2.87), ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

e⊥2n(fAs(l;n))s ≥

≥ 1

4ξ(s′)

( αn(gs′)

s+ αn(gs′)

) 1
s′
(

1− 1

2l
− s

αn(gs′)

)( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, l, n ∈ N.

(2.204)

Ïîêëàäåìî

I6 := inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

(fAs(l;n)(t)− Sγ2n(fAs(l;n); t))
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt

∣∣∣∣.
(2.205)

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, çàïèøåìî

I6 ≤ inf
γ2n
‖fAs(l;n)(t)− Sγ2n(fAs(l;n); t)‖s

∥∥∥ ∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′

=

= e⊥2n(fAs(l;n))s

∥∥∥ ∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)∥∥∥
s′
, 1 < s <∞. (2.206)

Â ñèëó (2.203) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

fAs(l;n)(t)− Sγ2n(fAs(l;n); t) =

=
1

8π

(
e−i

βπ
2

∑
1≤k≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k)eikt + ei
βπ
2

∑
−As(l;n)≤k≤−1,

k/∈γ2n

ψ(|k|)eikt+
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+2e−i
βπ
2

∑
As(l;n)+1≤k≤2As(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− k

2As(l;n)

)
ψ(k)eikt+

+2ei
βπ
2

∑
−2As(l;n)+1≤k≤As(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− |k|

2As(l;n)

)
ψ(|k|)eikt

)
. (2.207)

Êðiì òîãî,
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
=

=
1

2

(
e−i

βπ
2

∑
k≥n

ψs−1(k)ks−2eikt + ei
βπ
2

∑
k≤−n

ψs−1(|k|)|k|s−2eikt
)
. (2.208)

Âèêîðèñòàâøèè (2.94), (2.207) i (2.208), îäåðæó¹ìî
π∫

−π

(fAs(l;n)(t)− Sγ2n(fAs(l;n); t))
∞∑
k=n

ψs−1(k)ks−2 cos
(
kt− βπ

2

)
dt =

=
1

8

( ∑
n≤k≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψs(k)ks−2 +
∑

−As(l;n)≤k≤−n,
k/∈γ2n

ψs(|k|)|k|s−2+

+2
∑

As(l;n)+1≤k≤2As(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− k

2As(l;n)

)
ψs(k)ks−2+

+2
∑

−2As(l;n)+1≤k≤−As(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− |k|

2As(l;n)

)
ψs(|k|)|k|s−2

)
>

>
1

8

( ∑
n≤k≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψs(k)ks−2 +
∑

−As(l;n)≤k≤−n,
k/∈γ2n

ψs(|k|)|k|s−2

)
=

=
1

8

∑
n≤|k|≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψs(k)ks−2. (2.209)

Îòæå, â ñèëó (2.205) i (2.209)

I6 >
1

8
inf
γ2n

∑
n≤|k|≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψs(k)ks−2. (2.210)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè gs′ ∈M0 ôóíêöiÿ ψs(t)ts−2 ñïàäà¹, òî

inf
γ2n

∑
n≤|k|≤As(l;n),

k/∈γ2n

ψs(k)ks−2 = 2

As(l;n)∑
k=2n

ψs(k)ks−2. (2.211)
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Ç (2.98), (2.210) i (2.211) âèïëèâà¹ îöiíêà

I6 >
1

4

(
1− 1

2l
− s

αn(gs′)

) ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2. (2.212)

Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.206), (2.124) i (2.212) îòðèìó¹ìî (2.204).

Ç òîãî, ùî fAs(l;n) ∈ Lψβ,1, âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

e⊥2n(fAs(l;n))s ≤ e⊥2n(L
ψ
β,1)s, l ∈ N.

Ïðè l→∞ ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i íåðiâíîñòi (2.204) îòðèìó¹ìî (2.202).

Òåîðåìó 2.8 äîâåäåíî.

Óìîâàì òåîðåìè 2.8 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä, ôóíêöi¨

• ψ(t) = t−r,
1

s′
< r < 1; (2.213)

• ψ(t) = t−
1
s′ ln−γ(t+K), γ >

1

s
, K ≥ eγs−1; (2.214)

• ψ(t) = t−
1
s′ ln−γ(t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, γ ≥ 1

s
, δ >

1

s
,

K2 ≥ K1e
max{(γ+δ)s,e}−1. (2.215)

Îñêiëüêè, ó âèïàäêó, ïðè gs′ ∈ MC âèêîíó¹òüñÿ ïîðÿäêîâà îöiíêà

(2.137), òî ç òåîðåìè 2.8 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.16. Íåõàé
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞, i

α1(gs′) = inf
t≥1

α(gs′; t) > s,

äå gs′(t) = ψ(t)(t)t
1
s′ , 1 < s <∞, 1

s + 1
s′ = 1. Òîäi, ÿêùî gs′ ∈M0, òî äëÿ

äîâiëüíîãî β ∈ R

e⊥n (Lψβ,1)s �
( ∞∑
k=n

ψs(k)ks−2
) 1
s

, (2.216)

ÿêùî æ gs′ ∈MC, òî äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ R

e⊥n (Lψβ,1)s � ψ(n)n
1
s′ . (2.217)

Ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.16 i äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.140), ¹ ôóíêöi¨ âèäó (2.214) i (2.215).
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Çàñòîñóâàâøè íàñëiäîê 2.16 äî ôóíêöié ψ âèäó (2.214) i (2.215), îòðè-

ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.17. Íåõàé ψ(t) = t−
1
s′ ln−γ(t+K), γ > 1

s , K ≥ eγs − 1,

1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

e⊥n (Lψβ,1)s � ψ(n)n
1
s′ ln

1
s n, n ∈ N \ {1}.

Íàñëiäîê 2.18. Íåõàé ψ(t) = t−
1
s′ ln−

1
s (t+K1)(ln ln(t+K2))

−δ, δ > 1
s ,

K2 ≥ K1 ≥ emax{δs+1, e} − 1, 1 < s <∞, 1
s + 1

s′ = 1 i β ∈ R. Òîäi

e⊥n (Lψβ,1)s � ψ(n)n
1
s′ (lnn)

1
s (ln lnn)

1
s , n ∈ N \ {1, 2}.

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, à ôóíêöiÿ g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0

i

α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1.

Òîäi, ÿêùî cos βπ
2 6= 0, β ∈ R, òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

1

12π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)

) ∞∑
k=n

ψ(k) ≤ e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≤

≤ e⊥2n−1(L
ψ
β,1)∞ ≤

1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (2.218)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.9. Â ñèëó òåîðåìè 2.5 çà óìîâè
∞∑
k=1

ψ(k) <∞
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

En(Lψβ,1)∞ ≤
1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (2.219)

Iç (1.28) i (2.219) ìà¹ìî

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≤ e⊥2n−1(L

ψ
β,1)∞ ≤

1

π

∞∑
k=n

ψ(k). (2.220)

Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè e⊥2n(L
ψ
β,1)∞.
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Ïîêëàäåìî

Ψ(x) :=

∞∫
x

ψ(t)dt,

D(l;n) = D(ψ; l;n) :=
[
Ψ−1

( 1

2l
Ψ(n)

)]
+ 2n, l, n ∈ N, (2.221)

i

I7 := inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

(fD(l;n)(t)− Sγ2n(fD(l;n); t))VD(l;n)(t)dt

∣∣∣∣, (2.222)

äå ôóíêöiÿ fD(l;n)(t) îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.203) ïðè m = D(l;n).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.3 òà ôîðìóëó (2.90), ìîæåìî çàïèñàòè

îöiíêó

I7 ≤ inf
γ2n
‖fD(l;n)(t)− Sγ2n(fD(l;n); t)‖∞‖VD(l;n)‖1 =

= e⊥2n(fD(l;n))∞‖VD(l;n)‖1 ≤ 3πe⊥2n(fD(l;n))∞. (2.223)

Çãiäíî ç (2.203)

fD(l;n)(t)− Sγ2n(fD(l;n); t) =

=
1

8π

(
e−i

βπ
2

∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k)eikt + ei
βπ
2

∑
−D(l;n)≤k≤−1,

k/∈γ2n

ψ(|k|)eikt+

+2e−i
βπ
2

∑
D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− k

2D(l;n)

)
ψ(k)eikt+

+2ei
βπ
2

∑
−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− |k|

2D(l;n)

)
ψ(|k|)eikt

)
. (2.224)

Iç (2.92) ïðè m = D(l;n) ìà¹ìî

VD(l;n)(t) =
1

2

(
1 +

∑
1≤k≤D(l;n)

eikt +
∑

−D(l;n)≤k≤−1

eikt+

+2
∑

D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1

(
1− k

2D(l;n)

)
eikt+

+2
∑

−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1

(
1− |k|

2D(l;n)

)
eikt
)
. (2.225)
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Iç (2.94), (2.224) i (2.225) âèïëèâà¹∣∣∣∣
π∫

−π

(fD(l;n)(t)− Sγ2n(fD(l;n); t))VD(l;n)(t)dt

∣∣∣∣ =

=
1

8

∣∣∣∣e−iβπ2 ∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) + ei
βπ
2

∑
−D(l;n)≤k≤−1,

k/∈γ2n

ψ(|k|)+

+2e−i
βπ
2

∑
D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− k

2D(l;n)

)2

ψ(k)+

+2ei
βπ
2

∑
−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1,

k/∈γ2n

(
1− |k|

2D(l;n)

)2

ψ(|k|)
∣∣∣∣ =

=
1

8

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) +
∑

−D(l;n)≤k≤−1,
k/∈γ2n

ψ(|k|)+

+2
∑

D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− k

2D(l;n)

)2

ψ(k)+

+2
∑

−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− |k|

2D(l;n)

)2

ψ(|k|)
)

+

+i sin
βπ

2

(
−

∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) +
∑

−D(l;n)≤k≤−1,
k/∈γ2n

ψ(|k|)−

−2
∑

D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− k

2D(l;n)

)2

ψ(k)+

+2
∑

−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− |k|

2D(l;n)

)2

ψ(|k|)
)∣∣∣∣ ≥

≥ 1

8

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) +
∑

−D(l;n)≤k≤−1,
k/∈γ2n

ψ(|k|)+

+2
∑

D(l;n)+1≤k≤2D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− k

2D(l;n)

)2

ψ(k)+

+2
∑

−2D(l;n)+1≤k≤−D(l;n)−1,
k/∈γ2n

(
1− |k|

2D(l;n)

)2

ψ(|k|)
)
>
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>
1

8

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) +
∑

−D(l;n)≤k≤−1,
k/∈γ2n

ψ(|k|)
)
. (2.226)

Íà ïiäñòàâi (2.222) i (2.226) îòðèìó¹ìî îöiíêó

I7 >
1

8

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ inf
γ2n

( ∑
1≤k≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) +
∑

−D(l;n)≤k≤−1,
k/∈γ2n

ψ(|k|)
)

=

=
1

8

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ inf
γ2n

∑
1≤|k|≤D(l;n),

k/∈γ2n

ψ(k) =
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ D(l;n)∑
k=n+1

ψ(k) =

=
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣( ∞∑
k=n

ψ(k)− ψ(n)−
∞∑

k=D(l;n)+1

ψ(k)

)
. (2.227)

Ç (2.221) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ l ∈ N

∞∑
k=D(l;n)+1

ψ(k) ≤
∞∫

D(l;n)

ψ(t)dt = Ψ(D(l;n)) <
1

2l
Ψ(n) ≤ 1

2l

∞∑
k=n

ψ(k).

(2.228)

Äàëi íàì áóäå êîðèñíîþ ëåìà 2.3. Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (2.159), (2.227)

i (2.228), ìà¹ìî

I7 >
1

4

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

αn(g)n
− 1

2l

) ∞∑
k=n

ψ(k), l ∈ N. (2.229)

Ç (2.223) òà (2.229) çà óìîâè cos βπ
2 6= 0 îòðèìà¹ìî

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≥ e⊥2n(fD(l;n))∞ ≥

1

3π
I7 >

>
1

12π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)n
− 1

2l

) ∞∑
k=n

ψ(k). (2.230)

Ïåðåéøîâøè â ôîðìóëi (2.230) äî ãðàíèöi ïðè l→∞, îäåðæèìî

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≥

1

12π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣(1− 1

α1(g)n

) ∞∑
k=n

ψ(k). (2.231)

Oá'¹äíóþ÷è (2.220) i (2.231), îòðèìó¹ìî (2.218). Òåîðåìó 2.9 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, β = 2k + 1, k ∈ Z, à ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0
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i

α1(g) = inf
t≥1

α(g; t) > 1. (2.232)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

1

60π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n ≤ e⊥2n(L

ψ
β,1)∞ ≤ e⊥2n−1(L

ψ
β,1)∞ ≤

(
1 +

2

π

)
ψ(n)n.

(2.233)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.10. Â ñèëó òåîðåìè 2.7 ïðè âèêîíàííi óìîâ
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, g ∈M0, β = 2k + 1, k ∈ Z, ñïðàâåäëèâi îöiíêè

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≤ e⊥2n−1(L

ψ
β,1)∞ ≤ En(L

ψ
β,1)∞ ≤

(
1 +

2

π

)
ψ(n)n. (2.234)

Îöiíèìî çíèçó âåëè÷èíó e⊥2n(L
ψ
β,1)∞. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f ∗n(t) =
1

5πn

( n∑
k=1

kψ(k) cos kt+
2n∑

k=n+1

(2n+ 1− k)ψ(k) cos kt
)
. (2.235)

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.7 áóëî ïîêàçàíî, ùî f ∗n íàëåæèòü êëàñó L
ψ
β,1.

Äîâåäåìî, ùî

e⊥2n(f
∗
n)∞ ≥

1

60π

(
1− 1

α1(g)

)
ψ(n)n. (2.236)

Ïîêëàäåìî

I8 := inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

(f ∗n(t)− Sγ2n(f ∗n; t))V2n(t)dt

∣∣∣∣, (2.237)

äå Vm � ñóìè Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó (2.92).

Âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 2.3 òà íåðiâíiñòü (2.90), îòðèìà¹ìî

I8 ≤ inf
γ2n
‖f ∗n(t)− Sγ2n(f ∗n; t)‖∞‖V2n‖1 ≤ 3π e⊥2n(f

∗
n)∞. (2.238)

Îñêiëüêè, â ñèëó ôîðìóëè (2.235), ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f ∗n(t)− Sγ2n(f ∗n; t) =
1

10πn

( ∑
1≤k≤n,
k/∈γ2n

kψ(k)eikt +
∑

−n≤k≤−1,
k/∈γ2n

|k|ψ(|k|)eikt+

+
∑

n+1≤k≤2n,
k/∈γ2n

(2n+ 1− k)ψ(k)eikt +
∑

−2n≤k≤−n−1,
k/∈γ2n

(2n+ 1− k)ψ(|k|)eikt
)
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à â ñèëó (2.92) � ðiâíiñòü

V2n(t) =
1

2

(
1 +

∑
1≤k≤2n

eikt +
∑

−2n≤k≤−1

eikt + 2
∑

2n+1≤k≤4n−1

(
1− k

2n

)
eikt+

+2
∑

−4n+1≤k≤−2n−1

(
1− |k|

2n

)
eikt
)
,

òî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (2.94), çíàõîäèìî

π∫
−π

(f ∗n(t)− Sγ2n(f ∗n; t))V2n(t)dt =

=
1

10n

( ∑
1≤k≤n,
k/∈γ2n

kψ(k) +
∑

−n≤k≤−1,
k/∈γ2n

|k|ψ(|k|)+

+
∑

n+1≤k≤2n,
k/∈γ2n

(2n+ 1− k)ψ(k) +
∑

−2n≤k≤−n−1,
k/∈γ2n

(2n+ 1− |k|)ψ(|k|)
)
. (2.239)

Âðàõóâàâøè ôîðìóëè (2.237) i (2.239), ìîíîòîííå ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ g, òà

âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, çàïèøåìî îöiíêó çíèçó âåëè÷èíè

I8

I8 =
1

10n
inf
γ2n

( ∑
1≤k≤n,
k/∈γ2n

kψ(k) +
∑

−n≤k≤−1,
k/∈γ2n

|k|ψ(|k|)+

+
∑

n+1≤k≤2n,
k/∈γ2n

(2n+ 1− k)ψ(k) +
∑

−2n≤k≤−n−1,
k/∈γ2n

(2n+ 1− |k|)ψ(|k|)
)
>

>
1

5n

2n∑
k=n+1

ψ(k)(2n+ 1− k) ≥ ψ(2n)

5n

2n∑
k=n+1

(2n+ 1− k) =

= ψ(2n)
n+ 1

10
>

1

10
ψ(2n)n. (2.240)

Âèêîðèñòàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (2.238) i (2.240), îòðèìà¹ìî

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≥ e⊥2n(f

∗
n)∞ ≥

1

3π
I8 ≥

1

30π
ψ(n)n

ψ(2n)

ψ(n)
=

1

60π
ψ(n)n

g(2n)

g(n)
.

(2.241)

Îñêiëüêè çà óìîâè (2.232) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.187), òî ç (2.241)

âèïëèâà¹ îöiíêà (2.236).

Iç (2.234) i (2.236) âèïëèâà¹ (2.233). Òåîðåìó 2.10 äîâåäåíî.
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Îñêiëüêè g ∈ M0, äå g(t) = ψ(t)t, òî çãiäíî ç (2.187) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü g(2n)
g(n) > K1. Òîäi ç (2.241) îòðèìó¹ìî îöiíêó

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≥ K2ψ(n)n, cos

βπ

2
= 0, β ∈ R. (2.242)

Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ n ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü α1(g)n > K3 > 1. Òîäi ç (2.231) ìà¹ìî

e⊥2n(L
ψ
β,1)∞ ≥ K4

∞∑
k=n

ψ(k), cos
βπ

2
6= 0, β ∈ R. (2.243)

ßêùî g ∈MC , òî ñïðàâåäëèâà ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü (2.193).

Iç (2.220), (2.234), (2.242), (2.243) ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî òâåðäæåí-

íÿ.

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞ i β ∈ R . Òîäi, ÿêùî ôóíêöiÿ

g(t) = ψ(t)t òàêà, ùî

g ∈M0,

òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ �


∞∑
k=n

ψ(k), cos βπ
2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ
2 = 0,

(2.244)

ÿêùî æ g ∈MC, òî

e⊥n (Lψβ,1)∞ � ψ(n)n. (2.245)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óìîâè òåîðåìè 2.11 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðè-

êëàä, ôóíêöi¨:

• ψ(t) = t−r, r > 1; (2.246)

• ψ(t) = t−1 ln−γ(t+K), K > 0, γ > 1; (2.247)

• ψ(t) = t−1 ln−γ(t+K1)(ln ln(t+K2))
−δ, γ ≥ 1, δ > 1, K1 > 0,

K2 > e− 1. (2.248)

Ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ(t), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.11 i äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.195), ¹ ôóíêöi¨ âèäó (2.247) òà (2.248).
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Íàâåäåìî íàñëiäêè ç òåîðåìè 2.11, ùî ìiñòÿòü ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè-

÷èí e⊥n (Lψβ,1)∞ äëÿ ôóíêöié ψ âèäó (2.246)�(2.248).

Íàñëiäîê 2.19. Íåõàé ψ(t) = t−r, r > 1 i β ∈ R. Òîäi

e⊥n (W r
β,1)∞ � n−r+1. (2.249)

Çàóâàæèìî, ùî ðàíiøå ïîðÿäêîâó ðiâíiñòü (2.249) áóëî çíàéäåíî â ðî-

áîòi [59] ó âèïàäêó β = 2l − 1, l ∈ Z.

Íàñëiäîê 2.20. Íåõàé ψ(t) = t−1 ln−γ(t+K), γ > 1, K > 0, β ∈ R i

n ∈ N \ {1}. Òîäi

e⊥n (Lψβ,1)∞ �

 ψ(n)n lnn, cos βπ
2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ
2 = 0.

Íàñëiäîê 2.21. Íåõàé ψ(t) = t−1 ln−1(t+K1)(ln ln(t+K2))
−δ, δ > 1,

K1 > 0, K2 > e− 1, β ∈ R, i n ∈ N \ {1, 2}. Òîäi

e⊥n (Lψβ,1)∞ �

 ψ(n)n lnn ln(lnn), cos βπ
2 6= 0,

ψ(n)n, cos βπ
2 = 0.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî äâîñòîðîííi îöiíêè äëÿ òî÷-

íèõ âåðõíiõ ìåæ íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹, íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà

íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p,

1 < p <∞, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ ψ(t)t
1
p íà-

ëåæèòü äî ìíîæèíè M0 i
∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 < ∞, 1
p + 1

p′ = 1. Ïðè öüîìó

êîíñòàíòè â îòðèìàíèõ îöiíêàõ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðè çàäà÷i â

ÿâíîìó âèãëÿäi.

Àíàëîãi÷íi äâîñòîðîííi îöiíêè îäåðæàíî i äëÿ âåëè÷èí En(Lψβ,1)s,
En(L

ψ
β,1)s, e

⊥
n (Lψβ,1)s ïðè 1 < s ≤ ∞ ó âèïàäêó, êîëè äîáóòîê ψ(t)t

s−1
s íàëå-

æèòü äî ìíîæèíèM0 i
∞∑
k=1

ψs(k)ks−2 <∞ ïðè 1 < s <∞ òà
∞∑
k=1

ψ(k) <∞
ïðè s =∞.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèñâiòëåíi â äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â

ðîáîòàõ [74�77], [79], [81], [83] òà [99].
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ÐÎÇÄIË 3

Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çíàõîäæåííþ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê äëÿ íàéê-

ðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p <∞, i

Lψβ,1, â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C i Ls, 1 ≤ s <∞, âiäïîâiäíî ó âèïàäêó, êîëè

ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Òàêîæ â

íüîìó áóäóòü âñòàíîâëåíi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞, â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ

Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) ñïàäàþòü äî íóëÿ íå

ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íi ïðîãðåñi¨.

3.1. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü

ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â

ðiâíîìiðíié ìåòðèöi

Ïîêëàäåìî

Ca :=
π

96 (1 + π2)2

(a− 1)2(a− 2)2

a3(3a− 4)
, a > 2, (3.1)

Ca,b :=
1

π
max

{ 2b

b− 2
+

1

a
, 2π
}
, a > 0, b > 2. (3.2)

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ p <∞. Òîäi äëÿ n ∈ N

òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤

≤ En(C
ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤

≤ Ca,b (2p)1− 1
pψ(n)(η(n)−n)

1
p ,

(3.3)
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äå âåëè÷èíè Ca òà Ca,b îçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (3.1) i (3.2) âiäïîâiäíî.

Â ïîäàëüøîìó íàì áóäóòü êîðèñíi äâà íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåí-

íÿ.

Ëåìà 3.1. Íåõàé γ ∈ R, à λ(k), k = 1, 2, ... � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü

äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi ïðè áóäü�ÿêèõ N,M ∈ N (N < M) äëÿ âåëè÷èí

WN,M(λ; γ; t), îçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

WN,M(λ; γ; t) =
1

M −N

M−1∑
k=N

k∑
j=1

λ(j) cos (jt+ γ) , (3.4)

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

WN,M(λ; γ; t) =
N∑
k=1

λ(k) cos (kt+ γ) +

+
1

M −N

M−1∑
k=N+1

(M − k)λ(k) cos (kt+ γ) . (3.5)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.1. Ðiâíiñòü (3.5) âèïëèâà¹ iç íàñòóïíîãî ëàíöþæêà

ïåðåòâîðåíü:
1

M −N

M−1∑
k=N

k∑
j=1

λ(j) cos (jt+ γ) =

=
1

M −N

( N∑
j=1

λ(j) cos (jt+ γ) + ...+
M−1∑
j=1

λ(j) cos (jt+ γ)

)
=

=
N∑
k=1

λ(k) cos (kt+ γ) +

+
1

M −N
[(M −N − 1)λ(N + 1) cos ((N + 1)t+ γ) + ...+

+λ(M − 1) cos ((M − 1)t+ γ)] =
N∑
k=1

λ(k) cos (kt+ γ) +

+
1

M −N

M−1∑
k=N+1

(M − k)λ(k) cos (kt+ γ) .

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 3.2. Íåõàé ψ ∈M+
∞, η(n)− n ≥ a > 0, µ(n) ≥ b > 0. Òîäi



98

1) ÿêùî a > 1, òî(
1− 1

a

)
(η(n)− n) < [η(n)]− n ≤ η(n)− n; (3.6)

2) ÿêùî a > 2, òî(1

2
− 1

a

)
(η(n)− n) < [η(η(n))]− [η(n)] <

(
1 +

1

a
+

1

b

)
(η(n)− n) , (3.7)

äå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.2. Äðóãà íåðiâíiñòü â (3.6) ¹ î÷åâèäíîþ. Ïîçíà-

÷èâøè {α} = α− [α], ïðè η(n)− n ≥ a > 1 îäåðæó¹ìî

[η(n)]− n = η(n)− n− {η(n)} = (η(n)− n)
(

1− {η(n)}
η(n)− n

)
>

>
(

1− 1

a

)
(η(n)− n) . (3.8)

Ùîá ïåðåêîíàòèñü â ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòåé (3.7), ñïî÷àòêó ïîêà-

æåìî, ùî ïðè η(n)− n ≥ a > 0 i µ(n) ≥ b > 0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

1

2
(η(n)− n) ≤ η(η(n))− η(n) <

(
1 +

1

b

)
(η(n)− n) . (3.9)

Äiéñíî, áåðó÷è äî óâàãè îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ µ(t), äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈M

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

η(t) = t
(

1 +
η(t)− t

t

)
= t
(

1 +
1

µ(t)

)
. (3.10)

Îñêiëüêè ψ ∈ M+
∞, òî ôóíêöiÿ 1

µ(t) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

t→∞. Íåõàé µ(t) ≥ b > 0. Òîäi â ñèëó (3.10), ìà¹ìî

η′(t) = 1 +
1

µ(t)
+ t
( 1

µ(t)

)′
≤ 1 +

1

µ(t)
≤ 1 +

1

b
. (3.11)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈M (äèâ., íàïðèêëàä,

[95, ñ. 162�163]

η′(t) =
ψ′(t)

2ψ′(η(t))
≥ 1

2
, t ≥ 1, η′(t) := η′(t+ 0). (3.12)

Ç (3.11) i (3.12), à òàêîæ ç ðiâíîñòi

η(η(t))− η(t) =

η(t)∫
t

η′(u)du
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âèïëèâà¹ (3.9).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.9) ïðè a > 0, b > 0, ìîæíà çàïèñàòè:

[η(η(n))]− [η(n)] ≤ η(η(n))− η(n) + {η(n)} <
(

1 +
1

b

)
(η(n)− n) + 1 =

= (η(n)− n)
(

1 +
1

b
+

1

η(n)− n

)
≤
(

1 +
1

a
+

1

b

)
(η(n)− n) ,

à ïðè a > 2, b > 0

[η(η(n))]− [η(n)] ≥ η(η(n))− η(n)− {η(η(n))} > 1

2
(η(n)− n)− 1 =

= (η(n)− n)
(1

2
− 1

η(n)− n

)
≥
(1

2
− 1

a

)
(η(n)− n) .

Ëåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1. Ñïî÷àòêó îöiíèìî çâåðõó âåëè÷èíó

En(Cψ
β,p)C . Çãiäíî ç iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì (1.2), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíê-

öi¨ f ∈ Lψβ,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ M+
∞, ìàéæå ïðè âñiõ x ∈ R ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

f(x)− Sn−1(f ;x) =
1

π

π∫
−π

Ψβ,n(x− t)ϕ(t)dt, (3.13)

äå

‖ϕ‖p ≤ 1, ϕ ⊥ 1, (3.14)

Ψβ,n(t) =
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
. (3.15)

Ïðè öüîìó, ÿêùî f ∈ Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞, òî ðiâíiñòü (3.13) ñïðàâåäëèâà

ïðè âñiõ x ∈ R.

Â ñèëó òâåðäæåííÿ 2.1, òà ôîðìóë (3.13) i (3.14)

En
(
Cψ
β,p

)
C
≤ 1

π
sup
ϕ∈Bp,
ϕ⊥1

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
‖ϕ‖p ≤

1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
, (3.16)

äå p′ = p
p−1 . Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′
.

Çàñòîñóâàâøè äî ôóíêöi¨ Ψβ,n(t) ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ, ïðè äîâiëüíîìó

n ∈ N îäåðæèìî

Ψβ,n(t) =
∞∑
k=n

(ψ(k)− ψ(k + 1))Dk,β(t)− ψ(n)Dn−1,β(t), (3.17)
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äå

Dk,β(t) :=
1

2
cos

βπ

2
+

k∑
j=1

cos
(
jt− βπ

2

)
.

Âðàõóâàâøè âiäîìi ôîðìóëè (äèâ., íàïðèêëàä, [92, ñ. 40,42])

Dk,0(t) =
1

2
+

k∑
j=1

cos kt =
sin
(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

, 0 < |t| ≤ π, (3.18)

i

Dk,1(t) =
k∑
j=1

sin kt =
cos t

2 − cos
(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

, 0 < |t| ≤ π, (3.19)

äå Dk,0 � ÿäðî Äiðiõëå ïîðÿäêó k, à Dk,1 � ñïðÿæåíå ÿäðî Äiðiõëå ïî-

ðÿäêó k, ìîæíà çàïèñàòè

Dk,β(t) = cos
βπ

2
Dk,0(t) + sin

βπ

2
Dk,1(t) =

= cos
βπ

2

sin
(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

+ sin
βπ

2

cos t
2 − cos

(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

=

=
sin
((
k + 1

2

)
t− βπ

2

)
+ sin βπ

2 cos t
2

2 sin t
2

, 0 < |t| ≤ π. (3.20)

Îñêiëüêè

sin
t

2
≥ t

π
, 0 ≤ t ≤ π, (3.21)

òî ç (3.20) îäåðæèìî

|Dk,β(t)| ≤ π

|t|
, 0 < |t| ≤ π. (3.22)

Ç ôîðìóëè (3.17), ç óðàõóâàííÿì (3.22), âèïëèâà¹, ùî ïðè 0 < |t| ≤ π

|Ψβ,n(t)| ≤ 2πψ(n)
1

|t|
. (3.23)

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç (3.15) äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ R

|Ψβ,n(t)| ≤
∞∑
k=n

ψ(k) ≤ ψ(n) +

∞∫
n

ψ(u)du. (3.24)

Äëÿ îöiíêè iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (3.24), ñêîðèñòà¹ìîñü

íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì ðîáîòè [65, ñ.500].



101

Òâåðäæåííÿ 3.1. ßêùî ψ ∈M+
∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N, òàêîãî,

ùî µ(ψ,m) > 2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∫
m

ψ(u)du ≤ 2

1− 2
µ(m)

ψ(m)(η(m)−m). (3.25)

Çà óìîâè µ(ψ, n) ≥ b > 2 ç íåðiâíîñòi (3.25), ìà¹ìî
∞∫
n

ψ(u)du ≤ 2b

b− 2
ψ(n)(η(n)− n). (3.26)

Îòæå, iç (3.24), âðàõîâóþ÷è (3.26), äëÿ n ∈ N òàêèõ, ùî η(n)−n ≥ a > 0,

îòðèìó¹ìî

|Ψβ,n(t)| ≤
( 2b

b− 2
+

1

a

)
ψ(n)(η(n)− n), a > 0, b > 2, (3.27)

äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ R.

Ïîêëàâøè Ca,b = 1
π max{ 2b

b−2 + 1
a , 2π} i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi

(3.23) òà (3.27), îòðèìó¹ìî ïðè 1 < p <∞
1

π
‖Ψβ,n‖p′ ≤

≤ Ca,bψ(n)

( ∫
|t|≤ 1

η(n)−n

(η(n)− n)p
′
dt+

∫
1

η(n)−n≤|t|≤π

dt

|t|p′

) 1
p′

≤

≤ Ca,bψ(n) (η(n)− n)
1
p 2

1
p′

(
1 +

1

p′ − 1

(
1− π1−p′

(η(n)− n)p′−1

)) 1
p′

<

< Ca,b2
1
p′
(

1 +
1

p′ − 1

) 1
p′
ψ(n) (η(n)− n)

1
p =

= Ca,b2
1
p′ p

1
p′ψ(n) (η(n)− n)

1
p , a > 0, b > 2, (3.28)

à ïðè p = 1

1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
p′

=
1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
∞ ≤

1

π

( 2b

b− 2
+

1

a

)
ψ(n)(η(n)− n) ≤

≤ Ca,bψ(n)(η(n)− n), a > 0, b > 2. (3.29)

Ñïiâñòàâèâøè (3.28) i (3.29) ç (3.16), ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

En(Cψ
β,p)C ≤ Ca,b(2p)

1− 1
pψ(n)(η(n)− n)

1
p
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ïðè 1 ≤ p <∞, a > 0, b > 2.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1, âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó íåðiâ-

íiñòü

En(C
ψ
β,p)C ≤ En(C

ψ
β,p)C ,

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî çà óìîâ ψ ∈M+
∞, η(n)− n ≥ a > 2, i µ(n) ≥ b >2,

çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ f ∗∗ ∈ Cψ
β,p òàêà, ùî

En(f
∗∗)C = inf

tn−1∈T2n−1
‖f ∗∗ − tn−1‖C ≥

≥ Caψ(n)(η(n)− n)
1
p , 1 ≤ p ≤ ∞, (3.30)

äå ñòàëà Ca îçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.1).

Ðîçãëÿíåìî ïðè çàäàíîìó n ∈ N ôóíêöiþ

fp,n(t) = fp,n(ψ; t) =
(a− 1)(a− 2)

2 (1 + π2) a(3a− 4)

1

(η(n)− n)1− 1
p

×

×
(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)
, a > 2, (3.31)

äå ôóíêöi¨ WN,M(λ; γ; t) îçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.4).

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ fp,n(·) íàëåæèòü êëàñó Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞. Äëÿ

öüîãî äîñèòü ïåðåêîíàòèñü ó âèêîíàííi íåðiâíîñòi∥∥∥(fp,n(·))ψβ∥∥∥p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞. (3.32)

Ç öi¹þ ìåòîþ ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî ïåâíi ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (3.31). Äâi÷i âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (3.5), ìîæåìî çàïèñàòè

W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t) =

[η(n)]∑
k=1

ψ(k) cos kt+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k)ψ(k) cos kt−

−
n∑
k=1

ψ(k) cos kt− 1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n+1

([η(n)]− k)ψ(k) cos kt =

=

[η(n)]∑
k=n+1

ψ(k) cos kt− 1

[η(n)]−n

[η(n)]−1∑
k=n+1

([η(n)]− k)ψ(k) cos kt+
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+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k)ψ(k) cos kt =

=
1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n+1

(k − n)ψ(k) cos kt+ ψ([η(n)]) cos([η(n)]t)+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k)ψ(k) cos kt. (3.33)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (ψ, β)�ïîõiäíî¨ iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.33) äëÿ äî-

âiëüíèõ ψ ∈M i β ∈ R çíàõîäèìî(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
β

=

=
1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n+1

(k − n) cos
(
kt+

βπ

2

)
+ cos

(
[η(n)]t+

βπ

2

)
+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k) cos
(
kt+

βπ

2

)
. (3.34)

Ëåìà 3.3. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, η(n) − n ≥ a, µ(n) ≥ b, β � äîâiëüíå

äiéñíå ÷èñëî. Òîäi

1) ÿêùî a > 0, b > 0, òî∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣ ≤
≤
(

1 +
1

2a
+

1

2b

)
(η(n)− n), t ∈ R; (3.35)

2) ÿêùî a > 2, b > 0, òî∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣ ≤
≤
( a

a− 1
+

2a

a− 2

)π2

t2
1

η(n)− n
, 0 < |t| ≤ π. (3.36)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.3. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî (3.35). Ç ðiâíîñòi (3.34)

âèïëèâà¹, ùî

∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣≤ 1

[η(n)]−n

[η(n)]−1∑
k=n+1

(k − n)+
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+1 +
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k) =
[η(n)]− n− 1

2
+ 1+

+
[η(η(n))]− [η(n)]− 1

2
=

1

2
(([η(η(n))]− [η(n)]) + ([η(n)]− n)) . (3.37)

Çàñòîñóâàâøè äî îöiíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.37) ëåìó 3.2, ïðèõîäèìî äî

íåðiâíîñòi (3.35).

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.36). Â ñèëó îçíà÷åííÿ (ψ, β)�

ïîõiäíî¨, äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈M i β ∈ R îäåðæó¹ìî(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
β

=

=

(
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]

k∑
j=1

ψ(j) cos jt

)ψ
β

−

−
(

1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

k∑
j=1

ψ(j) cos jt

)ψ
β

=

=
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]

k∑
j=1

cos
(
jt+

βπ

2

)
−

− 1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

k∑
j=1

cos
(
jt+

βπ

2

)
. (3.38)

Iç (3.38), âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.20) òà ôîðìóëó

N−1∑
k=0

sin (x+ ky) = sin

(
x+

N − 1

2
y

)
sin

Ny

2
cosec

y

2
,

(äèâ., íàïðèêëàä, [19, ñ. 43]) îòðèìó¹ìî(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
β

=

=
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]

Dk,−β(t)− 1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

Dk,−β(t) =

=
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]

sin
((
k + 1

2

)
t+ βπ

2

)
− sin βπ

2 cos t
2

2 sin t
2

−
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− 1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

sin
((
k + 1

2

)
t+ βπ

2

)
− sin βπ

2 cos t
2

2 sin t
2

=

=
1

2 sin t
2

(
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]

sin
((
k +

1

2

)
t+

βπ

2

)
−

− 1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n

sin
((
k +

1

2

)
t+

βπ

2

))
=

=
1

2
(
sin t

2

)2

(
1

[η(η(n))]−[η(n)]

(
sin
( [η(η(n))]

2
t+

βπ

2

)
sin

[η(η(n))]

2
t−

− sin
( [η(n)]

2
t+

βπ

2

)
sin

[η(n)]

2
t

)
−

− 1

[η(n)]− n

(
sin

(
[η(n)]

2
t+

βπ

2

)
sin

[η(n)]

2
t−

− sin
(n

2
t+

βπ

2

)
sin

n

2
t

))
. (3.39)

Iç (3.39), áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (3.83), çíàõîäèìî∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣ ≤
≤ π2

t2

( 1

[η(η(n))]− [η(n)]
+

1

[η(n)]− n

)
, 0 < |t| ≤ π. (3.40)

Íåðiâíiñòü (3.36) ¹ íàñëiäêîì (3.40) òà îöiíîê (3.6) i (3.7) ëåìè 3.2. Ëåìó

äîâåäåíî.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.32), íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ

ôóíêöi¨ (ψ, β)�ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ fp,n(t), îçíà÷åíî¨ çà ôîðìóëîþ (3.31),

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(fp,n(t))
ψ
β =

(a− 1)(a− 2)

2 (1 + π2) a(3a− 4)

1

(η(n)− n)1− 1
p

×

×
(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
β
. (3.41)

Îöiíèìî
∥∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
β

∥∥∥
p
, 1 ≤ p ≤ ∞.

Ïðè 1 ≤ p <∞ ç (3.35) âèïëèâà¹ îöiíêà∫
|t|≤ 1

η(n)−n

∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣p dt ≤
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≤
∫

|t|≤ 1
η(n)−n

(
1 +

1

2a
+

1

2b

)p
(η(n)− n)pdt =

= 2
(

1 +
1

2a
+

1

2b

)p
(η(n)− n)p−1, (3.42)

à ç íåðiâíîñòi (3.36) � îöiíêà∫
1

η(n)−n≤|t|≤π

∣∣∣(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∣∣∣p dt ≤
≤
( a

a− 1
+

2a

a− 2

)p
π2p 1

(η(n)− n)p

∫
1

η(n)−n≤|t|≤π

1

t2p
dt =

=
( a

a− 1
+

2a

a− 2

)p
π2p(η(n)− n)p−1 2

2p− 1

(
1− π1−2p

(η(n)− n)2p−1

)
<

< 2π2p
( a

a− 1
+

2a

a− 2

)p
(η(n)− n)p−1. (3.43)

Îá'¹äíóþ÷è (3.42)�(3.43), òà âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

a

a− 1
+

2a

a− 2
> 1 +

1

2a
+

1

2b
, a > 2, b > 2, (3.44)

ìà¹ìî ïðè 1 ≤ p <∞∥∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∥∥∥
p
≤

≤
( a

a− 1
+

2a

a− 2

)
2

1
p
(
1 + π2p

) 1
p (η(n)− n)1− 1

p ≤

≤ 2
( a

a− 1
+

2a

a− 2

) (
1 + π2

)
(η(n)− n)1− 1

p =

=
2
(
1 + π2

)
a(3a− 4)

(a− 1)(a− 2)
(η(n)− n)1− 1

p . (3.45)

Ïðè p =∞ ç (3.35) òà (3.44) ìà¹ìî∥∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)
)ψ
β

∥∥∥
∞
≤

≤
(

1 +
1

2a
+

1

2b

)
(η(n)− n) <

a(3a− 4)

(a− 1)(a− 2)
(η(n)− n). (3.46)

Ç (3.41), áåðó÷è äî óâàãè (3.45) òà (3.46), ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

(3.32). Îòæå, fp,n ∈ Cψ
β,p ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ ∞ i β ∈ R. Ïîêëàäåìî



107

f ∗∗(·) = fp,n(·) i äîâåäåìî (3.30). Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, äëÿ áóäü�ÿêîãî

òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà tn−1 ∈ T2n−1

π∫
−π

(
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
tn−1(t)dt = 0, (3.47)

òî
π∫

−π

(
fp,n(t)− tn−1(t)

) (
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt =

=

π∫
−π

fp,n(t)
(
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt =

=
(a− 1)(a− 2)

2 (1 + π2) a(3a− 4)

1

(η(n)− n)1− 1
p

×

×
π∫

−π

(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)
×

×
(
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt. (3.48)

Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi (3.48). Çàñòîñîâó-

þ÷è ðiâíiñòü (3.5) äî ôóíêöié WN,M(λ; γ; t) ïðè λ(k) = 1, γ = 0, N = n,

M = [η(n)], à òàêîæ ïðè λ(k) = 1, γ = 0, N = [η(n)], M = [η(η(n))] i äi-

þ÷è òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ñïiââiäíîøåííÿ (3.33), ëåãêî ïîêàçàòè,

ùî

W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t) =

=
1

[η(n)]− n

[η(n)]−1∑
k=n+1

(k − n) cos kt+ cos([η(n)]t)+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k) cos kt. (3.49)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.33) i (3.49), îòðèìó¹ìî
π∫

−π

(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)
×

×
(
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt =
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=
π

([η(n)]− n)2

[η(n)]−1∑
k=n+1

ψ(k)(k − n)2+ πψ([η(n)])+

+
π

([η(η(n))]− [η(n)])2

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

ψ(k) ([η(η(n))]− k)2 := Σ1. (3.50)

Îñêiëüêè ψ(t) ñïàäà¹, òî, ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè

η(t)

Σ1 > πψ(η(η(n)))

(
1

([η(n)]− n)2

[η(n)]−1∑
k=n+1

(k − n)2 + 1 + .

+
1

([η(η(n))]− [η(n)])2

[η(η(n))]−1∑
k=[η(n)]+1

([η(η(n))]− k)2

)
=
π

4
ψ(n)Σ2,

äå

Σ2 := ψ(n)

(
1

([η(n)]− n)2

[η(n)]−n−1∑
k=1

k2 + 1+

+
1

([η(η(n))]−[η(n)])2

[η(η(n))]−[η(n)]−1∑
k=1

k2

)
. (3.51)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (äèâ., íàïðèêëàä, [19, ñ.15])

M∑
k=1

k2 =
M(M + 1)(2M + 1)

6
, M ∈ N,

ïðè M = [η(n)]− n− 1 òà M = [η(η(n))]− [η(n)]− 1, îäåðæó¹ìî

Σ2 =
([η(n)]− n− 1)([η(n)]− n)(2[η(n)]− 2n− 1)

6([η(n)]− n)2
+ 1+

+
([η(η(n))]−[η(n)]− 1)([η(η(n))]−[η(n)])(2[η(η(n))]−2[η(n)]−1)

6([η(η(n))]− [η(n)])2
=

=
([η(n)]− n− 1)(2[η(n)]− 2n− 1)

6([η(n)]− n)
+ 1+

+
([η(η(n))]− [η(n)]− 1)(2[η(η(n))]− 2[η(n)]− 1)

6([η(η(n))]− [η(n)])
=

=
1

6

(
2([η(n)]− n) + 2([η(η(n))]− [η(n)]) +

1

[η(n)]− n
+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

)
. (3.52)
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Àëå, çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè (3.6) i (3.7), ïðè a > 2, ìà¹ìî

1

6

(
2([η(n)]− n) + 2([η(η(n))]− [η(n)]) +

1

[η(n)]− n
+

+
1

[η(η(n))]− [η(n)]

)
>

3a− 4

6a
(η(n)− n),

à îòæå,

Σ2 >
3a− 4

6a
(η(n)− n). (3.53)

Iç (3.48), îá'¹äíóþ÷è ôîðìóëè (3.49)�(3.53), îòðèìó¹ìî

π∫
−π

(
fp,n(t)− tn−1(t)

) (
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt ≥

≥ π(a− 1)(a− 2)

48 (1 + π2) a2
ψ(n)(η(n)− n)

1
p . (3.54)

Ç iíøîãî áîêó, çàóâàæèâøè, ùî âèõîäÿ÷è ç (3.4), i çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

(ψ, β)�ïîõiäíî¨ ïðè β = 0,

W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t) =

=
(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
0
, (3.55)

òî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.45) i òâåðäæåííÿ Ä.1.1 ç [37, ñ. 391], îòðèìó¹ìî

π∫
−π

(
fp,n(t)− tn−1(t)

) (
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt ≤

≤ ‖fp,n(t)− tn−1(t)‖∞
∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)∥∥
1
≤

≤
2
(
1 + π2

)
a(3a− 4)

(a− 1)(a− 2)
‖fp(t)− tn−1(t)‖∞. (3.56)

Ç (3.54) i (3.56) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî tn−1 ∈ T2n−1

‖fp,n(t)− tn−1(t)‖∞ ≥

≥ π(a− 1)2(a− 2)2

96 (1 + π2)2 a3(3a− 4)
ψ(n)(η(n)− n)

1
p =

= Caψ(n)(η(n)− n)
1
p .

Òåîðåìó 3.1 äîâåäåíî.
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ßêùî ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíè M+
∞ ¹ òàêèìè, ùî

lim
t→∞

(η(ψ, t)− t) =∞, (3.57)

òî óìîâè òåîðåìè 3.1 âèêîíóâàòèìóòüñÿ äëÿ óñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è ç

äåÿêîãî íîìåðà n0. Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ôóíêöié ψ(t) ç ìíîæèíè M+
∞,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.57), ¹ ôóíêöi¨

ψr,α(t) = exp(−αtr), α > 0, r ∈ (0, 1). (3.58)

Äëÿ íèõ η(ψr,α;n) =
(
α−1 ln 2 + nr

) 1
r . Òîäi, âèêîðèñòàâøè óçàãàëüíåíó

íåðiâíiñòü Áåðíóëëi

(1 + x)ρ ≥ 1 + ρx, x > −1, ρ ∈ (−∞, 0] ∪ [1,∞),

îòðèìó¹ìî

η(ψr,α;n)− n = n

((
1 +

ln 2

αnr

) 1
r − 1

)
≥ ln 2

αr
n1−r, n ∈ N. (3.59)

Ç ôîðìóëè (3.59) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ íîìåðiâ n ≥ 1 +
(

2rα
ln 2

) 1
1−r âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

η(ψr,α;n)− n ≥ a > 2,

ïðè

a = a(α, r) =
ln 2

αr

(
1 +

(2rα

ln 2

) 1
1−r
)1−r

. (3.60)

Â ñèëó (3.60)

µ(ψr,α;n) =
n

η(ψr,α;n)− n
=

1(
ln 2
αnr + 1

) 1
r − 1

i, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, äëÿ âñiõ n ≥ 1 + 2
(

ln 2
α(3r−2r)

) 1
r

âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

µ(ψr,α;n) ≥ b > 2,

äå

b = b(r, α) =

((
ln 2

α

(
1 + 2

( ln 2

α(3r − 2r)

) 1
r
)−r

+ 1

) 1
r

− 1

)−1

. (3.61)
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Ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî äî êëàñiâ Cψ
β,p, ïîðîäæåíèõ

ôóíêöiÿìè ψr,α(t) âèãëÿäó (3.58), ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 3.1, â óìîâi

ÿêî¨ ïàðàìåòðè a i b âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.60) i (3.61) âiäïîâiäíî.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé ψr,α(t) = exp (−αtr) , r ∈ (0, 1), α > 0,

1 ≤ p <∞, β ∈ R. Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N òàêèõ, ùî

n ≥ 1 + max

{(2rα

ln 2

) 1
1−r
, 2
( ln 2

α (3r − 2r)

) 1
r

}
,

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Ca exp (−αnr)n
1
p

(( ln 2

αnr
+ 1
) 1
r − 1

) 1
p

≤

≤ En(C
α,r
β,p)C ≤ En(Cα,r

β,p)C ≤

≤ Ca,b (2p)1− 1
p exp (−αnr)n

1
p

(( ln 2

αnr
+ 1
) 1
r − 1

) 1
p

, (3.62)

äå âåëè÷èíè Ca i Ca,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) i (3.2) ïðè

a = a(α, r), b = b(α, r), ùî çàäàíi çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé (3.60) i (3.61)

âiäïîâiäíî.

Îñêiëüêè

η(ψr,α;n)− n = n

(( ln 2

αnr
+ 1
) 1
r − 1

)
� n1−r, r ∈ (0, 1], α > 0,

òî ç (3.62) âèïëèâàþòü ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi

En(Cα,r
β,p)C � En(C

α,r
β,p)C � exp (−αnr)n

1−r
p , 1 ≤ p <∞. (3.63)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âåëè÷èí En(Cα,r
β,p)C ïðè 1 < p <∞ ïîðÿäêîâi îöiíêè

(3.63) çíàéäåíi â [62].

Ç äîâåäåííÿ òåðåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞,

ψ ∈ M+
∞, η(n)− n > 2 ñóìè Ôóð'¹ çàáåçïå÷óþòü ïîðÿäîê íàéêðàùèõ

íàáëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè, òîáòî

En(C
ψ
β,p)C � En(C

ψ
β,p)C � ψ(n)(η(n)− n)

1
p , 1 ≤ p <∞.



112

Âîäíî÷àñ, ñóìè Ôóð'¹, ÿê àïàðàò íàáëèæåííÿ, íå äîçâîëÿþòü çàïèñàòè

ðiâíîìiðíèõ âiäíîñíî ïàðàìåòðà p, 1 ≤ p ≤ ∞, îöiíîê çâåðõó äëÿ âåëè-

÷èí En(C
ψ
β,p)C . Öåé ôàêò çóìîâëåíèé òi¹þ îáñòàâèíîþ, ùî ïðè p =∞ çà

óìîâè ψ ∈M
′′

∞
En(Cψ

β,p)C

En(C
ψ
β,p)C

� ln+(η(n)− n),

äå ln+ t = max{0, ln t} (äèâ. [95, ñ. 264] òà [96, ñ. 86]). Äàëi áóäå ïîáóäîâà-
íî ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ Vn,ψ(t), ùî äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ðiâíîìiðíi

âiäíîñíî ïàðàìåòðà p (1 ≤ p ≤ ∞) òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè çâåðõó

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü En(C
ψ
β,p)C ïðè ψ ∈M+

∞ i β ∈ R.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi äëÿ n ∈ N

òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤ C∗a,bψ(n)(η(n)− n)

1
p , (3.64)

äå Ca îçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.1), a

C∗a,b :=
2(1 + π2)

π

( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
. (3.65)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1 äëÿ äîâiëüíî¨

ψ ∈M+
∞ ïðè η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(C
ψ
β,p)C ≥ Caψ(n)(η(n)− n)

1
p , 1 ≤ p <∞,

â ÿêié âåëè÷èíà Ca îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.1). Äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíêè

çâåðõó âåëè÷èíè En(C
ψ
β,p)C ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ìåòîä Vn,ψ(f ;x) íàáëè-

æåííÿ ôóíêöié ç ìíîæèíè Lψβ,p íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Vn,ψ(f ;x) =
a0(f)

2
+
n−1∑
k=1

λn,[η(n)]−n+1(k) (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) , n ∈ N,

(3.66)

äå

λn,[η(n)]−n+1(k) =

 1, 0 ≤ k ≤ 2n− [η(n)]− 1,

1− [η(n)]−2n+k
[η(n)]−n

ψ(n)
ψ(k) , 2n− [η(n)] ≤ k ≤ n− 1

(3.67)

(ÿê i ðàíiøå [α] � öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà α).
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Çàóâàæèìî, ùî ñóìè (3.66) ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíèõ ñóì

Âàëëå Ïóññåíà U ν
n,m(f ;x), òîáòî ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (äèâ., íàïðèêëàä,

[68]):

U ν
n,m(f ;x) =

a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

λn,m(k) (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ,

äå

λn,m(k) =

 1, 0 ≤ k ≤ n−m,
1− ν(k)

ν(n) , n−m+ 1 ≤ k ≤ n− 1,

à ν(k), k ∈ N, � äîâiëüíî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ

÷èñåë m ∈ [1, n], m ∈ N. Ïîêëàâøè ν(k) = [η(n)]−2n+k
ψ(k) i m = [η(n)]−n+1,

îäåðæèìî U ν
n,m(f ;x) = Vn,ψ(f ;x).

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

E(Cψ
β,p;Vn,ψ)C = sup

f∈Cψβ,p

‖f(·)− Vn,ψ(f ; ·)‖C , 1 ≤ p ≤ ∞.

Îñêiëüêè

En(C
ψ
β,p)C ≤ E(Cψ

β,p;Vn,ψ)C , (3.68)

òî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ïðè ψ ∈ M+
∞,

η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

E(Cψ
β,p;Vn,ψ)C ≤ C∗a,bψ(n)(η(n)− n)

1
p , 1 ≤ p ≤ ∞, (3.69)

äå C∗a,b îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (3.65). Çãiäíî ç [92, ñ. 51] äëÿ óñiõ x ∈ R

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f(x)− Vn,ψ(f ;x) =

=
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)

(
n−1∑
k=1

(1− λn,[η(n)]−n+1(k))ψ(k) cos
(
kt+

βπ

2

)
+

+
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt+

βπ

2

))
dt, (3.70)

äå λn,[η(n)]−n+1(k) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.67). Iç (3.70) i (3.67), îòðè-

ìà¹ìî

f(x)− Vn,ψ(f ;x) =
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=
1

π

π∫
−π

fψβ (t)Ψ∗β,n(x− t)dt, ‖f
ψ
β ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞, (3.71)

äå

Ψ∗β,n(t) = ψ(n)
n−1∑

k=2n−[η(n)]

[η(n)]− 2n+ k

[η(n)]− n
cos
(
kt− βπ

2

)
+

+
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
=

= ψ(n)
n−1∑

k=2n−[η(n)]+1

(
1− n− k

[η(n)]− n

)
cos
(
kt−βπ

2

)
+
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt−βπ

2

)
.

(3.72)

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.3, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ
β,p

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥1

π

π∫
−π

fψβ (t)Ψ∗β,n(x− t)dt

∥∥∥∥∥
C

≤ 1

π
‖fψβ ‖p‖Ψ

∗
β,n‖p′ ≤

≤ 1

π
‖Ψ∗β,n‖p′, 1 ≤ p ≤ ∞, 1

p
+

1

p′
= 1. (3.73)

Îöiíèìî çâåðõó âåëè÷èíó ‖Ψ∗β,n‖p′. Ç (3.72) îäåðæó¹ìî

Ψ∗β,n(t) = ψ(n)
(
Dn−1,β(t)−D2n−[η(n)],β(t)

)
−

− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]+1

(n− k) cos
(
kt− βπ

2

)
+
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
,

(3.74)

äå ÿê i ðàíiøå

Dk,β(t) =
1

2
cos

βπ

2
+

k∑
j=1

cos
(
jt− βπ

2

)
. (3.75)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 3.1. Ïîêëàâøè â óìîâàõ ëåìè 3.1

M = n, N = 2n− [η(n)], λ(k) ≡ 1, γ = −βπ
2 , iç (3.5) îòðèìà¹ìî

1

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]+1

(n− k) cos
(
kt− βπ

2

)
=
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=
1

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

Dk,β(t)−D2n−[η(n)],β(t). (3.76)

Iç (3.74) i (3.76) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Ψ∗β,n(t) = ψ(n)Dn−1,β(t)− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

Dk,β(t)+

+
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
. (3.77)

Çàñòîñîâóþ÷è äî îñòàííüîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.77)

ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ, îäåðæèìî, ùî ïðè äîâiëüíîìó n ∈ N
∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)
=

∞∑
k=n

∆ψ(k)Dk,β(t)− ψ(n)Dn−1,β(t), (3.78)

äå ∆ψ(k) := ψ(k)− ψ(k + 1).

Çãiäíî ç (3.77) i (3.78)

Ψ∗β,n(t) =
∞∑
k=n

∆ψ(k)Dk,β(t)− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

Dk,β(t). (3.79)

Â ñèëó ôîðìóëè (2.14), äå γ = βπ
2 , ìà¹ìî

Dk,β(t) =
k∑
j=0

cos
(
jt+

βπ

2

)
− 1

2
cos

βπ

2
=

=
cos
(
kt
2 −

βπ
2

)
sin k+1

2 t

sin t
2

− 1

2
cos

βπ

2
=

=
sin
(
(k + 1

2)t− βπ
2

)
+ cos t

2 sin βπ
2

2 sin t
2

, 0 < |t| ≤ π. (3.80)

Ç (3.79) i (3.80) îäåðæó¹ìî

Ψ∗β,n(t) =
∞∑
k=n

∆ψ(k)
sin
(
(k + 1

2)t− βπ
2

)
+ cos t

2 sin βπ
2

2 sin t
2

−

− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

sin
(
(k + 1

2)t− βπ
2

)
+ cos t

2 sin βπ
2

2 sin t
2

=

=
1

2 sin t
2

( ∞∑
k=n

∆ψ(k) sin
((
k +

1

2

)
t− βπ

2

)
−
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− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

sin
((
k +

1

2

)
t− βπ

2

))
. (3.81)

Çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ äî ïåðøî¨ ñóìè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-

íîñòi (3.81), âíàñëiäîê ÷îãî çàïèøåìî

Ψ∗β,n(t) =
1

2 sin t
2

( ∞∑
k=n

∆2ψ(k)
k∑
j=0

sin
((
j +

1

2

)
t− βπ

2

)
−

−∆ψ(n)
n−1∑
j=0

sin
((
j +

1

2

)
t− βπ

2

)
−

− ψ(n)

[η(n)]− n

n−1∑
k=2n−[η(n)]

sin
((
k +

1

2

)
t− βπ

2

))
, 0 < |t| ≤ π, (3.82)

äå ∆2ψ(k) := ∆ψ(k)−∆ψ(k + 1) = ψ(k)− 2ψ(k + 1) + ψ(k + 2).

Îñêiëüêè

sin
t

2
≥ t

π
, 0 ≤ t ≤ π, (3.83)

òî íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (2.14)∣∣∣ k∑
j=0

sin
((
j +

1

2

)
t− βπ

2

)∣∣∣ ≤ π

|t|
, 0 < |t| ≤ π. (3.84)

Ç (3.82)�(3.84) ìà¹ìî

∣∣Ψ∗β,n(t)∣∣ ≤ π2

2t2

( ∞∑
k=n

∆2ψ(k) + ∆ψ(n) +
2ψ(n)

[η(n)]− n

)
=

=
π2

t2

(
∆ψ(n) +

ψ(n)

[η(n)]− n

)
, 0 < |t| ≤ π. (3.85)

Îñêiëüêè ψ ∈M, òî

∆ψ(n) ≤ |ψ′(n)|, ψ′(n) := ψ′(n+ 0). (3.86)

Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó âåëè÷èíè |ψ′(n)|. Äëÿ öüîãî íàì çíàäîáèòüñÿ

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.4. Íåõàé ψ ∈M+
∞, µ(t) ≥ b > 0. Òîäi

1

2

b2

(b+ 1)2
(η(t)− t) ≤ ψ(t)

|ψ′(t)|
≤ 4

(
1 +

1

b

)
(η(t)− t) , t ≥ 1. (3.87)
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Äîâåäåííÿ ëåìè 3.4. Çãiäíî ç [95, ñ. 165] ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåí-

íÿ

|ψ′(η(η(t)))| (η(η(t))− η(t)) ≤ 1

4
ψ(t) ≤ |ψ′(η(t))| (η(η(t))− η(t)) , ψ ∈M.

(3.88)

Ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.88) âèïëèâà¹, ùî

ψ(t)

|ψ′(t)|
≤ 4|ψ′(η(t))|

|ψ′(t)|
(η(η(t))− η(t)) ≤ 4 (η(η(t))− η(t)) . (3.89)

Âíàñëiäîê (3.9) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M+
∞ ïðè µ(t) ≥ b > 0 ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

1

2
(η(t)− t) ≤ η(η(t))− η(t) <

(
1 +

1

b

)
(η(t)− t) , (3.90)

òîìó ç (3.89) îòðèìó¹ìî

ψ(t)

|ψ′(t)|
≤ 4

(
1 +

1

b

)
(η(t)− t) . (3.91)

Ç iíøîãî áîêó, â ñèëó (3.88) i (3.90)

ψ(t)

|ψ′(t)|
≥ 4|ψ′(η(η(t)))|

|ψ′(t)|
(η(η(t))− η(t)) ≥ 2|ψ′(η(η(t)))|

|ψ′(t)|
(η(t)− t) .

(3.92)

Îñêiëüêè

ψ′(t) = (4ψ(η(η(t))))′ = 4ψ′ (η(η(t))) η′(η(t))η′(t), ψ ∈M,

(òóò i íàäàëi η′(t) = η′(t+ 0)), òî

ψ′ (η(η(t)))

ψ′(t)
=

1

4η′(η(t))η′(t)
. (3.93)

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.11) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈M+
∞ ïðè µ(t) ≥ b > 0

η′(t) ≤ 1 +
1

b
, t ≥ 1. (3.94)

Òîìó ç (3.93) i (3.94) âèïëèâà¹

2|ψ′(η(η(t)))|
|ψ′(t)|

(η(t)− t) ≥ 1

2

b2

(b+ 1)2
(η(t)− t) . (3.95)

Îá'¹äíàâøè (3.91), (3.92) i (3.95), îòðèìó¹ìî (3.87). Ëåìó 3.4 äîâåäåíî.
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Íà ïiäñòàâi (3.86) i (3.87) ìà¹ìî

∆ψ(n) ≤ |ψ′(n)| ≤ 2(b+ 1)2

b2

ψ(n)

η(n)− n
, ψ ∈M+

∞, b > 0. (3.96)

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.8) ÿêùî ψ ∈M+
∞, η(n)− n ≥ a > 1, µ(n) ≥ b > 0,

òî (
1− 1

a

)
(η(n)− n) < [η(n)]− n. (3.97)

Ç (3.85), (3.96) i (3.97) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|Ψ∗β,n(t)| ≤ π2
(2(b+ 1)2

b2
+

a

a− 1

) ψ(n)

η(n)− n
1

t2
, 0 < t ≤ π. (3.98)

Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî ïðè η(n)− n ≥ a > 0 i µ(n) ≥ b > 2 äëÿ äîâiëüíèõ

t ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Ψ∗β,n(t)| ≤
( 2b

b− 2
+

1

a
+

1

2

)
ψ(n)(η(n)− n). (3.99)

Ç (3.72) ìà¹ìî

|Ψ∗β,n(t)| ≤
∣∣∣ ∞∑
k=n

ψ(k) cos
(
kt− βπ

2

)∣∣∣+ ψ(n)
n−1∑

k=2n−[η(n)]+1

(
1− n− k

[η(n)]− n

)
.

(3.100)

ßê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü,

ψ(n)
n−1∑

k=2n−[η(n)]+1

(
1− n− k

[η(n)]− n

)
=

= ψ(n)
(

[η(n)]− n− 1− ([η(n)]− n)([η(n)]− n− 1)

2([η(n)]− n)

)
=

=
ψ(n)

2
([η(n)]− n− 1) <

ψ(n)

2
(η(n)− n). (3.101)

Ç (3.27), (3.100) i (3.101) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (3.99).

Âðàõîâóþ÷è (3.98) i (3.99), à òàêîæ íåðiâíîñòi

a

a− 1
>

1

a
+

1

2
; a > 1,

b

b− 2
>

(b+ 1)2

b2
, b > 2,

ìà¹ìî, ùî ïðè 1 ≤ p′ <∞, η(n)− n ≥ a > 1 i µ(n) ≥ b > 2

‖Ψ∗β,n‖p′ ≤ ψ(n)

(( 2b

b− 2
+

1

a
+

1

2

)p′ ∫
|t|≤ 1

η(n)−n

(η(n)− n)p
′
dt+
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+π2p′
(2(b+ 1)2

b2
+

a

a− 1

)p′ 1

(η(n)− n)p′

∫
1

η(n)−n≤|t|≤π

dt

t2p′

) 1
p′

<

< ψ(n)
( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
×

×
( ∫
|t|≤ 1

η(n)−n

(η(n)− n)p
′
dt+

π2p′

(η(n)− n)p′

∫
1

η(n)−n≤|t|≤π

dt

t2p′

) 1
p′

<

< ψ(n)(η(n)− n)1− 1
p′
( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
2

1
p′
(

1 + π2p′ 1

2p′ − 1

) 1
p′ ≤

≤ 2(1 + π2)
( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
ψ(n)(η(n)− n)1− 1

p′ . (3.102)

Ó âèïàäêó p′ = ∞ çi ñïiââiäíîøåííÿ (3.99) ìà¹ìî, ùî ïðè

η(n)− n ≥ a > 1 i µ(n) ≥ b > 2

‖Ψ∗β,n‖p′ = ‖Ψ∗β,n‖∞ ≤
( 2b

b− 2
+

1

a
+

1

2

)
ψ(n)(η(n)− n) <

< 2(1 + π2)
( 2b

b− 2
+

a

a− 1

)
ψ(n)(η(n)− n). (3.103)

Çi ñïiââiäíîøåíü (3.71), (3.73), (3.102) i (3.103) âèïëèâà¹ ñïðàâåä-

ëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.69). Òåîðåìó 3.2 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, lim

n→∞
(η(ψ, n) − n) = ∞, β ∈ R,

1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi

En(C
ψ
β,p)C � ψ(n)(η(n)− n)

1
p .

ßê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå (äèâ. (3.59�(3.61)) äëÿ ôóíêöi¨

ψr,α(t) = exp(−αtr), α > 0, r ∈ (0, 1) ïðè

n ≥ max
{

1 +
(2rα

ln 2

) 1
1−r
, 1 + 2

( ln 2

α(3r − 2r)

) 1
r
}

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

η(n)− n = η(ψr,α;n)− n ≥ a(α, r) > 2,

µ(n) = µ(ψr,α;n) ≥ b(α, r) > 2,

äå ïàðàìåòðè a(α, r) i b(α, r) îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.60) i (3.61) âiä-

ïîâiäíî. Ç òåîðåìè 3.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé r ∈ (0, 1), α > 0, 1 ≤ p ≤ ∞ i β ∈ R. Òîäi äëÿ

âñiõ n òàêèõ, ùî

n ≥ max
{

1 +
(2rα

ln 2

) 1
1−r
, 1 + 2

( ln 2

α(3r − 2r)

) 1
r
}
, (3.104)

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Ca exp (−αnr)n
1
p

((
1 +

ln 2

αnr

) 1
r−1

) 1
p ≤ En

(
Cα,r
β,p

)
C
≤

≤ C∗a,b exp (−αnr)n
1
p

((
1 +

ln 2

αnr

) 1
r−1

) 1
p

, (3.105)

äå âåëè÷èíè Ca i C
∗
a,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) i (3.65) âiäïîâiäíî

ïðè a = a(α, r) òà b = b(α, r), ùî çàäàíi çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé (3.60)

òà (3.61).

Ç ðiâíîñòi (3.59) äëÿ âåëè÷èíè η(ψr,α;n) − n íåâàæêî îäåðæàòè äâî-

ñòîðîííi îöiíêè

ln 2

αr
n1−r ≤ η(ψr,α;n)−n ≤ (1+ln 21/α)

1−r
r

ln 2

αr
n1−r, α > 0, r ∈ (0, 1), n ∈ N.

(3.106)

Ç íàñëiäêó 3.4 òà ôîðìóëè (3.106) âèïëèâà¹ ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü

En(C
α,r
β,p)C � exp (−αnr)n

1−r
p , 1 ≤ p ≤ ∞,

Ñïiâñòàâëåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.3) ç (3.64) ïðè âèêîíàííi óìîâ òåî-

ðåìè 3.2 äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè îöiíêó

Caψ(n)(η(n)− n)
1
p ≤ En(C

ψ
β,p)C ≤ Ca,b,pψ(n)(η(n)− n)

1
p ,

äå

Ca,b,p = min
{

(2p)1− 1
p Ca,b, C

∗
a,b

}
, (3.107)

à âåëè÷èíè Ca,b i C∗a,b îçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.2) i (3.65) âiäïîâiäíî.

Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ïðè íåâåëèêèõ p (à ñàìå ïðè

(2p)1− 1
p < 4(1 + π2))

Ca,b,p = (2p)1− 1
p Ca,b, (3.108)

à ïðè âåëèêèõ p (à ñàìå ïðè (2p)1− 1
p > 3(1+π2)

π )

Ca,b,p = C∗a,b. (3.109)
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3.2. Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü ñóìàìè

Ôóð'¹ êëàñiâ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â iíòå-

ãðàëüíèõ ìåòðèêàõ

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, lim

t→∞
(η(ψ, t) − t) = ∞, 1 < s ≤ ∞,

1
s + 1

s′ = 1, β ∈ R. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N òàêèõ, ùî

η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2, ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ≤

≤ En

(
Lψβ,1

)
s
≤ En

(
Lψβ,1)s ≤

≤ Ca,b (2s′)
1
s ψ(n) (η(n)− n)

1
s′ , (3.110)

äå âåëè÷èíè Ca i Ca,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) i (3.2) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (3.13) òà òâåð-

äæåííÿ 2.4, ïðè 1 ≤ s ≤ ∞ ìîæåìî çàïèñàòè

En
(
Lψβ,1

)
s
≤ 1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
s
‖ϕ‖1 ≤

1

π

∥∥Ψβ,n

∥∥
s
. (3.111)

Àëå, iç ñïiââiäíîøåíü (3.28) i (3.29) çà óìîâ òåîðåìè 3.3 âèïëèâà¹ íåðiâ-

íiñòü

1

π
‖Ψβ,n‖s ≤ Ca,b (2s′)

1
sψ(n) (η(n)− n)

1
s , 1 < s ≤ ∞, 1

s
+

1

s′
= 1. (3.112)

Îòæå, îá'¹äíóþ÷è (3.111) i (3.112), îäåðæó¹ìî îöiíêó çâåðõó äëÿ âåëè-

÷èíè En
(
Lψβ,1)s â ñïiââiäíîøåííi (3.110).

Ùîá îäåðæàòè â òåîðåìi 3.3 îöiíêó çíèçó äëÿ âåëè÷èíè En

(
Lψβ,1

)
s
,

1 < s ≤ ∞, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ fp,n(t) îçíà÷åíó ôîðìóëîþ (3.31) ïðè

p = 1, òîáòî ôóíêöiþ

f1,n(t) = f1,n(ψ, t) =
(a− 1)(a− 2)

2 (1 + π2) a(3a− 4)
×

×
(
W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)
.

Çàóâàæèâøè, ùî çãiäíî ç (3.32) f1,n ∈ Lψβ,1, ïîêàæåìî, ùî

En(f1,n)s ≥ Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ , 1 ≤ s ≤ ∞, 1

s
+

1

s′
= 1. (3.113)
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Ç íåðiâíîñòåé (3.45), (3.46) òà ðiâíîñòi (3.55), äëÿ áóäü-ÿêîãî

tn−1 ∈ T2n−1, ìà¹ìî
π∫

−π

(
f1,n(t)− tn−1(t)

) (
W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)
dt ≤

≤ ‖f1,n − tn−1‖s
∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](1; 0; t)−Wn,[η(n)](1; 0; t)

)∥∥
s′

=

= ‖f1,n − tn−1‖s
∥∥∥(W[η(n)],[η(η(n))](ψ; 0; t)−Wn,[η(n)](ψ; 0; t)

)ψ
0

∥∥∥
s′
≤

≤
2
(
1 + π2

)
a(3a− 4)

(a− 1)(a− 2)
(η(n)− n)1− 1

s′ ‖f1,n(t)− tn−1(t)‖s. (3.114)

Çi ñïiââiäíîøåíü (3.54) i (3.114) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

tn−1 ∈ T2n−1

‖f1,n − tn−1‖s ≥

≥ π

96 (1 + π2)2

(a− 1)2(a− 2)2

a3(3a− 4)
ψ(n)(η(n)− n)

1
s′ =

= Ca,bψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ,

çâiäêè âèïëèâà¹ (3.113). Òåîðåìó 3.3 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.4. Íåõàé ψα,r(t) = exp (−αtr) , r ∈ (0, 1), α > 0,

1 < s ≤ ∞, 1
s + 1

s′ = 1, β ∈ R. Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N òàêèõ, ùî

n ≥ 1 + max

{(2rα

ln 2

) 1
1−r
, 2

(
ln 2

α (3r − 2r)

) 1
r
}
,

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Ca exp (−αnr)n
1
s′

(( ln 2

αnr
+ 1
) 1
r − 1

) 1
s′

≤

≤ En(L
α,r
β,1)s ≤ En(L

α,r
β,1)s ≤

≤ Ca,b (2s′)
1
s exp (−αnr)n

1
s′

(( ln 2

αnr
+ 1
) 1
r − 1

) 1
s′

,

äå âåëè÷èíè Ca i Ca,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) i (3.2) âiäïîâiäíî

ïðè a = a(α, r) òà b = b(α, r), ÿêi çàäàíi ðiâíîñòÿìè (3.60) i (3.61).

Äëÿ En(Lα,rβ,1)s, En(L
α,r
β,1)s, r ∈ (0, 1], α > 0, 1 < s ≤ ∞, 1

s + 1
s′ = 1,

àíàëîãi÷íî äî (3.63) ìîæíà çàïèñàòè

En(Lα,rβ,1)s � En(L
α,r
β,1)s � exp (−αnr)n

1−r
s′ , n ∈ N.
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Ç òåîðåìè 3.3 âèïëèâà¹, ùî íà êëàñàõ Lψβ,1 ïðè ψ ∈ M+
∞

η(n)− n ≥ a > 2 ñóìè Ôóð'¹ çàáåçïå÷óþòü ïîðÿäîê íàéêðàùèõ íàáëè-

æåíü â Ls�ìåòðèêàõ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè, òîáòî

En(L
ψ
β,1)s � En(L

ψ
β,1)s � ψ(n)(η(n)− n)

1
s′ , 1 ≤ p <∞.

Âîäíî÷àñ, ñóìè Ôóð'¹ íå äîçâîëÿþòü çàïèñàòè ðiâíîìiðíèõ âiäíîñíî

ïàðàìåòðà s, 1 ≤ s ≤ ∞, îöiíîê çâåðõó âåëè÷èí En(L
ψ
β,1)s, îñêiëüêè ïðè

s = 1 (äèâ. [95, ñ. 285] òà [96, ñ. 87]) çà óìîâè ψ ∈M
′′

∞

En(Lψβ,1)s
En(L

ψ
β,1)s

� ln+(η(n)− n).

Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ Vn,ψ(f ;x) âèãëÿäó

(3.66) äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ðiâíîìiðíi âiäíîñíî ïàðàìåòðà s, 1 ≤ s ≤ ∞
îöiíêó çâåðõó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü En(L

ψ
β,1)s ïðè ψ ∈M+

∞ i β ∈ R.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé ψ ∈M+
∞, β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞, 1

s + 1
s′ = 1. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ n ∈ N òàêèõ, ùî η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2, ñïðàâåäëèâi

îöiíêè

Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤ C∗a,bψ(n)(η(n)− n)

1
s′ , (3.115)

äå ñòàëi Ca i C
∗
a,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) i (3.65) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.3 äëÿ äîâiëüíèõ

ψ ∈M+
∞ ïðè η(n)− n ≥ a > 2, µ(n) ≥ b > 2 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

En(L
ψ
β,1)s ≥ Caψ(n)(η(n)− n)

1
s′ ,

â ÿêié âåëè÷èíà Ca îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.1).

Äëÿ îöiíêè çâåðõó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü En

(
Lψβ,1

)
s
ðîçãëÿíåìî âåëè-

÷èíó

E(Lψβ,1;Vn,ψ)s = sup
f∈Lψβ,1

‖f(·)− Vn,ψ(f ; ·)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞,

äå ñóìè Vn,ψ îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.66).

Îñêiëüêè

En(L
ψ
β,1)s ≤ E(Lψβ,1;Vn,ψ)s, (3.116)
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òî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4 äîñòàòíüî ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiä-

íîøåííÿ

E(Lψβ,1;Vn,ψ)s ≤ C∗a,bψ(n)(η(n)− n)
1
s′ . (3.117)

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (3.71), ÿêå ó âèïàäêó

f ∈ Lψβ,1 áóäå ñïðàâåäëèâèì ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R, òà òâåðäæåííÿ 2.4.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ 1 ≤ s ≤ ∞ îäåðæèìî

En

(
Lψβ,1

)
s
≤ 1

π
‖Ψ∗β,n‖s‖ϕ‖1 ≤

1

π
‖Ψ∗β,n‖s. (3.118)

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (3.102) i (3.103), ïîêëàâøè p′ = s, ç

(3.118) îòðèìó¹ìî (3.117). Òåîðåìó 3.4 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.5. Íåõàé ψ ∈ M+
∞, lim

n→∞
(η(ψ, n) − n) = ∞, β ∈ R,

1 ≤ s ≤ ∞, 1
s + 1

s′ = 1. Òîäi

En(L
ψ
β,1)s � ψ(n)(η(n)− n)

1
s′ .

Íàñëiäîê 3.6. Íåõàé r ∈ (0, 1), α > 0, β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞, 1
s + 1

s′ = 1.

Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.104), ñïðàâåä-

ëèâi îöiíêè

Ca exp (−αnr)n
1
s′
((

1 +
ln 2

αnr

) 1
r−1

) 1
s′ ≤ En(L

α,r
β,1)s ≤

≤ C∗a,b exp (−αnr)n
1
s′
((

1 +
ln 2

αnr

) 1
r−1

) 1
s′
,

äå âåëè÷èíè Ca i C∗a,b îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.1) òà (3.65) ïðè

a = a(α, r), b = b(α, r), ÿêi çàäàíi ðiâíîñòÿìè (3.60) òà (3.61).

Ç íàñëiäêó 3.6 òà ôîðìóëè (3.106) âèïëèâà¹ ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü

En(L
α,r
β,1)s � exp (−αnr)n

1−r
s′ , 1 ≤ s ≤ ∞, 1

s
+

1

s′
= 1.

Ñïiâñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.110) i (3.115), ïðè âèêîíàííi óìîâ

òåîðåìè 3.4 ìîæíà çàïèñàòè îöiíêó

Caψ(n)(η(n)− n)
1
s′ ≤ En(L

ψ
β,1)s ≤ Ca,b,s′ψ(n)(η(n)− n)

1
s′ ,

1

s
+

1

s′
= 1,

äå âåëè÷èíè Ca,b, C∗a,b i Ca,b,p îçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.2), (3.65) i (3.107)

âiäïîâiäíî.
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3.3. Ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé ψ ∈ M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R. Òîäi ìàþòü

ìiñöå ïîðÿäêîâi îöiíêè

e2n(C
ψ
β,p)s � e2n−1(C

ψ
β,p)s � ψ(n). (3.119)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5. Çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì (1.41) òåîðåìè

1.11, ÿêùî ψ ∈M
′

∞, òî iñíó¹ ñòàëà Cp,s òàêà, ùî

En(Cψ
β,p)s ≤ Cp,sψ(n), 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R. (3.120)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (1.27) àáî (1.28), îäåðæó¹ìî

e2n(C
ψ
β,p)s ≤ e2n−1(L

ψ
β,p)s ≤ Cp,sψ(n), 1 ≤ p, s ≤ ∞.

Çíàéäåìî âiäïîâiäíó îöiíêó çíèçó äëÿ âåëè÷èíè e2n(C
ψ
β,p)s. Äîîçíà÷èìî

ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ó òî÷öi k = 0 çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi ψ(0) = ψ(1).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f ∗(t) = f ∗(ψ;n; t) := C1

( ψ(1)

2(n+ A)2
+

n∑
k=1

ψ(k)

(n− k + A)2
cos kt

)
,

äå C1 òà A � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi áóäóòü âèçíà÷åíi ïiçíiøå.

Îñêiëüêè

‖(f ∗)ψβ (t)‖p = C1

∥∥∥ n∑
k=1

1

(n− k + A)2
cos
(
kt+

βπ

2

)∥∥∥
p
≤

≤ 2πC1

n∑
k=1

1

(n− k + A)2
,

òî î÷åâèäíî, ùî âèáðàâøè ñòàëó C1 òàê, ùîá 2πC1

n∑
k=1

1
(n−k+A)2 ≤ 1, îò-

ðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ f ∗ ∈ Lψβ,p. Ïîêàæåìî, ùî

e2n(f
∗)s ≥ C2ψ(n), n ∈ N, (3.121)

äå C2 � äåÿêà äîäàòíÿ ñòàëà.
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Ç öi¹þ ìåòîþ ñêîðèñòà¹ìîñü ñïiââiäíîøåííÿì äâî¨ñòîñòi (äèâ., íàïðè-

êëàä, [37, ñ. 42])

em(f)s = inf
γm

sup
h∈L⊥(γm),
‖h‖s′≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

f(t)h(t)dt

∣∣∣∣, m ∈ N, (3.122)

äå 1
s + 1

s′ = 1, a çàïèñ h ∈ L⊥(γm) îçíà÷à¹, ùî

π∫
−π

h(t)eiktdt = 0, k ∈ γm.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γ2n iç 2n öiëèõ ÷èñåë âiçüìåìî äîâiëüíå öiëå

÷èñëî k∗ = k∗(γ2n) òàêå, ùî k∗ ∈ [−n, n] i k∗ /∈ γ2n. Ïîêëàäåìî

T (t) = T (γ2n, k
∗, t) :=

1

2π
e−ik

∗t.

Î÷åâèäíî, ùî T ∈ L⊥(γ2n) i ‖T‖s′ ≤ 1, 1 ≤ s ≤ ∞, 1
s + 1

s′ = 1, à îòæå

â ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (3.122) òà ðiâíîñòi

π∫
−π

eikteimtdt =

 0, k +m 6= 0,

2π, k +m = 0,
k,m ∈ Z,

îòðèìó¹ìî îöiíêó

e2n(f
∗)s = inf

γ2n
sup

h∈L⊥(γ2n),
‖h‖s′≤1

∣∣∣∣
π∫

−π

f ∗(t)h(t)dt

∣∣∣∣ ≥ inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

f ∗(t)T (t)dt

∣∣∣∣ =

=
C1

4π
inf
γ2n

∣∣∣∣
π∫

−π

∑
|k|≤n

ψ(|k|)
(n− |k|+ A)2

e−ikte−ik
∗tdt

∣∣∣∣ =
C1

2
inf
γ2n

ψ(|k∗|)
(n− |k∗|+ A)2

≥

≥ C1

2
min

1≤k≤n

ψ(k)

(n− k + A)2
. (3.123)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ ψn(t) = ψ(t)
(n−t+A)2 ïðè ïåâíîìó âèáîði ñòàëî¨ A íå

çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [1, n]. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ψ′n(t) =

(
ψ(t)

(n− t+ A)2

)′
=

2ψ(t)

(n− t+ A)3
+

ψ′(t)

(n− t+ A)2
=

=
ψ(t)

(n− t+ A)3

(
2− |ψ

′(t)|
ψ(t)

(n− t+ A)
)
, ψ′(t) := ψ′(t+ 0). (3.124)
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Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî äëÿ ψ ∈ M+
∞ çà óìîâè µ(t) ≥ b > 0 ìà¹

ìiñöå íåðiâíiñòü (äèâ. ëåìó 3.4)

ψ(t)

|ψ′(t)|
≤ 4

(
1 +

1

b

)
(η(t)− t) , t ≥ 1. (3.125)

Îñêiëüêè ψ ∈ M′
∞, òî iñíó¹ ñòàëà K0 > 0 òàêà, ùî η(t) − t ≤ K0, à

îòæå

µ(t) =
t

η(t)− t
≥ 1

η(t)− t
≥ 1

K0
(3.126)

i, çàñòîñîâóþ÷è (3.125) ïðè b = 1
K0
, ìà¹ìî

|ψ′(t)|
ψ(t)

≥ 1

4(K0 + 1)(η(t)− t)
≥ 1

4(K0 + 1)K0
. (3.127)

Âðàõîâóþ÷è (3.127), îòðèìó¹ìî

2− |ψ
′(t)|
ψ(t)

(n− t+ A) ≤ 2− 1

4(K0 + 1)K0
(n− t+ A) ≤

≤ 2− A

4(K0 + 1)K0
. (3.128)

Ç (3.124) i (3.128) âèïëèâà¹, ùî ïðè A ≥ 8K0(K0 + 1) ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü ψ′n(t) ≤ 0, t ≥ 1, òîáòî ôóíêöiÿ ψn(t) íå çðîñòà¹. Òîìó

min
1≤k≤n

ψ(k)

(n− k + A)2
=
ψ(n)

A2
. (3.129)

Ç (3.123) òà (3.129) îòðèìó¹ìî (3.121). Òåîðåìó 3.5 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.5 ðàçîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè (1.27), (1.28) òà (3.120) äîçâî-

ëÿþòü çàïèñàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé ψ ∈M
′

∞, 1 ≤ p, s ≤ ∞, β ∈ R i m ∈ N. Òîäi

em(Cψ
β,p)s � e⊥m(Cψ

β,p)s � d>m(Cψ
β,p, Ls) � ψ

([m+ 1

2

])
,

äå çàïèñ [a] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó äiéñíîãî ÷èñëà a.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â òðåòüîìó ðîçäiëi çíàéäåíî äâîñòîðîííi îöiíêè äëÿ íàéêðàùèõ ðiâ-

íîìiðíèõ íàáëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè òà íàáëèæåíü ñó-

ìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ 2π�ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié òàêèõ, ùî ¨õ

(ψ, β)�ïîõiäíi fψβ íàëåæàòü îäèíè÷íèì êóëÿì ïðîñòîðiâ Lp, 1 ≤ p <∞,

ó âèïàäêó êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíê-

öiþ. Àíàëîãi÷íi îöiíêè îäåðæàíi äëÿ âåëè÷èí En(Lψβ,1)s, 1 < s ≤ ∞.

Ïîáóäîâàíî ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ, ÿêèé äîçâîëèâ çàïèñàòè ðiâ-

íîìiðíi âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ p (1 ≤ p ≤ ∞) òà s (1 ≤ s ≤ ∞) îöiíêè

çâåðõó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p òà L

ψ
β,1 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ

C òà Ls âiäïîâiäíî.

Â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿä-

êîì îöiíêè çíèçó íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó âèïàäêó êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ïðÿìó¹

äî íóëÿ íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ (ψ ∈ M
′

∞). Çíàéäåíi

îöiíêè çáiãëèñÿ çà ïîðÿäêîì iç íàáëèæåííÿìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè Ôóð'¹

íà âêàçàíèõ êëàñàõ ôóíêöié â Ls�ìåòðèöi, ùî äîçâîëèëî òàêîæ çàïèñà-

òè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü òà òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîïåðå÷íèêiâ çàçíà÷åíèõ êëàñiâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèñâiòëåíi â äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â

ðîáîòàõ [71�73], [78] i [80].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Çíàéäåíî äâîñòîðîííi îöiíêè äëÿ íàáëèæåíü ñóìàìè Ôóð'¹, íàé-

êðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p â ïðîñòîði C, ó âèïàäêó êîëè ïîñëiäîâíîñòi

ψ(k)k
1
p ñïàäàþòü íå øâèäøå çà äåÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ i, êðiì òîãî,

∞∑
k=1

ψp
′
(k)kp

′−2 <∞, ÿêùî 1 < p <∞, 1
p + 1

p′ = 1, òà
∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ÿêùî

p = 1. Àíàëîãi÷íi îöiíêè çíàéäåíi äëÿ íàáëèæåíü çàçíà÷åíèõ àïðîêñèìà-

òèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Lψβ,1 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ Ls, 1 ≤ s < ∞.

Ïðè öüîìó êîíñòàíòè â îòðèìàíèõ îöiíêàõ âèðàæåíi ÷åðåç ïàðàìåòðè

çàäà÷i â ÿâíîìó âèãëÿäi.

2. Îòðèìàíî äâîñòîðîííi îöiíêè äëÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàáëè-

æåíü ñóìàìè Ôóð'¹ êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p <∞, i Lψβ,1 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C

i Ls, 1 ≤ s <∞, âiäïîâiäíî ó âèïàäêó, êîëè ψ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå

çà áóäü�ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ. Ïîáóäîâàíî ëiíiéíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ,

ÿêèé äîçâîëèâ çàïèñàòè ðiâíîìiðíi âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ p (1 ≤ p ≤ ∞)

òà s (1 ≤ s ≤ ∞) îöiíêè çâåðõó íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p òà

Lψβ,1 â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ C òà Ls âiäïîâiäíî. Êîíñòàíòè â îòðèìàíèõ

îöiíêàõ âèðàæåíi ÷åðåç ïàðàìåòðè çàäà÷i â ÿâíîìó âèãëÿäi.

3. Îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè çíèçó íàéêðàùèõ m�÷ëåííèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Cψ
β,p, 1 ≤ p < ∞, â ìåòðèêàõ ïðîñòîðiâ

Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) ïðÿìó¹ äî íóëÿ

íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.
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