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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Конформно-келеровi многовиди були вперше
розглянутi Уестлейком у 1953 роцi, але їх бурхливе дослiдження почалося
лише в кiнцi 70-х рокiв двадцятого сторiччя. Це сталося завдяки робо-
там I. Вайсмана, який помiтив, що класичний многовид Хопфа є типовим
прикладом ермiтового многовиду, локально конформно еквiвалентним до
келерового многовиду.

Келеровi многовиди завдяки своїм властивостям вже давно використо-
вуються у моделюваннi багатьох процесiв у фiзицi, зокрема, у суперсимет-
ричних теорiях (Wess, Zumino) та теорiї струн, у виглядi так званих мно-
говидiв Калабi-Яу. Локально конформно-келеровi многовиди, як це видно
з назви, пов’язанi з келеровими многовидами за допомогою конформних
вiдображень. У свою чергу, конформнi вiдображення серед дифеоморфiз-
мiв займають особливе мiсце – вони не змiнюють тип простору за класи-
фiкацiєю Петрова. Локально конформно-келеровi многовиди безпосеред-
ньо використовуються у побудовi фiзичних моделей. Наприклад, Januş S.,
Visineşcu M. запропонована модель Калуци-Клейна iз спонтанною компак-
тифiкацiєю, причому у якостi простору додаткових розмiрностей висту-
пає представник ЛКК-многовидiв, а саме, узагальнений многовид Хопфа.
Останнiм часом при побудовi суперсиметричних моделей у рамках так зва-
ної 𝑀 -теорiї використовують локально конформнi многовиди Калабi-Яу
(Shahbazi), зокрема, добре вiдомий восьмивимiрий многовид Хопфа, який є
типовим представником локально конформних многовидiв Калабi-Яу, його
можна застосувати для побудови одинадцятивимiрної моделi супергравiта-
цiї. Деякi властивостi ЛКК-многовидiв є близькими до властивостей келе-
рових многовидiв, проте є чимало вiдмiнностей. Значна частина проблем,
якi вже розв’язанi для келерових многовидiв, є досi актуальними для ЛКК-
многовидiв. Одним iз засобiв дослiдження многовидiв є вивчення скiнче-
них та iнфiнiтезимальних дифеоморфiзмiв, якi можна застосувати до них.
Також, вивчаючи дифеоморфiзми, доводиться придiляти увагу деяким су-
мiжним питанням, наприклад, як у нашому випадку, властивостям зануре-
них пiдмноговидiв. Це пов’язано з тим, що зануренi пiдмноговиди можуть
виявитись орбiтами певних перетворень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано на кафедрi економiчної кiбернетики та iнформацiй-
них технологiй Одеського нацiонального економiчного унiверситету згiд-
но з науково-дослiдними темами “Комп’ютерне моделювання i теоретико-
статистичний опис процесiв в суспiльствi, економiцi i навколишньому се-
редовищi” (номер держреєстрацiї 0105U008967), “Агентно-динамiчне моде-
лювання економiчних процесiв” (номер держреєстрацiї 0111U000216), “Роз-
виток i удосконалення освiти та пiдвищення якостi навчання в аграрному
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вищому учбовому закладi” (номер держреєстрацiї 0106U004499).
Мета та завдання дослiдження. Метою роботи є дослiдження гео-

метрiї локально конформно-келерових многовидiв та їх дифеоморфiзмiв,
що зберiгають комплексну структуру.

Об’єктом дослiдження є конформно-келеровi многовиди, cкiнченнi та
iнфенiтезiмальнi дифеоморфiзми многовидiв.

Предметом дослiдження є геометричнi об’єкти ЛКК-многовидiв: мет-
рика, комплексна структура та похiднi вiд них об’єкти – тензори Римана,
Рiччi, форма Лi, векторнi поля на ЛКК-многовидах, що породжують пере-
творення, та асоцiйованi з ними поля, а також параметри, що визначають
цi дифеоморфiзми.

Завдання дослiдження:

— дослiдити змiну форми Лi ЛКК-многовидiв пiд дiєю дифеоморфiзмiв;
— дослiдити можливiсть iснування проективних та голоморфно-

проективних iнфiнiтезимальних перетворень ЛКК-многовидiв;
— вивчити конформнi вiдображення ЛКК-многовидiв, знаходження iн-

варiантних об’єктiв цих вiдображень, зокрема, у частинних випадках,
таких як вiдображення многовидiв Вайсмана, конциркулярних вiдо-
бражень;

— вивчити iнфiнiтезимальнi конформнi перетворення ЛКК-многовидiв,
їх зв’язок з гомотетiями келерових многовидiв;

— дослiдити голоморфно-проективнi iнфiнiтезимальнi перетворення
ЛКК-многовидiв, що є узгодженими з майже комплексною зв’язнiстю
Вейля.

Методи дослiдження. Многовиди, що розглядалися, є рiмановими, тоб-
то метрика на них є додатньо визначеною. Дослiдження диференцiальних
рiвнянь проводиться в локальнiй системi координат. Крiм того, викори-
станi функцiї є диференцiйовними до потрiбного нам порядку. Також ми
користуємося апаратом тензорного аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати, що
виносяться на захист є новими i полягають у наступному:

— знайдено необхiднi та достатнi умови занурення комплексної гiперпо-
верхнi у ЛКК-многовид перпендикулярно до полiв Лi та анти-Лi;

— знайдено iнварiанти вiдносно конформних вiдображень ЛКК-
многовидiв;

— знайдено умови на параметр конформного вiдображення, що забез-
печує збереження тензора Рiмана при конформних вiдображеннях;

— доведено локальний iзоморфiзм групи конформних перетворень

4



ЛКК-многовиду та групи гомотетiй вiдповiдного келерового много-
виду;

— доведено неможливiсть iснування нетривiальних проективних та
голоморфно-проективних iнфiнiтезимальних перетворень ЛКК-
многовидiв вiдносно зв’язностi Левi-Чiвiта;

— введено в розгляд конформно голоморфно-проективнi iнфiнiтези-
мальнi перетворення ЛКК-многовидiв, отримана система диферен-
цiальних рiвнянь у частинних похiдних, яка визначає цi перетворен-
ня. Знайденi iнварiанти вiдносно цих перетворень.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-
цiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути використанi при
подальших дослiдженнях дифеоморфiзмiв ЛКК-многовидiв та при побу-
довi фiзичних моделей типу Калуци-Клейна. Їх також можна застосувати
до локально конформних многовидiв Калабi-Яу, що є складовими деяких
моделей супергравiтацiї.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiд-
жень i постановка задач належать доценту Кузаконю В. М. Згодом план до-
слiджень та постановка задач коригувалися доцентом Березовським В. Є.

Основнi результати, що виносяться на захист, отриманi автором само-
стiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповi-
далися та обговорювались на:

— Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120 рiчницi С. Банаха (Львiв,
вересень 17-21, 2012)

— XI Бiлоруськiй математичнiй конференцiї: Тези доп. Мiжднар. наук.
конф. (Мiнськ, 5 – 9 листопада 2012);

— X Мiжнароднiй конференцiї “Geometry in Odessa - 2013” (Одеса, тра-
вень 2013);

— Мiжднародному геометричному семiнарi iм. Г.Ф. Лаптєва "Лаптевсь-
кi читання - 2013"(Пєнза 11-15 вересня 2013г);

— XI Мiжнароднiй конференцiї “Geometry in Odessa - 2014” (Одеса, тра-
вень 2014);

— XII Мiжнароднiй конференцiї “Geometry in Odessa - 2015” (Одеса,
травень 2015);

— X Лiтнiй школi ”Алгебра, Топологiя, Аналiз” (Одеса, серпень 2015);
— XIII Мiжнароднiй конференцiї “Geometry in Odessa - 2016” (Одеса,

червень 2016);
— XVIII International Conference on Geometry, Integrability and

Quantization, Varna, June 3-8, 2016;
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— XI Лiтнiй школi ”Алгебра, Топологiя, Аналiз” (Одеса, серпень 2016);
— XVI Conference on Applied Mathematics ”APLIMAT 2017” January 31

- February 2, 2017 Institute of Mathematics and Physics Faculty of
Mechanical Engineering, Slovak University of Technology in Bratislava,
SLOVAKIA.

— XIV Мiжнароднiй конференцiї ”Algebraic and geometric methods of
analysis” (Одеса, травень-червень 2017);

— XII Лiтнiй школi ”Алгебра, Топологiя, Аналiз” (Колочава, Закар-
патська обл., 10 – 23 липня 2017р.);

— ”APLIMAT 2018” 17th Conference on Applied Mathematics February
6-8, 2018 Institute of Mathematics and Physics Faculty of Mechanical
Engineering, Slovak University of Technology in Bratislava, SLOVAKIA.

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 11 на-
укових праць [1], [2], [7], [8], [13]-[15], [21], [22], [27], [29], з них двi [22], [29]
включенi до наукометричної бази SCOPUS, одна [27] – до наукометричної
бази Web of Science, одна [8] – у мiжнародному перiодичному виданнi та
чотири [1], [2], [7], [21] – у провiдних наукових виданнях, включених до
перелiку фахових видань.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя викладена на 184 сторiн-
ках i складається iз вступу, трьох роздiлiв i списку лiтератури, що мiстить
97 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дається загальна характеристика роботи й формулюються
основнi результати.

У першому роздiлi вводяться в розгляд основнi означення та базо-
вi теореми, що є необхiдними для дослiдження. Зокрема, у п.1.1, ми дає-
мо означення майже комплексної структури, поняття її iнтегровностi та
тензору скруту. Також вводиться поняття майже комплексного многови-
ду. П. 1.2 присвячений розгляду метрик на майже комплексних многови-
дах. В ньому дається означенення ермiтової метрики та вводиться важ-
ливе поняття фундаментальної форми. На основi властивостей згаданих
тензорiв даються означення майже ермiтового, ермiтового та келерового
многовидiв. Далi наведено класифiкацiю Грея-Хервели ермiтових много-
видiв, яка видiляє шiстнадцять класiв таких структур. П. 1.3 зосередже-
ний на класi, який за класифiкацiєю Грея-Хервели має позначення 𝑊4, а
саме, конформно-келеровим многовидам. В цьому пунктi дається визна-
чення ЛКК-многовидiв.

Означення. Ермiтовий многовид 𝑀𝑛 називається локально
конформно-келеровим (коротше, ЛКК-) многовидом, якщо iснує вiдкрите
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покриття U =
{︀
𝑈𝛼

}︀
𝛼∈𝐴 многовиду 𝑀 та система Σ = {𝜎𝛼 : 𝑈𝛼 → R}𝛼∈𝐴

гладких функцiй таких, що {𝐽 |𝑈𝛼
, 𝑔𝛼 = 𝑒−𝜎𝛼𝑔|𝑈𝛼

} – келерова структура
для будь якого 𝛼 ∈ 𝐴. Перехiд вiд метрики 𝑔|𝑈𝛼

до метрики 𝑒−𝜎𝛼𝑔|𝑈𝛼

називається локально конформним перетворенням структури. Функцiя 𝜎
називається визначальною функцiєю конформного перетворення .

Також наведенi основнi теореми, найбiльш важливi у теорiї ЛКК-
многовидiв. Зокрема,

Теорема 1.2 На локально конформно-келєровому многовидi (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔)
(𝑛 = 2𝑚 > 2) майже комплексна структура 𝐽 задовiльняє умовi
(Dragomir S., Ornea L.):

𝐽𝑘
𝑖,𝑗 =

1

2

(︀
𝛿𝑘𝑗 𝐽

𝛼
𝑖 𝜎𝛼 − 𝜎𝑘𝐽𝑖𝑗 − 𝐽𝑘

𝑗 𝜎𝑖 + 𝐽𝑘
𝛼𝜎

𝛼𝑔𝑖𝑗
)︀
.

Визначальна функцiя 𝜎 локально може бути знайдена за формулою:

𝜎(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = − 1

𝑚− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖
0

𝐽𝛼
𝛽,𝛼𝐽

𝛽
𝑖 (𝑥10, ..., 𝑥

𝑖−1
0 , 𝑥𝑖, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖 + 𝜎(𝑥10, ..., 𝑥

𝑛
0),

де 𝜎(𝑥10, ..., 𝑥
𝑛
0) - початкове значення в точцi (𝑥10, ..., 𝑥

𝑛
0).

Зробленi автором у цих пунктах викладки стосуються вiдомих фактiв
i не претендують на новизну. Однак вони є необхiдними, оскiльки потрiбнi
для узгодження з системою позначень та використаною далi методикою.
Нарештi, у пiдпунктi 1.3.1 розглянутi класичнi приклади ЛКК-многовидiв,
зокрема, вiдомий многовид Хопфа.

Пункт 1.4 присвячено пiдмноговидам ЛКК-многовидiв. Пiдмноговиди
вiдiграють важливу роль у дослiдженнi дифеоморфiзмiв, оскiльки можуть
бути орбiтами певних перетворень, а дотичнi та нормальнi розподiли мо-
жуть мiстити векторнi поля, що є генераторами перетворень. В пунктi вво-
дяться означення 𝐶𝑅-пiдмноговиду, а також комплексного (голоморфного)
та дiйсного пiдмноговидiв. Доведено такi теореми:

Теорема 1.7 Якщо iснує голоморфне занурення Ψ : �́� 2𝑝 −→ 𝑀 2𝑚 ком-
плекного пiдмноговиду �́� 2𝑝 у ЛКК-многовид 𝑀 2𝑚, то занурений многовид
�́� 2𝑝 є ЛКК-многовидом. Зокрема, якщо поле Лi є нормальним до �́� 2𝑝, то
занурений многовид є келеровим.

Теорема 1.9 Для того, щоб ЛКК-многовид 𝑀 2𝑚 допускав занурення
комплексних гiпеповерхонь так, щоб поле Лi 𝐵 = 𝜔# було нормальним до
зануреної гiперповерхнi 𝑀 2𝑚−2 , необхiдно та достатньо, щоб форма Лi
задовiльняла умовi:

Φ4(∇𝑋𝜔(𝑌 )) =
||𝜔||2

2
𝑔(𝑋, 𝑌 ),
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де Φ4 – четвертий проекцiйний оператор Обати:

Φ4(𝜔𝑖,𝑗) =
1

2
(𝛿𝑎𝑖 𝛿

𝑏
𝑗 + 𝐽𝑎

𝑖 𝐽
𝑏
𝑗 )𝜔𝑎,𝑏.

Теорема 1.11 На гiперповерхнi �́� 2𝑚−1, що локально є iнтегральним
многовидом рiвняння

𝜔 = 0,

iзометрично зануреним у ЛКК-многовид 𝑀 2𝑚, iндукована майже кон-
тактна структура

1) 𝑓 𝑗
𝑖 = 𝐽𝛼

𝛽𝐵
𝑗
𝛼𝐵

𝛽
𝑖 ;

2) 𝜂𝑘 = 1
||𝜔||𝐵

𝛽
𝑘𝐽

𝛼
𝛽𝜔𝛼;

3) 𝜉𝑘 = − 1
||𝜔||𝐵

𝑘
𝛽𝐽

𝛽
𝛼𝜔

𝛼,

є метричною нормальною майже контактною стуктурою.
Теорема 1.12 На гiперповерхнi �́� 2𝑚−1, що локально є iнтегральним

многовидом рiвняння
𝜔 = 0,

iзометрично зануреним у ЛКК-многовид 𝑀 2𝑚 з формою Лi, що задовiль-
няє умовi

Φ4(𝜔𝑖,𝑗) =
1

2
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗,

iндукована майже контактна структура

1) 𝑓 𝑗
𝑖 = 𝐽𝛼

𝛽𝐵
𝑗
𝛼𝐵

𝛽
𝑖 ;

2) 𝜂𝑘 = 1
||𝜔||𝐵

𝛽
𝑘𝐽

𝛼
𝛽𝜔𝛼;

3) 𝜉𝑘 = − 1
||𝜔||𝐵

𝑘
𝛽𝐽

𝛽
𝛼𝜔

𝛼,

є нормальною майже контактною метричною структурою, для якої

1)𝑑𝜂 ∧ 𝜂 = 0, 2)𝑑Ώ = 0, 3)𝑛𝑘
𝑖𝑗 = 0.

Теорема 1.13 На гiперповерхнi �́� 2𝑚−1, що локально є iнтегральним
многовидом рiвняння

𝜔 = 0,

iзометрично зануреним у многовид Вайсмана, iндукована майже кон-
тактна структура

1) 𝑓 𝑗
𝑖 = 𝐽𝛼

𝛽𝐵
𝑗
𝛼𝐵

𝛽
𝑖 ;

2) 𝜂𝑘 = 1
||𝜔||𝐵

𝛽
𝑘𝐽

𝛼
𝛽𝜔𝛼;

3) 𝜉𝑘 = − 1
||𝜔||𝐵

𝑘
𝛽𝐽

𝛽
𝛼𝜔

𝛼,

є 𝑐-Сасакiєвою стуктурою, 𝑐 = ||𝜔||. При цьому �́� 2𝑚−1 є цiлком геодезич-
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ною гiперповерхнею у 𝑀 2𝑚.
У цьому роздiлi ми пропонуємо, враховуючи спецiальнi властивостi мно-

говидiв iз формою Лi, що задовiльняє умовi

Φ4(𝜔𝑖,𝑗) =
1

2
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗,

надалi називати їх псевдовайсмановими многовидами.
Другий роздiл присвячено вивченню конформних вiдображень ЛКК-

многовидiв. На початку роздiлу у пiдроздiлi 2.1 ми даємо означення дифео-
морфiзму та переходимо до конформних вiдображень. У пiдроздiлi 2.2 вив-
чаються скiнченнi вiдображення. У пунктi 2.2.1 встановлено, як змiнюється
форма Лi при перетвореннях, а у п. 2.2.2 знайдено основнi iнварiанти вiд-
носно цих перетворень:

Теорема 2.2 Якщо ЛКК-многовиди (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) i (𝑀
𝑛
, 𝐽, 𝑔) знаходяться

у конформнiй вiдповiдностi так, що 𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒2𝜙(𝑥)𝑔𝑖𝑗(𝑥), то тензори:

𝑃𝑖𝑗 = 𝐿𝑖𝑗 −
1

2
𝜔𝑖,𝑗 −

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑗 +

1

8
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗;

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝛿ℎ𝑗
(︀1

2
𝜔𝑖,𝑘 +

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑘 −

1

8
||𝜔||2𝑔𝑖𝑘

)︀
−

−𝛿ℎ𝑘
(︀1

2
𝜔𝑖,𝑗 +

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑗 −

1

8
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

)︀
+

+
(︀1

2
𝜔ℎ

,𝑗 +
1

4
𝜔ℎ𝜔𝑗 −

1

8
||𝜔||2𝛿ℎ𝑗

)︀
𝑔𝑖𝑘

−
(︀1

2
𝜔ℎ

,𝑘 +
1

4
𝜔ℎ𝜔𝑘 −

1

8
||𝜔||2𝛿ℎ𝑘

)︀
𝑔𝑖𝑗,

будуть iнварiантними. Крiм того, iснує iнварiантний об’єкт, що не є
тензором:

Γ̂𝑘
𝑖𝑗 = Γ𝑘

𝑖𝑗 −
1

2
𝛿𝑘𝑖 𝜔𝑗 −

1

2
𝛿𝑘𝑗𝜔𝑖 +

1

2
𝜔𝑘𝑔𝑖𝑗.

Вiн являє собою об’єкт рiманової зв’язностi келерової метрики 𝑔, що
є конформною метрикам обох ЛКК-многовидiв – як (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔), так i
(𝑀

𝑛
, 𝐽, 𝑔).

Ця теорема має цiкавий наслiдок:
Наслiдок Якщо фома Лi ЛКК-многовиду задовiльняє умовi

𝜔𝑖,𝑘 +
1

2
𝜔𝑖𝜔𝑘 −

1

4
||𝜔||2𝑔𝑖𝑘 = 0,

то тензори кривини зв’язностей Γ̂𝑘
𝑖𝑗 та Γ𝑘

𝑖𝑗 збiгатимуться:

�̂�ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘.
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Також збiгатимуться тензори Рiччi 𝑅𝑖𝑗, Брiнкмана 𝐿𝑖𝑗 та добутки
𝑅𝑔𝑖𝑗.

Наслiдок пояснює, чому на ЛКК-многовидi в цьому випадку виконуєть-
ся келерова тотожнiсть

𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ) = 𝑅(𝑋, 𝑌, 𝐽𝑍, 𝐽𝑊 ).

У пунктi 2.2.3 дослiджується випадок конциркулярних перетворень та от-
римано вiдповiднi iнварiанти. П. 2.2.4 присвячено частинним випадкам
ЛКК-многовидiв: многовидам Вайсмана, псевдовайсмановим многовидам,
конформно-плоским многовидам. Серед отриманих тверджень варто вiд-
значити наcтупнi:

Теорема 2.7 ЛКК-многовид сталої кривини не може бути псевдовай-
смановим многовидом, тобто таким, для форми Лi якого є справедливою
рiвнiсть Φ4(𝜔𝑖,𝑗) = 1

2 ||𝜔||
2𝑔𝑖𝑗.

Теорема 2.8 Якщо ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) є конформно-плоским, то
його тензор кривини, тензор Рiччi та скалярна кривина визначаються
наступними виразами:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝛿ℎ𝑘

(︀1

2
𝜔𝑖,𝑗 +

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑗 −

1

4
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

)︀
− 𝛿ℎ𝑗

(︀1

2
𝜔𝑖,𝑘 +

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑘 −

1

4
||𝜔||2𝑔𝑖𝑘

)︀
+

+
(︀1

2
𝜔ℎ

,𝑘 +
1

4
𝜔ℎ𝜔𝑘

)︀
𝑔𝑖𝑗 −

(︀1

2
𝜔ℎ

,𝑗 +
1

4
𝜔ℎ𝜔𝑗

)︀
𝑔𝑖𝑘,

𝑅𝑖𝑗 =
(︀1

2
𝜔𝑖,𝑗 +

1

4
𝜔𝑖𝜔𝑗 −

1

4
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

)︀
(𝑛− 2) +

∆2𝜔𝑔𝑖𝑗
2

,

𝑅 = (𝑛− 1)∆2𝜔 − (𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
||𝜔||2.

Зокрема, якщо ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) є многовидом сталої кривини, то
тензор кривини та тензор Рiччi мають вигляд:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

𝑛

(︀
∆2𝜔 − 𝑛− 2

2
||𝜔||2

)︀(︀
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘

)︀
;

𝑅𝑖𝑗 =
𝑛− 1

𝑛

(︀
∆2𝜔 − 𝑛− 2

2
||𝜔||2

)︀
𝑔𝑖𝑗.

У п. 2.2.5 доведено такi теореми.
Теорема 2.10 Якщо (𝑀𝑛, 𝑔) та (𝑀

𝑛
, 𝑔) (𝑛 > 3) знаходяться у кон-

формнiй вiдповiдностi, так, що узагальнений тензор Ейнштейна E𝑖𝑗 =
𝑅𝑖𝑗−𝜅𝑅𝑔𝑖𝑗 зберiгається при вiдображеннi, причому, 𝜅 ̸= 1

𝑛, то функцiя 𝜙,
що породжує вiдображення, має задовiльняти системi диференцiальних
рiвнянь:

∇𝑗𝜙𝑖 = 𝜙𝑖𝜙𝑗 −
1

2
𝑔𝑖𝑗∆1𝜙,
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умови iнтегровностi якої мають вигляд:

𝜙𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 0.

При цьому тензор Рiмана 𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘, тензор Рiччi 𝑅𝑖𝑗, добуток 𝑅𝑔𝑖𝑗 також є

iнварiантними.

Теорема 2.10 є справедливою не тiльки для ЛКК-многовидiв, а i у ви-
падку довiльних псевдорiманових многовидiв.

Теорема 2.11 Простори (𝑀𝑛, 𝑔), що є рекурентними (зокрема, си-
метричними), з тензором кривини тотожно не рiвним нулю, а та-
кож простори Ейнштейна, що не є Рiччi-плоскими, не допускають
нетривiальних конформних вiдображень, при яких узагальнений тензор
Ейнштейна E𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 − 𝜅𝑅𝑔𝑖𝑗, (𝜅 ̸= 1

𝑛) є iнварiантним геометричним
об’єктом.

Теорема 2.13 Компактнi орiєнтовнi многовиди (𝑀𝑛, 𝑔) (𝑛 > 2) не
допускають таких нетривiальних конформних вiдображень, що залиша-
ють узагальнений тензор Ейнштейна E𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 − 𝜅𝑅𝑔𝑖𝑗 (𝜅 ̸= 1

𝑛) iн-
варiантним геометричним об’єктом.

Теорема 2.14 Рiмановий многовид (𝑀𝑛, 𝑔), що не є локально метрич-
ним добутком, допускає нетривiальнi конформнi вiдображення такi, що
узагальнений тензор Ейнштейна E𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 − 𝜅𝑅𝑔𝑖𝑗 (𝜅 ̸= 1

𝑛) зберiгається,
тодi i тiльки тодi, коли iснує така система локальних координат, у якiй
його метрика 𝑔 має вигляд:

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑥1)2 + (𝑥1)2ℎ𝑡𝑠𝑑𝑥
𝑡𝑑𝑥𝑠, 𝑡, 𝑠 = 2, 𝑛,

де ℎ𝑡𝑠 не залежить вiд 𝑥1.
У цьому випадку iснує сiм’я розв’язкiв системи

∇𝑗𝜙𝑖 = 𝜙𝑖𝜙𝑗 −
1

2
𝑔𝑖𝑗∆1𝜙,

що визначає функцiю, породжуючу конформне перетворення, яка має
вигляд:

𝜙 = 𝑙𝑛
2

𝑐(𝑥1)2
, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Теорема 2.15 Рiмановий многовид (𝑀𝑛, 𝑔), допускає нетривiальнi
конформнi вiдображення такi, що узагальнений тензор Ейнштейна E𝑖𝑗 =
𝑅𝑖𝑗 − 𝜅𝑅𝑔𝑖𝑗 (𝜅 ̸= 1

𝑛) зберiгається, тодi i тiльки тодi, коли iснує така
система локальних координат, у якiй його метрика 𝑔 має вигляд:

𝑑𝑠2 =

𝑝∑︁
𝑟=1

(︀
𝑑𝑧
𝑟

2 + 𝑧
𝑟

2
∑︁
𝑟

𝑎𝜎𝜏
𝑟
𝑑𝑥𝜎

𝑟
𝑑𝑥𝜏

𝑟

)︀
+

𝑞∑︁
𝑖=1

(𝑑𝑥𝑖)2,
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де 𝑎𝜎𝜏
𝑟

не залежить вiд 𝑧
𝑟
.

У цьому випадку загальний розв’язок системи

∇𝑗𝜙𝑖 = 𝜙𝑖𝜙𝑗 −
1

2
𝑔𝑖𝑗∆1𝜙,

що визначає функцiю, породжуючу конформне перетворення, має вигляд:

𝜙 = 𝑙𝑛
1∑︀𝑝

𝑟=1
𝑐
2𝑧𝑟

2 +
∑︀𝑞

𝑖=1 ( 𝑐2(𝑥𝑖)2 + 𝛽𝑖𝑥𝑖) +
∑︀𝑞

𝑖=1
𝛽2
𝑖

2𝑐

,

𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝛽𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

У пiдроздiлi 2.3 вивчаються iнфiнiтезимальнi перетворення. У п. 2.3.1
доведено теорему стосовно iснування проективних перетворень.

Теорема 2.16 ЛКК-многовид 𝑀𝑛 розмiрностi 𝑛 > 2 не допускає iс-
нування нетривiальних iнфiнiтезимальних проективних перетворень iз
збереженням комплексної структури.

У п. 2.3.2 розглянутi основнi рiвняння конформних iнфiнiтезимальних
перетворень. У п. 2.3.3 доведено, що тензор Нейєнхеєса зберiгається при
вказаних перетвореннях. Має мiсце:

Теорема 2.18 Якщо при iнфiнiтезимальних конформних перетворен-
нях ЛКК-многовидiв, зберiгаючих комплексну структуру, векторне поле
𝜉 та iнварiант 𝜙 визначаються з вiдповiдної системи диференцiальних
рiвнянь, то компоненти похiдної Лi форми Лi дорiвнюють частинним
похiдним iнварiанта 𝜙:

L𝜉𝜔𝑖 = 𝜙𝑖.

У п. 2.3.4 мiстяться такi важливi теореми.
Теорема 2.19 Для того щоб ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) допускав наяв-

нiсть групи конформних перетворень, що зберiгають комплексну струк-
туру, необхiдно та достатньо, щоб система умов iнтегровностi

L𝜉𝑄
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0,

їх продовжень

L𝜉∇𝑙𝑄
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = L𝜉Γ

ℎ
𝑡𝑙𝑄

𝑡
𝑖𝑗𝑘 − L𝜉Γ

𝑡
𝑖𝑙𝑄

ℎ
𝑡𝑗𝑘 − L𝜉Γ

𝑡
𝑗𝑙𝑄

ℎ
𝑖𝑡𝑘 − L𝜉Γ

𝑡
𝑘𝑙𝑄

ℎ
𝑖𝑗𝑡,

та диференцiальних наслiдкiв цих продовжень, була сумiсною. Тодi,
ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) допускає наявнiсть 𝑟-параметричної групи, 𝑟 =
(𝑚+ 1)2− 𝑘, де 𝑚 та 𝑘 є вiдповiдно комплексною розмiрнiстю многовиду
та рангом системи умов iнтегровностi з їх продовженнями. У випадку,
якщо система умов iнтегровностi задовiльняється тотожно, розв’язок
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системи

1)𝜉𝑖,𝑗 = 𝜉𝑖𝑗;
2)𝜉𝑖,𝑗 + 𝜉𝑗,𝑖 =

(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼 + 𝐶
)︀
𝑔𝑖𝑗;

3)𝜉𝑖,𝑗𝑘 = 𝜉𝛼𝑅
𝛼
𝑘𝑗𝑖 + 1

2

(︀(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑘
𝑔𝑖𝑗 +

(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑗
𝑔𝑖𝑘 −

(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑖
𝑔𝑗𝑘

)︀
;

4)𝐽 𝑖
𝑗,𝑘𝜉

𝑘 − 𝐽𝛼
𝑗 𝜉

𝑖
,𝛼 + 𝐽 𝑖

𝛼𝜉
𝛼
,𝑗 = 0,

залежатиме вiд 𝑟 = (𝑚 + 1)2 параметрiв.
Теорема 2.21 Якщо ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) де 𝑛 = 2𝑚, допускає

групу 𝐺𝑟 iнфiнiтезимальних конформних перетворень, що зберiгають
комплексну структуру, то ця група локально изоморфна групi гомотетiй
келерової метрики 𝑔, що знаходиться у конформнiй вiдповiдностi з мет-
рикою 𝑔 многовиду (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔).

У третьому роздiлi розглядаються голоморфно-проективнi перетво-
рення. В пiдроздiлi 3.1 дається означення майже комплексної зв’язностi i
пов’язаних з нею голоморфно-проективних вiдображень. Вводиться озна-
чення конформно голоморфно-проективного вiдображення. У пiдроздiлi
3.2 доведено теорему щодо iснування перетворень для зв’язностi Левi-
Чiвiта на ЛКК-многовидах:

Теорема 3.1 ЛКК-многовид 𝑀𝑛 не дозволяє iснування нетривiальних
iнфiнiтезимальних перетворень iз збереженням комплексної структури
та її коварiнтної похiдної по зв’язностi Левi-Чiвiта таких, що

L𝜉Γ
ℎ
𝑖𝑗 = 𝜌𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + 𝜌𝑖𝛿

ℎ
𝑗 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑖𝐽

ℎ
𝑗 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑗𝐽

ℎ
𝑖 .

У наступному п.3.3 введено iнфiнiтезимальнi конформно голоморфно-
проективнi перетворення, що зберiгають комплексну структуру та записано
систему диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних, що визначають цi
перетворення:

1)𝜉𝑖,𝑗 = 𝜉𝑖𝑗;

2)𝜌,𝑖 = 𝜌𝑖;

3)𝜉𝑖,𝑗𝑘 = 𝜉𝛼𝑅
𝛼
𝑘𝑗𝑖 +

1

2

(︀(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑘
𝑔𝑖𝑗 +

(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑗
𝑔𝑖𝑘

−
(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑖
𝑔𝑗𝑘 − 𝜔𝑖L𝜉𝑔𝑗𝑘 + 𝜔𝛼(L𝜉𝑔𝑖𝛼)𝑔𝑗𝑘

)︀
+ 𝜌𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜌𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑗𝐽𝑘𝑖 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑘𝐽𝑗𝑖;

4)𝜌𝑖,𝑗 =
1

2
𝜔𝑡𝜌𝑡𝑔𝑖𝑗 −

1

2
𝜌𝑖𝜔𝑗 −

1

2
𝜌𝑗𝜔𝑖 +

1

𝑛 + 2
L𝜉

(︀
𝑅𝑖𝑗

− (𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑖,𝑗 +

𝜔𝑖𝜔𝑗

2
− ||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑖𝑗

2

)︀
;

5)L𝜉𝐽
𝑖
𝑗 = 𝜉𝑘∇𝑘𝐽

𝑖
𝑗 − 𝐽𝛼

𝑗 ∇𝛼𝜉
𝑖 + 𝐽 𝑖

𝛼∇𝑗𝜉
𝛼 = 0.
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У п. 3.3.1 доведено таку теорему:

Теорема 3.4 Якщо на ЛКК-многовидi (𝑀𝑛, 𝑔, 𝐽) контраварiнтне
аналiтичне векторне поле 𝜉 породжує iнфенiтезимальнi конформно
голоморфно-проективнi перетворення, то об’єкт

Πℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 +
1

2
𝜔ℎ𝑔𝑖𝑗 −

1

𝑛 + 2

(︀(︀
Γ𝑠
𝑗𝑠 + 𝜔𝑗

)︀
𝛿ℎ𝑖 +

(︀
Γ𝑠
𝑖𝑠 + 𝜔𝑖

)︀
𝛿ℎ𝑗

+
(︀
Γ𝑠
𝑡𝑠 −

𝑛

2
𝜔𝑡

)︀
𝐽 𝑡
𝑖𝐽

ℎ
𝑗 +

(︀
Γ𝑠
𝑡𝑠 −

𝑛

2
𝜔𝑡

)︀
𝐽 𝑡
𝑗𝐽

ℎ
𝑖

)︀
є iнварiантним вiдносно цих перетворень:

L𝜉Π
ℎ
𝑖𝑗 = 0.

Теорема 3.5 Якщо на ЛКК-многовидi (𝑀𝑛, 𝑔, 𝐽) контраварiантне
аналiтичне векторне поле 𝜉 породжує iнфенiтезимальнi конформно
голоморфно-проективнi перетворення, то тензор

𝑃 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 − 𝛿ℎ𝑘
(︀
2𝜔𝑖,𝑗 + 𝜔𝑖𝜔𝑗 − ||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

)︀
+𝛿ℎ𝑗

(︀
2𝜔𝑖,𝑘 + 𝜔𝑖𝜔𝑘 − ||𝜔||2𝑔𝑖𝑘

)︀
−1

2

(︀
𝜔ℎ

,𝑘 +
1

2
𝜔ℎ𝜔𝑘

)︀
𝑔𝑖𝑗 +

1

2

(︀
𝜔ℎ

,𝑗 +
1

2
𝜔ℎ𝜔𝑗

)︀
𝑔𝑖𝑘

− 1

𝑛 + 2

(︀
𝛿ℎ𝑘
(︀
𝑅𝑖𝑗 −

∆2𝜔𝑔𝑖𝑗
2

)︀
− 𝛿ℎ𝑗

(︀
𝑅𝑖𝑘 −

∆2𝜔𝑔𝑖𝑘
2

)︀
+(𝐽ℎ

𝑘 𝐽
𝑡
𝑖 − 𝐽ℎ

𝑖 𝐽
𝑡
𝑘)
(︀
𝑅𝑡𝑗 −

(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑡,𝑗 +

𝜔𝑡𝜔𝑗

2
− ||𝜔||2𝑔𝑡𝑗

2

)︀
−∆2𝜔𝑔𝑡𝑗

2

)︀
− (𝐽ℎ

𝑗 𝐽
𝑡
𝑖 − 𝐽ℎ

𝑖 𝐽
𝑡
𝑗)
(︀
𝑅𝑡𝑘

−(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑡,𝑘 +

𝜔𝑡𝜔𝑘

2
− ||𝜔||2𝑔𝑡𝑘

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑡𝑘

2

)︀)︀
,

є iнварiантним вiдносно цих перетворень:

L𝜉𝑃
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0.

Теорема 3.6 Для того щоб ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) допускав наяв-
нiсть групи конформно голоморфно-проективних перетворень, необхiдно
та достатньо, щоб система умов iнтегровностi

L𝜉𝑃
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0,
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𝜌𝑡𝑃
𝑡
𝑖𝑗𝑘 =

1

𝑛 + 2
L𝜉

(︀
∇𝑘

(︀
𝑅𝑖𝑗 −

(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑖,𝑗 +

𝜔𝑖𝜔𝑗

2

−||𝜔||2𝑔𝑖𝑗
2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑖𝑗

2

)︀
−∇𝑗

(︀
𝑅𝑖𝑘 −

(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑖,𝑘

+
𝜔𝑖𝜔𝑘

2
− ||𝜔||2𝑔𝑖𝑘

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑖𝑘

2

)︀
+

1

2

(︀
𝛿𝑡𝑖𝜔𝑘 + 𝛿𝑡𝑖𝜔𝑘 − 𝜔𝑡𝑔𝑖𝑘

)︀(︀
𝑅𝑡𝑗

−(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑡,𝑗 +

𝜔𝑡𝜔𝑗

2
− ||𝜔||2𝑔𝑡𝑗

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑡𝑗

2

)︀
− 1

2

(︀
𝛿𝑡𝑖𝜔𝑗 + 𝛿𝑡𝑖𝜔𝑗

−𝜔𝑡𝑔𝑖𝑗
)︀(︀
𝑅𝑡𝑘 −

(𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑡,𝑘 +

𝜔𝑡𝜔𝑘

2
− ||𝜔||2𝑔𝑡𝑘

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑡𝑘

2

)︀)︀
,

та їх продовжень, була сумiсною. Тодi ЛКК-многовид (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) допускає
наявнiсть 𝑟-параметричної групи, 𝑟 = 2(𝑚 + 1)2 − 1 − 𝑘, де 𝑚 та 𝑘 є
вiдповiдно комплексною розмiрнiстю многовиду та рангом системи умов
iнтегровностi з їх продовженнями. У випадку, якщо умови iнтегровно-
стi виконуються тотожно, розв’язок системи

1)𝜉𝑖,𝑗 = 𝜉𝑖𝑗;

2)𝜌,𝑖 = 𝜌𝑖;

3)𝜉𝑖,𝑗𝑘 = 𝜉𝛼𝑅
𝛼
𝑘𝑗𝑖 +

1

2

(︀(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑘
𝑔𝑖𝑗 +

(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑗
𝑔𝑖𝑘

−
(︀
𝜔𝛼𝜉

𝛼
)︀
,𝑖
𝑔𝑗𝑘 − 𝜔𝑖L𝜉𝑔𝑗𝑘 + 𝜔𝛼(L𝜉𝑔𝑖𝛼)𝑔𝑗𝑘

)︀
+ 𝜌𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜌𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑗𝐽𝑘𝑖 − 𝜌𝑡𝐽

𝑡
𝑘𝐽𝑗𝑖;

4)𝜌𝑖,𝑗 =
1

2
𝜔𝑡𝜌𝑡𝑔𝑖𝑗 −

1

2
𝜌𝑖𝜔𝑗 −

1

2
𝜌𝑗𝜔𝑖 +

1

𝑛 + 2
L𝜉

(︀
𝑅𝑖𝑗

− (𝑛− 2)

2

(︀
𝜔𝑖,𝑗 +

𝜔𝑖𝜔𝑗

2
− ||𝜔||2𝑔𝑖𝑗

2

)︀
− ∆2𝜔𝑔𝑖𝑗

2

)︀
;

5)L𝜉𝐽
𝑖
𝑗 = 𝜉𝑘∇𝑘𝐽

𝑖
𝑗 − 𝐽𝛼

𝑗 ∇𝛼𝜉
𝑖 + 𝐽 𝑖

𝛼∇𝑗𝜉
𝛼 = 0,

залежатиме вiд 𝑟 = 2(𝑚 + 1)2 − 1 параметрiв.
у п. 3.3.3
Теорема 3.8 На компактному ЛКК-многовидi (𝑀𝑛, 𝐽, 𝑔) векторне по-

ле 𝜉, що генерує нетривiальнi конформно голоморфно-проективнi пере-
творення, є контраварiантним майже аналiтичним.

ВИСНОВКИ

У першому роздiлi дисертацiї з’ясовано
1.Якщо iснує голоморфне занурення Ψ : �́� 2𝑝 −→ 𝑀 2𝑚 комплексного

пiдмноговиду �́� 2𝑝 у ЛКК-многовид 𝑀 2𝑚, то занурений многовид �́� 2𝑝 є
ЛКК-многовидом. Зокрема, якщо поле Лi є нормальним до �́� 2𝑝, то зану-
рений многовид є келеровим.
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2. Знайдено необхiднi i достатнi умови для того, щом ЛКК многовид
допускав занурення комплексних гiперповерхонь так, щоб вiдповiдне поле
Лi було нормальним до зануреної поверхнi. 3. Дослiдженi властивостi май-
же контактних структур, iндукованих на дiйсних гiперповерхнях �́� 2𝑚−1,
що локально є iнтегральними многовидом рiвняння 𝜔 = 0 та їх залежнiсть
вiд властивостей форми Лi.

У цьому роздiлi ми пропонуємо, враховуючи спецiальнi властивостi
ЛКК-многовидiв iз формою Лi, що задовiльняє умовi

Φ4(𝜔𝑖,𝑗) =
1

2
||𝜔||2𝑔𝑖𝑗,

називати їх псевдовайсмановими многовидами (pseudo-Vaisman manifolds).
У другому роздiлi дисертацiї
1. Знайдено iнварiанти конформних вiдображень ЛКК-многовидiв.
2. Знайдено вирази тензору кривини, тензору Рiччi та скалярної криви-

ни конформно-плоского ЛКК-многовиду, а також, ЛКК-многовиду сталої
кривини.

3. Знадено необхiднi та достатнi умови збереження узагальненого тен-
зору Ейнштейна, а також тензору Рiмана 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 при конформних перетво-
реннях. Крiм того, доведено що рекурентнi (з тензором кривини тотож-
но не рiвним нулю), ейнштейновi (що не є Рiччi-плоскими) та орiєнтовнi
компактнi многовиди – не допускають таких нетривiальних конформних
вiдображень.

4. З’ясовано, що при iнфiнiтезимальних конформних перетвореннях
ЛКК-многовидiв, зберiгаючих комплексну структуру, якщо векторне по-
ле 𝜉 та iнварiант 𝜙 визначаються з вiдповiдної системи диференцiальних
рiвнянь, то компоненти похiдної Лi форми Лi дорiвнюють частинним по-
хiдним iнварiанта 𝜙.

5. З’ясовано, що порядок групи 𝐺𝑟 iнфiнiтезимальних конформних пе-
ретворень, що зберiгають комплексну структуру, не перевищує (𝑚+1)2, де
𝑚 є комплексною розмiрнiстю многовиду.

6. З’ясовано, що группа 𝐺𝑟 iнфiнiтезимальних конформних перетво-
рень ЛКК-многовиду, що зберiгають комплексну структуру, є локально
изоморфною групi гомотетiй келерової метрики, що знаходиться у кон-
формнiй вiдповiдностi з метрикою ЛКК-многовиду.

Третiй роздiл дисертацiї мiстить такi результати:
1. ЛКК-многовид 𝑀𝑛 не дозволяє iснування нетривiальних iнфiнiтези-

мальних голоморфно-проективних перетворень iз збереженням комплекс-
ної структури та її коварiнтної похiдної по зв’язностi Левi-Чiвiта.

2. Вводяться iнфiнiтезимальнi конформно голоморфно-проективнi пе-
ретворення, що зберiгають комплексну структуру, виписано систему ди-
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ференцiальних рiвнянь у частинних похiдних, що визначають цi перетво-
рення. Доведено, що розв’язок цiєї системи залежить не бiльше нiж вiд
𝑟 = 2(𝑚 + 1)2 − 1 параметрiв.

3. Знайдено об’єкти, що є iнварiантними вiдносно iнфiнiтезимальних
конформно голоморфно-проективних перетворень.

4. Доведено, що на компактному ЛКК-многовидi векторне поле, що
генерує нетривiальнi конформно голоморфно-проективнi перетворення, є
контраварiантним майже аналiтичним.

Отриманi в дисертацiї науковi результати можуть бути використанi при
подальшому дослiдженнi дифеоморфiзмiв ЛКК-многовидiв. Крiм того, ре-
зультати можуть бути використанi при побудовi фiзичних моделей типу
Калуци-Клейна, а також застосованi до локально конформних многовидiв
Калабi-Яу, що є складовими деяких моделей супергравiтацiї.
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АНОТАЦIЇ

Черевко Є. В. Геометрiя спецiальних дифеоморфiзмiв локаль-
но конформно-келерових многовидiв. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 — ”Гео-
метрiя та топологiя”. Одеський нацiональний економiчний унiверситет,
Одеса, 2018.

Дисертацiю присвячено вивченню властивостей локально конформно-
келерових многовидiв за допомогою дослiдження дифеоморфiзмiв цих мно-
говидiв. Знайдено об’єкти тензорного та не тензорного характеру, що є
iнварiантними вiдносно конформних вiдображень ЛКК-многовидiв. Знай-
дено вираз для похiдної Лi форми Лi. Для конформних iнфiнiтезималь-
них перетворень отримано систему диференцiальних рiвнянь у частинних
похiдних та умови її iнтегровностi. Також отримано необхiднi та достат-
нi умови для того, щоб ЛКК-многовид допускав iснування нетривiальної
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групи конформних перетворень, розраховано максимальну кiлькiсть пара-
метрiв цiєї групи. Доведено, що ця група конформних iнфiнiтезимальних
перетворень ЛКК-многовиду є iзоморфною до групи гомотетiй вiдповiдної
келерової метрики.

Введено конформно голоморфно-проективнi перетворення. Отримано
необхiднi та достатнi умови для того, щоб ЛКК-многовид допускав iсну-
вання нетривiальної групи конформно голоморфно-проективних перетво-
рень та обчислено максимальну кiлькiсть параметрiв цiєї групи. Знайдено
iнварiантнi об’єкти вiдносно цих пертворень, один тензорного, другий не
тензорного характеру.

Крiм результатiв дослiджень безпосередньо за темою, знайдено необхiд-
ну та достатню умову, якiй має вiдповiдати ЛКК-многовид, щоб дозволяти
занурення комплексної гiперповерхнi так, щоб поля Лi та анти-Лi були
нормальними до зануреної гiперповерхнi. Також отриманi необхiднi та до-
статнi умови для рiманових многовидiв (не обов’язково ЛКК-многовидiв)
якi допускають нетривiальнi конформнi вiдображення, що зберiгатимуть
узагальнений тензор Ейнштейна.

Ключовi слова: ермiтовi многовиди, локально конформно-келеровi
многовиди, дифеоморфiзми, конформнi перетворення, конформно
голоморфно-проективнi перетворення.
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Черевко Е. В. Геометрия специальных диффеоморфизмов ло-
кально конформно-кэлеровых многообразий. - Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук (доктора философии) по специальности 01.01.04 —
” Геометрия и топология ”. Одесский национальный экономический уни-
верситет, Одесса, 2018.

Диссертация посвящена изучению свойств локально конформно-
кэлеровых многообразий с помощью исследования диффеоморфизмов этих
многообразий. Найдены объекты как тензорного так и не тензорного харак-
тера, которые являются инвариантными относительно конформных отоб-
ражений ЛКК-многообразий. Найдено выражение для производной Ли
формы Ли. Для конформных инфинитезимальных преобразований полу-
чена система дифференциальных уравнений в частных производных и
условия ее интегрируемости. Также получены необходимые и достаточ-
ные условия для того, чтобы ЛКК-многообразие допускало существова-
ние нетривиальной группы конформных преобразований, рассчитано мак-
симальное количество параметров этой группы. Доказано, что эта группа
конформных инфинитезимальных преобразований ЛКК-многообразия яв-
ляется изоморфной группе гомотетий соответствующей кэлеровои метри-
ки.

Введено понятие конформно голоморфно-проективного преобразова-
ния. Получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы ЛКК-
многообразие допускало существование нетривиальной группы конформ-
но голоморфно-проективных преобразований и рассчитано максимальное
количество параметров этой группы. Найдены инвариантные объекты от-
носительно этих преобразований, один тензорного, другой – не тензорного
характера.

Кроме результатов исследований непосредственно по теме, найдено
необходимое и достаточное условие, которому должно отвечать ЛКК-
многообразие, чтобы допускать погружения комплексной гиперповерхно-
сти так, чтобы поля Ли и анти-Ли были нормальными к погруженной
гиперповерхности. Также получены необходимые и достаточные условия
для римановых многообразий (не обязательно ЛКК-многообразий), кото-
рые допускают нетривиальные конформные отображения, сохраняющие
обобщенный тензор Эйнштейна.

Ключевые слова: эрмитовы многообразия, локально конформно-
кэлеровы многообразия, диффеоморфизмы, конформные преобразования,
конформно голоморфно-проективные преобразования.
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Cherevko Y. V. Geometry of special diffeomorphisms of locally
conformal Kähler manifolds. – Manuscript.

Thesis of the dissertation for obtaining of the degree of candidate of sciences
in physics and mathematics, speciality 01.01.04 – Geometry and topology.
Odesa National Economics University, Odesa, 2018.

Complex geometry deals primarily with Kählerian manifolds i.e. manifolds
carrying some Kählerian metric. But some complex manifolds, such as complex
Hopf manifolds admit no global Kählerian metrics at all. But we can often find
for every map of atlas a multiplyer which transforms a metric into a Kählerian
one. One can say that a metric 𝑔 is a locally conformal Kähler (l.c.K.) metric
if 𝑔 is conformal to some local Kählerian metric in the neighborhood of each
point of a manifold.

Actually the locally Conformal Kähler manifolds was introduced by
W. Westlake in 1954, some publications was soon made by P. Libermann,
but mainly through the works of Vaisman since the 1970s the geometry
of l.c.K. manifolds has developed. A great amount of research has been
produced by E. Bedford, T. Suwa, A. Cordero, M. Fernandez, M. De Leon,
T. Kashiwada, M. Verbitsky, T. Kashiwada S. Sato (who showed that
the first Betti number of a compact generalized Hopf manifold is odd),
B. Y. Chen, P. Piccinni (who studied foliations naturally occuring on a
l.c.K. manifold), S. I. Goldberg, I. Vaisman, C. P. Boyer (who demonstrated
the relationship between anti-self-dual compact complex surfaces and l.c.K.
surfaces), H. Pedersen, Y. S. Poon, A. Swann (who proved that Hermite-
Einstein-Weyl manifolds are generalized Hopf manifolds), M. Pontecorvo
(who studied conformally flat l.c.K. surfaces), D. Perrone (who gave a
spectral characterization of complex Hopf surfaces), K. Tsukada (who studied
holomorphic vector fields on g.H. manifolds), J. C. Marrero, J. Rocha (who
studied submersions from a 1.c.K. manifold), etc. The theory of submanifolds
in 1.c.K. manifolds, was developed by J. L. Cabrerizo M. F. Andres, S. Ianus,
L. Ornea, K. Matsumoto, F. Narita. Mappings and transformations of 1.c.K.
manifolds was explored by V. F. Kirichenko, J. Mikes, A. Moroianu, · L. Ornea.

The thesis consists of an introduction, three chapters and a list of references.
The introduction includes relevance of research topic, purpose, objectives,
subject, object and research methods. There we substantiate the relevance of
research topic.

The first Chapter is devoted to formulate the basic ideas of the complex
geometry such as almost complex structure, Hermitian metric, Lee form. Also
we consider the place taken by 1.c.K manifolds among sixteen Gray-Hervella
classes. Also some examples were given. Then we have found the necessarily
and sufficient conditions for an LCK-manifold to admit immersion of complex
hypersurface so that the Lee field and the anti-Lee field to be normal to the
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hypersurface. We propose call such LCK-manifolds as the Pseudo-Vaisman
manifolds.

The second Chapter has been divided into two sections. The first one is
devoted to the finite conformal mappings. We find tensors and non-tensor
which are preserved by the mappings. Also we obtain the necessarily and
sufficient conditions for Riemannian manifolds (not necessarily an 1.c.K. ones)
admitting conformal mappings preserving the Generalized Einstein tensor.
The second sections is devoted to infinitesimal transformations. We have
obtained that 1.c.K. manifolds does not admit nontrivial infinitesimal projective
transformations. Then we study infinitesimal conformal transformations of
1.c.K. manifolds. We have found the expression for the Lie derivative of a
Lee form. Also we have obtained the system of partial differential equations
for the transformations, and explored its integrability conditions. Finally we
have got the necessary and sufficient conditions in order that the an 1.c.K.
manifold admit a group of conformal motions. Also we have calculated the
number of parameters which the group depends on. We have proved that a
group of conformal motions admitted by an 1.c.K. manifold is isomorphic to a
homothetic group admitted by corresponding Kählerian metric.

The third Chapter is devoted to the problem of holomorphically projective
transformations of locally conformal manifolds. It’s worth to be noted, that
J. Mikes and Z. Radulovich have proved that an 1.c.K. manifold does not
admit finite nontrivial holomorphically projective mappings for a Levi-Civita
connection. We have proved that an 1.c.K. manifold also does not admit
nontrivial infinitesimal holomorphically projective transformations for a Levi-
Civita connection. But since the Weyl connection defined by Lee form on
an 1.c.K. manifold is F-connection, hence for the connection the nontrivial
infinitesimal holomorphically projective transformations are admitted. Then
we rewrote the system of partial differential equations for the Levi-Civita
connection. So we introduced so called infinitesimal conformal holomorphically
projective transformations. We have got the necessary and sufficient conditions
in order that the an 1.c.K. manifold admit a group of infinitesimal conformal
holomorphically projective transformations. Also we have calculated the
number of parameters which the group depends on. We have got invariants,
i. e. a tensor and a non-tensor which are preserved by the transformations.

Key words: Hermitian manifolds, locally Conformal Kähler manifolds,
diffeomorphisms, conformal transformations, conformal holomorphically
projective transformations.
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