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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.01 – “Математичний аналiз” (111 – Математика). –

Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара Мiнiстерства освiти

i науки України, Днiпро, Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню класичних задач теорiї

наближення про обчислення поперечникiв функцiональних класiв, оптимiзацiї

квадратурних формул на класах функцiй однiєї та багатьох змiнних, найкращого

наближення функцiй багатьох змiнних сплайнами, найкращого вiдновлення

операторiв та функцiоналiв, одержання точних нерiвностей типу Колмогорова

для норм похiдних цiлого та дробового порядку.

Перший роздiл роботи присвячено задачi про обчислення лiнiйних поперечникiв

класiв 𝐻𝜔([0, 1]) функцiй, визначених на вiдрiзку [0, 1], з заданою мажорантою

модуля неперервностi 𝜔 в просторi неперервних функцiй. Поперечники за

Колмогоровим таких функцiональних класiв були знайденi в 1960-1970-х рр.,

проте точнi значення вiдповiдних лiнiйних поперечникiв дотепер залишаються

невiдомими. В результатi проведених дослiджень одержано точнi значення

лiнiйних одновимiрних поперечникiв класiв 𝐻𝜔([0, 1]) та їх перiодичних

аналогiв в просторi неперервних функцiй. Це дозволило встановити новi

оцiнки зверху лiнiйних поперечникiв класiв 𝐻𝜔([0, 1]) вищих порядкiв, якi

покращують ранiше вiдомi оцiнки. В роздiлi також показано, що отриманi

оцiнки зверху є точними на широкому класi лiнiйних методiв наближення –

позитивних мiнiедральних методах. Для цього була означена та обчислена нова

апроксимативна характеристика, яка спорiднена вiдносним поперечникам.
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Другий роздiл присвячено дослiдженню задачi оптимiзацiї квадратурних

формул на класах функцiй однiєї та багатьох змiнних. В 1980-х рр. була доведена

оптимальнiсть формул прямокутникiв серед всеможливих точкових квадратурних

формул на класах згорток 𝐾 * 𝐹 ядер 𝐾, що не збiльшують осциляцiю, з

переставно iнварiантними множинами 𝐹 перiодичних функцiй. Класи згорток

узагальнюють багато важливих в теорiї наближення функцiональних класiв,

наприклад, класи Соболєва, а тому їх розгляд дозволив суттєво збагатити ряд

функцiональних класiв, на яких формула прямокутникiв є найкращою. В даному

роздiлi результати оптимiзацiї точкових квадратур були поширенi на випадок

задачi оптимiзацiї iнтервальних квадратурних формул на класах згорток 𝐾 * 𝐹

та, зокрема, доведена оптимальнiсть iнтервальної формули прямокутникiв –

формули з рiвними коефiцiєнтами та рiвновiддаленими серединами вузлових

iнтервалiв – на таких функцiональних класах. Ключову роль при отриманнi цього

результату мала встановлена нова властивiсть ядра Стєклова не збiльшувати

осциляцiю на вузькому класi функцiй, якi можна зобразити у виглядi рiзницi

несиметричних iдеальних сплайнiв нульового порядку. Ця властивiсть дозволила

також довести новi нерiвностi для переставлень усереднених моносплайнiв та

найкращих несиметричних наближень усереднених iдеальних несиметричних

сплайнiв константами.

Крiм того, в роздiлi роз’язано задачу оптимiзацiї квадратурних формул, що

використовують в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення

вздовж перетинiв областi визначення гiперплощинами заданої вимiрностi, на

класах функцiй багатьох змiнних, заданих обмеженням на модуль неперервностi

або на норми частинних похiдних.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню задачi про знаходження асимптотичної

поведiнки найкращих наближень функцiй багатьох змiнних сплайнами. Головний

результат роздiлу полягає в одержаннi точної асимптотики похибки найкращого

нелiнiйного наближення опуклих функцiй двох змiнних лiнiйними неперервними
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сплайнами в термiнах числа елементiв трiангуляцiй. Разом зi звичайними

наближеннями ми розглядаємо (𝛼, 𝛽)-несиметричнi наближення, що дозволяє

дослiджувати широкий клас задач з єдиної точки зору, включаючи симетричнi та

одностороннi наближення. Важливим кроком при отриманнi точної асимптотики

похибки найкращого нелiнiйного наближення опуклих функцiй лiнiйними

сплайнами виступила розв’язана екстремальна задача про найкраще несиметричне

наближення канонiчної додатно визначеної квадратичної форми лiнiйними

функцiями на симплексах.

Також в третьому роздiлi дослiджується задача трансфiнiтної iнтерполяцiї

функцiй багатьох змiнних гармонiчними сплайнами. Знайдено точний порядок

асимптотичної поведiнки похибки найкращої трансфiнiтної iнтерполяцiї на класi

𝑊Δ
∞(Ω) в метрицi простору 𝐿𝑞 i на класах 𝑊Δ

𝑝 (Ω) в метрицi простору 𝐿1 за

допомогою гармонiчних сплайнiв та встановлено, що такий порядок не залежить

вiд вимiрностi простору, в якому визначенi наближуванi функцiї.

У четвертому роздiлi дослiджується задача найкращого вiдновлення операторiв

за точно або неточно заданою iнформацiєю. В результатi проведених дослiджень

знайдено похибку вiдновлення тотожного оператора на класi 𝑊 2
∞(𝐺) функцiй

багатьох змiнних, визначених на опуклому тiлi 𝐺, якi мають рiвномiрно обмеженi

в кожному напрямку похiднi другого порядку, за iнформацiєю про значення

функцiй та їх градiєнтiв в заданiй скiнченнiй системi точок. Також розв’язана

задача найкращого вiдновлення iнтегральних операторiв з невiд’ємним ядром

та їх сум на класах функцiй, визначених на компактах метричного простору та

заданих обмеженням на модуль неперервностi, за неточно заданою iнформацiєю

про значення функцiй в заданiй скiченнiй системi точок. Отриманi результати

можна використати для побудови практичних алгоритмiв для найкращого

вiдновлення розв’язкiв граничних задач для рiвнянь в частинних похiдних,

iнтегральних та диференцiальних рiвнянь.

П’ятий роздiл присвячено одержанню точних нерiвностей типу Колмогорова



5

для норм похiдних та розв’язку спорiдненої задачi Стєчкiна про найкраще

наближення необмежених операторiв лiнiйними обмеженими операторами.

Результати роздiлу полягають в наступному.

Отримано нову точну мультиплiкативну нерiвнiсть, що оцiнює 𝐿∞-норму

дробової похiдної в смислi Маршо функцiї, визначеної на напiвосi невiд’ємних

чисел, через 𝐿∞-норму самої функцiї та 𝐿𝑠-норму її похiдної другого

порядку. Одержанi результати застосовано до розв’язання задачi про найкраще

наближення оператора дробового диференцiювання в смислi Маршо лiнiйними

обмеженими операторами на класах функцiй, якi задаються обмеженням на

похiдну другого порядку. Розглянуто бiльш загальну ситуацiю, коли друга похiдна

функцiй належить iдеальнiй решiтцi.

Розв’язано задачу про найкраще наближення операторiв диференцiювання

першого порядку та функцiоналiв диференцiювання першого порядку в точцi на

класах функцiй, визначених на скiченному вiдрiзку, друга похiдна яких належить

одиничнiй кулi простору 𝐿𝑝. Цi результати поширенi на простори Орлiча, якi

узагальнюють одиничнi кулi в простори 𝐿𝑝.

Побудовано оператори i функцiонали найкращого наближення, вiдповiдно,

операторiв диференцiювання i функцiоналiв диференцiювання в точцi першого

та другого порядкiв на класах функцiй, визначених на скiнченному вiдрiзку,

𝐿∞-норма третьої похiдної яких обмежена одиницею.

Одержано новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних

абсолютно монотонних та кратно монотонних функцiй, визначених на скiнченному

вiдрiзку.

Ключовi слова: найкраще наближення; найкраще несиметричне наближення;

найкраще вiдновлення операторiв; найкраще наближення необмежених операторiв;

поперечник за Колмогоровим; лiнiйний поперечник; вiдноснi поперечники;

трансфiнiтна iнтерполяцiя; квадратурнi формули; iнтервальнi квадратурнi

формули; лiнiйнi сплайни; класи згорток; ядра, що не збiльшують осциляцiю;
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нерiвностi для норм похiдних; дробова похiдна; класи функцiй з заданою

мажорантою модуля неперервностi.

Skorokhodov D. S. Optimal recovery of operators and functionals and related

extremal problems of Approximation Theory. – The Manuscript.

Thesis for the Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences in Speciality

01.01.01 – Mathematical Analysis (111 – Mathematics). – Oles Honchar Dnipro

National University of Ministry of Education and Science of Ukraine, Dnipro, Institute

of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to investigation of classical problems in Approximation Theory

on calculating the widths of functional classes, optimization of quadrature formulas on

classes of univariate and multivariate functions, the best approximation of multivariate

functions by splines, the best recovery of operators and functionals, obtaining sharp

Kolmogorov type inequalities for the norms of derivatives of integral and fractional

order.

In the first chapter of the thesis we consider the problem of finding linear widths of

classes 𝐻𝜔([0, 1]) of functions defined on the interval [0, 1] and having given majorant

𝜔 for its modulus of continuity in the space of continuous functions. Kolmogorov widths

of these functional classes were found in 1960-1970’s but exact values of corresponding

linear widths remain unknown. As a result of conducted investigations, we find exact

values of the first order linear widths of classes 𝐻𝜔([0, 1]) and their periodic analogues

in the space of continuous functions. This allowed us to establish new upper estimates

for the high order linear widths of classes 𝐻𝜔([0, 1]) that improve known estimates.

Also, we show that such upper estimates are sharp on a wide class of linear methods,

namely, positive minihedral methods. To this end we define and calculate a new

approximative characteristic that is close to relative widths.

In the second chapter we consider the problem of finding optimal quadrature

formulas on classes of univariate and multivariate functions. In 1980’s it was proved
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that the rectangle formula is the best point quadrature formula on convolution

classes 𝐾 * 𝐹 of variation diminishing kernels 𝐾 with rearrangement invariant

sets 𝐹 of periodic functions. Convolution classes generalize many functional classes

that are important in Approximation Theory, for example, Sobolev classes. Hence,

consideration of convolution classes allowed significantly enrich a series of functional

classes on which rectangle formula is the optimal one. In this chapter we extend the

results on optimization of point quadrature formulas onto the problem of finding the

best interval quadrature formula on convolution classes 𝐾 *𝐹 . In particular, we prove

optimality of interval rectangle formula that is the formula with equal coefficients and

equidistant centers of node intervals on convolution classes. The key part in establishing

this result is played by the new variation diminishing property of the Steklov kernel on

a narrow class of functions that can be represented as the difference of asymmetric

perfect splines of zero order. This property allowed to prove new inequalities for

rearrangements of averaged monosplines and the best asymmetric approximations of

averaged asymmetric perfect splines by constant functions.

In addition, we solve the problem of finding the best quadrature formula that uses

as information about the integrand function its averages over intersections of domain of

definition with hyperplanes of given dimension on the classes of multivariate functions

defined by the majorant for its modulus of continuity or the limitations on the norms

of partial derivatives.

In the third chapter we study the problem of finding the asymptotic behavior

of the best approximation of multivariate functions by splines. The main result of

this chapter consists in establishing the sharp asymptotic behavior of the error of

the best nonlinear approximation of convex bivariate functions by linear continuous

splines in terms of the number of elements of triangulations. Together with the regular

approximations we consider (𝛼, 𝛽)-asymetric approximations that allows us to study

a wide class of problems from a common viewpoint including symmetric and one-

sided approximations. An important step in finding the sharp asymptotics of the
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best nonlinear approximation of convex functions by linear splines was in solving the

extremal problem of the best asymmetric approximation of canonical positive definite

quadratic form by linear functions on simplices.

Also, in the third chapter we consider the problem of transfinite interpolation of

multivariate functions by harmonic splines. We find the sharp order of asymptotic

behavior of the best transfinite interpolation on the class 𝑊Δ
∞(Ω) in 𝐿𝑞-metric and on

the classes𝑊Δ
𝑝 (Ω) in 𝐿1-metric by harmonic splines and establish that this order does

not depend on the dimensionality of the space where the functions are defined.

In the fourth chapter we investigate the problem of optimal recovery of operators

given exact or non-exact information. As a result of investigations we find the error

of optimal recovery of identity operator on the class 𝑊 2
∞(𝐺) of multivariate functions

defined on a convex body 𝐺 and having uniformly bounded second order directional

derivatives given exact information on the values of functions and its gradients in a fixed

system of points. Also, we solve the problem of optimal recovery of integral operators

with non-negative kernel and sums of such operators on the classes of functions defined

on compacts of metric spaces and having a given majorant for its modulus of continuity

given non-exact information on the values of functions in a fixed finite system of points.

The obtained results can be used for a construction of practical algorithms of the best

recovery of solutions to boundary value problems for partial differential equations,

integral and differential equations.

The fifth chapter is devoted to establishing sharp Kolmogorov type inequalities

for the norms of derivatives and solving the related Stechkin problem of the best

approximation of operators by linear bounded ones. We obtain the following results.

We find a new sharp multiplicative inequality that estimates 𝐿∞-norm of the

Marchaud fractional derivative of a function defined on the non-negative halfline in

terms of 𝐿∞-norm of the function itself and 𝐿𝑠-norm of the second order function

derivative. We apply these results to solve the problem of the best approximation of

the Marchaud fractional differentiation operator by linear bounded operators on the



9

classes of functions having the 𝐿𝑠-norm of the second order derivative bounded by one.

Also, we consider more general situation when the second order derivative belongs to

the ideal lattice.

We solve the problem of the best approximation of first order differentiation operator

and first order point differentiation functionals on the classes of functions defined on a

finite interval and whose second order derivative belongs to the unit ball in the space

𝐿𝑝. We extend these results onto the Orlicz spaces that generalize the 𝐿𝑝 spaces.

We construct operators and functionals of the best approximation of differentiation

operators and point differentiation functionals, respectively, of the first and second

orders on the classes of functions defined on a finite interval whose third order derivative

has 𝐿∞-norm bounded by one.

We obtain new sharp Kolmogorov type inequalities for the norms of derivatives of

absolutely monotone and multiply monotone functions defined on a finite interval.

Keywords: the best approximation; the best asymmetric approximation; the best

recovery of operators; the best approximation of unbounded operator; Kolmogorov

width; linear width; relative widths; transfinite interpolation; quadrature formulas;

interval quadrature formulas; linear splines; convolution classes; variation diminishing

kernels; inequalities for the norms of derivatives; fractional derivative; the class with

given majorant for the modulus of continuity.
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Перелiк умовних позначень

∀ – квантор загальностi: “для кожного” або “для будь-якого”

∃ – квантор iснування “iснує”

⇒ – операцiя iмплiкацiї

:= – дорiвнює за означенням

𝑥 ∈ Ω – елемент 𝑥 належить множинi Ω

𝑥 ̸∈ Ω – елемент 𝑥 не належить множинi Ω

𝐴 ∩𝐵 – перетин множин 𝐴 та 𝐵

𝐴 ∪𝐵 – об’єднання множин 𝐴 та 𝐵

𝐴 ⊂ 𝐵 – множина 𝐴 мiститься в множинi 𝐵

𝜕𝐴 – межа множини 𝐴

∅ – порожня множина

#𝐴 – кiлькiсть елементiв скiнченної множини 𝐴

R – дiйсна вiсь

R+ – напiввiсь дiйсних додатних чисел

R0
+ – напiввiсь дiйсних невiд’ємних чисел

R0
− – напiввiсь дiйсних недодатних чисел

T – перiод довжини 2𝜋

Z – множина цiлих чисел

Z+ – множина цiлих невiд’ємних чисел

N – множина натуральних чисел

dim𝐹 – вимiрнiсть скiнченновимiрного лiнiйного простору 𝐹

span𝐹 – замикання лiнiйної оболонки пiдмножини 𝐹 лiнiйного простору

rank𝐴 – ранг лiнiйного оператора 𝐴

R𝑑 – дiйсний 𝑑-вимiрний простiр точок x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) з координатами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑

𝜇Ω – мiра вимiрної за Лебегом множини Ω ⊂ R𝑑

A𝑡 – прямокутна матриця, транспонована до матрицi A

detA – визначник квадратної матрицi A

A−1 – матриця, обернена до квадратної матрицi A

sup
𝑥∈Ω

𝑓(𝑥) – точна верхня межа функцiї 𝑓 : Ω → R
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inf
𝑥∈Ω

𝑓(𝑥) – точна нижня межа функцiї 𝑓 : Ω → R
esssup {𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ Ω} – iстотна верхня межа функцiї 𝑓 : Ω → R
𝐻(𝑓 ; ·) – гесiан двiчi диференцiйовної функцiї 𝑓
sgn 𝑧 – знак числа 𝑧 ∈ R, тобто величина, що дорiвнює 1, коли 𝑧 > 0, дорiвнює

−1, коли 𝑧 < 0, та дорiвнює 0, коли 𝑧 = 0

𝜈(𝑓) – число змiн знаку функцiї 𝑓 на перiодi, якщо функцiя 𝑓 є 2𝜋-перiодичною,

або на вiдрiзку [0, 1], якщо 𝑓 визначена на [0, 1]

𝜔(𝑡) – модуль неперервностi

𝑟(𝑓, 𝑡) – незростаюче переставлення звуження 2𝜋-перiодичної функцiї 𝑓 на перiод,

або незростаюче переставлення функцiї 𝑓 : [0, 1] → R
𝑓 * 𝑔 – згортка перiодичних функцiй 𝑓 та 𝑔

∇𝑓 – градiєнт функцiї 𝑓

𝐴 ∘𝐵 – композицiя операторiв 𝐴 та 𝐵

𝑋* – простiр, спряжений до дiйсного нормовного простору 𝑋

𝐶(Ω) – простiр неперервних функцiй 𝑓 : Ω → R
𝐻𝜔 – клас функцiй, визначених на вiдрiзку [0, 1], що мають заданий модуль

неперервностi 𝜔

ℓ𝑝 – простiр R𝑑 з метрикою ‖ · ‖𝑝
𝐻𝜔
𝑝 (𝐺) – клас функцiй, визначених на вимiрнiй множинi 𝐺 ⊂ R𝑑, заданих

обмеженням 𝜔 на зростання функцiй з класу вiдносно метрики ℓ𝑝

𝐿𝑝(𝐺) (1 6 𝑝 < ∞) – простiр вимiрних та iнтегровних в степенi 𝑝 функцiй

𝑓 : 𝐺→ R з нормою ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)

𝐿∞(𝐺) – простiр iстотно обмежених функцiй 𝑓 : 𝐺→ R з нормою ‖𝑓‖𝐿∞(𝐺)

𝐶𝑟(𝐺) – множина 𝑟-кратно диференцiйовних функцiй 𝑓 : 𝐺→ R
𝐿𝑟𝑝(𝐺) (𝐺 ⊂ R) – множина функцiй 𝑓 : 𝐺 → R таких, що 𝑓 (𝑟−1) є локально

абсолютно неперервною на 𝐺 та 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝(𝐺)

𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) (𝐺 ⊂ R) – множина функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) ∩ 𝐿𝑟𝑠(𝐺)
𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺) (𝐺 ⊂ R) – клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺), для яких ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) 6 1,

𝐿𝑟𝑝(𝐺) – множина функцiй 𝑓 : 𝐺 → R таких, що 𝑓 (𝑟−1) є локально абсолютно

неперервною на вимiрнiй множинi 𝐺 ⊂ R та 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝(𝐺)

Δ – оператор Лапласа в просторi R𝑑
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𝐿Δ
𝑝 (𝐺) – множина функцiй 𝑓 : 𝐺→ R таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺)

𝑊Δ
𝑝 (𝐺) – клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑝 (𝐺), для яких ‖Δ𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)
6 1

𝒯2𝑛−1 – простiр тригонометричних полiномiв степенi не вище за 𝑛− 1

𝒫𝑟 – простiр алгебраїчних полiномiв степенi не вище за 𝑟

deg𝑃 – ступiнь алгебраїчного полiнома 𝑃

𝐸 (𝑓 ;𝐹 )𝑋 – похибка найкращого наближення функцiї 𝑓 пiдпростором 𝐹 в метрицi

простору 𝑋

𝐸 (ℳ;𝐹 )𝑋 – похибка найкращого наближення класу ℳ пiдпростором 𝐹 в

метрицi простору 𝑋

𝑑𝑁 (ℳ;𝑋) – 𝑁 -поперечник за Колмогоровим класу ℳ в просторi 𝑋

𝜆𝑁 (ℳ;𝑋) – лiнiйний 𝑁 -поперечник класу ℳ в просторi 𝑋

ℰ (ℳ;𝒬) – похибка найкращого наближення iнтегралiв вiд функцiй з класу ℳ
за допомогою множини лiнiйних функцiоналiв 𝒬

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

𝑝 (𝐺)
)︀
𝑠
– похибка найкращої трансфiнiтної iнтерполяцiї класу 𝑊Δ

𝑝

гармонiчними сплайнами на прямокутних розбиттях, що складаються не

бiльш, нiж з 𝑁 елементiв, в нормi простору 𝐿𝑠

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) – похибка найкращого вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за

iнформацiєю 𝐼, що задана з похибкою 𝑈 , в метрицi простору 𝑌

Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) – модуль неперервностi оператора 𝑇 на класi 𝑊

𝑈(𝑇, 𝑆;𝑊 ) – похибка наближення оператора 𝑇 оператором 𝑆 на множинi 𝑊

𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) – похибка найкращого наближення оператора 𝑇 лiнiйними обмеженими

операторами, норма яких не перевищує 𝑁 , на класi 𝑊



22

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Центральне мiсце в теорiї апроксимацiї посiдає задача

найкращого наближення функцiональних класiв рiзноманiтними наближуючими

апаратами. Для оцiнювання мiри апроксимативних можливостей функцiональних

класiв А.М. Колмогоров у 1936 р. запропонував дослiдження поперечникiв та

отримав першi точнi результати щодо їх обчислення.

В подальшому задача про знаходження поперечникiв за Колмогоровим

вивчалася У. Рудiним, С.Б. Стєчкiним, а також В.М. Тихомировим, який розробив

потужний метод отримання точних оцiнок знизу поперечникiв, що спирається на

топологiчну теорему К. Борсука. Численнi узагальнення методу були застосованi

В.М. Тихомировим, Ю.М. Суботiним, Ю. I. Маковозом, М.П. Корнєйчуком,

В.П. Моторним, В. I. Рубаном, А.О. Лiгуном, А. Пiнкусом та iн. для обчислення

поперечникiв за Колмогоровим цiлого ряду класiв функцiй.

Певнi задачi потребують бiльш специфiчної структури наближуючих апаратiв,

що спонукало до запровадження й iнших апроксимативних характеристик.

В.М. Тихомиров запропонував дослiдження лiнiйного поперечника. Проте,

незважаючи на численнi дослiдження, на сьогоднi не створено загальних

методiв отримання точних оцiнок знизу лiнiйних поперечникiв, якi б суттєво

використовували лiнiйнiсть наближуючих методiв. Натомiсть, в бiльшостi

випадкiв, в яких були знайденi точнi значення лiнiйних поперечникiв, вдалося

побудувати лiнiйний метод, який виявився найкращим. Але для деяких класичних

функцiональних множин i, зокрема, для класiв 𝐻𝜔, вiдомо, що лiнiйнi методи

наближення не є найкращими. Тому задача про обчислення точних значень

лiнiйних поперечникiв таких класiв функцiй залишається вiдкритою.

Збагачення та ускладнення областi застосувань теорiї наближення сприяло

узагальненню постановок задач теорiї апроксимацiї, що дозволило розглядати їх

з єдиної точки зору. Одним з найбiльш важливих таких узагальнень є задача

найкращого вiдновлення операторiв. Хоча близькi задачi виникають ще в серединi

ХХ ст. в роботах А.М. Колмогорова, А. Сарда, С.М. Нiкольського, Дж. Кiфера

та iн., задача найкращого вiдновлення операторiв починає дослiджуватися як
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окремий клас задач в теорiї апроксимацiї та теорiї iнформацiйної складностi в

1970-х рр. С.А. Смоляком, М.С. Бахваловим, О. Г. Марчуком, К.Ю. Осипенком,

М. Голомбом, С.А. Мiчелi, Т.Дж. Рiвлiном, А.А. Мелкманом. Вагомий внесок в

дослiдження цiєї задачi належить Дж.Ф. Траубу, Х. Вожняковському, Е. Новаку,

А. Г. Вершульцу, Л. Пласкотi, Г. В. Васiльковському, О.А. Женсикбаєву та

багатьом iншим математикам. Незважаючи на отриманi ними результати, задачi

найкращого вiдновлення тотожних операторiв на класах гладких функцiй

багатьох змiнних розв’язанi лише в виключних випадках.

Задача оптимiзацiї квадратурних формул виступає важливою конкретизацiєю

задачi найкращого вiдновлення операторiв в чисельному аналiзi. Першi її

постановки в смислi вiдшукання квадратурних формул найвищої алгебраїчної

точностi були сформульованi ще в 1804 р. К.Ф. Гаусом. Виходячи з iдей

теорiї апроксимацiї, А.М. Колмогоров запропонував iншу постановку задачi

оптимiзацiї квадратур, що полягає в знаходженнi квадратурних формул з

найменшою можливою похибкою на функцiональних класах. С.М. Нiкольський,

Т.Н. Бусарова, М.П. Корнєйчук, В.П. Моторний, А.О. Лiгун, О.А. Женсикбаєв

довели оптимальнiсть формули з рiвновiддаленими вузлами та рiвними

коефiцiєнтами – формули прямокутникiв – на перiодичних класах Соболєва

𝑊 𝑟
𝑝 (T). К. I. Осколков, М. Чахкiєв, В.Ф. Бабенко, Т.А. Гранкiна та Нгуєн Тхi Т.Х.

поширили цi результати на класи згорток ядер, що не збiльшують осциляцiю, з

довiльними множинами.

Важливими для наближеного обчислення iнтегралiв є також квадратурнi

формули за iншими типами iнформацiї, наприклад, iнтервальнi квадратурнi

формули, якi використовують в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю

її усереднення вздовж малих iнтервалiв областi визначення.

Задачi оптимiзацiї iнтервальних квадратур виявилися суттєво складнiшими за

задачi оптимiзацiї точкових квадратурних формул. Оптимальнiсть iнтервального

аналогу формули прямокутникiв була встановлена лише на окремих класах

перiодичних функцiй В.Ф. Бабенком, В П. Моторним, С.В. Бородачовим,

Е.В. Дерец. Тому вiдкритою була гiпотеза про оптимальнiсть iнтервальної

формули прямокутникiв на класах згорток ядер, що не збiльшують осциляцiю.
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Сплайни є одним з найбiльш важливих апаратiв теорiї наближення та

знаходять численнi застосування в рiзноманiтних областях знань. Починаючи

з роботи М.Ш. Бiрмана i М. З. Соломяка, активного розвитку набувають

дослiдження нелiнiйних наближень функцiй сплайнами, а на початку 1980-х рр.

виокремлюється напрям, пов’язаний зi встановленням точної асимптотики

нелiнiйних наближень. Попри чималу кiлькiсть результатiв, вiдритим тут

залишається, навiть, питання про точну асимптотичну поведiнку найкращого

нелiнiйного наближення функцiй багатьох змiнних лiнiйними сплайнами.

Серед екстремальних задач теорiї наближення чiльне мiсце посiдають

нерiвностi для норм похiдних, якi вперше виникають на початку ХХ ст.

в роботах А. Кнезера, Ж. Адамара, Г. Г. Хардi, Дж. I. Лiтлвуда, Е. Ландау.

Такi нерiвностi називаються нерiвностями типу Колмогорова завдяки видатному

внеску А.М. Колмогорова в їх дослiдження. Точнi нерiвностi типу Колмогорова

становлять особливий iнтерес, оскiльки саме вони та методи їх доведення

знаходять найбiльше застосувань.

Завдяки зусиллям Е. Ландау, Ч.К. Чуi, А. Пiнкуса, С. Карлiна, О. I. Звягiнцева,

М. Сато, О.Ю. Шадрiна, В.Ф. Бабенка, А.О. Лiгуна, В.О. Кофанова,

В. I. Бурєнкова, Б.Д. Боянова, Н. Найденова, Ю.В. Бабенко та iн. вiдомо багато

точних нерiвностей типу Колмогорова як для довiльних функцiй, так i для

спецiальних класiв функцiй, визначених на скiнченному вiдрiзку. Але переважна

бiльшiсть таких нерiвностей отримана для функцiй малої гладкостi. Отже, задача

про знаходження точних нерiвностей типу Колмогорова для функцiй, визначених

на скiнченному вiдрiзку, потребує подальшого вивчення. Становить iнтерес

i дослiдження спорiднених задач, зокрема, задачi про найкраще наближення

операторiв диференцiювання лiнiйними обмеженими операторами.

Разом з похiдними цiлого порядку в рядi питань аналiзу, теорiї диференцiальних

рiвнянь та їх застосуваннях виникає необхiднiсть в дослiдженнi похiдних

дробового порядку. Це зумовлює iнтерес до задачi про знаходження точних

нерiвностей типу Колмогорова й для дробових похiдних функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась згiдно з загальними планами дослiджень кафедри
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математичного аналiзу та кафедри математичного аналiзу i теорiї функцiй

Днiпропетровського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара, а також

згiдно з держбюджетними темами №1-147-07 “Оптимiзацiя методiв вiдновлення

математичних об’єктiв за неповною iнформацiєю”, № державної реєстрацiї

0107U000523; №1-221-10 “Оптимальне вiдновлення операторiв на класах функцiй

однiєї та багатьох змiнних”, № державної реєстрацiї 0110U001282; №1-326-17

“Екстремальнi проблеми теорiї наближень функцiй дiйсного змiнного i нерiвностi

типу Колмогорова”, № державної реєстрацiї 0117U001208, i з науково-дослiдною

темою ММФ-78-13 “Нерiвностi для похiдних i екстремальнi задачi в рiзних

нормованих просторах”, № державної реєстрацiї 0114U000193.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiйного

дослiдження є одержання нових результатiв щодо розв’язку задач найкращого

вiдновлення операторiв i функцiоналiв та щодо встановлення точної асимптотики

найкращого нелiнiйного наближення функцiй багатьох змiнних сплайнами,

знаходження точних нерiвностей для норм похiдних функцiй, визначених

на дiйснiй напiвосi або скiнченному вiдрiзку, i розв’язання спорiднених

екстремальних задач теорiї наближення.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй однiєї та багатьох дiйсних змiнних,

серед яких класи опуклих функцiй, класи функцiй, заданих обмеженням

на норму лапласiана, на норми похiдних старшого порядку або модуль

неперервностi, класи згорток ядер, що не збiльшують осциляцiю, з переставно

iнварiантними множинами; лiнiйнi функцiонали та оператори, що дiють в

нормовних просторах, серед яких функцiонали iнтегрування, функцiонали i

оператори диференцiювання, iнтегральнi оператори.

Предметом дослiдження є лiнiйнi та лiнiйнi вiдноснi поперечники класiв

функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi, в просторi неперервних

функцiй однiєї змiнної; найкращi iнтервальнi квадратурнi формули на класах

перiодичних функцiй та найкращi квадратурнi формули iнших типiв на класах

функцiй багатьох змiнних; лiнiйнi сплайни найкращого нелiнiйного наближення

опуклих функцiй двох змiнних i гармонiчнi сплайни найкращого наближення

класiв функцiй багатьох змiнних з обмеженим лапласiаном; найкращi методи
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вiдновлення класiв гладких функцiй багатьох змiнних та iнтегральних операторiв

на класах багатьох змiнних функцiй за точно або неточно заданою iнформацiєю

про елементи з класiв; непокращуванi нерiвностi для норм похiдних функцiй,

визначених на дiйснiй напiвосi або скiнченному вiдрiзку; задача про найкраще

наближення операторiв диференцiювання лiнiйними обмеженими операторами.

Завдання дослiдження:

� Встановити новi оцiнки зверху лiнiйних поперечникiв класiв 𝐻𝜔([0, 1]) ĩ︀𝐻𝜔([0, 1]) в просторi неперервних функцiй, якi покращують вiдомi оцiнки

та є точними на широких класах лiнiйних методiв наближення. Застосувати

отриманi оцiнки для обчислення одновимiрних лiнiйних поперечникiв

вказаних функцiональних класiв.

� Перевiрити гiпотезу про оптимальнiсть iнтервальної формули прямокутникiв

серед всеможливих iнтервальних квадратур на класi згорток ядер, що не

збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами перiодичних

функцiй.

� Знайти найкращi квадратурнi формули, що використовують в якостi

iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення вздовж перетинiв

областi визначення з гiперплощинами, на класах функцiй багатьох змiнних,

заданих обмеженням на модуль неперервностi або частиннi похiднi.

� Отримати точну асимптотику найкращого несиметричного нелiнiйного

наближення опуклих двiчi неперервно диференцiйовних функцiй двох

змiнних в нормi простору 𝐿𝑝 лiнiйними неперервними сплайнами на

трiангуляцiях, коли число елементiв трiангуляцiй прямує до нескiнченностi,

та побудувати асимптотично оптимальнi послiдовностi трiангуляцiй i

лiнiйних неперервних сплайнiв на них.

� Знайти форму 𝑑-вимiрного симплекса одиничного об’єму, на якому

мiнiмiзується похибка найкращого несиметричного наближення квадратичної

форми 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑑 лiнiйними функцiями в нормi простору 𝐿𝑝.

� Встановити точний порядок найкращого наближення класiв 𝑊Δ
𝑠 (Π)

функцiй, визначених на 𝑑-вимiрному прямокутному паралелепiпедi Π, в

метрицi простору 𝐿𝑞 за допомогою гармонiчних сплайнiв на прямокутних
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розбиттях на Π в термiнах кiлькостi елементiв розбиттiв.

� Одержати точне значення похибки найкращого вiдновлення класу функцiй

багатьох змiнних з обмеженою узагальненою похiдною другого порядку за

довiльним напрямком в нормi простору 𝐿∞ за iнформацiєю про значення

функцiй з класу та їх градiєнтiв в заданiй скiнченнiй системi точок.

� Розв’язати задачу найкращого вiдновлення iнтегральних операторiв з

невiд’ємним ядром та їх сум на класах 𝐻𝜔 (𝑀 ′) функцiй, визначених на

компактi 𝑀 ′ метричного простору, за неточно заданою iнформацiєю про

значення функцiй з класу в заданiй скiнченнiй системi точок.

� Одержати новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм дробових

похiдних в смислi Маршо функцiй, визначених на напiвосi невiд’ємних

чисел. Застосувати отриманi результати до розв’язання задачi Стєчкiна про

найкраще наближення оператору диференцiювання в смислi Маршо.

� Розв’язати задачу про найкраще наближення операторiв диференцiювання i

функцiоналiв диференцiювання в точцi лiнiйними обмеженими операторами

на класах 𝑊 3
∞([0, 1]) та 𝑊 2,*

𝑁 ([0, 1]).

� Встановити новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних

абсолютно i кратно монотонних функцiй, визначених на скiнченному вiдрiзку

числової прямої.

Методи дослiдження. В роботi використовуються сучаснi методи теорiї

функцiй, функцiонального аналiзу, теорiї наближення та теорiї iнформацiйної

складностi, загальнi методи розв’язання екстремальних задач теорiї наближення,

методи нелiнiйної апроксимацiї функцiй багатьох змiнних, методи оцiнювання

найкращого наближення необмежених операторiв лiнiйними обмеженими.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що

виносяться на захист, є новими i полягають у наступному.

1) Встановлено новi оцiнки зверху лiнiйних поперечникiв класiв 𝐻𝜔([0, 1]) ĩ︀𝐻𝜔([0, 1]) в просторi неперервних функцiй, якi покращують ранiше вiдомi

оцiнки. Описано широкий клас лiнiйних позитивних методiв, на якому

отриманi оцiнки є точними. Обчислено точне значення лiнiйних одновимiрних

поперечникiв вказаних функцiональних класiв.
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2) Доведено оптимальнiсть iнтервальної формули прямокутникiв серед всiх

можливих iнтервальних квадратур на класах згорток ядер, що не збiльшують

осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами перiодичних функцiй.

3) Знайдено найкращi квадратурнi формули серед всеможливих квадратур,

що використовують в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю

її усереднення вздовж перетинiв областi визначення гiперплощинами

вимiрностi 𝑘 = 𝑑 − 1, на класах функцiй, заданих обмеженнями на

модуль неперервностi або на частиннi похiднi старшого порядку. У випадку

1 6 𝑘 < 𝑑− 1 побудовано асимптотично найкращi послiдовностi квадратур

на класах функцiй з заданим модулем неперервностi.

4) Встановлено точну асимптотику найкращого несиметричного нелiнiйного

наближення опуклих двiчi неперервно диференцiйовних функцiй двох

змiнних в нормi простору 𝐿𝑝 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях їх

областi визначення в термiнах числа елементiв трiангуляцiй. Запропоновано

алгоритм побудови асимптотично оптимальної послiдовностi трiангуляцiй i

лiнiйних неперервних сплайнiв на них.

5) Показано, що правильний 𝑑-вимiрний симплекс мiнiмiзує похибку найкращого

несиметричного наближення квадратичної форми 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑑 лiнiйними

функцiями в нормi простору 𝐿𝑝 на симплексах одиничного об’єму.

6) Встановлено точний порядок величини найкращого наближення класiв

𝑊Δ
𝑠 (Π) функцiй, визначених на 𝑑-вимiрному паралелепiпедi Π, в нормi

простору 𝐿∞ за допомогою гармонiчних сплайнiв на прямокутних розбиттях

на Π в термiнах кiлькостi елементiв розбиттiв.

7) Знайдено похибку найкращого вiдновлення класу функцiй багатьох змiнних,

визначених на опуклому тiлi, з обмеженою узагальненою похiдною другого

порядку за довiльним напрямком в нормi простору 𝐿∞ за значеннями

функцiй з класу та їх градiєнтiв в заданiй скiнченнiй системi точок.

8) Розв’язано задачу найкращого вiдновлення iнтегральних операторiв з

невiд’ємним ядром та їх сум на класах 𝐻𝜔 (𝑀 ′) функцiй, визначених на

компактi 𝑀 ′ метричного простору, за неточно заданою iнформацiєю про

значення функцiй з класу в заданiй скiнченнiй системi точок та побудова-
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но найкращi методи вiдновлення у вiдповiднiй задачi.

9) Одержано новi точнi нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють 𝐿∞-норму

дробової похiдної в смислi Маршо порядку 𝑘 ∈ (0, 2 − 1/𝑠) ∖ {1} функцiй,

визначених на напiвосi невiд’ємних чисел R0
+, в термiнах 𝐿∞-норми самої

функцiї та 𝐿𝑠-норми її другої похiдної, 1 6 𝑠 < ∞. Розв’язана спорiднена

задача Стєчкiна про найкраще наближення оператору 𝐷𝑘
− диференцiювання

в смислi Маршо на класi 𝑊 2
∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
.

10) Розв’язано задачу про найкраще наближення операторiв диференцiювання

i функцiоналiв диференцiювання в точцi першого та другого порядкiв

лiнiйними обмеженими операторами на класах 𝑊 3
∞([0, 1]) та 𝑊 2,*

𝑁 ([0, 1]).

11) Отримано новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних

абсолютно монотонних i кратно монотонних функцiй, визначених на

скiнченному вiдрiзку числової прямої.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

мiстить математичнi дослiдження, що мають теоретичний характер. Отриманi

результати в значнiй мiрi доповнюють важливi роздiли сучасної теорiї

наближення, а розробленi методи можуть знайти застосування у подальших

дослiдженнях екстремальних задач теорiї апроксимацiї: задач найкращого

вiдновлення операторiв i функцiоналiв, задач найкращого наближення функцiй

сплайнами, задач обчислення точних значень апроксимативних характеристик

функцiональних класiв, задач знаходження точних нерiвностей для норм похiдних

i спорiднених задач, тощо.

Особистий внесок здобувача. Визначення теми дослiджень та її основних

напрямiв належить професору В.Ф. Бабенку. Результати дисертацiйної роботи

опублiкованi в 7-ми статтях за одноосiбного авторства здобувача та в 15-ти – у

спiвавторствi. В працях, що опублiкованi у спiвавторствi, здобувачевi належить:

в [202, 34, 203] – доведення властивостi ядра Стєклова не збiльшувати осциляцiю

рiзниць несиметричних iдеальних сплайнiв нульового порядку за певних

додаткових умов i поширення методу, розробленого В.Ф. Бабенком в [185], для

доведення оптимальностi iнтервальної формули прямокутникiв на класах згорток

ядер, що не збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами
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перiодичних функцiй; в [197] – результати щодо оптимiзацiї квадратурних формул

за усередненнями пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її областi визначення

гiперплощинами ковимiрностi 2, паралельними координатним гiперплощинам;

в [199] – встановлення точної асимптотики похибки найкращої квадратурної

формули за усередненнями пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її

областi визначення гiперплощинами ковимiрностi 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑑− 1, паралельними

координатним гiперплощинам; в [198] – результати щодо оптимiзацiї на класах

функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi та на класах перiодичних

функцiї, заданих обмеженням на частиннi похiднi, квадратурних формул за

усередненнями пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її областi визначення

гiперплощинами ковимiрностi 1, паралельними координатним гiперплощинам;

в [189] – доведення основної теореми у випадку 𝑑 > 4; в [190] – доведення точної

оцiнки знизу асимптотики похибки найкращого нелiнiйного наближення опуклих

функцiй лiнiйними неперервними сплайнами та метод побудови асимптотично

оптимальної послiдовностi трiангуляцiй та сплайнiв; в [280] – доведення оцiнки

зверху величини найкращого наближення функцiй з обмеженим лапласiаном

гармонiчними сплайнами на прямокутних розбиттях та iдея доведення точностi

цiєї оцiнки в одному частинному випадку; в [196] – результати щодо найкращого

вiдновлення функцiй багатьох змiнних з обмеженою в нормi простору 𝐿∞

узагальненою похiдною другого порядку у майже всiх напрямках за значеннями

функцiй та їх градiєнтiв; в [191] – результати щодо найкращого вiдновлення

iнтегральних операторiв з невiд’ємними ядрами та їх сум на класах функцiй

з заданою мажорантою модуля неперервностi за неточно заданою iнформацiєю

про значення функцiй з класу в заданiй скiнченнiй системi точок; в [40, 208] –

доведення основних результатiв робiт; в [200] – доведення точних нерiвностей

типу Колмогорова для норм похiдних в смислi Маршо функцiй, визначених на

напiвосi невiд’ємних чисел.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдалися на:

– Мiжнародних конференцiях з теорiї наближення (04–08.03.2007, 07–10.03.2010,

07–10.04.2013, Сан Антонiо, США);

– Мiжнароднiй конференцiї “Екстремальнi проблеми в комплексному та



31

дiйсному аналiзi” (22–26.05.2007, Москва, Росiя);

– Мiжнароднiй конференцiї з геометричного моделювання i обчислень

(04–08.11.2007, Сан Антонiо, США);

– Мiждержавнiй науково-методичнiй конференцiї “Проблеми математичного

моделювання” (28–30.05.2008, Днiпродзержинськ, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї “Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй

та їх застосування”, присвяченiй 70-рiччю з дня народження академiка

А.М. Самойленка (16–21.06.2008, Мелiтополь, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї з гармонiчного аналiзу та наближень, IV,

присвяченiй 80-рiччю академiка А. Талаляна (19–26.09.2008, Цахкадзор, Вiрменiя);

– Мiжнароднiй конференцiї “Вейвлети та застосування” (14–20.06.2009, Санкт-

Петербург, Росiя);

– Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближень та її застосування”, присвяченiй

80-рiччю з дня народження М.П. Корнєйчука (14–17.06.2010, Днiпропетровськ,

Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї з сучасного аналiзу (20–23.06.2011, Донецьк,

Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї Банах-120, присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха

(17–21.09.2012, Львiв, Україна);

– Мiжнароднiй конференцiї Кенгро-100: Методи аналiзу i алгебри, присвяченiй

100-рiччю з дня народження професора Гунара Кенгро (01–06.09.2013, Тарту,

Естонiя);

– Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближень та її застосування”, присвяченiй

75-рiчному ювiлею В.П. Моторного (08–11.10.2015, Днiпропетровськ, Україна);

– Мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу

i теорiї функцiй ДНУ iм. Олеся Гончара (Днiпропетровськ, 2010–2014, керiвники

семiнару: член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. В.П. Моторний i

д.ф.-м.н., проф. В.Ф. Бабенко; Днiпро, 31.05.2017 та 20.04.2018, керiвник семiнару

член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. В.П. Моторний);

– Семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (Київ,

28.04.2017 та 20.10.2017, керiвник семiнару д.ф.-м.н., проф. А.С. Романюк);
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– Семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу Одеського

нацiонального унiверситету iм. I. I. Мечнiкова (Одеса, 29.09.2017, керiвник

семiнару д.ф.-м.н., проф. А.О. Кореновський);

– Семiнарi “Сучасний аналiз” у Київському нацiональному унiверситетi

iм. Тараса Шевченка (Київ, 06.12.2017, керiвники семiнару: д.ф.-м.н., проф.

О.О. Курченко, д.ф.-м.н., проф. В.М. Радченко, д.ф.-м.н., проф. I.О. Шевчук);

– Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Львiвському

нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка (Львiв, 07.12.2017, керiвник семiнару

д.ф.-м.н., проф. О.Б. Скаскiв);

– Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi математики

НАН України (Київ, 11.0‘4.2018, керiвники семiнару: академiк НАН України

д.ф.-м.н., проф. Ю.М. Березанський, академiк НАН України д.ф.-м.н., проф.

Ю.С. Самойленко, чл.-кор. НАН України д.ф.-м.н., проф. А.Н. Кочубей).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у роботах [1-42] (див.

список публiкацiй здобувача на с. 10-14), 7 з них опублiковано без спiвавторiв,

роботи [1-21] вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт

у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук, [22-42] – тези доповiдей;

роботи [1–4,7–10,12–18,20] надруковано у виданнях, що включенi до мiжнародних

наукометричних баз.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, перелiку

умовних позначень, змiсту, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, додатку та списку

використаних джерел, що мiстить 344 найменування. Повний обсяг роботи

становить 350 сторiнок друкованого тексту.

Змiст дисертацiї. У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження

та обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано мету i задачi

дослiдження, описано методи дослiдження, охарактеризовано наукову новизну

та теоретичне i практичне значення дослiдження, прокоментовано повноту

викладення матерiалу в опублiкованих працях та його ступiнь апробацiї, описано

структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

Основна частина роботи складається з п’яти роздiлiв. В першому пiдроздiлi

кожного роздiлу формулюються основнi задачi дослiдження, яким присвячено
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роздiл, подається стислий огляд лiтератури, окреслюються питання, якi

залишилися вiдкритими, i анонсуються новi результати, якi виносяться на захист.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячено розв’язанню задачi про

обчислення точного значення лiнiйного поперечника класiв функцiй однiєї змiнної

з заданою мажорантою модуля неперервностi в просторi неперервних функцiй.

Нехай 𝑁 ∈ N, 𝑋 – нормовний простiр з нормою ‖ · ‖𝑋 , ℳ – центрально

симетрична пiдмножина 𝑋, ℱ𝑁 – множина всiх пiдпросторiв в 𝑋 вимiрностi

не вище за 𝑁 . У 1936 р. А.М. Колмогоровим [273] була введена наступна

апроксимативна характеристика множини ℳ

𝑑𝑁 (ℳ;𝑋) := inf
𝐹∈ℱ𝑁

sup
𝑥∈ℳ

inf
𝑢∈𝐹

‖𝑥− 𝑢‖𝑋 ,

яка отримала назву 𝑁 -поперечника за Колмогоровим. Для характеризацiї

апроксимативних можливостей лiнiйних методiв наближення В.М. Тихомиров [169]

ввiв поняття лiнiйного 𝑁 -поперечника

𝜆𝑁 (ℳ;𝑋) := inf
𝐴∈ℒ𝑁

sup
𝑥∈ℳ

‖𝑥− 𝐴𝑥‖𝑋 ,

де ℒ𝑁 – множина всiх лiнiйних операторiв 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 рангу не вище за 𝑁 .

Нехай 𝐶 – простiр неперервних функцiй 𝑓 : [0, 1] → R з нормою ‖ · ‖𝐶 , а ̃︀𝐶 –

його 1-перiодичний аналог. Для модуля неперервностi 𝜔 означимо класи

𝐻𝜔 := {𝑓 ∈ 𝐶 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| 6 𝜔(|𝑥− 𝑦|)}

та ̃︀𝐻𝜔 – його 1-перiодичний аналог. Вiдомо, що для довiльного 𝜔

𝑑𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) =
1

2
𝜔

(︂
1

𝑁

)︂
, 𝑁 ∈ N, (1)

а для опуклого вгору 𝜔 –

𝑑𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ =
1

2
𝜔

(︃
1

2
[︀
𝑁+1
2

]︀)︃ , 𝑁 ∈ N, (2)

де [𝑧] – цiла частина числа 𝑧 ∈ R. Рiвнiсть (1) отримана Ю. I. Григоряном [69],

а рiвнiсть (2) – М.П. Корнєйчуком [89] для непарних 𝑁 i В. I. Рубаном [145] для

парних 𝑁 .
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Проте питання про точнi значення лiнiйних поперечникiв 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) i

𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ залишається вiдкритим в загальному випадку, а задачу про їх

обчислення неодноразово ставив М.П. Корнєйчук [91, 94, 95, 96].

В пiдроздiлi 1.2 обчислено точне значення поперечникiв 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) i

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁. Нехай 𝑉1 – множина функцiй 𝑓 : [0, 1] → R обмеженої варiацiї, для

яких 𝑓(0) = 0 та 𝑓(1) = 1. Будемо говорити, що 𝜎* ∈ 𝑉1 породжує найкращий

лiнiйний метод наближення множини ℳ константами, якщо

sup
𝑓∈ℳ

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝜎*(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

= 𝜆1 (ℳ;𝑋) .

Теорема 1.2.1. Нехай 𝜔 – модуль неперервностi та 𝜎(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡,

а 𝜎 породжує найкращий лiнiйний метод наближення класу ̃︀𝐻𝜔 константами.

На вiдмiну вiд перiодичного випадку, точне значення поперечника 𝜆1 (𝐻𝜔;𝐶)

знайдено неявно – як розв’язок рiвняння Фредгольма першого роду з невiдомим

параметром. Для класiв Гельдера це рiвняння вдається розв’язати точно.

Теорема 1.2.3. Нехай 𝛼 ∈ (0, 1) та 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛼, 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi

𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) =

Γ(2− 𝛼)Γ (1/2 + 𝛼/2)

2Γ (3/2− 𝛼/2)
,

а найкращий лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝛼 константами породжує

𝑔(𝑥) :=
Γ(1− 𝛼)

Γ2 (1/2− 𝛼/2)

∫︁ 𝑥

0

d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2
, 𝑥 ∈ [0, 1],

де Γ(𝑥) – гамма-функцiя Ойлера.

Отриманi результати дозволяють встановити новi оцiнки зверху для лiнiйних

𝑁 -поперечникiв:

𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ 6 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) 6 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) , (3)

де 𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁), 𝑡 ∈ [0, 1], якi покращують ранiше вiдомi оцiнки (див. [96]).

В пiдроздiлi 1.3 розглядається питання про точнiсть оцiнок (3) на широкому

класi лiнiйних позитивних методiв. Дослiдження такого роду близькi до задач

наближення з обмеженнями. Для вивчення апроксимативних властивостей
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наближень з обмеженнями В.М. Коноваловим [88] були введенi вiдноснi

поперечники за Колмогоровим, а С.П. Сидоровим [147, 148] – лiнiйнi вiдноснi

поперечники. Означимо величину, яка спорiднена вiдносним поперечникам.

Нагадаємо, що конус 𝑉 в скiнченновимiрному лiнiйному просторi 𝐸

називається тiлесним, якщо вiн має хоча б одну внутрiшню точку, та

мiнiедральним, якщо ∀𝑥 ∈ 𝑉 ⇒ (−𝑥) ̸∈ 𝑉 та ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ∃𝑧 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑧 + 𝑉 =

(𝑥 + 𝑉 ) ∩ (𝑦 + 𝑉 ). Нехай m𝑋 – множина всiх мiнiедральних конусiв простору 𝑋.

Вiдносним лiнiйним мiнiедральним 𝑁 -поперечником множини ℳ в просторi 𝑋 з

обмеженням, якi задано конусом 𝑉 ⊂ 𝑋, називатимемо величину

𝜆m𝑁 (ℳ;𝑉 ;𝑋) := inf
𝐴∈ℒ𝑁 :

𝐴(𝑉 )⊂𝑉,𝐴(𝑉 )∈m𝑋

sup
𝑥∈ℳ

‖𝑥− 𝐴𝑥‖𝑋 .

Нехай 𝐶+ – конус невiд’ємних функцiй. Для 𝜀 ∈
(︀
0, 1

2𝑁

)︀
через

{︀
𝜒𝜀𝑗
}︀𝑁
𝑗=1

⊂ 𝐶+

позначимо довiльний набiр функцiй таких, що:

(1) 𝜒𝜀𝑘(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)/𝑁 + 𝜀, 𝑘/𝑁 − 𝜀], для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ;

(2) supp𝜒𝜀𝑘 ⊂ [(𝑘 − 1)/𝑁 − 𝜀, 𝑘/𝑁 + 𝜀] для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ;

(3) 𝜒𝜀1(𝑡) + . . .+ 𝜒𝜀𝑁(𝑡) = 1 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Для 𝑔 ∈ 𝑉1 побудуємо позитивний мiнiедральний оператор 𝐴𝜀
𝑔 : 𝐶 → 𝐶:

𝐴𝜀
𝑔𝑓 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜒𝜀𝑘 ·
∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1).

Наступна теорема є основним результатом пiдроздiлу 1.3.

Теорема 1.3.1. Нехай 𝜔 – модуль неперервностi, 𝑁 ∈ N та 𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁),

𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) та якщо функцiя 𝜎 ∈ 𝑉1 породжує

найкращий лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝜔𝑁 константами, то

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = lim
𝜀→0+

sup
𝑥∈𝐻𝜔

‖𝑥− 𝐴𝜀
𝜎𝑥‖𝐶 .

В другому роздiлi розв’язується задача оптимiзацiї деяких типiв квадратурних

формул на класах перiодичних функцiй та на класах функцiй багатьох змiнних.

Нехай 𝑑 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 – компактна множина, 𝐶(Ω) – простiр неперервних

функцiй 𝑓 : Ω → R з нормою ‖𝑓‖𝐶(Ω), 𝐿𝑝(Ω), 1 6 𝑝 6 ∞, – простори вимiрних

функцiй 𝑓 : Ω → R з вiдповiдними нормами ‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), ℳ ⊂ 𝐶(Ω) – деякий клас.



36

Похибкою вiдновлення iнтегралiв функцiй з класу ℳ за допомогою множини

функцiоналiв 𝒬 ⊂ (𝐶(Ω))* називається величина

ℰ (ℳ;𝒬) := inf
𝜅∈𝒬

sup
𝑓∈ℳ

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(t) dt− 𝜅(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
. (4)

Формула 𝜅* ∈ 𝒬 називається𝒬-оптимальною на класiℳ, якщо на нiй досягається

inf в (4).

Нехай 𝑛 ∈ N та 𝒬𝑛(Ω) – множина квадратурних формул – функцiоналiв

𝜅 ∈ (𝐶(Ω))* виду

𝜅(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑓 (x𝑗) , 𝑓 ∈ 𝐶(Ω), (5)

де {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R – коефiцiєнти i {x𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ Ω – вузли 𝜅. Нехай також𝒬𝑛,𝜎(Ω), 𝜎 ∈ R,
– пiдмножина формул з 𝒬𝑛(Ω), для яких 𝑎1+. . .+𝑎𝑛 = 2𝜋𝜎. Нехай 𝜅𝑛,𝜎 – формула

прямокутникiв з вузлами 0, 2𝜋𝑛 , . . . ,
2𝜋(𝑛−1)

𝑛 та коефiцiєнтами 𝑎1 = . . . = 𝑎𝑛 =
2𝜋𝜎
𝑛 .

Нехай Ω = T та 𝑊 𝑟
𝑝 (T) – клас 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 : T → R, для яких

𝑓 (𝑟−1) абсолютно неперервна та
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑝(T)

6 1. Означимо класи згорток ядер, що

не збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами.

Для 𝐽 ⊂ Z нехай 𝐿𝐽 – замикання лiнiйної оболонки функцiй
{︀
𝑒𝑖𝑘𝑥 : 𝑘 ∈ 𝐽

}︀
та

𝐿⊥
𝐽 :=

{︂
𝑔 ∈ 𝐿1(T) : ∀𝑓 ∈ 𝐿𝐽 ⇒

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) d𝑡 = 0

}︂
.

Нехай𝐾 ∈ 𝐿1(T) має формальний ряд Фур’є
∑︀
𝑘∈Z

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥 i 𝐽(𝐾) := {𝑘 ∈ Z : 𝑐𝑘 = 0}.

Класом згорток ядра 𝐾 ∈ 𝐿1(T) з множиною 𝐹 ⊂ 𝐿1(T) (вiдносно пiдмножини
𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾)) називається множина

𝐾 *𝐽 𝐹 :=
{︀
𝑓 = 𝑃 +𝐾 * 𝜙 : 𝑃 ∈ 𝐿𝐽 , 𝜙 ∈ 𝐹, 𝜙 ∈ 𝐿⊥

𝐽

}︀
.

Нехай 𝜈(𝑓) – число змiн знаку на перiодi кусково-неперервної функцiї

𝑓 : T → R, та 𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾). Ядро 𝐾, яке не є тригонометричним полiномом,

називається ядром, що не збiльшує осциляцiю, та позначається 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(𝐽), якщо

для будь-якої кусково-неперервної функцiї 𝜙 ∈ 𝐿⊥
𝐽 ∖ {0}, для якої 𝜈(𝜙) 6 2𝑛, та

будь-якого 𝑇 ∈ 𝐿𝐽 виконується нерiвнiсть 𝜈 (𝑇 +𝐾 * 𝜙) 6 𝜈(𝜙).

Для майже скрiзь невiд’ємної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) через 𝑟(𝑓, ·) позначимо

незростаюче переставлення звуження 𝑓 |[0,2𝜋) та для 𝑔 ∈ 𝐿1(T) означимо:

Π(𝑔, 𝑡) = 𝑟(𝑔+, 𝑡)− 𝑟(𝑔−, 2𝜋 − 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋],
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де 𝑔± := max{±𝑔; 0}. Множина 𝐹 ⊂ 𝐿1(T) називається переставно iнварiантною,
якщо з 𝑓 ∈ 𝐹 i Π(𝑓) = Π(𝑔) для 𝑔 ∈ 𝐿1(T) випливає, що 𝑔 ∈ 𝐹 . Зазначимо, що

класи 𝑊 𝑟
𝑝 (T) можна зобразити у виглядi згортки ядра Бернулi, яке не збiльшує

осциляцiю, з одиничною кулею в 𝐿𝑝(T), яка є переставно iнварiантною множиною.

Добре вiдомо, що формула 𝜅𝑛,1 є 𝒬𝑛(T)-оптимальною на класах Соболєва

𝑊 𝑟
𝑝 (T) для всiх 𝑟 ∈ N i 1 6 𝑝 6 ∞. Вiдповiднi результати були отриманi

В.П. Моторним [126] на 𝑊 𝑟
∞(T), на 𝑊 𝑟

1 (T) для парних 𝑟 ∈ N; А.О. Лiгуном [113]

на 𝑊 𝑟
1 (T) для непарних 𝑟 ∈ N; О.А. Женсикбаєвим [73, 74] на 𝑊 𝑟

𝑝 (T) для

1 < 𝑝 <∞. В.Ф. Бабенко [185, 18] поширив цей результат на класи згорток.

Нехай 𝐹 – переставно iнварiантна множина. В.Ф. Бабенко показав, що у випадку

{0} ⊂ 𝐽(𝐾) i 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}) формула 𝜅𝑛,1 є 𝒬𝑛(T)-оптимальною на класi 𝐾 *{0}𝐹 ,
а у випадку 𝐽(𝐾) = ∅ i 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅) формула 𝜅𝑛,𝜎 є 𝒬𝑛,𝜎(T)-найкращою на класi

𝐾 *∅ 𝐹 для всiх 𝜎 ∈ R. Деякi частковi випадки цього результату були отриманi

К. I. Осколковим [142, 311], М.А. Чахкiєвим [173, 174], Т.А. Гранкiною [68, 21],

Нгуєн Тхi Т.Х [131, 132, 133, 134, 135].

В пiдроздiлi 2.2 результати щодо оптимiзацiї точкових квадратур (5) поширенi

на iнтервальнi квадратурнi формули. Нехай ℎ > 0 i 𝑛 ∈ N. Iнтервальною
квадратурною формулою називається функцiонал 𝜅 ∈ (𝐶(T))* вигляду

𝜅(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
2ℎ

∫︁ 𝑥𝑗+ℎ

𝑥𝑗−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T), (6)

де {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R – коефiцiєнти, а {𝑥𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ T – середини вузлових iнтервалiв

формули 𝜅. Позначимо через 𝒬ℎ
𝑛(T) множину функцiоналiв вигляду (6), а через

𝒬ℎ
𝑛,𝜎(T), 𝜎 ∈ R, – пiдмножину функцiоналiв з 𝒬ℎ

𝑛(T), для яких 𝑎1+ . . .+𝑎𝑛 = 2𝜋𝜎.

Визначимо iнтервальну квадратурну формулу прямокутникiв

𝜅ℎ𝑛,𝜎(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝜋𝜎

𝑛

∫︁ 2𝜋𝑗
𝑛 +ℎ

2𝜋𝑗
𝑛 −ℎ

𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

𝒬ℎ
𝑛(T)-оптимальнiсть формули 𝜅ℎ𝑛,1 була доведена В.Ф. Бабенком [13] на класi

𝑊 𝑟
1 (T) та В.П. Моторним [296] на класi 𝑊 𝑟

∞(T). Проте було вiдкритим питання

про оптимальнiсть формул 𝜅ℎ𝑛,𝜎 на класах згорток ядер, що не збiльшують

осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами, як i у випадку задачi

оптимiзацiї точкових квадратур. В пiдроздiлi 2.2 отримано наступний результат.
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Теорема 2.2.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝐹 – переставно iнварiантна

множина. Нехай також ядро 𝐾, множина 𝐽 i число 𝜎 є такими, що або

𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 = 1, або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0} i

𝜎 ∈ R. Тодi формула 𝜅ℎ𝑛,1 є 𝒬ℎ
𝑛(T)-оптимальною на класi 𝐾 *{0}𝐹 , якщо {0} ⊂ 𝐽 ,

i формула 𝜅ℎ𝑛,𝜎 є 𝒬ℎ
𝑛,𝜎(T)-оптимальною на класi 𝐾 *𝐽 𝐹 , якщо 𝐽 = ∅.

Ключову роль в доведеннi теореми 2.2.1 мала встановлена властивiсть ядра

Стєклова не збiльшувати осциляцiю в згортцi з певним вузьким класом функцiй.

Для 𝑓 ∈ 𝐿1(T) через 𝑓ℎ позначимо усереднення функцiї 𝑓 за Стєкловим, тобто

𝑓ℎ(𝑥) =
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑓(𝑥+ 𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ T.

Для 𝛾, 𝛿 > 0 через 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 позначимо множину всiх кусково сталих функцiй, якi

набувають майже скрiзь лише двох значень 𝛾 i −𝛿 та для яких 𝜈(𝑓) 6 2𝑛.

Теорема 2.2.6. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛾, 𝛿 > 0. Нехай також сплайни

𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 є такими, що 𝜈(𝑠ℎ1) = 𝜈(𝑠ℎ2) = 2𝑛. Якщо 𝑓(𝑡) = 𝑠1(𝑡) − 𝑠2(𝑡), то

𝜈
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ

)︀
6 𝜈(𝑓) для будь-якого 𝜆 ∈ R.

Теорема 2.2.6 дозволила застосувати апарат, розроблений В.Ф. Бабенком

в [185, 18], а також встановити новi нерiвностi як для найкращих наближень

константами усереднених несиметричних iдеальних сплайнiв в несиметричних

нормах, так i новi нерiвностi для переставлень усереднених моносплайнiв.

В пiдроздiлi 2.3 розв’язується задача оптимiзацiї деяких типiв квадратурних

формул на класах функцiй багатьох змiнних. Нехай 𝑑 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 – компактна

вимiрна за Жорданом множина, ‖ · ‖𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, є ℓ𝑝-нормою в R𝑑. Для модуля

неперервностi 𝜔 розглянемо клас

𝐻𝜔
𝑝 (Ω) := {𝑓 ∈ 𝐶(Ω) : ∀x,y ∈ Ω ⇒ |𝑓(x)− 𝑓(y)| 6 𝜔 (‖x− y‖𝑝)} .

Точна асимптотична поведiнка величини ℰ
(︀
𝐻𝜔
𝑝 (Ω);𝒬𝑛(Ω)

)︀
, коли 𝑛 → ∞,

знайдена М.П. Корнєйчуком [90] для 𝑑 = 1, В.Ф. Бабенком [9, 10] для 𝑝 = ∞ i

𝑑 > 2 та для 𝑝 = 1 i 𝑑 = 2, а також Е.В. Чорною [236, 177] i П. Грубером [261] в

iнших випадках при певних обмеженнях на модуль неперервностi 𝜔.

Для 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑑} та x ∈ R𝑑 означимо 𝐿(𝐽) :=
{︀
z ∈ R𝑑 : ∀𝑗 ∈ 𝐽 ⇒ 𝑧𝑗 = 0

}︀
та 𝐿(x; 𝐽) := x + 𝐿(𝐽). Нехай 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑑} i 𝒬𝑑,𝑘

𝑛 (Ω) – множина лiнiйних
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функцiоналiв 𝜅 ∈ (𝐶(Ω))* вигляду

𝜅(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
𝜇 (𝐿(x𝑗; 𝐽𝑗) ∩ Ω)

∫︁
𝐿(x𝑗 ;𝐽𝑗)∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω), (7)

де {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R – коефiцiєнти формули 𝜅, {x𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ Ω i {𝐿 (x𝑗; 𝐽𝑗)}𝑛𝑗=1,

𝐽𝑗 ⊂ {1, . . . , 𝑑}, #𝐽𝑗 = 𝑘 i x𝑗 ∈ Ω для 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 – вузловi гiперплощини.

Зрозумiло, що у випадку 𝑘 = 𝑑, формула 𝜅 виду (7) вироджується в формулу (5).

Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 > 0 i Ω =
𝑑∏︀
𝑗=1

[0, 𝑎𝑗]. В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов

в [20] знайшли найкращу квадратурну формулу виду (7) на класi монотонних

i обмежених функцiй, означених на кубi [0, 1]𝑑. Позначимо 𝑃 := [0, 𝑎1] × [0, 𝑎2].

Нехай решiтка Λ в R2 породжена векторами v1 = (1, 1) i v2 = (1,−1), тобто

Λ := {𝑛1v1 + 𝑛2v2 : 𝑛1, 𝑛2 ∈ Z}. Для ℎ > 0 означимо 𝒱ℎ := ℎΛ∩ int𝑃 i 𝑛ℎ := #𝒱ℎ.
Для s ∈ 𝒱ℎ через 𝑊 (s) = {t ∈ 𝑃 : ‖t− s‖1 = inf

u∈𝑋
‖t− u‖1} позначимо клiтину

Вороного. Зафiксуємо деякий порядок s1, . . . , s𝑛ℎ точок в 𝒱ℎ. Нехай 𝑊1 := 𝑊 (s1),

𝑊𝑗 = 𝑊
(︀
s𝑗
)︀
∖
𝑗−1⋃︁
𝑘=1

𝑊
(︀
s𝑘
)︀
, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛ℎ.

Тепер для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛ℎ означимо x𝑗 :=
(︁
𝑠𝑗1, 𝑠

𝑗
2, 0, . . . , 0

)︁
∈ R𝑑 i розглянемо

̃︀𝜅ℎ(𝑓) := 𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

𝜇 (𝑊𝑗)

∫︁
𝐿(x𝑗 ;{1,2})∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω).

Має мiсце наступний результат.

Теорема 2.3.4. Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑑 > 2, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 > 0, 𝑎1 6 𝑎2 6 𝑎𝑗, 𝑗 = 3, . . . , 𝑑,

𝜔 – модуль неперервностi. Тодi

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω) ;𝑄𝑑,2
𝑛 (Ω)

)︀
=

4𝑛𝜇(Ω)

𝑎1𝑎2

∫︁ √
𝑎1𝑎2
2𝑛

0

𝑡 𝜔(𝑡) d𝑡 ·
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛−1/2

)︁)︁
, 𝑛→ ∞,

а {̃︀𝜅ℎ}ℎ>0 – асимптотично оптимальна сiм’я квадратурних формул.

Зауважимо, що теорема 2.3.4 узагальнює результат В.Ф. Бабенка [9] щодо

оптимiзацiї точкових квадратурних формул на класi 𝐻𝜔
1 (Ω) у випадку 𝑑 = 2.

В роздiлi 3 дослiджується асимптотична поведiнка найкращого наближення

лiнiйними та гармонiчними сплайнами функцiй багатьох змiнних. Нехай 𝑑 ∈ N,
𝑁 ∈ N, 𝐷 ⊂ R𝑑 – полiтоп, 𝐶2(𝐷) – простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷), двiчi неперервно
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диференцiйовних всерединi 𝐷. Скiнченна множина △ = {𝑇} називається

трiангуляцiєю на 𝐷, якщо елементами △ є 𝑑-вимiрнi симплекси, 𝐷 =
⋃︀
𝑇∈△

𝑇

та ∀𝑇, 𝑇 ′ ∈ △, 𝑇 ̸= 𝑇 ′, перетин 𝑇 ∩ 𝑇 ′ є або порожньою множиною, або їх

спiльною гранню вимiрностi 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑 − 1}. Позначимо через D𝑁 множину

всiх трiангуляцiй на 𝐷, якi складаються з щонайбiльше 𝑁 елементiв.

Нехай 𝛼, 𝛽 > 0 i 1 6 𝑝 6 ∞. Означимо несиметричну 𝐿𝑝;𝛼,𝛽-норму

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐷): ‖𝑓‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) := ‖𝛼𝑓+ + 𝛽𝑓−‖𝐿𝑝(𝐷). Похибкою найкращого

(𝛼, 𝛽)-несиметричного наближення 𝑓 пiдпростором 𝐹 ⊂ 𝐿𝑝(𝐷) називається:

𝐸 (𝑓 ;𝐹 )𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) := inf
𝑢∈𝐹

‖𝑓 − 𝑢‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷).

В [13, 14] показано, що lim
𝛼→+∞

𝐸 (𝑓 ;𝐹 )𝐿𝑝;𝛼,1(𝐷) збiгається з величиною найкращого

наближення зверху функцiї 𝑓 пiдпростором 𝐹 . Отже, несиметричнi наближення

дозволяють одночасно розглядати задачi найкращого (‖𝑓‖𝐿𝑝;1,1(𝐷) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐷)) та

найкращих одностороннiх наближень.

Позначимо через 𝒫1 множину лiнiйних полiномiв 𝑑 змiнних, а для трiангуляцiї

△ на 𝐷 означимо 𝒮1(△) := {𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) : ∀𝑇 ∈ △∃𝑝 ∈ 𝒫1 ⇒ 𝑓 |𝑇 = 𝑝|𝑇}. Похибкою
найкращого (𝛼, 𝛽)-несиметричного нелiнiйного наближення в метрицi простору

𝐿𝑝 функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях з D𝑁 називається величина

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) := inf
△∈D𝑁

𝐸 (𝑓 ;𝒮1(△))𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) = inf
△∈D𝑁

inf
𝑠∈𝒮1(△)

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷).

Систематичне дослiдження асимптотики величин, якi спорiдненi величинi

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)), починається з роботи М.Ш. Бiрмана та М. З. Соломяка [43].

Точна асимптотична поведiнка 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;1,∞(𝐷)), 𝑁 → ∞, була знайдена

К. Бороцкi [215] для 𝑝 = 1 i довiльної опуклої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) та

В.Ф. Бабенком, Ю.В. Бабенко, А.О. Лiгуном i О.О. Шумейком [188] для 𝑝 = ∞,

𝑑 = 2 та строго опуклої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷).

Принципову складнiсть в знаходженнi точної асимптотики 𝑅𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷))

має знаходження точної оцiнки знизу. Ключовим кроком для її одержання (хоча

б у випадку 𝑑 = 2) є екстремальна задача про знаходження форми 𝑑-вимiрного

симплекса одиничного об’єма, на якому мiнiмiзується похибка найкращого

(𝛼, 𝛽)-несиметричного наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 квадратичної функцiї
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q(x) = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑑, x ∈ R𝑑, за допомогою лiнiйних функцiй. Розв’язанню цiєї

екстремальної задачi присвячено пiдроздiл 3.2.

Нехай T𝑑 – множина всiх 𝑑-вимiрних симплексiв одиничного об’єму. Означимо

𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 := inf
𝒯 ∈T𝑑

𝐸 (q;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 ) .

Основним результатом пiдроздiлу 3.2 є наступна теорема.

Теорема 3.2.1. Нехай 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞ i 𝒯0 – правильний

𝑑-вимiрний симплекс одиничного об’єму. Тодi 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 = 𝐸 (q;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯0).

Ранiше величина 𝜎2;1,1;2 була знайдена Е. Надлером [299, 300], а величина

𝜎𝑝;∞,1;𝑑 := lim
𝛼→+∞

𝜎𝑝;𝛼,1;𝑑 – в роботах Е.Ф. Дазеведо i Р.Б. Сiмпсона [241],

В.Т. Раяна [320], М. Брєзiна [233], К. Бороцкi [231], Х. Потмана та

спiвавторiв [319], Л. Чена [235, 234], В.Ф. Бабенка, Ю.В. Бабенко i здобувача [192].

Теорема 3.2.1 дозволила в пiдроздiлi 3.3 знайти точну асимптотику величини

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)), 𝑁 → ∞, для опуклих функцiй 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) двох змiнних.

Теорема 3.3.1. Нехай 𝑑 = 2, 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) є такою, що 𝐻(𝑓) := 𝑓 ′′𝑥𝑥𝑓
′′
𝑦𝑦 −

(︀
𝑓 ′′𝑥𝑦
)︀2

невiд’ємна на 𝐷. Тодi для всiх 𝛼, 𝛽 > 0 i 1 6 𝑝 6 ∞ має мiсце гранична рiвнiсть

lim
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) =
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
(︂∫︁

𝐷

(𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦))
𝑝

2(𝑝+1) d𝑥d𝑦

)︂1+1/𝑝

.

Крiм того, в пiдроздiлi 3.3 запропоновано алгоритм побудови асимптотично

оптимальних послiдовностi трiангуляцiй {△*
𝑁}

∞
𝑁=1, △*

𝑁 ∈ D𝑁 , та сплайнiв на них

{𝑠*𝑁}
∞
𝑁=1, 𝑠

*
𝑁 ∈ 𝒮1 (△*

𝑁), тобто

lim
𝑁→∞

‖𝑓 − 𝑠*𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷))
= 1.

Пiдроздiл 3.4 присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки похибки

найкращої трансфiнiтної iнтерполяцiї класiв функцiй гармонiчними сплайнами.

Трансфiнiтна iнтерполяцiя полягає в побудовi функцiї, яка збiгається з заданою

функцiєю складної форми вздовж деяких многовидiв. Такий тип iнтерполяцiї

знаходить застосування в комп’ютернiй томографiї, методi скiнченних елементiв,

картографiї, тощо, де iнформацiя про наближувану функцiю природним чином

задається у виглядi її значень вздовж гiперплощин. Властивостi трансфiнiтної

iнтерполяцiї дослiджувалися Д. Мангероном, С.А. Коонсом, Дж. Бiркгофом,
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У. Гордоном, Дж. Холом, К. Дикеном, М. Флоатером, О.М. Литвином,

А. Беджанку, В.Т. Клименком, В.Ф. Бабенком, Ю.В. Бабенко та iн.

Як звичайно, через Δ позначимо оператор Лапласа. Нехай 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 > 0 та

Π =
𝑑∏︀
𝑗=1

[0, 𝑏𝑗]. Скiнченну сукупнiсть 𝑑-вимiрних прямокутних паралелепiпедiв

𝑃 = {Ω} будемо називати прямокутним розбиттям на Π, якщо
⋃︀
Ω∈𝑃

Ω = Π та

∀Ω,Ω′ ∈ 𝑃 , Ω ̸= Ω′, перетин Ω ∩ Ω′ має порожню внутрiшнiсть.

Для 𝑓 ∈ 𝐶(Π) i прямокутного розбиття 𝑃 на Π побудуємо гармонiчний сплайн

𝑆𝑃𝑓 наступним чином. Для кожного Ω ∈ 𝑃 через 𝑢 позначимо гармонiчне

продовження функцiї 𝑓 з 𝜕Ω всередину Ω. Нехай 1 6 𝑞, 𝑠 6 ∞ та

𝑊Δ
𝑞 (Π) :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐶2 (Π) : ‖Δ𝑓‖𝐿𝑞(Π) 6 1

}︀
.

Означимо похибку iнтерполяцiї класу 𝑊Δ
𝑞 (Π) гармонiчними сплайнами на

розбиттi 𝑃 :

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞 (Π)
)︀
𝑠
:= sup

𝑓∈𝑊Δ
𝑞 (Π)

‖𝑓 − 𝑆𝑃𝑓‖𝐿𝑠(Π) .

Величина ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞 (Π)
)︀
𝑠
дослiджувалася В.Т. Клименком [83], В.Ф. Бабенком та

Т.Ю. Лескевич [26] на спецiальному класi розбиттiв 𝑃 , якi можна утворити з Π

за рахунок його розрiзання скiнченною кiлькiстю (𝑑− 1)-вимiрних гiперплощин,

ортогональних координатним осям.

Нехай 𝑁 ∈ N та 𝒫𝑁(Π) – множина всiх прямокутних розбиттiв множини Π, якi

складаються рiвно з𝑁 елементiв. Похибкою найкращої iнтерполяцiї класу𝑊Δ
𝑞 (Π)

гармонiчними сплайнами на прямокутних розбиттях 𝒫𝑁 називається величина

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

𝑞 (Π)
)︀
𝑠
:= inf

𝑃∈𝒫𝑁

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞 (Π)
)︀
𝑠
.

Нехай 𝑃 *,𝑗
𝑁 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑑, – прямокутне розбиття множини Π, що складається

з 𝑁 рiвних 𝑑-вимiрних паралелепiпедiв, якi отримано з Π його розбиттям

за допомогою (𝑁 − 1)-єї (𝑑 − 1)-вимiрної гiперплощини, ортогональної до осi

𝑂𝑥𝑗. Наступне твердження встановлює точний порядок асимптотичної поведiнки

величин ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞(Π)
)︀
𝑠
i ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠 (Π)
)︀
1
, коли 𝑁 → ∞.

Теорема 3.4.2. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Тодi iснують

константи 𝐶1, 𝐶2 > 0 такi, що 𝐶1 6 𝑁 2 · ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= 𝑁 2 · ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′

)︀
1
6 𝐶2 для

всiх достатньо великих 𝑁 ∈ N.
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Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено розв’язанню задач

найкращого вiдновлення операторiв. Нехай 𝑋,𝑍 – дiйснi лiнiйнi простори; 𝑌

– дiйсний нормовний простiр; 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 – оператор з областю визначення

𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋; 𝑊 ⊂ 𝒟(𝐴) – деякий клас; 𝐼 : span𝑊 → 𝑍 – iнформацiйний оператор;

𝑈 ⊂ 𝑍 – пiдмножина, що мiстить нуль 𝜃𝑍 простору 𝑍.

Довiльний оператор Φ : 𝑍 → 𝑌 будемо називати методом вiдновлення.

Похибкою найкращого вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼,

що задана з похибкою 𝑈 , називається величина:

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) := inf

Φ:𝑍→𝑌
sup
𝑥∈𝑊

sup
𝑧∈𝐼𝑥+𝑈

‖𝐴𝑥− Φ𝑧‖𝑌 , (8)

де inf береться за всiма методами вiдновлення Φ : 𝑍 → 𝑌 . Будемо опускати

символ 𝑈 у величинi (8), якщо iнформацiя 𝐼 задана точно, тобто 𝑈 = {𝜃𝑍}.
Задача найкращого вiдновлення оператора 𝐴 полягає в знаходженнi

величини (8) та найкращих методiв вiдновлення Φ*, якщо такi iснують, для яких

досягається inf в правiй частинi (8). У випадку тотожного оператора 𝐴 = id𝑋

ця задача називається також задачею найкращого вiдновлення класу 𝑊 за

iнформацiєю 𝐼, що задана з похибкою 𝑈 .

Задача найкращого вiдновлення операторiв має тiснi взаємозв’язки з багатьма

задачами теорiї наближення, теорiї iнформацiйної складностi та сумiжних

областей математики. Вона дослiджувалася С.А. Смоляком, Н.С. Бахваловим,

А. Г. Марчуком, К.Ю. Осипенком, М. Голомбом, К.А. Мiчеллi, Т.Дж. Рiвлiном,

А.А. Мелкманом, Х. Вожняковським, Дж.Ф. Траубом, Г. В. Васiльковським,

А.С. Немiровським, Д.Б.Юдiним, М.П. Корнєйчуком, Е. Новаком, Л. Пласкотою,

А. Г. Вершульцом, О.А. Женсикбаєвим та iн.

В пiдроздiлi 4.2 розв’язується задача найкращого вiдновлення деякого класу

гладких функцiй багатьох змiнних за значеннями функцiй та їх градiєнтiв в

заданiй скiнченнiй системi точок. Нехай 𝑑 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 – опукле тiло, тобто

компактна опукла множина з непорожньою внутрiшнiстю, та 𝑊 2
∞(Ω) – клас

функцiй 𝑓 ∈ 𝐶1(Ω) таких, що для будь-якого одиничного вектора r ∈ R𝑑

похiдна за напрямком 𝜕2𝑓
𝜕r2 iснує всерединi Ω хоча б в узагальненому смислi та⃦⃦⃦

𝜕2𝑓
𝜕r2

⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

6 1. Iснування узагальненої похiдної 𝜕
2𝑓
𝜕r2 розумiється в тому сенсi, що
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для майже всiх паралельних вектору r прямих ℓ, якi проходять через внутрiшнiсть

Ω, звуження 𝜕𝑓
𝜕r

⃒⃒⃒
ℓ∩Ω

є локально абсолютно неперервною функцiєю i 𝜕
2𝑓
𝜕r2 є вимiрною.

Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑄 = {q1, . . . ,q𝑛} – скiнченна множина внутрiшнiх точок Ω i

𝐼 ′𝑄 : 𝐶(Ω) → R(𝑑+1)𝑛 – iнформацiйний оператор вигляду

𝐼 ′𝑄(𝑓) = (𝑓 (q1) , . . . , 𝑓 (q𝑛) ,∇𝑓 (q1) , . . . ,∇𝑓 (q𝑛)) , 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),

який визначено на span𝑊 2
∞(Ω). Нехай також 𝑟(𝐴,𝐵) := sup

x∈𝐴
inf
y∈𝐵

‖x− y‖2 для

𝐴,𝐵 ⊂ R𝑑. Наступне твердження становить основний результат пiдроздiлу.

Теорема 4.2.1. Нехай 𝑑 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 – опукле тiло i 𝑄 – скiнченна множина,

що мiститься всерединi Ω. Тодi виконується подвiйна нерiвнiсть

1

4
𝑟2(Ω, 𝑄) 6 ℰ*

𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
6 max

{︂
1

4
𝑟2(Ω, 𝑄);

1

2
𝑟2(𝜕Ω, 𝑄)

}︂
,

яка обертається в рiвнiсть у випадку, коли 𝑟(Ω, 𝑄) >
√
2𝑟(𝜕Ω, 𝑄)

Теорема 4.2.1 узагальнює на випадок класiв гладких функцiй багатьох змiнних

результати В.Ф. Бабенка i А.О. Лiгуна [27] (𝑑 = 2) та В.Ф. Бабенка [11] (𝑑 > 3)

щодо найкращого вiдновлення класу 𝐻𝜔
2 (Ω) в нормi простору 𝐿∞ за iнформацiєю

про значення функцiй в точках множини 𝑄. Також, результат теореми 4.2.1

близький до результатiв Б. Боянова [47] щодо найкращого вiдновлення класiв

𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]), 1 6 𝑝 6 ∞ i 𝑟 ∈ N, функцiй 𝑓 : [0, 1] → R з абсолютно неперервною

похiдною 𝑓 (𝑟−1), для яких
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑝([0,1])

6 1, в метрицi простору 𝐿∞ за iнформацiєю

про значення функцiй та їх похiдних до порядку 𝑟 − 1 включно в 𝑛 вузлах.

Оцiнювання знизу величини ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊 2

∞(Ω); 𝐼 ′𝑄
)︀
звелося до розв’язання

наступної екстремальної задачi для функцiй багатьох змiнних: для заданого

𝑑-вимiрного симплексу 𝒯 з вершинами 𝐵0, . . . , 𝐵𝑑 необхiдно знайти

sup
𝑥∈𝑊2∞(𝒯 ):

𝑥(𝐵𝑗)=0,∇𝑥(𝐵𝑗)=0, 𝑗=0,...,𝑑

‖𝑥‖𝐿∞(𝒯 ) (9)

та екстремальнi функцiї, якщо такi iснують, на яких досягається sup в задачi (9).

Взагалi кажучи, задачi такого роду є складними та їх вдається розв’язати точно

лише у виключних ситуацiях. Задача (9) була розв’язана за рахунок її зведення

до бiльш простої екстремальної задачi для функцiй однiєї змiнної.
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Пiдроздiл 4.3 присвячено розв’язанню задачi найкращого вiдновлення

iнтегральних операторiв з невiд’ємним ядром та їх сум на класах функцiй з

заданою мажорантою модуля неперервностi за неточно заданою iнформацiєю про

значення функцiй з класу в заданiй скiнченнiй системi точок.

Нехай (𝑀,𝜇) i (𝑁, 𝜈) – простори з 𝜎-скiнченною невiд’ємною мiрою на деякiй

𝜎-алгебрi Σ𝑀 пiдмножин𝑀 ,M (𝑀,𝜇) – простiр всiх 𝜇-вимiрних 𝜇-м.с. скiнченних

функцiй 𝑓 : 𝑀 → R та 𝐸 ⊂ M(𝑀,𝜇) – лiнiйний пiдпростiр. Лiнiйний оператор

𝑇 : 𝐸 → M(𝑁, 𝜈) називається iнтегральним оператором, якщо iснує 𝜈×𝜇-вимiрна
функцiя 𝐾(𝑠, 𝑡) – ядро оператора 𝑇 – така, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐸

𝑇𝑥(𝑠) :=

∫︁
𝑀

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡) d𝜇(𝑡), для 𝜈 − м.в. 𝑠 ∈ 𝑁.

Нехай додатково 𝑀 =𝑀𝜌 оснащено метрикою 𝜌, Σ𝑀 – борелiвська 𝜎-алгебра

пiдмножин в𝑀𝜌,𝑀 ′ ⊂𝑀 – компактна пiдмножина, 𝐵𝜇 (𝑀
′) i 𝐶𝜇 (𝑀 ′) – простори

функцiй 𝑥 : 𝑀𝜌 → R, якi дорiвнюють нулю на 𝑀𝜌 ∖𝑀 ′ та, вiдповiдно, 𝜇-суттєво

обмеженi i 𝜇-м.с. неперервнi на 𝑀 ′. Нехай також 𝜔 – модуль неперервностi,

𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) := {𝑥 ∈ 𝐶𝜇(𝑀
′) : |𝑥(𝑡′)− 𝑥(𝑡′′)| 6 𝜔 (𝜌(𝑡′, 𝑡′′)) , ∀𝑡′, 𝑡′′ ∈𝑀 ′} ,

𝑛 ∈ N, 𝑄 = {𝑞𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ 𝑀 ′ – задана система точок, та 𝐼𝑄 : 𝐶𝜇 (𝑀
′) → R𝑛 –

iнформацiйний оператор вигляду

𝐼𝑄𝑥 := (𝑥 (𝑞1) , . . . , 𝑥 (𝑞𝑛)) , 𝑥 ∈ 𝐶𝜇(𝑀
′),

та 𝑈e =
𝑛∏︀
𝑗=1

[−𝑒𝑗, 𝑒𝑗], де 𝑒𝑗 > 0 для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Задача найкращого вiдновлення класу 𝐻𝜔
2 (𝑀 ′) за iнформацiєю 𝐼𝑄, яка

задана з похибкою 𝑈e, розв’язана А. Г. Марчуком i К.Ю. Осипенко [124] та

Л. Пласкотою [318] у випадку 𝑀 = R i 𝑀 ′ = [0, 1]; В.Ф. Бабенком i

А.О. Лiгуном [27] та В.Ф. Бабенком [11] у випадку 𝑀 = R𝑑, 𝑀 ′ – тiло i 𝑈e = 0.

Задача найкращого вiдновлення функцiоналу iнтегрування на класi 𝐻𝜔
𝑝 (𝑀

′)

за iнформацiєю 𝐼𝑄, яка задана з похибкою 𝑈e, розв’язана М.П. Корнєйчуком [90]

у випадку 𝑀 = R, 𝑀 ′ = [0, 1] i 𝑈e = 0; В.Ф. Бабенком [9] у випадку 𝑀 = R𝑑, 𝑀 ′

– тiло, 𝑈e = 0 i або 𝑝 = ∞ та 𝑑 ∈ N, або 𝑝 = 1 та 𝑑 = 2; Л. Пласкотою [318] у

випадку 𝑀 = R, 𝑀 ′ = [0, 1] i 𝜔(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1].
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Розглянемо функцiю 𝜏𝜔,𝑄,e(𝑡) := 𝜒𝑀 ′(𝑡) · min
𝑗=1,...,𝑛

(𝑒𝑗 + 𝜔 (𝜌 (𝑡, 𝑞𝑗))), 𝑡 ∈𝑀 , де 𝜒𝑀 ′

– характеристична функцiя множини 𝑀 ′. Послiдовно означимо Π0 := ∅,

Π𝑗 := {𝑡 ∈𝑀 ′ : 𝜏𝜔,𝑄,e(𝑡) = 𝑒𝑗 + 𝜔(𝜌 (𝑡, 𝑞𝑗))} ∖
𝑗−1⋃︁
𝑠=0

Π𝑠, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛.

Оператор 𝐿𝜔,𝑄,e : R𝑛 → 𝐵𝜇 (𝑀
′) визначимо за правилом: для всiх z ∈ R𝑛

𝐿𝜔,𝑄,ez(𝑡) :=

{︃
𝑧𝑗, 𝑡 ∈ Π𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

0, 𝑡 ∈𝑀 ∖𝑀 ′.

Теорема 4.3.2. Нехай в позначеннях пiдроздiлу iнтегральний оператор

𝐴 : 𝐵𝜇(𝑀
′) → M (𝑁, 𝜈) має невiд’ємне ядро i 𝑌 ⊂ M (𝑁, 𝜈) – нормовна решiтка

така, що 𝐴 (𝐵𝜇 (𝑀
′)) ⊂ 𝑌 . Тодi Φ = 𝐴 ∘ 𝐿𝜔,𝑄,e – найкращий метод вiдновлення

оператора 𝐴 на класi 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) за iнформацiєю 𝐼𝑄, яка задана з похибкою 𝑈e, та

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴;𝐻𝜔

𝜇 (𝑀
′) ; 𝐼𝑄;𝑈e

)︀
=

⃦⃦⃦⃦ ∫︁
𝑀 ′
𝐾(·, 𝑥) 𝜏𝜔,𝑄,e(𝑥) d𝜇(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝑌

.

В пiдроздiлi 4.3 отримано також узагальнення теореми 4.3.2 на випадок

найкращого вiдновлення сум iнтегральних операторiв зi знакосталими ядрами.

Одержанi результати дозволяють побудувати оптимальнi методи розв’язку

граничних задач для рiвнянь в частинних похiдних, гранична функцiя в яких має

обмеження на модуль неперервностi, за значеннями граничної функцiї в заданiй

системi точок.

В п’ятому роздiлi дослiджується задача про знаходження точних констант в

нерiвностях для норм похiдних та спорiднена задача про найкраще наближення

необмежених операторiв лiнiйними обмеженими операторами.

Нехай 𝐺 – вимiрна однозв’язна пiдмножина R, 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 6 𝑟 − 1, та

1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞. Позначимо через 𝐿𝑟𝑠(𝐺) простiр вимiрних функцiй 𝑓 : 𝐺 → R,
для яких 𝑓 (𝑘−1) локально абсолютно неперервна на 𝐺 i 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑠(𝐺), та означимо

𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) := 𝐿𝑝(𝐺) ∩ 𝐿𝑟𝑠(𝐺).
Нерiвностi, що оцiнюють норму промiжної похiдної функцiї

⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦
𝐿𝑞(𝐺)

через

норму самої функцiї ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) та норму її похiдної старшого порядку
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑠(𝐺)

,

називаються нерiвностями типу Колмогорова. Такi нерiвностi знаходять важливi

застосування в теорiї наближення, теорiї некоректних задач, теорiї оптимальних

алгоритмiв, теорiї оптимального вiдновлення, тощо.
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Особливий iнтерес становлять точнi нерiвностi типу Колмогорова. Вони

вивчалися А. Кнезером, Ж. Адамаром, Г. Г. Хардi, Дж. I. Лiтлвудом, Е. Ландау,

Г. Пойа, А.М. Колмогоровим, Е.М. Стейном, Л.В. Тайковим, I.Дж. Шенбергом,

А. Каваретою, Ю. I. Любiчем, М.П. Купцовим, В.М. Габушиним та iн.

Сучаснi прикладнi задачi хiмiї, фiзики, механiки потребують всебiчного

дослiдження похiдних не тiльки цiлих, але й дробових порядкiв. Тому природний

iнтерес становить задача знаходження непокращуваних нерiвностей для норм

похiдних дробових порядкiв, розв’язанню якої присвячено пiдроздiл 5.2.

Для функцiї 𝑓 : R0
+ = [0,∞) → R розглянемо дробову похiдну в смислi Маршо:

𝐷𝑘
−𝑓(𝑥) =

1

κ(𝑘, 𝑛)

∫︁ +∞

0

(Δ𝑛
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡, 𝑥 ∈ R,

де 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑘, (означення не залежить вiд вибору 𝑛) та

(Δ𝑛
−𝑡𝑓) (𝑥) :=

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑓(𝑥−𝑚𝑡), κ(𝑘, 𝑛) := Γ(−𝑘)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑚𝑘.

Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑘 ∈ (1, 2− 1/𝑠) i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Розглянемо множину

𝑀 :=
{︀
(𝑎, 𝑏) ∈ (0, 1)2 : 𝑎 6 𝑏

}︀
та для кожного (𝑎, 𝑏) ∈𝑀 означимо функцiї

𝜔(𝑎, 𝑏;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 = 0,

𝑎−1(1− 𝑏)−1 ·
(︀
1− 𝑏−

(︀
1− 𝑏1−𝑘

)︀
(1− 𝑎)

)︀
, 𝑥 ∈ (0, 𝑎],

(1− 𝑏)−1 ·
(︀
1− 𝑏1−𝑘

)︀
, 𝑥 ∈ (𝑎, 1),

(1− 𝑘)𝑥−𝑘, 𝑥 > 1,

𝜏(𝑎, 𝑏;𝑥) := 𝑥1−𝑘 −
∫︁ 𝑥

0

𝜔(𝑎, 𝑏;𝑢) d𝑢, 𝑥 ∈ R0
+,

𝜙(𝑎, 𝑏;𝑥) :=

∫︁ 𝑎

0

(−𝑥+ 𝑡/2) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡+
∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R0
+,

де 𝑔(𝑠′) := |𝑔|𝑠′−1sgn 𝑔. Основним результатом пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 5.2.7. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1), 𝑘 ∈ (1, 2− 1/𝑠) i

𝜆 = 𝑘/ (2− 1/𝑠). Тодi iснує єдина пара (𝑎, 𝑏) ∈𝑀 така, що для будь-якої функцiї

𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
виконується точна нерiвнiсть

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
𝐿∞(R0

+)
6

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝜙(𝑎, 𝑏; ·)
⃦⃦
𝐿∞(R0

+)

‖𝜙(𝑎, 𝑏; ·)‖1−𝜆
𝐿∞(R0

+)
‖𝜙′′(𝑎, 𝑏; ·)‖𝜆

𝐿𝑠(R0
+)

‖𝑓‖1−𝜆
𝐿∞(R0

+)
‖𝑓 ′′‖𝜆𝐿𝑠(R0

+) .
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Твердження теореми 5.2.7 у випадку 𝑠 = ∞ встановлено В.В. Арєстовим [182].

В пiдроздiлах 5.3 та 5.4.1 розв’язується задача найкращого наближення

операторiв диференцiювання i функцiоналiв диференцiювання в точцi лiнiйними

обмеженими операторами. Нехай𝑋, 𝑌 – банаховi простори; 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – оператор

з областю визначення 𝒟(𝑇 ) ⊂ 𝑋; 𝑊 ⊂ 𝒟(𝑇 ) – деяка множина; ℒ(𝑋, 𝑌 ) – простiр

всiх лiнiйних обмежених операторiв 𝑆 : 𝑋 → 𝑌 ; 𝑁 > 0. Похибкою наближення

оператора 𝑇 операторами 𝑆 ∈ ℒ(𝑋, 𝑌 ) на множинi 𝑊 називається величина

𝑈(𝑇, 𝑆;𝑊 ) := sup
𝑥∈𝑊

‖𝑇𝑥− 𝑆𝑥‖𝑌 .

С.Б. Стєчкiн [159, 160] поставив задачу найкращого наближення оператора 𝑇

лiнiйними обмеженими операторами на класi 𝑊 , яка полягає в обчисленнi

𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) := inf
𝑆∈ℒ, ‖𝑆‖6𝑁

𝑈(𝑇, 𝑆;𝑊 ) (10)

та знаходженнi екстремальних операторiв 𝑆* ∈ ℒ, ‖𝑆*‖ 6 𝑁 , якщо такi iснують,

на яких досягається inf в (10).

В [8, 7] мiститься широкий огляд результатiв щодо розв’язку задачi Стєчкiна

про найкраще наближення операторiв диференцiювання лiнiйними обмеженими

операторами на класах функцiй, визначених на R або R0
+. Але на класах функцiй,

визначених на скiнченному вiдрiзку, ця задача залишається малодослiдженою.

В пiдроздiлi 5.3 роз’язана задача про найкраще наближення оператора

диференцiювання 𝐷1 : 𝐿∞([0, 1]) → 𝐿∞([0, 1]) i функцiоналу диференцiювання

𝐷1
𝑡 : 𝐿∞([0, 1]) → R в точцi 𝑡 ∈ [0, 1] на класах 𝑊 2

𝑠 ([0, 1]), 1 6 𝑠 6 ∞. Там

же розглядається бiльш загальний випадок – коли друга похiдна функцiй з класу

належить одиничнiй кулi в просторi Орлiча.

Пiдроздiл 5.4.1 присвячено розв’язанню задачi Стєчкiна для операторiв

𝐷𝑘 : 𝐿∞([0, 1]) → 𝐿∞([0, 1]), 𝑘 ∈ {1, 2}, i функцiоналу 𝐷𝑘
𝑡 : 𝐿∞([0, 1]) → R,

𝑘 ∈ {1, 2} i 𝑡 ∈ [0, 1], на класах 𝑊 3
∞([0, 1]). Зазначимо, що на класах функцiй,

визначених на R або R0
+, ця задача дослiджувалася в роботах С.Б. Стєчкiна,

В.В. Арєстова, О.П. Буслаєва, О.А. Тiмошина, В. I. Колпакова, Е.В. Колпакової.

Сформулюємо результати пiдроздiлу 5.4.1 щодо розв’язку задачi Стєчкiна

для функцiоналiв i операторiв диференцiювання другого порядку. Розпочнемо
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з побудови екстремальних функцiоналiв 𝐹 2,𝑡
𝑁 : 𝐿∞([0, 1]) → R для 𝑡 ∈ [0, 1/2].

Нехай

𝑁 *
𝑡 =

18

(1− 2𝑡3) (1 + 4𝑡3)
.

У випадку 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
для 𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 1]) означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

𝑁

4
· 𝑓
(︂
𝑡− 2√

𝑁

)︂
− 𝑁

2
· 𝑓 (𝑡) + 𝑁

4
· 𝑓
(︂
𝑡+

2√
𝑁

)︂
.

У випадку 𝑁 ∈
(︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
через 𝑐𝑁,𝑡 позначимо єдиний нуль на [2𝑡, 1] полiнома

𝑄𝑁,𝑡(𝑐) := 𝑐6 − 18

𝑁
𝑐4 + 2𝑡3𝑐3 − 8𝑡6.

Для 𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 1]) означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

6𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

· 𝑓 (0)− 𝑁

2
· 𝑓

(︃
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡

)︃
+

3𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

· 𝑓 (𝑐𝑁,𝑡) .

У випадку 𝑁 ∈ [16, 𝑁*
𝑡 ] означимо

𝑏𝑁,𝑡 :=
1

2
− 1

2

√︂
1− 16

𝑁
,

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

2

𝑏𝑁,𝑡
· 𝑓 (0)− 𝑁

2
· 𝑓 (𝑏𝑁,𝑡) +

2

1− 𝑏𝑁,𝑡
· 𝑓 (1) , 𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 1]).

Далi розглянемо випадок 𝑡 ∈ [1/2, 1]. Через 𝑔 позначимо функцiю, симетричну

функцiї 𝑔 ∈ 𝐿∞, тобто 𝑔(𝑢) = 𝑔(1− 𝑢) для 𝑢 ∈ [0, 1]. Для 𝑁 > 16 означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 := 𝐹 2,1−𝑡

𝑁 𝑓, ∀𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 1]).

Теорема 5.4.1. Якщо 𝑡 ∈ [0, 1/2], то

𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞([0, 1])

)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2

3
√
𝑁
, 𝑁 ∈

[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
,

4𝑐𝑁,𝑡
9

+
4𝑡3

9𝑐2𝑁,𝑡
+

2𝑡3𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

− 𝑡, 𝑁 ∈
(︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
,

𝑏2𝑁,𝑡 + 2𝑡3

3𝑏𝑁,𝑡
− 𝑡+

1

3
, 𝑁 ∈ [16, 𝑁*

𝑡 ] ,

+∞, 𝑁 ∈ (0, 16),

а якщо 𝑡 ∈ [1/2, 1], то 𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2

1−𝑡;𝑊
3
∞
)︀
. Бiльш того, для всiх

𝑡 ∈ [0, 1] функцiонал 𝐹 2,𝑡
𝑁 є екстремальним у вiдповiднiй задачi.
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Теорема 5.4.2. Для всiх 𝑁 > 0

𝐸𝑁

(︀
𝐷2;𝑊 3

∞([0, 1])
)︀
= 𝑈

(︀
𝐷2;𝐹 2

𝑁 ;𝑊
3
∞([0, 1])

)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2

0;𝑊
3
∞([0, 1])

)︀
,

де оператор 𝐹 2
𝑁 : 𝐿∞([0, 1]) → 𝐿∞([0, 1]) визначений спiввiдношенням:

𝐹 2
𝑁𝑓(𝑡) := 𝐹 2,𝑡

𝑁 𝑓, ∀ 𝑡 ∈ [0, 1] та ∀𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 1]).

Решта роздiлу 5 присвячена одержанню точних нерiвностей типу Колмогорова

для функцiй, визначених на скiнченному вiдрiзку. Нехай

𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]) :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑠([0, 1]) :

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐿𝑠([0,1])

6 1

}︂
.

Задача про знаходження точних констант в нерiвностях типу Колмогорова для

функцiй, визначених на скiнченному вiдрiзку, називається задачею Ландау-

Колмогорова та має двi, взагалi кажучи рiзнi, постановки. Найбiльш сильна з

них полягає в знаходженнi модуля неперервностi Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑠

)︀
, 𝛿 > 0, оператора

диференцiювання 𝐷𝑘 : 𝐿𝑝([0, 1]) → 𝐿𝑞([0, 1]) на класi 𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]):

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑠 ([0, 1])
)︀
:=

{︂⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝐿𝑞([0,1])

: 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]) та ‖𝑓‖𝐿𝑝([0,1]) 6 𝛿

}︂
.

Розв’язанню задачi Ландау-Колмогорова присвячено роботи Е. Ландау [282],

Ч.К. Чуi та П.У. Смiта [238], С. Карлiна [269], А. Пiнкуса [314], М. Сато [323],

О. I. Звягiнцева i А.Я. Лєпiна [79], О. I. Звягiнцева [78], Н. Найденова [302, 301],

Б.О. Ерiксона [249], О.Ю. Шадрiна [330], Ю.В. Бабенко [38, 39]), В. I. Бурєнкова

та В.А. Гусакова [54], Б. Боянова i Н. Найденова [221, 222].

Проте в переважнiй бiльшостi ситуацiй задача Ландау-Колмогорова розв’язана

лише для малих значень 𝑟. Водночас, рiзнi застосування потребують встановлення

нерiвностей для похiдних на спецiальних класах функцiй. Зокрема, на класах

перiодичних функцiй, майже перiодичних функцiй, кратно монотонних функцiй,

абсолютно монотонних функцiй, тощо.

В пiдроздiлi 5.5 задача Ландау-Колмогорова розв’язується на класi абсолютно

монотонних функцiй. Нагадаємо, що функцiя 𝑓 ∈ 𝐶([0, 1]) називається абсолютно

монотонною, якщо 𝑓 є нескiнченно диференцiйовною всерединi (0, 1) i 𝑓 (𝑘)(𝑥) > 0

для всiх 𝑥 ∈ (0, 1) та 𝑘 ∈ Z+. Множину абсолютно монотонних на [0, 1] функцiй

позначимо через 𝐴𝑀 .
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Нехай 𝑛 ∈ Z+ та 𝑒𝑛(𝑥) := 𝑥𝑛, 𝑥 ∈ [0, 1]. Нехай також 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2 i 𝑛 > 𝑟.

Розглянемо множину функцiй

ℳ𝑛
𝑟 :=

{︂
𝑔𝜆,𝑛 = 𝜆

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
𝑒𝑛+1 + (1− 𝜆)

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜆 ∈ [0, 1)

}︂
i напiвiнтервали Δ𝑛;𝑝 :=

(︁
(𝑛−𝑟+1)!
(𝑛+1)! ‖𝑒𝑛+1‖𝐿𝑝([0,1])

, (𝑛−𝑟)!
𝑛! ‖𝑒𝑛‖𝐿𝑝([0,1])

]︁
. Нехай також

ℳ𝑟−1
𝑟 :=

{︂
𝑔𝜌,𝑟−1 =

1

𝑟!
𝑒𝑟 + 𝜌𝑒𝑟−1

⃒⃒⃒⃒
𝜌 > 0

}︂
i Δ𝑟−1;𝑝 :=

(︂
1

𝑟!
‖𝑒𝑟‖𝐿𝑝([0,1])

, +∞
)︂
.

Зрозумiло, що для кожного 𝛿 > 0 iснує єдина функцiя 𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑟 така, що

‖𝑦𝛿‖𝐿𝑝([0,1])
= 𝛿. Основним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 5.5.1. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞([0, 1]) ∩ 𝐴𝑀
)︀
=
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑘)
𝛿

⃦⃦⃦
𝐿𝑞([0,1])

.

В пiдроздiлi 5.6 отримано деякi новi результати щодо розв’язку задачi Ландау-

Колмогорова на класi кратно монотонних функцiй.

Висловлюю щиру подяку моєму Вчителевi професору Владиславу Федоровичу

Бабенку за неоцiненний вплив на формування наукового свiтогляду, а також всiм

спiвавторам за плiдну спiвпрацю.
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РОЗДIЛ 1

Найкращi лiнiйнi методи наближення класiв функцiй з

заданою мажоратною модуля неперервностi

Даний роздiл присвячено розв’язанню задачi про знаходження точного

значення лiнiйного одновимiрного поперечника класiв функцiй однiєї змiнної з

заданою мажорантою модуля неперервностi в просторi неперервних функцiй,

а також задачi оптимiзацiї лiнiйних методiв наближення на класах функцiй з

заданою мажорантою модуля неперервностi в просторi неперервних функцiй.

1.1. Вступ

Нехай 𝑋 є нормовний простiр з нормою ‖ · ‖𝑋 , ℳ – центрально симетрична

пiдмножина 𝑋, тобто разом з довiльним елементом 𝑥 ∈ ℳ елемент (−𝑥) також
належить множинi ℳ, а 𝐹 є лiнiйний пiдпростiр в 𝑋 скiнченної вимiрностi

(будемо позначати цей факт через 𝐹 ≤ 𝑋). Величина

𝐸 (ℳ;𝐹 )𝑋 := sup
𝑥∈ℳ

inf
𝑢∈𝐹

‖𝑥− 𝑢‖𝑋

називається похибкою найкращого наближення множини ℳ пiдпростором 𝐹 .

В теорiї наближення та її застосуваннях центральне мiсце посiдає задача

знаходження величини 𝐸 (ℳ;𝐹 )𝑋 , яка на даний час розв’язана для цiлого

ряду множин ℳ i пiдпросторiв 𝐹 . Звичайно, що за наявностi широкого

рiзномаїття наближуючих пiдпросторiв, наприклад, просторiв алгебраїчних i

тригонометричних полiномiв, полiномiальних сплайнiв, вейвлет, рiдж-функцiй,

тощо, – природно постає задача знаходження серед них найкращих. Вперше

дослiдження задач такого роду запропонував А.М. Колмогоров у 1936 р. В

статтi [273] вiн означив величину 𝑑𝑁(ℳ;𝑋), яка характеризує можливiсть

найкращого наближення множиниℳ лiнiйними многовидами розмiрностi 𝑁 ∈ N.

Означення 1.1.1. 𝑁 -поперечником за Колмогоровим множини ℳ в просторi

𝑋 називається величина

𝑑𝑁 (ℳ;𝑋) := inf
𝐹≤𝑋,

dim𝐹6𝑁

𝐸 (ℳ;𝐹 )𝑋 , (1.1)
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де inf береться за всiма пiдпросторами 𝐹 простору 𝑋 розмiрностi не вище за

𝑁 , множину яких будемо позначати через 𝐿𝑁 . Пiдпростори 𝐹
* ∈ 𝐿𝑁 , для яких

𝐸 (ℳ;𝐹 *)𝑋 = 𝑑𝑁 (ℳ;𝑋) (якщо такi iснують), називаються екстремальними.

Першi результати щодо знаходження точних значень поперечникiв 𝑑𝑁(ℳ;𝑋)

отриманi А.М. Колмогоровим [273] i його учнями, а вагомий поштовх для

iнтенсивного дослiдження поперечникiв надала стаття В.М. Тихомирова [169],

в якiй запропоновано ефективний загальний метод встановлення точних оцiнок

знизу поперечникiв (1.1), що спирається на топологiчну теорему К. Борсука [229].

Дослiдженням поперечникiв за Колмогоровим займалося багато визначних

математикiв. Завдяки їх зусиллям у багатьох ситуацiях знайдено точнi значення

величин 𝑑𝑁(ℳ;𝑋) та встановлена їх асимптотична поведiнка (як точна, так i

за порядком), коли 𝑁 → ∞. Змiстовний огляд стану дослiджень поперечникiв

можна знайти в [171, 95, 315, 336, 246] (див. також [61, 327, 60] i посилання в них).

Разом з поперечником за Колмогоровим в теорiї наближення дослiджувалися

й iншi спорiдненi апроксимативнi характеристики множини ℳ. Зокрема,

В.М. Тихомиров [169] ввiв поняття лiнiйного поперечника для характеризацiї

можливостi найкращого наближення ℳ лiнiйними многовидами розмiрностi 𝑁 .

Означення 1.1.2 ([169]). Лiнiйним 𝑁 -поперечником множини ℳ в просторi 𝑋

називається величина

𝜆𝑁 (ℳ;𝑋) := inf
𝐴:𝑋→𝑋,
rank𝐴6𝑁

sup
𝑥∈ℳ

‖𝑥− 𝐴𝑥‖𝑋 , (1.2)

де inf береться за всiма лiнiйними неперервними операторами 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 рангу

не вище за 𝑁 .

Поперечники (1.1) i (1.2) пов’язанi мiж собою тривiальною нерiвнiстю [169]:

𝑑𝑁 (ℳ;𝑋) 6 𝜆𝑁 (ℳ;𝑋) .

Далi розглянемо питання про точне значення поперечникiв за Колмогоровим

i лiнiйних поперечникiв класiв функцiй з заданою мажорантою модуля

неперервностi в просторi неперервних функцiй. Наведемо необхiднi для цього

означення. Нехай 𝐶 – лiнiйний простiр неперервних функцiй 𝑓 : [0, 1] → R, а ̃︀𝐶 –
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лiнiйний простiр неперервних 1-перiодичних функцiй 𝑓 : R → R. Норму в 𝐶 i ̃︀𝐶
визначимо стандартним чином: ‖𝑓‖𝐶 := max

𝑥∈[0,1]
|𝑓(𝑥)|, де 𝑓 ∈ 𝐶 або 𝑓 ∈ ̃︀𝐶.

Позначимо через 𝐻𝛼 клас Гельдера порядку 𝛼 ∈ (0, 1]:

𝐻𝛼 := {𝑓 ∈ 𝐶 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| 6 |𝑥− 𝑦|𝛼} ,

а через ̃︀𝐻𝛼 – його 1-перiодичний аналог. Узагальненням класiв Гельдера є класи

функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi.

Означення 1.1.3 (див. [92, §6.1]). Функцiя 𝜔 : R0
+ → R0

+ називається модулем

неперервностi, якщо 𝜔(0) = 0 i 𝜔 є неспадною, неперервною справа в точцi 0 i

напiвадитивною, тобто 𝜔(𝑥+ 𝑦) 6 𝜔(𝑥) + 𝜔(𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ R0
+.

Класом 𝐻𝜔 функцiй з заданою мажорантою 𝜔 модуля неперервностi

називається множина

𝐻𝜔 := {𝑓 ∈ 𝐶 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| 6 𝜔(|𝑥− 𝑦|)} .

Через ̃︀𝐻𝜔 позначимо 1-перiодичний аналог класу 𝐻𝜔.

Задача про обчислення точного значення поперечника за Колмогоровим класу

𝐻𝜔 в просторi 𝐶 розглядалася ще в 1960 р. В.М. Тихомировим [169]. Проте

запропонованi ним мiркування були помилковими (див. [170]) i виконувалися лише

для вузького класу лiнiйних модулiв неперервностi 𝜔, тобто 𝜔(𝑡) = 𝑘𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑎],

з деякими константами 𝑎, 𝑘 > 0, та всiх достатньо великих 𝑁 ∈ N. Остаточно
поперечник 𝑑𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) для довiльного 𝜔 знайшов Ю. I. Григорян [69] у 1973 р.:

𝑑𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) =
1

2
𝜔

(︂
1

𝑁

)︂
, 𝑁 ∈ N. (1.3)

В перiодичному випадку точне значення поперечника 𝑑𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ для

непарних 𝑁 = 2𝑛 − 1, 𝑛 ∈ N, було знайдено В.М. Тихомировим [169] у

1960 р. для лiнiйних модулiв неперервностi та достатньо великих 𝑁 ∈ N, i
М.П. Корнєйчуком [89] у 1963 р. в загальному випадку, а для парних 𝑁 = 2𝑛,

𝑛 ∈ N, – В. I. Рубаном [145] у 1974 р. Ними встановлено, що для довiльного

опуклого вгору модуля неперервностi 𝜔 i 𝑛 ∈ N мають мiсце рiвностi

𝑑2𝑛−1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 𝑑2𝑛

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ =
1

2
𝜔

(︂
1

2𝑛

)︂
, (1.4)
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а простiр 𝒯2𝑛−1 тригонометричних полiномiв степенi не вище за 𝑛 є екстремальним:

𝑑2𝑛−1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 𝑑2𝑛

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 𝐸
(︁ ̃︀𝐻𝜔; 𝒯2𝑛−1

)︁
̃︀𝐶 .

На вiдмiну вiд поперечникiв за Колмогоровим, точнi значення лiнiйних

поперечникiв 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) i 𝜆𝑁
(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ невiдомi в загальному випадку, тобто

коли 𝜔 не є лiнiйним. Задача про їх обчислення неодноразово ставилася

М.П. Корнєйчуком [91, 94, 95, 96] як вiдкрита задача, навiть, у випадку 𝑁 = 1.

Також М.П. Корнєйчук (див. [95, §8.2.2]) висунув гiпотезу про те, що

𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 2𝑁

∫︁ 1
2𝑁

0

𝜔(𝑡) d𝑡, (1.5)

а в статтi [96] покращив оцiнки зверху для 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶).

Зазвичай, у випадках, коли точнi значення лiнiйних поперечникiв вiдомi,

вони збiгаються зi значеннями вiдповiдних поперечникiв за Колмогоровим.

Але М.П. Корнєйчук [89] ще в 1963 р. продемонстрував нелiнiйнiсть

найкращих методiв наближення тригонометричними полiномами класу ̃︀𝐻𝜔 для

строго опуклих вгору 𝜔, а в 1996 р. (див. [96]) довiв строгу нерiвнiсть

𝑑𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) < 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶). Отже, поперечники (1.3) i (1.4) неможливо використати

для отримання точної оцiнки знизу вiдповiдних лiнiйних поперечникiв. Основна

складнiсть задачi про обчислення лiнiйних поперечникiв класiв𝐻𝜔 i ̃︀𝐻𝜔 в просторi

неперервних функцiй зумовлена вiдсутнiстю методiв встановлення точних оцiнок

знизу похибки лiнiйного наближення пiдмножини нормовного простору, якi б

суттєво використовували лiнiйнiсть наближуючих методiв.

В пiдроздiлi 1.2 обчислено точне значення лiнiйного одновимiрного поперечника

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ (див. теорему 1.2.1), що доводить гiпотезу М.П. Корнєйчука (1.5)

у випадку 𝑁 = 1. В неперiодичному випадку встановлено взаємозв’язок мiж

𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) i найкращим методом наближення константами класу 𝐻𝜔 в просторi

𝐶, який дається iнтегральним рiвнянням Фредгольма першого роду з параметром

(див. теорему 1.2.2). Це рiвняння можна розв’язати в явному виглядi для класiв

Гельдера (див. теорему 1.2.3). Отриманi результати дозволяють встановити новi

оцiнки зверху для лiнiйних 𝑁 -поперечникiв:

𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ 6 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) 6 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) , (1.6)
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де 𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁), 𝑡 ∈ [0, 1], якi покращують ранiше вiдомi оцiнки (див. [96]).

Для застосувань чималий iнтерес становлять також дослiдження методiв

наближення пiдмножиниℳ нормовного простору𝑋 методами, що задовольняють

певним обмеженням. Для 𝑉 ⊂ 𝑋 i 𝐹 ∈ 𝐿𝑁 означимо величину

𝐸(ℳ;𝑉 ;𝐹 )𝑋 := sup
𝑥∈ℳ

inf
𝑢∈𝐹∩𝑉

‖𝑥− 𝑢‖𝑋 .

Слiдуючи В.М. Коновалову [88] введемо поняття вiдносного поперечника за

Колмогоровим, який характеризує можливiсть найкращого наближення множини

ℳ методами, що задовольняють обмеженням 𝑉 .

Означення 1.1.4. Вiдносним 𝑁 -поперечником за Колмогоровим множини ℳ в

просторi 𝑋 з обмеженням 𝑉 називається величина

𝑑𝑁 (ℳ;𝑉 ;𝑋) := inf
𝐹≤𝑋,

dim𝐹6𝑁

𝐸(ℳ;𝑉 ;𝐹 )𝑋 ,

де inf береться за всiма лiнiйними пiдпросторами 𝐹 ∈ 𝐿𝑁 .

Вiдноснi поперечники 𝑑𝑁(ℳ;𝑉 ;𝑋) дослiджувалися В.М. Коноваловим,

В.Ф. Бабенком, Ю.М. Субботiним, С.О. Теляковським, Д. Левiатаном,

Й. Жилєвiчем, Н.В. Парфiнович та iншими (див. [88, 17, 162, 163, 164, 165, 274,

254, 275, 28, 143] i посилання в них).

Поняття вiдносних лiнiйних поперечникiв було введено С.П. Сидоровим [147,

148]. Нехай 𝑉 – конус в просторi 𝑋, тобто разом з кожним елементом 𝑥 ∈ 𝑉 для

будь-якого 𝜆 > 0 елемент 𝜆𝑥 також належить 𝑉 .

Означення 1.1.5. Вiдносним лiнiйним 𝑁 -поперечником множини ℳ в

просторi 𝑋 з обмеженням 𝑉 називається величина

𝜆𝑁 (ℳ;𝑉 ;𝑋) := inf
𝐴:𝑋→𝑋,𝐴(𝑉 )⊂𝑉,

rank𝐴6𝑁

sup
𝑥∈ℳ

‖𝑥− 𝐴𝑥‖𝑋 ,

де inf береться за всiма лiнiйними неперервними операторами 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 рангу

не вище за 𝑁 , якi вiдображають конус 𝑉 в себе.

Природно, що одним з найбiльш дослiджених класiв лiнiйних операторiв з

обмеженнями є клас позитивних операторiв. У випадку простору 𝐶 позитивним

оператором є будь-який лiнiйний оператор 𝐴 : 𝐶 → 𝐶, що вiдображає 𝐶+
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в себе, де 𝐶+ – множина неперервних невiд’ємних на вiдрiзку [0, 1] функцiй.

Класичнi результати щодо умов збiжностi послiдовностi позитивних операторiв до

тотожного оператора в просторi 𝐶, а також оцiнок знизу на порядок наближення

позитивними полiномiальними операторами отриманi П.П. Коровкiним [100, 101].

Огляд сучасного стану дослiджень щодо наближення лiнiйними операторами з

обмеженнями можна знайти в [272, 243, 256, 298, 297, 148].

Задача дослiдження найкращого лiнiйного наближення класiв 𝐻𝜔 в просторi

𝐶 позитивними методами має ще одну мотивацiю. Вiдомо, що метод наближення,

який реалiзує поперечник 𝑑𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) i метод найкращого лiнiйного наближення

класу𝐻𝜔 константами в просторi 𝐶 є позитивними операторами. Тому найкращий

лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝜔 в просторi 𝐶 має сенс шукати саме серед

позитивних операторiв. В пiдроздiлi 1.3 знайдено точне значення вiдносного

лiнiйного поперечника другого порядку 𝜆2 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) (див. наслiдок 1.3.2).

Додатковi результати можна отримати, якщо накласти на область значень

лiнiйних операторiв 𝐴 : 𝐶 → 𝐶 додатковi обмеження.

Означення 1.1.6. [108, §2] Конус 𝑉 в скiнченно-вимiрному лiнiйному просторi

𝐸 називається тiлесним, якщо вiн має хоча б одну внутрiшню точку.

Означення 1.1.7. [108, §2] Конус 𝑉 нормовного простору 𝑋 називається

мiнiедральним конусом, якщо: (1) для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑉 маємо (−𝑥) ̸∈ 𝑉 та

(2) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 iснує 𝑧 ∈ 𝑉 , для якого 𝑧 + 𝑉 = (𝑥+ 𝑉 ) ∩ (𝑦 + 𝑉 ).

Для зручностi множину всiх мiнiедральних конусiв простору 𝑋 позначимо

через m𝑋 . Має мiсце наступна характеризацiя мiнiедральних тiлесних конусiв в

скiнченновимiрному лiнiйному просторi.

Лема 1.1.1. [108, теорема 2.4] Нехай 𝑛 ∈ N i 𝐸 – 𝑛-вимiрний лiнiйний простiр.

Пiдмножина 𝑉 простору 𝐸 є мiнiедральним тiлесним конусом тодi i тiльки

тодi, коли iснують 𝑛 лiнiйно незалежнi елементи 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸, для яких

𝑉 = {𝑥 = 𝜉1𝑥1 + . . .+ 𝜉𝑛𝑥𝑛 : 𝜉𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}.

Означення 1.1.8. Вiдносним лiнiйним мiнiедральним 𝑁 -поперечником

множини ℳ в просторi 𝑋 з обмеженням 𝑉 будемо називати величину

𝜆m𝑁 (ℳ;𝑉 ;𝑋) := inf
𝐴:𝑋→𝑋,𝐴(𝑉 )⊂𝑉,

𝐴(𝑉 )∈m𝑋, rank𝐴6𝑁

sup
𝑥∈ℳ

‖𝑥− 𝐴𝑥‖𝑋 ,
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де inf береться за всiма лiнiйними операторами 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 рангу не вище за

𝑁 , якi вiдображають конус 𝑉 в мiнiедральний конус, що мiститься в 𝑉 .

Означення 1.1.9. Будемо називати позитивний оператор 𝐴 : 𝐶 → 𝐶

мiнiедральним, якщо 𝐴 (𝐶+) є мiнiедральним конусом. Множину позитивних

мiнiедральних тiлесних операторiв будемо позначати через ℒ++(𝐶).

Вiдзначимо, що множина позитивних мiнiедральних операторiв є доволi

широкою. Так, неважко переконатися в тому, що довiльний лiнiйний оператор

𝐴 : 𝐶 → 𝐶 рангу 𝑁 , для якого sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 < ∞, можна зобразити у виглядi

рiзницi двох позитивних мiнiедральних операторiв 𝐴1, 𝐴2 ∈ ℒ++(𝐶) рангу 𝑁 . В

пiдроздiлi 1.3 знайдено значення поперечника 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) (див. теорему 1.3.1).

Зауважимо, що наведенi в роздiлi результати опублiковано в роботах [154, 155].

1.2. Лiнiйний одновимiрний поперечник класiв функцiй з заданою

мажорантою модуля неперервностi

В цьому пiдроздiлi розв’яжемо задачу про обчислення лiнiйного одновимiрного

поперечника класiв функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi в

просторi неперервних функцiй. Нехай 𝜔 – довiльний модуль неперервностi та або

ℳ = 𝐻𝜔 i 𝑋 = 𝐶, або ℳ = ̃︀𝐻𝜔 i 𝑋 = ̃︀𝐶. Через ℒ(𝑋;𝐹 ), 𝐹 ≤ 𝑋, позначимо

простiр лiнiйних обмежених операторiв 𝐴 : 𝑋 → 𝐹 . Має мiсце рiвнiсть

𝜆1 (ℳ;𝑋) := inf
𝐹≤𝑋,

dim𝐹=1

inf
𝐴∈ℒ(𝑋;𝐹 )

sup
𝑓∈ℳ

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 .

Для одновимiрного замкненого пiдпростору 𝐹 простору 𝑋 означимо

𝐸ℓ (ℳ;𝐹 )𝑋 := inf
𝐴∈ℒ(𝑋;𝐹 )

sup
𝑓∈ℳ

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶

i позначимо через 𝐾 пiдпростiр констант. Оскiльки 𝐾 ⊂ ℳ, то величина

𝐸ℓ (ℳ;𝐹 )𝑋 є скiнченою тодi i тiльки тодi, коли 𝐹 = 𝐾. Отже,

𝜆1 (ℳ;𝑋) = inf
𝐴∈ℒ(𝑋;𝐾)

sup
𝑓∈ℳ

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 . (1.7)

Нехай 𝑉 – множина функцiй 𝜎 : [0, 1] → R, 𝜎(0) = 0, з обмеженою на

вiдрiзку [0, 1] варiацiєю, i нехай 𝑉1 – пiдпростiр 𝑉 , що складається з функцiй
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𝜎 ∈ 𝑉 , для яких 𝜎(1) = 1. Застосовуючи теорему Рiса [86, Р. IV, §6.6]

про зображення лiнiйного обмеженого функцiонала на 𝐶 i ̃︀𝐶, рiвнiсть (1.7)

перепишемо в наступному виглядi:

𝜆1 (ℳ;𝑋) = inf
𝜎∈𝑉1

sup
𝑓∈ℳ

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝜎(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

. (1.8)

Означення 1.2.1. Функцiя 𝜎* ∈ 𝑉1 породжує найкращий лiнiйний метод

наближення множини ℳ простором констант, якщо

sup
𝑓∈ℳ

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝜎*(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

= 𝜆1 (ℳ;𝑋) .

1.2.1. Лiнiйний одновимiрний поперечник класу ̃︀𝐻𝜔 в ̃︀𝐶
Теорема 1.2.1. Нехай 𝜔 – довiльний модуль неперервностi. Тодi

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡,

i найкращий лiнiйний метод наближення класу ̃︀𝐻𝜔 простором констант

породжується функцiєю 𝜎(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1].

Зауваження 1.2.1. В [154, 155] теорема 1.2.1 була встановлена для опуклого

вгору модуля неперервностi 𝜔.

Зауваження 1.2.2. Теорема 1.2.1 пiдтверджує гiпотезу (1.5) у випадку 𝑁 = 1.

Для доведення теореми 1.2.1 переконаємося, що має мiсце подвiйна рiвнiсть

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = sup
𝑓∈ ̃︀𝐻𝜔

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐶

= 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡. (1.9)

Для 𝑎 ∈ [0, 1] i 𝑡 ∈ R розглянемо функцiю

𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) := min
𝑛∈Z

{𝜔(|𝑎− 𝑡− 𝑛|)}.

Вочевидь, 𝜙𝜔(𝑎; ·) ∈ ̃︀𝐻𝜔 для всiх 𝑎 ∈ [0, 1]. Спочатку доведемо другу рiвнiсть

в (1.9).

Лема 1.2.1. Для довiльного модуля неперервностi 𝜔 i 𝑥 ∈ [0, 1],

sup
𝑓∈ ̃︀𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
= 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡.
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Доведення. Дiйсно, нехай 𝑥 ∈ [0, 1] та 𝑓 ∈ ̃︀𝐻𝜔. Тодi⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6
∫︁ 1

0

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡)| d𝑡 6
∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑡 = 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡.

З iншого боку,

sup
𝑓∈ ̃︀𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
> sup

𝑎∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜔(𝑎;𝑥)−

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜔(𝑥;𝑥)−

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
= 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡,

що завершує доведення.

Доведемо тепер першу рiвнiсть в (1.9). Для всiх 𝜎 ∈ 𝑉1 i 𝑥 ∈ [0, 1] означимо

̃︁𝑀𝜎(𝑥) := sup
𝑓∈ ̃︀𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
.

Має мiсце наступне твердження.

Лема 1.2.2. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Тодi для будь-якої

функцiї 𝜎 ∈ 𝑉1 iснує така точка �̃�𝜎 ∈ [0, 1], в якiй

̃︁𝑀𝜎 (�̃�𝜎) > 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡.

Доведення. Припустимо супротивне, що для всiх 𝑥 ∈ [0, 1]

̃︁𝑀𝜎 (𝑥) < 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡

i, отже, ∫︁ 1

0

̃︁𝑀𝜎 (𝑥) d𝑥 < 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡. (1.10)

З iншого боку,∫︁ 1

0

̃︁𝑀𝜎 (𝑥) d𝑥 >
∫︁ 1

0

sup
𝑎∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜔(𝑎;𝑥)−

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
d𝑥

>
∫︁ 1

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
d𝑥 >

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝜎(𝑡) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
.

Застосовуючи обернену теорему Фубiнi ([176, §36]) i лему 1.2.1, отримаємо∫︁ 1

0

̃︁𝑀𝜎 (𝑥) d𝑥 >

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑥 d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
= 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡.

Остання нерiвнiсть суперечить нерiвностi (1.10). Лема доведена.
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Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 1.2.1.

Доведення теореми 1.2.1. З леми 1.2.2 i формули (1.8) неважко бачити, що

𝜆1

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ = inf
𝜎∈𝑉1

sup
𝑥∈[0,1]

̃︁𝑀𝜎(𝑥) > inf
𝜎∈𝑉1

̃︁𝑀𝜎 (�̃�𝜎) > 2

∫︁ 1/2

0

𝜔(𝑡) d𝑡.

Об’єднуючи останню нерiвнiсть з лемою 1.2.1, встановлюємо вiрнiсть першої

рiвностi в (1.9). Таким чином, теорема 1.2.1 доведена.

1.2.2. Лiнiйний одновимiрний поперечник класу 𝐻𝜔 в 𝐶

Теорема 1.2.2. Нехай 𝜔 – довiльний модуль неперервностi. Тодi iснує така

неспадна функцiя 𝑔𝜔 ∈ 𝑉1, що 𝑔𝜔(𝑡) + 𝑔𝜔(1− 𝑡) = 1 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1] i

𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) =

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝜔(𝑡) для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1]. (1.11)

Крiм того, функцiя 𝑔𝜔 породжує найкращий лiнiйний метод наближення класу

𝐻𝜔 простором констант.

Зауваження 1.2.3. В [154, 155] теорема 1.2.2 була доведена для опуклого вгору

модуля неперервностi.

Наступне твердження є наслiдком теореми 1.2.2.

Твердження 1.2.1. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Якщо iснують

функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1 i число 𝜆 > 0, для яких рiвнiсть∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) = 𝜆 (1.12)

виконується для всiх 𝑥 ∈ [0, 1], то 𝜆 = 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶).

Зауваження 1.2.4. Теорема 1.2.2 встановлює зв’язок мiж лiнiйним

поперечником 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) i функцiєю 𝑔𝜔 ∈ 𝑉1, що породжує найкращий

лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝜔 простором констант. Таким чином,

спiввiдношення (1.11) можна розглядати як неявну вiдповiдь на питання про

точне значення поперечника 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶).

Для доведення теореми 1.2.2 застосуємо схему доведення теореми 1.2.1 з

певними змiнами. Нам знадобиться наступне допомiжне твердження.
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Лема 1.2.3. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Тодi iснує така

неспадна функцiя 𝑔𝜔 ∈ 𝑉1, що 𝑔𝜔(𝑡) + 𝑔𝜔(1 − 𝑡) = 1 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1], а для

всiх 𝑥 ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝜔(𝑡) =
∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡). (1.13)

Доведення леми 1.2.3 спирається на наступне твердження.

Лема 1.2.4. Нехай 𝑛 ∈ N та 𝜔 є довiльий модуль неперервностi. Тодi iснує

така неспадна функцiя 𝑔𝑛 ∈ 𝑉1, що для будь-якого 𝑘 = 1, . . . , 𝑛∫︁ 1

0

𝜔

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑛
− 𝑡

⃒⃒⃒⃒)︂
d𝑔𝑛(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝑛(𝑡). (1.14)

Доведення. Спочатку розглянемо випадок строго напiвадитивного модуля

неперервностi 𝜔, тобто 𝜔(𝑥 + 𝑦) < 𝜔(𝑥) + 𝜔(𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ R+. Зафiксуємо

𝑛 ∈ N i розглянемо стандартний симплекс

𝒫𝑛 = {a = (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) : 𝑎0 + . . .+ 𝑎𝑛 = 1 i 𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛} .

Кожнiй точцi a ∈ 𝒫𝑛 поставимо у вiдповiднiсть кусково-сталу функцiю

𝑧a :=
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜒( 𝑗
𝑛 ,1]

+
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
2
𝜒{ 𝑗

𝑛} + 𝑎𝑛𝜒{1},

де 𝜒𝐸 – характеристична функцiя множини 𝐸, тобто 𝜒𝐸(𝑡) = 1 для 𝑡 ∈ 𝐸 i

𝜒𝐸(𝑡) = 0 для 𝑡 ̸∈ 𝐸. Переконаємося в iснуваннi такої точки a ∈ 𝒫𝑛, що для

функцiї 𝑔𝑛 = 𝑧a виконуються рiвностi (1.14).

Зауважимо, що для всiх a ∈ 𝒫𝑛 функцiя 𝑧a є неспадною на вiдрiзку [0, 1]. Бiльш

того, для всiх 𝑥 ∈ [0, 1] виконується спiввiдношення∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑧a(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑗

𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
.

Отже, 𝑧a задовольняє рiвностi (1.14) тодi i тiльки тодi, коли для ∀𝑘 = 1, . . . , 𝑛,
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔

(︂
|𝑘 − 𝑗|
𝑛

)︂
=

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔

(︂
𝑗

𝑛

)︂
. (1.15)

Розглянемо функцiю

ℱ(a) :=
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑗𝑎𝑘𝜔

(︂
|𝑗 − 𝑘|
𝑛

)︂
, a ∈ 𝒫𝑛,
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i множину Ω𝑛 точок b ∈ 𝒫𝑛, для яких ℱ(b) = max
a∈𝒫𝑛

ℱ(a). Оскiльки 𝒫𝑛

компактна множина, то Ω𝑛 ̸= ∅. Доведемо, що Ω𝑛 мiстить виключно точки з

додатними координатами. Дiйсно, оберемо довiльну точку b = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛) ∈ Ω𝑛

i припустимо супротивне: 𝑏0 = 0. Через 𝑠 ∈ N, 𝑠 6 𝑛, позначимо

iндекс, для якого 𝑏0 = . . . = 𝑏𝑠−1 = 0 i 𝑏𝑠 > 0. Тодi для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝑏𝑠)

точка b𝜀 := (𝜀, 0, . . . , 0, 𝑏𝑠 − 𝜀, 𝑏𝑠+1, . . . , 𝑏𝑛) належить множинi 𝒫𝑛. Розглянемо

допомiжну функцiю 𝒢(𝜀) := ℱ (b𝜀), 𝜀 ∈ (0, 𝑏𝑠). Неважко бачити, що

𝒢 ′(𝜀) = 2

{︃
−2𝜀𝜔

(︁ 𝑠
𝑛

)︁
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑠

𝑏𝑘

[︂
𝜔

(︂
𝑘

𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
|𝑘 − 𝑠|
𝑛

)︂]︂}︃
> 2𝜔

(︁ 𝑠
𝑛

)︁
(𝑏𝑠 − 2𝜀) .

Тому 𝒢 ′(0) > 0 i ℱ (b𝜀) > ℱ (b) для будь-якого достатньо малого 𝜀 > 0,

що суперечить побудовi множини Ω𝑛 i вибору точки 𝑏. Таким чином, 𝑏0 > 0.

Застосовуючи аналогiчнi мiркування можна показати, що 𝑏𝑛 > 0.

Далi припустимо, що 𝑏𝑠 = 0 для деякого 𝑠 ∈ N, 1 6 𝑠 6 𝑛 − 1. Нехай 𝑠1 i

𝑠2 – точки, найближчi до 𝑠 справа i злiва вiдповiдно, для яких 𝑏𝑠1 > 0 i 𝑏𝑠2 > 0.

Без зменшення загальностi припустимо, що 𝑏𝑠1 > 𝑏𝑠2. Для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝑏𝑠1)

розглянемо точку b𝜀 := (𝑏0, . . . , 𝑏𝑠1−1, 𝑏𝑠1 − 𝜀, 0, . . . , 0, 𝜀, 0, . . . , 0, 𝑏𝑠2, . . . , 𝑏𝑛) з

координатою 𝜀 на позицiї з iндексом 𝑠. Зрозумiло, що b𝜀 ∈ 𝒫𝑛.

Розглянемо функцiю 𝒢(𝜀) := ℱ (b𝜀), 𝜀 ∈ (0, 𝑏𝑠1). Зрозумiло, що

𝒢 ′(𝜀) = 2
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝜀𝑗

(︂
𝜔

(︂
|𝑠− 𝑗|
𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
|𝑠1 − 𝑗|
𝑛

)︂)︂
.

Зi строгої напiвадитивностi модуля неперервностi 𝜔 випливає, що

𝒢 ′(0) = 2

{︃
𝑠1∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗

(︂
𝜔

(︂
𝑠− 𝑗

𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
𝑠1 − 𝑗

𝑛

)︂)︂
+

𝑛∑︁
𝑗=𝑠2

𝑏𝑗

(︂
𝜔

(︂
𝑗 − 𝑠

𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
𝑗 − 𝑠1
𝑛

)︂)︂}︃
> 2𝑏𝑠1𝜔

(︂
𝑠− 𝑠1
𝑛

)︂
+ 2𝑏𝑠2

(︂
𝜔

(︂
𝑠2 − 𝑠

𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
𝑠2 − 𝑠1
𝑛

)︂)︂
> 2𝑏𝑠2

(︂
𝜔

(︂
𝑠− 𝑠1
𝑛

)︂
+ 𝜔

(︂
𝑠2 − 𝑠

𝑛

)︂
− 𝜔

(︂
𝑠2 − 𝑠1
𝑛

)︂)︂
> 0.

Отже, ℱ (b𝜀) > ℱ(b) для будь-якого достатньо малого 𝜀 > 0, що суперечить

побудовi множини Ω𝑛 i вибору точки b.
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Таким чином, множинаΩ𝑛 мiстить виключно точки з додатними координатами.

Нехай b ∈ Ω𝑛 – довiльна фiксована точка. Зауважимо, що функцiя ℱ неперервно

диференцiйовна на своїй областi визначення та в точцi b досягає свого максимуму

на множинi 𝒫𝑛. Неважко бачити, що виконуються умови принципу множникiв

Лагранжа ([66, §2.2.3]), згiдно якого iснує множник 𝜆 ̸= 0 такий, що функцiя

ℒ(a) := ℱ(a) + 𝜆

(︃
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗 − 1

)︃
, a ∈ 𝒫𝑛,

задовольняє умовам стацiонарностi в точцi a = b:

𝜕ℒ
𝜕𝑎𝑘

(b) = 2
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝜔

(︂
|𝑘 − 𝑗|
𝑛

)︂
+ 𝜆 = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛.

З цих спiввiдношень випливають рiвностi (1.15) для точки 𝑏.

Розглянемо випадок довiльного модуля неперервностi 𝜔. Для 𝑚 ∈ N означимо

𝜔𝑚(𝑡) := 𝜔(𝑡)+𝑚−1
√
𝑡, 𝑡 ∈ R0

+. Зрозумiло, що 𝜔𝑚 – строго напiвадитивний модуль

неперервностi. Вище було доведено, що iснує така точка b𝑚 ∈ 𝒫𝑛, що
𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑚𝑗 𝜔𝑚

(︂
|𝑘 − 𝑗|
𝑛

)︂
=

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑚𝑗 𝜔𝑚

(︂
𝑗

𝑛

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (1.16)

Оскiльки множина 𝒫𝑛 є компактною, то без зменшення загальностi можна

припустити, що послiдовнiсть {b𝑚}∞𝑚=1 збiгається до деякої точки b ∈ 𝒫𝑛, коли

𝑚→ ∞. Спрямовуючи 𝑚 до нескiнченностi в рiвностях (1.16), отримаємо

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝜔

(︂
|𝑘 − 𝑗|
𝑛

)︂
=

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝜔

(︂
𝑗

𝑛

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Лема доведена.

Доведення леми 1.2.3. За лемою 1.2.4, для кожного 𝑛 ∈ N iснує неспадна

функцiя 𝑔𝑛 ∈ 𝑉1, яка задовольняє рiвностi (1.14). Розглянемо послiдовнiсть

функцiй {𝑔𝑛}∞𝑛=1. Зауважимо, що для всiх 𝑛 ∈ N, 𝑔𝑛 ∈ 𝑉1 i 𝑔𝑛 неспадна на вiдрiзку

[0, 1]. Отже, за теоремою Хелi (див. [86, §6.5]), iснує пiдпослiдовнiсть {𝑔𝑛𝑘}
∞
𝑘=1, яка

поточково збiгається до функцiї 𝑔 : [0, 1] → R. Бiльше того, 𝑔 ∈ 𝑉1, 𝑔 є неспадною

на вiдрiзку [0, 1] i для всiх 𝑓 ∈ 𝐶 виконується граничне спiввiдношення

lim
𝑘→∞

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝑛𝑘(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡).
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Зокрема, для всiх 𝑥 ∈ [0, 1]

lim
𝑘→∞

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑛𝑘(𝑡) =
∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡).

З останнього спiввiдношення випливає, що для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке число

𝑁 ∈ N, що для всiх 𝑘 > 𝑁 має мiсце нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑛𝑘(𝑡)−
∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡)
⃒⃒⃒⃒
< 𝜀. (1.17)

Тепер для всiх 𝑘 > 𝑁 розглянемо функцiю

𝑇𝑘(𝑥) :=

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑛𝑘(𝑡), 𝑥 ∈ [0, 1].

Зрозумiло, що 𝑇𝑘 ∈ 𝐻𝜔. Також, за вибором послiдовностi {𝑔𝑛}∞𝑛=1, функцiя 𝑇𝑘

приймає рiвнi значення в точках 𝑗/𝑛𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑘. Застосовуючи цi зауваження

до нерiвностi (1.17), отримаємо⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝑛𝑘(𝑡)−
∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡)
⃒⃒⃒⃒
6 𝜀+ 𝜔

(︂
1

2𝑛𝑘

)︂
.

Вiдтак, для всiх 𝑥 ∈ [0, 1]∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) = lim
𝑘→∞

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝑛𝑘(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔(𝑡).

Нарештi помiтимо, що для 𝑔(𝑡) = 1− 𝑔(1− 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝜔(|1− 𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) =
∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔(𝑡)

=

∫︁ 1

0

𝜔(1− 𝑡) d𝑔(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔(𝑡).

Таким чином, функцiя

𝑔𝜔(𝑡) :=
𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑡)

2
, 𝑡 ∈ [0, 1],

належить множинi 𝑉1, є неспадною на вiдрiзку [0, 1] i задовольняє рiвнiсть (1.13).

Крiм того, рiвнiсть 𝑔𝜔(𝑡) + 𝑔𝜔(1− 𝑡) = 1 виконується для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Для 𝑎, 𝑡 ∈ [0, 1] розглянемо функцiю 𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) := 𝜔(|𝑎− 𝑡|). Неважко бачити, що
𝜙𝜔(𝑎; ·) ∈ 𝐻𝜔 i 𝜙𝜔(𝑎; 𝑎) = 0 для всiх 𝑎 ∈ [0, 1].
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Лема 1.2.5. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Тодi для 𝑥 ∈ [0, 1],

sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡),

де функцiя 𝑔𝜔 означена в лемi 1.2.3.

Доведення. Дiйсно, нехай 𝑥 ∈ [0, 1] i 𝑓 ∈ 𝐻𝜔. За означенням функцiї 𝑔𝜔 ∈ 𝑉1,⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑡)] d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
6
∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝜔(𝑡)

=

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡).

З iншого боку,

sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
> sup

𝑎∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜔(𝑎;𝑥)−

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑔𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡).

Для 𝜎 ∈ 𝑉1 i 𝑥 ∈ [0, 1] означимо

𝑀𝜎(𝑥) := sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
.

Лема 1.2.6. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Тодi для будь-якої

𝜎 ∈ 𝑉1 iснує така точка 𝑥𝜎 ∈ [0, 1], що

𝑀𝜎(𝑥𝜎) >
∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡).

Доведення. Припустимо супротивне, що для всiх 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑀𝜎(𝑥) <

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡).

Тодi ∫︁ 1

0

𝑀𝜎(𝑥) d𝑔𝜔(𝑥) <

∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡). (1.18)

Застосовуючи обернену теорему Фубiнi [176, §36] i лему 1.2.3, отримаємо∫︁ 1

0

𝑀𝜎(𝑥) d𝑔𝜔(𝑥) >
∫︁ 1

0

sup
𝑎∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜔(𝑎;𝑥)−

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑎; 𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
d𝑔𝜔(𝑥)

>
∫︁ 1

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
d𝑔𝜔(𝑥) >

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝜎(𝑡)d𝑔𝜔(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑔𝜔(𝑥)d𝜎(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=

∫︁ 1

0

𝜔(𝑥) d𝑔𝜔(𝑥).

Останнє суперечить нерiвностi (1.18), що завершує доведення леми.
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Нарештi, перейдемо до доведення теореми 1.2.2.

Доведення теореми 1.2.2. Об’єднуючи лему 1.2.5 з формулою (1.8), матимемо

𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) = inf

𝜎∈𝑉1
sup
𝑥∈[0,1]

𝑀𝜎(𝑥) > inf
𝜎∈𝑉1

𝑀𝜎 (𝑥𝜎) >
∫︁ 1

0

𝜔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑡) = 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) .

Теорема 1.2.2 доведена.

Доведення твердження 1.2.1. Припустимо, що iснують 𝑔 ∈ 𝑉1 i 𝜆 ∈ R такi,

що для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] виконується рiвнiсть (1.12), тобто∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) = 𝜆.

Тодi ∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) d𝑔𝜔(𝑥) = 𝜆,

де функцiя 𝑔𝜔 означена в лемi 1.2.3. Застосовуючи обернену теорему

Фубiнi [176, §36] i теорему 1.2.2, отримаємо∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡)d𝑔𝜔(𝑥) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑡− 𝑥|) d𝑔𝜔(𝑥)d𝑔(𝑡) = 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶) .

Тому 𝜆 = 𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶), що й потрiбно було довести.

1.2.3. Лiнiйний одновимiрний поперечник класiв Гельдера в

просторi 𝐶

У випадку класiв Гельдера 𝐻𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), застосуємо твердження 1.2.1 для

обчислення поперечника 𝜆1 (𝐻𝛼;𝐶) в явному виглядi.

Теорема 1.2.3. Якщо 𝛼 ∈ (0, 1), то

𝜆1 (𝐻
𝛼;𝐶) =

Γ(2− 𝛼)Γ (1/2 + 𝛼/2)

2Γ (3/2− 𝛼/2)
,

а найкращий лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝛼 простором констант

породжується функцiєю

𝑔(𝑥) :=
Γ(1− 𝛼)

Γ2 (1/2− 𝛼/2)

∫︁ 𝑥

0

d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2
, 𝑥 ∈ [0, 1], (1.19)

де Γ(𝑥) – гамма-функцiя Ойлера.
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Доведення. Покажемо, що функцiя 𝑔, означена в (1.19), породжує найкращий

лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝛼 простором констант. Спочатку вiдзначимо,

що 𝑔 ∈ 𝑉1 i 𝑔(𝑥)+ 𝑔(1−𝑥) = 1 для всiх 𝑥 ∈ [0, 1]. Розглянемо допомiжну функцiю

𝐼(𝑥) :=

∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑡|𝛼 d𝑔(𝑡) = Γ(1− 𝛼)

Γ2 (1/2− 𝛼/2)

∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑡|𝛼 d𝑡
𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2

, 𝑥 ∈ [0, 1].

Переконаємося, що функцiя 𝐼 є сталою. Дiйсно, для всiх 𝑥 ∈ (0, 1) маємо

𝐼 ′(𝑥) =
𝛼Γ(1− 𝛼)

Γ2 (1/2− 𝛼/2)

(︂∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1 d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2
−
∫︁ 1

𝑥

(𝑡− 𝑥)𝛼−1 d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2

)︂
.

Пiдставляючи 𝑡 = 𝑥(1−𝑢)
1−𝑥𝑢 в перший iнтеграл, а 𝑡 = 𝑥

1−(1−𝑥)𝑢 – в другий, отримаємо∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1 d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2
=
√︀
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛼−1

∫︁ 1

0

𝑢𝛼−1(1− 𝑢)−𝛼/2−1/2 d𝑢,

∫︁ 1

𝑥

(𝑡− 𝑥)𝛼−1 d𝑡

𝑡1/2+𝛼/2(1− 𝑡)1/2+𝛼/2
=
√︀
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛼−1

∫︁ 1

0

𝑢𝛼−1(1− 𝑢)−𝛼/2−1/2 d𝑢.

Таким чином, 𝐼 ′(𝑥) = 0. Отже, зважаючи на теорему 1.2.2, функцiя 𝑔 породжує

найкращий лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝛼 простором констант. Крiм того,

𝜆1 (𝐻
𝛼;𝐶) =

∫︁ 1

0

𝑡𝛼 d𝑔(𝑡) =
Γ (1− 𝛼)

Γ2 (1/2− 𝛼/2)

∫︁ 1

0

𝑡𝛼/2−1/2 d𝑡

(1− 𝑡)1/2+𝛼/2

=
Γ (1− 𝛼)Γ (1/2 + 𝛼/2)

Γ (1/2− 𝛼/2)
.

1.3. Найкращi позитивнi методи наближення на класi 𝐻𝜔 в

просторi 𝐶

З теореми 1.2.2 миттєво випливають наступнi рiвностi для вiдносних лiнiйних

поперечникiв класу 𝐻𝜔 в просторi 𝐶:

𝜆1 (𝐻
𝜔;𝐶+;𝐶) = 𝜆m1 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = 𝜆1 (𝐻

𝜔;𝐶) .

У випадку 𝑁 ∈ N ∖ {1} з теореми 1.2.2 нескладно отримати оцiнки зверху (1.6)
для лiнiйних поперечникiв 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) i 𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁. Зокрема, для 𝛼 ∈ (0, 1),

𝜆𝑁 (𝐻𝛼;𝐶) 6
Γ(2− 𝛼)Γ (1/2 + 𝛼/2)

2𝑁𝛼Γ (3/2− 𝛼/2)
.
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Цi оцiнки стають точними, якщо замiсть лiнiйного поперечника 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶)

розглянути вiдносний лiнiйний мiнiедральний поперечник 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶). Даний

пiдроздiл присвячено доведенню цього твердження. Як наслiдок з отриманих

результатiв буде обчислено вiдносний лiнiйний поперечник 𝜆2 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶).

Означення 1.3.1. Лiнiйний оператор 𝐴 : 𝐶 → 𝐶 називається додатним

мiнiедральним (додатним 𝑁 -мiнiедральним), якщо його можна зобразити у

виглядi

𝐴𝑓 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑓) · 𝑒𝑗, 𝑓 ∈ 𝐶,

для деяких лiнiйних обмежених додатних функцiоналiв 𝜙1, . . . , 𝜙𝑁 на 𝐶 i

невiд’ємних функцiй 𝑒1, . . . , 𝑒𝑁 ∈ 𝐶.

1.3.1. Вiдносний лiнiйний мiнiедральний тiлесний поперечник

класу 𝐻𝜔 в просторi 𝐶

Нехай 𝑁 ∈ N. Для 𝜀 ∈
(︀
0, 1

2𝑁

)︀
через 𝜒𝜀1, . . . , 𝜒

𝜀
𝑁 позначимо довiльний набiр

невiд’ємних неперервних функцiй таких, що:

(A1) 𝜒𝜀𝑘(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)/𝑁 + 𝜀, 𝑘/𝑁 − 𝜀], для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ;

(A2) supp𝜒𝜀𝑘 ⊂ [(𝑘 − 1)/𝑁 − 𝜀, 𝑘/𝑁 + 𝜀] для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ;

(A3) 𝜒𝜀1(𝑡) + . . .+ 𝜒𝜀𝑁(𝑡) = 1 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Для 𝑔 ∈ 𝑉1, побудуємо оператор 𝐴𝜀
𝑔 : 𝐶 → 𝐶:

𝐴𝜀
𝑔𝑓 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜒𝜀𝑘 ·
∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1). (1.20)

Неважко бачити, що 𝐴𝜀
𝑔 є лiнiйним оператором рангу 𝑁 для всiх 𝑔 ∈ 𝑉1 i, крiм

того, 𝐴𝜀
𝑔 є позитивним мiнiедральним оператором для неспадних функцiй 𝑔 ∈ 𝑉1.

Основим результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 1.3.1. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi, 𝑁 ∈ N та

𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁), 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .
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Бiльш того, якщо функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1 породжує найкращий лiнiйний метод

наближення класу 𝐻𝜔𝑁 простором констант, то

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = lim
𝜀→0+

sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃦⃦
𝑓 − 𝐴𝜀

𝑔𝑓
⃦⃦
𝐶
.

Об’єднуючи теореми 1.2.3 i 1.3.1, отримаємо:

Наслiдок 1.3.1. Якщо 𝛼 ∈ (0, 1) i 𝑁 ∈ N, то

𝜆m𝑁 (𝐻𝛼;𝐶+;𝐶) =
Γ(2− 𝛼)Γ (1/2 + 𝛼/2)

2𝑁𝛼Γ (3/2− 𝛼/2)
.

Ще одним наслiдком теорем 1.2.2 i 1.3.1 є наступне твердження.

Наслiдок 1.3.2. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi. Тодi

𝜆2 (𝐻
𝜔;𝐶+;𝐶) = 𝜆m2 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) .

Доведення сформульованих результатiв розпочнемо з допомiжних лем.

Лема 1.3.1. Нехай 𝑛 ∈ N та 𝐴 : 𝐶 → 𝐶 – позитивний мiнiедральний оператор

рангу 𝑛. Тодi iснують 𝑛 лiнiйно незалежних функцiй 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝐶 i додатнi

лiнiйнi обмеженi функцiонали 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝐶* такi, що для всiх 𝑓 ∈ 𝐶

𝐴𝑓 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑓) · 𝑒𝑗.

Доведення. Оскiльки оператор 𝐴 має ранг 𝑛, то 𝐸 = 𝐴(𝐶) є 𝑛-вимiрним

пiдпростором простору 𝐶. Зважаючи на опуклiсть конусу невiд’ємних функцiй 𝐶+

та позитивнiсть i мiнiедральнiсть оператора 𝐴, маємо, що 𝐴 (𝐶+) – мiнiедральний

тiлесний конус в лiнiйному просторi 𝐸 та𝐴 (𝐶+) ⊂ 𝐶+. Тодi за лемою 1.3.1 iснують

𝑛 лiнiйно незалежних функцiй 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝐶+ такi, що

𝐴 (𝐶+) = {𝑥 = 𝜉1𝑒1 + . . .+ 𝜉𝑛𝑒𝑛 : 𝜉𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛} . (1.21)

Далi, оскiльки оператор 𝐴 має додатний ранг, то iснують лiнiйнi обмеженi

функцiонали 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝐶* такi, що для всiх 𝑓 ∈ 𝐶 має мiсце рiвнiсть

𝐴𝑓 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑓) · 𝑒𝑗.
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Переконаємося в тому, що функцiонали 𝜙𝑗 є додатними. Припустимо супротивне:

iснує 𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑛} i функцiя 𝑓0 ∈ 𝐶+ такi, що 𝜙𝑗0 (𝑓0) < 0.

Тодi 𝐴𝑓0 = 𝜙1 (𝑓0) 𝑒1 + . . .+ 𝜙𝑛 (𝑓0) 𝑒𝑛. З iншого боку, за рiвнiстю (1.21)

𝐴𝑓0 = 𝜉1𝑒1 + . . .+ 𝜉𝑛𝑒𝑛 з деякими невiд’ємними числами 𝜉1, . . . 𝜉𝑛. Тому в силу

лiнiйної незалежностi функцiй 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 має мiсце рiвнiсть 𝜙𝑗0 (𝑓0) = 𝜉𝑗0, що

суперечить припущенню. Лема доведена.

Лема 1.3.2. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi, 𝑁 ∈ N i

𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁), 𝑡 ∈ [0, 1]. Нехай також 𝑚 ∈ N i {[𝛼𝑗, 𝛽𝑗]}𝑚𝑗=1 – довiльна си-

стема вiдрiзкiв, якi не перетинаються, розташованi на вiдрiзку [0, 1] i мають

сукупну довжину 1/𝑁 . Тодi iснує неспадна функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1, для якої

1⋁︁
0

𝑔 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗⋁︁
𝛼𝑗

𝑔, (1.22)

i для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1]∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) . (1.23)

Доведення. За теоремою 1.2.2 iснує неспадна функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1 така, що для

будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть∫︁ 1

0

𝜔𝑁(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Розглянувши функцiю

𝑔𝑁(𝑥) :=

{︃
𝑔 (𝑁𝑥) , 𝑥 ∈ [0, 1/𝑁 ] ,

1, 𝑥 ∈ [1/𝑁, 1] ,

можемо переписати останнє спiввiдношення у виглядi∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑁(𝑡) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) , 𝑥 ∈ [0, 1/𝑁 ].

Бiльш того, для всiх 𝑥 ∈ (1/𝑁, 1]∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑁(𝑡) =

∫︁ 1/𝑁

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑁(𝑡)

>
∫︁ 1/𝑁

0

𝜔(|1/𝑁 − 𝑡|) d𝑔𝑁(𝑡) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .
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Означимо 𝛽0 = 0, 𝛼𝑚+1 = 1 i нехай набiр чисел 0 = 𝛾0 < 𝛾1 < . . . < 𝛾𝑚 = 1/𝑁

є таким, що 𝛾𝑘 − 𝛾𝑘−1 = 𝛽𝑘 − 𝛼𝑘 для всiх 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. Розлянемо функцiю 𝑔:

𝑔(𝑥) =

{︃
𝑔𝑁 (𝑥− 𝛼𝑘 + 𝛾𝑘−1) , 𝑥 ∈ [𝛼𝑘, 𝛽𝑘] , 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

𝑔𝑁 (𝛾𝑘) , 𝑥 ∈ [𝛽𝑘, 𝛼𝑘+1] , 𝑘 = 0, . . . ,𝑚.

Доведемо, що функцiя 𝑔 є шуканою. Дiйсно, за побудовою, функцiя 𝑔 неспадна,

належить 𝑉1 i задовольняє рiвностi (1.22). Для доведення (1.23) припустимо

спочатку, що 𝑥 ∈ [𝛼𝑟, 𝛽𝑟] для деякого 𝑟 ∈ {1, . . . ,𝑚}, i розглянемо 𝑦 = 𝑥−𝛼𝑟+𝛾𝑟−1.

Тодi для всiх 𝑢 ∈ [𝛾𝑘−1, 𝛾𝑘], 𝑘 = 1, . . . , 𝑟 − 1, матимемо: 𝑦 > 𝛾𝑟−1 > 𝛾𝑘 > 𝑢 i

𝛼𝑟 − 𝛼𝑘 >
𝑟−1∑︁
𝑗=𝑘

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) = 𝛾𝑟−1 − 𝛾𝑘−1,

а, отже, (𝑦 + 𝛼𝑟 − 𝛾𝑟−1) − (𝑢+ 𝛼𝑘 − 𝛾𝑘−1) > 𝑦 − 𝑢 > 0. Аналогiчним чином, для

всiх 𝑢 ∈ [𝛾𝑘−1, 𝛾𝑘], 𝑘 = 𝑟 + 1, . . . ,𝑚, матимемо: 𝑦 6 𝛾𝑟 6 𝛾𝑘−1 6 𝑢 i

𝛼𝑟 − 𝛼𝑘 6 −
𝑘−1∑︁
𝑗=𝑟

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗) = 𝛾𝑟−1 − 𝛾𝑘−1,

i, як наслiдок, (𝑦 + 𝛼𝑟 − 𝛾𝑟−1)− (𝑢+ 𝛼𝑘 − 𝛾𝑘−1) 6 𝑦 − 𝑢 6 0. Таким чином,∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝛽𝑘

𝛼𝑘

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔𝑁 (𝑡− 𝛼𝑘 + 𝛾𝑘−1)

=
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝛾𝑘

𝛾𝑘−1

𝜔 (|(𝑦 − 𝛾𝑟−1 + 𝛼𝑟)− (𝑢+ 𝛼𝑘 − 𝛾𝑘−1)|) d𝑔𝑁 (𝑢)

>
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝛾𝑘

𝛾𝑘−1

𝜔(|𝑦 − 𝑢|) d𝑔𝑁(𝑢) =
∫︁ 1

0

𝜔(|𝑦 − 𝑢|) d𝑔𝑁(𝑢) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) ,

що доводить вiрнiсть нерiвностi (1.23) для всiх 𝑥 ∈ [𝛼𝑟, 𝛽𝑟], 𝑟 = 1, . . . ,𝑚.

Для iнших точок 𝑥 ∈ [0, 1] ∖
𝑚⋃︀
𝑗=1

[𝛼𝑗, 𝛽𝑗], нерiвнiсть (1.23) можна довести за

аналогiєю. Вiдтак, функцiя 𝑔 задовольняє (1.22) i (1.23).

Лема 1.3.3. Нехай 𝜔 є довiльний модуль неперервностi, 𝑁 ∈ N i

𝜔𝑁(𝑡) = 𝜔(𝑡/𝑁), 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi для кожної неспадної функцiї 𝑔 ∈ 𝑉1, мiра Ле-

бега точок 𝑥 ∈ [0, 1], для яких∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡) < 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) ,

не перевищує 1/𝑁 .
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Доведення. Нехай функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1 неспадна. Для 𝑥 ∈ [0, 1] означимо

𝑀𝑔(𝑥) :=

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d𝑔(𝑡).

Вочевидь,𝑀𝑔 неперервна. Отже, множина𝐸 := {𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑀𝑔(𝑥) < 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)}

вiдкрита. Припустимо супротивне: 𝜇𝐸 > 1/𝑁 . Тодi iснує пiдмножина 𝑈 ⊂ 𝐸, що

складається зi скiнченної кiлькостi неперетинних вiдрiзкiв [𝛼𝑗, 𝛽𝑗], 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 i

𝑚 ∈ N, сукупної довжини 𝜇𝑈 = 1/𝑁 . За лемою 1.3.2 iснує така неспадна функцiя̃︀𝑔 ∈ 𝑉1, що
1⋁︁
0

̃︀𝑔 = 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗⋁︁
𝛼𝑗

̃︀𝑔,
i для всiх 𝑥 ∈ [0, 1], ∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d̃︀𝑔(𝑡) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Далi, за оберненою теоремою Фубiнi [176, §36],∫︁ 1

0

𝑀𝑔(𝑥) d̃︀𝑔(𝑥) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝜔(|𝑥− 𝑡|) d̃︀𝑔(𝑥)d𝑔(𝑡) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)

∫︁ 1

0

d𝑔(𝑡)

= 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

З iншого боку, за припущенням, 𝑀𝑔(𝑥) < 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) для всiх 𝑥 ∈ 𝑈 . Отже,∫︁ 1

0

𝑀𝑔(𝑥) d̃︀𝑔(𝑥) = ∫︁
𝑈

𝑀𝑔(𝑥) d̃︀𝑔(𝑥) < 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)

∫︁
𝑈

d̃︀𝑔(𝑥) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Отримана суперечнiсть завершує доведення леми.

Нарештi, перейдемо до доведення теореми 1.3.1.

Доведення теореми 1.3.1. Нехай 𝐴 : 𝐶 → 𝐶 – довiльний позитивний

мiнiедральний оператор рангу не вище за 𝑁 , для якого sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖ < ∞. За

лемою 1.3.1 iснують невiд’ємнi функцiї 𝑒1, . . . , 𝑒𝑁 ∈ 𝐶 i додатнi лiнiйнi обмеженi

функцiонали 𝜙1, . . . , 𝜙𝑁 ∈ 𝐶* такi, що для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶,

𝐴𝑓 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘(𝑓) · 𝑒𝑘.

Вiдомо (див. [104, §2.1]), що кожний лiнiйний обмежений додатний оператор

𝜙𝑘 : 𝐶 → R можна зобразити у виглядi

𝜙𝑘(𝑓) =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝑘(𝑡), 𝑓 ∈ 𝐶,



74

з деякою неспадною функцiєю 𝑔𝑘 ∈ 𝑉 . Не зменшуючи загальностi, будемо

вважати, що 𝑔𝑘 ∈ 𝑉1 для всiх 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. Вiдтак, для всiх 𝑓 ∈ 𝐶 i 𝑥 ∈ [0, 1]

𝐴𝑓(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘(𝑥)

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡) d𝑔𝑘(𝑡).

Оскiльки 𝐻𝜔 мiстить простiр констант i sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 −𝐴𝑓‖ <∞, то 𝑒1 + . . .+ 𝑒𝑁 = 1.

Тепер для всiх 𝑥 ∈ [0, 1] розглянемо функцiю 𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) := 𝜔(|𝑥 − 𝑡|), 𝑡 ∈ [0, 1].

Зрозумiло, що 𝜔(|𝑥− ·|) ∈ 𝐻𝜔 та, отже,

sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖ > sup
𝑥∈[0,1]

sup
𝑡∈[0,1]

|𝜙𝜔(𝑥; 𝑡)− (𝐴𝜙𝜔(𝑥; ·))(𝑡)| > sup
𝑥∈[0,1]

(𝐴𝜙𝜔(𝑥; ·)) (𝑥).

Для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 i 𝜀 > 0 за лемою 1.3.2 отримаємо, що

𝜇

{︂
𝑥 ∈ [0, 1] :

∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥; 𝑡) d𝑔𝑘(𝑡) < 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)− 𝜀

}︂
<

1

𝑁
.

Тому iснує точка 𝑥𝜀 ∈ [0, 1], в якiй∫︁ 1

0

𝜙𝜔(𝑥𝜀; 𝑡) d𝑔𝑘(𝑡) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)− 𝜀

для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 . Як наслiдок,

(𝐴𝜙𝜔 (𝑥𝜀; ·)) (𝑥𝜀) > (𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)− 𝜀)

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘 (𝑥𝜀) = 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶)− 𝜀.

Переходячи до границi 𝜀→ 0, матимемо

sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 > (𝐴𝜙𝜔(�̄�; ·)) (�̄�) > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Таким чином,

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) = inf
𝐴:𝐶→𝐶,𝐴(𝐶+)⊂𝐶+,

𝐴(𝐶+)∈m𝐶,rank𝐴6𝑁

sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 > 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Доведемо, що 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) 6 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶). Нехай 𝜀 ∈

(︀
0, 1

2𝑁

)︀
i функцiя 𝑔 ∈ 𝑉1

породжує найкращий лiнiйний метод наближення класу 𝐻𝜔𝑁 простором констант.

Нехай також набiр невiд’ємних неперервних функцiй 𝜒𝜀1, . . . , 𝜒
𝜀
𝑁 задовольняє

властивостi (A1)–(A3). Тодi для оператора 𝐴𝜀
𝑔, визначеного рiвнiстю (1.20),

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) 6 sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃦⃦
𝑓 − 𝐴𝜀

𝑔𝑓
⃦⃦
𝐶

6
𝑁∑︁
𝑘=1

sup
𝑥∈[0,1]

sup
𝑓∈𝐻𝜔

𝜒𝜀𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.24)
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Покажемо, що для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑓 ∈ 𝐻𝜔 i 𝑥 ∈ [0, 1], виконується нерiвнiсть

𝜒𝜀𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜒𝜀𝑘(𝑥) (𝜔(𝜀) + 𝜆1 (𝐻

𝜔𝑁 ;𝐶)) . (1.25)

Дiйсно, нехай 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁}. Розглянемо вiдрiзки 𝐼𝑘 = [(𝑘 − 1)/𝑁, 𝑘/𝑁 ]

i 𝐼𝜀𝑘 = [0, 1] ∩ [(𝑘 − 1)/𝑁 − 𝜀, 𝑘/𝑁 + 𝜀]. Оскiльки supp𝜒𝜀𝑘 ⊂ 𝐼𝜀𝑘, то достатньо

перевiрити виконання нерiвностi (1.25) для 𝑥 ∈ 𝐼𝜀𝑘.

Для кожного 𝑥 ∈ 𝐼𝑘 позначивши 𝑦 = 𝑁𝑥 − 𝑘 + 1 та означивши функцiю

𝑧(𝑦) = 𝑓(𝑥), отримаємо⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
𝑧(𝑦)−

∫︁ 1

0

𝑧(𝑢) d𝑔(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
.

Зрозумiло, що 𝑧 ∈ 𝐻𝜔𝑁 , оскiльки 𝑓 ∈ 𝐻𝜔. Спiвставляючи дане спостереження з

означенням функцiї 𝑔 i твердженням теореми 1.2.2, маємо⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜆1 (𝐻

𝜔𝑁 ;𝐶) .

З останньої нерiвностi i невiд’ємностi функцiї 𝜒𝜀𝑘 випливає, що (1.25) виконується

для всiх 𝑥 ∈ 𝐼𝑘. Далi, якщо 𝑥 ∈ (𝑘/𝑁, 𝑘/𝑁 + 𝜀], то⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒

6 𝜔(𝜀) +

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑘/𝑁)−

∫︁ 𝑘/𝑁

(𝑘−1)/𝑁

𝑓(𝑡) d𝑔(𝑁𝑡− 𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜔(𝜀) + 𝜆1 (𝐻

𝜔𝑁 ;𝐶) .

Застосовуючи аналогiчнi мiркування, встановлюємо ту ж оцiнку зверху для

𝑥 ∈ [(𝑘 − 1)/𝑁 − 𝜀, (𝑘 − 1)/𝑁). Вiдтак, нерiвнiсть (1.25) доведена.

Нарештi, об’єднуючи нерiвностi (1.24) i (1.25), отримаємо

𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) 6 (𝜔(𝜀) + 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶))

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜒𝜀𝑘 = 𝜔(𝜀) + 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶) .

Спрямовуючи 𝜀 → 0 в останнiй нерiвностi, маємо: 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) 6 𝜆1 (𝐻
𝜔𝑁 ;𝐶).

Теорема 1.3.1 доведена.

Доведення наслiдку 1.3.2. Розглянемо довiльний позитивний оператор

𝐴 : 𝐶 → 𝐶 рангу 2, для якого величина sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝑓 − 𝐴𝑓‖𝐶 є скiнченою. Вочевидь,



76

𝐴(𝐶) мiстить простiр констант, i 𝐴𝑒 = 𝑒, де 𝑒(𝑥) = 1 для всiх 𝑥 ∈ [0, 1].

Добре вiдомо, що кожний конус в двовимiрному просторi є мiнiедральним

(див. [104, §6.1]). Зокрема, мiнiедральним є конус 𝐴 (𝐶+). Вiдтак, оператор 𝐴 –

позитивний мiнiедральний оператор, що завершує доведення наслiдку.

Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлi дослiджуються класична задача теорiї наближення про

знаходження точного значення лiнiйного поперечника класiв функцiй з заданою

мажорантою модуля неперервностi в просторi 𝐶 та задачi про найкраще лiнiйне

наближення класiв функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi в

просторi 𝐶 за допомогою позитивних i позитивних мiнiедральних операторiв.

Отриманi результати полягають в наступному:

1. Для довiльного модуля неперервностi 𝜔 в перiодичному випадку знайдено

точне значення одновимiрного поперечника 𝜆1
(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁ i найкращий метод

лiнiйного наближення класу ̃︀𝐻𝜔 константами в просторi ̃︀𝐶.
2. В неперiодичному випадку встановлено, що поперечник 𝜆1 (𝐻

𝜔;𝐶) i

найкращий метод лiнiйного наближення класу 𝐻𝜔 константами в просторi

𝐶 пов’язанi мiж собою певним iнтегральним рiвнянням Фредгольма першого

роду, яке можна розв’язати в явному виглядi для класiв Гельдера 𝐻𝛼,

𝛼 ∈ (0, 1).

3. Отримано новi оцiнки зверху для лiнiйних поперечникiв 𝜆𝑁 (𝐻𝜔;𝐶) та

𝜆𝑁

(︁ ̃︀𝐻𝜔; ̃︀𝐶)︁, що покращують ранiше вiдомi оцiнки. Також обчислено

вiдносний лiнiйний двовимiрний поперечник 𝜆2 (𝐻
𝜔;𝐶+;𝐶) i вiдносний

лiнiйний мiнiедральний поперечник 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) для всiх 𝑁 ∈ N.
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РОЗДIЛ 2

Оптимiзацiя деяких типiв квадратурних формул

В даному роздiлi розв’язана задача оптимiзацiї iнтервальних квадратурних

формул на класах згорток перiодичних функцiй та задача оптимiзацiї

квадратурних формул, що використовують в якостi iнформацiї усереднення

пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її областi визначення з гiперплощинами,

паралельними координатним гiперплощинам,на класах функцiй багатьох змiнних.

2.1. Вступ

Нехай 𝑑 ∈ N i Ω ⊂ R𝑑 – компактна множина. Точки в R𝑑 будемо позначати

через t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑), де 𝑡1, . . . , 𝑡𝑑 ∈ R – координати t. Нехай також 𝐶(Ω) – простiр

неперервних функцiй 𝑓 : Ω → R з нормою ‖𝑓‖𝐶(Ω) := max {|𝑓(t)| : t ∈ Ω}, а
𝐿𝑝(Ω), 1 6 𝑝 6 ∞, – простiр вимiрних та iнтегровних в степенi 𝑝 (суттєво

обмежених для 𝑝 = ∞) функцiй 𝑓 : Ω → R з нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∫︁

Ω

|𝑓(t)|𝑝 dt
)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

esssup{|𝑓(t)| : t ∈ Ω}, 𝑝 = ∞.

Центральним питанням теорiї чисельного iнтегрування є задача наближеного

обчислення iнтегралу вiд функцiї 𝑓 : Ω → R за скiнченною iнформацiєю про неї.

Типовою iнформацiєю для чисельного iнтегрування виступають значення функцiї

𝑓 в скiнченнiй кiлькостi точок, а типовим методом наближеного обчислення

iнтегралу
∫︀
Ω 𝑓(t) dt за такою iнформацiєю – квадратурнi формули (або просто

квадратури), тобто лiнiйнi обмеженi функцiонали 𝜅 ∈ (𝐶(Ω))* виду

𝜅(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑓 (x𝑗) , 𝑓 ∈ 𝐶(Ω). (2.1)

Тут 𝑛 ∈ N позначає кiлькiсть вузлiв 𝜅, а {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R i {x𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ Ω – її вузли

i коефiцiєнти, вiдповiдно. Квадратурнi формули виду (2.1) часто називають

точковими квадратурними формулами, щоб пiдкреслити тип iнформацiї, яка

використовується для наближеного обчислення iнтегралу.
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Через 𝒬𝑛 = 𝒬𝑛(Ω) позначимо множину квадратурних формул вигляду (2.1).

Добре вiдомими прикладами квадратур на скiнченному вiдрiзку Ω = [𝑎, 𝑏] дiйсної

осi є формула прямокутникiв, формула трапецiй, формула Сiмпсона, формула

Ньютона-Котеса, формула Гауса, тощо. Будемо говорити, що квадратурна

формула 𝜅 є точною на функцiї 𝑓 ∈ 𝐶(Ω), якщо∫︁
Ω

𝑓(t) dt = 𝜅(𝑓).

Вже в 1814 р. К.Ф. Гаус [253] розглянув i розв’язав задачу оптимiзацiї

квадратурних формул на скiнченному вiдрiзку Ω = [𝑎, 𝑏] ⊂ R, яка полягає

в знаходженнi формули 𝜅*𝑛 ∈ 𝑄𝑛([𝑎, 𝑏]) найвищої алгебраїчної точностi. Вiн

встановив, що iснує єдина квадратура 𝜅*𝑛 ∈ 𝑄𝑛, яка є точною на будь-якому

алгебраїчному полiномi степенi не вище за 2𝑛 − 1. Широкий огляд вiдомих

результатiв щодо оптимiзацiї квадратурних формул в смислi Гауса та спорiднених

задач можна знайти в [120, 81, 130, 140, 51, 227] (див. також посилання в них).

Постановка задачi Гауса оптимiзацiї квадратурних формул вiдображала

характерну на свiй час розповсюдженiсть використання полiномiв як апарату

наближення функцiй, а також класичне уявлення про те, що методи, якi добре

працюють на широкому класi полiномiв, будуть добре працювати i в загальному

випадку. Проте з розвитком обчислювальної технiки виникла можливiсть та

необхiднiсть розв’язувати бiльш складнi практичнi задачi, якi потребували

обчислення iнтегралiв вiд функцiй, що задовольняють певним обмеженням. Для

цих задач унiверсальнi, точнi на полiномах квадратури не завжди мали ту ж

саму ефективнiсть, що квадратури, якi були побудованi з урахуванням специфiки

наявних обмежень. Тому в 1940-х рр. А.М. Колмогоров, виходячи з iдей теорiї

наближення, запропонував iншу постановку задачi оптимiзацiї квадратур. У

формулюваннi С.М. Нiкольського [140] ця задача звучить наступним чином.

Задача 2.1.1 (Колмогорова-Нiкольського). Нехай ℳ ⊂ 𝐶(Ω) – деякий клас фун-

кцiй. Необхiдно знайти похибку найкращого наближення iнтегралiв вiд функцiй

з класу ℳ за допомогою квадратурних формул з 𝑛 вузлами

ℰ (ℳ;𝒬𝑛) := inf
𝜅∈𝒬𝑛

sup
𝑓∈ℳ

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(t) dt− 𝜅(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
,
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та 𝒬𝑛-оптимальнi квадратурнi формули 𝜅* ∈ 𝒬𝑛, на яких досягається inf в

означеннi величини ℰ (ℳ;𝒬𝑛) (якщо такi формули iснують).

А. Сардом [322] i С.М. Нiкольським [137, 138] отримано першi розв’язки

задачi 2.1.1. Зокрема, С.М. Нiкольський в своїх роботах вперше звернув увагу

на взаємозв’язок квадратурних формул зi сплайн-функцiями (моносплайнами).

На даний час завдяки зусиллям багатьох математикiв точнi та асимптотичнi

розв’язки задачi 2.1.1 вiдомi для широкого набору класiв функцiй однiєї та

багатьох змiнних. Їх змiстовний огляд можна знайти в монорафiях [140, 16, 338,

76, 307] i оглядових статтях [74, 127, 51, 246]. Детальнiше зупинимося на оглядi

результiв щодо розв’язку задачi 2.1.1 на класах перiодичних функцiй, де отримано

найбiльше точних результатiв, та на класах функцiй багатьох змiнних, якi є

найбiльш важливими для чисельного аналiзу та його застосувань.

2.1.1. Оптимiзацiя квадратур на класах перiодичних функцiй

Спочатку введемо необхiднi позначення. Нехай T = [0, 2𝜋) – перiод довжини

2𝜋, 𝐴𝐶 – клас абсолютно неперервних 2𝜋-перiодичних функцiй, 𝑟 ∈ N i

1 6 𝑝 6 ∞. Класом Соболєва називається клас функцiй

𝑊 𝑟
𝑝 = 𝑊 𝑟

𝑝 (T) :=
{︂
𝑓 : T → R : 𝑓 (𝑟−1) ∈ 𝐴𝐶 та

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐿𝑝(T)

6 1

}︂
.

Нехай 𝐷 – диференцiальний оператор i 𝑄 – алгебраїчний полiном з дiйсними

коефiцiєнтами. Природним узагальненням класiв Соболєва є класи функцiй,

заданi обмеженням на дiю диференцiального оператора на функцiї з класу:

𝑊𝑄
𝑝 = 𝑊𝑄

𝑝 (T) :=
{︁
𝑓 : T → R : 𝑓 (deg𝑄−1) ∈ 𝐴𝐶 та ‖𝑄(𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(T) 6 1

}︁
.

Вочевидь, 𝑊𝑄
𝑝 = 𝑊 𝑟

𝑝 для полiнома 𝑄(𝑡) = 𝑡𝑟.

Означимо тепер класи згорток. Для 𝐽 ⊂ Z через 𝐿𝐽 позначимо замикання

лiнiйної оболонки функцiй
{︀
𝑒𝑖𝑘𝑥 : 𝑘 ∈ 𝐽

}︀
та означимо

𝐿⊥
𝐽 :=

{︂
𝑔 ∈ 𝐿1(T) : ∀𝑓 ∈ 𝐿𝐽 ⇒

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) d𝑡 = 0

}︂
.
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Означення 2.1.1. Згорткою ядра 𝐾 ∈ 𝐿1(T) з функцiєю 𝜙 ∈ 𝐿1(T) називається
функцiя

(𝐾 * 𝜙)(𝑥) :=
∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ T.

Нехай функцiя 𝐾 ∈ 𝐿1(T) має формальний ряд Фур’є
∑︀
𝑘∈Z

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥 i

𝐽(𝐾) := {𝑘 ∈ Z : 𝑐𝑘 = 0}.

Означення 2.1.2. Класом згорток ядра 𝐾 ∈ 𝐿1(T) з множиною 𝐹 ⊂ 𝐿1(T)
(вiдносно пiдмножини 𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾)) називається множина

𝐾 *𝐽 𝐹 :=
{︀
𝑓 = 𝑃 +𝐾 * 𝜙 : 𝑃 ∈ 𝐿𝐽 , 𝜙 ∈ 𝐹, 𝜙 ∈ 𝐿⊥

𝐽

}︀
.

У випадку 𝐽 = 𝐽(𝐾) будемо спрощувати позначення класу згорток до 𝐾 * 𝐹 .

Класи згорток суттєво узагальнюють класи 𝑊𝑄
𝑝 . Дiйсно, для довiльного

алгебраїчного полiнома 𝑄 з дiйсними коефiцiєнтами клас 𝑊𝑄
𝑝 є класом згорток

Ω(𝑄; ·) * 𝐹𝑝 ядра

Ω(𝑄;𝑥) :=
1

2𝜋

∑︁
𝑘∈Z:

𝑄(𝑖𝑘)̸=0

𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑄(𝑖𝑘)
, 𝑥 ∈ T,

з одиничною кулею 𝐹𝑝 в просторi 𝐿𝑝(T). Зокрема, клас Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝 є класом

згорток 𝐷𝑟 * 𝐹𝑝 ядра Бернулi 𝐷𝑟 (див. [92, §3.5]) з множиною 𝐹𝑝.

Найбiльш загальнi розв’язки задачi 2.1.1 на класах перiодичних функцiй

отримано для класiв згорток з ядрами, що мають властивiсть не збiльшувати

осциляцiю. Введемо необхiднi поняття слiдуючи [268, 285]. Для кусково-

неперервної функцiї 𝑓 :T→R через 𝜈(𝑓) позначимо число змiн знаку 𝑓 на перiодi.

Означення 2.1.3. Нехай 𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾). Ядро 𝐾 називається ядром, що не збiльшує

осциляцiю або 𝐶𝑉𝐷-ядром i позначається 𝐾 ∈ 𝒜∞(𝐽), якщо для будь-якої

кусково-неперервної функцiї 𝜙 ∈ 𝐿⊥
𝐽 ∖ {0} i будь-якого 𝑇 ∈ 𝐿𝐽 виконується

нерiвнiсть 𝜈 (𝑇 +𝐾 * 𝜙) 6 𝜈(𝜙).

Означення 2.1.4. Нехай 𝑛 ∈ N i 𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾). Ядро 𝐾 називається ядром, що

не збiльшує осциляцiю або 𝐶𝑉𝐷2𝑛-ядром i позначається 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(𝐽), якщо для

будь-якої кусково-неперервної функцiї 𝜙 ∈ 𝐿⊥
𝐽 ∖ {0}, для якої 𝜈(𝜙) 6 2𝑛, та для

будь-якого 𝑇 ∈ 𝐿𝐽 має мiсце нерiвнiсть 𝜈 (𝑇 +𝐾 * 𝜙) 6 𝜈(𝜙).
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Зрозумiло, що
∞⋂︀
𝑛=0

𝒜2𝑛(𝐽) = 𝒜∞(𝐽). Прикладами ядер, що не збiльшують

осциляцiю, є ядра Ω(𝑄; ·) ∈ 𝒜∞ (𝐽(𝐾)) з полiномом 𝑄, що має лише дiйснi нулi,

i, зокрема, ядро Бернулi 𝐷𝑟 ∈ 𝒜∞({0}). Також в подальшому нам iнодi будуть

потрiбнi усереднення за допомогою дельтаподiбної при 𝜀→ 0 сiм’ї ядер

𝐴𝜀(𝑥) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑒𝑖𝑗𝑥

ch 𝜀𝑗
, 𝜀 > 0, 𝑥 ∈ T.

Добре вiдомо (див. [136, 285]), що 𝐴𝜀 ∈ 𝒜∞(∅).

Нарештi, означимо клас переставно iнварiантних множин. Для майже скрiзь

невiд’ємної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) через 𝑟(𝑓, ·) позначимо незростаюче переставлення
(див. [98, с. 92,93] i [185, §2]) звуження функцiї 𝑓 на [0, 2𝜋).

Означення 2.1.5. [98, с. 99] Для функцiї 𝑔 ∈ 𝐿1(T) означимо Π(𝑔, 𝑡) = 𝑟(𝑔+, 𝑡)−
𝑟(𝑔−, 2𝜋 − 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], де 𝑔±(·) := max{±𝑔(·); 0}.

Означення 2.1.6. Множина 𝐹 ⊂ 𝐿1(T) називається переставно iнварiантною,
якщо з того, що 𝑓 ∈ 𝐹 i Π(𝑓) = Π(𝑔) для 𝑔 ∈ 𝐿1(T) випливає, що 𝑔 ∈ 𝐹 .

Прикладами переставно iнварiантних множин є одиничнi кулi та сфери в

симетричних просторах (див. [278]) 2𝜋-перiодичних функцiй, що мiстяться в

𝐿1(T), зокрема, клас 𝐹𝑝, одиничнi кулi в просторах Орлiча [105], Лоренца i

Марцинкевича [278, 340]. Iншi приклади переставно iнварiантних множин можна

знайти в [185, 202].

Дамо огляд деяких вiдомих результатiв щодо розв’язку задачi 2.1.1 на класах

перiодичних функцiй. В роботах С.М. Нiкольського [137], М.П. Корнєйчука [90],

М.Є. Лушпая [118], М.П. Корнєйчука i М.Є. Лушпая [99], Т.М. Бусарової [55]

було доведено, що формула прямокутникiв

𝜅𝑛(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝜋

𝑛
𝑓

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐶(T), (2.2)

є 𝒬𝑛-оптимальною на класах 𝑊 𝑟
∞ i 𝑊 𝑟

1 для малих значень 𝑟 = 1, 2, 3. В

1970-х рр. цi результати були суттєво узагальненi i 𝒬𝑛-оптимальнiсть формули

прямокутникiв була встановлена на класах Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝 для всiх 𝑟 ∈ N i

1 6 𝑝 6 ∞: в роботах В.П. Моторного [126] (для 𝑟 ∈ N i 𝑝 = ∞ та для
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парних 𝑟 ∈ N i 𝑝 = 1), О.О. Лiгуна [113] (для непарних 𝑟 ∈ N i 𝑝 = 1) i

О.А. Женсикбаєва [73, 74] (для 𝑟 ∈ N i 1 < 𝑝 < ∞). Єдинiсть (з точнiстю

до жорсткого зсуву вузлiв) 𝒬𝑛-оптимальної квадратурної формули на класах

𝑊 𝑟
𝑝 була встановлена К. Етер i Е. Лане [266] для 𝑝 = 2, Р. Б. Берраром i

Г.Л. Лоебом [209] для 𝑝 = ∞, Б. Бояновим [50, 214] для 1 < 𝑝 < ∞. Питанням

iснування найкращих квадратурних формул присвячено статтi [48, 49, 218, 219].

На класах функцiй, заданих обмеженням на дiю диференцiального оператора

на функцiї з класу 𝑊𝑄
𝑝 , формула 𝜅𝑛 вже необов’язково є 𝒬𝑛-оптимальною. Так,

розглядаючи полiноми 𝑄 другого порядку з уявними нулями, К. I. Осколков [142,

311] (див. також [134, 135]) встановив умови, за яких формула прямокутникiв (2.2)

не є 𝒬𝑛-оптимальною на класi 𝑊𝑄
𝑝 .

Тому в 1980-х рр. акцент дослiджень задачi 2.1.1 на класах перiодичних

функцiй змiстився на вiдшукання найбiльш загальних умов на класiв ℳ ⊂ 𝐶(T),
якi б гарантували 𝒬𝑛-оптимальнiсть формули 𝜅𝑛 на них. К. I. Осколков [142, 311]

(див. також [134]) встановив 𝒬𝑛-оптимальнiсть формули прямокутникiв на класi

𝑊𝑄
𝑝 , 1 6 𝑝 6 ∞, де 𝑄 – алгебраїчний полiном другого порядку з дiйсними

нулями. Цей результат узагальнив М.А. Чахкiєв [173, 174] на випадок довiльного

алгебраїчного полiнома з дiйсними нулями. Зауважимо, що випадок 𝑝 = 1

незалежно вiд М.А. Чахкiєва i для бiльш широкого за 𝑊𝑄
1 класу функцiй

був розглянутий Т.А. Гранкiною [68]. Доведення зазначених результiв суттєво

спирається на зображення класу 𝑊𝑄
𝑝 у виглядi класу згорток 𝑊𝑄

𝑝 = Ω(𝑄; ·) * 𝐹𝑝
i властивiсть ядра Ω(𝑄; ·) не збiльшувати осциляцiю, коли 𝑄 – алгебраїчний

полiном з дiйсними нулями.

Природно, що подальший напрямок узагальнень був пов’язаний з розглядом

класiв згорток з 𝐶𝑉𝐷-ядрами. Розвитку цього напрямку присвячено роботи

Т.А. Гранкiної [68], В.Ф. Бабенка i Т.А. Гранкiної [21], Нгуєн Тхi Тхьєу

Хоа [131, 132, 133, 134] для класiв згорток 𝐾 *𝐽 𝐹𝑝 ядер 𝐾, що не збiльшують

осциляцiю, з множиною 𝐹𝑝, i В.Ф. Бабенка [185, 18] для класiв згорток 𝐾 *𝐽 𝐹
ядер 𝐾, що не збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами

𝐹 . У вказаних роботах встановлено найбiльш загальнi на сьогоднi умови на

класи ℳ ⊂ 𝐶(T), якi забезпечують 𝒬𝑛-оптимальнiсть квадратурної формули
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прямокутникiв на них. Сформулюємо отриманi тут результати. Для 𝜎 ∈ R
означимо узагальнену формулу прямокутникiв :

𝜅𝑛,𝜎(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝜋𝜎

𝑛
𝑓

(︂
2𝜋𝑗

𝑛

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

Вочевидь, 𝜅𝑛,1 = 𝜅𝑛. Нехай 𝐹 – довiльна переставно iнварiантна пiдмножина

𝐿1(T). Для ядер𝐾 таких, що 𝐽(𝐾) ⊃ {0} i𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), формула прямокутникiв
𝜅𝑛 є𝒬𝑛-оптимальною на класах згорток𝐾*{0}𝐹 . Для ядер𝐾 таких, що 𝐽(𝐾) = ∅
i 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝒬𝑛-оптимальною на класi згорток 𝐾 * 𝐹 є одна з узагальнених

формул прямокутникiв 𝜅𝑛,𝜎. Зауважимо, що хоча В.Ф. Бабенко встановив цi

результати для ядер 𝐾 ∈ 𝒜∞({0}) та 𝐾 ∈ 𝒜∞(∅), наведенi ним мiркування без

суттєвих змiн залишаються вiрними i в бiльш загальному випадку 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0})
та 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), вiдповiдно. Нарештi, якщо ядро 𝐾 є таким, що 𝐽(𝐾) ⊃ {0} i

𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(𝐽(𝐾)), то формула 𝜅𝑛 є 𝒬𝑛-оптимальною на класах 𝐾 * 𝐹𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞.

Вiдзначимо, що задача 2.1.1 оптимiзацiї точкових квадратурних формул

дослiджувалася також на класах 𝑊 𝑟𝐻𝜔(T), де 𝑟 ∈ N ∪ {0} i 𝜔 – заданий

модуль неперервностi (див. означення 1.1.3), що складаються з функцiй

𝑓 ∈ 𝐶(T), для яких 𝑓 (𝑟−1) ∈ 𝐴𝐶 i 𝑓 (𝑟) має задану опуклу вгору

мажоранту 𝜔 модуля неперервностi. 𝒬𝑛-оптимальнiсть формули 𝜅𝑛 була доведена

М.П. Корнєйчуком [90] на класi 𝐻𝜔(T), В.П. Моторним [126] на класi 𝑊 𝑟𝐻𝜔(T)
для непарних 𝑟 та В.П. Моторним i А.О. Кущем [129] на 𝑊 2𝐻𝜔(T). Вичерпний
огляд вiдомих результатiв щодо розв’язку задачi 2.1.1 на класах перiодичних фун-

кцiй можна знайти в доповненнi М.П. Корнєйчука книги [140] та в оглядi [127].

2.1.2. Оптимiзацiя iнтервальних квадратурних формул на класах

перiодичних функцiй

Чималий iнтерес для чисельного аналiзу становить також задача оптимiзацiї

квадратур, якi використовують iншу iнформацiю про пiдiнтегральну функцiю,

наприклад, її усереднення вздовж малих iнтервалiв областi визначення.

Iнтервальною квадратурною формулою називається функцiонал 𝜅∈(𝐶(T))* виду

𝜅(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
2ℎ

∫︁ 𝑥𝑗+ℎ

𝑥𝑗−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T). (2.3)
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Тут ℎ > 0 – задане число, 𝑛 ∈ N – кiлькiсть вузлiв формули 𝜅, {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R –

коефiцiєнти, а {[𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗 + ℎ]}𝑛𝑗=1 ⊂ T, де {𝑥𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ T, вузловi iнтервали 𝜅.

Через 𝒬ℎ
𝑛 позначимо множину iнтервальних квадратурних формул вигляду (2.3).

Iнтервальнi квадратурнi формули є природним узагальненням точкових

квадратур (2.1), якi можна отримати з них, як граничний випадок, спрямовуючи

ℎ → 0. Iнтервальнi квадратури знаходять застосування, наприклад, в задачах

наближеного обчислення характеристик фiзичних процесiв (див. [309, 51]).

Дiйсно, припустимо, що шуканi характеристики можна зобразити у виглядi

iнтегралiв вiд функцiй, що описують фiзичний процес. Для наближеного

обчислення цих характеристик проводиться ряд вимiрювань фiзичного процесу

за допомогою приладiв, якi в силу своєї будови, дають середнi значення функцiй,

що описують процес, вздовж малих iнтервалiв вимiрювання. Результати таких

вимiрювань дають iнформацiю, яку використовують iнтервальнi квадратури.

Дослiдження iнтервальних квадратурних формул розпочалося в серединi

1970-х рокiв в роботах [309, 316, 317, 110, 179]. Iснування оптимальних

iнтервальних квадратур в смислi Гауса було встановлено в [316, 317, 223], а їх

єдинiсть – в [309, 223] (див. також статтi [224, 225, 217] i огляд [51]).

Задача оптимiзацiї квадратурних формул виду (2.3) в смислi Колмогорова-

Нiкольського розв’язана В.Ф. Бабенком [13] на класi 𝑊 𝑟
1 , В.П. Моторним [296]

на класi𝑊 𝑟
∞, С. В. Бородачовим [44, 45, 46] на класах𝑊 1𝐹 i на класах функцiй, що

задаються обмеженнями на мажоранту модуля неперервностi самої функцiї або її

похiдної першого порядку, Е.В. Дерец [70] – на класах функцiй, що мають задану

мажоранту iнтегрального модуля неперервностi похiдної третього порядку. В цих

роботах була доведена 𝒬ℎ
𝑛-оптимальнiсть iнтервальної формули прямокутникiв

𝜅ℎ𝑛(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝜋

𝑛

∫︁ 2𝜋𝑗
𝑛 +ℎ

2𝜋𝑗
𝑛 −ℎ

𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

Проте залишалося вiдкритим питання про оптимальнiсть формули 𝜅ℎ𝑛 на таких же

загальних класах функцiй, що i у випадку задачi оптимiзацiї точкових квадратур.

В серiї спiльних робiт В.Ф. Бабенка з автором [202, 34, 203] та

автора [150] задача 2.1.1 оптимiзацiї iнтервальних квадратурних формул

була розв’язана на класах згорток 𝐶𝑉𝐷-ядер з переставно iнварiантними
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множинами та доведена 𝒬ℎ
𝑛-оптимальнiсть формули 𝜅ℎ𝑛 та її узагальнень на

таких класах (див. теорема 2.2.1). Основна складнiсть тут полягала у вiдсутностi

𝐶𝑉𝐷-властивостi у ядра усереднення за Стєкловим (див. означення 2.2.2).

Тому ключову роль при отриманнi цього результату мала властивiсть ядра

Стєклова не збiльшувати осциляцiю в згортцi з вузьким класом функцiй, якi

можна зобразити у виглядi рiзницi деяких iдеальних несиметричних сплайнiв

нульового порядку (див. теорему 2.2.6). Це дозволило застосувати апарат,

розроблений В.Ф. Бабенком в роботах [185, 18] для точкових квадратур, а

також встановити новi нерiвностi як для найкращих несиметричних наближень

константами усереднених iдеальних несиметричних сплайнiв, так i новi нерiвностi

для переставлень усереднених моносплайнiв.

2.1.3. Оптимiзацiя квадратурних формул на класах функцiй

багатьох змiнних

Квадратурнi формули для функцiй двох або бiльшого числа змiнних

називаються кубатурними формулами. Огляд вiдомих результатiв i стану

дослiдження задачi оптимiзацiї кубатурних формул вигляду (2.1) в смислi Гауса

можна знайти, наприклад, в [242, 130, 51, 227] та посиланнях в них. Вiдомi

результати щодо розв’язку задачi 2.1.1 оптимiзацiї кубатурних формул в смислi

Колмогорова-Нiкольського на класах функцiй багатьох змiнних та подальшi

посилання мiстяться, наприклад, в [140, 338, 76, 261, 246]. Наведемо вiдомi

результати щодо оптимiзацiї кубатурних формул на “iзотропних” функцiональних

класах, функцiї з яких задовольняють певним обмеженням на зростання самих

функцiй або їх похiдних у довiльному напрямку.

Нехай 𝑑 ∈ N i 1 6 𝑝 6 ∞. Означимо ℓ𝑝-норму в R𝑑 за правилом: для x ∈ R𝑑

‖x‖𝑝 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︃

𝑑∑︀
𝑗=1

|𝑥𝑗|𝑝
)︃1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

max
𝑗=1,...,𝑑

|𝑥𝑗| , 𝑝 = ∞.

Нехай Ω ⊂ R𝑑 – компактна множина. Означимо декiлька класiв функцiй багатьох
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змiнних на Ω. Для модуля неперервностi 𝜔 (див. означення 1.1.3) позначимо

𝐻𝜔
𝑝 (Ω) := {𝑓 ∈ 𝐶(Ω) : ∀x,y ∈ Ω ⇒ |𝑓(x)− 𝑓(y)| 6 𝜔 (‖x− y‖𝑝)} .

У випадку 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛼, 0 < 𝛼 6 1, будемо називати клас 𝐻𝜔
𝑝 (Ω) класом Гельдера i

позначати через 𝐻𝛼
𝑝 (Ω). Для заданих модулiв неперервностi 𝜔1, . . . , 𝜔𝑑 означимо

𝐻𝜔(Ω) :=

{︃
𝑓 ∈ 𝐶(Ω) : ∀x,y ∈ Ω ⇒ |𝑓(x)− 𝑓(y)| 6

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜔𝑗 (|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|)

}︃
.

Для мультиiндекса r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) ∈ N𝑑 через 𝑊 r
∞ позначимо тензорний добуток

одновимiрних перiодичних класiв 𝑊 𝑟𝑗
∞ , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. Тобто клас 𝑊 r

∞ складається

з функцiй 𝑓 : T𝑑 → R, для яких частинна похiдна 𝜕𝑟𝑗−1𝑓

𝜕𝑥
𝑟𝑗−1

𝑗

абсолютно неперервна

вiдносно змiнної 𝑥𝑗 i частинна похiдна
𝜕𝑟𝑗𝑓

𝜕𝑥
𝑟𝑗
𝑗

майже всюди на T𝑑 суттєво обмежена.
Задача оптимiзацiї кубатурних формул на класах функцiй двох або бiльшого

числа змiнних може бути розв’язана точно лише у виключних випадках для

спецiальних множин Ω i чисел 𝑛 ∈ N. Тому розглядають варiацiї задачi 2.1.1.
Перший пiдхiд полягає в звуженнi множини 𝒬𝑛 всiх кубатурних формул

до множини 𝒬m, m ∈ N𝑑, кубатурних формул, проекцiя вузлiв яких на

кожну з осей 𝑂𝑥𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, складається з 𝑚𝑗 точок. М.П. Корнєйчук [90]

знайшов 𝒬m-найкращу кубатурну формулу на класах 𝐻𝜔
2

(︀
[0, 1]𝑑

)︀
i 𝐻𝜔

(︀
[0, 1]𝑑

)︀
,

а В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов [19] знайшли найкращу кубатурну формулу в

𝒬m на класi функцiй двох змiнних, заданих на прямокутному паралелепiпедi з

паралельними координатним осям сторонами, обмежених i монотонних за кожною

змiнною. Також В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов в [194] розв’язали близьку

задачу оптимiзацiї аналогiв кубатурних формул за iнформацiєю про усереднення

пiдiнтегральної функцiї вздовж малих рiвних паралелепiпедiв, центри яких

знаходяться в вузлах кубатур з 𝒬m, на класах 𝐻𝜔
(︀
[0, 1]𝑑

)︀
i 𝑊 r

∞.

Iнший напрямок дослiджень задачi 2.1.1 полягає у встановленнi точної

асимптотичної поведiнки величини ℰ (ℳ;𝒬𝑛), коли 𝑛 → ∞, та побудовi

асимптотично оптимальної послiдовностi (або направленостi) кубатурних формул.

Означення 2.1.7. Нехай послiдовнiсть {𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ N зростає. Послiдовнiсть

кубатурних формул {𝜅𝑛𝑘}
∞
𝑘=1, 𝜅𝑛 ∈ 𝒬𝑛, 𝑛 ∈ N, називається 𝒬-асимптотично
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оптимальною (або 𝒬-асимптотично найкращою), якщо

lim
𝑘→∞

ℰ (ℳ;𝒬𝑛𝑘)

𝑅 (ℳ, 𝜅𝑛𝑘)
= 1,

де для кубатурної формули 𝜅 ∈ 𝒬𝑛,

𝑅 (ℳ, 𝜅) := sup
𝑓∈ℳ

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(t) dt− 𝜅(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
.

Асимптотичному розв’язку задачi 2.1.1 присвячено роботи В.Ф. Бабенка [9, 10],

Е. В. Чорної [236, 177], П. Грубера [261]. В [9, 10, 184] В.Ф. Бабенко для

довiльного модуля неперервностi 𝜔 встановив точну асимптотичну поведiнку

при 𝑛 → ∞ величини ℰ (𝐻𝜔
∞(Ω);𝒬𝑛) для вимiрної за Жорданом компактної

множини Ω ⊂ R𝑑 i величини ℰ (𝐻𝜔
1 (Ω);𝒬𝑛) для вимiрної за Жорданом компактної

множини Ω ⊂ R2. Асимптотична поведiнка величини ℰ
(︀
𝐻𝜔
𝑝 (Ω);𝒬𝑛

)︀
, коли 𝑛→ ∞,

для всiх 1 6 𝑝 6 ∞, вимiрних за Жорданом множин Ω, i за певних обмежень

на 𝜔 була знайдена Е.В. Чорною та П. Грубером. Ними також побудовано

𝒬-асимптотично оптимальну послiдовнiсть кубатурних формул у вiдповiдних

ситуацiях. Зауважимо, що П. Грубер розглядав класи з заданою мажорантою

модуля неперервностi вiдносно загальної норми в R𝑑. Також всi вказанi роботи

розв’язували бiльш загальну задачу про асимптотично оптимальне вiдновлення

вагового iнтегралу з додатною вагою функцiй з 𝐻𝜔
𝑝 (Ω).

Окрiм точкових кубатурних формул чималий iнтерес становить вивчення задач

оптимiзацiї кубатур, якi використовують iншi типи iнформацiї про пiдiнтегральну

функцiю. В рядi застосувань такою iнформацiєю можуть виступати усереднення

пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її областi визначення з многовидами:

гiперплощинами, гiперсферами, тощо. Зокрема, типова задача комп’ютерної

томографiї (див. [303, 212]) полягає у вимiрюваннi на множинi Ω ⊂ R𝑑

коефiцiєнту ослаблення або iншої характеристики, заданої функцiєю 𝑓 : Ω → R,
яка задовольняє певним апрiорним умовам. Характеристика задається середнiм

значенням функцiї 𝑓 на множинi Ω. Для отримання iнформацiї про функцiю

𝑓 можна випустити задану кiлькiсть рентгенiвських променiв через множину

Ω, якi в силу особливостей конструкцiї пристрою можуть випускатися в

обмеженiй кiлькостi напрямкiв, наприклад, лише паралельно координатним осям.

Iнтенсивнiсть кожного рентгенiвського променю при проходженнi через область
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Ω зменшується на деяку величину, яку можна вимiряти i яка визначається

iнтегралом функцiї 𝑓 вздовж тiєї частини променю, що лежить всерединi областi

Ω. Отже iнформацiєю для наближеного обчислення iнтегралу функцiї 𝑓 тут

природно виступає скiнченна кiлькiсть вимiрювань таких лiнiйних iнтегралiв.

Нехай #𝑋 позначає кiлькiсть точок в скiнченнiй множинi 𝑋. Для

𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑑} означимо гiперплощину 𝐿(𝐽) :=
{︀
z ∈ R𝑑 : ∀𝑗 ∈ 𝐽 ⇒ 𝑧𝑗 = 0

}︀
ковимiрностi 𝑑−#𝐽 . Також для x ∈ R𝑑 означимо 𝐿(x; 𝐽) := x+𝐿(𝐽). Зрозумiло,

що 𝐿(x;∅) = R𝑑 i 𝐿(x; {1, . . . , 𝑑}) = {x}. Позначимо через 𝒬𝑑,𝑘
𝑛 , 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑑} i

𝑛 ∈ N, множину лiнiйних функцiоналiв 𝜅 : (𝐶(Ω))* вигляду

𝜅(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
𝜇 (𝐿(x𝑗; 𝐽𝑗) ∩ Ω)

∫︁
𝐿(x𝑗 ;𝐽𝑗)∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω). (2.4)

Тут {𝑎𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R – коефiцiєнти формули 𝜅, {x𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ Ω i 𝐽𝑗 ⊂ {1, . . . , 𝑑}, #𝐽𝑗 = 𝑘,

для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, а iнтегрування вiдбувається вiдносно (𝑑 − 𝑘)-вимiрної мiри

Лебега на 𝐿(x𝑗; 𝐽𝑗). У випадку 𝑘 = 𝑑, формула 𝜅 виду (2.4) вироджується в

точкову кубатурну формулу.

Нехай Π𝑑 – прямокутний паралелепiпед в R𝑑 з паралельними координатним

осям сторонами. В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов в [20] знайшли найкращу

кубатурну формулу виду (2.4) на класi монотонних i обмежених функцiй,

визначених на кубi [0, 1]𝑑. В серiї робiт [197, 198, 199] дослiджувалися

𝒬𝑑,𝑘
𝑛 -оптимальнi кубатурнi формули на класах 𝐻𝜔

𝑝 (Π𝑑), 𝐻𝜔(Π𝑑) i𝑊 r
∞. Результати,

отриманi автором в цих статтях, полягають у встановленнi точної асимптотики

величин ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞
(︀
[0, 1]𝑑

)︀
;𝒬𝑑,𝑘

𝑛

)︀
i ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Π𝑑) ;𝒬𝑑,2
𝑛

)︀
, коли 𝑛 → ∞, та в знаходженнi

𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращої кубатурної формули на класi 𝐻𝜔 (Π𝑑). Вiдповiднi результати

наведено в пiдроздiлi 2.3. Крiм того, в [197] В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов розв’я-

зали задачу оптимiзацiї на 𝐻𝜔
1 (Π𝑑) бiльш широкої за 𝒬𝑑,1

𝑛 множини кубатурних

формул, iнформацiєю для яких виступають усереднення пiдiнтегральної функцiї

вздовж перетинiв довiльно розташованих (𝑑− 1)-вимiрних гiперплощин з Π𝑑.

Зауважимо, що разом з iнформацiєю про iнтеграли вздовж лiнiйних розрiзiв

областi визначення Ω широке застосування отримали кубатурнi формули, що

використовують в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення

за сферичними розрiзами. Кубатурнi формули такого виду почали вивчати
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Л.А. Люстернiк [120], Л.В. Канторович [81] i пiзнiше I.П. Мисовських [130].

В.Ф. Бабенко i С.В. Бородачов [193] знайшли оптимальну формулу, що

використовує такий тип iнформацiї, на класi 𝐻𝜔
2 (𝐵𝑑), де 𝜔 – довiльний модуль

неперервностi i 𝐵𝑑 – одинична куля в R𝑑, а в [195] – на класi функцiй, визначених

на 𝐵𝑑, що мають обмежений в 𝐿1-нормi градiєнт. Вiдзначимо, що питання iснуван-

ня i єдиностi гаусових кубатурних формул, що використовують в якостi iнформа-

цiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення вздовж гiперплощин або гiперсфер,

вивчалися в роботах Б. Боянова та його учнiв [226, 215, 216, 220, 245, 312, 313].

2.2. Задача оптимiзацiї iнтервальних квадратурних формул на

класах згорток

В цьому пiдроздiлi наведено результати робiт [202, 34, 203, 150] щодо

𝒬ℎ
𝑛-оптимальностi iнтервальної формули прямокутникiв на класах згорток ядер,

що не збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами.

2.2.1. Позначення та основнi результати

Нехай ℎ > 0 i 𝑛 ∈ N. Введемо позначення, необхiднiсть яких виникає

при розглядi задачi 2.1.1 на несиметричних класах ℳ. Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶(Ω)

i формули 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛 означимо

𝑅(𝑓, 𝜅) :=

∫︁
Ω

𝑓(t) dt− 𝜅(𝑓).

Зазначимо, що класи згорток, на яких ми будемо розв’язувати задачу оптимiзацiї

квадратурних формул, можуть бути несиметричними. Доцiльно ввести деякi

уточнення в означення похибки квадратурних формул на таких класах. Похибку

вiдновлення iнтегралiв вiд функцiй з несиметричного класу ℳ ⊂ 𝐶(Ω) за

допомогою формули 𝜅 будемо характеризувати парою величин

𝑅± (ℳ;𝜅) := sup
𝑓∈ℳ

(±𝑓, 𝜅).

Нехай 𝒬 ⊂ 𝒬ℎ
𝑛. Означимо

ℰ± (ℳ, 𝑄) = inf
𝜅∈𝒬

𝑅±(ℳ, 𝜅).
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Зауваження 2.2.1. Для симетричного класу ℳ мають мiсце рiвностi

𝑅+(ℳ, 𝜅) = 𝑅−(ℳ, 𝜅) i ℰ+(ℳ, 𝜅) = ℰ−(ℳ, 𝜅).

Означення 2.2.1. Формулу 𝜅 ∈ 𝒬, на якiй досягається inf в обох величинах

ℰ+ (ℳ,𝒬) i ℰ− (ℳ,𝒬), називають 𝒬-оптимальною (𝒬-найкращою) на класiℳ.

Означимо оператор усереднення за Стєкловим i усереднений моносплайн.

Означення 2.2.2. Оператор 𝑆ℎ : 𝐿1(T) → 𝐶(T), що дiє за правилом

𝑆ℎ𝑓(·) =
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑓(·+ 𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐿1(T),

називається оператором усереднення Стєклова з кроком ℎ. Образ функцiї

𝑓 ∈ 𝐿1(T) вiдносно оператора 𝑆ℎ називається усередненням за Стєкловим з

кроком ℎ функцiї 𝑓 i позначається 𝑓ℎ, тобто 𝑓ℎ = 𝑆ℎ𝑓 .

Означення 2.2.3. Для функцiї 𝐾 ∈ 𝐿1(T) i iнтервальної квадратурної формули
𝜅 ∈ 𝒬ℎ

𝑛 усередненим моносплайном називається функцiя виду

𝑀𝜅(𝐾;𝑥) :=

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑢) d𝑢−
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐾
ℎ(𝑥𝑗 − 𝑥), 𝑥 ∈ T. (2.5)

Нехай 𝜎 ∈ R. Узагальненою iнтервальною формулою прямокутникiв будемо

називати функцiонал

𝜅ℎ𝑛,𝜎(𝑓) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝜋𝜎

𝑛

∫︁ 2𝜋𝑗
𝑛 +ℎ

2𝜋𝑗
𝑛 −ℎ

𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

Через𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·) позначимо усереднений моносплайн, що вiдповiдає формулi 𝜅ℎ𝑛,𝜎:

𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·) =𝑀𝜅ℎ𝑛,𝜎

(𝐾; ·) =
∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡− 2𝜋𝜎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐾ℎ

(︂
2𝜋𝑗

𝑛
− ·
)︂
.

Нехай 𝒬ℎ
𝑛,𝜎 є множина iнтервальних квадратурних формул 𝜅 ∈ 𝒬ℎ

𝑛, сума

коефiцiєнтiв яких дорiвнює 2𝜋𝜎. Наступне твердження є наслiдком поєднання

результатiв робiт [202, 150] i становить основний результат даного роздiлу.

Теорема 2.2.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝐹 – переставно iнварiантна

множина. Нехай також ядро 𝐾, множина 𝐽 i число 𝜎 є такими, що або
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𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 = 1, або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0}
i 𝜎 ∈ R. Тодi формула 𝜅ℎ𝑛,1 є 𝒬ℎ

𝑛-оптимальною на класi 𝐾 * 𝐹 , якщо {0} ⊂ 𝐽 , i

формула 𝜅ℎ𝑛,𝜎 є 𝒬ℎ
𝑛,𝜎-оптимальною на класi 𝐾 *𝐽 𝐹 , якщо 𝐽 = ∅. Бiльш того,

𝑅± (︀𝐾 *𝐽 𝐹, 𝜅ℎ𝑛,𝜎
)︀
= sup

{︂∫︁ 2𝜋

0

Π(±𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·), 𝑡)Π(𝜙, 𝑡) d𝑡 : 𝜙 ∈ 𝐹 ∩ 𝐿𝐽

}︂
.

Вiдзначимо, що теорема 2.2.1 узагальнює результати робiт [296, 13, 45, 46],

а також результат роботи [18], якщо спрямувати ℎ → 0. Також, в [202, 34]

твердження теореми 2.2.1 було встановлено для ядра Бернулi 𝐾 = 𝐷𝑟, 𝑟 ∈ N.
Суттєву роль в доведеннi теореми 2.2.1 вiдiграє нерiвнiсть для первiсних

переставлень усереднених (𝛾, 𝛿)-сплайнiв та моносплайнiв (див. теореми 2.2.2

i 2.2.3 нижче), якi також становлять самостiйний iнтерес.

Означення 2.2.4. Для пари майже скрiзь невiд’ємних функцiй 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(T)
будемо казати, що 𝑔 мажорує 𝑓 i позначати цей факт через 𝑓 ≺ 𝑔, якщо для

будь-якого 𝑥 ∈ [0, 2𝜋] виконується нерiвнiсть∫︁ 𝑥

0

𝑟(𝑓, 𝑡) d𝑡 6
∫︁ 𝑥

0

𝑟(𝑔, 𝑡) d𝑡.

Для 𝑛 ∈ N i 𝛾, 𝛿 > 0 позначимо через 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 множину всiх функцiй з 𝐿∞(T), якi
набувають майже скрiзь лише двох значень 𝛾 i −𝛿, i мають щонайбiльше 2𝑛 змiн

знаку на перiодi. Також, для 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾) означимо

𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿 :=

{︂
𝑓 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 :

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑡) d𝑡 = 2𝜋𝜎

}︂
.

Означення 2.2.5. Функцiї з 𝐾 *𝐽 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 будемо називати (𝐾; 𝛾, 𝛿)-сплайнами, а

функцiї з класу 𝐾ℎ *𝐽 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 – усередненими (𝐾; 𝛾, 𝛿)-сплайнами.

Означення 2.2.6. Iдеальним (𝛾, 𝛿)-сплайном будемо називати функцiю

𝜙𝜎𝑛;𝛾,𝛿(𝑥) = sgn𝛾,𝛿

(︂
cos𝑛𝑥− cos

𝜋(𝛿 + 𝜎)

𝛾 + 𝛿

)︂
, 𝑥 ∈ T,

де sgn𝛾,𝛿𝑓 := 𝛾 sgn 𝑓+ − 𝛿 sgn 𝑓−.

Зрозумiло, що сплайн 𝜙𝜎𝑛;𝛾,𝛿 є непарною 2𝜋/𝑛-перiодичною функцiєю, яка

дорiвнює 𝛾 на iнтервалi
(︁
0, 𝜋(𝛿+𝜎)𝑛(𝛾+𝛿)

)︁
та −𝛿 на iнтервалi

(︁
𝜋(𝛿+𝜎)
𝑛(𝛾+𝛿) ,

𝜋
𝑛

)︁
, а також має

середнє значення 𝜎 на [0, 2𝜋]. Має мiсце наступне твердження.
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Теорема 2.2.2. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛾, 𝛿 > 0. Нехай також ядро 𝐾,

множина 𝐽 i число 𝜎 є такими, що або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 = 1,

або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0} i 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾) – довiльне число. Тодi для

всiх 𝑔 ∈ 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿 i 𝜆 ∈ R виконується спiввiдношення(︀
𝐾ℎ * 𝜙𝜎𝑛;𝛾,𝛿 − 𝜆

)︀
± ≺

(︀
𝐾ℎ * 𝑔 − 𝜆

)︀
± .

Теорема 2.2.2 в граничному випадку при ℎ → 0 включає багато вiдомих

екстремальних властивостей iдеальних та iдеальних несиметричних сплайнiв

(див. [97, 95]).

Нехай 𝑓 ∈ 𝐾 *𝐽 𝐹 , тобто 𝑓 = 𝑇 +𝐾 * 𝜙, де 𝑇 ∈ 𝐿𝐽 , 𝜙 ∈ 𝐹 ∩ 𝐿⊥
𝐽 . Оскiльки ми

розглядаємо формули 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛,1 у випадку 𝐽 = {0}, а у випадку 𝐽 = ∅ випливає,

що 𝑇 = 0, то для заданої iнтервальної квадратурної формули 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛 маємо

𝑅(𝑓, 𝜅) = 𝑇 ·

(︃
2𝜋 −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

)︃
+

∫︁ 2𝜋

0

𝜙(𝑡)𝑀𝜅(𝐾; 𝑡) d𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0

𝜙(𝑡)𝑀𝜅(𝐾; 𝑡) d𝑡.

Для 𝑛 ∈ N i 𝜎 ∈ R позначимо через ℳℎ
𝑛,𝜎(𝐾) множину усереднених

моносплайнiв (2.5), якi вiдповiдають iнтервальним квадратурам 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛.

Теорема 2.2.3. Нехай 𝑛 ∈ N i 0 < ℎ < 𝜋/𝑛. Нехай також ядро 𝐾, множина

𝐽 i число 𝜎 є такими, що або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 = 1, або

𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0} i 𝜎 ∈ R є довiльне число. Тодi для довiльної

формули 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛,𝜎 i 𝜆 ∈ R має мiсце спiввiдношення(︀

𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·)− 𝜆

)︀
± ≺ (𝑀𝜅(𝐾; ·)− 𝜆)± .

Означення 2.2.7. Для 1 6 𝑝 6 ∞, 𝛼, 𝛽 > 0 i 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T) наступна величина

називається несиметричною нормою: ‖𝑓‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(T) := ‖𝛼𝑓+ + 𝛽𝑓−‖𝐿𝑝(T).

Суттєву роль в доведеннi теорем 2.2.2 i 2.2.3 вiдiграє наступне твердження, яке

також становить самостiйний iнтерес.

Теорема 2.2.4. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 > 0. Нехай також ядро 𝐾,

множина 𝐽 i число 𝜎 є такими, що або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 = 1,

або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0} i 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾) – довiльне число. Тодi для

всiх 𝑔 ∈ 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿 виконується нерiвнiсть

𝐸0(𝐾
ℎ * 𝜙𝜎𝑛;𝛾,𝛿)1;𝛼,𝛽 6 𝐸0(𝐾

ℎ * 𝑔)1;𝛼,𝛽.
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2.2.2. Допомiжнi результати

В цьому параграфi наведемо деякi допомiжнi результати, необхiднi для

доведення основних результатiв пiдроздiлу.

Означення 2.2.8. Для 𝑝 <∞, 𝛼, 𝛽 > 0, локально компактної множини 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝

i 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T) величина

𝐸(𝑓 ;𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 = inf
𝑢∈𝐻

‖𝑓 − 𝑢‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(T) (2.6)

називається похибкою найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення функцiї 𝑓 множиною 𝐻 в

метрицi простору 𝐿𝑝, а елемент 𝑢0 ∈ 𝐻, який реалiзує inf в (2.6) називається

елементом найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення.

З огляду на теорему 2 в [13] будемо дозволяти параметрам 𝛼, 𝛽 в (2.6) набувати

значення +∞, означивши 𝐸(𝑓 ;𝐻)𝑝;1,∞ як величину найкращого наближення

знизу 𝐸+(𝑓 ;𝐻)𝑝, а 𝐸(𝑓 ;𝐻)𝑝;∞,1 – найкращого наближення зверху 𝐸−(𝑓 ;𝐻)𝑝. Для

пiдпростiру 𝐻, що складається з констант, означимо 𝐸0(𝑓)𝑝;𝛼,𝛽 := 𝐸(𝑓 ;𝐻)𝑝;𝛼,𝛽.

Теорема 2.2.5. [13, теорема 5] Нехай 1 6 𝑝 < ∞, 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1 i 0 < 𝛼, 𝛽 6 ∞.

Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) i скiнченновимiрного пiдпростору 𝐻 ⊂ 𝐿𝑝(T)

𝐸(𝑓 ;𝐻)𝑝;𝛼,𝛽 = sup

{︂∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) d𝑡 : ‖𝑔‖𝐿𝑞;𝛼−1,𝛽−1(T) 6 1, 𝑔 ⊥ 𝐻

}︂
.

Теорема 2.2.5 узагальнює теорему двоїстостi С.М. Нiкольського (див. [92,

твердження 1.4.1]) на випадок найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення.

Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T), що вiдмiнна вiд нуля майже скрiзь, i 𝛼, 𝛽 > 0

sgn𝛼,𝛽𝑓 =
𝛼 + 𝛽

2
· sgn 𝑓 − 𝛽 − 𝛼

2
.

Тому має мiсце наступне твердження.

Лема 2.2.1 ([18, лема 1]). Нехай 𝑓 ∈ 𝐿1(T) вiдмiнна майже скрiзь вiд довiльного

елемента 𝑔 зi скiнченновимiрного пiдпростору 𝐻 ⊂ 𝐿1(T). Тодi для всiх 𝛼, 𝛽 > 0

𝐸(𝑓 ;𝐻)1;𝛼,𝛽 = inf
𝑔∈𝐻

[︂
𝛼 + 𝛽

2

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑡)− 𝑔(𝑡)| d𝑡− 𝛽 − 𝛼

2

∫︁ 2𝜋

0

(𝑓(𝑡)− 𝑔(𝑡)) d𝑡

]︂
.
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Лема 2.2.2 ([13, теорема 4]). Нехай 𝑓 ∈ 𝐿1(T) i 𝐻 ⊂ 𝐿1(T) є скiнченно-

вимiрний пiдпростiр. Для того, щоб елемент 𝑔0 ∈ 𝐻 був елементом найкращого

(𝛼, 𝛽)-наближення для функцiї 𝑓 , необхiдно, а у випадку 𝑓−𝑔0 ̸= 0 майже скрiзь

i достатньо, щоб для всiх 𝑔 ∈ 𝐻 виконувалася рiвнiсть∫︁ 2𝜋

0

𝑔(𝑡) sgn𝛼,𝛽(𝑓(𝑡)− 𝑔0(𝑡)) d𝑡 = 0.

Якщо 𝑓 − 𝑔0 ̸= 0 майже скрiзь, останнє спiввiдношення набуває вигляд:∫︁ 2𝜋

0

𝑔(𝑡) sgn (𝑓(𝑡)− 𝑔0(𝑡)) d𝑡 =
𝛽 − 𝛼

𝛽 + 𝛼

∫︁ 2𝜋

0

𝑔(𝑡) d𝑡.

Оскiльки𝐷1(𝑥) =
𝜋 − 𝑥

2𝜋
, 𝑥 ∈ (0, 2𝜋), то за лемою 3 в [18] неважко переконатися

в тому, що має мiсце наступне твердження.

Лема 2.2.3. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾, 𝛿 > 0, 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾), 𝑙 6 𝑛 i

𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥2𝑙 < 𝑥1 + 2𝜋 – точки розриву сплайну 𝑠 ∈ 𝑆𝜎𝑙;𝛾,𝛿, який приймає

значення 𝛾 на (𝑥1, 𝑥2). Тодi

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑥𝑗 = 2𝜋
𝜎 + 𝛿

𝛾 + 𝛿
, 𝑠 = (𝛾 + 𝛿)

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝐷1(𝑥𝑗 − ·) + 𝜎.

Крiм того, якщо 𝐾∈𝐿1(T), 𝐽⊂𝐽(𝐾), 𝜎=0, 𝐽={0}, 𝑆 = 𝑇 +𝐾 * 𝑠, 𝑇 ∈𝐿𝐽 , то

𝑆ℎ = 𝑇 + (𝛾 + 𝛿)
2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
∫︁ 2𝜋

0

𝐷1(𝑥𝑗 − 𝑡)𝐾ℎ(· − 𝑡) d𝑡+ 𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡. (2.7)

Нехай 𝐾 ∈ 𝐿1(T), 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛾, 𝛿 > 0, 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾) i 𝐽 ⊂ 𝐽(𝐾).

Зрозумiло, що множина 𝐾 *𝐽 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿 є локально компактною в топологiї рiвномiрної

збiжностi. Тому має мiсце наступне твердження.

Лема 2.2.4 ([18, лема 4]). Нехай 𝑛 ∈ N, 𝐾 ∈ 𝐿1(T), 𝛾, 𝛿 > 0, 0 < 𝛼, 𝛽 6 ∞,

min{𝛼; 𝛽} <∞ i 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾). Тодi iснує (𝐾; 𝛾, 𝛿)-сплайн в𝐾*𝐽𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿, який реалiзує
inf в задачi:

𝐸0(𝑆
ℎ)1;𝛼,𝛽 → min, 𝑆 ∈ 𝐾 *𝐽 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿.

Використовуючи вiдомi властивостi переставлень (див. [98, роздiл 5],

[97, роздiл 2]) можна встановити наступнi твердження.
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Лема 2.2.5 ([185, лема 2.3]). Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(T), 𝑓, 𝑔 ⊥ 1 i (𝑓 − 𝜆)± ≺ (𝑔 − 𝜆)±

для всiх 𝜆 ∈ R. Тодi для будь-якої функцiї 𝜙 ∈ 𝐿1(T) виконується нерiвнiсть∫︁ 2𝜋

0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝑓, 𝑡) d𝑡 6
∫︁ 2𝜋

0

Π(𝜙, 𝑡)Π(𝑔, 𝑡) d𝑡.

Лема 2.2.6 ([185, лема 2.2]). Для всiх 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(T) має мiсце рiвнiсть

sup
Π(𝜙)=Π(𝑓)

∫︁ 2𝜋

0

𝜙(𝑡)𝑔(𝑡) d𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0

Π(𝑓, 𝑡)Π(𝑔, 𝑡) d𝑡.

Надалi будемо вважати ядра з 𝒜2𝑛(𝐽) аналiтичними на R. Це припущення не

зменшуватиме загальностi подальших мiркувань, оскiльки для довiльного ядра

𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(𝐽), 𝐽 ∈ {{0},∅}, ядро 𝐴𝜀 * 𝐾 є аналiтичним 𝒜2𝑛(𝐽)-ядром для будь-

якого 𝜀 > 0 i lim
𝜀→0+

‖𝐾 − 𝐴𝜀 *𝐾‖𝐿1(T) = 0. Суттєву роль в доведеннi теореми 2.2.4

вiдiграють наступнi три леми.

Лема 2.2.7 ([18, лема 7]). Нехай ядро 𝐾 ∈ 𝐿1(T), що вiдмiнне вiд константи, є
аналiтичним на R. Тодi для довiльної пари неперетинних iнтервалiв Δ1 та Δ2,

що розташованi на одному i тому ж iнтервалi монотонностi ядра 𝐾, iснують

функцiї 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐶(T) з наступними властивостями:

(1) для 𝑗 = 1, 2 маємо 𝜔𝑗(𝑥) ̸= 0 лише для 𝑥 ∈
⋃︀
𝑙∈Z

(2𝜋𝑙 +Δ𝑗) i 𝜔𝑗 ⊥ 1;

(2) для 𝑗 = 1, 2 iснує 𝑐𝑗 ∈ Δ𝑗, для якого sgn𝜔𝑗(𝑥) = (−1)𝑗sgn (𝑥− 𝑐𝑗), 𝑥 ∈ Δ𝑗;

(3) iснує 𝜉 > 0, для якого одночасно

𝜉

∫︁
Δ1

𝐾(𝑡)𝜔1(𝑡) d𝑡+

∫︁
Δ2

𝐾(𝑡)𝜔2(𝑡) d𝑡 = 0

(4) i

𝜉

∫︁
Δ1

𝐾 ′(𝑡)𝜔1(𝑡) d𝑡+

∫︁
Δ2

𝐾 ′(𝑡)𝜔2(𝑡) d𝑡 ̸= 0.

Лема 2.2.8. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛾, 𝛿 > 0. Нехай також 𝑠 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 i

𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥2𝑛 – вузли сплайну 𝑠 на перiодi. Тодi функцiя 𝑠ℎ є неспадною

на iнтервалi (𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗+1 − ℎ), якщо 𝑠(𝑡) ≡ 𝛾 на (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), i незростаючою на

iнтервалi (𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗+1 − ℎ), якщо 𝑠(𝑡) ≡ −𝛿 на (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1).

Теорема 2.2.6. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝛾, 𝛿 > 0. Нехай також сплайни

𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 є такими, що 𝜈(𝑠ℎ1) = 𝜈(𝑠ℎ2) = 2𝑛. Якщо 𝑓(𝑡) = 𝑠1(𝑡) − 𝑠2(𝑡), то

𝜈
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ

)︀
6 𝜈(𝑓) для будь-якого 𝜆 ∈ R.
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Лему 2.2.8 i теорему 2.2.6 ми доведемо в параграфi 2.2.3.

Теорема 2.2.7 ([185, теорема 2.3]). Нехай 𝐾 ∈ 𝐿1(T) є аналiтичною на R,
𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(T) мають нульове середнє значення на перiодi i 𝐸0(𝑓)1;𝛼,𝛽 6 𝐸0(𝑔)1;𝛼,𝛽

для всiх 𝛼, 𝛽 > 0. Тодi (𝑓 − 𝜆)± ≺ (𝑔 − 𝜆)± для всiх 𝜆 ∈ R.

Нарештi, наведемо наступне нескладне твердження.

Лема 2.2.9. Для будь-якого тригонометричного полiнома 𝑇 iснує тригономе-

тричний полiном ̃︀𝑇 i константа 𝑎 ∈ R такi, що 𝑇 (𝑥) = 𝑎 + (𝐾(−·) * ̃︀𝑇 )(𝑥),
𝑥 ∈ T, де 𝑎 = 0 у випадку 𝐾 ⊥ 1.

2.2.3. Доведення теореми 2.2.6

Цей параграф присвячено доведенню теореми 2.2.6. Спочатку ми доведемо

лему 2.2.8 i встановимо декiлька допомiжних тверджень.

Доведення леми 2.2.8. Нехай 𝑠 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿. Розглянемо першу похiдну функцiї 𝑠ℎ:(︀
𝑠ℎ
)︀′
(𝑡) =

d

d𝑡

(︂
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑠(𝑡+ 𝑢) d𝑢

)︂
=

1

2ℎ
(𝑠(𝑡+ ℎ)− 𝑠(𝑡− ℎ)) .

Отже,
(︀
𝑠ℎ
)︀′
(𝑡−ℎ) = 1

2ℎ (𝑠(𝑡)− 𝑠(𝑡− 2ℎ)). Неважко бачити, що
(︀
𝑠ℎ
)︀′
(𝑡−ℎ) > 0 на

iнтервалi 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), якщо 𝑠(𝑡) ≡ 𝛾 на цьому ж iнтервалi, i
(︀
𝑠ℎ
)︀′
(𝑡− ℎ) 6 0 на

iнтервалi 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), якщо 𝑠(𝑡) ≡ −𝛿 на цьому ж iнтервалi. Тому, 𝑠ℎ є неспадною

на (𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗+1 − ℎ), якщо 𝑠(𝑡) ≡ 𝛾 для 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1). Аналогiчним чином, 𝑠ℎ є

незростаючою на (𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗+1 − ℎ), якщо 𝑠(𝑡) ≡ −𝛿 для 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1).

Зауважимо, що лема 2.2.8 i наведена нижче лема 2.2.10 є узагальненнями,

вiдповiдно, леми 2 i леми 3 з [296] на випадок несиметричних iдеальних сплайнiв.

Лема 2.2.10. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾, 𝛿 > 0, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛, 𝑠 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿, 𝜈
(︀
𝑠ℎ
)︀
= 2𝑛,

i 𝑥1 < . . . < 𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛 < 𝑥1 + 2𝜋, – вузли сплайну 𝑠. Тодi довжина iнтервалу

(𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1) не менша за 2ℎ𝛿
𝛾+𝛿 у випадку, коли 𝑠(𝑡) ≡ 𝛾 на ньому, i не менша за 2ℎ𝛾

𝛾+𝛿

у випадку, коли 𝑠(𝑡) ≡ −𝛿 на (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1).

Доведення. Нехай 𝑥2𝑛+1 := 𝑥1 + 2𝜋. Оскiльки 𝜈
(︀
𝑠ℎ
)︀
= 2𝑛, то за лемою 2.2.8

для всiх 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛 − 1 має мiсце нерiвнiсть 𝑠ℎ (𝑥𝑗 − ℎ) 𝑠ℎ (𝑥𝑗+1 − ℎ) < 0. Без
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зменшення загальностi будемо вважати, що sgn 𝑠ℎ (𝑥𝑗 − ℎ) = (−1)𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛.

Зокрема, 𝑠 ≡ 𝛾 на iнтервалi (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1).

Зауважимо, що сума довжин iнтервалiв (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛, на яких 𝑠

збiгається з 𝛾 дорiвнює 2𝜋𝛿
𝛾+𝛿 . Тодi iснує 𝑗1 ∈ {1, . . . , 2𝑛} такий, що 𝑥𝑗1+1−𝑥𝑗1 > 2ℎ𝛿

𝛾+𝛿 i

𝑠 ≡ 𝛾 на (𝑥𝑗1, 𝑥𝑗1+1). За аналогiєю, iснує 𝑗2 ∈ {1, . . . , 2𝑛} такий, що 𝑥𝑗2+1−𝑥𝑗2 >
2ℎ𝛾
𝛾+𝛿

i 𝑠 ≡ −𝛿 на (𝑥𝑗2, 𝑥𝑗2+1).

Припустимо, що твердження леми не виконується. Тодi згiдно наведених вище

мiркувань можливi два випадки:

(1) Iснує 𝑗 ∈ {2, . . . , 2𝑛} таке, що 𝑠(𝑡) = 𝛾 для всiх 𝑡 ∈ (𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) i 𝑠(𝑡) = −𝛿 для
всiх 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), а також 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 > 2ℎ𝛿

𝛾+𝛿 i 𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 <
2ℎ𝛾
𝛾+𝛿 ;

(2) Iснує 𝑗 ∈ {2, . . . , 2𝑛} таке, що 𝑠(𝑡) = 𝛾 для всiх 𝑡 ∈ (𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) i 𝑠(𝑡) = −𝛿 для
всiх 𝑡 ∈ (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), а також 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 <

2ℎ𝛿
𝛾+𝛿 i 𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 >

2ℎ𝛾
𝛾+𝛿 .

Детально розглянемо лише перший випадок, оскiльки другий випадок можна

розглянути за аналогiєю. Не зменшуючи загальностi припустимо, що 𝑗 = 2. Тодi

𝑠ℎ (𝑥3 − ℎ) < 0. За припущенням 𝑥3 − 𝑥2 <
2ℎ𝛾
𝛾+𝛿 , то 𝑥3 − 2ℎ 6 𝑥2 − 2ℎ𝛿

𝛾+𝛿 . Отже,

𝑠ℎ (𝑥3−ℎ) =
1

2ℎ

∫︁ 𝑥3

𝑥3−2ℎ

𝑠(𝑡) d𝑡=
1

2ℎ

(︃∫︁ 𝑥2− 2ℎ𝛿
𝛾+𝛿

𝑥3−2ℎ

𝑠(𝑡) d𝑡+

∫︁ 𝑥2

𝑥2− 2ℎ𝛿
𝛾+𝛿

𝑠(𝑡) d𝑡+

∫︁ 𝑥3

𝑥2

𝑠(𝑡) d𝑡

)︃
>

1

2ℎ

(︂
−𝛿 ·

(︂
𝑥2 −

2ℎ𝛿

𝛾 + 𝛿
− 𝑥3 + 2ℎ

)︂
+ 𝛾 · 2ℎ𝛿

𝛾 + 𝛿
− 𝛿 · (𝑥3 − 𝑥2)

)︂
= 0,

що суперечить тому факту, що 𝑠ℎ (𝑥3 − ℎ) < 0.

Тривiальним наслiдком леми 2.2.10 є наступне твердження.

Лема 2.2.11. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾, 𝛿 > 0, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛 i сплайн 𝑠 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 є таким,

що 𝜈
(︀
𝑠ℎ
)︀
= 2𝑛. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ T сплайн 𝑠 має щонайбiльше двi змiни

знаку на iнтервалi (𝑥− ℎ, 𝑥+ ℎ).

Застосовуючи лему 2.2.11 та розглядаючи всi можливi варiанти розташування

вузлiв сплайнiв 𝑠1 i 𝑠2 ми можемо отримати наступне твердження.

Лема 2.2.12. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾, 𝛿 > 0, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛 i сплайни 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛾,𝛿 є

такими, що 𝜈
(︀
𝑠ℎ1
)︀
= 𝜈

(︀
𝑠ℎ2
)︀
= 2𝑛. Тодi для будь-якого 𝑥 ∈ T рiзниця 𝑓 = 𝑠1 − 𝑠2

має щонайбiльше двi змiни знаку на iнтервалi (𝑥− ℎ, 𝑥+ ℎ).
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Лема 2.2.13. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾, 𝛿 > 0, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛 i сплайни 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆𝑛;𝛾,𝛿 є

такими, що 𝜈
(︀
𝑠ℎ1
)︀
= 𝜈

(︀
𝑠ℎ2
)︀
= 2𝑛. Припустимо, що iснує точка 𝑥 ∈ T така,

що рiзниця 𝑓 = 𝑠1 − 𝑠2 має рiвно двi змiни знаку на iнтервалi (𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ).

Тодi iснує �̃� > 0, для якого функцiя 𝑓 має рiвно одну змiну знаку на iнтервалi

(𝑥+ �̃�− ℎ, 𝑥+ �̃�+ ℎ). Бiльш того, 𝑓ℎ(𝑦) = 𝑓ℎ(𝑥) для будь-якого 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑥+ �̃�].

Доведення. Нехай 𝑥 ∈ T задовольняє умови леми. Розглянувши всi можливi

варiанти розташування вузлiв сплайнiв 𝑠1 i 𝑠2 на iнтервалi (𝑥− ℎ, 𝑥 + ℎ), можна

побачити, що 𝑓 має рiвно двi змiни знаку на (𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ) тодi i тiльки тодi,

коли 𝑠1 i 𝑠2 мають рiвно два вузли на iнтервалi (𝑥− ℎ, 𝑥+ ℎ), точка 𝑥− ℎ не є їх

вузлом та 𝑠1(𝑥− ℎ) · 𝑠2(𝑥− ℎ) < 0. Без зменшення загальностi вважатимемо, що

𝑠1(𝑥− ℎ) = 𝛾 i 𝑠2(𝑥− ℎ) = −𝛿.
Нехай 𝑥1,1, 𝑥1,2, 𝑥1,3 i 𝑥1,4 є сусiднiми вузлами сплайну 𝑠1 такими, що

𝑥1,1 < 𝑥− ℎ < 𝑥1,2 < 𝑥1,3 < 𝑥+ ℎ < 𝑥1,4, а 𝑥2,1, 𝑥2,2, 𝑥2,3 i 𝑥2,4 є сусiднiми вузлами

сплайну 𝑠2 такими, що 𝑥2,1 < 𝑥 − ℎ < 𝑥2,2 < 𝑥2,3 < 𝑥 + ℎ < 𝑥2,4. Тодi 𝑠1(𝑡) = 𝛾

для 𝑡 ∈ (𝑥1,1, 𝑥1,2) або 𝑡 ∈ (𝑥1,3, 𝑥1,4) та 𝑠1(𝑡) = −𝛿 для 𝑡 ∈ (𝑥1,2, 𝑥1,3). Аналогiчно,

𝑠2(𝑡) = −𝛿 для 𝑡 ∈ (𝑥2,1, 𝑥2,2) або 𝑡 ∈ (𝑥2,3, 𝑥2,4) та 𝑠2(𝑡) = 𝛾 для 𝑡 ∈ (𝑥2,2, 𝑥2,3).

Оберемо �̃� := min {𝑥1,2 − 𝑥+ ℎ;𝑥2,2 − 𝑥+ ℎ}. Без зменшення загальностi

вважатимемо, що 𝑥1,2 6 𝑥2,2, а тому �̃� = 𝑥1,2 − 𝑥 + ℎ. З цього випливає, що

𝑠1(𝑡) = 𝛾 i 𝑠2(𝑡) = −𝛿 для 𝑡 ∈ (𝑥− ℎ, 𝑥1,2). Звiдси 𝑓(𝑡) = 𝛾+ 𝛿 для 𝑡 ∈ (𝑥−ℎ, 𝑥1,2).

В той же час сплайни 𝑠1 i 𝑠2 рiвнi, вiдповiдно, 𝛾 i −𝛿 на iнтервалi

(𝑥+ ℎ, 𝑥+ �̃�+ ℎ). Дiйсно, за лемою 2.2.10 виконуються нерiвностi 𝑥1,3−𝑥1,2 > 2ℎ𝛾
𝛾+𝛿

та 𝑥1,4 − 𝑥1,3 > 2ℎ𝛿
𝛾+𝛿 . Тому 𝑥1,4 − 𝑥1,2 > 2ℎ = 𝑥 + ℎ + �̃� − 𝑥1,2 i, як наслiдок,

𝑥+�̃�+ℎ 6 𝑥1,4. Аналогiчним чином можна переконатися в тому, що 𝑥+�̃�+ℎ 6 𝑥2,4.

Отже, для будь-якого 𝑦 ∈ [0, �̃�] мають мiсце спiввiдношення

𝑓(𝑥− ℎ+ 𝑦) = 𝑓(𝑥− ℎ) = 𝛾 + 𝛿 = 𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥+ ℎ+ 𝑦).

Для всiх 𝑧 ∈ [0, �̃�] зрозумiло, що 𝑧 < 2ℎ, а з попереднiх рiвностей випливає, що

𝑓ℎ(𝑥+ 𝑧)− 𝑓ℎ(𝑥) =
1

2ℎ

(︂∫︁ 𝑥+ℎ

𝑥−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡−

∫︁ 𝑥+𝑧+ℎ

𝑥+𝑧−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡

)︂
=

1

2ℎ

(︂∫︁ 𝑥+𝑧−ℎ

𝑥−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡−

∫︁ 𝑥+𝑧+ℎ

𝑥+ℎ

𝑓(𝑡) d𝑡

)︂
=

1

2ℎ

(︂∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑥− ℎ+ 𝜏) d𝜏 −
∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑥+ ℎ+ 𝜏) d𝜏

)︂
= 0.
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Нарештi, оскiльки 𝑠1 має лише один вузол на iнтервалi (𝑥+ �̃�− ℎ, 𝑥+ �̃�+ ℎ), то

i функцiя 𝑓 має рiвно одну змiну знаку на цьому ж iнтервалi.

Тепер ми маємо все необхiдне для доведення теореми 2.2.6.

Доведення теореми 2.2.6. Нехай 𝜈
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ

)︀
= 2𝑏 для деякого 𝑏 ∈ N. Це

означає, що iснують точки 𝑥1 < . . . < 𝑥2𝑏 < 𝑥1 + 2𝜋, в яких sgn 𝑓ℎ (𝑥𝑗) = (−1)𝑗,

𝑗 = 1, . . . , 2𝑏. За лемами 2.2.12 i 2.2.13 iснують точки �̃�1 < . . . < �̃�2𝑏 < �̃�1 + 2𝜋

такi, що функцiя 𝑓 має щонайбiльше одну змiну знаку на кожному з iнтервалiв

(�̃�𝑗 − ℎ, �̃�𝑗 + ℎ), 𝑗 = 1, . . . , 2𝑏. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати,

що �̃�𝑗 = 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑏. Зрозумiло, що iснує непорожнiй iнтервал

Δ𝑗 ⊂ (𝑥𝑗 − ℎ, 𝑥𝑗 + ℎ) такий, що sgn 𝑓(𝑡) = (−1)𝑗 для 𝑡 ∈ Δ𝑗, оскiльки в iншому

випадку (−1)𝑗𝑓 (𝑥𝑗) 6 0. Через 𝑦𝑗, 𝑦*𝑗 i 𝑦
**
𝑗 позначимо, вiдповiдно, середину, лiвий

та правий кiнцi Δ𝑗. Зрозумiло, що 𝑥𝑗 − ℎ < 𝑦𝑗 < 𝑥𝑗 + ℎ для всiх 𝑗 = 1, . . . , 2𝑏.

Покажемо, що {𝑦𝑗}2𝑏𝑗=1 зростає i sgn 𝑓 (𝑦𝑗) = (−1)𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑏.

Друге твердження виконується за побудовою точок 𝑦𝑗. Припустимо тепер, що

iснує iндекс 𝑗0 ∈ {1, . . . , 2𝑏− 1} такий, що 𝑦𝑗0 > 𝑦𝑗0+1. Без зменшення загальностi

вважатимемо, що 𝑗0 = 1 i, отже, 𝑦1 > 𝑦2. Вочевидь, 𝑦2 ∈ (𝑥2 − ℎ, 𝑥2 + ℎ), i з

припущення та нерiвностi 𝑥1 − ℎ < 𝑥2 − ℎ випливає, що 𝑦1 ∈ (𝑥2 − ℎ, 𝑥2 + ℎ) та

𝑦2 ∈ (𝑥1 − ℎ, 𝑥1 + ℎ). Неважко бачити, що

𝑥1 − ℎ < 𝑥2 − ℎ 6 𝑦*2 < 𝑦**2 6 𝑦*1 < 𝑦**1 6 𝑥1 + ℎ < 𝑥2 + ℎ.

Тому 𝑓(𝑡) > 0 для 𝑡 ∈ (𝑥1 − ℎ, 𝑥2 − ℎ), адже в протилежному випадку iснувало б

три точки на iнтервалi (𝑥1 − ℎ, 𝑥1 + ℎ), в яких функцiя 𝑓 змiнювала б свiй знак.

За аналогiєю, 𝑓(𝑡) 6 0 для 𝑡 ∈ (𝑥1 + ℎ, 𝑥2 + ℎ). Таким чином,

0 <
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ (𝑥2)

)︀
−
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ (𝑥1)

)︀
= −

∫︁ 𝑥2−ℎ

𝑥1−ℎ
𝑓(𝑡) d𝑡+

∫︁ 𝑥2+ℎ

𝑥1+ℎ

𝑓(𝑡) d𝑡 6 0,

що неможливо. Отже, 𝑦1 < 𝑦2 < . . . < 𝑦2𝑏 < 𝑦1 + 2𝜋 i sgn 𝑓 (𝑦𝑗) = (−1)𝑗,

𝑗 = 1, . . . , 2𝑏. Це означає, що 𝜈(𝑓) > 2𝑏 = 𝜈
(︀
𝜆+ 𝑓ℎ

)︀
. Доведення завершено.

2.2.4. Доведення теореми 2.2.4

В цьому параграфi ми доведемо теорему 2.2.4. Нехай числа 𝑛 ∈ N, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 > 0

та 0 < ℎ < 𝜋/𝑛 є заданими. Нехай також ядро 𝐾, множина 𝐽 i число 𝜎 є
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такими, що або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), 𝐽 = ∅ i 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾), або 𝐽(𝐾) ⊃ {0},
𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}), 𝐽 = {0} i 𝜎 = 0. Без зменшення загальностi будемо вважати ядро

𝐾 аналiтичним на R. Розглянемо екстремальну задачу

𝐸0(𝑆
ℎ)1;𝛼,𝛽 → inf, 𝑆 ∈ 𝐾 *𝐽 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿. (2.8)

За лемою 2.2.4 iснує функцiя 𝑆 ∈ 𝐾 *𝐽 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿, яка реалiзує iнфiмум в (2.8).

Нехай 𝑆 = 𝐾 * 𝑠, 𝑠 ∈ 𝑆𝜎𝑛;𝛾,𝛿, i 𝑠 має 2𝑙 6 2𝑛 точок розриву на перiодi

𝑥1 < . . . < 𝑥2𝑙 < 2𝜋 + 𝑥1. Вочевидь, ми можемо вважати, що 𝑠(𝑥) = 𝛾 для

𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2). Тодi за лемою 2.2.3 отримаємо

𝑆
ℎ
(𝑥) = (𝛾 + 𝛿)

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
∫︁ 2𝜋

0

𝐷1(𝑥𝑗 − 𝑡)𝐾ℎ(𝑥− 𝑡) d𝑡+ 𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡.

За лемами 2.2.1 i 2.2.3 числа 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑙 i константа 𝑐 найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення

функцiї 𝑆
ℎ
реалiзують inf в наступнiй задачi:

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥2𝑙; 𝑐) → inf, 𝑐 ∈ R i
2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑥𝑗 = 2𝜋 · 𝜎 + 𝛿

𝛾 + 𝛿
, (2.9)

𝑥1 < . . . < 𝑥2𝑙 < 2𝜋 + 𝑥1,

де

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥2𝑙; 𝑐) =
𝛼 + 𝛽

2

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒⃒
(𝛾 + 𝛿)

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
∫︁ 2𝜋

0

𝐷1(𝑥𝑗 − 𝑡)𝐾ℎ(𝑥− 𝑡) d𝑡

+ 𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡− 𝑐
⃒⃒⃒
d𝑥− 𝜋(𝛽 − 𝛼)

(︂
𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡− 𝑐

)︂
.

Функцiя 𝐹 є неперервно диференцiйовною в деякому околi точки (𝑥1, . . . , 𝑥2𝑙, 𝑐) в

тому сенсi, що iснують i є неперервними частиннi похiднi 𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

, 𝑘 = 1, . . . , 2𝑙, i 𝜕𝐹𝜕𝑐 .

Бiльш того,

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑘
= (−1)𝑘

(𝛼 + 𝛽)(𝛾 + 𝛿)

2

∫︁ 2𝜋

0

sgn
(︁
(𝛾 + 𝛿)

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗

×
∫︁ 2𝜋

0

𝐷1(𝑥𝑗 − 𝑡)𝐾ℎ(𝑥− 𝑡) d𝑡+ 𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡− 𝑐
)︁

×
(︂
𝐾ℎ(𝑥− 𝑥𝑘)−

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡

)︂
d𝑥,

(2.10)
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𝜕𝐹

𝜕𝑐
= −(𝛼 + 𝛽)

2

∫︁ 2𝜋

0

sgn
(︁
(𝛾 + 𝛿)

2𝑙∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
∫︁ 2𝜋

0

𝐷1(𝑥𝑗 − 𝑡)𝐾ℎ(𝑥− 𝑡) d𝑡

+𝜎

∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡− 𝑐
)︁
d𝑥+ 𝜋(𝛽 − 𝛼).

(2.11)

Застосуємо метод множникiв Лагранжа (див. [97, §§1.3, 3.2]) для розв’язання зада-

чi (2.9). З (2.10), (2.11), (2.8) i (2.7) отримаємо, що згортка𝐾ℎ(−·)*sgn𝛼,𝛽
(︁
𝑆
ℎ − 𝑐

)︁
приймає в точках 𝑥𝑘 – точках розриву функцiї 𝑠 – рiвнi значення.

Нехай 𝑔 = sgn𝛼,𝛽

(︁
𝑆
ℎ − 𝑐

)︁
i 𝜂 =

(︀
𝐾ℎ(−·) * 𝑔

)︀
(𝑥1). Розглянемо функцiю

𝐺 = 𝐾ℎ(−·) * 𝑔 − 𝜂, для якої 𝐺(𝑥𝑘) = 0 при всiх 𝑘 = 1, . . . , 2𝑙.

Лема 2.2.14. Функцiя 𝐺 має рiвно 2𝑙 змiн знаку i рiвно 2𝑙 нулiв на перiодi T.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐽 = {0} i 𝜎 = 0.

Позначимо через 𝜆 середнє значення функцiї 𝑔ℎ на перiодi. За лемою 2.2.8 i

властивiстю ядра 𝐾 не збiльшувати осциляцiю функцiй з не бiльш нiж 2𝑙 6 2𝑛

змiнами знаку отримаємо

𝜈(𝐺)=𝜈
(︀
−𝜂+𝐾(−·) * 𝑔ℎ

)︀
6𝜈(−𝜆+𝑔ℎ)6𝜈(𝑔)=𝜈(𝑆ℎ−𝑐)6𝜈

(︀
𝑠ℎ
)︀
6𝜈(𝑠)=2𝑙. (2.12)

Доведемо, що 𝜈
(︀
𝑔ℎ − 𝜆

)︀
= 2𝑙. Припустимо супротивне, що 𝜈

(︀
𝑔ℎ − 𝜆

)︀
= 2𝑏 < 2𝑙.

Тодi за першою нерiвнiстю в (2.12) неважко бачити, що 𝜈(𝐺) 6 2𝑏. За означенням

функцiя 𝐺 має щонайменше 2𝑙 нулiв на перiодi. Нехай 𝑏1 є кiлькiстю точок серед

{𝑥𝑘}2𝑙𝑘=1, в яких 𝐺 приймає свої локальнi мiнiмуми, а 𝑏2 – локальнi максимуми.

Тодi 𝜈(𝐺) + 𝑏1 + 𝑏2 > 2𝑙. Без зменшення загальностi будемо вважати, що 𝑏1 > 𝑏2.

Для достатньо малого числа 𝜉 > 0 виконуються нерiвностi

2𝑏 = 𝜈
(︀
−𝜆+ 𝑔ℎ

)︀
> 𝜈(𝐺− 𝜉) = 𝜈(𝐺) + 2𝑏1 > 𝜈(𝐺) + 𝑏1 + 𝑏2 > 2𝑙,

що призводить до суперечностi. Отже, 𝜈
(︀
−𝜆+ 𝑔ℎ

)︀
= 2𝑙 i за лемою 2.2.8 функцiя

𝑔ℎ не має iнтервалiв, на яких вона спiвпадає з нулем. Також, вiдзначимо, що

похiдна функцiї 𝑔ℎ дорiвнює або 0, або ±(𝛼 + 𝛽)/2ℎ.

За лемою 2.2.9 для довiльного тригонометричного полiнома 𝑇 iснує

тригонометричний полiном ̃︀𝑇 i константа 𝑎 ∈ R такi, що 𝑇 = 𝑎 + 𝐾(−·) * ̃︀𝑇 ĩ︀𝑇 ⊥ 1. Тодi для будь-якого достатньо малого за абсолютною величиною 𝜌 ∈ R
мають мiсце нерiвностi

𝜈(𝐺−𝜌 · 𝑇 )=𝜈
(︁
𝐾(−·) * 𝑔ℎ−𝜌 · 𝑎−𝜌 ·𝐾(−·) * ̃︀𝑇)︁6𝜈 (︁−𝜆+𝑔ℎ−𝜌 · ̃︀𝑇)︁62𝑙. (2.13)
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Остання нерiвнiсть в (2.13) виконується завдяки нерiвностi Бернштейна для

тригонометричних полiномiв (див [42, с. 26]) i структурi функцiї 𝑔ℎ.

Припустимо тепер, що функцiя 𝐺 має кратнi нулi в деяких точках з {𝑥𝑘}2𝑙𝑘=1.

Розглянемо тригонометричний полiном

𝑉 (𝑥) :=
2𝑙∏︁
𝑘=1

sin

(︂
𝑥− 𝑥𝑘

2

)︂
, 𝑥 ∈ T. (2.14)

Для достатньо малого за абсолютною величиною числа 𝜌 ∈ R матимемо

𝜈(𝐺− 𝜌 · 𝑉 ) > 2𝑙 + 2, що суперечить нерiвностi (2.13).

Тепер перейдемо до розгляду випадку 𝐽(𝐾) = 𝐽 = ∅ i 𝜎 ∈ (−𝛿, 𝛾). Нехай
𝑏1 i 𝑏2 є кiлькостями точок серед {𝑥𝑗}2𝑙𝑗=1, в яких 𝐺 обертається в нуль i досягає

своїх локальних мiнiмумiв та локальних максимумiв вiдповiдно. Застосовуючи

𝐶𝑉𝐷-властивiсть ядра 𝐾 i лему 2.2.8 неважко переконатися в тому, що 𝑏1 = 𝑏2.

Бiльш того, оскiльки 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅), то для будь-якого 𝑎 ∈ R можна встановити

наступний ланцюжок спiввiдношень

𝜈(𝐺+ 𝑎) = 𝜈(𝐾ℎ(−·) * 𝑔 − 𝜂 + 𝑎) 6 𝜈(𝑔ℎ − 𝜂′ + 𝑎′) 6 𝜈(𝑔)

= 𝜈(𝑆
ℎ − 𝑐) 6 𝜈(𝑠ℎ − 𝑐′) 6 𝜈(𝑠) = 2𝑙,

де 𝜂′ ·
∫︀ 2𝜋

0 𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜂, 𝑎′ ·
∫︀ 2𝜋

0 𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑎 i 𝑐′ ·
∫︀ 2𝜋

0 𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑐.

Для довiльного тригонометричного полiнома 𝑇 iснують достатньо малi за

абсолютною величиною числа 𝜌 i 𝜉, для яких 𝜈(𝐺 − 𝜌 · 𝑇 ) 6 𝜈(𝐺 + 𝜉 − 𝜌 · 𝑇 )
i функцiя 𝑔ℎ− 𝜂′+ 𝜉′ не має нульових iнтервалiв на перiодi, де 𝜉′ ·

∫︀ 2𝜋

0 𝐾(𝑡) d𝑡 = 𝜉.

При цьому, для таких 𝜌 i 𝜉 матимемо

𝜈(𝐺− 𝜌 · 𝑇 ) 6 𝜈(𝐺+ 𝜉 − 𝜌 · 𝑇 ) 6 𝜈
(︁
𝑔ℎ − 𝜂′ + 𝜉′ − 𝜌 · ̃︀𝑇)︁ , (2.15)

де тригонометричний полiном ̃︀𝑇 є таким же, як i в лемi 2.2.9.

За нерiвнiстю Бернштейна для тригонометричних полiномiв та структурою

функцiї 𝑔ℎ − 𝜂′ + 𝜉′ ми отримаємо з нерiвностi (2.15), що 𝜈(𝐺 − 𝜅 · 𝑇 ) 6 2𝑙. В

той же час, розглянувши функцiю 𝑉 , означену рiвнiстю (2.14), отримаємо, що

для достатньо малого за абсолютною величиною 𝜅 ∈ R

2𝑙 > 𝜈(𝐺− 𝜌 · 𝑉 ) > 𝜈(𝐺) + 2𝑏1 + 2𝑏2 > 2𝑙 + 𝑏1 + 𝑏2.
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З останньої нерiвностi випливає, що 𝑏1 = 𝑏2 = 0 i функцiя 𝐺 не має кратних нулiв

на перiодi, що завершує доведення леми.

В силу леми 2.2.14 має мiсце рiвнiсть

sgn𝐺 = ± sgn 𝑠. (2.16)

Покажемо, що рiвнiсть (2.16) виконується лише, коли 𝑠 = 𝜙𝜎𝑙;𝛾,𝛿 з точнiстю до

зсуву аргумента.

Для 𝑦 ∈ R означимо 𝑇𝑦,0(·) := 𝑠(·) − 𝑠(· + 𝑦), 𝑇𝑦(·) := 𝑆
ℎ
(·) − 𝑆

ℎ
(· + 𝑦),

𝑈𝑦,0(·) := 𝑔(·)− 𝑔(·+ 𝑦), 𝑈𝑦(·) := 𝐺(·)−𝐺(·+ 𝑦).

Лема 2.2.15. Для довiльного 𝑦 ∈ R мають мiсце нерiвностi

𝜈(𝑇𝑦,0) 6 𝜈(𝑈𝑦), 𝜈(𝑈𝑦,0) 6 𝜈(𝑇𝑦). (2.17)

Доведення. Дiйсно, припустимо, що iснує 2𝑑 точок 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡2𝑑, в

яких функцiя 𝑇𝑦,0 є неперервною i sgn𝑇𝑦,0(𝑡𝑗) = ±(−1)𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑑. За

рiвнiстю (2.16), в цих точках функцiя 𝑈𝑦 приймає ненульовi значення зi змiною

знаку, а, отже, 𝜈(𝑈𝑦) > 𝜈(𝑇𝑦,0). Використовуючи означення функцiї 𝑔, можна

встановити за аналогiєю нерiвнiсть 𝜈(𝑈𝑦,0) 6 𝜈(𝑇𝑦).

Лема 2.2.16. Для будь-якого 𝑦 ∈ R функцiя 𝑈𝑦 або є нульовою, або має лише

простi iзольованi нулi.

Доведення. Нехай 𝑈𝑦 ̸≡ 0. В силу теореми 2.2.6 i властивостi ядра 𝐾 не

збiльшувати осциляцiю функцiй з щонайбiльше 2𝑛 змiнами знаку ми отримаємо,

що 𝜈(𝑇𝑦,0) > 𝜈(𝑇 ℎ𝑦,0) > 𝜈(𝑇𝑦), оскiльки 𝜈 (𝑇𝑦,0) 6 2𝑙 i 𝑇𝑦,0 ⊥ 1. Зi встановленної

подвiйної нерiвностi i першої нерiвностi в (2.17) випливає, що 𝜈(𝑈𝑦) > 𝜈(𝑇𝑦).

З iншого боку, за властивiстю ядра 𝐾 не збiльшувати осциляцiю функцiй з

щонайбiльше 2𝑛 змiнами знаку, теоремою 2.2.6 i другою нерiвнiстю в (2.17) маємо

𝜈(𝑈𝑦) 6 𝜈
(︀
𝑈ℎ
𝑦,0

)︀
6 𝜈(𝑈𝑦,0) 6 𝜈(𝑇𝑦), оскiльки

𝜈 (𝑈𝑦,0) 6 𝜈
(︁
𝑆
ℎ − 𝑐

)︁
6 𝜈

(︀
𝑠ℎ
)︀
6 𝜈 (𝑠) = 2𝑙

i 𝑈𝑦,0 ⊥ 1. Як наслiдок,

𝜈(𝑈𝑦) = 𝜈(𝑈ℎ
𝑦,0). (2.18)
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Припустимо, що 𝑈𝑦 має кратний нуль в точцi 𝑥0, тобто 𝑈𝑦(𝑥0) = 0 i 𝑈 ′
𝑦(𝑥0) = 0.

Оберемо iнтервалΔ монотонностi функцiї𝐾(𝑥−𝑥0) такий, що функцiя 𝑈ℎ
𝑦,0(𝑥−𝑥0)

приймає значення одного знаку для 𝑥 ∈ Δ. Далi, на iнтервалi Δ оберемо два

неперетиннi iнтервали Δ1 i Δ2. За лемою 2.2.7 iснують неперервнi функцiї 𝜔1 i

𝜔2, i додатне число 𝜉, якi задовольняють умови (1)–(4) леми 2.2.7. Припустимо,

що 𝜔𝑏 = 𝑏(𝜉𝜔1 + 𝜔2). Тодi (𝐾(−·) * 𝜔𝑏)(𝑥0) = 0 та (𝐾(−·) * 𝜔𝑏)′(𝑥0) ̸= 0. Оберемо

𝑏 ∈ R настiльки малим за абсолютною величиною, що фукнкцiя 𝑈𝑦 +𝐾(−·) * 𝜔𝑏
має змiну знаку в точцi 𝑥0 та змiнює свiй знак в малих околах тих точок, де

функцiя 𝑈𝑦 також змiнює свiй знак. Бiльш того, ми можемо припустити, що

𝜈(𝑈ℎ
𝑦,0 + 𝜔𝑏) = 𝜈(𝑈ℎ

𝑦,0). Для такого 𝑏 з рiвностi (2.18) отримаємо

𝜈(𝐾(−·) * (𝑈ℎ
𝑦,0 + 𝜔𝑏)) = 𝜈(𝑈𝑦 +𝐾(−·) * 𝜔𝑏)

> 𝜈(𝑈𝑦) + 2 = 𝜈(𝑈ℎ
𝑦,0) + 2 = 𝜈(𝑈ℎ

𝑦,0 + 𝜔𝑏) + 2,

що суперечить властивостi ядра 𝐾 не збiльшувати осциляцiю функцiй з

щонайбiльше 2𝑛 змiнами знаку i тому факту, що 𝜈
(︀
𝑈ℎ
𝑦,0 + 𝜔𝑏

)︀
6 2𝑙.

Переконаємося в тому, що функцiя 𝑠 є 2𝜋/𝑛-перiодичною. Нехай 𝑇 > 0 є

мiнiмальним перiодом функцiї 𝐺, 𝑎1 є точкою найменшого локального максимума

функцiї 𝐺. Доведемо, що 𝐺 має рiвно два нулi на напiвiнтервалi [𝑎1, 𝑎1 + 𝑇 ). Для

цього припустимо супротивне, що 𝐺 має хоча б чотири нулi на [𝑎1, 𝑎1+𝑇 ). Але тодi

iснує хоча б один локальний максимум функцiї 𝐺 на цьому напiвiнтервалi. Нехай

𝑎2 є точкою локального максимуму функцiї𝐺, який є найближчим до 𝑎1 праворуч,

i нехай 𝑎3 є точкою локального максимуму функцiї 𝐺, який є найближчим до

𝑎1 + 𝑇 лiворуч. Також, нехай 𝑏1 є точкою локального мiнiмуму функцiї 𝐺, який є

найближчим до 𝑎1 праворуч, та 𝑏2 – найближчим до 𝑎1 + 𝑇 лiворуч. Покажемо,

що iснує 𝑦 ∈ (0, 𝑇 ), для якого 𝑈𝑦 має кратний нуль в деякiй точцi на перiодi T.
Це означатиме, що функцiя 𝐺 має перiод 𝑦 < 𝑇 , що суперечить вибору 𝑇 .

Якщо 𝐺(𝑎1) = 𝐺(𝑎2), то оберемо 𝑦 := 𝑎2 − 𝑎1 < 𝑇 . Як наслiдок,

𝑈𝑦(𝑎1) = 𝐺(𝑎1)−𝐺(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1) = 0 i 𝑈 ′
𝑦(𝑎1) = 0. Звiдси випливає, що 𝑎1 є

кратним нулем функцiї 𝑈𝑦. Припустимо тепер, що 𝐺(𝑎2) > 𝐺(𝑎1) i 𝐺(𝑎3) > 𝐺(𝑎1).

Розглянемо значення 𝐺(𝑏1) i 𝐺(𝑏2). Якщо вони збiгаються, то оберемо 𝑦 := 𝑏2−𝑏1.
Без зменшення загальностi припустимо, що 𝐺(𝑏2) > 𝐺(𝑏1). Отже, iснують точки

𝑐1 ∈ (𝑎1, 𝑏1) i 𝑐2 ∈ (𝑎3, 𝑏2), для яких 𝐺(𝑐1) = 𝐺(𝑏2) i 𝐺(𝑐2) = 𝐺(𝑎1).
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Покажемо тепер, що iснують 𝜉 ∈ [𝑎1, 𝑐1] i 𝜂 ∈ [𝑐2, 𝑏2] такi, що 𝐺(𝜉) = 𝐺(𝜂)

i 𝐺′(𝜉) = 𝐺′(𝜂). Неважко бачити, що функцiя 𝐺 є спадною на вiдрiзках

[𝑎1, 𝑐1] та [𝑐2, 𝑏2]. Бiльш того, 𝐺(𝑡) приймає всi значення з вiдрiзку [𝐺(𝑏2), 𝐺(𝑎1)],

коли 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝑐1]. Аналогiчним чином, 𝐺(𝑡) приймає всi значення з вiдрiзку

[𝐺(𝑏2), 𝐺(𝑎1)], коли 𝑡 ∈ [𝑐2, 𝑏2]. Тому iснують неперервно диференцiйовнi функцiї

𝜓1 = (𝐺|[𝑎1,𝑐1])−1 i 𝜓2 = (𝐺|[𝑐2,𝑏2])−1, означенi на вiдрiзку [𝐺(𝑏2), 𝐺(𝑎1)]. Тодi

границя lim
𝑥→𝑥0

𝜓′
1(𝑥) є нескiнченною, коли 𝑥0 = 𝐺(𝑎1), i скiнченною, коли

𝑥0 = 𝐺(𝑏2). Також, границя lim
𝑥→𝑥0

𝜓′
2(𝑥) є нескiнченною, коли 𝑥0 = 𝐺(𝑏2), i

скiнченною, коли 𝑥0 = 𝐺(𝑎1). Отже, iснує точка 𝑤 ∈ [𝐺(𝑏2), 𝐺(𝑎1)], в якiй

𝜓′
1(𝑤) = 𝜓′

2(𝑤). Як наслiдок, iснують 𝜉 ∈ (𝑎1, 𝑐1) i 𝜂 ∈ (𝑐2, 𝑏2), для яких

𝐺(𝜉) = 𝐺(𝜂) = 𝑤 та

𝐺′(𝜉) =
1

𝜓′
1(𝑤)

=
1

𝜓′
2(𝑤)

= 𝐺′(𝜂).

Це означає, що 𝑦 = 𝜂−𝜉 < 𝑇 є перiодом функцiї 𝐺, що неможливо. Таким чином,

функцiя 𝐺 має рiвно два нулi на напiвiнтервалi [𝑎1, 𝑎1 + 𝑇 ). Оскiльки 𝐺 має 2𝑙

нулiв на перiодi T, з останнього зауваження ми встановлюємо, що 𝑇 = 2𝜋𝑙−1. А

отже, 𝑠 є 2𝜋𝑙−1-перiодичною. Тому, 𝑠 = 𝜙𝜎𝑙;𝛾,𝛿 з точнiстю до зсуву агрумента.

Залишається зауважити, що для всiх 𝑙 < 𝑛

𝐸0(𝐾
ℎ * 𝜙𝜎𝑛;𝛾,𝛿)1;𝛼,𝛽 < 𝐸0(𝐾

ℎ * 𝜙𝜎𝑙;𝛾,𝛿)1;𝛼,𝛽.

Таким чином, теорема 2.2.4 доведена. Зауважимо також, що теорема 2.2.2 є

безпосереднiм наслiдком з теорем 2.2.4 i 2.2.7.

2.2.5. Iснування усередненого сплайну, що досягає свого мiнiмуму

в заданих точках

В цьому пiдроздiлi ми доведемо ще одне допомiжне твердження, отримане

в [150], про iснування усередненого (𝐾;𝛼, 𝛽)-сплайну, що приймає своє мiнiмальне

значення в заданих точках.

Теорема 2.2.8. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛼, 𝛽 > 0 i 0 < ℎ < 𝜋/𝑛. Нехай також аналiтичне

на R ядро 𝐾 i множина 𝐽 є такими, що або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅) i 𝐽 = ∅,
або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}) i 𝐽 = {0}. Тодi для довiльного набору чисел
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𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛 < 𝑥1 + 2𝜋 iснує функцiя 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽 така, що усереднений

(𝐾;𝛼, 𝛽)-сплайн 𝐾ℎ * 𝑠 приймає в точках 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 свої мiнiмальнi значення

min
𝑡∈T

(︀
𝐾ℎ * 𝑠

)︀
(𝑡).

Для доведення теореми 2.2.8 застосуємо метод, запропонований в [126].

Зауважимо, що для доведення тверджень, подiбних до теореми 2.2.8, iснують

й iншi методи. Зокрема, методи, що спираються на застосування теореми

Борсука ([158]), а також методи, в яких шукана функцiя 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽 є розв’язком

деякої екстремальної задачi (див. [185]). Проте використовуючи цi два методи,

твердження теореми 2.2.8 можна довести лише для набору точок 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, який

задовольняє додатковим обмеженням:

𝑥1 < 𝑥2 − 2ℎ < . . . < 𝑥𝑛 − (𝑛− 1)ℎ < 𝑥1 + 2𝜋 − 2𝑛ℎ.

В свою чергу, реалiзацiя метода з роботи [126] зiштовхується з певними

труднощами, якi пов’язанi з тим, що оператор усереднення за Стєкловим не є

оператором, що не збiльшує осциляцiю. Проте має мiсце деяке послаблення цiєї

властивостi для операторiв 𝑆ℎ, яке дається теоремою 2.2.6.

Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 2.2.8. Нехай 𝑛 ∈ N,
0 < ℎ < 𝜋/𝑛 i 𝛼, 𝛽 > 0. Позначимо через 𝐾𝑁𝑛 множину функцiй 𝑓 ∈ 𝐾ℎ *𝐽 𝑆0

𝑛;𝛼,𝛽 i

𝑓 має рiвно 2𝑛 екстремумiв на перiодi T. Множина 𝐾𝑁𝑛 є непорожньою, оскiльки

за властивiстю не збiльшувати осциляцiю ядра 𝐾 функцiя 𝐾 * 𝜙ℎ𝑛;𝛼,𝛽 належить

класу 𝐾𝑁𝑛.

Для сплайна 𝑠 ∈ 𝑆𝑛;𝛼,𝛽 через 𝜉1 < 𝜉2 < . . . < 𝜉2𝑛 < 𝜉1 + 2𝜋 позначимо його

вузли, пронумерованi таким чином, що 𝑠(𝑡) ≡ 𝛼, 𝑡 ∈ (𝜉1, 𝜉2). Оскiльки 𝑠 ⊥ 1, то

2𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝜉𝑗 =
2𝜋𝛽

𝛼 + 𝛽
.

Отже, довiльна система точок 𝜉1 < 𝜉2 < . . . 𝜉2𝑛−1 < 𝜉1 + 2𝜋, для якої

2𝜋𝛽

𝛼 + 𝛽
−

2𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝜉𝑗 < 𝜉1 + 2𝜋,

однозначно задає деякий сплайн 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽. Позначимо таку систему точок через

𝜉 = {𝜉𝑗}2𝑛−1
𝑗=1 i назвемо її визначальною системою для сплайна 𝑠. Сплайн, який
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вiдповiдає системi точок 𝜉, будемо позначати 𝑠𝜉. Для заданої визначальної системи

𝜉 означимо:

𝜉2𝑛 :=
2𝜋𝛽

𝛼 + 𝛽
−

2𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝜉𝑗 i 𝜉2𝑛+1 := 𝜉1 + 2𝜋.

Нехай 𝑈𝜌(𝜉) – замкнена куля простору R2𝑛−1 з центром в точцi 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉2𝑛−1)

i радiусом 𝜌 > 0.

Лема 2.2.17. Нехай 𝜉 ∈ R2𝑛−1 – визначальна система для сплайна 𝑠𝜉 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽.

Тодi iснує 𝜌 > 0 таке, що довiльна точка 𝜂 ∈ 𝑈𝜌(𝜉) є визначальною системою

деякого сплайна 𝑠𝜂 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽.

Доведення леми 2.2.17 проводиться за аналогiєю з доведенням леми 3.2 з [126].

Нехай сплайн 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽 є таким, що 𝐾 * 𝑠ℎ ∈ 𝐾𝑁𝑛, i через 𝜉 позначимо його

визначальну систему. Через 1𝜉, . . . , 𝑛𝜉, 1𝜉 < 2𝜉 < . . . < 𝑛𝜉 < 1𝜉 + 2𝜋, позначимо

тi точки, в яких функцiя 𝐾 * 𝑠ℎ досягає своїх локальних мiнiмумiв. Оскiльки

ядро 𝐾 є аналiтичним на R, то iснує достатньо мале число 𝜌 > 0, для якого

𝐾 * 𝑠ℎ𝜂 ∈ 𝐾𝑁𝑛 для всiх 𝜂 ∈ 𝑈𝜌(𝜉). Розглянемо довiльний iнтервал (𝑎, 𝑎+ 2𝜋),

𝑎 ∈ T, який мiстить точки 1𝜉, . . . , 𝑛𝜉. Зрозумiло, що число 𝜌 можна обрати таким

чином, що для будь-якого 𝜂 ∈ 𝑈𝜌(𝜉) точки 1𝜂, . . . , 𝑛𝜂, в яких 𝐾 * 𝑠ℎ𝜂 досягає свого
локального мiнiмуму, також належать iнтервалу (𝑎, 𝑎+ 2𝜋).

Означимо вiдображення 𝜏 : 𝑈𝜌(𝜉) → R2𝑛−1 наступним чином. Для кожної точки

𝜂 ∈ 𝑈𝜌(𝜉) означимо

𝜏(𝜂) :=
{︀
1𝜂, . . . , 𝑛𝜂,

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(2𝜂)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂) , . . . ,

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(𝑛𝜂)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂)

}︀
.

Нескладно бачити, що 𝜏 є неперервним вiдображенням вiдносно ℓ∞-метрики в

R2𝑛−1, що породжується нормою ‖𝜁‖∞ := max
𝑗=1,...,2𝑛−1

|𝜁𝑗|, 𝜁 ∈ R2𝑛−1.

Лема 2.2.18. Iснує 𝜌′ ∈ (0, 𝜌) таке, що звуження вiдображення 𝜏 на кулю 𝑈𝜌′(𝜉)

є iн’єктивним вiдображенням.

Доведення. Нехай 𝑡1, . . . , 𝑡2𝑛, 𝑎 < 𝑡1 < . . . < 𝑡2𝑛 < 𝑎 + 2𝜋, – точки, в

яких функцiя 𝐾 * 𝑠ℎ𝜉 досягає своїх локальних екстремумiв. Для 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛

нехай 𝑚𝑗 :=
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜉

)︀
(𝑡𝑗). Через 𝑤0 позначимо найменше з чисел 𝑤 > 0, якi
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задовольняють рiвнiсть

𝜔
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜉 ;𝑤

)︀
=

1

2
· min
𝑗=1,...,2𝑛

|𝑚𝑗+1 −𝑚𝑗| ,

де 𝑚2𝑛+1 = 𝑚1 i 𝜔(𝑔; 𝑡) є модуль неперервностi функцiї 𝑔 ∈ 𝐶(T).

Нехай 𝜃 := 1
4𝑛 · min

𝑗=1,...,2𝑛
|𝜉𝑗+1 − 𝜉𝑗|. Для кожного 𝜀 ∈

(︂
0, 18 · min

𝑗=1,...,2𝑛
|𝑚𝑗+1 −𝑚𝑗|

)︂
число 𝜌′ > 0 оберемо таким чином, що 𝜌′ < min

{︀
𝜌; 𝑤0

2 ;
𝜃
2

}︀
i для будь-якого

𝜂 ∈ 𝑈𝜌′(𝜉) вiдстань мiж функцiями 𝐾 * 𝑠ℎ𝜉 i 𝐾 * 𝑠ℎ𝜂 в 𝐿∞-метрицi не перевищує 𝜀.

За вибором чисел 𝜀 i 𝑤0 вiдстань мiж точками, в яких функцiя 𝐾 * 𝑠ℎ𝜂 , 𝜂 ∈ 𝑈𝜌′(𝜉),

досягає своїх локальних екстремумiв, не менша за 𝑤0.

Покажемо, що звуження вiдображення 𝜏 на 𝑈𝜌′(𝜉) буде iн’єктивним

вiдображенням. Припустимо супротивне, що iснують двi точки 𝜂, 𝜁 ∈ 𝑈𝜌′(𝜉), 𝜂 ̸= 𝜁,

такi, що 𝜏(𝜁) = 𝜏(𝜂). Оскiльки 𝑠𝜂 i 𝑠𝜁 належать множинi 𝐾𝑁𝑛, то

𝜈
(︀
𝑠ℎ𝜂
)︀
= 𝜈

(︀
𝑠ℎ𝜁
)︀
= 2𝑛. (2.19)

Нехай 1𝜂, . . . , 𝑛𝜂 та 1𝜁, . . . , 𝑛𝜁, де 𝑎 < 1𝜂 < . . . < 𝑛𝜂 < 𝑎 + 2𝜋 та

𝑎 < 1𝜁 < . . . < 𝑛𝜁 < 𝑎+ 2𝜋, – точки, в яких функцiї 𝐾 * 𝑠ℎ𝜂 i 𝐾 * 𝑠ℎ𝜁 , вiдповiдно,
досягають своїх локальних мiнiмумiв. За припущенням, 𝑗𝜂 = 𝑗𝜁 для всiх

𝑗 = 1, . . . , 𝑛 та(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀ (︀
𝑗𝜂
)︀
−
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂) =

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀ (︀
𝑗𝜁
)︀
−
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜁) .

Без зменшення загальностi вважатимемо, що |𝜂1 − 𝜁1| = ‖𝜂 − 𝜁‖∞. Позначимо
𝑢 := 𝜁1 − 𝜂1 i розглянемо функцiю 𝑠𝜂(· − 𝑢). Подальшi мiркування проведемо для

випадку 𝑢 > 0. Випадок 𝑢 < 0 є аналогiчним.

Вочевидь, система 𝜉1, 𝜂2+𝑢, . . . , 𝜂2𝑛−1+𝑢 є визначальною системою для сплайна

𝑠𝜂(· − 𝑢). Оскiльки |𝑢| 6 2𝜌′ < 2𝜃, то виконуються нерiвностi:

𝜁1 < 𝜁2 6 𝜂2 + 𝑢 < 𝜁3 6 𝜂3 + 𝑢 < . . . < 𝜁2𝑛−1 6 𝜂2𝑛−1 + 𝑢 < 𝜂2𝑛 + 𝑢 6 𝜁2𝑛.

Зi встановленого ланцюжка нерiвностей випливає, що функцiя 𝑠𝜂(· − 𝑢) − 𝑠𝜁(·)
має не бiльше, нiж 2𝑛 − 1 змiну знаку на перiодi T, та всi її екстремуми не є

нульовими. Розглянемо двi функцiї:

𝑔1(𝑡) :=
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(𝑡− 𝑢)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂) , 𝑡 ∈ T,
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𝑔2(𝑡) :=
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜁

)︀
(𝑡)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜁

)︀
(1𝜂) , 𝑡 ∈ T.

Покажемо, що їх рiзниця 𝑔1 − 𝑔2 має не менше двох змiн знаку на кожному

з вiдрiзкiв
[︀
𝑗𝜂, 𝑗+1𝜂

]︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Дiйсно, оскiльки |𝑢| 6 2𝜌′ < 2𝑤0,

то для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 виконуються нерiвностi: 𝑔1
(︀
𝑗𝜂
)︀
− 𝑔2

(︀
𝑗𝜂
)︀

> 0 i

𝑔1
(︀
𝑗𝜂 + 𝑢

)︀
− 𝑔2

(︀
𝑗𝜂 + 𝑢

)︀
< 0. Таким чином

𝜈 (𝑔1 − 𝑔2) > 2𝑛. (2.20)

У випадку 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐽 = {0} i 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}) отримаємо

𝜈 (𝑔1 − 𝑔2) = 𝜈
(︀(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜁

)︀
(1𝜂)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂) +

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(· − 𝑢)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜁

)︀
(·)
)︀

6 𝜈
(︀
𝑠ℎ𝜂(· − 𝑢)− 𝑠ℎ𝜁 (·)

)︀
.

В силу рiвностi (2.19), умови теореми 2.2.6 виконуються для функцiй 𝑠𝜂(· − 𝑢) i

𝑠𝜁(·). Отже,

𝜈 (𝑔1 − 𝑔2) 6 𝜈
(︀
𝑠ℎ𝜂(· − 𝑢)− 𝑠ℎ𝜁 (·)

)︀
6 𝜈 (𝑠𝜂(· − 𝑢)− 𝑠𝜁(·)) 6 2𝑛− 2,

що суперечить нерiвностi (2.20).

Розглянемо тепер випадок, коли 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐽 = ∅ i 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅). Нехай 𝜆 ∈ R
є таким, що

𝜆 ·
∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝑡) d𝑡 =
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜁

)︀
(1𝜂)−

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝜂

)︀
(1𝜂) .

Тодi зважаючи на теорему 2.2.6 i враховуючи, що рiзниця 𝑠𝜂(· − 𝑢)− 𝑠𝜁(·) має не
бiльш нiж 2𝑛− 2 локальних екстремумiв, отримаємо

𝜈 (𝑔1 − 𝑔2) 6 𝜈
(︀
𝜆+ 𝑠ℎ𝜂(· − 𝑢)− 𝑠ℎ𝜁 (·)

)︀
6 𝜈 (𝑠𝜂(· − 𝑢)− 𝑠𝜁(·)) 6 2𝑛− 2,

що суперечить нерiвностi (2.20). Таким чином, звуження вiдображення 𝜏 на 𝑈𝜌′(𝜉)

є iн’єктивним, що завершує доведення леми.

З леми 2.2.18 та неперервностi вiдображення 𝜏 ми бачимо, що 𝜏 є гомеоморфiзм

з 𝑈𝜌′(𝜉) в R2𝑛−1.

Нехай 𝐸 – множина точок x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) ∈ R𝑛−1 таких, що

0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛−1 < 2𝜋. Зрозумiло, що 𝐸 зв’язна множина. Нехай 𝐸0 є така

пiдмножина 𝐸, що для кожної точки x ∈ 𝐸0 iснує сплайн 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽, для якого

𝐾 * 𝑠ℎ ∈ 𝐾𝑁𝑛 та 𝐾 * 𝑠ℎ досягає свої локальнi мiнiмуми в точках 0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1.
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Множина 𝐸0 непорожня, оскiльки мiстить точку
(︁
2𝜋
𝑛 , . . . ,

2(𝑛−1)𝜋
𝑛

)︁
. Дiйсно, для

довiльної 2𝜋
𝑛 -перiодичної функцiї 𝐾 * 𝑠ℎ ∈ 𝐾𝑁𝑛 ми можемо обрати таке число

𝑏 ∈ R, що функцiя
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀
(· + 𝑏) досягає свої локальнi мiнiмуми в точках

0, 2𝜋𝑛 , . . . ,
2(𝑛−1)𝜋

𝑛 .

Лема 2.2.19. Множина 𝐸0 є вiдкритою пiдмножиною множини 𝐸.

Доведення. За означенням множини 𝐸0, для будь-якої точки x ∈ 𝐸0 iснує такий

сплайн 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽, що 𝐾 * 𝑠ℎ має локальнi мiнiмуми в точках 0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1.

Нехай 𝜉 є визначальною системою сплайна 𝑠. За лемою 2.2.18 iснує замкнена

куля 𝑈𝜌′(𝜉) така, що вiдображення 𝜏 : 𝑈𝜌′ → R2𝑛−1 буде гомеоморфiзмом.

Тодi з теореми про iнварiантнiсть вiдкритої множини (див. [2]) випливає, що

точка 𝜏(𝜉) = (0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 0, . . . , 0) є внутрiшньою точкою множини 𝐸0. Отже,

iснує такий окiл 𝑈(x) точки x, що для будь-якої точки y ∈ 𝑈(x) точка

(0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, 0, . . . , 0) належить множинi 𝜏 (𝑈𝜌′(𝜉)). Таким чином, iснує така

точка 𝜂 ∈ 𝑈𝜌′(𝜉), що 𝜏(𝜂) = (0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, 0, . . . , 0). Це завершує доведення.

Лема 2.2.20. Множина 𝐸0 є замкненою пiдмножиною множини 𝐸.

Доведення. Нехай x ∈ 𝐸 i послiдовнiсть {x𝑚}∞𝑚=1 ⊂ 𝐸0 збiгається до елемента

x, коли 𝑚 → ∞. За означенням множини 𝐸0, для кожного 𝑚 ∈ N iснує сплайн

𝑠𝑚 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽 з визначальною системою 𝜉𝑚 ∈ R2𝑛−1 такий, що(︀

𝐾 * 𝑠ℎ𝑚
)︀
(0) =

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚

)︀ (︀
𝑥𝑚𝑗
)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1,(︀

𝐾 * 𝑠ℎ𝑚
)︀′
(0) =

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚

)︀′ (︀
𝑥𝑚𝑗
)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Неважко бачити, що iснує пiдпослiдовнiсть {𝜉𝑚𝑘}∞𝑘=1, яка збiгається до деякої

точки 𝜉 ∈ R2𝑛−1, коли 𝑘 → ∞. Вочевидь, 𝜉 є визначальною системою деякого

сплайна 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽. Отже, ‖𝑠𝑚𝑘

− 𝑠‖𝐿1(T) → 0, коли 𝑘 → ∞. Таким чином,

послiдовнiсть
{︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

}︀∞
𝑘=1

збiгається рiвномiрно до 𝐾 * 𝑠ℎ, а послiдовнiсть{︁(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

)︀′}︁∞

𝑘=1
– до

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀′
, коли 𝑘 → ∞. Звiдси для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1(︀

𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

)︀ (︀
𝑥𝑚𝑘

𝑗

)︀
→
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀
(𝑥𝑗) i

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

)︀′ (︀
𝑥𝑚𝑘

𝑗

)︀
→
(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀′
(𝑥𝑗) ,(︀

𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

)︀
(0) →

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀
(0) i

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ𝑚𝑘

)︀′
(0) →

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀′
(0) ,
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коли 𝑘 → ∞. Як наслiдок, для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀
(𝑥𝑗) =

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀
(0) i

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀′
(𝑥𝑗) =

(︀
𝐾 * 𝑠ℎ

)︀′
(0) ,

та функцiя 𝐾 * 𝑠ℎ досягає рiвних локальних мiнiмумiв в точках 0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1. Це

завершує доведення леми.

Таким чином ми довели, що 𝐸0 є непорожньою, вiдритою та замкненою

пiдмножиною зв’язної множини 𝐸. Тому 𝐸0 = 𝐸 i теорема 2.2.8 доведена.

2.2.6. Доведення основних результатiв пiдроздiлу 2.2

Перейдемо до доведення теорем 2.2.3 i 2.2.1.

Доведення теореми 2.2.3. Нехай або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐽 = ∅, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅) i 𝜎 ∈ R,
або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐽 = {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}) i 𝜎 = 1. За теоремою 2.2.7 для доведення

теореми 2.2.3 достатньо показати, що для всiх 𝛼, 𝛽 > 0 i довiльної формули

𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛,𝜎 має мiсце нерiвнiсть

𝐸0 (𝑀𝜅(𝐾; ·))1;𝛼,𝛽 > 𝐸0

(︀
𝑀ℎ

𝑛,𝜎(𝐾; ·)
)︀
1;𝛼,𝛽

. (2.21)

Нехай 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 є вузли усередненого моносплайну 𝑀𝜅(𝐾; ·) виду (2.5) i нехай

сплайн 𝑠 ∈ 𝑆0
𝑛;𝛼,𝛽 є таким, що функцiя 𝐾ℎ * 𝑠 приймає в точках 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 свої

мiнiмальнi значення min
𝑡∈T

(︀
𝐾ℎ * 𝑠

)︀
(𝑡). Для функцiї 𝐾ℎ * 𝑠 має мiсце рiвнiсть

𝐸+
0 (𝐾

ℎ * 𝑠)1 = −2𝜋 min
𝑡
(𝐾ℎ * 𝑠)(𝑡). (2.22)

За теоремою 2.2.5,

𝐸0 (𝑀𝜅(𝐾; ·))1;𝛼,𝛽 = sup

{︂∫︁ 2𝜋

0

𝑀𝜅(𝐾; 𝑡)𝑔(𝑡) d𝑡 : ‖𝑔‖∞;𝛼−1,𝛽−1 6 1, 𝑔 ⊥ 1

}︂
,

i, як наслiдок,

𝐸0 (𝑀𝜅(𝐾; ·))1;𝛼,𝛽 >
∫︁ 2𝜋

0

𝑀𝜅(𝐾; 𝑡)𝑠(𝑡) d𝑡 = −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

∫︁ 2𝜋

0

𝐾ℎ(𝑥𝑗 − 𝑡)𝑠(𝑡) d𝑡

= −2𝜋𝜎 min
𝑡∈T

(𝐾ℎ * 𝑠)(𝑡) = 𝜎 · 𝐸+
0 (𝐾

ℎ * 𝑠)1.
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Тому 𝐸0 (𝑀𝜅(𝐾; ·))1;𝛼,𝛽 > 𝜎𝐸+
0 (𝐾

ℎ * 𝑠)1. З iншого боку

𝐸0

(︀
𝑀ℎ

𝑛,𝜎(𝐾; ·)
)︀
1;𝛼,𝛽

=−2𝜋𝜎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁ 2𝜋

0

𝐾ℎ

(︂
2𝑗𝜋

𝑛
−𝑢
)︂
sgn𝛼,𝛽

(︀
𝑀ℎ

𝑛,𝜎(𝐾;𝑢)−𝜆
)︀
d𝑢, (2.23)

де 𝜆 – константа найкращого (𝛼, 𝛽)-наближення моносплайна 𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·) в

𝐿1-метрицi. Зрозумiло, що функцiя

𝐹 (𝑡) :=

∫︁ 2𝜋

0

𝐾ℎ(𝑡− 𝑢) sgn𝛼,𝛽
(︀
𝑀ℎ

𝑛,𝜎(𝐾;𝑢)− 𝜆
)︀
d𝑢

є зсувом функцiї 𝐾ℎ * 𝜙0
𝑛;𝛼,𝛽. З (2.23) ми отримаємо

𝐸0

(︀
𝑀ℎ

𝑛,𝜎(𝐾; ·)
)︀
1;𝛼,𝛽

= −2𝜋𝜎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐹

(︂
2𝑗𝜋

𝑛

)︂
= −2𝜋𝜎𝐹

(︂
2𝜋

𝑛

)︂
6 −2𝜋𝜎min

𝑡∈T

(︀
𝐾ℎ * 𝜙0

𝑛;𝛼,𝛽

)︀
(𝑡) = 𝜎 · 𝐸+

0

(︀
𝐾ℎ * 𝜙0

𝑛;𝛼,𝛽

)︀
1
,

(2.24)

а за теоремою 2.2.2,

𝐸+
0

(︀
𝐾ℎ * 𝑠

)︀
1
> 𝐸+

0

(︀
𝐾ℎ * 𝜙0

𝑛;𝛼,𝛽

)︀
1
. (2.25)

Спiвставляючи (2.22), (2.24), (2.25), ми завершуємо доведення нерiвностi (2.21) i

теореми.

Доведення теореми 2.2.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 0 < ℎ < 𝜋/𝑛 та або 𝐽(𝐾) = ∅, 𝐽 = ∅,
𝐾 ∈ 𝒜2𝑛(∅) i 𝜎 ∈ R, або 𝐽(𝐾) ⊃ {0}, 𝐽 = {0}, 𝐾 ∈ 𝒜2𝑛({0}) i 𝜎 = 1. Також,

нехай 𝜅 ∈ 𝒬ℎ
𝑛,𝜎 i усереднений моносплайн 𝑀 ∈ ℳ𝜅(𝐾; ·) пов’язаний з формулою

𝜅 спiввiдношенням (2.5). Застосовуючи лему 2.2.6, теорему 2.2.7 i лему 2.2.5 ми

отримаємо, що

𝑅+ (𝐾 *𝐽 𝐹, 𝜅) = sup
𝜙∈𝐹,𝜙⊥𝜇

∫︁ 2𝜋

0

𝑀𝜅(𝐾; 𝑡)𝜙(𝑡) d𝑡= sup
𝜙∈𝐹,𝜙⊥𝜇

∫︁ 2𝜋

0

Π(𝑀𝜅(𝐾; ·), 𝑡)Π(𝜙, 𝑡) d𝑡

> sup
𝜙∈𝐹,𝜙⊥𝜇

∫︁ 2𝜋

0

Π(𝑀ℎ
𝑛,𝜎(𝐾; ·), 𝑡)Π(𝜙, 𝑡) d𝑡 = 𝑅+

(︀
𝐾 *𝐽 𝐹, 𝜅ℎ𝑛,𝜎

)︀
.

Аналогiчним чином можна показати, що 𝑅− (𝐾 *𝐽 𝐹, 𝜅) > 𝑅− (︀𝐾 *𝐽 𝐹, 𝜅ℎ𝑛,𝜎
)︀
.

Отже, формула 𝜅ℎ𝑛,𝜎 є 𝒬ℎ
𝑛,𝜎-оптимальною на класi 𝐾 *𝐽 𝐹 .
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2.3. Оптимiзацiя квадратурних формул, що використовують в

якостi iнформацiї iнтеграли вздовж гiперплощин

В цьому пiдроздiлi дослiджується задача оптимiзацiї кубатурних формул

з 𝒬𝑑,𝑘
𝑛 на класах фунцiй 𝐻𝜔

𝑝 (Ω), 𝐻
𝜔(Ω) i 𝑊 r, означених в параграфi 2.1.3.

В параграфi 2.3.2 розв’язана задача 2.1.1 оптимiзацiї кубатурних формул

з 𝒬𝑑,1
𝑛 на класах 𝑊 r i 𝐻𝜔 (Π𝑑), де Π𝑑 – паралелепiпед в R𝑑, сторони

якого паралельнi координатним осям. Задача 2.1.7 асимптотично найкращого

наближеного iнтегрування за допомогою кубатурних формул з 𝒬𝑑,𝑘
𝑛 на класах

𝐻𝜔
∞
(︀
[0, 1]𝑑

)︀
розв’язана в параграфi 2.3.1, а за допомогою кубатурних формул з

множини 𝒬𝑑,2
𝑛 на класах 𝐻𝜔

1

(︀
[0, 1]𝑑

)︀
– в пiдроздiлi 2.3.3.

2.3.1. Точна асимптотика 𝒬𝑑,𝑘
𝑛 -найкращої кубатурної формули на

класах 𝐻𝜔
∞
(︀
[0, 1]𝑑

)︀
Нехай 𝑑 ∈ N i Ω = [0, 1]𝑑. Для встановлення точної асимптотичної поведiнки

величини ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞ (Ω) ,𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀
, коли 𝑛 → ∞, застосуємо наступний результат

роботи [199], отриманий С.В. Бородачовим.

Твердження 2.3.1 ([199, теорема 2.1]). Нехай 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑑}, 𝑛 = 𝑁𝑘, 𝑁 ∈ N, 𝜔
– модуль неперервностi i Ω = [0, 1]𝑑. Тодi

ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀
= (2𝑁)𝑘 𝑘

∫︁ 1
2𝑁

0

𝑡𝑘−1𝜔(𝑡) d𝑡,

а 𝒬𝑑,𝑘
𝑛 -найкращою кубатурною формулою на класi 𝐻𝜔

∞(Ω) є, наприклад, формула

̃︀𝜅𝑛,𝑘(𝑓) := 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝐿𝑗∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),

де гiперплощини 𝐿𝑗 := 𝐿
(︀
x𝑗; {1, . . . , 𝑘}

)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑘, а множина точок{︀

x𝑗
}︀𝑛
𝑗=1

збiгається з множиною{︂(︂
2𝑗1 − 1

2𝑁
, . . . ,

2𝑗𝑘 − 1

2𝑁
, 0, . . . , 0

)︂}︂𝑁
𝑗1,...,𝑗𝑘=1

.

Головним результатом параграфу є наступна теорема, отримана автором

в [199].
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Теорема 2.3.1. Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑑 > 1, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑑}, 𝜔 – модуль неперервностi i

Ω = [0, 1]𝑑. Тодi

ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀
= 2𝑘 · 𝑘 ·

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛−1/𝑘

)︁)︁
𝑛

∫︁ 1

2𝑛1/𝑘

0

𝑡𝑘−1𝜔(𝑡) d𝑡, 𝑛→ ∞.

Бiльш того, послiдовнiсть кубатурних формул
{︀̃︀𝜅𝑁𝑘,𝑘

}︀∞
𝑁=1

є𝒬𝑑,𝑘-асимптотично

найкращою на класi 𝐻𝜔
∞(Ω).

Зауважимо, що у випадку 𝑘 = 𝑑 результат теореми 2.3.1 був встановлений

В.Ф. Бабенком [9]. Для класiв Гельдера з теореми 2.3.1 можна отримати наслiдок.

Наслiдок 2.3.1. Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑑 > 1, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑑}, 𝛼 ∈ (0, 1] i Ω = [0, 1]𝑑. Тодi

ℰ
(︀
𝐻𝛼

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀
=
𝑘 ·
(︀
1 +𝑂

(︀
𝑛−1/2

)︀)︀
2𝛼(𝑘 + 𝛼)𝑛𝛼/𝑘

, 𝑛→ ∞.

Доведення теореми 2.3.1. Нехай 𝑁 ∈ N є таким, що 𝑁𝑘 6 𝑛 < (𝑁 + 1)𝑘.

Розглянемо функцiю 𝛽 : R+ → R+:

𝛽(ℎ) :=

∫︁ 1
2ℎ

0

𝑡𝑘−1𝜔(𝑡) d𝑡, ℎ > 0.

За твердженням 2.3.1 мають мiсце рiвностi: ℰ
(︁
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑁𝑘

)︁
= (2𝑁)𝑘𝑘 · 𝛽(𝑁)

i ℰ
(︁
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
(𝑁+1)𝑘

)︁
= (2𝑁 + 2)𝑘𝑘 · 𝛽(𝑁 + 1). Оскiльки послiдовнiсть{︀

ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀}︀∞
𝑛=1

i функцiя 𝛽 є незростаючими, то

𝛽(𝑁 + 1)

𝛽(𝑁)
6

(2𝑁 + 2)𝑘𝑘

2𝑘𝑘 · 𝑛
· 𝛽(𝑁 + 1)

𝛽(𝑁)
6

1

2𝑘𝑘 · 𝑛
·
ℰ
(︀
𝐻𝜔

∞(Ω),𝒬𝑑,𝑘
𝑛

)︀
𝛽 (𝑁)

6
(2𝑁)𝑘𝑘

2𝑘𝑘 · 𝑛
· 𝛽(𝑁)

𝛽 (𝑁)
6

𝛽(𝑁)

𝛽(𝑁 + 1)
.

(2.26)

Переконаємося в тому, що

𝛽(𝑁) =
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛−1/𝑘

)︁)︁
𝛽(𝑁 + 1), 𝑛→ ∞. (2.27)

Для цього покажемо, що iснує константа 𝐶 > 0, для якої

𝛽(𝑁 + 1) 6 𝛽(𝑁) 6

(︂
1 +

𝐶

𝑁 + 1

)︂
𝛽(𝑁 + 1). (2.28)

Дiйсно, неважко бачити, що

(𝑁 + 1) (𝛽(𝑁)− 𝛽(𝑁 + 1))=(𝑁 + 1)

∫︁ 1
2𝑁

1
2𝑁+2

𝑡𝑘−1𝜔(𝑡) d𝑡6
1

(2𝑁)𝑘
· 𝜔
(︂

1

2𝑁

)︂
. (2.29)
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Нехай 𝑎, 𝑡 ∈ R+ i 𝑚 ∈ N є такими, що 𝑡 6 𝑎 та 2𝑚−1 6 𝑎
𝑡 < 2𝑚. Тодi за

напiвадитивнiстю 𝜔, 𝑡𝜔(𝑎) 6 𝑡𝜔 (2𝑚𝑡) 6 2𝑚𝑡𝜔(𝑡) 6 2𝑎𝜔(𝑡), звiдки

𝑡

2𝑎
𝜔(𝑎) 6 𝜔(𝑡), 0 < 𝑡 6 𝑎.

Застосовуючи цю нерiвнiсть при 𝑎 = 1
2𝑁 i приймаючи до уваги (2.29), матимемо

𝛽(𝑁 + 1) =

∫︁ 1
2𝑁+2

0

𝑡𝑘−1𝜔(𝑡) d𝑡 > 𝑁 𝜔

(︂
1

2𝑁

)︂∫︁ 1
2𝑁+2

0

𝑡𝑘 d𝑡 =
𝑁 𝜔

(︀
1
2𝑁

)︀
(𝑘 + 1)(2𝑁 + 2)𝑘+1

>
1

𝐶(2𝑁)𝑘
𝜔

(︂
1

2𝑁

)︂
>
𝑁 + 1

𝐶
(𝛽(𝑁)− 𝛽(𝑁 + 1)) ,

де 𝐶 > 0 є константа, що не залежить вiд 𝑁 . За отриманою нерiвнiстю i

незростанням послiдовностi {𝛽(𝑁)}∞𝑁=1 ми встановлюємо (2.28), а, отже, i (2.27).

Тодi з (2.26) i (2.27) випливає твердження теореми 2.3.1.

2.3.2. 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращi кубатурнi формули на класах 𝑊 r

∞ i 𝐻𝜔(Ω)

Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 ∈ R+ – заданi числа, Ω = [0, 𝑎1]× . . .× [0, 𝑎𝑑] – паралелепiпед

в R𝑑, i для 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 позначимо 𝑏𝑗 :=
𝜇(Ω)
𝑎𝑗

. Для модулiв неперервностi 𝜔1, . . . , 𝜔𝑑

через ̃︀𝐻𝜔(Ω) позначимо пiдмножину класу 𝐻𝜔 (Ω), яка складається з функцiй,

що є 𝑎𝑗-перiодичними за 𝑗-ою змiнною, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. Наступнi два результати

отримано автором в [198].

Теорема 2.3.2. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝜔1, . . . , 𝜔𝑑 – довiльнi модулi неперервностi i

𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑑} – такий iндекс, що

1

𝑎𝑗0

∫︁ 𝑎𝑗0
2𝑛

0

𝜔𝑗0(𝑡) d𝑡 = min
𝑗=1,...,𝑑

1

𝑎𝑗

∫︁ 𝑎𝑗
2𝑛

0

𝜔𝑗(𝑡) d𝑡. (2.30)

Нехай для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 точка x𝑘 :=
(︀
0, . . . , 0, 2𝑘−1

2𝑛 · 𝑎𝑗0, 0, . . . , 0
)︀
має ненульову

координату на позицiї з iндексом 𝑗0. Тодi кубатурна формула

̃︀𝜅𝑛(𝑓) := 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜇 (Ω)

𝑛
·
∫︁
𝐿(x𝑘;{𝑗0})∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),

є 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращою на класах 𝐻𝜔 (Ω) i ̃︀𝐻𝜔 (Ω). Бiльш того,

ℰ
(︀
𝐻𝜔 (Ω) ,𝒬𝑑,1

𝑛

)︀
= ℰ

(︁ ̃︀𝐻𝜔 (Ω) ,𝒬𝑑,1
𝑛

)︁
= 2𝑛𝑏𝑗0

∫︁ 𝑎𝑗0
2𝑛

0

𝜔𝑗0(𝑡) d𝑡. (2.31)
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Теорема 2.3.3. Нехай 𝑟1, . . . , 𝑟𝑑 ∈ N, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 1, i 𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑑}
– такий iндекс, що 𝑟𝑗0 = max

𝑗=1,...,𝑑
𝑟𝑗. Нехай також для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 точка

x𝑘 :=
(︁
0, . . . , 0, 𝜋(2𝑘−1)

𝑛 , 0, . . . , 0
)︁
має ненульову координату на позицiї з iндексом

𝑗0. Тодi кубатурна формула

̃︀𝜅𝑛(𝑓) := 𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝜋)𝑑

𝑛

∫︁
𝐿(x𝑘;{𝑗0})∩T𝑑

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶
(︀
T𝑑
)︀
,

є 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращою на класi 𝑊 r

∞. Бiльш того,

ℰ
(︀
𝑊 r

∞,𝒬𝑑,1
𝑛

)︀
=

(2𝜋)𝑑𝐾𝑟𝑗0

𝑛𝑟𝑗0
, (2.32)

де 𝐾𝑟 є константою Фавара (див. [92, §3.5])

𝐾𝑟 :=
4

𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑟+1)

(2𝑘 + 1)𝑟+1
.

Для доведення теорем 2.3.2 i 2.3.3 нам знадобиться одне допомiжне

твердження, отримане в статтi [198] автором спiльно з В.Ф. Бабенком i

С.В. Бородачовим. Нагадаємо, що пiдножина 𝐾 лiнiйного простору називається

опуклою, якщо для будь-яких функцiй 𝑔, ℎ ∈ 𝐾 i будь-якого 𝜆 ∈ [0, 1] елемент

𝜆𝑔 + (1 − 𝜆)ℎ також належить множинi 𝐾, та центрально-симетричною, якщо

разом з довiльним елементом 𝑔 множина 𝐾 також мiстить елемент (−𝑔).
Нехай для кожного 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 множина 𝑌𝑗 ⊂ 𝐶 ([0, 𝑎𝑗]) є опуклою,

центрально-симетричною i такою, що мiстить константи, та позначимо

𝑃𝑗 := [0, 𝑎1]× . . .× [0, 𝑎𝑗−1]× [0, 𝑎𝑗+1]× . . .× [0, 𝑎𝑑].

Позначимо через 𝑌1×. . .×𝑌𝑑 множину функцiй 𝑓 ∈ 𝐶(Ω) таких, що для будь-якого

𝑗 = 1, . . . , 𝑑 множина точок (𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ 𝑃𝑗, для яких функцiя

однiєї змiнної 𝜓(·) = 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, ·, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑑) належить класу 𝑌𝑗, є всюди

щiльною в 𝑃𝑗. Нехай також 𝑌1 + . . . + 𝑌𝑑 є класом всiх функцiй 𝑓 : Ω → R
виду 𝑓 (t) = 𝜙1(𝑡1) + . . . + 𝜙𝑑(𝑡𝑑), t ∈ Ω, де 𝜙1 ∈ 𝑌1, . . . , 𝜙𝑑 ∈ 𝑌𝑑. Нарештi, через

𝐵 позначимо замикання множини 𝐵 ⊂ 𝐶[0, 𝑎], 𝑎 > 0, в рiвномiрнiй нормi. Має

мiсце наступний загальний результат.
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Твердження 2.3.2. Нехай 𝑑, 𝑛 ∈ N i для 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 множина 𝑌𝑗 ⊂ 𝐶[0, 𝑎𝑗]

є опуклою i центрально-симетричною множиною функцiй, кожна з яких

мiстить константи. Позначимо через 𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑑} такий iндекс, що

1

𝑎𝑗0
ℰ (𝑌𝑗0,𝒬𝑛) = min

𝑖=𝑗,...,𝑑

1

𝑎𝑗
ℰ (𝑌𝑗,𝒬𝑛), (2.33)

i нехай точкова квадратурна формула 𝜅*𝑛 є 𝒬𝑛-найкращою на класi 𝑌𝑗0. Нехай

{𝑐*𝑘}
𝑛
𝑘=1 – коефiцiєнти формули 𝜅*𝑛, а {𝑥*𝑘}

𝑛
𝑘=1 – її вузли. Нехай також для

𝑘 = 1, . . . , 𝑛 точка x𝑘 := (0, . . . , 0, 𝑥*𝑘, 0, . . . , 0) має ненульову координату на

позицiї з iндексом 𝑗0. Тодi кубатурна формула

̃︀𝜅𝑛(𝑓) = 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗0𝑐
*
𝑘 ·
∫︁
𝐿(x𝑘;{𝑗0})∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),

є 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращою квадратурною формулою на будь-якому класi 𝑌 ⊂ 𝐶(Ω), для

якого 𝑌1 + . . .+ 𝑌𝑑 ⊂ 𝑌 ⊂ 𝑌 1 × . . .× 𝑌 𝑑. Бiльш того,

ℰ
(︀
𝑌,𝒬𝑑,1

𝑛

)︀
= 𝑏𝑗0ℰ (𝑌𝑗0,𝒬𝑛) . (2.34)

Зауваження 2.3.1. Оскiльки за припущеннями твердження 2.3.2 замикання

класiв 𝑌1, . . . , 𝑌𝑑 є iнварiантними вiдносно додавання константи, має мiсце

вкладення 𝑌1+. . .+𝑌𝑑 ⊂ 𝑌 1×. . .×𝑌 𝑑, а, отже, iснує хоча б один клас 𝑌 ⊂ 𝐶(Ω),

який задовольняє умови теореми.

Для повноти викладення наведемо доведення твердження 2.3.2.

Доведення твердження 2.3.2. Доведемо, що лiва частина в рiвностi (2.34)

бiльша за її праву частину. Позначимо u = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑗0−1), v = (𝑡𝑗0+1, . . . , 𝑡𝑑),

du = d𝑡𝑗0−1 . . . d𝑡1, dv = d𝑡𝑑 . . . d𝑡𝑗0+1 i нагадаємо, що

𝑃𝑗 = [0, 𝑎1]× . . .× [0, 𝑎𝑗−1]× [0, 𝑎𝑗+1]× . . .× [0, 𝑎𝑑], 𝑗 = 1, . . . , 𝑑.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝑌 i функцiоналу 𝜅 ∈ (𝐶(Ω))* позначимо

𝑅(𝑓, 𝜅) :=

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑓(t) dt− 𝜅(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
.
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Тодi для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝑌 маємо

|𝑅 (𝑓, ̃︀𝜅𝑛)| :=

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
Ω

𝑓(t) dt−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗0𝑐
*
𝑘 ·
∫︁
𝐿(x𝑘;{𝑗0})∩Ω

𝑓(t) dt

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
𝑃𝑗0

∫︁ 𝑎𝑗0

0

𝑓(u, 𝑡,v) d𝑡dvdu−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐*𝑘

∫︁
𝑃𝑗0

𝑓 (u, 𝑥*𝑘,v) dvdu

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
𝑃𝑗0

(︃∫︁ 𝑎𝑗0

0

𝑓(u, 𝑡,v) d𝑡−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐*𝑘𝑓 (u, 𝑥
*
𝑘,v)

)︃
dvdu

⃒⃒⃒⃒
⃒

6
∫︁
𝑃𝑗0

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑎𝑗0

0

𝑓(u, 𝑡,v)𝑑𝑡−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐*𝑘𝑓 (u, 𝑥
*
𝑘,v)

⃒⃒⃒⃒
⃒ dvdu.

Множина 𝐷0 векторiв (u,v), для яких функцiя 𝜓(·) = 𝑓(u, ·,v) належить класу
𝑌 𝑗0, є всюди щiльною в 𝑃𝑗0, функцiя 𝑓 є рiвномiрно неперервна на Ω, а формула 𝜅

*
𝑛

є 𝒬𝑛-найкращою на класi 𝑌𝑗0. Тодi для будь-якого (u,v) ∈ 𝑃𝑗0 iснує послiдовнiсть

{(u𝑚,v𝑚)}∞𝑚=1 ⊂ 𝐷0, яка збiгається до (u,v) i для якої

𝑅
(︀
𝑌 𝑗0, 𝜅

*
𝑛

)︀
> lim

𝑚→∞
|𝑅(𝑓(u𝑚, ·,v𝑚), 𝜅*𝑛)| = |𝑅(𝑓(u, ·,v), 𝜅𝑛)| .

Отже,

|𝑅 (𝑓, ̃︀𝜅𝑛)| 6
∫︁
𝑃𝑗0

|𝑅 (𝑓(u, ·,v), 𝜅*𝑛)| dvdu 6
∫︁
𝑃𝑗0

𝑅
(︀
𝑌 𝑗0, 𝜅

*
𝑛

)︀
dvdu

= 𝑏𝑗0𝑅 (𝑌𝑗0, 𝜅
*
𝑛) = 𝑏𝑗0ℰ (𝑌𝑗0,𝒬p

𝑛) .

В силу довiльностi функцiї 𝑓 ∈ 𝑌 ми отримаємо подвiйну нерiвнiсть

ℰ
(︀
𝑌,𝒬𝑑,1

𝑛

)︀
6 𝑅 (𝑌, ̃︀𝜅𝑛) 6 𝑏𝑗0ℰ (𝑌𝑗0,𝒬𝑛) . (2.35)

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. C.А. Смоляк [156] (доведення

також цитується в статтi [41]) показав, що для довiльного опуклого центрально-

симетричного класу функцiй 𝐾 ⊂ 𝐶[0, 𝑎], 𝑎 > 0, i для будь-якого заданого набору

вузлiв 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} ⊂ [0, 𝑎] справджується рiвнiсть

𝜌 (𝐾,𝑋) := inf
𝑐1,...,𝑐𝑛∈R

sup
𝑔∈𝐾

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑎

0

𝑔(𝑡) d𝑡−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑔(𝑥𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒= sup

𝑔∈𝐾:
𝑔(𝑥𝑘)=0, 𝑘=1,...,𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑔(𝑡) d𝑡. (2.36)

Розглянемо довiльну квадратурну формулу 𝜅 ∈ 𝒬𝑑,1
𝑛 :

𝜅(𝑓) =
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑖∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

∫︁
𝐿(x𝑗,𝑘;{𝑗})∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω), (2.37)
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де 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 ∈ N ∪ {0}, 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑑 = 𝑛, {𝑐𝑗,𝑘} 𝑗=1,...,𝑑
𝑘=1,...,𝑛𝑗

⊂ R i {x𝑗,𝑘} 𝑗=1,...,𝑑
𝑘=1,...,𝑛𝑗

⊂ Ω.

Без зменшення загальностi будемо вважати, що для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 точки

x𝑗,1, . . . ,x𝑗,𝑛𝑗 можуть мати ненульову координату лише на позицiї з iндексом 𝑗,

тобто 𝑥𝑗,𝑘𝑟 = 0 для всiх 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗 + 1, . . . , 𝑑} i 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑗. Припустимо

спочатку, що
𝑑∑︀
𝑗=1

𝑛𝑗∑︀
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 ̸= 𝜇 (Ω). Оскiльки клас 𝑌𝑗 мiстить константи, то функцiя

ℎ𝑐(·) = 𝑐 = 𝑐+ 0 + . . .+ 0 належить класу 𝑌1 + . . .+ 𝑌𝑑, а, отже, i класу 𝑌 . Тодi

𝑅(𝑌, 𝜅) > sup
𝑐∈R

|𝑅(ℎ𝑐, 𝜅)|

= sup
𝑐∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
Ω

𝑐 dt−
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 · 𝑐

⃒⃒⃒⃒
⃒ sup𝑐∈R

|𝑐|·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜇 (Ω)−

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒=∞.

(2.38)

Залишається порiвняти оцiнку (2.35) з похибкою 𝜅 виду (2.37), для яких

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 = 𝜇 (Ω) . (2.39)

Зрозумiло, що хоча б для одного iндексу 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑} має мiсце нерiвнiсть
𝑛𝑗∑︀
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 > 0. Оберемо 𝜀 > 0 i для довiльного 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑} такого, що
𝑛𝑗∑︀
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 > 0,

через 𝜙𝜀𝑗 ∈ 𝑌𝑗 позначимо функцiю, для якої 𝜙𝜀𝑗
(︁
𝑥𝑗,𝑘𝑗

)︁
= 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑗, та∫︁ 𝑎𝑗

0

𝜙𝜀𝑗(𝑡) d𝑡 > 𝜌
(︁
𝑌𝑗,
{︁
𝑥𝑗,1𝑗 , . . . , 𝑥

𝑗,𝑛𝑗
𝑗

}︁)︁
− 𝜀, (2.40)

де величина 𝜌(𝐾,𝑋) була означена в (2.36). В свою чергу, для будь-якого

𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑} такого, що
𝑛𝑗∑︀
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 6 0, означимо 𝜙𝜀𝑗 ≡ 0. Тодi функцiя
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𝑓𝜀(t) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝜙𝜀𝑘(𝑡𝑘), t ∈ Ω, належить класу 𝑌 , а тому, за рiвнiстю (2.39), отримаємо

𝑅(𝑌, 𝜅) > 𝑅 (𝑓𝜀, 𝜅) =

∫︁
Ω

𝑓𝜀(t) d𝑡𝑑 . . . d𝑡1 −
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

∫︁
𝐿(x𝑗,𝑘;{𝑗})∩Ω

𝑓𝜀(t) dt

=
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

∫︁ 𝑎𝑗

0

𝜙𝜀𝑗(𝑡) d𝑡

−
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘
𝑏𝑗

∫︁
𝑃𝑗

⎛⎜⎝𝜙𝜀𝑗 (︁𝑥𝑗,𝑘𝑗 )︁+ 𝑑∑︁
𝑟=1,
𝑟 ̸=𝑗

𝜙𝜀𝑟(𝑡𝑟)

⎞⎟⎠d𝑡𝑑 . . . d𝑡𝑗+1d𝑡𝑗−1 . . . d𝑡1

=
𝑑∑︁
𝑟=1

𝑏𝑟

∫︁ 𝑎𝑟

0

𝜙𝜀𝑟(𝑡) d𝑡−
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 · 𝑎𝑗
𝜇 (Ω)

⎛⎜⎝ 𝑑∑︁
𝑟=1,
𝑟 ̸=𝑗

𝑏𝑟
𝑎𝑗

∫︁ 𝑎𝑟

0

𝜙𝜀𝑟(𝑡) d𝑡

⎞⎟⎠
=

(︃
1−

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘
𝜇 (Ω)

)︃(︃
𝑑∑︁
𝑟=1

𝑏𝑟

∫︁ 𝑎𝑟

0

𝜙𝜀𝑟(𝑡) d𝑡

)︃
+

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗𝑐𝑗,𝑘
𝜇 (Ω)

∫︁ 𝑎𝑗

0

𝜙𝜀𝑗(𝑡) d𝑡

=
𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
1

𝑎𝑗

∫︁ 𝑎𝑗

0

𝜙𝜀𝑗(𝑡) d𝑡,

де символ
∑︀′ вказує, що пiдсумовуються лише тi iндекси 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}, для яких

𝑛𝑗∑︀
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘 > 0 (рiвнiсть має мiсце, оскiльки 𝜙𝜀𝑗 тотожньо дорiвнює нулю для iнших

iндексiв 𝑗). Тодi за (2.40) ми отримаємо

𝑅(𝑌, 𝜅) >
𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
1

𝑎𝑗

(︁
𝜌
(︁
𝑌𝑗,
{︁
𝑥𝑗,1𝑗 , . . . , 𝑥

𝑗,𝑛𝑗
𝑗

}︁)︁
− 𝜀
)︁

>
𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
1

𝑎𝑗

(︀
ℰ
(︀
𝑌𝑗,𝒬𝑛𝑗

)︀
− 𝜀
)︀
.

За довiльнiстю 𝜀 i приймаючи до уваги спiввiдношення (2.33) i (2.39), матимемо

𝑅(𝑌, 𝜅)>
𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
1

𝑎𝑗
ℰ
(︀
𝑌𝑗,𝒬𝑛𝑗

)︀
>

𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
1

𝑎𝑗
ℰ (𝑌𝑗,𝒬𝑛)

>
1

𝑎𝑗0
ℰ(𝑌𝑗0,𝒬𝑛)

𝑑∑︁
𝑗=1

′

(︃
𝑛𝑗∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗,𝑘

)︃
>
𝜇 (Ω)

𝑎𝑗0
ℰ(𝑌𝑗0,𝒬𝑛)=𝑏𝑗0ℰ(𝑌𝑗0,𝒬𝑛) .

(2.41)

Поєднуючи (2.35), (2.38) i (2.41), переконуємося в𝒬𝑑,1
𝑛 -оптимальностi квадратурної

формули ̃︀𝜅𝑛 на класi 𝑌 . Оскiльки спiввiдношення (2.41) виконується i для

формули ̃︀𝜅𝑛, то ми також отримуємо рiвнiсть (2.34).



121

Доведення основнi результати параграфу – теореми 2.3.2 та 2.3.3.

Доведення теореми 2.3.2. Нагадаємо, що для будь-якого 𝑎 > 0 i модуля

неперервностi 𝜔 квадратурна формула прямокутникiв

𝜅𝑛(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎

𝑛
𝑓

(︂
𝑎(2𝑘 − 1)

𝑛

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑎]),

є 𝒬𝑛-найкращою на класi 𝐻𝜔([0, 𝑎]) (див. [90]). Бiльш того, формула 𝜅𝑛 є

𝒬𝑛-найкращою i на перiодичному аналозi класу 𝐻𝜔([0, 𝑎]) – класi ̃︀𝐻𝜔([0, 𝑎]),

причому виконуються спiввiдношення

ℰ (𝐻𝜔 ([0, 𝑎]) ,𝒬𝑛) = ℰ
(︁ ̃︀𝐻𝜔 ([0, 𝑎]) ,𝒬𝑛

)︁
= 2𝑛

∫︁ 𝑎
2𝑛

0

𝜔(𝑡) d𝑡. (2.42)

За (2.30) i (2.42) для 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 матимемо

1

𝑎𝑗0
ℰ (𝐻𝜔𝑗0 ([0, 𝑎𝑗0]) ,𝒬𝑛) 6

1

𝑎𝑗
ℰ (𝐻𝜔𝑗 ([0, 𝑎𝑗]) ,𝒬𝑛) .

Неважко бачити, що 𝐻𝜔 (Ω) ⊂ 𝐻𝜔1 ([0, 𝑎1]) × . . . × 𝐻𝜔𝑑 ([0, 𝑎𝑑]), i для будь-яких

𝜙1 ∈ 𝐻𝜔1 ([0, 𝑎1]) , . . . , 𝜙𝑑 ∈ 𝐻𝜔𝑑 ([0, 𝑎𝑑]) i точок x,y ∈ Ω виконуються нерiвностi⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑑∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗 (𝑥𝑗)−
𝑑∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗 (𝑦𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

𝑑∑︁
𝑗=1

|𝜙𝑗 (𝑥𝑗)− 𝜙𝑗 (𝑦𝑗)| 6
𝑑∑︁
𝑗=1

𝜔𝑗 (|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|).

Тодi за теоремою 2.3.2 квадратурна формула ̃︀𝜅𝑛 є 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращою на класi

𝐻𝜔 (Ω). А зi спiввiдношень (2.34) i 2.42 для 𝑎 = 𝑎𝑗0 ми також встановлюємо

вiрнiсть (2.31). Твердження теореми 2.3.2 для перiодичних класiв ̃︀𝐻𝜔 (Ω)

встановлюється за аналогiєю.

Доведення теореми 2.3.3. Нагадаємо (див. [126]), що для 𝑟 ∈ N квадратурна

формула прямокутникiв

𝜅*𝑛(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑘=1

2𝜋

𝑛
𝑓

(︂
2𝜋𝑘

𝑛

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐶(T),

є 𝒬𝑛-найкращою на класi 𝑊 𝑟
∞ перiодичних функцiй i, крiм того,

ℰ (𝑊 𝑟
∞,𝒬𝑛) =

2𝜋𝐾𝑟

𝑛𝑟
. (2.43)
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Оскiльки 1 6 𝐾𝑟 6 𝜋
2 , 𝑟 ∈ N (див., наприклад, [95, с. 105]), то для будь-якого

𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑} такого, що 𝑟𝑗 < 𝑟𝑗0 i 𝑛 > 2, матимемо

1

2𝜋
ℰ
(︀
𝑊

𝑟𝑗0∞ ,𝒬𝑛

)︀
=
𝐾𝑟𝑗0

𝑛𝑟𝑗0
6

𝜋𝐾𝑟𝑗

2𝑛 · 𝑛𝑟𝑗0−1 6
𝐾𝑟𝑗

𝑛𝑟𝑗
=

1

2𝜋
ℰ (𝑊 𝑟𝑗

∞ ,𝒬𝑛) .

Неважко переконатися в тому, що 𝑊 𝑟1
∞ × . . .×𝑊 𝑟𝑑

∞ ⊃ 𝑊 r
∞ ⊃ 𝑊 𝑟1

∞ + . . .+𝑊 𝑟𝑑
∞ . Тодi

за теоремою 2.3.2 отримаємо, що формула ̃︀𝜅𝑛, 𝑛 > 2, є 𝒬𝑑,1
𝑛 -найкращою на класi

𝑊 r, а зi спiввiдношень (2.34) i (2.43) для 𝑟 = 𝑟𝑗0 отримаємо (2.32).

2.3.3. Асимптотично оптимальнi кубатурнi формули з множини 𝒬𝑑,2

на класах функцiй 𝐻𝜔
1 (Ω)

Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 > 0 i Ω = [0, 𝑎1] × . . . × [0, 𝑎𝑑]. В цьому параграфi знайдено

точну асимптотичну поведiнку величини ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑛

)︀
, коли 𝑛 → ∞, та

знайдено 𝒬𝑑,2-асимптотично оптимальну послiдовнiсть кубатурних формул.

Без зменшення загальностi будемо вважати, що 𝑎1 6 𝑎𝑗 i 𝑎2 6 𝑎𝑗 для всiх

𝑗 = 3, . . . , 𝑑, i позначимо 𝑃 := [0, 𝑎1] × [0, 𝑎2]. Нехай решiтка Λ в R2 породжена

векторами v1 = (1, 1) i v2 = (1,−1), тобто Λ := {𝑛1v1 + 𝑛2v2 : 𝑛1, 𝑛2 ∈ Z}. Для
ℎ > 0 означимо 𝒱ℎ := ℎΛ∩int𝑃 i через 𝑛ℎ позначимо кiлькiсть точок в 𝒱ℎ. Неважко
бачити, що 𝑛ℎ є неспадною функцiєю змiнної ℎ i 𝑛ℎ = 𝑎1𝑎2ℎ

−2/2+𝑂
(︀
ℎ−1
)︀
, ℎ→ 0.

Для s ∈ 𝒱ℎ означимо клiтину Вороного (див., наприклад, [271]) 𝑊 (s) елемента

s ∈ 𝒱ℎ в множинi 𝑃 за правилом: 𝑊 (s) = {t ∈ 𝑃 : ‖t − s‖1 = dist(t,𝒱ℎ)},
де dist(t, 𝑋) := inf

u∈𝑋
‖t − u‖1 позначає вiдстань вiд точки t ∈ R2 до множини

𝑋 ⊂ R2. Зафiксуємо деякий порядок s1, . . . , s𝑛ℎ точок в 𝒱ℎ. Нехай 𝑊1 := 𝑊 (s1) i

𝑊𝑗 = 𝑊
(︀
s𝑗
)︀
∖
𝑗−1⋃︁
𝑘=1

𝑊
(︀
s𝑘
)︀
, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛ℎ.

Нехай 𝜇 (𝑊𝑗) є двовимiрною мiрою Лебега множини 𝑊𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛ℎ, i нехай

𝛽 = 𝑎3 · . . . · 𝑎𝑑, якщо 𝑑 > 2, i 𝛽 = 1, якщо 𝑑 = 2. Тепер для ℎ > 0 та 𝑗 = 1, . . . , 𝑛ℎ

означимо x𝑗 :=
(︁
𝑠𝑗1, 𝑠

𝑗
2, 0, . . . , 0

)︁
∈ R𝑑 i розглянемо кубатурну формулу

̃︀𝜅ℎ(𝑓) := 𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

𝜇 (𝑊𝑗)

∫︁
𝐿(x𝑗 ;{1,2})∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω). (2.44)

В [197] автором встановлено наступний результат.
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Теорема 2.3.4. Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑑 > 2, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 > 0, 𝑎1 6 𝑎2, i 𝑎2 6 𝑎𝑗, 𝑗 = 3, . . . , 𝑑.

Для довiльного модуля неперервностi 𝜔 виконується спiввiдношення

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω) ;𝑄𝑑,2
𝑛

)︀
= 4𝛽𝑛

∫︁ √
𝑎1𝑎2
2𝑛

0

𝑡 𝜔(𝑡) d𝑡 ·
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛−1/2

)︁)︁
, 𝑛→ ∞. (2.45)

Сукупнiсть формул {̃︀𝜅ℎ}ℎ>0 означена в (2.44) є𝒬𝑑,2-асимптотично оптимальною

на класi 𝐻𝜔
1 (Ω), коли ℎ→ 0, i задовольняє спiввiдношення

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω), 𝑄
𝑑,2
𝑛ℎ

)︀
= 𝑅 (𝐻𝜔

1 (Ω), 𝜅ℎ)
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
, ℎ→ 0. (2.46)

Зауваження 2.3.2. Теорема 2.3.4 узагальнює результат В.Ф. Бабенка [9] щодо

оптимiзацiї точкових квадратурних формул на класi 𝐻𝜔
1 (Ω).

Доведення теореми 2.3.4. По-перше, оцiнимо зверху похибку формули (2.44).

Неважко бачити, що для всiх 𝑓 ∈ 𝐻𝜔
1 (Ω), функцiя 𝑔(s) = 𝛽−1

∫︀
𝐿(s;{1,2})∩Ω 𝑓(t) dt,

s ∈ 𝑃 , належить класу 𝐻𝜔
1 (𝑃 ). Також, мають мiсце наступнi спiввiдношення

|𝑅 (𝑓, 𝜅ℎ)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛽
∫︁
𝑃

𝑔(s) ds−
𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

𝛽 · 𝜇 (𝑊𝑗) · 𝑔
(︀
s𝑗
)︀⃒⃒⃒⃒⃒

= 𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑊𝑗

𝑔(s) ds−
𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑊𝑗

𝑔
(︀
s𝑗
)︀
ds

⃒⃒⃒⃒
⃒

6 𝛽

𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑊𝑗

⃒⃒
𝑔(s)− 𝑔

(︀
s𝑗
)︀⃒⃒

ds 6 𝛽

𝑛ℎ∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑊𝑗

𝜔
(︀⃦⃦

s− s𝑗
⃦⃦
1

)︀
ds

= 𝛽

∫︁
𝑃

𝜔 (dist (s,𝒱ℎ)) ds.

(2.47)

Нехай 𝒱 ′
ℎ := ℎΛ ∩ [ℎ, 𝑎1 − ℎ) × [ℎ, 𝑎2 − ℎ), 𝑈ℎ :=

⋃︀
s∈𝒱 ′

ℎ

𝐵(s, ℎ), де 𝐵(x, ℎ) – куля

з центром в точцi x i радiусом ℎ в метрицi ‖ · ‖1 простору R2, а 𝑚ℎ позначає

кiлькiсть точок в множинi 𝒱 ′
ℎ. Неважко бачити, що

𝑚ℎ = 𝑎1𝑎2ℎ
−2/2 +𝑂

(︀
ℎ−1
)︀
, ℎ→ 0, (2.48)

i 𝐵(s, ℎ) ⊂ 𝑊 (s) для будь-якого s ∈ 𝒱 ′
ℎ. Розглянемо функцiю

𝛼𝜔(ℎ) :=

∫︁ ℎ

0

𝑡𝜔(𝑡) d𝑡, ℎ > 0.



124

З (2.47) для достатньо малих ℎ > 0 отримаємо

𝑅 (𝐻𝜔
1 (Ω), 𝜅ℎ) = sup

𝑓∈𝐻𝜔
1 (Ω)

|𝑅(𝑓, 𝜅ℎ)| 6 𝛽

∫︁
𝑃

𝜔 (dist(t,𝒱ℎ)) dt

= 𝛽
∑︁
s∈𝒱 ′

ℎ

∫︁
𝐵(s,ℎ)

𝜔 (‖t− s‖1) dt+ 𝛽

∫︁
𝑃∖𝑈ℎ

𝜔 (dist(t,𝒱ℎ)) dt

6 𝛽 ·𝑚ℎ

∫︁
𝐵(0,ℎ)

𝜔 (‖t‖1) dt+ 𝛽

∫︁
𝑃∖𝑈ℎ

𝜔(5ℎ) dt

= 4𝛽𝑚ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝛽𝜔(5ℎ)
(︀
𝑎1𝑎2 − 2𝑚ℎℎ

2
)︀

= 4𝛽𝑚ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝜔(5ℎ)𝑂(ℎ).

(2.49)

Для оцiнювання знизу (2.45), розглянемо функцiю

𝐹ℎ(t) := min{𝜔 (dist((𝑡1, 𝑡2),𝒱 ′
ℎ)) , 𝜔(ℎ)}, t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ Ω.

Вочевидь, 𝐹ℎ ∈ 𝐻𝜔
1 (Ω). Зрозумiло, що кубатурна формула 𝜅 ∈ 𝒬𝑑,2

𝑛ℎ
має вигляд

𝜅(𝑓) =

𝑛ℎ∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

∫︁
𝐿𝑘∩Ω

𝑓(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),

де 𝐿𝑘 = 𝐿
(︀
x𝑘; {𝑟′𝑘, 𝑟′′𝑘}

)︀
i
{︀
x𝑘
}︀𝑛ℎ
𝑘=1

⊂ Ω, {(𝑟′𝑘, 𝑟′′𝑘)} ⊂ N2. Покажемо, що для 𝜅

виконується нерiвнiсть

𝑅 (𝐻𝜔
1 (Ω) , 𝜅) >

𝑛ℎ
𝑚ℎ

∫︁
Ω

𝐹ℎ(x) dx+ 𝜔(ℎ)𝑂(ℎ).

Для цього розглянемо функцiю 𝑓𝜅(x) := 𝜔

(︂
min

𝑘=1,...,𝑛ℎ
dist (x, 𝐿𝑘)

)︂
, x ∈ Ω. Оскiльки

𝑓𝜅 ∈ 𝐻𝜔
1 (Ω) та 𝜅(𝑓𝜅) = 0, матимемо

𝑅 (𝐻𝜔
1 (Ω) , 𝜅) > 𝑅 (𝑓𝜅, 𝜅) =

∫︁
Ω

𝑓𝜅(x) dx. (2.50)

Порiвняємо розподiли функцiй 𝑓𝜅 i 𝐹ℎ. Припустимо, що 𝑡 ∈ (0, 𝜔(ℎ)], i нехай
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𝑝(𝑡) := min{𝑠 ∈ [0,∞) : 𝜔(𝑠) > 𝑡}. Тодi

𝜇 ({z ∈ Ω : 𝑓𝜅(z) < 𝑡}) = 𝜇

(︂
{z ∈ Ω : 𝜔

(︂
min

𝑘=1,...,𝑛ℎ
dist (z, 𝐿𝑘)

)︂
< 𝑡}

)︂
= 𝜇

(︂
{z ∈ Ω : min

𝑘=1,...,𝑛ℎ
dist (z, 𝐿𝑘) < 𝑝(𝑡)}

)︂
= 𝜇

(︃
𝑛ℎ⋃︁
𝑘=1

{z ∈ Ω : dist(z, 𝐿𝑘) < 𝑝(𝑡)}

)︃

6
𝑛ℎ∑︁
𝑘=1

𝜇
(︁
{z ∈ Ω :

⃒⃒⃒
𝑧𝑗′𝑘 − 𝑥𝑘𝑗′𝑘

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑧𝑗′𝑘 − 𝑥𝑘𝑗′′𝑘

⃒⃒⃒
<𝑝(𝑡)}

)︁
= 2𝑛ℎ𝑝

2(𝑡) · max
𝑘=1,...,𝑛ℎ

𝜇(Ω)

𝑎𝑗′𝑘𝑎𝑗′′𝑘
6 2𝛽𝑛ℎ𝑝

2(𝑡).

(2.51)

З iшого боку, оскiльки 𝑝(𝑡) 6 ℎ i ‖z1 − z2‖1 > 2ℎ ми отримаємо, що для всiх

z1, z2 ∈ 𝒱 ′
ℎ, z1 ̸= z2, мають мiсце рiвностi

𝜇 ({z ∈ Ω : 𝐹ℎ(z) < 𝑡})

= 𝜇 ({z ∈ 𝑈ℎ × [0, 𝑎3]× . . .× [0, 𝑎𝑑] : 𝜔 (dist((𝑧1, 𝑧2),𝒱 ′
ℎ)) < 𝑡})

= 𝛽 · 𝜇 ({(𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑈ℎ : dist((𝑧1, 𝑧2),𝒱 ′
ℎ) < 𝑝(𝑡)})

= 𝛽 · 𝜇

⎛⎝⋃︁
s∈𝒱 ′

ℎ

𝐵(s, 𝑝(𝑡))

⎞⎠ = 𝛽
∑︁
s∈𝒱 ′

ℎ

𝜇 (𝐵(s, 𝑝(𝑡))) = 2𝛽𝑚ℎ𝑝
2(𝑡).

Спiвставляючи останнi рiвностi з (2.51) ми отримаємо, що для 𝑡 ∈ (0, 𝜔(ℎ)],

𝑛ℎ
𝑚ℎ

· 𝜇 ({z ∈ Ω : 𝐹ℎ(z) < 𝑡}) > 𝜇 ({z ∈ Ω : 𝑓𝜅(z) < 𝑡}) .

Звiдси

𝜈 ({z ∈ Ω : 𝑓𝜅(z) > 𝑡}) > |Ω| − 𝑛ℎ
𝑚ℎ

· 𝜇 ({z ∈ Ω : 𝐹ℎ(z) < 𝑡})

=

(︂
1− 𝑛ℎ

𝑚ℎ

)︂
|Ω|+ 𝑛ℎ

𝑚ℎ
· 𝜇 ({z ∈ Ω : 𝐹ℎ(z) > 𝑡})



126

i, нарештi,∫︁
Ω

𝑓𝜅(z) dz =

∫︁ ∞

0

𝜇 ({z ∈ Ω : 𝑓𝜅(z) > 𝑡}) d𝑡

>
∫︁ 𝜔(ℎ)

0

𝜇 ({z ∈ Ω : 𝑓𝜅(z) > 𝑡}) d𝑡

> 𝜔(ℎ)

(︂
1− 𝑛ℎ

𝑚ℎ

)︂
|Ω|+ 𝑛ℎ

𝑚ℎ

∫︁ 𝜔(ℎ)

0

𝜇 ({z ∈ Ω : 𝐹ℎ(z) > 𝑡}) d𝑡

= 𝜔(ℎ)𝑂(ℎ) +
𝑛ℎ
𝑚ℎ

∫︁
Ω

𝐹ℎ(z) dz,

(2.52)

де множник 𝑂(ℎ) не залежить вiд формули 𝜅. Обчислюючи iнтеграл вiд функцiї

𝐹ℎ, отримаємо∫︁
Ω

𝐹ℎ(z) dz = 𝛽

∫︁
𝑈ℎ

𝜔 (dist((𝑧1, 𝑧2),𝒱 ′
ℎ)) d𝑧1d𝑧2 + 𝛽

∫︁
𝑃∖𝑈ℎ

𝜔(ℎ) d𝑧1d𝑧2

= 𝛽𝑚ℎ ·
∫︁
𝐵(0,ℎ)

𝜔 (‖(𝑧1, 𝑧2)‖1) d𝑧1d𝑧2 + 𝛽𝜔(ℎ)(𝑎1𝑎2 − 2ℎ2𝑚ℎ)

= 4𝛽𝑚ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝜔(ℎ)𝑂(ℎ).

Тодi за (2.52) матимемо∫︁
Ω

𝑓𝑞(z) dz > 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝜔(ℎ)𝑂(ℎ), (2.53)

де множник 𝑂(ℎ) не залежить вiд 𝜅. Покажемо, що

𝜔(ℎ) = 𝛼𝜔(ℎ)𝑂
(︀
ℎ−2
)︀
. (2.54)

Дiйсно, з напiвадитивностi 𝜔 для всiх𝑚 ∈ N та 𝑡 > 0 випливає нерiвнiсть 𝜔(𝑚𝑡) 6

𝑚𝜔(𝑡). Отже, для всiх 𝑡 ∈ (0, ℎ] матимемо

𝜔(ℎ) 6 𝜔

(︂(︂[︂
ℎ

𝑡

]︂
+ 1

)︂
𝑡

)︂
6

(︂[︂
ℎ

𝑡

]︂
+ 1

)︂
𝜔(𝑡) 6

2ℎ

𝑡
𝜔(𝑡),

а також мають мiсце спiввiдношення

𝛼𝜔(ℎ) =

∫︁ ℎ

0

𝑡𝜔(𝑡) d𝑡 >
𝜔(ℎ)

2ℎ

∫︁ ℎ

0

𝑡2 d𝑡 = 𝜔(ℎ)
ℎ2

6
. (2.55)

З iншого боку

𝛼𝜔(ℎ) 6
∫︁ ℎ

0

𝑡𝜔(ℎ) d𝑡 = 𝜔(ℎ)
ℎ2

2
,
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звiдки випливає (2.54). Приймаючи до уваги (2.50), (2.53) i (2.54), отримаємо

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω) ;𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

)︀
= inf

𝜅∈𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

𝑅 (𝐻𝜔
1 (Ω), 𝜅) > inf

𝜅∈𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

∫︁
Ω

𝑓𝜅(z) dz

> 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝜔(ℎ)𝑂(ℎ) = 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝛼𝜔(ℎ)𝑂
(︀
ℎ−1
)︀

= 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ)
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
, ℎ→ 0.

(2.56)

Оскiльки 𝜔(ℎ) 6 𝜔(5ℎ) 6 5𝜔(ℎ), ℎ > 0, ми також матимемо 𝜔(5ℎ) =

𝛼𝜔(ℎ)𝑂
(︀
ℎ−2
)︀
, ℎ→ 0. Тодi з (2.49) i (2.48) отримаємо

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

)︀
6 𝑅 (𝐻𝜔

1 (Ω), 𝜅ℎ) 6 4𝛽𝑚ℎ𝛼𝜔(ℎ) + 𝛼𝜔(ℎ)𝑂
(︀
ℎ−1
)︀

= 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ)
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
, ℎ→ 0.

Разом з (2.56) остання нерiвнiсть дозволяє встановити спiввiдношення

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

)︀
= 𝑅 (𝐻𝜔

1 (Ω), 𝜅ℎ)
(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
= 4𝛽𝑛ℎ𝛼𝜔(ℎ)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
, ℎ→ 0,

(2.57)

i спiввiдношення (2.46) має мiсце. Для доведення (2.45) помiтимо, що

𝛼𝜔(ℎ+𝑂(ℎ2)) = 𝛼𝜔(ℎ) (1 +𝑂(ℎ)) , ℎ→ 0. (2.58)

Дiйсно, нехай 𝐶 > 0 є така константа, що 0 6 ℎ − 𝐶ℎ2 6 ℎ + 𝑂(ℎ2) 6 ℎ + 𝐶ℎ2,

ℎ→ 0. Тодi в силу спiввiдношень (2.54)–(2.55), матимемо

𝛼𝜔(ℎ+𝑂(ℎ2))

𝛼𝜔(ℎ)
6

𝛼𝜔(ℎ+ 𝐶ℎ2)

𝛼𝜔(ℎ)
= 1 +

1

𝛼𝜔(ℎ)

∫︁ ℎ+𝐶ℎ2

ℎ

𝑡𝜔(𝑡) d𝑡

6 1 +
𝐶(ℎ3 + 𝐶ℎ4)𝜔(ℎ+ 𝐶ℎ2)

𝛼𝜔(ℎ)
6 1 +

2𝐶ℎ3𝜔(2ℎ)

𝛼𝜔(ℎ)

6 1 +
4𝐶ℎ3𝜔(ℎ)

𝛼𝜔(ℎ)
= 1 +𝑂(ℎ), ℎ→ 0.

Аналогiчним чином, можна встановити нерiвнiсть 𝛼𝜔(ℎ+𝑂(ℎ2)) > 𝛼𝜔(ℎ) (1 +𝑂(ℎ)),

ℎ → 0, звiдки випливає (2.58). Тепер нехай 𝑚 ∈ N є достатньо великим i

ℎ = ℎ(𝑚) > 0 є таким, що 𝑛ℎ 6 𝑚 6 𝑛ℎ−ℎ2. Оскiльки
√︀

𝑎1𝑎2
2𝑚 = ℎ + 𝑂(ℎ2), то

за (2.57) та (2.58), неважко переконатися в тому, що при ℎ→ 0

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑚

)︀
4𝛽𝑚 · 𝛼𝜔

(︀√︀
𝑎1𝑎2
2𝑚

)︀ 6 ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑛ℎ

)︀
4𝛽𝑛ℎ · 𝛼𝜔(ℎ+𝑂(ℎ2))

=
𝛼𝜔(ℎ)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ

)︁)︁
𝛼𝜔(ℎ+𝑂(ℎ2))

= 1 +𝑂(ℎ),
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ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑚

)︀
4𝛽𝑚𝛼𝜔

(︀√︀
𝑎1𝑎2
2𝑚

)︀> ℰ
(︁
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑛ℎ−ℎ2

)︁
4𝛽𝑛ℎ−ℎ2𝛼𝜔 (ℎ+𝑂(ℎ2))

=
𝛼𝜔(ℎ− ℎ2)

(︁
1+𝑂

(︁
𝑛
−1/2
ℎ−ℎ2

)︁)︁
𝛼𝜔 (ℎ+𝑂(ℎ2))

=1 +𝑂(ℎ).

Отже,

ℰ
(︀
𝐻𝜔

1 (Ω);𝒬𝑑,2
𝑚

)︀
4𝛽𝑚 · 𝛼𝜔

(︀√︀
𝑎1𝑎2
2𝑚

)︀ = 1 +𝑂(ℎ) = 1 +𝑂
(︁
𝑚−1/2

)︁
, 𝑚→ ∞.

Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi отримано новi результати щодо оптимiзацiї iнтервальних

квадратурних формул на класах згорток перiодичних функцiй та оптимiзацiї

кубатурних формул, що використовують в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну

функцiю її усереднення вздовж перетинiв областi визначення з гiперплощинами

заданої вимiрностi, на класах функцiй багатьох змiнних. Отримано результати:

1. Встановлено, що iнтервальна квадратурна формула з рiвновiддаленими

серединами вузлових iнтервалiв i рiвними коефiцiєнтами є найкращою серед

всiх iнтервальних квадратурних формул з заданою кiлькiстю вузлових

iнтервалiв на класах згорток ядер, що не збiльшують осциляцiю, з переставно

iнварiантними множинами.

2. Розв’язано задачу оптимiзацiї кубатурних формул, що використовують

в якостi iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення вздовж

перетинiв областi визначення з гiперплощинами ковимiрностi 1, якi

паралельнi координатним гiперплощинам, на класах функцiй, означених

на паралелепiпедi, з заданим обмеженням на модуль неперервностi, та на

класах функцiй, означених на багатовимiрному торi, з заданною гладкiстю

частинних похiдних.

3. Знайдено точну асимптотичну поведiнку похибки найкращого наближеного

обчислення iнтегралiв функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi

за допомогою кубатурних формул, iнформацiєю для яких виступають

усереднення пiдiнтегральної функцiї вздовж перетинiв її областi визначення

з гiперплощинами заданої ковимiрностi, якi паралельнi координатним

гiперплощинам. Побудовано асимптотично оптимальнi послiдовностi кубатур

в цiй задачi.
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РОЗДIЛ 3

Найкраще наближення функцiй багатьох змiнних

кусково-лiнiйними i гармонiчними сплайнами

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню задачi про

найкраще нелiнiйне наближення двiчi неперервно диференцiйовних функцiй

двох змiнних лiнiйними сплайнами, розв’язанню екстремальної задачi мiнiмiзацiї

похибки несиметричного наближення додатно визначеної квадратичної форми

лiнiйними функцiями на симплексах, а також встановленню точного порядку

асимптотики найкращого наближення функцiй багатьох змiнних з обмеженим

лапласiаном гармонiчними сплайнами на прямокутних розбиттях, коли кiлькiсть

їх елементiв прямує до нескiнченностi.

3.1. Вступ

Нехай 𝑑 ∈ N, 𝐷 ⊂ R𝑑 – компактна однозв’язна множина з непорожньою

внутрiшнiстю, та 𝜇 – 𝑑-вимiрна мiра Лебега на R𝑑. Точки простору R𝑑 будемо

позначати через t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑), де 𝑡1, . . . , 𝑡𝑑 – координати t. Ключовою в теорiї

апроксимацiї є задача наближення функцiй, форма яких в загальному випадку

може бути складною, бiльш простими функцiями – наближуючими апаратами,

– якi легше пiддаються побудовi та чисельним обчисленням. Добре вiдомими

прикладами наближуючих апаратiв є алгебраїчнi та тригонометричнi полiноми,

цiлi функцiї експоненцiйного типу, вейвлети, рiдж-функцiї, та iншi.

Особливе мiсце в теорiї наближення та рядi її застосувань: чисельний розв’язок

задач математичної фiзики, квадратурнi формули, спрощення поверхонь,

стиснення зображень, обробка даних мiсцевостi, кодування та передача

iнформацiї, зниження шуму, тощо – посiдає задача наближення функцiй однiєї

та багатьох змiнних в рiзних метриках кусково-полiномiальними функцiями –

сплайнами, – якi утворенi за допомогою розбиттiв областi визначення – сiток.

Сплайни застосовувалися як методи промiжного наближення та виникали як

розв’язки екстремальних задач ще в роботах Л. Ойлера, Г. Лебега, Д. Джексона,

А.М. Колмогорова, С.М. Нiкольського, М.П. Корнєйчука, В.М. Тихомирова,
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Ю.М. Субботiна. Проте систематичне вивчення апроксимативних властивостей

сплайнiв розпочинається в cерединi ХХ сторiччя в роботах I.Дж. Шонберга та

його учнiв. Окрiм вже названих вчених, значний внесок у розвиток теорiї сплайнiв

пов’язаний з iменами Дж. Альберга, Е. Нiльсона, Дж. Уолша, С.Б. Стєчкiна,

М.Ш. Бiрмана, М. З. Соломяка, К. де Бора, Л. Шумейкера, Ю.А. Брудного,

А. Пiнкуса, А.О. Лiгуна, В.Ф. Бабенка, В. Попова, Р. Девора, П. Петрушева,

та багатьох iнших математикiв. Широкий огляд вiдомих апроксимативних i

екстремальних властивостей сплайнiв та їх застосувань, а також подальшi

посилання, можна знайти в книгах [181, 326, 94, 97, 244].

Нехай 𝐶(𝐷) – простiр неперервних на 𝐷 функцiй. Для 1 6 𝑝 6 ∞ через

𝐿𝑝 = 𝐿𝑝(𝐷) позначимо простiр вимiрних за Лебегом функцiй 𝑓 : 𝐷 → R, якi
iнтегровнi в степенi 𝑝 (суттєво обмеженi для 𝑝 = ∞) зi стандартною нормою

‖𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐷) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∫︁

𝐷

|𝑓(t)|𝑝dt
)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

esssup {|𝑓(t) : t ∈ 𝐷} , 𝑝 = ∞.

Означення 3.1.1. Сукупнiсть △, яка складається з компактних однозв’язних

пiдмножин 𝐷, будемо називати розбиттям (або сiткою) на 𝐷, якщо
⋃︀
𝑇∈△

𝑇 = 𝐷,

𝜇(𝑇 ) > 0 для всiх 𝑇 ∈ △ i 𝜇 (𝑇 ′ ∩ 𝑇 ′′) = 0 для всiх 𝑇 ′, 𝑇 ′′ ∈ △, 𝑇 ′ ̸= 𝑇 ′′.

Для 𝑟 ∈ N i розбиття △ на 𝐷 через ̃︀𝒮𝑟(△) позначимо множину всiх

функцiй 𝑠 : 𝐷 → R таких, що звуження 𝑠|𝑇 є алгебраїчним полiномом, степенi

мономiв якого не перевищують 𝑟. Функцiї з множини ̃︀𝒮𝑟(△) будемо називати

сплайнами (полiномiальними сплайнами) вiдносно розбиття △. Означимо

похибку найкращого наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝑋 сплайнами з ̃︀𝒮𝑟(△) в метрицi

простору 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞:

𝐸
(︁
𝑓 ; ̃︀𝒮𝑟(△)

)︁
𝑝
:= inf

𝑠∈ ̃︀𝒮𝑟(△)
‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝(𝐷) ,

а також класу ℳ ⊂ 𝑋:

𝐸
(︁
ℳ; ̃︀𝒮𝑟(△)

)︁
𝑝
:= sup

𝑓∈ℳ
𝐸
(︁
𝑓 ; ̃︀𝒮𝑟(△)

)︁
𝑝
.

Позначимо через D деяку множину розбиттiв на 𝐷. Прикладами множини D є

множина всiх розбиттiв 𝐷 на задану кiлькiсть опуклих пiдмножин, або множина

всiх розбиттiв 𝐷 на 𝑑-вимiрнi симплекси з заданою кiлькiстю вершин.
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В теорiї апроксимацiї застосовують два типи методiв для розв’язання задачi

наближення функцiй сплайнами. Лiнiйнi (або рiвномiрнi) методи полягають в

наближеннi функцiй 𝑓 : 𝐷 → R з деякого класу ℳ сплайнами, якi побудовано

на одному i тому ж розбиттi △ ∈ D на 𝐷. При цьому природно виникає задача

знаходження найкращого розбиття △* ∈ D, для якого

𝐸
(︁
ℳ; ̃︀𝒮𝑟 (△*)

)︁
𝑝
= inf

△∈D
𝐸
(︁
ℳ; ̃︀𝒮𝑟(△)

)︁
𝑝
,

якщо таке розбиття iснує. Проте ще в 1960-х роках стало зрозумiло, що

певного покращення в швидкостi наближення функцiй сплайнами можна досягти,

якщо обирати розбиття △ на 𝐷 в залежностi вiд наближуваної функцiї 𝑓 .

Такi нелiнiйнi (або адаптивнi) методи наближення спрямованi на знаходження

розбиттiв △* ∈ D i сплайнiв 𝑠* ∈ ̃︀𝒮𝑟 (△*) на них, для яких

‖𝑓 − 𝑠*‖𝐿𝑝(𝐷) = inf
△∈D

𝐸
(︁
𝑓 ; ̃︀𝒮𝑟(△)

)︁
𝑝
.

Сплайни 𝑠*, утворенi в такий спосiб, “пристосовуються” до локальних

особливостей наближуваної функцiї. Зрозумiло, що адаптивнiсть методiв

наближення впливає на конструкцiю сiток △* i геометрiю їх елементiв (їх розмiр

i форму), якi можуть бути сильно анiзотропними.

З точки зору застосувань важливою перевагою нелiнiйних методiв наближення

над лiнiйними є можливiсть побудуви сплайну вiзуально схожого на наближувану

функцiю. Ця властивiсть має неабияке значення в задачах геометричного

моделювання, обробки ландшафтiв, дискретної математики, чисельного аналiзу,

методу скiнченних елементiв, та iнших. Стаття М.Ш. Бiрмана i М. З. Соломяка [43]

мiстить першi систематичнi дослiдження нелiнiйних методiв наближення

сплайнами. Огляд сучасного стану дослiджень нелiнiйних методiв можна знайти

в [244, 246], а посилання на обчислювальну складнiсть лiнiйних та нелiнiйних

методiв наближення можна знайти в [338, 306].

Особливий iнтерес в задачах нелiнiйного наближення функцiй сплайнами

належить асимптотично оптимальним методам наближення. Задача асимптотично

оптимального наближення функцiй однiєї змiнної сплайнами вивчалася у 1970–

1980-х роках у роботах А.О. Лiгуна, В.Ф. Сторчая, В.С. Азарiна, В. I. Бармiна,

А. I. Гребеннiкова, О.О. Шумейка, В. Г. Доронiна (див., наприклад, [1, 77, 114] та
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посилання в них), i на сьогоднi це питання майже повнiстю закрите. Натомiсть,

випадок функцiй багатьох змiнних є суттєво бiльш складним i, незважаючи на

численнi дослiдження (див. [300, 241, 248, 265, 188, 204, 235, 192, 239, 205, 293,

294, 207] та посилання в них), на сьогоднi вiдомо мало розв’язкiв цiєї задачi.

Зупинимося детальнiше на задачi асимптотично оптимального наближення

функцiй за допомогою лiнiйних сплайнiв (див. параграф 3.1.1). В параграфi 3.1.2

ми розглянемо екстремальну задачу геометрiї, яка виникає при побудовi

асимптотично оптимальних методiв наближення, а в параграфi 3.1.3 розглянемо

питання про порядок похибки трансфiнiтної iнтерполяцiї функцiй на спецiальному

класi двiчi неперервно диференцiйовних функцiй.

3.1.1. Задача асимптотично оптимального нелiнiйного наближення

функцiй лiнiйними сплайнами

Задача нелiнiйного наближення функцiй багатьох змiнних лiнiйними

сплайнами є важливою для застосувань, оскiльки саме лiнiйнi сплайни

завдяки простiй структурi i нескладностi побудови найчастiше використовуються,

наприклад, в методi скiнченних елементiв. Нехай 𝐷 є опуклий полiтоп в R𝑑.

Означення 3.1.2. Розбиття △ на 𝐷 називається трiангуляцiєю множини 𝐷,

якщо елементами △ є 𝑑-вимiрнi симплекси, причому перетин будь-якої пари

𝑑-вимiрних симплексiв з △ є або порожньою множиною, або їх спiльною гранню

вимiрностi 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑− 1}.

Для 𝑁 ∈ N через D𝑁 позначимо множину всiх трiангуляцiй множини 𝐷,

якi складаються з не бiльш нiж 𝑁 елементiв. Нехай 𝒫1 – множина лiнiйних

полiномiв вiд 𝑑 змiнних. Для трiангуляцiї △ множини 𝐷 означимо простiр

лiнiйних неперервних сплайнiв:

𝒮1(△) := {𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) : ∀𝑇 ∈ △ ∃𝑝 ∈ 𝒫1, для якого 𝑓 |𝑇 = 𝑝|𝑇} .

В теорiї апроксимацiї дослiджують рiзнi аспекти наближення функцiї.

Зокрема, розрiзняють задачi iнтерполяцiї, задачi найкращих i найкращих

одностороннiх наближень. Означимо величини, якi характеризують похибку
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наближення в цих задачах. Нехай △ – трiангуляцiя множини 𝐷, 𝑓 : 𝐷 → R –

задана функцiя i 1 6 𝑝 6 ∞. Через 𝑠△[𝑓 ] позначимо лiнiйний сплайн з 𝒮1(△),

який iнтерполює функцiю 𝑓 у вершинах 𝑑-вимiрних симплексiв 𝑇 ∈ △. Похибкою

iнтерполяцiї функцiї 𝑓 сплайнами з 𝒮1(△) називається величина:

𝐸0 (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 := ‖𝑓 − 𝑠△[𝑓 ]‖𝐿𝑝(𝐷) ,

похибкою найкращого наближення функцiї 𝑓 сплайнами з 𝒮1(△) –

𝐸 (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 := inf
𝑠∈𝒮1(△)

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝(𝐷) ,

а похибкою найкращого одностороннього наближення 𝑓 сплайнами з 𝒮1(△) –

𝐸± (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 := inf
𝑠∈𝒮1(△):
±𝑓6±𝑠

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝(𝐷) .

Зауважимо, що величина 𝐸+
𝑁 характеризує похибку наближення зверху, а

величина 𝐸−
𝑁 – похибку наближення знизу.

Сформулюємо задачi асимптотично оптимального нелiнiйного наближення

функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами.

Задача 3.1.1. Необхiдно знайти точну асимптотичну поведiнку похибки

найкращої iнтерполяцiї функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях з D𝑁

в метрицi простору 𝐿𝑝

𝑅0
𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷)) := inf

△∈D𝑁

𝐸0 (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 = inf
△∈D𝑁

‖𝑓 − 𝑠△[𝑓 ]‖𝐿𝑝(𝐷) ,

коли 𝑁 → ∞. Також необхiдно знайти асимптотично оптимальну

послiдовнiсть трiангуляцiй {△*
𝑁}

∞
𝑁=1, △*

𝑁 ∈ D𝑁 для 𝑁 ∈ N, для якої

lim
𝑁→∞

⃦⃦
𝑓 − 𝑠△*

𝑁
[𝑓 ]
⃦⃦
𝐿𝑝(𝐷)

𝑅0
𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷))

= 1.

Задача 3.1.2. Необхiдно знайти точну асимптотичну поведiнку похибки

найкращого наближення функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях з D𝑁

в метрицi простору 𝐿𝑝

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷)) := inf
△∈D𝑁

𝐸 (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 = inf
△∈D𝑁

inf
𝑠∈𝒮1(△)

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝(𝐷) ,
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коли 𝑁 → ∞. Також необхiдно знайти асимптотично оптимальнi

послiдовностi трiангуляцiй {△*
𝑁}

∞
𝑁=1, △*

𝑁 ∈ D𝑁 для 𝑁 ∈ N, i сплайнiв {𝑠*𝑁}
∞
𝑁=1,

𝑠*𝑁 ∈ 𝒮1 (△*
𝑁) для 𝑁 ∈ N, для яких

lim
𝑁→∞

‖𝑓 − 𝑠*𝑁‖𝐿𝑝(𝐷)

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷))
= 1.

Задача 3.1.3. Знайти точну асимптотичну поведiнку похибки найкращого

одностороннього наближення функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях

з D𝑁 в метрицi простору 𝐿𝑝

𝑅±
𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷)) := inf

△∈D𝑁

𝐸± (𝑓 ;𝒮1(△))𝑝 = inf
△∈D𝑁

inf
𝑠∈𝒮1(△):
±𝑓6±𝑠

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝(𝐷) ,

коли 𝑁 → ∞. Також необхiдно знайти асимтотично оптимальнi послiдовностi

трiангуляцiй {△*
𝑁}

∞
𝑁=1, △*

𝑁 ∈ D𝑁 для 𝑁 ∈ N, i сплайнiв {𝑠*𝑁}
∞
𝑁=1, 𝑠

*
𝑁 ∈ 𝒮1 (△*

𝑁)

для 𝑁 ∈ N, для яких

lim
𝑁→∞

‖𝑓 − 𝑠*𝑁‖𝐿𝑝(𝐷)

𝑅±
𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝(𝐷))

= 1.

Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) – неперервна на 𝐷 i двiчi неперервно диференцiйовна

всерединi 𝐷 функцiя. Через 𝐻(𝑓 ;x) позначимо визначник матрицi Гессе функцiї

𝑓 в точцi x ∈ 𝐷, тобто

𝐻(𝑓 ;x) = det

(︃(︂
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(x)

)︂
16𝑗,𝑘6𝑑

)︃
.

Вже в роботi М.Ш. Бiрмана та М. З. Соломяка [43] було показано, що

величини 𝑅0
𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷)), 𝑅𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷)) та 𝑅±

𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷)) мають порядок не

вище за 𝑁−2/𝑑, коли 𝑁 → ∞. Проте, незважаючи на численнi дослiдження

(див. [300, 241, 264, 188, 235, 192, 190]), точна асимптотична поведiнка цих величин

встановлена лише для опуклих функцiй 𝑓 . Найбiльш технiчно складною частиною

тут є одержання точної оцiнки знизу величин lim inf
𝑁→∞

𝑁 2/𝑑𝐸0 (𝑓 ;𝒮1 (△𝑁))𝑝,

lim inf
𝑁→∞

𝑁 2/𝑑𝐸 (𝑓 ;𝒮1 (△𝑁))𝑝, а також lim inf
𝑁→∞

𝑁 2/𝑑𝐸± (𝑓 ;𝒮1 (△𝑁))𝑝 для довiльної

послiдовностi трiангуляцiй {△𝑁}∞𝑁=1, де △𝑁 ∈ D𝑁 для 𝑁 ∈ N. Тому бiльшiсть

проведених дослiджень обмежувалися розглядом послiдовностей трiангуляцiй,

для яких lim sup
𝑁→∞

𝑁 1/𝑑 · diam△𝑁 < ∞, де diam△ позначає довжину найдовшої

зi сторiн 𝑑-вимiрних симплексiв, з яких складається трiангуляцiя △. Лише в
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роботах [188, 192, 190] для опуклих функцiй двох змiнних оцiнка знизу була

отримана без обмежень на послiдовностi трiангуляцiй {△𝑁}∞𝑁=1.

Значно менш дослiдженим є випадок, коли функцiя 𝑓 не є опуклою хоча б

в однiй точцi на 𝐷. Єдиний точний результат тут отримано в статтi [188] щодо

асимптотичної поведiнки похибки 𝑅0
𝑁 (𝑓 ;𝐿∞(𝐷)) найкращої iнтерполяцiї функцiї

двох змiнних 𝑓 , яка має вiд’ємний на 𝐷 гесiан, в метрицi простору 𝐿∞.

Задача нелiнiйного наближення функцiй багатьох змiнних лiнiйними сплайнами

близька до важливої задачi геометрiї про найкраще наближення гладких опуклих

тiл полiтопами. Пiсля декiлькох окремих результатiв в цьому напрямку, книга

Л.Ф. Тота [337] стала першою збiркою багатьох задач, iдей та результатiв щодо

наближення полiтопами в дво- та тривимiрному просторах. Зокрема, Л.Ф. Тотом

було показано, що для тiла 𝐵 ⊂ R3 з 𝐶2 межею i додатною гаусовою кривизною 𝜅,

хаусдорфова вiдстань вiд 𝐵 до його вписаного полiтопа найкращого наближення

з щонайбiльше 𝑁 вершинами має точну асимптотичну поведiнку

1

3
√
3𝑁

∫︁
𝜕𝐵

(𝜅(𝑥, 𝑦))
1
2 d𝜎(𝑥, 𝑦), 𝑁 → ∞,

де 𝜎 – поверхнева мiра на 𝜕𝐵. Результати Л.Ф. Тота iнiцiювали створення цiлого

роздiлу дискретної геометрiї, присвяченого дослiдженням задач найкращого

наближення опуклих тiл полiтопами (див. [259, 232, 231, 260, 257] та посилання

в них). Вiдзначимо, що в [231] К. Бороцкi розв’язав це нетривiальне питання

для опуклих тiл в метрицi простору 𝐿1, що дає точну асимптотичну поведiнку

величини 𝑅0
𝑁 (𝑓, 𝐿1(𝐷)), коли 𝑁 → ∞, для опуклих функцiй 𝑓 .

В теорiї наближення iснує пiдхiд, що дозволяє розглядати задачi найкращого

наближення з обмеженнями та задачу найкращого наближення пiд одним

кутом. Цей пiдхiд називається наближенням в просторах з несиметричною

нормою (або (𝛼, 𝛽)-наближенням) (див., наприклад, [13, 14, 95]), та полягає в

рiзному “зважуваннi” додатної та вiд’ємної частин рiзницi мiж функцiєю та її

апроксимантом. Несиметричнi норми розглядалися у зв’язку з рiзними задачами

теорiї наближення в роботах [13, 185, 106, 71, 72] i книгах [98, 95, 107]. Введемо

необхiднi для подальшого позначення.

Нехай 𝛼, 𝛽 > 0, 1 6 𝑝 6 ∞ та △ – довiльна трiангуляцiя множини 𝐷.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐷) позначимо |𝑓(x)|𝛼,𝛽 := 𝛼𝑓+(x) + 𝛽𝑓−(x), x ∈ 𝐷, де
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𝑔±(x) := max{±𝑔(x); 0}. Означимо несиметричну 𝐿𝑝-норму функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐷):

‖𝑓‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) := ‖𝛼𝑓+ + 𝛽𝑓−‖𝐿𝑝(𝐷) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∫︁

𝐷

|𝑓(x)|𝑝𝛼,𝛽 dx
)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

esssup{|𝑓(x)|𝛼,𝛽 : x ∈ 𝐷}, 𝑝 = ∞.

Нехай 𝐻 – замкнений пiдпростiр простору 𝐿𝑝(𝐷). Означимо похибку найкращого

(𝛼, 𝛽)-несиметричного наближення (див. [13, 95]) функцiї 𝑓 пiдпростором 𝐻 в

метрицi простору 𝐿𝑝:

𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) = inf
{︀
‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) : 𝑠 ∈ 𝐻

}︀
.

Вочевидь, 𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝;1,1(𝐷) =𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝(𝐷). В.Ф. Бабенко [13] встановив граничнi

рiвностi:

lim
𝛽→+∞

𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝;1,𝛽(𝐷) = 𝐸+ (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝(𝐷) ,

lim
𝛼→+∞

𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝;𝛼,1(𝐷) = 𝐸− (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝(𝐷) .
(3.1)

Спiввiдношення (3.1) дозволяють включити задачу найкращого наближення без

обмежень i задачу найкращого одностороннього наближення в сiм’ю задач одного

типу i вивчати їх з загальної точки зору (див. [14, 15]). З огляду на тотожнiсть

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝𝐿𝑝;1,𝛽(𝐷) = ‖𝑓 − 𝑢‖𝑝𝐿𝑝(𝐷) + (𝛽𝑝 − 1)‖(𝑓 − 𝑢)−‖𝑝𝐿𝑝(𝐷), 𝛽 > 1,

задачу найкращого (1, 𝛽)-наближення можна розглядати як задачу найкращого

наближення з нестрогим обмеженням 𝑓 6 𝑢. Це обмеження дозволяється

порушувати, але штраф (𝛽𝑝−1)‖(𝑓 −𝑢)−‖𝑝𝐿𝑝(𝐷) за його порушення включається в

мiру похибки. В подальшому ми дозволятимемо параметрам 𝛼 або 𝛽 набувати

значення +∞, ототожнюючи в такому випадку величину 𝐸 (𝑓 ;𝐻)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) з

похибкою вiдповiдного одностороннього наближення.

Означення 3.1.3. Похибкою найкращого (𝛼, 𝛽)-несиметричного наближення в

метрицi простору 𝐿𝑝 функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на трiангуляцiях з D𝑁

будемо називати величину

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) := inf
△∈D𝑁

𝐸 (𝑓 ;𝒮1(△))𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) = inf
△∈D𝑁

inf
𝑠∈𝒮1(△)

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷).

Зауважимо, що 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;1,1(𝐷)) = 𝑅𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷)). Також, з граничних

рiвностей (3.1) неважко переконатися в тому, що у випадку 𝛼 = 1 i 𝛽 → ∞ (𝛽 = 1

i 𝛼 → ∞) величина 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) збiгається до 𝑅+
𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷)) (𝑅−

𝑁 (𝑓 ;𝐿𝑝(𝐷))).
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Задача найкращого нелiнiйного несиметричного наближення функцiї 𝑓

лiнiйними сплайнами полягає в наступному.

Задача 3.1.4. Необхiдно знайти точну асимптотичну поведiнку величини

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)), коли 𝑁 → ∞, а також побудувати асимптотично

оптимальнi послiдовностi трiангуляцiй {△*
𝑁}

∞
𝑁=1 i сплайнiв {𝑠*𝑁}

∞
𝑁=1 на них,

де △*
𝑁 ∈ D𝑁 та 𝑠*𝑁 ∈ 𝒮1 (△*

𝑁) для 𝑁 ∈ N, для яких

lim
𝑁→∞

‖𝑓 − 𝑠*𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷))
= 1.

Зрозумiло, що задача 3.1.4 узагальнює задачi 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3. В пiдроздiлi 3.3

ми наведемо результати роботи [190], в якiй знайдено точну асимптотичну

поведiнку величини 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)), коли 𝑁 → ∞, для опуклих функцiй.

3.1.2. Задача мiнiмiзацiї похибки найкращого наближення додатно

визначених квадратичних форм лiнiйними функцiями

Надалi для зручностi кожну точку x ∈ R𝑑 будемо ототожнювати з вектор-

рядком (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑), що складається з координат точки x. Для вектор-рядка x

будемо позначати через xt вектор-стовпчик, транспонований до x.

Один з методiв побудови асимптотично оптимальної послiдовностi трiангуляцiй

{△*
𝑁}

∞
𝑁=1 в задачi (3.1.4) полягає в наступному. Для кожного 𝑁 ∈ N на

першому кроцi будується розбиття △′ на 𝐷, яке складається з невеликої

вiдносно 𝑁 кiлькостi елементiв, та будується промiжне наближення функцiї

квадратичною функцiєю на кожному з елементiв △′. Потiм на кожному з

побудованих елементiв квадратична функцiя наближається лiнiйним сплайном

найкращого наближення, який утворює розбиття цього елементу. Для цього

потрiбно (хоча б в R2) розв’язати задачу про знаходження форми 𝑑-вимiрного

симплекса одиничного об’єма, на якому мiнiмiзується похибка найкращого

(𝛼, 𝛽)-несиметричного наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 квадратичної функцiї

q(x) = xx𝑡 за допомогою лiнiйних функцiй.

Формалiзуємо постановку цiєї задачi. Для симплекса 𝒯 ⊂ R𝑑, означимо

𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ) :=
𝐸(q;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 )

|𝒯 |1+1/𝑝
,
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де |𝒯 | позначає об’єм 𝑑-вимiрного симплекса 𝒯 .

Задача 3.1.5. Необхiдно знайти величину

𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 := inf
𝒯
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ) (3.2)

i вказати симплекси 𝒯 , для яких досягається inf в правiй частинi (3.2).

Задача 3.1.5 узагальнює наступнi спорiдненi задачi.

Задача 3.1.6. Необхiдно знайти величину

𝜎𝑝;𝑑 := inf
𝒯

𝐸(q;𝒫1)𝐿𝑝(𝒯 )

|𝒯 |1+1/𝑝
(3.3)

i вказати симплекси 𝒯 , для яких досягається inf в правiй частинi (3.3).

Задача 3.1.7. Необхiдно знайти величину

𝜎±𝑝;𝑑 := inf
𝒯

𝐸±(q;𝒫1)𝐿𝑝(𝒯 )

|𝒯 |1+1/𝑝
(3.4)

i вказати симплекси 𝒯 , для яких досягається inf в правiй частинi (3.4).

Задачi 3.1.5, 3.1.6 та 3.1.7 вiдiграють важливу роль в багатьох питаннях

геометрiї та теорiї апроксимацiї, зокрема дозволяють отримувати оцiнки

щiльностей найтонших покриттiв [321]. Першi розв’язки задачi 3.1.7 належать

Е.Ф. Дазеведо i Р.Б. Сiмпсону [241], якi обчислили величину 𝜎+∞;2. На даний час

задача 3.1.7 розв’язана в наступних випадках:

1. 𝑑 = 2 i = ∞ – Е.Ф. Дазеведо i Р.Б. Сiмпсон [241];

2. 𝑑 > 2 i 𝑝 = ∞ – В.Т. Раян [320];

3. 𝑑 = 3 i 𝑝 = 2 – М. Брєзiн [233];

4. 𝑑 = 2 i 𝑝 = 1 – К. Бороцкi [231];

5. 𝑑 = 2 i 𝑝 = 2 – Х. Потман та спiвавтори [319];

6. 𝑑 > 2 i 𝑝 ∈ N – Л. Чен [235];

7. 𝑑 = 2 i 𝑝 ∈ (1,∞) – В.Ф. Бабенко, Ю.В. Бабенко i Д.С. Скороходов [192];

8. 𝑑 > 2 i 𝑝 ∈ (1,∞) – Л. Чен [234].

В свою чергу, задача 3.1.6 була розв’язана лише у випадку 𝑑 = 2 i 𝑝 = 2

Е. Надлером [299, 300].
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Зауваження 3.1.1. В [192] величина 𝜎+𝑝;2 була обчислена також у випадку

𝑝 ∈ (0, 1), де пiд величиною 𝐸 (𝑓 ;𝒫1)𝐿𝑝(𝒯 ) ми розумiємо наступний вираз:

𝐸 (𝑓 ;𝒫1)𝐿𝑝(𝒯 ) := inf

{︃(︂∫︁
𝒯
|𝑓(x)− 𝑢(x)|𝑝 dx

)︂1/𝑝

: 𝑢 ∈ 𝒫1

}︃
.

В пiдроздiлi 3.2 показано, що inf в задачi 3.2 досягається на правильному

симплексi (див. теорему 3.2.1). Цей результат опублiковано в [189].

3.1.3. Задача трансфiнiтної iнтерполяцiї функцiй багатьох змiнних

В залежностi вiд наявної iнформацiї про наближувану функцiю в теорiї

апроксимацiї розглядають рiзнi типи iнтерполяцiйних схем, наприклад, схеми

для iнтерполяцiї функцiї в заданiй системi вузлiв або для iнтерполяцiї функцiї

та її частинних похiдних в заданiй системi вузлiв. Трансфiнiтна iнтерполяцiя

є спецiальним типом iнтерполяцiйних схем, що полягає в побудовi функцiї,

яка збiгається з заданою функцiєю складної форми вздовж деяких многовидiв.

Такий тип iнтерполяцiї знаходить застосування в комп’ютернiй томографiї, методi

скiнченних елементiв, геометричному моделюваннi, картографiї, тощо (див. [303,

277, 206]), де iнформацiя про наближувану функцiю природним чином задається

у виглядi її значень вздовж гiперплощин заданої вимiрностi. Трансфiнiтна

iнтерполяцiя вперше дослiджувалася Д. Мангероном [287] в 1932 р., i в

подальшому вивчалася С.А. Коонсом, Дж. Бiркгофом, У. Гордоном, Дж. Холом,

К. Дикеном, М. Флоатером, О.М. Литвином, А. Беджанку, В.Т. Клименком,

В.Ф. Бабенком, Ю.В. Бабенко та iншими (див. роботи [240, 213, 3, 258, 247, 252,

115, 83, 211, 83, 26, 206] та огляди [181, 116, 117] i посилання в них).

Зауважимо, що в багатьох практичних ситуацiях многовиди, вздовж

яких вiдомi значення наближуваної функцiї, утворюють розбиття на областi

визначення функцiй, елементи якого мають лiпшицеву границю. Природним

апаратом наближення в такiй ситуацiї виступають гармонiчнi сплайни, якi

збiгаються на кожному елементi розбиття з гармонiчним продовженням функцiї

з межi елемента в його середину. Властивостi трансфiнiтної iнтерполяцiї за

допомогою гармонiчних сплайнiв вивчалися в [115, 83, 26, 206]. У цих роботах
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розглядалася задача найкращої трансфiнiтної iнтерполяцiї функцiй багатьох

змiнних за допомогою гармонiчних сплайнiв на прямокутних розбиттях. Введемо

необхiднi позначення. Як зазвичай, через Δ будемо позначати оператор Лапласа:

Δ :=
𝜕2

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2

𝜕𝑥2𝑑
.

Нехай 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 ∈ R+ – заданi числа та Π =
𝑑∏︀
𝑗=1

[0, 𝑏𝑗]. Для зручностi, розбиття

на Π позначатимемо через 𝑃 .

Означення 3.1.4. Розбиття 𝑃 на Π будемо називати прямокутним

розбиттям, якщо його елементами є 𝑑-вимiрнi прямокутнi паралелепiпеди.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶(Π) i прямокутного розбиття 𝑃 множини Π побудуємо

гармонiчний сплайн 𝑆𝑃𝑓 наступним чином. Для кожного Ω ∈ 𝑃 через 𝑢 = 𝑆𝑃𝑓 |Ω
позначимо розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа{︃

Δ𝑢(x) = 0, x ∈ intΩ,

𝑢(x) = 𝑓(x), x ∈ 𝜕Ω.

За побудовою, сплайн 𝑆𝑃𝑓 є неперервним на Π i збiгається з 𝑓 на множинi
⋃︀
Ω∈𝑃

𝜕Ω.

Далi, для 1 6 𝑞 6 ∞ розглянемо клас функцiй з обмеженим в 𝐿𝑞 лапласiаном:

𝑊Δ
𝑞 = 𝑊Δ

𝑞 (Π) :=
{︀
𝑓 ∈ 𝐶2 (Π) : ‖Δ𝑓‖𝐿𝑞(Π) 6 1

}︀
,

та для кожного розбиття 𝑃 множини Π означимо похибку наближення функцiй

𝑓 ∈ 𝑊Δ
𝑞 за допомогою гармонiчних сплайнiв на прямокутних розбиттях:

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
:= sup

𝑓∈𝑊Δ
𝑞

‖𝑓 − 𝑆𝑃𝑓‖𝐿𝑠(Π) .

Величина ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
дослiджувалася в роботах [83, 26] на спецiальному класi

розбиттiв 𝑃 , якi можна утворити з Π за рахунок його розрiзання скiнченною

кiлькiстю (𝑑 − 1)-вимiрних гiперплощин, ортогональних координатним осям.

Повторюючи доведення теорем 1 i 2 з [26] ми можемо встановити справедливiсть

наступного зображення для величини ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
в термiнах норм функцiй Грiна.
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Твердження 3.1.1.Нехай 𝑃 – довiльне прямокутне розбиття на Π, 1 6 𝑠 <∞,

𝑠′ = 𝑠/(𝑠− 1). Тодi

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= ℰ𝑃

(︀
𝑊Δ

𝑠′
)︀
1
=

(︃∑︁
Ω∈𝑃

⃦⃦⃦⃦∫︁
Ω

𝐺Ω(·,y) dy
⃦⃦⃦⃦𝑠
𝐿𝑠(Ω)

)︃1/𝑠

де 𝐺Ω – функцiя Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа на Ω. Крiм того,

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ = ℰ𝑃

(︀
𝑊Δ

1

)︀
1
= max

Ω∈𝑃
sup
x∈Ω

∫︁
Ω

𝐺Ω(x,y) 𝑑y.

Для 𝑁 ∈ N через 𝒫𝑁 := 𝒫𝑁(Π) позначимо множину всiх прямокутних

розбиттiв множини Π, якi складаються рiвно з 𝑁 елементiв. Сформулюємо

задачу найкращого наближення функцiй з класу 𝑊Δ
𝑞 гармонiчними сплайнами

на розбиттях 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 .

Задача 3.1.8. Необхiдно обчислити величину

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
:= inf

𝑃∈𝒫𝑁

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
, (3.5)

а також знайти оптимальнi розбиття 𝑃 * ∈ 𝒫𝑁 , для яких

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
= ℰ𝑃 *

(︀
𝑊Δ

𝑞

)︀
𝑠
,

якщо такi розбиття iснують.

В.Ф. Бабенко i Т.Ю. Лескевич [26] розв’язали задачу 3.1.8 для спецiального

класу розбиттiв. Для m ∈ N𝑑 означимо |m| := 𝑚1𝑚2 . . .𝑚𝑑. Нехай 𝒫m – множина

розбиттiв на Π, що складаються з |m| 𝑑-вимiрних прямокутних паралелепiпедiв,
якi отриманi з Π за рахунок його розрiзання (𝑚1 − 1)-єю (𝑑− 1)-вимiрною

гiперплощиною, ортогональною до осi 𝑂𝑥1, (𝑚2 − 1)-єю (𝑑− 1)-вимiрною

гiперплощиною, ортогональною до осi 𝑂𝑥2, тощо. За означенням, 𝒫m ⊂ 𝒫|m|.

Також означимо регулярне розбиття 𝑃 *
m, що належить 𝒫m, i складається з |m|

рiвних 𝑑-вимiрних паралелепiпедiв. Наступне твердження було встановлено в [26]

(див. аргументи, наведенi одразу перед наслiдками 2 i 4 в [26]).

Твердження 3.1.2. Нехай m ∈ N𝑑. Тодi

ℰm
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ := inf

𝑃∈𝒫m

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ = ℰ𝑃 *

m

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ .
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Крiм того, якщо 𝑑 = 2, то

ℰm
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
=ℰ𝑃 *

m

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
=
16𝑏41𝑚2

𝜋5𝑚3
1

∞∑︁
𝑘=0

1

(2𝑘+1)5

(︂
(2𝑘+1)𝜋𝑚1𝑏2

2𝑚2𝑏1
−th

(︂
(2𝑘+1)𝜋𝑚1𝑏2

2𝑚2𝑏1

)︂)︂
.

Пiдроздiл 3.4 мiстить результати робiт [280, 332] щодо розв’язку задачi 3.1.8.

Встановлено (див. теорему 3.4.2), що величини ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
та ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′

)︀
1
мають

порядок 𝑁−2, коли 𝑁 → ∞, та не залежать вiд вимiрностi простору. Також

показано (див. теорему 3.4.1), що цей порядок досягається при наближеннi

гармонiчними сплайнами на розбиттях 𝑃 *,𝑗
𝑁 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, якi утворенi за рахунок

розрiзання Π (𝑑 − 1)-єю гiперплощиною, ортогональною до осi 𝑂𝑥𝑗. Бiльш того,

показано (див. теорему 3.4.3), що у випадку 𝑑 = 2 i 𝑠 = 1 одне з розбиттiв 𝑃 *,1
𝑁

або 𝑃 *,2
𝑁 розв’язує задачу 3.1.8.

Вiдзначимо, що Ю.В. Бабенко та Т.Ю. Лескевич [206] дослiджували нелiнiйнi

методи трансфiнiтної iнтерполяцiї гармонiчними сплайнами. Наведемо необхiднi

позначення з їх роботи. Нехай 𝑁 ∈ N i 1 6 𝑠 6 ∞. Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶(Π)

означимо похибку найкращого нелiнiйного наближення 𝑓 трансфiнiтними

iнтерполяцiйними гармонiчними сплайнами на розбиттях 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 :

𝑅𝑡
𝑁 (𝑓)𝑠 := inf

𝑃∈𝒫𝑁

‖𝑓 − 𝑆𝑃𝑓‖𝐿𝑠(Π) . (3.6)

Слiдуючи [206] будемо називати послiдовнiсть розбиттiв {𝑃𝑁}∞𝑁=1 допустимою,

якщо 𝑃𝑁 ∈ 𝒫𝑁 для всiх 𝑁 ∈ N, та

sup
𝑁∈N

(︂√
𝑁 max

Ω∈𝑃𝑁

diamΩ

)︂
<∞. (3.7)

Також позначимо

𝐶𝑠 :=

⃦⃦⃦⃦∫︁
Π

𝐺Π(·,y) dy
⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑠(Π)

.

В [206, теоремi 2.1] було встановлено наступний результат щодо найкращого

наближення гармонiчними сплайнами на допустимих розбиттях.

Твердження 3.1.3. Нехай Π = [0, 1]× [0, 1] є одиничний квадратат i 𝑓 ∈ 𝐶2(Π)

є довiльна функцiя. Тодi iснує допустиме розбиття
{︀
𝑃 0
𝑁

}︀∞
𝑁=1

, для якого

lim sup
𝑁→∞

𝑁 ·
⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑃 0

𝑁
𝑓
⃦⃦
𝐿𝑠(Π)

6 𝐶𝑠

(︂∫︁
Π

|Δ𝑓(x)|
𝑠

𝑠+1 dx

)︂1+1/𝑠

.
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Бiльш того, для довiльної послiдовностi допустимих розбиттiв {𝑃𝑁}∞𝑁=1,

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · ‖𝑓 − 𝑆𝑃𝑁
𝑓‖𝐿𝑠(Π) > 𝐶𝑠

(︂∫︁
Π

|Δ𝑓(x)|
𝑠

𝑠+1 dx

)︂1+1/𝑠

.

Як наслiдок, встановлено наступну оцiнку зверху асимптотичної поведiнки

похибки найкращого нелiнiйного наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(Π) гармонiчними

сплайнами на прямокутних розбиттях:

lim sup
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑡
𝑁(𝑓)𝑠 6 𝐶𝑠

(︂∫︁
Π

|Δ𝑓(x)|
𝑠

𝑠+1 dx

)︂1+1/𝑠

. (3.8)

В пiдроздiлi 3.4 ми встановимо (див. наслiдок 3.4.1) значно сильнiше

твердження, а саме, що 𝑅𝑡
𝑁(𝑓) має порядок не вище за 𝑁

−2, коли 𝑁 → ∞.

3.2. Найкраще наближення додатно визначених квадратичних

форм лiнiйними функцiями на симплексах

В цьому пiдроздiлi розв’язана екстремальна геометрична задача про

знаходження форми симплекса одиничного об’єму, на якому мiнiмiзується похибка

несиметричного наближення додатно визначеної квадратичної форми лiнiйними

функцiями. Результати пiдроздiлу опублiковано в статтi [189].

Означимо евклiдову вiдстань мiж точками a,b ∈ R𝑑 стандартним чином:

‖a− b‖2 :=

(︃
𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 − 𝑏𝑗)
2

)︃1/2

.

Для квадратної матрицi J через Jt позначимо транспоновану до неї матрицю, а

через 𝒯0 позначимо правильний симплекс одиничного об’єму в R𝑑.

Теорема 3.2.1. Нехай 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑑 ∈ N i 1 6 𝑝 6 ∞. Тодi 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 = 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯0).

Приймаючи до уваги (3.1) з теореми 3.2.1 можна отримати наступнi наслiдки.

Наслiдок 3.2.1. Нехай 𝑑 ∈ N i 1 6 𝑝 6 ∞. Тодi 𝜎𝑝;𝑑 = 𝐸(q;𝒮1(𝒯0))𝐿𝑝(𝒯0).

Наслiдок 3.2.2. Нехай 𝑑 ∈ N i 1 6 𝑝 6 ∞. Тодi 𝜎±𝑝;𝑑 = 𝐸±(q;𝒮1(𝒯0))𝐿𝑝(𝒯0).

Використовуючи властивостi лiнiйних перетворень, отримаємо ще один

наслiдок з теореми 3.2.1.
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Наслiдок 3.2.3. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞, 𝛼, 𝛽 > 0 i f – додатно визначена

квадратична форма. Тодi

inf
𝒯 ⊂R𝑑

𝐸 (f;𝒮1 (𝒯 ))𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 )

|𝒯 |1+1/𝑝
= 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 · det f2,

де inf береться за всiма 𝑑-вимiрними симплексами, а det f – визначник

квадратної матрицi, що вiдповiдає квадратичнiй формi f.

Зауважимо, що в роботi [192] величина 𝜎+𝑝;2 знайдена i у випадку 𝑝 ∈ (0, 1), а

також показано, що правильний трикутник одиничної площi є екстремальним у

вiдповiднiй задачi 3.1.7.

Перейдемо до доведення результатiв цього пiдроздiлу. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞,

𝛼, 𝛽 > 0 i 𝒯 – довiльний 𝑑-вимiрний симплекс. Зауважимо, що значення величини

𝐸 (q;𝒮1(𝒯 ))𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 ) не залежить вiд рухiв симплекса 𝒯 . Тому для симплексiв

𝒯 , 𝒯 ′ ⊂ R𝑑, будемо писати 𝒯 = 𝒯 ′, якщо iснує рух 𝐹 простору R𝑑 такий, що

𝐹 (𝒯 ) = 𝒯 ′, i будемо писати 𝒯 ≠ 𝒯 ′ в протилежному випадку.

Для доведення теореми 3.2.1 встановимо двi допомiжнi леми.

Лема 3.2.1. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞, 𝛼, 𝛽 > 0 i 𝒯 – довiльний 𝑑-вимiрний

симплекс одиничного об’єму. Тодi iснує константа 𝐶 > 0, яка не залежить вiд

𝒯 , така, що 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ) > 𝐶 · (diam 𝒯 )2.

Доведення. Нехай 𝒯𝑑 := 𝒯 = {t1, t2, . . . , t𝑑+1} – симплекс одиничного об’єму.

Без зменшення загальностi будемо вважати, що
⃦⃦
t1 − t2

⃦⃦
2

= diam 𝒯𝑑. Для

𝑗 = 1, . . . , 𝑑− 1 позначимо 𝒯𝑗 = {t1, t2, . . . , t𝑗+1}, який є 𝑗-вимiрним симплексом.

Спочатку розглянемо випадок 1 6 𝑝 <∞. Для 𝑗 = 2, . . . , 𝑑 через ℎ𝑗 позначимо

довжину висоти симплекса 𝒯𝑗, опущену з вершини t𝑗+1 на симплекс 𝒯𝑗−1. Для

будь-якого a = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) ∈ R𝑑 позначимо a′ = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑−1). Тодi

𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯𝑑) = inf
a∈R𝑑, 𝑐∈R

∫︁
𝒯𝑑
|xxt − axt − 𝑐|𝑝𝛼,𝛽 dx

= inf
a∈R𝑑, 𝑐∈R

∫︁ ℎ𝑑

0

∫︁
𝑢
ℎ𝑑

𝒯𝑑−1

|𝑢2 + yyt − 𝑎𝑑𝑢− a′yt − 𝑐|𝑝𝛼,𝛽 dyd𝑢

>
∫︁ ℎ𝑑

0

(︂
𝑢

ℎ𝑑

)︂2𝑝+(𝑑−1)

𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;𝑑−1(𝒯𝑑−1) d𝑢 =
ℎ𝑑

2𝑝+ 𝑑
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;𝑑−1(𝒯𝑑−1).
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За iндукцiєю неважко переконатися в тому, що

𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯𝑑) >
ℎ2 . . . ℎ𝑑

(2𝑝+ 2) · · · (2𝑝+ 𝑑)
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;1(𝒯1)

> 𝐶𝑝 · ℎ2 . . . ℎ𝑑
𝑑!

· (diam 𝒯𝑑)2𝑝+1 = 𝐶𝑝(diam 𝒯𝑑)2𝑝,

де 𝐶 > 0 є деякою константою, що не залежить вiд вибору симплекса 𝒯𝑑.
У випадку 𝑝 = ∞ отримаємо

𝜎∞;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯𝑑) > 𝜎∞;𝛼,𝛽;1(𝒯1) = inf
𝑘∈R,𝑐∈R

sup
𝑢∈[0,diam 𝒯𝑑]

|𝑢2 − 𝑘𝑢− 𝑐|𝛼,𝛽 > 𝐶(diam 𝒯𝑑)2.

Лема 3.2.2. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞, 𝛼, 𝛽 > 0. Якщо 𝒯 , 𝒯 ≠ 𝒯0, є 𝑑-вимiрний
симплекс одиничного об’єму, то iснує симплекс 𝒯 * ⊂ R𝑑 одиничного об’єму, для

якого 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ) > 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 *).

Доведення леми 3.2.2. Нехай 𝒯 = {w1,w2, t1, . . . , t𝑑−1} ̸= 𝒯0 – 𝑑-вимiрний

симплекс одиничного об’єму. Без зменшення загальностi будемо вважати, що

‖w1 − t1‖2 ̸= ‖w2 − t1‖2. Задамо прямокутну систему координат в просторi R𝑑

таким чином, що вершини симплекса 𝒯 мають координати: w1 = (−𝛿, 0, 0, . . . , 0)
i w2 = (𝛿, 0, 0, . . . , 0), де 𝛿 := 1

2‖w
1 −w2‖2, i

t1 = ( 𝑏1 𝑎1,1 0 0 . . . 0 0 ),

t2 = ( 𝑏2 𝑎1,2 𝑎2,2 0 . . . 0 0 ),
... ... ... ... ... ... ...

t𝑑−1 = ( 𝑏𝑑−1 𝑎1,𝑑−1 𝑎2,𝑑−1 𝑎3,𝑑−1 . . . 𝑎𝑑−2,𝑑−1 𝑎𝑑−1,𝑑−1 ),

де {𝑏𝑗}𝑑−1
𝑗=1 i {𝑎𝑗,𝑘}16𝑗6𝑘6𝑑−1 є деякi дiйснi числа. Зазначимо, що за припущенням,

𝑏1 ̸= 0. Також в силу невиродженостi симплекса 𝒯 неважко бачити, що 𝑎𝑗,𝑗 ̸= 0

для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑− 1.

Введемо наступнi позначення: b := (𝑏1, . . . , 𝑏𝑑−1) i

A :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3 . . . 𝑎1,𝑑−2 𝑎1,𝑑−1

0 𝑎2,2 𝑎2,3 . . . 𝑎2,𝑑−2 𝑎2,𝑑−1

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 0 𝑎𝑑−1,𝑑−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Оскiльки матриця A невироджена, то означимо

y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑑−1) := b𝐴−1. (3.9)
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Нехай I – одинична матриця розмiру (𝑑− 1)× (𝑑− 1), а R := yty+ I. Неважко

бачити, що матриця R симетрична та додатно визначена. Отже (див. [263]), iснує

верхньотрикутна матрицяU = (𝑢𝑘,𝑗)16𝑘,𝑗6𝑑−1, для якоїR = UtU. Бiльш того, для

будь-якого 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1 можна вважати, що 𝑢𝑗,𝑗 =
√︁

𝐷𝑗

𝐷𝑗−1
, де 𝐷0 := 1 i для

𝑘 = 1, . . . , 𝑑− 1

𝐷𝑘 := det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 + 𝑦21 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦1𝑦𝑘−1 𝑦1𝑦𝑘

𝑦1𝑦2 1 + 𝑦22 . . . 𝑦2𝑦𝑘−1 𝑦2𝑦𝑘
... ... . . . ... ...

𝑦1𝑦𝑘 𝑦2𝑦𝑘 . . . 𝑦𝑘−1𝑦𝑘 1 + 𝑦2𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.10)

Як наслiдок, 𝑢𝑗,𝑗 > 0 для будь-якого 𝑗 = 1, . . . , 𝑑− 1.

Нехай Q = (𝑞𝑘,𝑗)16𝑘,𝑗6𝑑−1 – дiагональна матриця така, що 𝑞𝑗,𝑗 = 𝑢𝑗,𝑗,

𝑗 = 1, . . . , 𝑑− 1. Означимо U := Q−1U. Зрозумiло, що U – верхньотрикутна

матриця з одиничним визначником, а також R = U
t
Q2U. Далi, означимо

M := UA i позначимо елементи матрицiM через𝑚𝑘,𝑗, тобтоM = (𝑚𝑘,𝑗)16𝑘,𝑗6𝑑−1.

Зауважимо, що 𝑚𝑗,𝑗 = 𝑎𝑗,𝑗 для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑− 1.

Розглянемо симплекс ̃︀𝒯 = {w1,w2,̃︀t1, . . . ,̃︀t𝑑−1} з вершинами

̃︀t1 := ( 0 𝑎1,1 0 0 . . . 0 0 ),̃︀t2 := ( 0 𝑚1,2 𝑎2,2 0 . . . 0 0 ),
... ... ... ... ... ... ...̃︀t𝑑−1 := ( 0 𝑚1,𝑑−1 𝑚2,𝑑−1 𝑚3,𝑑−1 . . . 𝑚𝑑−2,𝑑−1 𝑎𝑑−1,𝑑−1 ).

Вочевидь, об’єми симплексiв 𝒯 i ̃︀𝒯 збiгаються.

Побудуємо лiнiйне перетворення 𝑆 : R𝑑 → R𝑑, для якого 𝑆(̃︀𝒯 ) = 𝒯 . Для цього
вiзьмемо h := bM−1 ∈ R𝑑−1 i означимо лiнiйне перетворення 𝑆 за допомогою

матрицi

S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 h

0
...

0

(U)−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Зрозумiло, що detS = 1. Тому для будь-якого a = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑑) ∈ R𝑑 i 𝑐 ∈ R

𝐿 :=
⃦⃦
xxt − axt − 𝑐

⃦⃦
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 )

=
⃦⃦
vStSvt − aSvt − 𝑐

⃦⃦
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(̃︀𝒯 )

. (3.11)
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Розглянемо симплекс ̂︀𝒯 = {w1,w2,̂︀t1, . . . ,̂︀t𝑑−1} такий, що̂︀t1 := ( −𝑏1 𝑎1,1 0 0 . . . 0 0 ),̂︀t2 := ( −𝑏2 𝑎1,2 𝑎2,2 0 . . . 0 0 ),
... ... ... ... ... ... ...̂︀t𝑑−1 := ( −𝑏𝑑−1 𝑎1,𝑑−1 𝑎2,𝑑−1 𝑎3,𝑑−1 . . . 𝑎𝑑−2,𝑑−1 𝑎𝑑−1,𝑑−1 ).

Неважко переконатися в тому, що лiнiйне перетворення ̂︀𝑆 : R𝑑 → R𝑑, означене за

допомогою матрицi

̂︀S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −h

0
...

0

(U)−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
перетворює симплекс ̃︀𝒯 в симплекс ̂︀𝒯 . Отже, для ̂︀a := (−𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑑) отримаємо̂︀𝐿 :=

⃦⃦
xxt − ̂︀axt − 𝑐

⃦⃦
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(̂︀𝒯 )

=
⃦⃦⃦
v̂︀St̂︀Svt − ̂︀â︀Svt − 𝑐

⃦⃦⃦
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(̃︀𝒯 )

. (3.12)

В силу симетричностi симплексiв 𝒯 i ̂︀𝒯 маємо, що 𝐿 = ̂︀𝐿. Використовуючи (3.11)
i (3.12), можемо встановити, що

𝐿 =
1

2

(︁
𝐿+ ̂︀𝐿)︁ >

⃦⃦⃦⃦
1

2

[︁
v(StS+ ̂︀St̂︀S)vt − (aS+ ̂︀â︀S)vt − 2𝑐

]︁⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(̃︀𝒯 )

. (3.13)

Зауважимо, що

2D := StS+ ̂︀St̂︀S = 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

0
...

0

hth+ [(U)−1]t(U)−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Оскiльки h = bM−1 = bA−1(U)−1, то

hth+
(︁(︀

U
)︀−1
)︁t

(U)−1 =
(︀
(U)−1

)︀t (︁(︀
A−1

)︀t
btbA−1 + I

)︁ (︀
U
)︀−1

=
(︁(︀

U
)︀−1
)︁t

R
(︀
U
)︀−1

= Q2.

Таким чином

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

0
...

0

Q2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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i D є дiагональною матрицею з елементами 1, 𝐷1,
𝐷2

𝐷1
, . . . , 𝐷𝑑−1

𝐷𝑑−2
на головнiй

дiагоналi (числа 𝐷𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1, визначенi рiвностями (3.10)). Нехай

𝐹 – лiнiйне перетворення, визначене за допомогою дiагональної матрицi F з

елементами 𝐷
1
2𝑑

𝑑−1, 𝐷
1
2𝑑

𝑑−1 ·
√︁

1
𝐷1
, 𝐷

1
2𝑑

𝑑−1 ·
√︁

𝐷1

𝐷2
, . . . , 𝐷

1
2𝑑

𝑑−1 ·
√︁

𝐷𝑑−2

𝐷𝑑−1
на головнiй дiагоналi.

Вочевидь, detF = 1. Нехай 𝒯 * = 𝐹−1(̃︀𝒯 ). Тодi з огляду на (3.13) матимемо

𝐿 > 𝐷
1
𝑑

𝑑−1‖zz
t − gzt − 𝑐′‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝒯 *),

де g = 1

2𝐷
1
2𝑑
𝑑−1

(aS+ ̂︀â︀S)F i 𝑐′ = 𝑐

𝐷
1
2𝑑
𝑑−1

. Як наслiдок,

𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ) > 𝐷
1/𝑑
𝑑−1𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯

*).

Покажемо, що з припущення
⃦⃦
w1 − t1

⃦⃦
2
̸=
⃦⃦
w2 − t1

⃦⃦
2
випливає нерiвнiсть

𝐷𝑑−1 > 1. Дiйсно, оскiльки матриця R є додатно визначеною, то

𝐷𝑑−1 = det (yty + 𝐼) = (1 + 𝜆1) · · · (1 + 𝜆𝑑−1) > 1,

де 𝜆𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1, – власнi числа матрицi yty (iснування невiд’ємних

власних чисел випливає з додатної напiввизначеностi (див. [263]) i симетричностi

матрицi yty). Остання нерiвнiсть обертається в рiвнiсть тодi i тiльки тодi, коли

𝜆𝑗 = 0 для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1, або, що те ж саме, коли 𝑦𝑗 = 0 для всiх

𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1. За (3.9) i невиродженiстю матрицi A з останнiх спiввiдношень

випливає, що 𝑏𝑗 = 0 для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 − 1. Проте це суперечить нерiвностi

𝑏1 ̸= 0, яка випливає з припущення
⃦⃦
w1 − t1

⃦⃦
2
̸=
⃦⃦
w2 − t1

⃦⃦
2
.

Доведення теореми 3.2.1. За лемою 3.2.1, iснує 𝑑-вимiрний симплекс 𝒯 ′

одиничного об’єму такий, що 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑 = 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;𝑑(𝒯 ′). Тодi за лемою 3.2.2, 𝒯 ′ = 𝒯0.

3.3. Нелiнiйне наближення двiчi неперервно диференцiйовних

опуклих функцiй лiнiйними сплайнами

В цьому пiдроздiлi розв’язується задача знаходження точної асимптотичної

поведiнки величини найкращого несиметричного адаптивного наближення в

метрицi простору 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, двiчi неперервно диференцiйовних опуклих фун-

кцiй двох змiнних лiнiйними сплайнами, коли кiлькiсть трикутникiв в трiангуляцiї
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прямує до нескiнченностi. Також побудовано асимптотично оптимальну послiдов-

нiсть трiангуляцiй i лiнiйних сплайнiв на них. Результати пiдроздiлу опублiковано

в [190].

Надалi нам iнодi будуть потрiбнi лiнiйнi простори 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 ∈ (0, 1), вимiрних

за Лебегом функцiй 𝑓 : Ω → R, для яких скiнченною є величина

‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω) := ‖𝑓‖𝑝 =
(︂∫︁

Ω

|𝑓(x)|𝑝dx
)︂1/𝑝

<∞.

3.3.1. Основнi результати пiдроздiлу та iдеї їх доведення

Нехай 𝐷 – багатокутник на площинi. Надалi для зручностi i без зменшення

загальностi мiркувань будемо вважати, що 𝐷 := [0, 1]2. Наступна теорема є

основним результатом цього пiдроздiлу.

Теорема 3.3.1. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) є такою, що 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 0 для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.

Тодi для всiх 𝛼, 𝛽 > 0 i 1 6 𝑝 6 ∞ має мiсце гранична рiвнiсть

lim
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) =
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

,

де константа 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2 була означена в (3.2).

Для звичайних (без обмежень) найкращих i найкращих одностороннiх

𝐿𝑝-наближень можна отримати наступнi наслiдки з теореми 3.3.1.

Наслiдок 3.3.1. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷), 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 0 для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Тодi для

всiх 1 6 𝑝 6 ∞,

lim
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁(𝑓, 𝐿𝑝(𝐷)) =
𝜎𝑝;2
2

·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

,

lim
𝑁→∞

𝑁 · inf
△𝑁

𝐸±(𝑓 ;𝒮(△𝑁))𝑝 =
𝜎±𝑝;2
2

·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

,

де константа 𝜎𝑝;2 означена рiвнiстю (3.3), а константа 𝜎±𝑝;2 – рiвнiстю (3.4).

Зауваження 3.3.1. Теорема 2 в [192] встановлює точну асимптотичну

поведiнку величини inf
△𝑁

𝐸+ (𝑓 ;𝒮 (△𝑁))𝑝, коли 𝑁 → ∞, у випадку 𝑝 ∈ (0, 1) та

строго опуклої функцiї 𝑓 .
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Зауваження 3.3.2. Твердження теореми 3.3.1 залишається вiрним, якщо

множину 𝒮(△) неперервних лiнiйних сплайнiв на трiангуляцiях △ замiнити

бiльш широким класом 𝒮(△) довiльних лiнiйних сплайнiв на трiангуляцiях △,

якi необов’язково є неперервними.

Доведення теореми 3.3.1, якому присвячено подальшу частину даного

пiдроздiлу, є доволi технiчним та громiздким. Тому для спрощення його

сприйняття введемо основнi iдеї доведення. Зауважимо, що близькi iдеї у випадку

iнтерполяцiї функцiй з додатним гесiаном використовувалися ранiше в [188, 192].

Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) є такою, що 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 0 для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Для доведення

теореми 3.3.1 ми покажемо, що для будь-якого 𝜀 > 0 виконуються нерiвностi

lim sup
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) 6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

(1 + 𝜀), (3.14)

i

lim inf
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) >
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

(1− 𝜀). (3.15)

Надалi ми будемо посилатися на доведення нерiвностi (3.14) як на “оцiнку зверху”,

а нерiвностi (3.15) – як на “оцiнку знизу”.

Для доведення (3.14) оберемо довiльне 𝜀 > 0 та побудуємо послiдовнiсть

трiангуляцiй {△𝑁(𝜀)}∞𝑁=1, △𝑁(𝜀) ∈ D𝑁 , i вiдповiдних лiнiйних сплайнiв

{𝑠𝑁(𝜀)}∞𝑁=1, 𝑠𝑁(𝜀) ∈ 𝑆 (△𝑁(𝜀)), на них такi, що

lim sup
𝑁→∞

𝑁 · ‖𝑓 − 𝑠𝑁(𝜀)‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) 6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

· (1 + 𝜀). (3.16)

Для цього для кожного 𝑁 ∈ N побудуємо трiангуляцiю △𝑁(𝜀) ґрунтуючись

на iдеї промiжного наближення функцiй з класу 𝐶2(𝐷) кусково квадратичними

функцiями. Спочатку, для 𝛿 > 0 позначимо модуль неперервностi функцiї

𝑔 ∈ 𝐶(𝐷):

𝜔 (𝑔, 𝛿) := sup {|𝑔(𝑥′)− 𝑔(𝑥′′)| : (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝐷, |𝑥′ − 𝑥′′| 6 𝛿, |𝑦′ − 𝑦′′| 6 𝛿} ,

i для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 розглянемо функцiю

𝜆min(𝑥, 𝑦) :=
𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

4
−

√︁
(𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦))

2 − 4𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

4
,
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значення якої в точцi (𝑥, 𝑦) збiгається зi значенням найменшого власного значення

матрицi Гессе функцiї 𝑓 .

Розiб’ємо множину 𝐷 на 𝑚2
𝑁 пiдмножин, де 𝑚𝑁 = 𝑜(𝑁) i 𝑚2

𝑁 → ∞, коли

𝑁 → ∞. У випадку 𝐷 = [0, 1]2 для зручностi оберемо квадрати в якостi таких

пiдмножин, i позначимо їх через 𝐷𝑁
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 . На кожному 𝐷
𝑁
𝑗 розглянемо

промiжне наближення функцiї 𝑓 її полiномом Тейлора другого порядку 𝑓𝑁,𝑗,

який побудовано в деякiй точцi всерединi 𝐷𝑁
𝑗 (для визначеностi оберемо

центр 𝐷𝑁
𝑗 ). Вiдзначимо, що порядок цього наближення перевищує порядок

похибки 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) i, отже, не впливає на головний член асимптотики

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)). Зауважимо, що похибка наближення квадратичної функцiї 𝑓𝑁,𝑗

лiнiйними сплайнами збiгається з похибкою наближення її квадратичної частини,

яку надалi позначатимемо через 𝑄𝑁,𝑗, лiнiйними сплайнами. Тому замiсть фун-

кцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) ми будемо наближати квадратичну форму 𝑄𝑁,𝑗 за допомогою

лiнiйних сплайнiв на кожному з 𝐷𝑁
𝑗 . Перехiд до промiжного наближення є однiєю

з основних iдей побудови асимптотично оптимальних послiдовностей трiангуляцiй

i сплайнiв на них i встановлення точної асимптотичної поведiнки величини

𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)), коли 𝑁 → ∞.

Коефiцiєнти квадратичної форми 𝑄𝑁,𝑗, якi, вочевидь, залежать вiд функцiї

𝑓 , визначають геометрiю оптимального елемента трiангуляцiї – трикутника – на

пiдмножинi 𝐷𝑁
𝑗 наступним чином. Спочатку знайдемо власнi числа 𝜆𝑁,𝑗min та 𝜆

𝑁,𝑗
max

квадратичної форми 𝑄𝑁,𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2
𝑁 . В залежностi вiд величини власних

чисел, подiлимо пiдмножини 𝐷𝑁
𝑗 на чотири групи.

1. Перша група мiстить тi з них, для яких 𝜆𝑁,𝑗max > 𝜆𝑁,𝑗min > 𝜀. В цьому випадку

промiжним наближенням 𝑄𝑁,𝑗 функцiї 𝑓 на 𝐷𝑁
𝑗 є елiптичний параболоїд.

Знайдемо оптимальний трикутник (його форму i розташування на площинi)

за рахунок розв’язання локальної задачi мiнiмiзацiї (𝛼, 𝛽)-несиметричної

похибки наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 квадратичної форми 𝑄𝑁,𝑗

лiнiйними функцiями. Деталi можна знайти в параграфi 3.3.2. Потiм

оберемо розмiр трикутникiв в кожному з квадратiв 𝐷𝑁
𝑗 таким чином, що їх

сукупна кiлькiсть приблизно дорiвнює 𝑁 i загальна похибка наближення на

трикутниках в квадратах цiєї групи є мiнiмальною. Зауважимо, що похибка
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на квадратах з першої групи буде давати основний внесок в глобальну

похибку i тому є основним фокусом нашої уваги.

Нехай 𝑇𝑁𝑗 – оптимальний трикутник, який розв’язує цю задачу мiнiмiзацiї на

квадратi 𝐷𝑁
𝑗 . Використаємо 𝑇

𝑁
𝑗 разом з його симетричними вiдображеннями

i паралельними переносами для побудови трiангуляцiї кожного квадрата 𝐷𝑁
𝑗 ,

яка складається з малої кiлькостi (𝑜
(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
, 𝑁 → ∞) iнших трикутникiв

(утвореними за рахунок виправлення трiангуляцiї вздовж межi 𝐷𝑁
𝑗 ).

2. Друга група складається з квадратiв, для яких 𝜔
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
< 𝜆𝑁,𝑗min 6 𝜀.

Кiлькiсть квадратiв з цiєї групи є малою, а тому внесок похибки наближення

функцiї 𝑓 лiнiйними сплайнами на їх об’єднаннi матиме незначний внесок

в глобальну похибку. Квадрати з цiєї групи розiб’ємо на рiвнi прямокутнi

рiвнобедренi трикутники в кiлькостi 𝑜
(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
.

3. Третя група мiстить квадрати, для яких 𝜆𝑁,𝑗min 6 𝜔
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
та 𝜆𝑁,𝑗max > 𝜀.

В цьому випадку промiжне наближення 𝑄𝑁,𝑗 на 𝐷𝑁
𝑗 є близьким до

параболiчного цилiндра. Квадрати 𝐷𝑁
𝑗 з цiєї групи розiб’ємо на 𝜀 · 𝑜

(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
прямокутних трикутникiв, найдовша сторона яких розташована вздовж

напрямку власного вектора, що вiдповiдає власному значенню 𝜆𝑁,𝑗min.

4. Четверта група складається з квадратiв, для яких 𝜆𝑁,𝑗min 6 𝜔
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
та 𝜆𝑁,𝑗max 6 𝜀. Промiжне наближення в цьому випадку є майже плоскими.

Квадрати з цiєї групи подiлимо на рiвнi прямокутнi рiвнобедренi трикутники

в кiлькостi 𝜀 · 𝑜
(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
.

“Склеюючи” (без додавання нових вершин) трiангуляцiї всiх 𝐷𝑁
𝑗 ми отримаємо

шукану трiангуляцiю △𝑁(𝜀) ∈ D𝑁 множини 𝐷.

Тепер ми означимо сплайн 𝑠𝑁(𝜀;𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 (Δ𝑁(𝜀)), який буде достатньо добре

наближати функцiю 𝑓 . Спочатку, на об’єднаннi 𝑈𝑁 трикутникiв, кожний з яких

розташований всерединi вiдповiдного квадрата 𝐷𝑁
𝑗 з першої групи, ми означимо

𝑠𝑁(𝜀;𝑥, 𝑦) := 𝑠𝑁(𝜀;𝑥, 𝑦), де 𝑠𝑁 – сплайн найкращого (𝛼, 𝛽)-несиметричного

наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 на 𝑈𝑁 вiдповiдної квадратичної форми 𝑄𝑁,𝑗.

На трикутниках, якi мiстяться в 𝐷 ∖ int (𝑈𝑁), означимо 𝑠𝑁(𝜀;𝑥, 𝑦) як лiнiйний

сплайн, що iнтерполює 𝑓 в вершинах Δ𝑁(𝜀), якi розташованi на 𝐷 ∖ 𝑈𝑁 , i
iнтерполює 𝑠𝑁 в вершинах на межi 𝑈𝑁 . Вiдзначимо, що сплайн, означений таким
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чином, є неперервним на множинi 𝐷.

Побудованi послiдовностi трiангуляцiй {Δ𝑁(𝜀)}∞𝑁=1 i вiдповiдних сплайнiв

{𝑠𝑁(𝜀)}∞𝑁=1 дозволяють нам довести оцiнку зверху (3.16).

Наведемо тепер iдеї, на яких ґрунтується доведення оцiнки (3.15). Для цього

ми покажемо, що для будь-якого достатньо малого числа 𝜀 > 0 i довiльної

послiдовностi трiангуляцiй {△𝑁}∞𝑁=1 з властивiстю

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) <∞,

виконується наступна нерiвнiсть

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
𝐶𝑝
2

·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

(1− 𝜀). (3.17)

Загальна iдея доведення нерiвностi (3.17) полягає в розбиттi трикутникiв в трi-

ангуляцiї △𝑁 на двi категорiї: “хорошi” трикутники та “поганi” трикутники. Спо-

чатку ми покажемо, що похибками inf
𝑃∈𝒫1

‖𝑓 − 𝑃‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 ) на кожному з “поганих”

трикутникiв 𝑇 можна знехтувати. А тому ми можемо дослiджувати лише похибки

inf
𝑃∈𝒫1

‖𝑓 − 𝑃‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 ) на “хороших” трикутниках 𝑇 ∈ △𝑁 . Для таких трикутникiв

𝑇 ми застосуємо iдею промiжного наближення i замiнимо функцiю 𝑓 на її

полiном Тейлора другого порядку 𝑓𝑁 ;𝑇 , побудованого в довiльнiй точцi всерединi

трикутника 𝑇 . Тодi використаємо допомiжнi результати з параграфу 3.3.2, а

також застосуємо нерiвнiсть Йєнсена (див., наприклад [262, Роздiл III]) для

отримання необхiдної нерiвностi (3.17).

Пояснимо класифiкацiю трикутникiв 𝑇 ∈ △𝑁 на “хорошi” та “поганi”. Для

цього ми подiлимо трикутники в кожнiй з трiангуляцiй △𝑁 , 𝑁 ∈ N, на п’ять груп
наступним чином. Припустимо, що 𝑇 ∈ △𝑁 . Тодi:

1. 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
1 тодi i тiльки тодi, коли 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) < 2𝜀 в кожнiй точцi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇 ;

2. 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
2 тодi i тiльки тодi, коли 𝑇 ̸∈ 𝐴𝑁

1 , 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝜀 в кожнiй точцi

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇 i ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑇‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )
iстотно менша за inf

𝑃∈𝒫1

‖𝑓 − 𝑃‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 );

3. 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
3 тодi i тiльки тодi, коли 𝑇 ̸∈ 𝐴𝑁

1 , 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝜀 в кожнiй точцi

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇 i diam𝑇 є дуже великим;

4. 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
4 тодi i тiльки тодi, коли 𝑇 ̸∈ 𝐴𝑁

1 ∪ 𝐴𝑁
2 ∪ 𝐴𝑁

3 i 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝜀 в кожнiй

точцi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇 ;
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5. 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
5 тодi i тiльки тодi, коли iснують точки (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝑇 i (𝑥′′, 𝑦′′) ∈ 𝑇 , в

яких 𝐻(𝑓 ;𝑥′, 𝑦′) < 𝜀 i 𝐻(𝑓 ;𝑥′′, 𝑦′′) > 2𝜀.

В лемах 3.3.6 i 3.3.4 ми покажемо, що сукупна площа трикутникiв, якi належать

множинам 𝐴𝑁
3 , 𝐴

𝑁
4 i 𝐴𝑁

5 не перевищує 𝜀. Разом з визначенням групи 𝐴𝑁
1 це

дозволяє нам класифiкувати трикутники 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
1 ∪ 𝐴𝑁

3 ∪ 𝐴𝑁
4 ∪ 𝐴𝑁

5 як “поганi”, а

трикутники 𝑇 ∈ 𝐴𝑁
2 – як “хорошi”.

3.3.2. Допомiжнi результати для доведення теореми 3.3.1

В цьому параграфi ми наведемо деякi допомiжнi результати, якi знадобляться

при доведеннi основних результатiв пiдроздiлу. Надалi через 𝑇0 позначимо

рiвностороннiй трикутник одиничної площi.

Зауваження 3.3.3. Нехай 𝑃 є лiнiйний полiном найкращого наближення

квадратичної форми q на рiвносторонньому трикутнику 𝑇0. За допомогою

мiркувань симетричностi та iнварiантностi вiдносно поворотiв переконуємося

в тому, що рiзниця q− 𝑃 набуває однакових значень у вершинах 𝑇0.

Iнодi константу 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2 можна знайти в явному виглядi. Наприклад,

𝜎∞;𝛼,𝛽;2 =
4𝛼𝛽

3
√
3(𝛼 + 𝛽)

,

а у випадку 3
√
3𝛼 6 𝜋(𝛼 + 𝛽),

𝜎1;𝛼,𝛽;2 =
𝛼

3
√
3
− 𝛼2

2𝜋(𝛼 + 𝛽)
.

Розглянемо тепер довiльну додатно визначену квадратичну форму 𝑄 виду

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑦2 + 2𝐶𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, де 𝐴𝐵 > 𝐶2, i знайдемо трикутник

одиничної площi 𝑇 , який є розв’язком задачi мiнiмiзацiї

𝐸 (𝑄;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )
→ inf, |𝑇 | = 1. (3.18)

Нехай 𝜆1, 𝜆2 є власними числами матрицi 𝑆 =

(︃
𝐴 𝐶

𝐶 𝐵

)︃
i через 𝑈 позначимо

матрицю 2× 2, складену з власних векторiв матрицi 𝑆 одиничної довжини. Тодi
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лiнiйне перетворення (︃
𝑥

𝑦

)︃
= 𝑈

(︃
𝜆
−1/2
1 0

0 𝜆
−1/2
2

)︃(︃
𝑢

𝑣

)︃
(3.19)

перетворює квадратичну форму 𝑄(𝑥, 𝑦) в квадратичну форму q(𝑢, 𝑣). Отже,

оптимальний трикутник 𝑇 в задачi (3.18) можна отримати з рiвностороннього

трикутника, застосувуючи до нього обернене перетворення до (3.19). Таким чином

ми встановлюємо наступне твердження.

Наслiдок 3.3.2. Нехай 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 2𝐶𝑥𝑦 є додатно визначена

квадратична форма, тобто 𝐴𝐵 − 𝐶2 > 0. Тодi для всiх 𝛼, 𝛽 > 0 i 1 6 𝑝 6 ∞,

мають мiсце рiвностi

inf
𝑇

𝐸(𝑄;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )

|𝑇 |1+1/𝑝
= 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

√︀
𝐴𝐵 − 𝐶2 = 𝐸(𝑞;𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇0)

√︀
𝐴𝐵 − 𝐶2,

де 𝑇0 – правильний трикутник одиничної площi.

Зауваження 3.3.4. Нехай трикутник 𝑇 реалiзує inf в задачi 3.18 для додатно

визначеної квадратичної форми 𝑄. Якщо 𝑃 є лiнiйний полiном найкращого

несиметричного наближення форми 𝑄 на 𝑇 , то рiзниця 𝑄 − 𝑃 приймає рiвнi

значення в вершинах 𝑇 .

Разом з наслiдком 3.3.1 нам знадобляться наступнi двi леми.

Лема 3.3.1. Розглянемо сiм’ю квадратичних форм 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 2𝐶𝑥𝑦, якi

задовольняють умовам 0 < 𝐴 6 𝐴+, 0 < 𝐵 6 𝐵+ i 𝐻 = 𝐴𝐵 − 𝐶2 > 𝐾, де

𝐴+, 𝐵+ i 𝐾 є деякi заданi додатнi числа. Тодi для довiльної такої квадратичної

форми 𝜆min >
√
𝐾 > 0.

Ця лема є тривiальним наслiдком того, що функцiя 𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑢−
√
𝑢2 − 𝑣, 𝑢 > 0

i 0 < 𝑣 6 1, є спадною за змiнною 𝑢 i зростаючою за змiнною 𝑣. Твердження

наступної леми в свою чергу випливає з леми 3.3.1.

Лема 3.3.2. Для сiм’ї квадратичних форм, якi задовольняють припущенням

леми 3.3.1, частка дiаметра оптимального трикутника цiєї форми до

квадратного кореня площi трикутника обмежена зверху константою, яка не

залежить вiд 𝐴+, 𝐵+ i 𝐾.
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Для доведення оцiнки знизу нам будуть потрiбнi двi допомiжнi леми.

Лема 3.3.3. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷), 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝐾 > 0 для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Якщо �̄� –

довiльний одиничний вектор на площинi, то⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑓

𝜕�̄�2

⃒⃒⃒⃒
>
𝐾

2
min

{︂
1

‖𝑓𝑥𝑥‖∞
;

1

‖𝑓𝑦𝑦‖∞

}︂
. (3.20)

Доведення. Нехай �̄� = (𝑢, 𝑣) – довiльний вектор одиничної довжини. Для

будь-якої точки (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

𝜕2𝑓

𝜕�̄�2
(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑢

2 + 2𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)𝑢𝑣 + 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)𝑣
2.

Зауважимо, що похiднi 𝑓𝑥𝑥 i 𝑓𝑦𝑦 мають один i той же знак на 𝐷. Без зменшення

загальностi будемо вважати, що 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) > 0 для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Оскiльки

𝑢2 + 𝑣2 = 1, то або 𝑢2 > 1/2, або 𝑣2 > 1/2. Якщо 𝑢2 > 1/2, то

𝜕2𝑓

𝜕�̄�2
(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑓 2𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)
𝑢2+2𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)𝑢𝑣 + 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)𝑣

2

)︃
+

(︃
𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)−

𝑓 2𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

)︃
𝑢2

>

(︃
𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)−

𝑓 2𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

)︃
𝑢2 >

𝐾

2‖𝑓𝑦𝑦‖∞
.

Аналогiчним чином, якщо 𝑣2 > 1/2, то

𝜕2𝑓

𝜕�̄�2
(𝑥, 𝑦) >

𝐾

2‖𝑓𝑥𝑥‖∞
.

Останнi двi нерiвностi доводять (3.20).

Наступна лема легко встановлюється за допомогою елементарних геометричних

мiркувань.

Лема 3.3.4. Нехай 𝑇 є довiльний трикутник на площинi, для якого

diam𝑇 6
√
2. Нехай також 𝑂 – довiльна точка всерединi 𝑇 , 𝛿 > 0 є задане

число i 𝐾𝛿 := min
{︀
1; 𝛿2/2

}︀
. Тодi iснує трикутник 𝑇 ′, який повнiстю мiсти-

ться в перетинi трикутника 𝑇 з диском 𝐵, що має центр в точцi 𝑂 i радiус

𝛿, причому

|𝑇 ′| > 𝐾2
𝛿 · |𝑇 | та diam𝑇 ′ > 𝐾𝛿 · diam𝑇.
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3.3.3. Доведення оцiнки зверху для точної асимптотичної поведiнки

величини 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷))

В даному параграфi ми доведемо оцiнку зверху в теоремi 3.3.1. Нехай функцiя

𝑓 : 𝐷 → R має невiд’ємний на 𝐷 гесiан. Для визначенностi вважатимемо, що

функцiя 𝑓 є опуклою. Нехай також 1 6 𝑝 < ∞ i 𝛼, 𝛽 > 0. Нагадаємо, що оцiнка

зверху в теоремi 3.3.1 полягає у встановленнi наступної нерiвностi

lim sup
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) 6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

. (3.21)

Зауважимо, що спрямовуючи 𝑝→ ∞ ми також доведемо оцiнку зверху (3.21) у

випадку 𝑝 = ∞. Для того, щоб довести (3.21), ми для кожного достатньо малого

𝜀 > 0 побудуємо спецiальну сiм’ю трiангуляцiй {△𝜀
𝑁}

∞
𝑁=1, △𝜀

𝑁 ∈ D𝑁 для 𝑁 ∈ N, а
також сiм’ю вiдповiдних лiнiних сплайнiв {𝑠𝜀𝑁}

∞
𝑁=1, 𝑠

𝜀
𝑁 ∈ 𝑆 (△𝜀

𝑁) для 𝑁 ∈ N. Далi
ми покажемо, що

lim
𝜀→0

(︂
lim sup
𝑁→∞

𝑁 · ‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

)︂
6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
⃦⃦⃦√

𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

.

З останньої нерiвностi випливає оцiнка (3.21).

Надалi ми зафiксуємо число 1 6 𝑝 < ∞. Введемо декiлька важливих

позначень, якi будемо використовувати в цьому параграфi.

Для 𝛿 > 0 означимо модуль неперервностi функцiї 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) наступним чином

𝜔(𝑔, 𝛿) := sup{|𝑔(𝑥, 𝑦)− 𝑔(𝑥′, 𝑦′)| : |𝑥− 𝑥′| 6 𝛿, |𝑦 − 𝑦′| 6 𝛿, (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝐷},

а для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) означимо

𝜔2(𝑓, 𝛿) := max{𝜔(𝑓𝑥𝑥, 𝛿), 𝜔 (𝑓𝑦𝑦, 𝛿) , 𝜔(𝑓𝑥𝑦, 𝛿)}.

Лема 3.3.5. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷). Якщо 𝑃2 = 𝑃2(𝑓 ;𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) позначає

полiном Тейлора другого порядку функцiї 𝑓 в точцi (𝑥0, 𝑦0), що розташована

всерединi квадрата 𝐷ℎ ⊂ 𝐷 зi стороною ℎ, то виконується оцiнка

‖𝑓 − 𝑃2‖𝐿∞(𝐷ℎ) 6 2ℎ2 𝜔2(𝑓, ℎ).

Ця лема є тривiальною, а тому ми не будемо наводити її доведення. Тепер

розглянемо функцiї

𝜆min(𝑥, 𝑦) :=
𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦

4
− 1

4

√︁
(𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦)

2 − 4
(︀
𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦 − 𝑓 2𝑥𝑦

)︀
,
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𝜆max(𝑥, 𝑦) :=
𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦

4
+

1

4

√︁
(𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦)

2 − 4
(︀
𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦 − 𝑓 2𝑥𝑦

)︀
.

Для будь-якого 𝜀 > 0 означимо множину

𝐺0;2𝜀 := {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 0 < 𝜆min(𝑥, 𝑦) < 𝜀} .

Вiдзначимо, що 𝜇 (𝐺0;2𝜀) → 0, коли 𝜀→ 0.

Також, для заданого 𝜀 ∈ (0, 1) i кожного 𝑁 ∈ N означимо

𝑚𝑁 = 𝑚𝑁(𝜀) := min
{︀
𝑚 > 0 : 2𝑚−2max {𝛼, 𝛽}𝜔2

(︀
𝑓,𝑚−1

)︀
6 𝜀𝑁−1

}︀
. (3.22)

Неважко бачити, що 𝑚𝑁 → ∞, коли 𝑁 → ∞, а також

𝑁

𝑚2
𝑁

→ ∞, 𝑁 → ∞, (3.23)

тобто 𝑚𝑁 = 𝑜
(︁√

𝑁
)︁
, коли 𝑁 → ∞. В подальшому ми будемо також

припускати, що число 𝑁 є достатньо великим для того, щоб виконувалася

нерiвнiсть 𝜔
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
6 𝜀.

Роздiлимо квадрат 𝐷 на меншi квадрати розмiру 𝑚−1
𝑁 × 𝑚−1

𝑁 зi сторонами,

паралельними сторонам 𝐷. Через 𝐷𝑁
𝑗 := 𝐷𝑁

𝑗 (𝜀), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2
𝑁 , позначимо

отриманi квадрати, пронумерованi в довiльному порядку.

Для 𝑗 ∈
{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
позначимо через

(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
центр квадрата 𝐷𝑁

𝑖 . Нехай

𝐴𝑁
𝑗 :=

1

2
𝑓𝑥𝑥
(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
, 𝐵𝑁

𝑗 :=
1

2
𝑓𝑦𝑦
(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
, 𝐶𝑁

𝑗 :=
1

2
𝑓𝑥𝑦
(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
,

𝜆𝑁min;𝑗 :=
𝐴𝑁
𝑗 +𝐵𝑁

𝑗

2
− 1

2

√︁(︀
𝐴𝑁
𝑗 +𝐵𝑁

𝑗

)︀2 − 4
(︀
𝐴𝑁
𝑗 𝐵

𝑁
𝑗 − (𝐶𝑁

𝑗 )2
)︀
,

𝜆𝑁max;𝑗 :=
𝐴𝑁
𝑗 +𝐵𝑁

𝑗

2
+

1

2

√︁(︀
𝐴𝑁
𝑗 +𝐵𝑁

𝑗

)︀2 − 4
(︀
𝐴𝑁
𝑗 𝐵

𝑁
𝑗 − (𝐶𝑁

𝑗 )2
)︀
.

Зауважимо, що

𝐻
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
= 4

(︁
𝐴𝑁
𝑗 𝐵

𝑁
𝑗 −

(︀
𝐶𝑁
𝑗

)︀2)︁
= 4𝜆𝑁min;𝑗𝜆

𝑁
max;𝑗.

Нарештi, нехай 𝑓𝑁 ;𝑗 є полiномом Тейлора другого порядку функцiї 𝑓 , який

побудовано в точцi
(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
, i позначимо його квадратичну частину через

𝑄𝑁,𝑖 = 𝑄𝑁,𝑖(𝑥, 𝑦) := 𝐴𝑁
𝑖 𝑥

2 + 2𝐶𝑁
𝑖 𝑥𝑦 +𝐵𝑁

𝑖 𝑦
2, (𝑥, 𝑦) ∈ R2.
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Надалi в цьому пунктi оберемо 𝜀 > 0 так, що має мiсце нерiвнiсть

23𝜀+ 2𝜇 (𝐺0;2𝜀) < 1. Перейдемо до побудови “майже” оптимальної послiдовностi

трiангуляцiй △𝑁 ;𝑗 = △𝑁 ;𝑗(𝜀) на квадратi 𝐷𝑁
𝑗 для кожного 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 . Потiм

ми “склеїмо” побудованi трiангуляцiї в одну трiангуляцiю △𝜀
𝑁 ∈ D𝑁 квадрата 𝐷.

Маючи трiангуляцiю △𝜀
𝑁 , ми побудуємо “майже” оптимальний лiнiйний сплайн

𝑠𝜀𝑁 ∈ 𝒮 (△𝜀
𝑁).

Подiлимо множину iндексiв 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2
𝑁 на чотири групи:

𝐼1(𝜀;𝑁) :=
{︀
𝑗 ∈

{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
: 𝜆𝑁min;𝑗 > 𝜀

}︀
,

𝐼2(𝜀;𝑁) :=
{︀
𝑗 ∈

{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
: 𝜔

(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
< 𝜆𝑁min;𝑗 < 𝜀

}︀
,

𝐼3(𝜀;𝑁) :=
{︀
𝑗 ∈

{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
: 𝜆𝑁min;𝑗 6 𝜔

(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
, 𝜆𝑁max;𝑗 > 𝜀2

}︀
,

𝐼4(𝜀;𝑁) :=
{︀
𝑗 ∈

{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
: 𝜆𝑁min;𝑗 < 𝜔

(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
, 𝜆𝑁max;𝑗 < 𝜀2

}︀
.

Вочевидь, множини 𝐼1(𝜀;𝑁), 𝐼2(𝜀;𝑁), 𝐼3(𝜀;𝑁) i 𝐼4(𝜀;𝑁) попарно не перетинаються

для всiх 𝑁 .

Побудова трiангуляцiї △𝜀
𝑁 ;𝑗 на 𝐷

𝑁
𝑗 залежить вiд того, якiй з груп, побудованих

вище, належить iндекс 𝑗.

(a) Для 𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁) означимо

𝑛𝑁𝑗 = 𝑛𝑁𝑗 (𝜀) :=

⎡⎢⎢⎢⎣𝑁(1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))𝐻
𝑝

2(𝑝+1)
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀∑︁
𝑘∈𝐼1(𝜀;𝑁)

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑘 , 𝑦

𝑁
𝑘

)︀
⎤⎥⎥⎥⎦+ 1,

де [𝑎] позначає цiлу частину дiйсного числа 𝑎. Величина 𝑛𝑁𝑗 є числом трикутникiв

трiангуляцiї квадрата 𝐷𝑁
𝑗 (до їх пiдрозбиття вздовж межi 𝐷𝑁

𝑗 ) i отримана за

рахунок мiнiмiзацiї глобальної похибки наближення за умови
∑︁

𝑗∈𝐼1(𝜀;𝑁)

𝑛𝑁𝑗 ≈ 𝑁 .

В силу нерiвностi

𝑛𝑁𝑗 > (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))
(︀
4𝜀2
)︀ 𝑝

2(𝑝+1) ‖𝐻‖
− 𝑝

2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷) · 𝑁
𝑚2
𝑁

та зi спiввiдношення (3.23) неважко бачити, що 𝑛𝑁𝑗 прямує до нескiнченностi, коли

𝑁 → ∞.

Для формалiзацiї подальших побудов, для довiльного трикутника 𝑇 на

площинi через Til(𝑇 ) позначимо замощення площини за допомогою 𝑇 , яке
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отримано наступним чином: ми будуємо трикутник ̃︀𝑇 , який є симетричним до

𝑇 вiдносно середини однiєї з його сторiн, i замощуємо площину R2 фiгурами,

що отриманi за допомогою паралельних переносiв 𝑇 ∪ ̃︀𝑇 . Алгоритм побудови

трiангуляцiї △𝑁 ;𝑗 полягає в наступному:

1. Нехай 𝑇 * є довiльний трикутник, який розв’язує задачу (3.18).

2. Через 𝑇𝑁𝑗 позначимо подiбний до 𝑇 * трикутник такий, що
⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
= 1

𝑚2
𝑁𝑛

𝑁
𝑗
.

3. За допомогою трикутника 𝑇𝑁𝑗 утворюємо замощення Til
(︀
𝑇𝑁𝑗
)︀
площини.

4. Кожний трикутник з Til
(︀
𝑇𝑁𝑗
)︀
, який мiститься всерединi квадрата 𝐷𝑁

𝑗

включимо в трiангуляцiю △𝑁 ;𝑗.

5. Для довiльного трикутника 𝑇 ∈ Til
(︀
𝑇𝑁𝑗
)︀
, що має спiльнi точки з

межею квадрата 𝐷𝑁
𝑗 , розглянемо перетин 𝑇 ∩ 𝐷𝑁

𝑗 . Зрозумiло, що цей

перетин є багатокутником з щонайбiльше сiмома вершинами. Розiб’ємо такий

багатокутник на щонайбiльше п’ять трикутникiв без додавання нових вершин

i включимо їх в трiангуляцiю △𝑁 ;𝑗.

Оцiнимо кiлькiсть трикутникiв в трiангуляцiї △𝑁 ;𝑗. Оскiльки квадратична

форма 𝑄𝑁,𝑗 задовольняє умови леми 3.3.2, то iснує константа 𝑐1 = 𝑐1(𝜀), яка

не залежить вiд 𝑁 , така, що

diam𝑇𝑁𝑗 6
𝑐1

𝑚𝑁

√︁
𝑛𝑁𝑗

. (3.24)

Як наслiдок, кiлькiсть трикутникiв 𝑇 ∈ Til
(︀
𝑇𝑁𝑗
)︀
, якi мають непорожнiй перетин з

межею квадрата 𝐷𝑁
𝑗 , становить 𝑂

(︁√︁
𝑛𝑁𝑗

)︁
, коли 𝑁 → ∞. Таким чином, загальна

кiлькiсть трикутникiв в трiангуляцiї △𝑁 ;𝑗 є

𝑛𝑁𝑗 +𝑂
(︁√︁

𝑛𝑁𝑗

)︁
= 𝑛𝑁𝑗 + 𝑜

(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
, 𝑁 → ∞.

(b) Нехай 𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁). Оскiльки 𝑚−2
𝑁 𝑁 → ∞, коли 𝑁 → ∞, то для кожного

достатньо великого 𝑁 iснує натуральне число 𝑟1 = 𝑟1(𝑁) ∈ N, для якого

𝑁

2𝑚2
𝑁

6 𝑟21 6
𝑁

𝑚2
𝑁

.

Розiб’ємо квадрат 𝐷𝑁
𝑗 на квадрати розмiру 1

𝑚𝑁𝑟1
× 1

𝑚𝑁𝑟1
i сторонами, якi

паралельнi сторонам 𝐷𝑁
𝑗 . Всерединi кожного з отриманих квадратiв проведе-

мо довiльну дiагональ. Таким чином утворимо трiангуляцiю △𝑁 ;𝑗 квадрата 𝐷𝑁
𝑗 ,
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яка складається з 2𝑟21 рiвних прямокутних рiвнобедрених трикутникiв. Оберемо

довiльний з отриманих трикутникiв i позначимо його через 𝑇𝑁𝑗 .

(c) Нехай 𝑗 ∈ 𝐼3(𝜀;𝑁). Позначимо через 𝜉𝑗 i 𝜂𝑗 власнi вектори квадратичної

форми 𝑄𝑁,𝑗, що вiдповiдають власним числам 𝜆𝑁min;𝑗 i 𝜆
𝑁
max;𝑗. Для 𝜀 > 0 i для

кожного достатньо великого 𝑁 iснує таке число 𝑟2 ∈ N, що

𝜀𝑁

2𝑚2
𝑁

6 𝑟22 6
𝜀𝑁

𝑚2
𝑁

.

Позначимо через Π𝑁
𝑗 прямокутник розмiру

1

𝑚𝑁
× 1

𝑚𝑁𝑟22
, сторони якого паралельнi

вiдповiдно векторам 𝜉𝑗 i 𝜂𝑗. Проведемо всерединi цього прямокутника довiльну

дiагональ i позначимо довiльний з отриманих трикутникiв через 𝑇𝑁𝑗 . Нехай

𝑇 – довiльний трикутник з Til
(︀
𝑇𝑁𝑗
)︀
. Якщо 𝑇 повнiстю мiститься всерединi

квадрата 𝐷𝑁
𝑗 , то включимо його в трiангуляцiю△𝑁 ;𝑗. В iншому випадку подiлимо

багатокутник 𝐷𝑁
𝑗 ∩ 𝑇 на щонайбiльше п’ять трикутникiв без додавання нових

вершин i включимо кожний з них в трiангуляцiю △𝑁 ;𝑗. Зауважимо, що кiлькiсть

трикутникiв в △𝑁 ;𝑗 не перевищує 10𝑟22.

(d) Нарештi, нехай 𝑗 ∈ 𝐼4(𝜀;𝑁). Подiбно до випадку (𝑏) подiлимо квадрат 𝐷𝑁
𝑗

на квадрати розмiру
1

𝑚𝑁𝑟2
× 1

𝑚𝑁𝑟2
зi сторонами, паралельними сторонам ква-

драта 𝐷𝑁
𝑗 . Всерединi кожного малого квадрата проведемо одну з його дiагоналей.

Тодi ми отримаємо трiангуляцiю △𝑁 ;𝑗 квадрата 𝐷𝑁
𝑗 , яка складається з 2𝑟

2
2 рiвних

прямокутних рiвнобедрених трикутникiв, i один з них позначимо через 𝑇𝑁𝑗 .

Оцiнимо сукупну кiлькiсть ̃︀𝑁 трикутникiв в побудованих вище трiангуляцiях

△𝑁 ;𝑗. З огляду на вибiр чисел 𝑟1 i 𝑟2 отримаємо

̃︀𝑁 6
∑︁

𝑗∈𝐼1(𝜀;𝑁)

(︀
𝑛𝑁𝑗 + 𝑜

(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀)︀
+

∑︁
𝑗∈𝐼2(𝜀;𝑁)

2𝑟21 +
∑︁

𝑗∈𝐼3(𝜀;𝑁)

10𝑟22 +
∑︁

𝑗∈𝐼4(𝜀;𝑁)

2𝑟22

6 (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))𝑁 + 𝑜(𝑁) + 2𝜇 (𝐺0;2𝜀)𝑁 + 12𝑚2
𝑁𝑟

2
2

6 (1− 23𝜀)𝑁 + 𝑜 (𝑁) + 12𝜀𝑁 = (1− 11𝜀)𝑁 + 𝑜(𝑁), коли 𝑁 → ∞.

Тепер “склеїмо” трiангуляцiї △𝑁 ;𝑗 керуючись наступними правилами:

1. Включимо в трiангуляцiю △𝜀
𝑁 всi трикутники 𝑇 ∈ △𝑁 ;𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 , якi

не перетинаються з межами квадратiв 𝐷𝑁
𝑗 .

2. Для 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2
𝑁 позначимо через 𝑊𝑁

𝑗 множину вершин трiангуляцiї △𝑁 ;𝑗,
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якi знаходяться на межi 𝐷𝑁
𝑗 , а для будь-яких 𝑗, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 , 𝑗 ̸= 𝑘,

позначимо 𝑆𝑗,𝑘 = 𝐷𝑁
𝑗 ∩𝐷𝑁

𝑘 .

3. Розiб’ємо кожний трикутник 𝑇 ∈ △𝑁 ;𝑗, що має непорожнiй перетин з 𝑆𝑗,𝑘,

за рахунок з’єднання вершин трикутника 𝑇 з точками з множини 𝑊𝑁
𝑘 ∩ 𝑇 .

Отриманi трикутники включимо в трiангуляцiю △𝜀
𝑁 .

Оцiнимо кiлькiсть ̂︀𝑁 трикутникiв в трiангуляцiї △𝜀
𝑁 . Через #𝐴 позначимо

кiлькiсть точок в скiнченнiй множинi 𝐴. Тодi

̂︀𝑁 6 ̃︀𝑁 +

𝑚2
𝑁∑︁

𝑗=1

#
(︀
𝑊𝑁

𝑗

)︀
.

Вiдзначимо, що #
(︀
𝑊𝑁

𝑗

)︀
6 10𝑟22 для всiх 𝑗 ∈ 𝐼3(𝜀;𝑁), та #

(︀
𝑊𝑁

𝑗

)︀
= 𝑜

(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
в

iншому випадку. Отже, при 𝑁 → ∞,̂︀𝑁 6 (1− 11𝜀)𝑁 + 𝑜(𝑁) +𝑚2
𝑁 ·
(︀
10𝑟22 + 𝑜

(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀)︀
6 (1− 𝜀)𝑁 + 𝑜 (𝑁) .

Таким чином, ̂︀𝑁 6 𝑁 для всiх достатньо великих 𝑁 .

Тепер ми можемо перейти до побудови “майже” оптимального лiнiйного

сплайну 𝑠𝜀𝑁 на трiангуляцiї△𝜀
𝑁 . Для 𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁) та 𝑇 ∈ △𝜀

𝑁∩int𝐷𝑁
𝑗 позначимо че-

рез 𝑠𝜀𝑁 суму двох лiнiйних полiномiв: 𝑓𝑁,𝑗 −𝑄𝑁,𝑗 i лiнiйного полiнома найкращого

наближення квадратичної форми 𝑄𝑁,𝑖 на трикутнику 𝑇 . За зауваженням 3.3.4

неважко бачити, що сплайн 𝑠𝜀𝑁 є неперервним на об’єднаннi внутрiшнiх частин

трикутникiв з Δ𝜀
𝑁 ∩ int𝐷𝑁

𝑗 .

Нарештi, нехай 𝑠𝜀𝑁 iнтерполює функцiю 𝑓 у вершинах трiангуляцiї △𝜀
𝑁 ,

якi залишилися, тобто в вершинах, що знаходяться всерединi квадратiв 𝐷𝑁
𝑗 з

𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁) ∪ 𝐼3(𝜀;𝑁) ∪ 𝐼4(𝜀;𝑁), а також у вершинах, що розташованi вздовж

меж квадратiв 𝐷𝑁
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 . Це автоматично “склеює” сплайн 𝑠
𝜀
𝑁 i робить

його неперервним на 𝐷.

Таким чином для довiльного достатньо малого 𝜀 > 0 iснує таке 𝑁(𝜀) ∈ N,
що для всiх 𝑁 > 𝑁(𝜀) ми побудували трiангуляцiю Δ𝜀

𝑁 , яка складається

з щонайбiльше 𝑁 трикутникiв, та вiдповiдний неперервний лiнiйний сплайн

𝑠𝜀𝑁 ∈ 𝒮 (Δ𝜀
𝑁).

Тепер перейдемо до доведення оцiнки зверху. Для цього покажемо, що

lim
𝜀→0

(︁
lim inf
𝑁→∞

𝑁 · ‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

)︁
6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2

⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

. (3.25)
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Нам знадобиться декiлька допомiжних оцiнок похибки наближення функцiї 𝑓 за

допомогою сплайна 𝑠𝜀𝑁 на квадратах 𝐷𝑁
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 . Для зручностi, через△𝑁
𝑗

i ̃︀△𝑁
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

𝑁 , ми позначимо множину трикутникiв 𝑇 ∈ △𝜀
𝑁 , якi мiстяться

в квадратi 𝐷𝑁
𝑗 i всерединi квадрата 𝐷𝑁

𝑗 , вiдповiдно. Нехай також

Ω𝑁
𝑗 :=

{︁
(𝑥, 𝑦) : ∃𝑇 ∈ ̃︀△𝑁

𝑗 такий, що (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇
}︁
.

Встановимо оцiнку зверху величини ‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

окремо в двох випадках:

1) 𝑗 ∈
{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
∖ 𝐼3(𝜀;𝑁) i 2) 𝑗 ∈ 𝐼3(𝜀;𝑁).

1) Розглянемо довiльний iндекс 𝑗 ∈
{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
∖ 𝐼3(𝜀;𝑁). Зауважимо, що

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

= ‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

+
∑︁

𝑇∈△𝑁
𝑗 ∖ ̃︀△𝑁

𝑖

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )

. (3.26)

За нерiвнiстю трикутника має мiсце нерiвнiсть

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

+ ‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )
. (3.27)

Оцiнимо перший доданок в правiй частинi (3.27) за допомогою леми 3.3.5:

‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

6 max{𝛼; 𝛽} ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿∞(𝐷𝑁
𝑗 )

⃒⃒
𝐷𝑁
𝑗

⃒⃒1/𝑝
6 max{𝛼; 𝛽}𝑚−2−2/𝑝

𝑁 𝜔2

(︀
𝑓,𝑚−1

𝑁

)︀
6 𝜀𝑚

−2/𝑝
𝑁 𝑁.

(3.28)

Для оцiнювання другого доданку в правiй частинi (3.27) помiтимо, що

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

=
∑︁
𝑇∈̃︀△𝑁

𝑗

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )

=
(︁
#̃︀△𝑁

𝑗

)︁
· ‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖

𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )
.

(3.29)

Для встановлення оцiнки зверху величини ‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

необхiдно

розглянути три випадки: 𝑎) 𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁), 𝑏) 𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁) та 𝑐) 𝑗 ∈ 𝐼4(𝜀;𝑁).

a) По-перше, припустимо, що 𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁). Згiдно з алгоритмом побудови

трiангуляцiї △𝑁(𝜀) i наслiдком 3.3.1 ми матимемо, що #̃︀△𝑁
𝑗 6 𝑛𝑁𝑗 i

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

=
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
𝐻1/2

(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

=
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2𝐻

1/2
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
2𝑚

2+2/𝑝
𝑁

(︀
𝑛𝑁𝑗
)︀1+1/𝑝

.

З цiєї рiвностi i з (3.29) ми отримаємо

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

6
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2
2𝑝

·𝐻𝑝/2
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
·𝑚−2(𝑝+1)

𝑁

(︀
𝑛𝑁𝑗
)︀−𝑝

. (3.30)
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b) Далi припустимо, що 𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁). В цьому випадку #̃︀△𝑁
𝑗 6 2𝑟21. Для

кожного трикутника 𝑇 i неперервної на 𝑇 функцiї 𝑔, через 𝑠𝑔,𝑇 позначимо лiнiйну

функцiю, що iнтерполює 𝑔 в вершинах 𝑇 . Оскiльки

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑓𝑁 ;𝑗

𝜕𝑛2

⃒⃒⃒⃒
6 𝜆𝑁max;𝑗 для кожного

одиничного вектора 𝑛, то пiсля замiни змiнних (див. [161, 82]) ми отримаємо

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

6
max{𝛼; 𝛽}𝜆𝑁max;𝑗

2

(︃∫︁
𝑇𝑁
𝑗

⃒⃒⃒
q(𝑥, 𝑦)− 𝑠𝑞,𝑇𝑁

𝑗
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒𝑝
d𝑥d𝑦

)︃1/𝑝

6 2−1𝑘1
(︀
𝑚2
𝑁𝑟

2
1

)︀−1−1/𝑝
6 𝑘1

(︀
𝑚2
𝑁𝑟

2
1

)︀−1−1/𝑝
.

Далi позначатимемо через 𝑘1, 𝑘2, . . . константи, якi не залежить вiд 𝑁 i 𝜀. Отже,

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

6 2𝑘𝑝1𝑚
−2
𝑁 𝑁𝑝. (3.31)

c) Нарештi, нехай 𝑗 ∈ 𝐼4(𝜀;𝑁). За аналогiєю з попереднiми випадками неважко

бачити, що #̃︀△𝑁
𝑗 6 2𝑟22 i

‖𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(Ω𝑁
𝑗 )

6 2𝑘𝑝1𝜀
𝑝𝑚−2

𝑁 𝑁𝑝. (3.32)

Ця нерiвнiсть завершує аналiз трьох випадкiв, наведених вище. Далi ми

оцiнимо похибку вiдхилення сплайна 𝑠𝑁(𝜀) вiд функцiї 𝑓 на довiльному

трикутнику 𝑇 ∈ △𝑁
𝑗 ∖ ̃︀△𝑁

𝑗 . Для кожного такого трикутника

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )
6 max{𝛼; 𝛽}

(︁
‖𝑓 − 𝑠𝑓,𝑇‖𝐿𝑝(𝑇 )

+ ‖𝑠𝑓,𝑇 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝(𝑇 )

)︁
.

За нерiвнiстю трикутника маємо

‖𝑓 − 𝑠𝑓,𝑇‖𝐿𝑝(𝑇 )
6
⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

+ ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝(𝑇 )
+
⃦⃦
𝑠𝑓,𝑇 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

.

В силу леми 3.3.5 отримаємо

‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝(𝑇 )
6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿∞(𝑇 ) |𝑇 |

1/𝑝 6 𝑚−2
𝑁 𝜔2

(︀
𝑓,𝑚−1

𝑁

)︀
|𝑇 |1/𝑝 = 𝑂

(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
,⃦⃦

𝑠𝑓,𝑇 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿∞(𝑇 ) |𝑇 |
1/𝑝 = 𝑂

(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
,

‖𝑠𝑓,𝑇 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝(𝑇 )
6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿∞(𝑇 ) |𝑇 |

1/𝑝 = 𝑂
(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
,

коли 𝑁 → ∞. Також за наслiдком 3.3.2,⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

6
⃦⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇𝑁

𝑗

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇𝑁

𝑗 )
6
𝜆𝑁max;𝑗

2
·
⃦⃦⃦
𝑞 − 𝑠𝑞,𝑇𝑁

𝑖

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇𝑁

𝑗 )
.
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За нерiвнiстю (3.24) у випадку 𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁) матимемо⃦⃦⃦
𝑞 − 𝑠𝑞,𝑇𝑁

𝑗

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇𝑁

𝑗 )
6 𝑂

(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
,

а у випадку 𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁) ∪ 𝐼4(𝜀;𝑁) –⃦⃦⃦
𝑞 − 𝑠𝑞,𝑇𝑁

𝑗

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇𝑁

𝑗 )
= 𝑘2𝑚

−2−2/𝑝
𝑁 𝑟

−2−2/𝑝
1 = 𝑂

(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
.

Отже,

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )
= 𝑂

(︁
𝑁−1−1/𝑝

)︁
, 𝑁 → ∞.

Нагадаємо, що ми розглядаємо випадок 𝑗 ∈
{︀
1, . . . ,𝑚2

𝑁

}︀
∖ 𝐼3(𝜀;𝑁). За

алгоритмом побудови трiангуляцiї △𝑁(𝜀), кiлькiсть трикутникiв в △𝑁
𝑗 ∖ ̃︀△𝑁

𝑗 є

𝑜
(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁

)︀
, коли 𝑁 → ∞. Тому,∑︁

𝑇∈△𝑁
𝑗 ∖ ̃︀△𝑁

𝑗

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 )

= 𝑜
(︀
𝑚−2
𝑁 𝑁−𝑝)︀ . (3.33)

2) Тепер ми розглянемо випадок 𝑗 ∈ 𝐼3(𝜀;𝑁). Неважко бачити, що

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6 (max{𝛼, 𝛽})𝑝
∑︁
𝑇∈△𝑁

𝑗

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝(𝑇 )

. (3.34)

Нехай 𝑇 – довiльний трикутник в трiангуляцiї △𝑁
𝑗 . Тодi

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝(𝑇 )
6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝(𝑇 )

+
⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

+
⃦⃦
𝑠𝜀𝑁 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

.

За допомогою леми 3.3.5 отримаємо наступнi оцiнки зверху

‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝(𝑇 )
6 ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿∞(𝑇 ) |𝑇 |

1/𝑝 6 𝜀𝑁−1 ·
(︀
2𝑚2

𝑁𝑟
2
2

)︀−1/𝑝
,⃦⃦

𝑠𝜀𝑁 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

6 𝜀𝑁−1 ·
(︀
2𝑚2

𝑁𝑟
2
2

)︀−1/𝑝
.

Також, позначимо q̃(𝑥, 𝑦) := 𝜆𝑁min;𝑗 𝑥
2 + 𝜆𝑁max;𝑗 𝑦

2 i помiтимо, що⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇

⃦⃦𝑝
𝐿𝑝(𝑇 )

6
∫︁ 𝑚−1

𝑁

0

∫︁ 𝑚−1
𝑁 𝑟−2

2

0

⃒⃒⃒
q̃(𝑥, 𝑦)− 𝑠q̃,𝑇𝑁

𝑗
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒𝑝
d𝑦d𝑥

6
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
𝑚2
𝑁

𝑢2 +
‖𝜆max‖∞
𝑚2
𝑁𝑟

4
2

𝑣2 − 𝑠q̃,𝑇𝑁
𝑗

(︂
𝑢

𝑚𝑁
,

𝑣

𝑚𝑁𝑟22

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝
d𝑢d𝑣

𝑚2
𝑁𝑟

2
2

6
𝜔𝑝
(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
𝑚

2(𝑝+1)
𝑁 𝑟

2(𝑝+1)
2

·
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢2 − 𝑢

⃒⃒𝑝
d𝑢+

‖𝜆max‖𝑝∞
𝑚

2(𝑝+1)
𝑁 𝑟4𝑝+2

2

·
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑣2 − 𝑣

⃒⃒𝑝
d𝑣.
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Тому за визначенням (3.22) отримаємо⃦⃦⃦
𝑓𝑁 ;𝑗 − 𝑠𝑓𝑁 ;𝑗 ,𝑇𝑁

𝑗

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑇 )

6
𝑘3

(𝑚2
𝑁𝑟

2
2)

1/𝑝

(︂
𝑚−2
𝑁 𝜔

(︀
𝜆min,𝑚

−1
𝑁

)︀
+

2 ‖𝜆max‖∞
𝜀𝑁𝑟22

)︂
6

𝑘3(𝜀+ 𝑜(1))

𝑁 · (𝑚2
𝑁𝑟

2
2)

1/𝑝
,

(3.35)

коли 𝑁 → ∞.

Таким чином ми встановили наступну оцiнку у випадку 𝑗 ∈ 𝐼3(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖𝐿𝑝(𝑇 ) 6
2𝜀

𝑁
· 1

21/𝑝 (𝑚2
𝑁𝑟

2
2)

1/𝑝
+

𝑘3(𝜀+ 𝑜(1))

𝑁 · (𝑚2
𝑁𝑟

2
2)

1/𝑝
6

(𝑘3 + 2) (𝜀+ 𝑜(1))

𝑁(𝑚2
𝑁𝑟

2
2)

1/𝑝
.

Тепер ми готовi довести нерiвнiсть (3.25). Дiйсно,

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) =

𝑚2
𝑁∑︁

𝑗=1

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

=
4∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑗∈𝐼𝑘(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )
. (3.36)

Оцiнимо окремо кожен з чотирьох доданкiв в (3.36).

1) Поєднуючи нерiвностi (3.26), (3.27), (3.28), (3.30) i (3.33) ми бачимо, що для

𝑗 ∈ 𝐼1(𝜀;𝑁),

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6

(︃
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·
𝐻1/2

(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
𝑚

2+2/𝑝
𝑁 𝑛𝑁𝑗

+
𝜀

𝑁𝑚
2/𝑝
𝑁

)︃𝑝

+ 𝑜

(︂
1

𝑚2
𝑁𝑁

𝑝

)︂
6
(︁𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2

)︁𝑝
·
𝐻𝑝/2

(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀
𝑚

2(𝑝+1)
𝑁

(︀
𝑛𝑁𝑗
)︀𝑝 +

𝑘4𝜀

𝑁𝑝𝑚2
𝑁

+ 𝑜

(︂
1

𝑁𝑝𝑚2
𝑁

)︂
,

коли 𝑁 → ∞. З останньої нерiвностi, визначення числа 𝑛𝑁𝑗 та iнтегровностi за

Рiманом функцiї
√︀
𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦), отримаємо∑︁

𝑗∈𝐼1(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝𝑚
2(𝑝+1)
𝑁

∑︁
𝑗∈𝐼1(𝜀;𝑁)

𝐻𝑝/2
(︀
𝑓 ;𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀(︀
𝑛𝑁𝑗
)︀𝑝 +

𝑘4𝜀+ 𝑜(1)

𝑁𝑝

6
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2𝑚

−2(𝑝+1)
𝑁

2𝑝 (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))
𝑝𝑁𝑝

⎛⎝ ∑︁
𝑗∈𝐼1(𝜀;𝑁)

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)
(︀
𝑥𝑁𝑗 , 𝑦

𝑁
𝑗

)︀⎞⎠𝑝+1

+
𝑘4𝜀+ 𝑜(1)

𝑁𝑝

6
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝 (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))
𝑝𝑁𝑝

(︃⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦𝑝
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

+ 𝑜(1)

)︃
+
𝑘4𝜀

𝑁𝑝
,

(3.37)

коли 𝑁 → ∞.

2) Нехай 𝑗 ∈ 𝐼2(𝜀;𝑁). За (3.26), (3.27), (3.28), (3.31), i (3.33) маємо

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6
(︁(︁

21/𝑝𝑘1 + 𝜀
)︁𝑝

+ 𝑜(1)
)︁
𝑚−2
𝑁 𝑁−𝑝, 𝑁 → ∞.
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Тому∑︁
𝑗∈𝐼2(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6
𝜇 (𝐺0;2𝜀)

𝑁𝑝
·
(︁(︁

21/𝑝𝑘1 + 𝜀
)︁𝑝

+ 𝑜(1)
)︁
, 𝑁 → ∞. (3.38)

3) Поєднуючи нерiвностi (3.34) i (3.35), ми можемо встановити наступний

ланцюжок спiввiдношень∑︁
𝑗∈𝐼3(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6 (max{𝛼, 𝛽})𝑝
∑︁

𝑗∈𝐼3(𝜀;𝑁)

∑︁
𝑇∈△𝑁

𝑗

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝(𝑇 )

6 (max{𝛼, 𝛽})𝑝
∑︁

𝑗∈𝐼3(𝜀;𝑁)

∑︁
𝑇∈△𝑁

𝑗

(𝑘3 + 2)𝑝 (𝜀+ 𝑜(1))𝑝

𝑁𝑝𝑚2
𝑁𝑟

2
2

= (max{𝛼, 𝛽})𝑝 · 10𝑟22𝑚2
𝑁

(𝑘3 + 2)𝑝 (𝜀+ 𝑜(1))𝑝

𝑁𝑝𝑚2
𝑁𝑟

2
2

= 10
(max{𝛼, 𝛽} (𝑘3 + 2) 𝜀)𝑝 + 𝑜(1)

𝑁𝑝
, коли 𝑁 → ∞.

(3.39)

4) Нарештi, в силу нерiвностей (3.26), (3.27), (3.28), (3.32) i (3.33) ми маємо∑︁
𝑗∈𝐼4(𝜀;𝑁)

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝

𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷𝑁
𝑗 )

6 ((2𝑘𝑝1 + 1)𝜀𝑝 + 𝑜(1))𝑁−𝑝, 𝑁 → ∞.

Поєднуючи оцiнки (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) з останньою нерiвнiстю,

отримаємо

‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

6
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝 (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))
𝑝𝑁𝑝

⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦𝑝
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

+
𝑘4𝜀+ 𝜇 (𝐺0;2𝜀) · (2𝑘1 + 𝜀)𝑝

𝑁𝑝

+
10 (max{𝛼; 𝛽})𝑝 (𝑘3 + 2)𝑝 𝜀𝑝 + (2𝑘1 + 1)𝑝𝜀𝑝 + 𝑜(1)

𝑁𝑝
, 𝑁 → ∞.

Таким чином,

lim sup
𝑁→∞

𝑁𝑝 · ‖𝑓 − 𝑠𝜀𝑁‖
𝑝
𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

6
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2 (1− 23𝜀− 2𝜇 (𝐺0;2𝜀))

⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

+ 𝑘4𝜀+ 𝜇 (𝐺0;2𝜀) · (2𝑘1 + 𝜀)𝑝

+10 (max{𝛼; 𝛽})𝑝 (𝑘3 + 2)𝑝 𝜀𝑝 + (2𝑘1 + 1)𝑝𝜀𝑝.

З останньої нерiвностi випливає шукана нерiвнiсть (3.36).
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3.3.4. Доведення оцiнки знизу для асимптотичної поведiнки

величини 𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷))

Для доведення оцiнки знизу в теоремi 3.3.1 нам знадобиться наступна лема,

яка є миттєвим наслiдком леми 3.3.3.

Лема 3.3.6. Нехай 𝑇 – довiльний трикутник. Тодi для будь-якої функцiї

𝑓 ∈ 𝐶2(𝑇 ), 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝐾 > 0 на 𝑇 , iснує константа ϒ𝑓 > 0, яка не залежить

вiд 𝑇 , i така, що

𝐸(𝑓, 𝑃1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇 ) > 𝐾ϒ𝑓(diam𝑇 )2|𝑇 |1/𝑝.

Нехай 1 6 𝑝 < ∞ i 𝛼, 𝛽 > 0 є заданими числами. Доведемо, що для довiльної

функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) з невiд’ємним гесiаном виконується нерiвнiсть

lim inf
𝑁→∞

𝑁 ·𝑅𝑁 (𝑓, 𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)) >
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2

⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

. (3.40)

Для 𝜀 > 0 означимо множини 𝐴𝜀 i 𝐹𝜀 наступним чином

𝐴𝜀 := {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) < 𝜀}

𝐹𝜀 := 𝐷 ∖ 𝐴𝜀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝜀} .

Для трикутника 𝑇 на площинi позначимо через diam𝑇 довжину його найдовшої

сторони, а через |𝑇 | – його площу. Також, через 𝑈𝑇 позначимо довiльну точку

всерединi 𝑇 .

Нехай 𝑁 ∈ N i △ = {𝑇𝑗}𝑁𝑗=1 ∈ D𝑁 – довiльна трiангуляцiя квадрата 𝐷. Будемо

розрiзняти в трiангуляцiї △ декiлька типiв трикутникiв: “звичайнi”, “вузькi”,

“дуже довгi”, а також трикутники, де гесiан функцiї 𝑓 є достатньо малим. Для

𝑁 ∈ N позначимо 𝐼𝑁 := {1, . . . , 𝑁} i означимо п’ять пiдмножин множини 𝐼𝑁 :
� 𝑀1(△; 𝜀) := {𝑗 ∈ 𝐼𝑁 : 𝑇𝑗 ⊂ 𝐴2𝜀};

� 𝑀2(△; 𝜀) :=

{︃
𝑗 ∈ 𝐼𝑁 : 𝑇𝑗 ⊂ 𝐹𝜀,

(diam𝑇𝑗)
2 𝜔2(𝑓, diam𝑇𝑗)√︀

𝐻(𝑓 ;𝑈𝑇𝑗)|𝑇𝑗|
6

𝜀𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2
4max{𝛼; 𝛽}

}︃
;

� 𝑀3(△; 𝜀) :=
{︁
𝑗 ∈ 𝐼𝑁 : 𝑇𝑗 ⊂ 𝐹𝜀, 𝑗 ̸∈𝑀2(△; 𝜀), diam𝑇𝑗 6 𝜀𝑁−1/4

}︁
;

� 𝑀4(△; 𝜀) :=
{︁
𝑗 ∈ 𝐼𝑁 : 𝑇𝑗 ⊂ 𝐹𝜀, diam𝑇𝑗 > 𝜀𝑁−1/4

}︁
;

� 𝑀5(△; 𝜀) := {𝑗 ∈ 𝐼𝑁 : 𝑇𝑗 ∩ 𝐴𝜀 ̸= ∅, 𝑇𝑗 ∩ 𝐹2𝜀 ̸= ∅}.
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За означенням, кожен iндекс 𝑗 ∈ 𝐼𝑁 належить рiвно однiй множинi 𝑀𝑘(△; 𝜀),

𝑘 = 1, . . . , 5.

Зауважимо, що множина 𝑀3(△; 𝜀) складається з “вузьких” трикутникiв, а

множини 𝑀4(△; 𝜀) i 𝑀5(△; 𝜀) – з “дуже довгих” трикутникiв. В наступних трьох

твердженнях ми покажемо, що сукупна площа таких “поганих” трикутникiв в

“майже” оптимальнiй трiангуляцiї △ є вiдносно малою.

Лема 3.3.7. Нехай {△𝑁}∞𝑁=1 – послiдовнiсть трiангуляцiй △𝑁=
{︀
𝑇𝑁𝑗
}︀𝑁
𝑖=1

∈ D𝑁

квадрата 𝐷 i 𝜀 > 0. Якщо

lim inf
𝑁→∞

(︂
𝑁 · inf

𝑠∈𝒮(△𝑁 )
‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)

)︂
<∞, (3.41)

тодi для всiх достатньо великих 𝑁∑︁
𝑗∈𝑀3(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
< 𝜀. (3.42)

Доведення. Припустимо, що iснує пiдпослiдовнiсть {𝑁𝑘}∞𝑘=1 натуральних чисел

така, що 𝑁𝑘 → ∞, коли 𝑘 → ∞, i∑︁
𝑗∈𝑀3(△𝑁𝑘

;𝜀)

⃒⃒⃒
𝑇𝑁𝑘

𝑗

⃒⃒⃒
> 𝜀. (3.43)

Без зменшення загальностi будемо вважати, що 𝑁𝑘 = 𝑘 для 𝑘 ∈ N. Застосовуючи
лему 3.3.6 i визначення множини 𝑀3(△𝑁 ; 𝜀), для 𝑁 ∈ N i 𝑗 ∈ 𝑀3(△𝑁 ; 𝜀), ми

отримаємо

𝐸(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

> 𝜀ϒ𝑓

(︀
diam𝑇𝑁𝑗

)︀2 ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1/𝑝

> 𝜀ϒ𝑓 ·
𝜀𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

4max{𝛼; 𝛽}
·
𝐻1/2

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

𝜔2

(︀
𝑓, diam𝑇𝑁𝑗

)︀
=:

𝑐2𝐻
1/2
(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

𝜔2

(︀
𝑓, diam𝑇𝑁𝑗

)︀ .
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Тут 𝑐2 = 𝑐2(𝜀) є константою, яка не залежить вiд 𝑁 . Тодi

ℱ(△𝑁) := inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝑝𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐸𝑝 (𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
∑︁

𝑗∈𝑀3(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

> 𝑐𝑝2
∑︁

𝑗∈𝑀3(△𝑁 ;𝜀)

𝐻𝑝/2
(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

𝜔2

(︀
𝑓, diam𝑇𝑁𝑗

)︀
>

𝑐𝑝2𝜀
𝑝/2

𝜔𝑝2
(︀
𝑓, 𝜀𝑁−1/4

)︀ ∑︁
𝑗∈𝑀3(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒𝑝+1

.

Використовуючи опуклiсть функцiї 𝑡𝑝+1 i припущення (3.43), ми матимемо

ℱ(△𝑁) >
𝑐𝑝2𝜀

𝑝/2

𝜔𝑝2
(︀
𝑓, 𝜀𝑁−1/4

)︀ ∑︁
𝑗∈𝑀3(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒𝑝+1

>
𝑐𝑝2𝜀

1+3𝑝/2 (#𝑀3(△𝑁 ; 𝜀))
−𝑝

𝜔𝑝2
(︀
𝑓, 𝜀𝑁−1/4

)︀
>

𝑐𝑝2𝜀
1+3𝑝/2

𝑁𝑝𝜔𝑝2
(︀
𝑓, 𝜀𝑁−1/4

)︀ .
Отже,

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) > 𝑐2𝜀
3/2+1/𝑝 · lim

𝑁→∞
𝜔−1
2

(︁
𝑓, 𝜀𝑁−1/4

)︁
= +∞.

Остання нерiвнiсть суперечить припущенню (3.41). Лема доведена.

Лема 3.3.8. Нехай {△𝑁}∞𝑁=1 – послiдовнiсть трiангуляцiй △𝑁=
{︀
𝑇𝑁𝑗
}︀𝑁
𝑗=1

∈ D𝑁

квадрата 𝐷 i 𝜀 > 0. Якщо виконується нерiвнiсть (3.41), то для всiх достатньо

великих 𝑁 ∈ N також має мiсце нерiвнiсть (3.42).

Доведення. Припустимо, що iснує пiдпослiдовнiсть {𝑁𝑘}∞𝑘=1 натуральних чисел

така, що 𝑁𝑘 → ∞, коли 𝑘 → ∞, i виконується нерiвнiсть (3.43). Без зменшення

загальностi будемо вважати, що 𝑁𝑘 = 𝑘, 𝑘 ∈ N. За лемою 3.3.4 i визначенням

множини 𝑀4(△𝑁 ; 𝜀) для всiх 𝑁 ∈ N маємо

ℱ(△𝑁) := inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝑝𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
∑︁

𝑗∈𝑀4(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
∑︁

𝑗∈𝑀4(△𝑁 ;𝜀)

𝜀𝑝ϒ𝑝
𝑓

(︀
diam𝑇𝑁𝑗

)︀2𝑝 ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒

> 𝜀3𝑝ϒ𝑝
𝑓𝑁

−𝑝/2
∑︁

𝑗∈𝑀4(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
> 𝜀3𝑝+1ϒ𝑝

𝑓𝑁
−𝑝/2.

Тому

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) > 𝜀3+1/𝑝ϒ𝑓 lim
𝑁→∞

√
𝑁 = +∞,

що суперечить припущенню (3.41). Лема доведена.
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Лема 3.3.9. Нехай {△𝑁}∞𝑁=1 є послiдовнiстю трiангуляцiй △𝑁=
{︀
𝑇𝑁𝑗
}︀𝑁
𝑗=1

∈ D𝑁

квадрата 𝐷 i 𝜀 > 0. Якщо виконується нерiвнiсть (3.41), то для всiх достатньо

великих 𝑁 має мiсце нерiвнiсть (3.42).

Доведення. Нехай 𝛿0 є мiнiмальне додатне число таке, що 𝜔(𝐻, 𝛿0) = 𝜀/6.

Припустимо, що iснує пiдпослiдовнiсть {𝑁𝑘}∞𝑘=1 натуральних чисел така, що

𝑁𝑘 → ∞, коли 𝑘 → ∞, i виконується нерiвнiсть (3.43). Без зменшення загальностi

вважатимемо, що 𝑁𝑘 = 𝑘 для 𝑘 ∈ N.
За означенням множини 𝑀5(△𝑁 ; 𝜀) для всiх 𝑗 ∈ 𝑀5(△𝑁 ; 𝜀) iснують точки

𝐿1, 𝐿2 ∈ 𝑇𝑁𝑗 такi, що 𝐻(𝑓 ;𝐿1) < 𝜀 i 𝐻(𝑓 ;𝐿2) > 2𝜀. Через 𝐿 позначимо точку

на вiдрiзку 𝐿1𝐿2, в якiй 𝐻(𝑓 ;𝐿) = 3𝜀/2. Через 𝐵 ми також позначимо диск з

центром в точцi 𝐿 i радiусом 𝛿0. Вочевидь, 𝐷∩𝐵 ⊂ 𝐴2𝜀∩𝐹𝜀, а тому 𝐻(𝑓 ;𝑥, 𝑦) > 𝜀

в кожнiй точцi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷∩𝐵. За лемою 3.3.4 iснує трикутник ̃︀𝑇𝑁𝑗 ⊂ 𝐵∩𝑇𝑁𝑗 такий,

що
⃒⃒⃒ ̃︀𝑇𝑁𝑗 ⃒⃒⃒ > 𝐾2

𝛿0

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
i diam ̃︀𝑇𝑁𝑗 > 𝐾𝛿0diam𝑇𝑁𝑗 , де константа 𝐾𝛿0 була означена в

лемi 3.3.4. Крiм того, diam𝑇𝑁𝑗 > 2𝛿0. Тодi за лемою 3.3.6,

ℱ(△𝑁) := inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝑝𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
∑︁

𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
∑︁

𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
∑︁

𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽( ̃︀𝑇𝑁
𝑗 )

>
∑︁

𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

𝜀𝑝ϒ𝑝
𝑓

(︁
diam ̃︀𝑇𝑁𝑗 )︁2𝑝 ⃒⃒⃒ ̃︀𝑇𝑁𝑗 ⃒⃒⃒

> 𝜀𝑝ϒ𝑝
𝑓𝐾

2𝑝+2
𝛿0

∑︁
𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

(︀
diam𝑇𝑁𝑗

)︀2𝑝 ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒

> 𝜀𝑝ϒ𝑝
𝑓𝐾

2𝑝+2
𝛿0

(2𝛿0)
2𝑝

∑︁
𝑗∈𝑀5(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
> 𝜀𝑝+1ϒ𝑝

𝑓𝐾
2𝑝+2
𝛿0

(2𝛿0)
2𝑝.

Тому

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) = +∞,

що суперечить припущенню (3.41). Лема доведена.

Тепер ми маємо всi необхiднi елементи для доведення оцiнки знизу (3.40).

Для цього нам необхiдно показати, що для будь-якої послiдовностi {△𝑁}∞𝑁=1

трiангуляцiй △𝑁 =
{︀
𝑇𝑁𝑗
}︀𝑁
𝑗=1

квадрата 𝐷 має мiсце нерiвнiсть

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2

⃦⃦⃦√
𝐻
⃦⃦⃦
𝐿 𝑝

𝑝+1
(𝐷)

.
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Не зменшуючи загальностi, будемо розглядати лише тi послiдовностi трiангуляцiй

{△𝑁}∞𝑁=1, для яких

lim inf
𝑁→∞

𝑁 · inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) <∞.

Для кожного 𝑗 ∈ 𝑀2(△𝑁 ; 𝜀) замiнимо функцiю 𝑓 на трикутнику 𝑇𝑁𝑗 її

полiномом Тейлора другого порядку 𝑓𝑁,𝑗, побудованому в точцi 𝑈𝑇𝑁
𝑗
. В силу

леми 3.3.5 маємо

‖𝑓 − 𝑓𝑁,𝑗‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 ) 6 max{𝛼; 𝛽}‖𝑓 − 𝑓𝑁,𝑖‖𝐿∞(𝑇𝑁

𝑗 )

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1/𝑝

6 2max{𝛼; 𝛽}
(︀
diam𝑇𝑁𝑗

)︀2
𝜔2

(︀
𝑓, diam𝑇𝑁𝑗

)︀ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1/𝑝

.

За визначенням множини 𝑀2(△𝑁 ; 𝜀),

‖𝑓 − 𝑓𝑁,𝑗‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

6
𝜀 𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·𝐻1/2

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

.

Застосовуючи нерiвнiсть трикутника i наслiдок 3.3.2, ми отримаємо

𝐸(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

> 𝐸(𝑓𝑁 ;𝑗,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

− ‖𝑓 − 𝑓𝑁 ;𝑗‖𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
(1− 𝜀)𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2
·𝐻1/2

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒1+1/𝑝

.

Тепер

ℱ(△𝑁) := inf
𝑠∈𝒮(△𝑁 )

‖𝑓 − 𝑠‖𝑝𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷) >
∑︁

𝑗∈𝑀2(△𝑁 ;𝜀)

𝐸𝑝(𝑓,𝒫1)𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝑇𝑁
𝑗 )

>
(1− 𝜀)𝑝𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝

∑︁
𝑗∈𝑀2(△𝑁 ;𝜀)

𝐻𝑝/2
(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒𝑝+1

.

Застосовуючи нерiвностi Йєнсена для функцiї 𝑡𝑝+1, отримаємо

ℱ(△𝑁) >
(1− 𝜀)𝑝𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝 (#𝑀2(△𝑁 ; 𝜀))
𝑝

⎛⎝ ∑︁
𝑗∈𝑀2(△𝑁 ;𝜀)

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒⎞⎠𝑝+1

>
(1− 𝜀)𝑝𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑝𝑁𝑝

⎛⎝ ∑︁
𝑗∈𝑀2(△𝑁 ;𝜀)

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒⎞⎠𝑝+1

.

Подiлимо кожен з трикутникiв 𝑇𝑁𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐼𝑁 ∖ 𝑀2(△𝑁 ; 𝜀), на 𝑛𝑁𝑗 менших

трикутникiв 𝑇𝑁𝑗,𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑁𝑗 , пронумерованих в довiльному порядку i таких, що

diam𝑇𝑁𝑗,𝑘 → 0, коли 𝑁 → ∞, для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑁𝑗 . Для кожного 𝑗 ∈ 𝑀2(△𝑁 ; 𝜀)
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позначимо 𝑛𝑁𝑗 := 1 i 𝑇𝑁𝑗,1 := 𝑇𝑁𝑗 . Вiдзначимо, що
𝑁⋃︀
𝑗=1

𝑛𝑁𝑗⋃︀
𝑘=1

𝑇𝑁𝑗,𝑘 = 𝐷 i для всiх

можливих пар 𝑗 i 𝑘 випливає, що diam𝑇𝑁𝑗,𝑘 → 0, коли 𝑁 → ∞. Тодi

∑︁
𝑗∈𝑀1(△𝑁 ;𝜀)

𝑛𝑁𝑗∑︁
𝑘=1

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗,𝑘

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗,𝑘
⃒⃒
6 (2𝜀)𝑝

∑︁
𝑗∈𝑀1(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
6 (2𝜀)𝑝 · 1 = (2𝜀)𝑝.

Також в силу лем 3.3.7, 3.3.8 i 3.3.9 для всiх достатньо великих 𝑁 ∈ N ми

отримаємо, що для 𝑟 = 3, 4, 5

∑︁
𝑗∈𝑀𝑟(△𝑁 ;𝜀)

𝑛𝑁𝑗∑︁
𝑘=1

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗,𝑘

)︁ ⃒⃒
𝑇𝑁𝑗,𝑘
⃒⃒
6 ‖𝐻‖

𝑝
2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷)

∑︁
𝑗∈𝑀𝑟(△𝑁 ;𝜀)

⃒⃒
𝑇𝑁𝑗
⃒⃒
6 𝜀‖𝐻‖

𝑝
2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷).

Таким чином,

ℱ(△𝑁)>

(︂
(1− 𝜀)𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑁

)︂𝑝⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛𝑁𝑗∑︁
𝑘=1

𝐻
𝑝

2(𝑝+1)

(︁
𝑓 ;𝑈𝑇𝑁

𝑗,𝑘

)︁⃒⃒
𝑇𝑁𝑗,𝑘
⃒⃒
− 3𝜀‖𝐻‖

𝑝
2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷)−(2𝜀)𝑝

⎞⎠𝑝+1

=
(︁𝜎𝑝;𝛼,𝛽;2

2𝑁

)︁𝑝(︂∫︁
𝐷

𝐻
𝑝

2(𝑝+1) (𝑓 ;𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦 + 𝑜(1)− 3𝜀‖𝐻‖
𝑝

2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷) − (2𝜀)𝑝
)︂𝑝+1

,

коли 𝑁 → ∞. Отже,

lim inf
𝑁→∞

𝑁𝑝·inf
𝑠∈𝑆(△𝑁 )

‖𝑓−𝑠‖𝑝𝐿𝑝;𝛼,𝛽(𝐷)>
𝜎𝑝𝑝;𝛼,𝛽;2
2𝑝

(︂∫︁
𝐷

𝐻
𝑝

2(𝑝+1) (𝑓 ;𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦−3𝜀‖𝐻‖
𝑝

2(𝑝+1)

𝐿∞(𝐷)−(2𝜀)𝑝
)︂𝑝+1

.

Оскiльки 𝜀 є довiльним, то ми отримуємо шукану нерiвнiсть (3.40).

3.4. Задача трансфiнiтної iнтерполяцiї за допомогою гармонiчних

сплайнiв

В цьому пiдроздiлi ми дослiдимо похибку найкращого наближення

гармонiчними сплайнами на прямокутних розбиттях областi визначення функцiй

з обмеженим лапласiаном. Результати роботи опублiковано в [280, 332].

Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 – заданi додатнi числа, Π = [0, 𝑏1] × . . . × [0, 𝑏𝑑]. Для

𝑁 ∈ N i 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑑 через 𝑃 *,𝑗
𝑁 позначимо розбиття множини Π, що складається

з 𝑁 рiвних 𝑑-вимiрних паралелепiпедiв, якi отримано з Π його розбиттям за

допомогою (𝑁 − 1)-єї (𝑑 − 1)-вимiрної гiперплощини, ортогональної до осi 𝑂𝑥𝑗.
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Вочевидь, 𝑃 *,𝑗
𝑁 = 𝑃 *

m𝑗
, де m𝑗 := (1, . . . , 1, 𝑁, 1, . . . , 1) i число 𝑁 розташовано

на позицiї з iндексом 𝑗. Наступний результат встановлює точну асимптотичну

поведiнку похибки наближення функцiй з класу 𝑊Δ
∞ за допомогою гармонiчних

сплайнiв на розбиттях 𝑃 *,𝑗
𝑁 .

Теорема 3.4.1. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Тодi для кожного

𝑗 = 1, . . . , 𝑑 виконується гранична рiвнiсть

lim
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑃 *,𝑗
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= lim

𝑁→∞
𝑁 2 · ℰ𝑃 *,𝑗

𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′
)︀
1
= ‖𝜎𝑗‖𝐿𝑠(Π) ,

де 𝜎𝑗(x) = 𝑥𝑗 (𝑏𝑗 − 𝑥𝑗) /2, x ∈ Π.

Наступне твердження встановлює порядок точної асимптотики величин

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
i ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′

)︀
1
, коли 𝑁 → ∞.

Теорема 3.4.2. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠−1). Тодi iснують константи

𝐶1, 𝐶2 > 0 такi, що 𝐶1 6 𝑁 2 ·ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
6 𝐶2 для всiх достатньо великих 𝑁 ∈ N.

Цей результат вказує на те, що асимптотична поведiнка величин ℰ𝑃 *,𝑗
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠

та ℰ𝑃 *,𝑗
𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′

)︀
1
є 𝑂

(︀
𝑁−2

)︀
, коли 𝑁 → ∞, а, отже, не залежить вiд розмiрностi

простору. Даний результат цiкаво порiвняти з асимптотичною поведiнкою величин

ℰ𝑃 *
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
та ℰ𝑃 *

𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′

)︀
1
, де 𝑃 *

𝑁 ∈ 𝒫𝑁 є прямокутним розбиттям, що складається з

𝑁 =𝑀𝑑,𝑀 ∈ N, рiвних 𝑑-вимiрних паралелепiпедiв, подiбних до Π, яка залежить
вiд вимiрностi простору. Дiйсно, з огляду на [26, наслiдки 5, 6]:

ℰ𝑃 *
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= ℰ𝑃 *

𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′
)︀
1
= 𝑂

(︁
𝑁−2/𝑑

)︁
, коли 𝑁 → ∞.

Це зауваження наводить на думку про справедливiсть гiпотези про

оптимальнiсть розбиттiв 𝑃 *,𝑗
𝑁 в задачi (3.5). Бiльш строго, якщо 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑠 6 ∞,

𝑠′ = 𝑠/(𝑠− 1), то

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′
)︀
1
= min

𝑗=1,2,...,𝑑
ℰ𝑃 *,𝑗

𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
. (3.44)

Гiпотеза (3.44) справджується для 𝑑 = 1 (див., наприклад, [94, §4,7]). В цьому

випадку Δ є оператором диференцiювання другого порядку, а 𝑃 *,1
𝑁 є розбиттям

вiдрiзку [0, 𝑏1] за допомогою (𝑁 + 1)-єї рiвновiддаленої точки 0, 𝑏1𝑁 , . . . ,
(𝑁−1)𝑏1

𝑁 , 𝑏1.

Ми доведемо цю гiпотезу в наступному частинному випадку.
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Теорема 3.4.3. Нехай 𝑑 = 2. Тодi для всiх 𝑁 ∈ N має мiсце рiвнiсть

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
= min

{︁
ℰ𝑃 *,1

𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
; ℰ𝑃 *,2

𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1

}︁
.

Перейдемо до розгляду найкращого нелiнiйного наближення трансфiнiтними

iнтерполяцiйними гармонiчними сплайнами. Застосовуючи теорему 3.4.1, ми

можемо покращити оцiнку (3.8) за рахунок розгляду розбиттiв 𝑃 *,𝑗
𝑁 , якi не є

допустимими в сенсi означення 3.7. Наступне твердження показує, що величина

𝑅𝑡
𝑁(𝑓)𝑠 (див. означення 3.6) прямує до нуля не повiльнiше за 𝑁

−2, коли 𝑁 → ∞.

Наслiдок 3.4.1. Нехай 1 6 𝑠 6 ∞. Тодi для всiх функцiй 𝑓 ∈ 𝐶2(Π)

lim sup
𝑁→∞

𝑁 2 ·𝑅𝑡
𝑁(𝑓)𝑠 6 ‖Δ𝑓‖𝐿∞(Π) · min

𝑗=1,2,...,𝑑
‖𝜎𝑗‖𝐿𝑠(Π) ,

де функцiя 𝜎𝑗 була означена в теоремi 3.4.1.

Перейдемо до доведення основних результатiв цього пiдроздiлу.

Доведення теореми 3.4.1. Спочатку розглянемо випадок 𝑠 <∞. Нехай 𝑁 ∈ N
i додатнi числа 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 є заданими. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати,

що 𝑗 = 1. Розглянемо 𝑑-вимiрний паралелепiпед Π1 :=
[︀
0, 𝑁−1𝑏1

]︀
× . . .× [0, 𝑏𝑑]. З

твердження 3.1.1 випливає, що

ℰ𝑃 *,1
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= 𝑁 1/𝑠 · ‖𝑓𝑁,𝑑‖𝐿𝑠(Π1)

,

де функцiя

𝑓𝑁,𝑑(x) :=

∫︁
Π1

𝐺Π1
(x,y) dy, x ∈ Π1,

є єдиним розв’язком однорiдної задачi Дiрiхле для рiвняння Пуасона:{︃
Δ𝑓𝑁,𝑑(x) = 1, x ∈ intΠ1,

𝑓𝑁,𝑑(x) = 0, x ∈ 𝜕Π1.

Використовуючи добре вiдомий метод роздiлення змiнних (див., наприклад, [250,

§4.1]), ми можемо зобразити розв’язок цiєї задачi у виглядi кратного ряда Фур’є:

для x ∈ intΠ1

𝑓𝑁,𝑑(x) =− 4𝑑

𝜋𝑑+2

∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .
∞∑︁

𝑛𝑑=0

sin
(︁
(2𝑛1+1)𝜋𝑥1
𝑁−1𝑏1

)︁
2𝑛1 + 1

𝑑∏︁
𝑗=2

sin
(︁
(2𝑛𝑗+1)𝜋𝑥𝑗

𝑏𝑗

)︁
2𝑛𝑗 + 1

×

(︃(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+
𝑑∑︁
𝑗=1

(︂
2𝑛𝑗 + 1

𝑏𝑗

)︂2
)︃−1

.

(3.45)
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Оскiльки 𝑓𝑁,𝑑 ∈ 𝐿2(Π) (див. [250, §6.2]), то за теоремою 4.1 в [341] можемо

зробити висновок, що кратний ряд в правiй частинi (3.45) збiгається до 𝑓𝑁,𝑑 в

смислi Прингсгейма (див. [341]) в метрицi простору 𝐿2. Нагадаємо, що базою

для збiжностi в смислi Прингсгейма є min {𝑛1;𝑛2; . . . ;𝑛𝑑} → ∞. З iншого боку,

цей ряд збiгається абсолютно. Дiйсно, застосовуючи нерiвнiсть мiж середнiм

геометричним i середнiм арифметичним, отримаємо

∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .
∞∑︁

𝑛𝑑=0

⃒⃒⃒
sin
(︁
(2𝑛1+1)𝜋𝑥1
𝑁−1𝑏1

)︁⃒⃒⃒
2𝑛1 + 1

𝑑∏︁
𝑗=2

⃒⃒⃒
sin
(︁
(2𝑛𝑗+1)𝜋𝑥𝑗

𝑏𝑗

)︁⃒⃒⃒
2𝑛𝑗 + 1

×

(︃(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+
𝑑∑︁
𝑗=2

(︂
2𝑛𝑗 + 1

𝑏𝑗

)︂2
)︃−1

6
∞∑︁

𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .

∞∑︁
𝑛𝑑=0

𝑑∏︁
𝑗=1

1

2𝑛𝑗 + 1
×

(︃(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+
𝑑∑︁
𝑗=2

(︂
2𝑛𝑗 + 1

𝑏𝑗

)︂2
)︃−1

6
1

𝑑

(︂
𝑏1 . . . 𝑏𝑑
𝑁

)︂2/𝑑 ∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .

∞∑︁
𝑛𝑑=0

𝑑∏︁
𝑗=1

1

(2𝑛𝑗 + 1)1+2/𝑑

=
1

𝑑

(︂
𝑏1 . . . 𝑏𝑑
𝑁

)︂2/𝑑 𝑑∏︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑛𝑗=0

1

(2𝑛𝑗 + 1)1+2/𝑑
<∞.

Тому за [109, §34.1] ми можемо розглядати кратний ряд (3.45) як ряд повторний.

Спростимо вираз (3.45) для функцiї 𝑓𝑁,𝑑. Для цього розглянемо функцiю

𝑔 (𝑥𝑑) =
∞∑︁

𝑛𝑑=0

sin
(︁
(2𝑛𝑑+1)𝜋𝑥𝑑

𝑏𝑑

)︁
(2𝑛𝑑 + 1)

(︂
𝐴2 +

(︁
2𝑛𝑑+1
𝑏𝑑

)︁2)︂ , 𝑥𝑑 ∈ (0, 𝑏𝑑) ,

де 𝐴2 =
(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+
(︁
2𝑛2+1
𝑏2

)︁2
+ . . . +

(︁
2𝑛𝑑−1+1
𝑏𝑑−1

)︁2
. Вочевидь, функцiя 𝑔 є двiчi

диференцiйовною за кожною змiнною i

𝑔′′ (𝑥𝑑)− 𝜋2𝐴2𝑔 (𝑥𝑑) = −𝜋2
∞∑︁

𝑛𝑑=0

sin
(︁
(2𝑛𝑑+1)𝜋𝑥𝑑

𝑏𝑑

)︁
2𝑛𝑑 + 1

.

Зауважимо, що для кожного 𝑥𝑑 ∈ (0, 𝑏𝑑) справджується рiвнiсть

∞∑︁
𝑛𝑑=0

sin
(︁
(2𝑛𝑑+1)𝜋𝑥𝑑

𝑏𝑑

)︁
2𝑛𝑑 + 1

=
𝜋

4
.
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Ряд в лiвiй частинi останньої рiвностi є рядом Фур’є сталої функцiї 𝜋/4

на iнтервалi (0, 𝑏𝑑) за системою функцiй
{︁
sin
(︁
𝑛𝜋𝑥𝑑
𝑏𝑑

)︁}︁∞

𝑛=1
. А отже функцiя 𝑔

задовольняє диференцiальному рiвнянню другого порядку

𝑔′′ (𝑥𝑑)− 𝜋2𝐴2𝑔 (𝑥𝑑) = −𝜋
3

4
, 𝑥𝑑 ∈ (0, 𝑏𝑑) ,

з граничними умовами 𝑔(0) = 𝑔 (𝑏𝑑) = 0. Це рiвняння має єдиний розв’язок

𝑔 (𝑥𝑑) =
𝜋

4𝐴2

⎡⎣1− cosh
(︁
𝜋𝐴(𝑏𝑑−2𝑥𝑑)

2

)︁
cosh

(︀
𝜋𝐴𝑏𝑑
2

)︀
⎤⎦ , 𝑥𝑑 ∈ (0, 𝑏𝑑) .

Таким чином, для будь-якого x ∈ Π1, має мiсце зображення

𝑓𝑁,𝑑(x)

= −4𝑑−1

𝜋𝑑+1

∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .

∞∑︁
𝑛𝑑−1=0

⎛⎝sin
(︁
(2𝑛1+1)𝜋𝑥1
𝑁−1𝑏1

)︁
2𝑛1 + 1

𝑑−1∏︁
𝑗=2

sin
(︁
(2𝑛𝑗+1)𝜋𝑥𝑗

𝑏𝑗

)︁
2𝑛𝑗 + 1

⎞⎠
×

(︃(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+
𝑑−1∑︁
𝑗=2

(︂
2𝑛𝑗 + 1

𝑏𝑗

)︂2
)︃−1

×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣1−
cosh

(︃
𝜋(𝑏𝑑−2𝑥𝑑)

2

√︃(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+

𝑑−1∑︀
𝑗=2

(︁
2𝑛𝑗+1
𝑏𝑗

)︁2)︃

cosh

(︃
𝜋𝑏𝑑
2

√︃(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+

𝑑−1∑︀
𝑗=2

(︁
2𝑛𝑗+1
𝑏𝑗

)︁2)︃
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

(3.46)

Розглянемо функцiю ̂︀𝑓𝑁(x) = 2−1𝑥1
(︀
𝑥1 −𝑁−1𝑏1

)︀
, x ∈ Π1. Вочевидь,⃦⃦⃦ ̂︀𝑓𝑁 ⃦⃦⃦

𝐿𝑠(Π1)
= 𝑁−2−1/𝑠 ‖𝜎1‖𝐿𝑠(Π). Доведемо, що⃦⃦⃦

𝑓𝑁,𝑑 − ̂︀𝑓𝑁 ⃦⃦⃦
𝐿𝑠(Π1)

= 𝑜
(︁
𝑁−2−1/𝑠

)︁
, коли 𝑁 → ∞. (3.47)

Це означатиме, що величина
⃦⃦⃦ ̂︀𝑓𝑁 ⃦⃦⃦

𝐿𝑠(Π1)
має таку ж асимптотичну поведiнку, що

i величина ‖𝑓𝑁,𝑑‖𝐿𝑠(Π1)
, коли 𝑁 → ∞.

По-перше, зазначимо, що рiзниця 𝑔𝑁 = 𝑓𝑁,𝑑 − ̂︀𝑓𝑁 є розв’язком задачi Дiрiхле

для рiвняння Лапласа {︃
Δ𝑔𝑁(x) = 0, x ∈ intΠ1,

𝑔𝑁(x) = − ̂︀𝑓𝑁(x), x ∈ 𝜕Π1.
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Отже, за принципом максимума (див. [250, §2.2]), маємо

‖𝑔𝑁‖𝐿∞(Π1)
=
⃦⃦⃦ ̂︀𝑓𝑁 ⃦⃦⃦

𝐿∞(𝜕Π1)
=

𝑏21
8𝑁 2

. (3.48)

Далi, для всiх достатньо малих 𝜀 > 0 розглянемо 𝑑-вимiрний паралелепiпед

Π1,𝜀 :=
[︀
0, 𝑁−1𝑏1

]︀
× [𝑏2𝜀, 𝑏2(1− 𝜀)]× . . .× [𝑏𝑑𝜀, 𝑏𝑑(1− 𝜀)] .

Приймаючи до уваги тотожнiсть 𝑓𝑁,1 ≡ ̂︀𝑓𝑁 , зображення (3.45) функцiї 𝑓𝑁,𝑗−1, i

спрощене зображення (3.46) функцiї 𝑓𝑁,𝑗, 𝑗 = 2, . . . , 𝑑, отримаємо, що для x ∈ Π1,𝜀

|𝑔𝑁(x)|

6
𝑑∑︁
𝑗=2

|𝑓𝑁,𝑗(x)− 𝑓𝑁,𝑗−1(x)|

=
𝑑∑︁
𝑗=2

4𝑗−1

𝜋𝑗+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .

∞∑︁
𝑛𝑗−1=0

sin
(︁
(2𝑛1+1)𝜋𝑥1
𝑁−1𝑏1

)︁
2𝑛1 + 1

𝑗−1∏︁
𝑘=2

sin
(︁
(2𝑛𝑘+1)𝜋𝑥𝑘

𝑏𝑘

)︁
2𝑛𝑘 + 1

×

(︃(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+

𝑗−1∑︁
𝑘=2

(︂
2𝑛𝑘 + 1

𝑏𝑘

)︂2
)︃−1

×
cosh

(︃
𝜋(𝑏𝑗−2𝑥𝑗)

2

√︃(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+

𝑗−1∑︀
𝑘=2

(︁
2𝑛𝑘+1
𝑏𝑘

)︁2)︃

cosh

(︃
𝜋𝑏𝑗
2

√︃(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+

𝑗−1∑︀
𝑘=2

(︁
2𝑛𝑘+1
𝑏𝑘

)︁2)︃
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

Застосовуючи нерiвностi | sin 𝑎| 6 1 i cosh 𝑎
cosh 𝑏 6 2𝑒(|𝑎|−|𝑏|), 𝑎, 𝑏 ∈ R, позначаючи

𝐵 := min{𝑏2, . . . , 𝑏𝑑} та використовуючи нерiвнiсть |𝑏𝑗 − 2𝑥𝑗| − 𝑏𝑗 6 −2𝜀𝐵, де

𝑗 = 2, . . . , 𝑑, ми бачимо з останньої нерiвностi, що для x ∈ Π1,𝜀,

|𝑔𝑁(x)| 6
𝑑∑︁
𝑗=2

22𝑗−1

𝜋𝑗+1

∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .
∞∑︁

𝑛𝑗−1=0

(︂(︁
2𝑛1+1
𝑁−1𝑏1

)︁2
+

𝑗−1∑︀
𝑘=2

(︁
2𝑛𝑘+1
𝑏𝑘

)︁2)︂−1

(2𝑛1 + 1) (2𝑛2 + 1) . . . (2𝑛𝑗−1 + 1)

× exp

⎛⎝−𝜀𝜋𝐵

⎯⎸⎸⎷(︂2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+

𝑗−1∑︁
𝑘=2

(︂
2𝑛𝑘 + 1

𝑏𝑘

)︂2
⎞⎠.

Далi, за нерiвнiстю Шварца i нерiвностями 𝑗 6 𝑑 i
√
𝑑 6 𝑑, маємо⎯⎸⎸⎷(︂2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+

𝑗−1∑︁
𝑘=2

(︂
2𝑛𝑘 + 1

𝑏𝑘

)︂2

>
1

𝑑

(︃
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1
+

𝑗−1∑︁
𝑘=2

2𝑛𝑘 + 1

𝑏𝑘

)︃
.
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Поєднуючи останню нерiвнiсть з грубою оцiнкою(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

+

𝑗−1∑︁
𝑘=2

(︂
2𝑛𝑘 + 1

𝑏𝑘

)︂2

>

(︂
2𝑛1 + 1

𝑁−1𝑏1

)︂2

,

для x ∈ Π1,𝜀 отримаємо, що

|𝑔𝑁(x)| <
𝑑∑︁
𝑗=2

22𝑗−1𝑏21
𝜋𝑗+1𝑁 2

∞∑︁
𝑛1=0

exp
(︁
−𝜀𝜋𝐵(2𝑛1+1)

𝑑𝑁−1𝑏1

)︁
(2𝑛1 + 1)3

·
𝑗−1∏︁
𝑘=2

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛𝑘=0

exp
(︁
−𝜀𝜋𝐵(2𝑛𝑘+1)

𝑑𝑏𝑘

)︁
2𝑛𝑘 + 1

⎞⎠ .

Нехай 𝜇𝜀,1 := 1 i для 𝑘 = 2, . . . , 𝑑− 1

𝜇𝜀,𝑘 :=
∞∑︁
𝑙=0

exp
(︁
−𝜀𝜋𝐵(2𝑙+1)

𝑑𝑏𝑘

)︁
2𝑙 + 1

=
1

2
ln

⎛⎝1 + exp
(︁
−𝜀𝜋𝐵

𝑑𝑏𝑘

)︁
1− exp

(︁
−𝜀𝜋𝐵

𝑑𝑏𝑘

)︁
⎞⎠,

(останнє спiввiдношення є наслiдком з [144, формула 5.2.4.8]). Тодi для x ∈ Π1,𝜀,

|𝑔𝑁(x)| <
𝑑∑︁
𝑗=2

22𝑗−1𝑏21
𝜋𝑗+1𝑁 2

· 𝜁(3) · exp
(︂
− 𝜀𝜋𝐵

𝑑𝑁−1𝑏1

)︂
·
𝑗−1∏︁
𝑘=1

𝜇𝜀,𝑘, (3.49)

де 𝜁(𝑧) є дзета-функцiєю вiд змiнної 𝑧. Об’єднуючи нерiвностi (3.48) i (3.49), а

також помiчаючи, що

|Π1 ∖ Π1,𝜀| =
𝑏1 . . . 𝑏𝑑
𝑁

· (1− (1− 2𝜀)𝑑−1) 6
2(𝑑− 1)𝑏1 . . . 𝑏𝑑

𝑁
· 𝜀,

матимемо

‖𝑔𝑁‖𝑠𝐿𝑠(Π1)
= ‖𝑔𝑁‖𝑠𝐿𝑠(Π1∖Π1,𝜀)

+ ‖𝑔𝑁‖𝑠𝐿𝑠(Π1,𝜀)

6 ‖𝑔𝑁‖𝑠𝐿∞(Π1)
· |Π1 ∖ Π1,𝜀|+

(︃
sup
x∈Π1,𝜀

|𝑔𝑁(x)|

)︃𝑠

· |Π1,𝜀|

<
𝑏2𝑠+1
1 𝑏2 . . . 𝑏𝑑
𝑁 2𝑠+1

⎛⎝2(𝑑− 1)𝜀

8𝑠
+

𝜁𝑠(3)

exp
(︁

𝜀𝜋𝐵𝑠
𝑑𝑁−1𝑏1

)︁ (︃ 𝑑∑︁
𝑗=2

22𝑗−1

𝜋𝑗+1

𝑗−1∏︁
𝑘=1

𝜇𝜀,𝑘

)︃𝑠
⎞⎠ .

Обравши 𝜀 := ln𝑁
𝑁 , зауважимо, що 𝜇 ln𝑁

𝑁 ,𝑘 = 1+𝑜(1)
2 · ln𝑁 , коли 𝑁 → ∞,

для 𝑘 = 2, . . . , 𝑑− 1, що можна перевiрити за рахунок подвiйного застосування

правила Лопiталя (див., наприклад, [210, §6.3]):

lim
𝑁→∞

2𝜇 ln𝑁
𝑁 ,𝑘

ln𝑁
= lim

𝑁→∞

ln
(︁
1− exp

(︁
− ln𝑁𝜋𝐵

𝑑𝑏𝑘𝑁

)︁)︁
ln
(︁
ln𝑁𝜋𝐵
𝑑𝑏𝑘𝑁

)︁ = lim
𝑧→0

ln (1− 𝑒−𝑧)

ln 𝑧

= lim
𝑧→0

𝑧𝑒−𝑧

1− 𝑒−𝑧
= lim

𝑧→0

𝑧

1− 𝑒−𝑧
= 1.
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Як наслiдок,

‖𝑔𝑁‖𝑠𝐿𝑠(Π1)
<
𝑏2𝑠+1
1 𝑏2 . . . 𝑏𝑑
𝑁 2𝑠+1

[︃
2(𝑑− 1) ln𝑁

8𝑠𝑁
+
𝜁𝑠(3)

𝑁
𝜋𝐵𝑠
𝑑𝑏1

(︃
𝑑∑︁
𝑗=2

22𝑗−1

𝜋𝑗+1

𝑗−1∏︁
𝑘=1

𝜇 ln𝑁
𝑁 ,𝑘

)︃𝑠]︃
= 𝑜

(︀
𝑁−2𝑠−1

)︀
, коли 𝑁 → ∞.

Таким чином, спiввiдношення (3.47) дiйсно має мiсце, а тому

lim
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑃 *,1
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠

= lim
𝑁→∞

𝑁 2+1/𝑠 · ‖𝑓𝑁,𝑑‖𝐿𝑠(Π1)

= lim
𝑁→∞

𝑁 2+1/𝑠 ·
⃦⃦⃦ ̂︀𝑓𝑁 ⃦⃦⃦

𝐿𝑠(Π1)
= ‖𝜎1‖𝐿𝑠(Π) .

Зауважимо, що випадок 𝑠 = ∞ розглядається за аналогiєю з випадком 𝑠 <∞
з необхiдними змiнами. Доведення завершено.

Для доведення теореми 3.4.3 встановимо двi допомiжнi леми.

Лема 3.4.1. Для кожного 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2] функцiї 𝑓1(𝑧) := 4𝑧2 − cosh2 𝑧 i

𝑓2(𝑧) := 2 cosh2 𝑧 − 3𝑧3 додатнi.

Доведення. Спочатку зазначимо, що 𝑒𝜋 = 23.14 . . . > 23 i 2.5 < 𝑒 < 2.8.

Оскiльки 𝑓1(𝑧) = (2𝑧 − cosh 𝑧) (2𝑧 + cosh 𝑧), то для доведення додатностi функцiї

𝑓1 на вiдрiзку [𝜋/2, 2] достатньо довести, що функцiя 𝑔1(𝑧) := 2𝑧 − cosh 𝑧 є

додатною на тому ж вiдрiзку. Останнє твердження виконується, оскiльки

𝑔′1(𝑧) = 2− sinh 𝑧 6 2− sinh
(︀
𝜋
2

)︀
= 4𝑒𝜋/2+1−𝑒𝜋

2𝑒𝜋/2
=

(𝑒𝜋/2−2+
√
5)(2+

√
5−𝑒𝜋/2)

2𝑒𝜋/2
< 0 для всiх

𝑧 ∈ [𝜋/2, 2], бо 𝑒𝜋/2 >
√
23 > 2 +

√
5. Отже, 𝑔1 спадає на вiдрiзку [𝜋/2, 2] i

𝑔1(𝑧) > 𝑔1(2) = 4− cosh 2 = 8−𝑒2−𝑒−2

2 > 8−2.82−2.5−2

2 = 0 для всiх 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2].

Далi доведемо, що функцiя 𝑓2 додатна на вiдрiзку [𝜋/2, 2]. Зазначимо,

що 𝑓 ′′′2 (𝑧) = 8 sinh 2𝑧 − 18 > 8 sinh𝜋 − 18 > 4𝑒𝜋 − 4− 18 > 4 · 23− 22 > 0 для всiх

𝑧 ∈ [𝜋/2, 2]. Отже, 𝑓 ′′2 зростає на [𝜋/2, 2] i

𝑓 ′′2 (𝑧) > 𝑓 ′′2 (𝜋/2) = 4 cosh 𝜋 − 9𝜋 > 2𝑒𝜋 − 9𝜋 > 2 · 23− 9 · 4 > 0

для 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2]. З останнiх спiввiдношень ми бачимо, що функцiя 𝑓 ′2 зростає на

[𝜋/2, 2] i 𝑓 ′2(𝑧) > 𝑓 ′2 (𝜋/2) = 2 sinh 𝜋 − 9𝜋2

4 > 𝑒𝜋 − 𝑒−𝜋 − 9·10
4 > 23− 0.5− 22.5 = 0

для 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2]. Як наслiдок, 𝑓2 зростає на [𝜋/2, 2] i для 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2] ми матимемо

𝑓2(𝑧) > 𝑓2 (𝜋/2) = 2 cosh2 (𝜋/2)− 3𝜋3

8 > 4𝑒𝜋+8−3𝜋3

8 > 4·23+8−3·3.23
8 = 0.212 > 0.
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Тепер для 𝑎 > 0 позначимо через Ω𝑎 прямокутник одиничної площi зi

сторонами 𝑎 i 1/𝑎, i означимо функцiю

𝐹 (𝑎) :=

∫︁
Ω𝑎

∫︁
Ω𝑎

𝐺Ω𝑎
(x,y) dxdy,

де 𝐺Ω є функцiєю Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа на областi Ω.

Доведення теореми 3.4.3 суттєво ґрунтується на наступнiй лемi.

Лема 3.4.2. Функцiя 𝐹 зростає на (0, 1] i спадає на [1,+∞).

Доведення. Добре вiдомо (див., наприклад, [26, третя формула в §4]), що для

будь-якого 𝑎 > 0

𝐹 (𝑎) =
16

𝜋5

∞∑︁
𝑘=0

𝑎4

(2𝑘 + 1)5

(︂
(2𝑘 + 1)𝜋

2𝑎2
− tanh

(︂
(2𝑘 + 1)𝜋

2𝑎2

)︂)︂
,

а також, за визначенням, 𝐹 (𝑎) = 𝐹 (1/𝑎). Отже, достатньо довести, що функцiя

𝐹 зростає на (0, 1]. Далi, для змiнної 𝑡 > 0 розглянемо двi функцiї

𝜌(𝑡) :=
𝜋𝑡− 2 tanh (𝜋𝑡/2)

2𝑡2
i 𝜙(𝑡) :=

∞∑︁
𝑘=0

𝜌((2𝑘 + 1)𝑡)

(2𝑘 + 1)3
,

а також зауважимо, що 𝜙(𝑡) = 𝜋5 ·𝐹
(︀
1/
√
𝑡
)︀
/16. Як наслiдок, достатньо довести,

що функцiя 𝜙 спадає на [1,+∞). Це випливає з властивостей функцiї 𝜌:

(i) 𝜌(𝑡) =
𝜋 + 𝑜(1)

2𝑡
, 𝜌′(𝑡) =

−𝜋 + 𝑜(1)

2𝑡2
, 𝜌′′(𝑡) =

𝜋 + 𝑜(1)

𝑡3
, коли 𝑡→ +∞;

(ii) |𝜌′′(𝑡)| 6 3𝜋

2𝑡3
для всiх 𝑡 > 1;

(iii) 𝜌′′(𝑡) +
3𝜋

2𝑡3

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 + 1)4
< 0 на [1, 4/𝜋];

(iv) 𝜌′(𝑡) < 0 на [4/𝜋,∞).

Дiйсно, властивiсть (i) гарантує, що ряд в означеннi функцiї 𝜙 є поелементно

двiчi неперервно диференцiйовним. За властивостями (ii) та (iii) для всiх

𝑡 ∈ [1, 4/𝜋] має мiсце нерiвнiсть

𝜙′′(𝑡) = 𝜌′′(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜌′′((2𝑘 + 1)𝑡)

2𝑘 + 1
6 𝜌′′(𝑡) +

3𝜋

2𝑡3

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 + 1)4
< 0.

Тодi за неперервнiстю функцiї 𝜙′′ на (0,+∞) iснує достатньо мале 𝜀 > 0 таке, що

𝜙′′(𝑡) < 0 для кожного 𝑡 ∈ (1− 𝜀, 4/𝜋]. Як наслiдок, функцiя 𝜙 є опуклою вгору
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на (1− 𝜀, 4/𝜋]. Оскiльки додатково 𝜙(𝑡) = 𝜙 (1/𝑡), 𝑡 > 1, то 𝜙′(1) = 0 i, отже, 𝜙

спадає на [1, 4/𝜋]. Далi, за властивiстю (iv), для кожного 𝑡 ∈ [4/𝜋,∞),

𝜙′(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜌′((2𝑘 + 1)𝑡)

(2𝑘 + 1)2
< 0,

звiдки випливає, що функцiя 𝜙 також спадає на [4/𝜋,∞). Таким чином, функцiя

𝜙 є спадною на [1,∞).

Доведемо властивостi (ii), (iii), (iv). Властивiсть (i) перевiряється безпосередньо.

1. Розпочнемо з доведення властивостi (ii). Дiйсно, для 𝑡 > 1,

𝑡3𝜌′′(𝑡)

𝜋
= 3− 2 tanh2

(︂
𝜋𝑡

2

)︂
+
𝜋𝑡 · tanh (𝜋𝑡/2)
2 cosh2 (𝜋𝑡/2)

− 6 · tanh (𝜋𝑡/2)
𝜋𝑡

6 3− 2 tanh2 (𝜋/2)− 4 · tanh (𝜋𝑡/2)
𝜋𝑡

< 3− 2 tanh2 (𝜋/2) = 1.32 . . . <
3

2
,

коли 𝑧 < cosh 𝑧, 𝑧 > 0, i tanh 𝑧 зростає на (0,+∞). З iншого боку, функцiя

𝑧−1 · tanh 𝑧 спадає на (0,+∞), а отже,

𝑡3𝜌′′(𝑡)

𝜋
> 1− 6 · tanh (𝜋𝑡/2)

𝜋𝑡
> 1− 6 · tanh (𝜋/2)

𝜋
= −0.75 . . . > −3

2
.

2. Далi ми доведемо властивiсть (iii). Для 𝑡 > 0 розглянемо функцiю

𝐼(𝑡) :=
𝑡3𝜌′′(𝑡)

𝜋
+

3

2

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 + 1)4
.

Для всiх 𝑡 > 1 згiдно з [144, формула 5.1.4.1] ми матимемо

𝐼(𝑡) =
3

2
− 2 tanh2

(︂
𝜋𝑡

2

)︂
+
𝜋𝑡 · tanh (𝜋𝑡/2)
2 cosh2 (𝜋𝑡/2)

− 6 · tanh (𝜋𝑡/2)
𝜋𝑡

+
𝜋4

64
.

Для змiнної 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2] розглянемо двi допомiжнi функцiї

𝑝1(𝑧) = 2 tanh2 𝑧 +
tanh 𝑧

𝑧
i 𝑝2(𝑧) =

𝑧 · tanh 𝑧
cosh2 𝑧

− 2 tanh 𝑧

𝑧

За лемою 3.4.1, для кожного 𝑧 ∈ [𝜋/2, 2],

𝑝′1(𝑧) =
𝑧 + tanh 𝑧

(︀
4𝑧2 − cosh2 𝑧

)︀
𝑧2 cosh2 𝑧

> 0,
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i

𝑝′2(𝑧) =
𝑧2 tanh 𝑧 − 3𝑧3 tanh2 𝑧 + 𝑧3 − 2𝑧 + 2 sinh 𝑧 cosh 𝑧

𝑧2 cosh2 𝑧

>
tanh 𝑧

(︀
2 cosh2 𝑧 − 3𝑧3

)︀
𝑧2 cosh2 𝑧

> 0.

Отже, функцiї 𝑝1 i 𝑝2 зростають на [𝜋/2, 2]. Як наслiдок, для 𝑡 ∈ [1, 4/𝜋],

𝐼(𝑡) <
3

2
+
𝜋4

64
− 𝑝1

(︁𝜋
2

)︁
+ 𝑝2 (2) = −0.07 . . . < 0.

3. Нарештi, перейдемо до доведення властивостi (iv). Для всiх 𝑡 ∈ [4/𝜋,∞),

𝜌′(𝑡) =
−2𝜋𝑡+ 𝜋𝑡 · tanh2 (𝜋𝑡/2) + 4 tanh (𝜋𝑡/2)

2𝑡3
<

−𝜋𝑡+ 4

2𝑡3
6 0.

Доведення завершено.

Тепер ми готовi перейти до доведення теореми 3.4.3.

Доведення теореми 3.4.3. Для зручностi припустимо, що 𝑏1 6 𝑏2. Нехай

𝑃 ∈ 𝒫𝑁 є довiльне прямокутне розбиття множини Π i нехай Ω ∈ 𝑃 є довiльний

прямокутник. Позначимо через 𝑎 довжину найкоротшої сторони прямокутника Ω,

а через |Ω| – площу Ω. Вочевидь, |Ω| 6 𝑎𝑏2, оскiльки Ω ⊂ Π. Через Ω′ позначимо

прямокутник розмiру |Ω|
𝑏2
×𝑏2. Тодi, приймаючи до уваги властивостi функцiї Грiна

вiдносно гомотетiї (див., наприклад, формулу (30) в [26]), лему 3.4.2 i нерiвнiсть

1 > 𝑎√
|Ω|

>
√

|Ω|
𝑏2

, ми отримаємо

∫︁
Ω

∫︁
Ω

𝐺Ω(x,y) dx dy= |Ω|2𝐹

(︃
𝑎√︀
|Ω|

)︃
> |Ω|2𝐹

(︃√︀
|Ω|
𝑏2

)︃
=

∫︁
Ω′

∫︁
Ω′
𝐺Ω′(x,y) dx dy.

Розглянемо розбиття 𝑃 ′ ∈ 𝒫m з мультиiндексом m = (𝑁, 1) таке, що

iснує взаємно-однозначне вiдображення мiж прямокутниками Ω′ ∈ 𝑃 ′ i

прямокутниками Ω ∈ 𝑃 тiєї самої площi. В силу вищенаведеного та за

твердженням 3.1.1,

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
=
∑︁
Ω∈𝑃

∫︁
Ω

∫︁
Ω

𝐺Ω(x,y) dx dy >
∑︁
Ω′∈𝑃 ′

∫︁
Ω′

∫︁
Ω′
𝐺Ω′(x,y) dx dy = ℰ𝑃 ′

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
.

Нарештi, за визначенням величини ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
(див. (3.5)) i твердженням 3.1.2 ми

встановлюємо, що

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
= inf

𝑃∈𝒫𝑁

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
> inf

𝑃 ′∈𝒫m

ℰ𝑃 ′
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
= ℰ𝑃 *,1

𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
.



184

З iншого боку, 𝑃 *,1
𝑁 ∈ 𝒫𝑁 , а отже, ℰ𝑃 *,1

𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
> ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
1
.

Доведення наслiдку 3.4.1. Дiйсно, для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(Π) функцiя

Δ𝑓 є обмеженою. Отже,

𝑅𝑡
𝑁(𝑓)𝑠 6

⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑃 *,𝑗

𝑁
𝑓
⃦⃦⃦
𝐿𝑠(Π)

6 ‖Δ𝑓‖𝐿∞(Π) sup
𝑔∈𝑊Δ

∞

⃦⃦⃦
𝑔 − 𝑆𝑃 *,𝑗

𝑁
𝑔
⃦⃦⃦
𝐿𝑠(Π)

= ‖Δ𝑓‖𝐿∞(Π) · ℰ𝑃 *,𝑗
𝑁

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
.

Поєднуючи останню оцiнку з теоремою 3.4.1, завершуємо доведення наслiдку.

Доведення теореми 3.4.2. За теоремою 3.4.1,

lim sup
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
= lim sup

𝑁→∞
𝑁 2 · ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑠′
)︀
1

6 min
𝑗=1,...,𝑑

(︁
lim
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑃 *
𝑗

(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠

)︁
= min
𝑗=1,...,𝑑

‖𝜎𝑗‖𝐿𝑠(Π) .
(3.50)

Отримаємо оцiнку знизу на величину lim inf
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
. Розглянемо спочатку

випадок 𝑠 = ∞. Нехай 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 – довiльне розбиття на Π. Покажемо, що iснує

прямокутний паралелепiпед Ω ∈ 𝑃 , який мiстить прямокутний паралелепiпед,

отриманий паралельним переносом з 1
𝑁 · Π. Припустимо супротивне, що для

кожного Ω ∈ 𝑃 iснує iндекс 𝑗Ω ∈ {1, . . . , 𝑑} такий, що довжина сторони Ω, яка

паралельна осi 𝑂𝑥𝑗, менша за
𝑏𝑗Ω
𝑁 . Тодi ми можемо оцiнити зверху об’єм кожного

паралелепiпеда Ω ∈ 𝑃 :

𝜇Ω <
𝑏1 · . . . · 𝑏𝑑

𝑏𝑗Ω
· 𝑏𝑗Ω
𝑁

=
𝜇Π

𝑁
.

Але тодi за означенням розбиття 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 на Π матимемо

𝜇Π = 𝜇

(︃⋃︁
Ω∈𝑃

Ω

)︃
<
∑︁
Ω∈𝑃

𝜇Ω 6
𝜇Π

𝑁
·#𝑃 6 𝜇Π.

Отримали суперечнiсть. Отже, iснує прямокутний паралелепiпед Ω* ∈ 𝑃 , який

мiстить прямокутний паралелепiпед Π*, отриманий паралельним переносом з 1
𝑁Π.

Тепер, не зменшуючи загальностi, припустимо, що 𝑏1 = min
𝑗=1,...,𝑑

𝑏𝑗, через s

позначимо центр паралелепiпеда Π*, через 𝐵 – кулю з центром в точцi s i радiусом
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𝑏1
𝑁 , та означимо функцiю 𝜏 : R0

+ → R:

𝜏(𝑡) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑏21
16𝑑𝑁 2

− 𝑡2

2𝑑
, 𝑡 ∈

[︂
0,

𝑏1
4𝑁

]︂
,

1

2𝑑

(︂
𝑏1
2𝑁

− 𝑡

)︂2

, 𝑡 ∈
[︂
𝑏1
4𝑁

,
𝑏1
2𝑁

]︂
,

0, 𝑡 >
𝑏1
2𝑁

.

Розглянемо функцiю 𝜙𝑃 : Π → R, що задана рiвнiстю

𝜙𝑃 (x) := 𝜏(‖x‖), x ∈ Π.

Неважко переконатися в тому, що 𝜙𝑃 ∈ 𝑊Δ
∞ та 𝜙𝑃 обертається в нуль на межах

кожного прямокутника Ω ∈ 𝑃 . Тому 𝑆𝑃𝜙𝑃 ≡ 0. Отже,

ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ = inf

𝑃∈𝒫𝑁

ℰ𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ > inf

𝑃∈𝒫𝑁

‖𝜙𝑃‖𝐿∞(𝐵) =
𝑏21

4𝑑𝑁 2
.

Отже, ми довели, що

lim inf
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
∞ >

1

4𝑑
·
(︂

min
𝑗=1,...,𝑑

𝑏𝑗

)︂2

. (3.51)

Розглянемо тепер випадок, коли 𝑠 ∈ [1,∞). Нехай 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 є довiльне

прямокутне розбиття на Π. Для кожного прямокутного паралелепiпеда Ω ∈ 𝑃

через 𝑎Ω позначимо його найменшу сторону, а через Ω* – множину точок,

розташованих на вiдстанi 1
2 𝑎Ω вiд 𝜕Ω, тобто

Ω* =

{︂
x ∈ Ω : inf

t∈𝜕Ω
‖x− t‖ =

1

4
𝑎Ω

}︂
.

Оцiнимо знизу мiру Лебега множини Ω*. Для цього помiтимо, що Ω* –

прямокутний паралелепiпед, сторони якого паралельнi сторонам Ω. Нехай 𝑏

– довжина деякої сторони прямокутного паралелепiпеда Ω. Тодi довжина

паралельної їй сторони паралелепiпеда Ω* дорiвнює 𝑏 − 1
2 𝑎Ω. Оскiльки 𝑎Ω –

довжина найменшої зi сторiн Ω, то 𝑏− 1
2 𝑎Ω > 𝑏

2 . Тому

𝜇Ω* >
𝜇Ω

2𝑑
. (3.52)

Нехай 𝑃 ∈ 𝒫𝑁 – довiльне розбиття на Π. Не зменшуючи загальностi,

припустимо, що 𝑏1 = min
𝑗=1,...,𝑑

𝑏𝑗. Нехай множина 𝐼 = 𝐼(𝑃 ) складається з тих
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прямокутних паралелепiпедiв Ω ∈ 𝑃 , для яких 𝜇Ω > 𝜇Π
2𝑁 . Нескладно бачити,

що ∑︁
Ω∈𝐼

𝜇Ω = 𝜇Π−
∑︁

Ω∈𝑃∖𝐼

𝜇Ω > 𝜇Π− 𝜇Π

2𝑁
·#(𝑃 ∖ 𝐼) > 𝜇Π

2
. (3.53)

Також неважко переконатися в тому, що 𝑎Ω > 𝑏1
2𝑁 для всiх Ω ∈ 𝐼.

Нехай 𝑎 > 0. Означимо функцiю 𝜏𝑎 : R0
+ → R:

𝜏𝑎(𝑡) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎2

64𝑑
− 𝑡2

8𝑑
, 𝑡 ∈

[︁
0,
𝑎

8

]︁
,

1

2𝑑

(︁𝑎
4
− 𝑡
)︁2
, 𝑡 ∈

[︁𝑎
8
,
𝑎

4

]︁
,

0, 𝑡 >
𝑎

4
.

Означимо функцiю 𝜓𝑃 : Π → R наступним чином

𝜓𝑃 (x) := 𝜏𝑎Ω (dist (x; Ω
*)) , x ∈ Ω, Ω ∈ 𝑃,

де dist (x;𝐴) := inf
t∈𝐴

‖x− t‖ – вiдстань вiд точки x до множини 𝐴 ⊂ R𝑑. Неважко

бачити, що 𝜓𝑃 ∈ 𝑊Δ
∞ та 𝑆𝑃𝜓𝑃 ≡ 0. Також зрозумiло, що для кожного Ω ∈ 𝑃 в

будь-якiй точцi x ∈ Ω* виконується нерiвнiсть 𝜓𝑃 (x) > 1
64𝑑 𝑎

2
Ω. За (3.52), маємо

‖𝜓𝑃‖𝑠𝐿𝑠(Ω)
> ‖𝜓𝑃‖𝑠𝐿𝑠(Ω*) >

(︂
𝑎2Ω
64𝑑

)︂𝑠
𝜇Ω

2𝑑

Як наслiдок, за означенням множини 𝐼(𝑃 ) та нерiвнiстю (3.53), отримаємо

ℰ𝑠𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠

= inf
𝑃∈𝒫𝑁

ℰ𝑠𝑃
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
> inf

𝑃∈𝒫𝑁

‖𝜓𝑃‖𝑠𝐿𝑠(Π) = inf
𝑃∈𝒫𝑁

∑︁
Ω∈𝑃

‖𝜓𝑃‖𝑠𝐿𝑠(Ω)

>
1

2𝑑 (64𝑑)𝑠
inf
𝑃∈𝒫𝑁

∑︁
Ω∈𝑃

𝑎2𝑠Ω 𝜇Ω >
1

2𝑑 (64𝑑)𝑠
inf
𝑃∈𝒫𝑁

∑︁
Ω∈𝐼(𝑃 )

𝑎2𝑠Ω 𝜇Ω

>
1

2𝑑 (64𝑑)𝑠
· 𝑏2𝑠1
(2𝑁)𝑠

inf
𝑃∈𝒫𝑁

∑︁
Ω∈𝐼(𝑃 )

𝜇Ω >
1

2𝑑 (64𝑑)𝑠
· 𝑏2𝑠1
(2𝑁)2𝑠

· 𝜇Π
2
.

Отже,

lim inf
𝑁→∞

𝑁 2 · ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑠
>

𝑏21 (𝜇Π)
1
𝑠

2
𝑑+1
𝑠 · 256𝑑

. (3.54)

Об’єднуючи (3.50), (3.51) та (3.54), завершуємо доведення теореми.
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Висновки до роздiлу 3

Цей роздiл присвячено дослiдженню задачi найкращого наближення функцiй

двох змiнних лiнiйними сплайнами та задачi про найкраще наближення функцiй

багатьох змiнних з обмеженим лапласiаном трансфiнiтними iнтерполяцiйними

гармонiчними сплайнами. Отриманi тут результати полягають в наступному:

1. Встановлено точну асимптотичну поведiнку величини 𝑅𝑁(𝑓)𝑝;𝛼,𝛽, коли

𝑁 → ∞, що характеризує похибку найкращого нелiнiйного несиметричного

наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 двiчi неперервно диференцiйовних

функцiй 𝑓 двох змiнних, означених на багатокутнику, за допомогою лiнiйних

сплайнiв на трiангуляцiях їх областi визначення, якi складаються з не

бiльше, нiж 𝑁 трикутникiв. Також побудовано асимптотично оптимальнi

послiдовностi трiангуляцiй та лiнiйних сплайнiв на них.

2. Розв’язано екстремальну задачу про знаходження форми 𝑑-вимiрного

симплекса одиничного об’єму, на якому досягається мiнiмум похибки

найкращого несиметричного наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 додатно

визначеної квадратичної форми за допомогою лiнiйних функцiй.

3. Знайдено порядок величин ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑝
та ℰ𝑁

(︀
𝑊Δ

𝑝

)︀
1
, коли 𝑁 → ∞, i показано,

що вiн не залежить вiд вимiрностi простору та досягається на розбиттях,

якi утворенi за рахунок розбиття областi визначення рiвновiддаленими

гiперплощинами.
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РОЗДIЛ 4

Задача найкращого вiдновлення операторiв

В даному роздiлi ми розглянемо задачу найкращого вiдновлення iнтегральних

операторiв з невiд’ємними ядрами на класах функцiй, що мають задану

мажоранту модуля неперервностi, та задачу про найкраще вiдновлення класiв

функцiй багатьох змiнних, що мають рiвномiрно обмежену похiдну другого

порядку за довiльним напрямком.

4.1. Постановки основних задач дослiдження

Нехай 𝑋,𝑍 – лiнiйнi простори над полем R; 𝑌 – нормовний простiр над

полем R; 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 – оператор, не обов’язково лiнiйний, з областю визначення

𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋; 𝑊 ⊂ 𝒟(𝐴) – деякий клас. Припустимо, що нам необхiдно вiдновити

значення 𝐴𝑥 оператора 𝐴 на елементах 𝑥 ∈ 𝑊 , якi невiдомi нам повнiстю, але про

якi ми можемо отримати iнформацiю, часто числову, у виглядi значень 𝐼𝑥 деякого

iнформацiйного оператора 𝐼 : span𝑊 → 𝑍, де span𝑊 позначає замикання

лiнiйної оболонки класу 𝑊 . Природно вважати, що iнформацiю 𝐼𝑥 ми отримуємо

неточно, наприклад, в результатi вимiрювань, та замiсть 𝐼𝑥 знаємо деякий iнший

елемент 𝑧 ∈ 𝐼𝑥+𝑈 , де 𝑈 – задана пiдмножина в 𝑍, яка мiстить нуль 𝜃𝑍 простору

𝑍 та характеризує похибку вимiрювання.

Довiльний оператор Φ : 𝑍 → 𝑌 будемо називати методом вiдновлення.

Похибкою вiдновлення оператора 𝐴 за допомогою метода Φ на класi 𝑊 за

iнформацiєю 𝐼, що задана з похибкою 𝑈 , називається величина:

ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ) := sup
𝑥∈𝑊

sup
𝑧∈𝐼𝑥+𝑈

‖𝐴𝑥− Φ𝑧‖𝑌 .

Означимо величину похибки найкращого вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за

iнформацiєю 𝐼, що задана з похибкою 𝑈 :

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) := inf

Φ:𝑍→𝑌
ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ) , (4.1)

де inf береться за всiма методами вiдновлення Φ : 𝑍 → 𝑌 . Далi опускатимемо сим-

вол 𝑈 у введених позначеннях, якщо iнформацiя 𝐼 задана точно, тобто 𝑈 = {𝜃𝑍}.
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Задача 4.1.1. Необхiдно знайти величину ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈), а також оптимальнi

(найкращi) методи вiдновлення Φ*, якщо такi iснують, для яких досягається

inf в правiй частинi (4.1).

Якщо ℐ – деякий клас iнформацiйних операторiв 𝐼 : span𝑊 → 𝑍, а iнформацiя

задана точно, то похибкою найкращого вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за

iнформацiєю типу ℐ називається величина:

E*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; ℐ) := inf

𝐼∈ℐ
ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼) . (4.2)

Задача 4.1.2. Необхiдно знайти величину E*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; ℐ) та оптимальнi пари

iнформацiйних операторiв 𝐼* ∈ ℐ i методiв вiдновлення Φ* : 𝑍 → 𝑌 , якщо такi

iснують, для яких ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼*; Φ*) = E*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; ℐ).

Задачi найкращого вiдновлення операторiв вперше виникають в працях

А.М. Колмогорова, А. Сарда, С.М. Нiкольського, Дж. Кiфера в серединi ХХ

сторiччя, а їх дослiдження як окремого класу задач починається в 1970-х

роках в теорiї апроксимацiї та теорiї iнформацiйної складностi в роботах

С.А. Смоляка [156], Н.С. Бахвалова [41], А. Г. Марчука i К.Ю. Осипенка [124],

М. Голомба [255], К.А. Мiчеллi i Т.Дж. Рiвлiна [290], А.А. Мелкмана i

К.А. Мiчеллi [289]. Систематичне викладення результатiв щодо задач найкращого

вiдновлення операторiв можна знайти, наприклад, в монографiях [339, 304,

291, 276, 95, 338, 305, 342, 318, 310, 76] та оглядових статтях [75, 121] (див.

також [59]). Спорiднена постановка задачi найкращого вiдновлення операторiв

була запропонована С.Б. Стєчкiним [159, 160] в серединi 1960-х рокiв, а огляд

отриманих в цьому напрямку результатiв можна знайти в статтях [8, 7].

Задачi оптимального вiдновлення операторiв мають тiснi взаємозв’язки з

багатьма задачами теорiї апроксимацiї та сумiжних областей математики.

Вкажемо на деякi з них:

1. Нехай 𝑑 ∈ N i Ω ∈ R𝑑 – компактна однозв’язна множина з непорожньою

внутрiшнiстю, 𝑋 = 𝐶(Ω) – простiр неперервних на Ω функцiй, 𝑊 ⊂ 𝑋 – цен-

трально симетричний клас, 𝑌 = R, 𝐴 : 𝐶(Ω) → R – задано правилом

𝐴𝑥 :=

∫︁
Ω

𝑥(t) dt, 𝑓 ∈ 𝐶(Ω),
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𝑍 = R𝑛, де 𝑛 ∈ N, 𝑈 = {𝜃𝑍}, 𝑄 = {q𝑗}𝑛𝑗=1 – задана система точок в Ω, та

𝐼 = 𝐼𝑄 : 𝐶(Ω) → R𝑛 – iнформацiйний оператор вигляду

𝐼𝑄𝑥 = (𝑥(q1), . . . , 𝑥(q𝑛)) , 𝑥 ∈ 𝐶(Ω).

Тодi величина ℰ*
R (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄) характеризує похибку найкращого вiдновлення iн-

тегралу вiд функцiй 𝑥 ∈ 𝑊 за значеннями пiдiнтегральних функцiй в заданiй

системi точок 𝑄. Добре вiдомо (див. [136, 156]), що найкращi методи вiдновлення

у вiдповiднiй задачi 4.1.1 достатньо шукати серед лiнiйних методiв вiдновлення –

квадратурних формул.

Природним чином тут також постає задача оптимiзацiї вузлiв квадратур. Нехай

ℐ𝑛 := {𝐼 = 𝐼𝑄 : 𝑄 ⊂ Ω, #𝑄 6 𝑛}, де#𝑀 – кiлькiсть елементiв скiнченної множи-

ни𝑀 . З огляду на наявнiсть квадратурних формул серед найкращих методiв вiд-

новлення, задачу найкращого вiдновлення функцiоналу 𝐴 на класi𝑊 за iнформа-

цiєю типу ℐ𝑛 можна iнтерпретувати як задачу оптимiзацiї в смислi Колмогорова-
Нiкольського квадратурних формул з щонайбiльше 𝑛 вузлами на класi𝑊 . Бiльше

iнформацiї щодо задачi Колмогорова-Нiкольського можна знайти в роздiлi 2.

2. Нехай 𝑑 ∈ N, 1 6 𝑝 6 ∞, Ω – вимiрна однозв’язна компактна пiдмножина R𝑑,

яка має непорожню внутрiшнiсть. Як зазвичай, через 𝐿𝑝(Ω) позначимо простiр

вимiрних функцiй 𝑥 : Ω → R, iнтегровних в степенi 𝑝 (суттєво обмежених при

𝑝 = ∞), оснащений стандартною нормою:

‖𝑥‖𝐿𝑝(Ω) = ‖𝑥‖𝑝 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∫︁

Ω

|𝑥(t)|𝑝dt
)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

esssup {|𝑥(t)| : t ∈ Ω} , 𝑝 = ∞.

Нехай також𝑋 = 𝑌 = 𝐿𝑝(Ω), 𝐴 = id𝑋 – тотожний оператор, тобто 𝐴𝑥 = id𝑋(𝑥) =

𝑥 для всiх 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑊 ⊂ 𝐶(Ω) – центрально симетричний клас функцiй, 𝑍 = R𝑛,

де 𝑛 ∈ N, 𝑄 = {𝑞𝑗}𝑛𝑗=1 – задана система точок в Ω, та 𝑈 = 𝑈𝜀 := [−𝜀, 𝜀]𝑛 –

𝑛-вимiрний куб зi стороною 2𝜀, 𝜀 > 0. Тодi величина ℰ*
𝑋 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝜀) характе-

ризує похибку найкращого вiдновлення класу 𝑊 за iнформацiєю {𝑧𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ R𝑛

про значення функцiй 𝑥 ∈ 𝑊 в системi точок 𝑄, якi вiдомi з похибкою 𝜀, тоб-

то |𝑧𝑗 − 𝑥 (𝑞𝑗)| 6 𝜀 для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Вiдповiдна задача 4.1.2 також близь-

ка до задач оптимального кодування функцiй з класу 𝑊 та найкращої iнтер-

поляцiї функцiй з класу 𝑊 (див. [338, 94, 95, 318, 76]). Для отримання то-
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чних нижнiх оцiнок величини ℰ𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; ℐ) широко використовується апарат

поперечникiв (див. [290, 338, 315, 94]). Iншими типами iнформацiї в цiй зада-

чi можуть виступати, наприклад, значення функцiї та її декiлькох послiдовних

похiдних в точках 𝑄.

3. Нехай 𝑑 ∈ N i Ω ⊂ R𝑑 – однозв’язна компактна множина з непорожньою

внутрiшнiстю, яка для зручностi має гладку межу. Нехай також 𝑋 – лiнiйний

простiр вимiрних функцiй, визначених на 𝜕Ω, а 𝑌 – нормовний простiр вимiрних

на Ω функцiй. Розв’язок багатьох граничних задач для рiвнянь в частинних похi-

дних можна зобразити у виглядi деякого оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 , часто iнтеграль-

ного оператора, який ставить у вiдповiднiсть граничнiй функцiї 𝜙 ∈ 𝑋 розв’язок

граничної задачi 𝑥 = 𝐴𝜙 ∈ 𝑌 . Наприклад, розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння

Лапласа: {︃
Δ𝑥(t) = 0, t ∈ intΩ,

𝑥(t) = 𝜙(t), t ∈ 𝜕Ω,
(4.3)

можна зобразити у виглядi значення iнтегрального оператора 𝐴

𝑥(t) = 𝐴𝜙(t) :=

∫︁
𝜕Ω

(︂
−𝜕𝐺
𝜕�̄�

(t,u)

)︂
𝜙(u) d𝜎(u), t ∈ Ω,

з ядром
(︀
−𝜕𝐺

𝜕�̄� (t,u)
)︀
, де 𝐺 – функцiя Грiна (див. [250]) вiдповiдної граничної за-

дачi, а 𝜎 –поверхнева мiра на 𝜕Ω, узгоджена з евклiдовою метрикою на R𝑑.

Нехай тепер 𝑋 = 𝐶(𝜕Ω), 𝑌 ⊃ 𝐶(Ω) – нормовний простiр, 𝑍 = R𝑛, де 𝑛 ∈ N,
𝑄 = {𝑞𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐺 – задана система точок, 𝐼 = 𝐼𝑄, та 𝑈 = 𝑈𝜀 = [−𝜀, 𝜀]𝑛 –

𝑛-вимiрний куб в R𝑛 зi стороною 2𝜀, 𝜀 > 0. Тодi найкращий метод вiдновлення

Φ* : R𝑛 → 𝐶(Ω), що реалiзує inf в означеннi величини ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝜀),

дозволяє побудувати наближенi розв’язки граничної задачi (4.3) за iнформацiєю

про значення граничної функцiї в системi точок 𝑄, якi мають найменше мо-

жливе вiдхилення за нормою простору 𝑌 на класi граничних функцiй 𝜙 ∈ 𝑊 .

Зрозумiло, що таке застосування задачi найкращого вiдновлення операторiв не

обмежується задачею (4.3), але може бути використано й до цiлого ряду iнших

граничних задач для рiвнянь в частинних похiдних та задач з початковими

умовами для рiвнянь в частинних похiдних, iнтегральних та диференцiальних

рiвнянь. В [122, 62, 123, 343, 191] (див. також посилання в них) розглядаються

застосування такого роду задач найкращого вiдновлення операторiв.
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Добре вiдомий (див. [339, 318]) метод знаходження точного значення величини

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) полягає в наступному. Означимо множину 𝑍0 := 𝐼(𝑊 ) + 𝑈 всiх

можливих значень, якi може приймати iнформацiя про елементи класу𝑊 , та для

довiльного 𝑧 ∈ 𝑍0 означимо множину 𝐴𝑧 := {𝐴𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑊, 𝑧 ∈ 𝐼𝑥+𝑈} та її радiус

𝑟 (𝐴𝑧) := inf
𝑔∈𝑌

sup
𝑠∈𝐴𝑧

‖𝑠− 𝑔‖𝑌 .

Твердження 4.1.1 (див. [318, теорема 2.3.1]). Нехай простори 𝑋, 𝑌, 𝑍, оператор

𝐴, клас 𝑊 , iнформацiйний оператор 𝐼 та множина 𝑈 означенi ранiше. Тодi

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) = sup

𝑧∈𝑍0

𝑟 (𝐴𝑧) .

Бiльш того, якщо для кожного 𝑧 ∈ 𝑍0 iснує центр 𝑔𝑧 ∈ 𝑌 множини 𝐴𝑧, тобто

точка, в якiй 𝑟 (𝐴𝑧) = sup
𝑠∈𝐴𝑧

‖𝑠− 𝑔𝑧‖𝑌 , то центральний алгоритм

Φctr(𝑧) := 𝑔𝑧

є найкращим методом вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼,

яка задана з похибкою 𝑈 .

Розглянемо деякi конкретнi результати щодо точного розв’язку задач

найкращого вiдновлення тотожного оператора на класах функцiй, заданих

обмеженням на модуль неперервностi самої функцiї або її похiдної, або

обмеженням на норму похiдної функцiї деякого порядку, за точно заданою

iнформацiєю. Нехай 𝜔 – модуль неперервностi (див. означення 1.1.3), 𝑑 ∈ N,
‖ · ‖2 – евклiдова норма в R𝑑, а Ω – компактна однозв’язна пiдмножина R𝑑 з

непорожньою внутрiшнiстю. Через 𝐻𝜔(Ω) позначимо клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶(Ω)

таких, що |𝑓 (t′)− 𝑓 (t′′)| 6 𝜔 (‖t′ − t′′‖2) для всiх t′, t′′ ∈ Ω. Для 𝑟 ∈ N через

𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]) та 𝑊

𝑟𝐻𝜔([0, 1]) позначимо класи функцiй 𝑓 ∈ 𝐶([0, 1]), для яких 𝑓 (𝑟−1)

абсолютно неперервна на [0, 1] i, вiдповiдно,
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑝(𝐺)

6 1 та 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐻𝜔([0, 1]).

М.П. Корнєйчук [93] розглядав задачу найкращого вiдновлення класiв

𝐻𝜔([0, 1]) та 1-перiодичного аналогу класу 𝑊 1𝐻𝜔([0, 1]) за довiльною числовою

iнформацiєю. Б. Боянов [47] довiв оптимальнiсть рiвновiддалених вузлiв в задачi

найкращого вiдновлення класiв 𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]), 1 6 𝑝 6 ∞, в метрицi простору 𝐿∞ за

значеннями функцiй з класу та їх похiдних до порядку 𝑟− 1 включно в 𝑛 вузлах.
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У випадку класiв функцiй багатьох змiнних, задача найкращого вiдновлення

класу 𝐻𝜔(Ω) в метрицi простору 𝐿∞ за значеннями функцiй в заданiй скiнченнiй

системi точок на Ω дослiджувалася В.Ф. Бабенком та А.О. Лiгуном [27] на

опуклих багатокутниках Ω в R2 та В.Ф. Бабенком [11] на опуклих полiедрах Ω

в R𝑑, 𝑑 > 3. Ними (див. [27, 12]) також розглядалося питання про встановлення

точної асимптотичної поведiнки величини E*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝐻𝜔(Ω); ℐ𝑛

)︀
, 𝑛→ ∞, де

ℐ𝑛 := {𝐼𝑄 : 𝑄 ⊂ Ω, #𝑄 6 𝑛}, та вибiр асимптотично оптимальної послiдовностi

вузлiв. Крiм того, В.Ф. Бабенко в [11] розглянув задачу оптимiзацiї вибору

решiткових конфiгурацiй в R𝑑.

В пiдроздiлi 4.2 наведено результати роботи [196] щодо розв’язку задачi 4.1.1

про найкраще вiдновлення класу 𝑊 2
∞(Ω) функцiй багатьох змiнних, означених на

опуклiй областi Ω та якi мають рiвномiрно обмежену похiдну другого порядку за

довiльним напрямком, за iнформацiєю 𝐼 ′𝑄 про значення функцiй та їх градiєнтiв в

заданiй скiнченнiй системi точок 𝑄 ⊂ Ω. Зауважимо, що в [196] В.Ф. Бабенко

та С.В. Бородачов знайшли асимптотично оптимальну послiдовнiсть вузлiв в

задачi про найкраще вiдновлення класу 𝑊 2
∞(Ω), а С.В. Бородачов i Т. Сорокiна

в [228] побудували метод найкращого вiдновлення, який ставить у вiдповiднiсть

iнформацiю про функцiю 𝑥 ∈ 𝑊 2
∞(Ω) кусково-квадратичний сплайн 𝑠 ∈ 𝑊 2

∞(Ω),

що має ту саму iнформацiю. Цi результати в подальшому узагальнювалися в

роботах Б. Лiнга та Ю. Лiу [283].

Вiдзначимо, що при знаходженнi величини ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊 2

∞(Ω); 𝐼 ′𝑄
)︀
важливим

кроком було зведення її обчислення до розв’язання наступної екстремальної

задачi для функцiй багатьох змiнних. Нехай 𝒯 – симплекс в R𝑑 з вершинами

𝐵0, . . . , 𝐵𝑑. Необхiдно знайти величину

sup
𝑥∈𝑊2∞(𝒯 ):

𝑥(𝐵𝑗)=0,∇𝑥(𝐵𝑗)=0, 𝑗=0,...,𝑑

‖𝑥‖𝐿∞(𝒯 ) (4.4)

та вказати екстремальнi функцiї, якщо такi iснують, на яких досягається sup в

задачi (4.4). Взагалi кажучи, екстремальнi задачi такого роду є складними та їх

вдається розв’язати точно лише у виключних ситуацiях. Задачу (4.4) вдалося

розв’язати за рахунок її зведення до бiльш простої екстремальної задачi для

функцiй однiєї змiнної.
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Розглянемо тепер деякi випадки точного розв’язку задачi про найкраще

вiдновлення операторiв на класах функцiй з заданою мажорантою модуля

неперервностi за неточною iнформацiєю. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑄 = {q𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ Ω –

скiнченна пiдмножина, 𝐼𝑄 : 𝐶(Ω) → R𝑛 – iнформацiйний оператор вигляду

𝐼𝑄𝑥 = (𝑥(q1), . . . , 𝑥(q𝑛)), 𝑥 ∈ 𝐶(Ω), а 𝜔 – заданий модуль неперервностi.

А. Г. Марчук i К.Ю. Осипенко [124] та Л. Пласкота [318, § 2.8.2] розв’язували

задачу про найкраще вiдновлення тотожного оператора на класi 𝐻𝜔([0, 1])

за неточно заданою iнформацiєю про значення оператора 𝐼𝑄 на функцiях

з класу. Л. Пласкота також розглядав задачу про найкраще вiдновлення

функцiоналу iнтегрування на класi 𝐻𝜔([0, 1]) з 𝜔(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], за неточно

заданою iнформацiєю 𝐼𝑄, а М.П. Корнєйчук [90] ще в 1968 роцi розв’язав

задачу оптимального вибору вузлiв для найкращого вiдновлення функцiоналу

iнтегрування на 𝐻𝜔([0, 1]) для довiльного 𝜔 за точно заданою iнформацiєю 𝐼𝑄.

У випадку класiв функцiй багатьох змiнних вiдзначимо роботи В.Ф. Бабенка

i А.О. Лiгуна [27] та В.Ф. Бабенка [11] про найкраще вiдновлення тотожного

оператора на класах функцiй 𝐻𝜔(Ω), визначених на полiедрах Ω ⊂ R𝑑, за

iнформацiєю 𝐼𝑄, а також роботу В.Ф. Бабенка щодо оптимiзацiї кубатурних

формул на класах 𝐻𝜔(Ω), де Ω ⊂ R𝑑 – компактна однозв’язна область

з непорожньою внутрiшнiстю, заданих обмеженням 𝜔 на зростання модуля

неперервностi вiдносно метрик ℓ1 та ℓ∞ простору R𝑑.

Спорiдненiсть методiв встановлення вищезазначених результатiв дозволяє

припустити можливiсть успiшного розв’язання задачi найкращого вiдновлення

бiльш загальних операторiв на класах функцiй з заданим модулем неперервностi

за значеннями функцiй в заданiй скiнченнiй системi точок, якi можуть бути вiдомi

неточно. Результати такого роду щодо найкращого вiдновлення iнтегральних

операторiв з невiд’ємним ядром та їх сум на класах функцiй, якi визначенi на

компактнiй пiдмножинi метричного простору та мають задану мажоранту модуля

неперервностi, встановлено в роботi [191] та наведено в пiдроздiлi 4.3.

Вiдзначимо, що результати пiдроздiлу 4.3 дозволяють побудувати оптимальнi

методи розв’язку граничних задач для рiвнянь в частинних похiдних, гранична

функцiя в яких має обмеження на модуль неперервностi, за значеннями граничної
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функцiї в заданiй системi точок на межi множини Ω. Ранiше Г. Е. Магарiл-

Iльяєв, К.Ю. Осипенко та їх учнi (див., наприклад, [122, 62, 123]), а також

А.Г. Вершульц [343] розглядали задачу найкращого вiдновлення розв’язкiв

граничних задач для класичних рiвнянь математичної фiзики за умови, що

гранична функцiя належить класу 𝑊 𝑟
2 (𝜕Ω), тобто має обмежену в 𝐿2(𝜕Ω)

похiдну порядку 𝑟 ∈ N, а iнформацiєю виступають значення декiлькох

послiдовних коефiцiєнтiв Фур’є граничної функцiї, якi вiдомi з похибкою. Проте

iнформацiя про значення граничної функцiї в точках видається бiльш природною,

анiж iнформацiя про значення її коефiцiєнтiв Фур’є, а умова належностi

граничної функцiї класу 𝑊 𝑟
2 (𝜕Ω) також може виявитися фактором, що обмежує

застосування цих результатiв, оскiльки граничнi функцiї, взагалi кажучи, можуть

бути недиференцiйовними.

4.2. Найкраще вiдновлення класiв функцiй за значеннями функцiй

та їх градiєнтiв в заданiй системi точок

Даний пiдроздiл присвячено дослiдженню задачi найкращого вiдновлення

тотожного оператора на класi функцiй багатьох змiнних, що мають рiвномiрно

обмежену похiдну другого порядку в кожному напрямку, за значеннями функцiй

та їх градiєнтiв в заданiй скiнченнiй системi точок. Наведенi в пiдроздiлi

результати опублiковано в роботi [196]. Спочатку введемо необхiднi позначення.

Нехай 𝑑 ∈ N i Ω ⊂ R𝑑 – опукле тiло, тобто компактна опукла

множина з непорожньою внутрiшнiстю. Позначимо через𝑊 2
∞(Ω) клас неперервно-

диференцiйовних функцiй 𝑓 : Ω → R таких, що для будь-якого одиничного

вектора r ∈ R𝑑 похiдна 𝜕2𝑓
𝜕r2 iснує всерединi Ω хоча б в узагальненому смислi та⃦⃦⃦⃦

𝜕2𝑓

𝜕r2

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

6 1.

Нехай ℒ – повновимiрна решiтка в R𝑑, тобто решiтка, яка утворена за

допомогою 𝑑 лiнiйно-незалежних векторiв. Для повновимiрної решiтки ℒ оберемо

утворюючу її систему векторiв {v1, . . . ,v𝑑} i позначимо через

Π(ℒ) := {𝛼1v1 + . . .+ 𝛼𝑑v𝑑 : 𝛼1, . . . , 𝛼𝑑 ∈ [0, 1)}
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фундаментальний паралелепiпед решiтки ℒ. Будемо казати, що функцiя

𝑓 : R𝑑 → R є ℒ-перiодичною, якщо 𝑓(x+v) = 𝑓(x) для будь-яких x ∈ R𝑑 i v ∈ ℒ.
Позначимо через ̃︁𝑊 2

∞ (ℒ) клас ℒ-перiодичних неперервно диференцiйовних

функцiй 𝑓 : R𝑑 → R таких, що для довiльного одиничного вектора r ∈ R𝑑 похiдна

за напрямком 𝜕2𝑓
𝜕r2 iснує хоча б в узагальненому смислi в R𝑑 i⃦⃦⃦⃦

𝜕2𝑓

𝜕r2

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Π(ℒ))

6 1.

Зауваження 4.2.1. Клас 𝑊 2
∞(Ω) можна розглядати як багатовимiрний аналог

класу 𝑊 2
∞([0, 1]), а ̃︁𝑊 2

∞(ℒ) – як багатовимiрний аналог 1-перiодичної версiї класу

𝑊 2
∞([0, 𝑎]).

Зауваження 4.2.2. Iснування узагальненої похiдної 𝜕2𝑓
𝜕r2 розумiється в тому

сенсi, що для майже всiх прямих ℓ, паралельних вектору r i якi проходять

через внутрiшнiсть областi визначення функцiї 𝑓 , звуження 𝜕𝑓
𝜕r на перетин

ℓ з областю визначення 𝑓 є локально абсолютно неперервною функцiєю, а 𝜕2𝑓
𝜕r2 є

вимiрною. Iншi еквiвалентнi способи означення узагальненої похiдної 𝜕
2𝑓
𝜕r2 можна

знайти, наприклад, в [139, 333].

Для зручностi позначимо 𝑊 = 𝑊 2
∞(Ω), 𝐷 = Ω i 𝑋 = 𝐶(Ω), або 𝑊 = ̃︁𝑊 2

∞(ℒ),
𝐷 = Π(ℒ) i 𝑋 = 𝐶ℒ, де 𝐶ℒ – простiр неперервних ℒ-перiодичних функцiй

𝑓 : R𝑑 → R. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑄 = {q1, . . . ,q𝑛} ⊂ 𝐷 – довiльна скiнченна множина

точок i 𝐼 ′𝑄 : 𝑋 → R(𝑑+1)𝑛 – iнформацiйний оператор вигляду

𝐼 ′𝑄(𝑓) = (𝑓 (q1) , . . . , 𝑓 (q𝑛) ,∇𝑓 (q1) , . . . ,∇𝑓 (q𝑛)) , 𝑓 ∈ 𝑋,

який означено на множинi всiх функцiй, область визначення яких мiстить 𝑄

i кожна точка з 𝑄 є граничною точкою множини визначення, а градiєнт ∇𝑓
визначений в кожнiй точцi множини 𝑄.

Побудуємо центральний алгоритм Φ : R(𝑑+1)𝑛 → 𝑋, який є найкращим

методом вiдновлення в задачi 4.1.1 про найкраще вiдновлення тотожного

оператора id𝑋 на класi 𝑊 за точною iнформацiєю 𝐼 ′𝑄. Розглянемо вiдображення

𝜙𝑄, 𝜙𝑄 : R(𝑑+1)𝑛 → 𝑋, означенi наступним чином: для кожного w ∈ 𝐼 ′𝑄(𝑊 ) нехай

𝜙𝑄[w](x) := sup
𝑓∈ℱ , 𝐼 ′𝑄(𝑓)=𝑤

𝑓(x), x ∈ 𝐷,
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𝜙
𝑄
[w](x) := inf

𝑓∈ℱ , 𝐼 ′𝑄(𝑓)=𝑤
𝑓(x), x ∈ 𝐷,

та нехай функцiї 𝜙𝑄[w] та 𝜙
𝑄
[w] є тотожнi нулi, якщо w /∈ 𝐼 ′𝑄(𝑊 ). Означимо

метод вiдновлення Φ𝑄,𝑊 : R(𝑑+1)𝑛 → 𝑋:

Φ𝑄,𝑊 [·] := 1

2

(︁
𝜙𝑄[·] + 𝜙

𝑄
[·]
)︁
. (4.5)

За твердженням 4.1.1,

ℰ*
𝐿∞(𝐷)

(︀
id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼 ′𝑄

)︀
= sup

w∈𝐼 ′𝑄(𝑊 )

rad
(︁(︀
𝐼 ′𝑄
)︀−1

[w]
)︁
, (4.6)

де rad(𝑀) позначає радiус множини 𝑀 ⊂ 𝑋 вiдносно норми ‖ · ‖𝐿∞(𝐷). Бiльш

того, для будь-якого вектора w ∈ 𝐼 ′𝑄(𝑊 ) має мiсце рiвнiсть

sup
𝑓∈(𝐼 ′𝑄)

−1
[w]

‖𝑓 − Φ𝑄,𝑊 (w)‖𝐿∞(𝐷) = rad
(︁(︀
𝐼 ′𝑄
)︀−1

[w]
)︁

=
1

2

⃦⃦⃦
𝜙𝑄[w]− 𝜙

𝑄
[w]
⃦⃦⃦
𝐿∞(𝐷)

.

(4.7)

Нарештi, через 𝑟(𝐴,𝐵) := sup
x∈𝐴

inf
y∈𝐵

‖x− y‖2 позначимо вiдстань мiж

множинами 𝐴,𝐵 ∈ R𝑑. Наступнi два твердження становлять основнi результа-

ти пiдроздiлу.

Теорема 4.2.1. Нехай 𝑑 ∈ N, Ω ⊂ R𝑑 – опукле тiло i 𝑄 ⊂ Ω – скiнченна

множина вузлiв. Тодi оператор Φ𝑄,𝑊 2
∞(Ω) є найкращим методом вiдновлення

тотожного оператора id𝐶(Ω) на класi 𝑊 2
∞(Ω) за iнформацiєю 𝐼 ′𝑄. Також, у

випадку 𝑟(Ω, 𝑄) >
√
2𝑟(𝜕Ω, 𝑄) має мiсце рiвнiсть

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
=

1

4
𝑟2(Ω, 𝑄). (4.8)

Для заданої решiтки ℒ ⊂ R𝑑 позначимо 𝐽(ℒ) := min
v∈ℒ, v ̸=0

|v|.

Теорема 4.2.2. Нехай 𝑑 ∈ N, ℒ – повновимiрна решiтка в R𝑑 i 𝑄 ⊂ Π(ℒ)
– скiнченна множина вузлiв. Тодi оператор Φ

𝑄,̃︁𝑊 2
∞(ℒ) є найкращим методом

вiдновлення оператора id ̃︀𝐶ℒ
на класi ̃︁𝑊 2

∞(ℒ) за iнформацiєю 𝐼 ′𝑄. Також, якщо

𝑟
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
<

1

2
𝐽(ℒ),

то виконується рiвнiсть

ℰ*
𝐿∞(R𝑑)

(︁
id ̃︀𝐶ℒ

;̃︁𝑊 2
∞(ℒ); 𝐼 ′𝑄

)︁
=

1

4
𝑟2
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
. (4.9)
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Зауваження 4.2.3. В теоремi 4.2.1 в загальному випадку виконується

нерiвнiсть

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
6 max

{︂
1

4
𝑟2(Ω, 𝑄);

1

2
𝑟2(𝜕Ω, 𝑄)

}︂
. (4.10)

Вочевидь, максимум в правiй частинi (4.10) досягається на другiй з величин,

якi в нього входять, якщо 𝑟(Ω, 𝑄) <
√
2 𝑟(𝜕Ω, 𝑄). Розглянемо випадок, коли ця

нерiвнiсть виконується. Нехай y0 – найвiддаленiша точка на 𝜕Ω вiд множини

𝑄 i z – найближча точка в 𝑄 до точки y0. Розглянемо кулю, радiус якої вдвiчi

перевищує вiдстань мiж z i y0, а центр розташовано в точцi t, яка лежить

на прямiй, що проходить через точки z i y0 i симетрична точцi z вiдносно y0.

Якщо внутрiшнiсть цiєї кулi не мiстить точок з множини 𝑄, то

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
=
𝑟2(𝜕Ω, 𝑋)

2
.

Зауваження 4.2.4. Апроксимант, побудований за допомогою алгоритму

Φ𝑄;𝑊 2
∞(Ω), необов’язково належить класу 𝑊 2

∞(Ω) i може, взагалi кажучи, бути

як недиференцiйовним, так i не збiгатися з вiдновлюваною функцiєю в точках

системи 𝑄. В [228] побудовано метод вiдновлення Φ, який має цi властивостi,

тобто Φ
(︀
𝐼 ′𝑄𝑥
)︀
∈ 𝑊 2

∞(Ω) для всiх 𝑥 ∈ 𝑊 2
∞(Ω).

Для доведення теорем 4.2.1 та 4.2.2 встановимо декiлька допомiжних

тверджень. Для 𝑎 > 0, позначимо

𝜙𝑎(𝑡) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎2

4
− 𝑡2

2
, 𝑡 ∈

[︁
0,
𝑎

2

)︁
,

(𝑎− 𝑡)2+
2

, 𝑡 >
𝑎

2
.

(4.11)

Неважко бачити, що 𝜙𝑎 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]) та 𝜙′

𝑎(0) = 𝜙′
𝑎(𝑎) = 𝜙𝑎(𝑎) = 0.

Лема 4.2.1. Нехай 𝑎 > 0. Тодi

sup
𝑔∈𝑊2∞([0,𝑎]):

𝑔′(0)=𝑔(𝑎)=𝑔′(𝑎)=0

|𝑔(0)| = 𝑎2

4
,

а супремум досягається на функцiї 𝜙𝑎.
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Доведення. Нехай 𝑔 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]) є такою, що 𝑔′(0) = 𝑔(𝑎) = 𝑔′(𝑎) = 0. Тодi для

будь-якого 𝑡 ∈
[︀
0, 𝑎2
]︀
маємо

|𝑔′(𝑡)| = |𝑔′(𝑡)− 𝑔′(0)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑔′′(𝑢) d𝑢

⃒⃒⃒⃒
6
∫︁ 𝑡

0

|𝑔′′(𝑢)| d𝑢 6
∫︁ 𝑡

0

d𝑢 = 𝑡.

Для 𝑡 ∈
[︀
𝑎
2 , 𝑎
]︀
ми також отримаємо

|𝑔′(𝑡)| = |𝑔′(𝑎)− 𝑔′(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑎

𝑡

𝑔′′(𝑢) d𝑢

⃒⃒⃒⃒
6
∫︁ 𝑎

𝑡

|𝑔′′(𝑢)| d𝑢 6
∫︁ 𝑎

𝑡

d𝑢 = 𝑎− 𝑡.

Тому

|𝑔(0)| = |𝑔(𝑎)− 𝑔(0)| 6
∫︁ 𝑎

0

|𝑔′(𝑡)| d𝑡 6
∫︁ 𝑎/2

0

𝑡 d𝑡+

∫︁ 𝑎

𝑎/2

(𝑎− 𝑡) d𝑡 =
𝑎2

4
.

Оскiльки 𝜙𝑎 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]), 𝜙′

𝑎(0) = 𝜙𝑎(𝑎) = 𝜙′
𝑎(𝑎) = 0, i 𝜙𝑎(0) = 𝑎2

4 , ми отримаємо

твердження леми 4.2.1.

Для 𝑎 > 0 означимо функцiю 𝜓𝑎(𝑡) :=
(𝑎−𝑡)2+

2 , 𝑡 ∈ R0
+, де 𝑔+ := max {𝑔; 0}.

Неважко бачити, що 𝜓𝑎 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]) та 𝜓𝑎(𝑎) = 𝜓′

𝑎(𝑎) = 0.

Лема 4.2.2. Нехай 𝑎 > 0. Тодi

sup
𝑔∈𝑊2∞[0,𝑎]

𝑔(𝑎)=𝑔′(𝑎)=0

|𝑔(0)| = 𝑎2

2
,

а супремум в лiвiй частинi досягається на функцiї 𝜓𝑎.

Доведення. Нехай 𝑔 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]) – довiльна функцiя така, що 𝑔(𝑎) = 𝑔′(𝑎) = 0.

Для кожного 𝑡 ∈ [0, 𝑎] маємо

|𝑔(0)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑎

0

𝑔′′(𝑢) · 𝑢 d𝑢
⃒⃒⃒⃒
6
∫︁ 𝑎

0

|𝑔′′(𝑢)| · 𝑢 d𝑢 6
∫︁ 𝑎

0

𝑢 d𝑢 =
𝑎2

2
.

Оскiльки 𝜓𝑎 ∈ 𝑊 2
∞([0, 𝑎]), 𝜓𝑎(𝑎) = 𝜓′

𝑎(𝑎) = 0 i 𝜓𝑎(0) = 𝑎2

2 , то ми отримаємо

справедливiсть твердження леми 4.2.2.

Встановимо границю на зростання функцiй з класу 𝑊 2
∞(Ω), де Ω – тiло в R𝑑.

Лема 4.2.3. Нехай 𝑑 ∈ N, 𝑈 ⊂ R𝑑 – опукле тiло i 𝑓 ∈ 𝑊 2
∞(𝑈). Тодi для довiльних

рiзних точок x,y ∈ 𝑈 функцiя

𝑔(𝑡) = 𝑓

(︂
x+

𝑡

𝛼
(y − x)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

де 𝛼 = ‖y − x‖2, належить класу 𝑊 2
∞([0, 𝛼]).
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Доведення. Позначимо u = y−x
‖y−x‖2

. Тодi для 𝑡 ∈ (0, 𝛼)

𝑔′(𝑡) = ⟨∇𝑓 (x+ 𝑡u) ,u⟩ = 𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡u),

де < ·, · > позначає стандартний скалярний добуток в R𝑑. Нехай 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝛼],

𝑡1 < 𝑡2, – довiльнi точки. Оберемо будь-яке 𝜀 > 0. Оскiльки похiдна 𝜕𝑓
𝜕u

неперервна всерединi 𝑈 , то iснує 𝛿 ∈ (0, 𝜀) таке, що для всiх y та z, для яких

‖y − (x+ 𝑡1u)‖2 < 𝛿 i ‖z− (x+ 𝑡2u)‖2 < 𝛿, мають мiсце нерiвностi:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u
(y − (x+ 𝑡1u))−

𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡1u)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

та ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u
(z− (x+ 𝑡2u))−

𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡2u)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Нехай x1
𝛿,x

2
𝛿 ∈ int𝑈 задовольняють наступнi умови:

1.
⃦⃦⃦
x+ 𝑡𝑗u− x𝑗𝛿

⃦⃦⃦
2
< 𝛿 для будь-якого 𝑗 = 1, 2;

2. iснує 𝑡* ∈ R таке, що x2
𝛿 = x1

𝛿 + 𝑡*u;

3. функцiя ℎ(𝑡) = 𝜕𝑓
𝜕u

(︀
x1
𝛿 + 𝑡u

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 𝛼], локально абсолютно неперервна

всерединi областi визначення i |ℎ′(𝑡)| 6 1 для майже всiх 𝑡.

Такi точки x1
𝛿 i x

2
𝛿 iснують за означенням узагальненої похiдної i того факту,

що
⃦⃦⃦
𝜕2𝑓
𝜕u2

⃦⃦⃦
𝐿∞(𝑈)

6 1. Тодi

|𝑔′(𝑡1)− 𝑔′(𝑡2)| =

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡1u)−

𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡2u)

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u

(︀
x1
𝛿

)︀
− 𝜕𝑓

𝜕u

(︀
x2
𝛿

)︀⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡1u)−

𝜕𝑓

𝜕u

(︀
x1
𝛿

)︀⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕u

(︀
x2
𝛿

)︀
− 𝜕𝑓

𝜕u
(x+ 𝑡2u)

⃒⃒⃒⃒
6 |ℎ(0)− ℎ (𝑡*)|+ 2𝜖 6 |𝑡*|+ 2𝜖

6 |𝑡1 − 𝑡2|+ 2𝛿 + 2𝜖 6 |𝑡1 − 𝑡2|+ 4𝜖.

Спрямовуючи 𝜖 → 0, маємо нерiвнiсть |𝑔′(𝑡1)− 𝑔′(𝑡2)| 6 |𝑡1 − 𝑡2| для всiх

𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝛼]. Отже, 𝑔′ абсолютно неперервна на [0, 𝛼] i |𝑔′′(𝑡)| 6 1 для майже

всiх 𝑡 ∈ [0, 𝛼]. Лема 4.2.3 доведена.

Лема 4.2.4. Нехай 𝑈 ⊂ R𝑑 – опукле тiло i 𝑓 ∈ 𝑊 2
∞(𝑈). Якщо точка y ∈ 𝑈 є

такою, що 𝑓(y) = 0 та ∇𝑓(y) = 0, то для всiх x ∈ 𝑈 виконується нерiвнiсть

|𝑓(x)| 6 ‖x− y‖22
2

. (4.12)



201

Доведення. Якщо y = x, то рiвнiсть (4.12) тривiальна. Припустимо, що x ̸= y i

позначимо 𝛾 = ‖y − x‖2. За лемою 4.2.3 функцiя

𝑔(𝑡) = 𝑓

(︂
x+

𝑡

𝛾
(y − x)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝛾],

належить класу 𝑊 2
∞([0, 𝛾]) та 𝑔(𝛾) = 𝑔′(𝛾) = 0. Тодi за лемою 4.2.2,

|𝑓(x)| = |𝑔(0)| 6 𝛾2

2
=

‖x− y‖22
2

.

Перейдемо до доведення основних результатiв пiдроздiлу.

Доведення теореми 4.2.1. Оптимальнiсть метода Φ𝑄,𝑊 2
∞(Ω) випливає з (4.6)

та (4.7). Переконаємося в справедливостi спiввiдношення (4.8). Нехай 𝑓 ∈ 𝑊 2
∞(Ω)

– довiльна функцiя така, що 𝐼 ′𝑄(𝑓) = 0, а x0 ∈ 𝐺 є точкою максимуму функцiї

|𝑓(x)| на Ω. Нехай також z – найближча точка в 𝑄 до точки x0. Позначимо

𝛽 := ‖z− x0‖2.
Спочатку розглянемо випадок, коли x0 мiститься всерединi Ω. Тодi

∇𝑓 (x0) = 0. За лемою 4.2.3 функцiя

𝑔(𝑡) = 𝑓

(︂
x0 +

𝑡

𝛽
(z− x0)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝛽],

належить класу 𝑊 2
∞([0, 𝛽]). Оскiльки ∇𝑓 (x0) = 0, то 𝑔′(0) = 0, а оскiльки z є

точкою, в якiй одночасно обертаються в нуль 𝑓 та ∇𝑓 , то 𝑔(𝛽) = 𝑔′(𝛽) = 0. Тому

за лемою 4.2.1

‖𝑓‖𝐿∞(Ω)= |𝑓 (x0)|= |𝑔(0)| 6 𝛽2

4
=

‖z− x0‖22
4

=
(dist (x0, 𝑄))

2

4
6
𝑟2(Ω, 𝑄)

4
. (4.13)

Далi розглянемо випадок, коли x0 ∈ 𝜕Ω. Оскiльки 𝑓(z) = 0 i ∇𝑓(z) = 0, то за

лемою 4.2.4 ми отримаємо

‖𝑓‖𝐿∞(Ω) = |𝑓 (x0)| 6
‖z− x0‖2

2

2
=

(dist (x0, 𝑄))
2

2
6
𝑟2(𝜕Ω, 𝑄)

2
. (4.14)

Зi спiввiдношень (4.13), (4.14), (4.6), (4.7), маємо

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
= sup

𝑓∈𝑊2∞(Ω):

𝐼′
𝑄
(𝑓)=0

‖𝑓‖𝐿∞(Ω)6max

{︂
𝑟2(Ω, 𝑄)

4
,
𝑟2(𝜕Ω, 𝑄)

2

}︂
, (4.15)
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що доводить спiввiдношення (4.10) в зауваженнi 4.2.3. Нехай y – довiльна точка

в Ω ∖𝑄. Позначимо 𝑎 := dist(y, 𝑄) i 𝑓y(x) := 𝜙𝑎(|x− y|), x ∈ Ω. Неважко бачити,

що 𝑓y ∈ 𝑊 2
∞(Ω) i 𝐼 ′𝑄 (𝑓y) = 0. Тодi

‖𝑓y‖𝐿∞(Ω) = |𝜙𝑎(0)| =
𝑎2

4
=

1

4
(dist(y, 𝑄))2 ,

i, отже, зi спiввiдношень (4.6), (4.7),

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
= sup

𝑓∈𝑊2∞(Ω):

𝐼′
𝑄
(𝑓)=0

‖𝑓‖𝐿∞(Ω)> sup
y∈𝐺∖𝑄

‖𝑓y‖𝐿∞(Ω)=
1

4
𝑟2(Ω, 𝑄). (4.16)

Якщо 𝑟(Ω, 𝑄) >
√
2 𝑟(𝜕Ω, 𝑄), то зi спiввiдношень (4.15) i (4.16) матимемо

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
=

1

4
𝑟2(Ω, 𝑄),

що завершує доводення теореми 4.2.1.

Для доведення теореми 4.2.2 нам знадобиться наступне твердження.

Лема 4.2.5. Нехай ℒ – повновимiрна решiтка в R𝑑 i 0 < 𝑎 < 𝐽(ℒ)
2 . Тодi функцiя

𝑓𝑎(x) =
∑︁
v∈ℒ

𝜙𝑎 (‖x− v‖2), x ∈ R𝑑,

де 𝜙𝑎 означена в (4.11), належить класу ̃︁𝑊 2
∞(ℒ), обертається в нуль разом зi

своїм градiєнтом в кожнiй точцi x, в якiй dist(x,ℒ) > 𝑎, i ‖𝑓𝑎‖𝐿∞(Π(ℒ)) =
𝑎2

4 .

Доведення. Позначимо

𝑃 :=
⋃︁
v∈ℒ

𝐵(v; 𝑎),

де 𝐵(v; 𝑎) – куля в просторi R𝑑 з центром в точцi v i радiусом 𝑎. Кулi з об’єднання

в означеннi множини 𝑃 попарно не перетинаються, а сама 𝑃 є замкненою. Отже,

для кожного x ∈ 𝑃 сума в означеннi 𝑓𝑎 мiстить щонайбiльше один ненульовий

елемент i 𝑓𝑎 обертається в нуль разом зi своїм градiєнтом в кожнiй точцi x, в

якiй dist(x,ℒ) > 𝑎. Неважко бачити, що 𝑓𝑎 є ℒ-перiодичною. В силу властивостей

функцiї 𝜙𝑎(|x|), x ∈ R𝑑, маємо, що 𝑓𝑎 ∈ ̃︁𝑊 2
∞(ℒ). Тодi

‖𝑓𝑎‖𝐿∞(Π(ℒ)) = 𝜙𝑎(0) =
𝑎2

4
.
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Доведення зауваження 4.2.3. Спiввiдношення (4.10) було встановлено при

доведеннi теореми 4.2.1. Припустимо, що 𝑟(Ω, 𝑄) <
√
2 𝑟(𝜕Ω, 𝑄). Нехай точка

y0 ∈ 𝜕Ω є такою, що dist (y0, 𝑄) = 𝑟(𝜕Ω, 𝑄), z є найближчою до y0 точкою

в 𝑄, та t = 2y0 − z. Припустимо, що dist(t, 𝑄) > 2 ‖z− y0‖2. Оскiльки

dist(t, z) = 2 ‖z− y0‖2, то, насправдi, ми маємо dist(t, 𝑋) = 2 ‖z− y0‖2. Нехай
𝑏 = 2 ‖z− y0‖2 i 𝑓*(x) := 𝜙𝑏 (‖x− t‖2). Так як 𝑓* ∈ 𝑊 2

∞(Ω) i 𝐼 ′𝑄 (𝑓*) = 0, то

ℰ*
𝐿∞(Ω)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊 2

∞(Ω); 𝐼 ′𝑄
)︀
= sup

𝑓∈𝑊2∞(Ω):

𝐼′
𝑄
(𝑓)=0

‖𝑓‖𝐿∞(Ω)>‖𝑓*‖𝐿∞(Ω)> |𝑓*(y0)|=𝜙𝑏 (‖z− y0‖2)

= 𝜙𝑏

(︂
𝑏

2

)︂
=
𝑏2

8
=
‖z− y0‖22

2
=
(dist (y0, 𝑄))

2

2
=
𝑟2(𝜕Ω, 𝑄)

2
.

Враховуючи спiввiдношення (4.10), отримаємо

ℰ*
𝐿∞(𝐺)

(︀
id𝐶(Ω);𝑊

2
∞(Ω); 𝐼 ′𝑄

)︀
=

1

2
𝑟2(𝜕Ω;𝑄),

що завершує доведення зауваження 4.2.3.

Доведення теореми 4.2.2. Оптимальнiсть метода вiдновлення Φ
𝑄,̃︁𝑊 2

∞(ℒ) є

наслiдком зi спiввiдношень (4.6) та (4.7). Доведемо спiввiдношення (4.9). Нехай

𝑓 ∈ ̃︁𝑊 2
∞(ℒ) – довiльна функцiя, для якої 𝐼 ′𝑄(𝑓) = 0, i нехай y0 ∈ Π(ℒ) є

такою, що ‖𝑓‖𝐿∞(Π(ℒ)) = |𝑓(y0)|. Позначимо через z точку множини 𝑄+ ℒ, в якiй
‖y0 − z‖2 = dist (y0, 𝑄+ ℒ), i нехай 𝛽 = ‖y0 − z‖2 та u = z−y0

𝛽 . За лемою 4.2.3,

функцiя

𝑔(𝑡) = 𝑓 (y0 + 𝑡u) , 𝑡 ∈ [0, 𝛽],

належить класу 𝑊 2
∞([0, 𝛽]). За вибором точки y0, маємо 𝑔′(0) = 𝜕𝑓

𝜕u (y0) = 0.

Зрозумiло, що 𝑔(𝛽) = 𝑓 (y0 + 𝛽u) = 𝑓(z) = 0, 𝑔′(𝛽) = 𝜕𝑓
𝜕u (y0 + 𝛽u) = 𝜕𝑓

𝜕u(z) = 0.

Отже, за лемою 4.2.1 ми отримаємо

‖𝑓‖𝐿∞(Π(ℒ))= |𝑓 (y0)|= |𝑔(0)|6 𝛽2

4
=
‖y0 − z‖22

4
=
dist2 (y0, 𝑄+ ℒ)

4
6
𝑟2
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
4

.

Тому в силу спiввiдношень (4.6) та (4.7), мають мiсце спiввiдношення

ℰ*
𝐿∞(R𝑑)

(︁
id ̃︀𝐶ℒ

;̃︁𝑊 2
∞(ℒ); 𝐼 ′𝑄

)︁
= sup

𝑓∈̃︁𝑊2∞(ℒ):

𝐼′
𝑄
(𝑓)=0

‖𝑓‖𝐿∞(Π(ℒ)) 6
𝑟2
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
4

. (4.17)



204

Нехай z0 ∈ Π(ℒ) є такою, що 𝑏 := dist (z0, 𝑄+ ℒ) = 𝑟
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
. Оскiльки за

означенням 𝑏 < 𝐽(ℒ)
2 , а iнформацiйний оператор 𝐼 ′𝑄 обертається в нуль на функцiї

𝑓𝑏 (x− z0), то за лемою 4.2.5 i спiввiдношеннями (4.6) та (4.7), маємо

ℰ*
𝐿∞(R𝑑)

(︁
id ̃︀𝐶ℒ

;̃︁𝑊 2
∞(ℒ); 𝐼 ′𝑄

)︁
= sup

𝑓∈̃︁𝑊2∞(ℒ):

𝐼′
𝑄
(𝑓)=0

‖𝑓‖𝐿∞(Π(ℒ)) > ‖𝑓𝑏 (· − z0)‖𝐿∞(Π(ℒ)) =
𝑏2

4

=
1

4
𝑟2
(︀
R𝑑, 𝑄+ ℒ

)︀
,

що разом з (4.17) дає (4.9). Теорема 4.2.2 доведена.

4.3. Найкраще вiдновлення iнтегральних операторiв з невiд’ємним

ядром та їх сум

В цьому пiдроздiлi наведено результати роботи [191] щодо найкращого

вiдновлення позитивних iнтегральних операторiв на класах функцiй з заданою

мажорантою модуля неперервностi за iнформацiєю про значення функцiй в

скiнченнiй системi точок, якi вiдомi з похибкою. Ми також сформулюємо розв’я-

зок задачi про найкраще вiдновлення сум iнтегральних операторiв, який можна

безпосередньо застосовувати для розв’язання задач найкращого вiдновлення

розв’язкiв граничних задач для рiвнянь в частинних похiдних (див. [191]).

Розпочнемо з позначень, якi нам будуть необхiднi для наведення загальних

мiркувань щодо розв’язання задачi про найкраще вiдновлення позитивних

операторiв та сум позитивних операторiв.

Для 𝑙,𝑚 ∈ N нехай {𝑋𝑗}𝑚𝑗=1 та {𝑍𝑗}𝑚𝑗=1 – набори дiйсних лiнiйних просторiв,

{𝑌𝑖}𝑙𝑖=1 – набiр дiйсних нормовних просторiв. Означимо

𝑋 := 𝑋1 × . . .×𝑋𝑚, 𝑌 := 𝑌1 × . . .× 𝑌𝑙, 𝑍 := 𝑍1 × . . .× 𝑍𝑚.

Будемо записувати елементи просторiв 𝑋, 𝑌 , 𝑍 як вектор-стовпцi. Наприклад,

𝑥 ∈ 𝑋 – вектор-стовпець, який складається з елементiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, де 𝑥𝑗 ∈ 𝑋𝑗,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Це дозволяє нам ввести в просторах 𝑋, 𝑌 , 𝑍 природну

покоординатну лiнiйну структуру. Також в просторi 𝑌 введемо норму

‖𝑦‖𝑌 = ‖𝑦‖𝜓 := 𝜓 (‖𝑦1‖𝑌1, . . . , ‖𝑦𝑙‖𝑌𝑙) , (4.18)
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де 𝜓 – довiльна норма в R𝑙, монотонна вiдносно покоординатного часткового

порядку в R𝑙. Через 𝜃𝑋 будемо позначати нуль лiнiйного простору 𝑋. Оскiльки з

контексту буде зрозумiло, про якi простори йде мова, ми будемо опускати символ

простору в позначеннi.

Для набору лiнiйних операторiв 𝐴𝑖,𝑗 : 𝑋𝑗 → 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙 i 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, з

областями визначення 𝐷 (𝐴𝑖,𝑗), розглянемо операторну матрицю

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1,1 𝐴1,2 · · · 𝐴1,𝑚

𝐴2,1 𝐴2,2 · · · 𝐴2,𝑚

... ... . . . ...

𝐴𝑙,1 𝐴𝑙,2 · · · 𝐴𝑙,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матриця 𝐴 означає оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 , який вiдображає елемент 𝑥 ∈ 𝑋 в

елемент 𝑦 = 𝐴𝑥, що є результатом формального множення матрицi 𝐴 на вектор-

стовпець 𝑥, тобто для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑙 елемент 𝑦𝑖 означено наступним чином:

𝑦𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗.

Для заданого набору чисел 𝜎𝑗 ∈ {−1, 1}, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, через 𝜎 позначимо

дiагональну матрицю 𝜎 = diag (𝜎1, . . . , 𝜎𝑚). Означимо добуток операторної

матрицi 𝐴 на матрицю 𝜎 як результат формального множення вiдповiдних

матриць, тобто 𝐴𝜎 є операторна матриця:

𝐴𝜎 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜎1𝐴1,1 𝜎2𝐴1,2 · · · 𝜎𝑚𝐴1,𝑚

𝜎1𝐴2,1 𝜎2𝐴2,2 · · · 𝜎𝑚𝐴2,𝑚

... ... . . . ...

𝜎1𝐴𝑙,1 𝜎2𝐴𝑙,2 · · · 𝜎𝑚𝐴𝑙,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

В кожному з просторiв 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, оберемо клас елементiв

𝑊𝑗 ⊂
𝑙⋂︀

𝑖=1

𝐷(𝐴𝑖,𝑗), i розглянемо декартiв добуток класiв 𝑊𝑗 i їх лiнiйних оболонок:

𝑊 := 𝑊1 × . . .×𝑊𝑚 ⊂ 𝑋 та span𝑊 := span𝑊1 × . . .× span𝑊𝑚.

Припустимо, що задано набiр iнформацiйних операторiв 𝐼𝑗 : span𝑊𝑗 → 𝑍𝑗,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚, та означимо операторну матрицю 𝐼 = diag (𝐼1, . . . , 𝐼𝑚) : span𝑊 → 𝑍.
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Для набору операторiв 𝐿𝑗 : 𝑍𝑗 → 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, через 𝐴𝐿 позначимо

операторну матрицю, яка є результатом множення операторних матриць 𝐴 та

𝐿 = diag (𝐿1, . . . , 𝐿𝑚), де пiд 𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗 ми розумiємо композицiю операторiв 𝐴𝑖,𝑗 i 𝐿𝑗.

Нарештi, для непорожнiх множин 𝑈1, . . . 𝑈𝑚 в просторах 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚, вiдповiдно,

означимо 𝑈 = 𝑈1 × . . .× 𝑈𝑚.

Встановимо нижню оцiнку величини ℰ*
𝑌

(︀
𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
. Для цього означимо клас:

𝑊 (𝑈) :=
{︀
𝑥 ∈ 𝑊 :

(︀
𝐼𝑥+ 𝑈

)︀
∩
(︀
𝐼(−𝑥) + 𝑈

)︀
̸= ∅
}︀

Наступне твердження було отримано в статтi [191].

Твердження 4.3.1. Якщо для кожного 𝑖 = 1, . . . , 𝑙 та 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 оператор

𝐴𝑖,𝑗 є непарним,𝑊 (𝑈) ̸= ∅ та клас𝑊𝑗 – центрально симетричний для кожного

𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
> sup

𝑥∈𝑊 (𝑈)

⃦⃦
𝐴𝑥
⃦⃦
𝜓
.

Доведення. Для будь-якого метода вiдновлення Φ : 𝑍 → 𝑌 ,

ℰ𝑌
(︀
𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ

)︀
= sup

{𝑥∈𝑊 : 𝑧∈𝐼𝑥+𝑈}
‖𝐴𝑥− Φ𝑧‖𝜓

> max

⎧⎨⎩ sup
{𝑥∈𝑊 : 𝑧∈𝐼𝑥+𝑈}

‖𝐴𝑥− Φ𝑧‖𝜓, sup
{−𝑥∈𝑊 : 𝑧∈𝐼(−𝑥)+𝑈}

‖ − 𝐴𝑥− Φ𝑧‖𝜓

⎫⎬⎭
>

1

2
sup

𝑥∈𝑊 (𝑈)

{︁⃦⃦
𝐴𝑥− Φ𝑧

⃦⃦
𝜓
+
⃦⃦
𝐴𝑥+ Φ𝑧

⃦⃦
𝜓

}︁
> sup

𝑥∈𝑊 (𝑈)

⃦⃦
𝐴𝑥
⃦⃦
𝜓
.

Зокрема, якщо 𝐼 – парний оператор, то умова
(︀
𝐼𝑥+ 𝑈

)︀
∩
(︀
𝐼(−𝑥) + 𝑈

)︀
̸= ∅

виконується для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑊 . Також, неважко переконатися в тому, що

справджується наступний наслiдок з твердження 4.3.1.

Твердження 4.3.2. Нехай виконуються припущення твердження 4.3.1. Також

нехай для всiх 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 оператор 𝐼𝑗 є непарним, множина 𝑈𝑗 є центрально

симетричною, та 𝐼 𝑊 ∩ 𝑈 ̸= ∅. Тодi

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
> sup

{𝑥∈𝑊 : 𝐼𝑥∈𝑈}

⃦⃦
𝐴𝑥
⃦⃦
𝜓
. (4.19)

Зазначимо, що твердження 4.3.2 для iндивiдуального оператора наведено в

твердженнi леми 1 статтi [122].
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4.3.1. Найкраще вiдновлення позитивних операторiв

Оцiнка знизу, яку дає твердження 4.3.2, не завжди є точною. Тому становить iнте-

рес знаходження достатнiх умов, за яких нерiвнiсть (4.19) обертається в рiвнiсть.

Слiдуючи [324] введемо поняття впорядкованого векторного простору, нормовної

решiтки та позитивного оператора.

Означення 4.3.1. Для заданого дiйсного лiнiйного простору 𝑋 i часткового

порядку “≺𝑋” на 𝑋 будемо називати пару (𝑋,≺𝑋) впорядкованим векторним

простором, якщо:

1. з 𝑥 ≺𝑋 𝑦 випливає, що 𝑥+ 𝑧 ≺𝑋 𝑦 + 𝑧 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋;

2. з 𝑥 ≺𝑋 𝑦 випливає, що 𝜆𝑥 ≺𝑋 𝜆𝑦 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 та 𝜆 ∈ R+.

В подальшому для спрощення (коли це не призводитиме до неоднозначностей),

ми будемо опускати символ часткового порядку “≺𝑋” в позначеннi впорядкованого

векторного простору (𝑋,≺𝑋).

Означення 4.3.2.Впорядкований векторний простiр 𝑋 називається векторною

решiткою (або простором Рiса), якщо кожнi два елементи 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 мають

супремум 𝑥 ∨ 𝑦 := sup{𝑥; 𝑦} та iнфiмум 𝑥 ∧ 𝑦 := inf{𝑥; 𝑦}.

Для векторної решiтки 𝑋 через |𝑥| := 𝑥∨ (−𝑥) позначимо абсолютне значення
𝑥 ∈ 𝑋. Будемо називати норму на векторнiй решiтцi𝑋 решiтковою нормою, якщо

з |𝑥| ≺𝑋 |𝑦| випливає, що ‖𝑥‖ 6 ‖𝑦‖, для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Означення 4.3.3. Нормовною решiткою називається дiйсний нормовний

простiр 𝑋 з частковим порядком “≺𝑋” на ньому, для якого (𝑋,≺𝑋) є векторною

решiткою, а норма на 𝑋 є решiтковою нормою.

Зазначимо, що для заданого набору впорядкованих векторних просторiв 𝑋𝑗,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚, їх декартiв добуток 𝑋 також є впорядкованим векторним простором

вiдносно природного часткового порядку “≺𝑋”:

(𝑥′ ≺𝑋 𝑥′′) ⇔ (∀𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑥′𝑗 ≺𝑋𝑗
𝑥′′𝑗 ).

Аналогiчним чином, для набору нормовних решiток 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, їх декартiв

добуток 𝑌 також є нормовною решiткою вiдносно норми ‖ · ‖𝜓, що означена

рiвнiстю (4.18) i частковим порядком “≺𝑌 ”.
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Нарештi, означимо позитивний оператор мiж впорядкованими векторними

просторами.

Означення 4.3.4. Нехай 𝑋 i 𝑌 – впорядкованi векторнi простори. Лiнiйний

оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 називається позитивним, якщо 𝜃 ≺𝑌 𝑇𝑥, як тiльки

𝜃 ≺𝑋 𝑥.

Наведемо тепер результати щодо розв’язку задачi найкращого вiдновлення

позитивних операторiв i, зокрема, тотожного оператора. Цi результати стосуються

встановлення достатнiх умов, за яких, знаючи метод найкращого вiдновлення

тотожного оператора на кожному з класiв 𝑊𝑗 за iнформацiєю 𝐼𝑗, яка вiдома

з похибкою 𝑈𝑗, ми можемо найкращим чином вiдновити довiльну операторну

матрицю 𝐴, яка складається з позитивних операторiв (та, навiть, операторну

матрицю 𝐴𝜎) на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼 з похибкою 𝑈 .

Нехай 𝑋 – нормовна решiтка. Нагадаємо, що id𝑋 є тотожним оператором

на просторi 𝑋, тобто id𝑋(𝑥) = 𝑥 для всiх 𝑥 ∈ 𝑋. Розглянемо спочатку

задачу найкращого вiдновлення тотожного оператора. Нехай 𝑍 – дiйсний лiнiйний

простiр, 𝑊 ⊂ 𝑋 – центрально симетричний клас, 𝐼 : 𝑋 → 𝑍 – непарний

iнформацiйний оператор, а 𝑈 ⊂ 𝑍 – непорожня центрально симетрична множина.

Твердження 4.3.3. Якщо iснує оператор 𝐿 : 𝑍 → 𝑋 i елемент 𝜙 ∈ 𝑊 , 𝐼𝜙 ∈ 𝑈 ,

такi, що для всiх 𝑥 ∈ 𝑊

(𝑧 ∈ 𝐼𝑥+ 𝑈) ⇒ (−𝜙 ≺𝑋 𝑥− 𝐿𝑧 ≺𝑋 𝜙), (4.20)

то 𝐿 є найкращим методом вiдновлення оператора id𝑋 на класi 𝑊 за

iнформацiєю 𝐼 з 𝑈 -похибкою та

ℰ*
𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼;𝑈) = ℰ𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ;𝐿) = ‖𝜙‖𝑋 .

Доведення. За припущенням, −𝜙 ≺𝑋 𝑥−𝐿𝑧 ≺𝑋 𝜙 для всiх 𝑥 ∈ 𝑊 i 𝑧 ∈ 𝐼𝑥+𝑈 .

Оскiльки 𝑋 – нормовна решiтка, то з останнiх нерiвностей отримаємо

‖𝑥− 𝐿𝑧‖𝑋 6 ‖𝜙‖𝑋 .

Отже,

ℰ*
𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼;𝑈) 6 ℰ𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ;𝐿) = sup

𝑥∈𝑊
sup

𝑧∈𝐼𝑥+𝑈
‖𝑥− 𝐿𝑧‖𝑋 6 ‖𝜙‖𝑋 .
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З iншого боку, 𝐼𝜙 ∈ 𝑈 . Тому за твердженням 4.3.2 матимемо

ℰ*
𝑌 (id𝑋 ;𝑊 ; 𝐼;𝑈) > sup

{𝑥∈𝑊 : 𝐼𝑥∈𝑈}
‖𝑥‖𝑋 > ‖𝜙‖𝑋 .

Тепер наведемо результат щодо найкращого вiдновлення позитивних операторiв,

який є наслiдком твердження 4.3.3.

Твердження 4.3.4. В умовах твердження 4.3.3 припустимо, що 𝑌 – нормовна

решiтка i 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 – позитивний оператор з областю визначення 𝒟(𝐴),

𝑊 ⊂ 𝒟(𝐴). Тодi Φ = 𝐴𝐿 є найкращим методом вiдновлення оператора 𝐴 на

класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼 з 𝑈 -похибкою та

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) = ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ) = ‖𝐴𝜙‖𝑌 .

Доведення. Дiйсно, нехай 𝑥 ∈ 𝑊 i 𝑧 ∈ 𝐼𝑥 + 𝑈 є довiльними. Згiдно з (4.20) ми

маємо −𝜙 ≺𝑋 𝑥−𝐿𝑧 ≺𝑋 𝜙. Отже, в силу позитивностi оператора 𝐴 ми отримаємо

−𝐴𝜙 ≺𝑌 𝐴𝑥− 𝐴𝐿𝑧 ≺𝑌 𝐴𝜙.

Приймаючи до уваги, що ‖ · ‖𝑌 – решiткова норма, отримаємо

‖𝐴𝑥− 𝐴𝐿𝑧‖𝑌 6 ‖𝐴𝜙‖𝑌 ,

а тому

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈) 6 ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ;𝐴𝐿) 6 ‖𝐴𝜙‖𝑌 .

Нерiвнiсть з протилежним знаком випливає з твердження 4.3.2.

Зауваження 4.3.1. В твердженнi 4.3.4 умову про те, що 𝑋 є нормовною

решiткою, можна послабити до наступного: 𝑋 є впорядкованим векторним

простором.

Розглянемо узагальнення тверджень 4.3.4 на випадок задачi найкращого

вiдновлення операторних матриць. Для формулювання вiдповiдних результатiв

введемо наступнi позначення: нехай𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 – впорядкованi векторнi простори,

𝑍1, . . . , 𝑍𝑚 – дiйснi лiнiйнi простори i 𝑌1, . . . , 𝑌𝑙 – нормовнi решiтки, де 𝑚, 𝑙 ∈ N.
Також нехай 𝐴𝑖,𝑗 : 𝑋𝑗 → 𝑌𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 i 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, – позитивнi

оператори з областями визначення 𝒟 (𝐴𝑖,𝑗), та 𝐼𝑗 : 𝑋𝑗 → 𝑍𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, –
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непарнi iнформацiйнi оператори. Нехай також 𝑊𝑗 ⊂
𝑙⋂︀

𝑖=1

𝒟 (𝐴𝑖,𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, –

центрально симетричнi класи i 𝑈𝑗 ⊂ 𝑍𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, – центрально симетричнi

множини. Нарештi, нехай 𝜓 : R𝑙 → R – довiльна норма, монотонна вiдносно

природного часткового порядку в R𝑙.

Теорема 4.3.1. Якщо для кожного 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 iснують оператор 𝐿𝑗 : 𝑍𝑗 → 𝑋𝑗

i функцiя 𝜙𝑗 ∈ 𝑊𝑗, 𝐼𝑗𝜙𝑗 ∈ 𝑈𝑗, є такою, що для всiх 𝑥 ∈ 𝑊 i 𝑧 ∈ 𝑍(︀
𝑧 ∈ 𝐼𝑥+ 𝑈

)︀
⇒
(︀
∀𝑗 = 1, . . . ,𝑚, −𝜙𝑗 ≺𝑋𝑗

𝑥𝑗 − 𝐿𝑗𝑧𝑗 ≺𝑋𝑗
𝜙𝑗
)︀
,

то для всiх 𝜎 = diag (𝜎1, . . . , 𝜎𝑚), 𝜎𝑗 ∈ {−1, 1}, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, оператор Φ = 𝐴𝜎𝐿

є найкращим методом вiдновлення оператора 𝐴𝜎 на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼

з 𝑈 -похибкою. Крiм того,

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
= ℰ𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ

)︀
=
⃦⃦
𝐴𝜙
⃦⃦
𝜓
.

Доведення. Нехай 𝑥 ∈ 𝑊 та 𝑧 ∈ 𝐼𝑥+ 𝑈 . Тодi для всiх 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 маємо

−𝜙𝑗 ≺𝑋𝑗
𝑥𝑗 − 𝐿𝑗𝑧𝑗 ≺𝑋𝑗

𝜙𝑗.

Оскiльки оператори 𝐴𝑖𝑗 лiнiйнi та позитивнi, ми отримаємо

−𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗 ≺𝑌𝑖 𝐴𝑖,𝑗(𝑥𝑗 − 𝐿𝑗𝑧𝑗) = 𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗 − 𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗𝑧𝑗 ≺𝑌𝑖 𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗.

З останнiх спiввiдношень можемо зробити висновок, що для всiх 𝜎𝑗 ∈ {−1, 1}
справджуються нерiвностi

−𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗 ≺𝑌𝑖 𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗 − 𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗𝑧𝑗 ≺𝑌𝑖 𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗,

пiдсумовуючи якi за iндексом 𝑗, неважко бачити, що

−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗 ≺𝑌𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗 −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗𝑧𝑗 ≺𝑌𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗.

Таким чином, ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗 −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≺𝑌𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗.

Оскiльки ‖·‖𝑌𝑖 решiткова норма, з останньої нерiвностi отримаємо⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗 −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝐴𝑖,𝑗𝐿𝑗𝑧𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑌𝑖

6

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑌𝑖

,
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а оскiльки Φ = 𝐴𝜎𝐿, то
⃦⃦
𝐴𝜎𝑥− 𝐴𝜎𝐿𝑧

⃦⃦
𝜓
=
⃦⃦
𝐴𝜎𝑥− Φ𝑧

⃦⃦
𝜓
6
⃦⃦
𝐴𝜙
⃦⃦
𝜓
. Отже,

ℰ𝑌
(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ

)︀
6 ℰ*

𝜓

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
6
⃦⃦
𝐴𝜙
⃦⃦
𝜓
.

Для доведення оцiнки знизу помiтимо, що 𝜎𝜙 ∈ 𝑊 та 𝐼(𝜎𝜙) ∈ 𝑈 . Тому за

твердженням 4.3.2 отримаємо

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
> sup

{𝑥∈𝑊 : 𝐼𝑥∈𝑈}

⃦⃦
𝐴𝜎𝑥

⃦⃦
𝜓
>
⃦⃦
𝐴𝜎(𝜎𝜙)

⃦⃦
𝜓
=
⃦⃦
𝐴𝜙
⃦⃦
𝜓
,

адже 𝜎𝜎 = diag (1, . . . , 1) є одиничною матрицею.

4.3.2. Найкраще вiдновлення iнтегральних операторiв з невiд’єм-

ним ядром та їх сум на класах функцiй з заданою мажоран-

тою модуля неперервностi

Застосуємо теорему 4.3.1 для розв’язання задачi найкращого вiдновлення

iнтегральних операторiв та сум iнтегральних операторiв з невiд’ємними ядрами

на класах функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi за значеннями

цих функцiй в заданiй скiнченнiй системi точок, якi вiдомi з похибкою.

Слiдуючи [183] (див. також [102]), введемо поняття iнтегрального оператора

в метричному просторi. Спочатку, нехай (𝑀,𝜇) – простiр з 𝜎-скiнченною мiрою,

тобто 𝑀 – деяка множина, а 𝜇 – 𝜎-скiнченна мiра на 𝜎-алгебрi Σ𝑀 пiдмножин

𝑀 . Через M (𝑀,𝜇) позначимо простiр всiх 𝜇-вимiрних та 𝜇-м.с. скiнченних

функцiй, означених на 𝑀 , зi звичайним ототожненням 𝜇-еквiвалентних функцiй.

Зрозумiло, що простiрM (𝑀,𝜇) можна оснастити природним частковим порядком

“≺”: для всiх 𝑥′, 𝑥′′ ∈ M (𝑀,𝜇),

(𝑥′ ≺ 𝑥′′) ⇔ (|𝑥′(𝑡)| 6 |𝑥′′(𝑡)| для 𝜇− м.в. 𝑡 ∈𝑀) .

Отже, ми простiр M (𝑀,𝜇) є впорядкованим векторним простором.

Означення 4.3.5 (див. [183], [102, Роздiл 1, §2]). Нехай (𝑀,𝜇) i (𝑁, 𝜈) – простори

зi 𝜎-скiнченними додатними мiрами, 𝐸 – лiнiйний пiдпростiр в M(𝑀,𝜇).

Лiнiйний оператор 𝑇 : 𝐸 → M(𝑁, 𝜈) називається iнтегральним оператором,

якщо iснує 𝜈 × 𝜇-вимiрна функцiя 𝐾(𝑠, 𝑡) така, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐸

𝑇𝑥(𝑠) :=

∫︁
𝑀

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡) d𝜇(𝑡), для 𝜈 − м.в. 𝑠 ∈ 𝑁.
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Iнтеграл вище розумiється в смислi Лебега, а функцiя 𝐾(𝑠, 𝑡) називається

ядром оператора 𝑇 .

Зауваження 4.3.2. Зрозумiло, що iнтегральний оператор є позитивним, якщо

його ядро є 𝜈 × 𝜇-м.с. невiд’ємним.

Розглянемо спецiальнi множини 𝑀 , якi є метричними просторами. Нехай

𝑀 =𝑀𝜌 є метричний простiр з метрикою 𝜌. Через Σ𝜌 позначимо борелiвську

𝜎-алгебру пiдмножин в 𝑀𝜌, тобто мiнiмальну 𝜎-алгебру, породжену вiдкритими

множинами в𝑀𝜌. Нехай 𝜇 : Σ𝜌 → R+ – довiльна невiд’ємна 𝜎-скiнченна мiра. Для

зручностi, якщо клас еквiвалентностi в M (𝑀𝜌, 𝜇) мiстить неперервну функцiю,

ми будемо ототожнювати цю функцiю зi всiм класом еквiвалентностi.

Нехай 𝐵𝜇 та 𝐶𝜇 є множинами 𝜇-суттєво обмежених i 𝜇-м.с. неперервних

функцiй 𝑥 : 𝑀𝜌 → R, вiдповiдно. Для компактної множини 𝑀 ′ ⊂ 𝑀𝜌 через 𝜒𝑀 ′

позначимо характеристичну (або iндикаторну) функцiю множини 𝑀 ′, тобто

𝜒𝑀 ′(𝑡) =

{︃
1, 𝑡 ∈𝑀 ′,

0, 𝑡 ∈𝑀 ∖𝑀 ′.

Також розглянемо множини

𝐵𝜇(𝑀
′) := {𝑥 ∈ 𝐵𝜇 : supp𝑥 ⊂𝑀 ′} ,

𝐶𝜇(𝑀
′) := {𝑥 = 𝑦 · 𝜒𝑀 ′ : 𝑦 ∈ 𝐶𝜇} ,

𝐶𝜇(𝑀
′) := {𝑥 ∈ 𝐶𝜇 : supp𝑥 ⊂𝑀 ′} .

З означення випливає подвiйне вкладення 𝐶𝜇(𝑀 ′) ⊂ 𝐶𝜇(𝑀
′) ⊂ 𝐵𝜇(𝑀

′).

Перейдемо до означення класiв функцiй, визначених на компактi метричного

простору, якi мають заданий модуль неперервностi. Для довiльного модуля

неперервностi 𝜔 (див. означення 1.1.3) означимо:

𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) := {𝑥 ∈ 𝐶𝜇(𝑀
′) : |𝑥(𝑡′)− 𝑥(𝑡′′)| 6 𝜔 (𝜌(𝑡′, 𝑡′′)) , ∀𝑡′, 𝑡′′ ∈𝑀 ′} ,

�̃�𝜔
𝜇 (𝑀

′) := 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) ∩ 𝐶𝜇(𝑀 ′).

Будемо також вважати, що iнформацiя про функцiї 𝑥 ∈ 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) або 𝑥 ∈ �̃�𝜔
𝜇 (𝑀

′)

задана iнформацiйними операторами 𝐼 : 𝐶𝜇 (𝑀
′) → R𝑛, 𝑛 ∈ N, виду

𝐼𝑥 = 𝐼𝑄𝑥 := (𝑥 (𝑞1) , . . . , 𝑥 (𝑞𝑛)) , 𝑥 ∈ 𝐶𝜇(𝑀
′),
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де 𝑄 = {𝑞𝑗}𝑛𝑗=1 – задана система точок в 𝑀 ′. Бiльш того, припустимо, що

iнформацiя 𝐼𝑥 вiдома з 𝑈𝑒-похибкою, 𝑒𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, де

𝑈𝑒 = [−𝑒1, 𝑒1]× . . .× [−𝑒𝑛, 𝑒𝑛].

Побудуємо оператор 𝐿, який задовольнятиме умови твердження 4.3.3. Для

цього розглянемо двi функцiї:

𝜏(𝑡) = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡) :=

⎧⎨⎩ min
𝑗=1,...,𝑛

(𝑒𝑗 + 𝜔(𝜌(𝑡, 𝑞𝑗))) , 𝑡 ∈𝑀 ′,

0, 𝑡 ∈𝑀 ∖𝑀 ′,

i

𝜏(𝑡) = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡) := min {𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡), 𝜔(𝜌(𝑡, 𝜕𝑀 ′))} , 𝑡 ∈𝑀,

де 𝜌(𝑡, 𝜕𝑀 ′) := inf
𝑠∈𝜕𝑀 ′

𝜌(𝑡, 𝑠) позначає вiдстань мiж точкою 𝑡 ∈ 𝑀 i межею 𝜕𝑀 ′

множини 𝑀 ′. Неважко бачити, що 𝜏 ∈ 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′), 𝜏 ∈ �̃�𝜔
𝜇 (𝑀

′) та 𝐼𝑄𝜏 = 𝐼𝑄𝜏 ∈ 𝑈𝑒.

Означимо узагальненi клiтини Вороного (див., наприклад, [271]). Для цього

ми спочатку позначимо

Π̃0 = Π̃0(𝜔,𝑄, 𝑒) := {𝑡 ∈𝑀 ′ : 𝜔(𝜌(𝑡, 𝜕𝑀 ′)) 6 𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡)}

i для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 розглянемо

Π′
𝑗 = Π′

𝑗(𝜔,𝑄, 𝑒) := {𝑡 ∈𝑀 ′ : 𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡) = 𝑒𝑗 + 𝜔(𝜌 (𝑡, 𝑞𝑗))} .

Узагальненi клiтини Вороного (рис. 4.1) визначаються послiдовно:

Π1 := Π′
1, Π𝑗 := Π′

𝑗 ∖
𝑗−1⋃︁
𝑠=1

Π𝑠, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛,

та Π̃𝑗 = Π̃𝑗 ∖ Π̃0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Рис. 4.1: Узагальненi клiтини Вороного на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]
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Оскiльки довiльна функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝜇(𝑀
′) є 𝜇-вимiрною на 𝑀 вiдносно

борелiвської 𝜎-алгебри Σ𝜌, то множини Π1,Π2, . . . ,Π𝑛 та Π̃0, Π̃1, . . . , Π̃𝑛 є

𝜇-вимiрними. Бiльш того, за побудовою, обидва набори множин попарно не

перетинаються, та 𝑀 ′ = Π1 ∪ . . . ∪ Π𝑛 = Π̃0 ∪ Π̃1 ∪ . . . ∪ Π̃𝑛.

Означимо оператори 𝐿 = 𝐿𝜔,𝑄,𝑒 : R𝑛 → 𝐵𝜇 (𝑀
′) та �̃� = �̃�𝜔,𝑄,𝑒 : R𝑛 → 𝐵𝜇 (𝑀

′)

(рис. 4.2) наступним чином: для всiх 𝑧 ∈ R𝑛

𝐿𝑧(𝑡) :=

{︃
𝑧𝑗, 𝑡 ∈ Π𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

0, 𝑡 ∈𝑀 ∖𝑀 ′,

та

�̃�𝑧(𝑡) :=

{︃
𝑧𝑗, 𝑡 ∈ Π̃𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

0, 𝑡 ∈ Π̃0 ∪ (𝑀 ∖𝑀 ′) .

Рис. 4.2: Метод вiдновлення функцiй за неточною iнформацiєю

Зауважимо, що у випадку, коли деякi з 𝑒𝑗 є достатньо великими, вiдповiднi

множини Π𝑗 i Π̃𝑗 можуть виявитися порожнiми. Це означає, що iнформацiя в

вiдповiдних точках 𝑞𝑗 “iгнорується” операторами 𝐿 i �̃�.

Перейдемо безпосередньо до формулювання наслiдкiв з теореми 4.3.1 щодо

задачi оптимального вiдновлення позитивних iнтегральних операторiв та їх сум

на класах функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi за значеннями

функцiї з класу в заданiй системi точок, якi вiдомi з похибкою.

Для простору (𝑀,𝜇) з 𝜎-скiнченною мiрою через 𝐿1 (𝑀,𝜇) позначимо простiр

сумовних функцiй 𝑥 :𝑀 → R, який оснащено стандартною нормою

‖𝑥‖1 =
∫︁
𝑀

|𝑥(𝑡)| d𝜇(𝑡).

Спочатку наведемо наслiдок з твердження 4.3.4 для позитивних iнтегральних

операторiв. Для цього введемо необхiднi позначення. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝜔 –
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модуль неперервностi, 𝑒 ∈ R𝑛
+, 𝑀𝜌 – метричний простiр, 𝜇 – 𝜎-скiнченна

мiра на Σ𝜌, 𝑀 ′ – компактна пiдмножина 𝑀𝜌, (𝑁, 𝜈) – простiр зi 𝜎-скiнченною

мiрою, 𝐴 : 𝐵𝜇(𝑀
′) → M (𝑁, 𝜈) – iнтегральний оператор з невiд’ємним ядром 𝐾,

𝑌 ⊂ M (𝑁, 𝜈) – нормовна решiтка така, що 𝐴 (𝐵𝜇 (𝑀
′)) ⊂ 𝑌 , 𝑄 = {𝑞𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂𝑀 ′ –

задана система точок.

Теорема 4.3.2. Нехай або𝑊 = 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′), 𝜙 = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒, 𝐿 = 𝐿𝜔,𝑄,𝑒, або𝑊 = �̃�𝜔
𝜇 (𝑀

′),

𝜙 = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒, 𝐿 = �̃�𝜔,𝑄,𝑒. Тодi метод Φ = 𝐴𝐿 є найкращим методом вiдновлення

оператора 𝐴 на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼𝑄, яка задана з 𝑈𝑒-похибкою, та

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝑒) = ℰ𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝑒; Φ) =

⃦⃦⃦⃦ ∫︁
𝑀 ′
𝐾(·, 𝑥)𝜙(𝑥) d𝜇(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝑌

.

Доведення. Розглянемо лише перший випадок, коли 𝑊 = 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′), 𝜙 = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒,

𝐿 = 𝐿𝜔,𝑄,𝑒, оскiльки доведення другого випадку можна провести за аналогiєю.

Нехай 𝑥 ∈ 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′) i 𝑧 ∈ 𝐼𝑥+ 𝑈 є заданими, та нехай Π1, . . . ,Π𝑛 – узагальненi

клiтини Вороного на множинi 𝑀 ′. Помiтимо, що для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 та 𝑡 ∈ Π𝑗

|𝑥(𝑡)− 𝐿𝑧(𝑡)| = |𝑥(𝑡)− 𝑧𝑗| 6 |𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑞𝑗)|+ |𝑥(𝑞𝑗)− 𝑧𝑗|
6 𝜔(𝜌(𝑡, 𝑞𝑗)) + 𝑒𝑗 = 𝜏𝜔,𝑄,𝑒(𝑡) = 𝜙(𝑡).

Отже, −𝜙 ≺ 𝑥 − 𝐿𝑧 ≺ 𝜙, де “≺” – природний частковий порядок в

M (𝑀𝜌, 𝜇). Оскiльки 𝐴 – лiнiйний позитивний оператор, умови теореми 4.3.1

задовольняються, а тому, застосовуючи її, ми завершуємо доведення теореми.

Зауваження 4.3.3. В умовах теореми 4.3.2 розглянемо метод вiдновлення

Λ : R𝑛 → 𝐵𝜇 (𝑀
′), означений рiвнiстю

Λ𝑧(𝑡) =
𝑆𝑧(𝑡) + 𝑠𝑧(𝑡)

2
, 𝑧 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈𝑀 ′,

де 𝑆𝑧(𝑡) := min
𝑗=1,2,...,𝑛

{𝑧𝑗 + 𝑒𝑗 + 𝜔 (𝜌 (𝑡, 𝑞𝑗))}, 𝑠𝑧(𝑡) := max
𝑗=1,2,...,𝑛

{𝑧𝑗 − 𝑒𝑗 − 𝜔 (𝜌 (𝑡, 𝑞𝑗))}.
Метод Λ є центральним алгоритмом згiдно означення [318, § 2.3], а також є

найкращим в задачi найкращого вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 = 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′)

за iнформацiєю 𝐼𝑄, заданою з 𝑈𝑒-похибкою.

Дiйсно, нехай𝑊 = 𝐻𝜔
𝜇 (𝑀

′). Нагадаємо, що метод вiдновлення Φ називається

центральним (див. [318, § 2.3]), якщо для всiх 𝑧 ∈ 𝐼𝑄(𝑊 )+𝑈𝑒, Φ𝑧 = 𝑔𝑧, де 𝑔𝑧 ∈ 𝑌

є центром множини {𝐴𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑊, 𝐼𝑄𝑥 ∈ 𝑧 + 𝑈𝑒}, тобто

sup
𝑥∈𝑊 : 𝐼𝑄𝑥∈𝑧+𝑈𝑒

‖𝐴𝑥− 𝑔𝑧‖𝑌 = inf
𝑔∈𝑌

sup
𝑥∈𝑊 : 𝐼𝑄𝑥∈𝑧+𝑈𝑒

‖𝐴𝑥− 𝑔‖𝑌 .
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Неважко бачити, що для всiх 𝑧 ∈ 𝑈𝑒 +
⋃︀
𝑥∈𝑊

𝐼𝑄𝑥, 𝐼𝑄𝑆𝑧 ∈ 𝑧 + 𝑈𝑒, 𝐼𝑄𝑠𝑧 ∈ 𝑧 + 𝑈𝑒,

𝐼𝑄Λ𝑧 ∈ 𝑧 + 𝑈𝑒, та 𝑠𝑧 ≺ 𝑥 ≺ 𝑆𝑧, для кожного 𝑥 ∈ 𝑊 , де “≺” є природним

частковим порядком в M (𝑀𝜌, 𝜇). Оскiльки оператор 𝐴 є позитивним, то

𝐴𝑠𝑧 ≺𝑌 𝐴𝑥 ≺𝑌 𝐴𝑆𝑧, а оскiльки 𝑌 є нормовною решiткою, то

1

2
‖𝐴(𝑆𝑧 − 𝑠𝑧)‖𝑌 = sup

𝑥∈𝑊
𝐼𝑄𝑥∈𝑧+𝑈𝑒

‖𝐴𝑥− 𝐴Λ𝑧‖𝑌 > inf
𝑔∈𝑌

sup
𝑥∈𝑊

𝐼𝑄𝑥∈𝑧+𝑈𝑒

‖𝐴𝑥− 𝑔‖𝑌

>
1

2
inf
𝑔∈𝑌

(‖𝐴𝑆𝑧 − 𝑔‖𝑌 + ‖𝐴𝑠𝑧 − 𝑔‖𝑌 ) >
1

2
‖𝐴 (𝑆𝑧 − 𝑠𝑧)‖𝑌 ,

звiдки випливає, що алгоритм 𝐴Λ є центральним та найкращим методом

вiдновлення оператора 𝐴 на класi 𝑊 за iнформацiєю 𝐼𝑄, заданою з 𝑈𝑒-похибкою.

У випадку 𝑌 = 𝐿1 (𝑁, 𝜈) отримаємо наступний наслiдок з теореми 4.3.2.

Наслiдок 4.3.1. В умовах теореми 4.3.2, нехай ядро 𝐾 є 𝜈×𝜇-iнтегровним та

𝑌 = 𝐿1(𝑁, 𝜈). Тодi

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝑒) =

∫︁
𝑀 ′
𝜙(𝑥)

∫︁
𝑁

𝐾(𝑦, 𝑥) d𝜈(𝑦) d𝜇(𝑥). (4.21)

Зокрема, якщо внутрiшнiй iнтеграл в (4.21) не залежить вiд 𝑥 i позначається

через 𝐶𝐾, то

ℰ*
𝑌 (𝐴;𝑊 ; 𝐼𝑄;𝑈𝑒) = 𝐶𝐾

∫︁
𝑀 ′
𝜙(𝑥) d𝜇(𝑥).

Сформулюємо тепер наслiдок з теореми 4.3.1 щодо розв’язку задачi

найкращого вiдновлення суми позитивних iнтегральних операторiв на класах

функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi. Нам будуть необхiднi

наступнi позначення. Нехай 𝑚, 𝑙 ∈ N i 𝜓 : R𝑙 → R – норма, монотонна вiдносно

природного часткового порядку в R𝑙. Для всiх 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, нехай 𝑛𝑗 ∈ N; 𝜔𝑗
– модуль неперервностi; 𝑒𝑗 ∈ R𝑛𝑗

+ та 𝑈𝑗 = 𝑈𝑒𝑗 ; 𝑀𝑗 = 𝑀𝜌𝑗 – метричний простiр,

𝜇𝑗 – 𝜎-скiнченна мiра на Σ𝜌𝑗 ; 𝑀
′
𝑗 – компактна пiдмножина 𝑀𝑗; 𝑄𝑗 ⊂ 𝑀 ′

𝑗 –

задана система з 𝑛𝑗 точок, i 𝐼𝑗 := 𝐼𝑄𝑗
. Для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, позначимо через

(𝑁𝑖, 𝜈𝑖) простiр з 𝜎-скiнченною мiрою. Для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑙 та 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 нехай

𝐴𝑖,𝑗 : 𝐵𝜇𝑗

(︀
𝑀 ′

𝑗

)︀
→ M (𝑁𝑖, 𝜈𝑖) – iнтегральний оператор з невiд’ємним ядром 𝐾𝑖,𝑗 i

𝑌𝑖 ⊂ M (𝑁𝑖, 𝜈𝑖) – нормовна решiтка така, що
𝑚⋃︀
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗

(︀
𝐵𝜇𝑗

(︀
𝑀 ′

𝑗

)︀)︀
⊂ 𝑌𝑖.
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Теорема 4.3.3. Нехай для всiх 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 або 𝑊𝑗 = 𝐻
𝜔𝑗
𝜇𝑗

(︀
𝑀 ′

𝑗

)︀
, 𝜙𝑗 = 𝜏𝜔𝑗 ,𝑄𝑗 ,𝑒𝑗 ,

𝐿𝑗 = 𝐿𝜔𝑗 ,𝑄𝑗 ,𝑒𝑗 , або 𝑊𝑗 = �̃�
𝜔𝑗
𝜇𝑗

(︀
𝑀 ′

𝑗

)︀
, 𝜙𝑗 = 𝜏𝜔𝑗 ,𝑄𝑗 ,𝑒𝑗 , 𝐿𝑗 = �̃�𝜔𝑗 ,𝑄𝑗 ,𝑒𝑗 . Тодi для всiх

𝜎 = diag (𝜎1, . . . , 𝜎𝑚), де 𝜎𝑗 ∈ {−1, 1}, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, метод Φ = 𝐴𝜎𝐿, де

𝐿 = diag (𝐿1, . . . , 𝐿𝑚), є найкращим методом вiдновлення оператора 𝐴𝜎 на класi

𝑊 за iнформацiєю 𝐼, заданою з 𝑈 -похибкою, та

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
= ℰ𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ

)︀
=
⃦⃦
𝐴𝜙
⃦⃦
𝜓
.

Наступне твердження випливає з теореми 4.3.3 та стосується задачi

найкращого вiдновлення суми iнтегральних операторiв в просторi 𝐿1(𝑁, 𝜈).

Наслiдок 4.3.2. Нехай виконуються припущення теореми 4.3.3. Також,

припустимо, що ядра 𝐾𝑖,𝑗 є 𝜈𝑖 × 𝜇𝑗-iнтегровними (𝑖 = 1, . . . , 𝑙 та 𝑗 = 1, . . . ,𝑚),

𝑌𝑖 = 𝐿1 (𝑁𝑖, 𝜈𝑖), i 𝜓 є ℓ1-нормою в R𝑙. Тодi

ℰ*
𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈

)︀
= ℰ𝑌

(︀
𝐴𝜎;𝑊 ; 𝐼;𝑈 ; Φ

)︀
=

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑁𝑖

∫︁
𝑀 ′

𝑗

𝐾𝑖,𝑗 (𝑦, 𝑥)𝜙𝑗 (𝑥) d𝜇𝑗(𝑥) d𝜈𝑖(𝑦).

Висновки до роздiлу 4

В даному роздiлi розв’язується задача найкращого вiдновлення операторiв за

неповно та неточно заданою iнформацiєю. Отримано наступнi результати:

1. Знайдено похибку найкращого вiдновлення тотожного оператора на класi

𝑊 2
∞(Ω) функцiй багатьох змiнних, визначених на опуклому тiлi Ω, що мають

рiвномiрно обмеженi похiднi другого порядку за довiльним напрямком, за

iнформацiєю про значення функцiй та їх градiєнтiв в заданiй системi вузлiв.

Також встановлено вiдповiднi результати й для перiодичного аналогу класу

𝑊 2
∞(Ω) – класу 𝑊 2

∞(ℒ), де ℒ – повновимiрна решiтка;

2. Розв’язано задачу про найкраще вiдновлення довiльних iнтегральних

операторiв з невiд’ємними ядрами та їх сум на класах функцiй, визначених на

компактi метричного простору та заданих обмеженням на мажоранту модуля

неперервностi, за значеннями функцiй з класу в заданiй системi вузлiв, якi

вiдомi з похибкою.
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РОЗДIЛ 5

Нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних функцiй

однiєї змiнної

Даний роздiл присвячено розв’язанню задачi про знаходження нерiвностей

типу Колмогорова для норм похiдних функцiй однiєї змiнної, означених на

напiвосi дiйсних невiд’ємних чисел або на скiнченному вiдрiзку дiйсної осi, а також

розв’язанню спорiдненої задачi Стєчкiна про найкраще наближення операторiв

лiнiйними обмеженими операторами.

5.1. Нерiвностi типу Колмогорова та постановки спорiднених задач

Нехай 𝐺 – вимiрна однозв’язна пiдмножина R, 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ Z+, 𝑘 6 𝑟 − 1, та

1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞. Позначимо через 𝐿𝑝(𝐺) нормовний простiр вимiрних функцiй

𝑓 : 𝐺→ R зi стандартною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∫︁

𝐺

|𝑓(𝑡)|𝑝 d𝑡
)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,

esssup {|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ 𝐺} , 𝑝 = ∞.

Через 𝐿𝑟𝑠(𝐺) позначимо простiр вимiрних функцiй 𝑓 : 𝐺 → R, для яких похiдна

𝑓 (𝑘−1) локально абсолютно неперервна на 𝐺 та 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑠(𝐺), а також означимо

𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) := 𝐿𝑝(𝐺) ∩ 𝐿𝑟𝑠(𝐺). Надалi, коли множина 𝐺 буде зрозумiлою з контексту,

будемо опускати її в позначеннях просторiв 𝐿𝑝(𝐺), 𝐿𝑟𝑝(𝐺), 𝐿
𝑟
𝑝,𝑠(𝐺) i норми ‖·‖𝐿𝑝(𝐺).

Нерiвностi, що оцiнюють норму промiжної похiдної функцiї
⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦
𝐿𝑞(𝐺)

через норму самої функцiї ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) та норму її похiдної старшого порядку⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑠(𝐺)

, називаються нерiвностями типу Колмогорова (нерiвностями типу

Колмогорова-Надя у випадку 𝑘 = 0).

Нерiвностi типу Колмогорова знаходять важливi застосування в багатьох

областях математичного аналiзу: теорiї апроксимацiї, теорiї некоректних задач,

теоремах вкладення, теорiї оптимальних алгоритмiв, теорiї оптимального

вiдновлення, теорiї iнформацiйної складностi, та iнших. Природно, що найбiльший

iнтерес становлять непокращуванi нерiвностi такого типу. Саме вони знайшли

найбiльше застосувань, а методи, якi були розробленi при їх доведеннi, суттєво
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збагатили математичну науку та були використанi для розв’язання чималої

кiлькостi екстремальних задач математичного аналiзу.

Дослiдження нерiвностей для похiдних розпочалося на початку ХХ сторiччя

в роботах А. Кнезера, Ж. Адамара, Г. Г. Хардi, Дж. I. Лiтлвуда, Е. Ландау.

Один з найвизначнiших результатiв у цьому напрямку був отриманий в 1937 р.

А.М. Колмогоровим [84] (див. також [85]). Вiн встановив, що для будь-яких

𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 6 𝑟 − 1, та будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞(R) має мiсце точна нерiвнiсть:

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝐿∞(R)

6

⃦⃦⃦
𝜙
(𝑘)
𝑟

⃦⃦⃦
𝐿∞(R)

‖𝜙𝑟‖1−𝑘/𝑟𝐿∞(R)

· ‖𝑓‖1−𝑘/𝑟𝐿∞(R)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝑘/𝑟
𝐿∞(R)

, (5.1)

де 𝜙𝑟 – iдеальний ойлерiв сплайн порядку 𝑟, тобто первiсна функцiї

𝜙0(𝑡) := sgn (sin 𝑟𝑡), 𝑡 ∈ R, порядку 𝑟 з нульовим середнiм значенням. Ця

нерiвнiсть обертається в рiвнiсть на довiльнiй функцiї 𝑓(·) = 𝑐 𝜙𝑟(ℎ(·)), де 𝑐, ℎ > 0.

Вiдзначимо, що випадок 𝑘 = 1 та 𝑟 = 2 був розглянутий Е. Ландау [282], а випадки

𝑟 = 3, 4, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1 i 𝑟 = 5, 𝑘 = 2 – Г.Є. Шиловим [180].

Для доведення нерiвностi (5.1) А.М. Колмогоров розробив потужний

метод порiвняння функцiй, численнi модифiкацiї якого були використанi для

розв’язання цiлого ряду задач теорiї наближення, теорiї квадратур, теорiї

оптимального вiдновлення операторiв, i для встановлення багатьох екстремальних

властивостей тригонометричних полiномiв та перiодичних функцiй. Саме тому

нерiвностi вигляду (5.1) називають також нерiвностями типу Колмогорова.

Детальний огляд результатiв щодо нерiвностей типу Колмогорова для функцiй

однiєї змiнної можна знайти в монографiях [295, 281, 22] та статтях [172, 328, 8, 7],

а для функцiй багатьох змiнних – в [22, 143].

Далi окремо розглянемо випадок дiйсної осi 𝐺 = R i напiвосi 𝐺 = R0
+ та

випадок скiнченного вiдрiзку числової прямої 𝐺 = [0, 1]. Також, сформулюємо

задачу Стєчкiна про найкраще наближення операторiв лiнiйними обмеженими

операторами, задачу найкращого вiдновлення операторiв за елементами з класу,

якi вiдомi з похибкою.
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5.1.1. Нерiвностi типу Колмогорова для функцiй, означених на

дiйснiй осi або напiвосi

Нехай в цьому параграфi 𝐺 позначає дiйсну вiсь 𝐺 = R або напiввiсь

невiд’ємних чисел 𝐺 = R0
+. Нерiвностi типу Колмогорова в такому випадку

зазвичай записують у мультиплiкативнiй формi:⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝐿𝑞(𝐺)

6 𝐾 ‖𝑓‖𝜇𝐿𝑝(𝐺)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
𝐿𝑠(𝐺)

, (5.2)

з константою 𝐾 > 0 i показниками 𝜆, 𝜇 ∈ R, якi не залежать вiд вибору

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺). Нерiвностi (5.2) називають також мультиплiкативними

нерiвностями типу Колмогорова.

У випадку 𝐺 = R точна константа 𝐾 знайдена для всiх 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 6 𝑟 − 1,

при наступних значеннях параметрiв 𝑝, 𝑞, 𝑠:

1. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞ – Е. Ландау [282] (𝑟 = 2), Г. Є. Шилов [180] (𝑟 = 3, 4; 𝑟 = 5 i

𝑘 = 2), А.М. Колмогоров [84] (𝑟 > 4);

2. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 2 – Г. Г. Хардi, Дж. I. Лiтлвуд, Г. Пойа [262];

3. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 1 – Е.М. Стейн [334];

4. 𝑞 = ∞ та 𝑝 = 𝑠 = 2 – Л.В. Тайков [167].

У випадку 𝐺 = R0
+ точна константа 𝐾 знайдена для всiх 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 6 𝑟 − 1,

при наступних значеннях параметрiв 𝑝, 𝑞, 𝑠:

1. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞ – Е. Ландау [282] (𝑟 = 2), А.П. Маторiн [125] (𝑟 = 3),

I. Дж. Шенберг та А. Каварета [325] (𝑟 > 4);

2. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = 2 – Ю. I. Любiч [119], М.П. Купцов [111];

3. 𝑞 = ∞ та 𝑝 = 𝑠 = 2 – В.М. Габушин [64], М.П. Купцов [112],

Г.А. Калябiн [80].

Огляд iнших часткових випадкiв, в яких знайдено точнi нерiвностi для

похiдних вигляду (5.2), та подальшi посилання можна знайти в статтях [172, 7] та

монографiї [22].

Вiдзначимо, що необхiднi та достатнi умови iснування скiнченної константи 𝐾

в нерiвностях (5.2) отриманi В.М. Габушиним [63] та полягають в наступному:

𝜆 =
𝑘 − 1/𝑞 + 1/𝑝

𝑟 − 1/𝑠+ 1/𝑝
∈ [0, 1], 𝜇 = 1− 𝜆, (5.3)
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𝑟

𝑞
6
𝑟 − 𝑘

𝑝
+
𝑘

𝑠
. (5.4)

Сучаснi прикладнi задачi хiмiї, фiзики, механiки (див., наприклад, [308,

284, 335]) потребують всебiчного дослiдження похiдних не тiльки цiлих,

але й дробових порядкiв. Iдеї похiдних нецiлого порядку виникають вiд

самого зародження диференцiального числення. Їх можна знайти, зокрема, у

Г. Лейбнiца, Л. Ойлера, П. Лапласа, С. Лякруа, Ж. Фур’є. Власне, розвиток

дробового числення розпочинається з робiт Н. Абеля та Ж. Лiувiлля, а

вагомий внесок в становлення дробового iнтегродиференцiювання пов’язаний з

iменами А. Грюнвальда, А. Лєтнiкова, Х. Хольмгрена, Б. Рiмана, Н.Я. Сонiна,

Ж. Адамара, Г. Вейля та багатьох iнших вiдомих математикiв. Змiстовний огляд

iсторiї питання, означень похiдних дробових порядкiв та їх властивостей, а також

застосувань дробових похiдних можна знайти в монографiї [146].

Природний iнтерес становить задача знаходження непокращуваних нерiвностей

для норм похiдних дробових порядкiв. Проте її розв’язання зiштовхується

з труднощами, якi невластивi задачi встановлення точних нерiвностей типу

Колмогорова для похiдних цiлого порядку. По-перше, це залежнiсть значення

дробової похiдної вiд значень функцiї на нескiнченному iнтервалi числової прямої

та, по-друге, це несиметричнiсть конструкцiї похiдної дробового порядку. Саме

наявнiстю названих особливостей можна пояснити незначну кiлькiсть випадкiв, в

яких знайдено точнi нерiвностi типу Колмогорова для похiдних нецiлих порядкiв.

Перед тим, як перейти до огляду вiдомих результатiв, зауважимо, що завдяки

рiзноманiтностi прикладних задач, розв’язання яких потребує застосування

дробового iнтегродиференцiювання, iснує багато способiв надати змiст поняттю

дробової похiдної порядку 𝑘 ∈ R+ ∖ N. Одним iз перших та найбiльш вживаних

означень дробової похiдної є дробова похiдна 𝒟𝑘
± в смислi Рiмана-Лiувiлля

(див. [146, §5.1]), яка означається для функцiї 𝑓 : R → R наступним чином:

𝒟𝑘
±𝑓(𝑥) :=

(±1)𝑛

Γ(𝑛− 𝑘)
· d𝑛

d𝑥𝑛

∫︁ +∞

0

𝑡𝑛−𝑘−1𝑓(𝑥∓ 𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R, (5.5)

де Γ(𝑧) – гама-функцiя Ойлера, 𝑛 = [𝑘] + 1 i [𝑧] позначає цiлу частину числа 𝑧.

Надалi нам буде зручнiше розглядати дробову похiдну 𝐷𝑘
± в смислi Маршо [288]
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(див. також [146, §5.6]), яка означається для функцiї 𝑓 : R → R наступним чином:

𝐷𝑘
±𝑓(𝑥) =

1

κ(𝑘, 𝑛)

∫︁ +∞

0

(Δ𝑛
±𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡, 𝑥 ∈ R, (5.6)

де 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑘, (означення не залежить вiд вибору 𝑛) та

(Δ𝑛
±𝑡𝑓) (𝑥) :=

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑓(𝑥∓𝑚𝑡), κ(𝑘, 𝑛) := Γ(−𝑘)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑚𝑘.

Для функцiї 𝑓 : R0
+ → R правостороннi похiднi 𝒟𝑘

−𝑓 та 𝐷𝑘
−𝑓 означаються за

допомогою формул (5.5) та (5.6) вiдповiдно. Лiвостороннi похiднi 𝒟𝑘
+𝑓 та 𝐷𝑘

+𝑓

означаються за допомогою дещо iнших конструкцiй (див. [146, §5.5]), якi ми не

будемо розглядати в цiй роботi.

Добре вiдомо (див. [146]), що 𝒟𝑘
±𝑓 = 𝐷𝑘

±𝑓 для “гарних” функцiй 𝑓 : 𝐺 → R.
Проте конструкцiя (5.6) дробової похiдної в смислi Маршо дозволяє надати змiст

похiднiй дробового порядку на бiльш широкому класi функцiй, наприклад, для

констант або функцiй, якi зростають повiльнiше за 𝑥𝑘, коли 𝑥→ ∞.

Для зручностi позначимо через D𝑘 оператор дробового диференцiювання

порядку 𝑘 ∈ R+ ∖ N. Будемо розглядати нерiвностi типу Колмогорова виду (5.2),
що оцiнюють норму промiжної похiдної D𝑘𝑓 дробового порядку в смислi Маршо

через норми самої функцiї 𝑓 та її похiдної 𝑓 (𝑟) старшого порядку 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 𝑘:⃦⃦
D𝑘𝑓

⃦⃦
𝐿𝑞(𝐺)

6 𝐾 ‖𝑓‖𝜇𝐿𝑝(𝐺)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
𝐿𝑠(𝐺)

, (5.7)

в яких константа 𝐾 > 0 та показники 𝜇, 𝜆 не залежать вiд вибору

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺). Як i у випадку нерiвностей типу Колмогорова (5.2) для

похiдних цiлих порядкiв необхiдною умовою iснування скiнченної константи 𝐾 в

нерiвностi (5.7) є виконання спiввiдношень (5.3). Деякi достатнi умови iснування

скiнченної константи можна знайти в [200].

Окрiм дробових похiдних в смислi Рiмана-Лiувiлля та в смислi Маршо,

нерiвностi виду (5.7) дослiджувалися (див. [58, 29, 30]) i для дробових похiдних

в iнших смислах, зокрема, для дробових похiдних в смислi Рiса (див. означення

в [146, §25.4]), в смислi Вейля (див. означення в [146, §19]), тощо. На сьогоднi

непокращуванi нерiвностi типу Колмогорова для дробових похiдних вiдомi в

наступних випадках:
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1. 𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 ∈ (0, 1) та D𝑘 = 𝐷𝑘
− – С.П. Гейзберг [67];

2. 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 ∈ (0, 2) ∖ {1} та D𝑘 = 𝒟𝑘

− –

В.В. Арєстов [182];

3. 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑘 ∈ (0, 1], 𝑘 < 𝑟 6 2 таD𝑘 = 𝒟𝑘

− – В.В. Арєстов [182];

4. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑠 = 2, 𝑞 = ∞, 0 < 𝑘 < 𝑟, D𝑘 є оператор дробового

диференцiювання в смислi Вейля – О.П. Буслаєв та В.М. Тихомиров [58];

5. 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑠 = 2, 𝑞 = ∞, 𝑘 ∈

(︀
−1

2 , 𝑟 −
1
2

)︀
, 𝑟 ∈ N, D𝑘 = 𝒟𝑘

− – Г. Г. Магарiл-

Iльяєв та В.М. Тихомиров [286];

6. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑟 = 1, 𝑘 ∈

(︀
0, 1− 1

𝑠

)︀
, D𝑘 = 𝐷𝑘

− –

В.Ф. Бабенко та М.С. Чурiлова [36, 175];

7. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 ∈ (0, 1),D𝑘 = 𝐷𝑘

− – В.Ф. Бабенко

та М.С. Чурiлова [175, 37];

8. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 ∈ (0, 1), D𝑘 є оператор дробового

диференцiювання в смислi Рiса – В.Ф. Бабенко та М.С. Чурiлова [175, 37];

9. 𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑟 = 1, 𝑘 ∈
(︀
0, 1− 1

𝑠

)︀
, D𝑘 є оператор дробового

диференцiювання в смислi Рiса – В.Ф. Бабенко та Н.В. Парфiнович [29];

10. 𝐺 = R, 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 ∈
(︀
0, 2− 1

𝑠

)︀
∖ {1}, D𝑘 є оператор

дробового диференцiювання в смислi Рiса – В.Ф. Бабенко, Н.В. Парфiнович

та С.О. Пiчугов [30].

Зауважимо також, що В.Ф. Бабенком та М.С. Чурiловою [175, 128]

встановлено непокращуванi адитивнi нерiвностi, що оцiнюють рiвномiрну норму

дробової похiдної 𝐷𝑘
−𝑓 через рiвномiрну норму зрiзаної дробової похiдної функцiї

та норми її похiдної порядку 𝑟 в метрицi простору 𝐿𝑠(𝐺).

Огляд iнших результатiв щодо точних нерiвностей типу Колмогорова для норм

дробових похiдних можна знайти в [175, 143] та монографiї [128, роздiл 1].

У пiдроздiлi 5.2 встановлено новi точнi нерiвностi виду (5.7) у випадку 𝐺 = R0
+,

𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑘 ∈ (0, 2 − 1/𝑠) ∖ {1}, 𝑟 = 2 для оператора

D𝑘 = 𝐷𝑘
− (див. теореми 5.2.6 та 5.2.7). Також отримано узагальнення цих

нерiвностей у випадку 𝑘 ∈ (0, 1), коли норма старшої похiдної береться в iдеальнiй

решiтцi (див. теорему 5.2.5). Вiдповiднi нерiвностi вже мають адитивну форму. Цi

результати опублiковано в статтi [200].
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5.1.2. Нерiвностi типу Колмогорова для функцiй, означених на

скiнченному вiдрiзку

Нехай 𝐺 є скiнченний вiдрiзок числової прямої. Для зручностi та без

зменшення загальностi подальших мiркувань в цьому параграфi будемо вважати,

що 𝐺 = [0, 1], та будемо опускати позначення вiдрiзку [0, 1] в символах просторiв

𝐿𝑝([0, 1]), 𝐿𝑟𝑝([0, 1]), 𝐿
𝑟
𝑝,𝑠([0, 1]) та норми ‖ ·‖𝐿𝑝([0,1]). Нехай 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞, 𝑘, 𝑟 ∈ N,

𝑘 6 𝑟 − 1, та 𝑡0 ∈ [0, 1]. Зауважимо також, що 𝐿𝑟𝑝,𝑠 = 𝐿𝑟𝑠.

Для функцiй, означених на скiнченному вiдрiзку, разом з нерiвностями для

похiдних розглядають також їх точковi аналоги. Для зручностi введемо спiль-

нi позначення. Через 𝑌 та 𝑇 позначимо або, вiдповiдно, простiр 𝐿𝑞 та оператор

диференцiювання 𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞, або, вiдповiдно, простiр R та функцiонал дифе-

ренцiювання 𝐷𝑘
𝑡0
: 𝐿𝑝 → R в точцi 𝑡0.

Нерiвностi для норм похiдних функцiй 𝑓 : [0, 1] → R зазвичай записують в

адитивнiй формi:

‖𝑇𝑓‖𝑌 6 𝐴‖𝑓‖𝑝 +𝐵
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝑠
, (5.8)

в яких константи 𝐴,𝐵 > 0 не залежать вiд вибору функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑠. Нерiвностi

виду (5.8) називають адитивними нерiвностями типу Колмогорова (див. [328]).

Задача про знаходження точних нерiвностей для норм похiдних функцiй,

визначених на скiнченному вiдрiзку, називається задачею Ландау-Колмогорова та

має двi, взагалi кажучи, рiзнi постановки.

Задача 5.1.1. Знайти множину Γ (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠) всiх пар (𝐴,𝐵) невiд’ємних чисел, де

𝐵 = 𝐵(𝐴), що задовольняють умовам:

(1) нерiвнiсть (5.8) виконується для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑠;

(2) для будь-якого 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝑓𝜀 ∈ 𝐿𝑟𝑠, для якої

‖𝑇𝑓𝜀‖𝑌 > 𝐴 ‖𝑓𝜀‖𝑝 + (𝐵 − 𝜀)
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)𝜀

⃦⃦⃦
𝑠
.

Нехай 𝑊 𝑟
𝑠 :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑠 :

⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝑠
6 1
}︀
.

Задача 5.1.2. Знайти модуль неперервностi Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟
𝑠 ), 𝛿 > 0, оператора

диференцiювання 𝑇 на класi 𝑊 𝑟
𝑠 :

Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟
𝑠 ) := {‖𝑇𝑓‖𝑌 : 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟

𝑠 та ‖𝑓‖𝑝 6 𝛿} .
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Пояснимо, як спiввiдносяться мiж собою наведенi постановки 5.1.1 та 5.1.2

задачi Ландау-Колмогорова. Якщо ми розв’язали задачу 5.1.2, то розв’язок

задачi 5.1.1 можна зобразити у виглядi:

Γ (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠) =

{︂
(𝐴,𝐵) : 𝐴 > 0, 𝐵 = sup

𝛿>0
(Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟

𝑠 )− 𝐴𝛿) <∞
}︂
.

Отже, розв’язання задачi 5.1.1 зводиться до обчислення при кожному 𝐴 > 0

величини

sup
𝛿>0

(Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟
𝑠 )− 𝐴𝛿) .

Якщо ж ми розв’язали задачу 5.1.1, то множина

𝒪 :=
{︀
ℓ𝐴,𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝐴𝑥+𝐵} : (𝐴,𝐵) ∈ Γ (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠)

}︀
є множиною опорних прямих до графiка функцiї Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟

𝑠 ). Зокрема, для всiх

𝛿 > 0 виконується нерiвнiсть

Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟
𝑠 ) 6 inf

(𝐴,𝐵)∈Γ(𝑇 ;𝐿𝑟
𝑠)
(𝐴𝛿 +𝐵) , (5.9)

яка обертається в рiвнiсть в спiльних точках графiка модуля неперервностi

Ω (𝛿;𝑇 ;𝑊 𝑟
𝑠 ) та опорних прямих з 𝒪. Зважаючи на вищезазначене, постановка

задачi 5.1.2 є бiльш загальною за задачу 5.1.1.

Зауваження 5.1.1. Добре вiдомо, що нерiвнiсть (5.9) обертається в рiвнiсть

у випадку 𝑌 = R для будь-якого 𝑡0 ∈ [0, 1] та у випадку 𝑌 = 𝐿∞. Це вказує на

еквiвалентнiсть задач 5.1.1 i 5.1.2 в цих випадках.

Спорiдненою до задачi Ландау-Колмогорова є задача про знаходження точних

констант в нерiвностях типу Маркова-Нiкольського. Для 𝑛 ∈ Z+ через 𝒫𝑛

позначимо множину алгебраїчних полiномiв з дiйсними коефiцiєнтами степенi не

вище за 𝑛. Нерiвнiсть виду

‖𝑇𝑄‖𝑌 6𝑀‖𝑄‖𝑝, (5.10)

яка виконується з деякою константою 𝑀 > 0 для всiх полiномiв 𝑄 ∈ 𝒫𝑛,

називається нерiвнiстю типу Маркова-Нiкольського. Найменша можлива

константа в нерiвностi (5.10) називається константою Маркова-Нiкольського та

позначається через 𝑀𝑛 (𝑇 ). Огляд вiдомих вигляду (5.10), їх узагальнень та

застосувань можна знайти в монографiях [97, 292, 230].
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Зрозумiло, що 𝐴 > 𝑀𝑟−1 (𝑇 ) для будь-якої пари (𝐴,𝐵) ∈ Γ (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠). Разом з

тим, в [23] (див. також [22, §4.6]) показано, що для довiльного 𝐴 >𝑀𝑟−1 (𝑇 ) iснує

𝐵 = 𝐵(𝐴) > 0, для якого (𝐴,𝐵) ∈ Γ (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠).

Задача Ландау-Колмогорова розв’язана в небагатьох випадках, що можна

пояснити вiдсутнiстю групових або напiвгрупових властивостей класу 𝑊 𝑟
𝑠

вiдносно операцiї зсуву. Нехай 𝛿𝑛 = 1
2𝑛−1𝑛! , 𝑛 ∈ N. Розглянемо деякi випадки,

в яких розв’язано задачу 5.1.2:

1. 𝑝 = 𝑠 = ∞, 𝑡0 ∈ [0, 1], 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 6 𝑟− 1, 𝑌 = R та 𝑇 = 𝐷𝑘
𝑡0
– С. Карлiн [269]

(для 𝑡0 ∈ {0, 1}), А. Пiнкус [314] (для 𝑡0 ∈ (0, 1));

2. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 = 1, 𝑌 = 𝐿∞, 𝑇 = 𝐷1 – Е. Ландау [282] (для 𝛿 < 𝛿2),

Ч.К. Чуi та П.У. Смiт [238] (для 𝛿 > 𝛿2);

3. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 3, 𝑘 ∈ {1, 2}, 𝑌 = 𝐿∞, 𝑇 = 𝐷𝑘 – незалежно в роботах

М. Сато [323] та О. I. Звягiнцева i А.Я. Лєпiна [79];

4. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 = 4, 𝑘 ∈ {1, 2, 3}, 𝑌 = 𝐿∞, 𝑇 = 𝐷𝑘 – О. I. Звягiнцев [78]

(для 𝛿 > 𝛿4), Н. Найденов [302] (для 𝛿 < 𝛿4);

5. 𝑝 = 𝑞 = 𝑠 = ∞, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝑌 = 𝐿∞, 𝑇 = 𝐷𝑘 – Б.О. Ерiксон [249]

(𝛿 = 𝛿𝑟), О.Ю. Шадрiн [330] (𝛿 > 𝛿𝑟);

6. 𝑝 = 𝑞 = ∞, 1 6 𝑠 < ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 = 1, 𝑌 = 𝐿∞, 𝑇 = 𝐷1 – Ю.В. Бабенко [38]

(див. також [39]), В. I. Бурєнков та В.А. Гусаков [54];

7. 𝑝 = 𝑠 = ∞, 1 6 𝑞 < ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 = 1, 𝑌 = 𝐿𝑞, 𝑇 = 𝐷1 – Б. Боянов та

Н. Найденов [222] (для злiченої кiлькостi значень 𝛿), Н. Найденов [301] (для

𝛿 > 0);

8. 𝑝 = 𝑠 = ∞, 1 6 𝑞 < ∞, 𝑟 = 3, 𝑘 ∈ {1, 2}, 𝑌 = 𝐿𝑞, 𝑇 = 𝐷1 – Б. Боянов та

Н. Найденов [222] (для злiченої кiлькостi значень 𝛿).

Огляд iнших випадкiв, в яких знайдено точнi нерiвностi типу 5.8 можна знайти,

наприклад, в роботах [52, 53, 267, 178, 23, 24, 25, 35]. Обговорення узагальнень

задач 5.1.1 та 5.1.2, а також сумiжних питань, можна знайти в книгах [281, 22] та

посиланнях в них.

Рiзнi застосування потребують також встановлення нерiвностей для норм

похiдних на спецiальних класах функцiй. Одним з найбiльш важливих класiв є

клас перiодичних функцiй. Дослiдженням точних констант в нерiвностях для по-
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хiдних перiодичних функцiй займалися А.О. Лiгун, В.Ф. Бабенко, В.О. Кофанов,

С.О. Пiчугов, О.Ю. Шадрiн та iншi математики. Широкий огляд отриманих тут

результатiв можна знайти в монографiї [22, роздiл 6 та §9.4].

Нерiвностi для норм похiдних дослiджувалися i на iнших спецiальних класах,

зокрема:

1. на класах майже перiодичних функцiй, визначених на R (див. [33]);

2. на класах кратно монотонних функцiй, визначених на R0
− (див. [141], [166],

[186], [152]);

3. на класах абсолютно монотонних функцiй, визначених на R0
− (див. [187]);

4. на класах функцiй, визначених на вiдрiзку, якi можна продовжити на R зi

збереженням норми (див. [221]);

5. на класах абсолютно монотонних функцiй, визначених на [0, 1], якi можна

продовжити на R0
− зi збереженням абсолютної монотонностi (див. [251]);

6. на класах абсолютно монотонних фунцiй, визначених на вiдрiзку (див. [152]).

Бiльше результатiв у цьому напрямку, подальшi посилання та близькi

нерiвностi можна знайти в [201, 22, 103].

Сформулюємо аналоги задач 5.1.1 та 5.1.2 на спецiальних класах функцiй.

Нехай 𝐶 ⊂ 𝐿𝑝 є деякий опуклий конус.

Задача 5.1.3. Знайти множину Γ𝐶 (𝑇 ;𝐿𝑟𝑠) всiх пар (𝐴,𝐵) невiд’ємних чисел,

де 𝐵 = 𝐵(𝐴), що задовольняють умовам:

(1) нерiвнiсть (5.8) виконується для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐶;

(2) для будь-якого 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝑓𝜀 ∈ 𝐶, для якої

‖𝑇𝑓𝜀‖𝑌 > 𝐴 ‖𝑓𝜀‖𝑝 + (𝐵 − 𝜀)
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝑠
.

Задача 5.1.4. Знайти модуль неперервностi Ω (𝛿;𝑇 ;𝐶 ∩𝑊 𝑟
𝑠 ), 𝛿 > 0, оператора

диференцiювання 𝑇 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑌 на класi 𝐶 ∩𝑊 𝑟
𝑠 :

Ω (𝛿;𝑇 ;𝐶 ∩𝑊 𝑟
𝑠 ) := {‖𝑇𝑓‖𝑌 : 𝑓 ∈ 𝐶 ∩𝑊 𝑟

𝑠 та ‖𝑓‖𝑝 6 𝛿} .

В пiдроздiлах 5.5 i 5.6 дисертацiйної роботi наведено результати робiт [151, 153,

331] щодо розв’язку задач 5.1.1 та 5.1.2 для класiв абсолютно монотонних (див.

пiдроздiл 5.5) та кратно монотонних (див. пiдроздiл 5.6) функцiй, визначених на

вiдрiзку, для широкого дiапазону параметрiв 𝑝, 𝑞, 𝑠.
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5.1.3. Задача Стєчкiна про найкраще наближення необмеженого

оператора лiнiйними обмеженими операторами

Розглянемо тепер задачу про найкраще наближення необмеженого оператора

лiнiйними обмеженими операторами, яка спорiднена до задачi про отримання

точних нерiвностей для норм похiдних та становить чималий незалежний iнтерес.

Для постановки цiєї задачi будемо слiдувати роботi [160] (див. також [8, 7]).

Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори; 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – оператор (не обов’язково

лiнiйний) з областю визначення 𝒟(𝑇 ) ⊂ 𝑋; 𝑊 ⊂ 𝒟(𝑇 ) – деяка множина.

Означення 5.1.1. Модулем неперервностi оператора 𝑇 на множинi 𝑊

називається величина:

Ω(𝛿) = Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) := sup {‖𝑇𝑥‖𝑌 : 𝑥 ∈ 𝑊, ‖𝑥‖𝑋 6 𝛿} , 𝛿 > 0. (5.11)

Задачу про знаходження модуля неперервностi Ω(𝛿) можна розглядати як

абстрактну версiю задачi про встановлення точних нерiвностей типу Колмогорова

для норм похiдних. Проiлюструємо це на декiлькох прикладах.

1. Нехай параметри 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, i 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞ задовольняють

умову (5.4). Якщо 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑋 = 𝐿𝑝(𝐺), 𝑌 = 𝐿𝑞(𝐺), 𝑇 = 𝐷𝑘 та

𝑊 = 𝑊 𝑟
𝑝,𝑠(𝐺) :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝,𝑠(𝐺) :

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐿𝑠(𝐺)

6 1

}︂
,

то (див., наприклад, [7]) для всiх 𝛿 > 0 має мiсце рiвнiсть

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺)
)︀
= Ω

(︀
1;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺)
)︀
· 𝛿1−𝜆, 𝜆 =

𝑘 − 1/𝑞 + 1/𝑝

𝑟 − 1/𝑠+ 1/𝑝
,

де Ω
(︀
1;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺)
)︀
збiгається з найменшою можливою константою 𝐾 в

нерiвностi (5.2).

2. Нехай 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, а параметри 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟)∖N та 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞

є такими, що константа 𝐾 в нерiвностi (5.7) скiнченна. Якщо 𝑋 = 𝐿𝑝(𝐺),

𝑌 = 𝐿𝑞(𝐺), 𝑇 = D𝑘 – оператор дробового диференцiювання, 𝑊 = 𝑊 𝑟
𝑝,𝑠(𝐺),

то для всiх 𝛿 > 0 виконується рiвнiсть

Ω
(︀
𝛿;D𝑘;𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺)
)︀
= Ω

(︀
1;D𝑘;𝑊 𝑟

𝑝,𝑠(𝐺)
)︀
· 𝛿1−𝜆, 𝜆 =

𝑘 − 1/𝑞 + 1/𝑝

𝑟 − 1/𝑠+ 1/𝑝
,
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де Ω
(︀
1;D𝑘

−;𝑊
𝑟
𝑝,𝑠(𝐺)

)︀
збiгається з найменшою можливою константою 𝐾 в

нерiвностi (5.7).

3. Нехай 𝐺 = [0, 1], параметри 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, та 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞.

Нехай також 𝑋 = 𝐿𝑝([0, 1]), 𝑌 = 𝐿𝑞([0, 1]), 𝑇 = 𝐷𝑘 та 𝑊 = 𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]). Тодi

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

𝑠 ([0, 1])
)︀
є модулем неперервностi оператора диференцiювання 𝐷𝑘

на класi 𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]), в знаходженнi якого полягає 5.1.2.

Через ℒ = ℒ(𝑋, 𝑌 ) позначимо простiр всiх лiнiйних обмежених операторiв

𝑆 : 𝑋 → 𝑌 . Похибку наближення оператора 𝑇 операторами 𝑆 ∈ ℒ на множинi

𝑊 означимо наступним чином:

𝑈(𝑇, 𝑆;𝑊 ) := sup
𝑥∈𝑊

‖𝑇𝑥− 𝑆𝑥‖𝑌 .

Для 𝑁 > 0 означимо

𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) := inf
𝑆∈ℒ, ‖𝑆‖6𝑁

𝑈(𝑇, 𝑆;𝑊 ), (5.12)

де inf береться за всiма операторами 𝑆 ∈ ℒ, норма яких не перевищує 𝑁 .

Задача 5.1.5 (Задача Стєчкiна). Необхiдно знайти величину 𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) та

екстремальнi оператори 𝑆* ∈ ℒ, ‖𝑆*‖ 6 𝑁 , на яких досягається inf в (5.12),

якщо такi оператори iснують.

Вперше задача 5.1.5 виникає в роботах С.Б. Стєчкiна [159] 1965 р. В [160]

наведено першi її розв’язки для диференцiальних операторiв малого порядку та

встановлено загальну ефективну оцiнку знизу для величини 𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) в термiнах

модуля неперервностi Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) оператора 𝑇 . Наведемо вiдповiдний результат.

Нехай для 𝛿 > 0

ℓ(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) := inf
𝑁>0

(𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) +𝑁𝛿) .

Теорема 5.1.1. Якщо оператор 𝑇 є однорiдний (зокрема, лiнiйний), 𝑊 ⊂ 𝒟(𝑇 )

– центрально-симетрична опукла множина, то для всiх 𝑁 > 0 та 𝛿 > 0:

𝐸𝑁(𝑇 ;𝑊 ) > sup
𝛿>0

(Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 )−𝑁𝛿) = sup
𝑥∈𝑊

(‖𝑇𝑥‖𝑌 −𝑁‖𝑥‖𝑋) , (5.13)

Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) 6 ℓ(𝛿;𝑇 ;𝑊 ).

Бiльш того, якщо iснують елемент 𝑥0 ∈ 𝑊 та оператор 𝑆0 ∈ ℒ такi, що

‖𝑇𝑥0‖𝑌 = 𝑈 (𝑇, 𝑆0;𝑊 ) + ‖𝑆0‖ · ‖𝑥0‖𝑋 , (5.14)
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то тодi Ω (‖𝑥0‖𝑋 ;𝑇 ;𝑊 ) = ‖𝑇𝑥0‖ та

𝐸‖𝑆0‖ (𝑇 ;𝑊 ) = 𝑈 (𝑇, 𝑆0;𝑊 ) = ‖𝑇𝑥0‖𝑌 − ‖𝑆0‖ · ‖𝑥0‖𝑋 .

Як наслiдок, оператор 𝑆0 є екстремальним в задачi 5.1.5 для 𝑁 = ‖𝑆0‖, а

елемент 𝑥0 – в задачi (5.11) для 𝛿 = ‖𝑥0‖𝑋 .

В.М. Габушин [65, лема 1] показав, що оцiнка (5.13) є точною у випадку, коли

𝑌 = R, а 𝑇 – лiнiйний функцiонал. З його результату нескладно переконатися в

тому, що нерiвнiсть (5.13) є точною i у випадку 𝑌 = 𝐿∞(𝐺).

В [8, 7] можна знайти широкий огляд випадкiв, в яких розв’язана задача

Стєчкiна. Розглянемо випадок, коли 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑡 ∈ 𝐺, 𝑟 ∈ N,

𝑘 ∈ N, 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑠 6 ∞, 𝑋 = 𝐿∞(𝐺), 𝑌 = 𝐿∞(𝐺), 𝑊 = 𝑊 𝑟
∞,𝑠(𝐺),

а 𝑇 – оператор диференцiювання або функцiонал диференцiювання в точцi.

Задача 5.1.5 про найкраще наближення операторiв 𝑇 лiнiйними обмеженими

операторами на класах 𝑊 𝑟
∞,𝑠(𝐺) розв’язана в наступних випадках:

1. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 3, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝐴 = 𝐷𝑘 –

С.Б. Стєчкiн [160];

2. 𝐺 = R, 𝑠 = ∞, 𝑟 = 4, 5, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝐴 = 𝐷𝑘 – В.В. Арєстов [4];

3. 𝐺 = R, 𝑠 = ∞, 𝑟 > 6, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝐴 = 𝐷𝑘 – О.П. Буслаєв [56];

4. 𝐺 = R або 𝐺 = R0
+, 1 6 𝑠 < ∞, 𝑟 = 2, 3, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝐴 = 𝐷𝑘 –

В.В. Арєстов [6];

5. 𝐺 = R0
+, 𝑠 = ∞, 𝑟 = 2, 𝑘 = 1, 𝐴 = 𝐷𝑘

𝑡0
– Е.В. Колпакова та В. I. Колпаков [87];

6. 𝐺 = R0
+, 𝑠 = ∞, 𝑟 = 3, 𝑘 = 1, 2, 𝐴 = 𝐷𝑘

𝑡0
– О.О. Тiмошин [168].

Проте задача Стєчкiна для операторiв та функцiоналiв диференцiювання на

класах 𝑊 = 𝑊 𝑟
𝑠 ([0, 1]) залишається малодослiдженою. Основнi складнощi, що

виникають при її розв’язаннi, пов’язанi зi збуренням, якi вносить в конструкцiю

наближуючих операторiв наявнiсть двох граничних умов.

В пiдроздiлi 5.3 наведено результати роботи [40] щодо розв’язку задачi

про найкраще наближення оператора диференцiювання 𝐷1 та функцiоналiв

диференцiювання в точцi 𝐷1
𝑡0
, 𝑡0 ∈ [0, 1], лiнiйними обмеженими операторами на

класах функцiй, що мають обмежену в нормi простору Орлiча похiдну другого

порядку. В пiдроздiлi 5.4 мiстяться результати роботи [208] щодо розв’язку задачi
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Стєчкiна про найкраще наближення операторiв 𝐷𝑘, 𝑘 = 1, 2, та функцiоналiв 𝐷𝑘
𝑡0
,

𝑘 = 1, 2 та 𝑡0 ∈ [0, 1], лiнiйними обмеженими операторами на класi 𝑊 3
∞([0, 1]).

5.1.4. Задача про найкраще вiдновлення операторiв на елементах,

якi вiдомi з похибкою

Багато задач чисельного аналiзу, теорiї функцiй та iнших роздiлiв математики

є некоректними задачами вiдновленя оператора 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 на елементах класу

𝑊 ⊂ 𝒟(𝑇 ) у припущеннi, що елементи класу 𝑊 заданi з вiдомою похибкою

𝛿 > 0. Вiдновлення здiйснюється за допомогою деякої множини вiдображень

ℛ = ℛ(𝑋, 𝑌 ) ⊂ 𝒪(𝑋, 𝑌 ), де 𝒪 = 𝒪(𝑋, 𝑌 ) – сукупнiсть всiх вiдображень, що

дiють iз 𝑋 в 𝑌 . Для 𝛿 > 0 i оператора 𝑆 ∈ ℛ(𝑋, 𝑌 ) означимо

ℰ𝛿 (ℛ;𝑇 ;𝑊 ) := inf
𝑆∈ℛ

sup
𝑓∈𝑊, 𝑔∈𝑋:
‖𝑓−𝑔‖𝑋6𝛿

‖𝑇𝑓 − 𝑆𝑔‖𝑌 . (5.15)

Сформулюємо задачу найкращого вiдновлення оператора 𝑇 за допомогою

множини вiдображень ℛ на елементах класу 𝑊 , якi задано з похибкою 𝛿.

Задача 5.1.6. Необхiдно знайти величину ℰ𝛿 (ℛ;𝑇 ;𝑊 ) та найкращi методи

вiдновлення 𝑆*, якi реалiзують inf в правiй частинi (5.15), якщо вони iснують.

Зв’язок задачi 5.1.6 з задачею про знаходження модуля неперервностi (5.11)

мiститься в наступному твердженнi (див. [22, теорема 7.1.2]).

Теорема 5.1.2. Якщо 𝑊 – врiвноважена множина (тобто 𝛾𝑊 ⊂ 𝑊 для будь-

якого 𝛾 ∈ [−1, 1]), а 𝑇 – однорiдний оператор, то

Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) 6 ℰ𝛿 (𝒪;𝑇 ;𝑊 ) 6 ℰ𝛿 (ℒ;𝑇 ;𝑊 ) 6 ℓ (𝛿;𝑇 ;𝑊 ) .

Бiльш того, якщо iснує елемент 𝑥0 ∈ 𝑊 та оператор 𝑆0 ∈ ℒ(𝑋, 𝑌 ), для яких

виконується властивiсть (5.14), то

‖𝑇𝑥0‖𝑌 = Ω(𝛿;𝑇 ;𝑊 ) = ℰ𝛿 (𝒪;𝑇 ;𝑊 ) = ℰ𝛿 (ℒ;𝑇 ;𝑊 ) ,

де 𝛿 = ‖𝑥0‖𝑋 , а оператор 𝑆0 є найкращим методом вiдновлення.
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Вiдомi результати та взаємозв’язок задачi 5.1.6 i задачi Стєчкiна з iншими

екстремальними задачами теорiї наближення, а також подальшi посилання можна

знайти в монографiях [22] та оглядових статтях [65, 8, 7].

В пiдроздiлах 5.2, 5.3, 5.4) будуть побудованi елементи, для яких виконуються

рiвностi (5.14). Тому, за теоремою 5.1.2 у вiдповiдних ситуацiях буде розв’язана

задача про найкраще вiдновлення операторiв на елементах, якi вiдомi з похибкою.

5.2. Нерiвностi для норм дробових похiдних в смислi Маршо

В цьому пiдроздiлi ми встановимо точнi нерiвностi типу Колмогорова для

функцiй, означених на дiйснiй напiвосi, що оцiнюють рiвномiрну норму дробової

похiдної в смислi Маршо функцiї через рiвномiрну норму самої функцiї та норму її

похiдної другого порядку в iдеальнiй решiтцi або в метрицi простору 𝐿𝑠. Наведенi

тут результати отримано в роботi [200].

5.2.1. Iснування i iнтегральне зображення дробової похiдної Маршо

Спочатку сформулюємо допомiжнi результати щодо iснування i неперервностi

дробової похiдної в смислi Маршо та її iнтегрального зображення в термiнах

похiдної вищого порядку. Цi та близькi питання дослiджувалися багатьма

математиками. Огляд вiдомих результатiв i посилання можна знайти в [146, 270].

Надалi ми розглядатимемо класи диференцiйовних функцiй, означених на R0
+,

а тому будемо опускати символ областi визначення в позначеннях просторiв

𝐿𝑝
(︀
R0

+

)︀
, 𝐿𝑟𝑝,𝑠

(︀
R0

+

)︀
, класiв 𝑊 𝑟

𝑝,𝑠

(︀
R0

+

)︀
та норми ‖ · ‖𝐿𝑝(R0

+)
. Нехай S є простiр

вимiрних функцiй 𝑓 : R0
+ → R. Слiдуючи [278] введемо поняття iдеальної решiтки.

Означення 5.2.1. [278, роздiл 2, §2] Лiнiйний простiр 𝐸 ⊂ S з нормою ‖ · ‖𝐸
називається iдеальною решiткою на R0

+, якщо для всiх 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑔 ∈ S з того,

що нерiвнiсть |𝑔(𝑥)| 6 |𝑓(𝑥)| виконується майже скрiзь на R0
+, випливає, що

𝑔 ∈ 𝐸 i ‖𝑔‖𝐸 6 ‖𝑓‖𝐸.

Множина 𝐴(𝐸) ⊂ R0
+ називається носiєм iдеальної решiтки 𝐸, якщо 𝑓(𝑥) = 0

для будь-яких 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 ̸∈ 𝐴(𝐸).



233

Означення 5.2.2. [278, роздiл 2, §3] Через 𝐸1 позначимо асоцiйований простiр

до 𝐸, тобто простiр функцiй 𝑔 ∈ S, для яких supp 𝑔 ⊂ 𝐴(𝐸) та

‖𝑔‖𝐸1 := sup
𝑓∈𝐸,

‖𝑓‖𝐸61

∫︁ +∞

0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 <∞.

З означення неважко бачити, що 𝐸1 є iдеальною решiткою на R0
+ i є

пiдпростором в спряженому просторi до 𝐸. Прикладами iдеальних решiток є

простори 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, простори Орлiча [105], простори Лоренца [278], простори

Марцинкевича [278], симетричнi простори [278], тощо.

Надалi будемо називати iдеальну решiтку 𝐸 переставно напiвiнварiантною,

якщо для будь-яких 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 ∈ R0
+ маємо 𝑓(·+ 𝑥) ∈ 𝐸 та ‖𝑓(·+ 𝑥)‖𝐸 6 ‖𝑓‖𝐸.

Нехай 𝑟 ∈ N i 𝑘 ∈ (0, 𝑟) ∖ N. Через 𝐿𝑟∞,𝐸 позначимо простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐿∞,

для яких 𝑓 (𝑟−1) є локально абсолютно неперервною на R0
+ та 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐸. Крiм того,

через 𝜒𝐵 позначимо характеристичну (iндикаторну) функцiю вимiрної множини

𝐵 ⊂ R0
+. Мають мiсце наступнi твердження.

Твердження 5.2.1. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟) ∖ N, 𝐸 – переставно напiв-

iнварiантна iдеальна решiтка на R0
+ така, що

(·)𝑟−𝑘−1𝜒(0,1)(·) ∈ 𝐸1 (5.16)

lim
ℎ→0+

⃦⃦
(·)𝑟−1−𝑘𝜒(0,ℎ)(·)

⃦⃦
𝐸1 = 0, (5.17)

де 𝐸1 – асоцiйований простiр до 𝐸. Тодi 𝐷𝑘
−𝑓 iснує i є неперервною на R0

+ для

всiх функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸.

Твердження 5.2.2. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟)∖N, 𝐸 – переставно напiвiнварiантна

iдеальна решiтка на R0
+, що задовольняє (5.16). Тодi для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸,

𝐷𝑘
−𝑓(·) =

(−1)𝑟

Γ(𝑟 − 𝑘)

∫︁ +∞

0

𝑡𝑟−1−𝑘𝑓 (𝑟)(·+ 𝑡) d𝑢. (5.18)

Зокрема, для 𝐸 = 𝐿𝑠, 1 6 𝑠 6 ∞, обидвi умови (5.16) i (5.17) еквiвалентнi

нерiвностi 𝑘 < 𝑟 − 1/𝑠. А тому справджується наступний наслiдок.

Твердження 5.2.3. Нехай 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑘 ∈ (0, 𝑟 − 1/𝑠) ∖N. Тодi для всiх

𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝑠, 𝐷
𝑘
−𝑓 iснує i є неперервною на R0

+, та має мiсце (5.18).
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Для замкненостi викладення, наведемо доведення тверджень 5.2.1 та 5.2.2.

Для цього нагадаємо означення 𝐵-сплайнiв та деякi їх добре вiдомi властивостi

(див., наприклад, [237, §4.2]). 𝐵-сплайном першого порядку 𝑁1 є функцiя 𝜒(0,1).

𝐵-сплайн 𝑁𝑟 порядку 𝑟 > 2 означається рiвнiстю

𝑁𝑟(𝑥) :=

∫︁
R
𝑁𝑟−1(𝑥− 𝑡)𝑁1(𝑡) d𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑁𝑟−1(𝑥− 𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R.

Добре вiдомо, що 𝑁𝑟 є неперервною i додатною на (0, 𝑟) функцiєю, компактним

носiєм якої є вiдрiзок [0, 𝑟]. Бiльш того (див. [237, теорема 4.3]), для 𝑟-кратно

диференцiйовної функцiї 𝑓 : R0
+ → R i будь-якого 𝑡 > 0

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥) = (−1)𝑟 𝑡𝑟

∫︁ 𝑟

0

𝑁𝑟 (𝑢) 𝑓
(𝑟) (𝑥+ 𝑢𝑡) d𝑢, 𝑥 ∈ R0

+. (5.19)

Доведення твердження 5.2.1. Нехай 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸 i 𝑥 ∈ R0
+. Неважко бачити, що

|(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)| 6 2𝑟‖𝑓‖∞ для всiх 𝑡 > 0. За означенням (5.6) для всiх ℎ > 0 маємо

κ(𝑘, 𝑟)
⃒⃒
𝐷𝑘

−𝑓(𝑥)
⃒⃒

=

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

ℎ

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

2𝑟‖𝑓‖𝐿∞(R0
+)

𝑘 ℎ𝑘
.

(5.20)

Застосовуючи формулу (5.19), виконуючи замiну змiнної, змiнюючи порядок

iнтегрування i застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑓) (𝑥)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑟

0

𝑁𝑟 (𝑢) 𝑓
(𝑟)(𝑥+ 𝑢𝑡)

𝑡𝑘+1−𝑟 d𝑢 d𝑡

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑟𝑡

0

𝑁𝑟 (𝑣/𝑡) 𝑓
(𝑟)(𝑥+ 𝑣)

𝑡𝑘+2−𝑟 d𝑣 d𝑡

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑟ℎ

0

𝑓 (𝑟)(𝑥+ 𝑣)

∫︁ ℎ

𝑣/𝑟

𝑁𝑟 (𝑣/𝑡)

𝑡𝑘+2−𝑟 d𝑡 d𝑣

⃒⃒⃒⃒
6
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
·
⃦⃦⃦⃦
𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

∫︁ ℎ

(·)/𝑟

𝑁𝑟 ((·)/𝑡)
𝑡𝑘+2−𝑟 d𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

.

Неважко перевiрити, що 𝑁𝑟(𝑥) 6 𝑥𝑟−1 для всiх 𝑥 ∈ [0, 𝑟]. Тому для всiх 𝑣 ∈ (0, 𝑟ℎ),∫︁ ℎ

𝑣/𝑟

𝑁𝑟(𝑣/𝑡)

𝑡𝑘+2−𝑟 d𝑡 6 𝑣𝑟−1

∫︁ ℎ

𝑣/𝑟

d𝑡

𝑡𝑘+1
6
𝑣𝑟−𝑘−1

𝑘𝑟𝑘
.
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З останнiх нерiвностей i оцiнки (5.20) отримаємо

κ(𝑘, 𝑟)
⃒⃒
𝐷𝑘

−𝑓(𝑥)
⃒⃒
6

2𝑟‖𝑓‖∞
𝑘 · ℎ𝑘

+

⃦⃦
(·)𝑟−1−𝑘𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

⃦⃦
𝐸1 ·

⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐸

𝑘 · 𝑟𝑘
,

що доводить iснування i рiвномiрну обмеженiсть 𝐷𝑘
−𝑓(𝑥) в довiльнiй 𝑥 ∈ R0

+.

Тепер доведемо неперервнiсть 𝐷𝑘
−𝑓 на R0

+. Нехай 𝑥 ∈ R0
+ – довiльна точка. Для

будь-якого 𝜀 > 0 iснують числа ℎ > 0 i 𝐻 > 0, для яких⃦⃦
(·)𝑟−𝑘−1𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

⃦⃦
𝐸1 ·

⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐸

𝑘𝑟𝑘κ(𝑘, 𝑟)
<
𝜀

6
та

2𝑟+1 ‖𝑓‖∞
𝑘𝐻𝑘κ(𝑘, 𝑟)

<
𝜀

3
.

Функцiя 𝑓 неперервна на R0
+ i рiвномiрно неперервна на вiдрiзку [ℎ/2, 𝑟𝐻+𝑟ℎ/2].

Отже, iснує 𝛿 ∈ (0, ℎ/2), що для всiх 𝑦′, 𝑦′′ ∈ [ℎ/2, 𝑟𝐻 + 𝑟ℎ/2], |𝑦′ − 𝑦′′| < 𝛿,

має мiсце нерiвнiсть |𝑓(𝑦′)− 𝑓(𝑦′′)| < 2−𝑟𝑘ℎ𝑘 |κ(𝑘, 𝑟)| 𝜀. Застосовуючи мiркування,
подiбнi до тих, що були застосованi при доведеннi iснування дробової похiдної

𝐷𝑘
−𝑓 , ми отримаємо, що для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ R0

+, |𝑥 − 𝑦| < 𝛿, для функцiї

𝑔(·) = 𝑓(𝑥+ ·)− 𝑓(𝑦 + ·) виконується нерiвнiсть⃒⃒
𝐷𝑘

−𝑓(𝑥)−𝐷𝑘
−𝑓(𝑦)

⃒⃒
6

1

κ(𝑘, 𝑟)

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑔) (0)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

1

κ(𝑘, 𝑟)

(︂⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ

0

(Δ𝑟
−𝑡𝑔) (0)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝐻

ℎ

(Δ𝑟
−𝑡𝑔) (0)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝐻

(Δ𝑟
−𝑡𝑔) (0)

𝑡1+𝑘
d𝑡

⃒⃒⃒⃒)︂
6

⃦⃦
𝑔(𝑟)
⃦⃦
𝐸
·
⃦⃦
(·)𝑟−𝑘−1𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

⃦⃦
𝐸1

𝑘𝑟𝑘κ(𝑘, 𝑟)
+

2𝑟 ‖𝑔‖𝐿∞([ℎ,𝑟𝐻])

𝑘ℎ𝑘κ(𝑘, 𝑟)
+

2𝑟‖𝑔‖∞
𝑘𝐻𝑘κ(𝑘, 𝑟)

6
2
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
𝐸
·
⃦⃦
(·)𝑟−𝑘−1𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

⃦⃦
𝐸1

𝑘𝑟𝑘κ(𝑘, 𝑟)
+

2𝑟 ‖𝑓(𝑥+ ·)− 𝑓(𝑦 + ·)‖𝐿∞([ℎ,𝑟𝐻])

𝑘ℎ𝑘κ(𝑘, 𝑟)

+
2𝑟+1‖𝑓‖∞
𝑘𝐻𝑘κ(𝑘, 𝑟)

<
𝜀

3
+
𝜀

3
+
𝜀

3
= 𝜀.

Таким чином, 𝐷𝑘
−𝑓 неперервна на R0

+, що завершує доведення твердження.

Зауваження 5.2.1. При доведеннi твердження 5.2.1 була отримана наступна,

можливо, неточна, нерiвнiсть типу Колмогорова:⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

2𝑟‖𝑓‖∞
𝑘 ℎ𝑘κ(𝑘, 𝑟)

+

⃦⃦⃦⃦
𝜒(0,𝑟ℎ)(·)

∫︁ ℎ

(·)/𝑟

𝑁𝑟 ((·)/𝑡)
𝑡𝑘+2−𝑟 d𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐸1

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
.

Доведення твердження 5.2.2. Спочатку вiдзначимо, що∫︁ 𝑟

0

𝑁𝑟(𝑢)

𝑢𝑟−𝑘
d𝑢=

(−1)𝑟
(︀
Δ𝑟

−1(·)𝑘
)︀
(0)

𝑘(𝑘 − 1) . . . (𝑘 − 𝑟 + 1)
=

(−1)𝑟

𝑘(𝑘 − 1) . . . (𝑘 − 𝑟 + 1)

𝑟∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
(︁ 𝑟
𝑚

)︁
𝑚𝑘

=
κ(𝑘, 𝑟)

Γ(−𝑘)(−𝑘)(−𝑘 + 1) . . . (−𝑘 + 𝑟 − 1)
=

κ(𝑘, 𝑟)
Γ(𝑟 − 𝑘)

.
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Нехай 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸 i 𝑥 ∈ R0
+. Похiдна 𝐷𝑘

−𝑓(𝑥) iснує в силу твердження 5.2.1.

Змiнюючи порядок iнтегрування i застосовуючи теорему Тонелi ([176, §36]), маємо

𝐷𝑘
−𝑓(𝑥) =

(−1)𝑟

κ(𝑘, 𝑟)

∫︁ +∞

0

∫︁ 𝑟

0

𝑡𝑟−1−𝑘𝑁𝑟 (𝑢) 𝑓
(𝑟)(𝑥+ 𝑢𝑡) d𝑢 d𝑡

=
(−1)𝑟

κ(𝑘, 𝑟)

∫︁ +∞

0

𝑤𝑟−𝑘−1𝑓 (𝑟)(𝑥+ 𝑤)

(︂∫︁ 𝑟

0

𝑁𝑟 (𝑢)

𝑢𝑟−𝑘
d𝑢

)︂
d𝑤

=
(−1)𝑟

Γ(𝑟 − 𝑘)

∫︁ +∞

0

𝑤𝑟−1−𝑘𝑓 (𝑟)(𝑥+ 𝑤) d𝑤.

5.2.2. Достатнi умови для встановлення точних нерiвностей типу

Колмогорова для дробових похiдних в смислi Маршо

Наведемо деякi загальнi результати, отриманi в [200], якi дають достатнi умови

для знаходження точних констант в нерiвностях типу Колмогорова (5.7).

Через 𝑉 ∞
0 позначимо простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐿1, що мають обмежену на R0

+

варiацiю. Також, позначимо 𝑥+ := max{𝑥; 0} для 𝑥 ∈ R0
+, а для 𝑓 ∈ 𝐿1 i 𝑚 ∈ N

позначимо через 𝑓 [𝑚] наступну первiсну порядку 𝑚 функцiї 𝑓 :

𝑓 [𝑚](𝑥) :=
1

(𝑚− 1)!

∫︁ +∞

0

(𝑥− 𝑡)𝑚−1
+ 𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R0

+.

Також для 𝜏 > 0 означимо функцiю 𝜚𝜏 : R0
+ → R:

𝜚𝜏(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝜏−1

Γ(𝜏)
, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 = 0,

Розглянемо спочатку випадок рiвномiрних норм. Мають мiсце твердження.

Теорема 5.2.1. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟) ∖ N, а функцiя Ω ∈ 𝑉 ∞
0 є такою, що(︀

𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]
)︀
∈ 𝐿1 i для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞ має мiсце рiвнiсть

𝐷𝑘
−𝑓(0)−

∫︁ +∞

0

𝑓(𝑥) dΩ(𝑥) = (−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
𝑓 (𝑟)(𝑥) d𝑥. (5.21)

Тодi для будь-яких 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞ i ℎ > 0 виконується нерiвнiсть

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6 ℎ−𝑘

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ + ℎ𝑟−𝑘
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
1
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
. (5.22)
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Крiм того, якщо функцiя Φ ∈ 𝑊 𝑟
∞,∞ задовольняє рiвностi∫︁ +∞

0

Φ(𝑡) dΩ(𝑡) =
+∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ‖∞ (5.23)

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)(𝑥) d𝑥 =

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
1
, (5.24)

то нерiвнiсть (5.22) є точною, а функцiя Φℎ(·) := Φ ((·)/ℎ) обертає її в рiвнiсть.

Мiнiмiзуючи праву частину (5.22) за змiнною ℎ, отримаємо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.2.1. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟) ∖ N i припустимо, що функцiї Ω та

Φ задовольняють умови теореми 5.2.1. Тодi для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞ має мiсце

точна нерiвнiсть ⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ
⃦⃦
∞

‖Φ‖1−𝑘/𝑟∞
‖𝑓‖1−𝑘/𝑟∞

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝑘/𝑟
∞
. (5.25)

Зауважимо, що наступнi результати конкретизують наслiдок 5.2.1:

1. для 𝑟 = 2 i 𝑘 ∈ (0, 1) екстремальнi функцiї Φ i Ω, що задовольняють умови

наслiдку 5.2.1 були знайденi В.В. Арєстовим [182, теорема 3]:

Ω(𝑥) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 = 0,

1

Γ(2− 𝑘)
, 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑥−𝑘

Γ(1− 𝑘)
, 𝑥 > 1,

Φ(𝑥) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

4
− 𝑥+

𝑥2

2
, 𝑥 ∈ [0, 1],

−1

4
, 𝑥 > 1.

2. для 𝑟 = 2 i 𝑘 ∈ (1, 2) екстремальнi функцiї Φ та Ω, що задовольняють умови

наслiдку 5.2.1 були побудованi В.В. Арєстовим [182, с. 32]:

Ω(𝑥) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 = 0,

3− 2(𝑘+1)/2

Γ(2− 𝑘)
, 𝑥 ∈ (0,

√
2− 1],

2𝑘/2 −
√
2

Γ(2− 𝑘)
(︀√

2− 1
)︀ , 𝑥 ∈ (

√
2− 1, 1),

𝑥−𝑘

Γ(1− 𝑘)
, 𝑥 > 1,

Φ(𝑥) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3− 2
√
2− 4

(︀√
2− 1

)︀
𝑥+ 2𝑥2

4
, 𝑥 ∈

[︂
0,

1√
2

]︂
,

1− 2
√
2 + 4𝑥− 2𝑥2

4
, 𝑥 ∈

(︂
1√
2
, 1

)︂
,

3− 2
√
2

4
, 𝑥 > 1.
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В [8, 7, 22] можна знайти бiльш детальнi посилання та iсторiю питання, а також

огляд випадкiв, коли функцiя Φ в нерiвностi (5.25) є вiдомою. Вiдзначимо, що для

цiлих значень 𝑘 функцiя Ω, для якої нерiвнiсть (5.22) є точною, була побудована

в явному виглядi С.Б. Стєчкiним [160] у випадку 𝑟 = 2, 3.

Доведення теореми 5.2.1. Розглянемо спочатку випадок ℎ = 1 i означимо

лiнiйний оператор 𝑇 : 𝐿∞ → 𝐿∞ наступним чином:

𝑇𝑔(·) :=
∫︁ +∞

0

𝑔(·+ 𝑡) dΩ(𝑡), 𝑔 ∈ 𝐿∞.

Вочевидь, оператор 𝑇 є обмеженим i ‖𝑇‖ =
+∞⋁︀
0
Ω. Далi, нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞

i точка 𝑥 ∈ R0
+ є довiльними. Тодi за твердженням 5.2.2 i спiввiдношенням (5.21),⃒⃒

𝐷𝑘
−𝑓(𝑥)

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑇𝑓(𝑥) +

(︂
(−1)𝑟

∫︁ +∞

0

𝜚𝑟−𝑘(𝑡)𝑓
(𝑟)(𝑥+ 𝑡) d𝑡− 𝑇𝑓(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
6 |𝑇𝑓(𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
(−1)𝑟

∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑡)− Ω[𝑟−1](𝑡)

)︁
𝑓 (𝑟)(𝑥+ 𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
1
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
,

звiдки випливає шукана нерiвнiсть (5.22) для ℎ = 1:⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
1
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
. (5.26)

Припустимо, що iснує функцiя Φ ∈ 𝑊 𝑟
∞,∞, яка задовольняє рiвностi (5.23)

i (5.24). За твердженням 5.2.1 дробова похiдна 𝐷𝑘
−Φ є неперервною на R0

+. Отже,

в силу рiвностей (5.23) та (5.24) отримаємо⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ
⃦⃦
∞ >

⃒⃒
𝐷𝑘

−Φ(0)
⃒⃒

=

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

Φ(𝑥) dΩ(𝑥) + (−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)(𝑥) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
>

+∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
1
·
⃦⃦⃦
Φ(𝑟)

⃦⃦⃦
∞
.

Таким чином, твердження теореми доведено у випадку ℎ = 1.

Нехай тепер ℎ > 0 i функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,∞ є довiльними, та розглянемо функцiю

𝑓ℎ(𝑥) := 𝑓(𝑥/ℎ), 𝑥 ∈ R0
+. Зрозумiло, що 𝑓ℎ ∈ 𝐿𝑟∞,∞. Пiдставивши 𝑓ℎ в (5.26),

отримаємо нерiвнiсть (5.22). Неважко бачити, що Φℎ обертає (5.22) в рiвнiсть.
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Тепер ми узагальнимо теорему 5.2.1 на випадок, коли норма похiдної старшого

порядку береться в iдеальнiй решiтцi. Спочатку наведемо результати у випадку,

коли екстремальна функцiя в нерiвностi типу Колмогорова iснує, а потiм –

коли не iснує. Для похiдних цiлих порядкiв iснування екстремальної функцiї в

нерiвностi типу Колмогорова (5.2) було встановлено (див. [5, 65, 57]) у випадку,

коли 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞, 1 < 𝑠 6 ∞ i нерiвнiсть (5.4) є строгою.

Для iдеальної решiтки 𝐸 на R0
+ i 𝑟 ∈ N означимо

𝑊 𝑟
∞,𝐸 =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸 :

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
6 1
}︁
.

Теорема 5.2.2. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟) ∖ N, 𝐸 є iдеальна переставно

напiв-iнварiантна решiтка на R0
+, що задовольняє умови (5.16) i (5.17), 𝐸1

є асоцiйований простiр до 𝐸. Також, нехай функцiя Ω ∈ 𝑉 ∞
0 є такою, що(︀

𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]
)︀
∈ 𝐸1 i рiвнiсть (5.21) виконується для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸. Тодi для

будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸,⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
. (5.27)

Крiм того, якщо функцiя Φ ∈ 𝑊 𝑟
∞,𝐸 задовольняє рiвностi (5.23) та

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)(𝑥) d𝑥 =

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1
, (5.28)

то нерiвнiсть (5.27) є точною, а функцiя Φ обертає (5.27) в рiвнiсть.

Для просторiв 𝐿𝑠, 1 < 𝑠 6 ∞, має мiсце наступний наслiдок.

Наслiдок 5.2.2. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1), 𝑟 ∈ N i 𝑘 ∈ (0, 𝑟 − 1/𝑠) ∖ N.
Нехай також функцiя Ω ∈ 𝑉 ∞

0 є такою, що
(︀
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

)︀
∈ 𝐿𝑠′ i рiвнiсть (5.21)

виконується для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝑠. Якщо функцiя Φ ∈ 𝑊 𝑟
∞,𝑠 задовольняє

рiвнiсть (5.23) i спiввiдношення

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)(𝑥) d𝑥 =

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝑠′
,

то для будь-яких 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝑠 i ℎ > 0 мають мiсце точнi нерiвностi

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6 ℎ−𝑘

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ + ℎ𝑟−𝑘−1/𝑠
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝑠′
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝑠

(5.29)
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i ⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ
⃦⃦
∞

‖Φ‖1−𝜆∞
‖𝑓‖1−𝜆∞

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
𝑠
, 𝜆 =

𝑘

𝑟 − 1/𝑠
. (5.30)

Бiльш того, функцiя Φℎ(·) := ℎ𝑟−1/𝑠Φ ((·)/ℎ) обертає (5.29) i (5.30) в рiвностi.

Вiдзначимо, що теореми 3.1.2 i 3.2.2 в [128] є конкретизацiями наслiдку 5.2.2.

Також для цiлих 𝑘, для 𝑟 = 2, 3 i 1 < 𝑠 < ∞, функцiї Φ та Ω, що задовольняють

умови наслiдку 5.29 були побудованi в явному виглядi В.В. Арєстовим в [6].

Доведення теореми 5.2.2. Доведення є цiлком аналогiчним до доведення

теореми 5.2.1 у випадку ℎ = 1. Вiдмiннiсть полягає в тому, що для функцiї

𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸 i 𝑥 ∈ R0
+ нам необхiдно застосувати нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑡)− Ω[𝑟−1](𝑡)

)︁
𝑓 (𝑟)(𝑥+ 𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)(𝑥+ ·)

⃦⃦⃦
𝐸
6
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
.

Екстремальнiсть функцiї Φ можна довести за аналогiєю до теореми 5.2.1.

Доведення наслiдку 5.2.2. Нехай ℎ > 0. Помiтимо, що Ωℎ(𝑥) := ℎ−𝑘Ω (𝑥/ℎ),

𝑥 ∈ R0
+, i Φℎ задовольняють умови (5.21), (5.23) i (5.28). Бiльш того,

+∞⋁︁
0

Ωℎ = ℎ−𝑘
+∞⋁︁
0

Ω,
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω

[𝑟−1]
ℎ

⃦⃦⃦
𝑠′
= ℎ𝑟−𝑘−1/𝑠

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝑠′
.

Отже за теоремою 5.2.2 виконується нерiвнiсть (5.29) i функцiя Φℎ обертає (5.29)

в рiвнiсть. Мiнiмiзуючи праву частину (5.29) за змiнною ℎ, ми отримаємо

нерiвнiсть (5.30). Доведення завершено.

Розглянемо випадок, коли екстремальна функцiя в нерiвностi типу Колмогорова

не iснує. Наведемо два результати щодо послаблення умов (5.23) та (5.28).

Теорема 5.2.3. Нехай числа 𝑘, 𝑟, iдеальна переставно напiвiнварiантна решiтка

𝐸 на R0
+ та функцiя Ω ∈ 𝑉 ∞

0 задовольняють припущенням теореми 5.2.2.

Також припустимо, що iснує сiм’я функцiй {Φ𝜀}𝜀>0 ⊂ 𝑊 𝑟
∞,𝐸, для якої

виконується рiвнiсть (5.23) i для 𝜀 > 0 – нерiвнiсть

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)
𝜀 (𝑥) d𝑥 >

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀. (5.31)
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Тодi має мiсце нерiвнiсть (5.27), яка є точною в тому сенсi, що для довiльного

достатньо малого 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝑓𝜀 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸, для якої

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓𝜀
⃦⃦
∞ >

+∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓𝜀‖∞ +
(︁⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀
)︁
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)𝜀

⃦⃦⃦
𝐸
.

Теорема 5.2.4. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑘 ∈ (0, 𝑟 − 1) ∖ N, 𝐸 є iдеальна переставно

напiвiнварiантна решiтка на R0
+, для якої lim inf

ℎ→0+

(︀
ℎ−1

⃦⃦
𝜒(0,ℎ)

⃦⃦
𝐸

)︀
=: 𝜇 ∈ (0,+∞).

Також нехай функцiя Ω ∈ 𝑉 ∞
0 є такою, що

(︀
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

)︀
∈ 𝐸1 та

спiввiдношення (5.21) має мiсце для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸. Припустимо, що iснує

функцiя Φ ∈ 𝐿∞ така, що її похiдна Φ(𝑟−1) є кусково-сталою на R0
+,

∞⋁︀
0
Φ(𝑟−1) = 𝜇−1, iснує ℎ0 > 0, для якого вiдстань мiж точками розриву Φ(𝑟−1)

обмежена знизу числом ℎ0, а також мають мiсце рiвностi (5.23) та

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
dΦ(𝑟−1)(𝑥) =

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1
.

Тодi нерiвнiсть (5.27) виконується та є точною.

У випадку 𝐸 = 𝐿1 отримаємо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.2.3. Нехай 𝑟 ∈ N i 𝑘 ∈ (0, 𝑟 − 1) ∖ N. Нехай також функцiя

Ω ∈ 𝑉 ∞
0 є такою, що

(︀
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

)︀
∈ 𝐿∞ i рiвнiсть (5.21) має мiсце для будь-

якої 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,1. Якщо (𝑟− 1)-кратно диференцiйовна функцiя Φ з кусково-сталою

похiдною Φ(𝑟−1) задовольняє рiвностi (5.23),
∞⋁︀
0
Φ(𝑟−1) = 1, iснує ℎ0 > 0, для якого

вiдстань мiж точками розриву Φ(𝑟−1) обмежена знизу числом ℎ0, i

(−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
dΦ(𝑟−1)(𝑥) =

⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
∞
,

то для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,1 i ℎ > 0 мають мiсце точнi нерiвностi

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6 ℎ−𝑘

∞⋁︁
0

Ω · ‖𝑓‖∞ + ℎ𝑟−𝑘−1
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
∞
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
1

⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ
⃦⃦
∞

‖Φ‖1−𝜆∞
‖𝑓‖1−𝜆∞

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦𝜆
1
, 𝜆 =

𝑘

𝑟 − 1
.

Доведення теореми 5.2.3. Помiтимо, що нерiвнiсть (5.27) виконується для

всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞,𝐸. Доведемо її точнiсть. Нехай 𝜀 > 0 є достатньо малим. За
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твердженням 5.2.1, 𝐷𝑘
−Φ𝜀 є неперервною на R0

+. Отже, в силу (5.23) i (5.31),⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ𝜀

⃦⃦
∞ >

⃒⃒
𝐷𝑘

−Φ𝜀(0)
⃒⃒

=

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

Φ𝜀(𝑥) dΩ(𝑥) + (−1)𝑟
∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ(𝑟)
𝜀 (𝑥) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
>

∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ𝜀‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀

>
∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ𝜀‖∞ +
(︁⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀
)︁
·
⃦⃦⃦
Φ(𝑟)
𝜀

⃦⃦⃦
𝐸
.

Доведення теореми 5.2.4. Оскiльки 𝑘 < 𝑟 − 1, то (·)𝑟−𝑘−1𝜒(0,1)(·) ∈ 𝐸1

i умова (5.17) також виконується. Отже, за теоремою 5.2.2 має мiсце

нерiвнiсть (5.27). Доведемо її точнiсть. Для цього через 𝐵 = {𝛽𝑗}𝑗∈𝐽 , де 𝐽 –

скiнченна або злiчена множина iндексiв, позначимо точки розриву функцiї Φ(𝑟−1)

та означимо 𝛼𝑗 := Φ
(︀
𝛽+
𝑗

)︀
− Φ

(︀
𝛽−
𝑗

)︀
, 𝑗 ∈ 𝐽 . В силу припущення, iснує ℎ0 > 0, для

якого |𝛽𝑗 − 𝛽𝑖| > ℎ0 для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽 , 𝑖 ̸= 𝑗. Для ℎ ∈ (0, ℎ0) розглянемо функцiю

Φℎ(𝑥) :=
1

ℎ

∫︁ ℎ

0

Φ(𝑥+ 𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R0
+.

Неважко бачити, що при ℎ→ 0+ маємо∫︁ +∞

0

Φℎ(𝑥) dΩ(𝑥) →
∫︁ +∞

0

Φ(𝑥) dΩ(𝑥) =
∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ‖∞,

∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
Φ

(𝑟)
ℎ (𝑥) d𝑥→

∫︁ +∞

0

(︁
𝜚𝑟−𝑘(𝑥)− Ω[𝑟−1](𝑥)

)︁
dΦ(𝑟−1)(𝑥)

= (−1)𝑟
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1
,

lim inf
ℎ→0+

⃦⃦⃦
Φ

(𝑟)
ℎ

⃦⃦⃦
𝐸
6 lim inf

ℎ→0+

∑︁
𝑗∈𝐽

|𝛼𝑗|
ℎ

·
⃦⃦
𝜒(0,ℎ)

⃦⃦
𝐸
=

1

𝜇
· lim inf

ℎ→0+

⃦⃦
𝜒(0,ℎ)

⃦⃦
𝐸

ℎ
= 1.

Тому за неперервнiстю 𝐷𝑘
−Φℎ, для всiх 𝜀 i достатньо малих ℎ > 0 матимемо

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φℎ

⃦⃦
∞ > 𝐷𝑘

−Φℎ(0) >
∞⋁︁
0

Ω · ‖Φℎ‖∞ +
⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀

>
∞⋁︁
0

Ω · ‖Φℎ‖∞ +
(︁⃦⃦⃦
𝜚𝑟−𝑘 − Ω[𝑟−1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀
)︁ ⃦⃦⃦

Φ
(𝑟)
ℎ

⃦⃦⃦
𝐸
.
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5.2.3. Точнi нерiвностi типу Колмогорова для похiдних в смислi

Маршо функцiй малої гладкостi

Перейдемо до викладення основних результатiв цього пiдроздiлу. Розглянемо

спочатку випадок 𝑟 = 2 та 𝑘 ∈ (0, 1). Для 𝑘 ∈ (0, 1) i ℎ > 0 розглянемо функцiю

𝜏ℎ(𝑥) :=
(︀
𝑥1−𝑘 − ℎ−𝑘𝑥

)︀
+
, 𝑥 ∈ R0

+.

Теорема 5.2.5. Нехай 𝑘 ∈ (0, 1), 𝐸 є iдеальна переставно напiвiнварiантна

решiтка на R0
+, що задовольняє умови (5.16) i (5.17), 𝐸1 є асоцiйований простiр

до 𝐸. Тодi для будь-яких 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝐸 та ℎ > 0 справджується точна нерiвнiсть⃦⃦

𝐷𝑘
−𝑓
⃦⃦
∞ 6

2ℎ−𝑘

Γ(2− 𝑘)
‖𝑓‖∞ +

‖𝜏ℎ‖𝐸1

Γ(2− 𝑘)
‖𝑓 ′′‖𝐸 . (5.32)

Доведення. Для ℎ > 0 означимо

Ω(𝑥) = Ωℎ(𝑥) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 = 0,

ℎ−𝑘

Γ(2− 𝑘)
, 𝑥 ∈ (0, ℎ),

𝑥−𝑘

Γ(1− 𝑘)
, 𝑥 > ℎ.

Зрозумiло, що
∞⋁︀
0
Ω = 2ℎ−𝑘

Γ(2−𝑘) та 𝜚2−𝑘 − Ω[1] = 𝜏ℎ
Γ(2−𝑘) ∈ 𝐸1. Крiм того, для будь-якої

𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝐸 має мiсце спiввiдношення (5.21). Дiйсно,

𝐷𝑘
−𝑓(0)−

∫︁ +∞

0

𝑓(𝑥) dΩ(𝑥)

= 𝐷𝑘
−𝑓(0)−

ℎ−𝑘𝑓(0)

Γ(2− 𝑘)
+
𝑘ℎ−𝑘𝑓(ℎ)

Γ(2− 𝑘)
+

𝑘

Γ(1− 𝑘)

∫︁ +∞

ℎ

𝑓(𝑥) d𝑥

𝑥1+𝑘

=
𝑘

Γ(1− 𝑘)

∫︁ ℎ

0

𝑓(0)− 𝑓(𝑥)

𝑥1+𝑘
d𝑥+

𝑘ℎ−𝑘𝑓(ℎ)

Γ(2− 𝑘)

= − 𝑘

Γ(1− 𝑘)

∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑓 ′′(𝑡)

𝑥1+𝑘
d𝑡 d𝑥+

𝑘ℎ−𝑘

Γ(2− 𝑘)

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝑡)𝑓 ′′(𝑡) d𝑡

=

∫︁ +∞

0

(︁
𝜚2−𝑘(𝑡)− Ω[1](𝑡)

)︁
𝑓 ′′(𝑡) d𝑡.

Побудуємо сiм’ю функцiй {Φ𝜀}𝜀>0 ⊂ 𝑊 2
∞,𝐸, яка задовольняє умови (5.23)

i (5.31). Для 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝑔𝜀 ∈ 𝐸, ‖𝑔𝜀‖𝐸 6 1, така, що∫︁ ℎ

0

(︁
𝜚2−𝑘(𝑥)− Ω[1](𝑥)

)︁
𝑔𝜀(𝑥) d𝑥 >

⃦⃦⃦
𝜚2−𝑘 − Ω[1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀 =
‖𝜏ℎ‖𝐸1

Γ(2− 𝑘)
− 𝜀.
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Без зменшення загальностi припустимо, що 𝑔𝜀 невiд’ємна на R0
+ i supp 𝑔𝜀 = [0, ℎ].

Означимо функцiю Φ𝜀 як первiсну другого порядку вiд 𝑔𝜀:

Φ𝜀(𝑥) :=

∫︁ ℎ

0

(−𝑥+ 𝑡/2) 𝑔𝜀(𝑡) d𝑡+

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑔𝜀(𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R0
+.

Вочевидь, Φ𝜀 ∈ 𝑊 2
∞,𝐸, Φ𝜀(𝑥) = −Φ𝜀(0) = −‖Φ𝜀‖∞, 𝑥 > ℎ. Як наслiдок,∫︁ +∞

0

Φ𝜀(𝑥) dΩ(𝑥) =
Φ𝜀(0)− 𝑘Φ𝜀(ℎ)

Γ(2− 𝑘) · ℎ𝑘
− 𝑘(1− 𝑘)

Γ(2− 𝑘)

∫︁ +∞

ℎ

Φ𝜀(𝑥)

𝑥1+𝑘
d𝑥 =

∞⋁︁
0

Ω · ‖Φ𝜀‖∞

та ∫︁ +∞

0

(︁
𝜚2−𝑘(𝑥)− Ω[1](𝑥)

)︁
Φ′′
𝜀(𝑥) d𝑥 =

∫︁ ℎ

0

(︁
𝜚2−𝑘(𝑥)− Ω[1](𝑥)

)︁
𝑔𝜀(𝑥) d𝑥

>
⃦⃦⃦
𝜚2−𝑘 − Ω[1]

⃦⃦⃦
𝐸1

− 𝜀.

Таким чином, функцiя Ω та сiм’я функцiй {Φ𝜀}𝜀>0 задовольняє припущення

теореми 5.2.3. Тому нерiвнiсть (5.32) справджується i є точною.

Сформулюємо точнi нерiвностi типу Колмогорова у випадку 𝐸 = 𝐿𝑠, якi

випливають з наслiдкiв 5.2.2, 5.2.3 та 5.2.5. Для 𝑠 > 1 означимо функцiю

𝜙𝑘,𝑠(𝑥) :=

∫︁ ℎ

0

(−𝑥+ 𝑡/2) 𝜏 𝑠
′−1

1 (𝑡) d𝑡+

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝜏 𝑠
′−1

1 (𝑡) d𝑡, 𝑥 ∈ R0
+,

i Φ𝑘,𝑠 := ‖𝜙𝑘,𝑠‖−1
𝑠 · 𝜙𝑘,𝑠. Також нехай

Φ𝑘,1(𝑥) =
1

2
·max

{︁
(1− 𝑘)1/𝑘 − 2𝑥; −(1− 𝑘)1/𝑘

}︁
, 𝑥 ∈ R0

+.

Теорема 5.2.6. Нехай 𝑘 ∈ (0, 1), 1 6 𝑠 6 ∞ i 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Тодi для 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠

справджується точна нерiвнiсть⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ𝑘,𝑠

⃦⃦
∞

‖Φ𝑘,𝑠‖1−𝜆∞
‖𝑓‖1−𝜆∞ ‖𝑓 ′′‖𝜆𝑠 , 𝜆 =

𝑘

2− 1/𝑠
.

Зауваження 5.2.2. Нехай 𝑁 > 0 i ℎ > 0 є такими, що 𝑁 = 2ℎ−𝑘

Γ(2−𝑘). Нехай

також оператор 𝑇𝑁 : 𝐿∞ → 𝐿∞ означено за правилом

𝑇𝑁𝑓(·) :=
∫︁ +∞

0

𝑓(·+ 𝑡) dΩℎ(𝑡), 𝑓 ∈ 𝐿∞.

Тодi в умовах теореми (5.32)

𝐸𝑁

(︀
𝐷𝑘

−;𝑊
2
∞,𝐸

)︀
= 𝑈

(︀
𝐷𝑘

−, 𝑇𝑁 ;𝑊
2
∞,𝐸

)︀
=

‖𝜏ℎ‖𝐸1

Γ(2− 𝑘)
.
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Перейдемо тепер до розгляду випадку 𝑟 = 2, 1 < 𝑠 6 ∞ та 𝑘 ∈ (1, 2− 1/𝑠).

Нехай 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1). Розглянемо множину 𝑀 :=
{︀
(𝑎, 𝑏) ∈ (0, 1)2 : 𝑎 6 𝑏

}︀
та для

кожного (𝑎, 𝑏) ∈𝑀 означимо функцiю

𝜔(𝑎, 𝑏;𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 = 0,

𝑎−1(1− 𝑏)−1 ·
(︀
1− 𝑏−

(︀
1− 𝑏1−𝑘

)︀
(1− 𝑎)

)︀
, 𝑥 ∈ (0, 𝑎],

(1− 𝑏)−1 ·
(︀
1− 𝑏1−𝑘

)︀
, 𝑥 ∈ (𝑎, 1),

(1− 𝑘)𝑥−𝑘, 𝑥 > 1.

Для 𝑥 ∈ R0
+ розглянемо функцiї 𝜏(𝑎, 𝑏;𝑥) := Γ(2− 𝑘) · 𝜚(𝑥)− 𝜔[1](𝑎, 𝑏;𝑥) i

𝜙(𝑎, 𝑏;𝑥) :=

∫︁ 𝑎

0

(−𝑥+ 𝑡/2) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡+
∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡) · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡,

де 𝑔(𝑠′) := |𝑔|𝑠′−1sgn 𝑔. Нижче в лемi 5.2.1 ми покажемо, що система рiвнянь (5.33)

має єдиний розв’язок (𝑎𝑘,𝑠, 𝑏𝑘,𝑠) на 𝑀 . Для зручностi позначимо функцiї

𝜔 (𝑎𝑘,𝑠, 𝑏𝑘,𝑠; ·), 𝜏 (𝑎𝑘,𝑠, 𝑏𝑘,𝑠; ·), 𝜙 (𝑎𝑘,𝑠, 𝑏𝑘,𝑠; ·) через 𝜔𝑘,𝑠, 𝜏𝑘,𝑠, 𝜙𝑘,𝑠 вiдповiдно. Графiк
функцiй 𝜔[1](𝑎, 𝑏; ·), 𝜏(𝑎, 𝑏; ·) i 𝜙𝑘,𝑠 зображено на рис. 5.1.

0 1 t

1-kt

a b

[1]u (a,b;t)

0 1 t

t(a,b;t)

a b

0 1 t

fk,s

ak,s bk,s

f (0)k,s

-f (0)k,s

Рис. 5.1: Графiки функцiй: Γ(2− 𝑘) · 𝜚2−𝑘 та 𝜔[1](𝑎, 𝑏; ·); 𝜏(𝑎, 𝑏; ·); 𝜙𝑘,𝑠

Наступне твердження випливає з наслiдку 5.2.2.

Теорема 5.2.7. Нехай 1 < 𝑠 6 ∞, 𝑠′ = 𝑠/(𝑠 − 1), 𝑘 ∈ (1, 2− 1/𝑠) i

Φ𝑘,𝑠 := ‖𝜙𝑘,𝑠‖−1
𝑠 · 𝜙𝑘,𝑠. Тодi для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿2

∞,𝑠,⃦⃦
𝐷𝑘

−𝑓
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝐷𝑘

−Φ𝑘,𝑠

⃦⃦
∞

‖Φ𝑘,𝑠‖1−𝜆∞
‖𝑓‖1−𝜆∞ ‖𝑓 ′′‖𝜆𝑠 , 𝜆 =

𝑘

2− 1/𝑠
,

Спочатку доведемо допомiжне твердження.

Лема 5.2.1. Наступна система рiвнянь має єдиний розв’язок на 𝑀 :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐹1(𝑎, 𝑏) :=

∫︁ 1

𝑎

𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡 = 0,

𝐹2(𝑎, 𝑏) :=

∫︁ 1

0

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑎, 𝑏; 𝑡) d𝑡 = 0.

(5.33)
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Зазначимо, що в деяких випадках пару (𝑎𝑘,𝑠, 𝑏𝑘,𝑠) можна знайти в явному

виглядi, тобто 𝑎𝑘,∞ =
√
2− 1 та 𝑏𝑘,∞ = 1/

√
2.

Доведення. Для всiх (𝑎, 𝑏) ∈𝑀 функцiя 𝜏(𝑎, 𝑏; ·) є додатною на (0, 𝑏), вiд’ємною

на (𝑏, 1) та supp 𝜏(𝑎, 𝑏; ·) = [0, 1]. Також функцiї 𝐹1 i 𝐹2 є неперервнi на𝑀 i можуть

бути визначенi за неперервнiстю на множинi ̃︁𝑀 :=
{︀
(𝑎, 𝑏) ∈ [0, 1)2 : 𝑏 > 0, 𝑎 6 𝑏

}︀
.

Доведемо, що система рiвнянь (5.33) має єдиний розв’язок на ̃︁𝑀 . Функцiя 𝐹2

строго зростає за змiнними 𝑎 та 𝑏, а функцiя 𝐹1 строго зростає за змiнною 𝑏 i

строго спадає за змiнною 𝑎. Отже система рiвнянь (5.33) може мати лише один

розв’язок. Далi неважко переконатися, що

lim
𝑏→0+

𝐹2(𝑏, 𝑏) 6 lim
𝑏→0+

{︂∫︁ 𝑏

0

𝑡(1−𝑘)(𝑠
′−1)+1 d𝑡−

∫︁ 1

𝑏

𝑡 · 𝜏(𝑠′)(𝑏, 𝑏; 𝑡) d𝑡
}︂

= −∞,

lim
𝑏→1−

𝐹2(𝑏, 𝑏) =

∫︁ 1

0

𝑡
(︀
𝑡1−𝑘 − 𝑡

)︀𝑠′−1
d𝑡 > 0,

lim
𝑏→1−

𝐹2(0, 𝑏) =

∫︁ 1

0

𝑡
(︀
𝑡1−𝑘 − 1 + (1− 𝑘)(1− 𝑡)

)︀𝑠′−1
d𝑡 > 0.

Тому iснують точки 𝑎*, 𝑏* ∈ (0, 1) такi, що 𝐹2 (0, 𝑏
*) = 𝐹2 (𝑎

*, 𝑎*) = 0. Приймаючи

до уваги неперервнiсть функцiї 𝐹2 та її монотоннiсть за кожною змiнною ми

бачимо, що для будь-якого 𝑎 ∈ [0, 𝑎*] iснує 𝑏 = 𝑏(𝑎) ∈ [𝑎*, 𝑏*], для якого

𝐹2 (𝑎, 𝑏) = 0. Крiм того, функцiя 𝑏(𝑎) є неперервною i спадною на вiдрiзку [0, 𝑎*],

оскiльки вона має обернену. Нарештi зауважимо, що

𝐹1 (0, 𝑏
*) =

1

𝑏*

{︂
𝑏*
∫︁ 1

0

𝜏(𝑠′) (0, 𝑏
*; 𝑡) d𝑡

}︂
>

1

𝑏*

{︂∫︁ 𝑏*

0

𝑡 · 𝜏(𝑠′) (0, 𝑏*; 𝑡) d𝑡
}︂

=
𝐹2 (0, 𝑏

*)

𝑏*
= 0

та

𝐹1 (𝑎
*, 𝑎*) =

∫︁ 1

𝑎*
𝜏(𝑠′) (𝑎

*, 𝑎*; 𝑡) d𝑡 < 0.

Отже, iснує 𝑎0 ∈ (0, 𝑎*), для якого 𝐹1 (𝑎0, 𝑏 (𝑎0)) = 0. Тому точка (𝑎0, 𝑏 (𝑎0)) ∈𝑀 i

задовольняє (5.33).

Доведення наслiдку 5.2.7. Означимо Ω :=
𝜔𝑘,𝑠

Γ(2−𝑘) . Нескладно переконатися в

тому, що для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠,

𝐷𝑘
−𝑓(0)−

∫︁ +∞

0

𝑓(𝑡) dΩ(𝑡) =

∫︁ +∞

0

(︁
𝜚2−𝑘(𝑡)− Ω[1](𝑡)

)︁
𝑓 ′′(𝑡) d𝑡.
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Бiльш того, Φ𝑘,𝑠 ∈ 𝑊 2
∞,𝑠, Φ𝑘,𝑠(0) = −Φ𝑘,𝑠 (𝑎𝑘,𝑠) = ‖Φ𝑘,𝑠‖∞, Φ𝑘,𝑠(𝑥) = Φ𝑘,𝑠(0) для

будь-якого 𝑥 > ℎ, Φ𝑘,𝑠 спадає на [0, 𝑎𝑘,𝑠] i зростає на [𝑎𝑘,𝑠,+∞). Отже функцiї Ω

та Φ𝑘,𝑠 задовольняють припущення наслiдку 5.2.2.

Зауваження 5.2.3. Нехай 𝑁 > 0 i ℎ > 0 є такими, що 𝑁 = ℎ−𝑘

Γ(2−𝑘)

∞⋁︀
0
𝜔𝑘,𝑠. Нехай

також оператор 𝑇𝑁 : 𝐿∞ → 𝐿∞ означено за правилом

𝑇𝑁𝑓(·) :=
ℎ−𝑘

Γ(2− 𝑘)

∫︁ +∞

0

𝑓(·+ 𝑡) d𝜔𝑘,𝑠

(︂
𝑡

ℎ

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐿∞.

Тодi в умовах теореми (5.32)

𝐸𝑁

(︀
𝐷𝑘

−;𝑊
2
∞,𝑠

)︀
= 𝑈

(︀
𝐷𝑘

−, 𝑇𝑁 ;𝑊
2
∞,𝑠

)︀
=
ℎ2−𝑘−1/𝑠 ‖𝜏𝑘,𝑠‖𝑠′

Γ(2− 𝑘)
.

5.3. Нерiвностi типу Колмогорова для функцiй, друга похiдна яких

належить простору Орлiча

В цьому пiдроздiлi розв’язана задача 5.1.2 для оператора диференцiювання

першого порядку та функцiонала диференцiювання першого порядку в точцi

на класi функцiй, означених на скiнченному вiдрiзку, друга похiдна яких має

обмежену норму Люксембурга. Також у вiдповiдних ситуацiях розв’язана задача

Стєчкiна 5.1.5. Результати пiдроздiлу опублiковано в [40].

Надалi ми будемо розглядати функцiї, означенi на вiдрiзку [0, 1], а тому для

зручностi будемо опускати позначення областi визначення в символах просторiв

𝐿𝑝([0, 1]), класiв 𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]) та норми ‖ · ‖𝐿𝑝([0,1]).

Розглянемо спецiальний клас iдеальних решiток – простори Орлiча (див. [105]).

Нехай p, q : R0
+ → R є неперервнi справа неспаднi функцiї такi, що

q(𝜌) := sup
p(𝜏)6𝜌

𝜏, p(𝜏) := sup
q(𝜌)6𝜏

𝜌

та p(0) = q(0) = 0, p(+∞) = q(+∞) = ∞.

Означення 5.3.1. Опуклi функцiї 𝑀,𝑁 : R → R, означенi рiвностями

𝑀(𝑢) =

∫︁ |𝑢|

0

p(𝜏) d𝜏, 𝑁(𝑣) =

∫︁ |𝑣|

0

q(𝜏) d𝜏,

називаються доповнюючими одна до одної 𝑁 -функцiями.
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Нехай𝑀 i 𝑁 є доповнюючi одна до одної 𝑁 -функцiї. Через 𝐿𝑀 позначимо клас

Орлiча, що вiдповiдає 𝑁 -функцiї 𝑀 , тобто клас функцiй 𝑥 : [0, 1] → R, для яких

𝜌(𝑥,𝑀) :=

∫︁ 1

0

𝑀(|𝑥(𝜏)|) d𝜏 <∞.

Через 𝐿*
𝑀 позначимо клас функцiй 𝑥 : [0, 1] → R, для яких∫︁ 1

0

𝑥(𝜏)𝑦(𝜏) d𝜏 <∞, для будь-якого 𝑦 ∈ 𝐿𝑁 .

Слiдуючи книзi [105, §9], введемо на класi 𝐿*
𝑀 норму Орлiча

‖𝑥‖𝑀 := sup
𝜌(𝑦,𝑁)61

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑥(𝜏)𝑦(𝜏) d𝜏

⃒⃒⃒⃒
,

та норму Люксембурга

‖𝑥‖(𝑀) := inf
{︁
𝑘 > 0 : 𝜌

(︁𝑥
𝑘
,𝑀
)︁
6 1
}︁
.

Зазначимо, що 𝐿𝑀 є iдеальною решiткою, а 𝐿*
𝑀 з нормою Орлiча є

асоцiйованим простором до 𝐿𝑀 . Також для 𝑀(𝑢) = 𝑢𝑠, 1 < 𝑠 < ∞, клас 𝐿*
𝑀

збiгається з простором 𝐿𝑠, а норма Люксембурга ‖ ·‖(𝑀) збiгається з нормою ‖ ·‖𝑠.
Через 𝐿*,𝑟

𝑀 , 𝑟 ∈ N, позначимо простiр функцiй 𝑥 : [0, 1] → R, для яких 𝑥(𝑟−1) є

абсолютно неперервною на [0, 1] i 𝑥 ∈ 𝐿*
𝑀 .

Розглянемо наступну сiм’ю функцiй. Для 𝑡 ∈
[︀
0, 12
]︀
та ℎ ∈ [0, 1] означимо

𝑔𝑡,ℎ(𝜏) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

ℎ

(︂
𝑡− ℎ

2
− 𝜏

)︂
+

, 𝜏 ∈ [0, 𝑡] ,

1

ℎ

(︂
𝑡+

ℎ

2
− 𝜏

)︂
+

, 𝜏 ∈ [𝑡, 1] ,
(5.34)

якщо 0 < ℎ 6 2𝑡, i

𝑔𝑡,ℎ(𝜏) :=

⎧⎨⎩ −𝜏
ℎ
, 𝜏 ∈ [0, 𝑡] ,(︁

1− 𝜏

ℎ

)︁
+
, 𝜏 ∈ [𝑡, 1] ,

(5.35)

якщо 2𝑡 6 ℎ 6 1.

Ю.В. Бабенко в [38] отримала наступне твердження.

Твердження 5.3.1. Нехай 𝑡 ∈
[︀
0, 12
]︀
та ℎ ∈ (0, 1]. Нехай також 𝑀 i 𝑁 –

доповнюючi одна до одної 𝑁 -функцiї. Тодi для будь-якої функцiї 𝑥 ∈ 𝐿*,2
𝑁 ,

|𝑥′(𝑡)| 6 2

ℎ
‖𝑥‖∞ + ‖𝑔𝑡,ℎ‖𝑀 ‖𝑥′′‖(𝑁) . (5.36)
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Зауваження 5.3.1. Для класiв 𝐿2
𝑠, 1 6 𝑠 < ∞, твердження 5.3.1 було

незалежно встановлено в [54].

Зазначимо, що нерiвнiсть (5.36) є непокращуваною, якщо права похiдна p

функцiї 𝑀 є неперервною. Дiйсно, побудуємо екстремальнi функцiї для такого

випадку. Нехай 0 6 𝑡 6 1
2 та ℎ ∈ (0, 1]. З огляду на [105, с. 108], неперервнiсть

функцiї p(𝑢) забезпечує iснування такого числа 𝛼ℎ > 0, що∫︁ 1

0

𝑁 (p (𝛼ℎ |𝑔𝑡,ℎ(𝜏)|)) d𝜏 = 1. (5.37)

Означимо

𝑥′′𝑡,ℎ(𝜈) := p (𝛼ℎ |𝑔𝑡,ℎ(𝜈)|) sgn 𝑔𝑡,ℎ(𝜈), 𝜈 ∈ [0, 1],

𝑥′𝑡,ℎ(𝑢) :=

∫︁ 𝑢

ℎ

𝑥′′𝑡,ℎ(𝜈) d𝜈, 𝑢 ∈ [0, 1].

Вочевидь, 𝑥′𝑡,ℎ є недодатною на [0, 1]. Для ℎ ∈ (0, 2𝑡] оберемо 𝑡*ℎ := 𝑡, а для

ℎ ∈ [2𝑡, 1] оберемо 𝑡*ℎ ∈ (0, ℎ) таким чином, що∫︁ 𝑡*ℎ

0

𝑥′𝑡,ℎ(𝑢) d𝑢 =

∫︁ ℎ

𝑡*ℎ

𝑥′𝑡,ℎ(𝑢) d𝑢.

Нарештi, означимо функцiю 𝑥𝑡,ℎ:

𝑥𝑡,ℎ(𝜏) :=

∫︁ 𝜏

𝑡*ℎ

𝑥′𝑡,ℎ(𝑢) d𝑢, 𝜏 ∈ [0, 1]. (5.38)

Щоб переконатися в екстремальностi 𝑥𝑡,ℎ, достатньо поєднати наступнi факти.

Лема 5.3.1. [105, с. 106] Нехай 𝑥 ∈ 𝐿*
𝑀 та iснує таке 𝑘, що∫︁ 1

0

𝑁 (p(𝑘|𝑥(𝜏)|)) 𝑑𝜏 = 1,

де p – права похiдна функцiї 𝑀 . Тодi

‖𝑥‖𝑀 =

∫︁ 1

0

p(𝑘|𝑥(𝜏)|)|𝑥(𝜏)| d𝜏.

Лема 5.3.2. [105, с. 96] Нехай 𝑥 ∈ 𝐿*
𝑁 та

∫︀ 1

0 𝑁
[︁
𝑥(𝜏)
𝑘0

]︁
d𝜏 = 1. Тодi ‖𝑥‖(𝑁) = 𝑘0.

Як наслiдок з твердження 5.3.1 отримаємо наступне

Твердження 5.3.2. Для будь-яких 𝑥 ∈ 𝐿*,2
𝑁 i ℎ ∈ (0, 1] має мiсце нерiвнiсть

‖𝑥′‖∞ 6
2

ℎ
‖𝑥‖∞ + ‖𝑔0,ℎ‖𝑀 ‖𝑥′′‖(𝑁) .
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Доведення твердження 5.3.2. Нагадаємо поняття переставлення функцiї

(див. [97, роздiл 1]). Для сумовної на вiдрiзку [0, 1] функцiї 𝑥 i для 𝑦 > 0

спiвставимо число

𝑚(𝑥, 𝑦) := 𝜇 {𝑢 ∈ [0, 1] : |𝑥(𝑢)| > 𝑦} ,

де 𝜇(𝐸) є мiра Лебега множини 𝐸 ⊂ [0, 1]. Ця рiвнiсть задає незростаючу на R0
+

неперервну справа функцiю 𝑚(𝑥, 𝑦), яка називається функцiєю розподiлу для 𝑥.

Незростаюче переставлення функцiї 𝑓(𝑢) задається рiвнiстю

𝑟(𝑥, 𝑢) := inf {𝑦 ∈ R+ : 0 : 𝑚(𝑥, 𝑦) 6 𝑢} .

Детальний огляд властивостей переставлень наведено, наприклад, в [97, роздiл 1].

Тут нам також знадобиться той факт, що для будь-якої 𝑁 -функцiї Φ,∫︁ 1

0

Φ(|𝑥(𝑢)|) d𝑢 =

∫︁ 1

0

Φ(𝑟(𝑥, 𝑢)) d𝑢. (5.39)

Для застосування властивостi (5.39) помiтимо спочатку, що для 0 < ℎ 6 2𝑡

𝑟 (𝑔𝑡,ℎ, ·) =
(︂
ℎ− ·
2ℎ

)︂
+

.

а для 2𝑡 6 ℎ 6 1,

𝑟 (𝑔𝑡,ℎ, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℎ− 𝑡− 𝜏

ℎ
, 𝜏 ∈ [0, ℎ− 2𝑡],(︂

ℎ− 𝜏

2ℎ

)︂
+

, 𝜏 ∈ [ℎ− 2𝑡, 1].

Тому 𝑟 (𝑔𝑡,ℎ, 𝜏) 6 𝑟 (𝑔0,ℎ, 𝜏) для довiльного 𝜏 ∈ [0, 1]. За монотоннiстю норми

Орлiча, ‖𝑟 (𝑔𝑡,ℎ, ·)‖𝑀 6 ‖𝑟 (𝑔0,ℎ, ·)‖𝑀 . А за властивiстю (5.39) це означає, що

‖𝑔𝑡,ℎ‖𝑀 6 ‖𝑔0,ℎ‖𝑀 . (5.40)

Отже,

‖𝑥′‖∞ = sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥′(𝑡)| 6 2‖𝑥‖∞
ℎ

+ ‖𝑔0,ℎ‖𝑀 ‖𝑥′′‖(𝑁) .

Сформулюємо тепер основнi результати пiдроздiлу. Нехай𝑀 i 𝑁 є доповнюючi

одна до одної 𝑁 -функцiї. Через 𝑊 *,2
𝑁 позначимо клас функцiй 𝑥 ∈ 𝐿*,2

𝑁 , для яких

‖𝑥′′‖(𝑁) 6 1, а через 𝐷1 : 𝐿∞ → 𝐿∞ позначимо оператор диференцiювання
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першого порядку, а через 𝐷1
𝑡 : 𝐿∞ → R, 𝑡 ∈ [0, 1], – функцiонал диференцiювання

першого порядку в точцi 𝑡. Для ℎ > 1 означимо

𝑥𝑡,ℎ(𝜏) := 𝑥𝑡,1(𝜏) + ‖𝑥𝑡,1‖∞ (ℎ− 1)

(︂
1

2
− 𝜏

)︂
, 𝜏 ∈ [0, 1], (5.41)

де функцiя 𝑥𝑡,1 визначена рiвнiстю (5.38). Мають мiсце наступнi твердження.

Теорема 5.3.1. Нехай 𝑀 i 𝑁 є доповнюючi одна до одної 𝑁 -функцiї i права

похiдна p функцiї 𝑀 є неперервною. Нехай також 0 6 𝑡 6 1
2. Тодi для будь-якого

𝛿 > 0 iснує єдине число ℎ = ℎ(𝛿, 𝑡), для якого ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ = 𝛿, та для будь-якого ℎ > 0

Ω
(︁
‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ ;𝐷1

𝑡 ;𝑊
*,2
𝑁

)︁
=
⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
. (5.42)

Теорема 5.3.2. Нехай 𝑀 i 𝑁 є доповнюючi одна до одної 𝑁 -функцiї i права

похiдна p функцiї 𝑀 є неперервною. Тодi для будь-якого 𝛿 > 0 iснує єдине число

ℎ = ℎ(𝛿) > 0, для якого ‖𝑥0,ℎ‖∞ = 𝛿. Бiльш того, для довiльного ℎ > 0

Ω
(︁
‖𝑥0,ℎ‖∞ ;𝐷1;𝑊 *,2

𝑁

)︁
=
⃦⃦
𝑥′0,ℎ
⃦⃦
∞ .

Вiдзначимо, що модуль неперервностi оператора 𝐷1 : 𝐿∞ → 𝐿∞ на класi 𝑊 2
𝑠 ,

1 6 𝑠 6 ∞, можна записати в явному виглядi вiдносно 𝛿:

Ω
(︀
𝛿;𝐷1;𝑊 2

𝑠

)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂
𝑠′ + 1

𝑠′

)︂ 𝑠′
𝑠′+1

(2𝛿)
1

𝑠′+1 , 𝛿 ∈
(︂
0,

1

2𝑠′(𝑠′ + 1)1/𝑠′

]︂
,

2𝛿 +
1

(𝑠′ + 1)1/𝑠′
, 𝛿 >

1

2𝑠′(𝑠′ + 1)1/𝑠′
,

де 𝑠′ = 𝑠/(𝑠− 1).

Наступне твердження дає розв’язок задачi 5.1.5 для операторiв 𝐷1 : 𝐿∞ → 𝐿∞

та 𝐷1
𝑡 : 𝐿∞ → R, 𝑡 ∈ [0, 1], на класi 𝑊 *,2

𝑁 .

Теорема 5.3.3. Нехай 𝑀 i 𝑁 є доповнюючi одна до одної 𝑁 -функцiї i права

похiдна p функцiї 𝑀 є неперервною. Тодi для довiльного 0 6 𝑡 6 1/2

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
=

{︃
+∞, 0 < 𝐾 < 2,⃦⃦
𝑔𝑡,2/𝐾

⃦⃦
𝑀
, 𝐾 > 2,

(5.43)

i

𝐸𝐾

(︁
𝐷1;𝑊 *,2

𝑁

)︁
=

{︃
+∞, 0 < 𝐾 < 2,⃦⃦
𝑔0,2/𝐾

⃦⃦
𝑀
, 𝐾 > 2,

де функцiя 𝑔𝑡,ℎ визначена рiвностями (5.34) та (5.35).
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Доведення теореми 5.3.1. В силу леми 5.3.1 та означень (5.38) i (5.41) функцiй

𝑥𝑡,ℎ неважко бачити, що для будь-якого ℎ > 0,

Ω
(︁
‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ ;𝐷1

𝑡 ;𝑊
*,2
𝑁

)︁
=
⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
.

Для завершення доведення теореми нам залишається переконатися в тому, що

функцiя ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ строго зростає за змiнною ℎ та приймає всi додатнi значення.

Для цього помiтимо, що функцiя Ω
(︁
𝛿;𝐷1

𝑡 ;𝑊
*,2
𝑁

)︁
строго зростає. Дiйсно, нехай

0 < 𝛿1 < 𝛿2. Тодi для 𝜀 = 𝛿2 − 𝛿1 iснує функцiя 𝑥 ∈ 𝑊 *,2
𝑁 така, що ‖𝑥‖∞ 6 𝛿1 та

|𝑥′(𝑡)| > Ω
(︁
𝛿1;𝐷

1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
− 𝜀. Розглянемо функцiю

𝑥(𝑢) := 𝑥(𝑢) + 2(𝛿2 − 𝛿1)

(︂
𝑡− 1

2

)︂
sgn𝑥′(𝑡).

Вочевидь, 𝑥 ∈ 𝑊 *,2
𝑁 , ‖𝑥‖∞ 6 𝛿2 i

Ω
(︁
𝛿2;𝐷

1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
> |𝑥′(𝑡)| = |𝑥′(𝑡)|+ 2(𝛿2 − 𝛿1)

> Ω
(︁
𝛿1;𝐷

1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
+ 𝛿2 − 𝛿1 > Ω

(︁
𝛿1;𝐷

1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
,

що й потрiбно було довести. Тому, з огляду на спiввiдношення (5.42),

для перевiрки строгої монотонностi функцiї ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞, необхiдно i достатньо

переконатися в строгiй монотонностi функцiї
⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
.

Розпочнемо з випадку ℎ ∈ (0, 2𝑡]. Рiвнiсть (5.37) можна переписати у виглядi:

2ℎ

∫︁ 1
2

0

𝑁 (p(𝛼ℎ𝑢)) d𝑢 = 1. (5.44)

Неважко також перевiрити, що

⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
= ℎ

∫︁ 1
2

0

p (𝛼ℎ𝑢) d𝑢.

Зi спiввiдношення (5.44)нескладно бачити, що 𝛼ℎ спадає зi збiльшенням ℎ,

оскiльки функцiї p i 𝑁 зростають на R0
+. Отже, той факт, що

⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
строго

зростає за змiнною ℎ, буде доведеним, як тiлько ми доведемо, що функцiя

𝜇(𝑎) :=

∫︁ 1
2

0

p(𝑎𝑢) d𝑢∫︁ 1
2

0

𝑁 (p(𝑎𝑢)) d𝑢

, 𝑎 > 0,
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спадає. Дiйсно, з опуклостi 𝑁 i рiвностi 𝑁(0) = 0 випливає, що для всiх 0 < 𝑢 6 𝑣

𝑣 𝑁(𝑢) 6 𝑢𝑁(𝑣), (5.45)

а тому

𝜇′(𝑎) =

p
(︁𝑎
2

)︁∫︁ 1
2

0

𝑁 (p(𝑎𝑢)) d𝑢−𝑁
(︁
p
(︁𝑎
2

)︁)︁∫︁ 1
2

0

p(𝑎𝑢) d𝑢(︃∫︁ 1
2

0

𝑁 (p(𝑎𝑢)) d𝑢

)︃2 6 0.

Перевiримо тепер, що

lim
ℎ→0

‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ = 0. (5.46)

Помiтимо, що 𝛼ℎ → +∞, коли ℎ → 0. Отже для доведення (5.46) в силу (5.44)

достатньо довести, що 𝜇(𝑎) → 0, коли 𝑎→ +∞. За правилом Лопiталя,

lim
𝑎→+∞

𝜇(𝑎) = lim
𝑎→+∞

p
(︀
𝑎
2

)︀
𝑁
(︀
p
(︀
𝑎
2

)︀)︀ = lim
𝑏→+∞

𝑏

𝑁(𝑏)
,

оскiльки lim
𝑎→+∞

p(𝑎) = +∞. Проте для будь-якого 𝑏 > 0 справджується нерiвнiсть

𝑁(𝑏) >
∫︁ 𝑏

𝑏
2

q(𝑢) d𝑢 >
𝑏

2
q

(︂
𝑏

2

)︂
.

Отже,

0 6 lim
𝑎→+∞

𝜇(𝑎) = lim
𝑏→+∞

𝑏

𝑁(𝑏)
6 lim

𝑏→+∞

2

𝑁 (𝑏/2)
= 0,

оскiльки lim
𝑏→+∞

q(𝑏) = +∞, звiдки випливає гранична рiвнiсть (5.46).

Таким чином, функцiя ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ строго зростає i приймає всi значення вiд 0 до

‖𝑥𝑡,2𝑡‖∞, коли ℎ пробiгає напiвiнтервал (0, 2𝑡].

Перейдемо до випадку ℎ ∈ [2𝑡, 1]. Спiввiдношення (5.37) перепишемо у виглядi:

ℎ

𝛼ℎ

∫︁ 𝛼ℎ
𝑡
ℎ

0

𝑁 (p(𝑢)) d𝑢+
ℎ

𝛼ℎ

∫︁ 𝛼ℎ(1− 𝑡
ℎ)

0

𝑁 (p(𝑢)) d𝑢 = 1. (5.47)

Крiм того, ⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
=

ℎ

𝛼ℎ

∫︁ 𝛼ℎ(1− 𝑡
ℎ)

0

p(𝑢) d𝑢.

Для доведення строгої монотонностi
⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
за змiнною ℎ продиференцiюємо

функцiю 𝐹 (ℎ) :=
⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
за змiнною ℎ:

𝐹 ′(ℎ) =

(︂
1

𝛼ℎ
− ℎ𝛼′

ℎ

𝛼2
ℎ

)︂∫︁ 𝛼ℎ(1− 𝑡
ℎ)

0

p(𝑢) d𝑢+

(︂
ℎ𝛼′

ℎ

𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂
+
𝑡

ℎ

)︂
p

(︂
𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂)︂
.
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Продиференцiювавши спiввiдношення (5.47), отримаємо:

ℎ𝛼′
ℎ

𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ
𝑡

ℎ

)︂)︂
− (ℎ− 𝑡)𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂)︂)︂)︂
=

= 1− 𝑡𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ
𝑡

ℎ

)︂)︂
+ 𝑡𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂)︂)︂
.

Пiдставляючи в вираз для похiдної 𝐹 ′(ℎ) знайдене вище спiввiдношення для 𝛼′
ℎ,

отримаємо, що додатнiсть похiдної 𝐹 ′(ℎ) рiвносильна справедливостi нерiвностi

𝑁
(︀
p
(︀
𝛼ℎ
(︀
1− 𝑡

ℎ

)︀)︀)︀
p
(︀
𝛼ℎ
(︀
1− 𝑡

ℎ

)︀)︀ ∫︁ 𝛼ℎ(1− 𝑡
ℎ)

0

p(𝑢) d𝑢 >
𝛼ℎ
ℎ

− 𝑡𝛼ℎ
ℎ
𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂)︂)︂
.

В силу (5.45) i (5.47) остання нерiвнiсть є наслiдком нерiвностi

𝑡𝛼ℎ
ℎ
𝑁

(︂
p

(︂
𝛼ℎ

(︂
1− 𝑡

ℎ

)︂)︂)︂
>
∫︁ 𝛼ℎ

𝑡
ℎ

0

𝑁 (p(𝑢)) d𝑢.

Остання нерiвнiсть завжди виконується, оскiльки 𝑁 є зростаючою функцiєю, а

також тому, що в цьому випадку 𝑡
ℎ 6 1− 𝑡

ℎ . Таким чином, функцiя ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ зростає

за змiнною ℎ на [ℎ, 1] i в силу своєї неперервностi за змiнною ℎ, приймає всi

значення вiд ‖𝑥𝑡,2𝑡‖∞ до ‖𝑥𝑡,1‖∞.
Нарештi, розглянемо випадок, коли ℎ > 1. Вочевидь,

‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ =
ℎ+ 1

2
‖𝑥𝑡,1‖∞ .

Отже, ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ зростає i приймає всi значення вiд ‖𝑥𝑡,1‖∞ до +∞.

Доведення теореми 5.3.2. За теоремою 5.3.2,

Ω
(︁
𝛿;𝐷1;𝑊 *,2

𝑁

)︁
= Ω

(︁
𝛿;𝐷1

0;𝑊
*,2
𝑁

)︁
,

для довiльного 𝛿 > 0, що завершує доведення.

Доведення теореми 5.3.3. Для оцiнювання знизу величини 𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
,

застосуємо нерiвнiсть (5.13):

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
> sup

𝛿>0

(︁
Ω
(︁
𝛿;𝐷1

𝑡 ;𝑊
*,2
𝑁

)︁
−𝐾𝛿

)︁
.

За теоремою 5.3.1, останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
> sup

ℎ>0

(︀⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
−𝐾 ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞

)︀
. (5.48)
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Розглянемо випадок, коли 𝐾 > 2. З останньої нерiвностi та побудови функцiй

𝑥𝑡,ℎ (див. (5.38)), отримаємо

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
> sup

ℎ∈[0,1]

(︂(︂
2

ℎ
−𝐾

)︂
‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ + ‖𝑔𝑡,ℎ‖𝑀

)︂
>
⃦⃦⃦
𝑔𝑡, 2𝐾

⃦⃦⃦
𝑀
. (5.49)

Задамо оператор 𝑆𝑡,𝐾 : 𝐿∞ → R за наступним правилом:

𝑆𝑡,𝐾𝑥 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐾
(︀
𝑥
(︀
2
𝐾

)︀
− 𝑥 (0)

)︀
2

, 𝐾 ∈
[︂
2,

1

𝑡

]︂
,

𝐾
(︀
𝑥
(︀
𝑡+ 1

𝐾

)︀
− 𝑥

(︀
𝑡− 1

𝐾

)︀)︀
2

, 𝐾 >
1

𝑡
.

Вочевидь, |𝑆𝑡,𝐾𝑥| 6 𝐾‖𝑥‖∞. Отже, норма оператора 𝑆𝑡,𝐾 не перевищує 𝐾. Тому

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
6 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝑆𝑡,𝐾 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
= sup

‖𝑥′′‖(𝑁)61

|𝑥′(𝑡)− 𝑆𝑡,𝐾(𝑥)| =

= sup
‖𝑥′′‖(𝑁)61

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑔𝑡, 2𝐾 (𝜏)𝑥
′′(𝜏) d𝜏

⃒⃒⃒⃒
=
⃦⃦⃦
𝑔𝑡, 2𝐾

⃦⃦⃦
𝑀
.

Спiвставляючи останню нерiвнiсть з (5.49), отримаємо рiвнiсть (5.43) для 𝐾 > 2.

Розглянемо випадок, коли 𝐾 ∈ (0, 2). З нерiвностi (5.48) матимемо

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
> sup

ℎ>1

(︀⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
−𝐾 ‖𝑥𝑡,ℎ‖∞

)︀
. (5.50)

За побудовою, функцiї 𝜙𝑡,ℎ для ℎ > 1 (див. (5.41)), виконуються рiвностi:

‖𝑥𝑡,ℎ‖∞ =
ℎ+ 1

2
‖𝑥𝑡,1‖∞ та

⃒⃒
𝑥′𝑡,ℎ(𝑡)

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑥′𝑡,1(𝑡)

⃒⃒
+ (ℎ− 1) ‖𝑥𝑡,1‖∞ .

Пiдставляючи цi рiвностi в нерiвнiсть (5.50), отримаємо

𝐸𝐾

(︁
𝐷1
𝑡 ;𝑊

*,2
𝑁

)︁
>
⃒⃒
𝑥′𝑡,1(𝑡)

⃒⃒
−
(︂
1 +

𝐾

2

)︂
‖𝑥𝑡,1‖∞ + sup

ℎ>1

(︂
1− 𝐾

2

)︂
‖𝑥𝑡,1‖∞ = +∞.

Отже рiвнiсть (5.43) остаточно доведена.

Для отримання другої з рiвностей в теоремi 5.3.3, необхiдно скористатися

твердженням теореми 5.3.2, промiжним оператором 𝑆𝐾 : 𝐿∞ → 𝐿∞, який задано

за допомогою правила: 𝑆𝐾𝑥(𝑡) = 𝑆𝑡,𝐾𝑥, 𝑥 ∈ 𝐿∞ i нерiвнiстю (5.40).

5.4. Задача Стєчкiна для операторiв диференцiювання на класах

функцiй, третя похiдна яких є обмеженою

В цьому пiдроздiлi ми розв’яжемо задачу Стєчкiна про найкраще наближення

операторiв диференцiювання та функцiоналiв диференцiювання в точцi першого
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та другого порядкiв лiнiйними обмеженими операторами на класi 𝑊 3
∞([0, 1]).

Оскiльки надалi ми будемо переважно розглядати функцiї, означенi на вiдрiзку

[0, 1], то для зручностi будемо опускати позначення областi визначення в

позначеннях просторiв 𝐿𝑝([0, 1]), 𝐿𝑟𝑝([0, 1]), класу 𝑊
𝑟
𝑝 ([0, 1]) та норми ‖ · ‖𝐿𝑝([0,1]).

Нехай 𝑟 ∈ N. Для спрощення доведення основних результатiв, пояснимо

загальну схему побудови лiнiйних обмежених функцiоналiв для наближення

функцiоналiв 𝐷𝑘
𝑡 , 𝑘 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, i 𝑡 ∈ [0, 1]. Цi конструкцiї добре вiдомi

(див., наприклад, [314]), а тому ми наводимо їх для повноти викладення.

Для 𝑛 ∈ N розглянемо скiнченно-рiзницевий функцiонал 𝑆 вигляду

𝑆𝑓 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑓 (𝑎𝑗) , (5.51)

де 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ [0, 1] – вузли i 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 ∈ R – коефiцiєнти 𝑆. Зрозумiло, що

‖𝑆‖ := sup
𝑓∈𝐿∞ : ‖𝑓‖∞61

|𝑆𝑓 | =
𝑛∑︁
𝑗=1

|𝛾𝑗| . (5.52)

Обчислимо похибку наближення функцiоналу 𝐷𝑘
𝑡 за допомогою функцiоналу 𝑆.

Застосуємо формулу Тейлора з залишком в iнтегральнiй формi для 𝑓 ∈ 𝐿𝑟∞:

𝑓(𝑥) =
𝑟−1∑︁
𝑚=0

𝑓 (𝑚)(𝑡)(𝑥− 𝑡)𝑚

𝑚!
+

1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑥

𝑡

(𝑥− 𝑢)𝑟−1𝑓 (𝑟)(𝑢) d𝑢, 𝑥 ∈ [0, 1].

Використовуючи цю формулу, перепишемо вираз (5.51) у виглядi:

𝑆𝑓 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗

(︃
𝑟−1∑︁
𝑚=0

𝑓 (𝑚)(𝑡) (𝑎𝑗 − 𝑡)𝑚

𝑚!
+

1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑎𝑗

𝑡

(𝑎𝑗 − 𝑢)𝑟−1 𝑓 (𝑟)(𝑢) d𝑢

)︃
.

Для 𝑔 ∈ 𝐿∞ позначимо 𝑔+(𝑢) := max{0; 𝑔(𝑢)}, 𝑢 ∈ [0, 1]. Тодi

𝑆𝑓 =
𝑟−1∑︁
𝑚=0

𝑓 (𝑚)(𝑡)

𝑚!

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗 (𝑎𝑗 − 𝑡)𝑚 +
1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 1

0

Δ𝑘,𝑟(𝑆;𝑢)𝑓
(𝑟)(𝑢) d𝑢,

де

Δ𝑘,𝑟(𝑆;𝑢) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(−1)𝑟

∑︁
𝑗 : 𝑎𝑗6𝑡

𝛾𝑗 (𝑢− 𝑎𝑗)
𝑟−1
+ , 𝑢 ∈ [0, 𝑡],∑︁

𝑗 : 𝑎𝑗>𝑡

𝛾𝑗 (𝑎𝑗 − 𝑢)𝑟−1
+ , 𝑢 ∈ (𝑡, 1].
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Припустимо, що коефiцiєнти 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 задовольняють рiвностям

1

𝑘!

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗 (𝑎𝑗 − 𝑡)𝑚 = 𝛿𝑚𝑘, 𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1,

де 𝛿𝑚𝑘 є символ Кронекера. Тодi

𝑈
(︀
𝐷𝑘
𝑡 , 𝑆;𝑊

𝑟
∞
)︀

=
1

(𝑟 − 1)!
sup
𝑓∈𝑊 𝑟

∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

Δ𝑘,𝑟(𝑆;𝑢)𝑓
(𝑟)(𝑢) d𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

=
1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 1

0

|Δ𝑘,𝑟(𝑆;𝑢)| d𝑢.
(5.53)

Далi в параграфах 5.4.2 та 5.4.3 ми застосуємо цей пiдхiд i, зокрема,

формули (5.52) та (5.53), для спецiально побудованих функцiоналiв 𝑆 = 𝐹 𝑘,𝑡
𝑁 ,

𝑘 = 1, 2. Також ми побудуємо в явному виглядi (де це видається можливим)

вузли i коефiцiєнти функцiоналу 𝑆.

5.4.1. Основнi результати пiдроздiлу щодо розв’язку задачi Стєчкiна

Спочатку сформулюємо результати щодо розв’язку задачi 5.1.5 для

функцiоналiв i операторiв диференцiювання другого порядку, а потiм – для

функцiоналiв та операторiв диференцiювання першого порядку.

Отже, розпочнемо з побудови екстремальних функцiоналiв 𝐹 2,𝑡
𝑁 в задачi

Стєчкiна для 𝐷2
𝑡 : 𝐿∞ → R, у випадку 𝑡 ∈ [0, 1/2]. Для зручностi, позначимо

𝑁 *
𝑡 =

18

(1− 2𝑡3) (1 + 4𝑡3)

i нагадаємо, що 𝑀2

(︀
𝐷2
𝑡

)︀
= 16 (див. [329]).

1. Нехай 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
. Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

𝑁

4
· 𝑓
(︂
𝑡− 2√

𝑁

)︂
− 𝑁

2
· 𝑓 (𝑡) + 𝑁

4
· 𝑓
(︂
𝑡+

2√
𝑁

)︂
. (5.54)

Проте конструкцiї (5.54) недостатньо для розв’язання поставленої задачi.

Дiйсно, норма функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 дорiвнює 𝑁 , але в нашому випадку

𝑁 > 4/𝑡2 > 𝑀2

(︀
𝐷2
𝑡

)︀
для всiх 𝑡 ∈ [0, 1/2). Крiм того, для 𝑁 ∈

[︀
𝑀2

(︀
𝐷2
𝑡

)︀
, 4/𝑡2

)︀
лiвий вузол 𝑡− 2√

𝑁
функцiоналу 𝐹 2,𝑡

𝑁 вже не належить вiдрiзку [0, 1]. Тому для

побудови екстремального функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 у випадку 𝑁 ∈

[︀
𝑀2

(︀
𝐷2
𝑡

)︀
, 4/𝑡2

)︀
дещо змiнимо конструкцiю (5.54). Для цього зафiксуємо лiвий вузол 𝐹 2,𝑡

𝑁 в

точцi 0 i дозволимо середньому та правому вузлам перемiщуватися.
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2. Нехай 𝑁 ∈
(︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
. Розглянемо полiном

𝑄𝑁,𝑡(𝑐) := 𝑐6 − 18

𝑁
𝑐4 + 2𝑡3𝑐3 − 8𝑡6

i через 𝑐𝑁,𝑡 позначимо його єдиний нуль на [2𝑡, 1]. Для 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

6𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

· 𝑓 (0)− 𝑁

2
· 𝑓

(︃
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡

)︃
+

3𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

· 𝑓 (𝑐𝑁,𝑡) . (5.55)

Помiтимо, що конструкцiя (5.55) також є недостатньою, оскiльки для

𝑁 ∈ [16, 𝑡*) правий вузол 𝑐𝑁,𝑡 функцiонала 𝐹
2,𝑡
𝑁 вже не належить вiдрiзку

[0, 1]. Щоб завершити побудову функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 , додатково зафiксуємо

правий вузол в точцi 1, дозволяючи перемiщуватися лише середньому вузлу.

3. Нехай 𝑁 ∈ [16, 𝑁*
𝑡 ] i

𝑏𝑁,𝑡 :=
1

2
− 1

2

√︂
1− 16

𝑁
.

Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 :=

2

𝑏𝑁,𝑡
· 𝑓 (0)− 𝑁

2
· 𝑓 (𝑏𝑁,𝑡) +

2

1− 𝑏𝑁,𝑡
· 𝑓 (1) . (5.56)

Отже, ми завершили побудову функцiонала 𝐹 2,𝑡
𝑁 для 𝑡 ∈ [0, 1/2]. Далi

розглянемо випадок 𝑡 ∈ [1/2, 1]. Через 𝑔 позначимо функцiю, яка симетрична

функцiї 𝑔 ∈ 𝐿∞, тобто 𝑔(𝑢) = 𝑔(1− 𝑢) для 𝑢 ∈ [0, 1]. Для 𝑁 > 16 означимо

𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓 := 𝐹 2,1−𝑡

𝑁 𝑓, ∀ 𝑓 ∈ 𝐿∞.

Теорема 5.4.1. Якщо 𝑡 ∈ [0, 1/2], то

𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2

3
√
𝑁
, 𝑁 ∈

[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
,

4𝑐𝑁,𝑡
9

+
4𝑡3

9𝑐2𝑁,𝑡
+

2𝑡3𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

− 𝑡, 𝑁 ∈
(︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
,

𝑏2𝑁,𝑡 + 2𝑡3

3𝑏𝑁,𝑡
− 𝑡+

1

3
, 𝑁 ∈ [16, 𝑁*

𝑡 ] ,

+∞, 𝑁 ∈ (0, 16),

а якщо 𝑡 ∈ [1/2, 1], то 𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2

1−𝑡;𝑊
3
∞
)︀
. Бiльш того, для всiх

𝑡 ∈ [0, 1] функцiонал 𝐹 2,𝑡
𝑁 є екстремальним в задачi 5.1.5 для 𝑇 = 𝐷2

𝑡 на класi

𝑊 3
∞, тобто 𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝑈

(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
.
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Далi ми наведемо розв’язок задачi 5.1.5 для оператора 𝑇 = 𝐷2.

Теорема 5.4.2. Для всiх 𝑁 > 0

𝐸𝑁

(︀
𝐷2;𝑊 3

∞
)︀
= 𝑈

(︀
𝐷2;𝐹 2

𝑁 ;𝑊
3
∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2

0;𝑊
3
∞
)︀
,

де оператор 𝐹 2
𝑁 : 𝐿∞ → 𝐿∞ визначений спiввiдношенням:

𝐹 2
𝑁𝑓(𝑡) := 𝐹 2,𝑡

𝑁 𝑓, ∀ 𝑡 ∈ [0, 1] та ∀ 𝑓 ∈ 𝐿∞.

Тепер побудуємо екстремальнi функцiонали 𝐹 1,𝑡
𝑁 в задачi Стєчкiна про

найкраще наближення функцiоналу 𝐷1
𝑡 : 𝐿∞ → R на класi 𝑊 3

∞ для 𝑡 ∈ [0, 1/2].

Нагадаємо (див. [329]), що 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
= min

{︀
𝑡−1; 8− 16𝑡

}︀
. Для 𝑡 ∈ [0, 1/4) через

𝑁 **
𝑡 ∈

(︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑡−1

)︀
позначимо єдиний корiнь рiвняння

3

√︂
1− 3

√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

2(1− 2𝑡)
=

1−
√

1− 8−16𝑡
𝑁

1−2𝑡 −
√
2

√︂
1− 4

𝑁 −
√︁

1− 8−16𝑡
𝑁

3− 4𝑡−
√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

. (5.57)

Доведення цього факту наведено в параграфi 5.4.4.

1. Нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑡−1,+∞

)︀
. Для 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 1,𝑡
𝑁 𝑓 := −𝑁

2
𝑓

(︂
𝑡− 1

𝑁

)︂
+
𝑁

2
𝑓

(︂
𝑡+

1

𝑁

)︂
. (5.58)

Проте конструкцiю (5.58) не можна поширити на випадок𝑁 ∈
[︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑡−1

)︀
i 𝑡 ∈ [0, 1/4), оскiльки в цьому випадку лiвий вузол 𝑡−1/𝑁 функцiоналу 𝐹 1,𝑡

𝑁

не належить вiдрiзку [0, 1]. Модифiкуємо конструкцiю (5.58), фiксуючи лiвий

вузол в точцi 0 i дозволяючи правому i середньому вузлам перемiщуватися.

2. Нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑁 **
𝑡 , 𝑡

−1
)︀
. Через 𝑒𝑁,𝑡 ∈ [4𝑡, 1] позначимо єдиний корiнь рiвняння

3

√︂
1− 3

√︁
1− 8𝑒−16𝑡

𝑁𝑒2

2(𝑒− 2𝑡)
=

𝑒−𝑒
√

1− 8𝑒−16𝑡
𝑁𝑒2

𝑒−2𝑡 −
√
2

√︂
1− 4

𝑁𝑒 −
√︁

1− 8𝑒−16𝑡
𝑁𝑒2

3𝑒− 4𝑡− 𝑒
√︁

1− 8𝑒−16𝑡
𝑁𝑒2

. (5.59)

Доведення цього факту наведено в параграфi 5.4.5. Позначимо

𝑑𝑁,𝑡 :=
𝑒𝑁,𝑡
2

(︃
1−

√︃
1− 8𝑒𝑁,𝑡 − 16𝑡

𝑁𝑒2𝑁,𝑡

)︃
, (5.60)
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𝑟𝑁,𝑡 :=
𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡 −

√︀
𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡 (𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡) (𝑒𝑁,𝑡 − 2𝑡)

𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡 − 2𝑡
. (5.61)

Нарештi, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 1,𝑡
𝑁 𝑓 := −𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡 − 2𝑡

𝑒𝑁,𝑡𝑑𝑁,𝑡
𝑓 (0) +

𝑁

2
𝑓 (𝑑𝑁,𝑡)−

𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡

𝑒𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)
𝑓 (𝑒𝑁,𝑡) . (5.62)

Конструкцiю функцiоналу 𝐹 1,𝑡
𝑁 необхiдно змiнити у випадку 𝑁 < 𝑁 **

𝑡 ,

оскiльки його правий вузол вже не належить вiдрiзку [0, 1]. Зафiксуємо

правий вузол в точцi 1 i дозволимо перемiщуватися лише середньому вузлу.

3. Нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑁**

𝑡

)︀
, тобто 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈ [8− 16𝑡, 𝑁**

𝑡 ).

Позначимо 𝑒𝑁,𝑡 = 1, а точки 𝑑𝑁,𝑡 i 𝑟𝑁,𝑡 визначимо, як i ранiше, за допомогою

формул (5.60) i (5.61), вiдповiдно. Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿∞ означимо

𝐹 1,𝑡
𝑁 𝑓 := −𝑑𝑁,𝑡 + 1− 2𝑡

𝑑𝑁,𝑡
𝑓(0) +

𝑁

2
𝑓 (𝑑𝑁,𝑡)−

𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡

1− 𝑑𝑁,𝑡
𝑓(1). (5.63)

Отже, ми побудували функцiонал 𝐹 1,𝑡
𝑁 для 𝑡 ∈ [0, 1/2]. Тепер ми розширимо

конструкцiю на випадок 𝑡 ∈ [1/2, 1]. Для 𝑁 >𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
=𝑀2

(︀
𝐷1

1−𝑡
)︀
позначимо

𝐹 1,𝑡
𝑁 𝑓 := 𝐹 1,1−𝑡

𝑁 𝑓, ∀ 𝑓 ∈ 𝐿∞.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 5.4.3. Якщо 𝑡 ∈ [0, 1/2], то

𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+∞, 𝑁 ∈
(︀
0,𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀)︀
,

1

6𝑁 2
, 𝑁 ∈

[︀
𝑡−1,+∞

)︀
,

−𝑡 (𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡)

3
+
𝑐𝑁,𝑡𝑑𝑁,𝑡

6

−𝑟2𝑁,𝑡 + 2𝑡𝑟𝑁,𝑡 −
𝑡2

2
+

+
𝑟3𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 + 𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡)

3𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡
, 𝑁 ∈

[︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑡−1

)︀
,

(5.64)

а, якщо 𝑡 ∈ [1/2, 1], то 𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷1

1−𝑡;𝑊
3
∞
)︀
. Крiм того, для всiх

𝑡 ∈ [0, 1] функцiонал 𝐹 1,𝑡
𝑁 є екстремальним в задачi 5.1.5 для функцiоналу 𝐷1

𝑡 на

класi 𝑊 3
∞, тобто 𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
.

Наступне твердження дає розв’язок задачi Стєчкiна для оператора 𝑇 = 𝐷1.
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Теорема 5.4.4. Для всiх 𝑁 > 0

𝐸𝑁

(︀
𝐷1;𝑊 3

∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷1

0;𝑊
3
∞
)︀
= 𝑈

(︀
𝐷1, 𝐹 1

𝑁 ;𝑊
3
∞
)︀
,

де оператор 𝐹 1
𝑁 : 𝐿∞ → 𝐿∞ означено наступним чином

𝐹 1
𝑁𝑓(𝑡) := 𝐹 1,𝑡

𝑁 𝑓, ∀ 𝑡 ∈ [0, 1] та ∀ 𝑓 ∈ 𝐿∞.

5.4.2. Доведення результатiв щодо розв’язку задачi Стєчкiна для 𝐷2
𝑡

Наведемо декiлька допомiжних результатiв.

Лема 5.4.1. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/2] та 𝑁 ∈ [16,+∞). Тодi
⃦⃦⃦
𝐹 2,𝑡
𝑁

⃦⃦⃦
= 𝑁 та

𝑈
(︁
𝐷2
𝑡 ;𝐹

2,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2

3
√
𝑁
, 𝑁 ∈

[︀
4/𝑡2,∞

)︀
,

4𝑐𝑁,𝑡
9

+
4𝑡3

9𝑐2𝑁,𝑡
+

2𝑡3𝑐𝑁,𝑡
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

− 𝑡, 𝑁 ∈
[︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
,

3𝑏2𝑁,𝑡 + 2𝑡3

3𝑏𝑁,𝑡
− 𝑡+

1

3
, 𝑁 ∈ [16, 𝑁*

𝑡 ).

(5.65)

Доведення. Рiвнiсть
⃦⃦⃦
𝐹 2,𝑡
𝑁

⃦⃦⃦
= 𝑁 випливає безпосередньо з означення

функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 i рiвностi (5.52). Перейдемо до доведення (5.65). Лiвий вузол

𝐹 2,𝑡
𝑁 позначимо через 𝑎, середнiй – через 𝑏, а правий – через 𝑐. Через 𝛼, 𝛽 i 𝛾

позначимо коефiцiєнти 𝐹 2,𝑡
𝑁 , що вiдповiдають вузлам 𝑎, 𝑏 i 𝑐. Вочевидь,

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0, 𝛼𝑎+ 𝛽𝑏+ 𝛾𝑐 = 0, 𝛼𝑎2 + 𝛽𝑏2 + 𝛾𝑐2 = 2. (5.66)

Доведемо, що

𝑎 < 𝑡 6 𝑏 < 𝑐, (5.67)

i

𝛼 > 0, 𝛽 < 0, 𝛾 > 0. (5.68)

Дiйсно, якщо 𝐹 2,𝑡
𝑁 визначено рiвнiстю (5.54), то нерiвностi (5.67) i (5.68) є

тривiальними. Якщо ж 𝐹 2,𝑡
𝑁 задано рiвнiстю (5.55), то за нерiвнiстю мiж середнiм

арифметичним та середнiм геометричним,

𝑏 =
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡
=

𝑐3𝑁,𝑡

2 +
𝑐3𝑁,𝑡

2 + 4𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡
> 𝑡.
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З iншого боку, 𝑐𝑁,𝑡 > 2𝑡 за означенням. Отже,

𝑏 =
𝑐𝑁,𝑡
3

+
4𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡
6
𝑐𝑁,𝑡
2

< 𝑐𝑁,𝑡,

та 𝛾 = 3𝑐𝑁,𝑡/
(︀
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

)︀
> 0. Це доводить вiрнiсть обох нерiвностей (5.67) i (5.68).

Нарештi, нехай 𝐹 2,𝑡
𝑁 задано формулою (5.56). В цьому випадку нам необхiдно

показати, що 𝑏 > 𝑡, оскiльки iншi нерiвностi в (5.67) та (5.68) є очевидними. Така

нерiвнiсть дiйсно має мiсце, оскiльки за визначенням𝑁 *
𝑡 i нерiвнiстю мiж середнiм

геометричним i середнiм арифметичним:

𝑏 =
1

2
− 1

2

√︂
1− 16

𝑁
>

1

2
− 1

2

√︃
1− 16

𝑁 *
𝑡

=
1

2
− 1− 8𝑡3

6

=
1 + 4𝑡3

3
=

1
2 +

1
2 + 4𝑡3

3
> 𝑡.

Таким чином, з (5.53) отримаємо

𝑈
(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
=

1

2

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
Δ2,3

(︁
𝐹 2,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁⃒⃒⃒
d𝑢, (5.69)

де

Δ2,3

(︁
𝐹 2,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁
:=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑢 ̸∈ [𝑎, 𝑐],

−𝛼(𝑎− 𝑢)2, 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑡],

𝛾(𝑐− 𝑢)2 + 𝛽(𝑏− 𝑢)2, 𝑢 ∈ [𝑡, 𝑏],

𝛾(𝑐− 𝑢)2, 𝑢 ∈ [𝑏, 𝑐].

Тепер обчислимо iнтеграл в правiй частинi (5.69). Помiтимо, що нерiвнiсть

𝛾(𝑐− 𝑢)2 + 𝛽(𝑏− 𝑢)2 > 0 виконується для всiх 𝑢 ∈ [𝑡, 𝑏]. Дiйсно, застосовуючи

спiввiдношення (5.66) i приймаючи до уваги, що 𝑢 ∈ [𝑡, 𝑏], отримаємо

𝛾(𝑐− 𝑢)2 + 𝛽(𝑏− 𝑢)2 = 2− 𝛼(𝑎− 𝑢)2 > 2− 𝛼(𝑏− 𝑎)2 = 2− 2
𝑏− 𝑎

𝑐− 𝑎
= 2

𝑐− 𝑏

𝑐− 𝑎
> 0.

Тут ми також використали явний вираз для 𝛼, отриманий з (5.66). Тому∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
Δ2,3

(︁
𝐹 2,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁⃒⃒⃒
d𝑢 = 𝛼

∫︁ 𝑡

𝑎

(𝑎− 𝑢)2 d𝑢+ 𝛽

∫︁ 𝑏

𝑡

(𝑏− 𝑢)2 d𝑢+ 𝛾

∫︁ 𝑐

𝑡

(𝑐− 𝑢)2 d𝑢

= 2 · 𝑐𝑏
2 − 𝑏2𝑎− 3𝑏𝑐𝑡+ 3𝑏𝑎𝑡+ 𝑏𝑐2 − 𝑏𝑐𝑎− 𝑎3

3(𝑏− 𝑎)(𝑐− 𝑎)

+2 · 3𝑎
2𝑡− 6𝑎𝑡2 + 2𝑡3 + 3𝑐𝑎𝑡− 𝑐2𝑎

3(𝑏− 𝑎)(𝑐− 𝑎)
.
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Залишається поєднати останнє спiввiдношення з (5.69) i пiдставляючи вирази для

вузлiв функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 , заданого формулами (5.54), (5.55) i (5.56).

Тепер для 𝑁 > 𝑀2

(︀
𝐷2
𝑡

)︀
= 16 i 𝑡 ∈ [0, 1/2] побудуємо функцiю 𝑓𝑁,𝑡 ∈ 𝐿3

∞ таку,

що для 𝑓𝑁,𝑡 i функцiоналу 𝐹
2,𝑡
𝑁 умова (5.14) теореми 5.1.1 виконується. Проведемо

побудову окремо для випадкiв: 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
, 𝑁 ∈

[︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
та 𝑁 ∈ (16, 𝑁*

𝑡 ).

1. Нехай 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
. Позначимо ℎ = 2/

√
𝑁 i розглянемо функцiю

𝑠(𝑢) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢3

6
+

(︂
− 𝑡

2
+
ℎ

4

)︂
𝑢2 +

(︂
𝑡2

2
− 𝑡ℎ

2

)︂
𝑢− 𝑡3

6
− ℎ3

24
+
𝑡2ℎ

4
, 𝑢 ∈ [𝑡− ℎ, 𝑡],

−𝑢
3

6
+

(︂
𝑡

2
+
ℎ

4

)︂
𝑢2 +

(︂
−𝑡

2

2
− 𝑡ℎ

2

)︂
𝑢+

𝑡3

6
− ℎ3

24
+
𝑡2ℎ

4
, 𝑢 ∈ [𝑡, 𝑡+ ℎ].

Через 𝑠 позначимо 2ℎ-перiодичне продовження функцiї 𝑠. Вочевидь, 𝑠 є

зсувом iдеального сплайну Ойлера третього порядку. Через 𝑓𝑁,𝑡 позначимо

звуження 𝑠 на [0, 1]. Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.2.

t t+ht-h0 1 u

s

Рис. 5.2: Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 у випадку 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
2. Нехай 𝑁 ∈

[︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
. Розглянемо кубiчнi полiноми

𝑃 (𝑢) =
𝑢3

6
+

(︃
𝑐3𝑁,𝑡 + 𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡
− 𝑡

)︃
𝑢2 −

(︃
𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

6𝑐𝑁,𝑡
− 𝑡2

)︃
𝑢+

(︀
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

)︀3
81𝑐6𝑁,𝑡

,

𝑄(𝑢) = −𝑢
3

6
+
𝑐3𝑁,𝑡 + 𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡
𝑢2 −

𝑐3𝑁,𝑡 + 4𝑡3

6𝑐𝑁,𝑡
𝑢+

𝑡3

3
+

(︀
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

)︀3
81𝑐6𝑁,𝑡

.

Через 𝑄 позначимо парну (вiдносно точки 𝑐𝑁,𝑡) i
(︁
4𝑐3𝑁,𝑡−8𝑡3

3𝑐2𝑁,𝑡

)︁
-перiодичне

продовження 𝑄, та означимо

𝑓𝑁,𝑡(𝑢) :=

{︃
𝑃 (𝑢), 𝑢 ∈ [0, 𝑡],

𝑄(𝑢), 𝑢 ∈ [𝑡, 1].

Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.3.
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t0 1 u
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Рис. 5.3: Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 у випадку 𝑁 ∈
[︀
𝑁*

𝑡 , 4/𝑡
2
)︀

3. Нехай 𝑁 ∈ (16, 𝑁*
𝑡 ). Розглянемо функцiю

𝑓𝑁,𝑡(𝑢) =

{︃
𝑃 (𝑢), 𝑢 ∈ [0, 𝑡],

𝑄(𝑢), 𝑢 ∈ [𝑡, 1],

де

𝑃 (𝑢) =
𝑢3

6
−

(︃
3𝑏2𝑁,𝑡 − 1 + 2𝑡3

6 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)
+ 𝑡

)︃
𝑢2 +

(︃
𝑏𝑁,𝑡

(︀
4𝑡3 + 3𝑏𝑁,𝑡 − 2

)︀
6 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)

+ 𝑡2

)︃
𝑢

+
(1− 𝑏𝑁,𝑡)

2 (︀𝑏2𝑁,𝑡 − 2𝑡3
)︀

12 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)
,

𝑄(𝑢) = −𝑢
3

6
−

3𝑏2𝑁,𝑡 − 1 + 2𝑡3

6 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)
𝑢2 +

𝑏𝑁,𝑡
(︀
4𝑡3 + 3𝑏𝑁,𝑡 − 2

)︀
6 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)

𝑢

+
𝑡3

3
+

(1− 𝑏𝑁,𝑡)
2 (︀𝑏2𝑁,𝑡 − 2𝑡3

)︀
12 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)

.

Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.4.

0 1 u

P Q
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Рис. 5.4: Графiк функцiї 𝑓𝑁,𝑡 у випадку 𝑁 ∈ (16, 𝑁*
𝑡 )

Наступне твердження показує, що 𝑓𝑁,𝑡 задовольняє рiвнiсть (5.14).

Лема 5.4.2. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/2] та 𝑁 > 16. Тодi
⃦⃦
𝑓 ′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1 та⃒⃒

𝑓 ′′𝑁,𝑡(𝑡)
⃒⃒
= 𝑁 · ‖𝑓𝑁,𝑡‖∞ + 𝑈

(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
. (5.70)

Доведення. Для доведення леми окремо розглянемо випадки: 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
,

𝑁 ∈
[︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
i 𝑁 ∈ (16, 𝑁*

𝑡 ).

1. Нехай 𝑁 ∈
[︀
4/𝑡2,+∞

)︀
i позначимо ℎ = 2/

√
𝑁 . Нескладно перевiрити, що

‖𝑓𝑁,𝑡‖∞ =
ℎ3

24
=

1

3𝑁
√
𝑁
,

⃒⃒
𝑓 ′′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
=
ℎ

2
=

1√
𝑁
,

⃦⃦
𝑓 ′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1.

Звiдси та з (5.65) отримаємо, що 𝑓𝑁,𝑡 задовольняє рiвнiсть (5.70).
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2. Нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑁 *
𝑡 , 4/𝑡

2
)︀
. З означення випливає, що 𝑓𝑁,𝑡 – кубiчний сплайн

дефекту 1. Крiм того, безпосереднi обчислення показують, що

‖𝑓𝑁,𝑡‖∞ =

(︀
𝑐3𝑁,𝑡 − 2𝑡3

)︀3
81𝑐6𝑁,𝑡

,
⃒⃒
𝑓 ′′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
=

2
(︀
𝑐3𝑁,𝑡 + 𝑡3

)︀
3𝑐2𝑁,𝑡

− 𝑡,
⃦⃦
𝑓 ′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1.

Отже, в силу (5.65), функцiя 𝑓𝑁,𝑡 задовольняє рiвнiсть (5.70).

3. Нехай 𝑁 ∈ (16, 𝑁*
𝑡 ). Вочевидь, 𝑓𝑁,𝑡 – кубiчний сплайн дефекту 1. Неважко

переконатися в тому, що
⃦⃦
𝑓 ′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1 та

‖𝑓𝑁,𝑡‖∞ =
(1− 𝑏𝑁,𝑡)

2 (︀𝑏2𝑁,𝑡 − 2𝑡3
)︀

12 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)
,
⃒⃒
𝑓 ′′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
= −

3𝑏2𝑁,𝑡 − 1 + 2𝑡3

3 (1− 2𝑏𝑁,𝑡)
− 𝑡,

звiдки в силу (5.65) випливає, що функцiя 𝑓𝑁,𝑡 задовольняє нерiвнiсть (5.70).

Лема доведена.

Перейдемо безпосереднього до доведення основних результатiв для 𝐷2
𝑡 i 𝐷

2.

Доведення теореми 5.4.1. Розглянемо випадки: 𝑁 > 16, 𝑁 ∈ (0, 16) i 𝑁 = 16.

1. Нехай 𝑁 > 16. Поєднуючи лему 5.4.2, теорему 5.1.1 i приймаючи до уваги

конструкцiю функцiоналу 𝐹 2,𝑡
𝑁 , отримаємо шукану рiвнiсть

𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝑈

(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
.

2. Нехай 𝑁 ∈ (0, 16). В силу (5.13) для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝑊 3
∞, маємо

𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
> |𝑓 ′′(𝑡)| −𝑁‖𝑓‖∞. (5.71)

Розглянемо полiном 𝑄2(𝑢) := 8𝑢2 − 2𝑢+ 1. Вочевидь, ‖𝑄2‖∞ = 1, 𝑄′′
2(𝑡) = 16

та ‖𝑄′′′
2 ‖∞ = 0. Продовжуючи (5.71), ми отримаємо

𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
> sup

𝜆>0
(|𝜆𝑄′′

2(𝑡)| −𝑁 ‖𝜆𝑄2‖∞) = (16−𝑁) sup
𝜆>0

𝜆 = +∞.

Отже, 𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= +∞.

3. Нарештi, нехай 𝑁 = 16. Якщо 𝑡 = 1/2, то позначимо

𝑠(𝑢) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢3

6
− 𝑢2

8
+

1

192
, 𝑢 ∈ [0, 1/2] ,

−𝑢
3

6
+

3𝑢2

8
− 𝑢

4
+

3

64
, 𝑢 ∈ [1/2, 1] .
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Нескладно бачити, що

‖𝑠‖∞ = 1/192, |𝑠′′ (1/2)| = 1/4 та ‖𝑠′′′‖∞ = 1.

За теоремою 5.1.1,

𝐸16

(︁
𝐷2

1/2;𝑊
3
∞

)︁
= |𝑠′′ (1/2)| − 16 ‖𝑠‖∞ = 𝑈

(︁
𝐷2

1/2, 𝐹
2,𝑡
16 ;𝑊

3
∞

)︁
.

Отже, виконуються умови теореми 5.4.1. Зрозумiло, що lim
𝐾→16+

𝑏𝐾,𝑡 = 1/2 та

lim
𝐾→16+

(𝐾 − 16) ‖𝑓𝐾,𝑡‖∞ = lim
𝐾→16+

(𝐾 − 16)

(︀
1− 8𝑡3

)︀
48
√
𝐾 − 16

= 0.

Таким чином, з нерiвностi (5.71) i рiвностi (5.70) ми отримаємо

𝐸16

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀

> lim
𝐾→16+

(︀⃒⃒
𝑓 ′′𝐾,𝑡(𝑡)

⃒⃒
− 16 ‖𝑓𝐾,𝑡‖∞

)︀
= lim

𝐾→16+

(︁
(𝐾 − 16) ‖𝑓𝐾,𝑡‖∞ + 𝑈

(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
16 ;𝑊

3
∞

)︁)︁
= 𝑈

(︁
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2,𝑡
16 ;𝑊

3
∞

)︁
.

Останнє завершує доведення теореми 5.4.1.

Доведення теореми 5.4.2. Обчислимо норму оператора 𝐹 2
𝑁 . Легко бачити, що⃦⃦

𝐹 2
𝑁

⃦⃦
:= sup

𝑓∈𝐿∞, ‖𝑓‖∞61

⃦⃦
𝐹 2
𝑁𝑓
⃦⃦
∞ = sup

𝑡∈[0,1]

(︃
sup

𝑓∈𝐿∞, ‖𝑓‖∞61

⃒⃒⃒
𝐹 2,𝑡
𝑁 𝑓
⃒⃒⃒)︃

= 𝑁.

М. Сато [323] показала, що для будь-якого 𝛿 > 0,

Ω
(︀
𝛿;𝐷2;𝑊 3

∞
)︀
= Ω

(︀
𝛿;𝐷2

0;𝑊
3
∞
)︀
.

Таким чином, за лемою 2 [65] ми отримаємо

𝐸𝑁

(︀
𝐷2;𝑊 3

∞
)︀

= sup
𝛿>0

(︀
Ω
(︀
𝛿;𝐷2;𝑊 3

∞
)︀
−𝑁𝛿

)︀
= sup

𝛿>0

(︀
Ω
(︀
𝛿;𝐷2

0;𝑊
3
∞
)︀
−𝑁𝛿

)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2

0;𝑊
3
∞
)︀
.

Крiм того, з останнiх рiвностей випливає, що

𝐸𝑁

(︀
𝐷2;𝑊 3

∞
)︀
= sup

𝑡∈[0,1]
𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
.

Застосовуючи теорему 5.4.1, отримаємо

𝑈
(︀
𝐷2, 𝐹 2

𝑁 ;𝑊
3
∞
)︀

= sup
𝑓∈𝑊 3

∞

⃦⃦
𝑓 ′′ − 𝐹 2

𝑁𝑓
⃦⃦
∞ = sup

𝑡∈[0,1]
sup
𝑓∈𝑊 3

∞

⃒⃒⃒
𝑓 ′′(𝑡)− 𝐹 2,𝑡

𝑁 𝑓
⃒⃒⃒

= sup
𝑡∈[0,1]

𝑈
(︀
𝐷2
𝑡 , 𝐹

2
𝑁 ;𝑊

3
∞
)︀
= sup

𝑡∈[0,1]
𝐸𝑁

(︀
𝐷2
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝐷2;𝑊 3

∞
)︀
.

Отже, теорема 5.4.2 доведена.
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5.4.3. Доведення результатiв щодо розв’язку задачi Стєчкiна для 𝐷1
𝑡

Розпочнемо з деяких додаткових конструкцiй i результатiв. Для зручностi

нагадаємо, що 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
= min

{︀
𝑡−1; 8− 16𝑡

}︀
.

Лема 5.4.3. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/2] i 𝑁 > 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
. Нехай також 𝐹 1,𝑡

𝑁 визначений

рiвностями (5.58), (5.62) i (5.63). Тодi
⃦⃦⃦
𝐹 1,𝑡
𝑁

⃦⃦⃦
= 𝑁 i

𝑈
(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

6𝑁 2
, 𝑁 ∈

[︀
𝑡−1,+∞

)︀
,

−𝑡 (𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡)

3
+
𝑒𝑁,𝑡𝑑𝑁,𝑡

6

−𝑟2𝑁,𝑡 + 2𝑡𝑟𝑁,𝑡 −
𝑡2

2

+
𝑟3𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 + 𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡)

3𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡
,𝑁 ∈

[︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑡−1

)︀
.

(5.72)

Доведення. Рiвнiсть
⃦⃦⃦
𝐹 1,𝑡
𝑁

⃦⃦⃦
= 𝑁 є очевидною. Доведемо (5.72), для чого

використаємо (5.53). У випадку 𝑁 ∈
[︀
𝑡−1,+∞

)︀
маємо

𝑈
(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
=

𝑁

4

∫︁ 𝑡+ 1
𝑁

𝑡

(︂
𝑡+

1

𝑁
− 𝑢

)︂2

d𝑢

+
𝑁

4

∫︁ 𝑡

𝑡− 1
𝑁

(︂
𝑡− 1

𝑁
− 𝑢

)︂2

d𝑢 =
1

6𝑁 2
,

що й потрiбно було довести.

У випадку 𝑁 ∈
[︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, 𝑡−1

)︀
, з (5.53) отримаємо

𝑈
(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
=

1

2

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁⃒⃒⃒
d𝑢, (5.73)

де

Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁
:=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡 − 2𝑡

𝑒𝑁,𝑡𝑑𝑁,𝑡
𝑢2, 𝑢 ∈ [0, 𝑡],

𝑁

2
(𝑑𝑁,𝑡 − 𝑢)2 +

(2𝑡− 𝑑𝑁,𝑡) (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑢)2

𝑒𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)
, 𝑢 ∈ (𝑡, 𝑑𝑁,𝑡) ,

(2𝑡− 𝑑𝑁,𝑡) (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑢)2

𝑒𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)
, 𝑢 ∈ [𝑑𝑁,𝑡, 𝑒𝑁,𝑡] .

Обчислимо iнтеграл у правiй частинi (5.73). Зауважимо, що на iнтервалi (𝑡, 𝑑𝑁,𝑡)

функцiя Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ; ·

)︁
досягає нульового значення лише в точцi 𝑟𝑁,𝑡. Нескладно
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бачити, що Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁
> 0 для всiх 𝑢 ∈ [0, 𝑟𝑁,𝑡] та Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁
6 0 для всiх

𝑢 ∈ [𝑟𝑁,𝑡, 𝑒𝑁,𝑡]. Тому

1

2

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
Δ1,3

(︁
𝐹 1,𝑡
𝑁 ;𝑢

)︁⃒⃒⃒
d𝑢

=
𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡 − 2𝑡

2𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑢2 d𝑢+
𝑁

4

∫︁ 𝑑𝑁,𝑡

𝑡

(𝑑𝑁,𝑡 − 𝑢)2 sgn (𝑟𝑁,𝑡 − 𝑢) d𝑢

− 𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡

2𝑒𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)

∫︁ 𝑑𝑁,𝑡

𝑡

(𝑒𝑁,𝑡 − 𝑢)2 sgn (𝑟𝑁,𝑡 − 𝑢) d𝑢

+
𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡

2𝑒𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)

∫︁ 𝑒𝑁,𝑡

𝑑𝑁,𝑡

(𝑒𝑁,𝑡 − 𝑢)2 d𝑢

= −𝑡 (𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡)

3
+
𝑐𝑁,𝑡𝑑𝑁,𝑡

6
− 𝑟2𝑁,𝑡 + 2𝑡𝑟𝑁,𝑡 −

𝑡2

2
+
𝑟3𝑁,𝑡 (𝑒𝑁,𝑡 + 𝑑𝑁,𝑡 − 2𝑡)

3𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡
.

Поєднуючи останнi спiввiдношення з (5.73), отримаємо шукану рiвнiсть (5.72).

Нехай або 𝑡 ∈ [0, 1/2] i 𝑁 > 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, або 𝑡 ∈ [1/4, 1/2] i 𝑁 = 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
.

Побудуємо функцiю 𝑔𝑁,𝑡 ∈ 𝐿3
∞ таку, що 𝑔𝑁,𝑡 та функцiонал 𝐹 1,𝑡

𝑁 задовольняють

умови (5.14) теореми 5.1.1. Для зручностi, розiб’ємо доведення на три частини.

1. Нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑡−1,+∞

)︀
. Розглянемо кубiчний полiном

𝑠(𝑢) = −𝑢
3

6
+
𝑡𝑢2

2
− (𝑡2𝑁 2 − 1)𝑢

2𝑁 2
+
𝑡(𝑡2𝑁 2 − 3)

6𝑁 2
, 𝑢 ∈

[︂
𝑡− 1

𝑁
, 𝑡+

1

𝑁

]︂
.

Через 𝑠 позначимо парне (вiдносно точки 𝑡 + 1/𝑁) i 4/𝑁 -перiодичне

s

0 1 ut+1/N
t-1/N

t

Рис. 5.5: Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 у випадку 𝑁 ∈
[︀
𝑡−1,+∞

)︀
продовження 𝑠. Вочевидь, 𝑠 є iдеальним сплайном Ойлера порядку 3. Через

𝑔𝑁,𝑡 позначимо звуження 𝑠|[0,1]. Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.5.
2. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈

[︀
𝑁 **
𝑡 , 𝑡

−1
)︀
. Розглянемо кубiчнi полiноми

𝑃 (𝑢) = −𝑢
3

6
+

(︂
𝑟𝑁,𝑡 −

𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡
4

)︂
𝑢2 +

(︂
−𝑟2𝑁,𝑡 +

𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡
2

)︂
𝑢

+
𝑟3𝑁,𝑡
6

+
𝑑3𝑁,𝑡
24

−
𝑑2𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡

8
,
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𝑄(𝑢) =
𝑢3

6
−
(︂
𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡

4

)︂
𝑢2 +

(︂
𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡

2

)︂
𝑢−

𝑟3𝑁,𝑡
6

+
𝑑3𝑁,𝑡
24

−
𝑑2𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡

8
.

Через 𝑄 позначимо парне (вiдносно точки 𝑒𝑁,𝑡) i 2 (𝑒𝑁,𝑡 − 𝑑𝑁,𝑡)-перiодичне

продовження функцiї 𝑄. Позначимо

𝑔𝑁,𝑡(𝑢) :=

⎧⎨⎩ 𝑃 (𝑢), 𝑢 ∈ [0, 𝑟𝑁,𝑡]

𝑄(𝑢), 𝑢 ∈ [𝑟𝑁,𝑡, 1] .

Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.6.

1dN,t
rN,t eN,t0 ut

QP

Рис. 5.6: Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 у випадку 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈
[︀
𝑁**

𝑡 , 𝑡−1
)︀

3. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈ (8− 16𝑡, 𝑁**
𝑡 ). Розглянемо кубiчнi полiноми

𝑃 (𝑢) = −𝑢
3

6
+

(︃
𝑟𝑁,𝑡 −

1− 3𝑑2𝑁,𝑡 + 2𝑟3𝑁,𝑡
6 (1− 2𝑑𝑁,𝑡)

)︃
𝑢2

−

(︃
𝑟2𝑁,𝑡 +

3𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑑𝑁,𝑡 + 4𝑑𝑁,𝑡𝑟
3
𝑁,𝑡

6 (1− 2𝑑𝑁,𝑡)

)︃
𝑢−

(1− 𝑑𝑁,𝑡)
2 (︀𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑟3𝑁,𝑡

)︀
12 (1− 12𝑑𝑁,𝑡)

,

𝑄(𝑢) =
𝑢3

6
−

1− 3𝑑2𝑁,𝑡 + 2𝑟3𝑁,𝑡
6 (1− 2𝑑𝑁,𝑡)

𝑢2 −
3𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑑𝑁,𝑡 + 4𝑑𝑁,𝑡𝑟

3
𝑁,𝑡

6 (1− 2𝑑𝑁,𝑡)
𝑢−

𝑟3𝑁,𝑡
3

−
(1− 𝑑𝑁,𝑡)

2 (︀𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑟3𝑁,𝑡
)︀

12 (1− 12𝑑𝑁,𝑡)
.

Тепер означимо

𝑔𝑁,𝑡(𝑢) :=

⎧⎨⎩ 𝑃 (𝑢), 𝑢 ∈ [0, 𝑟𝑁,𝑡] ,

𝑄(𝑢), 𝑢 ∈ [𝑟𝑁,𝑡, 1] .

Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 зображено на рис. 5.7.

1dN,trN,t0 ut

QP

Рис. 5.7: Графiк функцiї 𝑔𝑁,𝑡 у випадку 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈ (8− 16𝑡, 𝑁**
𝑡 )



270

Наступне твердження доводить екстремальнiсть функцiї 𝑔𝑁,𝑡.

Лема 5.4.4. Нехай або 𝑡 ∈ [0, 1/2] i 𝑁 > 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
, або 𝑡 ∈ [1/4, 1/2] i

𝑁 =𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
. Тодi

⃦⃦
𝑔′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1 i⃒⃒

𝑔′𝑁,𝑡(𝑡)
⃒⃒
= 𝑁 ‖𝑔𝑁,𝑡‖∞ + 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
. (5.74)

Доведення. Спочатку нехай 𝑁 ∈
[︀
𝑡−1,+∞

)︀
. Неважко перевiрити, що

‖𝑔𝑁,𝑡‖∞ = 𝑠

(︂
𝑡+

1

𝑁

)︂
=

1

3𝑁 3
,
⃒⃒
𝑔′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
= 𝑠′(𝑡) =

1

2𝑁 2
,
⃦⃦
𝑔′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1.

З цих рiвностей та рiвностi (5.72) бачимо, що функцiя 𝑔𝑁,𝑡 задовольняє всiм

припущенням леми 5.4.4.

Нехай тепер 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈
[︀
𝑁 **
𝑡 , 𝑡

−1
)︀
. Безпосереднi обчислення показують,

що
⃦⃦
𝑔′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1 та

‖𝑔𝑁,𝑡‖∞ = −𝑃 (0) = −𝑄 (𝑒𝑁,𝑡) = 𝑄 (𝑑𝑁,𝑡) =
𝑑2𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡

8
−
𝑟3𝑁,𝑡
6

−
𝑑3𝑁,𝑡
24

,

⃒⃒
𝑔′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
= −𝑡

2

2
+ 2𝑡𝑟𝑁,𝑡 −

𝑡 (𝑑𝑁,𝑡 + 𝑒𝑁,𝑡)

2
− 𝑟2𝑁,𝑡 +

𝑑𝑁,𝑡𝑒𝑁,𝑡
2

.

Пiдставляючи цi спiввiдношення в (5.74), отримаємо тотожнiсть.

Нарештi, нехай 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈ (8− 16𝑡, 𝑁**
𝑡 ). Зрозумiло, що

⃦⃦
𝑔′′′𝑁,𝑡
⃦⃦
∞ = 1 та

‖𝑔𝑁,𝑡‖∞ = −𝑃 (0) = −𝑄 (𝑒𝑁,𝑡) = 𝑄 (𝑑𝑁,𝑡) =
(1− 𝑑𝑁,𝑡)

2 (︀𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑟3𝑁,𝑡
)︀

12 (1− 12𝑑𝑁,𝑡)
,

⃒⃒
𝑔′𝑁,𝑡(𝑡)

⃒⃒
= 𝑡2 −

2𝑡− 6𝑡𝑑2𝑁,𝑡 + 4𝑡𝑟3𝑁,𝑡 + 3𝑑2𝑁,𝑡 − 2𝑑𝑁,𝑡 + 4𝑑𝑁,𝑡𝑟
3
𝑁,𝑡

6 (1− 2𝑑𝑁,𝑡)
,

що завершує доведення леми.

Перейдемо до доведення основних результатiв пiдроздiлу.

Доведення теореми 5.4.3. Розглянемо три випадки:

1. Нехай 𝑁 > 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
. Поєднуючи лему 5.4.4, теорему 5.1.1 i приймаючи до

уваги конструкцiю функцiоналу 𝐹 1,𝑡
𝑁 , отримаємо

𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑁 ;𝑊 3

∞

)︁
.

Звiдси та з леми 5.4.3 ми отримаємо шуканi рiвностi (5.64).
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2. Нехай 𝑁 ∈
(︀
0,𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀)︀
. В силу 5.14, для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝑊 3

∞,

𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
> |𝑓 ′(𝑡)| −𝑁‖𝑓‖∞. (5.75)

Через 𝑄1,𝑡 позначимо алгебраїчний полiном степенi не вище за 2, який є

екстремальним в нерiвностi Маркова-Нiкольського |𝑄′(𝑡)| 6 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
‖𝑄‖∞

для полiномiв 𝑄 другої степенi. Тодi з (5.75) отримаємо

𝐸𝑁

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀

> sup
𝜆>0

(︀⃒⃒
𝜆𝑄′

1,𝑡(𝑡)
⃒⃒
−𝑁 ‖𝜆𝑄1,𝑡‖∞

)︀
=
(︀
𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
−𝑁

)︀
sup
𝜆>0

𝜆 = +∞.

3. Нехай 𝑁 = 𝑀2

(︀
𝐷1
𝑡

)︀
. Якщо 𝑡 ∈ [1/4, 1/2], то за лемою 5.4.4 функцiя 𝑔𝑁,𝑡

задовольняє рiвностi (5.74). За теоремою 5.1.1 отримаємо шукану рiвнiсть

𝐸𝑀2(𝐷1
𝑡 )

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
= 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝑀2(𝐷1

𝑡 )
;𝑊 3

∞

)︁
.

Розглянемо випадок, коли 𝑡 ∈ [0, 1/4). Нескладно перевiрити, що 𝑒𝐾,𝑡 = 1

для всiх 𝐾 ∈ [8− 16𝑡, 𝑁**
𝑡 ). Таким чином,

lim
𝐾→(8−16𝑡)+

𝑑𝐾,𝑡 =
1

2
, lim

𝐾→(8−16𝑡)+
𝑟𝐾,𝑡 =

1−
√
1− 6𝑡+ 8𝑡2

3− 4𝑡
,

lim
𝐾→(8−16𝑡)+

(𝐾 − (8− 16𝑡))
(1− 𝑑𝐾,𝑡)

2 (︀𝑑2𝐾,𝑡 − 2𝑟3𝐾,𝑡
)︀

12 (1− 2𝑑𝐾,𝑡)

= lim
𝐾→(8−16𝑡)+

(𝐾 − (8− 16𝑡))

√
𝐾
(︀
𝑑2𝐾,𝑡 − 2𝑟3𝐾,𝑡

)︀
48
√︀
𝐾 − (8− 16𝑡)

= 0.

Отже, приймаючи до уваги нерiвнiсть (5.75) i рiвнiсть (5.74), матимемо

𝐸8−16𝑡

(︀
𝐷1
𝑡 ;𝑊

3
∞
)︀
> lim

𝐾→(8−16𝑡)+

(︀⃒⃒
𝑔′𝐾,𝑡(𝑡)

⃒⃒
− 16 ‖𝑔𝐾,𝑡‖∞

)︀
= lim

𝐾→(8−16𝑡)+

(︁
(𝐾 − (8− 16𝑡)) ‖𝑔𝐾,𝑡‖∞ + 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
𝐾 ;𝑊 3

∞

)︁)︁
= 𝑈

(︁
𝐷1
𝑡 , 𝐹

1,𝑡
8−16𝑡;𝑊

3
∞

)︁
,

що завершує доведення теореми.

Доведення теореми 5.4.4. Доведення аналогiчне доведенню теореми 5.4.2.
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5.4.4. Доведення iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (5.57)

В цьому параграфi ми доведемо наступне твердження.

Лема 5.4.5. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/4). Тодi рiвняння (5.57) має єдиний розв’язок на

iнтервалi
(︀
8− 16𝑡, 𝑡−1

)︀
.

Доведення. Розглянемо нову змiнну 𝑥 =
√︀

1− (8− 16𝑡)/𝑁 . Вочевидь,
4
𝑁 = 1−𝑥2

2(1−2𝑡) , i змiнна 𝑥 приймає всi значення мiж 0 та 1 − 4𝑡, коли 𝑁 змiнюється

в iнтервалi
(︀
8− 16𝑡, 𝑡−1

)︀
. Пiсля пiдстановки в рiвнiсть (5.57) i домноження на

2(1− 2𝑡)(3− 4𝑡− 𝑥), ми отримаємо

3
√
1− 3𝑥 (3− 4𝑡− 𝑥) = 2(1− 𝑥)− 2

√
1− 𝑥

√
1− 2𝑡

√
1− 4𝑡− 𝑥. (5.76)

Зауважимо, що єдинiсть розв’язку рiвняння (5.76) на iнтервалi (0, 1 − 4𝑡)

еквiвалентна доведенню того, що рiвняння (5.57) має єдиний розв’язок на(︀
8− 16𝑡, 𝑡−1

)︀
. Тому в подальшому ми будемо дослiджувати лише рiвняння (5.76).

Для 𝑥 ∈ [0, 1− 4𝑡] розглянемо функцiю

𝑓(𝑥) = 3
√
1− 3𝑥(3− 4𝑡− 𝑥)− 2(1− 𝑥) + 2

√
1− 𝑥

√
1− 2𝑡

√
1− 4𝑡− 𝑥.

Помiтимо, що 𝑓 неперервна на вiдрiзку [0, 1 − 4𝑡] та приймає значення рiзних

знакiв в його кiнцях: 𝑓(0) = 1 − 4𝑡 + 2
√
1− 2𝑡

√
1− 4𝑡 > 1 − 4𝑡 > 0 i

𝑓(1− 4𝑡) = 2 3
√
12𝑡− 2− 8𝑡 < 2 3

√
64𝑡− 8𝑡 = 0. Отже, рiвняння (5.76) має розв’язок

на iнтервалi (0, 1− 4𝑡).

Покажемо єдинiсть такого розв’язку. Розглянемо випадки: 𝑡 > 1/6 та 𝑡 6 1/6.

1. Нехай 𝑡 > 1/6. Тодi 1− 4𝑡 < 1/3 та

𝑓 ′(𝑥) = −4(1− 3𝑥)−2/3(1− 𝑡− 𝑥) + 2

−2
√
1− 2𝑡(1− 2𝑡− 𝑥)(1− 𝑥)−1/2(1− 4𝑡− 𝑥)−1/2

< −4(1− 3𝑥)−2/3(1− 𝑡− 𝑥) + 2 = (1− 3𝑥)−2/3 (︀−4 + 4𝑡+ 4𝑥+ 2 3
√
1− 3𝑥

)︀
6 (1− 3𝑥)−2/3 (−2 + 4𝑡+ 2𝑥) 6 −4𝑡 (1− 3𝑥)−2/3 < 0.

Тому 𝑓 спадає на (0, 1− 4𝑡). Отже, рiвняння (5.76) має єдиний розв’язок.

2. Далi, нехай 𝑡 6 1/6. Як i в попередньому випадку ми можемо показати, що

𝑓 спадає на iнтервалi (0, 1/3). Також для всiх 𝑥 > 1/3,

𝑓(𝑥) < −2(1− 𝑥) + 2
√
1− 2𝑡

√
1− 𝑥

√
1− 4𝑡− 𝑥 6 −2(1− 𝑥) + 2(1− 𝑥) = 0.
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Отже, рiвняння (5.76) має єдиний розв’язок, який розташовано на (0, 1/3).

Наступне твердження випливає з доведення леми 5.4.5.

Наслiдок 5.4.1. Для всiх 𝑁 > 𝑁 **
𝑡 ,

3

√︂
1− 3

√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

2(1− 2𝑡)
6

1−
√

1− 8−16𝑡
𝑁

1−2𝑡 −
√
2

√︂
1− 4

𝑁 −
√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

3− 4𝑡−
√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

.

5.4.5. Доведення iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (5.59)

Даний параграф присвячено доведенню наступного твердження.

Лема 5.4.6. Нехай 𝑡 ∈ [0, 1/4) i 𝑁 ∈
[︀
𝑁 **
𝑡 , 𝑡

−1
)︀
. Тодi рiвняння (5.59) має єдиний

розв’язок на вiдрiзку [4𝑡, 1].

Доведення. Нехай 𝑒* = 4
(︀
1 +

√
1−𝑁𝑡

)︀
/𝑁 . Вочевидь,

4𝑡 6 4𝑡𝑁/𝑁 6 4/𝑁 6 𝑒* 6 8/𝑁 6 1,

i рiвняння (5.59) не має розв’язкiв на напiвiнтервалi [4𝑡, 𝑒*), оскiльки

1− 8𝑒− 16𝑡

𝑁𝑒2
=
𝑁𝑒2 − 8𝑒+ 16𝑡

𝑁𝑒2
<
𝑁 (𝑒*)2 − 8𝑒* + 16𝑡

𝑁𝑒2
= 0.

Тому надалi розглядатимемо лише випадок 𝑒 ∈ [𝑒*, 1].

Позначимо через 𝑦 функцiю змiнної 𝑒: 𝑦 =
√︁

1− 8𝑒−16𝑡
𝑁𝑒2 . Нескладно бачити, що

4

𝑁𝑒
=
𝑒
(︀
1− 𝑦2

)︀
2(𝑒− 2𝑡)

та 𝑦′ =
1− 𝑦2

2𝑒𝑦
· 𝑒− 4𝑡

𝑒− 2𝑡
.

Зокрема, функцiя 𝑦 зростає на [𝑒*, 1]. Помiтимо також, що 𝑒 > 4𝑡 + 𝑒𝑦 або, що

еквiвалентно, 𝑒 > 4𝑡/(1 − 𝑦). Використовуючи останнi позначення, перепишемо

рiвняння (5.59) в наступному виглядi

3
√︀
1− 3𝑦 =

2𝑒(1− 𝑦)− 2
√
𝑒− 2𝑡

√
1− 𝑦

√
𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦

3𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦
.

Домноживши i подiливши праву частину останньої рiвностi на вираз, спряжений

до чисельника її правої частини, матимемо

3
√︀

1− 3𝑦 =
4𝑡

𝑒+
√
𝑒−2𝑡

√
𝑒−4𝑡−𝑒𝑦√
1−𝑦

. (5.77)
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Рiвняння (5.77) рiвносильно рiвнянню (5.59), оскiльки 3𝑒−4𝑡−𝑒𝑦 > 2𝑒 > 2𝑒* > 0.

Розглянемо функцiю

𝑓(𝑒) = 3
√︀
1− 3𝑦

(︃
𝑒+

√︃
(𝑒− 2𝑡)(𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦)

1− 𝑦

)︃
− 4𝑡, 𝑒 ∈ [𝑒*, 1] .

Зауважимо, що 𝑓 неперервна на [𝑒*, 1] та 𝑓 (𝑒*) = 𝑒*+
√︀
(𝑒* − 2𝑡) (𝑒* − 4𝑡)−4𝑡 > 0.

Крiм того, з нерiвностi 𝑁 > 𝑁 **
𝑡 i наслiдку 5.4.1 випливає, що

𝑓(1) =
3

√︃
1− 3

√︂
1− 8− 16𝑡

𝑁

⎛⎜⎝1 +

⎯⎸⎸⎸⎷(1− 2𝑡)
(︁
1− 4𝑡−

√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

)︁
1−

√︁
1− 8−16𝑡

𝑁

⎞⎟⎠− 4𝑡 < 0.

Отже, рiвняння (5.77) має розв’язок на вiдрiзку [𝑒*, 1]. Доведемо його єдинiсть.

Позначимо

𝑒** =
9 + 3

√
9− 8𝑁𝑡

2𝑁

i помiтимо, що

𝑒** >
8 + 3

√
8− 8𝑁𝑡

2𝑁
>

8 + 8
√
1−𝑁𝑡

2𝑁
= 𝑒*.

Бiльш того, якщо 𝑒** < 1, то для всiх 𝑒 > 𝑒** маємо, що 𝑦 > 1/3,

звiдки 𝑓(𝑒) < −4𝑡 6 0. Тому нам достатньо розглянути лише випадок, коли

𝑒 ∈ [𝑒*,min {𝑒**; 1}]. Диференцiюючи функцiю 𝑓 за змiнною 𝑒, отримаємо

𝑓 ′(𝑒) = − (1− 3𝑦)−
2
3

[︁
(𝑒𝑦′ − 1 + 3𝑦)

+

(︂
𝑦′
√
𝑒− 2𝑡 ((1 + 𝑦)(𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦) + 𝑒(1− 𝑦)(1− 3𝑦))

2
√
1− 𝑦(1− 𝑦)

√
𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦

− (1− 3𝑦)(𝑒− 3𝑡− 𝑒𝑦 + 𝑡𝑦)
√
1− 𝑦

√
𝑒− 2𝑡

√
𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦

)︂]︁
.

Покажемо, що обидва доданки в квадратних дужках є невiд’ємними. Дiйсно, з

нерiвностi 𝑒 > 4𝑡/(1− 𝑦), ми отримаємо

𝑒𝑦′ − 1 + 3𝑦 =

(︀
1− 𝑦2

)︀
(𝑒− 4𝑡)− 2(𝑒− 2𝑡)(1− 3𝑦)𝑦

2𝑦(𝑒− 2𝑡)
=

=
𝑒
(︀
1− 2𝑦 + 5𝑦2

)︀
− 4𝑡

(︀
1− 𝑦 + 2𝑦2

)︀
2𝑦(𝑒− 2𝑡)

>
4𝑡
(︀
2𝑦2 + 2𝑦3

)︀
2𝑦(1− 𝑦)(𝑒− 2𝑡)

> 0.
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Також

𝑦′
(1 + 𝑦)(𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦) + 𝑒(1− 𝑦)(1− 3𝑦)

2(1− 𝑦)
− (1− 3𝑦)(𝑒− 3𝑡− 𝑒𝑦 + 𝑡𝑦)

𝑒− 2𝑡

=
(1 + 𝑦)(𝑒− 4𝑡) ((1 + 𝑦)(𝑒− 4𝑡− 𝑒𝑦) + 𝑒(1− 𝑦)(1− 3𝑦))

4𝑒𝑦(𝑒− 2𝑡)

−(1− 3𝑦)(𝑒− 3𝑡− 𝑒𝑦 + 𝑡𝑦)

𝑒− 2𝑡

=
𝑒2
(︀
1− 3𝑦 + 7𝑦2 − 5𝑦3

)︀
− 2𝑡𝑒

(︀
3− 3𝑦 + 9𝑦2 − 𝑦3

)︀
+ 8𝑡2(1 + 𝑦)2

2𝑒𝑦(𝑒− 2𝑡)
.

Позначимо чисельник останної частки через 𝛿. Вочевидь, 𝛿 є параболою вiдносно

змiнної 𝑒. Покажемо, що вершина 𝑣 параболи 𝛿 розташована нижче за 4𝑡/(1− 𝑦).

Дiйсно, приймаючи до уваги, що 𝑦 6 1/3, ми отримаємо

𝑣(1− 𝑦)− 4𝑡 =
𝑡
(︀
3− 3𝑦 + 9𝑦2 − 𝑦3

)︀
(1− 3𝑦 + 7𝑦2 − 5𝑦3)

− 4𝑡

= −
𝑡
(︀
1− 6𝑦 + 16𝑦2 − 10𝑦3 − 𝑦4

)︀
(1− 3𝑦 + 7𝑦2 − 5𝑦3)

= −
𝑡
(︀
(1− 3𝑦)2 + 7𝑦2 − 10𝑦3 − 𝑦4

)︀
(1− 3𝑦 + 7𝑦2 − 5𝑦3)

6 0.

Оскiльки 1− 3𝑦 + 7𝑦2 − 5𝑦3 > 0, то

𝛿(𝑒) > 𝛿

(︂
4𝑡

1− 𝑦

)︂
= 0.

Таким чином, 𝑓 ′ недодатна на [𝑒*,min {𝑒**; 1}] i може обертатися в нуль лише,

коли 𝑒 = 𝑒*. Отже, функцiя 𝑓 є строго спадною на вiдрiзку [𝑒*,min {𝑒**; 1}], що
завершує доведення єдиностi розв’язку рiвняння (5.59).

5.5. Задача Ландау-Колмогорова для абсолютно монотонних на

вiдрiзку функцiй

Даний пiдроздiл присвячено результатам щодо розв’язання задачi Ландау-

Колмогорова (задачi 5.1.3 i 5.1.4) на класi абсолютно монотонних функцiй

на вiдрiзку. Наведенi тут результати опублiковано в статтi [331]. Надалi для

зручностi будемо розглядати функцiї, означенi на вiдрiзку [0, 1], а тому будемо

опускати позначення вiдрiзку [0, 1] в символах просторiв 𝐿𝑝([0, 1]), 𝐿𝑟𝑝([0, 1]),

класiв 𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]) та норми ‖ · ‖𝐿𝑝([0,1]).
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Означення 5.5.1. [344, с. 144] Функцiя 𝑓 : [0, 1] → R називається абсолютно

монотонною на вiдрiзку [0, 1], якщо вона є неперервною на [0, 1], нескiнченно

диференцiйовною всерединi (0, 1), i 𝑓 (𝑘)(𝑥) > 0 для всiх 𝑥 ∈ (0, 1) та 𝑘 ∈ Z+.

Множину абсолютно монотонних на [0, 1] функцiй позначимо через 𝐴𝑀 .

Введемо деякi позначення. Нехай 𝑛 ∈ Z+ та 𝑒𝑛(𝑥) := 𝑥𝑛, 𝑥 ∈ [0, 1]. Нехай також

𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2 i 𝑛 > 𝑟. Розглянемо множину функцiй

ℳ𝑛
𝑟 :=

{︂
𝑔𝜆,𝑛 = 𝜆

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
𝑒𝑛+1 + (1− 𝜆)

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜆 ∈ [0, 1)

}︂
i напiвiнтервали

Δ𝑛;𝑝 :=

(︂
(𝑛− 𝑟 + 1)!

(𝑛+ 1)!
‖𝑒𝑛+1‖𝑝 ,

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
‖𝑒𝑛‖𝑝

]︂
.

Нехай також

ℳ𝑟−1
𝑟 :=

{︂
𝑔𝜌,𝑟−1 =

1

𝑟!
𝑒𝑟 + 𝜌𝑒𝑟−1

⃒⃒⃒⃒
𝜌 > 0

}︂
i Δ𝑟−1;𝑝 :=

(︂
1

𝑟!
‖𝑒𝑟‖𝑝 , ∞

)︂
.

Зауважимо, що множини ℳ𝑛
𝑟 та iнтервали Δ𝑛;𝑝, 𝑛 > 𝑟 − 1, попарно не

перетинаються. Крiм того,
⋃︀

𝑛>𝑟−1
Δ𝑛;𝑝 = R+. Означимо ℳ𝑟 :=

⋃︀
𝑛>𝑟−1

ℳ𝑛
𝑟 . Тодi для

будь-якої функцiї 𝑦 ∈ ℳ𝑟 отримаємо
⃦⃦
𝑦(𝑟)
⃦⃦
∞ = 1.

Зафiксуємо 1 6 𝑝 6 ∞. Покажемо, що для довiльного 𝛿 > 0 iснує єдина

функцiя 𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑟 така, що ‖𝑦𝛿‖𝑝 = 𝛿. Для цього вивчимо дiю функцiоналу ‖ · ‖𝑝
на елементи множини ℳ𝑛

𝑟 , 𝑛 > 𝑟− 1, та ℳ𝑟. Розглянемо спочатку випадок, коли

𝑛 > 𝑟. За означенням, множина ℳ𝑛
𝑟 є опуклою оболонкою функцiй 𝑔0,𝑛+1 i 𝑔0,𝑛,

за виключенням самої функцiї 𝑔0,𝑛+1. Крiм того, для будь-якого 𝜆 ∈ [0, 1)

‖𝑔𝜆,𝑛‖𝑝 =
⃦⃦⃦⃦
(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒𝑛 + 𝜆

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒𝑛

(︂
𝑛+ 1− 𝑟

𝑛+ 1
𝑒1 − 1

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑝

.

З останнього спiввiдношення неважко бачити, що для 0 6 𝜇 < 𝜆 < 1 має мiсце

нерiвнiсть ‖𝑔𝜇,𝑛‖𝑝 > ‖𝑔𝜆,𝑛‖𝑝. Тому функцiонал ‖·‖𝑝 є строго спадною функцiєю

на множинi ℳ𝑛
𝑟 i здiйснює iн’єктивне вiдображення множини ℳ𝑛

𝑟 в iнтервал

Δ𝑛;𝑝. Сюрьєктивнiсть вiдображення ‖ · ‖𝑝 випливає з його неперервностi. Подiбнi
мiркування у випадку 𝑛 = 𝑟− 1 показують, що функцiонал ‖ · ‖𝑝 також здiйснює

взаємно-однозначне вiдображення множини ℳ𝑟−1
𝑟 на iнтервал Δ𝑟−1;𝑝.
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Отже, функцiонал ‖·‖𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, здiйснює бiєктивне вiдображення множини

ℳ𝑟 на R+. Тому для будь-якого 𝛿 > 0 iснує єдина функцiя 𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑟 така, що

‖𝑦𝛿‖𝑝 = 𝛿. (5.78)

Теорема 5.5.1. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
=
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑘)
𝛿

⃦⃦⃦
𝑞
.

Зауваження 5.5.1. Твердження теореми 5.5.1 можна поширити i на

бiльш загальний випадок, коли замiсть 𝐿𝑝-норми функцiї береться довiльна

строго монотонна функцiя, а замiсть 𝐿𝑞-норми – норма Люксембурга (див.

пiдроздiл 5.3).

У випадку, коли 𝑝 ∈ {1,∞}, функцiонал ‖ · ‖𝑝 є лiнiйним на класi 𝐴𝑀 . Тому в

цьому випадку для Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
можна вказати бiльш явний вираз.

Наслiдок 5.5.1. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑞 6 ∞, 𝑝 ∈ {1,∞}. Тодi,
якщо 𝛿 ∈ Δ𝑛;𝑝, 𝑛 > 𝑟, то

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
=

⃦⃦⃦⃦
𝜆𝛿

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1− 𝑘)!
𝑒𝑛+1−𝑘 + (1− 𝜆𝛿)

(𝑛− 𝑟)!

(𝑛− 𝑘)!
𝑒𝑛−𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝑞

,

де

𝜆𝛿 =

𝑛!
(𝑛−𝑟)!𝛿 − ‖𝑒𝑛‖𝑝

𝑛+1−𝑟
𝑛+1 ‖𝑒𝑛+1‖𝑝 − ‖𝑒𝑛‖𝑝

.

Якщо 𝛿 ∈ Δ𝑟−1;𝑝, то

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
=

⃦⃦⃦⃦
⃦(𝑟 − 1)!

(︀
𝛿 − 1

𝑟!

)︀
𝑒𝑟−1−𝑘

(𝑟 − 1− 𝑘)! ‖𝑒𝑟−1‖𝑝
+

𝑒𝑟−𝑘
(𝑟 − 𝑘)!

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

.

Вiдзначимо наступну геометричну властивiсть модуля неперервностi.

Наслiдок 5.5.2. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑞 6 ∞, 𝑝 ∈ {1,∞}. Тодi на
кожному з iнтервалiв Δ𝑛;𝑝, 𝑛 > 𝑟 − 1, функцiя Ω

(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
є опуклою

донизу. Строга опуклiсть донизу має мiсце, коли 1 < 𝑞 <∞.

Перейдемо до результатiв, якi дають розв’язок задачi 5.1.1 на класi 𝐴𝑀 . Нехай

𝒫𝑛
+ := 𝒫𝑛 ∩ 𝐴𝑀 , 𝑛 ∈ N. Наступне твердження становить собою нерiвнiсть типу

Маркова-Бернштейна-Нiкольського для полiномiв з 𝒫𝑛
+.
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Лема 5.5.1. Нехай 𝑘, 𝑛 ∈ N, 𝑘 6 𝑛, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для будь-якого полiнома

𝑄 ∈ 𝒫𝑛
+ виконується нерiвнiсть:⃦⃦⃦

𝑄(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑛‖−1

𝑝 ‖𝑄‖𝑝.

Зауваження 5.5.2. Зауважимо, що лема 5.5.1 у випадку 𝑝 = 𝑞 = ∞ була

встановлена в [279] i незалежно в [149]. Також, в [149] розглянуто випадок

𝑝, 𝑞 ∈ {1,∞}.

Це твердження разом з теоремою 5.5.1 дозволяє отримати наступний результат.

Теорема 5.5.2. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞ (за виключенням

випадку 𝑘 = 𝑞 = 1 i 𝑝 = ∞). Тодi для довiльних 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 i 𝑓 ∈ 𝐴𝑀

справджується точна нерiвнiсть⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6 𝐴‖𝑓‖𝑝 + 𝐶𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
, (5.79)

де

𝐶𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) = sup

𝑦∈ℳ𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
. (5.80)

Зрозумiло, що якщо пара додатних чисел (𝐴,𝐵) мiститься в Γ𝐴𝑀
(︀
𝐷𝑘;𝐿𝑟∞

)︀
, то

𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 . Тому твердження теореми 5.5.2 можна записати у виглядi

Γ𝐴𝑀
(︀
𝐷𝑘;𝐿𝑟∞

)︀
=

{︂(︀
𝐴,𝐶𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
)︀

: 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝

}︂
.

Наступне твердження дає розв’язок задачi 5.1.1 на класi 𝐴𝑀 при 𝑝, 𝑠 ∈ {1,∞}
та 1 6 𝑞 6 ∞.

Теорема 5.5.3. Нехай 𝑝, 𝑠 ∈ {1,∞}, 1 6 𝑞 6 ∞ i 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1.

Множина Γ𝐴𝑀
(︀
𝐷𝑘;𝐿𝑟𝑠

)︀
є непорожньою тодi i тiльки тодi, коли

1/𝑝 < 𝑘 − 1/𝑞 6 𝑟 − 1/𝑠. (5.81)

При виконаннi умов (5.81), для будь-яких 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 i 𝑓 ∈ 𝐴𝑀

виконується точна нерiвнiсть⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6 𝐴‖𝑓‖𝑝 +𝐷𝑘,𝑟

𝑝,𝑞,𝑠(𝐴)
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝑠
, (5.82)

де

𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴) := sup

𝑛>𝑟

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑛‖𝑝⃦⃦⃦
𝑒
(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑠

. (5.83)
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Вiдзначимо, що у випадку 𝑝 ∈ (0, 1] ∪ {∞} i 𝑠 = ∞ нерiвностi (5.79)

та (5.82) збiгаються. Тому 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,∞(𝐴) = 𝐶𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴). Проте в (5.80) точна верхня межа

береться на множинi функцiйℳ𝑟, потужнiсть якої дорiвнює континуум, а в (5.83)

константа 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,∞(𝐴) зображена у виглядi точної верхньої межi злiченої множини.

Тому, теорему 5.5.3 можна вважати покращенням твердження теореми 5.5.2.

Вкажемо явний вираз для 𝐷𝑘,𝑟
∞,𝑞,∞(𝐴), 1 6 𝑞 6 ∞. Для 𝑛 > 𝑟 − 1 означимо

𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛) :=
1

𝑟

(︂
(𝑛+ 1)

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− (𝑛+ 1− 𝑟)

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛+1

⃦⃦⃦
𝑞

)︂
.

Теорема 5.5.4. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, i 1 6 𝑞 6 ∞ (окрiм випадку

𝑘 = 𝑞 = 1). Тодi, якщо 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛) 6 𝐴 6 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛+ 1), 𝑛 > 𝑟 − 1, то

𝐷𝑘,𝑟
∞,𝑞,∞(𝐴) =

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!

(︂⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛+1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴

)︂
.

При доведеннi теореми 5.5.1 суттєву роль матиме наступне твердження.

Теорема 5.5.5. Нехай 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞ i 𝛿 > 0. Тодi для будь-якої функцiї

𝑓 ∈ 𝐴𝑀 такої, що ‖𝑓‖𝑝 6 𝛿 та
⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
∞ 6 1, при кожному 𝑙 = 0, . . . , 𝑟− 1 число

змiн знаку функцiї 𝑦
(𝑙)
𝛿 − 𝑓 (𝑙) не перевищує 1.

В наступному параграфi наведено доведення теорем 5.5.1 i 5.5.5 та

наслiдкiв 5.5.1 i 5.5.2. Доведенню iнших результатiв присвячено параграф 5.5.2.

5.5.1. Доведення теорем 5.5.1 i 5.5.5

Нехай 𝑛, 𝑟 ∈ N та 𝛿 > 0. Нагадаємо, що за означенням множин ℳ𝑛
𝑟 , якщо

𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑛
𝑟 , 𝑛 > 𝑟 − 1, то 𝑦(𝑗)𝛿 (0) = 0 для всiх 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1, 𝑦(𝑛+2)

𝛿 (𝑥) = 0 для всiх

𝑥 ∈ [0, 1] та
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑟)
𝛿

⃦⃦⃦
∞

= 1.

Доведення теореми 5.5.5. Доведення теореми проведемо вiд супротивного.

Припустимо, що iснують функцiя 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
∞ ∩ 𝐴𝑀 , для якої ‖𝑓‖𝑝 6 𝛿, i число

𝑙 ∈ Z+, 0 6 𝑙 6 𝑟 − 1, такi, що

𝜈
(︁
𝑦
(𝑙)
𝛿 − 𝑓 (𝑙)

)︁
> 2, (5.84)

де 𝜈(𝑤) позначає кiлькiсть змiн знаку неперервної на [0, 1] функцiї 𝑤. Розглянемо

функцiю 𝑔 := 𝑦𝛿 − 𝑓 та оберемо 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑟 − 1, таким чином, що 𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑛
𝑟

(зрозумiло, що таке 𝑛 є єдиним). Вiдзначимо деякi властивостi функцiї 𝑔:
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(1) 𝑔(𝑠)(0) 6 0 для всiх 𝑠 = 0, . . . , 𝑛− 1;

(2) 𝜈
(︀
𝑔(𝑙)
)︀
> 2;

(3) 𝑔(𝑟)(1) > 0;

(4) 𝑔(𝑛+1) не зростає.

Дiйсно, властивостi (1) i (4) є наслiдками з абсолютної монотонностi

функцiї 𝑓 (𝑙) i зауваження, наведеного на початку параграфа. Властивiсть (2)

є нерiвнiстю (5.84), переписаною в термiнах функцiї 𝑔. Справедливiсть

властивостi (3) випливає з нерiвностi

𝑔(𝑟)(1) = 𝑦
(𝑟)
𝛿 (1)− 𝑓 (𝑟)(1) =

⃦⃦⃦
𝑦
(𝑟)
𝛿

⃦⃦⃦
∞
−
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞

> 0.

Доведемо наступнi допомiжнi факти.

Лема 5.5.2. Нехай 𝑠 ∈ Z+, 𝑠 6 𝑛− 1, та 𝜈
(︀
𝑔(𝑠)
)︀
> 2. Тодi iснують точки 𝜉𝑠+1

i 𝜂𝑠+1, 0 < 𝜉𝑠+1 < 𝜂𝑠+1 < 1, для яких

𝑔(𝑠+1) (𝜉𝑠+1) > 0 i 𝑔(𝑠+1) (𝜂𝑠+1) < 0.

Лема 5.5.3. Нехай 𝑠 ∈ Z+, 𝑠 6 𝑛 − 1, та iснують точки 𝜉𝑠, 𝜂𝑠 i 𝜔𝑠, де

0 < 𝜉𝑠 < 𝜂𝑠 < 𝜔𝑠 6 1, для яких

𝑔(𝑠) (𝜉𝑠) > 0, 𝑔(𝑠) (𝜂𝑠) < 0 i 𝑔(𝑠) (𝜔𝑠) > 0.

Тодi iснують точки 𝜉𝑠+1, 𝜂𝑠+1 i 𝜔𝑠+1, 0 < 𝜉𝑠+1 < 𝜂𝑠+1 < 𝜔𝑠+1 6 1, такi, що

𝑔(𝑠+1) (𝜉𝑠+1) > 0, 𝑔(𝑠+1) (𝜂𝑠+1) < 0 i 𝑔(𝑠+1) (𝜔𝑠+1) > 0.

Доведення леми 5.5.2. Дiйсно, за властивiстю (1) функцiї 𝑔 i вибору числа 𝑠,

𝑔(𝑠) (0) 6 0. Крiм того, за умовою леми, 𝜈
(︀
𝑔(𝑠)
)︀
> 2. Тому нескладно бачити, що

iснують точки 𝜉𝑠 i 𝜂𝑠, 0 < 𝜉𝑠 < 𝜂𝑠 6 1, для яких

𝑔(𝑠) (𝜉𝑠) > 0 i 𝑔(𝑠) (𝜂𝑠) < 0.

За теоремою Лагранжа, iснують точки 𝜉𝑠+1 та 𝜂𝑠+1, 0 < 𝜉𝑠+1 < 𝜂𝑠+1 < 1, в яких

𝑔(𝑠+1) (𝜉𝑠+1) =
𝑔(𝑠) (𝜉𝑠)− 𝑔(𝑠) (0)

𝜉𝑠
> 0 i 𝑔(𝑠+1) (𝜂𝑠+1) =

𝑔(𝑠) (𝜂𝑠)− 𝑔(𝑠) (𝜉𝑠)

𝜂𝑠 − 𝜉𝑠
< 0.

Таким чином, лема 5.5.2 доведена.
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Доведення леми 5.5.3. Доведення цiєї леми можна провести в повнiй аналогiї

з доведенням леми 5.5.2.

Повернiмося до доведення теореми 5.5.5. Розглянемо спочатку випадок, коли

𝑛 ̸= 𝑟−1. Покажемо, що iснують точки 𝜉𝑟 та 𝜂𝑟, 0 < 𝜉𝑟 < 𝜂𝑟 6 1, в яких 𝑔(𝑟) (𝜉𝑟) > 0

та 𝑔(𝑟) (𝜂𝑟) < 0.

Для цього застосуємо лему 5.5.2 при 𝑠 = 𝑙 та отримаємо, що iснують точки

𝜉𝑙+1 i 𝜂𝑙+1, 0 < 𝜉𝑙+1 < 𝜂𝑙+1 < 1, в яких 𝑔(𝑙+1) (𝜉𝑙+1) > 0 та 𝑔(𝑙+1) (𝜂𝑙+1) < 0. Якщо

тепер 𝑙 + 1 < 𝑟, то за властивiстю (1), 𝑔(𝑙+1)(0) 6 0 i, отже, 𝜈
(︀
𝑔(𝑙+1)

)︀
> 2. Таким

чином ми знову можемо застосувати лему 5.5.2 при 𝑠 = 𝑙 + 1. Повторюючи цей

ланцюжок мiркувань, ми переконуємося в iснуваннi шуканих точок 𝜉𝑟 i 𝜂𝑟.

Покажемо, що iснують точки 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 i 𝜔𝑛, 0 < 𝜉𝑛 < 𝜂𝑛 < 𝜔𝑛 6 1, в яких

𝑔(𝑛) (𝜉𝑛) > 0, 𝑔(𝑛) (𝜂𝑛) < 0 i 𝑔(𝑛) (𝜔𝑛) > 0.

Зрозумiло, що у випадку 𝑛 = 𝑟, за властивiстю (3) функцiї 𝑔 ми можемо обрати

𝜔𝑟 = 1. У випадку 𝑟 < 𝑛 послiдовно застосуємо лему 5.5.3 при 𝑠 = 𝑟, 𝑠 = 𝑟 + 1,

. . ., 𝑠 = 𝑛− 1. В результатi отримаємо, що iснують шуканi точки 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 та 𝜔𝑛. Але

за теоремою Лагранжа, iснують точки 𝜂𝑛+1 i 𝜔𝑛+1, 0 < 𝜂𝑛+1 < 𝜔𝑛+1 6 1, в яких

𝑔(𝑛+1) (𝜂𝑛+1) =
𝑔(𝑛+1) (𝜂𝑛)− 𝑔(𝑛+1) (𝜉𝑛)

𝜂𝑛 − 𝜉𝑛
< 0,

𝑔(𝑛+1) (𝜔𝑛+1) =
𝑔(𝑛+1) (𝜔𝑛)− 𝑔(𝑛+1) (𝜂𝑛)

𝜔𝑛 − 𝜂𝑛
> 0.

Проте, останнє твердження суперечить властивостi (4) функцiї 𝑔.

Розглянемо випадок 𝑛 = 𝑟 − 1. Якщо 𝑙 < 𝑟 − 1, то послiдовно застосовуючи

лему 5.5.2 можемо переконатися в iснуваннi точок 𝜉𝑟 i 𝜂𝑟, 0 < 𝜉𝑟 < 𝜂𝑟 < 1, в яких

𝑔(𝑟) (𝜉𝑟) > 0 i 𝑔(𝑟) (𝜂𝑟) < 0.

В той же час 𝑔(𝑟)(1) > 0 за властивiстю (3) функцiї 𝑔. Отже, 𝑔(𝑟) (𝜂𝑟) < 0 i

𝑔(𝑟)(1) > 0, що суперечить властивостi (4).

Залишається розглянути випадок, коли 𝑙 = 𝑟 − 1. За властивiстю (4), функцiя

𝑔(𝑟−1) опукла вгору i, отже, має не бiльше двох змiн знаку на вiдрiзку [0, 1].

При цьому нерiвнiсть (5.84) виконується лише в ситуацiї, коли 𝑔(𝑟−1)(0) < 0 i
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𝑔(𝑟−1)(1) < 0, а також iснує точка 𝜉 ∈ (0, 1), в якiй 𝑔(𝑟−1)(𝜉) > 0. За теоремою

Лагранжа iснує точка 𝜂 ∈ (𝜉, 1) така, що 𝑔(𝑟)(𝜂) < 0. Останнє суперечить

властивостi (3) функцiї 𝑔. Таким чином теорема 5.5.5 доведена.

Доведення теореми 5.5.1. Нехай 𝛿 > 0 i функцiя 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
∞ ∩ 𝐴𝑀 є такою,

що ‖𝑓‖𝑝 6 𝛿. За теоремою 5.5.5, для довiльного 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1, число змiн

знаку рiзницi 𝑦(𝑙)𝛿 − 𝑓 (𝑙) на вiдрiзку [0, 1] не перевищує 1. Покажемо, що для всiх

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1 справджується нерiвнiсть⃦⃦⃦
𝑓 (𝑙)
⃦⃦⃦
∞

6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
∞
. (5.85)

Для цього припустимо, що iснує 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑟 − 1} таке, що⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
∞
<
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑙)
⃦⃦⃦
∞
. (5.86)

Якщо 𝑙 6 𝑟 − 2 або 𝑦𝛿 ̸∈ ℳ𝑟−1
𝑟 , то 𝑦(𝑙)𝛿 (0) = 0. За припущенням (5.86),

𝑦
(𝑙)
𝛿 (1) =

⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
∞
<
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑙)
⃦⃦⃦
∞

= 𝑓 (𝑙)(1)

i для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] матимемо 𝑦(𝑙)𝛿 (𝑥) 6 𝑓 (𝑙)(𝑥), оскiльки в iншому випадку

рiзниця 𝑦(𝑙)𝛿 − 𝑓 (𝑙) мала б не менше двох змiн знаку на вiдрiзку [0, 1]. Отже, для

будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1] отримаємо

𝑦
(𝑙−1)
𝛿 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑦
(𝑙)
𝛿 (𝑡) d𝑡 6

∫︁ 𝑥

0

𝑓 (𝑙)(𝑡) d𝑡 6 𝑓 (𝑙−1)(𝑥),

причому знак строгої нерiвностi має мiсце, якщо 𝑥 = 1. Аналогiчним чином мо-

жемо переконатися в тому, що 𝑦𝑙−2
𝛿 (𝑥) 6 𝑓 (𝑙−2)(𝑥) для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1) i

𝑦
(𝑙−2)
𝛿 (1) < 𝑓 (𝑙−2)(1). Продовжуючи цi мiркування, можемо переконатися в тому,

що 𝑦𝛿(1) < 𝑓(1) та 𝑦𝛿(𝑥) 6 𝑓(𝑥) для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 1). Тому 𝛿 = ‖𝑦𝛿‖𝑝 < ‖𝑓‖𝑝,
що суперечить вибору функцiї 𝑓 .

Нехай тепер 𝑙 = 𝑟 − 1 i 𝑦𝛿 ∈ ℳ𝑟−1
𝑟 . За аналогiєю з попереднiм випадком, ми

можемо переконатися в тому, що 𝑦(𝑟−1)
𝛿 (0) > 𝑓 (𝑟−1)(0). Крiм того, в силу (5.86),

𝑦
(𝑟−1)
𝛿 (1) < 𝑓 (𝑟−1)(1). Застосовуючи теорему Лагранжа, отримаємо, що iснує точка

𝜂 ∈ (0, 1), в якiй 𝑦(𝑟)𝛿 (𝜂) < 𝑓 (𝑟)(𝜂). Проте тодi

𝑦
(𝑟)
𝛿 (𝜂) < 𝑓 (𝑟)(𝜂) 6 𝑓 (𝑟)(1) 6 1 = 𝑦

(𝑟)
𝛿 (1) = 𝑦

(𝑟)
𝛿 (𝜂),
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що неможливо. Таким чином, нерiвнiсть (5.85) завжди виконується.

Тепер покажемо, що для всiх 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1},⃦⃦⃦
𝑓 (𝑙)
⃦⃦⃦
1
6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
1
. (5.87)

Дiйсно, з щойно доведеної нерiвностi (5.85) i властивостей функцiї 𝑦𝛿 маємо:⃦⃦
𝑓 (𝑙)
⃦⃦
1

=

∫︁ 1

0

𝑓 (𝑙)(𝑡) d𝑡 = 𝑓 (𝑙−1)(1)− 𝑓 (𝑙−1)(0) 6 𝑓 (𝑙−1)(1) =
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑙−1)

⃦⃦⃦
∞

6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙−1)
𝛿

⃦⃦⃦
∞

= 𝑦
(𝑙−1)
𝛿 (1) =

∫︁ 1

0

𝑦
(𝑙)
𝛿 (𝑡) d𝑡 =

⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
1
.

Зазначимо, що для довiльної функцiї 𝑔 ∈ 𝐴𝑀 , функцiя 𝑔(1 − ·) є її

неспадним переставленням (див. [97, роздiл 1]). Тодi, за нерiвностями (5.85), (5.87)

i теоремою 5.5.5, для довiльних 1 6 𝑞 6 ∞ i 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑟− 1} можна застосувати
теорему 1.3.10 з [97]. Тому має мiсце нерiвнiсть⃦⃦⃦

𝑓 (𝑙)
⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑙)
𝛿

⃦⃦⃦
𝑞
.

Зокрема, при 𝑙 = 𝑘 матимемо
⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑘)
𝛿

⃦⃦⃦
𝑞
, що й потрiбно було довести.

Доведення наслiдку 5.5.2. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑟, i 𝛿1, 𝛿2 ∈ Δ𝑛;𝑝, 𝛿1 < 𝛿2.

Позначимо 𝛿 := 𝛿1+𝛿2
2 . Ранiше нами було зауважено, що функцiя ℎ(𝑡) := ‖𝑔𝑡,𝑛‖𝑝,

𝑡 ∈ [0, 1), є строго спадним бiективним вiдображенням iнтервалу [0, 1) на iнтервал

Δ𝑛;𝑝. Отже, iснують числа 𝜆1, 𝜆 i 𝜆2, 0 6 𝜆2 < 𝜆 < 𝜆1 < 1, для яких ℎ (𝜆1) = 𝛿1,

ℎ (𝜆) = 𝛿 i ℎ (𝜆2) = 𝛿2.

Покажемо, що 𝜆 = 𝜆1+𝜆2
2 . Дiйсно, при 𝑝 ∈ {1,∞} функцiя ℎ(𝑡) є лiнiйною. Тому

ℎ(𝜆) = 𝛿 =
ℎ (𝜆1) + ℎ (𝜆2)

2
= ℎ

(︂
𝜆1 + 𝜆2

2

)︂
,

а з монотонностi ℎ(𝑡) випливає, що 𝜆 = 𝜆1+𝜆2
2 .

Зауважимо тепер, що для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1],

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛 (𝑥)− (𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
𝑒
(𝑘)
𝑛+1(𝑥) =

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛 (𝑥)

(︂
1− (𝑛+ 1− 𝑟)𝑥

𝑛+ 1− 𝑘

)︂
> 0.
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Отже,

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
=

⃦⃦⃦⃦
(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛 + 𝜆

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛

(︂
1− (𝑛+ 1− 𝑟)𝑥

𝑛+ 1− 𝑘

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑞

6
1

2

[︃⃦⃦⃦⃦
𝜆1

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛 + (1− 𝜆1)

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
𝑒
(𝑘)
𝑛+1

⃦⃦⃦⃦
𝑞

+

⃦⃦⃦⃦
𝜆2

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
𝑒(𝑘)𝑛 + (1− 𝜆2)

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
𝑒
(𝑘)
𝑛+1

⃦⃦⃦⃦
𝑞

]︃
=

1

2

(︁
Ω
(︀
𝛿1;𝐷

𝑘;𝑊 𝑟
∞ ∩ 𝐴𝑀

)︀
+ Ω

(︀
𝛿2;𝐷

𝑘;𝑊 𝑟
∞ ∩ 𝐴𝑀

)︀ )︁
.

(5.88)

Вочевидь, нерiвнiсть (5.88) обертається в рiвнiсть тодi i тiльки тодi, коли

𝑞 ∈ {1,∞}. В iнших випадках функцiя Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘;𝑊 𝑟

∞ ∩ 𝐴𝑀
)︀
строго опукла донизу

на iнтервалi Δ𝑛;𝑝, 𝑛 > 𝑟.

Зауважимо, що наведенi мiркування з очевидними змiнами можна перенести i

на випадок 𝑛 = 𝑟 − 1. Тим самим твердження наслiдку 5.5.2 доведено.

5.5.2. Доведення iнших результатiв пiдроздiлу

Доведення леми 5.5.1. Будь-який полiном 𝑄 ∈ 𝒫𝑛
+ має вид

𝑄(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑄𝑚𝑒𝑚(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1],

де 𝑄𝑚 > 0, для всiх 𝑚 = 0, . . . , 𝑛. Тому для 1 6 𝑞 6 ∞ матимемо

⃦⃦
𝑄(𝑘)

⃦⃦
𝑞

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑚=𝑘

𝑄𝑚𝑒
(𝑘)
𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

6
𝑛∑︁

𝑚=𝑘

𝑄𝑚

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑚

⃦⃦⃦
𝑞
6 max

𝑚=𝑘,𝑛

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑚

⃦⃦⃦
𝑞

𝑛∑︁
𝑚=𝑘

𝑄𝑚

6 max
𝑚=𝑘,𝑛

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑚

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑄‖∞.

(5.89)

В той же час, для довiльного 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑄(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑄𝑚𝑥
𝑚 >

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑄𝑚𝑥
𝑛 = ‖𝑄‖∞ 𝑥𝑛 = ‖𝑄‖∞ 𝑒𝑛(𝑥).

Тому для 𝑝 ∈ {1,∞},

‖𝑄‖𝑝 >
⃦⃦⃦
‖𝑄‖∞ 𝑒𝑛

⃦⃦⃦
𝑝
= ‖𝑄‖∞ ‖𝑒𝑛‖𝑝 .
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Об’єднуючи останню нерiвнiсть з нерiвнiстю (5.89), отримаємо

⃦⃦⃦
𝑄(𝑘)

⃦⃦⃦
𝑞
6

max
𝑘6𝑚6𝑛

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑚

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑛‖𝑝
‖𝑄‖𝑝.

Для завершення доведення залишається перевiрити, що max
𝑘6𝑚6𝑛

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑚

⃦⃦⃦
𝑞
=
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
.

Дiйсно, для будь-якого 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 𝑘,⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑚

⃦⃦⃦
𝑞
=

𝑚!

(𝑚− 𝑘)! ((𝑚− 𝑘)𝑞 + 1)1/𝑞
.

Послiдовнiсть

{︂⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑚;𝑏

⃦⃦⃦
𝑞

}︂∞

𝑚=𝑘

монотонно зростає тодi i тiльки тодi, коли для

довiльного 𝑚 > 𝑘

1 +
𝑘

𝑚− 𝑘 + 1
>

(︂
1 +

1

𝑚− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

.

При цьому, остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Бернулi для показника 𝑞:(︂
1 +

𝑘

𝑚− 𝑘 + 1

)︂𝑞
> 1+

𝑘𝑞

𝑚− 𝑘 + 1
> 1+

1

(𝑚− 𝑘)/𝑞 + 1/𝑞
> 1+

1

𝑚− 𝑘 + 1/𝑞
.

Доведення теореми 5.5.2. За теоремою 5.5.1 для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐴𝑀

такої, що 𝑓 ̸∈ 𝒫𝑟−1
+ , справджується нерiвнiсть⃦⃦⃦

𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑦
(𝑘)
𝛿

⃦⃦⃦
𝑞
·
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
,

де 𝛿 :=
‖𝑓‖𝑝

‖𝑓 (𝑟)‖∞

i функцiя 𝑦𝛿 була означена в (5.78). Тодi для 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑓 (𝑘)⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

6 𝐴 ‖𝑦𝛿‖𝑝 +
(︁ ⃦⃦⃦

𝑦
(𝑘)
𝛿

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑦𝛿‖𝑝

)︁
6 𝐴

‖𝑓‖𝑝⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
∞

+ sup
𝑦∈ℳ𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁⃦⃦𝑓 (𝑟)⃦⃦∞⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦
∞
.

З останньої нерiвностi випливає нерiвнiсть (5.79).

У випадку, коли 𝑓 ∈ 𝒫𝑟−1
+ , з леми 5.5.1 i того факту, що 𝑓 (𝑟) ≡ 0, отримаємо

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑟−1‖𝑝
· ‖𝑓‖𝑝 6 𝐴‖𝑓‖𝑝 + 𝐶𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
∞
.

Для завершення доведення теореми 5.5.2 i встановлення точностi нерiвностi (5.79)

покажемо, що 0 < 𝐶𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) <∞ для довiльного 𝐴 >

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 .
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Зазначимо, що

𝐶𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) := sup

𝑦∈ℳ𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
= sup

𝑛>𝑟−1
sup
𝑦∈ℳ𝑛

𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
.

У випадку 𝑛 = 𝑟 − 1 розглянемо функцiю

𝐺(𝜌) =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜌𝑒(𝑘)𝑟−1 +

𝑒
(𝑘)
𝑟

𝑟!

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

− 𝐴
⃦⃦⃦
𝜌𝑒𝑟−1 +

𝑒𝑟
𝑟!

⃦⃦⃦
𝑝
, 𝜌 > 0.

Враховуючи неперервнiсть 𝐺 на R+ i умову 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 , отримаємо

lim
𝜌→∞

𝐺(𝜌) = lim
𝜌→∞

𝜌

⎛⎝⃦⃦⃦⃦⃦𝑒(𝑘)𝑟−1 +
𝑒
(𝑘)
𝑟

𝜌𝑟!

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

− 𝐴

⃦⃦⃦⃦
𝑒𝑟−1 +

𝑒𝑟
𝜌𝑟!

⃦⃦⃦⃦
𝑝

⎞⎠
= lim

𝜌→∞
𝜌
(︁ ⃦⃦⃦

𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑟−1‖𝑝

)︁
6 0.

Отже,

sup
𝑦∈ℳ𝑟−1

𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
<∞. (5.90)

Покажемо, що sup
𝑛>𝑟

sup
𝑦∈ℳ𝑛

𝑟

(︁ ⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
< ∞. Вочевидь, для будь-якого

𝑛 > 𝑟 − 1 величина

sup
𝑦∈ℳ𝑛

𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
= sup

06𝜆<1

(︁ ⃦⃦⃦
𝑔
(𝑘)
𝜆,𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑔𝜆,𝑛‖𝑝

)︁
(5.91)

є скiнченною. Тому нам достатньо перевiрити, що

lim sup
𝑛→∞

sup
𝑦∈ℳ𝑛

𝑟

(︁ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
<∞. (5.92)

Дiйсно, для достатньо великих 𝑛 ∈ N i будь-якої 𝑦 ∈ ℳ𝑛
𝑟 виконуються нерiвностi(︂

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛+1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴

(𝑛− 𝑟)!

𝑛!
‖𝑒𝑛‖𝑝

)︂
6

(︂⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︂
6

(︂
(𝑛− 𝑟)!

𝑛!

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴

(𝑛+ 1− 𝑟)!

(𝑛+ 1)!
‖𝑒𝑛+1‖𝑝

)︂
.

За умовами теореми 1 6 𝑟−𝑘+1/𝑞 < 𝑟+1/𝑝, оскiльки 𝑟−𝑘+1/𝑞 6 𝑟−1+1 6 𝑟+1/𝑝

i знак рiвностi в останнiй нерiвностi можливий тодi i тiльки тодi, коли 𝑘 = 𝑞 = 1

i 𝑝 = ∞. Тому

lim sup
𝑛→∞

sup
𝑦∈ℳ𝑛

𝑟

(︁⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑦‖𝑝

)︁
= lim sup

𝑛→∞

(︂
𝑛−𝑟+𝑘−1/𝑞

𝑞1/𝑞
− 𝑛−𝑟−1/𝑝

𝑝1/𝑝

)︂
= lim sup

𝑛→∞

𝑛−𝑟+𝑘−1/𝑞

𝑞1/𝑞
= 0.
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Спiвставляючи (5.90), (5.91) i (5.92), отримаємо, що 𝐶𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) є скiнченною

додатною константою, що завершує доведення теореми 5.5.2.

Доведення теореми 5.5.3. Вочевидь, ‖𝑓+𝑔‖𝑝 = ‖𝑓‖𝑝+‖𝑔‖𝑝 для будь-яких двох
функцiй 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴𝑀 , коли 𝑝 ∈ {1,∞}. За теоремою 8.2 [106, роздiл 8], довiльну

функцiю 𝑓 ∈ 𝐴𝑀 можна зобразити у виглядi суми ряду:

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛𝑒𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1],

з невiд’ємними коефiцiєнтами 𝑓𝑛, 𝑛 ∈ Z+. Бiльш того, функцiю 𝑓 можна

рiвномiрно наблизити послiдовнiстю полiномiв

{︂
𝑁∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛𝑒𝑛

}︂∞

𝑁=0

. Тому, для

будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝑁 ∈ N, 𝑁 > 𝑟, таке, що

⃦⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘) −

𝑁∑︀
𝑛=𝑘

𝑓𝑛𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝑞

< 𝜀. За

лемою 5.5.1, для будь-якого 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 матимемо

⃦⃦
𝑓 (𝑘)
⃦⃦
𝑞

6 𝜀+

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑛=𝑘

𝑓𝑛𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

6 𝜀+
𝑁∑︁
𝑛=𝑘

𝑓𝑛

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞

6 𝜀+

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑟−1‖𝑝

𝑟−1∑︁
𝑛=𝑘

𝑓𝑛 ‖𝑒𝑛‖𝑝 +
𝑁∑︁
𝑛=𝑟

𝑓𝑛

(︁ ⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑛‖𝑝

)︁
+ 𝐴

𝑁∑︁
𝑛=𝑟

𝑓𝑛 ‖𝑒𝑛‖𝑝

6 𝜀+ 𝐴

𝑁∑︁
𝑛=𝑘

𝑓𝑛 ‖𝑒𝑛‖𝑝 +𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴)

𝑁∑︁
𝑛=𝑟

𝑓𝑛

⃦⃦⃦
𝑒(𝑟)𝑛

⃦⃦⃦
𝑠

6 𝜀+ 𝐴 ‖𝑓‖𝑝 +𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴)

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑟)
⃦⃦⃦
𝑠
.

За довiльнiстю 𝜀 > 0, для доведення нерiвностi (5.82) залишається переконатися

в скiнченностi i додатностi величини 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴). Зрозумiло, що

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞

𝑞−1/𝑞𝑛𝑘−1/𝑞
= 1, lim

𝑛→∞

‖𝑒𝑛‖𝑝
𝑝−1/𝑝𝑛−1/𝑝

= 1 та lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑠

𝑠−1/𝑠𝑛𝑟−1/𝑠
= 1.

З умов (5.81), що пов’язують мiж собою показники 𝑝, 𝑞, 𝑠 i порядки 𝑘, 𝑟, отримаємо

𝑘 − 1/𝑞 > 1− 1/𝑞 > 0 > −1/𝑝.

При цьому, 𝑘 − 1/𝑞 = −1/𝑝 в тому i тiльки тому випадку, коли 𝑘 = 1, 𝑝 = ∞ i

𝑞 = 1. Проте тодi ‖𝑒′𝑛‖1 6 ‖𝑒𝑛‖∞. Тому для довiльного 𝐴 > 1, 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴) 6 0 при

всiх 𝑛 > 2, i Γ𝐴𝑀
(︀
𝐷1;𝐿𝑟𝑠

)︀
= ∅.
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Нехай далi 𝑘 − 1/𝑞 > −1/𝑝. Тодi

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑛‖𝑝

𝑞−1/𝑞𝑛𝑘−1/𝑞
= 1.

У випадку, коли 𝑘 − 1/𝑞 > 𝑟 − 1/𝑠, 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴) = ∞ i, отже, Γ𝐴𝑀

(︀
𝐷𝑘;𝐿𝑟𝑠

)︀
= ∅.

Якщо 𝑘−1/𝑞 < 𝑟−1/𝑠, то супремум в означеннi величини𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴) досягається,

оскiльки lim
𝑛→∞

(︁ ⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑛‖𝑝

)︁ ⃦⃦⃦
𝑒
(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦−1

𝑠
= 0.

У випадку 𝑘 − 1/𝑞 = 𝑟 − 1/𝑠 неважко бачити, що

lim
𝑛→∞

(︁ ⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑛‖𝑝

)︁ ⃦⃦⃦
𝑒(𝑟)𝑛

⃦⃦⃦−1

𝑠
= 𝑠1/𝑠𝑞−1/𝑞.

Отже, 𝐷𝑘,𝑟
𝑝,𝑞,𝑠(𝐴) є скiнченою i додатною.

Доведення теореми 5.5.4. Доведемо, що послiдовнiсть чисел
{︀
𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛)

}︀∞
𝑛=𝑟−1

неспадна. Для цього спочатку покажемо, що 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑟 − 1) 6 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑟). Цю нерiвнiсть

можна переписати в наступному виглядi

𝑟 − 𝑘

𝑟 + 1

(︂
𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

𝑟 − 1− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6 1− 1

𝑟 + 1− 𝑘

(︂
𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

𝑟 + 1− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

. (5.93)

За нерiвнiстю Бернулi для показника 1/𝑞,(︂
𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

𝑟 − 1− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6
𝑟 − 1− 𝑘 + 2/𝑞

𝑟 − 1− 𝑘 + 1/𝑞
,

(︂
𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

𝑟 + 1− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6
𝑟 + 1− 𝑘

𝑟 + 1− 𝑘 + 1/𝑞
.

Тому, ми доведемо (5.93), як щойно переконаємося в справедливостi нерiвностi

(𝑟 − 𝑘)(𝑟 − 1− 𝑘 + 2/𝑞)

(𝑟 + 1)(𝑟 − 1− 𝑘 + 1/𝑞)
6

𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

𝑟 + 1− 𝑘 + 1/𝑞
.

Зрозумiло, що остання нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi

1

𝑞
+ 𝑟𝑘 − 𝑘2 +

𝑘

𝑞
− 𝑟2𝑘 +

𝑟2

𝑞
+ 2𝑟𝑘2 +

𝑟

𝑞2
+

3𝑘2

𝑞
− 𝑘3 − 4𝑟𝑘

𝑞
− 2𝑘

𝑞2
− 1

𝑞2
6 0,

яку достатньо довести для 𝑟 = 𝑘 + 1. В цьому випадку вона набуває вигляд

2

𝑞
6
𝑘

𝑞
+
𝑘

𝑞2
,

а тому завжди виконується для 𝑘 > 2.
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Розглянемо тепер випадок 𝑘 = 1 i 𝑟 = 2. В цiй ситуацiї нерiвнiсть (5.93) можна

переписати у виглядi
2

3
6

2

(1 + 𝑞)1/𝑞
− 1

(1 + 2𝑞)1/𝑞
. (5.94)

Покажемо, що нерiвнiсть (5.94) виконується для всiх 𝑞 ∈ [1,∞]. Для цього

розглянемо функцiю 𝑓(𝑞) = 2
(1+𝑞)1/𝑞

− 1
(1+2𝑞)1/𝑞

. Знайдемо її похiдну

𝑓 ′(𝑞) =
2

(1 + 𝑞)1/𝑞

(︂
ln (1 + 𝑞)

𝑞2
− 1

𝑞(1 + 𝑞)

)︂
− 1

(1 + 2𝑞)1/𝑞

(︂
ln (1 + 2𝑞)

𝑞2
− 2

𝑞(1 + 2𝑞)

)︂
=

2

𝑞

(︂
1

(1 + 𝑞)1/𝑞

(︂
ln (1 + 𝑞)

𝑞
− 1

1 + 𝑞

)︂
− 1

(1 + 2𝑞)1/𝑞

(︂
ln (1 + 2𝑞)

2𝑞
− 1

1 + 2𝑞

)︂)︂
.

Зафiксуємо 𝑞 i означимо функцiю

𝜌(𝑥) :=

ln (1+𝑞𝑥)
𝑞𝑥 − 1

1+𝑞𝑥

(1 + 𝑞𝑥)1/𝑞
, 𝑥 ∈ [1, 2].

Має мiсце спiввiдношення 𝑓 ′(𝑞) = 2𝜌(1)−2𝜌(2)
𝑞 . Доведемо, що функцiя 𝜌 спадає на

вiдрiзку [1, 2]. Для цього знайдемо її похiдну:

𝜌′(𝑥) =

(︁
1

𝑥(1+𝑞𝑥) +
𝑞

(1+𝑞𝑥)2 −
ln (1+𝑞𝑥)

𝑞𝑥2

)︁
(1 + 𝑞𝑥)−

(︁
ln (1+𝑞𝑥)

𝑞𝑥 − 1
1+𝑞𝑥

)︁
(1 + 𝑞𝑥)1+1/𝑞

.

Для того, щоб показати, що 𝜌′(𝑥) 6 0 для 𝑥 ∈ [1, 2], переконаємося в

справедливостi нерiвностi

1
𝑥 +

1+𝑞
1+𝑞𝑥

1
𝑞𝑥 +

1+𝑞𝑥
𝑞𝑥2

− ln (1 + 𝑞𝑥) 6 0.

Позначимо лiву частину останньої нерiвностi через 𝑤(𝑥) i продиференцiюємо її

𝑤′(𝑥) = −
1
𝑥2 +

(1+𝑞)𝑞
(1+𝑞𝑥)2

1
𝑞𝑥 +

1+𝑞𝑥
𝑞𝑥2

+

(︁
1
𝑥 +

1+𝑞
1+𝑞𝑥

)︁(︁
1
𝑥2 +

1
𝑞𝑥2 +

2
𝑞𝑥3

)︁
(︁

1
𝑞𝑥 +

1+𝑞𝑥
𝑞𝑥2

)︁2 − 𝑞

1 + 𝑞𝑥
.

Покажемо, що 𝑤′(𝑥) 6 0. Для цього необхiдно i достатньо показати, що

1

𝑞𝑥3
6

(1 + 𝑞)((1 + 𝑞)𝑥+ 1)

(1 + 𝑞𝑥)2𝑥
+

1

𝑞(1 + 𝑞𝑥)𝑥3
.

Оскiльки 𝑥 ∈ [1, 2], то остання нерiвнiсть завжди виконується. Отже, функцiя 𝑤

спадає. Доведемо тепер, що 𝑤(1) 6 0. Нескладно перевiрити, що величина

𝑤(1) =
2𝑞

2 + 𝑞
− ln (1 + 𝑞)
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спадає за змiнною 𝑞 i, бiльш того, 𝑤(1) 6 2/3− ln 2 6 0. Тому 𝜌(𝑥) спадає за 𝑥, а

𝑓(𝑞) зростає за 𝑞. Таким чином, нерiвнiсть (5.94) доведена.

Для доведення нерiвностi 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛) 6 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛 + 1) для всiх 𝑛 > 𝑟 необхiдно i

достатньо показати, що справджується нерiвнiсть

(𝑛+ 1− 𝑘)

(︂
𝑛+ 1− 𝑘 + 1/𝑞

𝑛− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

+(𝑛+ 2− 𝑟)
𝑛+ 2

𝑛+ 2− 𝑘

(︂
𝑛− 𝑘 + 1 + 1/𝑞

𝑛− 𝑘 + 2 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6 2𝑛+ 3− 𝑟.

(5.95)

За нерiвнiстю Бернулi для показника 1/𝑞,(︂
𝑛+ 1− 𝑘 + 1/𝑞

𝑛− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6
𝑛− 𝑘 + 2/𝑞

𝑛− 𝑘 + 1/𝑞
i

(︂
𝑛+ 2− 𝑘 + 1/𝑞

𝑛+ 2− 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6
𝑛+ 2− 𝑘

𝑛+ 2− 𝑘 + 1/𝑞
.

Тому нерiвнiсть (5.95) випливає з нерiвностi

(𝑛+ 1− 𝑘)
𝑛− 𝑘 + 2/𝑞

𝑛− 𝑘 + 1/𝑞
+ (𝑛+ 2− 𝑟)

𝑛+ 2

𝑛− 𝑘 + 2 + 1/𝑞
6 2𝑛+ 3− 𝑟.

В свою чергу, останню нерiвнiсть достатньо довести лише для 𝑟 = 𝑘 + 1, тобто

(𝑛+ 1− 𝑘)
𝑛− 𝑘 + 2/𝑞

𝑛− 𝑘 + 1/𝑞
+ (𝑛+ 1− 𝑘)

𝑛+ 2

𝑛− 𝑘 + 2 + 1/𝑞
6 2𝑛+ 2− 𝑘,

яка, як нескладно переконатися, виконується, оскiльки 1 6 𝑘.

Перейдемо безпосередньо до доведення твердження теореми 5.5.4. За

теоремою 5.5.3, для довiльного 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
нерiвнiсть (5.82) при 𝑝 = 𝑠 = ∞

обертає в рiвнiсть одна з функцiй {𝑒𝑛(𝑥)}∞𝑛=𝑟. Для 𝑛 > 𝑟 розглянемо величини

𝑑(𝑛) := 𝑑𝑘,𝑟𝑞 (𝑛) :=
(𝑛− 𝑟)!

𝑛!

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴

)︂
.

Неважко бачити, що якщо для деякого 𝑛 > 𝑟, 𝐴 6 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛), то 𝑑(𝑛+ 1) 6 𝑑(𝑛).

Отже, 𝑑(𝑚) 6 𝑑(𝑛) для всiх 𝑚 > 𝑛. Якщо ж 𝐴 > 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛), 𝑛 > 𝑟, то 𝑑(𝑛) 6 𝑑(𝑛+1)

i 𝑑(𝑛) 6 𝑑(𝑚) для всiх 𝑚 > 𝑛. Таким чином, якщо 𝐴 ∈ [𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛), 𝜏 𝑘,𝑟𝑞 (𝑛 + 1)], де

𝑛 > 𝑟 − 1, то 𝐷𝑘,𝑟
∞,𝑞,∞(𝐴) = 𝑑(𝑛+ 1). Це спостереження завершує доведення.

5.6. Задача Ландау-Колмогорова для кратно монотонних на

вiдрiзку функцiй

В цьому пiдроздiлi наведено результати стосовно розв’язання задач Ландау-

Колмогорова 5.1.3 i 5.1.4 для класу кратно монотонних функцiй, означених на
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скiнченному вiдрiзку. Наведенi тут результати опублiковано в [151, 153]. Надалi

для зручностi будемо розглядати функцiї, означенi на вiдрiзку [0, 1], а тому будемо

опускати позначення вiдрiзку [0, 1] в символах просторiв 𝐿𝑝([0, 1]), 𝐿𝑟𝑝([0, 1]),

класiв 𝑊 𝑟
𝑝 ([0, 1]) та норми ‖ · ‖𝐿𝑝([0,1]).

Означення 5.6.1. Нехай 𝑚 ∈ Z+. Невiд’ємна неспадна функцiя 𝑥 : [0, 1] → R
називається 𝑚-кратно монотонною на [0, 1], якщо її похiднi 𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑚−1)

iснують та неспадають на [0, 1].

Через 𝑀𝑀𝑚 будемо позначати множину 𝑚-кратно монотонних функцiй. Для

𝑟,𝑚 ∈ N i 1 6 𝑠 6 ∞ нехай 𝐿𝑟,𝑚𝑠 := 𝐿𝑟𝑠 ∩𝑀𝑀𝑚 та 𝑊 𝑟,𝑚
𝑠 := 𝑊 𝑟

𝑠 ∩𝑀𝑀𝑚. Для

заданих чисел 𝑛 ∈ N i 𝑐 ∈ (0, 1] означимо

𝑒𝑛(𝑡) :=
𝑡𝑛

𝑛!
та 𝜙𝑛;𝑐(𝑡) :=

(𝑡− 1 + 𝑐)𝑛+
𝑛!

, 𝑡 ∈ [0, 1].

За означенням, 𝑒𝑛 ≡ 𝜙𝑛;1. Нехай також 𝑒0 ≡ 1. Означимо множину iндексiв

𝐼 := {(𝜆, 𝑐) ∈ R+ × (0, 1] : 𝜆 = 0 для всiх 𝑐 < 1}

i через Θ𝑛 позначимо множину функцiй 𝜓 : [0, 1] → R, якi можна зобразити у

виглядi 𝜓 = 𝜆𝑒𝑛−1 + 𝜙𝑛;𝑐, (𝜆, 𝑐) ∈ 𝐼. Зрозумiло, що для 𝛿 > 0 i 1 6 𝑝 6 ∞ iснує

єдина функцiя 𝜓 = 𝜓𝑛,𝛿;𝑝 ∈ Θ𝑛 така, що

‖𝜓𝑛,𝛿;𝑝‖𝑝 = 𝛿. (5.96)

В деяких випадках функцiю 𝜓𝑛,𝛿;𝑝 можна вказати у явному виглядi. Наприклад,

якщо обрати 𝛿 6 1
𝑛!(𝑛𝑝+1)1/𝑝

, то

𝜓𝑛,𝛿;𝑝 = 𝜑𝑛;𝑐, де 𝑐 =
(︁
𝛿𝑛!(𝑛𝑝+ 1)1/𝑝

)︁ 1
𝑛+1/𝑝

.

Також, якщо 𝑝 ∈ {1,∞}, то для всiх 𝛿 > 1
𝑛!(𝑛𝑝+1)1/𝑝

маємо

𝜓𝑛,𝛿;𝑝 = 𝑒𝑛 +
𝑛! (𝑛+ 1/𝑝)1/𝑝 𝛿 − 1

𝑛+ 1/𝑝
𝑒𝑛−1.

Основнi результати пiдроздiлу 5.6 мiстяться в наступних твердженнях.

Теорема 5.6.1. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2, 𝑚 ∈ {𝑟 − 2, 𝑟 − 1, 𝑟}, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞, 𝑘 ∈ N,
1 6 𝑘 6 𝑚− 1. Тодi

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝑊

𝑟,𝑚
∞
)︀
=
⃦⃦⃦
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝

⃦⃦⃦
𝑞
, (5.97)
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де функцiя 𝜓𝑟,𝛿;𝑝 задана (5.96). Бiльш того,

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝑊

𝑟,𝑟−1
∞

)︀
= Ω

(︀
𝛿;𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝑊

𝑟,𝑟
∞
)︀
. (5.98)

Зауваження 5.6.1. Твердження теореми 5.6.1 можна поширити i на

бiльш загальний випадок, коли замiсть 𝐿𝑝-норми функцiї береться довiльна

строго монотонна функцiя, а замiсть 𝐿𝑞-норми – норма Люксембурга (див.

пiдроздiл 5.3).

Теорема 5.6.2. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2, i 1 6 𝑝 6 ∞. Тодi для всiх 𝛿 > 0

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝑊 𝑟,𝑟−2

∞
)︀

= Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝑊 𝑟,𝑟−1

∞
)︀
,

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝑊 𝑟,𝑟−2

∞
)︀

= Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝑊 𝑟,𝑟−1

∞
)︀
,

а у випадку 𝑟 > 3,

Ω
(︀
𝛿;𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿1;𝑊

𝑟,𝑟−2
∞

)︀
= Ω

(︀
𝛿;𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿1;𝑊

𝑟,𝑟−1
∞

)︀
.

Теореми 5.6.1 i 5.6.2 дозволяють розв’язати задачу 5.1.3 на класах 𝐿𝑟,𝑟∞ , 𝐿𝑟,𝑟−1
∞ i

частково на класi 𝐿𝑟,𝑟−2
∞ .

Нехай 𝒫𝑛,𝑚
+ , 𝑛,𝑚 ∈ N, є множиною полiномiв степенi не вище за 𝑛, якi

невiд’ємнi на [0, 1] разом зi своїми похiдними до порядку 𝑚 включно. Спочатку

встановимо нерiвнiсть типу Маркова-Нiкольського для полiномiв 𝑃 ∈ 𝒫𝑛,𝑛−1
+ .

Теорема 5.6.3. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑘 ∈ N, 𝑘 6 𝑛, i 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для всiх

𝑄 ∈ 𝒫𝑛,𝑛−1
+ виконується точна нерiвнiсть

⃦⃦⃦
𝑄(𝑘)

⃦⃦⃦
𝑞
6

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑛‖𝑝
‖𝑄‖𝑝 . (5.99)

Розглянемо допомiжну функцiю. Для 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞ i

для 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 означимо

𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) := sup

𝜓∈Θ𝑟

(︂⃦⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝜓‖𝑝

)︂
.

Важлива властивiсть введеної величини полягає в наступному.

Твердження 5.6.1. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для всiх

𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 величина 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) скiнченна i невiд’ємна.
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В деяких ситуацiях ми можемо вказати явний вираз для функцiї 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴).

Твердження 5.6.2. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟− 1, 𝑝 ∈ {1,∞} i 1 6 𝑞 6 ∞. Тодi

для всiх 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 ,

𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) = 𝜆(1− 𝜆)−1+1/𝜆

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦1/𝜆
𝑞

‖𝑒𝑟‖1−1/𝜆
𝑝 𝐴1−1/𝜆, 𝜆 =

𝑘 − 1/𝑞 + 1/𝑝

𝑟 + 1/𝑝
.

Наступне твердження дає розв’язок задачi 5.1.4.

Теорема 5.6.4. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑚 ∈ {𝑟 − 2, 𝑟 − 1, 𝑟}, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞. Тодi для всiх

𝑘 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1,

Γ𝑀𝑀𝑚

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
∞
)︀
=

{︂(︀
𝐴,𝐵𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
)︀

: 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝

}︂
.

Бiльш того,

Γ𝑀𝑀𝑟−1

(︀
𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
∞
)︀
= Γ𝑀𝑀𝑟

(︀
𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
∞
)︀
.

Теорема 5.6.5. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2, i 1 6 𝑝 6 ∞. Тодi для всiх 𝛿 > 0,

Γ𝑀𝑀𝑟−2

(︀
𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝐿𝑟∞

)︀
= Γ𝑀𝑀𝑟−1

(︀
𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝐿𝑟∞

)︀
,

Γ𝑀𝑀𝑟−2

(︀
𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝐿𝑟∞

)︀
= Γ𝑀𝑀𝑟−1

(︀
𝐷𝑟−1 : 𝐿𝑝 → 𝐿∞;𝐿𝑟∞

)︀
,

а у випадку 𝑟 > 3,

Γ𝑀𝑀𝑟−2

(︀
𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿1;𝐿

𝑟
∞
)︀
= Γ𝑀𝑀𝑟−1

(︀
𝐷𝑟−2 : 𝐿𝑝 → 𝐿1;𝐿

𝑟
∞
)︀
.

Також, наведемо результат роботи [151] щодо розв’язку задачi 5.1.3 у випадку,

коли норма старшої похiдної кратно монотонної функцiї береться в iдеальнiй

решiтцi (див. означення 5.2.1).

Теорема 5.6.6. Нехай 𝑝, 𝑞 ∈ {1,∞} i 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝐸 – iдеальна

решiтка на [0, 1], 𝐸1 – асоцiйований простiр до 𝐸, причому Δ𝐴 ∈ 𝐸1 для всiх

𝐴 > 0, де

Δ𝐴(𝑡) := max

{︂
0;

(1− 𝑡)𝑟−𝑘−1+1/𝑞

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
− 𝐴 · (1− 𝑡)𝑟−1+1/𝑝

(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!

}︂
, 𝑡 ∈ [0, 1].

Тодi

Γ𝑀𝑀𝑟

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
𝐸

)︀
:=

{︂
(𝐴,𝐵) : 𝐴 >

(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
, 𝐵 > ‖Δ𝐴‖𝐸1

}︂
.
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5.6.1. Властивостi порiвнянь кратно монотонних функцiй

Розпочнемо з декiлькох додаткових результатiв. Через 𝜈(𝑧) позначимо число

змiн знаку функцiї 𝑧 : [0, 1] → R на вiдрiзку [0, 1].

Лема 5.6.1. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2, 𝑚 ∈ {𝑟 − 2, 𝑟 − 1, 𝑟} i 𝜓 ∈ Θ𝑟. Тодi для всiх

𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑚
∞ i 𝑗 = 0, . . . ,𝑚 рiзниця 𝜈

(︀
𝑥(𝑗) − 𝜓(𝑗)

)︀
6 1.

Доведення. Для доведення застосуємо iдеї роботи [186]. Нехай функцiя 𝜓 ∈ Θ𝑟

є заданою. За означенням, iснує пара (𝜆, 𝑐) ∈ 𝐼 така, що 𝜓 = 𝜆𝑒𝑟−1 + 𝜑𝑟;𝑐. Отже

виконуються наступнi рiвностi:

𝜓(𝑗)(𝑡) = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 2 i 𝑡 ∈ [0, 1− 𝑐], (5.100)

𝜓(𝑟)(𝑡) =
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟)
⃦⃦⃦
∞

= 1, 𝑡 ∈ [1− 𝑐, 1].

Покажемо, що для всiх 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 2 та 𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑚
∞ рiзниця 𝑥(𝑗) − 𝜓(𝑗) має

щонайбiльше одну змiну знаку на вiдрiзку [0, 1]. Для цього розглянемо функцiю

𝑔(𝑡) := 𝑥(𝑡)− 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

i припустимо, що 𝑔(𝑗) має не менше двох змiн знаку на [0, 1]. Оскiльки 𝑗 6 𝑟− 2 i

𝑚 > 𝑟 − 2, то функцiя 𝑥(𝑗) невiд’ємна на [0, 1]. Тодi за властивiстю (5.100) маємо

𝑔(𝑗)(𝑡) = 𝑥(𝑗)(𝑡) > 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1− 𝑐]. (5.101)

За припущенням iснують точки 𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 1− 𝑐 < 𝜉𝑗 < 𝜂𝑗 6 1, такi, що

𝑔(𝑗) (𝜉𝑗) < 0 i 𝑔(𝑗) (𝜂𝑗) > 0.

Застосовуючи теорему Лагранжа з (5.101) та останнiх спiввiдношень робимо

висновок, що iснують точки 𝜉𝑗+1, 𝜂𝑗+1, 1− 𝑐 < 𝜉𝑗+1 < 𝜂𝑗+1 < 1, в яких

𝑔(𝑗+1)(𝜉𝑗+1) =
𝑔(𝑗)(𝜉𝑗)− 𝑔(𝑗)(1− 𝑐)

𝜉𝑗 − 1 + 𝑐
< 0,

𝑔(𝑗+1)(𝜂𝑗+1) =
𝑔(𝑗)(𝜂𝑗)− 𝑔(𝑗)(𝜉𝑗)

𝜂𝑗 − 𝜉𝑗
> 0.

Якщо 𝑗 + 1 < 𝑟 − 1, то 𝑔(𝑗+1)(𝑡) = 𝑥(𝑗+1)(𝑡) > 0 для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 1 − 𝑐] i

функцiя 𝑔(𝑗+1) має не менше двох змiн знаку на [0, 1]. Повторюючи цi аргументи
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можна довести, що функцiї 𝑔(𝑗+1), . . . , 𝑔(𝑟−2) також мають щонайменше двi змiни

знаку на [0, 1]. Крiм того, iснують 𝜉𝑟−1, 𝜂𝑟−1, 1− 𝑐 < 𝜉𝑟−1 < 𝜂𝑟−1 < 1, такi, що

𝑔(𝑟−1)(𝜉𝑟−1) < 0 i 𝑔(𝑟−1)(𝜂𝑟−1) > 0.

Оскiльки 𝑥(𝑟−1) абсолютно неперервна на [0, 1], то∫︁ 𝜂𝑟−1

𝜉𝑟−1

𝑔(𝑟)(𝑡) d𝑡 = 𝑔(𝑟−1) (𝜂𝑟−1)− 𝑔(𝑟−1) (𝜉𝑟−1) > 0.

З iншого боку, за вибором функцiї 𝑥, маємо∫︁ 𝜂𝑟−1

𝜉𝑟−1

𝑔(𝑟)(𝑡) d𝑡 =

∫︁ 𝜂𝑟−1

𝜉𝑟−1

(︁
𝑥(𝑟)(𝑡)− 𝜓(𝑟)(𝑡)

)︁
d𝑡 6

(︁⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞
− 1
)︁
(𝜂𝑟−1 − 𝜉𝑟−1) 6 0,

що суперечить попереднiй нерiвностi.

У випадку 𝑟− 1 6 𝑗 6 𝑚 твердження леми є тривiальним. Лема доведена.

Лема 5.6.2. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ Z+, 0 6 𝑘 6 𝑟 − 1, 𝑟 > 2, 1 6 𝑝 6 ∞ та 𝜓 ∈ Θ𝑟. Тодi

для довiльної функцiї 𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑟−2
∞ такої, що ‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝜓‖𝑝, виконується нерiвнiсть⃦⃦⃦

𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
∞

6
⃦⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦⃦
∞
. (5.102)

Доведення. Спочатку доведемо лему для 𝑘 6 𝑟 − 3. Припустимо, що⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
∞
>
⃦⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦⃦
∞
.

Оскiльки 𝑥, 𝜓 ∈𝑀𝑀 𝑟−2, то останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

𝑥(𝑘)(1)− 𝜓(𝑘)(1) > 0. (5.103)

В той же час, для 𝑡 ∈ [0, 1 − 𝑐] маємо 𝑥(𝑘)(𝑡) > 0 = 𝜓(𝑘)(𝑡). Покажемо, що iснує

точка 𝜉 ∈ (1 − 𝑐, 1), в якiй 𝑥(𝑘)(𝜉) < 𝜓(𝑘)(𝜉). Дiйсно, нехай 𝑥(𝑘)(𝑡) > 𝜓(𝑘)(𝑡) для

всiх 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi за формулою Тейлора отримаємо, що для 𝑡 ∈ [0, 1]

𝑥(𝑡) = 𝑥(0) + . . .+
𝑥(𝑘−1)(0)𝑡𝑘−1

(𝑘 − 1)!
+

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑢)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥(𝑘)(𝑢) d𝑢

>
∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑢)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝜓(𝑘)(𝑢) d𝑢 = 𝜓(𝑡).

Отже, в силу нерiвностi (5.103) i неперервностi функцiй 𝑥(𝑘) i 𝜓(𝑘) отримаємо, що

𝑥(1) > 𝜓(1). Звiдси випливає нерiвнiсть ‖𝑥‖𝑝 > ‖𝜓‖𝑝, яка суперечить вибору 𝑥.
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Таким чином ми довели, що 𝑥(𝑘)(1− 𝑐) > 𝜓(𝑘)(1− 𝑐), 𝑥(𝑘)(1) > 𝜓(𝑘)(1) та iснує

така точка 𝜉 ∈ (1−𝑐, 1), в якiй 𝑥(𝑘)(𝜉) < 𝜓(𝑘)(𝜉). Це показує, що рiзниця 𝑥(𝑘)−𝜓(𝑘)

має щонайменше двi змiни знаку на вiдрiзку [0, 1], що суперечить лемi 5.6.1. Тому

нерiвнiсть (5.102) виконується для всiх 𝑘 6 𝑟 − 3.

Тепер доведемо нерiвнiсть (5.102) для 𝑘 = 𝑟 − 2. Припустимо супротивне:⃦⃦⃦
𝑥(𝑟−2)

⃦⃦⃦
∞
>
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−2)

⃦⃦⃦
∞
.

Нехай 𝜉 ∈ [0, 1] є точкою максимуму функцiї 𝑥(𝑟−2). Нехай також 𝜓 = 𝜆𝑒𝑟−1 + 𝜑𝑟;𝑐

для деякої пари (𝜆, 𝑐) ∈ 𝐼. З останньої нерiвностi випливає, що

𝑥(𝑟−2)(𝜉) >
𝑐2

2
+ 𝜆. (5.104)

Розглянемо три випадки: 𝜉 = 0, 𝜉 = 1 та 𝜉 ∈ (0, 1).

(1) Нехай 𝜉 = 0. Тодi для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑐],

𝑥(𝑟−2)(𝑡) > 𝜏1(𝑡) :=
1

2
(𝑐− 𝑡)2 + 𝜆(1− 𝑡). (5.105)

Дiйсно, за нерiвнiстю (5.104) i невiд’ємнiстю 𝑥(𝑟−2) ми отримаємо

𝑥(𝑟−2)(0) >
𝑐2

2
+ 𝜆 = 𝜏1(0) та 𝑥(𝑟−2)(𝑐) > 0 = 𝜏1(𝑐).

Припустимо, що iснує точка 𝜂 ∈ (0, 𝑐) така, що 𝑥(𝑟−2)(𝜂) 6 𝜏1(𝜂). Тодi за

теоремою Лагранжа iснують точки 𝜉1, 𝜂1, 0 < 𝜉1 < 𝜂 < 𝜂1 < 𝑐, в яких

𝑥(𝑟−1)(𝜉1) < 𝜏 ′1(𝜉1) i 𝑥
(𝑟−1)(𝜂1) > 𝜏 ′1(𝜂1). Таким чином,∫︁ 𝜂1

𝜉1

𝑥(𝑟)(𝑡) d𝑡 = 𝑥(𝑟−1) (𝜂1)− 𝑥(𝑟−1) (𝜉1) > 𝜏 ′1 (𝜂1)− 𝜏 ′1 (𝜉1) =

= 𝜂1 − 𝜉1 =

∫︁ 𝜂1

𝜉1

⃦⃦⃦
𝜓(𝑟)
⃦⃦⃦
∞
d𝑡 >

∫︁ 𝜂1

𝜉1

𝑥(𝑟)(𝑡) d𝑡,

що неможливо. Отже, виконується нерiвнiсть (5.105). З невiд’ємностi функцiї

𝑥(𝑟−2) на вiдрiзку [0, 1] маємо⃦⃦⃦
𝑥(𝑟−3)

⃦⃦⃦
∞

>
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟−2)

⃦⃦⃦
1
>

∫︁ 𝑐

0

𝜏1(𝑢) d𝑢 =
𝑐3

6
+ 𝜆

𝑐2

2
=
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−3)

⃦⃦⃦
∞
.

Проте остання нерiвнiсть суперечить нерiвностi (5.102) з 𝑘 = 𝑟 − 3.

(2) Випадок, коли 𝜉 = 1, доводиться аналогiчним чином до випадку (1).
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(3) Нехай 𝜉 ∈ (0, 1). Оскiльки 𝑥(𝑟−1)(𝜉) = 0, то для всiх 𝑡 ∈ [0, 1]

𝑥(𝑟−2)(𝑡) > 𝑥(𝑟−2)(𝜉)− 1

2
(𝑡− 𝜉)2 >

𝑐2

2
+ 𝜆− 1

2
(𝑡− 𝜉)2.

Отже, ⃦⃦
𝑥(𝑟−3)

⃦⃦
∞ >

⃦⃦⃦
𝑥(𝑟−2)

⃦⃦⃦
1
> inf

𝜂∈[0,1−𝑐]

∫︁ 𝜂+𝑐

𝜂

𝑥(𝑟−2)(𝑡) d𝑡

=
𝑐3

2
+ 𝜆𝑐− 1

2

∫︁ 𝑐

0

𝑡2 d𝑡 >
𝑐3

6
+ 𝜆𝑐 =

⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−3)

⃦⃦⃦
∞
,

що також неможливо.

Для завершення доведення леми, перевiримо справедливiсть нерiвностi (5.102)

для 𝑘 = 𝑟 − 1. Припустимо супротивне: iснує точка 𝜉 ∈ [0, 1], в якiй⃒⃒⃒
𝑥(𝑟−1)(𝜉)

⃒⃒⃒
> 𝜆+ 𝑐 =

⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−1)

⃦⃦⃦
∞
,

де (𝜆, 𝑐) ∈ 𝐼 є парою чисел, для яких 𝜓 = 𝜆𝑒𝑟−1 + 𝜑𝑟;𝑐. Розглянемо два випадки:

𝑥(𝑟−1)(𝜉) > 0 i 𝑥(𝑟−1)(𝜉) < 0.

(1) Якщо 𝑥(𝑟−1)(𝜉) > 0, то 𝑥(𝑟−1)(𝑡) > 𝑥(𝑟−1)(𝜉) − |𝜉 − 𝑡| для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Зауважимо, що [𝜉 − 𝑐, 𝜉] ∩ [0, 1 − 𝑐] ̸= ∅. З останньої нерiвностi випливає,

що для кожного 𝛼 ∈ [𝜉 − 𝑐, 𝜉] ∩ [0, 1− 𝑐]

𝑥(𝑟−2)(𝛼 + 𝑐) > 𝑥(𝑟−2)(𝛼 + 𝑐)− 𝑥(𝑟−2)(𝛼) =

∫︁ 𝛼+𝑐

𝛼

𝑥(𝑟−1)(𝑡) d𝑡

> 𝑥(𝑟−1)(𝜉)𝑐− inf
𝜂∈[0,1−𝑐]

∫︁ 𝜂+𝑐

𝜂

|𝜉 − 𝑡| d𝑡 > 𝜆𝑐+
𝑐2

2
=
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−2)

⃦⃦⃦
∞
.

Отже,
⃦⃦
𝑥(𝑟−2)

⃦⃦
∞ >

⃦⃦
𝜓(𝑟−2)

⃦⃦
∞, що неможливо.

(2) Випадок, коли 𝑥(𝑟−1)(𝜉) < 0 розглядається за аналогiєю з (1).

Лема доведена.

Наступне твердження є наслiдком леми 5.6.2.

Лема 5.6.3. Нехай 𝑘, 𝑟 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑟 − 2, 1 6 𝑝 6 ∞ i 𝜓 ∈ Θ𝑟. Якщо функцiя

𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑟−2
∞ є такою, що ‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝜓‖𝑝, то

⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
1
6
⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦
1
.

Доведення. Дiйсно, в силу невiд’ємностi функцiї 𝑥(𝑘) на вiдрiзку [0, 1], з
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нерiвностi (5.102) випливає, що⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
1

=

∫︁ 1

0

𝑥(𝑘)(𝑡) d𝑡 = 𝑥(𝑘−1)(1)− 𝑥(𝑘−1)(0)

6 𝑥(𝑘−1)(1) =
⃦⃦
𝑥(𝑘−1)

⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝜓(𝑘−1)

⃦⃦
∞

= 𝜓(𝑘−1)(1) = 𝜓(𝑘−1)(1)− 𝜓(𝑘−1)(0) =

∫︁ 1

0

𝜓(𝑘)(𝑡) d𝑡 =
⃦⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦⃦
1
.

Лема 5.6.4. Нехай 𝑟 ∈ N, 𝑟 > 2, 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞ та 𝜓 ∈ Θ𝑟. Якщо функцiя

𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑟−1
∞ є такою, що ‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝜓‖𝑝, то тодi⃦⃦⃦

𝑥(𝑟−1)
⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−1)

⃦⃦⃦
𝑞
. (5.106)

Доведення. В лемi 5.6.2 ми встановили, що
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦
∞ для всiх 𝑘 ∈ Z+,

0 6 𝑘 6 𝑟 − 1. Отже,
⃦⃦
𝑥(𝑟−1)

⃦⃦
∞ 6

⃦⃦
𝜓(𝑟−1)

⃦⃦
∞, а тому⃦⃦⃦

𝑥(𝑟−1)
⃦⃦⃦
1
= 𝑥(𝑟−2)(1)− 𝑥(𝑟−2)(0) 6

⃦⃦⃦
𝑥(𝑟−2)

⃦⃦⃦
∞

6
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−2)

⃦⃦⃦
∞

=
⃦⃦⃦
𝜓(𝑟−1)

⃦⃦⃦
1
.

Тепер доведемо, що 𝜈
(︀
𝑟
(︀
𝑥(𝑟−1), ·

)︀
− 𝑟

(︀
𝜓(𝑟−1), ·

)︀)︀
6 1, де 𝑟(𝑓, ·) є незростаючим

переставленням функцiї 𝑓 (див. [97, роздiл 1]). Дiйсно, за вибором функцiї 𝑥,

нерiвнiсть
⃒⃒
𝑥(𝑟)(𝑡)

⃒⃒
6 1 виконується майже скрiзь на [0, 1]. Тому

⃒⃒
𝑟′
(︀
𝑥(𝑟−1), 𝑡

)︀⃒⃒
6 1

для майже всiх 𝑡 ∈ [0, 1]. З iншого боку, 𝑟
(︀
𝜓(𝑟−1), 𝑡

)︀
= max{𝜆 + 𝑐 − 𝑡; 0}. Таким

чином, графiки функцiй 𝑟
(︀
𝑥(𝑟−1), ·

)︀
i 𝑟
(︀
𝜓(𝑟−1), ·

)︀
перетинаються не бiльше одного

разу. Звiдси випливає, що для всiх 𝑡 ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть∫︁ 𝑡

0

𝑟
(︁
𝑥(𝑟−1), 𝑢

)︁
d𝑢 6

∫︁ 𝑡

0

𝑟
(︁
𝜓(𝑟−1), 𝑢

)︁
d𝑢.

Отже, нерiвнiсть (5.106) випливає з властивостей переставлень.

5.6.2. Доведення основних результатiв пiдроздiлу 5.6

Перейдемо до доведення основних результатiв цього пiдроздiлу.

Доведення теореми 5.6.1. Спочатку доведемо рiвнiсть (5.97). Для цього

оберемо довiльну функцiю 𝑥 ∈ 𝑊 𝑟,𝑚
∞ , для якої ‖𝑥‖𝑝 6 𝛿. Покажемо, що⃦⃦

𝑥(𝑘)
⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝

⃦⃦⃦
𝑞
. Зрозумiло, що функцiї 𝑥 i 𝜓 = 𝜓𝑟,𝛿;𝑝 задовольняють умови

лем 5.6.1, 5.6.2 та 5.6.3. Отже,
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
∞ 6

⃦⃦⃦
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝

⃦⃦⃦
∞
,
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
1
6
⃦⃦⃦
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝

⃦⃦⃦
1
i рiзниця
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𝑥(𝑘) − 𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝 має щонайбiльше одну змiну знаку на [0, 1]. Оскiльки 𝑘 6 𝑚 − 1,

функцiї 𝑥(𝑘) та 𝜓(𝑘) є неспадними на [0, 1], звiдки випливає, що для всiх 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑟
(︁
𝑥(𝑘), 𝑡

)︁
= 𝑥(𝑘)(1− 𝑡) i 𝑟

(︁
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝, 𝑡

)︁
= 𝜓

(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝(1− 𝑡).

Звiдси для всiх 𝑡 ∈ [0, 1] маємо∫︁ 𝑡

0

𝑟
(︁
𝑥(𝑘), 𝑢

)︁
d𝑢 6

∫︁ 𝑡

0

𝑟
(︁
𝜓
(𝑘)
𝑟,𝛿;𝑝, 𝑢

)︁
d𝑢.

Застосовуючи останню нерiвнiсть i властивостi переставлень, отримаємо шукану

нерiвнiсть (5.97).

Для завершення доведення теореми зауважимо, що справедливiсть рiвностi (5.98)

миттєво випливає з леми 5.6.4. Теорема доведена.

Зауважимо, що теорема 5.6.2 є наслiдком лем 5.6.1 i 5.6.2.

Доведення теореми 5.6.3. Спочатку доведемо, що⃦⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦⃦
∞

6
‖𝑄‖𝑝
‖𝑒𝑛‖𝑝

. (5.107)

Дiйсно, оскiльки 𝑄 є полiномом степенi не вище за 𝑛, ми повиннi розглянути два

випадки: 𝑄(𝑛)(0) > 0 i 𝑄(𝑛)(0) < 0.

(1) Припустимо, що 𝑄(𝑛)(0) > 0. Приймаючи до уваги той факт, що функцiї 𝑄,

𝑄′,. . . ,𝑄(𝑛−1) невiд’ємнi на [0, 1], отримаємо, що для всiх 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑄(𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑚=0

𝑄(𝑚)(0)𝑒𝑚(𝑡) +𝑄(𝑛)(0)𝑒𝑛(𝑡) > 𝑄(𝑛)(0)𝑒𝑛(𝑡) =
⃦⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦⃦
∞
𝑒𝑛(𝑡).

Отже, ‖𝑄‖𝑝 >
⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞ ‖𝑒𝑛‖𝑝, що доводить нерiвнiсть (5.107).

(2) Нехай тепер 𝑄(𝑛)(0) < 0. Оскiльки 𝑄(𝑛−1) невiд’ємна на [0, 1], то

𝑄(𝑛−1)(𝑡) > 𝑄(𝑛)(0) · (𝑡− 1) для всiх 𝑡 ∈ [0, 1]. Якщо 𝑛 = 1, то тодi

‖𝑄‖𝑝 >
⃦⃦
𝑄(1)

⃦⃦
∞ ‖𝑒1‖𝑝, що дає шукану нерiвнiсть (5.107). Якщо 𝑛 > 2, то
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для всiх 𝑡 ∈ [0, 1] матимемо

𝑄(𝑡) =
𝑛−2∑︁
𝑚=0

𝑄(𝑚)(0)𝑒𝑚(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝑄(𝑛−1)(𝑢)𝑒𝑛−2(𝑡− 𝑢) d𝑢

>
∫︁ 𝑡

0

𝑄(𝑛−1)(𝑢)𝑒𝑛−2(𝑡− 𝑢) d𝑢 >
⃦⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦⃦
∞

∫︁ 𝑡

0

(1− 𝑢)𝑒𝑛−2(𝑡− 𝑢) d𝑢

=

⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞

(𝑛− 2)!

∫︁ 𝑡

0

(1− 𝑢)(𝑡− 𝑢)𝑛−2 d𝑢 >

⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞

(𝑛− 2)!

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝑡− 𝑢)𝑛−2 d𝑢

=
⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞ 𝑒𝑛(𝑡).

Звiдси випливає, що ‖𝑄‖𝑝 >
⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞ ‖𝑒𝑛‖𝑝, що завершує доведення (5.107).

Повернiмося до доведення теореми 5.6.3. Оскiльки
⃒⃒
𝑄(𝑛)(𝑡)

⃒⃒
=
⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦
∞ для всiх

𝑡 ∈ [0, 1], з нерiвностi (5.107) отримаємо

⃦⃦⃦
𝑄(𝑛)

⃦⃦⃦
𝑞
6

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑛)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑛‖𝑝
‖𝑄‖𝑝.

Це є шуканою нерiвнiстю (5.99) для 𝑘 = 𝑛.

Доведемо тепер нерiвнiсть (5.99) для 1 6 𝑘 6 𝑛− 1. Розглянемо полiном

𝑥(𝑡) :=
‖𝑒𝑛‖𝑝
‖𝑄‖𝑝

𝑄(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].

Неважко бачити, що ‖𝑥‖𝑝 = ‖𝑒𝑛‖𝑝. Бiльш того, з нерiвностi (5.107) випливає, що

𝑥 ∈ 𝑊 𝑛,𝑛−1
∞ . Оскiльки 𝑒𝑛 ∈ Θ𝑛, застосуємо теорему 5.6.1. Звiдси,⃦⃦⃦

𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
=

‖𝑒𝑛‖𝑝
‖𝑄‖𝑝

⃦⃦⃦
𝑄(𝑘)

⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑛

⃦⃦⃦
𝑞
.

Доведення твердження 5.6.1. Зауважимо, що для всiх 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 ,

маємо 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) = max{𝐵1;𝐵2}, де

𝐵1 := sup
𝑐∈(0,1]

(︂⃦⃦⃦
𝜑(𝑘)𝑟;𝑐

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝜑𝑟;𝑐‖𝑝

)︂
,

𝐵2 := sup
𝜆>0

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟 + 𝜆𝑒

(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑒𝑟 + 𝜆𝑒𝑟−1‖𝑝

)︂
.

Покажемо, що обидвi величини 𝐵1 i 𝐵2 скiнченi. Спочатку доведемо, що 𝐵1 <∞.

Дiйсно, для 𝑡 ∈ [0, 1] та 𝑐 ∈ (0, 1] маємо 𝜑𝑟;𝑐(𝑡) 6 𝜑𝑟;1(𝑡) = 𝑒𝑟(𝑡). Отже,

𝐵1 6 sup
𝑐∈(0,1]

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝜑𝑟;𝑐‖𝑝

)︂
6
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
<∞.
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Тепер доведемо, що 𝐵2 <∞. Дiйсно,

𝐵2 = sup
𝜆>0

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟 + 𝜆𝑒

(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑟 + 𝜆𝑒𝑟−1‖𝑝

)︂

6 sup
𝜆>0

⎛⎜⎝⃦⃦⃦𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
+ 𝜆

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
−

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑟−1‖𝑝
𝜆 ‖𝑒𝑟−1‖𝑝

⎞⎟⎠ =
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
.

Невiд’ємнiсть величини 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,Φ(𝐴) випливає з нерiвностей

𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) > 𝐵1 > lim

𝑐→0

(︂⃦⃦⃦
𝜑(𝑘)𝑟;𝑐

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝜑𝑟;𝑐‖𝑝

)︂
= 0.

Доведення твердження 5.6.2. Нехай величини 𝐵1 та 𝐵2 є такими ж, як i в

доведеннi твердження 5.6.1. За вибором чисел 𝑝 i 𝑞 для довiльних двох функцiй

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑟,𝑟−1
∞ маємо ‖𝑥+ 𝑦‖𝑞 6 ‖𝑥‖𝑞 + ‖𝑦‖𝑞 та ‖𝑥+ 𝑦‖𝑝 = ‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝. Отже,

𝐵2 = sup
𝜆>0

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟 + 𝜆𝑒

(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑟 + 𝜆𝑒𝑟−1‖𝑝

)︂
6 sup

𝜆>0

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
+ 𝜆

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑟‖𝑝 − 𝐴𝜆 ‖𝑒𝑟−1‖𝑝

)︂
=
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝑒𝑟‖𝑝 6 sup

𝑐∈(0,1]

(︂⃦⃦⃦
𝜑(𝑘)𝑟;𝑐

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝜑𝑟;𝑐‖𝑝

)︂
= 𝐵1.

Таким чином,

𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) = sup

𝑐∈(0,1]

(︂⃦⃦⃦
𝜑(𝑘)𝑟;𝑐

⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴 ‖𝜑𝑟;𝑐‖𝑝

)︂
= sup

𝑐∈(0,1]

(︂⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
𝑐𝑟−𝑘+1/𝑞 − 𝐴 ‖𝑒𝑟‖𝑝 𝑐

𝑟+1/𝑝

)︂
.

Безпосереднi обчислення показують, що функцiя

𝑔(𝑐) :=
⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
𝑐𝑟−𝑘+1/𝑞 − 𝐴 ‖𝑒𝑟‖𝑝 𝑐

𝑟+1/𝑝, 𝑐 > 0,

досягає свого максимуму в точцi

𝑐0 =

(︂
(1− 𝜆)

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
𝐴−1 ‖𝑒𝑟‖−1

𝑝

)︂ 1
𝑘−1/𝑞+1/𝑝

.

Покажемо, що 𝑐0 6 1. Дiйсно, оскiльки 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 , то

𝑐
𝑘−1/𝑞+1/𝑝
0 6 (1− 𝜆)

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖𝑝⃦⃦⃦

𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟‖𝑝

.
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За узагальненою нерiвнiстю Бернулi,⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟

⃦⃦⃦
𝑞⃦⃦⃦

𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞

=

(︂
1− 1

𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞

)︂1/𝑞

6 1− 1/𝑞

𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞
=

𝑟 − 𝑘

𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞
,

‖𝑒𝑟‖𝑝
‖𝑒𝑟−1‖𝑝

=

(︂
1− 1

𝑟 + 1/𝑝

)︂1/𝑝

> 1− 1/𝑝

𝑟 + 1/𝑝
=

𝑟

𝑟 + 1/𝑝
.

Отже,

𝑐
𝑘−1/𝑞+1/𝑝
0 6 (1− 𝜆)

(𝑟 − 𝑘) (𝑟 + 1/𝑝)

𝑟 (𝑟 − 𝑘 + 1/𝑞)
=
𝑟 − 𝑘

𝑟
< 1.

Таким чином,

𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴) = 𝑔(𝑐0) = 𝜆(1− 𝜆)−1+1/𝜆

⃦⃦⃦
𝑒(𝑘)𝑟

⃦⃦⃦1/𝜆
𝑞

‖𝑒𝑟‖1−1/𝜆
𝑝 𝐴1−1/𝜆.

Доведення теореми 5.6.4. Нехай (𝐴,𝐵) ∈ Γ𝑀𝑀𝑚

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿Φ;𝐿

𝑟
∞
)︀
. За

нерiвнiстю (5.99), 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 . Покажемо, що

𝐵 6 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴). (5.108)

Для цього для довiльної функцiї 𝑥 ∈ 𝐿𝑟,𝑚∞ ∖𝒫𝑟−1,𝑚 означимо 𝑦 := 𝑥

‖𝑥(𝑟)‖∞

. Вочевидь,

𝑦 ∈ 𝑊 𝑟,𝑚
∞ . Нехай 𝜓 ∈ Θ𝑟 є функцiєю, для якої ‖𝜓‖𝑝 = ‖𝑦‖𝑝. Тодi за теоремою 5.6.1,⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞

=
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞

⃦⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞

⃦⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦⃦
𝑞

6
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞

[︀
𝐴‖𝜓‖𝑝 +𝐵𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
]︀
= 𝐴‖𝑥‖𝑝 +𝐵𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞
.

Залишається розглянути випадок, коли 𝑥 ∈ 𝒫𝑟−1,𝑚. Оскiльки
⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦
∞ = 0, то за

лемою 5.6.1

⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6

⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞

‖𝑒𝑟−1‖𝑝
‖𝑥‖𝑝 6 𝐴‖𝑥‖𝑝 +𝐵𝑘,𝑟

𝑝,𝑞 (𝐴)
⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
∞
.

Отже, (5.108) випливає з означення множини Γ𝑀𝑀𝑚

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
∞
)︀
. Бiльш

того, ми встановили, що для всiх 𝐴 >
⃦⃦⃦
𝑒
(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
‖𝑒𝑟−1‖−1

𝑝 iснує 𝐵 > 0, для якого

(𝐴,𝐵) ∈ Γ𝑀𝑀𝑚

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
∞
)︀
. З iншого боку,

𝐵 > sup
𝜓∈Θ𝑟

⃦⃦
𝜓(𝑘)

⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝜓‖𝑝⃦⃦

𝜓(𝑟)
⃦⃦
∞

:= 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴).

Отже, 𝐵 = 𝐵𝑘,𝑟
𝑝,𝑞 (𝐴), що доводить теорему.
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Теорема 5.6.5 доводиться аналогiчним чином до теореми 5.6.4.

Доведення теореми 5.6.6. За теоремою 5.6.3 для будь-якого 𝑄 ∈ 𝒫𝑟−1,𝑟−1
+⃦⃦⃦

𝑄(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
6

(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
· ‖𝑄‖𝑝 , (5.109)

яка обертається в рiвнiсть для полiнома 𝑄 = 𝑒𝑟−1. Зрозумiло, що 𝑄(𝑟)(𝑡) ≡ 0 для

будь-якого 𝑄 ∈ 𝒫𝑟−1,𝑟−1
+ . Тому множина Γ𝑀𝑀𝑟

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
𝐸

)︀
не мiстить тi

пари невiд’ємних пар (𝐴,𝐵), для яких 𝐴 < (𝑟−1+1/𝑝)!
(𝑟−𝑘−1+1/𝑞)! .

Нехай тепер число 𝐴 > (𝑟−1+1/𝑝)!
(𝑟−𝑘−1+1/𝑞)! є довiльним. Для 𝑥 ∈ 𝑀𝑀 𝑟 запишемо

формулу Тейлора в точцi 𝑡 = 0 з залишковим членом в iнтегральнiй формi

𝑥(𝑡) = 𝑃𝑟−1(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑢)𝑟−1

(𝑟 − 1)!
𝑥(𝑟)(𝑢) d𝑢,

де 𝑃𝑟−1(𝑡) =
𝑟−1∑︀
𝑘=0

𝑥(𝑘)(0)
𝑘! 𝑡𝑘. Неважко бачити, що

‖𝑥‖∞ = ‖𝑃𝑟−1‖∞ +

∫︁ 1

0

(1− 𝑢)𝑟−1

(𝑟 − 1)!
𝑥(𝑟)(𝑢) d𝑢,

‖𝑥‖1 = ‖𝑃𝑟−1‖1 +
∫︁ 1

0

(1− 𝑢)𝑟

𝑟!
𝑥(𝑟)(𝑢) d𝑢.

Тому для 𝑝, 𝑞 ∈ {1,∞}

‖𝑥‖𝑝 = ‖𝑃𝑟−1‖𝑝 +
∫︁ 1

0

(1− 𝑢)𝑟−1+1/𝑝

(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!
𝑥(𝑟)(𝑢) d𝑢 (5.110)

⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
=
⃦⃦⃦
𝑃

(𝑘)
𝑟−1

⃦⃦⃦
𝑞
+

∫︁ 1

0

(1− 𝑢)𝑟−𝑘−1+1/𝑞

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
𝑥(𝑟)(𝑢) d𝑢. (5.111)

Застосовуючи рiвностi (5.110) i (5.111), нерiвнiсть (5.109), невiд’ємнiсть похiдної

𝑥(𝑟) i означення асоцiйованого простору, отримаємо⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑥‖𝑝 6

(︂
(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
− 𝐴

)︂
· ‖𝑃𝑟−1‖𝑝 +

∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢)𝑥
(𝑟)(𝑢) d𝑢

6
∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢)𝑥
(𝑟)(𝑢) d𝑢 6 ‖Δ𝐴‖𝐸1

⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
.

Таким чином ми довели, що якщо (𝐴,𝐵) ∈ Γ𝑀𝑀𝑟

(︀
𝐷𝑘 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞;𝐿

𝑟
𝐸

)︀
, то

𝐴 > (𝑟−1+1/𝑝)!
(𝑟−𝑘−1+1/𝑞)! i 𝐵 6 ‖Δ𝐴‖𝐸1. Покажемо тепер, що 𝐵 = ‖Δ𝐴‖𝐸1.
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Дiйсно, за означенням норми в асоцiйованому просторi𝐸1, для довiльного 𝜀 > 0

iснує функцiя 𝑔 ∈ 𝐸, ‖𝑔‖𝐸 = 1, для якої∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢) 𝑔(𝑢) d𝑢 > (1− 𝜀) ‖Δ𝐴‖𝐸1 .

Зазначимо, що функцiя 𝑔(𝑡) = |𝑔(𝑡)| · sgnΔ𝐴(𝑡) також належить простору 𝐸 i

‖𝑔‖𝐸 6 ‖𝑔‖𝐸. Нехай 𝑓 := 𝑔
‖𝑔‖𝐸

. Тодi∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢) 𝑓(𝑢) d𝑢 =
1

‖𝑔‖𝐸

∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢) 𝑔(𝑢) d𝑢 >
∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢) 𝑔(𝑢) d𝑢 > (1−𝜀) ‖Δ𝐴‖𝐸1 .

Для 𝑡 ∈ [0, 1] розглянемо функцiю

𝑥(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑢)𝑟−1

(𝑟 − 1)!
𝑓(𝑢) d𝑢.

Зрозумiло, що 𝑥 ∈ 𝑀𝑀 𝑟 i
⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦
𝐸

= ‖𝑓‖𝐸 = 1. Тому, використовуючи

рiвностi (5.110), (5.111), а також означення функцiї 𝑓 , отримаємо⃦⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦⃦
𝑞
− 𝐴‖𝑥‖𝑝 =

∫︁ 1

0

(︂
(1− 𝑢)𝑟−𝑘−1+1/𝑞

(𝑟 − 𝑘 − 1 + 1/𝑞)!
− 𝐴 · (1− 𝑢)𝑟−1+1/𝑝

(𝑟 − 1 + 1/𝑝)!

)︂
𝑓(𝑢) d𝑢

=

∫︁ 1

0

Δ𝐴(𝑢) 𝑓(𝑢) d𝑢 > (1− 𝜀) ‖Δ𝐴‖𝐸1 = (1− 𝜀)‖Δ𝐴‖𝐸1

⃦⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦⃦
𝐸
.

Теорема доведена.

Висновки до роздiлу 5

В даному роздiлi встановлено новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для

норм дробових похiдних функцiй, визначених на напiвосi невiд’ємних чисел, та

для норм похiдних цiлого порядку функцiй, визначених на скiнченному вiдрiз-

ку, що належать спецiальним функцiональним класам. Також розв’язана задача

Стєчкiна для операторiв диференцiювання малих порядкiв на класах функцiй,

визначених на скiнченному вiдрiзку. Отриманi тут результати полягають в насту-

пному:

1. Знайдено непокращувану константу в нерiвностi типу Колмогорова (5.7),

що оцiнює рiвномiрну норму дробової похiдної 𝐷𝑘
−𝑓 , 𝑘 ∈ (0, 2− 1/𝑠) ∖ {1},

в смислi Маршо функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2
∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
через рiвномiрну норму самої
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функцiї та норму її другої похiдної в метрицi простору 𝐿𝑠, 1 6 𝑠 < ∞,

та розв’язано задачу Стєчкiна 5.1.5 про найкраще наближення оператора 𝐷𝑘
−

лiнiйними обмеженими операторами на класi𝑊 2
∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
. У випадку 𝑘 ∈ (0, 1)

встановлено узагальнення цих результатiв на ситуацiю, коли норма другої

похiдної функцiї береться в iдеальнiй решiтцi.

2. Розв’язано задачi Ландау-Колмогорова 5.1.2 та Стєчкiна 5.1.5 для оператора

𝐷1 : 𝐿∞([0, 1]) → 𝐿∞([0, 1]) та функцiоналiв 𝐷1
𝑡0
: 𝐿∞([0, 1]) → R, 𝑡0 ∈ [0, 1],

диференцiювання на класi 𝑊 *,2
𝑁 ([0, 1]) функцiй 𝑓 : [0, 1] → R, друга похiдна

яких обмежена одиницею за нормою Люксембурга.

3. Розв’язано задачу Стєчкiна 5.1.5 про найкраще наближеня операторiв

𝐷𝑘 : 𝐿∞([0, 1]) → 𝐿∞([0, 1]), 𝑘 ∈ {1, 2}, та функцiоналiв 𝐷𝑘
𝑡0
: 𝐿∞([0, 1]) → R,

𝑘 ∈ {1, 2} i 𝑡0 ∈ [0, 1], на класi 𝑊 3
∞([0, 1]).

4. Встановлено новi точнi нерiвностi типу Колмогорова для абсолютно

монотонних та кратно монотонних функцiй, визначених на скiнченному

вiдрiзку.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню класичних задач теорiї

апроксимацiї про обчислення лiнiйних поперечникiв функцiональних класiв,

оптимiзацiю квадратурних формул на функцiональних класах, найкраще

нелiнiйне наближення функцiй багатьох змiнних сплайнами, найкраще вiдновлення

операторiв, встановлення точних нерiвностей типу Колмогорова для норм

похiдних цiлого i дробового порядку функцiй однiєї змiнної та їх застосуванням.

Основнi результати роботи викладено в таких пунктах.

1. Обчислено точне значення одновимiрного лiнiйного поперечника класу ̃︀𝐻𝜔

перiодичних функцiй з заданою мажорантою 𝜔 модуля неперервностi в просторĩ︀𝐶 неперервних перiодичних функцiй i побудовано найкращий лiнiйний метод

наближення класу ̃︀𝐻𝜔 константами в ̃︀𝐶.
Показано, що одновимiрний лiнiйний поперечник класу 𝐻𝜔 в просторi 𝐶 та

найкращий лiнiйний метод наближення цього класу константами пов’язанi мiж

собою деяким iнтегральним рiвняння Фредгольма першого роду з параметром.

Це рiвняння розв’язане в явному виглядi для класiв Гельдера, для яких 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛼,

𝛼 ∈ (0, 1).

Отримано новi оцiнки зверху для 𝑁 -вимiрних лiнiйних поперечникiв класiв ̃︀𝐻𝜔

та 𝐻𝜔 в просторi неперервних функцiй, що покращують ранiше вiдомi оцiнки, та

обчислено вiдносний лiнiйний мiнiедральний поперечник 𝜆m𝑁 (𝐻𝜔;𝐶+;𝐶) для всiх

𝑁 ∈ N.
2. Доведено, що iнтервальна квадратурна формула з рiвновiддаленими

серединами вузлових iнтервалiв i рiвними коефiцiєнтами є найкращою серед всiх

iнтервальних квадратурних формул з заданою кiлькiстю вузлових iнтервалiв

однакової довжини, якi можуть перетинатися, на класах згорток ядер, що не

збiльшують осциляцiю, з переставно iнварiантними множинами. Цей результат

суттєво поширює вiдомi результати щодо оптимiзацiї iнтервальних квадратур.

Ключову роль у доведеннi цього результату мала встановлена властивiсть про

не збiльшення осциляцiї в згортцi з ядром Стєклова вузького класу функцiй, якi

можна зобразити у виглядi рiзницi деяких двох iдеальних несиметричних сплайнiв
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нульового порядку.

Розв’язано задачу оптимiзацiї кубатурних формул, що використовують в якостi

iнформацiї про пiдiнтегральну функцiю її усереднення вздовж перетинiв областi

визначення з гiперплощинами заданої ковимiрностi, паралельних координатним

гiперплощинам, на класах функцiй, якi заданi обмеженнями на модуль

неперервностi або на гладкiсть чистих частинних похiдних.

3. Знайдено точну асимптотику при 𝑁 → ∞ величини 𝑅𝑁(𝑓)𝑝;𝛼,𝛽 найкращого

нелiнiйного несиметричного наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 двiчi неперервно

диференцiйовних функцiй 𝑓 двох змiнних за допомогою лiнiйних неперервних

сплайнiв на трiангуляцiях, якi складаються з не бiльше, нiж 𝑁 трикутникiв,

а також побудовано асимптотично оптимальнi послiдовностi трiангуляцiй та

лiнiйних сплайнiв на них.

Розв’язано екстремальну задачу про знаходження форми 𝑑-вимiрного

симплекса, 𝑑 ∈ N, одиничного об’єму, на якому досягається мiнiмум похибки

найкращого несиметричного наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 додатно

визначеної квадратичної канонiчної форми за допомогою лiнiйних функцiй.

Знайдено точний порядок величини ℰ𝑁
(︀
𝑊Δ

∞
)︀
𝑝
, коли 𝑁 → ∞, що характеризує

похибку наближення в метрицi простору 𝐿𝑝 функцiй з обмеженим лапласiаном за

допомогою трансфiнiтних iнтерполяцiйних гармонiчних сплайнiв на прямокутних

розбиттях, якi складаються з не бiльше, нiж 𝑁 паралелепiпедiв. Показано,

що такий порядок не залежить вiд вимiрностi простору визначення функцiй

та досягається на розбиттях, утворених розбиттям областi визначення функцiї

рiвновiддаленими паралельними гiперплощинами.

4. Отримано точнi оцiнки зверху та знизу для величини похибки найкращого

вiдновлення класу 𝑊 2
∞(Ω) функцiй багатьох змiнних, визначених на опуклому

тiлi Ω, що мають рiвномiрно обмеженi похiднi другого порядку за довiльним

напрямком, за iнформацiєю про значення функцiй та їх градiєнтiв в заданiй

скiнченнiй системi вузлiв, та наведено загальнi умови, в яких оцiнки зверху та

знизу збiгаються. Подiбнi результати встановлено й для перiодичного аналогу

класу 𝑊 2
∞(Ω) – класу 𝑊 2

∞(ℒ), де ℒ – повновимiрна решiтка. Цi результати

поширюють результати Б.Д. Боянова на випадок функцiй багатьох змiнних та
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В.Ф. Бабенка та А.О. Лiгуна на випадок класiв функцiй вищої гладкостi.

Розв’язано задачу про найкраще вiдновлення iнтегральних операторiв з

невiд’ємними ядрами та їх сум на класах функцiй, якi визначенi на компактi

метричного простору та мають задану мажоранту модуля неперервностi, за

значеннями функцiй з класу в заданiй скiнченнiй системi вузлiв, якi вiдомi з

похибкою.

5. Одержано непокращувану нерiвнiсть типу Колмогорова, що оцiнює

рiвномiрну норму дробової похiдної в смислi Маршо порядку 𝑘 ∈ (0, 2− 1/𝑠) ∖ {1}
функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2

∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
, 1 6 𝑠 < ∞, через рiвномiрну норму самої функцiї та

норму її другої похiдної в метрицi простору 𝐿𝑠, та розв’язано задачу Стєчкiна про

найкраще наближення оператора𝐷𝑘
− дробового диференцiювання в смислi Маршо

лiнiйними обмеженими операторами на класi 𝑊 2
∞,𝑠

(︀
R0

+

)︀
. У випадку 𝑘 ∈ (0, 1)

розглянуто узагальнення цих результатiв на ситуацiю, коли друга похiдна функцiї

𝑓 належить iдеальнiй решiтцi.

Розв’язано задачу Стєчкiна 5.1.5 для операторiв диференцiювання та

функцiоналiв диференцiювання в точцi на класах 𝑊 3
∞([0, 1]) та 𝑊 *,2

𝑁 ([0, 1]), де

𝑁 – це 𝑁 -функцiя, що має неперервну справа похiдну.

Для абсолютно монотонних та кратно монотонних функцiй 𝑥 : [0, 1] → R
та для широких дiапазонiв значень параметрiв 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑠 6 ∞ та 𝑘, 𝑟 ∈ N,
𝑘 6 𝑟 − 1, отримано розв’язок задачi Ландау-Колмогорова про точнi константи

в нерiвностях, що оцiнюють норму промiжної похiдної
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
𝐿𝑞([0,1])

через норму

самої функцiї ‖𝑥‖𝐿𝑝([0,1])
та норму її похiдної старшого порядку

⃦⃦
𝑥(𝑟)
⃦⃦
𝐿𝑠([0,1])

.
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80-рiччю з дня народження М.П. Корнєйчука (14.06.2010–17.06.2010, Днiпропет-

ровськ, Україна),
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форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї з сучасного аналiзу (20.06.2011–23.06.2011,

Донецьк, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї Банах-120, присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха

(17.09.2012–21.09.2012, Львiв, Україна),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї Кенгро-100: Методи аналiзу i алгебри, присвяченiй

100-рiччю з дня народження професора Гунара Кенгро (01.09.2013–06.09.2013,

Тарту, Естонiя),

форма участi – доповiдь;

– Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближень та її застосування”, присвяченiй

75-рiчному ювiлею В.П. Моторного (08.10.2015–11.10.2015, Днiпропетровськ,

Україна),

форма участi – доповiдь;

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдались i обговорювались

на мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу

i теорiї функцiй ДНУ iм. Олеся Гончара (Днiпропетровськ, 2010–2014, керiвники

семiнару: член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. В.П. Моторний i

д.ф.-м.н., проф. В.Ф. Бабенко; Днiпро, 31.05.2017 та 20.04.2018, керiвник семiнару

член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. В.П. Моторний),

форма участi – доповiдь,

а також на

– Семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (Київ,

28.04.2017 та 20.10.2017, керiвник семiнару д.ф.-м.н., проф. А.С. Романюк),

форма участi – доповiдь;

– Семiнарi з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу Одеського

нацiонального унiверситету iм. I. I. Мечнiкова (Одеса, 29.09.2017, керiвник

семiнару д.ф.-м.н., проф. А.О. Кореновський),

форма участi – доповiдь;

– Семiнарi “Сучасний аналiз” у Київському нацiональному унiверситетi
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iм. Тараса Шевченка (Київ, 06.12.2017, керiвники семiнару: д.ф.-м.н., проф.

О.О. Курченко, д.ф.-м.н., проф. В.М. Радченко, д.ф.-м.н., проф. I.О. Шевчук),

форма участi – доповiдь;

– Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Львiвському

нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка (Львiв, 07.12.2017, керiвник семiнару

д.ф.-м.н., проф. О.Б. Скаскiв),

форма участi – доповiдь;

– Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi математики

НАН України (Київ, 11.04.2018, керiвники семiнару: академiк НАН України

д.ф.-м.н., проф. Ю.М. Березанський, академiк НАН України д.ф.-м.н., проф.

Ю.С. Самойленко, чл.-кор. НАН України д.ф.-м.н., проф. А.Н. Кочубей),

форма участi – доповiдь.


