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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âèïàäêîâèõ îïåðàòî-

ðiâ, ùî ïîáóäîâàíi çà îäíîâèìiðíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Îñíîâ-

íà ÷àñòèíà äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âè-

ñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè òà äîäàòêó çi ñïèñêàìè îïó-

áëiêîâàíèõ ïðàöü çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ i íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ

i êîíôåðåíöié, íà ÿêèõ äîïîâiäàëèñü îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Ó âñòóïi âiäçíà÷àþòüñÿ: àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨ òà ¨¨ çâ'ÿçîê

ç iíøèìè íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè â ìiñöi âèêîíàí-

íÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè; ìåòà i çàäà÷i, îá'¹êò i ïðåäìåò òà ìåòîäè

äîñëiäæåííÿ; íàóêîâà íîâèçíà i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ; îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, à òàêîæ, äå áóëè àïðîáîâàíi i

îïóáëiêîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðàì ó ñåí-

ñi À. Â. Ñêîðîõîäà òà îáðàçàì êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä ¨õ äi¹þ. Ïåðøèé

ïiäðîçäië ìiñòèòü îçíà÷åííÿ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà òà ïðè-

êëàäè òàêèõ îá'¹êòiâ. Êðiì òîãî, â íüîìó äîâîäèòüñÿ, ùî ñèëüíèì âè-

ïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R) ¹ âiäîáðàæåííÿ, ÿêå îïèñó¹ çñóâè ôóíê-

öié óçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, êî-

åôiöi¹íòè ÿêîãî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ç îáìåæåíèìè ïîõiäíèìè

íà âñié äiéñíié âiñi òà äèôóçiÿ âiääiëåíà âiä íóëÿ. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi

ïîêàçó¹òüñÿ, ùî îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàä-
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êîâîãî îïåðàòîðà, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå íå iñíóâàòè. Òàêîæ äîâåäåíî,

ùî ó âèïàäêó ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, iñíóâàííÿ

îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ãàðàíòó¹ óìîâà Äàäëi. Ó öüîìó æ ïiäðîç-

äiëi âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó îáìåæåíîñòi ñèëüíîãî

âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà çñóâó, ùî ïîðîäæåíèé ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåí-

öiàëüíèì ðiâíÿííÿì.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âèïàäêîâèõ iíòåãðàëü-

íèõ îïåðàòîðiâ, ÿäðà ÿêèõ çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çñóâiâ ãàóñiâñüêèõ

ùiëüíîñòåé óçäîâæ ñòàöiîíàðíîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó. Ïåðøèé ïiäðîç-

äië ìiñòèòü îçíà÷åííÿ i ïðèêëàäè òî÷êîâîãî ïðîöåñó òà äîâåäåííÿ òî-

ãî, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà çñóâiâ ãàóñiâñüêèõ ùiëüíîñòåé óçäîâæ ñòàöiî-

íàðíîãî åðãîäè÷íîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó ¹ òîòàëüíîþ ó ïðîñòîði êâà-

äðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ íà îáìåæåíîìó ñåãìåíòi ôóíêöié. Ó äðóãîìó

ïiäðîçäiëi äëÿ åðãîäè÷íèõ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ äîâåäåíà íåîáìåæåíiñòü

âèïàäêîâîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìà-

íî îöiíêó çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi êëàñòåðiâ ïîòîêó Àððàòüÿ

íà âiäðiçêàõ îäèíè÷íî¨ äîâæèíè. Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ

äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ âèïàäêîâèìè ÿäåðíèìè îïåðàòî-

ðàìè íåîáìåæåíîãî âèïàäêîâîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ïîáó-

äîâàíî çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì, ùî ïîðîäæåíèé ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèïàäêîâèì îïåðàòîðàì çñóâó, ùî ïîáó-

äîâàíi çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíà ôîðìóëà

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi

ïîêàçàíî íåîáìåæåíiñòü îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ òà

íàâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó íà ñiì'þ ôóíêöié, çà ÿêî¨ öåé ñèëüíèé âè-

ïàäêîâèé îïåðàòîð ¹ îáìåæåíèì íà äàííié ìíîæèíi ôóíêöié. Âñòàíîâ-

ëåíî äîñòàòíþ óìîâó íà êîìïàêòíó ìíîæèíó ó ïðîñòîði êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèõ ôóíêöié íà âñié äiéñíié âiñi, çà ÿêî¨ ïiä äi¹þ îïåðàòîðà çñó-

âó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ îáðàç äàíîãî êîìïàêòó iñíó¹ òà ¹ âèïàäêîâîãî
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êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíi íåîáõiäíi òà

äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà

çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ çìiíè ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîë-

ìîãîðîâèì êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ äåÿêèõ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ

îïåðàòîðiâ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíi îöiíêè íà ïîïåðå÷íèêè çà

Êîëìîãîðîâèì êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè, íà ÿêié iñíó¹ íåïåðåðâíà ìîäèôi-

êàöiÿ îïåðàòîðà çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Äðóãèé ïiäðîçäië ìiñòèòü

ïðèêëàä êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-

ði, äëÿ ÿêî¨ äiàãîíàëüíèé ãàóñiâñüêèé ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð íå

çìiíþ¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì. Ó òðå-

òüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî, ùî îïåðàòîð çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ

íå ïîãiðøó¹ âåðõíþ îöiíêó ïîïåðå÷íèêà çà Êîëìîãîðîâèì êîìïàêòó ç

ïåðøîãî ïiäðîçäiëó. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ïðèêëàäè ôóíê-

öié, ùî ¨õ îáðàçè ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòî-

êó Àððàòüÿ ìàéæå íàïåâíî íå ¹ íóëüîâèìè, òà ïîáóäîâàíî ïiäïðîñòið,

ùî çáåðiãà¹ ñâîþ ðîçìiðíiñòü ïðè äi¨ äàííîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà.

Ï'ÿòèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèïàäêîâèì iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðàì,

ïîáóäîâàíèì çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Ïîêàçàíî, ùî â íèõ ¹ òi æ âëàñòè-

âîñòi, ùî ó äðóãîìó ðîçäiëi äîâåäåíi äëÿ âèïàäêîâèõ iíòåãðàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ, ïîðîäæåíèõ ñòàöiîíàðíèìè òî÷êîâèìè ïðîöåñàìè. Ó øîñòîìó

ïiäðîçäiëi çíàéäåíî àñèìïòîòèêó íàáëèæåííÿ âèïàäêîâèìè ÿäåðíèìè

îïåðàòîðàìè íåîáìåæåíîãî âèïàäêîâîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà çà

ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð, óìîâà Äàäëi, ïîòiê

Àððàòüÿ, ÷èñëî êëàñòåðiâ, òî÷êîâèé ïðîöåñ, n-ïîïåðå÷íèê çà Êîëìî-

ãîðîâèì.

Ñïèñîê îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çäîáóâà÷à
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Abstract

Korenovska Ia. A. Geometric properties of infinite-dimensional maps

generated by singular stochastic flows. — Manuscript.

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sci-

ences, 01.01.05 — Probability Theory and Mathematical Statistics (11

— Mathematics and Statistics). — Institute of Mathematics of the NAS

of Ukraine, Kyiv, 2018.

This thesis is devoted to the study of random operators generated by

one-dimensional stochastic flows. The main part of the thesis consists of

the introduction, four sections, conclusions and a list of references. They

are followed by an appendix which lists the author’s publications as well
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as scientific seminars and conferences at which the obtained results were

reported.

In the introduction we outline the relevance of the topic of the thesis

and its connection with other scientific programs and topics at the place

where the research was carried out; goals and objectives, the object

and subject, and the methods of research; the scientific novelty and

the practical significance of the obtained results; the author’s personal

contribution, and also reference to where the main results of the research

were reported and published.

The first section is devoted to strong random operators in sense of

A. V. Skorokhod, and images of compact sets under these operators.

The first subsection contains the definition of a strong random operator

and examples of objects of the kind. Moreover, it is proved that random

map, which describes shift of functions along solutions of stochastic dif-

ferential equation with coefficients that are continuously differentiable

with bounded derivatives, and diffusion separated from zero, is a strong

random operator in L2(R). In the second subsection it is shown that the

image of a compact set under a strong random operator may not be de-

fined. Also, it is proved that Dudley condition is sufficient for existence

of the image of a compact set in the case of the Gaussian strong random

operator. In this subsection we obtain the necessary and sufficient con-

ditions of boundedness of the strong random operator of the shift which

is generated by a stochastic differential equation.

In the second section we investigate properties of random integral ope-

rators whose kernels are obtained as a convolution of Gaussian densities

with stationary point process. The first subsection contains definition

and examples of a point proecss. It is also proved that the linear span

of shifts of Gaussian densities along a stationary ergodic point process

is dense in the space of functions which are square integrable on the
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bounded segment. In the second subsection we prove unboundedness

of a random integral operator generated by an ergodic stationary point

process. In the third subsection we estimate the rate of growth of a

maximum number of clusters in Arratia flow on intervals with lengths of

one. This estimation is used to investigate the rate of approximation of

the unbounded random integral operator contructed from a point process

generated by an Arratia flow by random nuclear operators.

The third section is devoted to shift random operators constructed

using the Arratia flow. In the first subsection we prove the formula of

change of variables for an Arratia flow. In the second subsection we

show unboundedness of the shift-operator along an Arratia flow, and

for a family of functions we obtain the sufficient condition under which

this shift-operator is bounded on considered family of functions. It is

established the sufficient condition for a compact set under which its

image under shift-operator along an Arratia flow exists and is a random

compact set. In the third subsection we prove the necessary and sufficient

conditions for preserving convergence by shift-operator generated by an

Arratia flow.

In the fourth section we investigate the changes of Kolmogorov widths

of compact sets under strong random operators. In the first subsection

we obtain estimates of Kolmogorov widths of a compact set on which

there exists a continuous modification of the shift-operator along an Ar-

ratia flow. The second subsection contains an example of a compact

set in a Hilbert space for which the behavior of its Kolmogorov widths

doesn’t change under diagonal Gaussian strong random operator. In

the third subsection we show that shift-operator along an Arratia flow

doesn’t impair an upper estimation of the Kolmogorov width of the com-

pact set from the first subsection. The fourth subsection contains exam-

ples of functions which images under shift-operator along an Arratia flow
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don’t equal zero with probability one. A finite-dimensional subspace is

constructed, which preserves its dimension under shift-operator along an

Arratia flow. The fifth subsection is devoted to random integral opera-

tors generated by an Arratia flow. It is shown that they have the same

properties which are proved in the second section for random integral

operators constructed by a stationary point process. In the sixth sub-

section we find a rate of approximation of unbounded random integral

operator generated by an Arratia flow by random nuclear operators.

Key words: strong random operator, Dudley condition, Arratia flow,

number of clusters, point process, Kolmogorov n-width.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ãîëîâíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ðîáîòè ¹

îäíîâèìiðíi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè. Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè âèâ÷åííi

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòi, ñèñòåì âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê

(äèâ. [2], [5], [24], [46]). Ó äåÿêîìó ñåíñi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè � öå âèïàä-

êîâi àíàëîãè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Âiäîìî (äèâ. [31], [42]), ùî çà ïåâíèõ

óìîâ ãëàäêîñòi íà êîåôiöi¹íòè ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

ïîðîäæó¹ ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê äèôåîìîðôiçìiâ. Ïðè öüîìó, áóäü-ÿêi

äâi ÷àñòèíêè ó òàêîìó ïîòîöi íå ìîæóòü çiøòîâõóâàòèñü.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi Àððàòüÿ [2] ïðè äîñëiäæåííi ñëàáêî¨ ãðà-

íèöi øêàëîâàíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü çi ñêëåþâàííÿì îòðèìàíà ñiì'ÿ

âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, áóäü-ÿêi äâà ç ÿêèõ íåçàëåæíi äî ìîìåíòó çó-

ñòði÷i, à ó ìîìåíò çóñòði÷i ñêëåþþòüñÿ i äàëi ðóõàþòüñÿ ÿê îäèí âiíå-

ðiâñüêèé ïðîöåñ. Ó ïîäàëüøîìó òàêèé îá'¹êò íîñèòü íàçâó ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ òà àêòèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ. Çîêðåìà, À. À. Äîðîãîâöåâ (äèâ. [7])

äîâiâ ñêií÷åííiñòü ñóìàðíîãî ÷àñó âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê ó ïîòîöi

Àððàòüÿ, ç ÷îãî âèïëèâà¹ çëi÷åííiñòü ÷èñëà êëàñòåðiâ ïîòîêó Àððàòüÿ

ó áóäü-ÿêèé äîäàòíié ìîìåíò ÷àñó, òà ðîçðèâíiñòü ïîòîêó çà ïðîñòî-

ðîâîþ çìiííîþ. À. À. Äîðîãîâöåâ, À. Â. Ãíåäií, Ì. Á. Âîâ÷àíñüêèé

ó [6] äîâåëè àíàëîã çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó ïðè ìàëèõ çíà÷åí-

íÿõ ÷àñîâîãî ïàðàìåòðó äëÿ ðîçìiðó ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðó ïîòîêó

Àððàòüÿ, à ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ îòðèìàí Â. Â. Ôîìi÷üîâèì (äèâ.

[21]).

13
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Óçàãàëüíåííÿ ïîòîêó Àððàòüÿ ðîçãëÿäàëîñü Ò. Å. Õàððiñîì [24], äå

çà ïåâíèõ óìîâ íà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ äîâåäåíî íå ëèøå iñíóâàí-

íÿ ïîòîêó, à i ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê ó íüîìó. I. I. Íiùåíêî (äèâ. [34])

äëÿ íàáëèæåííÿ ïîòîêiâ Õàððiñà áóëî âèêîðèñòàíî àíàëîã äèñêðåòíî¨

ñõåìè Åéëåðà-Ìàðóÿìè. Àñèìïòîòèêó ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñîâîãî

ïàðàìåòðó äëÿ ðiâíîìiðíîãî âiäõèëåííÿ ÷àñòèíîê ïîòîêó Õàððiñà âiä

ïîëîæåííÿ ¨õ ñòàðòó îòðèìàâ Î. Î. Øàìîâ (äèâ. [37]). Â. Â. Êîíà-

ðîâñüêèé (äèâ. [25], [49]) äîñëiäæóâàâ ñèñòåìó áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê

çi ñêëåþâàííÿì, ïðîòå, íà âiäìiíó âiä ïîòîêó Àððàòüÿ, ìàñè ÷àñòèíîê

ïiäñóìîâóþòüñÿ ïðè ñêëåþâàííi.

Îêðiì ñêëåþâàííÿ ðîçãëÿäàëèñü i iíøi ïèòàííÿ ñòîñîâíî ñòîõàñòè÷-

íèõ ïîòîêiâ. Çîêðåìà, ó ìîíîãðàôi¨ À. À. Äîðîãîâöåâà [7] áóâ ïîáóäîâà-

íèé ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë çà ïîòîêîì Àððàòüÿ òà îòðèìàíî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Êëàðêà äëÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïîòîêó Àððàòüÿ. Ïðèíöèï âåëèêèõ

âiäõèëåíü äëÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ç ãëàäêîþ êîâàðià-

öi¹þ i äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ áóâ äîâåäåíèé À. À. Äîðîãîâöåâèì òà Î. Â.

Îñòàïåíêî (äèâ. [10]). Ëîêàëüíèé ÷àñ ó íóëi ïîòîêó Àððàòüÿ äîñëiä-

æóâàâñÿ Ï. Ï. ×åðíåãîþ (äèâ. [58]). Àíàëîãè òåîðåìè Ãiðñàíîâà äëÿ

ïîòîêó Àððàòüÿ òà äëÿ ïîòîêó ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü çi âçà¹ìîäi¹þ äîâåäåíi Ò. Â. Ìàëîâè÷êî (äèâ. [55]), à äëÿ

ïîòîêó Àððàòüÿ çi çíîñîì � À. À. Äîðîãîâöåâèì (äèâ. [7]).

Àíàëîã ðîçêëàäó Êðèëîâà-Âåðåòåííiêîâà äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ íàïiâ-

ãðóï òà n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ îòðèìàíî À. À. Äîðîãîâöå-

âèì ó ðîáîòi [8]. Íàïiâãðóïè n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Õàððiñà äîñëiä-

æóâàëèñü Ê. Â. Ãëèíÿíîþ (äèâ. [18]). Ã. Â. Ðÿáîâèì òà À. À. Äîðîãîâ-

öåâèì (äèâ. [12],[36]) îòðèìàíi îðòîãîíàëüíi ðîçêëàäè äëÿ êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïîòîêiâ çi ñêëåþâàííÿì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîòîêó Õàððiñà ó [24] íàâåäåíà ëèøå äîñòàòíÿ

óìîâà íà õàðàêòåðèñòèêó, çà ÿêî¨ âiäáóâà¹òüñÿ ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê.
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Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó, äëÿ ïîòîêiâ Õàððiñà äîñi íåâiäîìî òâåðäæåí-

íÿ, ÿêå á îäíîçíà÷íî äàâàëî âiäïîâiäü íà òå, ÷è ¹ ñêëåþâàííÿ ó ïîòîöi.

Òîìó, ïîäàëüøi çóñèëëÿ íàïðàâëåíi íà ðîçðîáêó ¹äèíîãî ìåòîäó äî-

ñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ÿê ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ

ñòîõàñòè÷íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, òàê i ïîòîêiâ iç âçà¹ìî-

äi¹þ. Ó [47] À. À. Äîðîãîâöåâèì äëÿ ìíîæèí ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

ââåäåíî ïîíÿòòÿ êâàäðàòè÷íî¨ åíòðîïi¨, ùî ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ ìíîæèíè

çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê íà äiéñíié âiñi, à

äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ ç öüîãî âèïëèâà¹ ñêií÷åííiñòü ÷àñó âiëüíîãî ïðî-

áiãó ÷àñòèíîê, ùî ñòàðòóþòü ç îáìåæåíîãî iíòåðâàëó.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïîòîêiâ Õàððiñà À. À.

Äîðîãîâöåâèì (äèâ. [7]) áóëî çàïðîïîíîâàíî ðîçãëÿäàòè ñòîõàñòè÷íi

íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ, ùî îïèñóþòü çñóâè ôóíêöié óçäîâæ öèõ ïîòî-

êiâ. Âèâ÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ íàïiâãðóï îïåðàòîðiâ ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó ïî÷àëîñü ç ðîáiò [56], [57], ó ÿêèõ âîíè ïðåäñòàâëÿëèñü ÿê ñòîõà-

ñòè÷íi åêñïîíåíòè âiä äåÿêèõ îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ ìàðòèíãàëiâ. Òàêèé

ïiäõiä ïîòðåáó¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî îáåðíåíîãî ó îïåðàòîðà ñåðåä-

íüîãî, îäíàê ó âèïàäêó ïîòîêiâ iç ñêëåþâàííÿ âiäïîâiäíi îïåðàòîðè

ìîæóòü öþ óìîâó íå çàäîâîëüíÿòè. Ó ðîáîòi [7] ðîçãëÿäàëàñü íàïiâ-

ãðóïà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîåêòîðiâ òà ïîêàçàíî, ùî ¨¨ ãåîìåòðiÿ õà-

ðàêòåðèçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çìiíè ïîïåðå÷íèêiâ êîìïàêòiâ ïiä äi¹þ

öèõ îïåðàòîðiâ.

Äàíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ çìiíè ïîïåðå÷-

íèêiâ êîìïàêòíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði L2(R) ïiä äi¹þ âèïàäêîâèõ îïå-

ðàòîðiâ {Tt, t ≥ 0}, ùî îïèñóþòü çñóâè ôóíêöié óçäîâæ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ. Ó [8] çàóâàæåíî, ùî òàêi îïåðàòîðè ¹ ñèëüíèìè âèïàäêîâèìè ó

ñåíñi À. Â. Ñêîðîõîäà [57], à òîìó, ÿê ïîêàçàíî ó ïåðøîìó ðîçäiëi äàíî¨

ðîáîòè, îáðàçè êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ òàêèõ îïåðàòîðiâ ìîæóòü

íå iñíóâàòè. ßê âiäîìî (äèâ. [54]), óìîâà Äàäëi ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ iñíó-
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âàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà êîìïàêòi ãàóñiâñüêîãî âèïàäêîâîãî

ïðîöåñó. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äîâåäåíî, ùî öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ i äëÿ

iñíóâàííÿ îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ ãàóñiâñüêîãî ñèëüíî-

ãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà. Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åí âèïàäêîâèì iíòå-

ãðàëüíèì îïåðàòîðàì, ïîáóäîâàíèì çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì. Òàêi îá'¹ê-

òè âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi îáðàçiâ êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ

îïåðàòîðà çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Ó òðåòüîìó ðîçäiëi áóäå ïîêàçà-

íî, ùî âèïàäêîâèé îïåðàòîð çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ íå ¹ îáìåæåíèì

âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì. Áiëüø òîãî, âií íå ¹ ãàóñiâñüêèì. Òîìó ó òðå-

òüîìó ðîçäiëi áóäå äîâåäåíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïî-

òîêó Àððàòüÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¨ óìîâè

iñíóâàííÿ îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ Tt. ×åòâåðòèé ðîçäië

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åí ïîáóäîâi êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ïðî-

ñòîði L2(R), ùî ìàéæå íàïåâíî íå çíèêà¹ ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðà-

òîðà çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ, à òàêîæ äîñëiäæåííþ ïîïåðå÷íèêiâ çà

Êîëìîãîðîâèì äàííî¨ ìíîæèíè òà ¨¨ îáðàçó ïiä äi¹þ Tt. Ïîêàçàíî, ÿê

îïåðàòîð çñóâó òà âèïàäêîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, ùî ïîáóäîâàíi çà

ïîòîêîì Àððàòüÿ, ïîâ'ÿçàíi. Ó öüîìó æ ðîçäiëi çíàéäåíî àñèìïòîòèêó

íàáëèæåííÿ òàêîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèïàäêîâèìè ÿäåðíèìè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáîòà

âèïîâíåíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi òåîði¨ âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì ¾Ñòîõàñòè÷íèé àíà-

ëiç ñêëàäíèõ ñèñòåì¿, äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0111U001002,

òà ¾Ñòîõàñòè÷íi ñèñòåìè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ¿, äåðæàâíèé ðå¹-

ñòðàöiéíèé íîìåð 0116U002066.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äî-

ñëiäæåííÿ çìiíè êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ
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îïåðàòîðiâ, ùî ïîáóäîâàíi çà îäíîâèìiðíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè

iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Öÿ ìåòà âêëþ÷à¹ â ñåáå íàñòóïíi çàäà÷i:

• âñòàíîâëåííÿ óìîâè, çà ÿêî¨ îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè iñíó¹ ïiä

äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ;

• ïîáóäîâà êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè, ùî ìàéæå íàïåâíî íå çíèêà¹ ïiä
äi¹þ îïåðàòîðà çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ;

• çíàõîäæåííÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi ÷èñëà êëàñ-
òåðiâ ïîòîêó Àððàòüÿ òà ¨¨ âïëèâ íà àñèìïòîòèêó íàáëèæåííÿ

âèïàäêîâèìè ÿäåðíèìè îïåðàòîðàìè iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà çà

ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ïîòiê Àððàòüÿ

òà ïîðîäæåíi íèìè ñèëüíi âèïàäêîâi îïåðàòîðè. Ïðåäìåò äîñëiäæåí-

íÿ � âèïàäêîâèé òî÷êîâèé ïðîöåñ, ïîáóäîâàíèé çà ïîòîêîì Àððàòüÿ,

à òàêîæ âèïàäêîâi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, ùî íèì ïîðîäæåíi, âèïàä-

êîâèé îïåðàòîð çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ, n-ïîïåðå÷íèêè çà Êîë-

ìîãîðîâèì îáðàçiâ êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ

îïåðàòîðiâ, àñèìïòîòèêà çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi êëàñòåðiâ

ïîòîêó Àððàòüÿ íà âiäðiçêó äîâæèíè îäèí.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè, ÿêi âèçíà÷àþòü ¨¨ íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò, íàñòóïíi:
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• äëÿ ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà âñòàíîâëåíî äîñ-
òàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà êîìïàêòíié

ìíîæèíi;

• îòðèìàíî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ;

• âñòàíîâëåíî íåîáìåæåíiñòü îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ òà äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

ïiä éîãî äi¹þ;

• îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïî-

ñëiäîâíîñòåé ôóíêöié ïiä äi¹þ îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó

Àððàòüÿ;

• çíàéäåíî îöiíêó çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi êëàñòåðiâ ïî-

òîêó Àððàòüÿ;

• âñòàíîâëåíî, ùî çñóâè ãàóñiâñüêî¨ ùiëüíîñòi óçäîâæ ñòàöiîíàðíîãî

òî÷êîâîãî ïðîöåñó óòâîðþþòü òîòàëüíó ìíîæèíó ó ïðîñòîði L2 íà

äîâiëüíîìó âiäðiçêó;

• îòðèìàíî îöiíêó øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ ÿäåðíèìè âèïàäêîâèìè

îïåðàòîðàìè iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî òî÷êîâèì ïðî-

öåñîì çà ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà íî-

ñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ìàòè ïîäàëü-

øi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíîìàíiòíèõ ðîçäiëàõ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

òà òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèáið ìåòîäiâ äîñëiä-

æåííÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi òà ó ñïiëüíèõ ñòàòòÿõ [13, 14, 15] íàëå-

æàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó äèñåðòàíòà äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ
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íàóê, ïðîôåñîðó À. À. Äîðîãîâöåâó. Âñi ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨ ðå-

çóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äî-

ïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ

ñåìiíàðàõ:

• XXII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿,
13�17 àïðåëÿ, 2015, Ìîñêâà, Ðîññèÿ;

• Yu. V. Linnik Centennial Conference ¾Analytical methods in number
theory, probability theory and mathematical statistics¿, September

14�18, 2015, St. Petersburg, Russia;

• International Conference Dedicated to the 80th Anniversary of Prof.

A. Ya. Dorogovtsev ¾Stochastic Processes in Abstract Spaces¿, Octo-

ber 14�16, 2015, Kyiv, Ukraine;

• International Workshop in Honour of Prof. V. V. Buldygin ¾Limit

Theorems in Probability Theory, Number Theory and Mathematical

Statistics¿, October 10�12, 2016, Kyiv, Ukraine;

• 12th International Vilnius Conference on Probability Theory and

Mathematical Statistics and 2018 IMS Annual Meeting on Probability

and Statistics, July 2�6, 2018, Vilnius, Lithuania;

• 2nd Ukrainian-German Mini-Workshop in stochastics ¾Stochastic cal-

culus and geometry of stochastic �ows with singular interactions¿,

November 15, 2016, Jena, Germany;

• Symposium on Probability Theory and Random Processes, June 4�

10, 2017, St. Petersburg, Russia;
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• íàóêîâîìó ñåìiíàði ¾×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ¿

Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà À. À. Äîðîãîâöåâà;

• íàóêîâîìó ñåìiíàði ¾Ñòàòèñòè÷íi ïðîáëåìè äëÿ âèïàäêîâèõ ïðî-

öåñiâ i ïîëiâ¿ ïðè êàôåäði ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Íàöiîíàëüíîãî

òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Óêðà¨íè ¾Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòè-

òóò¿ iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà Î. I. Êëåñîâà òà äîêòîðà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà Î. Â. Iâàíîâà;

• íàóêîâî-äîñëiäíèöüêîìó ñåìiíàði ¾Funktionenr�aume¿ ïðè êàôåäði
àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîð-

ìàòèêè �íñüêîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ôðiäðiõà Øèëëåðà ïiä êåðiâ-

íèöòâîì ïðîôåñîðà Dr. Hans Triebel òà ïðîôåñîðà Dr. Hans-J�urgen

Schmeißer;

• íàóêîâîìó ñåìiíàði ¾Stochastische Analysis¿ iíñòèòóòó ìàòåìàòè-

êè Áåðëiíñüêîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîôå-

ñîðà Dr. Michael Scheutzow.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi â

ï'ÿòè ñòàòòÿõ [13, 14, 15, 26, 50] ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ, ùî iíäåêñóþ-

òüñÿ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus, òà ï'ÿòè çáiðêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ

êîíôåðåíöié [27, 28, 29, 51, 30].

Ñòðóêòóðà i îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ çàãàëüíèì îáñÿãîì 133 ñòîðií-

êè ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòó-

ïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè, ùî

ìiñòèòü 58 íàéìåíóâàíü, òà äîäàòêó çi ñïèñêàìè îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü
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çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ i íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ i êîíôåðåíöié, íà

ÿêèõ äîïîâiäàëèñü îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðàì ó ñåí-

ñi À. Â. Ñêîðîõîäà òà îáðàçàì êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä ¨õ äi¹þ. Ó ïåð-

øîìó ïiäðîçäiëi íàâîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòî-

ðà òà ïðèêëàäè òàêèõ îá'¹êòiâ. Òóò äîâîäèòüñÿ, ùî ó ïðîñòîði L2(R)

ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ¹ îïåðàòîð çñóâó

(Ttf)(u) = f(ϕ0,t(u)), f ∈ L2(R),

äå ϕ0,t(u) � ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dx(t) = a(x(t))dt+ b(x(t))dw(t),

òàêèé, ùî ϕ0,0(u) = u.

Ëåìà 1.1.1. Íåõàé H = L2 (R) , îïåðàòîð Tt ïîðîäæó¹òüñÿ

ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, äå ôóíêöi¨

a, b ∈ C1(R) òàêi, ùî

|a′|+ |b′| ≤ L, inf
u∈R

b(u) > 0.

Òîäi Tt � ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó L2 (R).

Óìîâîþ, ÿêà ãàðàíòó¹ ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè îáðàç äîâiëüíî¨ ìíî-

æèíè ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ¹ îáìåæåíiñòü. Íàïðèêëàä, âè-

ïàäêîâèé îïåðàòîð Tt ç ëåìè 1.1.1 îáìåæåíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)−1

< +∞.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi çàóâàæåíî, ùî îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä

äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà ìîæå íå iñíóâàòè. Ïðîòå äîâå-

äåíî, ùî ó âèïàäêó ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà iñíó-

âàííÿ îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ãàðàíòó¹ óìîâà Äàäëi.
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Äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ H ñåïàðàáåëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó H ïîçíà÷èìî ÷åðåç NK(u) íàéìåíøó êiëüêiñòü çàìêíóòèõ

êóëü ðàäióñà u > 0, ùî óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ K.

Òåîðåìà 1.2.2. Íåõàé A � ãàóñiâñüêèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó H.

ßêùî äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ó H âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äàäëi∫
NK(u)>1

(lnNK(u))1/2du < +∞,

òî ç éìîâiðíiñòþ 1 îáðàç A(K) iñíó¹ òà ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âèïàäêîâîãî iíòåãðàëü-

íîãî îïåðàòîðà A ó L2(R) ç ÿäðîì

a(u, v) =
∑
θ∈Θ

pε(u− θ)pε(v − θ),

ïîáóäîâàíèì çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì Θ íà R òà ãàóñiâñüêîþ ùiëüíiñòþ

pε(u) = 1√
2πε
e−

u2

2ε , ε > 0. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî, ùî çñó-

âè pε óçäîâæ ñòàöiîíàðíîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó óòâîðþþòü òîòàëüíó

ìíîæèíó ó ïðîñòîði L2([a; b]), a < b.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé Θ � ñòàöiîíàðíèé åðãîäè÷íèé òî÷êîâèé ïðî-

öåñ íà R òà 0 < M |Θ ∩ [0; 1) | < +∞. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà Ω0

éìîâiðíîñòi 1 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω0 ëiíiéíà îáîëîíêà

ôóíêöié {
pε(· − θ(ω)), θ(ω) ∈ Θ(ω)

}
ùiëüíà ó L2([a; b]).

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî, ùî A ¹ ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïå-

ðàòîðîì ó L2(R).

Òåîðåìà 2.2.1. ßêùî Θ � ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðîöåñ íà R òà

M |Θ ∩ [0; 1]|2 < +∞, òî A ¹ ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó

L2(R).
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Âñòàíîâëåíî, ùî, âçàãàëi êàæó÷è, A íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì

îïåðàòîðîì ó L2(R).

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé Θ � åðãîäè÷íèé ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðî-

öåñ íà R òàêèé, ùî

essup|Θ ∩ [0; 1]| = +∞.

Òîäi A íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Íåõàé òî÷êîâèé ïðîöåñ Θt íà R ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ðîçðè-

âó ôóíêöi¨ x(·, t) : R → R, ùî ïîáóäîâàíà çà ïîòîêîì Àððàòüÿ

{x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0 }.

Îçíà÷åííÿ 2.1.4 ([2]). Ïîòîêîì Àððàòüÿ íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0 } òàêèõ, ùî
1) äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R x(u, ·) � âiíåðiâñüêèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî

çàãàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨;

2) äëÿ äîâiëüíèõ u1 ≤ u2 òà s ≥ 0 ç éìîâiðíiñòþ 1

x(u1, s) ≤ x(u2, s);

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà t ≥ 0

< x(u, ·), x(v, ·) > (t) =

∫ t

0

1I{x(u,s)=x(v,s)}ds.

Äëÿ äîâiëüíèõ a < b òà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà Qa,b ïðîñòî-

ðó L2(R) íà L2([a; b]) ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé îïåðàòîð AQa,b =

Qa,bAQa,b.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé Θt � òî÷êîâèé ïðîöåñ íà R, ùî ïîáóäîâàíèé
çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Òîäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî β ∈ (0; 1

4) ìàéæå íàïåâíî

(lnn)β−
1
4‖AQ−n,n‖2 → +∞, n→∞.
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Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèïàäêîâèì îïåðàòîðàì Tt, t > 0,

çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ

Ttf(u) = f(x(u, t)), f ∈ L2(R).

Äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} ðîçãëÿíåìî ñïðÿæå-

íèé éîìó ïîòiê Àððàòüÿ {y(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}, ùî ðóõà¹òüñÿ ó

çâîðîòíîìó ÷àñi i òàêèé, ùî éîãî òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç òðà-

¹êòîðiÿìè ïîòîêó {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} ([2]). Íåõàé νt � ìiðà

Ëåáåãà - Ñòiëòü¹ñà, ùî ïîáóäîâàíà çà y(·, t). Iíòåãðàë Ëåáåãà çà ìiðîþ
νt ïîçíà÷èìî ÷åðåç

∫
R f(u)dy(u, t). Äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé

Tt ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîâîäèòüñÿ ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé h : R→ R � íåâiä'¹ìíà âèìiðíà ôóíêöiÿ òà∫
R h(u)du < +∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ç éìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹

iíòåãðàë
∫
R h(x(u, t))du òà ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫

R
h(x(u, t))du =

∫
R
h(u)dy(u, t).

Çà ðàõóíîê ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Àððàòüÿ îïåðàòîð çñóâó

Tt íå ¹ îáìåæåíèì.

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 Tt íå ¹ îáìåæåíèì ñèëüíèì

âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Çà ðàõóíîê ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ,

îòðèìàíî äîñòàòíþ óìîâó íà ìíîæèíó ôóíêöié, çà ÿêî¨ Tt ¹ îáìåæå-

íèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì íà íié.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé ñiì'ÿ ôóíêöié Φ ⊂ W 1
2 (R) ç ïðîñòîðó Ñîáî-

ë¹âà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
f∈Φ
‖f ′‖L2(R,(|u|+1)3du) < +∞.
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Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

P
{
∃C > 0

∣∣∣ ∀f ∈ Φ ‖Ttf‖L2(R) ≤ C‖f‖L2(R)

}
= 1.

Íàñëiäêîì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé K ⊆ W 1
2 (R) � ìíîæèíà ó L2(R) òàêà, ùî

sup
f,g∈K

∫
R
(f ′(u)− g′(u))2(|u|+ 1)3du <∞.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 Tt íà K ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çáåðå-

æåííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç L2(R) ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî

îïåðàòîðà Tt.

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {fn, n ∈ N} ⊂ L2(R) òàêà, ùî

fn → 0 y L2(R) ïðè n→∞. ßêùî

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1,

òî fn → 0 ìàéæå âñþäè çà ìiðîþ Ëåáåãà λ íà R ïðè n→∞.

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {fn, n ∈ N} ⊂ L2(R)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

1) fn → 0 ó L2(R) ïðè n→∞;

2) fn → 0, n→∞, ìàéæå âñþäè çà λ íà R;

3) iñíó¹ C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 1

suppfn ⊂ [−C;C].

Òîäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ çìiíè ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîë-

ìîãîðîâèì êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ äåÿêèõ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ

îïåðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.0.1 ([3]). n - ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèíè

C ⊆ X ó ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

dn(C,X) = inf
dimL≤n

sup
f∈C

inf
g∈L
‖f − g‖X ,

äå L � ïiäïðîñòið X.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíi îöiíêè íà ïîïåðå÷íèêè êîìïàêòíî¨

ìíîæèíè

K̃ =

{
f ∈ W 1

2 (R)
∣∣∣ ∫

R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 1

}
,

íà ÿêié iñíó¹ íåïåðåðâíà ìîäèôiêàöiÿ îïåðàòîðó çñóâó çà ïîòîêîì Àð-

ðàòüÿ.

Ëåìà 4.1.2. Iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè C1, C2 òàêi, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî n ∈ N
C1

n
≤ dn

(
K̃, L2(R)

)
≤ C2

n
3
10

.

Ðîçãëÿíåìî ãàóñiâñüêèé ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A ó ñåïà-

ðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

{en, n ∈ N}

Af =
∞∑
n=1

ξn(f, en)en,

äå {ξn, n ∈ N} � íåçàëåæíi ãàóñiâñüêi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç

Mξn = 0 òà Mξ2
n = 1, n ∈ N. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ïðèê-

ëàä êîìïàêòíî¨ ó H ìíîæèíè, äëÿ ÿêî¨ âèïàäêîâèé îïåðàòîð A íå

çìiíþ¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì.
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Ëåìà 4.2.1. Íåõàé A � ãàóñiâñüêèé äiàãîíàëüíèé ñèëüíèé âèïàäêî-

âèé îïåðàòîð ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi äëÿ

êîìïàêòó

K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
, n ∈ N

}
iñíóþòü äîäàòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè c1, c2, ùî íà ìíîæèíi ïîâíî¨

éìîâiðíîñòi äëÿ âñiõ n ≥ N0

c2√
n
≤ dn(A(K), H) ≤ c1√

n
.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî, ùî îïåðàòîð çñóâó óçäîâæ ïîòî-

êó Àððàòüÿ íå ïîãiðøó¹ âåðõíþ îöiíêó ïîïåðå÷íèêà çà Êîëìîãîðîâèì

êîìïàêòó

K̃ =

{
f ∈ W 1

2 (R)
∣∣∣ ∫

R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 1

}
Òåîðåìà 4.3.1. Iñíó¹ ìíîæèíà Ω̃ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ ω ∈ Ω̃ òà n ∈ N

dn

(
T ωt (K̃), L2(R)

)
≤ C(ω)

n
3
10

,

äå âèïàäêîâà âåëè÷èíà C(ω) > 0 íå çàëåæèòü âiä n.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ {uk, k = 0, 2(n+ 1)}
âiäðiçêó [0;n−2] íà 2(n+1) ñåãìåíòiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Ïîáóäó¹ìî

(n+ 1) ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié fk, k = 0, n.

fk =



0, u /∈ [u2k;u2k+1],

1, u ∈ [u2k + n−2

6(n+1) ;u2k + 2n−2

6(n+1) ],

6(n+1)
n−2 (u− u2k), u ∈ [u2k;u2k + n−2

6(n+1) ],

−6(n+1)
n−2 (u− u2k+1), u ∈ [u2k + 2n−2

6(n+1) ;u2k+1].
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Òåîðåìà 4.4.2. Iñíó¹ ìíîæèíà Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω0 ôóíêöi¨ T ωt (f0 ∗ pε), . . . , T ωt (fn ∗ pε) ëiíiéíî

íåçàëåæíi.

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ,

ôóíêöi¨ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ïîâ'ÿçàíi ç âèïàäêîâèìè iíòåãðàëüíèìè

îïåðàòîðàìè At ó L2(R), ÿäðà ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä

at(u, v) =
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)pε(u− θ)pε(v − θ).

Âëàñòèâîñòi At äîñëiäæóþòüñÿ ó ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi. Çîêðåìà, äîâå-

äåíà íåîáìåæåíiñòü òàêèõ îá'¹êòiâ.

Òåîðåìà 4.5.1. At íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç äðóãîãî ðîçäiëó, At

ìîæíà íàáëèæàòè âèïàäêîâèìè ÿäåðíèìè îïåðàòîðàìè Q−n,nAtQ−n,n.

Ó øîñòîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî êâàäðàò ¨õ íîðìè ìàæîðó¹òüñÿ çíè-

çó ìàêñèìóìîì ç ïåðøèõ n âåëè÷èí

ζk =
∑

θ∈Θt∩[k;k+1]

(∆y(θ, t))2, k ∈ N ∪ {0},

äëÿ ÿêîãî çíàéäåíà îöiíêà çðîñòàííÿ äî íåñêií÷åííîñòi

Òåîðåìà 4.6.1. Ç éìîâiðíiñòþ 1

ln lnn

lnn
· max
k=0,n

ζk → +∞, n→∞.



Ðîçäië 1

Îáðàçè ìíîæèí ïiä äi¹þ ñèëüíèõ

âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèëüíi âèïàäêîâi îïåðàòîðè ó ñåïàðà-

áåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Äëÿ òàêèõ îá'¹êòiâ õàðàêòåðíèì ¹

òå, ùî ïiä ¨õ äi¹þ îáðàçè áiëüø íiæ çëi÷åííèõ ìíîæèí ìîæóòü íå iñíó-

âàòè. Ãîëîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äàíîãî ðîçäiëó ¹ óìîâè íà êîìïàêòíó

ìíîæèíó ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çà ÿêèõ ¨¨ îáðàç

ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà íå ëèøå iñíó¹, à ¹ òàêîæ i

âèïàäêîâîþ ìíîæèíîþ.

1.1 Ïðèêëàäè ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé (Ω,F,P) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Äëÿ äiéñíîãî ñåïàðàáåëüíîãî

ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H ïîçíà÷èìî ÷åðåç H (Ω) ìíîæèíó âñiõ H

- çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ. Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ñèëüíîãî âèïàä-

êîâîãî îïåðàòîðà áóëî çàïðîïîíîâàíî À. Â. Ñêîðîõîäîì [57].

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. ([57]) Ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòî-

ði H íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ A : H → H (Ω) ç âëàñòèâîñòÿìè

29
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1) äëÿ áóäü-ÿêèõ f1, f2 ∈ H òà α, β ∈ R

P
{
A (αf1 + βf2) = αAf1 + βAf2

}
= 1;

2) äëÿ âñiõ ε > 0 òà fn, f ∈ H, ùî ‖fn − f‖H → 0 ïðè n→∞,

P
{
‖Afn − Af‖H > ε

}
→ 0, n→∞.

Çàóâàæåííÿ 1.1.1. Îñêiëüêè çi çáiæíîñòi ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ, òî íàäàëi ó ðîáîòi çàìiñòü 2) áóäå

ïåðåâiðÿòèñü óìîâà

2′) M‖Afn‖2
H → 0 ïðè ‖fn‖H → 0, n→∞.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà âèêîðèñòîâó¹òü-

ñÿ ïðîòÿãîì ïåðøîãî òà ÷åòâåðòîãî ðîçäiëiâ.

Ïðèêëàä 1.1.1. Ðîçãëÿíåìî ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H çi

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì {en, n ∈ N}.
Íåõàé {ξn, n ∈ N} � ïîñëiäîâíiñòü îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí òàêèõ, ùî Mξ2

1 <∞. Òîäi îïåðàòîð A, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

Af =
∞∑
n=1

ξn(f, en)en, (1.1.1)

¹ ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó H. Ñïðàâäi, ðÿä (1.1.1) çáiãà¹òü-

ñÿ ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, îñêiëüêè

∞∑
n=1

Mξ2
n(f, en)

2 = ‖f‖2
HMξ2

1 .

Ïðè öüîìó

M‖Af‖2
H = Mξ2

1‖f‖2
H . (1.1.2)

Ç (1.1.2) âèïëèâà¹, ùî óìîâà 2′) âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå A � ñèëüíèé âè-

ïàäêîâèé îïåðàòîð ó H.
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Ïðèêëàä 1.1.2. Íåõàé H = L2[0; 1], θ � ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà

íà [0; 1] âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò e ∈ L2[0; 1] ç

îäèíè÷íîþ íîðìîþ, ‖e‖L2[0;1] = 1, òà çàäàìî âèïàäêîâèé îïåðàòîð A

Af = f(θ)e.

Îñêiëüêè

M‖Af‖2
L2[0;1] = Mf 2(θ) = ‖f‖2

L2[0;1],

òî A � ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó L2[0; 1].

Íàäàëi ó ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ñèëüíi âèïàäêîâi îïåðàòîðè ó L2(R),

ùî îïèñóþòü çñóâè ôóíêöié óçäîâæ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ. Öåé ïðèê-

ëàä óçàãàëüíþ¹ âèïàäêîâi îïåðàòîðè, ùî ïîáóäîâàíi ó ïðèêëàäi 1.1.2

çà äîïîìîãîþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2 ([31]). Ñiì'ÿ
{
ϕs,t; 0 ≤ s ≤ t

}
âèïàäêîâèõ âiäîáðà-

æåíü ïðîñòîðó R â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè

1) äëÿ âñiõ 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn <∞ âèïàäêîâi âiäîáðàæåííÿ

ϕs1,s2, ϕs2,s3, . . . , ϕsn−1,sn

íåçàëåæíi;

2) äëÿ âñiõ s, t, r ≥ 0 âèïàäêîâi âiäîáðàæåííÿ ϕs,t òà ϕs+r,t+r

îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi;

3) äëÿ âñiõ r ≤ s ≤ t òà u ∈ R

ϕr,s ◦ ϕs,t (u) = ϕr,t (u) ,

ϕr,r (u)− òîòîæí¹ âiäîáðàæåííÿ;

4) äëÿ âñiõ u ∈ R ïðè t→ 0

ϕ0,t (u)
P−→ u.
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Ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê � öå âèïàäêîâèé àíàëîã äåòåðìiíîâàíî¨ äèíà-

ìi÷íî¨ ñèñòåìè [3, 53]. Òîáòî ñiì'ÿ âèïàäêîâèõ âiäîáðàæåíü, äëÿ ÿêî¨

âèêîíó¹òüñÿ ãðóïîâà âëàñòèâiñòü ó äåÿêîìó ñåíñi. Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê

äèíàìi÷íi ñèñòåìè çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè ìîæíà îòðèìóâàòè ÿê ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 1.1.3 ([31]). Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dx(t) = a (x(t)) dt+ b (x(t)) dw(t),

äå a, b � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi ôóíêöi¨ ç îáìåæåíèìè ïîõiäíè-

ìè, à {w(t), t ≥ 0} � îäíîâèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Ñiì'ÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ϕs,t(u), äå u ∈ R òà ϕs,s(u) = u, óòâîðþ¹ ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê

[31].

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ó L2(R), ÿêå îïèñó¹ çñóâè ôóíêöié

óçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ¹ ñèëü-

íèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó öüîìó ïðîñòîði.

Ïðèêëàä 1.1.4. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ

dx(t) = a(x(t))dt+ b(x(t))dw(t), (1.1.3)

äå ôóíêöi¨ a, b ∈ C1(R) òàêi, ùî

|a′|+ |b′| ≤ L, inf
u∈R

b(u) > 0.

Äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ R ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ0,t(u) òàêèé ðîçâ'ÿçîê

(1.1.3), ùî ϕ0,0(u) = u. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0 çàäàìî âèïàäêîâèé

îïåðàòîð Tt ó ïðîñòîði L2 (R) , ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈ L2 (R) òà

u ∈ R
(Ttf) (u) = f (ϕ0,t(u)) . (1.1.4)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî (1.1.4) çàäà¹ ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïðàòîð ó L2 (R).
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Ëåìà 1.1.1. Íåõàé H = L2 (R) , îïåðàòîð Tt ïîðîäæó¹òüñÿ

ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, äå ôóíêöi¨

a, b ∈ C1(R) òàêi, ùî

|a′|+ |b′| ≤ L, inf
u∈R

b(u) > 0.

Òîäi Tt � ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó L2 (R).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f òà ϕ0,t(u) âèìiðíi çà t òà u ôóíêöi¨, òî

âèìiðíîþ çà t òà u òàêîæ ¹ ôóíêöiÿ f ◦ϕ0,t(u). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R) iñíó¹ ìíîæèíà Ωf ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

òàêà, ùî äëÿ âñiõ ω ∈ Ωf

(Ttf) (ω) ∈ L2 (R) .

Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî, ùî

M

∫
R

(Ttf)2 (u)du < +∞.

Ç (1.1.4) âèïëèâà¹ íàñòóïíå

M (Ttf)2 (u) = Mf 2 (ϕ0,t (u)) =

∫
R
f 2 (v) Et (u, v) dv,

äå Et (u, v) � ïåðåõiäíà ùiëüíiñòü äëÿ ϕ0,t (u) . Ó [4] äîâåäåíî, ùî

çà óìîâè ëåìè iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè C1, C2 òàêi, ùî äëÿ âñiõ

u, v ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Et (u, v) ≤ C1√
t
e−

C2
t (u−v)

2

.

Îòæå,

M

∫
R

(Ttf)2 (u)du =

∫
R
M (Ttf)2 (u) du =

=

∫
R

∫
R
f 2 (v) Et (u, v) dvdu ≤
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≤ C1√
t

∫
R

∫
R
f 2 (v) e−

C2
t (u−v)

2

dudv =

=
C1√
t

∫
R
f 2 (v)

∫
R
e−

C2
t (u−v)

2

dudv = C1

√
π

C2
‖f‖2

L2(R).

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ êîíñòàíòà C̃ = C1

√
π
C2
, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

f ∈ L2(R)

M

∫
R

(Ttf)2 (u)du ≤ C̃‖f‖2
L2(R).

Òîìó Tt � ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó L2 (R).

1.2 Äiÿ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà íà êîì-

ïàêòíi ìíîæèíè

Äàëi ó ðîáîòi áóäóòü äîñëiäæóâàòèñÿ çìiíè êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä

äi¹þ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî ó H îïåðàòîðà A òà åëåìåíòà

f ∈ H iñíó¹ ìíîæèíà Ωf ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

ω ∈ Ωf äåòåðìiíîâàíà âåëè÷èíà (Af)(ω) çíàõîäèòüñÿ ó ïðîñòîði

H. ßêùî æ ìíîæèíà B ⊂ H áiëüø íiæ çëi÷åííà òà
⋂
f∈B Ωf ∈ F ,

òî P(
⋂
f∈B Ωf) ìîæå íå äîðiâíþâàòè îäèíèöi. Òàêèì ÷èíîì, îáðàç

êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó H ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà

ìîæå íå iñíóâàòè ç äîäàòíüîþ éìîâiðíiñòþ.

Ïðèêëàä 1.2.1. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið iç ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì {en, n ∈ N} .
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé îïåðàòîð S ó H

Sg =
∞∑
n=1

1
4
√

ln(n+ 2)
(g, en)en, g ∈ H.
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S ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì ó H, oñêiëüêè 1
4
√

ln(n+2)
→ 0 ïðè

n→∞. Îòæå, îáðàç ìíîæèíè

B =
{
g ∈ H

∣∣∣ ‖g‖H ≤ 1
}

ïiä äi¹þ îïåðàòîðà S ¹ ïåðåäêîìïàêòíèì â H. Ïîçíà÷èìî éîãî

çàìèêàííÿ ÷åðåç K.

Íåõàé ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A òàêèé, ÿê ó ïðèêëàäi 1.1.1,

äå {ξn, n ∈ N} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèõ ãàóñiâñüêèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Òîáòî

Af =
∞∑
n=1

ξn(f, en)en, f ∈ H.

ßêùî iñíó¹ ìíîæèíà Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

ω ∈ Ω0 îáðàç (A(K))(ω) ⊂ H, òî äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω0 ðÿä

∞∑
n=1

ξn(ω)(f, en)en (1.2.1)

çáiãà¹òüñÿ ó H äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ K. Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî äëÿ
êîæíîãî ω ∈ Ω0 ðÿä

∞∑
k=1

ξk(ω)

(ln(k + 2))
1
4

(g, ek)ek (1.2.2)

çáiãà¹òüñÿ ó H äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ H ç ‖g‖H = 1. Îñòàíí¹

ðiâíîñèëüíî çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
k=1

ξk(ω)2√
ln(k + 2)

(g, ek)
2 (1.2.3)

äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ H ç ‖g‖H = 1. Òàêèì ÷èíîì, ç (1.2.3) âèïëèâà¹,

ùî

P

{
sup
k∈N

ξ2
k√

ln(k + 2)
< +∞

}
= 1. (1.2.4)
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Îñêiëüêè {ξn, n ∈ N} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ñòàíäàðòíèx ãàó-

ñiâñüêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî, çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi,

P

{
lim
n

ξn√
ln(n+ 2)

=
√

2

}
= 0, (1.2.5)

ùî ñóïåðå÷èòü (1.2.4). Îòæå, îáðàç A(K) íå iñíó¹.

Ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A ó H ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

H-çíà÷íèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ùî çàiíäåêñîâàíèé ïðîñòîðîì H. Òà-

êèì ÷èíîì, ùîá îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ïiä äi¹þ A iñíóâàâ

äîñòàòíüî, ùîá îïåðàòîð A ìàâ íà K íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ. Çà-

óâàæèìî, ùî äëÿ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà A ç ïðèêëàäó 1.2.1

Af ¹ H - çíà÷íèì ãàóñiâñüêèì âèïàäêîâèì åëåìåíòîì äëÿ áóäü-ÿêîãî

f ∈ H.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. ([44]) Ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A ó H

íàçèâà¹òüñÿ ãàóñiâñüêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ H H - çíà÷íèé

âèïàäêîâèé åëåìåíò Af ¹ ãàóñiâñüêèì.

Âiäîìî, ùî äëÿ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà êîìïàêòíié

ìíîæèíi K ó ãàóñiâñüêîãî R - çíà÷íîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó äîñòàò-

íüî, ùîá äëÿ K âèêîíóâàëàñü óìîâà Äàäëi [54].

Òåîðåìà 1.2.1 ([54]). Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,

K ⊂ H � êîìïàêòíà ìíîæèíà, NK(u) � íàéìåíøà êiëüêiñòü

çàìêíóòèõ êóëü ðàäióñà u > 0, ùî óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ K. ßêùî∫
NK(u)>1

(lnNK(u))1/2du < +∞, (1.2.6)

òî ãàóñiâñüêèé R - çíà÷íèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξf , f ∈ K} ìà¹

íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ.

Äîâåäåìî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ãàóñiâñüêèõ ñèëüíèõ âèïàäêî-

âèõ îïåðàòîðiâ.
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Òåîðåìà 1.2.2. Íåõàé A � ãàóñiâñüêèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó H.

ßêùî äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ó H âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äàäëi∫
NK(u)>1

(lnNK(u))1/2du < +∞, (1.2.7)

òî ç éìîâiðíiñòþ 1 îáðàç A(K) iñíó¹ òà ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð MA, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

(MA)h = M(Ah), h ∈ H

çàðàç ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì. Òîìó äîñòàòíüî äîâîäèòè òåîðåìó äëÿ

âèïàäêó MA = 0. Ðîçãëÿíåìî H - çíà÷íèé ãàóñiâñüêèé âèïàäêîâèé

ïðîöåñ {Af, f ∈ K} òà ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 1.2.3 ([1]). Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,

K ⊂ H � êîìïàêòíà ìíîæèíà. Äëÿ òîãî ùîá H - çíà÷íèé âèïàä-

êîâèé ïðîöåñ {ξf , f ∈ K} ìàâ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ äîñòàòíüî,

ùîá iñíóâàëè êîíñòàíòà α ∈ (0; 1] òà îïóêëà, ïàðíà òà íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ ϕ òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

lim
x→∞

ϕ(x)

x
=∞, lim

x→0

ϕ(x)

x
= 0,

äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g ∈ K

Mϕ

(
‖ξf − ξg‖αH
‖f − g‖H

)
≤ 1 (1.2.8)

òà ∫
NK(u)>1

ϕ−1(NK(u))du < +∞. (1.2.9)

Ïåðåâiðèìî, ùî äëÿ ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà

A iñíó¹ êîíñòàíòà a > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.2.8) ç ôóíê-

öi¹þ ϕ(x) = eax
2 − 1 òà α = 1.
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Îñêiëüêè A � ëiíiéíèé îïåðàòîð, òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî iñíó¹

êîíñòàíòà a > 0, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mea‖Ah‖
2
H ≤ 2

ïðè áóäü-ÿêîìó h ∈ H ç ‖h‖ = 1. Çãiäíî ç [44], iñíó¹ êîíñòàíòà

c > 0, ùî äëÿ êîæíîãî f ∈ H

M‖Af‖2
H ≤ c‖f‖2

H .

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî a > 0, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

e2ac ≤ 2.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå h ∈ H ç îäèíè÷íîþ íîðìîþ, ‖h‖H = 1. Äëÿ

åëåìåíòà Ah ïîçíà÷èìî ÷åðåç {λk, k ∈ N} âëàñíi çíà÷åííÿ éîãî

êîðåëÿöiéíîãî îïåðàòîðà Sh (Sh � ÿäåðíèé îïåðàòîð [43]). Òîäi ([43])

Mea‖Ah‖
2
H =

∞∏
k=1

1√
1− 2aλk

= e
− 1

2

∞∑
k=1

ln(1−2aλk)
.

Îñêiëüêè ∞∑
k=1

λk = M‖Ah‖2
H ≤ c,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ≥ 1

2aλk ≤ 2ac <
1

2
.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî k ≥ 1

− ln(1− 2aλk) ≤ 4aλk.

Òàêèì ÷èíîì,

Mea‖Ah‖
2
H ≤ e

2a
∞∑
k=1

λk
= e2aM‖Ah‖2H ≤ e2ac ≤ 2,

ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà

A âèêîíó¹òüñÿ (1.2.8) ç α = 1 òà ϕ(x) = eax
2 − 1.
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Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Äëÿ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà iñíóâàííÿ íå-

ïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà êîìïàêòi K, âçàãàëi êàæó÷è, íå ãàðàíòó¹

iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà ¨¨ ëiíiéíié îáîëîíöi.

Ïðèêëàä 1.2.2. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì {en, n ∈ N}.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

}
.

Îñêiëüêè

sup
f∈K

∞∑
k=n

(f, ek)
2 =

∞∑
k=n

1

k2
→ 0 ïðè n→∞,

òî K � êîìïàêòíà ó H ìíîæèíà. Áiëüø òîãî, ËÎ(K) = H, îñêiëüêè

íå iñíó¹ íåíóëüîâîãî åëåìåíòó ç H, ùî îðòîãîíàëüíèé ìíîæèíi K.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ K âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.2.7). Äëÿ öüîãî îöiíèìî

çâåðõó âåëè÷èíó NK(u), äå u > 0 äîâiëüíå. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

êîæíîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ
∞∑

k=n+1

1

k2
=

∞∑
k=n

1

(k + 1)2
≤

≤
∞∑
k=n

∫ k+1

k

1

x2
dx =

∫ +∞

n

1

x2
dx =

1

n
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî u > 0 iñíó¹ íîìåð n(u) =
[

2
u2

]
, ùî

sup
f∈K

∞∑
k=n(u)+1

(f, ek)
2 ≤ u2

2
.

Îòæå, u2

2 - ïîêðèòòÿ ìíîæèíè

C =

{
y ∈ H

∣∣∣ (y, ek)
2 ≤ 1

k2
äëÿ áóäü-ÿêîãî k = 1, n(u),
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(y, ej) = 0 äëÿ êîæíîãî j > n(u)

}
óòâîðþ¹ u - ïîêðèòòÿ êîìïàêòó K ó ïðîñòîði H.

Íåõàé A � ãàóñiâñüêèé ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð, ùî íå ¹ îáìå-

æåíèì. A íà K, çà ðàõóíîê óìîâè (1.2.7), ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêà-

öiþ. ßêùî A ìà¹ íà ËÎ(K) íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ, òî, îñêiëüêè

A � ëiíiéíèé îïåðàòîð, iñíó¹ òàêå ïðîäîâæåííÿ Ã îïåðàòîðà A

íà âåñü ïðîñòið H, ùî íîðìè Ã òà A çáiãàþòüñÿ. Îòæå, A �

îáìåæåíèé îïåðàòîð íà H, ùî íå òàê.

Ùå îäíi¹þ óìîâîþ, ÿêà ãàðàíòó¹ ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè îáðàç äî-

âiëüíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ¹ îáìåæåíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. ([7]) Ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A ó H ¹

îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì, ÿêùî iñíó¹ ñiì'ÿ {Aω, ω ∈ Ω}
äåòåðìiíîâàíèõ îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó H, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî f ∈ H ìàéæå íàïåâíî

(Af)ω = Aωf.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä iëþñòðó¹, ùî iñíóþòü ñèëüíi âèïàäêîâi îïåðà-

òîðè, ÿêi íå ¹ îáìåæåíèìè.

Ïðèêëàä 1.2.3. ([8]) Íåõàé {ξn, n ∈ N} � íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi ãàó-
ñiâñüêi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ç ïðèêëàäó 1.1.1 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð

l2 3 x = (xn)n∈N 7→ Ax = (ξnxn)n∈N

¹ ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó l2. Îñêiëüêè {ξn, n ∈ N} �

íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi ãàóñiâñüêi, òî, çãiäíî (1.2.5),

sup
n
|ξn| = +∞ ì.í.

Òàêèì ÷èíîì, A íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó l2.
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Çàóâàæåííÿ 1.2.2. Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð A ç ïðèêëàäó 1.2.3 ¹

ãàóñiâñüêèì òà íå ¹ îáìåæåíèì. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (1.2.7) ¹ áiëüø

çàãàëüíîþ, íiæ óìîâà îáìåæåíîñòi âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ íàì íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó îáìå-

æåíîñòi îïåðàòîðà, ùî ïîðîäæåíèé ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì, ÿêèé çà-

äà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì. Çàóâàæèìî, ùî çà

óìîâ

a, b ∈ C∞b (R) (1.2.10)

ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dx(t) = a(x(t))dt+ b(x(t))dw(t)

¹ äèôåðåíöiéîâàíèì çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ [31].

Ëåìà 1.2.1. Íåõàé âèïàäêîâèé îïåðàòîð Tt ïîðîäæåíèé ðîçâ'ÿçêîì

ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó

a, b ∈ C∞b (R). (1.2.11)

Äëÿ òîãî ùîá Tt áóâ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì íåîáõiäíî

òà äîñòàòíüî, ùîá

sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)−1

< +∞. (1.2.12)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü.Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2 (R)

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

‖Ttf‖2
L2(R) =

∫
R
f 2 (ϕ0,t(u)) du ≤

≤ sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)−1

·
∫
R
f 2(y)dy,

òî, ó ñèëó (1.2.12),

‖Ttf‖2
L2(R) ≤ C · ‖f‖2

L2(R),
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äå C = supu∈R

(
∂ϕ0,t(u)
∂u

)−1

. Îòæå, Tt � îáìåæåíèé âèïàäêîâèé îïå-

ðàòîð ó L2(R).

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé Tt � îáìåæåíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð. Ïîêà-

æåìî, ùî

‖Tt‖ = sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)− 1
2

.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äåÿêó ôóíêöiþ g ∈ Cb (R) òà îïåðàòîð

Qg : L2 (R)→ L2 (R) , ÿêèé äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì

Qgf(u) = g(u)f(u).

Çàðàç íîðìà îïåðàòîðà Qg äîðiâíþ¹ ‖Qg‖ = supu∈R |g(u)|. Îñêiëüêè

‖Ttf‖2
L2(R) =

∫
R
f 2 (ϕ0,t(u)) du =

∫
R
f 2(y)

(
∂ϕ0,t

(
ϕ−1

0,t (y)
)

∂u

)−1

dy,

òî îïåðàòîð Tt içîìåòðè÷íèé îïåðàòîðó Qg ç ôóíêöi¹þ

g(y) =

(
∂ϕ0,t

(
ϕ−1

0,t (y)
)

∂u

)− 1
2

.

Òàêèì ÷èíîì,

‖Tt‖ = ‖Qg‖ = sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)− 1
2

.

Îñêiëüêè îïåðàòîð Tt îáìåæåíèé, òî

sup
u∈R

(
∂ϕ0,t(u)

∂u

)−1

< +∞.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Çàóâàæèìî, ùî ó [33] ïîáóäîâàíà íåñêií÷åííî äè-

ôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ h : R → R, óñi ïîõiäíi ÿêî¨ îáìåæåíi, òàêà,

ùî ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dx(t) = h(x(t))dt+ sin(x(t))dw(t)
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íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.2.12). Òîáòî âiäïîâiäíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð

Tt íå ¹ îáìåæåíèì.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

1. Äîâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó íà êîìïàêòíó ìíîæèíó ó ñåïàðàáåëü-

íîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çà ÿêî¨ îáðàç ïiä äi¹þ ãàóñiâñüêîãî

ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà iñíó¹ òà ¹ âèïàäêîâîþ êîìïàêò-

íîþ ìíîæèíîþ.

2. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó îáìåæåíîñòi ñèëüíîãî

âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ùî îïèñó¹ çñóâè ôóíêöié ç L2(R) óçäîâæ

ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó, ÿêèé ïîðîäæåíèé ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåí-

öiàëüíèì ðiâíÿííÿì.



Ðîçäië 2

Âèïàäêîâi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè òà

òî÷êîâi ïðîöåñè

Áiëüø çàãàëüíèé ïðèêëàä âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ïîáóäîâàíîãî àíàëî-

ãi÷íî ïðèêëàäó 1.1.2, ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ

íà R. Íàøà çàöiêàâëåíiñòü ó âèêîðèñòàííi òàêèõ ïðîöåñiâ iíiöiéîâàíà
òèì, ùî ÿñêðàâèì ïðèêëàäîì òî÷êîâîãî ïðîöåñó ¹ îáðàç ïðÿìî¨ ïiä äi-

¹þ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêà iç ñêëåþâàííÿì. Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæó-

þòüñÿ âëàñòèâîñòi âèïàäêîâèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïîðîäæåíi

ñòàöiîíàðíèìè òî÷êîâèìè ïðîöåñàìè.

2.1 Òî÷êîâi ïðîöåñè

Íåõàé B(R) � áîðåëiâñüêà σ - àëãåáðà íà R, B0 � êëàñ îáìåæåíèõ

ìíîæèí ç B(R). Çàäàìî ìíîæèíó

N =
{
A ⊂ R

∣∣∣ card(A ∩B) <∞ äëÿ áóäü-ÿêî¨

îáåìåæåíî¨ ìíîæèíè B ⊂ R
}
.

Íà N ìîæíà çàäàòè σ - àëãåáðó

N = σ

({
A ∈ N

∣∣∣ card(A ∩B) = m
}
, B ∈ B0, m ∈ N0 = N ∪ 0

)
.

44
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Îçíà÷åííÿ 2.1.1 ([32]). Âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ X : Ω→ N íàçèâà-

¹òüñÿ òî÷êîâèì ïðîöåñîì íà R.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2 ([32]). Ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi òî÷êîâîãî ïðîöåñó X

íà R íàçèâà¹òüñÿ ìiðà λ òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ B(R)

λ(B) = Mcard(X ∩B).

Îçíà÷åííÿ 2.1.3 ([32]). Òî÷êîâèé ïðîöåñ X íà R íàçèâà¹òüñÿ

ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ B(R) òà h > 0

card(X ∩ (B + h))
d
= card(X ∩B),

äå B + h = {x+ h, x ∈ B}.

Íàâåäåìî ïðèêëàä ñòàöiîíàðíîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó íà R, ùî ïî-

áóäîâàíèé çà ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.4 ([2]). Ïîòîêîì Àððàòüÿ íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ âèïàäêî-

âèõ ïðîöåñiâ {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0 } òàêèõ, ùî
1) äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R x(u, ·) � âiíåðiâñüêèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî

çàãàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨;

2) äëÿ äîâiëüíèõ u1 ≤ u2 òà s ≥ 0 ç éìîâiðíiñòþ 1

x(u1, s) ≤ x(u2, s);

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà t ≥ 0

< x(u, ·), x(v, ·) > (t) =

∫ t

0

1I{x(u,s)=x(v,s)}ds.

Ïðèêëàä 2.1.1. Íåõàé {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0} � ïîòiê Àððàòüÿ.

Çàôiêñó¹ìî t > 0 òà äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêó [a; b] ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {un, n ∈ N} ⊂ [a; b], ùî ìiñòèòü a òà b.

Çàäàìî âèïàäêîâi ìîìåíòè íàñòóïíèì ÷èíîì

τ1 = t,
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τk = inf

{
t; s

∣∣∣ k−1∏
j=1

(x(uk, s)− x(uj, s)) = 0

}
, k ≥ 2.

ßêùî νn(s) � êiëüêiñòü ðiçíèõ òî÷îê ó íàáîði {x(u1, s), . . . , x(un, s)},
òî

n∑
k=1

τk =

∫ t

0

νn(s)ds.

Ó [46] äîâåäåíî, ùî
∞∑
n=1

τn < +∞ ì. í.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà x([a; b], t) ñêií÷åííà ìàéæå íàïåâíî [46]. Îò-

æå, ôóíêöiÿ x(·, t) : R → R ¹ ñõiä÷àñòîþ òà x(R, t) � çëi÷åííà.

Íåõàé Θ � ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâiâ ôóíêöi¨ x(·, t) : R→ R. Îñêiëü-

êè ïîòiê Àððàòüÿ ¹ ñòàöiîíàðíèì çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ [20], òî Θ

� ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðîöåñ íà R.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ïðîñòið óñiõ ìið íà B(R), êîæíà ç ÿêèõ ¹

çëi÷åííîþ ñóìîþ N0 = N∪{0} - çíà÷íèõ ìið íà B(R). Íà M ìîæíà

ââåñòè σ - àëãåáðó M

M = σ

({
µ ∈M

∣∣∣ µ(B) = k
}
, B ∈ B(R), k ∈ N0

)
. (2.1.1)

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. ([32]) ßêùî äëÿ åëåìåíòó ν ∈ M âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà ν(B) < +∞ äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ∈ B(R), òî

ν íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì åëåìåíòîì.

Ïðîñòið óñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ íàäàëi ïîçíà÷àòèìåòüñÿ

÷åðåç Ml.

Îçíà÷åííÿ 2.1.6. ([32]) Iíâàðiàíòíîþ íàçèâà¹òüñÿ σ - àëãåáðà

I = σ
{
A ∈Ml

∣∣∣ A+ x = A äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ R
}
, (2.1.2)

äå A+ x =
{
µ(·+ x)

∣∣∣ µ ∈ A}.
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Çàóâàæèìî, ùî ç áóäü-ÿêèì ñòàöiîíàðíèì òî÷êîâèì ïðîöåñîì Θ

íà R ìîæíà àñîöiþâàòè ìiðó

µΘ =
∑
θ∈Θ

δθ, (2.1.3)

ùî ¹ M - çíà÷íèì âèïàäêîâèì åëåìåíòîì.

Îçíà÷åííÿ 2.1.7. ([32]) Òî÷êîâèé ïðîöåñ Θ íà R íàçèâà¹òüñÿ

åðãîäè÷íèì, ÿêùî P(µΘ ∈ A) ∈ {0; 1} äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A ∈ I.

Ïðèêëàä 2.1.2. ([32]) Ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà çi ñêií÷åííîþ

iíòåíñèâíiñòþ ¹ åðãîäè÷íèì.

Ïîêàæåìî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðîöåñ Θ

çñóâè ôóíêöi¨ pε(u) = 1√
2πε
e−

u2

2ε , ε > 0, óçäîâæ Θ óòâîðþþòü

ùiëüíèé ó L2([a; b]) ïðîñòið äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a < b.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé Θ � ñòàöiîíàðíèé åðãîäè÷íèé òî÷êîâèé ïðî-

öåñ íà R òà 0 < M |Θ ∩ [0; 1) | < +∞. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà Ω0

éìîâiðíîñòi 1 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω0 ëiíiéíà îáîëîíêà

ôóíêöié {
pε(· − θ(ω)), θ(ω) ∈ Θ(ω)

}
ùiëüíà ó L2([a; b]).

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà êðîêè.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé Θ � ñòàöiîíàðíèé åðãîäè÷íèé òî÷êîâèé ïðîöåñ

íà R òà 0 < M |Θ ∩ [0; 1) | < +∞. Òîäi ç éìîâiðíiñòþ 1∑
θ∈Θ

1

|θ|
= +∞.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìàéæå íàïåâíî∑
θ∈Θ∩[ 1;+∞)

1

θ
= +∞. (2.1.4)
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Îñêiëüêè ∑
θ∈Θ∩[ 1;+∞)

1

θ
≥

∞∑
n=1

1

n+ 1
|Θ ∩ [n;n+ 1) |,

òî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

ξn = |Θ ∩ [n;n+ 1) |, n ∈ N0,

ðÿä
∑∞

n=1
1
nξn ðîçáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî

{ξn, n ∈ N0} � ñòàöiîíàðíà, åðãîäè÷íà ïîñëiäîâíiñòü òà M |ξ0| < ∞.
Îòæå, çãiäíî ç åðãîäè÷íîþ òåîðåìîþ, äëÿ Sn =

∑n
k=0 ξk ìà¹ ìiñöå

çáiæíiñòü
1

n
Sn →Mξ0, n→∞ ì.í. (2.1.5)

Òàêèì ÷èíîì, ç éìîâiðíiñòþ 1

C = sup
n∈N

1

n
Sn < +∞,

òà iñíó¹ N ∈ N òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N

1

n
Sn ≥

Mξ0

2
. (2.1.6)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N
m∑
k=2

1

k
ξk =

m∑
k=2

(
Sk
k
− Sk−1

k − 1

)
+

m∑
k=2

Sk−1

k(k − 1)
. (2.1.7)

Ç (2.1.5) âèïëèâà¹, ùî

∞∑
k=2

(
Sk
k
− Sk−1

k − 1

)
≤ 2C.

Îòæå, çãiäíî (2.1.6), ðÿä
∑+∞

k=2
Sk−1
k(k−1) ðîçáiæíèé, ùî, çàâäÿêè (2.1.7),

äîâîäèòü ëåìó.



49

Íàñëiäîê 2.1.1. Ç ëåìè 2.1.1 òà òåîðåìè Ìþíöà [41] âèïëèâà¹, ùî

iñíó¹ ìíîæèíà Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ω ∈ Ω0

òà 0 < a < b ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöié{
uθ(ω); θ(ω) ∈ Θ(ω)

}
ùiëüíà ó L2([a; b]).

Íàñëiäîê 2.1.2. Iñíó¹ ìíîæèíà Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ ω ∈ Ω0 òà a < b ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöié{
eθ(ω)u; θ(ω) ∈ Θ(ω)

}
ùiëüíà ó L2([a; b]).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ËÎ
{
fk, k = 1, n

}
ëiíiéíó îáîëîíêó

ôóíêöié f1, . . . , fn. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a < b òà

f ∈ L2([a; b]) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

d
(
f,ËÎ

{
eθu, θ ∈ Θ

})2

L2([a;b])
=

= inf
cθ

∫ b

a

(
f(u)−

∑
θ∈Θ

cθe
θu

)2

du =

= inf
cθ

∫ eb

ea

(
f(lnu)−

∑
θ∈Θ

cθu
θ

)2
du

u
≤

≤ e−ad
(
f̃ ,ËÎ

{
vθ, θ ∈ Θ

})2

L2([ea;eb])
,

äå ôóíêöiÿ f̃(u) = f(lnu) ç ïðîñòîðó L2([e
a; eb]). Òàêèì ÷èíîì, ç

íàñëiäêó 2.1.1, ç éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ a < b òà f ∈ L2([a; b])

d
(
f,ËÎ

{
eθu, θ ∈ Θ

})
L2([a;b])

= 0.
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Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó

θ̃ ∈ Θ. òà ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð B ó L2([a; b])

òàêèé, ùî (Bf) (u) = f(u)h(u), äå

h(u) =
1√
2πε

e−
u2

2ε e−
θ̃2

2ε .

Òîäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ a < b òà f ∈ L2([a; b])

d
(
f,ËÎ {pε(u− θ), θ ∈ Θ}

)2

L2([a;b])
=

= d
(
B
(
f(u)
√

2πεe
u2

2ε e
θ̃2

2ε

)
,ËÎ

{
B
(
e−

θ̃2−θ2
2ε e

θu
ε

)
, θ ∈ Θ

})2

L2([a;b])
=

= d
(
Bf̃(u),ËÎ

{
Be

θu
ε , θ ∈ Θ

})2

L2([a;b])
,

äå

f̃(u) = f(u)
√

2πεe
u2

2ε e
θ̃2

2ε .

Îñêiëüêè B � îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ó L2([a; b]), òî

d
(
Bf̃(u),ËÎ

{
Be

θu
ε , θ ∈ Θ

})2

L2([a;b])
≤

≤ ‖B‖2d
(
f̃(u),ËÎ

{
e
θu
ε , θ ∈ Θ

})2

L2([a;b])
,

ùî, çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.1.2, äîðiâíþ¹ íóëþ.

2.2 Âèïàäêîâi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi

òî÷êîâèì ïðîöåñîì

Çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì Θ íà R ïîáóäó¹ìî âèïàäêîâèé îïåðàòîð A

ó ïðîñòîði L2(R)

Af(v) =
∑
θ∈Θ

pε(v − θ)
∫
R
f(u)pε(u− θ)du, (2.2.1)

f ∈ L2(R), pε(u) = 1√
2πε
e−

u2

2ε .
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Òåîðåìà 2.2.1. ßêùî Θ � ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðîöåñ íà R òà

M |Θ ∩ [0; 1]|2 < +∞, òî A ¹ ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó

L2(R).

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà A âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi

iíòåãðàëó. Äëÿ ïåðåâiðêè 2′) äîâåäåìî, ùî

M

∫
R

(Af(u))2 du < +∞ (2.2.2)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R). Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó ìiðó η, ùî

ïîáóäîâàíà çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì Θ

η =
∑
θ∈Θ

δθ.

Òîäi, çãiäíî (2.2.1), âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

M

∫
R

(Af(u))2 du =

= M

∫
R

∫
R
p2ε(u− v)(f ∗ pε)(u)(f ∗ pε)(v)η(du)η(dv) ≤

≤
∫
R

∫
R
|f(r1)| × |f(r2)|×

×M
∫
R

∫
R
p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2)η(du)η(dv)dr1dr2.

Çàóâàæèìî, ùî

M

∫
R

∫
R
p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2)η(du)η(dv) =

= M
∑

k1,k2∈Z

∑
θ1∈Θ∩[k1;k1+1)
θ2∈Θ∩[k2;k2+1)

p2ε(θ1 − θ2)pε(θ1 − r1)pε(θ2 − r2) ≤

≤
∑

k1,k2∈Z

max
u∈[k1;k1+1)
v∈[k2;k2+1)

p2(u− v)p(u− r1)p(v − r2)×M
∑

θ1∈Θ∩[k1;k1+1)
θ2∈Θ∩[k2;k2+1)

1 =
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= C
∑

k1,k2∈Z

max
u∈[k1;k1+1)
v∈[k2;k2+1)

p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2), (2.2.3)

äå

C = M
∑

θ1∈Θ∩[k1;k1+1)
θ2∈Θ∩[k2;k2+1)

1.

Çi ñòàöiîíàðíîñòi òî÷êîâîãî ïðîöåñó Θ âèïëèâà¹, ùî

C = M |Θ ∩ [0; 1) |2.

Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè M |Θ ∩ [0; 1]|2 < +∞, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè,

ùî âåëè÷èíà ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.2.3) ¹ ÿäðîì, ùî ïîðîäæó¹ îáìåæåíèé

iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði L2(R). Çàóâàæèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

max
u∈[k1;k1+1)
v∈[k2;k2+1)

p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2) ≤

≤
[
pε(r1 − k1) + pε(r1 − k1 − 1)

]
×

×
[
pε(r2 − k2) + pε(r2 − k2 − 1)

]
×

×
[
2p2ε(k1 − k2) + p2ε(k1 − k2 − 1) + p2ε(k1 + 1− k2)

]
. (2.2.4)

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a, b ∈ R iñíó¹ êîíñòàíòà C̃ > 0, ùî∑
k∈Z

pε(a− k)pε(k − b) ≤ C̃p2ε(a− b),

òî ç äåÿêèìè äîäàòíiìè êîíñòàíòàìè C̃i, i = 1, 3, âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ ∑
k1,k2∈Z

pε(a− k1)pε(b− k2)p2ε(k1 − k2) =

= C̃1

∑
k1,k2∈Z

pε(a− k1)pε(b− k2)

∫
R
pε(k1 − r)pε(r − k2)dr =
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= C̃1

∫
R

∑
k1∈Z

pε(a− k1)pε(k1 − r)×
∑
k2∈Z

pε(b− k2)pε(k2 − r)dr ≤

≤ C̃2

∫
R
p2ε(a− r)p2ε(b− r)dr = C̃3p4ε(a− b).

Òîäi, ç íåðiâíîñòi (2.2.4) âèïëèâà¹, ùî ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ âèðàç ó

ïðàâié ÷àñòèíi (2.2.3) îáìåæåíèé ÿäðîì p4ε(r1 − r2), ÿêå ïîðîäæó¹

îáìåæåíèé îïåðàòîð ó L2(R). Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ êîíñòàíòà C̃4 > 0,

ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R)

M

∫
R

(Af(u))2 du ≤

≤ C̃4

∫
R

∫
R
|f(r1)| · |f(r2)| · p4ε(r1 − r2)dr2dr2 < +∞,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé Θ � åðãîäè÷íèé ñòàöiîíàðíèé òî÷êîâèé ïðî-

öåñ íà R òàêèé, ùî

essup|Θ ∩ [0; 1]| = +∞. (2.2.5)

Òîäi A íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïðèïóùåííÿõ ùîäî ïðîöåñó Θ ç éìî-

âiðíiñòþ 1 iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâiíñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

{nk; k ∈ N} òàêà, ùî

sup
k≥1
|Θ ∩ [nk;nk + 1) | = +∞.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ç L2(R) âèãëÿäó

fk = 1I[nk;nk+1) , k ≥ 1.

Ó ñèëó ñòàöiîíàðíîñòi Θ, äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

‖Afk‖2
L2(R) =

∫
R

(∑
θ∈Θ

∫ nk+1

nk

pε(u− θ)du · pε(v − θ)

)2

dv ≥
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≥
∫
R

 ∑
θ∈Θ∩[nk;nk+1)

∫ nk+1

nk

pε(u− θ)du · pε(v − θ)

2

dv =

=

∫
R

 ∑
θ∈Θ∩[nk;nk+1)

∫ 1

0

pε(u− (θ + nk))du · pε(v − θ)

2

dv ≥

≥ pε(1)2

∫
R

 ∑
θ∈Θ∩[nk;nk+1)

pε(v − θ)

2

dv ≥

≥ pε(1)2
∑

θ∈Θ∩[nk;nk+1)

∫
R

(pε(v − θ))2 dv =
∑

θ∈Θ∩[nk;nk+1)

pε(1)2

√
2
.

Îòæå, supk∈N ‖Afk‖ = +∞, òà ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñòàöiîíàðíèõ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ ìà¹ ìiñöå ôîð-

ìóëà Êåìïáåëëà.

Òåîðåìà 2.2.3 ([32], c. 12 (ôîðìóëà Êåìïáåëëà)). Íåõàé Θ � òî÷êî-

âèé ïðîöåññ íà R ç ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi λ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨

âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g òàêî¨, ùî g ≥ 0 àáî
∫
R |g(u)|λ(du) < +∞, ìà¹

ìiñöå ôîðìóëà

M
∑
u∈Θ

g(u) =

∫
R
g(u)λ(du). (2.2.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Êåìïáåëëà, äîâåäåìî íàñòóïíi âëàñòèâî-

ñòi âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïåâíèì ÷èíîì ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ

iíòåãðàëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà A. Äëÿ ôiêñîâàíîãî iíòåðâà-

ëó [a; b] ïîçíà÷èìî ÷åðåç Qa,b îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ L2(R) íà

L2([a; b]), ùî ñïiâïàäà¹ ç ïiäïðîñòîðîì L2(R) ôóíêöié ç íîñi¹ì ó

[a; b].

Ëåìà 2.2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R âèïàäêîâi îïåðàòîðè AQa,b,

Qa,bA ¹ îáìåæåíèìè y L2(R).
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Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ L2(R) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(AQa,bf, g) =
∑
θ∈Θ

∫
R
g(v)pε(v − θ)dv

∫ b

a

f(u)pε(u− θ)du ≤

≤ (b− a)
1
2‖g‖L2(R)‖f‖L2(R)

∑
θ∈Θ

(∫
R
p2
ε(v − θ)dv

) 1
2

max
u∈[a;b]

pε(u− θ) =

= 2−
1
4 (b− a)

1
2‖g‖L2(R)‖f‖L2(R)

∑
θ∈Θ

max
u∈[a;b]

pε(u− θ).

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ Êåìïáåëëà

M
∑
θ∈Θ

max
u∈[a;b]

pε(u− θ) =

∫
R

max
u∈[a;b]

pε(u− r)dr < +∞.

Îòæå, ìàéæå íàïåâíî∑
θ∈Θ

max
u∈[a;b]

pε(u− θ) < +∞,

ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåìà 2.2.2. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R ç éìîâiðíiñòþ 1 âèïàäêîâèé

îïåðàòîð

AQa,b = Qa,bAQa,b

¹ ÿäåðíèì.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè äàíå òâåðäæåííÿ, îöiíèìî ÿäåðíó íîðìó îïå-

ðàòîðà Qa,bAQa,b. Äëÿ äîâiëüíîãî θ ∈ Θ ïîçíà÷èìî ÷åðåç eθ

ôóíêöiþ

eθ = Qa,bpε(· − θ)

òà ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Bθ ó L2(R) ç ÿäðîì

bθ(u, v) = eθ(u)eθ(v).
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Çàóâàæèìî, ùî

Qa,bAQa,b =
∑
θ∈Θ

Bθ. (2.2.7)

Äëÿ êîæíîãî θ ∈ Θ îïåðàòîð Bθ ¹ ÿäåðíèì ó L2(R) òà éîãî ÿäåðíà

íîðìà ñïiâïàäà¹ ç ‖eθ‖2. Çà ôîðìóëîþ Êåìïáåëëà

M
∑
θ∈Θ

‖eθ‖2 = M
∑
θ∈Θ

∫ b

a

pε(u− θ)2du =

= C

∫ b

a

∫
R
pε(u− v)2dvdu < +∞,

äå C = M |Θ∩ [0; 1]|. Îòæå, AQa,b ¹ ÿäåðíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëó [a; b] âèïàäêîâèé îïåðàòîð AQa,b îáìå-

æåíèé. Ïðîòå, êîëè [a; b] çðîñòà¹ äî R, AQa,b ïîâèíåí çáiãàòèñÿ

äî íåîáìåæåíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà A. Îòæå, ìîæíà î÷iêóâàòè,

ùî îïåðàòîðíà íîðìà ‖AQa,b‖ áóäå çðîñòàòè äî íåñêií÷åííîñòi, êîëè

[a; b] çðîñòà¹ äî R.

Òåîðåìà 2.2.4. Íåõàé Θ � òî÷êîâèé ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâ-

íiñòþ 1. Òîäi ìàéæå íàïåâíî

ln lnn

lnn
‖AQ−n,n‖2 → +∞, n→∞.

Äîâåäåííÿ. Çàäàìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξn = |Θ∩ [n;n+ 1) |, n ∈ N.
Àíàëîãi÷íî îöiíêàì ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.2

‖AQ−n,n‖2 ≥ max
k=1,n

‖AQ−n,n1I[k;k+1)‖2
L2(R) ≥

≥ pε(1)2

√
2

max
k=1,n

ξk.

Çàðàç {ξn, n ∈ N} � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì

Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ 1. Îòæå,

P{ξ1 ≥ m} ∼ e−1

m!
, m→ +∞.
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Äëÿ äîâiëüíîãî R > 0

P
{

max
k=1,n

ξk ≤ mnR
}

=
(

1− P
{
ξ1 > mnR

})n
.

Òàêèì ÷èíîì, çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, äëÿ mn = lnn
ln lnn ìàéæå

íàïåâíî
max
k=1,n

ξk

mn
→ +∞, n→∞,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Ïðèêëàä 2.2.1. Çàóâàæèìî, ùî òî÷êîâèé ïðîöåñ, ùî ïîáóäîâàíèé

çà ïîòîêîì Àððàòüÿ ó ïðèêëàäi 2.1.1, ¹ ñòàöiîíàðíèì òà åðãîäè÷íèì.

Áiëüø òîãî, âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè 2.2.2, òîáòî

essup|Θ ∩ [0; 1]| = +∞.

Äiéñíî, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a > 0

P {|Θ ∩ [0; 1]| ≥ a} > 0. (2.2.8)

Íåõàé
{
uk, k = 0, a+ 1

}
� ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0; 1]. Òîäi

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

P {|Θ ∩ [0; 1]| ≥ a} = P {|x([0; 1], t)| ≥ a+ 1} ≥

≥ P {x(u0, t) < x(u1, t) < . . . < x(ua+1, t)} .

Äîäàòíiñòü éìîâiðíîñòi îñòàííüî¨ ïîäi¨ áóäå äîâåäåíà ó íàñòóïíîìó

ïàðàãðàôi.

2.3 Çðîñòàííÿ íîðìè AQ ó âèïàäêó òî÷êîâîãî ïðî-

öåñó, ïîáóäîâàíîãî çà ïîòîêîì Àððàòüÿ

Ðîçãëÿíåìî ïîòiê Àððàòüÿ {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0} òà ôiêñîâàíå

t > 0.



58

Ëåìà 2.3.1. Iñíóþòü äîäàòíi êîñíòàíè C0, R, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

C ≥ C0
1

C4
lnP

{
|x([0; 1], t)| ≥ C

}
≥ −Rt. (2.3.1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
{
uk, k = 0, C + 1

}
� ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó

[0; 1]. Òîäi

P {|x([0; 1], t)| ≥ C} ≥

≥ P {x(u0, t) < x(u1, t) < . . . < x(uC+1, t)} .

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi òîãî, ùî âi-

íåðiâñüêèé ïðîöåñ ó ïðîñòîði RC+2, ùî ñòàðòó¹ ç òî÷êè

~u = (u0, u1, . . . , uC+1),

äî ìîìåíòó ÷àñó t íå âèéøîâ íà ãðàíèöþ ìíîæèíè

∆C+2 =
{
~v ∈ RC+2

∣∣∣ v0 ≤ v1 ≤ . . . ≤ vC+1

}
,

òîáòî

P {x(u0, t) < x(u1, t) < . . . < x(uC+1, t)} =

= P
{
~w(~u, s) /∈ ∂∆C+2 äëÿ áóäü-ÿêîãî s ≤ t

}
,

äå ~w(~u, ·) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ó RC+2, ùî ~w(~u, 0) = ~u. Îñêiëüêè
1√

2(C+1)
� âiäñòàíü âiä òî÷êè ~u äî áóäü-ÿêî¨ ãiïåðïëîùèíè

Hi = {~v ∈ RC+2| vi = vi+1}, i = 0, C,

òî îñòàííÿ éìîâiðíiñòü íå ìåíøà çà

P
{
‖~w(~0, s)‖RC+2 <

1√
2(C + 1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî s ≤ t

}
,

äå ~w(~0, ·) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ó RC+2, ùî ~w(~0, 0) = ~0. Òàêèì

÷èíîì, ìà¹ ìiñöå îöiíêà

P {x(u0, t) < x(u1, t) < . . . < x(uC+1, t)} ≥
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≥ P

{
sup
s∈[0;t]

‖~w(~0, s)‖RC+2 ≤ 1

2(C + 1)

}
òà âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

P

{
sup
s∈[0;t]

‖~w(~0, s)‖RC+2 ≤ 1

2(C + 1)

}
≥

≥ P

{
sup
s∈[0;t]

|wj(0, s)| ≤
1

2(C + 2)
3
2

äëÿ áóäü-ÿêîãî j = 0, C + 1

}
,

äå
{
wj(0, ·), j = 0, C + 1

}
� íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè ó R,

wj(0, 0) = 0. Îòæå,

P

{
sup
s∈[0;t]

‖~w(~0, s)‖RC+2 ≤ 1

2(C + 1)

}
≥

≥

(
P

{
sup
s∈[0;t]

|w0(0, s)| ≤
1

2(C + 2)
3
2

})C+2

.

Çãiäíî [54], ïðè C →∞

P

{
sup
s∈[0;t]

|w0(0, s)| ≤
1

2(C + 2)
3
2

}
∼ 4

π
e−

π2

8 4t(C+2)3.

Îòæå, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî C0 > 0

P

{
sup
s∈[0;t]

|w0(0, s)| ≤
1

2(C + 2)
3
2

}
≥ 2

π
e−

π2

2 t(C+2)3.

Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü êîíñòàíòè C0, R > 0, ùî äëÿ âñiõ C ≥ C0

1

C4
lnP

{
|x([0; 1], t)| ≥ C

}
≥

≥ C + 2

C4

(
ln

2

π
+ ln e−

π2

2 t(C+2)3
)
≥ −Rt.
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Íàñëiäîê 2.3.1. Äëÿ òî÷êîâîãî ïðîöåñó Θt íà R, ùî óòâîðåíèé ç

óñiõ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ x(·, t) : R→ R, òà áóäü-ÿêîãî C > 0

P {|Θt ∩ [0; 1]| ≥ C} > 0.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 2.3.1 Θt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè 2.2.2. Îòæå,

iíòåãðàëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A, ùî âiäïîäiâà¹ äàíîìó òî÷êî-

âîìó ïðîöåñó, íå ¹ îáìåæåíèì. Òàêèì ÷èíîì, àíàëîãi÷íî òåîðåìi 2.2.4,

î÷iêó¹òüñÿ, ùî ‖AQ−n,n‖ çáiãàþòüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè n → ∞.
Ùîá öå äîâåñòè çàäàìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ξn = |Θt ∩ [n ;n+ 1) |, n ∈ N ∪ {0}.

Ëåìà 2.3.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî β ∈ (0; 1
4) ìàéæå íàïåâíî

max
k=0,n

ξk

(lnn)
1
4−β
→ +∞, n→∞. (2.3.2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N \ {1} ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

Nn =
[

n
[
√

8 lnn]

]
. Äëÿ áóäü-ÿêîãî j = 0, Nn ïîçíà÷èìî

knj = j · [
√

8 lnn].

Äëÿ äîâåäåííÿ (2.3.2) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

max
j=0,Nn

ξknj

(lnn)
1
4−β
→ +∞, n→∞. (2.3.3)

Ïåðåâiðèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî C > 0

P
{
í. ÷. max

j=0,Nn

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}

= 0. (2.3.4)

Çãiäíî ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, äëÿ (2.3.4) äîñòàòíüî çáiæíîñòi ðÿäó

∞∑
n=0

P
{

max
j=0,Nn

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
. (2.3.5)



61

Äëÿ áóäü-ÿêîãî h > 0 ïîçíà÷èìî

α(h) = sup {|P(B ∩D)− P(B)P(D)|,

B ∈ Fu
−∞, D ∈ F+∞

u+h, u ∈ R
}
,

äå Fv
u = σ{x(w, ·), w ∈ [u; v]}. Ó [17] äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî

h > 0

α(h) ≤ 4
1√
2π

∫ +∞

h

e−
v2

2 dv. (2.3.6)

Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N

ξn = |x([n;n+ 1) , t)|,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣P{ max
j=0,Nn

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
−

− P
{

max
j=0,Nn−1

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
P
{
ξknNn ≤ C(lnn)

1
4−β
}∣∣∣∣ ≤

≤ α([
√

8 lnn]). (2.3.7)

Ïðîöåñ {x(u, t), u ∈ R} ñòàöiîíàðíèé. Îòæå,

P
{
ξknNn ≤ C(lnn)

1
4−β
}

= P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}
.

Ç íåðiâíîñòi (2.3.7) âèïëèâà¹, ùî

P
{

max
j=0,Nn

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
≤ α([

√
8 lnn])+

+P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}
P
{

max
j=0,Nn−1

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
. (2.3.8)

Àíàëîãi÷íî, äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 1, Nn − 1

P
{

max
j=0,Nn−i

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
≤ α([

√
8 lnn])+
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+P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}
P
{

max
j=0,Nn−i−1

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
. (2.3.9)

Ç íåðiâíîñòåé (2.3.8), (2.3.9) âèïëèâàþòü íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

P
{

max
j=0,Nn

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
}
≤ α([

√
8 lnn])+

+P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}(

α([
√

8 lnn])+

+ P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}
P
{

max
j=0,Nn−2

ξknj ≤ C(lnn)
1
4−β
})
≤ . . . ≤

≤ α([
√

8 lnn])

Nn−1∑
j=0

P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}j

+

+P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}Nn

.

Ùîá äîâåñòè çáiæíiñòü ðÿäó (2.3.5) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî çáiãàþòü-

ñÿ ðÿäè

∞∑
n=1

α([
√

8 lnn])

Nn−1∑
j=0

P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}j
, (2.3.10)

∞∑
n=1

P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}Nn

. (2.3.11)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî h > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü [35]

1√
2π

∫ +∞

h

e−
v2

2 dv ≤ 1

h
√

2π
e−

h2

2 . (2.3.12)

Ç (2.3.12) âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
n=1

α([
√

8 lnn])

Nn−1∑
j=0

P
{
ξ0 ≤ C(lnn)

1
4−β
}j
≤

≤
∞∑
n=1

α([
√

8 lnn])Nn ≤
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≤ 4
∞∑
n=1

n

[
√

8 lnn]
· 1

[
√

8 lnn]
√

2π
e−

[
√
8 lnn]2

2 .

Ðÿä
∑∞

n=1
2n

8 lnn
√

2πn
5
2
çáiãà¹òüñÿ òà, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà

n

[
√

8 lnn]
· 1

[
√

8 lnn]
√

2π
e−

[
√
8 lnn]2

2 ≤ 2n

8 lnn
√

2πn
5
2

.

Îòæå, ðÿä (2.3.10) çáiæíèé.

Ç ëåìè 2.3.1 âèïëèâà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà

n√
8 lnn

P
{
ξ0 > C (lnn)

1
4−β
}
≥

≥ n√
8 lnn

e
−Rπ

2

2 t
(
C(lnn)

1
4−β

)4
≥ n

1
2

(8 lnn)
1
2

,

ùî äîâîäèòü çáiæíiñòü ðÿäó (2.3.11).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ âèïàäêîâîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà A y

L2(R), ùî ïîáóäîâàíèé çà Θt

Af(v) =
∑
θ∈Θt

∫
R
f(u)pε(u− θ)du · pε(v − θ), (2.3.13)

òà îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ Q−n,n ïðîñòîðó L2(R) íà L2([−n, n])

âèïàäêîâèé îïåðàòîð AQ−n,n = Q−n,nAQ−n,n îáìåæåíèé.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé Θt � òî÷êîâèé ïðîöåñ íà R, ùî ïîáóäîâàíèé
çà ïîòîêîì Àððàòüÿ. Òîäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî β ∈ (0; 1

4) ìàéæå íàïåâíî

(lnn)β−
1
4‖AQ−n,n‖2 → +∞, n→∞. (2.3.14)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî îöiíêàì ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.2

‖AQ−n,n‖2 ≥ max
k=0,n

‖AQ−n,n1I[k;k+1)‖2
L2(R) ≥

≥ pε(1)2

√
2

max
k=0,n

ξk,
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äå ξk = |Θt ∩ [k; k + 1) |. Çà ëåìîþ 2.3.2

max
k=0,n

ξk

(lnn)
1
4−β
→ +∞, n→∞,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ (2.3.14).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

1. Äëÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè çñóâiâ ãàóñiâñüêî¨ ùiëüíîñòi óçäîâæ åðãî-

äè÷íîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó äîâåäåíà ùiëüíiñòü ó ïðîñòîði

L2([a; b]).

2. Äëÿ åðãîäè÷íèõ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ âñòàíîâëåíî íåîáìåæåíiñòü âè-

ïàäêîâèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði L2(R), ÿäðà ÿêèõ

çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çñóâiâ ãàóñiâñüêèõ ùiëüíîñòåé óçäîâæ çà-

äàíîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó.

3. Îòðèìàíà îöiíêà çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi êëàñòåðiâ ïî-

òîêó Àððàòüÿ íà âiäðiçêàõ äîâæèíè îäèí.

4. Âñòàíîâëåíî îöiíêó çðîñòàííÿ íîðìè ÿäåðíèõ âèïàäêîâèõ îïåðà-

òîðiâ, ùî íàáëèæàþòü âèïàäêîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, ïîðîä-

æåíèé òî÷êîâèì ïðîöåñîì çà ïîòîêîì Àððàòüÿ.



Ðîçäië 3

Âèïàäêîâi îïåðàòîðè çñóâó, ùî

ïîáóäîâàíi çà ïîòîêîì Àððàòüÿ

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äàíîãî ðîçäiëó ¹ ñèëüíèé âèïàäêîâèé

îïåðàòîð, ùî îïèñó¹ çñóâè ôóíêöié ç L2(R) óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ.

Ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ÷àñòèíêè ó öüîìó ïîòîöi ñêëåþþòüñÿ, äîñëiäæóâà-

íèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð íå ¹ îáìåæåíèì. Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì äà-

íîãî ðîçäiëó ¹ ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ,

çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îòðèìàíà äîñòàòíÿ óìîâà íà êîìïàêòíi ìíîæèíè ç

L2(R), çà ÿêî¨ iñíóþòü ¨õ îáðàçè ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ùî

ïîðîäæåíèé ïîòîêîì Àððàòüÿ.

3.1 Ñïðÿæåíèé ïîòiê äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ òà ôîð-

ìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Ó [2] ïîòiê Àððàòüÿ {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} áóâ ïîáóäîâàíèé

çà äîïîìîãîþ âèïàäêîâèõ áëóêàíü çi ñêëåþâàííÿì. Îñêiëüêè ó çâî-

ðîòíîìó ÷àñi iñíóþòü âèïàäêîâi áëóêàííÿ çi ñêëåþâàííÿì òàêi, ùî ¨õ

òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè

ó ïðÿìîìó ÷àñi, òî äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}
iñíó¹ ñïðÿæåíèé éîìó ïîòiê Àððàòüÿ {y(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}, ùî
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ðóõà¹òüñÿ ó çâîðîòíîìó ÷àñi i òàêèé, ùî éîãî òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíà-

þòüñÿ ç òðà¹êòîðiÿìè ïîòîêó {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}. Ïiçíiøå,

â [9], áóëà çàïðîïîíîâàíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ñïðÿæåíîãî ïî-

òîêó, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ áiëüø çàãàëüíèé îá'¹êò àíiæ ïîòiê Àððàòüÿ, à

ñàìå áðîóíiâñüêó ñiòêó [16]. Íàâåäåìî âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé {w(uj, ·), j = 1, n} � ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ
òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî j = 1, n w(uj, ·) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ùî ó

ìîìåíò ÷àñó tj > 0 ñòðàðòó¹ ç òî÷êè uj ∈ R, òîáòî ìà¹ ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

w(uj, t) = uj + wj(t− tj), t ≥ tj,

äå {wj, j = 1, n} � íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè. Çàäàìî
íîâi âèïàäêîâi ïðîöåñè íàñòóïíèì ÷èíîì

w̃(u1, ·) = w(u1, ·)

òà äëÿ êîæíîãî j = 2, n

w̃(uj, t) = w(uj, t)1I{tj ≤ t < τj∗,j}+ w̃(uj∗, t)1I{t ≥ τj∗,j},

äå

τk,j = inf
{
s > 0

∣∣∣ w(uj, s) = w̃(uk, s)
}

� ìîìåíò ïåðøî¨ çóñòði÷i w(uj, ·) òà w̃(uk, ·), k = 1, j − 1, à íîìåð

j∗ òàêèé, ùî

τj∗,j = min
k=1,j−1

τk,j.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1 ([16, 39]). Íàáið {w̃(uj, ·), j = 1, n} íàçèâà¹òüñÿ

ñiì'¹þ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ùî ñêëåþþòüñÿ òà ñòàðòóþòü ç òî÷îê

u1, . . . , un ∈ R ó ìîìåíòè ÷àñó t1, . . . , tn ∈ R+ âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 3.1.2 ([16]). Áðîóíiâñüêîþ ñiòêîþ íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ

{xr(u, t), u ∈ R, r ∈ R+, t ≥ r} âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ùî ñêëåþ-

þòüñÿ òà ñòàðòóþòü ç êîæíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó.
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Ðîçãëÿíåìî áðîóíiâñüêó ñiòêó {xr(u, t), u ∈ R, r ∈ R, t ≥ r}. Äëÿ
ôiêñîâàíîãî t > 0 çàäàìî ñïðÿæåíèé ïîòiê Àððàòüÿ {y(u, s), u ∈
R, s ∈ [0; t]} äî ïîòîêó Àððàòüÿ {x0(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}
íàñòóïíèì ÷èíîì [9]: äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ [0; t]

y(u, t− s) = inf {xr(v, s) | xr(v, t) > u,

äå v ∈ Q, r ∈ Q ∩ [0; t]} ì.í. (3.1.1)

Çàóâàæåííÿ 3.1.1. Çàóâàæèìî, ùî òðà¹êòîði¨ x0 òà y íå ïåðåòèíà-

þòüñÿ, òèì ñàìèì

P
{
x0(R, t) ∩ (a; b) 6= ∅

}
= P

{
y(a, t) 6= y(b, t)

}
. (3.1.2)

Çàóâàæåííÿ 3.1.2. Ó [45] ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ôóíê-

öiÿ y(·, t) : R → R ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ òà íåïåðåðâíîþ ñïðàâà.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ìiðó Ëåáåãà - Ñòiëòü¹ñà νt, ùî ïî-

áóäîâàíà çà y(·, t). Iíòåãðàë Ëåáåãà çà ìiðîþ νt ïîçíà÷èìî ÷åðåç∫
R f(u)dy(u, t).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ââàæà¹òüñÿ, ùî x òà ñïðÿæåíèé éîìó ïîòiê

y òàêi, ÿê îïèñàíî âèùå.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé h : R → R � íåâiä'¹ìíà âèìiðíà ôóíêöiÿ òà∫
R h(u)du < +∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ç éìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹

iíòåãðàë
∫
R h(x(u, t))du òà ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫

R
h(x(u, t))du =

∫
R
h(u)dy(u, t). (3.1.3)

Äîâåäåííÿ. Ó [8] äîâåäåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨

h ∈ L1(R) òà äîâiëüíîãî t > 0

M

∫
R
h(x(u, t))du =

∫
R
h(u)du.

Îòæå, ç éìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹ iíòåãðàë
∫
R h(x(u, t))du.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç νt ìiðó Ëåáåãà-Ñòiëòü¹ñà, ùî ïîáóäîâàíà çà ìî-

íîòîííî íåñïàäíîþ òà íåïåðåðâíîþ ñïðàâà ôóíêöi¹þ y(·, t). Ó ñèëó

òåîðåìè ïðî çàìiíó çìiííî¨ â èíòåãðàëi Ëåáåãà äëÿ äîâåäåííÿ (3.1.3)

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

νt = λ ◦ x(·, t)−1 ì.í.,

äå λ � ìiðà Ëåáåãà íà R.
Ç (3.1.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t > 0 òà u ∈ R

y(u, t) = inf
{
v ∈ Q

∣∣∣ x(v, t) > u
}

ì.í. (3.1.4)

Äëÿ ôiêñîâàíîãî b ∈ R ïîçíà÷èìî

v′ = inf
{
v ∈ Q

∣∣∣ x(v, t) > b
}
.

Òîäi, ç (4.5.3) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà Ωb ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ∈ Ωb òà äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë {vn, n ∈ N}, ùî çáiãà¹òüñÿ äî v′(ω) çëiâà, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

x(vn, t, ω) ≤ b

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òàêèì ÷èíîì,

v′(ω) = sup
{
v ∈ Q

∣∣∣ x(v, t, ω) ≤ b
}
.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R iñíó¹ ìíîæèíà

Ωa,b = Ωa ∩ Ωb

ç P(Ωa,b) = 1, íà ÿêié

y(b, t)− y(a, t) = sup
{
v ∈ Q

∣∣∣ x(v, t) ≤ b
}
−

− sup
{
v ∈ Q

∣∣∣ x(v, t) ≤ a
}

= λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t) ∈ (a; b]
}
. (3.1.5)
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Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ∆ âèãëÿäó

∆ = ∪nk=1 (ak; bk] , (3.1.6)

äå
{(
ak; bk] , k = 1, n

}
� ïîïàðíî íåïåðåòèííi íàïiâñåãìåíòè, à

n ∈ N � äîâiëüíå. Ó ñèëó (3.1.5) íà ìíîæèíi

Ω∆ = ∩nk=1Ωak,bk

ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

νt(∆) =
n∑
k=1

(y(bk, t)− y(ak, t)) = λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t) ∈ ∆
}
.

Äîâåäåìî, ùî ç éìîâiðíiñòþ 1 ìiðè νt òà λ ◦ x(·, t)−1 çáiãà-

þòüñÿ íà êiëüöi A, ùî ïîðîäæåíå ìíîæèíàìè âèäó (3.1.6). Äëÿ öüîãî
ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìíîæèíè Ω̃, Ω′x, Ω′y

Ω̃ =
⋂

r1,r1∈Q

Ωr1,r2,

Ω′x =
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ x(·, t) ìîíîòîííî íåñïàäíà òà íåïåðåðâíà ñïðàâà
}
,

Ω′y =
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ y(·, t) ìîíîòîííî íåñïàäíà òà íåïåðåðâíà ñïðàâà
}
.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå p ∈ R òà ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {rn, n ∈
N} ⊂ Q òàêó, ùî

rn → p+ 0, n→∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ r ∈ Q òà ω ∈ Ω̃ ∩ Ω′x ∩ Ω′y, ó ñèëó íåïåðåðâíîñòi

ñïðàâà ôóíêöi¨ y(·, t, ω),

νt((r; p] , ω) = lim
n→∞

νt((r; rn] , ω) =

= lim
n→∞

λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t, ω) ∈ (r; rn]
}

=

= λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t, ω) ∈ (r; p]
}
. (3.1.7)
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Àíàëîãi÷íî, äëÿ äîâiëüíèõ q ∈ Q, v ∈ R, ω ∈ Ω̃ ∩ Ω′x ∩ Ω′y

νt((v; q] , ω) = λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t, ω) ∈ (v; q]
}
. (3.1.8)

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R iñíó¹ q ∈ Q òàêå, ùî

(a; b] = (a; q] ∪ (q; b] ,

òî ç (3.1.7) òà (3.1.8) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ∈ Ω̃ ∩ Ω′x ∩ Ω′y

νt((a; b] , ω) = λ
{
u ∈ R

∣∣∣ x(u, t, ω) ∈ (a; b]
}
.

Òàêèì ÷èíîì, íà ìíîæèíi ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi Ω̃ ∩ Ω′x ∩ Ω′y

∀∆ ∈ A νt(∆) = λ ◦ x(·, t)−1(∆).

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω̃ ∩ Ω′x ∩ Ω′y ìiðè νt(·, ω) òà

λ ◦ x(·, t, ω)−1(·) çáiãàþòüñÿ íà êiëüöi A, òî, ó ñèëó òåîðåìè Êà-

ðàòåîäîði, âîíè çáiãàþòüñÿ i íà σ - àëãåáði σ(A) = B(R). Òàêèì

÷èíîì,

P
{
∀∆ ∈ B(R) νt(∆) = λ ◦ x(·, t, ω)−1(∆)

}
= 1, (3.1.9)

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

3.2 Íåîáìåæåíiñòü îïåðàòîðà çñóâó äëÿ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ

Ïðè äîñëiäæåííi çìií êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàä-

êîâîãî îïåðàòîðó, ùî ïîðîäæåíèé ïîòîêîì Àððàòüÿ, íåîáõiäíî ãàðàí-

òóâàòè iñíóâàííÿ îáðàçiâ çàäàíèõ êîìïàêòíèõ ìíîæèí. ßêùî Tt �

îáìåæåíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð, òî òàêi îáðàçè iñíóþòü i ¹ âèïàäêî-

âèìè êîìïàêòíèìè ìíîæèíàìè. Ïðîòå, çà ðàõóíîê ñêëåþâàííÿ ÷àñòè-

íîê ó ïîòîöi Àððàòüÿ, äàííèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð íå ¹ îáìåæåíèì,

ùî äîâîäèòüñÿ ó äàíîìó ïàðàãðàôi.
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Çàôiêñó¹ìî t > 0 òà äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêó [a; b] ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó ìíîæèíó {un, n ∈ N} ⊂ [a; b], ÿêà ìiñòèòü òî÷êè a òà b.

Çàäàìî âèïàäêîâi ìîìåíòè íàñòóïíèì ÷èíîì

τ1 = t,

τk = inf

{
t; s

∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

(x(uk, s)− x(uj, s)) = 0

}
, k ≥ 2.

ßêùî νn(s) � êiëüêiñòü ðiçíèõ òî÷îê ó íàáîði {x(u1, s), . . . , x(un, s)},
òî

n∑
k=1

τk =

∫ t

0

νn(s)ds.

Ó [46] äîâåäåíî, ùî
∞∑
n=1

τn < +∞ ì. í.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà x([a; b], t) ñêií÷åííà ìàéæå íàïåâíî [46].

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöiÿ x(·, t) : R→ R ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ

òà íåïåðåðâíîþ ñïðàâà, ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ x([a; b], t)

λ
{
u ∈ [a; b]

∣∣∣ x(u, t) = z
}
> 0, (3.2.1)

äå λ � ìiðà Ëåáåãà íà R.

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 Tt íå ¹ îáìåæåíèì ñèëüíèì

âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå t > 0 òà ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹

ñiì'ÿ {T̃t,ω, ω ∈ Ω} ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ äåòåðìiíîâàíèõ îïåðàòîðiâ ó

L2(R) òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R) iñíó¹ ìíîæèíà Ωf

ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi, íà ÿêié

(Ttf)ω = T̃t,ωf.
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Îñêiëüêè T̃t,ω � ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð ó L2(R), òî íà ìíîæèíi

Ω̃ =
⋂

r1,r2∈Q

Ω1I[r1;r2]

ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

sup
{ (p,r)∈Q2: r<p , p−r<δ }

‖T̃t,ω1I[r;p]‖L2(R) → 0, δ → 0. (3.2.2)

Ó ñèëó âèùåçãàäàíî¨ âëàñòèâîñòi ïîòîêó Àððàòüÿ (3.2.1) iñíó¹ Ω′

òàêà, ùî P(Ω′) = 1 òà äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω′ çíàéäåòüñÿ zω ∈ R, äëÿ

ÿêîãî

λ
{
u ∈ [0; 1]

∣∣∣ x(u, t, ω) = zω

}
> 0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ ω ∈ Ω′ ∩ Ω̃ òà δ > 0

sup
{ (p,r)∈Q2: r<p, p−r<δ }

‖T̃t,ω1I[r;p]‖2
L2(R) ≥

≥ sup
{ (p,r)∈Q2: r<p, p−r<δ òà zω∈[r;p] }

‖T̃t,ω1I[r;p]‖2
L2(R) ≥

≥ sup
{ (p,r)∈Q2: r<p, p−r<δ òà zω∈[r;p] }

∫ 1

0

1I[r;p](x(u, t, ω))du ≥

≥ λ
{
u ∈ [0; 1]

∣∣∣ x(u, t, ω) = zω

}
> 0.

Îñêiëüêè äëÿ ω ∈ Ω′ ∩ Ω̃ òà δ > 0

sup
{ (p,r)∈Q2: r<p, p−r<δ }

‖T̃t,ω1I[r;p]‖2
L2(R) ≥ λ

{
u ∈ [0; 1]

∣∣∣ x(u, t, ω) = zω

}
,

òî îòðèìàíî ñóïåðå÷íiñòü ç (3.2.2), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíþ óìîâó íà ñiì'þ ôóíêöié, çà ÿêî¨ Tt
¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì íà äàíié ìíîæèíi ôóíêöié.
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Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé ñiì'ÿ ôóíêöié Φ ⊂ W 1
2 (R) ç ïðîñòîðó Ñîáî-

ëåâà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
f∈Φ
‖f ′‖L2(R,(|u|+1)3du) < +∞. (3.2.3)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

P
{
∃C > 0

∣∣∣ ∀f ∈ Φ ‖Ttf‖L2(R) ≤ C‖f‖L2(R)

}
= 1. (3.2.4)

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè (3.2.3) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Φ

lim
C→+∞

∫ +∞

C

(f ′(u))2(u+ 1)3du = 0.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈
(

1
2 ; 2
)
ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

lim
C→+∞

Cβ

∫ +∞

C

(f ′(u))2(u+ 1)(3−β)du = 0. (3.2.5)

Ðîçãëÿíåìî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi f ∈ Φ òà çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ôóíê-

öiþ f̃ ∈ f. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî u > 0, ó ñèëó íåðiâíîñòi

Ãåëüäåðà,

u
1
2 |f̃(u)| ≤

(
u

∫ +∞

u

(f ′(v))2(1 + v)2dv

) 1
2
(

1

1 + u

) 1
2

,

òî, çãiäíî (3.2.5),

lim
u→+∞

u
1
2 |f̃(u)| = 0.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî limu→−∞(−u)
1
2 |f̃(u)| = 0. Òàêèì ÷èíîì,

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.2.3), òî äëÿ êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi

f ∈ Φ òà áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f̃ ∈ f

lim
|u|→+∞

|u|
1
2 |f̃(u)| = 0. (3.2.6)

Ó ñèëó îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òà ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòè-

íàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Φ òà ôiêñîâà-

íîãî t > 0

‖Ttf‖2
L2(R) =

∫
R
f 2(x(u, t))du =

∫
R
f 2(u)dy(u, t).



74

Îñêiëüêè

lim
|u|→+∞

|y(u, t)|
|u|

= 1 ì. í., (3.2.7)

òî äëÿ äîâiëüíîãî

ω ∈ Ω′ =

{
ω′ ∈ Ω

∣∣∣ lim
|u|→+∞

|y(u, t, ω′)|
|u|

= 1

}
,

ó ñèëó (3.2.6),

lim
|u|→+∞

f 2(u)|y(u, t, ω)| = 0.

Òàêèì ÷èíîì,∫
R
f 2(u)dy(u, t) = −2

∫
R
f(u)f ′(u)y(u, t)du ì. í.

Ç (3.2.7) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω′ iñíó¹ êîíñòàíòà C̃ω > 0,

äëÿ ÿêî¨

sup
u∈R

|y(u, t, ω)|
(|u|+ 1)

3
2

≤ C̃ω

òà ∫
R
|f(u)f ′(u)y(u, t, ω)|du ≤ C̃ω

∫
R
(|u|+ 1)

3
2 |f(u)f ′(u)|du.

Ç óìîâè (3.2.3) òà íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ìà¹ìî, ùî íà ìíîæèíi Ω′ äëÿ

êîæíî¨ f ∈ Φ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Ttf‖L2(R)(ω) ≤ Cω‖f‖L2(R),

äå Cω = C̃ω · supf∈Φ ‖f ′‖L2(R,(|u|+1)3du), ùî äîâîäèòü îáìåæåíiñòü îïå-

ðàòîðà Tt íà ìíîæèíi Φ.

Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ äîñòàòíÿ óìîâà íà êîìïàêòíi ìíîæè-

íè K ⊂ L2(R), çà ÿêî¨ Tt ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ íà K.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé K ⊆ W 1
2 (R) � ìíîæèíà ó L2(R) òàêà, ùî

sup
f,g∈K

∫
R
(f ′(u)− g′(u))2(|u|+ 1)3du <∞. (3.2.8)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 Tt íà K ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå t > 0. Îñêiëüêè Tt � ñèëüíèé âèïàä-

êîâèé îïåðàòîð ó L2(R), òî äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g ∈ L2(R), α, β ∈ Q
iñíó¹ ìíîæèíà Ωf,g,α,β òàêà, ùî P(Ωf,g,α,β) = 1 òà äëÿ êîæíîãî

ω ∈ Ωf,g,α,β ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(Tt(αf + βg))(ω) = α(Ttf)(ω) + β(Ttg)(ω).

Íåõàé {fn, n ∈ N} � çëi÷åííà ùiëüíà ó K ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç

Ω̃ =
⋂

(α,β)∈Q2

⋂
f,g∈{fn, n∈N}

Ωf,g,α,β.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ K iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {nk, k ∈ N} òàêà,

ùî fnk
L2(R)−−−→
k→∞

f, òî, ó ñèëó (3.2.8) òà òåîðåìè 3.2.2,

P
{

lim
k→∞
‖Tt(fnk − f)‖L2(R) = 0

}
= 1.

Òàêèì ÷èíîì, íà ìíîæèíi Ω̃ iñíó¹ limk→∞(Ttfnk)(ω), ùî íå çàëå-

æèòü âiä âèáîðó ïiäïîñëiäîâíîñòi. Äiéñíî, íåõàé äî ôóíêöi¨ f çáiãà-

þòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {fnk, k ∈ N}, {fmk
, k ∈ N}. Òîäi ó ñèëó (3.2.8)

òà òåîðåìè 3.2.2

‖(Ttfnk)(ω)− (Ttfmk
)(ω)‖L2(R) ≤

≤ Cω‖fnk − fmk
‖L2(R) → 0, k →∞.

Îòæå,

lim
k→∞

(Ttfnk)(ω) = lim
k→∞

(Ttfmk
)(ω).

Çàäàìî íà Ω̃ îïåðàòîð T̃t íàñòóïíèì ÷èíîì

(T̃tf)(ω) = lim
k→∞

(Ttfnk)(ω),

ÿêùî f ∈ K. Òîäi T̃t � ìîäèôiêàöiÿ Tt íà K. Ùîá öå äîâåñòè

ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ K òà ìíîæèíó

Ω̃f =
∞⋂
n=1

Ωf,fn,1,−1
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ç P(Ω̃f) = 1. Ó ñèëó (3.2.8) òà òåîðåìè 3.2.2 iñíó¹ Ω′f , P(Ω′f) = 1,

òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω′f âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Tt(f − fn)‖L2(R)(ω) ≤ Cω‖f − fn‖L2(R),

äå êîíñòàíòà Cω > 0 íå çàëåæèòü âiä n ∈ N. Äëÿ çáiæíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi {fnk, k ∈ N}, fnk
L2(R)−−−→
n→∞

f, íà ìíîæèíi Ωf = Ω̃f ∩ Ω′f
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

‖Ttf − Tffnk‖L2(R)(ω) =

= ‖Tt(f − fnk)‖L2(R)(ω) ≤ Cω‖f − fnk‖L2(R).

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ωf ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(Ttf)(ω) = lim
k→∞

(Ttfnk)(ω),

ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî Ttf òà T̃tf íà ìíîæèíi Ωf , P(Ωf) = 1,

çáiãàþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ K

P
{
Ttf = T̃tf

}
= 1.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω̃ òà äîâiëüíèõ n,m ∈ N
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

‖T̃tfn − T̃tfm‖L2(R)(ω) =

= ‖Ttfn − Ttfm‖L2(R)(ω) ≤ Cω‖fn − fm‖L2(R).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ k ∈ N òà f, g ∈ K, fnk
L2(R)−−−→
k→∞

f, fmk

L2(R)−−−→
k→∞

g, ìà¹

ìiñöå íåðiâíiñòü

‖T̃tf − T̃tg‖L2(R)(ω) ≤ ‖T̃tf − T̃tfnk‖L2(R)(ω)+

+‖T̃tg − T̃tfmk
‖L2(R)(ω)+

+Cω
(
‖f − fnk‖L2(R) + ‖g − fmk

‖L2(R)

)
+ Cω‖f − g‖L2(R).
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Îòæå, íà ìíîæèíi Ω̃ iñíó¹ êîíñòàíòà Cω > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ

f, g ∈ K
‖T̃tf − T̃tg‖L2(R)(ω) ≤ Cω‖f − g‖L2(R),

ùî ðiâíîñèëüíî íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ T̃t(ω) : K → L2(R) ïðè

êîæíîìó ω ∈ Ω̃.

Ó ïîïåðåäíié òåîðåìi ðîçãëÿäàëèñü ìíîæèíè, ùî ìiñòÿòü ôóíêöi¨

ç âóçüêîãî êëàñó. Êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè ç òåîðåìè ¹ íå òiëüêè

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, àëå é çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Ãåëüäåðà ç ïîêàçíè-

êîì 1/2. Ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi ðîçãÿäà¹òüñÿ áiëüø îáøèðíèé êëàñ

ôóíêöié ç L2(R), äëÿ ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïiä äi¹þ

âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà Tt.

3.3 Çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïiä äi¹þ îïåðàòîðà çñóâó

çà ïîòîêîì Àððàòüÿ

Îñêiëüêè îïåðàòîð Tt íå ¹ îáìåæåíèì ñèëüíèì âèïàäêîâèì îïåðà-

òîðîì ó L2(R), òî íå äëÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié

{fn, n ∈ N} ¨¨ îáðàç {Ttfn, n ∈ N} ïiä äi¹þ Tt áóäå çáiæíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ.

Ïðèêëàä 3.3.1. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N òà k ∈ {0, . . . , 2n − 1} ðîçãëÿ-

íåìî ôóíêöiþ

fn,k = 1I[ k2n ;k+1
2n ].

Çàíóìåðó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

{fn,k, n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1}}

â îäíó {fn, n ∈ N}, ùî çáiãà¹òüñÿ äî 0 ó L2(R). ßêáè Tt çáåðiãàâ

çáiæíiñòü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, òî

P
{
‖Ttfn‖L2(R) → 0, n→∞

}
= 1. (3.3.1)
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Çàóâàæèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) = 1
}
≥

≥ P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) = 1,

x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ [0; 1]} ≥

≥ P { í. ÷. fn(x(0, t)) = 1,

x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ [0; 1]} =

= P {x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ [0; 1]} .

Ñóïåðå÷íiñòü ç (3.3.1) äà¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.3.1. Äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} òà ìíî-

æèíè ∆ ⊂ R ç äîäàòíüîþ ìiðîþ Ëåáåãà, λ(∆) > 0, ìà¹ ìiñöå

P
{
x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ ∆

}
> 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w1, w2 � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, ùî ñòàðòó-

þòü ç 0 òà 1 âiäïîâiäíî

0 = w1(0) < w2(0) = 1.

Ðîçãëÿíåìî ¨õ ïåðøèé ìîìåíò çóñòði÷i

σ = inf
{
s ≥ 0

∣∣∣ w1(s) = w2(s)
}

òà çàäàìî íîâi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè

z1(s) = w1(s),

z2(s) = w2(s)1I{s < σ}+ w1(s)1I{s ≥ σ}.

Îñêiëüêè (x(0, t), x(1, t))
d
= (z1(t), z2(t)) [2], òî

P
{
x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ ∆

}
= P

{
σ ≤ t, z1(t) ∈ ∆

}
=
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= M
(

1I{σ ≤ t}M(1I{ w1(t) ∈ ∆, w2(t) ∈ R }/Fσ)
)
.

Ðîçãëÿíåìî ïîòiê σ - àëãåáð {Ft, t ≥ 0}, äå

Ft = σ(w1(s), w2(s), s ≤ t).

Çi ñòðîãî ìàðêiâñüêî¨ âëàñòèâîñòi äëÿ äâîâèìiðíîãî âiíåðiâñüêîãî ïðî-

öåñó (w1(t), w2(t)) òà òîãî, ùî σ � ìàðêiâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî

{Ft, t ≥ 0}, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

M
(

1I{σ ≤ t}M(1I{ w1(t) ∈ ∆, w2(t) ∈ R }/Fσ)
)

= MF (σ,w1(σ)),

äå ôóíêöiÿ F çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

F (y1, y2) = 1I{y1 ≤ t} 1√
2π(t− y1)

∫
∆

e−
(u−y2)

2

2(t−y1) du.

Ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó äëÿ (σ,w1(σ)) ìà¹ âèãëÿä

f(σ,w1(σ))(y1, y2) =
1

2
√

2πy2
1

e−
2y22+1

4y1 .

Îòæå,

P
{
x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ ∆

}
=

=

∫
R

∫ t

0

1

2
√

2πy2
1

e−
2y22+1

4y1 · 1√
2π(t− y1)

∫
∆

e−
(v−y2)

2

2(t−y1) dvdy1dy2 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç ïðèêëàäó 3.3.1

P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) = 1
}
> 0,

ùî ñóïåðå÷èòü (3.3.1).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïiä äi¹þ

îïåðàòîðà Tt ¹ çáiæíiñòü ìàéæå âñþäè çà ìiðîþ Ëåáåãà λ íà R.
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Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {fn, n ∈ N} ⊂ L2(R) òàêà, ùî

fn → 0 y L2(R) ïðè n→∞. ßêùî

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1, (3.3.2)

òî fn → 0 ìàéæå âñþäè çà ìiðîþ Ëåáåãà λ íà R ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî fn → 0 ì.â. çà λ íà R ïðè n → ∞
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî C > 0

λ
{
u ∈ R

∣∣∣ lim
n→∞
|fn(u)| ≥ C

}
= 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî C > 0 ìíîæèíà

∆C =
{
v ∈ R

∣∣∣ lim
n→∞
|fn(v)| > C

}
ìà¹ äîäàòíþ ìiðó Ëåáåãà, λ(∆C) > 0. Òîäi, çà ëåìîþ 3.3.1, äëÿ äî-

âiëüíîãî t > 0

P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) ≥ C2
}
≥

≥ P
{
í. ÷. f 2

n(x(0, t)) ≥ C2,

x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ ∆C} =

= P
{
x(0, t) = x(1, t), x(0, t) ∈ ∆C

}
> 0,

ùî ñóïåðå÷èòü (3.3.2).

Íåîáõiäíà óìîâà çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ç òåîðåìè 3.3.1 íå ¹ äîñòàò-

íüîþ. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.3.2. Íåõàé fn = 1
cn

1I(an;an+1] , äå c0 = 1, a0 = 0 òà äëÿ

áóäü-ÿêîãî n ∈ N

cn = (lnn)
1
4 , an = an−1 + 1 + 2n(t ln 2)

1
2 . (3.3.3)

Î÷åâèäíî, ùî fn → 0, n → ∞, ìàéæå âñþäè. Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi ôóíêöié ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 3.3.2. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0 òà äîâiëüíîãî δ ∈ (0; 2
√
t)

P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) ≥ δ
}

= 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî {wj, j ∈ N ∪ {0}} � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi

ïðîöåñè íà [0; t] òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ∪ {0}

w2n(0) = an òà w2n+1(0) = an + 1.

Çà ñiì'¹þ {wj, j ∈ N ∪ {0}} òà ïîñëiäîâíiñòþ {uj, j ∈ N ∪ {0}}, äå

u2n = an òà u2n+1 = an + 1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N ∪ {0}, ïîáóäó¹ìî

íîâi âèïàäêîâi ïðîöåñè {ỹ(uk, ·), k ∈ N ∪ {0}} íàñòóïíèì ÷èíîì.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié g1, g2 ∈ C(R) ïîçíà÷èìî

τ [g1, g2] = inf
{
s ≥ 0

∣∣∣ g1(s) = g2(s)
}
.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ∪ {0} çàäàìî ïðîöåñè

ỹ(an, s) = w2n(s)1I{ s < τ [w2n, ỹ(an−1 + 1, ·)] }+

+ỹ(an−1 + 1, s)1I{ s ≥ τ [w2n, ỹ(an−1 + 1, ·)] } ,

ỹ(an + 1, s) = w2n+1(s)1I{ s < τ [w2n+1, ỹ(an, ·)] }+

+ỹ(an + 1, s)1I{ s ≥ τ [w2n+1, ỹ(an, ·)] } ,

äå ỹ(0, s) = w0(s).

Â [31] ïîêàçàíî, ùî äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ {y(u, t), u ∈ R, t ≥ 0}
{y(uk, ·), k ∈ N ∪ {0}} òà {ỹ(uk, ·), k ∈ N ∪ {0}} ìàþòü îäíàêîâi

ðîçïîäiëè ó ïðîñòîði C([0; t])∞. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0

P
{

lim
n→∞

(y(an + 1, t)− y(an, t))

c2
n

≥ δ

}
=

= P
{

lim
n→∞

(ỹ(an + 1, t)− ỹ(an, t))

c2
n

≥ δ

}
. (3.3.4)
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Òàêèì ÷èíîì,

P
{
í. ÷. ‖Ttfn‖2

L2(R) ≥ δ
}

=

= P
{
í. ÷.

1

c2
n

∫
R

1I(an;an+1] (x(u, t))du ≥ δ

}
=

= P
{
í. ÷.

(y(an + 1, t)− y(an, t))

c2
n

≥ δ

}
,

äå {y(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} � ñïðÿæåíèé ïîòiê äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ

{x(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]}.
Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç (3.3.4), äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

P
{

lim
n→∞

(ỹ(an + 1, t)− ỹ(an, t))

c2
n

≥ δ

}
= 1.

Äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ëåìi.

Ëåìà 3.3.3. Íåõàé {wj, j ∈ N ∪ {0}} � ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ âiíåðiâ-

ñüêèõ ïðîöåñiâ íà [0; t] òàêèõ, ùî w2n(0) = an òà w2n+1(0) = an+1

äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N∪{0}. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü

P
{

max
s∈[0;t]

max
j=0,2n−1

wj(s) ≥ min
s∈[0;t]

w2n(s)

}
<

1

2nt
√
π ln 2

. (3.3.5)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w̃1, w̃2 � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè íà [0; t]

òàêi, ùî w̃1(0) = w̃2(0) = 0. Çàóâàæèìî, ùî

P
{

max
s∈[0;t]

max
j=0,2n−1

wj(s) ≥ min
s∈[0;t]

w2n(s)

}
=

= P
{
∃ j = 0, 2n− 1

∣∣∣ max
s∈[0;t]

wj(s)− min
s∈[0;t]

w2n(s) ≥ 0

}
≤

≤
n−1∑
j=0

(
P
{

max
s∈[0;t]

w̃1(s)− min
s∈[0;t]

w̃2(s) ≥ an − aj
}

+
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+P
{

max
s∈[0;t]

w̃1(s)− min
s∈[0;t]

w̃2(s) ≥ an − aj − 1

})
.

Îñêiëüêè {an, n ∈ N∪{0}} � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâiíñòü, òî äëÿ äîâiëü-
íîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

n−1∑
j=0

(
P
{

max
s∈[0;t]

w̃1(s)− min
s∈[0;t]

w̃2(s) ≥ an − aj
}

+

+ P
{

max
s∈[0;t]

w̃1(s)− min
s∈[0;t]

w̃2(s) ≥ an − aj − 1

})
≤

≤ 2√
πt

n−1∑
j=0

1

an − aj − 1
e−

(an−aj−1)
2

4t ≤

≤ 2(n− 1)√
πt

· 1

an − an−1 − 1
e−

(an−an−1−1)
2

4t ≤ 1

2nt
√
π ln 2

,

äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {an, n ∈ N ∪
{0}}.

Íàñëiäîê 3.3.1. Äëÿ ñiì'¨ {wj, j ∈ N ∪ {0}} íåçàëåæíèõ âiíåðiâ-

ñüêèõ ïðîöåñiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3.3.3, ìà¹ ìiñöå

P
{
í. ÷. max

s∈[0;t]
max

j=0,2n−1
wj(s) ≥ min

s∈[0;t]
w2n(s)

}
= 0.

Çãiäíî ïîáóäîâi ïðîöåñiâ {ỹ(uk, ·), k ∈ N ∪ {0}} òà íàñëiäêó 3.3.1

P { ∃N ∈ N ∀n ≥ N : ỹ(an, t) = w2n(t),

ỹ(an + 1, t) = w2n+1(t)1I{t < τ [w2n, w2n+1]}+

+ w2n(t)1I{t ≥ τ [w2n, w2n+1]} } = 1.

Òàêèì ÷èíîì,

P { ∃N ∈ N ∀n ≥ N : ỹ(an + 1, t)− ỹ(an, t) =

w2n+1(t)− w2n(t) } = 1. (3.3.6)
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Îñêiëüêè

P
{
w2n+1(t)− w2n(t) ≥ c2

nδ
}
≥ 1√

πt
e−

1
4t (c

2
nδ+1)2,

òî ó ñèëó âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {cn, n ∈ N ∪ {0}}, äëÿ äîâiëüíîãî

δ ∈ (0; 2
√
t), äåÿêîãî N0 ∈ N òà âñiõ n ≥ N0

P
{
w2n+1(t)− w2n(t) ≥ c2

nδ
}
≥ 1

n
.

Îòæå, çà ëåìîþ Áîðåëÿ - Êàíòåëëi,

P
{
í. ÷. w2n+1(t)− w2n(t) ≥ c2

nδ
}

= 1,

ùî, ó ñèëó (3.3.6), åêâiâàëåíòíî íàñòóïíîìó

P
{
í. ÷. ỹ(an + 1, t)− ỹ(an, t) ≥ c2

nδ
}

= 1.

Ïðèêëàä 3.3.2 iëþñòðó¹, ùî ç óìîâ çáiæíîñòi fn → 0 ìàéæå âñþäè

òà â L2(R) ïðè n→∞ ïîñëiäîâíîñòi {fn, n ∈ N} ⊂ L2(R), âçàãàëi

êàæó÷è, íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi {Ttfn, n ∈ N}.
Áiëüø òîãî, öüîãî íå äîñòàòíüî, ùîá îáðàç {Ttfn, n ∈ N} áóâ îáìå-

æåíèì ç éìîâiðíiñòþ 1.

Ïðèêëàä 3.3.3. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {uk, k ∈ N ∪ {0}}
òàêó, ùî u0 = 0, u1 = 1 òà äëÿ êîæíîãî n ∈ N

u2n+1 − u2n =
1

2n
, u2n − u2n−1 = 2n(ln 2)

1
2 .

Çàäàìî ôóíêöi¨

fn = 1I[u2n;u2n+1].

Çàðàç ïîñëiäîâiíñòü {fn, n ∈ N} òàêà, ùî fn → 0 ìàéæå âñþäè

òà â L2(R) ïðè n → ∞. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

ôóíêöié âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü

P
{

sup
n∈N
‖Tt1I[u2n;u2n+1]‖L2(R) = +∞

}
= 1. (3.3.7)
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Çà ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ

‖Tt1I[u2n,u2n+1]‖2
L2(R) =

∫
R

1I[u2n,u2n+1](v)dy(v, t),

äå, ÿê i ðàíiøå, {y(v, s), v ∈ R, s ∈ [0; t]} � ñïðÿæåíèé ïîòiê Àððàòüÿ

äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ {x(v, s), v ∈ R, s ∈ [0; t]} . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

äîâåäåííÿ (3.3.7) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî C > 0

P
{

lim sup
n→∞

(y(u2n+1, t)− y(u2n, t)) ≥ C

}
= 1. (3.3.8)

Äëÿ öüîãî, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.3.2, çàäàìî íîâèé ïðîöåñ

{ỹ(un, ·), n ∈ N ∪ {0}}, ùî ïîáóäîâàíèé çà ñiì'¹þ {w(un, ·), n ∈
N ∪ {0}} íåçàëåæíèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ íà [0; t], äëÿ ÿêèõ

w(un, 0) = un.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ∪ {0} òà s ≥ 0

ỹ(un, s) = w(un, s)1I{ s < τ [w(un, ·), ỹ(un−1, ·)] }+

+ỹ(un−1, s)1I{ s ≥ τ [w(un, ·), ỹ(un−1, ·)] } ,

äå ỹ(u0, ·) = w(u0, ·). Äëÿ äîâiëüíîãî C > 0

P
{

lim sup
n→∞

(y(u2n+1, t)− y(u2n, t)) ≥ C

}
=

= P
{

lim sup
n→∞

(ỹ(u2n+1, t)− ỹ(u2n, t)) ≥ C

}
. (3.3.9)

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî îñòàííÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 1, áàçó¹òüñÿ íà íà-

ñòóïíîìó òâåðäæåííi, ùî ¹ ìîäèôiêàöi¹þ ëåìè 3.3.3.

Ëåìà 3.3.4. Íåõàé {w(un, ·), n ∈ N ∪ {0}} � ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ âi-

íåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ íà [0; t] òàêèõ, ùî w(un, 0) = un. Òîäi, äëÿ

áóäü-ÿêîãî n ∈ N

P
{

max
s∈[0;t]

max
j=0,2n−1

w(uj, s) ≥ min
s∈[0;t]

w(u2n, s)

}
<

1

2n2
√
πt ln 2

.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé w1, w2 � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè íà [0; t],

ùî ñòàðòóþòü ç òî÷êè 0, à ñàìå w1(0) = w2(0) = 0. Ïîìiòèìî, ùî

P
{

max
s∈[0;t]

max
j=0,2n−1

w(uj, s) ≥ min
s∈[0;t]

w(u2n, s)

}
=

= P
{
∃ j = 0, 2n− 1

∣∣∣ max
s∈[0;t]

w(uj, s)− min
s∈[0;t]

w(u2n, s) ≥ 0

}
≤

≤
2n−1∑
j=0

P
{

max
s∈[0;t]

w(uj, s)− min
s∈[0;t]

w(u2n, s) ≥ 0

}
=

=
2n−1∑
j=0

P
{

max
s∈[0;t]

w1(s)− min
s∈[0;t]

w2(s) ≥ u2n − uj
}
.

Îñêiëüêè w1, w2 � íåçàëåæíi âiíåðiñüêi ïðîöåñè òà {un, n ∈ N∪{0}}
� çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, òî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi

2n−1∑
j=0

P
{

max
s∈[0;t]

w1(s)− min
s∈[0;t]

w2(s) ≥ u2n − uj
}
≤

≤ 1√
πt

2n−1∑
j=0

1

u2n − uj
e−

(u2n−uj)
2

4t ≤

≤ 2n− 1√
πt(u2n − u2n−1)

e−
(u2n−u2n−1)

2

4t .

Çàðàç u2n − u2n−1 = 2n
√

ln 2. Òîìó äëÿ êîæíîãî n ∈ N

2n− 1√
πt(u2n − u2n−1)

e−
(u2n−u2n−1)

2

4t ≤ 1

2n2
√
πt ln 2

,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íàñëiäîê 3.3.2. Äëÿ ñiì'¨ {w(un, ·), n ∈ N ∪ {0}} íåçàëåæíèõ âiíå-

ðiâñüêèõ ïðîöåñiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3.3.4, ìà¹ ìiñöå

P
{
í. ÷. max

s∈[0;t]
max

j=0,2n−1
w(uj, s) ≥ min

s∈[0;t]
w(u2n, s)

}
= 0.
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Çãiäíî ïîáóäîâi ïðîöåñiâ {ỹ(uk, ·), k ∈ N ∪ {0}} òà íàñëiäêó 3.3.2

P { ∃ N ∈ N : ∀ n ≥ N ỹ(u2n, t) = w(u2n, t),

ỹ(u2n+1, t) = w(u2n+1, t)1I{ t < τ [w(u2n, ·), w(u2n+1, ·)]}+ (3.3.10)

+w(u2n, t)1I{ t ≥ τ [w(u2n, ·), w(u2n+1, ·)]} } = 1.

Òàêèì ÷èíîì,

P { ∃ N ∈ N ∀ n ≥ N ỹ(u2n+1, t)− ỹ(u2n, t) =

= w(u2n+1, t)− w(u2n, t)} = 1. (3.3.11)

Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {un, n ∈ N ∪ {0}} òà áóäü-ÿêèõ C > 0,

n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P
{
w(u2n+1, t)− w(u2n, t) ≥ C

}
=

=

∫ ∞
C

1√
4πt

e−
(v− 1

2k
)
2

4t dv ≥ 1√
4πt

∫ ∞
C

e−
v2

4t dv.

Îòæå, çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî C > 0

P
{

lim sup
n→∞

(w(u2n+1, t)− w(u2n, t)) ≥ C
}

= 1,

ùî, çãiäíî ç (3.3.11) òà (3.3.9), äîâîäèòü (3.3.8). Òàêèì ÷èíîì, ïîñëi-

äîâíiñòü {Ttfn, n ∈ N} ç éìîâiðíiñòþ 1 íå ¹ îáåìåæåíîþ.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî çáiæíiñòü ìàéæå âñþäè íå ãàðàíòó¹ çáåðå-

æåííÿ ïiä äi¹þ Tt àíi çáiæíîñòi, àíi îáìåæåíîñòi, ïðè äîäàòêîâié

óìîâi íà íîñi¨ ôóíêöié {fn, n ∈ N} öüîãî äîñòàòíüî, ùîá

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1.

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {fn, n ∈ N} ⊂ L2(R)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

1) fn → 0 ó L2(R) ïðè n→∞;
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2) fn → 0, n→∞, ìàéæå âñþäè çà λ íà R;

3) iñíó¹ C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

suppfn ⊂ [−C;C].

Òîäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.3.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)-3) òåîðåìè 3.3.2. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà ∆ε ⊆ [−C;C] òàêà, ùî

à) λ(∆ε) < ε ;

á) supu∈[−C;C]\∆ε |fn(u)| → 0, n→∞;

â) äëÿ äîâiëüíîãî t > 0

P
{
x(R, t) ∩∆ε 6= ∅

}
<

ε√
πt

.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ 2), 3) çà òåîðåìîþ �ãîðîâà âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ âèìiðíà ìíîæèíà Gε ⊆ [−C;C] òàêà, ùî

λ(Gε) < ε
2 òà

sup
u∈[−C;C]\Gε

|fn(u)| → 0, n→∞.

Îñêiëüêè Gε ⊆ [−C;C] âèìiðíà, òî ìîæíà çíàéòè âiäêðèòó ìíîæèíó

∆ε =
⋃
k

(aεk; b
ε
k),

äå îá'¹äíàííÿ íå áiëüø íiæ çëi÷åííå, äëÿ ÿêî¨ λ(∆ε) < ε òà Gε ⊆ ∆ε.

Òàêèì ÷èíîì, çà (3.1.2), âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
x(R, t) ∩∆ε 6= ∅

}
≤
∑
k

P
{
x(R, t) ∩ (aεk; b

ε
k) 6= ∅

}
=

=
∑
k

P
{
y(bεk; t) 6= y(aεk; t)

}
≤
√

2

πt

∑
k

∫ bεk−a
ε
k√

2

0

e−
u2

2t du ≤
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≤ 1√
πt

∑
k

(bεk − aεk) ≤
ε√
πt

,

ùî äîâîäèòü ëåìó.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå t > 0. Çà óìîâîþ á) äëÿ êîæíîãî ε > 0 íà

ìíîæèíi

Ωε =
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ x(R, t, ω) ∩∆ε = ∅
}

ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü ‖(Ttfn)(ω)‖L2(R) → 0, n → ∞. Îòæå, äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
≥ P(Ωε) > 1− ε ,

ç ÷îãî, â ñèëó äîâiëüíîãî âèáîðó ε > 0, âèïëèâà¹

P
{

lim
n→∞
‖Ttfn‖L2(R) = 0

}
= 1. (3.3.12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 3.3.2, íàâåäåìî ïðèêëàä êëàñó êîìïàêòiâ

K ó ïðîñòîði L2(R), äëÿ ÿêèõ ç óìîâ fn
L2(R)−−−→ f, n → ∞ òà

{fn, n ∈ N} ⊆ K, âèïëèâà¹, ùî

P
{

lim
n→∞
‖Tt(fn − f)‖L2(R) = 0

}
= 1.

Ïðèêëàä 3.3.4. Íåõàé K � êîìïàêò ó C([0; 1]). Òîäi, íà éîãî âêëà-

äåííi ó ïðîñòið L2([0; 1]), çà òåîðåìîþ 3.3.2, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè,

ùî çi çáiæíîñòi ó L2(R) ïîñëiäîâíîñòi {fn, n ∈ N} ⊆ K äî ôóíêöi¨

f ∈ K âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå âñþäó çà ìiðîþ Ëåáåãà íà [0; 1].

Ó ñèëó òåîðåìè Àðöåëà-Àñêîëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ

δ > 0, ùî äëÿ âñiõ u, v ∈ [0; 1] ç |u− v| < δ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
f∈K
|f(u)− f(v)| < ε

3
. (3.3.13)
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Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {fn, n ∈ N} ⊆ K òàêî¨, ùî fn
L2(R)−−−→ f, n → ∞,

iñíó¹ íîìåð n(δ), ùî äëÿ âñiõ n ≥ n(δ)

λ
{
u ∈ [0; 1]

∣∣∣ |fn(u)− f(u)| ≥ ε

3

}
< δ .

Íåõàé
{
ak, k = 0,

[
1
δ

]
+ 1
}
� íàñòóïíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0; 1]

a[ 1δ ]+1 = 1 òà ak = kδ, k = 0,

[
1

δ

]
.

Ç (3.3.13) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ n(δ) òà äîâiëüíîãî

k = 0,
[

1
δ − 1

]
iñíó¹ unk ∈ [ak; ak+1) òàêå, ùî∣∣∣fn(unk)− f(unk)

∣∣∣ < ε

3
,

òà äëÿ êîæíî¨ òî÷êè v ∈ [a[ 1δ ]
; 1] iñíó¹ un

[ 1δ ]
∈ [1− δ; 1], ùî∣∣∣f(un[ 1δ ]

)− f(v)
∣∣∣ < ε

3
òà

∣∣∣fn(un[ 1δ ])− fn(v)
∣∣∣ < ε

3
.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {fn, n ∈ N} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà [0; 1] äî

f, ç ÷îãî âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå âñþäó íà [0; 1].

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

1. Äîâåäåíî íåîáìåæåíiñòü âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà, ùî îïèñó¹ çñóâè

ôóíêöié óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ.

2. Äîâåäåíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ.

3. Íàâåäåíi íåîáõiäõíi òà äîñòàòíi óìîâè íà çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié ç L2(R), çà ÿêèõ çñóâè ôóíêöié óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ

çáåðiãàþòü çáiæíiñòü äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

4. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíþ óìîâó íà êîìïàêòíó ìíîæèíó ó ïðîñòîði

L2(R), çà ÿêî¨ ïiä äi¹þ îïåðàòîðà çñóâó çà ïîòîêîì Àððàòüÿ îáðàç

äàíîãî êîìïàêòó iñíó¹ òà ¹ âèïàäêîâîþ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.



Ðîçäië 4

Çìiíà ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê

êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ

âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ çìiíè êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïiä äi¹þ äå-

ÿêèõ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ. Îäíi¹þ ç ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ïiäìíîæèíè ëiíiéíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ¹ ¨¨ ïîïåðå÷íèê çà

Êîëìîãîðîâèì.

Îçíà÷åííÿ 4.0.1 ([3]). n - ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèíè

C ⊆ X ó ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

dn(C,X) = inf
dimL≤n

sup
f∈C

inf
g∈L
‖f − g‖X ,

äå L � ïiäïðîñòið X.

n - ïîïåðå÷íèê ìíîæèíè ¹ ïîõèáêîþ ¨¨ àïðîêñèìàöi¨ n - âèìiðíèìè

ïiäïðîñòîðàìè. Äëÿ îöiíêè çíèçó äàíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ õàðàêòåðèñòèêè

íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåî-

ðåìi ïðî ïîïåðå÷íèê êóëi.

Òåîðåìà 4.0.1 ([52]). Íåõàé Ln+1 � (n + 1) - âèìiðíèé ïiäïðîñòið

ëiíiéíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X. Òîäi äëÿ ìíîæèíè

Un+1(γ) =
{
u ∈ Ln+1

∣∣∣ ‖u‖X ≤ γ
}

91
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ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

dn(Un+1(γ), X) = γ.

Ó âèïàäêó ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ìåòîä îöiíêè ïîïåðå÷íèêiâ êîì-

ïàêòíèõ ìíîæèí áóâ çàïðîïîíîâàíèé Iñìàãiëîâèì [48] i ïîëÿãà¹ âií ó

íàñòóïíîìó.

Íåõàé K1 � êîìïàêò ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, ϕ : K1 → H �

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òà K = ϕ(K1). Íåõàé σ � íåâiä`¹ìíà ìiðà

íà K1 òàêà, ùî
∫
K1
dσ = 1 òà suppσ = K1. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé

îïåðàòîð A ó ïðîñòîði L2(K1, dσ)

Af(u) =

∫
K1

(ϕ(u), ϕ(v))H f(v)dσv, (4.0.1)

äå (ϕ(u), ϕ(v))H � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ϕ(u) òà ϕ(v).

Îñêiëüêè K � êîìïàêòíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði H, òî iñíó¹ êîí-

ñòàíòà C > 0, ùî

sup
u∈K
‖u‖H ≤ C.

Ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ ϕ âèïëèâà¹, ùî ϕ(u) ∈ K äëÿ äîâiëüíîãî

u ∈ K1. Îòæå, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∫
K1

∫
K1

(ϕ(u), ϕ(v))2
Hdσudσv ≤

≤
∫
K1

∫
K1

‖ϕ(u)‖2
H · ‖ϕ(v)‖2

Hdσudσv ≤ C4

(∫
K1

dσ

)2

= C4.

Îñêiëüêè A � iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ó L2(K1, dσ) ç ÿäðîì

(ϕ(u), ϕ(v))H , äëÿ ÿêîãî∫
K1

∫
K1

(ϕ(u), ϕ(v))2
Hdσudσv < +∞,

òî A ¹ îïåðàòîðîì Ãiëüáåðòà-Øìiäòà. Áiëüø òîãî, çãiäíî ç ñèìåò-

ðè÷íiñòþ ÿäðà (ϕ(u), ϕ(v))H , âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Òàêèì ÷èíîì, A



93

ìà¹ ÷èñòî òî÷êîâèé ñïåêòð ç íåâiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Íåõàé λ1 ≥
λ2 ≥ . . . � äîäàòíi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A, à f1(u), f2(u), . . . �

âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ òà∫
K1

fi(u)fj(u)dσu = δij (i, j = 1, 2, . . .).

Òîäi äëÿ ïîïåðå÷íèêiâ êîìïàêòó K ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ìà¹

ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà Iñìàãiëîâà.

Òåîðåìà 4.0.2 ([48]). Äëÿ n - ãî ïîïåðå÷íèêà dn(K,H) âèêîíóþòü-

ñÿ íåðiâíîñòi√√√√ ∞∑
j=n+1

λj ≤ dn(K,H) ≤ max
u∈K1

√√√√ ∞∑
j=n+1

λj |fj(u)|2.

Ïåðøi ðîáîòè, â ÿêèõ ç'ÿâèëèñÿ ïîïåðå÷íèêè çà Êîëìîãîðîâèì, áó-

ëè ïðèñâÿ÷åíi çàäà÷àì íàáëèæåííÿ ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ôóíêöié ó ïðî-

ñòîði ôóíêöié ìåíøî¨ ãëàäêîñòi ([38, 48, 52]). Ó äàíîìó ðîçäiëi äî-

ñëiäæóþòüñÿ ïîïåðå÷íèêè ó ïðîñòîði L2(R) êóëi ïåâíîãî ïðîñòîðà

Ñîáîëåâà, à ñàìå ìíîæèíè

K =

{
f ∈ W 1

2 (R)

∣∣∣∣∣
∫
R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 1

}
, (4.0.2)

à òàêîæ çìiíà ïîïåðå÷íèêiâ ïiä äi¹þ äåÿêèõ ñèëüíèõ âèïàäêîâèõ îïå-

ðàòîðiâ.

4.1 Ïîïåðå÷íèêè äåÿêèõ êîìïàêòiâ

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi áóëà äîâåäåíà äîñòàòíÿ óìîâà íà êîìïàêòíó ìíî-

æèíó ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çà ÿêî¨ ïiä äi¹þ ãàóñiâ-

ñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà îáðàç iñíó¹. Íàâåäåìî ïðèêëàä
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êîìïàêòó, äëÿ ÿêîãî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, òà îöiíèìî éîãî ïîïåðå÷íè-

êè çà Êîëìîãîðîâèì.

Ëåìà 4.1.1. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîð-

ìîâàíèì áàçèñîì {en, n ∈ N} . Äëÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì

êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
äëÿ âñiõ n ∈ N

}
(4.1.1)

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü dn (K,H) =
√∑∞

k=n+1
1
k2 .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îöiíêè çâåðõó âåëè÷èíè dn (K,H) ðîçãëÿíåìî ïiä-

ïðîñòið L ðîçìiðíîñòi n, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ åëåìåíòiâ{
ek, k = 1, n

}
. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ g ∈ L òà f ∈ K

‖f − g‖2
H =

n∑
k=1

(f − g, ek)2 +
∞∑

k=n+1

(f, ek)
2.

Îòæå,

inf
g∈L
‖f − g‖H =

√√√√ ∞∑
k=n+1

(f, ek)2

äîñÿãà¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó åëåìåíòi ïiäïðîñòîðó L

g =
n∑
k=1

(f, ek)ek.

Ç âèçíà÷åííÿ (4.1.1) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ìà¹ìî

sup
f∈K

inf
g∈L
‖f − g‖H = sup

f∈K

√√√√ ∞∑
k=n+1

(f, ek)2 =

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
.

Òàêèì ÷èíîì,

dn (K,H) = inf
dimL≤n

sup
f∈K

inf
g∈L
‖f − g‖H ≤

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
.
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Äëÿ îöiíêè çíèçó ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòó (4.1.1) ïîêëàäåìî ó òåîðåìi

4.0.2

K1 = K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
äëÿ âñiõ n ∈ N

}
òà ϕ(x) = x, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó (4.0.1)

Íåõàé σ � ðîçïîäië (ξ1, ξ2, . . .) , äå ξ1, ξ2, . . . � íåçàëåæíi âèïàäêîâi

âåëè÷èíè òàêi, ùî ξn ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ − 1
n ,

1
n ç éìîâiðíîñòÿìè 1

2 .

Òîäi iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð A ó ïðîñòîði L2(K, dσ)

Af(x) =

∫
K

(x, y)f(y)dσy =

=

∫
K

∞∑
n=1

(x, en)(y, en)f(y)dσy

ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ
{

1
n2 , n ∈ N

}
ç âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè ôóíêöiÿ-

ìè {(x, en), n ∈ N} . Îòæå, çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.0.2,

dn (K,H) ≥

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
,

ùî äîâîäèòü ëåìó.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1. Äëÿ õàðàêòåðèçàöi¨ êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà iíîäi

âèêîðèñòîâóþòü n - ÷èñëà Êîëìîãîðîâà îïåðàòîðà, ùî, íàñïðàäi, ¹ n -

ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì îáðàçó îäèíè÷íî¨ êóëi ïiä äi¹þ äàíîãî

îïåðàòîðà. Ïðè öüîìó âiäîìî, ùî äëÿ äiàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A

ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

{ek, k ∈ N}
Ax =

∑
k∈N

αk(x, ek)ek

äå α1 ≥ α2 ≥ . . . , éîãî n - ÷èñëî Êîëìîãîðîâà ¹ αn. Öåé ôàêò ìîæ-

íà áóëî âèêîðèñòàòè ó ïîïåðåäíié ëåìi ïðè äîâåäåííi íèæíüî¨ îöiíêè

ïîïåðå÷íèêà dn(K,H), îöiíèâøè äàíó âåëè÷èíó çíèçó n - ÷èñëîì
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Êîëìîãîðîâà äëÿ îïåðàòîðà A ç αk = 1
k . Îäíàê, òàêèé ïiäõiä äà¹

îöiíêó

dn(K,H) ≥ 1

n
,

ùî ¹ ìåíø òî÷íîþ, íiæ áóëà äîâåäåíà âèùå.

Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíó ìíîæèíó K̃ ó L2(R), îáðàç ÿêî¨ iñíó¹ ïiä

äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà Tt, ùî ïîðîäæåíèé ïîòîêîì

Àððàòüÿ,

K̃ =

{
f ∈ W 1

2 (R)
∣∣∣ ∫

R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 1

}
(4.1.2)

òà îöiíèìî ¨¨ ïîïåðå÷íèêè çà Êîëìîãîðîâèì ó ïðîñòîði L2(R).

Ëåìà 4.1.2. Iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè C1, C2 òàêi, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî n ∈ N
C1

n
≤ dn

(
K̃, L2(R)

)
≤ C2

n
3
10

.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå n ∈ N. Ùîá îöiíèòè çâåðõó âåëè-

÷èíó dn

(
K̃, L2(R)

)
ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ {uk, k = 0, n} âiäðiçêó[

−n 1
5 ;n

1
5

]
íà n ñåãìåíòiâ

{
[uk;uk+1], k = 0, n− 1

}
îäíàêîâî¨ äîâ-

æèíè. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ n - âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó

Ln = ËÎ
{

1I[uk;uk+1], k = 0, n− 1
}

(4.1.3)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
f∈K̃

inf
g∈Ln
‖f − g‖L2(R) ≤

C2

n
3
10

.

Äiéñíî, ÿêùî f ∈ K̃, òî∫
R
f 2(u)(1 + |u|)3du ≤ 1,
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ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî C > 0∫
|u|>c

f 2(u)du ≤ 1

(1 + C)3

∫
|u|>c

f 2(u)(1 + |u|)3du ≤ 1

C3
.

Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨

gf =
n−1∑
k=0

f(uk)1I[uk;uk+1] ∈ Ln

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f − gf‖2
L2(R) ≤

1

n
3
5

+

∫
|u|≤n

1
5

(f(u)− gf(u))2 du.

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi, äëÿ f ∈ K̃ òà u ∈ [uk;uk+1]( ∫ u

uk

f ′(v)dv

)2

≤
∫ u

uk

dv

(1 + |v|)7
≤ u− uk.

Òàêèì ÷èíîì,∫
|u|≤n

1
5

(f(u)− gf(u))2 du =
n−1∑
k=0

∫ uk+1

uk

( ∫ u

uk

f ′(v)dv

)2

du ≤

≤ 1

2

n−1∑
k=0

(uk+1 − uk)2 =
2

n
3
5

,

ç ÷îãî âèïëèâà¹

dn(K̃, L2(R)) ≤ 3
1
2

n
3
10

.

Ùîá îöiíèòè çíèçó âåëè÷èíó dn(K̃, L2(R)), ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðå-

ìîþ 4.0.1 ïðî ïîïåðå÷íèê êóëi. Ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ

{uk, k = 0, 2(n+ 1)} âiäðiçêó [0; 1] íà 2(n+ 1) ñåãìåíòiâ{
[uk;uk+1], k = 0, 2n+ 1

}
îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Çàäàìî (n+ 1) - âèìiðíèé ïiäïðîcòið

Ln+1 = ËÎ
{
fk, k = 0, n

}
,
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äå ôóíêöi¨ fk, k = 0, n, âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì

fk =



0, u /∈ [u2k;u2k+1],

1, u ∈
[
u2k + 1

6(n+1) ;u2k + 2
6(n+1)

]
,

6(n+ 1)(u− u2k), u ∈
[
u2k;u2k + 1

6(n+1)

]
,

−6(n+ 1)(u− u2k+1), u ∈
[
u2k + 2

6(n+1) ;u2k+1

]
.

(4.1.4)

Ïîêàæåìî, ùî ïðè c = 23(5+29·33)
5 êóëÿ

Bn+1 =

{
f ∈ Ln+1

∣∣∣ ‖f‖L2(R) ≤
1√
cn

}
¹ ïiäìíîæèíîþ K̃.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fk, k = 0, n, îðòîãîíàëüíi òà ìàþòü îäíàêîâi

íîðìè ó L2(R)

‖fk‖2
L2(R) =

5

18(n+ 1)
,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ Bn+1 âèäó f =
∑n

k=0 ckfk âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
n∑
k=0

c2
k ≤

36

5cn
.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç (4.1.4),∫
R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 23‖f‖2
L2(R)+

+27 ·
n∑
k=0

c2
k

(∫ u2k+ 1
6(n+1)

u2k

(6(n+ 1))2du+

∫ u2k+1

u2k+ 2
6(n+1)

(6(n+ 1))2du

)
≤

≤ 23

cn2
+ 210 · 3n 36

5cn
≤ 1

c
· 2

3(5 + 29 · 33)

5
= 1.

Îòæå, Bn+1 ⊂ K̃ òà, ó ñèëó ìîíîòîííîñòi ïîïåðå÷íèêiâ,

dn(K̃, L2(R)) ≥ dn(Bn+1, L2(R)).
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.0.1,

dn(Bn+1, L2(R)) =
1√
cn
.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dn(K̃, L2(R)) ≥ C1

n

ç êîíñòàíòîþ C1 =
√
c.

Ó íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ äîñëiäèìî çìiíè ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìî-

ãîðîâèì êîìïàêòíèõ ìíîæèí (4.1.1) òà (4.1.2) ïiä äi¹þ äåÿêèõ ñèëüíèõ

âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ.

4.2 Çìiíà ïîïåðå÷íèêiâ êîìïàêòó ïiä äi¹þ ãàóñiâ-

ñüêîãî äiàãîíàëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà

Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(·, ·) òà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì {en, n ∈ N}. Ðîçãëÿíåìî ó H

ãàóñiâñüêèé äiàãîíàëüíèé ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A

Af =
∞∑
n=1

ξn(f, en)en, (4.2.1)

äå {ξn, n ∈ N} � íåçàëåæíi ãàóñiâñüêi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç Mξn = 0

òà Mξ2
n = 1, n ∈ N. Ó äàíîìó ïàðàãðàôi ïîêàæåìî, ùî ïîâåäiíêà

ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì êîìïàêòíî¨ ó H ìíîæèíè

K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
, n ∈ N

}
ïiä äi¹þ A íå çìiíþ¹òüñÿ.

Ó ëåìi 4.1.1 áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N

dn (K,H) =

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
,
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òîáòî dn (K,H) � 1√
n

ïðè n → ∞. Àíàëîãi÷íi îöiíêè ìàþòü ìiñ-

öå i äëÿ îáðàçó êîìïàêòó K ïiä äi¹þ äiàãîíàëüíîãî ãàóñiâñüêîãî

âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà (4.2.1).

Ëåìà 4.2.1. Íåõàé A � ãàóñiâñüêèé äiàãîíàëüíèé ñèëüíèé âèïàäêî-

âèé îïåðàòîð ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi äëÿ

êîìïàêòó

K =

{
f ∈ H

∣∣∣ (f, en)
2 ≤ 1

n2
, n ∈ N

}
iñíóþòü äîäàòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè c1, c2, ùî íà ìíîæèíi ïîâíî¨

éìîâiðíîñòi äëÿ âñiõ n ≥ N0

c2√
n
≤ dn(A(K), H) ≤ c1√

n
.

Äîâåäåííÿ. Ùîá îöiíèòè âåëè÷èíó dn(A(K), H) çâåðõó, ðîçãëÿíåìî

çëi÷åííó ùiëüíó ó A(K) ìíîæèíó

C0 =
⋃
m≥1

{
(ξ1r1, . . . , ξmrm, 0, 0, . . .)

∣∣∣ rk ∈ Q, |rk| ≤
1

k2
, k = 1,m

}
.

Òîäi

dn(A(K), H) = dn(C0, H) ≤

( ∞∑
k=n+1

ξ2
k

k2

)1/2

.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî äâà ðÿäè, ç éìîâiðíiñòþ 1 ðÿä
∞∑
k=1

ξ2
k − 1

k2

çáiãà¹òüñÿ. Îòæå, ìàéæå íàïåâíî ïðè n→∞
∞∑

k=n+1

ξ2
k − 1

k2
→ 0,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ êîíñòàíòè c1 > 0, ùî

dn(A(K), H) ≤ c1
1√
n

ì. í.
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Äëÿ îöiíêè ïîïåðå÷íèêà dn(A(K), H) çíèçó âèêîðèñòà¹ìî òåîðå-

ìó 4.0.1 ïðî ïîïåðå÷íèê êóëi. Ïîêàæåìî, ùî ìàéæå íàïåâíî A(K)

ìiñòèòü n - âèìiðíó êóëþ ðàäióñó 1
2
√
n
. Ïîçíà÷èìî

τ = min
{
k ≥ 1

∣∣∣ |ξk| ≥ √n, . . . , |ξk+n| ≥
√
n
}
.

Òîäi äëÿ êîæíîãî m ∈ N

pm = P{τ = m} =

=

(
1−

(
2√
2π

∫ +∞

√
n

e−
x2

2 dx

)n)m−1(
2√
2π

∫ +∞

√
n

e−
x2

2 dx

)n
òà ç éìîâiðíiñòþ pm ìíîæèíà A(K) ìiñòèòü

C = 0× . . .× 0︸ ︷︷ ︸
m−1

×
[
−
√
n

m
;

√
n

m

]
×

×
[
−
√
n

m+ 1
;

√
n

m+ 1

]
× . . .×

[
−
√
n

m+ n
;

√
n

m+ n

]
× 0× 0× . . .

Îñêiëüêè n - âèìiðíà êóëÿ ðàäióñà
√
n

m+n ¹ ïiäìíîæèíîþ C, òî ç

éìîâiðíiñòþ pm

dn−1(A(K), H) ≥
√
n

m+ n
.

Òàêèì ÷èíîì, ç éìîâiðíiñòþ

n∑
m=1

P{τ = m} = 1−
(

1−
(

2√
2π

∫ +∞

√
n

e−
x2

2 dx

)n)n
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dn (A (K) , H) ≥ 1

2
√
n
.

Îñêiëüêè ðÿä
∞∑
n=1

(
1−

(
2√
2π

∫ +∞

√
n

e−
x2

2 dx

)n)n
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çáiãà¹òüñÿ, òî, çãiäíî ç ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, ìàéæå íàïåâíî

dn−1(A(K), H) ≥ c2
1√
n
,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

4.3 Çìiíà ïîïåðå÷íèêiâ êîìïàêòó ïiä äi¹þ âèïàä-

êîâîãî îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ

Äîñëiäèìî çìiíó ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì ó ïðîñòîði L2(R)

êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

K̃ =

{
f ∈ W 1

2 (R)
∣∣∣ ∫

R
f 2(u)(1 + |u|)3du+

+

∫
R

(f ′(u))
2

(1 + |u|)7du ≤ 1

}
(4.3.1)

ïiä äi¹þ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà Tt

Ttf(u) = f(x(u, t)),

ÿêèé ïîáóäîâàíî çà ïîòîêîì Àððàòüÿ {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0}.

Òåîðåìà 4.3.1. Iñíó¹ ìíîæèíà Ω̃ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ ω ∈ Ω̃ òà n ∈ N

dn

(
T ωt (K̃), L2(R)

)
≤ C(ω)

n
3
10

, (4.3.2)

äå âèïàäêîâà âåëè÷èíà C(ω) > 0 íå çàëåæèòü âiä n.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N ðîçãëÿíåìî {uk, k = 0, n} �
ðîçáèòòÿ âiäðiçêó

[
−n 1

5 ;n
1
5

]
íà n ñåãìåíòiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè.

Ùîá äîâåñòè (4.3.2) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè

Lωn = ËÎ
{
T ωt 1I[uk;uk+1], k = 0, n− 1

}
, (4.3.3)
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ðîçìiðíiñòü ÿêî¨ íå áiëüøà çà n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
h1∈Tωt (K̃)

inf
h2∈Lωn

‖h1 − h2‖L2(R) ≤
C(ω)

n
3
10

.

Ç ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ âèïëèâà¹, ùî

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ K̃∥∥∥∥∥T ωt f − T ωt
(
n−1∑
k=0

f(uk)1I[uk;uk+1]

)∥∥∥∥∥
2

L2(R)

=

=

∫
|u|>n

1
5

f 2(u)dy(u, t, ω)+

+

∫
|u|≤n

1
5

(
f(u)−

n−1∑
k=0

f(uk)1I[uk;uk+1](u)

)2

dy(u, t, ω).

Äëÿ îöiíêè çâåðõó îñòàííüîãî iíòåãðàëó ïîìiòèìî, ùî∫
|u|≤n

1
5

(
f(u)−

n−1∑
k=0

f(uk)1I[uk;uk+1](u)

)2

dy(u, t, ω) ≤

≤
n−1∑
k=0

∫ uk+1

uk

(∫ u

uk

|f ′(v)| dv
)2

dy(u, t, ω),

äå {y(u, s), u ∈ R, s ≥ 0} � ñïðÿæåíèé ïîòiê Àððàòüÿ. Ç âèçíà÷åííÿ

ìíîæèíè K̃ ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈ K̃ òà u ∈ [uk;uk+1](∫ u

uk

|f ′(v)| dv
)2

≤
∫ u

uk

dv

(1 + |v|)7
≤ uk+1 − uk.

Îòæå,
n−1∑
k=0

∫ uk+1

uk

(∫ u

uk

|f ′(v)| dv
)2

dy(u, t, ω) ≤

≤
n−1∑
k=0

(uk+1 − uk)
∫ uk+1

uk

dy(u, t, ω) =
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=
2

n
4
5

(
y(n

1
5 , t, ω)− y(−n

1
5 , t, ω)

)
.

Äëÿ ñïðÿæåíîãî ïîòîêó {y(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]}, ÿêèé òàêîæ ¹

ïîòîêîì Àððàòüÿ, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü [44]

lim
|u|→+∞

|y(u, t)|
|u|

= 1 ì.í.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ç ìíîæèíè

Ω̃ =

{
ω′ ∈ Ω

∣∣∣∣∣ lim
|u|→+∞

|y(u, t, ω′)|
|u|

= 1

}
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫

|u|≤n
1
5

(
f(u)−

n−1∑
k=0

f(uk)1I[uk;uk+1](u)

)2

dy(u, t, ω) ≤ 4c(ω)

n
3
5

(4.3.4)

ç êîíñòàíòîþ

c(ω) = sup
|u|≥1

|y(u, t, ω)|
|u|

. (4.3.5)

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω̃ iñíó¹ c̃(ω) > 0 òàêå, ùî∫
|u|>n

1
5

f 2(u)dy(u, t, ω) ≤ c̃(ω)

n
3
5

.

Çàóâàæèìî, ùî∫
|u|>n

1
5

f 2(u)dy(u, t) ≤ 1

n
3
5

∫
|u|>n

1
5

f 2(u)(1 + |u|)3dy(u, t).

Íåõàé {θj, j ∈ N} � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ðîçðèâó íà R+ ôóíêöi¨

y(·, t). Òîäi∫
u>n

1
5

f 2(u)(1 + u)3dy(u, t) =
∑
θi≥n

1
5

f 2(θi)(1 + θi)
3∆y(θi, t) =

=
∞∑
k=1

∑
{i: θi∈[k;k+1)}

f 2(θi)(1 + θi)
3∆y(θi, t) ≤
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≤
∞∑
k=1

(2 + k)3
∑

{i: θi∈[k;k+1)}

f 2(θi)∆y(θi, t).

Ç íåðiâíîñòi Êîøi òà âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè K̃ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî u ∈ R+

f 2(u) ≤
∫ +∞

u

(f ′(v))
2

(1 + v)7dv ·
∫ +∞

u

dv

(1 + v)7
≤ 1

6u6
.

Îòæå, çãiäíî ç (4.3.5), âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
k=1

(2 + k)3
∑

{i: θi∈[k;k+1)}

f 2(θi)∆y(θi, t) ≤

≤
∞∑
k=1

(2 + k)3 1

6k6
(y(k + 1, t)− y(k, t)) ≤ 16c

3

∞∑
k=1

1

k2
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ∈ Ω̃ iñíó¹ êîíñòàíòà C1(ω) = 16c(ω)
3

òàêà, ùî ∫
u>n

1
5

f 2(u)dy(u, t, ω) ≤ C1(ω)

n
3
5

.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè∫
u<−n

1
5

f 2(u)dy(u, t, ω) ≤ C1(ω)

n
3
5

.

Òàêèì ÷èíîì, ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi òà (4.3.4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ω ∈ Ω̃ âèêîíó¹òüñÿ

dn

(
T ωt (K̃), L2(R)

)
≤ C(ω)

n
3
10

.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ó äîâåäåííi îñòàííüî¨ òåîðåìè äëÿ îòðèìàííÿ îöií-

êè çâåðõó âåëè÷èíè dn(T
ω
t (K̃), L2(R)) ó ÿêîñòi àïðîêñèìàòèâíîãî áóâ

âèïàäêîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið (4.3.3), ùî ¹ îáðàçîì ïiä äi-

¹þ Tt àïðîêñèìàòèâíîãî äåòåðìiíîâàíîãî ïiäïðîñòîðó (4.1.3), ÿêèé
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ó ëåìi 4.1.2 âèêîðèñòîâóâàâñÿ äëÿ îòðèìàííÿ òi¹¨ æ ñàìî¨ (ç òî÷íiñòþ

äî âèïàäêîâî¨ êîíñòàíòè) îöiíêè äëÿ dn(K̃, L2(R)). Ó íàñòóïíîìó ïà-

ðàãðàôi îáãðóíòó¹ìî, ÷îìó òàêèé ïðèéîì íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè

äëÿ íèæíüî¨ îöiíêè âåëè÷èíè dn(T
ω
t (K̃), L2(R)).

4.4 Tt-ñóòò¹âi ôóíêöi¨

Íåõàé {x(u, s), u ∈ R, s ≥ 0} � ïîòiê Àððàòüÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0

ðîçãëÿíåìî ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð Tt ó L2(R)

Ttf(u) = f(x(u, t)), (4.4.1)

äå u ∈ R, f ∈ L2(R). ßêùî íîñié ôóíêöi¨ f ∈ L2(R) îáìåæåíèé, òî

Ttf ¹ íóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïðîñòîði L2(R) ç äîäàòíüîþ éìîâiðíiñòþ.

Äiéñíî, ÿêùî suppf ⊂ [a; b] äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò a òà b, òî, çãiäíî

ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ (3.1.3),

P
{∫ +∞

−∞
f 2(x(u, t))du = 0

}
≥ P { x(R, t) ∩ [a; b] = ∅ } =

= P
{∫ +∞

−∞
1I[a;b](x(u, t))du = 0

}
= P

{ ∫ +∞

−∞
1I[a;b](u)dy(u, t) = 0

}
,

äå {y(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} � ñïðÿæåíèé ïîòiê Àððàòüÿ. Îñêiëüêè

P
{ ∫ +∞

−∞
1I[a;b](u)dy(u, t) = 0

}
= P { y(b, t) = y(a, t) } > 0,

òî P
{
‖Ttf‖L2(R) = 0

}
> 0.

Îñêiëüêè îáðàçè äåÿêèõ ôóíêöié ïiä äi¹þ îïåðàòîðà Tt ìîæóòü

áóòè íóëüîâèìè ç äîäàòíüîþ éìîâiðíiñòþ, òî îáðàçè äåÿêèõ ñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ L2(R) ïiä äi¹þ Tt òàêîæ ìîæóòü áóòè

íóëüîâèìè ç äîäàòíüîþ éìîâiðíiñòþ. Òàêèì ÷èíîì, ïðè äîñëiäæåííi

çìiíè ïiä äi¹þ Tt ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîëìîãîðîâèì êîìïàêòíèõ ìíî-

æèí ó L2(R) íåîáõiäíî ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ ïiäïðîñòîðiâ, îáðàçè

ÿêèõ ìàéæå íàïåâíî íå ¹ íóëüîâèìè.
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Îçíà÷åííÿ 4.4.1. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0 ôóíêöiÿ f ∈ L2(R)

íàçèâà¹òüñÿ Tt - ñóòò¹âîþ, ÿêùî

P
{
‖Ttf‖L2(R) > 0

}
= 1.

Ïðèêëàä 4.4.1. Íåõàé f ∈ L2(R) íåíóëüîâà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ¨¨ íóëiâ ÷åðåç

Zf =
{
u ∈ R

∣∣∣ f(u) = 0
}
.

Îñêiëüêè x(·, t) : R→ R � ñõiä÷àñòà ôóíêöiÿ, òî

P {x(R, t) = x(Q, t)} = 1.

Òàêèì ÷èíîì,

P {x(R, t) ∩ Zf = ∅} = P {x(Q, t) ∩ Zf = ∅} =

= 1− P {x(Q, t) ∩ Zf 6= ∅} ≥ 1−
∑
r∈Q

P {x(r, t) ∩ Zf 6= ∅} = 1.

Îòæå,

P {x(R, t) ∩ Zf = ∅} = 1,

òà f � Tt - ñóòò¹âà äëÿ êîæíîãî t > 0.

Çàóâàæåííÿ 4.4.1. Äëÿ ðiçíèõ t1 6= t2 Tt1 - ñóòò¹âà ôóíêöiÿ íå îáî-

â'ÿçêîâî ¹ Tt2 - ñóòò¹âîþ.

Ùîá íàâåñòè ïðèêëàä T1 - ñóòò¹âî¨ ôóíêöi¨, ùî íå ¹ T2 - ñóòò¹âîþ,

ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {uk, k ∈ N ∪ {0}} òàêó,

ùî u0 = 0, u1 = 1 òà äëÿ êîæíîãî n ∈ N

u2n+1 − u2n =
1

2n
, u2n − u2n−1 = 2n(ln 2)

1
2 .

Òåîðåìà 4.4.1. Ôóíêöiÿ f =
∑∞

n=0 1I[u2n;u2n+1] ¹ T1 - ñóòò¹âîþ, àëå

íå T2 - ñóòò¹âà.
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Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè, ùî f íå T2 - ñóòò¹âà ïîêàæåìî, ùî

P{ ‖T2f‖2
L2(R) > 0 } < 1.

Ç âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tt (4.4.1) òà âèãëÿäó ôóíêöi¨ f âèïëèâàþòü

íàñòóïíi ðiâíîñòi

P{ ‖T2f‖2
L2(R) > 0 } =

= P


∫ +∞

−∞

( ∞∑
n=0

1I[u2n;u2n+1](x(u, 2))

)2

du > 0

 =

= P

{∫ +∞

−∞

∞∑
j=0

∞∑
n=0

1I[u2j ;u2j+1](x(u, 2))1I[u2n;u2n+1](x(u, 2))du > 0

}
.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ k 6= j

[u2k;u2k+1] ∩ [u2j;u2j+1] = ∅,

òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

P

{∫ +∞

−∞

∞∑
j=0

∞∑
n=0

1I[u2j ;u2j+1](x(u, 2))1I[u2n;u2n+1](x(u, 2))du > 0

}
=

= P

{ ∞∑
n=0

∫ +∞

−∞
1I[u2n;u2n+1](x(u, 2))du > 0

}
.

Çà ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ (3.1.3),

P

{ ∞∑
n=0

∫ +∞

−∞
1I[u2n;u2n+1](x(u, 2))du > 0

}
=

= P

{ ∞∑
n=0

(y(u2n+1, 2)− y(u2n, 2)) > 0

}
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ y(·, 2) : R → R � ìîíîòîííî íåñïàäíà, òî éìîâið-

íiñòü îñòàííüî¨ ïîäi¨ çáiãà¹òüñÿ ç

P
{
∃n ≥ 0

∣∣∣ y(u2n+1, 2) 6= y(u2n, 2)
}
. (4.4.2)
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Äëÿ îöiíêè çâåðõó (4.4.2) îöiíèìî âåëè÷èíó
∞∑
n=0

P { y(u2n+1, 2) 6= y(u2n, 2) } ,

ùî ¹ íå ìåíøîþ çà (4.4.2). Äëÿ öüîãî çàäàìî w(u, ·) � âiíåðiâñüêèé

ïðîöåñ íà R+, ùî ñòàðòó¹ ç òî÷êè u ∈ R, à ñàìå w(u, 0) = u.

Ðîçãëÿíåìî

τu = inf
{
t > 0

∣∣∣ w(u, t) = 0
}

òà íîâèé ïðîöåñ w̃(u, ·) = w(u, · ∧ τu). Îñêiëüêè {y(u, s), u ∈ R, s ∈
[0; t]} � ïîòiê Àððàòüÿ íà [0; t], òî

P { y(u2n+1, 2) 6= y(u2n, 2) } = P
{
w̃

(
1

2n+1
, 2

)
6= 0

}
.

Òàêèì ÷èíîì,
∞∑
n=0

P { y(u2n+1, 2) 6= y(u2n, 2) } =
∞∑
n=0

P
{
w̃

(
1

2n+1
, 2

)
6= 0

}
=

=
∞∑
n=0

P
{
w̃

(
1

2n+1
, 2

)
> 0

}
=

=
∞∑
n=0

1√
4π

∫ 1
2n+1

− 1
2n+1

e−
v2

4 dv ≤ 1√
π
< 1.

Îòæå ôóíêöiÿ f =
∑∞

n=0 1I[u2n;u2n+1] íå ¹ T2 - ñóòò¹âîþ.

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f =
∑∞

n=0 1I[u2n;u2n+1] ¹ T1 - ñóòò¹âîþ. Äëÿ

öüîãî, çãiäíî ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ

(3.1.3), äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ f âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P{ ‖T1f‖L2(R) > 0 } ≥ P

{ ∞∑
n=0

(y(u2n+1, 1)− y(u2n, 1)) > 0

}
.

Ç ëåìè 3.3.4 òà íàñëiäêó 3.3.2 âèïëèâà¹

P
{

lim sup
n→∞

(y(u2n+1, 1)− y(u2n, 1)) ≥ 1

}
= 1, (4.4.3)

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 4.4.1, ìîæíà çàäàòè ñiì'þ ôóíêöié, ùî

¹ Tt - ñóòò¹âèìè äëÿ êîæíîãî t > 0. Íåõàé Θt � òî÷êîâèé ïðîöåñ

íà R, ùî óòâîðåíèé ç óñiõ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ y(·, t) : R →
R. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð A ó L2(R), ùî

ïîáóäîâàíèé çà Θt

Af(u) =
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)

∫
R
f(v)pε(v − θ)dvpε(u− θ),

äå pε(u) = 1√
2πε
e−

u2

2ε , ∆y(θ, t) = y(θ+, t) − y(θ−, t). Çà ôîðìóëîþ

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ

(Af, f) =

∫
R
(f ∗ pε)2(x(u, t))du. (4.4.4)

Ëåìà 4.4.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R)

P { (Af, f) 6= 0 } = 1.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f ∗ pε � àíàëiòè÷íà. Îòæå, äëÿ êîæíîãî t > 0,

ÿê ïîêàçàíî ó ïðèêëàäi 4.4.1, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

P { (Af, f) > 0 } = P
{
‖Tt(f ∗ pε)‖L2(R) > 0

}
=

= P { x(R, t) ∩ Zf∗pε = ∅ } = 1.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç îñòàííüîþ ëåìîþ, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 òà

íåíóëüîâî¨ f ∈ L2(R) ôóíêöiÿ f ∗ pε ¹ Tt - ñóòò¹âîþ äëÿ êîæíîãî

t > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó ñiì'þ ôóíêöié, ïîáóäó¹ìî ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé ïiäïðîñòið, ùî ìàéæå íàïåâíî çáåðiãà¹ ñâîþ ðîçìiðíiñòü ïiä

äi¹þ îïåðàòîðà Tt.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ {uk, k = 0, 2(n+ 1)}
âiäðiçêó [0;n−2] íà 2(n + 1) ñåãìåíòiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Çàäàìî
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(n+ 1) ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié fk, k = 0, n.

fk =



0, u /∈ [u2k;u2k+1],

1, u ∈ [u2k + n−2

6(n+1) ;u2k + 2n−2

6(n+1) ],

6(n+1)
n−2 (u− u2k), u ∈ [u2k;u2k + n−2

6(n+1) ],

−6(n+1)
n−2 (u− u2k+1), u ∈ [u2k + 2n−2

6(n+1) ;u2k+1].

(4.4.5)

Ëåìà 4.4.2. Iñíó¹ ε0 > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî 0 < ε ≤ ε0 ôóíêöi¨

{fk ∗ pε, k = 0, n} ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çàäàíi ôóíêöi¨ {fk, k = 0, n} ëiíiéíî íåçàëåæíi,

òî ¨õ âèçíà÷íèê Ãðàìà íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî G(f0, . . . , fn) 6= 0. Äëÿ

êîæíîãî k = 0, n

fk ∗ pε → fk, ε→ 0.

Îòæå, çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ âèçíà÷íèêà Ãðàìà, iñíó¹ ε0 > 0, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî 0 < ε ≤ ε0

G(f0 ∗ pε, . . . , fn ∗ pε) 6= 0.

Òåîðåìà 4.4.2. Iñíó¹ ìíîæèíà Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òàêà, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω0 ôóíêöi¨ T ωt (f0 ∗ pε), . . . , T ωt (fn ∗ pε) ëiíiéíî

íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kε iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ó L2(R) ç

ÿäðîì

kε(v1, v2) =

∫
R
pε(u− v1)pε(u− v2)dy(u, t).

Ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî íà äåÿêié

ìíîæèíi Ω0 ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (Kεf, f) >
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0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ ËÎ{f0, . . . , fn}. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ

(Kεf, f) =
∑
θ

(f ∗ pε)2(θ)∆y(θ, t), (4.4.6)

äå θ � òî÷êà ðîçðèâó ôóíêöi¨ y(·, t).
Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ìíîæèíè Ω0 ïîâíî¨ éìîâið-

íîñòi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Ω0 ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöié

{pε(· − θ(ω))|[0;1]}θ(ω) ùiëüíà ó ïðîñòîði L2([0; 1]). Îòæå, íà ìíî-

æèíi Ω0 äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ ËÎ{f0, . . . , fn} ⊂ L2([0; 1]) iñíó¹ âè-

ïàäêîâà òî÷êà θf òàêà, ùî (f(·), pε(· − θf)) 6= 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ

y(·, t) : R→ R íåñïàäíà, òî ∆y(θ, t) > 0 äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ðîçðèâó

θ. Òàêèì ÷èíîì, íà ìíîæèíi Ω0∑
θ

(f ∗ pε)2(θ)∆y(θ, t) =
∑
θ

(f(·), pε(· − θ))2∆y(θ, t)

≥ (f(·), pε(· − θf))2∆y(θf , t) > 0,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

4.5 Âèïàäêîâi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi ïî-

òîêîì Àððàòüÿ

Ðîçãëÿíåìî {x(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} � ïîòiê Àððàòüÿ [2] íà iíòåðâàëi
[0; t], t > 0, òà {y(u, s), u ∈ R, s ∈ [0; t]} � ñïðÿæåíèé äî íüîãî

ïîòiê. Íåõàé Tt � âèïàäêîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ó L2(R), ùî

îïèñó¹ çñóâè ôóíêöié óçäîâæ x(·, t) : R→ R, à ñàìå

(Ttf)(·) = f(x(·, t)), f ∈ L2(R).

ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, îáðàç ôóíêöi¨ ç îáìåæå-

íèì íîñi¹ì ïiä äi¹þ Tt ¹ íóëüîâîþ ôóíêöi¹þ ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ.
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Ïðîòå äëÿ f 6= 0 ôóíêöiÿ Tt(f ∗pε), äå pε(u) = 1√
2πε
e−

u2

2ε , ìàéæå íà-

ïåâíî íå ¹ íóëüîâîþ. Áiëüø òîãî, ç ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ (3.1.3) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

‖Tt(f ∗ pε)‖2
L2(R) =

∫
R

∫
R
f(u)f(v)×

×
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)pε(u− θ)pε(v − θ)dudv, (4.5.1)

äå Θt � ìíîæèíà óñiõ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ y(·, t) : R → R, à

∆y(θ, t) = y(θ+, t)− y(θ−, t).
Ïðàâà ÷àñòèíà (4.5.1) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âèïàäêîâîãî iíòå-

ãðàëüíîãî îïåðàòîðà At ó L2(R) ç ÿäðîì

at(u, v) =
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)pε(u− θ)pε(v − θ). (4.5.2)

Ó äàíîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæóþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi At.

Îñêiëüêè {y(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} ó îáåðíåíîìó ÷àñi ¹ ïîòîêîì

Àððàòüÿ íà [0; t] òà éîãî òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç òðà¹êòîðiÿìè

{x(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]}, òî

Θt = x(R, t).

Îòæå, çi ñòàöiîíàðíîñòi çà ïðîñòîðîâîþ çìiíîþ ïîòîêó {x(u, r), u ∈
R, r ∈ [0; t]} âèïëèâà¹ ñòàöiîíàðíiñòü òî÷êîâîãî ïðîöåñó Θt. Ïîáó-

äó¹ìî çà íèì âèïàäêîâó ìiðó íà B(R) íàñòóïíèì ÷èíîì

νt(B) =
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)δθ(B), B ∈ B(R).

Îñêiëüêè Θt � ñòàöiîíàðíèé, òî νt ¹ ñòàöiîíàðíîþ âèïàäêîâîþ ìiðîþ.

Ëåìà 4.5.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè B

Mνt(B) = λ(B),

äå λ � ìiðà Ëåáåãà íà R.
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Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ νt âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Mνt(B) = M
∑

θ∈Θt∩B

∆y(θ, t).

Bèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ, ìà¹ìî

M
∑

θ∈Θt∩B

∆y(θ, t) = M

∫
R

1IB(x(u, t))du = M‖Tt1IB‖2
L2(R).

Ó [8] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R)

M‖Tt1IB‖2
L2(R) = ‖f‖2

L2(R).

Òàêèì ÷èíîì,

M‖Tt1IB‖2
L2(R) = λ(B),

ùî äîâîäèòü ëåìó.

Íàñëiäîê 4.5.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ L1(R) ìà¹

ìiñöå àíàëîã ôîðìóëè Êåìïáåëëà äëÿ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ [32]

M
∑
θ∈Θt

∆y(θ, t)h(θ) =

∫
R
h(u)du (4.5.3)

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîã ôîðìóëè Êåìïáåëëà, äîâåäåìî íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà At.

Ëåìà 4.5.2. At � ñèëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð ó L2(R).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.2.1, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.5.3),

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç êîíñòàíòîþ

Ct = M
(
y(k1 + 1, t)− y(k1, t)

)(
y(k2 + 1, t)− y(k2, t)

)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
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M

∫
R

∫
R
p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2)νt(du)νt(dv) ≤

≤ Ct
∑

k1,k2∈Z

max
u∈[k1;k1+1)
v∈[k2;k2+1)

p2ε(u− v)pε(u− r1)pε(v − r2). (4.5.4)

Îáìåæåíiñòü Ct âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåíü

Ct ≤
(
M
(
y(k1 + 1, t)− y(k1, t)

)2
) 1

2

×

×
(
M
(
y(k2 + 1, t)− y(k2, t)

)2
) 1

2

= Mw̃ (1, 2t)2 ≤

≤Mw (1, 2t)2 < +∞,

w(a, s) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî w(a, 0) = a,

w̃(a, s) = w(a, s ∧ τ), äå

τ = inf
{
s ≥ 0

∣∣∣ w(a, s) = 0
}
.

ßê äîâåäåíî ó òåîðåìi 2.2.1, âåëè÷èíà ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.5.4) ¹ ÿäðîì,

ùî ïîðîäæó¹ îáìåæåíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði L2(R).

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ êîíñòàíòà C̃t > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ L2(R)

M

∫
R

(Atf(u))2 du ≤

≤ C̃t

∫
R

∫
R
|f(r1)| · |f(r2)| · p4ε(r1 − r2)dr2dr2 < +∞,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë a < b ðîçãëÿíåìî Qa,b � îðòîãîíàëüíèé

ïðîåêòîð L2(R) íà L2([a; b]), ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì ôóíêöié,

íîñi¨ ÿêèõ íàëåæàòü âiäðiçêó [a; b]. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîã ôîðìóëè

Êåìïáåëëà (4.5.3), àíàëîãi÷íî ëåìi 2.2.1 òà ëåìi 2.2.2 ìîæíà äîâåñòè

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 4.5.3. Âèïàäêîâi îïåðàòîðè Qa,bAt òà AtQa,b ¹ îáìåæåíèìè

ó L2(R).

Ëåìà 4.5.4. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a < b ç éìîâiðíiñòþ 1 âèïàäêîâèé

îïåðàòîð Qa,bAtQa,b ¹ ÿäåðíèì ó L2(R).

Ïîêàæåìî, ùî At íå ¹ îáìåæåíèì.

Òåîðåìà 4.5.1. At íå ¹ îáìåæåíèì âèïàäêîâèì îïåðàòîðîì ó L2(R).

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè b > 0 âèêîíó-

þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

‖At1I[n;n+1]‖2
L2(R) ≥

≥
∫
R

 ∑
θ∈Θt∩[n;n+1]

∆y(θ, t)

∫ n+1

n

pε(u− θ)dupε(v − θ)

2

dv ≥

≥ b
∑

θ∈Θt∩[n;n+1]

(∆y(θ, t))2 . (4.5.5)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ζn =
∑

θ∈Θt∩[n;n+1]

(∆y(θ, t))2 , n ∈ N.

Ïåðåâiðèìî, ùî

sup
n∈N

ζn = +∞ ì. í. (4.5.6)

Äiéñíî, îñêiëüêè òðà¹êòîði¨ ïîòîêiâ {x(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} òà

{y(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî äëÿ äîâiëüíîãî

m ∈ N òà ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ {uj, j = 1, 2m+ 2} âiäðiçêó

[−m;m] ìà¹ìî

P{ζ1 ≥ m} = P

 ∑
θ∈Θt∩[1;2]

(∆y(θ, t))2 ≥ m

 ≥
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≥ P { 1 ≤ x(u1, t) = x(u2, t) < x(u3, t) = x(u4, t) < . . . <

< x(u2m+1, t) = x(u2m+2, t) ≤ 2} > 0.

Îòæå essupζ1 = +∞, ùî, ç óðàõóâàííÿì ñòàöiîíàðíîñòi òà ïåðå-

ìiøóâàííÿ [1] ïîñëiäîâíîñòi {ζn, n ∈ N}, äîâîäèòü (4.5.6). Òàêèì

÷èíîì,

sup
n∈N
‖At1I[n;n+1]‖2

L2(R) ≥ b sup
n∈N

ζn = +∞ ì. í.

Îñêiëüêè At íå ¹ îáìåæåíèì, òî îïåðàòîðíi íîðìè Q−n,nAtQ−n,n

ïðè n → ∞ ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi. Çàóâàæèìî, ùî ó äðóãîìó

ðîçäiëi äîñëiäæóâàëàñü îöiíêà øâèäêîñòi òàêî¨ çáiæíîñòi äëÿ âèïàäêî-

âèõ îïåðàòîðiâ Q−n,nÃQ−n,n, äå Ã � âèïàäêîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðà-

òîð ó L2(R), ÿäðî ÿêîãî ïîðîäæåíå ñòàöiîíàðíèì òî÷êîâèì ïðîöåñîì

Θ

ã(u, v) =
∑
θ∈Θ

pε(u− θ)pε(v − θ).

Ïðè öüîìó äîâåäåíà íàñòóïíà îöiíêà çíèçó

‖Q−n,nÃQ−n,n‖2 ≥ max
k=0,n

|Θ ∩ [k; k + 1]|. (4.5.7)

Äëÿ òî÷êîâîãî ïðîöåñó Θt ó íàñòóïíîìó ïóíêòi íàâåäåíi îöiíêè íà

øâèäêiñòü çðîñòàííÿ âåëè÷èí

max
k=0,n

∑
θ∈Θt∩[k;k+1]

(∆y(θ, t))2,

ç ÷îãî, ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ íèæíÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

‖Q−n,nAtQ−n,n‖ äî íåñêií÷åííîñòi, îñêiëüêè

‖Q−n,nAtQ−n,n‖2 ≥ max
k=0,n

∑
θ∈Θt∩[k;k+1]

(∆y(θ, t))2. (4.5.8)
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4.6 Çðîñòàííÿ íîðì ‖Q−n,nAtQ−n,n‖

Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ∪ {0} ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ξn = |x([n;n+ 1], t)|,

äå |∆| � ïîòóæíiñòü ìíîæèíè ∆. Îñêiëüêè ïîòiê Àððàòüÿ ñòà-

öiîíàðíèé çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, òî {ξn, n ∈ N ∪ {0}} � îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ó äðóãîìó ðîçäiëi áóëî äîâåäåíî, ùî

iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè C0, R > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî C ≥ C0

1

C4
lnP {ξ0 ≥ C} ≥ −Rt. (4.6.1)

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàëî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî β ∈ (0; 1
4) ìàéæå

íàïåâíî
max
k=0,n

ξk

(lnn)
1
4−β
→ +∞, n→∞. (4.6.2)

Äëÿ ôiêñîâàíîãî k ∈ N ∪ {0} ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ζk =
∑

θ∈Θt∩[k;k+1]

(∆y(θ, t))2.

Ïîêàæåìî, ùî ìàéæå íàïåâíî maxk=0,n ζk ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi

ïðè n→∞.

Òåîðåìà 4.6.1. Ç éìîâiðíiñòþ 1

ln lnn

lnn
· max
k=0,n

ζk → +∞, n→∞. (4.6.3)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó Nn =[
n

[
√

8 lnn]

]
òà äëÿ äîâiëüíîãî j = 0, Nn âèçíà÷èìî

knj = j · [
√

8 lnn].

Ïîêàæåìî, ùî ìàéæå íàïåâíî

ln lnn

lnn
· max
j=0,Nn

ζknj → +∞, n→∞. (4.6.4)
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Äëÿ öüîãî, çãiäíî ç ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

ïðè áóäü-ÿêîìó C > 0 çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=3

P
{

max
j=0,Nn

ζknj ≤ C
lnn

ln lnn

}
. (4.6.5)

Îñêiëüêè ïðîöåñ {y(u, t), u ∈ R} ñòàöiîíàðíèé, òî äëÿ äîâiëüíîãî

j = 0, Nn

P
{
ζknj ≤ C

lnn

ln lnn

}
= P

{
ζ0 ≤ C

lnn

ln lnn

}
.

Òàê ñàìî ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè ïåðøîãî ðîçäiëó âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

P
{

max
j=0,Nn

ζknj ≤ C
lnn

ln lnn

}
≤

≤ α([
√

8 lnn])

Nn−1∑
j=0

P
{
ζ0 ≤ C

lnn

ln lnn

}j
+ P

{
ζ0 ≤ C

lnn

ln lnn

}Nn
.

Ç (2.3.6) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

n=3 α([
√

8 lnn])Nn. Îòæå,

∞∑
n=3

α([
√

8 lnn])

Nn−1∑
j=0

P
{
ζ0 ≤ C

lnn

ln lnn

}j
< +∞.

Ïåðåâiðèìî, ùî

∞∑
n=3

P
{
ζ0 ≤ C

lnn

ln lnn

}Nn
< +∞. (4.6.6)

Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 4.6.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà at > 0, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî C ≥ t

P{ζ0 ≥ C} ≥ at
1√
C
e−

C
2t .
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè òðà¹êòîði¨ ñïðÿæåíèõ ïîòîêiâ Àððàòüÿ

{y(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} òà {x(u, r), u ∈ R, r ∈ [0; t]} íå ïå-

ðåòèíàþòüñÿ, òî äëÿ äîâiëüíîãî C ≥ 0

P{ζ0 ≥ C} = P

 ∑
θ∈Θt∩[0;1]

(∆y(θ, t))2 ≥ C

 ≥
≥ P

{
x(0, t) = x(

√
C, t), x(0, t) ∈ [0; 1]

}
. (4.6.7)

Íåõàé {w1(s), s ≥ 0}, {w2(s), s ≥ 0} � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè,
ùî w1(0) = w2(0) = 0. Ïîçíà÷èìî

τ = inf
{
r ≥ 0

∣∣∣ w1(r) =
√
C + w2(r)

}
.

Òîäi äëÿ (4.6.7) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
x(0, t) = x(

√
C, t), x(0, t) ∈ [0; 1]

}
=

= P {τ ≤ t, w1(t) ∈ [0; 1]} ≥

≥ P
{√

C + w2(t) ≤ 0, w1(t) ∈ [0; 1]
}

=

=

∫ 1

0

1√
2πt

e−
u2

2t du ·
∫ +∞

√
C

1√
2πt

e−
u2

2t du.

Äëÿ äîâiëüíîãî h > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü [35]

1√
2π

∫ +∞

h

e−
v2

2 dv ≥ h

h2 + 1
· 1√

2π
e−

h2

2 .

Îòæå, äëÿ âñiõ C ≥ C0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà çíèçó∫ 1

0

1√
2πt

e−
u2

2t du ·
∫ +∞

√
C

1√
2πt

e−
u2

2t du ≥ at
1√
C
e−

C
2t

ç êîíñòàíòîþ

at =
1

8π

∫ 1

0

e−
u2

2t du,

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.
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Ó ñèëó òåîðåìè 4.6.2 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

NnP
{
ζ0 ≥ C

lnn

ln lnn

}
=

n

[
√

8 lnn]
P
{
ζ0 ≥ C

lnn

ln lnn

}
≥

≥ at√
8C
· n
√

ln lnn

lnn
e−

C lnn
2t ln lnn , (4.6.8)

ç ÷îãî âèïëèâà¹ (4.6.6). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî C > 0 ðÿä

(4.6.5) çáiãà¹òüñÿ, ùî äîâîäèòü (4.6.4), à, îòæå, é (4.6.3).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.6.2 òà íåðiâíiñòþ (4.5.8) äëÿ çðîñòàííÿ íîðì

âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ Q[−n;n]AtQ[−n;n] ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

ln lnn

lnn
·
∥∥Q[−n;n]AtQ[−n;n]

∥∥2 →∞, n→∞ ì. í. (4.6.9)

Çàóâàæèìî, ùî ó ïåðøîìó ðîçäiëi äëÿ âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà Ã,

ùî ïîáóäîâàíèé çà òî÷êîâèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ îäèí,

äëÿ çðîñòàííÿ âåëè÷èí ‖Q[−n;n]ÃQ[−n;n]‖2 äîâåäåíî àíàëîãi÷íó (4.6.9)

îöiíêó.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

1. Ïîáóäîâàíà êîìïàêòíà ìíîæèíà ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði, äëÿ ÿêî¨ äiàãîíàëüíèé ãàóñiâñüêèé ñèëüíèé âèïàäêîâèé

îïåðàòîð íå çìiíþ¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ¨¨ ïîïåðå÷íèêiâ çà

Êîëìîãîðîâèì.

2. Ïîáóäîâàíî ñiì'þ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ùî ïiä äi¹þ

ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àððàòüÿ

çáåðiãàþòü ñâîþ ðîçìiðíiñòü ç éìîâiðíiñòþ 1.

3. Çíàéäåíî îöiíêó çðîñòàííÿ íîðì âèïàäêîâèõ ÿäåðíèõ îïåðàòîðiâ,

ÿêi íàáëèæàþòü iíòåãðàëüíèé âèïàäêîâèé îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé

ïîòîêîì Àððàòüÿ.



Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöi¨ âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi âèïàäêîâèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïîáó-

äîâàíi çà îäíîâèìiðíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàñòóïíi:

• äëÿ ãàóñiâñüêîãî ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà âñòàíîâëåíî äî-
ñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ íà êîìïàêòíié

ìíîæèíi;

• îòðèìàíî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ;

• âñòàíîâëåíî íåîáìåæåíiñòü îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ òà äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

ïiä éîãî äi¹þ;

• îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ çáiæíîñòi ïî-

ñëiäîâíîñòåé ôóíêöié ïiä äi¹þ îïåðàòîðà çñóâó óçäîâæ ïîòîêó

Àððàòüÿ;

• çíàéäåíî îöiíêó çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi êëàñòåðiâ ïî-

òîêó Àððàòüÿ;

• âñòàíîâëåíî, ùî çñóâè ãàóñiâñüêî¨ ùiëüíîñòi óçäîâæ ñòàöiîíàðíîãî

òî÷êîâîãî ïðîöåñó óòâîðþþòü òîòàëüíó ìíîæèíó ó ïðîñòîði L2 íà

äîâiëüíîìó âiäðiçêó;
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• îòðèìàíî îöiíêó øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ ÿäåðíèìè âèïàäêîâèìè

îïåðàòîðàìè iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî òî÷êîâèì ïðî-

öåñîì çà ïîòîêîì Àððàòüÿ.
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