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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Теорiя екстремальних задач для областей, якi не пе-
ретинаються, розпочинається з роботи М. О. Лаврентьєва1, який 1934 року
поставив i розв’язав задачу про добуток конформних радiусiв двох взаєм-
но неперетинних областей. Задачi такого типу викликали великий iнтерес
серед математикiв, оскiльки вiдразу знайшли своє застосування у теорiї вiд-
ображень, теорiї однолистих функцiй, теорiї апроксимацiї та деяких iнших
областях комплексного аналiзу. 1951 року Г. М. Голузiн2 розв’язав задачу
для трьох областей i узагальнив постановку задачi для n однозв’язних обла-
стей. Для n = 4 повний розв’язок знайшла Г. В. Кузьмiна3. Для випадку,
коли кiлькiсть областей бiльша вiд чотирьох, розв’язку задачi в загальному
випадку не отримано й досi. Найзагальнiшу постановку екстремальних задач
для неперетинних областей з фiксованими полюсами сформулював М. А. Ле-
бедєв4, який розглядав задачi про максимiзацiю добутку конформних радiусiв
у деяких додатнiх степенях на класах неперетинних однозв’язних областей,
якi в загальнiй постановцi не вирiшенi й дотепер.

Над задачами для неперетинних областей з фiксованими полюсами в рiзнi
роки працювали такi вiдомi математики, як М. О. Лаврентьєв, Г. Грьотш,
Г. М. Голузiн, М. А. Лебедєв, П. П. Куфарев, А. Е. Фалес, Г. В. Кузьмiна,
Л. I. Колбiна, П. М. Тамразов, I. П. Мiтюк, Ю. Є. Алєнiцин, Дж. А. Дженкiнс,
М. Шиффер, П. Дюрен, З. Нехарi та iншi.

Нову iдею не фiксувати полюси, а надавати їм певну «свободу» вперше
було висунуто в роботi П. М. Тамразова5 1968 р., в якiй розглянуто зада-
чу про п’ять простих вiльних полюсiв першого порядку. На той час досить
несподiваним було застосування цiєї iдеї до задач, яким вiдповiдають квадра-
тичнi диференцiали з полюсами другого порядку. Це було вперше зроблено
у роботах Г. П. Бахтiної6, яка розглянула екстремальнi задачi для непере-
тинних областей iз вiльними полюсами на колi. В подальшому задачi такого
типу отримали назву задач про екстремальне розбиття комплексної площини
з вiльними полюсами.

1Лаврентьев М.А. К теории конформных отображений / М.А. Лаврентьев // Тр. Физ.-мат. ин-та АН СССР. — 1934. —
5. — С. 159 – 245.

2Голузин Г.М. Геометрическая теория функций комплексного переменного / Г.М. Голузин. — М.: Наука, 1966. — 628 с.
3Кузьмина Г.В. К задаче о максимуме произведения конформных радиусов неналегающих областей / Г.В. Кузьмина //

Зап. научн. семин. ЛОМИ. – 1980. – 100. – С. 131 – 145.
4Лебедев Н.А. Принцип площадей в теории однолистных функций / Н.А. Лебедев. — М.: Наука, 1975. — 336 с.
5Тамразов П.М. Экстремальные конформные отображения и полюсы квадратичных дифференциалов / П.М. Тамразов //

Известия АН СССР, серия мат. — 1968. — 32, № 5. — С. 1033 – 1043.
6Бахтина Г.П. Вариационные методы и квадратичные дифференциалы в задачах о неналегающих областях: автореф.

дис. . . . канд. физ.-мат. наук: спец. 01.01.01 "Теория функций и функциональный анализ"/ Г.П. Бахтина. — Киев, 1975. —
11 с.
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Таким чином, важлива iдея П. М. Тамразова про вiльнi полюси вiдповiдних
квадратичних диференцiалiв вiдiграла суттєву роль у створеннi нового
напрямку в геометричнiй теорiї функцiй, а саме: в теорiї екстремальних задач
про неперетиннi областi з вiльними полюсами.

Методи дослiджень, якi були розробленi до початку 70-х рокiв, зокрема,
метод контурного iнтегрування, варiацiйнi методи, метод симетризацiї, пара-
метричний метод, натикались на великi труднощi при дослiдженнi задач про
максимум добутку конформних радiусiв неперетинних областей.

Наприкiнцi 70-х рокiв минулого столiття В. М. Дубiнiну7 вдалося розроби-
ти новий метод дослiдження задач геометричної теорiї функцiй, а саме: метод
роздiляючого перетворення, який значно розширив можливостi дослiдження
задач такого типу.

1984 р. Г. П. Бахтiна8 розглянула задачу про максимум функцiонала

I =
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak),

де {Bk}nk=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних обла-
стей, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола,
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, αk > 0, k = 0, n,

R(B, a) — конформний радiус областi B вiдносно точки a, й отримала деякi
частковi результати даної задачi.

В. М. Дубiнiн9 1988 р. зробив важливий крок у розвитку цiєї теорiї, зокре-
ма, вiн розглянув i повнiстю розв’язав задачу про максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

при γ = 1 i n > 2, де B0, B1, ..., Bn — довiльнi неперетиннi багатозв’язнi
областi, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, r(B, a) —
внутрiшнiй радiус областi B вiдносно точки a.

7Дубинин В.Н. Разделяющее преобразование областей и задачи об экстремальном разбиении / В.Н. Дубинин // Зап.
науч. сем. Ленингр. отд-ния Мат. ин-та АН СССР. — 1988. — 168. — С. 48 – 66.

8Бахтина Г. П. О конформных радиусах симметричных неналегающих областей / Г.П. Бахтина //Современ. вопр.
веществен. и комплексн. анализа, Ин–т матем. АН УССР, Киев. — 1984. — С. 21–27.

9Дубинин В.Н. Разделяющее преобразование областей и задачи об экстремальном разбиении / В.Н. Дубинин // Зап.
науч. сем. Ленингр. отд-ния Мат. ин-та АН СССР. — 1988. — 168. — С. 48 – 66.
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В. М. Дубiнiн у списку вiдкритих проблем10 сформулював такi двi задачi.
Задача 1. Довести, що максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

де B0, B1, B2, ..., Bn, (n > 2) — попарно неперетиннi областi в
C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) —
внутрiшнiй радiус областi Bj вiдносно точки aj (aj ∈ Bj), j = 0, n i γ > n

досягається для деякої конфiгурацiї областей, якi мають n – кратну симетрiю.
Задача 2. Для кожного фiксованого γ ∈ (0, n] знайти максимум функцiо-

нала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

за умови, що B0, B1, B2, ..., Bn, (n > 2) — попарно неперетиннi багатозв’язнi
областi в C, причому областi B1, B2, ..., Bn, (n > 2) симетричнi вiдносно
точок одиничного кола, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1,

k = 1, n, r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk вiдносно точки ak
(ak ∈ Bk), k = 0, n.

Вiдзначимо, що задача 2 була сформульована лише при γ = 1. Власне,
дослiдженню цих двох задач i присвячена дисертацiйна робота.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту
математики НАН України в рамках наукової теми «Метричнi та геометри-
чнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних функцiй та множин», номер
державної реєстрацiї 0116U003060.

Мета i завдання дослiдження.
Об’єктом дослiдження є екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй

комплексної змiнної для областей, якi не перетинаються, з вiльними полюса-
ми на колi.

Предметом дослiдження є задачi про максимум добутку внутрiшнiх
радiусiв взаємно неперетинних областей.

Метою дисертацiйної роботи є розробка нових пiдходiв i методiв для
розв’язування задач про максимiзацiю добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно
неперетинних областей i їх узагальнень.

10Дубинин В.Н. Метод симметризации в геометрической теории функций комплексного переменного / В.Н. Дубинин //
Успехи мат. наук. — 1994. — 49 (295), № 1. — С. 3 — 76.
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Для досягнення зазначеної мети у роботi було поставлено такi завдання:
1) розв’язати задачу про знаходження максимуму добутку внутрiшнiх

радiусiв частково перетинних областей iз вiльними полюсами на колi;
2) розробити методи для розв’язання задачi про екстремальне розбиття

комплексної площини з вiльними полюсами, якi утворюють n-променевi
системи точок;

3) розв’язати задачу про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв скiнчен-
ного числа взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно точок оди-
ничного кола i внутрiшнього радiусу в степенi γ, γ ∈ (0, 1) та γ > 1 областi
вiдносно початку координат.

Методи дослiдження. При розв’язаннi завдань дисертацiйної роботи ви-
користовуються методи комплексного аналiзу, теорiї потенцiалу i квадрати-
чних диференцiалiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi результати
дисертацiйної роботи є новими i полягають у наступному:

1. Отримано узагальнення вiдомих результатiв для задач про екстремальне
розбиття неперетинних i частково перетинних областей комплексної площини
з вiльними полюсами на колi.

2. Розв’язано задачу про екстремальне розбиття з вiльними полюсами, якi
утворюють n-променевi системи точок.

3. Знайдено максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n, n > 2 взаємно не-
перетинних симетричних областей вiдносно точок одиничного кола i внутрi-
шнього радiуса в степенi γ ∈ (0, 1) областi вiдносно початку координат. Для
γ > 1 вказано максимум такого добутку, який справджується, починаючи з
деякого номера n, залежного вiд γ; а за додаткових умов щодо розмiщення
точок на колi отримано точнi оцiнки при γ ∈ (1; 0, 38n2), n > 2.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має теоретичний характер. Одержанi результати й методика їх отримання
можуть бути використанi при вивченнi питань комплексного аналiзу, голо-
морфної динамiки, теорiї апроксимацiї i для оцiнок викривлення при кон-
формному вiдображеннi.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку й загального
плану дослiджень, постановка задач, формулювання робочих гiпотез, а також
допомога у доборi методiв дослiджень належать науковому керiвнику —
О. К. Бахтiну. Доведення всiх основних результатiв дисертацiї, якi виносяться
на захист, належать автору дисертацiї. У спiльних iз I. В. Денегою й
О. К. Бахтiним публiкацiях 1, 2, 6 внесок авторiв такий: О. К. Бахтiну
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належить постановка задач, формулювання робочих гiпотез, I. В. Денезi
належить загальна методика розв’язання задач, дисертанту — перевiрка
гiпотез i доведення результатiв. У спiльнiй iз Я. В. Заболотним публiкацiї
5 внесок авторiв такий: Я. В. Заболотному належить формулювання робочих
гiпотез i загальна методика розв’язання задачi, дисертанту — перевiрка
гiпотез i доведення результату.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдались на
таких конференцiях:

– XI Лiтнiй школi «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 1 – 14 серпня
2016 року);

– V Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених з диференцiальних рiвнянь
та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського (м. Київ, 9 – 11 листопада
2016 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-
стей та математичного аналiзу» (м. Ворохта, 22 – 25 лютого 2017 року);

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї «Алгебраїчнi та геометричнi методи
аналiзу» (м. Одеса, 31 травня – 5 червня 2017 року);

– Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-рiччю
з дня народження академiка Нацiональної Академiї Наук України
Ю. О. Митропольського (1917 – 2008) (м. Київ, 7 – 10 червня 2017 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу» (м. Ворохта, 27 лютого – 2 березня
2018 року);

– Науково-технiчнiй конференцiї молодих вчених та спецiалiстiв Iнституту
проблем моделювання в енергетицi iм. Г. Є. Пухова НАН України
(м. Київ, 16 травня 2018 року);

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї «(Hyper)Complex Analysis in Di-
fferential Equations, Geometry and Physical Applications» (Бендлево, Поль-
ща, 22 – 29 липня 2018 року);
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а також на таких семiнарах:

– семiнари вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту
математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор
С. А. Плакса);

– семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України
(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 фахових
роботах, серед яких 4 статтi в журналах, що iндексуються мiжнародною
наукометричною базою Scopus. Частково вони також висвiтленi у матерiалах
7 конференцiй, 3 з яких мiжнароднi.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,
змiсту, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить
107 найменувань, i додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача за
темою дисертацiї й вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний
обсяг дисертацiї становить 151 сторiнку.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, сформу-
льовано мету i завдання дослiдження, коротко викладено змiст основної ча-
стини роботи й показано наукову новизну одержаних результатiв, а також їх
апробацiя.

У роздiлi 1 зроблено огляд лiтератури, викладено основнi iдеї методiв
дослiдження даних проблем, наведено означення i теореми, необхiднi для
формулювання i доведення основних результатiв дисертацiї.

Нехай B ⊂ C – однозв’язна область, U = {z : |z| < 1} – одиничний круг i
a ∈ B. Згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення, iснує конформне вiдобра-
ження областi B на одиничний круг U, при якому f(a) = 0 ∈ U, f ′(a) > 0.
Якщо розглянути обернене вiдображення φ, яке здiйснює вiдображення оди-
ничного круга U на область B так, що φ(0) = a. Тодi поняття конформного
радiуса однозв’язної областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначимо таким
чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |φ′(0)|.
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Узагальненням поняття конформного радiуса для багатозв’язних областей
є поняття внутрiшнього радiуса областi, який визначається за допомогою
узагальненої функцiї Грiна.

Нехай B ⊂ C, B ̸= C. Функцiєю Грiна областi B називається така дiйсна
функцiя gB(z, a), яка визначена при всiх z, a ∈ B, z ̸= a, i при кожному
фiкованому a ∈ B виконуються наступнi умови:

1) функцiя gB(z, a) як функцiя вiд z гармонiчна в областi B \ {a};
2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому рiзниця gB(z, a) − ln 1

|z−a|
залишається обмеженою для скiнченного a, рiзниця gB(z, a)− ln |z| обмежена
для a = ∞;

3) при наближеннi до границi ∂B функцiя gB(z, a) прямує до нуля.
Довiльну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послiдовнiстю областей

B1 ⊂ B2 ⊂ ..., для кожної з яких iснує функцiя Грiна. Тодi за теоремою
Харнака про зростаючi послiдовностi гармонiчних функцiй випливає, що для
кожної точки a ∈ B \ {∞} послiдовнiсть гармонiчних функцiй

hBk,a(z) := gBk
(z, a)− ln

1

|z − a|
, z ∈ B \ {a},

визначена за неперервнiстю в точцi a й рiвномiрно збiгається на компактних
пiдмножинах областi B при k → ∞ або до +∞ або до деякої гармонiчної
функцiї hB,a(z), яка не залежить вiд вибору областей B1, B2, .... В цьому
випадку функцiя

gB(z, a) := hB,a(z) + ln
1

|z − a|
називається узагальненою функцiєю Грiна областi B вiдносно точки a, а
величина r(B, a) := exp(hB,a(a)) називається внутрiшнiм радiусом областi B
вiдносно точки a.

Таким чином,

gB(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln r(B, a) + o(1),

де o(1) ⇒ 0, z → a.

Вiдзначимо, що вiдмiннiсть узагальненої функцiї Грiна вiд класичної
функцiї Грiна полягає в тому, що при наближеннi до границi узагальнена
функцiя Грiна прямує до нуля всюди, за винятком, можливо, множини
логарифмiчної ємностi нуль.
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Одним iз основних понять у данiй роботi є поняття квадратичного дифе-
ренцiала. Фундаментальну роль квадратичних диференцiалiв у теорiї екстре-
мальних задач уперше вiдзначив О. Тейхмюллер11,12 1939 року. Крiм того, вiн
сформулював принцип про те, що у бiльшостi випадкiв кожнiй екстремаль-
нiй задачi геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної вiдповiдає деякий
квадратичний диференцiал.

Нехай B — область розширеної комплексної площини Cz. Пiд квадрати-
чним диференцiалом у B розумiтимемо символ

Q(z)dz2,

де Q(z) — функцiя, мероморфна у B. Якщо область ψ(D) = B ⊂ Cz, де ψ —
конформне й однолисте вiдображення, то вважатимемо, що квадратичний
диференцiал породжує в областi D за допомогою функцiї ψ квадратичний
диференцiал

Q̃(w)dw2 = Q(ψ(w))(ψ′(w))2dw2.

Скiнченна точка z0 ∈ B називається нулем або полюсом порядку n

диференцiала Q(z)dz2, якщо вона є нулем або полюсом функцiї Q(z).
Нулi i полюси квадратичного диференцiала Q(z)dz2 називаються його

критичними точками, причому нулi i простi полюси називаються скiнченними
критичними точками.

Максимальна регулярна крива z(t), t ∈ (a, b), −∞ 6 a < b 6 ∞, при якiй
для всiх t ∈ (a, b) виконується нерiвнiсть Q(z)dz2 ≡ Q(z(t))(z′(t))2dt2 > 0

(вiдповiдно Q(z)dz2 < 0), називається траєкторiєю (вiдповiдно ортогональ-
ною траєкторiєю) диференцiала. При конформному однолистому вiдображен-
нi траєкторiї переходять у траєкторiї.

Круговою областю квадратичного диференцiалаQ(z)dz2 називається одно-
зв’язна область G ⊂ Cz, яка мiстить єдиний полюс другого порядку цього
квадратичного диференцiала в точцi z = a ∈ G i така, що при конформному
однолистому вiдображеннi w = f(z) (f(a) = 0) областi G на одиничний круг
площини Cw, має мiсце тотожнiсть

Q(z)dz2 ≡ −kdw
2

w2
, k ∈ R+ = (0,∞).

11Teichmüller O. Untersuchungen über konforme und quasikonforme Abbildung / O. Teichmüller // Deutshe Math. — 1938. —
3. — S. 621 – 678.

12Дженкинс Дж.А. Однолистные функции и конформные отображения / Дж. Дженкинс — М.: Изд-во иностр. лит., 1962. —
256 с.
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Кругова область G для Q(z)dz2 мiстить єдиний подвiйний полюс a

диференцiала Q(z)dz2 i G \ {a} заповнена траєкторiями Q(z)dz2, кожна iз
яких є замкнутою жордановою кривою, яка вiддiляє точку a вiд границi G.
При певному виборi чисто уявної сталої τ функцiя w = exp{τ

∫
(Q(z))

1
2dz},

доозначена значенням нуль в точцi a, конформно вiдображає G на круг
|w| < r, причому точка a переходить в точку w = 0.

Нехай n ∈ N. Набiр точок An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
називатимемо n-

променевою системою точок, якщо |ak| ∈ R+, k = 1, n, i

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Нехай Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, an+1 := a1,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Системою неперетинних областей називається скiнченний набiр довiльних
попарно неперетинних областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2, у яких Bk ⊂ C,
Bk ∩Bm = ∅, k ̸= m, k,m = 1, n.

Наведемо визначення операцiї заповнення несуттєвих граничних компо-
нент вiдносно системи взаємно неперетинних областей {Bk}nk=1. При кожно-
му k = 1, n лише скiнченна кiлькiсть компонент зв’язностi множини C\Bk

можуть мiстити якусь iз областей Bj, j = 1, n, j ̸= k; такi компоненти назива-
ють суттєвими. Область, отриману викиданням iз C всiх суттєвих компонент
зв’язностi множини Bk, будемо позначати B̃k. Очевидно, що Bk ⊂ B̃k при
всiх k = 1, n i

{
B̃k

}n

k=1
є системою скiнченнозв’язних взаємно неперетинних

областей без iзольованих граничних точок. Перехiд вiд системи {Bk}nk=1 до
системи

{
B̃k

}n

k=1
називатимемо операцiєю заповнення несуттєвих граничних

компонент. Вiдмiтимо, що внутрiшнiй радiус областi при збiльшеннi областi
не зменшується, тобто виконується умова r(B, a) 6 r(B̃, a). Отже, операцiя
заповнення несуттєвих компонент дозволяє перейти вiд нескiнченнозв’язних
областей до скiнченнозв’язних областей з невиродженими суттєвими компо-
нентами.

Для довiльної системи точок An := {ak : |ak| = 1, k = 1, n} i для вiдкритої
множини D, An ∪ {0} ⊂ D позначимо через D(ak) зв’язну компоненту
множини D, яка мiстить точку ak, k = 0, n.
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Нехай

Dk(0) := D(0) ∩ P k, Dk(ak) := D(ak) ∩ P k, Dk(ak+1) := D(ak+1) ∩ P k

для кожного k = 1, n, an+1 := a1.

Вiдкрита множина D, An ∪ {0} ⊂ D задовольняє умову неперетинностi
вiдносно системи точок An, |ak| = 1, k = 1, n, якщо справедлива рiвнiсть

[Dk(0) ∩Dk(ak)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(ak+1)] ∪ [Dk(ak) ∩Dk(ak+1)] = ∅ 1 ≤ k ≤ n.

Система областей {Dk}nk=0 задовольняє умову часткового перетину вiдно-
сно системи точок одиничного кола, якщо вiдкрита множина D = ∪n

k=0Dk

задовольняє умову неперетинностi вiдносно системи точок цього самого ко-
ла.

Виклад основних результатiв дисертацiйного дослiдження починається з
роздiлу 2. У роздiлi 2 вивчається задача про максимум добутку внутрiшнiх
радiусiв частково перетинних областей. Основним результатом даного роз-
дiлу є теорема, яка суттєво посилює результати попередникiв. А саме, нам
вдалося iстотно розширити множину значень параметра γ, для яких ця за-
дача має точний розв’язок.

Теорема 2.2.1. Нехай n ∈ N, n > 4, γ ∈ (1, γn], γ4 = 4, 17, γ5 = 5, 71,
γ6 = 7, 5, γ7 = 9, 53, γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2 для n > 9. Тодi для
довiльної системи рiзних точок одиничного кола |ak| = 1 i при умовi,
що 0 < αk 6 2/

√
γ, k = 1, n i для довiльної системи областей Dk,

ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, якi задовольняють умову часткового
перетину вiдносно точок одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Рiвнiсть досягається, якщо ak i Dk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами i
круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Результати роздiлу опублiковано в статтях13,14 та тезах конференцiй15,16.
Вiдзначимо, що умови теореми 2.2.1 справедливi й у випадку взаємно

неперетинних областей. З даної теореми безпосередньо випливає результат,
отриманий Г. П. Бахтiною, В. Є. В’юн, I. В. Денегою у роботi17 2015 року
(γ ∈ (0, n], n > 4, 0 < αk 6 2/

√
γ) на класi областей, якi задовольняють

умову часткового перетину вiдносно точок одиничного кола. Результати
Л. В. Ковальова18 1996 року (γ ∈ (0, n], n > 5, 0 < αk 6 2/

√
γ, |ak| = 1,

k = 1, n) та О. К. Бахтiна й I. В. Денеги19 2012 року (γ ∈ (0, n], n > 4,

0 < αk 6 2/
√
γ, |ak| = 1, k = 1, n) для взаємно неперетинних областей

також випливають з основної теореми роздiлу 2.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено доведенню теореми про
максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n, n > 2 взаємно неперетинних
областей вiдносно n−променевої системи точок i внутрiшнього радiуса в
степенi γ областi вiдносно початку координат.

Для довiльної n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 та γ ∈ R+ ∪ {0}
введемо «керуючий» функцiонал:

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2γα

2
k

n∏
k=1

|ak|1+
1
4γ(αk+αk−1).

13Бахтин A.К., Выговская Л.В., Денега И.В. Неравенства для внутренних радиусов неналегающих областей // Україн-
ський математичний вiсник. — 2016. — Т. 13, № 1. — C. 68 – 75. (Переклад англiйською: Bakthin A., Vyhivska L., Denega I.
Inequalities for the internal radii of non-overlapping domains // Journal of Mathematical Sciences. — 2017. — Vol. 220, No. 5. —
P. 584 – 590.)

14Vyhivska L. Some inequalities for inner radii of partially overlapping domains // Zb. pr. Institute of mathematics of National
Academy of Sciences of Ukraine. — 2017. — Vol. 14, No. 1. — P. 82 – 89.

15Vygivska L., Denega I. Sharp estimates of products of inner radii of non-overlapping domains in the complex plane //
International 11th Summer School «Algebra, Topology, Analysis», 1—14 August, 2016, Odessa, Ukraine. — Kyiv: Institute of
Mathematics of NAS of Ukraine, 2016. — P. 59 – 60.

16Vyhivska L. Some inequalities for the inner radii of partially overlapping domains // Ukraine Scientific Conference «Modern
Problems Theory of Probability and Mathematical Analysis», 22–25 February, 2017, Vorokhta, Ivano-Frankivsk Region, Ukraine.
Abstracts. — Iвано-Франкiвськ: ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”, 2017. — P. 61 –
63.

17Бахтина Г.П., Вьюн В.Е., Денега И.В. Задачи об экстремальном разбиении для частично неналегающих областей /
Г.П. Бахтина, В.Е. Вьюн, И.В. Денега // Зб. праць Iн-ту матем. НАН України, 2015. — Т. 11, №1. — С. 1 — 7.

18Ковалев Л.В. К задаче об экстремальном разбиении со свободными полюсами на окружности / Л.В. Ковалев //
Дальневосточный матем. сборник. — 1996. — 2. — С. 96 – 98.

19Bakhtin A.K., Denega I.V. Addendum to a theorem on extremal decomposition of the complex plane / А.К. Bakhtin,
I.V. Denega // Bulletin de la société des sciences et des lettres de  Lódź, Recherches sur les déformations. — 2012. — V. LXII,
no. 2. — P. 83–92.
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Теорема 3.2.1. Нехай n ∈ N, n > 4, γ ∈ (1, γn], γ4 = 4, 17, γ5 = 5, 71,
γ6 = 7, 5, γ7 = 9, 53, γ8 = 11, 81, γn = 0, 1215n2 для n > 9. Тодi для довiльної
n-променевої системи точок An = {ak}nk=1, N (γ)(An) = 1 i при умовi,
що 0 < αk 6 2/

√
γ, k = 1, n i довiльної системи взаємно неперетинних

областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається, коли ak i Bk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами
i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Результати роздiлу опублiковано у статтi20 та тезi21 конференцiй.
Вiдзначимо, що теорема 3.2.1 посилює результат I. В. Денеги22 2012 року

(γ ∈ (0, n], n > 5, 0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n), а також iстотно узагальнює

результат О. К. Бахтiна й I. В. Денеги23 2012 року на випадок n−променевої
системи точок.

У четвертому роздiлi розв’язано задачу про максимум добутку внутрi-
шнiх радiусiв n, n > 2 взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно
точок одиничного кола i внутрiшнього радiуса в степенi γ областi вiдносно
початку координат. Вiдзначимо, що стосовно даної задачi вiдомi лише ре-
зультати Л. В. Ковальова24,25 2000 року (γ = 1, n > 2) та О. К. Бахтiна,
Г. П. Бахтiної й I. В. Денеги26 2017 року (γ ∈ (0, 2], n = 2).

Зокрема, у теоремi 4.2.1 дисертацiйної роботи повнiстю дослiджено випа-
док для n > 2 i γ ∈ (0, 1).

20Bakhtin A., Vyhivska L., Denega I. N-radial systems of points and problems for non-overlapping domains // Lobachevskii
Journal of mathematics. — 2017. — Vol. 38, No. 2. — P. 229 – 235.

21Vygivska L. Some inequalities for the inner radii of non-overlapping domains // 5th International Conference for Young Scientists
on Differential Equations and dedicated to Ya.B. Lopatynsky, 9—11 November, 2016, Kyiv, Ukraine. Abstracts. — Donetsk: Vasyl’
Stus Donetsk National University, 2016. — P. 148 – 149.

22Денега И.В. Квадратичные дифференциалы и разделяющее преобразование в экстремальных задачах о неналегающих
областях / И.В. Денега // Доп. НАН України. — 2012. — №4. — С. 15 – 19.

23Bakhtin A.K., Denega I.V. Addendum to a theorem on extremal decomposition of the complex plane / А.К. Bakhtin,
I.V. Denega // Bulletin de la société des sciences et des lettres de  Lódź, Recherches sur les déformations. — 2012. — V. LXII,
no. 2. — P. 83–92.

24Ковалев Л.В. О внутренних радиусах симметричных неналегающих областей / Л.В. Ковалев // Изв. вузов. Матем. —
2000, № 6. — C. 82 – 87.

25Ковалев Л.В. О трех непересекающихся областях / Л.В. Ковалев // Дальневосточный математический журнал. —
2000. — 1, № 1. — С. 3 – 7.

26Бахтин А.К., Бахтина Г.П., Денега И.В. Экстремальное разбиение комплексной плоскости с фиксированными полюса-
ми // Зб. праць Iн-ту матем. НАН України, 2017. — Т. 14, №1. — С. 34 — 38.
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Теорема 4.2.1. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, 1). Тодi для довiльної
системи точок ak при умовi, що a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, a1 = 1 i
довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, причому областi Bk, k = 1, n симетричнi вiдносно
одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

.

Знак рiвностi досягається, коли ak i Bk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами
i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

У теоремi 4.2.2 придiлено увагу випадку γ > 1, зокрема, доведено
справедливiсть такого результату.

Теорема 4.2.2. Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈ N, що для
кожного n > n0(γ), для довiльної системи рiзних точок An = {ak}nk=1,
|ak| = 1 i для довiльного набору попарно неперетинних областей {Bk}nk=0,
0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi
вiдносно одиничного кола, виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a(0)k i B(0)
k , k = 0, n, — полюси i круговi областi квадратичного диференцi-

ала
Q(w)dw2 = −γw

2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

вiдповiдно, причому |a(0)k | = 1 для k = 1, n, a
(0)
0 = 0, a

(0)
k ∈ B

(0)
k , k = 0, n.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, якщо ak = a
(0)
k , Bk = B

(0)
k ,

k = 0, n.
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У теоремi 4.2.3 показано, що якщо кутовi параметри задачi задовольняють
умову 0 < αk 6 y0/

√
2γ, де y0 — корiнь рiвняння ln

(
x2

4−x2

)
− 4

x2 = 0 iз
промiжку 0 < x 6 2, то множина тих γ, для яких розв’язується ця задача
ширша, порiвняно iз загальним випадком.

Теорема 4.2.3. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, γn], γn = 0, 38n2. Тодi
для довiльної n−променевої системи точок An, що належить одиничному
колу i при умовi, що 0 < αk 6 y0/

√
2γ, y0 ≈ 1, 76, k = 1, n i довiльного

набору взаємно неперетинних областей Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, причому областi Bk, k = 1, n симетричнi вiдносно одиничного кола,
справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n∣∣1− 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√
2γ

n+
√
2γ

∣∣∣∣
√
2γ

.

Знак рiвностi досягається, коли ak i Bk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами
i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано новi результати у класичному напрям-
ку геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної, якi пов’язанi iз задача-
ми про екстремальне розбиття комплексної площини. Запропоновано пiдхiд,
який базується на методах роздiляючого перетворення, квадратичних дифе-
ренцiалiв, «керуючих» функцiоналiв, що дозволило узагальнити й посилити
низку вiдомих результатiв щодо екстремальних задач на класах неперетин-
них i частково перетинних областей.

У роботi проведено дослiдження стосовно двох задач, якi 1994 року
В. М. Дубiнiн окреслив як вiдкритi проблеми.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:
1. Отримано узагальнення вiдомих результатiв для задач про екстремальне

розбиття неперетинних i частково перетинних областей комплексної площини
з вiльними полюсами на колi.

2. Розв’язано задачу про екстремальне розбиття з вiльними полюсами, якi
утворюють n-променевi системи точок.

3. Знайдено максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n, n > 2 взаємно не-
перетинних симетричних областей вiдносно точок одиничного кола i внутрi-
шнього радiуса в степенi γ ∈ (0, 1) областi вiдносно початку координат. Для
γ > 1 вказано максимум такого добутку, який справджується, починаючи з
деякого номера n, залежного вiд γ; а за додаткових умов щодо розмiщення
точок на колi отримано точнi оцiнки при γ ∈ (1; 0, 38n2), n > 2.

Одержанi результати i методика їх доведення можуть бути використанi
при вивченнi питань комплексного аналiзу, голоморфної динамiки, в теорiї
апроксимацiй i для оцiнок викривлення при конформному вiдображеннi.
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АНОТАЦIЇ

Вигiвська Л. В. Екстремальнi задачi для областей, якi не пере-
тинаються, з вiльними полюсами на колi. — Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний аналiз"
(111 — Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi методiв дослiдження деяких вi-
домих проблем геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Зокрема,
дослiджується задача, яка була сформульована В. М. Дубiнiним 1994 року у
виглядi вiдкритої проблеми. Ця задача стосується знаходженню максимуму
добутку внутрiшнiх радiусiв n, n > 2 взаємно неперетинних симетричних
областей вiдносно точок одиничного кола i внутрiшнього радiуса в додатнiй
степенi γ областi вiдносно початку координат i опису екстремальних конфiгу-
рацiй. Розв’язується також задача про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв
неперетинних областей, частина з яких володiє симетрiєю вiдносно одинично-
го кола.
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Ключовi слова: неперетиннi й частково перетиннi системи областей,
n−променева система точок, конформний i внутрiшнiй радiуси областi,
функцiя Грiна областi, роздiляюче перетворення, полюси i круговi областi
квадратичного диференцiала.

Выговская Л. В. Экстремальные задачи для областей, которые
не пересекаются, со свободными полюсами на окружности. —
Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук (доктора философии) по специальности 01.01.01
”Математический анализ” (111 — математика). — Институт математики
НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертационная работа посвящена разработке методов исследования не-
которых известных проблем геометрической теории функций комплексного
переменного. В частности, изучается задача, которую В. Н. Дубинин 1994 го-
ду представил в виде открытой проблемы. Эта задача касается нахождения
максимума произведения внутренних радиусов n, n > 2 взаимно непересека-
ющихся областей относительно точек на единичной окружности и внутрен-
него радиуса в положительной степени γ области относительно начала коор-
динат и описания экстремальных конфигураций. Также изучается задача о
максимуме произведения внутренних радиусов непересекающихся областей,
часть из которых обладает симметрией относительно единичного круга.

Ключевые слова: непересекающиеся и частично пересекающиеся обла-
сти, n−лучевая система точек, конформный и внутренний радиусы области,
функция Грина области, разделяющее преобразование, полюсы и круговые
области квадратичного дифференциала.

Vyhivska L. V. Extremal problems for domains that are non-
overlapping with free poles on a circle. — The manuscript.

Candidate of Sciences thesis on Physics and Mathematics (PhD thesis),
speciality 01.01.01 "Mathematical analysis" (111 — Mathematics). — Institute
of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the development of research methods of some well-
known problems of the geometric function theory of a complex variable. In
particular, we studied the problem, which V. N. Dubinin had formulated in 1994
as an open problem. This problem is to find a maximum of the product of inner
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radii of n mutually non-overlapping domains with respect to the points on a unit
circle and the inner radius of positive degree γ of the domain with respect to
zero and description of extreme configurations. An attention in the dissertation
is also given to the study of problem of maximizing the product of inner radii of
non-overlapping domains in the case when some of the domains are symmetrical
with respect to a unit circle.

During the study of these problems we improved the approaches for solving
the extremal problems of non-overlapping domains, which are based on the
methods of the geometric function theory of a complex variable, potential theory
and quadratic differentials. Some of the well-known results of the theory were
significantly improved and generalized on the basis of these approaches.

The known results of maximizing the product of inner radii of non-overlapping
domains were significantly amplified and generalized in the second and third
chapters.

In the second chapter we obtained the generalization of known results for
problems of extremal decomposition of non-overlapping and partially overlapping
domains of a complex plane with free poles on a circle.

We solved the problem of extremal decomposition with free poles, which form
the n-radial points systems in the third chapter.

Some new results for the problem of finding a maximum of the product of inner
radii mutually non-overlapping domains in the case when some of the domains
are symmetrical with respect to a unit circle were obtained in the fourth chapter.
We found a maximum of the product of inner radii of mutually non-overlapping
symmetric domains with respect to the points of a unit circle and the inner
radius of degree γ ∈ (0; 1) of the domain with respect to zero. Moreover, for
γ > 1 a maximum of the product is obtained, starting from a certain number
n, which depends on γ. With additional conditions on the parameters of the
problem, we obtained the maximum of the product of the inner radii of domains
at γ ∈ (1; 0, 38n2).

Key words: non-overlapping and partially overlapping system of domains,
n−radial system of points, conformal and inner radii of domains, the Green
function of domain, separating transformation, poles and circular domains of
quadratic differential.
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