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АНОТАЦIЯ

Вигiвська Л.В. Екстремальнi задачi для областей, якi не перетинаю-

ться, з вiльними полюсами на колi. — Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний ана-

лiз"(111 — Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,

2018.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi методiв дослiдження де-

яких вiдомих проблем геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної.

Зокрема, вивчається задача, яка була представлена у виглядi вiдкритої

проблеми у журналi "Успехи математических наук" 1994 року (див. [35],

с. 68, № 9.2). Ця задача стосується знаходженню максимуму добутку вну-

трiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно точок на оди-

ничному колi i внутрiшнього радiуса в додатнiй степенi областi вiдносно

початку координат та опису екстремальних конфiгурацiй. Значна увага

у дисертацiйнiй роботi також придiлена вивченню задачi про максимум

добутку внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей, частина з яких си-

метричнi вiдносно одиничного кола.

При дослiдженнi цих задач вдалось удосконалити пiдходи до розв’я-

зування екстремальних задач про неперетиннi областi, якi базуються на

методах геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної, теорiї потенцiа-

лу та квадратичних диференцiалiв. На основi цих пiдходiв вдалося значно

покращити та узагальнити деякi вiдомi результати даної теорiї.

Зокрема, у другому та третьому роздiлах вдалося значно пiдсилити

та узагальнити вiдомi результати про максимiзацiю добутку внутрiшнiх

радiусiв взаємно неперетинних областей.
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У четвертому роздiлi отримано новi результати для задачi про

максимум добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей,

частина з яких симетрична вiдносно одиничного кола.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Одержанi результати та методика їх

отримання можуть бути використанi при вивченнi питань комплексного

аналiзу, голоморфної динамiки, теорiї потенцiалу, теорiї апроксимацiї та

оцiнок викривлення при конформному вiдображеннi.

Ключовi слова: неперетиннi та частково перетиннi системи обла-

стей, n−променева система точок, конформний та внутрiшнiй радiуси

областi, функцiя Грiна областi, роздiляюче перетворення, полюси та кру-

говi областi квадратичного диференцiала.

ABSTRACT

Vyhivska L.V. Extremal problems for domains that are non-overlapping

with free poles on the circle. — Manuscript.

Candidate of Sciences thesis on Physics and Mathematics (PhD thesis),

speciality 01. 01. 01 "Mathematical analysis" (111 — Mathematics). — Insti-

tute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the development of the research methods of some

well known problems of the geometric function theory of a complex variable. In

particular, we studied the problem, which had presented in 1994 as an open

problem in the journal "Uspekhi Matematicheskikh Nauk"(see [35], pp. 68,

No. 9.2). This problem is to find a maximum of the product of inner radii

of mutually non-overlapping domains with respect to the points on a unit

circle multiply by the inner radius at some positive degree of the domain with

respect to zero and description of extreme configurations. An attention in
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the dissertation is also given to the study of the problem of maximizing the

product estimation of inner radii of non-overlapping domains in the case when

some of the domains are symmetrical with respect to a unit circle.

During the study of these problems we improved the approaches for

the solving of the extremal problems of non-overlapping domains, which are

based on the methods of the geometric function theory of a complex variable,

potential theory and quadratic differentials. Some of the well known results of

the theory were significantly improved and generalized on the basis of these

approaches.

The known results of maximizing the product of inner radii of non-

overlapping domains were significantly amplified and generalized in the second

and third chapters.

Obtained in the fourth chapter were some new results for the problem

of the finding of a maximum of the product of inner radii mutually non-

overlapping domains in the case when some of domains are symmetrical with

respect to a unit circle.

Appendix contains applicant’s publications list concerning the topic of

the thesis and informs where the results of the dissertation have been reported

and discussed.

The practical significance of the results. Thesis is a theoretical

investigation. Its results and the method for the obtaining of these results can

be used in the theory of potential, approximations, holomorphic dynamics,

estimation of the distortion problems in conformal mapping, and complex

analysis.

Key words: non-overlapping and partially overlapping system of domai-

ns, n− radial system of points, conformal and inner radii of domains, the

Green function of domain, separating transformation, poles and circular

domains of quadratic differential.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

R — множина дiйсних чисел;

C — множина комплексних чисел;

C = C
∪
{∞} — розширена комплексна площина або сфера Рiмана;

R+ = (0,∞) ;

x ∈ E — елемент x належить множинi E ;

X ⊂ E — множина X є пiдмножиною множини E ;

U = {z : |z| < 1} – одиничний круг;

R(B, a) — конформний радiус однозв’язної областi B ⊂ C вiдносно

точки a ∈ B (див. с. 15, 25);

r(B, a) — внутрiшнiй радiус багатозв’язної областi B ⊂ C вiдносно

точки a ∈ B (див. с. 16, 26);

gB(z, z0) — функцiя Грiна областi B з полюсом в точцi z0 (див.

с. 16, 25);

B̃ = {B̃k}nk=0 — заповнення несуттєвих граничних компонент

системи неперетинних областей B = {Bk}nk=0 (див. с. 30 – 31);

An = {ak ∈ C, k = 1, n} — n−променева система точок (див. с. 17,

56, 76);

N (γ)(An) — керуючий функцiонал n−променевої системи точок

(див. с. 19, 56, 77);

αk — кутовi параметри системи точок An (див. с. 17, 46, 56);

Pk = Pk(An) — кутовi областi (див. с. 17, 46, 56);

T = {fk}nk=0 — клас систем однолистих функцiй (див. с. 99);

Q(z)dz2 — квадратичний диференцiал (див. с. 27 – 28);

χ(t) = 1
2

(
t+ t−1

)
— функцiя Жуковського (див. с. 56).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Теорiя екстремальних задач для областей, якi не перетинаються, роз-

починається з вiдомої роботи М.О. Лаврентьєва [69], який 1934 року по-

ставив та розв’язав задачу про добуток конформних радiусiв двох взаєм-

но неперетинних областей. Задачi такого типу викликали великий iнтерес

серед математикiв, оскiльки вiдразу знайшли своє застосування у теорiї

вiдображень, теорiї однолистих функцiй, теорiї апроксимацiї та деяких iн-

ших областях комплексного аналiзу. 1951 року Г.М. Голузiн [27] розв’язав

задачу для трьох областей i узагальнив постановку задачi для n однозв’я-

зних областей. Для n = 4 повний розв’язок знайшла Г.В. Кузьмiна[60].

Для випадку, коли кiлькiсть областей бiльша вiд чотирьох, розв’язку за-

дачi в загальному випадку не отримано i досi. Найзагальнiшу постановку

екстремальних задач для неперетинних областей з фiксованими полюсами

сформулював М.А. Лебедєв [70], який розглядав задачi про максимiзацiю

добутку конформних радiусiв у деяких додатнiх степенях на класах непе-

ретинних однозв’язних областей, якi в загальнiй постановцi не вирiшенi i

дотепер.

Над задачами для неперетинних областей з фiксованими полюсами

в рiзнi роки працювали такi вiдомi математики як М.О. Лаврентьєв,

Г. Грьотш, Г.М. Голузiн, М.А. Лебедєв, П.П. Куфарев, А.Е. Фалес,

Г.В. Кузьмiна, Л.I. Колбiна, П.М. Тамразов, I.П. Мiтюк, Ю.Є. Алєнiцин,

Дж.А. Дженкiнс, М. Шиффер, П. Дюрен, З. Нехарi та iн.

Нову iдею не фiксувати полюси, а надавати їм певну "свободу" впер-

ше було висунуто в роботi П.М. Тамразова [78], в якiй розглянуто зада-

чу про п’ять простих вiльних полюсiв першого порядку. На той час до-
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сить несподiвано було застосування цiєї iдеї до задач, яким вiдповiдають

квадратичнi диференцiали з полюсами другого порядку. Це було вперше

зроблено у роботах Г.П. Бахтiної (див. напр. [19]), яка розглянула екстре-

мальнi задачi для неперетинних областей з вiльними полюсами на колi. В

подальшому задачi такого типу отримали назву задач про екстремальне

розбиття комплексної площини з вiльними полюсами.

Таким чином, важлива iдея П.М. Тамразова про вiльнi полюси вiд-

повiдних квадратичних диференцiалiв вiдiграла iстотну роль в створеннi

нового напрямку в геометричнiй теорiї функцiй, а саме в теорiї екстре-

мальних задач про неперетиннi областi з вiльними полюсами.

Методи дослiджень, якi були розробленi до початку 70-х рокiв, а са-

ме: метод контурного iнтегрування, варiацiйнi методи, метод симетриза-

цiї, параметричний метод, натикались на великi труднощi при дослiджен-

нi задач про оцiнки добуткiв конформних радiусiв неперетинних областей.

Наприкiнцi 70-х рокiв минулого столiття В.М. Дубiнiну [33, 34] вда-

лося розробити новий метод дослiдження задач геометричної теорiї фун-

кцiй, зокрема, метод роздiляючого перетворення, який значно розширив

можливостi дослiдження задач такого типу.

В 1984 р. [20] Г.П. Бахтiна розглянула задачу про максимум фун-

кцiонала

I =
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak),

де {Bk}nk=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних

областей, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n αk > 0, k =

0, n, R(B, a) — конформний радiус областi B вiдносно точки a (див.

с. 15), i отримала деякi частковi результати даної задачi.



13

В.М. Дубiнiн в 1988 р. [34] зробив важливий крок у розвитку цiєї

теорiї, зокрема, вiн розглянув та повнiстю розв’язав задачу про максимум

функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

при γ = 1 i n > 2, де B0, B1, ..., Bn — довiльнi неперетиннi багатозв’язнi

областi, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, r(B, a) —

внутрiшнiй радiус областi B вiдносно точки a (див. с. 16).

На вiдмiну вiд задачi, розглянутої в [20], замiсть конформного

радiуса областi розглядається внутрiшнiй радiус (див. с. 16). В роботi [35]

у списку вiдкритих проблем В.М. Дубiнiн сформулював такi двi задачi.

Проблема 1. Довести, що максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

де B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) — попарно неперетинi областi в C ,

a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) — внутрiшнiй радiус областi Bj в

точцi aj (aj ∈ Bj) , j = 0, n i γ 6 n досягається для деякої конфiгурацiї

областей, якi мають n – кратну симетрiю.

Проблема 2. Для кожного фiксованого γ ∈ (0, n] знайти максимум

функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

при умовi, що B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) — попарно неперетиннi

багатозв’язнi областi в C , причому областi B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) —

симетричнi вiдносно точок одиничного кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n ,

r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak (ak ∈ Bk) , k = 0, n .

Вiдмiтимо, що в роботi [35] проблема 2 була сформульована лише при

γ = 1. Власне дослiдженню цих двох проблем i присвячена дисертацiйна

робота.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу

Iнституту математики НАН України в рамках наукової теми «Метричнi

та геометричнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних функцiй та

множин», номер державної реєстрацiї 0116U003060.

Мета i завдання дослiдження.

Об’єктом дослiдження є екстремальнi задачi геометричної теорiї

функцiй комплексної змiнної для областей, якi не перетинаються, з

вiльними полюсами на колi.

Предметом дослiдження є задачi про максимум добутку внутрiшнiх

радiусiв взаємно неперетинних областей.

Метою дисертацiйної роботи є розробка нових пiдходiв та методiв

для розв’язування задач про максимiзацiю добутку внутрiшнiх радiусiв

взаємно неперетинних областей та їх узагальнень.

Для досягнення зазначеної мети у роботi було поставлено такi

завдання:

1) розв’язати задачу про знаходження максимуму добутку внутрi-

шнiх радiусiв частково перетинних областей iз вiльними полюсами на ко-

лi;

2) розробити методи для розв’язання задачi про екстремальне роз-

биття комплексної площини з вiльними полюсами, якi утворюють n -

променевi системи точок;

3) розв’язати задачу про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв

скiнченного числа взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно

точок одиничного кола i внутрiшнього радiусу в степенi γ, γ ∈ (0, 1) та

γ > 1 областi вiдносно початку координат.

Методи дослiдження. При розв’язаннi завдань дисертацiйної ро-

боти використовуються методи комплексного аналiзу, теорiї потенцiалу i

квадратичних диференцiалiв.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi резуль-

тати дисертацiйної роботи є новими i полягають у наступному:

1. Отримано узагальнення вiдомих результатiв для задач про екс-

тремальне розбиття неперетинних i частково перетинних областей ком-

плексної площини з вiльними полюсами на колi.

2. Розв’язано задачу про екстремальне розбиття з вiльними полюса-

ми, якi утворюють n -променевi системи точок.

3. Знайдено максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n, n > 2

взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно точок одиничного

кола i внутрiшнього радiуса в степенi γ ∈ (0, 1) областi вiдносно

початку координат. Для γ > 1 вказано максимум такого добутку, який

справджується, починаючи з деякого номера n , залежного вiд γ; а за

додаткових умов щодо розмiщення точок на колi отримано точнi оцiнки

при γ ∈ (1; 0, 38n2), n > 2.

Виклад основних результатiв дисертацiйного дослiдження починає-

ться з роздiлу 2.

Нехай B ⊂ C – однозв’язна область, U = {z : |z| < 1} –

одиничний круг i a ∈ B . Згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення,

iснує конформне вiдображення областi B на одиничний круг U при

якому f(a) = 0 ∈ U , f ′(a) > 0 . Якщо розглянути обернене вiдображення

φ таке, що здiйснює вiдображення одиничного круга U на область B так,

що φ(0) = a. Тодi поняття конформного радiуса однозв’язної областi

B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначимо наступним чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |φ′(0)|.

Узагальненням поняття конформного радiуса для багатозв’язних

областей є поняття внутрiшнього радiуса областi, який визначається за

допомогою узагальненої функцiї Грiна.
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Нехай B ⊂ C, B ̸= C. Функцiєю Грiна областi B називається

така дiйсна функцiя gB(z, a), яка визначена при всiх z, a ∈ B, z ̸= a та

при кожному фiкованому a ∈ B виконуються наступнi умови:

1) функцiя gB(z, a) як функцiя вiд z гармонiчна в областi B \ {a};

2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому рiзниця gB(z, a) −
ln 1

|z−a| залишається обмеженою для скiнченного a, рiзниця gB(z, a) −
ln |z| обмежена для a = ∞;

3) при наближеннi до границi ∂B функцiя gB(z, a) прямує до нуля.

Довiльну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послiдовнiстю

областей B1 ⊂ B2 ⊂ ..., для кожної з яких iснує функцiя Грiна. Тодi

за теоремою Харнака про зростаючi послiдовностi гармонiчних функцiй

випливає, що для кожної точки a ∈ B \ {∞} послiдовнiсть гармонiчних

функцiй

hBk,a(z) := gBk
(z, a) − ln

1

|z − a|
, z ∈ B \ {a},

визначена за неперервнiстю в точцi a та рiвномiрно збiгається на компа-

ктних пiдмножинах областi B при k → ∞ або до +∞ або до деякої гар-

монiчної функцiї hB,a(z), яка не залежить вiд вибору областей B1, B2, ... .

В цьому випадку функцiя

gB(z, a) := hB,a(z) + ln
1

|z − a|
називається узагальненою функцiєю Грiна областi B вiдносно

точки a , а величина r(B, a) := exp(hB,a(a)) називається внутрiшнiм

радiусом областi B вiдносно точки a .

Таким чином,

gB(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln r(B, a) + o(1),

де o(1) ⇒ 0, z → a.
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Вiдмiтимо, що вiдмiннiсть узагальненої функцiї Грiна вiд класичної

функцiї Грiна полягає в тому, що при наближеннi до границi узагальнена

функцiя Грiна прямує до нуля всюди, за винятком, можливо, множини

логарифмiчної ємностi нуль.

Нехай n ∈ N . Набiр точок An :=
{
ak ∈ C, k = 1, n

}
будемо називати

n -променевою системою точок, якщо |ak| ∈ R+ , k = 1, n , i

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Нехай Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1} , an+1 := a1,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Системою неперетинних областей називається скiнченний набiр

довiльних попарно неперетинних областей {Bk}nk=1 , n ∈ N , n > 2 таких,

що Bk ⊂ C , Bk ∩Bm = ∅ , k ̸= m , k,m = 1, n .

Для довiльної системи точок An := {ak : |ak| = 1, k = 1, n} i для

вiдкритої множини D , An ∪ {0} ⊂ D , позначимо через D(ak) зв’язну

компоненту множини D , яка мiстить точку ak , k = 0, n .

Нехай

Dk(0) := D(0) ∩ P k, Dk(ak) := D(ak) ∩ P k, Dk(ak+1) := D(ak+1) ∩ P k,

для кожного k = 1, n, an+1 := a1.

Вiдкрита множина D , An ∪ {0} ⊂ D , задовольняє умову непе-

ретинностi вiдносно системи точок An, |ak| = 1 , k = 1, n якщо

справедлива рiвнiсть

[Dk(0) ∩Dk(ak)]∪[Dk(0) ∩Dk(ak+1)]∪[Dk(ak) ∩Dk(ak+1)] = ∅ 1 ≤ k ≤ n.

Система областей {Dk}nk=0 задовольняє умову часткового пере-

тину вiдносно системи точок одиничного кола, якщо вiдкрита мно-

жина D = ∪n
k=0Dk задовольняє умову неперетинностi вiдносно системи

точок цього ж кола.
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В роздiлi 2 вивчається задача про максимум добутку внутрiшнiх

радiусiв частково перетинних областей. Основним результатом даного

роздiлу є теорема, яка суттєво покращує результати робiт [22, 54, 87].

А саме нам вдалося суттєво розширити множину значень параметра γ,

для яких ця проблема має точний розв’язок.

Теорема 2.2.1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2

для n > 9 . Тодi для довiльної системи рiзних точок одиничного кола

|ak| = 1 i при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльної

системи областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, якi

задовольняють умову часткового перетину вiдносно точок одиничного

кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (1)

Рiвнiсть досягається якщо ak i Dk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами та круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Вiдзначимо, що умови теореми 2.2.1 справедливi й у випадку взаємно

неперетинних областей. З даної теореми безпосередньо випливає резуль-

тат, отриманий Г. П. Бахтiною, В. Є. В’юн, I. В. Денегою у роботi [22]

(γ ∈ (0, n], n > 4, 0 < αk 6 2/
√
γ ) на класi областей, якi задовольня-

ють умову часткового перетину вiдносно точок одиничного кола. Резуль-

тати Л. В. Ковальова [54] (γ ∈ (0, n], n > 5, 0 < αk 6 2/
√
γ, |ak| =

1, k = 1, n ) та О. К. Бахтiна й I. В. Денеги [87] (γ ∈ (0, n], n > 4,

0 < αk 6 2/
√
γ, |ak| = 1, k = 1, n ) для взаємно неперетинних обла-

стей також випливають з основної теореми роздiлу 2.
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Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено доведенню теореми

про максимiзацiю добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних

областей вiдносно n−променевої системи точок на деяку додатну степiнь

внутрiшнього радiуса областi вiдносно початку координат.

Для довiльної n -променевої системи точок An = {ak ∈ C}nk=1 та

γ ∈ R+ ∪ {0} введемо "керуючий" функцiонал:

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1−1
2γα

2
k n∏
k=1

|ak|1+
1
4γ(αk+αk−1).

Теорема 3.2.1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2

для n > 9 . Тодi для довiльної n -променевої системи точок An =

{ak}nk=1 , N (γ)(An) = 1 i при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i

довiльної системи неперетинних областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2)

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Вiдзначимо, що теорема 3.2.1 посилює результат I. В. Денеги [31]

(γ ∈ (0, n], n > 5, 0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n ), а також iстотно

узагальнює результат О. К. Бахтiна й I. В. Денеги [87] на випадок

n−променевої системи точок.
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У четвертому роздiлi розв’язано задачу про максимум добутку

внутрiшнiх радiусiв n, n > взаємно неперетинних симетричних областей

вiдносно точок одиничного кола i внутрiшнього радiуса в степенi γ

областi вiдносно початку координат. Вiдзначимо, що стосовно даної задачi

вiдомi лише результати Л. В. Ковальова [55] 2000 року (γ = 1, n > 2 ) та

О. К. Бахтiна, Г. П. Бахтiної й I. В. Денеги [15] 2017 року (γ ∈ (0, 2], n =

2 ).

Зокрема, у теоремi 4.2.1 дисертацiйної роботи повнiстю дослiджено

випадок для n > 2 i γ ∈ (0, 1).

Теорема 4.2.1. [51] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, 1) . Тодi

для довiльної системи точок ak при умовi, що a0 = 0 , |ak| = 1 ,

a1 = 1 , k = 1, n i довiльного набору взаємно неперетинних областей

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk ,

k = 1, n симетричнi вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 −
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (3)

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

У теоремi 4.2.2 дисертацiйної роботи придiлено увагу випадку γ > 1,

зокрема, доведено справедливiсть такого результату.

Теорема 4.2.2. [25] Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈
N, що для кожного n > n0(γ), для довiльної системи рiзних точок

An = {ak}nk=1 , |ak| = 1 i для довiльного набору попарно неперетинних

областей {Bk}nk=0 , 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n, причому областi
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{Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола, виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
, (4)

де a
(0)
k i B

(0)
k , k = 0, n, — полюси i круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

вiдповiдно, причому |a(0)k | = 1 для k = 1, n, a
(0)
0 = 0, a

(0)
k ∈ B

(0)
k ,

k = 0, n.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, якщо ak = a
(0)
k , Bk =

B
(0)
k , k = 0, n .

У теоремi 4.2.3 показано, що якщо кутовi параметри задачi задоволь-

няють умову 0 < αk 6 y0/
√

2γ , де y0 — корiнь рiвняння ln
(

x2

4−x2

)
− 4

x2 = 0

iз промiжку 0 < x 6 2, то множина тих γ, для яких розв’язується ця

задача ширша, порiвняно iз загальним випадком.

Теорема 4.2.3. [17] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 .

Тодi для довiльної n−променевої системи точок An, що належить

одиничному колу i при умовi, що 0 < αk 6 y0/
√

2γ , y0 ≈ 1, 76 , k = 1, n

i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂
C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi

вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n∣∣1 − 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√

2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

. (5)

Знак рiвностi досягається, коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота має теоретичний характер. Одержанi результати та методика їх отри-

мання можуть бути використанi при вивченнi питань комплексного аналi-

зу, голоморфної динамiки, теорiї апроксимацiї та для оцiнок викривлення

при конформному вiдображеннi.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та загаль-

ного плану дослiдження, постановка задач, формулювання робочих гiпо-

тез, а також допомога у пiдборi методiв дослiдження належать науковому

керiвнику — О. К. Бахтiну. Доведення всiх основних результатiв дисер-

тацiї, якi виносяться на захист, проведено особисто автором. У спiльних

з I.В. Денегою та О.К. Бахтiним публiкацiях 1, 2, 6 внесок авторiв та-

кий: О.К. Бахтiну належить постановка задач, формулювання робочих

гiпотез, I.В. Денезi належить загальна методика розв’язання задач, ди-

сертанту – перевiрка гiпотез i доведення результатiв. У спiльнiй з Я.В. За-

болотним публiкацiї 5 внесок авторiв такий: Я.В. Заболотному належить

формулювання робочих гiпотез i загальна методика розв’язання задачi,

дисертанту – перевiрка гiпотез i доведення результату.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiда-

лись на таких конференцiях:

– XI Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" (м. Одеса, 1 – 14 серпня

2016 року);

– V Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених з диференцiальних

рiвнянь та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського (м. Київ, 9 –

11 листопада 2016 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 22 – 25 лютого

2017 року);
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– Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Алгебраїчнi та геометричнi ме-

тоди аналiзу" (м. Одеса, 31 травня – 5 червня 2017 року);

– Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвяченiй 100-

рiччю з дня народження академiка Нацiональної Академiї Наук

України Ю. О. Митропольського (м. Київ, 7 – 10 червня 2017 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 27 лютого – 2 бе-

резня 2018 року);

– Науково-технiчнiй конференцiї молодих вчених та спецiалiстiв Iнсти-

туту проблем моделювання в енергетицi iм. Г. Є. Пухова НАН Укра-

їни (м. Київ, 16 травня 2018 року);

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї "(Hyper)Complex Analysis in Di-

fferential Equations, Geometry and Physical Applications" (Бендлево,

Польща, 22 липня – 29 липня 2018 року);

а також на таких семiнарах:

– семiнари вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту

математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, профе-

сор С. А. Плакса);

– семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 фахо-

вих роботах, серед яких 4 статтi у журналах, що iндексуються мiжнаро-

дною наукометричною базою Scopus. Частково вони також висвiтленi у

матерiалах 7 конференцiй, 3 з яких мiжнароднi.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анота-

цiї, змiсту, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел,

що мiстить 107 найменувань, i додатку, який мiстить список публiкацiй

здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв ди-

сертацiї. Повний обсяг дисертацiї становить 151 сторiнку.

Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому керiвнику, доктору

фiзико-математичних наук, професору Бахтiну Олександру Костянтино-

вичу за постановку задач, кориснi поради та рекомендацiї, а також канди-

датам фiзико-математичних наук Денезi Iринi Вiкторiвнi та Заболотному

Ярославу Володимировичу за постiйну увагу до роботи та пiдтримку при

роботi над дисертацiйною роботою.
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РОЗДIЛ 1

ДОПОМIЖНI ВIДОМОСТI ТА ОГЛЯД

ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Конформний i внутрiшнiй радiуси областi та

функцiя Грiна

Нехай B ⊂ C – однозв’язна область, U = {z : |z| < 1} – одиничний

круг i a ∈ B . Згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення (див. [27],

с. 29), iснує конформне вiдображення областi B на одиничний круг U

при якому f(a) = 0 , f ′(a) > 0 . Якщо розглянути обернене вiдображення

φ таке, що здiйснює вiдображення одиничного круга U на область B так,

що φ(0) = a. Тодi поняття конформного радiуса однозв’язної областi

B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначається наступним чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |φ′(0)|.

Узагальненням поняття конформного радiуса для багатозв’язних

областей є поняття внутрiшнього радiуса областi, який визначається за

допомогою узагальненої функцiї Грiна (див. [27], с. 262).

Нехай B ⊂ C, B ̸= C. Функцiєю Грiна областi B називається

така дiйсна функцiя gB(z, a), яка визначена при всiх z, a ∈ B, z ̸= a та

при кожному фiкованому a ∈ B виконуються наступнi умови:

1) функцiя gB(z, a) як функцiя вiд z гармонiчна в областi B \ {a};

2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому рiзниця gB(z, a) −
log 1

|z−a| залишається обмеженою для скiнченного a, рiзниця gB(z, a) −
log |z| обмежена для a = ∞;
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3) при наближеннi до границi ∂B функцiя gB(z, a) прямує до нуля.

Для довiльної областi B ⊂ C функцiя Грiна визначається як

границя

gB(z, a) = lim
n→∞

gBn
(z, a),

де {Bn}∞n=1 — вичерпування областi B областями, що мають класичну

функцiю Грiна, тобто Bn ⊂ Bn+1, a ∈ B1 i ∪∞
n=1Bn = B. Якщо ця

границя дорiвнює нескiнченностi, то говорять, що область B не має

функцiї Грiна.

Крiм того, функцiя Грiна є iнварiантом при конформному та одно-

листому вiдображеннi f, тобто

gf(B)(f(z), f(a)) = gB(z, a), z ∈ B \ {a}.

Довiльну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послiдовнiстю

областей B1 ⊂ B2 ⊂ ..., для кожної з яких iснує функцiя Грiна. Тодi

за теоремою Харнака про зростаючi послiдовностi гармонiчних функцiй

випливає, що для кожної точки a ∈ B \ {∞} послiдовнiсть гармонiчних

функцiй

hBk,a(z) := gBk
(z, a) − ln

1

|z − a|
, z ∈ B \ {a},

визначена за неперервнiстю в точцi a та рiвномiрно збiгається на компа-

ктних пiдмножинах областi B при k → ∞ або до +∞ або до деякої гар-

монiчної функцiї hB,a(z), яка не залежить вiд вибору областей B1, B2, ... .

В цьому випадку функцiя

gB(z, a) := hB,a(z) + ln
1

|z − a|

називається узагальненою функцiєю Грiна областi B вiдносно

точки a , а величина r(B, a) := exp(hB,a(a)) називається внутрiшнiм

радiусом областi B вiдносно точки a .
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Таким чином,

gB(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln r(B, a) + o(1),

де o(1) ⇒ 0, z → a.

Наприклад, функцiя Грiна одиничного круга вiдносно початку коор-

динат має вигляд

gU(z, 0) = ln
1

|z|
.

Для будь-якої однозв’язної областi B, яка мiстить точку a, fa(z) —

функцiя Рiмана, яка вiдображає область B на одиничний круг так, що

fa(a) = 0, f ′a(a) > 0, то функцiя Грiна має наступний вигляд

gB(z, a) = ln
1

|fa(z)|
.

У випадку однозв’язних областей внутрiшнiй радiус спiвпадає з

конформним радiусом.

1.2. Деякi вiдомостi з теорiї квадратичних дифе-

ренцiалiв

Одним з основних понять в данiй роботi є поняття квадратичного ди-

ференцiала. Фундаментальну роль квадратичних диференцiалiв в теорiї

екстремальних задач вперше вiдмiтив О. Тейхмюллер у 1939 роцi (див.,

наприклад, [100]). О. Тейхмюллер сформулював принцип про те, що у

бiльшостi випадкiв кожнiй екстремальнiй задачi геометричної теорiї фун-

кцiй комплексної змiнної вiдповiдає деякий квадратичний диференцiал.

Теорiя квадратичних диференцiалiв була розвинена в роботах [30, 90,

91, 99].

Нехай B — область розширеної комплексної площини Cz . Пiд

квадратичним диференцiалом в B будемо розумiти символ

Q(z)dz2, (1.1)
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де Q(z) — функцiя, мероморфна в B . Якщо область ψ(D) = B ⊂ Cz,

де ψ — конформне та однолисте вiдображення, то будемо говорити, що

квадратичний диференцiал (1.1) породжує в областi D за допомогою

функцiї ψ квадратичний диференцiал

Q̃(w)dw2 = Q(ψ(w))(ψ′(w))2dw2.

Скiнченна точка z0 ∈ B називається нулем або полюсом порядку

n диференцiала (1.1), якщо вона має вiдповiднi властивостi вiдносно

функцiї Q(z) . Точка z0 = ∞ називається нулем або полюсом порядку n

диференцiала (1.1), якщо вiдповiдною властивiстю володiє точка w0 = 0

вiдносно функцiї Q(1/w)/w4 .

Нулi i полюси квадратичного диференцiала (1.1) називаються його

критичними точками, причому нулi i простi полюси називаються

скiнченними критичними точками.

Максимальна регулярна крива z(t) , t ∈ (a, b) , −∞ 6 a < b 6
∞ , така, що для всiх t ∈ (a, b) виконується нерiвнiсть Q(z)dz2 ≡
Q(z(t))(z′(t))2dt2 > 0 (вiдповiдно Q(z)dz2 < 0 ), називається траєкто-

рiєю (вiдповiдно ортогональною траєкторiєю) диференцiала (1.1). При

конформному однолистому вiдображеннi траєкторiї переходять в трає-

кторiї.

Круговою областю квадратичного диференцiала Q(z)dz2 назива-

ється однозв’язна область G ⊂ Cz , яка мiстить єдиний полюс другого

порядку цього квадратичного диференцiала в точцi z = a ∈ G , така,

що при конформному однолистому вiдображеннi w = f(z) (f(a) = 0 )

областi G на одиничний круг площини Cw , має мiсце тотожнiсть

Q(z)dz2 ≡ −kdw
2

w2
, k ∈ R+ = (0,∞).

Кругова область G для Q(z)dz2 мiстить єдиний подвiйний полюс

a диференцiала Q(z)dz2 i G \ {a} заповнена траєкторiями Q(z)dz2 ,
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кожна iз яких є замкнутою жордановою кривою, яка вiддiляє точку a

вiд границi G . При певному виборi чисто уявної сталої τ функцiя w =

exp{τ
∫

(Q(z))
1
2dz} , доозначена значенням нуль в точцi a , конформно

вiдображає G на круг |w| < r, причому точка a переходить в точку

w = 0.

Наведемо конкретнi приклади квадратичних диференцiалiв, якi зу-

стрiчаються в данiй роботi:

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
, (1.2)

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (1.3)

Зокрема, квадратичний диференцiал (1.2) виникає при дослiдженнi

задач в роздiлах 2 та 3, а квадратичний диференцiал (1.3) — в роздiлi 4.

Наведемо структуру траєкторiй квадратичного диференцiала (1.2) у

випадку n = 3 i γ = 1 . Диференцiал (1.2) має чотири полюси другого

порядку, а саме w0 = 0, w1 = 1, w2 = ω,w3 = ω, де ω = exp(2πi3 ) та

чотири неперетиннi однозв’язнi круговi областi B0 , B1 , B2 , B3 такi, що

0 ∈ B0, 1 ∈ B1, ω ∈ B2, ω ∈ B3 та B0 ∪B1 ∪B2 ∪B3 = C . Простi нулi

цього квадратичного диференцiала мають вигляд z1 = −1
2 , z2 = −1

2ω ,

z3 = −1
2ω . На рис. 1.1 схематично зображено структуру траєкторiй та

кругових областей квадратичного диференцiала (1.2) при n = 3 i γ = 1 .

На рис. 1.2 схематично зображено структуру траєкторiй та кругових

областей квадратичного диференцiала (1.2) при n = 4 i γ = 1 .

Розглянемо квадратичний диференцiал (1.3), з яким ми матимемо

справу в роздiлi 4. При n = 2 , γ = 0, 6 на рис. 1.3 схематично

зображено структуру траекторiй квадратичного диференцiала (1.3), де

B0 , B1 , B2 , B∞ — круговi областi квадратичного диференцiала, область

B0 симетрична областi B∞ вiдносно одиничного кола, областi B1 i B2
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B0

B1

B2

B3

z1

z2

z3

w =00 w =11

w2

w3

Рис. 1.1: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.2) при

n = 3 i γ = 1 .

симетричнi одна однiй вiдносно уявної осi, крiм того областi B1 i B2

симетричнi вiдносно одиничного кола, причому B0 ∪B1 ∪B2 ∪B∞ = C .

Нехай n = 2 , γ = 2 . Варто вiдмiтити, що в цьому випадку

ми отримаємо двукратнi нулi, якi лежать на уявнiй осi в точках −i, i.
Полюси квадратичного диференцiала мiстяться в точках 0,−1, 1,∞.

Тодi схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.3)

матиме наступний вигляд (див. рис. 1.4).

Нехай n = 2 , γ > 2 . Тодi схематична структура траєкторiй

квадратичного диференцiала (1.3) матиме вигляд, зображений на рис. 1.5.

Наведемо визначення операцiї заповнення несуттєвих граничних

компонент вiдносно системи взаємно неперетинних областей {Bk}nk=0 .

При кожному k = 0, n лише скiнченна кiлькiсть компонент зв’язностi

множини C\Bk можуть мiстити якусь iз областей Bj , j = 0, n ,

j ̸= k ; такi компоненти називають суттєвими. Область, отриману

викиданням iз C всiх суттєвих компонент зв’язностi множини Bk ,

будемо позначати B̃k . Очевидно, що Bk ⊂ B̃k при всiх k = 0, n i
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Рис. 1.2: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.2) при

n = 4 i γ = 1 .
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Рис. 1.3: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.3) при

n = 2 i γ < 1 .{
B̃k

}n

k=0
є системою скiнченнозв’язних взаємно неперетинних областей

без iзольованих граничних точок. Перехiд вiд системи {Bk}nk=0 до системи{
B̃k

}n

k=0
називається операцiєю заповнення несуттєвих граничних

компонент [7]. Вiдмiтимо, що внутрiшнiй радiус областi при збiльшеннi

областi не зменшується, тобто виконується умова r(B, a) 6 r(B̃, a)

([36, 83]). Отже, операцiя заповнення несуттєвих компонент дозволяє

перейти вiд нескiнченнозв’язних областей до скiнченнозв’язних областей

з невиродженими суттєвими компонентами.
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Рис. 1.4: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.3) при

n = 2 i γ = 2 .

0 1-1

B0

B1B2

B
∞

Рис. 1.5: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.2) при

n = 2 i γ > 2 .

Для прикладу наведемо наступну конфiгурацiю з трьох областей B0,

B1, B2, таких, що B1 ⊂ B0, ak ∈ Bk, k = 0, 1, 2 (див. рис. 1.6)

Пiсля операцiї заповнення несуттєвих граничних компонент ми отри-

маємо областi B̃0, B̃1, B̃2 (див. рис. 1.7 )

1.3. Короткий iсторичний огляд

Екстремальнi задачi для неперетинних областей почали свiй розви-

ток з роботи М.О. Лаврентьєва 1934 року. Вiн поставив i розв’язав задачу

про добуток конформних радiусiв двох взаємно неперетинних областей.
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B1
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a2

B2
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Рис. 1.6: Областi B0, B1, B2, до операцiї заповнення

B1

a0

a2

B2

B0

a1

Рис. 1.7: Областi B̃0, B̃1, B̃2, пiсля операцiї заповнення

Задача Лаврентьєва. [69] Нахай задано двi фiксованi точки a1

та a2 комплексної площини. Розглянемо всi можливi пари взаємно

неперетинних областей B1 та B2 такi, що a1 ∈ B1 ⊂ C та a2 ∈ B2 ⊂ C.

Вивчається задача про знаходження максимуму функцiонала

I = R(B1, a1) ·R(B2, a2) → max,

де R(B1, a1), R(B2, a2) — конформнi радiуси областей B1 та B2 вiдносно

точок a1 та a2 , вiдповiдно. Для цього функцiонала справедлива нерiв-
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нiсть

I 6 |a1 − a2|2,

де рiвнiсть досягається для пари взаємно неперетинних пiвплощин, якi

отриманi в результатi видалення серединного перпендикуляру з компле-

ксної площини. Очевидно, що одна пiвплощина мiстить точку a1, а iн-

ша — точку a2.

На рис. 1.8 проiлюстровано цю теорему для точок a1 = −1, a2 = 1.

a =-11 a =12

B1 B2

Рис. 1.8: Екстремальна конфiгурацiя для пiвплощин B1 i B2 та точок −1 i 1 .

Пiзнiше задача Лаврентьєва була узагальнена для випадку меромор-

фних функцiй. Тодi для областей B1 ⊂ C та B2 ⊂ C знак рiвностi в

попереднiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B1 та

B2 мають наступний вигляд

B1 = {w ∈ C : |w − a1
w − a2

| < ρ}, B2 = {w ∈ C : |w − a1
w − a2

| > ρ},

де ρ ∈ R+ чи навпаки.

Одним з прикладiв такої конфiгурацiї областей може бути випадок,

коли одна з областей обмежена деяким колом, в свою чергу iнша область

буде необмежена, тобто є доповнення до першої областi (див. рис. 1.9
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та 1.10). Варто вiдмiтити, що для випадку мероморфних функцiй пору-

шується єдинiсть екстремалi, тобто сiм’я екстремалей має континуальну

потужнiсть.

a1

B1

a2

B2

0

Рис. 1.9: Екстремальна конфiгурацiя для областей B1 i B2 та точок a1 i a2 .

a1

B1

a2

B2

0

Рис. 1.10: Екстремальна конфiгурацiя для областей B1 i B2 та точок a1 i a2 .

Наступним кроком в розвитку даної тематики став результат Г.М. Го-

лузiна (див. [26]). В 1951 р. у випадку n > 3 вiн сформулював аналог

задачi Лаврентьєва i у випадку n = 3 отримав точну оцiнку, а саме:

I =
3∏

k=1

R(Bk, ak) 6
61

81
√

3
|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|.

В 1952 р. задачу М.О. Лаврентьєва узагальнила Л.I. Колбiна [57], до-

повнивши попереднiй результат тим, що вiдображуючi функцiї бралися

в фiксованих додатнiх степенях. Постановка цiєї задачi полягає у насту-

пному:

При заданих скiнченних рiзних точках a1, a2 максимум I0 величини

I = Rα(B1, a1)R
β(B2, a2), (α > 0, β > 0 ) вiдносно всеможливих пар
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областей B1, B2 таких, що a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, досягається для

полюсiв та кругових областей квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −(a2 − a1)[z − a1 − α(a2 − a1)/(α− β)]

(z − a1)2(z − a2)2
dz2. (1.4)

Щоб уявити геометричну картину екстремальних конфiгурацiй, на-

ведемо рисунки для випадку, коли a1 = −1, a2 = 1 i α < β та α > β. У

випадку α < β ми отримаємо наступну конфiгурацiю (див. рис. 1.11).

a1 a2

α β

B1

B2

Рис. 1.11: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.4) при

α < β .

Якщо α > β , то круговi областi та полюси квадратичного диферен-

цiала (1.4) поданi на рисунку 1.12.

a1 a2

α
β

B1

B2

Рис. 1.12: Схематична структура траєкторiй квадратичного диференцiала (1.4) при

α > β .

У випадку α = β, ми отримаємо класичну теорему М.О. Лаврентьє-

ва.

Робота Л.I. Колбiної [58] цiкава тим, що в нiй знайдено iнварiантний

функцiонал для трьох областей, який в подальшому ми будемо викори-

стовувати в наших доведеннях.
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Нехай система функцiй {fk(z)}3k=1 здiйснює однолисте i конформне

вiдображення одиничного круга на систему взаємно неперетинних одно-

зв’язних областей B1, B2, B3 таких, що a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, a3 ∈
B3 ⊂ C i фiксований набiр чисел αk > 0, k = 1, 2, 3. Тодi I0 є iнварiантом

при довiльних автоморфiзмах комплексної площини.

I0 =

3∏
k=1

|f ′

k(0)|αk

|f1(0) − f2(0)|α1+α2−α3 · |f1(0) − f3(0)|α1−α2+α3 · |f2(0) − f3(0)|−α1+α2+α3
.

В нашiй роботi даний функцiонал узагальнюється для випадку

багатозв’язних областей.

П.П. Куфарев та А.Е. Фалес в роботi [68] розглядали задачi про

добуток конформних радiусiв двох взаємно неперетинних областей, якi

лежать в крузi.

В 1975, М.A. Лебедєв [70] запропонував розглянути екстремальну

задачу про максимум функцiонала
n∏

k=1

Rαk(Bk, ak) → max αk > 0, n > 3,

де {Bk}nk=1 — довiльнi однозв’язнi областi такi, що ak ∈ Bk ⊂ C, ak,

k = 1, n — рiзнi фiксованi точки.

Л.I. Колбiна в роботi [58] повнiстю розв’язала вище наведену задачу

у випадках n = 2, 3.

На початку 80-х рокiв при n = 4 ця задача вивчалась у роботах

Г.В. Кузьмiної [60] (при αk = 1 ) та С.I. Федорова [82].

Над задачами з фiксованими полюсами в рiзнi роки працювали

такi вiдомi математики, як М.О. Лаврентьєв, Г.М. Голузiн, Г. Грьотш,

М.А. Лебедєв, Дж.А. Дженкiнс, М. Шиффер, П. Дюрен, З. Нехарi,

Л.I. Колбiна, П.П. Куфарев, А.Е. Фалес, Ю.Є. Алєнiцин, I.П. Мiтюк,

П.М. Тамразов, В.М. Дубiнiн, Г.В. Кузьмiна та iн.
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Основною характерною властивiстю розглянутих вище задач було

те, що полюси вiдповiдних квадратичних диференцiалiв були фiксованi.

В роботi П.М. Тамразова було вперше запропоновано iдею про

те, що дуже цiкаво розглядати задачi, у яких полюси квадратичного

диференцiала мають певну "свободу" i, зокрема, у [78] наведено приклад

розв’язаної екстремальної задачi для п’яти простих вiльних полюсiв

першого порядку та запропоновано новий метод для розв’язання цiєї

задачi. В рамках цiєї iдеї в роботi Г.П. Бахтiної [19] був запропонований

клас екстремальних задач про неперетиннi областi, якi вiдповiдають

квадратичним диференцiалам з вiльними полюсами другого порядку на

колi.

Зокрема, одну з перших задач такого виду сформулювала Г.П. Ба-

хтiна у своїй дисертацiї в 1974 р. [19], яка полягала у наступному: знайти

максимум функцiонала

In =
n∏

k=1

R(Bk, ak),

де {Bk}nk=1 —довiльна система однозв’язних симетричних областей така,

що ak ∈ Bk ⊂ C.

Зокрема, в роботi було одержано наступну оцiнку

I4 =
4∏

k=1

R(Bk, ak) 6 1,

причому рiвнiсть досягається коли система областей {Bk}nk=1 i точок

{ak}nk=1 , вiдповiдно, є круговими областями i полюсами квадратичного

диференцiала

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2
dz2.

В.М. Дубiнiн iстотно узагальнив постановку Г.П. Бахтiної у насту-

пному сенсi, а саме: вiн розглянув задачу про максимiзацiю функцiонала

для внутрiшнiх радiусiв i довiльних багатозв’язних областей.



39

Наприкiнцi 70-х рокiв минулого столiття вiн створив метод так зва-

ного роздiляючого перетворення, який базується на теорiї конденсаторiв.

Суть методу полягає в тому, що вiн дозволяє зводити задачу з великим

числом полюсiв до декiлькох задач з меншим числом полюсiв. I, зокрема,

у [33] отримано таку теорему.

Теорема. Для довiльних рiзних точок ak , k = 1, ..., n n > 2 , якi

лежать на колi |z| = 1 , i довiльних попарно неперетинних областей Dk ,

k = 1, ..., n , таких, що ak ∈ Dk ⊂ C , k = 1, n , виконується нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Dk, ak) 6
(

4

n

)n

.

Якщо ж областi Dk мають класичну функцiю Грiна, то рiвнiсть

досягається в тому i тiльки тому випадку, коли областi Dk i точки ak є

вiдповiдно круговими областями i полюсами квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

В 1984 р. Г.П. Бахтiна розглянула наступну задачу про максимум

функцiонала

In =
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak), (1.5)

де {Bk}nk=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних

областей, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола,

такi, що |ak| = 1, k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, αk >
0, k = 0, n i отримала деякi частковi результати в данiй проблемi.

В.М. Дубiнiн розглянув частковий випадок функцiонала, який роз-

глядався в роботах Г.П. Бахтiної, але значно розширив клас неперетинних

областей. А саме: вiн розглядав функцiонал виду

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),
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де B0, B1, ..., Bn — довiльнi багатозв’язнi областi, γ — додатнiй параметр,

|ak| = 1, k = 1, ..., n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,

r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk вiдносно точки ak. Таким

чином, вiн розглянув випадок, коли α0 = γ, α1 = ... = αk = 1 у задачi

(1.5). I сформулював у роботi [35] двi наступнi проблеми.

Проблема 1. Довести, що максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

де B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) — попарно неперетинi областi в C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) — внутрiшнiй радiус областi Bj в точцi aj
(aj ∈ Bj) , j = 0, n i 0 < γ 6 n досягається для деякої конфiгурацiї

областей, якi мають n – кратну симетрiю (див. рис. 1.13)

0a =0

B0

B1

B2

Bk

Bn

an

ak

a1

a2

Рис. 1.13: Проблема 1.

Проблема 2. Знайти максимум функцiонала

Jn =
n∏

k=0

r(Bk, ak),

при умовi, що B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) — попарно неперетиннi

багатозв’язнi областi в C , причому областi B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) —

симетричнi вiдносно точок одиничного кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n ,
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r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak (ak ∈ Bk) , k = 0, n

(див. рис. 1.14)

0a =0

B0

B1

B2

Bk

Bn

an

ak

a1

a2

Рис. 1.14: Проблема 2.

Варто звернути увагу на те, що в постановцi проблеми 2 навiть

не було степеня γ, як в проблемi 1, оскiльки проблема 2 навiть для

показника степеня γ = 1 викликала значнi труднощi, так як на той час

не було розроблено вiдповiдних методiв дослiдження.

Природним узагальненням проблеми 2 є наступна проблема.

Проблема 2 ′ . Знайти максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

де 0 < γ 6 n, областi B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) — попарно неперетиннi

багатозв’язнi в C , причому областi B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) симетричнi

вiдносно точок одиничного кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , r(Bk, ak) —

внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak (ak ∈ Bk) , k = 0, n.

Проблеми 1 та 2 ′ мають розв’язок тiльки при 0 < γ 6 n , оскiльки як

тiльки γ = n+ε, ε > 0 iснує послiдовнiсть систем областей B
(p)
0 , ..., B

(p)
n ,

де p → ∞ при якому Jn(γ) → ∞. Варто вiдмiтити, що проблеми 1 та

2 ′ є зовсiм рiзними задачами, якi потребуються рiзних методiв для свого

дослiдження.
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Проблема 1 при γ = 1 була розв’язана В.М. Дубiнiним у 1988 роцi

в роботi [34].

В 2003 роцi Г.В. Кузьмiна розв’язала проблему 1 для γ ∈ (0, 1).

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [54] отримав розв’язок проблеми 1

при суттєвих обмеженнях на геометрiю розташування систем точок на

одиничному колi 0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n. А саме вiн отримав наступний

результат.

Теорема. [54] Нехай ak = exp(iαk) , k = 1, n , n > 5 , – точки

одиничного кола, причому 0 = α1 < α2 < . . . < αn < 2π , αk+1 − αk 6
2π/

√
γ , k = 0, n (α0 = αn − 2π , αn+1 = 2π ), де γ – фiксоване число

0 < γ 6 n . Тодi для будь-яких попарно неперетинних областей Bk ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n (a0 = 0 ∈ B0 ), справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
4γ/n+nγγ/nnn

(n2 − γ)γ/n+n

(
n−

√
γ

n

n+
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається для точок ak = exp(i2πk/n) , k = 1, n , i

кругових областей квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

О.К. Бахтiн та I.В. Денега [87] довели вiрнiсть твердження теореми

Ковальова при n = 4 .

Щодо проблеми 2, то вона виявилася набагато складнiшою, нiж

проблема 1 та лише в 2000 роцi був отриманий розв’язок Л.В. Ковальовим

у роботi [55]. З того часу до 2017 р. у проблемi 2 ′ не було отримано

жодних результатiв. 2017 року у роботi О. К. Бахтiна, Г. П. Бахтiної

й I. В. Денеги [15] вдалося отримати розв’язок проблеми 2 ′ при умовi

γ ∈ (0, 2], n = 2 .

В рамках iдеї П.М. Тамразова про вiльнi полюси, О.К. Бахтiн в

2006 роцi запропонував розглядати задачi про максимiзацiю функцiоналiв
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на класах неперетинних областей вiдносно точок, якi розмiщенi на

так званих (n,m) -променевих системах. Задачi такого типу значно

узагальнюють всi тi задачi з вiльними полюсами, що вивчались ранiше.

Для таких систем точок О.К. Бахтiним також було отримано значну

кiлькiсть результатiв [7].

Нехай n,m ∈ N . Систему точок

An,m := {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m}

будемо називати (n,m) -променевою, якщо при всiх k = 1, n i p = 1,m

виконуються спiввiдношення:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| <∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk;

0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

У випадку m = 1 , (n, 1) -променеву систему точок будемо називати

n -променевою i в цьому випадку розглянемо бiльш простi позначення:

ak,1 =: ak , k = 1, n , An,1 =: An , an+1 := a1 , a0 := an .

Довiльнiй (n,m) -променевiй системi точок An,m поставимо у вiдпо-

вiднiсть набiр областей P (An,m) = {Pk}nk=1 , де

Pk := {w ∈ C\{0} : θk < argw < θk+1} , k = 1, n.

P0 := Pn, Pn+1 := P1.

Величини αk := αk(An,m) := 1
π [θk+1 − θk] , k = 1, n , αn+1 := α1 ,

α0 := αn := 1
π [2π − θk] будемо називати кутовими параметрами (n,m) -

променевої системи точок An,m . Очевидно, що
n∑

k=1

αk(An,m) = 2.

Якщо (n,m) -променева система точок An,m володiє властивiстю

αk(An,m) = 2
n , k = 1, n , то її будемо називати рiвнокутовою. Рiвнокутовiй
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системi точок ставиться у вiдповiднiсть фiксована система областей

P 0(An,m) = {P 0
k }nk=1 , де

P 0
k :=

{
w ∈ C\{0} :

2π

n
k < argw <

2π

n
(k + 1)

}
, k = 1, n.

Для фiксованого R ∈ R+ i будь-якої (n,m) -променевої системи

точок An,m розглянемо наступний "керуючий" функцiонал:

MR(An,m) :=
n∏

k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p
R

∣∣∣ 1
αk

)
· χ
(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣ 1
αk−1

)]1
2

· |ak,p|.

Якщо Tn — довiльний набiр iз n рiзних точок одиничного кола

i ∂U \ Tn складається з об’єднання n неперетинних дуг з довжинами

γ1 = σ1π, ..., γn = σnπ, то

µ(Tn) :=
n∏

k=1

σk.

Нехай функцiя

ζRk (ω) :=
R

1
αk − zk(ω)

R
1
αk + zk(ω)

однолисто i конформно вiдображає область Pk на одиничний круг U, k =

1, n. Позначимо ω
(1)
k,p(R) := ζRk (ak,p), ω

(2)
k,p(R) := ζRk (ak+1,p), an+1,p :=

a1,p, ω
(2)
0,p(R) := ω

(2)
n,p(R), k = 1, n, p = 1,m. При всiх k = 1, n

множина {ω(1)
k,p(R)}mp=1 ∪ {ω(2)

k,p(R)}mp=1 складається iз 2m рiзних точок на

∂UR.

Нехай

µk(R) := µ
(R)
k (An,m) := µ({ω(1)

k,p(R)}mp=1 ∪ {ω(2)
k,p(R)}mp=1), k = 1, n.

Одним з важливих результатiв роботи [7] є наступна теорема.

Теорема 1.3.1. Нехай фiксованi R ∈ R+, n,m ∈ N та n > 3. Тодi,

яка б не була (n,m) -променева система точок An,m = ak,p та довiльна

система взаємно неперетинних областей Bk,p, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
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p = 1,m, справедлива нерiвнiсть

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 2nm ·
(

n∏
k=1

αk

)m

·
(

n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

·MR(An,m).

Знак рiвностi в попереднiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi,

коли точки ak,p та областi Bk,p (k = 1, n, p = 1,m, ) є, вiдповiдно

полюсами та круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2 + (Rn + wn)2m−2

[(R
n
2 − iw

n
2 )2m + (Rn + iw

n
2 )2m]2

dw2, (1.6)

i cap(B̃k,p \Bk,p) = 0 при всiх k = 1, n, p = 1,m.

З усього вище наведеного випливає, що значний вклад в розвиток

напрямку екстремальних задач з вiльними полюсами зробили математики

вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту математики

НАН України. Варто вiдмiтити особливу роль П.М. Тамразова, оскiльки

з його iдей про вiльнi полюси з’явився даний напрямок у геометричнiй

теорiї функцiй комплексної змiнної.

Вiдмiтимо, що в роботi [7] для загальних (n,m) -променевих систем

точок розглянуто функцiонал виду

J = rγ0 (D, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

rγk,p (D, ak,p) , (1.7)

де γ0 , γk,p ∈ R+ ∪ {0} , k = 1, n , p = 1,m , An,m = {ak,p} — (n,m) -

променева система, D — вiдкрита множина, An,m ⊂ D ⊂ C , 0 ∈ D .

В данiй дисертацiйнiй роботi вивчаються екстремальнi задачi для

функцiонала (1.7) у випадку γ0 = γ > 0, m = 1, γk,p = 1, k = 1, n.
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1.4. Роздiляюче перетворення областей

В данiй роботi важливу роль вiдiграє метод кусково-роздiляючого

перетворення. Цей метод полягає в наступному: дослiджуваний об’єкт

розбивається на областi, якi далi вiдображуються на частини спецiально-

го вида; потiм з останнiх конструюются симетричнi об’єкти, для яких уже

отриманi точнi оцiнки. Таким чином, метод роздiляючого перетворення

дозволяє екстремальну задачу, якiй вiдповiдає квадратичний диферен-

цiал з великою кiлькiстю полюсiв звести до деякого числа задач, яким

вiдповiдає квадратичний диференцiал зi значно меншою кiлькiстю полю-

сiв.

Iз загальної теорiї роздiляючого перетворення вiдмiтимо тiльки те,

що стосується роздiляючого перетворення для областей.

Розглянемо систему рiзних точок розширеної комплексної площини

0, a1, a2, ..., an таких, що

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Позначимо

arg an+1 := 2π, a0 := an, αk :=
1

π
(arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n.

Зрозумiло, що
n∑

k=1

αk = 2.

Нехай

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1} , k = 1, n,

P0 := Pn, Pn+1 := P1.

Тодi вибираючи однозначну вiтку багатозначної аналiтичної функцiї

zk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n, z0 := zn, zn+1 := z1,

отримаємо, що функцiя zk (w) конформно i однолисто вiдображає областi

Pk , k = 1, n , на праву пiвплощину Re z > 0 таким чином, що
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виконуються наступнi асимптотичнi рiвностi:

|zk (w) − zk (am)| ∼ 1

αk
|am|

1
αk

−1 |w − am| , w ∈ Pk, w → am,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1; an+1 := a1;

|zk (w)| = |w|
1
αk , w ∈ Pk w → 0.

Нехай {Bk}nk=0 — сiмейство областей, якi задовольняють умовам:

0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n.

Bk

∩
Bm = ø, k ̸= m, k,m = 0, 1, ..., n.

Позначимо через L(1)
k , k = 1, n , об’єднання зв’язної компоненти мно-

жини zk
(
Bk

∩
P k

)
, яка мiстить точку zk (ak) , k = 1, n , з її симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi, а через L
(2)
k−1, k = 1, n, L

(2)
0 := L

(2)
n ,

— об’єднання зв’язної компоненти множини zk−1

(
Bk

∩
P k−1

)
, яка мi-

стить точку zk−1 (ak) , k = 1, n , з її симетричним вiдображенням вiдно-

сно уявної осi. Сiмейство двох симетричних вiдносно уявної осi областей{
L
(1)
k , L

(2)
k−1

}
називається результатом роздiляючого перетворення областi

Bk вiдносно сiмейства двох функцiй {zk, zk−1} , k = 1, n .

Аналогiчно, результатом роздiляючого перетворення областi B0

вiдносно сiмейства функцiй {zk}nk=1 називається сiмейство симетричних

вiдносно уявної осi областей L
(0)
k , k = 1, n , якi отриманi внаслiдок

об’єднання зв’язної компоненти множини zk (B0

∩
Pk) , k = 1, n , яка

мiстить точку 0 , з її симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi.

Система областей
{
L
(0)
k , L

(1)
k , L

(2)
k

}
є системою попарно неперетин-

них областей.

Iз загальної теорiї роздiляючого перетворення для областей має мiсце

результат.
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Теорема 1.4.1. Мають мiсце наступнi нерiвностi:

r (Bk, ak) 6

r
(
L
(1)
k , zk (ak)

)
1
αk

· |ak|
1
αk

−1
·
r
(
L
(2)
k−1, zk−1 (ak)

)
1

αk−1
· |ak|

1
αk−1

−1


1
2

, ∀k = 1, n, (1.8)

r (B0, 0) 6
n∏

k=1

[
r
(
L
(0)
k , 0

)]α2k
2

, (1.9)

Якщо для областей Bk, k = 0, n , iснує класична функцiя Грiна, то

в нерiвностях (1.8) i (1.9) знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi,

коли областi Bk, k = 0, n , вiдповiдно, симетричнi вiдносно прямих

w = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0, k = 0, n.

1.5. Результати попередникiв, якi використовую-

ться в роботi

В роботi [34] було отримано важливу оцiнку добутку внутрiшнiх

радiусiв трьох неперетинних областей з фiксованими полюсами в точках

0,−i, i. Справедливий результат.

Теорема 1.5.1. Для довiльних попарно неперетинних областей

B0, B1, B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C,−i ∈ B1 ⊂ C, i ∈ B2 ⊂ C, справедлива

нерiвнiсть

rσ
2

(B0, 0)r(B1,−i)r(B2, i) 6

6 2σ
2+6uσ

2

(2 − u)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0, B1, B2,

є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4 − σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2
dw2. (1.10)

З теореми 1.5.1 слiдують очевиднi твердження.
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Наслiдок 1. Для кругових областей квадратичного диференцiала

(1.10) D0, D1, D2 таких, що D0 ∪D1 ∪D2 = C, причому 0 ∈ D0 ⊂
C,−i ∈ D1 ⊂ C, i ∈ D2 ⊂ C, справедлива рiвнiсть

rσ
2

(D0, 0)r(D1,−i)r(D2, i) =

= 2σ
2+6uσ

2

(2 − u)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2.

Наслiдок 2. Для довiльних попарно неперетинних областей

B0, B1, B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C,−i ∈ B1 ⊂ C, i ∈ B2 ⊂ C, справе-

длива нерiвнiсть

rσ
2

(B0, 0)r(B1,−i)r(B2, i) 6

6 rσ
2

(D0, 0)r(D1,−i)r(D2, i), 0 < σ 6 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли заповнення областей

B0, B1, B2 спiвпадає з вiдповiдними круговими областями D0, D1, D2 i

cap(B̃k \Bk) = 0 при всiх k = 1, 2.

Надалi при доведеннi теорем в роздiлi 4 нам буде потрiбен результат

теореми 1.5.1 у випадку, коли полюси квадратичного диференцiала роз-

мiщенi в точках 0,−1, 1. В цьому випадку теорема 1.5.1 набуде такого

вигляду.

Теорема 1.5.2. Для довiльних попарно неперетинних областей

B0, B1, B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C,−1 ∈ B1 ⊂ C, 1 ∈ B2 ⊂ C, справедлива

нерiвнiсть

rσ
2

(B0, 0)r(B1,−1)r(B2, 1) 6

6 2σ
2+6uσ

2

(2 − u)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0, B1, B2,

є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4 − σ2)w2 + σ2

w2(w2 − 1)2
dw2.
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Наступна теорема є фактично єдиним вiдомим результатом (до 2017

року) у проблемi 2 ′ , який був доведений у роботi [55].

Теорема 1.5.3. Нехай B0, ..., Bn (n > 2 ) неперетиннi областi в

C; ak ∈ Bk, k = 0, ..., n, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, ..., n, Bk = B∗
k,

k = 1, ..., n. Тодi

n∏
k=0

r(Bk, ak) 6
22n+1/n

(n2 − 2)n/2+1/n

(
n−

√
2

n+
√

2

)√
2

.

Якщо ж областi Bk мають класичну функцiю Грiна, то рiвнiсть

досягається в тому i тiльки тому випадку, коли точки ak та областi

Bk є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(αw)2n + (αw)n(2n2 − 2) + 1

w2((αw)n − 1)2
dw2, |α| = 1.

В роботi [15] було отримано аналог теореми 1.5.2, коли областi B1, B2

володiють симетрiєю вiдносно одиничного кола.

Теорема 1.5.4. Нехай γ ∈ (0, 2] . Для довiльного фiксованого

набора взаємно неперетинних областей B0 , B1 , B2 , таких, що 0 ∈
B0 ⊂ C, 1 ∈ B1 ⊂ C,−1 ∈ B2 ⊂ C , причому областi Bk, k ∈ 1, 2 ,

володiють симетрiєю вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

6 (2)1−γ ·
[

22γ+6 · (2γ)γ

(2 −
√

2γ)
1
2 (2−

√
2γ) · (2 +

√
2γ)

1
2 (2+

√
2γ)

] 1
2

.

Знак рiвностi досягається коли B0, B1, B2 , є круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Наступна теорема була отримана в роботi [33] у випадку, якщо всi

точки лежать на колi, i узагальнена для довiльної n−променевої системи

точок у роботi [7].

Теорема 1.5.5. [7] Нехай n ∈ N, n > 3. Тодi для довiльної

n−променевої системи точок ak , k = 1, ..., n таких, що |ak| = 1 i

довiльної системи попарно неперетинних областей Dk , k = 1, ..., n ,

таких, що (ak ∈ Dk ⊂ C) , k = 1, ..., n , виконується нерiвнiсть

n∏
k=1

r(Dk, ak) 6
(

2n
n∏

k=1

αk

)n

.

Знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi коли, областi D̃k i

точки ak є, вiдповiдно, круговими областями i полюсами квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2, cap(D̃k \Dk) = 0, k = 1, ..., n.



52

Висновки

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено огляд лiтератури,

викладено основнi iдеї методiв дослiдження даних проблем, наведено

означення i теореми, необхiднi для формулювання i доведення основних

результатiв дисертацiї.
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РОЗДIЛ 2

ЗАДАЧА ПРО МАКСИМIЗАЦIЮ ДОБУТКУ

ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ ЧАСТКОВО

ПЕРЕТИННИХ ОБЛАСТЕЙ З ВIЛЬНИМИ

ПОЛЮСАМИ НА КОЛI ПРИ ОБМЕЖЕННЯХ НА

КУТОВI КОЕФIЦIЄНТИ

Даний роздiл присвячений дослiдженню екстремальної задачi про

добуток внутрiшнiх радiусiв частково перетинних областей при умовi, що

вiдхилення одне вiд одного вiльних полюсiв на колi не перевищує заданої

величини.

2.1. Постановка задачi та вiдомi результати попе-

редникiв

1994 року в роботi [35] В.М. Дубiнiн поставив у якостi вiдкритої

проблеми наступну задачу.

Проблема 1. Розглянемо добуток

Jn(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (2.1)

де B0 , B1 ,...,Bn (n > 2) попарно неперетиннi областi в C , a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , |ak| = 1 , k = 1, n i 0 < γ 6 n . Показати,

що максимум величини 2.1 досягається для конфiгурацiї областей Bk та

точок ak, якi мають n -кратну симетрiю.
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Дана проблема в загальному випадку не розв’язана i досi, вiдомi

лише частковi результати. У 1988 р. В.М. Дубiнiн запропонував пiдхiд,

заснований на методi симетризацiї (див., наприклад, [34, 35]).

В роботi [34] проблема 1 була розв’язана для γ = 1 та n > 2 .

У 1996 р. Л.В. Ковальов [54] отримав розв’язок проблеми 1 при досить

суттєвих обмеженнях на геометрiю розташування точок на одиничному

колi, а саме при умовi, що

0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n, n > 5.

Зрозумiло, що цi умови є досить жорсткими умовами, суттєво звужуючи

набiр можливих конфiгурацiй. У 2003 р. в роботi Г.В. Кузьмiної [67] у

випадку однозв’язних областей ця проблема була розв’язана при γ ∈
(0, 1) iншим методом.

Як було вiдмiчено в роздiлi 1, iдея П.М. Тамразова про те, що ду-

же важливо розв’язувати екстремальнi задачi, якi вiдповiдають квадра-

тичним диференцiалам з вiльними полюсами, спонукала до виникнення

нового напрямку в геометричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної, а

саме до напрямку, який вивчає екстремальнi задачi про розбиття ком-

плексної площини з вiльними полюсами на колi. Вперше сформулювала

подiбнi задачi у 1974–1975 роках Г.П. Бахтiна [19]. Далi цей напрямок

почав бурхливо розвиватись. Вiдмiтимо роботи Г.В. Кузьмiної [59, 60],

В.М. Дубiнiна [34, 35], М. Шиффера [90], П. Дюрена [90], Є.Г. Ємелья-

нова [41, 42], Л.В. Ковальова [54], Д.А. Кирилової [39], Е.Г. Прилепкiної

[40], Е.В. Костюченко [39] та iн.

Вiдмiтимо, що значний внесок у розв’язання цiєї проблеми був зро-

блений спiвробiтниками вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу,

зокрема Г.П. Бахтiною [19], О.К. Бахтiним [7], В.Є. В’юн [23], I.В. Денегою

[31, 32], Я.В. Заболотним [45, 47, 49] та iн.
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В 2011 — 2012 роках в роботах [45, 47] отриманий частковий розв’язок

проблеми 1 при n = 2 та γ ∈ (0; 1, 1], при n = 3 та γ ∈ (0; 1, 5] i при

n = 4 та γ ∈ (0; 1, 7]. В 2013 роцi в роботi [10] розв’язано проблему

1 при n = 2 та γ ∈ (1, 1; 1, 4]. В роботi [12] у 2017 роцi вдалося

отримати розв’язок проблеми 1 для n = 2 та γ ∈ (1, 1; 1, 6] . В роботi [50]

отримано розв’язок проблеми 1 при n = 6, 7, 8, вiдповiдно на iнтервалах

γ ∈ (1; 2, 49] , γ ∈ (1; 2, 67] , γ ∈ (1; 2, 84] . В роботах [13, 14] вдалося

розв’язати проблему 1 при умовах, що n > 8 та γ ∈ (0, n0,42].

Одним з цiкавих результатiв, є теорема Я.В. Заболотного [48], яка

показує, що для довiльного степеня α, 1
3 < α < 2

3 iснує номер n0(α), i

для довiльного номера, який бiльший за n0 та для довiльного фiксованого

γ ∈ (1, nα], справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

В якостi номера n0(α) можна прийняти величину n0(α) = exp 1
( 23−α)2

.

Робота Я.В. Заболотного є iстотним узагальненням результату роботи [7].

В зв’язку з дослiдженням робiт [6], [7] та введенням загальних n -

променевих систем точок можна розглянути узагальнену задачу В.М.

Дубiнiна.

Подальшi частковi результати у проблемi 1 були отриманi в багатьох

роботах, зокрема [7, 9, 16, 31, 86].

Майже одночасно з розвитком задач та отриманням результатiв для

систем взаємно неперетинних областей, полюси яких розташовувались

або на колi, або на променях, розглядались задачi для областей, якi
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можуть частково перетинатись. Тобто виник напрямок екстремальних

задач в геометричнiй теорiї функцiй для областей, якi задовольняють

умову часткового перетину вiдносно променевої системи точок (див. [7,

22, 32]).

В 2012 роцi отримано розв’язок проблеми 1 на класах систем обла-

стей, якi задовольняють умову часткового перетину вiдносно променевої

системи An, для n > 2 та γ ∈ (0, 1] (див. [32]). В 2015 роцi в роботi

[22] отримано результат для n > 4 та 0 < γ 6 n на класi областей, якi

задовольняють умову часткового перетину вiдносно променевої системи

точок, якi розташованi на одиничному колi. Фактично, результат робо-

ти [22] є узагальненням результату роботи [54] у випадку областей, якi

задовольняють умову часткового перетину.

Нехай n ∈ N . Набiр точок An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
будемо

називати n -променевою системою точок, якщо |ak| ∈ R+ , k = 1, n , i

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Нехай Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1} , an+1 := a1,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Надалi позначатимемо χ(t) = 1
2(t+t−1) . Для довiльної n -променевої

системи точок An = {ak} i γ ∈ R+ вважатимемо, що

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2γα

2
k

·
n∏

k=1

|ak|1+
1
4γ(αk+αk−1).

Легко перевiрити, що клас n -променевих систем точок для яких справе-

длива рiвнiсть N (γ)(An) = 1 автоматично включає всi системи n рiзних

точок, що розмiщенi на одиничному колi.

Для довiльної системи рiзних точок An := {ak : |ak| = 1, k = 1, n} i

для вiдкритої множини D , An∪{0} ⊂ D , позначимо через D(ak) зв’язну

компоненту множини D , яка мiстить точку ak , k = 0, n .
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Нехай

Dk(0) := D(0) ∩ P k, Dk(ak) := D(ak) ∩ P k, Dk(ak+1) := D(ak+1) ∩ P k,

для кожного k = 1, n, an+1 := a1.

Вiдкрита множина D , An∪{0} ⊂ D , задовольняє умову неперетин-

ностi вiдносно системи точок An, |ak| = 1 , k = 1, n якщо справедлива

рiвнiсть [Dk(0) ∩Dk(ak)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(ak+1)] ∪ [Dk(ak) ∩Dk(ak+1)] = ∅ ,

1 ≤ k ≤ n .

Система областей {Dk}nk=0 задовольняє умову часткового перетину

вiдносно заданої системи точок одиничного кола, якщо вiдкрита множина

D = ∪n
k=0Dk задовольняє умову неперетинностi вiдносно системи точок

цього ж кола.

На рисунку 2.15 наведено приклад областi, яка задовольняє умовi

часткового перетину вiдносно системи точок 0, a1, a2, a3.

a1

a2

a3

0

Рис. 2.15: Приклад часткового перетину областей

Ще одним з прикладiв може бути рисунок 2.16 .

Очевидно, що випадок взаємно неперетинних областей є частинним

випадком областей, якi частково перетинаються (див. рис. 2.17 i 2.18).
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0

a1

a2

a3

Рис. 2.16: Приклад часткового перетину областей

0a =0

B0

B1

B2

Bk

Bn

an

ak

a1

a2

Рис. 2.17: Приклад взаємно неперетинних однозв’язних областей

2.2. Формулювання основного результату роздiлу

Основним результатом даного роздiлу є наступна теорема, яка

посилює результат роботи [22].

Теорема 2.2.1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2

для n > 9 . Тодi для довiльної системи рiзних точок одиничного кола

|ak| = 1 i при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльної

системи областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, якi

задовольняють умову часткового перетину вiдносно точок одиничного



59

0a =0

B0

B1

B2

Bk

Bn

an

ak

a1

a2

B3

a3

Рис. 2.18: Приклад взаємно неперетинних багатозв’язних областей

кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.2)

Рiвнiсть досягається якщо ak i Dk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наведемо екстремальну конфiгурацiю даної теореми при деяких n

i γ . Нехай n = 3 i γ > 1 . Тодi схематична структура траекторiй

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2

буде наступна (див. рис. 2.19).

Нехай n = 4 i γ > 1 . Tодi схематична структура траекторiй

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2
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B0

B1

B2

B3

z1

z2

z3

w =00 w =11

w2

w3

Рис. 2.19: Схематична структура траекторiй квадратичного диференцiала при n = 3

i γ > 1

буде наступна (див. рис. 2.20).

З теореми 2.2.1 безпосередньо випливають деякi наслiдки. Наступний

наслiдок справедливий, якщо праву частину нерiвностi 2.2 теореми 2.2.1

переписати у термiнах кругових областей квадратичного диференцiала.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2 для

n > 9 . Тодi для довiльної системи точок одиничного кола |ak| = 1 i при

умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльної системи областей

Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, якi задовольняють умову часткового

перетину вiдносно точок одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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1-1

B1

B4

B
0

B
2

B3

-i

i

Рис. 2.20: Схематична структура траекторiй квадратичного диференцiала при n = 4

i γ > 1

Наслiдки 2 та 3 справедливi, якщо розглядати системи рiзних точок

кола радiуса R > 0.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної системи рiзних точок кола радiуса R, |ak| = R > 0 i при умовi,

що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльної системи областей Dk ,

ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, якi задовольняють умову часткового

перетину вiдносно точок кола радiуса R , справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

·Rn+γ.

Рiвнiсть досягається якщо ak i Dk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами

i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.
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Наслiдок 3. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної системи рiзних точок кола радiуса R, |ak| = R > 0 i при

умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльної системи областей

Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, якi задовольняють умову часткового

перетину вiдносно точок кола радiуса R , справедлива наступна нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

З теореми 2.2.1 безпосередньо випливає наступний результат, отри-

маний Г.П. Бахтiною, В.Є. В’юн, I.В. Денегою у роботi [22].

Наслiдок 4. [22] Нехай n ∈ N , n > 4 , γn = n. Нехай 0 < γ 6 γn.

Тодi для довiльної n− променевої системи точок An = {ak}nk=1, |ak| = 1

такої, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i для довiльного набора областей

Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, якi задовольняють

умову часткового перетину вiдносно променевої системи An , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається якщо a
(0)
k i B(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

З теореми 2.2.1 випливає справедливiсть важливого твердження для

систем неперетинних областей. А саме має мiсце наступний наслiдок.



63

Наслiдок 5. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 i γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної системи точок одиничного кола An = {ak}nk=1 , |ak| = 1 i при

умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами

i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

У роботi [16] був отриманий наступний результат.

Наслiдок 6. [16] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 та γn = 0, 12n2 для n > 9 .

Тодi для довiльної системи точок одиничного кола An = {ak}nk=1 , |ak| = 1

такої, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами

i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наступнi наслiдки справедливi для системи точок одиничного кола

An = {ak}nk=1 , |ak| = 1 та кола радiуса R > 0 у випадку довiльної

системи неперетинних областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n.

Наслiдок 7. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 та γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для
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довiльної системи точок одиничного кола An = {ak}nk=1 , |ak| = 1 такої,

що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних областей

Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наслiдок 8. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 та γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної системи точок кола радiуса R, An = {ak}nk=1 , |ak| = R > 0

такої, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

·Rn+γ.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 9. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 та γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної системи точок кола радiуса R, An = {ak}nk=1 , |ak| = R > 0

такої, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,
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де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Результати попередникiв, а саме Л.В. Ковальова [54] та О.К. Бахтiна

i I.В. Денеги [87] також випливають з основної теореми роздiлу 2.

Наслiдок 10. [54] Нехай n ∈ N , n > 5 , γ ∈ (0, γn], γn = n .

Тодi для довiльних рiзних точок одиничного кола |ak| = 1 таких, що

0 < αk 6 2/
√
γ , k = 0, n та довiльної системи взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 , справедлива нерiвнiсть

(2.2).

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наслiдок 11. [87] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn], γn = n .

Тодi для довiльних рiзних точок одиничного кола |ak| = 1 таких, що

0 < αk 6 2/
√
γ , k = 0, n та довiльної системи взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 , справедлива нерiвнiсть

(2.2).

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Для порiвняння результату теореми 2.2.1 та результатiв робiт [22],

[54], [87] складемо наступну таблицю
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n Результат попередникiв, γn = n Результат теореми 2.2.1, γn Прирiст iнтервалу

4 4 4,17 0,17

5 5 5,71 0,71

6 6 7,5 1,5

7 7 9,53 2,53

8 8 11,81 3,81

9 9 9,8415 0,8415

10 10 12,15 2,15

11 11 14,7015 3,7015

12 12 17,496 5,496

13 13 20,5335 7,5335

14 14 23,814 9,814

15 15 27,3375 12,3375

16 16 31,104 15,104

17 17 35,1135 18,1135

18 18 39,366 21,366

19 19 43,8615 24,8615

20 20 48,6 28,6

... ... ... ...

50 50 303,75 253,75

... ... ... ...

100 100 1215 1115

... ... ... ...

500 500 30375 29875

... ... ... ...

1000 1000 121500 120500

Отже, за рахунок покращення методу дослiдження та детального

вивчення властивостей функцiї P (x) вдалося значно посилити результати

попередникiв.
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2.3. Доведення теореми 2.2.1

Нехай областi Dk, k = 0, n , задовольняють умови теореми та нехай

множина D = ∪n
k=0Dk . Тодi виконуються нерiвностi

r(Dk, ak) 6 r(D, ak),

при всiх k = 0, n, отже, справедлива наступна оцiнка

rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, ak) 6 rγ(D, 0)
n∏

k=1

r(D, ak).

Розглянемо систему функцiй ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk . Вибира-

ючи вiдповiдну вiтку багатозначної аналiтичної функцiї πk(w), k = 1, n

отримаємо, що функцiя πk(w) однолисто i конформно вiдображає кут

Pk на праву пiвплощину при кожному k = 1, n. Сiмейство функцiй

{πk(w)}nk=1 називається допустимим сiмейством для роздiляючого пере-

творення областi D вiдносно кутiв {Pk}nk=1 .

Нехай L
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(D
∩
P k), яка мi-

стить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної

осi. Позначимо через L(2)
k , k = 1, n , таку область площини Cζ , яка отри-

мана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(D
∩
P k) ,

яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним вiдображенням вiд-

носно уявної осi. Вiдзначимо, що πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того, по-

значимо через L
(0)
k таку область площини Cζ , отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(D
∩
P k), яка мiстить точку

ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначи-

мо πk(ak) := l
(1)
k = −i, πk(ak+1) := l

(2)
k = i, k = 1, n, πn(an+1) := l

(2)
n = i.
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З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w) − l
(1)
k | ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) − l
(2)
k | ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використовуючи формули (1.8) i (1.9), а також теорему 4.10 [37],

приходимо до висновку, що

r (D, ak) 6

r
(
L
(1)
k ,−i

)
· r
(
L
(2)
k−1, i

)
1
αk

· 1
αk−1


1
2

, k = 1, n, (2.3)

r (D, 0) 6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)] 1
2

. (2.4)

Приймаючи до уваги нерiвностi (2.3) i (2.4), маємо спiввiдношення

Jn(γ) 6
n∏

k=1

[
r
(
L
(0)
k , 0

)]γα2k
2

n∏
k=1

r
(
L
(2)
k−1, i

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)
1

αk−1·αk


1
2

=

=
n∏

k=1

[
r
(
L
(0)
k , 0

)]γα2k
2

n∏
k=1

[
αk−1 · αk · r

(
L
(2)
k−1, i

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)] 1
2

=

=
n∏

k=1

αk

[
n∏

k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)
r
(
L
(2)
k , i

)] 1
2

. (2.5)

З умов теореми випливає нерiвнiсть 0 < γα2
k 6 4 , k = 1, n.

Використовуючи теорему 1.5.1, наведену в роздiлi 1, маємо нерiвнiсть

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)
r
(
L
(2)
k , i

)
6

6 rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
, (2.6)

де D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4 − α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2
dw2,
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якi утворюють систему трьох попарно неперетинних областей таких, що

0 ∈ D
(0)
k , −i ∈ D

(1)
k , i ∈ D

(2)
k .

Для правої частини нерiвностi (2.6) маємо рiвнiсть

rγα
2
k (D0, 0) r (D1,−i) r (D2, i) =

= S(σ) = 2σ
2+6 · σσ2 · (2 − σ)−

1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2, σ ∈ [0, 2],

де D0, D1, D2 — довiльна трiйка попарно неперетинних областей така, що

0 ∈ D0 ⊂ C, −i ∈ D1 ⊂ C, i ∈ D2 ⊂ C.

Отже, з усього вище наведеного випливає наступна нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

6

6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
= γ−n/2

[
n∏

k=1

P (αk
√
γ)

] 1
2

, (2.7)

де P (x) = 2x
2+6 · xx2+2 · (2 − x)−

1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2].

Таким чином, оцiнка функцiонала Jn(γ) зведена до оцiнки функцiї

багатьох змiнних, яка залежить тiльки вiд аргументiв точок ak.

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√
γ,

xk = αk
√
γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{
x
(0)
k

}n

k=1
буде довiльна екс-

тремальна точка вище вказаної задачi. Використовуючи метод робо-

ти [54], приходимо до висновку, що справедливе наступне твердження:

якщо 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k ̸= j , то F ′(x

(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ), i якщо

деяке x
(0)
j = 2, то для довiльного x

(0)
k < 2 , справедлива нерiвнiсть

F ′(x
(0)
k ) 6 F ′(x

(0)
j ) = F ′(2) = 1, де k, j = 1, n , k ̸= j , F ′(x) =

2x ln 2x+ (2−x) ln(2−x)− (2 +x) ln(2 +x) + 2
x (див. рис. 2.21). Далi для
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Рис. 2.21: Графiк функцiї F ′(x)

доведення теореми залишилось показати, що виконується умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 1 , y0 ≈ −0, 17 . Розглянемо наступнi

величини t : t1 = 1 , t2 = 0, 95 , t3 = 0, 9 , t4 = 0, 85 , · · · , t23 = −0, 15 ,

t24 = −0, 17 . Знайдемо коренi рiвняння F ′(x) = tk , k = 1, 24 . Оскiльки

∀tk ∈ [y0, 1) , то звiдси слiдує, що рiвняння має два коренi x1(t) ∈ (0, x0] ,

x2(t) ∈ (x0, 2] , x0 ≈ 1, 324683 . Всi обчислення представленi в таблицi

нижче.
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k tk x1(tk) x2(tk) 3x1(tk) + x2(tk+1) 4x1(tk) + x2(tk+1)

1 1,00 0,697331 2,000000

2 0,95 0,708144 1,992640 4,084633 4,781964

3 0,90 0,719344 1,983233 4,107666 4,815810

4 0,85 0,730957 1,972549 4,130581 4,849925

5 0,80 0,743014 1,960786 4,153657 4,884614

6 0,75 0,755550 1,948028 4,177071 4,920085

7 0,70 0,768602 1,934315 4,200964 4,956513

8 0,65 0,782217 1,919654 4,225462 4,994064

9 0,60 0,796446 1,904035 4,250687 5,032904

10 0,55 0,811347 1,887429 4,276766 5,073211

11 0,50 0,826991 1,869791 4,303831 5,115178

12 0,45 0,843462 1,851059 4,332032 5,159023

13 0,40 0,860858 1,831149 4,361534 5,204996

14 0,35 0,879304 1,809955 4,392531 5,253389

15 0,30 0,898950 1,787338 4,425249 5,304553

16 0,25 0,919989 1,763115 4,459964 5,358914

17 0,20 0,942675 1,737044 4,497012 5,417001

18 0,15 0,967348 1,708794 4,536819 5,479494

19 0,10 0,994487 1,677892 4,579935 5,547283

20 0,00 1,059462 1,604865 4,588325 5,582811

21 -0,05 1,100561 1,559491 4,737878 5,797340

22 -0,10 1,152868 1,502748 4,804430 5,904991

23 -0,15 1,234855 1,416172 4,874775 6,027642

24 -0,17 1,324683 1,324683 5,029248 6,264103

Iз таблицi випливає, що на iнтервалi t ∈ (0, 95; 1) досягається

мiнiмальне значення величин (n−1)x1(t1)+x2(t2), n = 4, 5, яке вiдповiдно

дорiвнює 4, 0846 i 4, 7819.

Тодi для n = 4 маємо, що

4∑
k=1

xk > 3x1(t1) + x2(t2) = 4, 0846 = 2
√
γ4.

Звiдси маємо, що γ4 = 4, 1709.
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Аналогiчно, для n = 5 маємо, що

5∑
k=1

xk > 4x1(t1) + x2(t2) = 4, 7819 = 2
√
γ5.

Таким чином, γ5 = 5, 7116.

Використовуючи вище наведену таблицю маємо, що вiдповiдний

мiнiмум величин

(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)

при n = 6, 7, 8 дорiвнює, вiдповiдно, γ6 = 7, 505 , γ7 = 9, 5369 , γ8 =

11, 8119 .

Iз таблицi отримуємо, що для функцiї F ′(x) справедлива нерiвнiсть

(x1 − 0, 69)n+(x2−x1) > 0 . Отже, nx1+(x2−x1) > 0, 69n. I, остаточно,

маємо

(n− 1)x1 + x2 > 0, 69n = 2
√
γn, γn = 0, 1215n2, n > 9.

Таким чином, з вище наведених нерiвностей випливає, що для

довiльного фiксованого γ ∈ (1, γn], де γn задано в умовах теореми,

виконується нерiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) > 2

√
γn, n > 4.

З iншого боку, необхiдною умовою є рiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) = 2

√
γn, n > 4.

З цього випливає, що всi точки
{
x
(0)
k

}n

k=1
належать промiжку

(0, x0].

Тобто ми маємо, що для екстремального набору
{
x
(0)
k

}n

k=1
виконує-

ться рiвнiсть x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n , k = 1, n для всiх γ ∈ (1, γn], та

n > 4.
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Отже, пiдсумовуючи всi мiркування маємо, що справедлива нерiв-

нiсть

Jn(γ) 6 γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

.

З iншого боку,

γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

= rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Вiдомо (див. [7]) , що

rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Теорема 2.2.1 доведена.

2.4. Лема про iснування екстремалi у проблемi

В.М. Дубiнiна з додатковими обмеженнями на

кутовi коефiцiєнти

Лема 2.4.1. При умовах теореми 2.2.1 екстремальнi конфiгурацiї

iснують при кожному фiксованому γ, γ ∈ (1, n2].

Доведення леми 2.4.1. Позначимо через D множину всiх систем

областей {Dk}nk=0, якi задовольняють умову часткового перетину вiд-

носно деякої системи рiзних точок одиничного кола {ak}nk=1, |ak| = 1,
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k = 1, n. З нерiвностi (2.7), отриманої при доведеннi теореми 2.2.1, ви-

пливає, що функцiонал Jn(γ) обмежений при всiх γ, γ ∈ (1, n2] на класi

D. Тодi iснує величина

sup Jn(γ) = J (0)
n (γ) < +∞,

де супремум береться по усьому класу D при кожному фiксованому n > 2

i γ ∈ (1, n2]. Отже, iснує послiдовнiсть J
(p)
n (γ) ↗ J

(0)
n (γ), p→ ∞.

Тодi iснує послiдовнiсть систем областей {D(p)
k }nk=0 ∈ D , яка задо-

вольняє умову часткового перетину вiдносно вiдповiдно рiзних точок оди-

ничного кола |a(p)k | = 1, k = 1, n.

Переходячи скiнченне число разiв до пiдпослiдовностей вище вказа-

них послiдовностей, приходимо до висновку, що

|a(p)k | → |a(0)k |, k = 1, n.

З вiдомої теореми Каратеодорi про збiжнiсть областей до ядра

випливає, що при кожному k, D
(p)
k → D

(0)
k ⊂ C, k = 0, n, де D

(0)
k є

ядром послiдовностi D(p)
k , причому a

(0)
k ∈ D

(0)
k .

Очевидно, що система областей {D(0)
k }nk=0 задовольняє умову час-

ткового перетину вiдносно системи точок {a(0)k }nk=0, тобто D
(0)
k ∈ D i

J (p)
n (γ) = rγ

(
D

(p)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(p)
k , a

(p)
k

)
→ J (0)

n (γ).

Отже, система областей D
(0)
k i точок a

(0)
k є екстремальною конфiгу-

рацiєю даної задачi.

Лема 2.4.1 доведена.
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Висновки

У другому роздiлi дисертацiйної роботи удосконалено метод дослi-

дження, який дозволив отримати розв’язок задачi про знаходження ма-

ксимуму добутку внутрiшнiх радiусiв частково перетинних областей вiд-

носно точок на одиничному колi i внутрiшнього радiуса в деякiй додатнiй

степенi областi вiдносно початку координат. Цей результат узагальнює та

посилює вiдомi результати попередникiв [22, 54, 87].

Результати роздiлу опублiковано в статтях [16, 107] та тезах конфе-

ренцiй [101, 103].
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РОЗДIЛ 3

ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ

НЕПЕРЕТИННИХ ОБЛАСТЕЙ З ВIЛЬНИМИ

ПОЛЮСАМИ НА N−ПРОМЕНЕВIЙ СИСТЕМI

ТОЧОК

Даний роздiл присвячений дослiдженню екстремальної задачi про

добуток внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей при дода-

тковiй умовiй на кутовi параметри n−променевої системи точок.

3.1. Постановка задачi та вiдомi результати попе-

редникiв

В зв’язку з дослiдженням робiт [6], [7] та введенням загальних n -

променевих систем точок можна розглянути узагальнену задачу В.М. Ду-

бiнiна. Тобто замiсть систем точок, розташованих на одиничному колi,

розглянемо систему точок, яка утворює n -променеву систему точок, пiд-

порядковану деяким умовам.

В роботах [6], [7] був запропонований метод "керуючих" функцiона-

лiв, який дає змогу послабити вимоги на геометрiю розташування систем

точок. Завдяки цьому вдалося узагальнити постановку задачi В.М. Дубi-

нiна. Для цього введемо деякi позначення та означення.

Нехай n ∈ N . Набiр точок An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
будемо

називати n -променевою системою точок, якщо |ak| ∈ R+ , k = 1, n , i

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.
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Для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 та γ ∈
R+ ∪ {0} введемо "керуючий" функцiонал:

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1−1
2γα

2
k n∏
k=1

|ak|1+
1
4γ(αk+αk−1).

Легко перевiрити, що клас n -променевих систем точок для яких

справедлива рiвнiсть N (γ)(An) = 1 автоматично включає всi системи n

рiзних точок, що розмiщенi на одиничному колi.

На рисунку наведено приклад n -променевої системи точок

1

0 B1

B2

B3

B0

Bn
Bk

B4

a2

a3

a4

an

ak

Сформулюємо задачу, яка вивчається в даному роздiлу.

Узагальнена проблема 1. Знайти максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

при 0 < γ 6 n, B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) — попарно неперетинi областi

в C такi, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C, система точок {ak}nk=1

утворює n−променеву систему точок, причому N (γ)(An) = 1, k = 1, n ,

r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak, k = 0, n i описати

всi системи екстремальних конфiгурацiй.

Подальшi частковi результати у проблемi 1 були отриманi в багатьох

роботах, зокрема [7, 9, 31, 32, 86]. У роботi [32] розв’язано проблему 1 при

γ ∈ (0, 1] та n > 2.
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Основний результат, який було отримано по узагальненiй проблемi 1

з додатковими обмеженнями на кутовi параметри задачi, тобто при умовi,

що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n та системi точок {ak}nk=1, якi утворюють

n−променеву систему точок, а саме у роботi [31] розв’язано проблему 1

при додаткових обмеженнях на кутовi параметри задачi при γ ∈ (0, n] та

n > 5.

3.2. Формулювання основного результату роздiлу

Для довiльної n−променевої системи точок та довiльної системи

неперетинних областей справедливий наступний результат.

Теорема 3.2.1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81, γn = 0, 1215n2 для

n > 9 . Тодi для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 ,

N (γ)(An) = 1 i при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i довiльної

системи взаємно неперетинних областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (3.1)

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

З цього результату випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81, γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 , N (γ)(An) = 1 i при
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умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Знак рiвностi досягається коли a
(0)
k i B(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Якщо розглянути n−променеву систему точок An = {ak}nk=1 ,

N (γ)(An) = Rn+γ, причому 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , то справедливi

наступнi наслiдки.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81, γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 , N (γ)(An) = Rn+γ i

при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

·Rn+γ.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 , γ5 = 5, 71 ,

γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81, γn = 0, 1215n2 для n > 9 . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 , N (γ)(An) = Rn+γ i

при умовi, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n i довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.
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Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn +Rnγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Безпосереднiм наслiдком з теореми 3.2.1 є наступний результат для

точок одиничного кола.

Наслiдок 4. [16] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 та γn = 0, 12n2 для n > 9 .

Тодi для довiльної системи точок одиничного кола An = {ak}nk=1 , |ak| = 1

такої, що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

З результату теореми 3.2.1 випливає, що цей результат iстотно

покращує результат I.В. Денеги [31].

Наслiдок 5. [31] Нехай n ∈ N , n > 5 , γ ∈ (0, γn] . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}nk=1 , N (γ)(An) = 1 такої,

що 0 < αk 6 2/
√
γ , k = 1, n , та довiльної системи неперетинних областей

Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть (3.1). Знак рiвностi

досягається при тих же умовах, що i в теоремi 3.2.1.

З результату теореми 3.2.1 випливає, що цей результат iстотно

узагальнює результат О.К. Бахтiна та I.В. Денеги [87] на випадок

n−променевої системи точок.

Наслiдок 6. [87] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn], γn = n .

Тодi для довiльних рiзних точок одиничного кола |ak| = 1 таких, що
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0 < αk 6 2/
√
γ , k = 0, n та довiльної системи взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 , справедлива нерiвнiсть

(3.1). Знак рiвностi досягається при тих же умовах, що i в теоремi 3.2.1.

З результату теореми 3.2.1 випливає, що цей результат iстотно

узагальнює результат Л.В. Ковальова [54] на випадок n−променевої

системи точок.

Наслiдок 7. [54] Нехай n ∈ N , n > 5 , γ ∈ (0, γn], γn = n .

Тодi для довiльних рiзних точок одиничного кола |ak| = 1 таких, що

0 < αk 6 2/
√
γ , k = 0, n та довiльної системи взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 , справедлива нерiвнiсть

(3.1). Знак рiвностi досягається при тих же умовах, що i в теоремi 3.2.1.

3.3. Доведення теореми 3.2.1

Розглянемо систему функцiй ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n .

При вiдповiдному виборi однозначної вiтки багатозначної аналiтичної

функцiї πk(w) отримаємо, що функцiя πk(w) здiйснює однолисте i

конформне вiдображення кутової областi Pk на праву пiвплощину при

кожному k = 1, n.

Сiмейство функцiй {πk(w)}nk=1 називається допустимим для роздi-

ляючого перетворення областей Bk , k = 0, n вiдносно кутiв {Pk}nk=1 .

Нехай L
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

∩
P k), яка

мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Позначимо через L
(2)
k , k = 1, n , таку область площини

Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множи-

ни πk(Bk+1

∩
P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним вiд-

ображенням вiдносно уявної осi. Вiдзначимо, що Bn+1 := B1 , πn(an+1) :=

πn(a1) . Крiм того, позначимо через L(0)
k таку область площини Cζ , отри-
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ману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k),

яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдно-

сно уявної осi. Позначимо πk(ak) := l
(1)
k , πk(ak+1) := l

(2)
k , k = 1, n,

πn(an+1) := l
(2)
n .

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w) − l
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk

−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) − l
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk

−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використовуючи формули (1.8) i (1.9) пункту 1.4 роздiлу 1 та теорему

4.10 [37], приходимо до висновку, що справедливi нерiвностi

r (Bk, ak) 6

r
(
L
(1)
k , l

(1)
k

)
· r
(
L
(2)
k−1, l

(2)
k−1

)
1
αk
|ak|

1
αk

−1 · 1
αk−1

|ak|
1

αk−1
−1


1
2

, k = 1, n, (3.2)

r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)] 1
2

. (3.3)

Приймаючи до уваги нерiвностi (3.2) та (3.3), отримаємо наступне спiв-

вiдношення

Jn(γ) 6
n∏

k=1

αk

n∏
k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

× (3.4)

×
[

n∏
k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
r
(
L
(1)
k , l

(1)
k

)
r
(
L
(2)
k , l

(2)
k

)] 1
2

.

Вiдомо (див. [58]), що наступний функцiонал

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) = (3.5)

=
rt1(D1, d1)r

t2(D2, d2)r
t3(D3, d3)

|d1 − d2|t1+t2−t3 · |d1 − d3|t1−t2+t3 · |d2 − d3|−t1+t2+t3

є iнварiантом вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв розширеної ком-

плексної площини C , tk ∈ R+ , де Dk — неперетиннi областi такi, що



83

dk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 2, 3 . З формули (3.4) пiсля множення та дiлення на

таку величину [
n∏

k=1

|l(1)k · l(2)k |γα2
k|l(1)k − l

(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

отримаємо наступну нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·

n∏
k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×


n∏

k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
· r
(
L
(1)
k , l

(1)
k

)
· r
(
L
(2)
k , l

(2)
k

)
|l(1)k · l(2)k |γα2

k|l(1)k − l
(2)
k |2−γα2

k


1
2

× (3.6)

×
[

n∏
k=1

|l(1)k · l(2)k |γα2
k|l(1)k − l

(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

де |l(1)k | = |ak|
1
αk , |l(2)k | = |ak+1|

1
αk , |l(1)k − l

(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk , k = 1, n.

Iз спiввiдношення (3.6) маємо, що

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·

n∏
k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×


n∏

k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
· r
(
L
(1)
k , l

(1)
k

)
· r
(
L
(2)
k , l

(2)
k

)
|l(1)k · l(2)k |γα2

k|l(1)k − l
(2)
k |2−γα2

k


1
2

×

×
n∏

k=1

(
|l(1)k l

(2)
k |

|l(1)k − l
(2)
k |

)γα2k
2
(

n∏
k=1

|l(1)k − l
(2)
k |
)
.

Далi слiдує, що

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·


n∏

k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
· r
(
L
(1)
k , l

(1)
k

)
· r
(
L
(2)
k , l

(2)
k

)
|l(1)k · l(2)k |γα2

k|l(1)k − l
(2)
k |2−γα2

k


1
2

×

×
n∏

k=1

 |ak|
|akak+1|

1
2αk

(
|l(1)k − l

(2)
k |
)( |l(1)k l

(2)
k |

|l(1)k − l
(2)
k |

)γα2k
2

 .
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Тодi легко бачити, що
n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

(
n∏

k=1

|l(1)k − l
(2)
k |
)

=

=
n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)
=

n∏
k=1

|ak|
(
| ak
ak+1

|
1

2αk + |ak+1

ak
|

1
2αk

)
=

= 2n
n∏

k=1

(
1

2

[
| ak
ak+1

|
1

2αk + |ak+1

ak
|

1
2αk

])
|ak| =

= 2n
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|. (3.7)

Аналогiчно маємо, що

n∏
k=1

(
|l(1)k l

(2)
k |

|l(1)k − l
(2)
k |

)γα2k
2

=
n∏

k=1

(
|ak|

1
αk |ak+1|

1
αk

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

)γα2k
2

=

=
n∏

k=1

(
|akak+1|

1
2αk

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

)γα2k
2 (

|akak+1|
1

2αk

)γα2k
2

=

= 2
−γ

2

n∑
k=1

αk
2 n∏
k=1

(
1

2

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

|akak+1|
1

2αk

)−γα2k
2 n∏

k=1

|ak|
γαk
4 |ak+1|

γαk
4 =

= 2
−γ

2

n∑
k=1

αk
2

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)]−γαk
2

2 n∏
k=1

|ak|
1
4γ(αk+αk−1).

Пiдсумовуючи наведенi вище спiввiдношення, ми отримуємо

Jn(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k·
(

n∏
k=1

αk

){
n∏

k=1

Y3(γα
2
k, 1, 1, L

(0)
k , L

(1)
k , L

(2)
k , 0, l

(1)
k , l

(2)
k )

} 1
2

×

(3.8)

×
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1−γα2k
2

n∏
k=1

|ak|1+
1
4γ(αk+αk−1).

Легко бачити, що для довiльного k = 1, n ми можемо вказати

конформний автоморфiзм ζ = Tk(z) площини комплексних чисел C



85

такий, що Tk(0) = 0 , Tk
(
l
(s)
k

)
= (−1)s · i , E

(q)
k := Tk

(
L
(q)
k

)
, k = 1, n ,

0 ∈ E
(0)
k , −i ∈ E

(1)
k , i ∈ E

(2)
k , s = 1, 2 , q = 0, 1, 2 .

Використовуючи вид функцiонала (3.5) маємо, що справедливi рiв-

ностi

Y3
(
γα2

k, 1, 1, L
(0)
k , L

(1)
k , L

(2)
k , 0, l

(1)
k , l

(2)
k

)
=

= Y3
(
γα2

k, 1, 1, E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k , 0,−i, i

)
,

де k = 1, n, i справедлива наступна рiвнiсть

Y3
(
γα2

k, 1, 1, E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k , 0,−i, i

)
=

=
rα

2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)
22−γα2

k

.

Отже, використовуючи попереднi рiвностi та формулу (3.8), прихо-

димо до спiввiдношення

Jn(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k ·
(

n∏
k=1

αk

)
· N (γ) (An)×

×


n∏

k=1

rα
2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)
22−γα2

k


1
2

.

Пiдсумовуючи всi попереднi оцiнки, отримаємо остаточну нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)] 1
2

N (γ)(An).

Так як N (γ)(An) = 1 , то ми маємо

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)] 1
2

, (3.9)

Таким чином, за допомогою роздiляючого перетворення та формул

(3.4) — (3.9), ми отримали оцiнку функцiонала Jn(γ) через n функцiо-

налiв, заданих на трiйках попарно неперетинних областей E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k

таких, що 0 ∈ E
(0)
k ,−i ∈ E

(1)
k , i ∈ E

(2)
k .
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Таким чином, iз теореми (1.5.1) роздiлу 1 маємо, що при кожному

k = 1, n виконуються спiввiдношення
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)
6

6
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
де D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4 − α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2
dw2

(0 ∈ D
(0)
k , −i ∈ D

(1)
k , i ∈ D

(2)
k ).

Крiм того,
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
=

= 2σ
2+6 · σσ2 · (2 − σ)−

1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2 = S(σ), σ ∈ [0, 2].

Тодi використовуючи всi попереднi мiркування, отримаємо остаточну

нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
= γ−n/2

[
n∏

k=1

P (αk
√
γ)

] 1
2

,

P (x) = 2x
2+6 · xx2+2 · (2 − x)−

1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2].

Вiдмiтимо, що права частина останньої нерiвностi мiстить величини,

якi залежать тiльки вiд кутових параметрiв задачi.

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√
γ,

xk = αk
√
γ, 0 < xk 6 2.
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Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{
x
(0)
k

}n

k=1
буде довiльна екстре-

мальна точка вище вказаної задачi. Аналогiчним методом, який введе-

ний в роботi [54], приходимо до висновку, що справедливе наступне твер-

дження: якщо 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k ̸= j , то F ′(x

(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ),

i якщо деяке x
(0)
j = 2, то для довiльного x

(0)
k < 2 , справедлива не-

рiвнiсть F ′(x
(0)
k ) 6 F ′(x

(0)
j ) = F ′(2) = 1, де k, j = 1, n , k ̸= j ,

F ′(x) = 2x ln 2x+ (2 − x) ln(2 − x) − (2 + x) ln(2 + x) + 2
x (див рис. 3.22).

Далi нам необхiдно показати, що виконується така умова

Рис. 3.22: Графiк функцiї F ′(x)

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 1 , y0 ≈ −0, 17 . Розглянемо наступнi

величини t : t1 = 1 , t2 = 0, 95 , t3 = 0, 9 , t4 = 0, 85 , · · · , t23 = −0, 15 ,

t24 = −0, 17 . Знайдемо коренi рiвняння F ′(x) = tk , k = 1, 24 . Оскiльки

∀tk ∈ [y0, 1) , то звiдси слiдує, що рiвняння має два коренi x1(t) ∈ (0, x0] ,

x2(t) ∈ (x0, 2] , x0 ≈ 1, 324683 . Всi обчислення представленi в таблицi

нижче.
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k tk x1(tk) x2(tk) 3x1(tk) + x2(tk+1) 4x1(tk) + x2(tk+1)

1 1,00 0,697331 2,000000

2 0,95 0,708144 1,992640 4,084633 4,781964

3 0,90 0,719344 1,983233 4,107666 4,815810

4 0,85 0,730957 1,972549 4,130581 4,849925

5 0,80 0,743014 1,960786 4,153657 4,884614

6 0,75 0,755550 1,948028 4,177071 4,920085

7 0,70 0,768602 1,934315 4,200964 4,956513

8 0,65 0,782217 1,919654 4,225462 4,994064

9 0,60 0,796446 1,904035 4,250687 5,032904

10 0,55 0,811347 1,887429 4,276766 5,073211

11 0,50 0,826991 1,869791 4,303831 5,115178

12 0,45 0,843462 1,851059 4,332032 5,159023

13 0,40 0,860858 1,831149 4,361534 5,204996

14 0,35 0,879304 1,809955 4,392531 5,253389

15 0,30 0,898950 1,787338 4,425249 5,304553

16 0,25 0,919989 1,763115 4,459964 5,358914

17 0,20 0,942675 1,737044 4,497012 5,417001

18 0,15 0,967348 1,708794 4,536819 5,479494

19 0,10 0,994487 1,677892 4,579935 5,547283

20 0,00 1,059462 1,604865 4,588325 5,582811

21 -0,05 1,100561 1,559491 4,737878 5,797340

22 -0,10 1,152868 1,502748 4,804430 5,904991

23 -0,15 1,234855 1,416172 4,874775 6,027642

24 -0,17 1,324683 1,324683 5,029248 6,264103

Iз таблицi слiдує, що на iнтервалi t ∈ (0, 95; 1) досягається мiнi-

мальне значення величин (n − 1)x1(t1) + x2(t2), n = 4, 5, яке вiдповiдно

дорiвнює 4, 0846 i 4, 7819.

Тодi для n = 4 маємо, що

4∑
k=1

xk > 3x1(t1) + x2(t2) = 4, 0846 = 2
√
γ4.

Звiдси маємо, що γ4 = 4, 1709.
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Аналогiчно, для n = 5 маємо, що

5∑
k=1

xk > 4x1(t1) + x2(t2) = 4, 7819 = 2
√
γ5.

Таким чином, γ5 = 5, 7116.

Використовуючи вище наведену таблицю, маємо, що вiдповiдний

мiнiмум величин

(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)

при n = 6, 7, 8 дорiвнює, вiдповiдно, γ6 = 7, 505 , γ7 = 9, 5369 , γ8 =

11, 8119 .

Iз таблицi отримуємо, що для функцiї F ′(x) справедлива нерiвнiсть

(x1 − 0, 69)n+(x2−x1) > 0 . Отже, nx1+(x2−x1) > 0, 69n. I, остаточно,

отримаємо

(n− 1)x1 + x2 > 0, 69n = 2
√
γn, γn = 0, 1215n2, n > 9.

Таким чином, з вище наведених нерiвностей випливає, що для

довiльного фiксованого γ ∈ (1, γn], де γn задано в умовах теореми,

виконується нерiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) > 2

√
γn, n > 4.

З iншого боку, необхiдною умовою є рiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) = 2

√
γn, n > 4.

З цього випливає, що всi точки
{
x
(0)
k

}n

k=1
належать промiжку

(0, x0].

Тобто ми маємо, що для екстремального набору
{
x
(0)
k

}n

k=1
виконує-

ться рiвнiсть x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n , k = 1, n для всiх γ ∈ (1, γn], та

n > 4.
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Отже, пiдсумовуючи все вище наведене маємо, що справедлива

нерiвнiсть

Jn(γ) 6 γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

.

З iншого боку,

γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

= rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D(0)

k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Вiдомо (див. [7]) , що

rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1 − γ
n2

)n+ γ
n

(
1 −

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Теорема 3.2.1 повнiстю доведена.
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Висновки

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи отримано розв’язок задачi

про екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними полюсами,

якi утворюють так званi n -променевi системи точок. Ця теорема iстотно

узагальнює результати попередникiв [31, 54, 87, 16].

Результати роздiлу опублiковано в статтi [88] та тезах конференцiй

[102].
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РОЗДIЛ 4

ЗАДАЧА ПРО НЕПЕРЕТИННI ОБЛАСТI З

ДОДАТКОВИМИ УМОВАМИ СИМЕТРIЇ

Даний роздiл присвячений дослiдженню екстремальної задачi про

максимум добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей,

частина з яких володiє симетрiєю вiдносно одиничного кола.

4.1. Постановка задачi та результати попередникiв

Застосовуючи загальну iдею П.М. Тамразова, запропоновану в робо-

тi [78], до задач про неперетиннi областi, вперше в роботi Г.П. Бахтiної [19]

були розглянутi задачi про екстремальне розбиття комплексної площини

для симетричних вiдносно коло взаємно неперетинних областей. Зокре-

ма, в цiй роботi була поставлена наступна екстремальна задача: знайти

максимум функцiонала

In =
n∏

k=1

R(Bk, ak)

при умовi, що B1, ..., Bn — однозв’язнi попарно неперетиннi симетричнi

вiдносно одиничного кола областi такi, що ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1,

k = 1, n . В роботi було одержано наступну оцiнку

I4 =
4∏

k=1

R(Bk, ak) 6 1,
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причому рiвнiсть досягається у випадку, коли областi Bk є круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2
dz2.

В 1984 р. Г.П. Бахтiна у роботi [20] розглянула задачу про максимум

функцiонала

In =
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak), (4.1)

де {Bk}nk=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних

областей таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, αk > 0, k = 0, n,

|ak| = 1, k = 1, n , областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола

i отримала деякi частковi результати даної задачi.

В роботi [34] 1988 р. розглянуто частковий випадок функцiонала

(4.1), а саме:

Jn = r(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

де B0, B1, ..., Bn — довiльнi багатозв’язнi взаємно неперетиннi областi, з

яких областi B1, ..., Bn володiють симетрiєю вiдносно одиничного кола,

|ak| = 1, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, r(Bk, ak) —

внутрiшнiй радiус областi Bk вiдносно точки ak. Таким чином, в цiй

роботi розглянуто випадок функцiонала (4.1), коли α0 = α1 = ... = αk =

1, але у бiльш загальнiй ситуацiї для випадку багатозв’язних областей.

Наступну задачу в роботi [35] сформулювано у якостi вiдкритої

проблеми у списку невирiшених задач (с. 68, № 9.3).

Проблема 2. Знайти максимум добутку

Jn =
n∏

k=0

r(Bk, ak),

при умовi, що B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) — попарно неперетиннi

багатозв’язнi областi в C , причому областi B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) —
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симетричнi вiдносно точок одиничного кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n ,

r(Bk, ak) — внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak (ak ∈ Bk) , k = 0, n

(див. рис. 4.23).

0a =0

B0

B1

B2

Bk

Bn

an

ak

a1

a2

Рис. 4.23: Проблема 2.

Природним узагальненням проблеми 2 є наступна екстремальна

задача.

Проблема 2 ′ . Знайти максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (4.2)

де 0 < γ 6 n, областi B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n > 2) — попарно неперетиннi

багатозв’язнi в C , причому областi B1 , B2 , ..., Bn , (n > 2) — симетричнi

вiдносно одиничного кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , r(Bk, ak) —

внутрiшнiй радiус областi Bk в точцi ak (ak ∈ Bk) , k = 0, n та описати

екстремалi цiєї задачi.

Проблема 2 ′ має розв’язок тiльки при 0 < γ 6 n , оскiльки як тiльки

γ = n + ε, ε > 0 iснує послiдовнiсть систем неперетинних областей

B
(p)
0 , ..., B

(p)
n , де p→ ∞ при якому Jn(γ) → ∞.
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Проблема 2 була розв’язана Л.В. Ковальовим у роботi [55] в 2000

роцi.

Вiдмiтимо, що у порiвняннi з проблемою 1, проблема 2 ′ є зовсiм

iншою задачею, незважаючи на те, що вираз функцiонала 4.2 в цих

проблемах однаковий. Вiдмiтимо, що пiсля роботи Л.В. Ковальова до 2017

року у проблемi 2 ′ при γ ̸= 1 не було отримано жодних результатiв.

Завдяки вдосконаленню метода дослiдження вдалося в 2017 р. у роботi

[15] розв’язати важливу задачу у випадку трьох неперетинних областей,

полюси яких мiстяться в точках −1, 0, 1 .

Теорема 4.1.1. [15]. Нехай γ ∈ (0, 2] . Для довiльного фiксованого

набору взаємно неперетинних областей B0 , B1 , B2 , таких, що 0 ∈
B0 ⊂ C, 1 ∈ B1 ⊂ C,−1 ∈ B2 ⊂ C , причому областi Bk, k ∈ 1, 2 ,

володiють симетрiєю вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

(2)1−γ ·
[

22γ+6 · (2γ)γ

(2 −
√

2γ)
1
2 (2−

√
2γ) · (2 +

√
2γ)

1
2 (2+

√
2γ)

] 1
2

.

Знак рiвностi досягається коли B0, B1, B2 є круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
4 + 2(4 − γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2.

В даному роздiлi дослiджено проблему 2 ′ при γ ̸= 1. А саме:

повнiстю розв’язано задачу для всiх γ ∈ (0, 1) та при n > 2 , при γ > 1

отримано точну оцiнку вказаного добутку, яка виконується, починаючи з

деякого номера n , що залежить вiд γ , крiм того отримано точну оцiнку

функцiонала (4.2) при деяких обмеженнях на кутовi параметри задачi.
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4.2. Формулювання основних результатiв роздiлу

Основними результатами даного роздiлу є наступнi теореми.

Теорема 4.2.1. [51] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, 1) . Тодi для

довiльної системи рiзних точок ak при умовi, що a0 = 0 , |ak| = 1 ,

a1 = 1 , k = 1, n i довiльного набору взаємно неперетинних областей

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk,

k = 1, n симетричнi вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 −
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (4.3)

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.4)

З теореми 4.2.1 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, 1) . Тодi для довiльної

системи рiзних точок ak при умовi, що a0 = 0 , |ak| = 1 , a1 = 1 , k = 1, n

i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
Знак рiвностi досягається коли ak = a

(0)
k i Bk = B

(0)
k , k =

0, n , i є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Наслiдок 2. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, 1) . Тодi для довiльної

системи рiзних точок ak при умовi, що a0 = 0 , |ak| = R , a1 = R , k = 1, n

i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

кола радiуса R , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 −
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

·Rn+γ.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , i є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, 1) . Тодi для довiльної

системи рiзних точок ak при умовi, що a0 = 0 , |ak| = R , a1 = R , k = 1, n

i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

кола радiуса R , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
·

Знак рiвностi досягається коли ak = a
(0)
k i Bk = B

(0)
k , k =

0, n , i є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Теорема 4.2.2. [25]. Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈
N, що для кожного n > n0(γ), для довiльної системи рiзних точок

An = {ak}nk=1 , |ak| = 1 i для довiльного набору попарно неперетинних

областей {Bk}nk=0 , 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n, причому областi
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{Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одиничного кола, виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
, (4.5)

де a
(0)
k та B

(0)
k , k = 0, n, — полюси i круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (4.6)

вiдповiдно, причому |a(0)k | = 1 для k = 1, n, a
(0)
0 = 0, a

(0)
k ∈ B

(0)
k ,

k = 0, n.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, якщо ak = a
(0)
k , Bk =

B
(0)
k , k = 0, n . З теореми 4.2.2 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 1. Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈ N, що

для кожного n > n0(γ), для довiльної системи точок An = {ak}nk=1 ,

|ak| = 1 i для довiльного набору попарно неперетинних областей {Bk}nk=0 ,

0 ∈ B0 , ak ∈ Bk , k = 1, n, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно

одиничного кола, виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

]√2γ

.

Знак рiвностi досягається коли ak та Bk , k = 0, n , — полюси i

круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

Наслiдок 2. Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈ N, що для

кожного n > n0(γ), для довiльної системи точок An = {ak}nk=1 , |ak| = R

i для довiльного набору попарно неперетинних областей {Bk}nk=0 , 0 ∈ B0 ,

ak ∈ Bk , k = 1, n, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно кола

радiуса R , виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

]√2γ

·Rn+γ.
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Знак рiвностi досягається коли ak та Bk , k = 0, n , — полюси i

круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 3. Для довiльного γ > 1 iснує таке n0(γ) ∈ N, що для

кожного n > n0(γ), для довiльної системи точок An = {ak}nk=1 , |ak| = R

i для довiльного набору попарно неперетинних областей {Bk}nk=0 , 0 ∈ B0 ,

ak ∈ Bk , k = 1, n, причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно кола

радiуса R , виконується нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Знак рiвностi досягається коли ak та Bk , k = 0, n , — полюси i

круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

В якостi застосування вище наведених теорем до теорiї однолистих

функцiй можна сформулювати наступне твердження.

Розглянемо клас T = {fk}nk=0 систем однолистих функцiй, якi вiд-

ображають одиничний круг U = {z : |z| < 1} на взаємно неперетиннi

областi {Bk}nk=0 (причому областi {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно одини-

чного кола) так, що

f0(0) = 0, |fk(0)| = 1.

Тодi з теореми (4.2.2) для класа T справедливе наступне твердження.

Наслiдок 4. Для довiльної системи функцiй {fk}nk=0 ∈ T справе-

длива нерiвнiсть

|f ′0(0)|γ
n∏

k=1

|f ′k(0)| 6 |f (0)0

′

(0)|γ
n∏

k=1

|f (0)k

′

(0)|.
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Знак рiвностi досягається для системи функцiй {fk}nk=0 ∈ T , такої,

що f
(0)
k (U) = B

(0)
k , f

(0)
k (0) = a

(0)
k , a

(0)
0 = 0, (B(0)

k , a
(0)
k — круговi областi

та полюси квадратичного диференцiала (4.6), вiдповiдно.)

Нехай y0 — корiнь рiвняння ln
(

x2

4−x2

)
− 4

x2 = 0, y0 ≈ 1, 76, x ∈
(0, 2].

Теорема 4.2.3. [17] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 .

Тодi для довiльної n−променевої системи точок An, що належить

одиничному колу i при умовi, що 0 < αk 6 y0/
√

2γ , k = 1, n i довiльного

набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈
Bk ⊂ C , k = 1, n, причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n∣∣1 − 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√

2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

. (4.7)

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.8)

З теореми 4.2.3 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 . Тодi для

довiльної n−променевої системи точок An, що належить одиничному

колу i при умовi, що 0 < αk 6 y0/
√

2γ , y0 ≈ 1, 76 , k = 1, n i

довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

одиничного кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Знак рiвностi досягається коли ak = a
(0)
k i Bk = B

(0)
k , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного
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диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 .

Тодi для довiльної n−променевої системи точок An, що належить колу

радiуса R i при умовi, що 0 < αk 6 y0/
√

2γ , y0 ≈ 1, 76 , k = 1, n i

довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

кола радiуса R , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n∣∣1 − 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√

2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

·Rn+γ.

Знак рiвностi досягається коли ak i Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно,

полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 .

Тодi для довiльної n−променевої системи точок An, що належить колу

радiуса R i при умовi, що 0 < αk 6 y0/
√

2γ , y0 ≈ 1, 76 , k = 1, n i

довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n симетричнi вiдносно

кола радiуса R , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Знак рiвностi досягається коли ak = a
(0)
k i Bk = B

(0)
k , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.
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4.3. Доведення теореми 4.2.1

При доведеннi теореми 4.2.1 будемо спиратися на метод роздiляючого

перетворення, який розроблений в роботах [34, 35], та iдеї робiт [7, 15, 54,

55, 56].

Згiдно з умовою теореми, точки ak, вiдносно яких пiдраховуються

внутрiшнi радiуси, розташованi на колi, тодi

{ak}nk=1 = exp(iθk), k = 1, n, 0 = θ1 < θ2 < θ3 < ... < θn < 2π.

Нехай αk = 1
π(θk+1 − θk),

n∑
k=1

αk = 2, αk > 0.

Позначимо α0 = max
k
αk , k = 1, n .

Розглянемо два можливих випадки: α0 > 2√
2γ

i α0 <
2√
2γ
.

Випадок 1. Нехай α0 > 2√
2γ

. Вiдмiтимо, що в цьому випадку нам

досить розглядати лише такi γ , якi задовольняють нерiвнiсть 1
2 6 γ 6 1 .

Покажемо, що при умовi α0 > 2√
2γ
, значення функцiонала

Jn(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

задовoльняє спiввiдношення (4.3). Справедлива наступна рiвнiсть:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) =
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

Вiдмiтимо, що в силу вiдомої нерiвностi М.O. Лаврентьєва [69],

справедлива нерiвнiсть

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2.

Тодi
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n 6

n∏
k=1

[
|ak|2

] γ
n = 1.

Пiдсумовуючи попереднi мiркування, маємо

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
[

n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.
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З iншого боку, оскiльки Bk, k = 1, n система попарно неперетинних

областей така, що ak ∈ Bk ⊂ C, то для такої системи областей

справедливе твердження роботи [7]
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk.

Тодi

Jn(γ) 6
[

n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6
[

2n
n∏

k=1

αk

]1− γ
n

.

Припустимо, що α0 = αk0, 1 6 k0 6 n.

Оскiльки
n∑

k=1

αk = 2, то iз вiдомої нерiвностi Кошi випливає наступне

спiввiдношення
n∏

k=1

αk = α0

n∏
k=1k ̸=k0

αk 6 α0

(
2 − α0

n− 1

)n−1

.

Тодi для функцiонала Jn(γ) маємо спiввiдношення

Jn(γ) 6
[

2nα0

(
2 − α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

=
[
2nα0(2 − α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

,

(4.9)

де α0 = max
k
αk , k = 1, n, α0 > 2

n .

Для подальшого дослiдження важливо обчислити значення величи-

ни J0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
, де a

(0)
k ∈ B

(0)
k , a

(0)
k i B(0)

k —

полюсами i круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Для цього зробимо роздiляюче перетворення системи кругових областей

B
(0)
k за допомогою функцiй ζ = {πk(w)}nk=1 =

(
e−

2πki
n w

)n
2

, де вибрана та-

ка вiтка цiєї багатозначної функцiї, яка реалiзує однолисте вiдображення

кута Pk на верхню пiвплощину.
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Нехай D1 , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

∩
P k), яка

мiстить точку πk(ak) = 1 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Позначимо через D2 , k = 1, n , таку область площини Cζ ,

яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1

∩
P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) = −1 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) .

Крiм того, позначимо через D0 таку область площини Cζ , отриману

в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k), яка

мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi.

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w)| ∼ |wk|
n
2 , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w) − πk(e
2πki
n )| ∼ n

2
· |w − e

2πki
n |, w → e

2πki
n , w ∈ Pk,

|πk(w) − πk(e
2π(k+1)i

n )| ∼ n

2
· |w − e

2π(k+1)i
n |, w → e

2π(k+1)i
n , w ∈ Pk.

Далi, використовуючи резутьтати робiт [34],[35] та симетрiю стру-

ктури траєкторiй квадратичного диференцiала i D
(0)
k = D0, D

(1)
k =

D1, D
(2)
k = D2, маємо, що справедливi рiвностi

r (B0, 0) =

[
1

4
r

4
n2 (D0, 0)

]n
2

,

r (Bk, ak) =

[
2

2

n
r (D1, 1) · 2

2

n
r (D2,−1)

] 1
2

, k = 1, n.

Отже, обчислюючи значення функцiонала J (0)
n (γ), отримаємо насту-

пнi рiвностi

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

=

[
1

4
r

4
n2

γ (D0, 0)

]n
2

[
n∏

k=1

16

n2
r (D1, 1) · r (D2,−1)

] 1
2

=
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=

[
4

n2

]n
2

[
n∏

k=1

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1)

] 1
2

. (4.10)

Нехай

Tk := {z : (−1)k+1Im z > 0}, k ∈ {1, 2},

G1 = T1 ∩ U1, G2 = C\U1 ∩ T1, G3 = T2 ∩ U1, G4 = C\U1 ∩ T2,

β(z) =
2z

1 + z2
.

З визначення функцiї β(z), слiдує, що

|β(z)| ∼ 2|z|, z → 0, z ∈ Tk,

|β(z) − 1| ∼ 1

2
|z − 1|2 , z → 1, z ∈ Tk,

|β(z) + 1| ∼ 1

2
|z + 1|2 , z → −1, z ∈ Tk.

Знову застосуємо роздiляюче перетворення до областей

D0, D1, D2. Результат роздiляючого перетворення областi D0

вiдносно функцiї β(z) та системи областей {Gk}4k=1 позначимо через

Ω
(k)
0 , k = 1, 4 ; позначимо результат роздiляючого перетворення областей

Dj , j ∈ {1, 2} , вiдносно функцiї β(z) та системи областей {Gk}4k=1

через областi Ω
(k)
1 ,Ω

(k)
2 , k = 1, 4 .

Використовуючи результати робiт [34],[35] та симетрiю областей

D0, D1, D2 , справедливi рiвностi

r (D0, 0) =

[
1

2
r
(

Ω
(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(

Ω
(3)
0 , 0

)] 1
2

,

r (D1, 1) =
[
2r
(

Ω
(1)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(2)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(3)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(4)
1 , 1

)] 1
8

,

r (D2,−1) =
[
2r
(

Ω
(1)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(2)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(3)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Звiдси маємо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) =

[(
1

2
r
(

Ω
(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(

Ω
(3)
0 , 0

)) 4γ

n2

] 1
2

×
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×
[
2r
(

Ω
(1)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(2)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(3)
1 , 1

)
2r
(

Ω
(4)
1 , 1

)] 1
8 ×

×
[
2r
(

Ω
(1)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(2)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(3)
2 ,−1

)
2r
(

Ω
(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Так як областi Ω1
j , симетричнi вiдносно одиничного кола областям

Ω2
j , а областi Ω3

j симетричнi Ω4
j , j ∈ {1, 2}, то одержимо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) =

[
1

2
r
(

Ω
(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(

Ω
(3)
0 , 0

)] 2γ

n2

×

×
[(

2r
(

Ω
(1)
1 , 1

))2 (
2r
(

Ω
(3)
1 , 1

))2] 1
8
[(

2r
(

Ω
(1)
2 ,−1

))2 (
2r
(

Ω
(3)
2 ,−1

))2] 1
8

.

В силу симетрiї областей Ω
(1)
j областям Ω

(3)
j , j ∈ {0, 1, 2}, маємо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) =

= 21−
4γ

n2

{[
r

8γ

n2

(
Ω

(1)
0 , 0

)
r
(

Ω
(1)
1 , 1

)
r
(

Ω
(1)
2 ,−1

)] 1
4

}
× (4.11)

×
{[
r

8γ

n2

(
Ω

(3)
0 , 0

)
r
(

Ω
(3)
1 , 1

)
r
(

Ω
(3)
2 ,−1

)] 1
4

}
,=

= 21−
4γ

n2

{[
r

8γ

n2 (Ω0, 0) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1)
] 1

2

}
де Ω0 , Ω1 , Ω2 — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −
(n2 − 8γ

n2 )z2 + 8γ
n2

z2(z2 − 1)2
dz2,

причому 0 ∈ Ω0, 1 ∈ Ω1, −1 ∈ Ω2 .

Оскiльки при всiх γ ∈ (0, n] , величина 8γ
n2 6 4, то з роботи [35]

отримаємо, що справедлива рiвнiсть

r
8γ

n2 (Ω0, 0) r (Ω1,−1) r (Ω2, 1) =

= 2
8γ

n2
+6 ·

(
2
√

2γ

n

) 8γ

n2

·
(

2 − 2
√

2γ

n

)− 1
2 (2−

2
√
2γ
n )2

·
(

2 +
2
√

2γ

n

)− 1
2 (2+

2
√
2γ
n )2

.

Виконуюючи необхiднi перетворення маємо, що

2
8γ

n2
+6 ·

(
2
√

2γ

n

) 8γ

n2

·
(

2 − 2
√

2γ

n

)−1
2 (2−

2
√
2γ
n )2

·
(

2 +
2
√

2γ

n

)−1
2 (2+

2
√
2γ
n )2

=
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= 2
8γ

n2
+6 ·

(
2
√

2γ

n

) 8γ

n2

· 2−
(2− 2

√
2γ
n )2

2 − (2+
2
√
2γ
n )2

2

(
1 −

√
2γ

n

)−1
2 (4−

8
n

√
2γ+ 8

n2
γ)

×

×
(

1 +

√
2γ

n

)− 1
2 (4+

8
n

√
2γ+ 8

n2
γ)

=

= 2
8γ

n2
+6 ·

(
2
√

2γ

n

) 8γ

n2

· 2−4− 8γ

n2

(
1 − 2γ

n2

)−2− 4γ

n2

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 4
n

√
2γ

.

Остаточно одержимо наступну рiвнiсть

r
8γ

n2 (Ω0, 0) r (Ω1,−1) r (Ω2, 1) =

= 22 ·
(

2
√

2γ

n

) 8γ

n2

·
(

1 − 2γ

n2

)−2− 4γ

n2

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 4
n

√
2γ

.

Пiдставимо одержану величину в (4.11), маємо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) =

= 22−
4γ

n2

(
2
√

2γ

n

) 4γ

n2

·
(

1 − 2γ

n2

)−1− 2γ

n2

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 2
n

√
2γ

.

Тепер залишилось пiдставити праву частину в (4.10).

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

=

[
4

n2

]n
2

22−
4γ

n2

(
2
√

2γ

n

) 4γ

n2

·
(

1 − 2γ

n2

)−1− 2γ

n2

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 2
n

√
2γ


n
2

=

=

[
4

n2

]n
2

2n−
2γ

n2

(
2
√

2γ

n

) 2γ
n

·
(

1 − 2γ

n2

)−n
2−

γ
n

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

]√2γ

=

=

[
2

n

]n
2n
(

2γ

n2

) γ
n

·
(

1 − 2γ

n2

)−n
2−

γ
n

[
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

]√2γ

.
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Отже, остаточно отримаємо

J0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 −
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

, (4.12)

де B
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n , a

(0)
0 = 0 , — круговi областi та полюси

квадратичного диференцiала (4.4), вiдповiдно.

Для величини J0
n(γ) справедливе твердження.

Лема 4.3.1. При кожному фiксованому n > 2 i γ ∈ [12 , 1] величина

J
(0)
n спадає.

Доведення леми 4.3.1.

Безпосереднi обчислення показують, що

[
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
1

n
ln

2γ

n2 − 2γ
+

√
2

2
√
γ

ln |
1 −

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

|.

Покажемо, що при 1
2 6 γ 6 1,

[
ln J0

n(γ)
]′
γ
< 0.

Нехай
√
2γ
n = x , тодi 2γ

n2 = x2, γ = 1
2n

2x2,
√
γ = 1√

2
nx та 1

n 6 x 6
√
2
n .

Використавши вiдомi формули

ln(1 − x) = −x− x2

2
− ...− xn

n
− ...

ln
1 − x

1 + x
= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

1

2k + 1
x2k + ...

)
отримаємо, що

[
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
1

n
ln 2γ − 1

n
ln(n2)(1 − 2γ

n2
) +

√
2

nx
ln

1 − x

1 + x
=

=
1

n
lnn2 +

1

n
lnx2 − 1

n
lnn2 − 1

n
ln(1 − x2) +

√
2

nx
ln

1 − x

1 + x
=
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=
2

n
lnx+

1

n

[ ∞∑
n=1

x2n

n

]
− 2

√
2

n

( ∞∑
k=0

x2k

2k + 1

)
=

=
2

n
lnx+

1

n

[
x2 +

x4

2
+ ...+

x2n

n
+ ...

]
−

−2
√

2

n

[
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

x2k

2k + 1
+ ...

]
=

= −2
√

2

n
+

2

n
lnx+

x2

n

(
1 − 2

√
2

3

)
+
x4

n

(
1

2
− 2

√
2

5

)
+ ...+

+
x2k

n

(
1

k
− 2

√
2

2k + 1

)
+ ... 6

6 −2
√

2

n
+

2

n
ln

√
2

n
+
x2

n

(
3 − 2

√
2

3

)
+
x4

n

(
5 − 4

√
2

10

)
+ ...+

+
x2k

n

(
2k2 + k − 2k

√
2

k(2k + 1)

)
+ ... 6

6 2

n

[
(−

√
2 + ln

√
2

n
) +

x2

1 − x2

]
6 2

n

[
(−

√
2 + ln

√
2

n
) +

1

2

]
6

6 −2

n
(1, 414213562 − ln

√
2

n
− 0, 5) < 0.

Таким чином, ми показали, що J0
n(γ) монотонно спадає по γ при

всiх n > 2 на промiжку 1
2 6 γ 6 1.

Лема 4.3.1 доведена.

Надалi позначатимемо

In(γ) =
Jn(γ)

J0
n(γ)

=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

.
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Iз формули (4.9) i (4.12), випливає наступна нерiвнiсть:

In(γ) 6

[
4n · 1√

2γ
(1 − 1√

2γ
)n−1(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n · ( 2γ

n2
)
γ
n

(1− 2γ

n2 )
n
2 +

γ
n
·
(

1−
√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√
2γ

6

6 1

4γ
·
(

1 +
1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

· nγ+1+ γ
n ·
(

1 − 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

× (4.13)

×
(

1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n

(
1 +

√
2γ
n

1 −
√
2γ
n

)√
2γ

·
(

1

2γ

) 1
2+

γ
2n

.

Оцiнимо даний вираз при n > 6 . Випадки, коли n = 2, 5 будуть

розглянутi пiзнiше. Так як при n > 6 виконується нерiвнiсть(
1 +

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

=

[(
1 +

1

n− 1

)n−1
]1− γ

n

< e.

Очевидно, що
(
1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n < 1 i

(
1
2γ

) 1
2+

γ
2n 6 1 . Вираз

(
1+

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

спадає по n при фiксованому γ . Тодi
(

1+
√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

6
(

1+
√
2γ
6

1−
√
2γ
6

)√
2γ

<

1.9728 . Таким чином, отримаємо нерiвнiсть

Jn(γ) < 5.3627 · 1

4γ
· nγ+1+ γ

n ·
(

1 − 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

. (4.14)

Оскiльки вираз 1
4γ · nγ+1+ γ

n ·
(

1 − 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n зростає по γ при

γ ∈ (0.5; 1] , то отримаємо таку оцiнку

1

4γ
· nγ+1+ γ

n ·
(

1 − 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

<
1

4
· n2+

1
n ·
(

1 − 1√
2

)n−2+ 1
n

.

Приймаючи до уваги спадання останнього виразу по n при n > 6 ,

маємо
1

4γ
· nγ+1+ γ

n ·
(

1 − 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

6 0.0728.
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Враховуючи останню нерiвнiсть та нерiвнiсть (4.14) отримаємо, що

при 1
2 < γ 6 1 i n > 6 , справедлива нерiвнiсть

In(γ) < 5.3627 · 0.0728 < 0.3924 < 1

при n > 6 та α0 > 2√
2γ
.

Тепер розглянемо вираз (4.13) при n = 5 . Тодi(
1 +

1

4

)4−γ+γ
5

< 2.0423.

Далi,
(
1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n < 1 та

(
1
2γ

) 1
2−

2γ
n

< 1 ,
(

1+
√
2γ
5

1−
√
2γ
5

)√
2γ

< 2.2761 . Тодi

1
4γ · 5γ+1+γ

5 ·
(

1 − 1√
2γ

)4−γ+γ
5

< 0.1695.

Iз написаного вище виходить, що функцiонал (4.13) обмежений

одиницею, тобто

I5(γ) < 2.0423 · 2.2761 · 0.1695 < 0.7880 < 1.

Нехай n = 4 . Аналогiчним чином отримаємо(
1 +

1

3

)3−γ+γ
4

< 1.9104.

Отже,
(
1 − γ

8

)2+γ
4 < 0.7405 та

(
1
2γ

) 1
2+

γ
2n

< 0.6484 ,
(

1+
√
2γ
4

1−
√
2γ
4

)√
2γ

< 2.8437 .

А вираз 1
4γ · 4γ+1+γ

4 ·
(

1 − 1√
2γ

)3−γ+γ
4

< 0.3571.

Отже, значення функцiонала обмежено величиною

I4(γ) < 1.9104 · 0.7405 · 2.8437 · 0.3571 · 0.6484 < 0.9315 < 1.

Нехай n = 3 . Тодi функцiонал спроститься до виду

I3(γ) =

(
3∏

k=0

r (Bk, ak)

)γ ( 3∏
k=1

r (Bk, ak)

)1−γ

.
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Використовуючи роботу Г.В. Кузьмiної [60] маємо, що для довiльних

чотирьох областей B0, B1, B2, B3 i точок 0, a1, a2, a3 таких, що 0 ∈
B0, a1 ∈ B1, a2 ∈ B2, a3 ∈ B3, справедлива нерiвнiсть

3∏
k=0

r (Bk, ak) 6 4−
8
3 · 32

( ∏
06k<l63

|ak − al|
) 2

3

.

Використовуючи попередню нерiвнiсть та теорему Г.М. Голузiна [27,

с. 165], будемо мати

I3(γ) 6
(

9

4
8
3

)γ ( 64

81
√

3

)1−γ

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)1−
1
3γ .

Оскiльки αk > 2√
2γ

, то

I3(γ) 6
(

9

4
8
3

)γ ( 64

81
√

3

)1−γ (
8 sin2 π

2

(
1 − 1√

2γ

)
sinπ

(
1 − 1√

2γ

))1−1
3γ

.

Так як права частина попередньої нерiвностi зростає по γ при
1
2 < γ 6 1 , то функцiонал буде обмежений при значеннi γ = 1

I3(γ) < 0.2595.

В цей же час J0
3 (γ) спадає при 1

2 < γ 6 1 , а значить при данних γ

маємо, що J0
3 (γ) > J0

3 (1) > 0.5350 .

Тодi, при n = 3 та α0 > 2√
2γ

, справедлива нерiвнiсть

I3(γ) < 1.

Аналогiчно попереднiм мiркуванням маємо, що

I2(γ) < 1.

Отже, при n > 2 та α0 > 2√
2γ

екстремальних конфiгурацiй немає.
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Випадок 2. Залишилось розглянути випадок, коли αk < 2√
2γ

,

k = 1, n . Для цього будемо використовувати метод роздiляючого пере-

творення, розроблений в роботах [7],[34],[35]. Аналогiчно до роботи [7],

зробимо роздiляюче перетворення для кожної з набору областi Bk за

допомогою вiдповiдної сiм’ї функцiй {πk(w)}nk=1 = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , яка

конформно вiдображає областi Bk на верхню пiвплощину вiдносно ку-

тiв {Pk}nk=1 .

Нехай G
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отрима-

ну в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

∩
P k),

яка мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдно-

сно уявної осi. Позначимо через G
(2)
k , k = 1, n , таку область площини

Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1

∩
P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним вiдобра-

женням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того,

позначимо через G
(0)
k таку область площини Cζ , отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k), яка мiстить точку

ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi.

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w) − πk(ak)| ∼
1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) − πk(ak+1)| ∼
1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використовуючи результати робiт [34, 35], маємо нерiвностi

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , 1

)
r
(
G

(2)
k ,−1

)] 1
2

. (4.15)
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Приймаючи до уваги Теорему 1 роботи [15], отримаємо функцiю

Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

1√
2γ

)[
n∏

k=1

28 · (αk

√
2γ)

α2
k·2γ+4

(2 − αk

√
2γ)−

(2−αk
√
2γ)2

2

] 1
4

×

×
[

n∏
k=1

(2 + αk

√
2γ)−

(2+αk
√
2γ)2

2

] 1
4

6
(

n∏
k=1

1√
2γ

)
·
[

n∏
k=1

Ψ(xk)

] 1
4

,

де

Ψ(x) = 28 ·xx2+4 · (2−x)−
1
2 (2−x)2 · (2 +x)−

1
2 (2+x)2, x = αk

√
2γ, x ∈ [0, 2].

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу
n∏

k=1

Ψ(xk) −→ max,
n∑

k=1

xk = 2
√

2γ,

xk = αk

√
2γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (Ψ(x)) i X(0) =
{
x
(0)
k

}n

k=1
— довiльна екстремальна

точка вище наведеної задачi. Повторюючи мiркування роботи [54], отри-

муємо твердження: якщо 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k ̸= j , то має мiсце спiввiд-

ношення

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ),

де k, j = 1, n , k ̸= j , F ′(x) = 2x lnx+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+ 4
x

(див. Рис. 4.24).

Переконаємось, що вiрне твердження: якщо функцiя Z(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

F (xk) досягає масимуму в точцi (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) при умовах 0 < x

(0)
k <

2 , k = 1, n ,
n∑

k=1

x
(0)
k = 2

√
2γ , тодi

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Нехай для простоти x
(0)
1 6 x

(0)
2 6 . . . 6 x

(0)
n . Функцiя

F ′′(x) = ln

(
x2

4 − x2

)
− 4

x2
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Рис. 4.24: Графiк функцiї F ′(x)

строго зростає на (0, 2) та iснує x0 ≈ 1, 768828 таке, що

signF ′′(x) ≡ sign(x− x0).

Нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 −0, 78 , y0 ≈ −1, 059 . Розглянемо

наступнi значення t : t1 = −0, 78 , t2 = −0, 80 , t3 = −0, 85 , t4 = −0, 90 ,

· · · , t11 = −1, 05 , t12 = −1, 059 . Знайдемо розв’язок рiвняння F ′(x) = tk ,

k = 1, 12 . Для ∀tk ∈ [y0,−0, 78) рiвняння має два коренi: x1(t) ∈ (0, x0]

та x2(t) ∈ (x0, 2] , x0 ≈ 1, 768828 . Безпосереднi обчислення поданi в

наступнiй таблицi.

k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk+1) 2x1(tk) + x2(tk+1)

1 -0,78 1,458417 1,998914

2 -0,80 1,470034 1,994779 3,453196 4,911613

3 -0,85 1,501193 1,980165 3,450199 4,920233

4 -0,90 1,536275 1,959964 3,461157 4,962350

5 -0,95 1,577242 1,932788 3,469063 5,005338

6 -1,00 1,628755 1,894239 3,471481 5,048723

7 -1,01 1,641325 1,884177 3,512932 5,141687

8 -1,02 1,655169 1,872815 3,514140 5,155465

9 -1,03 1,670801 1,859641 3,514810 5,169979

10 -1,04 1,689217 1,843656 3,514457 5,185258

11 -1,05 1,712998 1,822285 3,511502 5,200719

12 -1,059 1,768589 1,769066 3,482064 5,195062
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Враховуючи властивостi функцiї F ′(x) та умови теореми, а також

спраючись на метод, розроблений в [54], маємо, що для F ′(x) завжди

виконується спiввiдношення (x1 − 1, 45)n + (x2 − x1) > 0 для n > 2 .

Звiдси nx1 + (x2 − x1) > 1, 45n. Отже, якщо покласти 1, 45n = 2
√

2γn,

то завжди виконується нерiвнiсть

(n− 1)x1 + x2 > 2
√

2γn, n > 2.

А це означає, що при даних γ точки x2(t) ∈ (x0, 2] не iснує.

Таким чином, всi точки xk(t) ∈ (0, x0], а значить x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . =

x
(0)
n . Для всiх γ < 1 , n > 2 , всi попереднi мiркування виконуються.

Отже, максимум
∏n

k=1 Ψ(xk) досягається лише за умови рiвностi всiх

xk . Таким чином, справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

1√
2γ

)n [
Ψ

(
2

n

√
2γ

)]n
4

.

Використовуючи аналiтичне вираження для Ψ(x), отримаємо нерiв-

нiсть (4.3).

Теорема 4.2.1 повнiстю доведена.

4.4. Доведення теореми 4.2.2

Розглянемо випадок, коли кути мiж сусiднiми точками можуть бути

великi. Нехай α0 > 1√
2γ

, α0 = max
k
αk , k = 1, n .

Проведемо наступнi оцiнки для внутрiшнiх радiусiв.

Перетворимо лiву частину нерiвностi (4.5) таким чином

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) =
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

. (4.16)
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Перший множник оцiнюється за допомогою вiдомої теореми

М.О. Лаврентьєва [69], а саме завдяки нерiвностi

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2 = 1, k = 1, n.

Таким чином, справедлива нерiвнiсть
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n 6 1.

Другий множник виразу (4.16) оцiнимо, використовуючи теорему

В.М. Дубiнiна [7, 33]. Маємо оцiнку
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk.

Таким чином, використовуючи рiвнiсть (4.16) i вище наведенi мiрку-

вання, отримаємо оцiнку

Jn(γ) 6
[

2n
n∏

k=1

αk

]1− γ
n

.

Далi, з нерiвностi Кошi (про зв’язок мiж середнiм арифметичним та

середнiм геометричним) маємо, що справедливе спiввiдношення
n∏

k=1

αk 6 α0

(
2 − α0

n− 1

)n−1

.

Отже, остаточно маємо наступну нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
[
2nα0(2 − α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Ранiше було доведено (див. теорему 4.2.1), що

J0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n

·
(
2γ
n2

) γ
n(

1 − 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 −
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

,
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де B
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n , a

(0)
0 = 0 , — круговi областi та полюси

квадратичного диференцiала (4.6), вiдповiдно.

Введемо позначення. Нехай

In(γ) =
Jn(γ)

J0
n(γ)

=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

,

де B0, ..., Bn — довiльна система областей та точок ak, k = 1, n, якi

задовольняють умови теореми.

З усього вище наведеного слiдує, що виконується наступний ланцю-

жок нерiвностей:

In(γ) 6
[
2n · α0(2 − α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n · (2γn2

) γ
n ·
(
1 − 2γ

n2

)−n
2−

γ
n ·
(

1−
√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√
2γ

6

6

[
2 · 2n−1 · 1√

2γ
(2 − 1√

2γ
)n−1(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ·

(
4
n

)γ+1− γ
n ·
(
2γ
n2

) γ
n ·
(
1 − 2γ

n2

)−n
2−

γ
n ·
(

1−
√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√
2γ

6

6
(n

4

)γ+1
·
(

1 − 1

2
√

2γ

)n−1

·
(

1 − 1

2
√

2γ

)1− γ
n

·
(

2n

γ

) γ
n

·
(

1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n

×

×
(

1 +
√
2γ
n

1 −
√
2γ
n

)√
2γ

·
(

2√
2γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Таким чином, ми отримали оцiнку In(γ) через добуток функцiй ви-

ще наведеного вигляду. Подальше дослiдження буде пов’язане з вивче-

нням поведiнки цих функцiй. Для зручностi дослiджень, позначимо цi

функцiї наступним чином:

f1(γ, n) =

(
1 − 1

2
√

2γ

)1− γ
n

; f2(γ, n) =

(
2n

γ

) γ
n

;
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f3(γ, n) =

(
1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n

; f4(γ, n) =

(
1 +

√
2γ
n

1 −
√
2γ
n

)√
2γ

;

f5(γ, n) =

(
2√
2γ

)1− γ
n

; f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

;

f7(γ, n) =
(n

4

)γ+1
·
(

1 − 1

2
√

2γ

)n−1

.

Розглянемо функцiю f1(γ, n). Для всiх γ ∈ (1, n) очевидно, що

f1(γ, n) 6 1.

Для функцiї f2(γ, n) маємо наступне спiввiдношення

f2(γ, n) < ((2n)
1
n )γ.

Тодi оскiльки (2n)
1
n ↘ 1 при n → ∞, тодi для n > n2(γ) буде

виконуватись нерiвнiсть

(2n)
1
n < 3

1
γ .

Очевидно, що

f2(γ, n) < 3

для кожного фiксованого γ при n > n2(γ).

Розглянемо наступну функцiю

f3(γ, n) =

(
1 − 2γ

n2

)n
2+

γ
n

.

Iз вигляду функцiї f3(γ, n) очевидно, що при фiксованому γ i

n→ ∞ слудує, що

f3(γ, n) 6 1.

При дослiдженнi функцiї f4(γ, n) припустимо, що при кожному

фiксованому γ > 1 n > 3γ2. Отже,
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(
1 +

√
2γ
n

1 −
√
2γ
n

)√
2γ

6

1 +
√
2γ

3γ2

1 −
√
2γ

3γ2


√
2γ

=

1 +
√
2

3γ
3
2

1 −
√
2

3γ
3
2


√
2γ

<

<

(
1 +

√
2
3

1 −
√
2
3

)√
2γ

< 2, 79
√
2γ < 3

√
2γ.

Тепер дослiдимо поведiнку функцiї f5(γ, n), для якої маємо насту-

пне:

якщо 1 < γ < 2, то f5(γ, n) <
(
2
γ

)
< 2;

якщо γ = 2, то f5(γ, n) = 1;

якщо 2 < γ < n, то f5(γ, n) <
(
2
γ

) 1
2(1−

γ
n)
< 1.

Отже, остаточно маємо

f5(γ, n) =

(
2√
2γ

)1− γ
n

=

(√
2

γ

)1− γ
n

< 2.

Для функцiї f6(γ, n) виконуються наступнi спiввiдношення

f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

=

(
1 +

1

n− 1

)n−1

·
(

1 +
1

n− 1

)−γ n−1
n

=

=

(
1 + 1

n−1

)n−1

(
1 + 1

n−1

)γ n−1
n

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

→ e < 3.

Тепер розглянемо поведiнку функцiї f7(γ, n) при довiльному фiксо-

ваному γ > 1 та n→ ∞. Оскiльки

(
1 − 1

2
√

2γ

)
<

(
1 − 1

2
√

2

)
< 0, 65.

Таким чином,(
1 − 1

2
√

2γ

)n−1

< 0, 65n−1 → 0, n→ ∞.
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Iз курсу математичного аналiзу вiдомо, що при довiльному фiксова-

ному γ функцiя виду

(n
4

)γ+1
·
(

1 − 1

2
√

2γ

)n−1

<
(n

4

)γ+1
· 0, 65n−1 → 0, n→ ∞.

Отже, наш функцiонал In(γ) має наступну оцiнку

In(γ) 6 3 · 3
√
2γ · 2 · 3 ·

(n
4

)γ+1
· 0, 65n−1 → 0, n→ ∞.

Тодi iснує номер n0(γ) такий, що In(γ) < 1 при всiх номерах, якi

бiльшi за n0(γ).

А це означає, що при n > n0(γ) та α0 > 1√
2γ
, для довiльних систем

попарно неперетинних областей та довiльних наборiв рiзних точок ak ,

|ak| = 1 , k = 1, n , ak ∈ Bk , a0 = 0 ∈ B0 , виконується строга нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) < rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

яка доводить справедливiсть теореми для αk > 1√
2γ

, k = 1, n , тобто в

цьому випадку не iснує екстремальної конфiгурацiї.

Залишається розглянути випадок, коли кути мiж сусiднiми точками

обмеженi величиною αk <
1√
2γ

, k = 1, n . Для доведення теореми в цьому

випадку застосуємо метод роздiляючого перетворення, розроблений в

роботах [7, 34, 35]. Розглянемо систему функцiй ζ = {πk(w)}nk=1 =(
e−iθkw

) 1
αk . Сiм’я функцiй {πk(w)}nk=1 називається допустимою для

роздiляючого перетворення областей Bk , k = 0, n вiдносно кутiв

{Pk}nk=1 .

Нехай G
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

∩
P k), яка

мiстить точку πk(ak) = 1 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Позначимо через G
(2)
k , k = 1, n , таку область площини
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Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1

∩
P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) = −1 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) .

Крiм того, позначимо через G
(0)
k таку область площини Cζ , отриману

в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k), яка

мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi.

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w)| ∼ |ωk|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w) − πk(e
−iθk)| ∼ 1

αk
· |w − e−iθk|, w → e−iθk, w ∈ Pk,

|πk(w) − πk(e
−iθk+1)| ∼ 1

αk
· |w − e−iθk+1|, w → e−iθk+1, w ∈ Pk.

Далi, використовуючи результати робiт [34, 35], отримаємо нерiвностi

r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
G

(0)
k , 0

)] 1
2

,

r (Bk, ak) 6
[
αkr

(
G

(1)
k , 1

)
· αk−1r

(
G

(2)
k ,−1

)] 1
2

, k = 1, n.

Використовуючи результати робiт [34, 35], маємо нерiвностi

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , 1

)
r
(
G

(2)
k ,−1

)] 1
2

, (4.17)

де G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k — неперетиннi областi в C .

Тепер знову до областей G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k застосуємо роздiляюче

перетворення за допомогою функцiї π(w) = 2w
1+w2 , та, використовуючи

методи робiт [7], [15], [55], отримаємо наступну оцiнку для функцiонала
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Jn(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏

k=1

24(1−α2
kγ)
{
r2α

2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k , 1

)
r
(
D

(2)
k ,−1

)}] 1
4

,

де D
(0)
k , D(1)

k , D(2)
k круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4 − 2α2
kγ)w2 + 2α2

kγ

w2(w2 − 1)2
dw2.

Приймаючи до уваги Теорему 1 роботи [15] та метод, розроблений в

роботi [35], отримаємо функцiю

Jn(γ) 6
(

1√
2γ

)n
[

n∏
k=1

28 · (αk

√
2γ)

α2
k·2γ+4

(2 − αk

√
2γ)−

(2−αk
√
2γ)2

2

] 1
4

×

×
[

n∏
k=1

(2 + αk

√
2γ)−

(2+αk
√
2γ)2

2

] 1
4

6
(

1√
2γ

)n

·
[

n∏
k=1

Ψ(xk)

] 1
4

,

де

Ψ(x) = 28 ·xx2+4 · (2−x)−
1
2 (2−x)2 · (2 +x)−

1
2 (2+x)2, x = αk

√
2γ, x ∈ [0, 2].

Враховуючи логарифмiчну випуклiсть функцiї Ψ(x) на промiжку

x ∈ [0, 1], маємо нерiвнiсть

1

n

n∑
k=1

ln Ψ(xk) 6 ln Ψ

(∑n
k=1xk
n

)
,

з якої випливає, що

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

для всiх фiксованих γ > 1, n ∈ N, n > n(γ), яке i доводить теорему.

Теорема 4.2.2 повнiстю доведена.
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4.5. Доведення теореми 4.2.3

Аналогiчно тому, як ми робили при доведеннi теорем 4.2.1 i 4.2.2, роз-

глянемо систему функцiй πk(w) =
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n . Сiмейство фун-

кцiй {πk(w)}nk=1 називається допустимим для роздiляючого перетворення

областей Bk , k = 0, n вiдносно кутiв {Pk}nk=1 . Нехай Ω
(1)
k , k = 1, n , по-

значає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини πk(Bk

∩
P k) , яка мiстить точку πk(ak) = 1 , зi своїм

симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо через Ω
(2)
k ,

k = 1, n , таку область площини Cζ , яка отримана в результатi об’єд-

нання зв’язної компоненти множини πk(Bk+1

∩
P k) , яка мiстить точку

πk(ak+1) = −1 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi.

Вiдмiтимо, що Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того, позначимо

через Ω
(0)
k таку область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k), яка мiстить точку ζ = 0 , зi

своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо

πk(ak) := ω
(1)
k = 1, πk(ak+1) := ω

(2)
k = −1, k = 1, n, πn(an+1) := ω(2)

n .

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w) − 1| ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) + 1| ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використовуючи результати робiт [33, 34, 35] i формули (1.8) та (1.9),

наведенi в роздiлi 1, маємо нерiвностi

r (Bk, ak) 6

r
(

Ω
(1)
k , 1

)
· r
(

Ω
(2)
k ,−1

)
1
αk

· 1
αk−1


1
2

, k = 1, n, (4.18)
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r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

. (4.19)

Використовуючи нерiвностi (4.18) i (4.19), отримуємо спiввiдношення

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
n∏

k=1

[
r
(

Ω
(0)
k , 0

)]γα2k
2

n∏
k=1

[
αk−1 · αkr

(
Ω

(2)
k ,−1

)
r
(

Ω
(1)
k , 1

)] 1
2

=

=
n∏

k=1

αk

[
n∏

k=1

rγα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
r
(

Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2

.

Спираючись на теорему 1 роботи [15], маємо оцiнку

rγα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
r
(

Ω
(2)
k ,−1

)
6

6 r2γα
2
k

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k , 1

)
r
(
D

(2)
k ,−1

)
=

= 21−γα2
k

[
22γα

2
k+6 · (αk

√
2γ)2γα

2
k

(2 − αk

√
2γ)

1
2 (2−αk

√
2γ)2 · (2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
2

, (4.20)

де рiвнiсть досягається коли D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k є круговими областями

квадратичного диференцiала

G(w)dw2 = −(4 − 2α2
kγ)w2 + 2α2

kγ

w2(w2 − 1)2
dw2.

Таким чином, справедлива наступна нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
n∏

k=1

αk

 n∏
k=1

21−γα2
k

[
22γα

2
k+6 · (αk

√
2γ)2γα

2
k

(2 − αk

√
2γ)

1
2 (2−αk

√
2γ)2 · (2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
2


1
2

.
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Звiдси отримаємо, що

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
(

1√
2γ

)n n∏
k=1

(
αk

√
2γ
)

2
1−γα2k

2 ×

×
[

22γα
2
k+6(αk

√
2γ)2γα

2
k

(2 − αk

√
2γ)

1
2 (2−αk

√
2γ)2(2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
4

=

=

(
1√
2γ

)n n∏
k=1

[
28 (αk

√
2γ)2γα

2
k+4

(2 − αk

√
2γ)

1
2 (2−αk

√
2γ)2(2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
4

=

=

(
1√
2γ

)n n∏
k=1

[
28 x

x2
k+4

k

(2 − xk)
1
2 (2−xk)2(2 + xk)

1
2 (2+xk)2

] 1
4

,

де xk = αk

√
2γ , xk ∈ (0, y0] .

Розглянемо функцiю

Ψ(x) = 28 · xx2+4 · (2 − x)−
1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ (0, 2]

(див. Рис. 4.25).

Рис. 4.25: Графiк функцiї Ψ(x)

Нехай F (x) = ln (Ψ(x)) (див. рис. 4.26), тодi F ′(x) = 2x lnx + (2 −
x) ln(2 − x) − (2 + x) ln(2 + x) + 4

x (див. рис. 4.27).



127

Рис. 4.26: Графiк функцiї F (x)

Рис. 4.27: Графiк функцiї F ′(x)

Функцiя

F ′′(x) = ln

(
x2

4 − x2

)
− 4

x2

строго зростає на (0, 2) та iснує y0 ≈ 1, 76 таке, що

signF ′′(x) ≡ sign(x− y0).

Таким чином, функцiя Ψ(x) логарифмiчно випукла вгору на iнтер-

валi (0, y0] . Оскiльки xk ∈ (0, y0] , k = 1, n , тодi справедливе спiввiдно-

шення

1

n

n∑
k=1

ln Ψ (xk) 6 ln Ψ


n∑

k=1

xk

n

 .
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Це рiвносильно наступному

ln

(
n∏

k=1

Ψ (xk)

) 1
n

6 ln

(
Ψ

(
2

n

√
2γ

))
.

Звiдси маємо

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

1√
2γ

)n n∏
k=1

[Ψ(xk)]
1
4 6

6
(

1√
2γ

)n [
Ψ

(
2

n

√
2γ

)]n
4

.

Використовуючи конкретний вираз для Ψ (x) , отримаємо

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
(

1√
2γ

)n
 28 ( 2n
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( 2n
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2γ)

2
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n

√
2γ)

1
2 (2−

2
n

√
2γ)2(2 + 2

n

√
2γ)

1
2 (2+

2
n

√
2γ)2


n
4

=

=

(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n∣∣1 − 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√

2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

.

Теорема 4.2.3 доведена.
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Висновки

В четвертому роздiлi дисертацiйної роботи вивчається задача про ма-

ксимiзацiю добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних симетри-

чних областей вiдносно точок на одиничному колi i внутрiшнього радiуса

в деякiй додатнiй степенi γ областi вiдносно початку координат з вiль-

ними полюсами на колi. При γ ∈ (0, 1) ця задача повнiстю розв’язана.

При γ > 1 отримано точну оцiнку вказаного добутку, яка виконується,

починаючи з деякого номера n0(γ). При додаткових обмеженнях на па-

раметри цiєї задачi, отримано точнi оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв

областей при γ ∈ (0; 0, 38n2] .

Результати роздiлу опублiковано в тезах [104, 105] та статтях [51, 25,

17].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано новi результати у класичному на-

прямку геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної, який пов’яза-

ний iз задачами про екстремальне розбиття комплексної площини. Запро-

поновано пiдхiд, який базується на методах роздiляючого перетворення,

квадратичних диференцiалiв, «керуючих» функцiоналiв, що дозволило

узагальнити й посилити низку вiдомих результатiв щодо екстремальних

задач на класах неперетинних i частково перетинних областей.

У дисертацiї послаблено умови, що стосуються геометрiї розташу-

вання вiльних полюсiв квадратичних диференцiалiв, асоцiйованих iз екс-

тремальними задачами про неперетиннi областi.

У роботi проведено дослiдження стосовно двох задач, якi 1994 року

В. М. Дубiнiн окреслив як вiдкритi проблеми.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:

1. Отримано узагальнення вiдомих результатiв для задач про екс-

тремальне розбиття неперетинних i частково перетинних областей ком-

плексної площини з вiльними полюсами на колi.

2. Розв’язано задачу про екстремальне розбиття з вiльними полюса-

ми, якi утворюють n -променевi системи точок.

3. Знайдено точну оцiнку максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв n

взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно точок одиничного

кола i внутрiшнього радiуса в степенi γ ∈ (0, 1) областi вiдносно

початку координат. Для γ > 1 вказано максимум такого добутку, який

справджується, починаючи з деякого номера n , залежного вiд γ; а за

додаткових умов щодо розмiщення точок на колi отримано точнi оцiнки

при γ ∈ (1; 0, 38n2), n > 2.
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Одержанi результати i методика їх доведення можуть бути викори-

станi при вивченнi питань комплексного аналiзу, голоморфної динамiки,

в теорiї апроксимацiй i для оцiнок викривлення при конформному вiд-

ображеннi.
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– XI Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" (м. Одеса, 1 – 14 серпня

2016 року);

– V Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених з диференцiальних

рiвнянь та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського (м. Київ, 9 –

11 листопада 2016 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 22 – 25 лютого

2017 року);
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– Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Алгебраїчнi та геометричнi ме-

тоди аналiзу" (м. Одеса, 31 травня – 5 червня 2017 року);

– Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв присвячена 100-

рiччю з дня народження академiка Нацiональної Академiї Наук

України Ю. О. Митропольського (м. Київ, 7 – 10 червня 2017 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 27 лютого – 2 бе-

резня 2018 року);

– Науково-технiчнiй конференцiї молодих вчених та спецiалiстiв Iнсти-

туту проблем моделювання в енергетицi iм. Г. Є. Пухова НАН Укра-

їни (м. Київ, 16 травня 2018 року);

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї "(Hyper)Complex Analysis in Di-

fferential Equations, Geometry and Physical Applications" (Бендлево,

Польща, 22 липня – 29 липня 2018 року);

– семiнарах вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту

математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, профе-

сор С. А. Плакса);

– семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк).


