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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïîâ'ÿçàíà iç ñó÷àñíèìè àñïåê-
òàìè òåîði¨ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï.
Ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ (÷è âiäïîâiäíi ìîäóëi) ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿ-

ìè òà êëàñè÷íèìè êiëüöÿìè äîñëiäæóâàëèñü ïðîòÿãîì áàãàòüîõ äåñÿòèëiòü.
Âàæëèâi ðåçóëüòàòè çà öåé ÷àñ îòðèìàëè Ñ. Ä. Áåðìàí, Â. Ì. Áîíäàðåíêî,
Ï. Ì. Ãóäèâîê, Þ. À. Äðîçä, Ë. Î. Íàçàðîâà, À. Â. Ðîéòåð, Ø. Áðåííåð,
À. Äæîíñ, Æ. Ì. Ìàðàíäà, I. Ðàéíåð, À. Õåëëåð, Ä. Ã. Õiãìàí òà iíøi ìàòå-
ìàòèêè.
ßêùî ãîâîðèòè ïðî çîáðàæåííÿ ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëåì, òî òåîðiÿ çîá-

ðàæåíü ìà¹ 2 îñíîâíi íàïðÿìêè: êëàñè÷íèé, êîëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå
äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè (çîêðåìà, äîðiâíþ¹ íóëþ) i ìîäóëÿðíèé, êîëè õàðàêòå-
ðèñòèêà ïîëÿ äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó êîæíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó

ñóìó íåçâiäíèõ çîáðàæåíü, ÷èñëî ÿêèõ ñêií÷åííå (â iíøèõ òåðìiíàõ öå îçíà-
÷à¹, ùî ãðóïîâà àëãåáðà ¹ íàïiâïðîñòîþ).
Ó äðóãîìó âèïàäêó çàâæäè iñíóþòü íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ, ÿêi íå ¹ íåçâiä-

íèìè i äî òîãî æ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü, ÿê ïðàâèëî, íåñêií÷åííå ÷èñëî (ç
òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi); â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ãðóïà ìà¹ íåñêií-
÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï. Äî ãðóï ñêií÷åííîãî çîáðàæóâàëüíîãî òèïó íà-
ëåæàòü ëèøå ãðóïè ç öèêëi÷íîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ (p � õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ). Â ñâîþ ÷åðãó ãðóïà íåñêií÷åííîãî òèïó ìîæå áóòè ðó÷íîãî àáî äèêîãî
çîáðàæóâàëüíîãî òèïó. Ãðóïà ðó÷íîãî òèïó � öå òàêà ãðóïà, ùî (íàä àëãåá-
ðà¨÷íèì çàìèêàííÿì îñíîâíîãî ïîëÿ) â êîæíié ðîçìiðíîñòi âñi ¨¨, ç òî÷íiñòþ
äî åêâiâàëåíòíîñòi, íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ ñêëàäàþòüñÿ iç ñêií÷åííîãî ÷èñ-
ëà îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåéñòâ çîáðàæåíü i ñêií÷åííîãî ÷èñëà äèñêðåòíèõ
çîáðàæåíü (òîáòî, áåç ïàðàìåòðó). Ãðóïà äèêîãî òèïó � öå òàêà ãðóïà, ó
ÿêî¨ ¹ äâîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü. Â îáîõ âèïàäêàõ
ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ âiäïîâiäíi çîáðàæåííÿ
íååêâiâàëåíòíi (ñòðîãi îçíà÷åííÿ äëÿ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ â çàãàëüíîìó âèïàäêó,
ïðèâåäåíi Þ. À Äðîçäîì, çîêðåìà, â ïåðøié iç áàãàòüîõ éîãî äîáðå âiäîìèõ
ñòàòåé ïðî ðó÷íi òà äèêi çàäà÷i1). Çàóâàæèìî, ùî ôîðìàëüíî ãðóïè ñêií÷åí-
íîãî òèïó íàëåæàòü äî ðó÷íèõ ãðóï. Ãðóïè ðó÷íîãî òà äèêîãî çîáðàæóâàëü-
íîãî òèïiâ ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîñòî ðó÷íèìè òà äèêèìè.
Iç êëàñèôiêàöiéíèõ ðåçóëüòàòiâ Â. Ì. Áîíäàðåíêà (îïèñó ìîäóëÿðíèõ çîá-

ðàæåíü äiåäðàëüíèõ òà êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï2, 3) òà äîáðå âiäîìèõ òåîðåì
1Äðîçä Þ. À. Î ðó÷íûõ è äèêèõ ìàòðè÷íûõ çàäà÷àõ / Þ. À. Äðîçä // Ìàòðè÷íûå çàäà÷è. � Êèåâ:

Èí�ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ. � 1977. � Ñ. 104�114.
2Áîíäàðåíêî Â. Ì. Ïðåäñòàâëåíèÿ äèýäðàëüíûõ ãðóïï íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 / Â. Ì. Áîíäàðåíêî

// Ìàòåì. ñá. � 1975. � 96, � 1. � Ñ. 63�74.
3Áîíäàðåíêî Â. Ì. Ìîäóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êâàçèäèýäðàëüíûõ ãðóïï / Â. Ì. Áîíäàðåíêî // Ïÿòûé

Âñåñîþçíûé ñèìïîçèóì ïî òåîðèè ãðóïï. Òåçèñû ñîîáùåíèé. � Íîâîñèáèðñê. � 1976. � Ñ. 10�11.
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Þ. À. Äðîçäà ïðî ðó÷íi òà äèêi àëãåáðè1,4 ìà¹ìî íàñòóïíi òåîðåìè, îòðèìàíi
â 1977 ð.5.

Òåîðåìà 1. Íåöèêëi÷íà ñêií÷åííà p-ãðóïà G ¹ ðó÷íîþ íàä ïîëåì k õàðàê-
òåðèñòèêè p òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (G : G′) ≤ 4 (àáî, ìåíø ôîðìàëüíî,
p = 2 i G/G′ ∼= (2, 2)).

Òóò G′ ïîçíà÷à¹, ÿê çâè÷àéíî, êîìóòàíò ãðóïè G.

Òåîðåìà 2. Ñêií÷åííà ãðóïà G ¹ ðó÷íîþ íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè
p òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà ¨¨ àáåëåâà p-ïiäãðóïà ïîðÿäêó áiëüøîãî
4-õ � öèêëi÷íà.

Öi òåîðåìè äàëè äîäàòêîâèé ïîøòîâõ äëÿ âèâ÷åííÿ çîáðàæåíü ó ìîäóëÿð-
íîìó âèïàäêó, îñîáëèâî äëÿ íå p ãðóï.
Ó 2008 ðîöi Ä. Ô. Êàðëñîí, Å. Ì. Ôðiäëåíäåð i Þ. Ï¹âöîâà6, âèâ÷àþ÷è

ãðóïîâi ñõåìè, ââåëè (ó ìîäóëÿðíîìó âèïàäêó) ïîíÿòòÿ ìîäóëiâ ïîñòiéíî-
ãî æîðäàíîâîãî òèïó, à òàêîæ óñòàíîâèëè íèçêó âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé òà-
êèõ ìîäóëiâ. Öi¹þ òåìàòèêîþ çàéìàëèñÿ, çîêðåìà, äîáðå âiäîìi àëãåáðà¨ñòè
À. À. Ñóñëií i Ä. Áåíñîí. ßê çàçíà÷èâ Ä. Áåíñîí 7, îäíèì iç íàéâàæëèâi-
øèõ âèïàäêiâ i, çîêðåìà, ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, ¹ âèïàäîê åëåìåíòàðíèõ
àáåëåâèõ ãðóï (íàïðèêëàä, iñíó¹ ãëèáîêèé çâ'ÿçîê ç âåêòîðíèìè â'ÿçêàìè).
Íåõàé G = Gr = (g1, . . . , gr) ∼= (Z/p)r � åëåìåíòàðíà àáåëåâà p-ãðóïà i λ �

ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì k õàðàêòå-
ðèñòèêè p (g1, . . . , gr � êàíîíi÷íi òâiðíi). Òîäi ìàòðèöi λ(g1− 1), . . . , λ(gr− 1)
¹ íiëüïîòåíòíèìè, à çíà÷èòü íiëüïîòåíòíîþ ¹ áóäü-ÿêà ¨õ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ
a1λ(g1−1)+ · · ·+arλ(gr−1). Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ λ íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåí-
íÿì ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó, ÿêùî æîðäàíîâà êàíîíi÷íà ôîðìà âêàçàíî¨
ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êîåôiöi¹íòiâ a1, . . . , ar iç ïîëÿ k,
ñåðåä ÿêèõ ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüîâèé. ßêùî öÿ æîðäàíîâà êàíîíi÷íà ôîð-
ìà ìà¹ æîðäàíîâi áëîêè ðîçìiðó t1, . . . , ts, òîäi êàæóòü, ùî çîáðàæåííÿ λ ìà¹
æîðäàíîâèé òèï JT (λ) = [t1] . . . [ts].
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ÿêùî ãîâîðèòè íà ìîâi ìîäóëiâ) öå ïîíÿòòÿ ââî-

äèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì6.
Íåõàé G � äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà i k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîäóëi íàä êiëüöåì k[t]/(tp), äå k[t] � êiëüöå ïîëiíîìiâ âiä
çìiííî¨ t i (tp) � iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì tp. Êîæíèé ìîäóëü íàä öèì

4Äðîçä Þ. À. Ðó÷íûå è äèêèå ìàòðè÷íûå çàäà÷è / Þ. À. Äðîçä // Ïðåäñòàâëåíèÿ è êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû. � Êèåâ: Èí�ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ. � 1979. � Ñ. 39�74.

5Áîíäàðåíêî Â. Ì. Ïðåäñòàâëåí÷åñêèé òèï êîíå÷íûõ ãðóïï / Â. Ì. Áîíäàðåíêî, Þ. À. Äðîçä //
Çàïèñêè íàó÷. ñåìèíàðîâ Ëåíèíãð. îòä. Ìàòåì. èí-òà ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1977. � 71, � Ñ. 24�41.

6Carlson. J. F. Modules of constant Jordan type / J. F. Carlson, E. M. Friedlander, J. Pevtsova // J. Reine
Angew. Math. � 2008. � 614. � P. � 191-234.

7Benson D. J. A survey of modules of constant Jordan type and vector bundles on projective space / D. J.
Benson // Advances in representation theory of algebras. � EMS Ser. Congr. Rep. Eur. Math. Soc. � Zurich. �
2013. � P. 39-63.
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êiëüöåì çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ñòóïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi p â ñêií÷åííîâèìið-
íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ñòó-
ïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi p,), à çíà÷èòü äëÿ íüîãî âèçíà÷åíèé æîðäàíîâèé òèï
(äèâ. âèùå). Äëÿ ìîäóëÿ M íàä ãðóïîâîþ àëãåáðîþ kG i ãîìîìîðôiçìó (àë-
ãåáð) α : k[t]/(tp)→ kG ïîçíà÷èìî ÷åðåçMα âiäïîâiäíèé ìîäóëü íàä k[t]/(tp)
(òîáòî, Mα = M ÿê âåêòîðíi ïðîñòîðè i äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ k[t]/(tp), m ∈Mα,
ìà¹ìî λm = α(λ)m). Â öié ñèòóàöi¨ êàæóòü, ùî æîðäàíîâèé òèï ìîäóëÿ Mα

¹ æîðäàíîâèì òèïîì α íà M .
Äëÿ ãðóïè G ¨¨ π-òî÷êîþ íàçèâà¹òüñÿ ëiâèé ïëîñêèé ãîìîìîðôiçì (àëãåáð)

α : k[t]/(tp) → kG, ÿêèé ôàêòîðèçó¹òüñÿ ÷åðåç ãðóïîâó àëãåáðó kC ⊂ kG
äåÿêî¨ àáåëåâî¨ p-ïiäãðóïè C ⊂ G. Ìîäóëü M íàä kG íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì
ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó, ÿêùî æîðäàíîâèé òèï ìîäóëÿMα íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó π-òî÷êè.
Ó ðîáîòàõ ïî öié òåìàòèöi, îêðiì âèâ÷åííÿ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé, ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ìîäóëiâ (÷è çîáðàæåíü) ïîñòiéíîãî æîð-
äàíîâîãî òèïó ç ÷èñëàìè t1 . . . ts, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêi ïðèðîäíi, íàïåðåä
çàäàíi, óìîâè òà ïèòàííÿ ïðî ðîçïîäië æîðäàíîâèõ òèïiâ.
Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî îïèñ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäà-

íîâîãî òèïó äëÿ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ ãðóï, à òàêîæ, ïðè äåÿêîìó ïîñëàá-
ëåííi îçíà÷åííÿ, äëÿ äiåäðàëüíèõ ãðóï. Çàäà÷i òàêîãî òèïó (ÿê ìåòà, äî ÿêî¨
áàæàíî ïðÿìóâàòè) ¹ òðàäèöiéíèìè â áóäü-ÿêié òåîði¨ çîáðàæåíü.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òåìà-

òèêà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîâ'ÿçàíà ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òà-
ðàñà Øåâ÷åíêà � òåìà 11ÁÔ038-03 �Çàñòîñóâàííÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷íèõ ìå-
òîäiâ â òåîðiÿõ ãðóï, íàïiâãðóï, êiëåöü, çîáðàæåíü äî çàäà÷ ïðèêëàäíî¨ àë-
ãåáðè òà çàõèñòó iíôîðìàöi¨� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U005264).
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ îïèñ åëåìåíòàðíèõ

àáåëåâèõ ãðóï, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííèé, ðó÷íèé òà äèêèé òèïè âiäíîñíî çîáðà-
æåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó, îïèñ êàòåãîði¨ òàêèõ çîáðàæåíü ó âèïàäêó
ñêií÷åííîãî òèïó òà ïîáóäîâó îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåéñòâ ìàòðè÷íèõ çîáðà-
æåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ äiåäðàëüíèõ ãðóï.
Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ i êàòåãîði¨.
Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � çîáðàæóâàëüíèé òèï ñêií÷åííèõ ãðóï âiäíîñíî

çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó i íåðîçêëàäíi îá'¹êòè òà ìîðôiçìè
êàòåãîðié òàêèõ çîáðàæåíü.
Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî íîâi

òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè, îñíîâíèìè iç ÿêèõ ¹ òàêi:
• Îïèñàíà êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ ÷åòâåð-

íî¨ ãðóïè Êëåéíà òà âêàçàíî âëàñòèâîñòi ìíîæèí ìîðôiçìiâ.
• Äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi îá÷èñëåíî çàãàëüíå ÷èñëî íåðîç-
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êëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà íàä ñêií÷åííèì ïî-
ëåì, ÿêi ìàþòü ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï.
• Îòðèìàíî êðèòåðié ðó÷íîñòi äëÿ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ ãðóï âiäíîñíî

ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó.
• Îïèñàíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó ìàëèõ ðîç-

ìiðíîñòåé äëÿ äîâiëüíî¨ äèêî¨ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ 2-ãðóïè.
• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié iç ÿêèõ

äëÿ ñêií÷åííèõ äiåäðàëüíèõ 2-ãðóï iñíó¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ ïî-
ïàðíî íååêâiâàëåíòíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî (âiäïîâiäíî íå ïîñòiéíîãî) ðàí-
ãó.
• Äëÿ íåñêií÷åííî¨ äiåäðàëüíî¨ ãðóïè îïèñàíà ñòðîãî ïîâíà ìíîæèíà ñåðié

ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü âiäíîñíî âñiõ çîáðàæåíü ðîçìiðíîñòi n < 8, ÿêi ìàþòü
ïîñòiéíèé ðàíã. Âêàçàíî íàñëiäêè äëÿ çàãàëüíèõ ñåðié íåðîçêëàäíèõ çîáðà-
æåíü ñêií÷åííèõ äiåäðàëüíèõ 2-ãðóï.
• Óçàãàëüíåíî íèçêó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ íàä

ïîëåì äîâiëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-
íî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â íié ðåçóëüòàòè, à òàêîæ
ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âîíè îòðèìàíi, ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨
çîáðàæåíü i òåîði¨ ìàòðè÷íèõ çàäà÷.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îò-
ðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì ðîáîòàõ
îñòàííüîìó íàëåæàòü, ÿê ïðàâèëî, ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà çàãàëüíi iäå¨ ùîäî
ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ, à ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ òà ðÿä êîíêðåòíèõ iäåé íàëå-
æàòü çäîáóâà÷åâi.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
îïðèëþäíåíî íà:
� ×îòèðíàäöÿòié Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìè-

õàéëà Êðàâ÷óêà (ì. Êè¨â, 19-21 êâiòíÿ 2012 ð.);
� Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ñ. Ì.×åðíiêîâà (ì. Êè¨â, 20-26 ñåðïíÿ 2012 ð.);
� IX Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi (ì. Ëüâiâ, 8-13 ëèïíÿ

2013 ð.);
� Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ë. À. Êàëóæíiíà (ì. Êè¨â, 7-12 ëèïíÿ 2014 ð.);
� IX Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíié 70-

ði÷÷þ Þ. À. Äðîçäà (ì. Îäåñà, 20-27 ñåðïíÿ 2015 ð.).
� XI Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíié 75-

ði÷÷þ Â. Â. Êèðè÷åíêà (ì. Êè¨â, 3-7 ëèïíÿ 2017 ð.).
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Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â øåñòè íàóêîâèõ
ðîáîòàõ ([1]�[6]), ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç Ïåðåëiêó, çàòâåðäæå-
íîãî Ìiíiñòåðñòâîì îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè; îäíà ç íèõ ([2]) � ó âèäàííi, ùî
âiäîáðàæà¹òüñÿ â íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus. Øiñòü ðîáiò îïóáëiêîâàíî â
ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié ([7]�[12]).
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ iç

àíîòàöi¨, âñòóïó, ï'ÿòüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà
äîäàòêó. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 184 ñòîðiíêè. Îáñÿã îñíîâíîãî òåêñòó
äèñåðòàöi¨ � 153 ñòîðiíêè. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 11 ñòîðiíîê
(93 íàéìåíóâàííÿ).

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi íàâåäåíî çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó òà ìåòó ðîáîòè, îáãðóíòîâàíî
¨¨ àêòóàëüíiñòü i íàóêîâó íîâèçíó.
Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îñíîâíi ïî÷àòêîâi

âiäîìîñòi ç òåîði¨ êàòåãîðié, âiäîìîñòi ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè òà ñó÷àñíî¨ òåîði¨
ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü. Çîêðåìà, â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî îòðèìà-
íèé Â. Ì. Áîíäàðåíêîì2 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî êëàñèôiêàöiþ ç òî÷íiñòþ äî
ïîäiáíîñòi ïàð ñàìîàíóëüîâíèõ îïåðàòîðiâ A1 i A2 (A2

1 = A2
2 = 0), ùî äiþòü

ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì k.
Ó äðóãîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè

Êëåéíà G2,2 := Z/2Z × Z/2Z, òîáòî åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ 2-ãðóïà ç äâîìà
òâiðíèìè. Ïîçíà÷èìî öi òâiðíi ÷åðåç a i b; òîäi a2 = b2 = 1, ab = ba.
Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ λ : G2,2 → GLn(k) (ðîçìiðíîñòi n ≥ 1) ãðóïè G2,2

íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2 áóäåìî îòîòîæíþâàòè
ç ïàðîþ ìàòðèöü (A,B), äå A = λ(a), B = λ(b) i, îòæå, äîâiëüíå ìàòðè÷íå
çîáðàæåííÿ ãðóïè G2,2 çàäà¹òüñÿ ïàðîþ ìàòðèöü (A,B) çi ñïiââiäíîøåííÿìè
A2 = E, B2 = E, AB = BA, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Îñêiëüêè (A + E)2 = 0 i (B + E)2 = 0 (áî ïîëå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2), òî

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ k ïîâ'ÿçàíà iç çîáðàæåííÿì λ ìàòðèöÿ

λxy = (A,B)xy := x(A+ E) + y(B + E)

ó êâàäðàòi òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ λ = (A,B) íàçè-
âà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó, ÿêùî æîðäàíîâà òèï
ìàòðèöi (A,B)xy (äèâ. âñòóïíó ÷àñòèíó àâòîðåôåðàòó) íå çàëåæèòü âiä êî-
åôiöi¹íòiâ x, y, ÿêi îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ (öå íàñëiäîê îçíà÷åííÿ
çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ãðóïè6). Ó
öüîìó âèïàäêó âêàçàíèé æîðäàíîâèé òèï áóäåìî íàçèâàòè æîðäàíîâèì òè-
ïîì çîáðàæåííÿ λ i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç JT (λ) = JT (A,B).
Îäèíè÷íó ìàòðèöþ ïîðÿäêó s ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Es. ×åðåç 0 i 0̃ ïîçíà÷à¹ìî

âiäïîâiäíî íóëüîâèé ñòîâïåöü i íóëüîâèé ðÿäîê äîâiëüíî¨ ìàòðèöi.
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Òåîðåìà 2.1. Ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ãðóïè G2,2 (íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíó-
òèì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2) âèãëÿäó

a) a→ (1), b→ (1),

b) a→


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 , b→


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,

c) a→


Es Es 0

0 Es+1

 , b→


Es 0 Es

0 Es+1

 ,

d) a→


Es+1

Es

0̃

0 Es

 , b→


Es+1

0̃
Es

0 Es

 ,

äå s � íàòóðàëüíå ÷èñëî, óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó íåðîçêëàäíèõ ïîïàðíî
íååêâiâàëåíòíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó.

Íàñëiäîê 2.2. Â êîæíié ðîçìiðíîñòi n ãðóïà G2,2 ìà¹, ç òî÷íiñòþ äî
åêâiâàëåíòíîñòi, ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî jt(n) íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ïî-
ñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó. Ïðè öüîìó jt(n) = 1 äëÿ n = 1, jt(n) = 2 äëÿ
äîâiëüíîãî íåïàðíîãî n 6= 1, jt(n) = 1 äëÿ n = 4, jt(n) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî
ïàðíîãî n 6= 4.

Íàñëiäîê 2.3. Æîðäàíîâèé òèï JT (A,B) = [t1] . . . [tm] íåðîçêëàäíîãî
çîáðàæåííÿ ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó ãðóïè G2,2 ìîæå ïðèéìàòè ëè-
øå çíà÷åííÿ [1], [2]2 i [1][2]s, äå s � íàòóðàëüíå ÷èñëî

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàêîæ äåÿêèé àíàëîã öi¹¨ çàäà÷i äëÿ ïîëÿ
äîâiëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ åëåìåíòàðíèõ àáå-

ëåâèõ p-ãðóï íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p.
Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ïðèâîäèòüñÿ çàãàëüíå îçíà÷åííÿ äëÿ åëåìåíòàðíèõ àáå-

ëåâèõ ãðóï (äèâ. âñòóïíó ÷àñòèíó äèñåðòàöi¨). Ó ïiäðîçäiëàõ 3.2 i 3.3 ïðè-
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âåäåíî îçíà÷åííÿ ãðóï ðó÷íîãî òà äèêîãî çîáðàæóâàëüíîãî òèïiâ, ÿêi ÷àñòî
íàçèâàþòü ïðîñòî ðó÷íèìè i äèêèìè ãðóïàìè. Çãiäíî ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ
Þ. À. Äðîçäîì1,4, áóäü-ÿêà ãðóïà ¹ àáî ðó÷íîþ, àáî äèêîþ (ïðè÷îìó îäíî-
÷àñíî áóòè ðó÷íîþ i äèêîþ íå ìîæå).
Ïðèâåäåíî îçíà÷åííÿ äèêèõ ãðóï íà ìàòðè÷íié ìîâi, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ïðè äîâåäåííi òâåðäæåíü. ×åðåç k〈x, y〉 ïîçíà÷à¹ìî êiëüöå íåêîìóòàòèâíèõ
ïîëiíîìiâ âiä çìiííèõ x, y).
ßêùî A � ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì k〈x, y〉, à (B,C) � ïàðà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü

îäíàêîâîãî ðîçìiðó íàä k (ÿêà îäíîçíà÷íî çàäà¹ ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ êiëüöÿ
k〈x, y〉), òî A⊗(B,C) ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ íàä k, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ iç ìàòðèöi A
çàìiíîþ x íà ìàòðèöþ B, y íà ìàòðèöþ C à ñêàëÿðíèõ åëåìåíòiâ aij íà aijE,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ òàêîãî æ ðîçìiðó, ÿê i ìàòðèöi B i C. Òåíçîðíèì
äîáóòêîì T ⊗ (B,C) ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ T ãðóïè G íàä k〈x, y〉 i ïàðè
êâàäðàòíèõ ìàòðèöü (B,C) íàä k íàçèâà¹òüñÿ òàêå çîáðàæåííÿ S ãðóïè G
íàä k, ùî S(g) = T (g) ⊗ (B,C) äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G. ßê âæå ãîâîðèëîñÿ,
ïàðà ìàòðèöü (B,C) çàäà¹ äåÿêå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ êiëüöÿ k〈x, y〉. ßêùî
éîãî ïîçíà÷èòè ÷åðåç ϕ(B,C), òî ïðèðîäíî T⊗(B,C) çàïèñóâàòè ÿê T⊗ϕ(B,C).
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ γ ãðóïè G íàä àëãåáðîþ Σ =

k〈x, y〉 ¹ äîñêîíàëèì ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ϕ i ϕ′ àëãåáðè
Σ íàä k, çîáðàæåííÿ γ ⊗ ϕ i γ ⊗ ϕ′ ãðóïè G íàä k çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi
óìîâè:

1) ÿêùî γ ⊗ ϕ i γ ⊗ ϕ′ åêâiâàëåíòíi, òî ϕ i ϕ′ åêâiâàëåíòíi;
2) γ ⊗ ϕ íåðîçêëàäíå, ÿêùî íåðîçêëàäíèì ¹ ϕ
Çàóâàæèìî, ùî îáèäâi óìîâè â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó ¹ î÷åâèäíèìè.
Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ äèêîþ íàä ïîëåì k, ÿêùî âîíà ìà¹ äîñêîíàëå çîáðà-

æåííÿ íàä àëãåáðîþ Σ. Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ êàæóòü, ùî ãðóïà ìà¹ äèêèé
çîáðàæóâàëüíèé òèï.
Çàóâàæèìî, ùî iíêîëè äîñêîíàëå çîáðàæåííÿ çðó÷íî áðàòè (äëÿ ñïðîùåí-

íÿ éîãî âèãëÿäó) íàä àëãåáðîþ Σ̂ = k〈x, y, x−1, y−1〉, à íå Σ = k〈x, y〉. Ìàò-
ðè÷íi çîáðàæåííÿ àëãåáðè Σ̂ çàäàþòüñÿ íå âñiìà ïàðàìè êâàäðàòíèõ ìàòðèöü
îäíàêîâîãî ðîçìiðó, à ëèøå îáîðîòíèìè.
ßêùî ðîçãëÿäàòè ìîäóëÿðíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ãðóïè, íàä

ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè p > 0, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ãðóïà G ¹ cJ-äèêîþ,
àáî ìà¹ cJ-äèêèé çîáðàæóâàëüíèé òèï, ÿêùî âîíà ìà¹ äîñêîíàëå çîáðàæåííÿ
γ íàä àëãåáðîþ Σ = k〈x, y〉 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà:
3) çîáðàæåííÿ γ ⊗ ϕ (ãðóïè G íàä k) ìà¹ ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï äëÿ

äîâiëüíîãî çîáðàæåííÿ ϕ àëãåáðè Σ íàä k.
Äîñêîíàëå çîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öié óìîâi, íàçèâà¹òüñÿ cJ-äîñêî-

íàëèì . Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ åëåìåíòàðíî¨
àáåëåâî¨ ãðóïè G = Gn = Z/2 × · · · × Z/2, n > 2 ðàçiâ, íàä ïîëåì õàðàêòå-
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ðèñòèêè 2 (âèïàäîê n = 2 ðîçãëÿíóòî â ðîçäiëi 2). Ïðèðîäíi òâiðíi åëåìåíòè
ãðóïè G ïîçíà÷èìî ÷åðåç g1, g2, . . . , gn. Çà òåîðåìîþ 1 iç âñòóïó (äèñåðòàöi¨)
ãðóïà G â öüîìó âèïàäêó ¹ äèêîþ. Íàéïðîñòiøå äîñêîíàëå çîáðàæåííÿ ìà¹
âèãëÿä

g1 →
(

1 x
0 1

)
, g2 →

(
1 y
0 1

)
, g3 →

(
1 0
0 1

)
, · · · , gn →

(
1 0
0 1

)
.

Àëå, î÷åâèäíî, öå çîáðàæåííÿ íå ¹ cJ-äîñêîíàëèì. Öåé ôàêò íå âèãëÿäà¹ äèâ-
íèì, áî íå êîæíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì k ìà¹ ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé
òèï.
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ γ ãðóïè G íàä àëãåáðîþ Σ̂ =

k〈x, y, x−1, y−1〉:

γ(gi − 1) =

(
0 γi
0 0

)
,

1 ≤ i ≤ n, ç íóëüîâèìè äiàãîíàëüíèìè áëîêàìè ðîçìiðiâ 2×2 òà (n+1)×(n+1),
i

γi =
(

0i E 0′i
)
äëÿ i 6= n, γn =

(
0n 0′n S

)
, äå S =

(
x 1
0 y

)
;

òóò E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó 2× 2 i 0i, 0n (âiäïîâiäíî 0′i, 0′n) � íóëüîâi
ìàòðèöi ðîçìiðó 2× (i− 1) (âiäïîâiäíî 2× (n− i)).
Äîâåäåíî, ùî γ ¹ cJ-äîñêîíàëèì çîáðàæåííÿì.
Îòæå, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.6. Ãðóïà G = Z/2× · · · × Z/2 (n > 2 ðàçiâ) ¹ cJ-äèêîþ.

Íàñëiäîê 3.7. Ãðóïà G = Z/p × · · · × Z/p (n > 2 ðàçiâ) ¹ cJ-äèêîþ äëÿ
äîâiëüíîãî p > 2.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 îïèñàíî òàêîæ (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) âñi íåðîç-
êëàäíi çîáðàæåííÿ ðîçìiðíîñòi m < 4 äîâiëüíî¨ ãðóïè Gn, n > 1, íàä ïîëåì
k õàðàêòåðèñòèêè 2, ùî ìàþòü ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï.
Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ïîñòiéíîãî æîðäàíî-

âîãî òèïó íåöèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó p2, p > 2. Âèïàäîê p = 2 ðîçãëÿíóòî â
ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê p 6= 2.

Òâåðäæåííÿ 3.8. Ãðóïà G = Z/p×Z/p ¹ cJ-äèêîþ äëÿ äîâiëüíîãî p > 2.

Âêàæåìî ñõåìó äîâåäåííÿ.
Ïîçíà÷èìî ïðèðîäíi òâiðíi ãðóïè G ÷åðåç g1, g2, i ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå

ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ γ ãðóïè G íàä Σ = k〈x, y〉:

γ(g1) = E10 +

(
γ11(1) γ12(1)

0 0

)
, γ(g2) = E10 +

(
γ11(2) γ12(2)

0 0

)
,
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äå

γ11(1) =


0 1 x y 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , γ12(1) =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 ,

γ11(2) =


0 0 1 x y
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , γ12(2) =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


i E10 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó 10× 10.
Äîâåäåíî, ùî öå çîáðàæåííÿ ¹ cJ-äîñêîíàëèì.
Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ñôîðìóëüîâàíèé i äîâåäåíèé îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 3.

ßê i ðàíiøå, ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0.
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñêií÷åííà ãðóïà G ìà¹ cJ-ñêií÷åííèé çîáðàæóâàëü-

íèé òèï íàä ïîëåì k, ÿêùî âîíà ìà¹, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, ëèøå
ñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî çîáðàæóâàëüíîãî òèïó, i
cJ-íåñêií÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï â iíøîìó ðàçi. Â îñòàííüîìó âèïàäêó
ãðóïó íàçèâàòèìåìî cJ-äèñêðåòíîþ àáî ïðîñòî äèñêðåòíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹
ñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü (ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó) â
êîæíié ðîçìiðíîñòi.

Òåîðåìà 3.9. Åëåìåíòàðíà àáåëåâà p-ãðóïà G = (Z/p)r ìà¹
cJ-ñêií÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï, ÿêùî r = 1 (äëÿ äîâiëüíîãî p),

cJ-ðó÷íèé çîáðàæóâàëüíèé òèï, ÿêùî r = p = 2,

cJ-äèêèé çîáðàæóâàëüíèé òèï â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ïðè öüîìó â ðó÷íîìó âèïàäêó âîíà ¹ äèñêðåòíîþ.

Îòæå, ¹äèíîþ åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ cJ-íåñêií÷åííîãî, íå cJ-äè-
êîãî çîáðàæóâàëüíîãî òèïó, ¹ ÷åòâåðíà ãðóïà Êëåéíà. �¨ ìàòðè÷íi çîáðàæåí-
íÿ äåòàëüíî âèâ÷àþòüñÿ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ç êàòåãîðíî¨ òà êîìáiíàòîðíî¨
òî÷îê çîðó.
Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ êàòåãîðiÿ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ïî-

ñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà.
Çà çàãàëüíèì îçíà÷åííÿì (äëÿ çîáðàæåíü äîâiëüíî¨ ãðóïè íàä äîâiëüíèì

ïîëåì) ìíîæèíà ìîðôiçìiâ Hom(S, S ′) ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü

S : a→ A, b→ B, S ′ : a→ A′, b→ B′
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ãðóïè G2,2 íàä ïîëåì k ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìàòðèöü X òàêèõ, ùî AX = XA′

i BX = XB′. Ìíîæèíà ìîðôiçìiâ ¹, î÷åâèäíî, âåêòîðíèì ïðîñòîðîì. Äëÿ
çàäàííÿ êàòåãîði¨ çîáðàæåíü äîñòàòíüî â êîæíîìó êëàñi åêâiâàëåíòíèõ íåðîç-
êëàäíèõ çîáðàæåíü âêàçàòè ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó i îá÷èñëèòè äëÿ íèõ âñi
ìíîæèíè ìîðôiçìiâ.
Îòðèìàíî îïèñ êàòåãîði¨ çîáðàæåíü ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà ïîñòiéíîãî

æîðäàíîâîãî òèïó. Ïðè öüîìó â ÿêîñòi ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi
áåðóòüñÿ âêàçàíi â òåîðåìi 2.1 íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ. Ïðè öüîìó çîáðàæåí-
íÿ, âêàçàíi â ïóíêòàõ a), b), c), d), ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ÷åðåç T1, T2, T s3 ,
T s4 .
Íàñòóïíà òàáëèöÿ îïèñó¹ ðîçìiðíîñòi ìíîæèí ìîðôiçìiâ (äå íà ïåðåòèíi

ðÿäêà ç íîìåðîì X i ñòîâïöÿ ç íîìåðîì Y ñòî¨òü ÷èñëî dimk(X, Y )):

T1 T2 T t3 T t4
T1 1 1 t+ 1 t
T2 1 4 2t+ 1 2t+ 1
T s3 s 2s+ 1 (s+ 1)t+ 1 ïðè s ≤ t st+ s+ t

s(t+ 1) ïðè s > t
T s4 s+ 1 2s+ 1 (s+ 1)t (s+ 1)t ïðè s < t

s(t+ 1) + 1 ïðè s ≥ t

Äîâåäåíî òàêîæ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ (íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî âiäîìî¨ òåîðå-
ìè àëãåáðà åíäîìîðôiçìiâ íåðîçêëàäíîãî (ñêií÷åííîâèìiðíîãî) çîáðàæåííÿ
äîâiëüíî¨ àëãåáðè ¹ ëîêàëüíèì).

Òâåðäæåííÿ 4.18. Íåõàé T � äîâiëüíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ ïîñ-
òiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà. Òîäi éîãî àëãåáðà åí-
äîìîðôiçìiâ êîìóòàòèâíà i ¨¨ ðàäèêàë äîðiâíþ¹ â êóái íóëþ. Áiëüø òî÷íî,
ñòóïiíü íiëüïîòåíòíîñòi nT ðàäèêàëà àëãåáðè EndT äîðiâíþ¹:

nT =


1 ïðè dimkT = 1,
2 ïðè dimkT = 3,
3 ïðè dimkT = 4,
2 ïðè dimkT > 4.

Äàëi, ïîðÿäîêmM ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè òâiðíèõ àëãåáðè EndM äîðiâíþ¹:

mM =


1 ïðè dimkT = 1,
3 ïðè dimkT = 3, 4
s2 + s+ 1 ïðè dimkT = 2s+ 1 > 4.



11

Íàãàäà¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ T íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âiäïîâiäíèé
éîìó ìîäóëü ¹ ðåãóëÿðíèì, òîáòî içîìîðôíèé ãðóïîâié àëãåáði ÷åòâåðíî¨
ãðóïè Êëåéíà (ÿê ìîäóëþ íàä ñîáîþ).
Iç îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.19. Íåõàé T � äîâiëüíå íåðîçêëàäíå íåðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ
ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà ðîçìiðíîñòi d 6= 1
(ó öüîìó âèïàäêó d íåïàðíå). Òîäi EndT � êîìóòàòèâíà àëãåáðà, ðàäèêàë
ÿêî¨ â êâàäðàòi äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîðÿäîê ¨¨ ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè òâiðíèõ
äîðiâíþ¹ d2+3

4 .

Â çàêëþ÷íié ÷àñòèíi ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ çîáðàæåííÿ ÷åò-
âåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà íàä ñêií÷åííèìè ïîëåì.

Òåîðåìà 4.21. Íåõàé ïîëå K (õàðàêòåðèñòèêè 2) ìà¹ ïîðÿäîê q = 2n. Òî-
äi ÷èñëî NK(m) âñiõ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó
÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà â ðîçìiðíîñòi m äîðiâíþ¹:

NK(m) =


1, ÿêùî m = 1;
q3(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1), ÿêùî m = 2;

2qs
2

(q2s+1 − 1)(q2s − 1) · · · (q2 − 1), ÿêùî m = 2s+ 1 6= 1;
0, ÿêùî m = 2s 6= 2.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ñêií÷åííèõ äiåä-
ðàëüíèõ 2-ãðóï

G2m = 〈a, b | a2 = 1, b2 = 1, (ab)2
m−1

= 1〉 (m ≥ 2).

íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïîðÿäîê ãðóïè G2m

äîðiâíþ¹ 2m. Âèïàäîê m = 2 âèêëþ÷à¹òüñÿ iç ðîçãëÿäó, áî G4 � ÷åòâåðíà
ãðóïà Êëåéíà, ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ÿêî¨ âèâ÷àëèñÿ â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.
Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ T ãðóïèG2m ðîçìiðíîñòi n çàäà¹òüñÿ ïàðîþ ìàòðèöü

A,B ðîçìiðó n× n òàêèõ, ùî A2 = Em, B2 = Em, (AB)2
m−1

= Em.
Ïî àíàëîãi¨ ç ÷åòâåðíîþ ãðóïîþ Êëåéíà, ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ T ãðóïèG2m

íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì ïîñòiéíîãî ðàíãó âiäíîñíî a, b, ÿêùî ðàíã ìàòðèöi
α(E + Ta) + β(E + Tb), äå α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0), íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
α i β (E ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íó ìàòðèöþ). Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä ãðóïè
Êëåéíà ïîñòiéíiñòü ðàíãó íå çàáåçïå÷ó¹ ïîñòiéíiñòü æîðäàíîâî¨ ôîðìè.
Iíêîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ i íåñêií÷åííå äiåäðàëüíà ãðóïà G∞ = 〈a, b | a2 =

1, b2 = 1〉. Âñi ïðèâåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ äëÿ ñêií÷åííèõ äiåäðàëüíèõ ãðóï
ïðèðîäíèì ÷èíîì ïåðåíîñÿòüñÿ íà G∞.
Îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî çîáðàæåíü íàä ïîëåì k ðîçìiðíîñòi n ãðóïè

G (ïàðàìåòð âõîäèòü ïîëiíîìiàëüíî) íàçâåìî ñåði¹þ (ðîçìiðíîñòi n), ÿêùî âñi
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¨¨ çîáðàæåííÿ (êîëè ïàðàìåòð ïðîáiãà¹ ïîëå) íåðîçêëàäíi i ïîïàðíî íååêâiâà-
ëåíòíi. Äâi ñåði¨ íàçâåìî íåçàëåæíèìè, ÿêùî íå iñíó¹ çîáðàæåííÿ iç ïåðøî¨
ñåði¨, ÿêå åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ iç äðóãî¨ ñåði¨.
Ñåðiþ çîáðàæåíü äiåäðàëüíî¨ ãðóïè íàçâåìî ñåði¹þ ïîñòiéíîãî ðàíãó, ÿêùî

â ïîëi k iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà k1 òàêà, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi
ïàðàìåòðà iç k0 = k \ k1 çîáðàæåííÿ ìà¹ ïîñòiéíèé ðàíã.
Ìíîæèíó ñåðié M ðîçìiðíîñòi n ïîñòiéíîãî ðàíãó íàçâåìî ïîâíîþ, ÿêùî

ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåðîçêëàäíèõ
çîáðàæåíü ðîçìiðíîñòi n, ÿêi íå íàëåæàòü íi îäíié ñåði¨ i ìàþòü ïîñòiéíèé
ðàíã, i ñòðîãî ïîâíîþ, ÿêùî äîäàòêîâî âñi ñåði¨ ïîïàðíî íåçàëåæíi. ßêùî
æ ñåði¨, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi M , ìàþòü ðiçíi ðîçìiðíîñòi i N � ìíîæèíà
öèõ ðîçìiðíîñòåé, òî M íàçâåìî ïîâíîþ (âiäïîâiäíî ñòðîãî ïîâíîþ), ÿêùî
òàêîþ ¹ êîæíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ñåðié M , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ ñåðié
äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi n ∈ N .
Íàäàëi â óñiõ ìiðêóâàííÿõ i òâåðäæåííÿõ ââàæà¹òüñÿ, ùî k1 = {0}, òîáòî

k0 � ìíîæèíà âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ k.
Öi îçíà÷åííÿ íàâåäåíî â ïiäðîçäiëàõ 5.1 i 5.2.
Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Òðè ñåði¨ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü äiåäðàëüíî¨ ãðóïè G∞

1)

A1 =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

, B1 =


1 0 0 α
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

,
2)

A2 =


1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

, B2 =


1 0 0 0 0 α
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1

,

3)

A3 =


1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1

, B3 =


1 0 0 0 0 α
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

,
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äå ïàðàìåòð α ïðîáiãà¹ k \ 0, óòâîðþþòü ñòðîãî ïîâíó ìíîæèíó ñåðié âiä-
íîñíî âñiõ çîáðàæåíü ðîçìiðíîñòi n < 8, ÿêi ìàþòü ïîñòiéíèé ðàíã.

Ó ðîçäiëàõ 5.4 i 5.5 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ÷èñëî çîáðàæåíü ÷è ñåðié
íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî i íåïîñòiéíîãî ðàíãó ñêií÷åííèõ äiåä-
ðàëüíèõ ãðóï.
Çãiäíî ðåçóëüòàòiâ äðóãîãî ðîçäiëó ÷åòâåðíà ãðóïà Êëåéíà ìà¹ â êîæíié

ïàðíié ðîçìiðíîñòi íåñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü íåïîñòiéíîãî
ðàíãó. Îòðèìàíî íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ äiåäðàëüíî¨
2-ãðóïè.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé k � àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 i n
� íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 2m−1. Òîäi â ðîçìiðíîñòi n äiåäðàëüíà
ãðóïà G2m ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íåðîçêëàäíèõ ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèõ
çîáðàæåíü íåïîñòiéíîãî ðàíãó.
Ïåðåõîäèìî äî çàãàëüíèõ òåîðåì ïðî íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ ïîñòiéíîãî

ðàíãó.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé k � íåñêií÷åííå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 i n � íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 6. Òîäi â ðîçìiðíîñòi n áóäü-ÿêà äiåäðàëüíà
ãðóïà ïîðÿäêó m > 8 ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íåðîçêëàäíèõ ïîïàðíî íååêâi-
âàëåíòíèõ çîáðàæåíü íåïîñòiéíîãî ðàíãó.
Òåîðåìà 5.6. Íåõàé k � àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2

i n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 6. Òîäi â ðîçìiðíîñòi n äîâiëüíà
äiåäðàëüíà ãðóïà ìà¹ ïðèíàéìíi äâi íåçàëåæíi ñåði¨ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî
ðàíãó.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé k � àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 i
n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 12. Òîäi â ðîçìiðíîñòi n äîâiëüíà
äiåäðàëüíà ãðóïà ìà¹ ïðèíàéìíi òðè ïîïàðíî íåçàëåæíi ñåði¨ çîáðàæåíü
ïîñòiéíîãî ðàíãó.

Çà òðè âêàçàíi â îñòàííié òåîðåìi ñåði¨ ìîæíà âçÿòè íàñòóïíi:
ñåðiÿ A)

a→ Ta =


E3m E3m 0 0

0 E3m 0 0
0 0 E3m 0
0 0 E3m E3m

 ,

b→ Tb =


Em 0 0 J3m(λ)
0 E3m E3m 0
0 0 Em 0
0 0 0 E3m

 ,
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ñåðiÿ B)

a→ Ta =


E2m E2m 0 0 0 0

0 E2m 0 0 0 0
0 0 E2m 0 0 0
0 0 E2m E2m 0 0
0 0 0 0 E2m E2m

0 0 0 0 0 E2m

 ,

b→ Tb =


E2m 0 0 0 0 J2m(α)

0 E2m E2m 0 0 0
0 0 Em 0 0 0
0 0 0 E2m 0 0
0 0 0 E2m E2m 0
0 0 0 0 0 E2m

 ,

ñåðiÿ C)

a→ Ta =


E2m E2m 0 0 0 0

0 E2m 0 0 0 0
0 0 E2m 0 0 0
0 0 E2m E2m 0 0
0 0 0 0 E2m 0
0 0 0 0 E2m E2m

 ,

b→ Tb =


E2m 0 0 0 0 J2m(α)

0 E2m E2m 0 0 0
0 0 E2m 0 0 0
0 0 0 Em Em 0
0 0 0 0 E2m 0
0 0 0 0 0 E2m

?

äå m � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Ei � îäèíè÷íà êëiòèíà ðîçìiðó i × i, Ji(λ) �
êëiòèíà Æîðäàíà ðîçìiðíîñòi i ç âëàñíèì ÷èñëîì λ 6= 0.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïîâ'ÿçàíà iç ñó÷àñíèìè àñïåêòàìè òåîði¨ ìàòðè÷íèõ
çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï.
Âèâ÷àþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà íàä àëãåáðà¨÷íî

çàìêíóòèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Îïèñàíî çîáðàæåííÿ ïîñòiéíîãî æîðäà-
íîâîãî òèïó äëÿ öi¹¨ ãðóïè òà îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ íà ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ
ëîêàëüíèõ àëãåáð íàä ïîëåì äîâiëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
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Äîñëiäæóþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ p-ãðóï íàä
àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p. Äîâåäåíî, ùî ãðóïè G =
Z/p×Z/p (p > 2) i G = Z/2×· · ·×Z/2 (n > 2 ðàçiâ) ¹ cJ-äèêèìè. Îòðèìàíî
ïîâíèé îïèñ cJ-äèêèõ ãðóï i ïîêàçàíî, ùî â iíøèõ âèïàäêàõ ãðóïà ìà¹ cJ�
ñêií÷åííèé òèï àáî ¹ cJ�äèñêðåòíîþ. Âèâ÷àþòüñÿ òàêîæ çîáðàæåííÿ ìàëèõ
ðîçìiðíîñòåé.
Îïèñàíà êàòåãîðiÿ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ

÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi îá÷èñëåíî çà-
ãàëüíå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà
íàä ñêií÷åííèì ïîëåì, ÿêi ìàþòü ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié iç ÿêèõ

äëÿ äiåäðàëüíèõ 2-ãðóï iñíó¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ ïîïàðíî íå-
åêâiâàëåíòíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî ÷è íåïîñòiéíîãî ðàíãó. Äëÿ íåñêií÷åííî¨
äiåäðàëüíî¨ ãðóïè îïèñàíà ñòðîãî ïîâíà ìíîæèíà ñåðié ìîäóëÿðíèõ çîáðà-
æåíü âiäíîñíî âñiõ çîáðàæåíü ðîçìiðíîñòi n < 8, ÿêi ìàþòü ïîñòiéíèé ðàíã,
òà îòðèìàíî íàñëiäêè äëÿ çàãàëüíèõ ñåðié. Äëÿ ñêií÷åííèõ äiåäðàëüíèõ 2-
ãðóï äîâåäåíî íèçêó òâåðäæåíü ïðî ñåði¨ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî
ðàíãó.
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïîâ'ÿçàíà iç ñó÷àñíèìè àñïåêòàìè òåîði¨ ìàòðè÷íèõ
çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï.
Ó ìîäóëÿðíîìó âèïàäêó (êîëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè)

íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü (íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî âèïàäêó), ÿê ïðàâèëî,
íåñêií÷åííå ÷èñëî (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi); â öüîìó âèïàäêó êàæóòü,
ùî ãðóïà ìà¹ íåñêií÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï. Ãðóïà íåñêií÷åííîãî òèïó
ìîæå áóòè ðó÷íîþ àáî äèêîþ. Â 1977 ð. Â. Ì. Áîíäàðåíêî i Þ. À. Äðîçä
îïèñàëè ðó÷íi i äèêi ãðóïè â ìîäóëÿðíîìó âèïàäêó.
Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî îïèñ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíî-

âîãî òèïó äëÿ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ ãðóï, à òàêîæ, ïðè äåÿêîìó ïîñëàáëåí-
íi îçíà÷åííÿ, äëÿ äiåäðàëüíèõ ãðóï (òàêi çîáðàæåííÿ ââåëè Ä. Ô. Êàðëñîí,
Å. Ì. Ôðiäëåíäåð i Þ. Ï¹âöîâà).
Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îñíîâíi ïî÷àòêîâi âiäî-

ìîñòi.
Ó äðóãîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåé-

íà íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Îïèñàíî çîáðàæåííÿ
ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó äëÿ öi¹¨ ãðóïè. Îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ íà ìàò-
ðè÷íi çîáðàæåííÿ ëîêàëüíèõ àëãåáð íàä ïîëåì äîâiëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi îïèñàíà êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî

òèïó äëÿ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi îá-
÷èñëåíî çàãàëüíå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ÷åòâåðíî¨ ãðóïè
Êëåéíà íàä ñêií÷åííèì ïîëåì, ÿêi ìàþòü ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï.
Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi îòðèìàíî êðèòåðié ðó÷íîñòi äëÿ åëåìåíòàðíèõ àáå-

ëåâèõ ãðóï âiäíîñíî çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî æîðäàíîâîãî òèïó. Îïèñàíî òàêi
çîáðàæåííÿ ìàëèõ ðîçìiðíîñòåé äëÿ äèêèõ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ 2-ãðóï.
Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiìåéñòâà íåðîçêëàäíèõ

çîáðàæåíü ïîñòiéíîãî ðàíãó äiåäðàëüíèõ ãðóï.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ãðóïà, ïîëå, ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ, åêâiâàëåíòíiñòü, íå-

ðîçêëàäíiñòü, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ, ÷åòâåðíà ãðóïà Êëåéíà, äiåäðàëüíà ãðóïà,
ïîñòiéíèé æîðäàíîâèé òèï, íåïîëiíîìiàëüíèé ðiñò, ñêií÷åííèé òèï, ðó÷íà i
äèêà ãðóïà.
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Ïîäîëÿí È. Â. Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâîãî
òèïà àáåëåâûõ è äèýäðàëüíûõ ãðóïï. � Êâàëèôèêàöèîííûé íàó÷íûé òðóä íà
ïðàâàõ ðóêîïèñè.
Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.06 � àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë. � Êèåâñêèé
íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Ìèíèñòåðñòâî îáðàçî-
âàíèÿ è íàóêè Óêðàèíû. � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè
íàóê Óêðàèíû, Êèåâ, 2019.
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñâÿçàíà ñ ñîâðåìåííûìè àñïåêòàìè òåîðèè ìàò-

ðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.
Â ìîäóëÿðíîì ñëó÷àå (êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû)

íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ), êàê ïðà-
âèëî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäñòàâëåí÷åñêèé òèï. Ãðóïïà áåñ-
êîíå÷íîãî òèïà ìîæåò áûòü ðó÷íîé èëè äèêîé. Â 1977 Â. Ì. Áîíäàðåíêî
è Þ. À. Äðîçä îïèñàëè ðó÷íûå è äèêèå ãðóïïû â ìîäóëÿðíîì ñëó÷àå.
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè ïðåäñòàâëåíèé ïîñòî-

ÿííîãî æîðäàíîâîãî òèïà äëÿ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï, à òàêæå, ïðè
íåêîòîðîì îñëàáëåíèè îïðåäåëåíèÿ, äëÿ äèýäðàëüíûõ ãðóïï (òàêèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ââåëè Ä. Ô. Êàðëñîí, Å. Ì. Ôðèäëåíäåð è Þ. Ïåâöîâà).
Â ïåðâîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçëîæåíû îñíîâíûå íà÷àëüíûå

ñâåäåíèÿ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åòâåðíîé ãðóï-

ïû Êëåéíà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Îïèñà-
íû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâà òèïà äëÿ ýòîé ãðóïïû. Ïîëó÷åíû
îáîáùåíèå äëÿ ëîêàëüíûõ àëãåáð íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.
Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñàíà êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî æîðäà-

íîâà òèïà äëÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
âû÷èñëåíî îáùåå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷åòâåðíîé
ãðóïïû Êëåéíà íàä êîíå÷íûì ïîëåì, êîòîðûå èìåþò ïîñòîÿííûé æîðäàíî-
âûé òèï.
Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîëó÷åí êðèòåðèé ðó÷íîñòè äëÿ ýëåìåíòàðíûõ àáåëå-

âûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâà òèïà. Îïèñà-
íû òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé äëÿ äèêèõ ýëåìåíòàðíûõ àáå-
ëåâûõ 2-ãðóïï.
Â ïÿòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà íåðàçëîæè-

ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî ðàíãà äèýäðàëüíûõ ãðóïï.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóïïà, ïîëå, ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ýêâèâàëåíò-

íîñòü, íåðàçëîæèìîñòè, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ, ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà, äè-
ýäðàëüíàÿ ãðóïïà, ïîñòîÿííûé æîðäàíîâûé òèï, íåïîëèíîìèàëüíèé ðîñò, êî-
íå÷íûé òèï, ðó÷íàÿ è äèêàÿ ãðóïïà.
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The dissertation is connected with modern aspects of the theory of matrix
representations of �nite groups.
Matrix representations (or corresponding modules) of �nite groups over �elds

and classical rings have been investigated for many decades. If we talk about the
representations of �nite groups over a �eld, then the theory of representations
has 2 main directions: the classical one, when the �eld characteristic does not
divide the order of the group (in particular, it is zero) and modular, when the
�eld characteristic divides the order of the group.
In the �rst case, each matrix representation is decomposed into a direct sum of

irreducible representations whose numbers are �nite (in other terms, this means
that the group algebra is semisimple).
In the second case, indecomposable representations, as a rule, are of an in�nite

number (up to equivalence); in this case one says that the group has an in�nite
representations type. A group of in�nite type can be of tame or wild representation
type (formally, groups of �nite type belong to tame groups). Groups of tame or
wild type are often referred to as tame and wild.
From the classi�cation results of V. M. Bondarenko and the well-known

theorems of Yu. A. Drozd, on tame and wild algebras, we have the following
theorems obtained in 1977.
Theorem 1. A non-cyclic �nite p-group G is manual over a �eld k of the

characteristics p if and only if (G : G′) ≤ 4 ( or, less formally, p = 2 and
G/G′ ∼= (2, 2)).

Here G′ denotes, as usual, the commutant of the group G.

Theorem 2. The �nite group G is manual over the �eld k of the characteristics
p if and only if its arbitrary abelian p-subgroup of order greater than 4 is � cyclic.

In 2008 D. F. Carlson, E. M. Friedlander and Yu. Pevsova, studying group
schemes, introduced (in the modular case) the concept of modules of the constant
Jordan type, and also established a number of important properties of such
modules. This topic is concerned, in particular, with the well-known algebraists
A. A. Suslin and D. Benson. As D. Benson has pointed out, one of the most
important cases and, in particular, from the point of view of applications, is the
case of elementary Abelian groups (for example, there is a deep connection with
vector bundles).
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The dissertation deals with the description of the representations of a constant
Jordan type for elementary Abelian groups, as well as, with a certain easing of
the de�nition, for dihedral groups.
In the �rst section of the dissertation, the basic initial information on the

theory of categories, information from linear algebra and modern theory of matrix
representations is presented.
In the second section we study the matrix representations of the Klein four-

group over an algebraically closed �eld of characteristic 2. The representations of
a constant Jordan type for this group are described. In particular, it is shown that
in each dimension there is only a �nite number of indecomposable, pairwise non-
equivalent representations of a constant Jordan type. A generalization of matrix
representations of local algebras over a �eld of arbitrary characteristic is obtained.
In the third section we describe the category of permanent Jordan type matrix

representations for the Klein four-group. For an arbitrary �xed dimension, we
calculate the total number of indecomposable matrix representations of the Klein
four-group over a �nite �eld, which have constant Jordan type.
In the fourth section a tameness criterion for elementary Abelian groups

is obtained for matrix representations of a constant Jordan type. The matrix
representations of a constant Jordan type of small dimensions for an arbitrary
wild elementary Abelian 2 -group are described.
In the �fth section we prove the existence of an in�nite number of

dimensions, in each of which there exists an in�nite number of indecomposable
pairwise non-equivalent representations of constant rank for any �nite dihedral
2 -group. It is proved that the number of one-parameter families of
indeterminate representations of a constant rank. For an in�nite dihedral group
a strictly complete set of series of modular representations is described for all
representations of the dimension n < 8, which have a constant rank, and the
consequences for the general series are received.
Keywords: group, �eld, matrix representation, equivalence, indecomposebility,

�eld characteristic, Klein four-group, dihedral group, constant Jordan type, non-
polynomial growth, �nite type, tame and wild group.


