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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню матрич-
них зображень симетричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над полем K.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не в такiй
мiрi, як зображення груп. Зображення скiнченних груп над полями вивченi
достатньо добре; зокрема, повнiстю визначено зображувальний тип кожної
iз таких груп для поля довiльної характеристики. У випадку, коли харак-
теристика поля не дiлить порядок скiнченної групи (такий випадок назива-
ють класичним), група завжди має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне
число нерозкладних зображень (така група називається групою скiнченного
зображувального типу); до того ж в цьому випадку кожне нерозкладне зоб-
раження є незвiдним прямим доданком регулярного зображення. У випад-
ку, коли характеристика p дiлить порядок групи (такий випадок називають
модулярним), група має скiнченний зображувальний тип лише тодi, коли її
силовська p-пiдгрупа є циклiчною. У модулярному випадку для бiльшостi
скiнченних груп задача про опис їх зображень включає в себе задачу про
класифiкацiю пар матриць з точнiстю до подiбностi. Такi групи називаються
дикими, а групи, що допускають явний опис зображень, — ручними1. Руч-
нi та дикi групи для цього випадку повнiстю описали В. М. Бондаренко i
Ю. А. Дрозд2.

Одним iз основних методiв вивчення матричних зображень скiнченних груп
(i особливо p-груп) в модулярному випадку є метод матричних задач (в да-
ному випадку зведення до класифiкацiйних матричних задач без спiввiдно-
шень). Зокрема, класифiкацiя модулярних зображень четверної групи Клей-
на зводиться до вiдомої задачi про жмуток матриць (В. А. Башев3), кла-
сифiкацiя модулярних зображень дiедральних груп зводиться до зображень
в’язки ланцюгiв (В. М. Бондаренко4), класифiкацiя модулярних зображень
квазiдiедральних груп та узагальнених груп кватернiонiв зводиться до зоб-
ражень в’язки напiвланцюгiв (В. М. Бондаренко5,6).

В теорiї напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена темi, пов’яза-
нiй iз вивченням незвiдних зображень i, зокрема, з видiленням класiв на-
пiвгруп, всi нерозкладнi зображення яких є незвiдними (див., напр., моно-

1Дрозд Ю. А. О ручных и диких матричных задачах / Ю. А. Дрозд // Матричные задачи. – Киев:
Ин-т математики АН УССР. – 1977. – С. 104-114.

2Бондаренко В. М. Представленческий тип конечных групп / В. М. Бондаренко, Ю. A. Дрозд //
Модули и представления: Записки науч. семинаров ЛОМИ. – 1977. – 71. – С. 24-41.

3Башев В. А. Представления группы Z2 × Z2 в поле характеристики 2 / В. А. Башев // Докл. АН
СССР. – 1961. – 141, вып. 5. – C. 1015-1018.

4Бондаренко В. М. Представления диэдральных групп над полем характеристики 2 / В. М. Бондарен-
ко // Мат. сб. – 1975. – 96, вып. 1. – С. 63-74.

5Бондаренко В. М. Представления связок полуцепных множеств и их приложения / В. М. Бондарен-
ко // Алгебра и анализ. – 1991. – 3, вып. 5. – С. 38-61.

6Бондаренко В. М. Про класифiкацiю модулярних зображень узагальнених груп кватернiонiв /
В. М. Бондаренко // Доповiдi НАН України. – 2004. – № 12. – С. 3-9.
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графiї7,8), зi знаходженням зв’язкiв мiж незвiдними зображеннями напiв-
групи та її пiднапiвгруп, тощо. Слiд видiлити також деякi окремi результати
про напiвгрупи скiнченного зображувального типу, а саме випадок скiнчен-
ної цiлком простої напiвгрупи (I. С. Понiзовський9) та випадок напiвгрупи
всiх перетворень скiнченної множини (I. С. Понiзовський10, К. Рiнгель11).
Що стосується випадкiв, коли число нерозкладних зображень нескiнченне,
то найбiльш вiдомими є результати з теорiї зображень алгебр, якi можна
переформулювати в термiнах зображень напiвгруп: опис зображень алгебри
< a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов12, Л. О. Назарова,
А. В. Ройтер, В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко13) та алгебри < a, b | a2 =
b2 = 0 > (В. М. Бондаренко4, К. Рiнгель14). Якщо ж говорити не про окремi
напiвгрупи, а про класи напiвгруп, то слiд вiдзначити роботи про зображен-
ня напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням
(В. М. Бондаренко, О. М.Тертична15,16,17), а також про зображення напiвгруп
Рiсса (С. М. Дяченко18,19,20), такi напiвгрупи можуть мати як скiченне, так i
нескiнченне число нерозкладних зображень.

У дисертацiї вивчаються матричнi зображення симетричних напiвгруп дру-
гого степеня та їх прямих добуткiв над полем K. Основна увага придiляєть-
ся вивченню зображень спецiального вигляду i опису напiвгруп скiнченного

7Клиффорд А., Престон Г. Алгебраическая теория полугрупп. – Т. 1 – Москва: “Мир”, 1972. – 285 с.
8Okninski J. Linear representations of semigroups. – World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1991.
9Понизовский И. С. О конечности типа полугрупповой алгебры конечной вполне простой полугруппы /

И. С. Понизовский // Зап. науч. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – С. 154-163.
10Понизовский И. С. Некоторые примеры полугрупповых алгебр конечного типа / И. С. Понизовский //

Зап. науч. семинаров ЛОМИ. – 1987. – 160. – С. 229–238.
11Ringel C. The representation type of the full transformation semigroup T4 / C. Ringel // Semigroup Forum.

– 2000. – № 3. – P. 429-434.
12Гельфанд И. М. Неразложимые представления группы Лоренца / И. М. Гельфанд, В. А. Поно-

марьов // Успехи мат. наук. – 1968. – 23, вып. 2. – С. 3-60.
13Назарова Л. А. Применение модулей над диадой для классификации конечных p-групп, обладающих

абелевой подгруппой индекса p, и пар взаимно аннулирующих операторов / Л. А. Назарова, А. В. Ройтер,
В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко // Зап. науч. семинаров ЛОМИ. – 1972. – 28. – С. 69-92.

14Ringel C. The indecomposable representations of dihedral 2-groups / C. Ringel // Math. Ann. – 1975. –
214, № 1. – P. 19-34.

15Бондаренко В. М. О бесконечности типа бесконечных полугрупп, порожденных идемпотентами с час-
тичным нулевым умножением / В. М. Бондаренко, Е. Н. Тертичная // Проблеми топологiї та сумiжнi
питання: Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2006. – 3, № 3. – С. 23-44.

16Бондаренко В. М., Тертичная Е. Н. О полугруппах, порожденных идемпотентами с частичным ну-
левым умножением / В. М. Бондаренко, Е. Н. Тертичная // Комплексний аналiз i течiї з вiльними
границями : Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2006. – 3, № 4. – С. 294-298.

17Bondarenko, V. M., Tertychna O. M. On tame semigroups generated by idempotents with partial null
multiplication / V. M. Bondarenko, O. M. Tertychna // Algebra Discrete Math. – 2008. – № 4. – P. 15-22.

18Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою третього порядку ручного нескiнченного
зображувального типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). –
2012. – 126. – С. 3–6.

19Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою четвертого порядку скiнченного зображу-
вального типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). – 2014. – 152.
– С. 27-31.

20Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою простого порядку скiнченного зображуваль-
ного типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). – 2016. – 178. –
С. 23-26.
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зображувального типу в модулярному випадку та їх зображень, що задоволь-
няють природним з точки зору теорiї зображень умовам. Друга задача є од-
нiєю з основних традицiйних задач в теорiях зображень рiзних алгебраїчних
об’єктiв. Важливiсть обох задач визначається тим, що в модулярному ви-
падку задача про опис зображень прямого добутку симетричної напiвгрупи
другого степеня i симетричної групи другого степеня є дикою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема-
тика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями на механiко-
математичному факультетi Київського нацiонального унiверситету iменi Та-
раса Шевченка — тема 11БФ038-03 “Застосування алгебро-геометричних ме-
тодiв в теорiях груп, напiвгруп, кiлець, зображень до задач прикладної ал-
гебри та захисту iнформацiї” (номер державної реєстрацiї 0111U005264).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис модулярних
матричних зображень скiнченних напiвгруп над полем, пов’язаних iз симет-
ричними напiвгрупами степеня 2 i обчислення їхнiх категорних та комбiна-
торних характеристик.

Об’єктом дослiдження є матричнi зображення напiвгруп над полем та ал-
гебри Ауслендера.

Предметом дослiдження є канонiчнi форми матричних зображень, нероз-
кладнiсть матричних зображень та вигляд алгебр Ауслендера.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у
дослiдженнi, є класичнi i сучаснi методи лiнiйної алгебри i теорiї зображень.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором отри-
мано такi новi результати про матричнi зображення напiвгруп:
• Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної напiв-

групи другого степеня.
• Описана категорiя модулярних нерозкладних зображень симетричної

напiвгрупи другого степеня.
• Описанi абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модулярнi) мат-

ричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних напiвгруп
другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких зображень
над скiнченним полем.
• Доведена дикiсть задачi опису зображень прямого добутку симетричної

напiвгрупи i симетричної групи степенiв 2 над полем характеристики 2.
• Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень прямого

добутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.
• Для модулярних зображень прямого добутку симетричної напiвгрупи

i симетричної групи степеня 2 описано всi R-носiї довiльного порядку, для
яких вiдповiдна задача про опис модулярних зображень має скiнченний тип;
в кожному з таких випадкiв описано всi (з точнiстю до еквiвалентностi) нероз-
кладнi зображення.
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• У випадку R-носiїв порядку m < 4 iз задачею скiнченного типу обчис-
лено вiдповiднi алгебри Ауслендера.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-
ної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати, а також
методи, за допомогою яких вони отриманi, можуть бути використанi в теорiї
зображень рiзних об’єктiв i в областях науки, якi використовують у своїх
дослiдженнях матричнi методи.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи от-
римано здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником роботах
останньому належать постановки задач i загальнi iдеї щодо методiв їх роз-
в’язання, а практична реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать здобува-
чевi. У статтi з О. М. Тертичною здобувачевi належать всi результати, окрiм
тверджень про число зображень над скiнченним полем.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
оприлюднено на:

— VIII Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Луганськ, 5-12
липня 2011 р.);

— Чотирнадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-
хайла Кравчука (м. Київ, 19-21 квiтня 2012 р.);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13 липня
2013 р.);

— Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня
народження Л. А. Калужнiна (м. Київ, 7-12 липня 2014 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй
70-рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.).

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй
75-рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 серпня 2017 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в шести наукових
роботах ([1]–[6]), якi опублiкованi у фахових виданнях iз Перелiку, затвердже-
ного Мiнiстерством освiти i науки України; одна з них ([3]) — у виданнях, що
вiдображаються в наукометричнiй базi Scopus. Шiсть робiт опублiковано в
матерiалах наукових конференцiй ([7]–[12]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз
анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел
та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 138 сторiнок. Обсяг основного тек-
сту дисертацiї — 111 сторiнок. Список використаних джерел займає 9 сторiнок
(72 найменування).
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, обгрунтовано
її актуальнiсть i наукову новизну.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено теоретичнi вiдомостi
з теорiї категорiй, зображень сагайдакiв i напiвгруп.

У другому роздiлi вивчаються матричнi зображення симетричної напiв-
групи степеня 2, тобто напiвгрупа всiх перетворень двоелементної множини.
Позначається вона через T2.

У напiвгрупi T2 можна вибрати твiрнi елементи e, a, b з такими визначаль-
ними спiввiдношеннями:

1) ea = ae = a, 2) eb = be = b,
3) a2 = e, 4) b2 = b,
5) ab = b.
Нагадаємо, що матричним зображенням напiвгрупи S розмiрностi n над

полем K називається довiльний гомоморфiзм T iз S в напiвгрупу Mn(K)
(вiдносно множення) всiх матриць розмiру n × n з елементами iз поля K.
Завжди вважаємо, що одиничний елемент напiвгрупи переходить в одиничну
матрицю. Зображення називається модулярним, якщо характеристика поля
дiлить порядок деякої пiднапiвгрупи, що є групою. У випадку напiвгрупи T2

модулярне зображення – це зображення над полем характеристики 2. Еквi-
валентнiсть та нерозкладнiсть зображень вводиться природним чином.

Переходимо до результатiв, отриманих в роздiлi 2.
Якщо вважати, що одиничному елементу e напiвгрупи T2 вiдповiдає оди-

нична матриця, то має мiсце наступна теорема.
Теорема 2.2. Будь-яке матричне зображення напiвгрупи T2 над полем

K характеристики 2 еквiвалентне матричному зображенню вигляду

a→ A =



E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2


,
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b→ B =



E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

де E1, . . . , E5 — деякi одиничнi матрицi.

З використанням цiєї канонiчної форми описуються, з точнiстю до еквiва-
лентностi, всi нерозкладнi зображення напiвгрупи T2 i обчислюється матрич-
на алгебра Аулендера (як одна iз форм задання категорiї зображень).

Теорема 2.3. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2 над по-
лем K характеристики 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiвалентностi,
наступними (попарно нееквiвалентними) зображеннями:

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
0 0
0 0

)
;

4) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
1 0
0 0

)
;

5) a→

 1 0 1
0 1 1
0 0 1

, b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

.

Матричною алгеброю Ауслендера напiвгрупи скiнченного зображувально-
го типу (тобто, яка має скiнченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних
зображень) називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми всiх нерозклад-
них матричних зображень (iз кожного класу еквiвалентностi нерозкладних
зображень треба взяти один представник). Нагадаємо, що ендоморфiзм мат-
ричного зображення T алгебры Λ — це довiльна матриця X така, що

T (y)X = XT (y)

для будь-якого y ∈ Λ.
Очевидно, що матрична алгебра Ауслендера не залежить вiд вибору пред-

ставникiв в класах еквiвалентностi у тому сенсi, що всi отриманi таким чином
алгебри будуть спряженi як пiдалгебри вiдповiдної повної матричної алгебри.
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Наступна теорема описує алгебру Ауслендера напiвгрупи T2 у випадку мо-
дулярних зображень.

Теорема 2.4. Якщо K — поле характеристики 2, то матрична алгебра
Ауслендера для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0
0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29
0 0 x11 0 0 0 0 0 0
x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0
0 0 x41 0 x44 0 0 0 0
0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69
0 0 x62 0 0 0 x66 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x88 0
0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99


,

де xij− елементи поля K. Розмiрнiсть алгебри Aus(T2) дорiвнює 20, її ра-
дикал R(T2) має ступiнь нiльпотентностi 5 i Aus(T2)/R(T2) = K ⊕ K ⊕
K ⊕K ⊕K.

У третьому роздiлi вивчаються абсолютно i сильно нерозкладнi (немоду-
лярнi та модулярнi) матричнi зображення прямого добутку довiльного числа
симетричних напiвгруп другого степеня над полем K. Матричне зображення
такої напiвгрупи називається абсолютно нерозкладним, якщо його обмежен-
ня на кожний прямий спiвмножник є нерозкладним, i сильно нерозкладним,
якщо нерозкладним є його обмеження хоча б на один прямий спiвмножник.

Напiвгрупу
Tm
2 = T

(1)
2 × T

(2)
2 × . . .× T

(m)
2 ,

де T
(1)
2 = T

(2)
2 = . . . = T

(m)
2 = T2, будемо позначати через T (m) (m — на-

туральне число). Напiвгрупу T
(i)
2 можна вкласти в напiвгрупу T (m), поста-

вивши у вiдповiднiсть елементу x ∈ T
(i)
2 елемент (e1, . . . , ei−1, x, ei+1, . . . , em),

де ej — одиничний елемент напiвгрупи T
(j)
2 . Надалi будемо ототожнювати

напiвгрупу T
(i)
2 з її образом в напiвгрупi T (m). Твiрнi вигляду e, a, b пiд-

напiвгрупи T
(i)
2 будемо позначати через e(i), a(i), b(i). Тодi системою твiрних

напiвгрупи T (m) є система, яка складається iз одиничного елемента e i еле-
ментiв a(i), b(i), де i пробiгає множину {1, 2 . . . ,m} (бо, очевидно, e(i) = e).
Визначальнi спiввiдношення (для фiксованого i) — це визначальнi спiввiдно-
шення симетричної напiвгрупи T

(i)
2 = T2, а визначальнi спiввiдношення всiєї

напiвгрупи T (m) складаються iз визначальних спiввiдношень пiднапiвгруп
T

(1)
2 , T

(2)
2 , . . . , T

(m)
2 i iз спiввiдношень попарного комутування всiх твiрних з

рiзними верхнiми iндексами (тобто, якi належать рiзним прямим спiвмнож-
никам).
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Вказанi в теоремi 2.3 нерозкладнi зображення напiвгрупи T2 позначаємо
R1, R2, R3, R4, R5.

Зображення напiвгрупи назвемо груповим, якщо воно є, по сутi, зображен-
ням фактор-напiвгрупи, яка є групою.

Наступнi твердження описують абсолютно та сильно нерозкладнi модуляр-
нi зображення напiвгрупи T (m).

Теорема 3.4. Довiльне абсолютно нерозкладне матричне зображення R
напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2 має, з точнiстю
до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

1) Одновимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де p1, p2, . . . , pm ∈ {1, 2}.

2) Двовимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(i) =:

a(i) →
(

1 xi
0 1

)
, b(i) →

(
0 0
0 0

)
,

де x1 = 1 i x2, . . . , xm — ненульовi.
При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.

Наслiдок 3.5. Довiльне двовимiрне абсолютно нерозкладне зображення
напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K (характеристики 2) є груповим.

Теорема 3.13. Довiльне сильно нерозкладне матричне зображення R на-
пiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2 має, з точнiстю до
еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

I) Одновимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де p1, p2, . . . , pm ∈ {1, 2}.
II) Двовимiрне зображення R з обмеженнями на

прямi спiвмножники T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(i) =:

a(i) →
(

1 xi
0 1

)
, b(i) →

(
0 0
0 0

)
,

де один iз елементiв xi дорiвнює 1, а решта елементiв — довiльнi.
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III) Двовимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.
IV) Тривимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники

T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(s) = R5 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.
При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.

Наслiдок 3.15. Нехай R – сильно нерозкладне матричне зображення
напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2 i нехай воно не є
абсолютно нерозкладним. Якщо R не групове, то воно має, з точнiстю до
еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

1) Двовимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.
2) Тривимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники

T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(s) = R5 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.

Наслiдок 3.16. Нехай R – нерозкладне матричне зображення напiвгрупи
T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2, яке не є абсолютно нероз-
кладним. Якщо R не групове, то воно сильно нерозкладне тодi i лише тодi,
коли зображення R(i) нерозкладне для одного i лише для одного i, а всi мат-
рицi зображень R(j) при j 6= i є скалярними.

Сформулюємо деякi наслiдки iз класифiкацiйних тверджень.
Нехай K — скiнченне поле, тодi його порядок дорiвнює q = ps, де p —

просте число. Якщо характеристика поля дорiвнює 2, то q = 2s.

Теорема 3.9. Для скiнченного поля K характеристики 2 i порядку q чис-
ло класiв еквiвалентностi абсолютно нерозкладних зображень напiвгрупи
T (m) (m > 1) дорiвнює 2m + (q − 1)m−1.

Теорема 3.18. Для скiнченного поля K характеристики 2 i порядку q
число класiв еквiвалентностi сильно нерозкладних зображень напiвгрупи
T (m) (m > 1) дорiвнює (m + 1)2m + (qm − 1)/(q − 1).

Для порiвняння модулярного випадку з немодулярним подiбнi результати
отриманi i для поля характеристики p 6= 2, з використанням замiсть теореми
2.3 отриманий I. С. Понiзовським опис нерозкладних немодулярних зобра-
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жень напiвгрупи T2:

R1: a→ 1, b→ 0;

R2: a→ −1, b→ 0;

R3: a→ 1, b→ 1;

R4:

a→
(

1 0
0 −1

)
, b→

(
1 1
0 0

)
.

Доведено наступнi твердження.

Теорема 3.1. Довiльне абсолютно нерозкладне матричне зображення R
напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2 має наступ-
ний вигляд:

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де 1 ≤ p1, p2, . . . , pm ≤ 3.

Наслiдок 3.2 Усi абсолютно нерозкладнi зображення напiвгрупи T (m)
(m > 1) над полем K мають розмiрнiсть 1.

Теорема 3.10. Довiльне сильно нерозкладне матричне зображення R на-
пiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K (характеристики p 6= 2) має, з точ-
нiстю до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

I) Одновимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(1) = Rp1, R(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm, де
1 ≤ p1, p2, . . . , pm ≤ 3.

II) Двовимiрне зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники
T

(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)
R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

1 ≤ p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ≤ 3.
При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.
Теорема 3.12. Нехай R – нерозкладне матричне зображення напiвгрупи

T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2, яке не є абсолютно
нерозкладним. Тодi R сильно нерозкладне тодi i лише тодi, коли зображен-
ня R(i) нерозкладне для одного i лише для одного i, а всi матрицi зображень
R(j) при j 6= i є скалярними.

Пiдкреслимо, що останнє твердження виконується i в модулярному випад-
ку, але лише для негрупових зображень (наслiдок 3.16).

Для скiнченного поля маємо таку теорему.

Теорема 3.17 Для скiнченного поля K характеристики p 6= 2 i порядку
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q число класiв еквiвалентностi сильно нерозкладних зображень напiвгрупи
T (m) (m > 1) дорiвнює (m + 3)3m−1.

Серед них абсолютно нерозкладних 3m.
В останнiй частинi роздiлу 2 отримано критерiй ручностi прямого добутку

симетричних груп та симетричних напiвгруп степеня 2.
Нехай K — поле характеристики 2. Вiдомо, що група типу (2, 2), тобто

прямий добуток двох циклiчних груп другого порядку є ручною (а сама цик-
лiчна група другого порядку має скiнченний тип). Прямий добуток трьох (а
значить i бiльше трьох) таких груп є вже диким. Якщо врахувати, що цик-
лiчна група другого порядку — це симетрична група степеня 2, то виникає
природне питання, а що буде, якщо симетричнi групи (степеня 2) замiнити
на симетричнi напiвгрупи степеня 2?

Це питання i розглядається в останньому пiдроздiлi. Оскiльки симетрична
напiвгрупа степеня 2 має фактор напiвгрупу, що є циклiчною другого поряд-
ку, то природно (як з точки зору напiвгруп, так i з точки зору зображень)
серед прямих спiвмножникiв розглядати i симетричнi групи.

Для напiвгрупи S i натурального числа n через Sn позначається прямий
добуток напiвгруп S, взятих n разiв. При цьому вважаємо, що для напiвгрупи
з одиницею S0 — одинична напiвгрупа.

Нагадаємо, що симетрична напiвгрупа степеня 2 позначається через T2.
Симетричну групу степеня 2 позначаємо, як звичайно, через S2.

Теорема 3.19. Прямий добуток (S2)
n × (T2)

m, де n,m ≥ 0, є ручним над
полем K характеристики 2 тодi i лише тодi, коли виконується одна iз
таких умов:

1) n < 3, m = 0;
2) n = 0, m < 2.
При цьому у випадку нескiнченного поля скiнченне (з точнiстю до еквiва-

лентностi) число нерозкладних зображень мають лише групи S0
2 (одинична

група) i S2 та напiвгрупа T2.

У четвертому роздiлi вивчаються зображення напiвгруп з додатковими
умовами.
R-носiєм матричного зображенняM прямого добутку T×S напiвгруп T i S

вiдносно T називатимемо (не порожнiй) набiр нерозкладних попарно нееквi-
валентних зображень N0 = {R1, . . . , Rs} (s ≥ 0) такий, що обмеження M на
T розкладається в пряму суму зображень iз N0 (з деякою кратнiстю), при-
чому кожне з них реально присутнє. Очевидно, що замiна зображень iз N0

на еквiвалентнi змiнює множину N0, але нова множина зображень N ′0 також
буде R-носiєм.

В четвертому роздiлi вивчаються модулярнi матричнi зображення прямого
добутку T2 × S2 симетричної напiвгрупи T2 i симетричної групи S2 з довiль-
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ним фiксованим R-носiєм (вiдносно напiвгрупи T2). За теоремою 2.3 можна
вважати, що R-носiй належить множинi R0, R1, R2, R3, R4, R5. З формальних
мiркувань (для кращого формулювання теорем) нумерацiя зображень змiне-
на, а саме переставлено мiсцями зображення R1 i R2 та R3 i R4.

Розглянемо наступну класифiкацiйну задачу для матричних зображень на-
пiвгрупи T2 × S2 над довiльним полем K характеристики 2. Зафiксуємо в
множинi M = {R1, R2, R3, R4, R5} всiх нерозкладних зображень напiвгрупи
T2 деяку не порожню пiдмножину N0 i будемо розглядати лише матричнi
зображення напiвгрупи T = T2 × S2 з носiєм N0. Але з точки зору теорiї
зображень (в якiй розглядаються не лише точнi, а й неточнi зображення)
природно при фiксованому R-носiю розглядати одночасно i всi меншi (в сенсi
включення множин) R-носiї. R-носiї з такою властивiстю будемо позначати
через N .

Для пар (T,N) можна розглядати традицiйнi задачi теорiї зображень. Одна
iз них, а саме задача про опис пар (T,N) скiнченного типу, розглядається в
дисертацiї (“скiнченний тип” означає, що число нерозкладних зображень, з
точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне).

Доведенi наступнi теореми.

Теорема 4.1. Якщо |N | = 1, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi i
лише тодi, коли N 6= R4, R5.

Теорема 4.2.Якщо |N | = 2, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi i
лише тодi, коли N = {R1, R2}, N = {R1, R3} або N = {R2, R3}.

Теорема 4.3. Якщо |N | = 3, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi i
лише тодi, коли N = {R1, R2, R3}.

Теорема 4.4. Якщо |N | = 4, 5, то (T,N) — пара нескiнченного типу.

Iз теорем 4.1 – 4.4 випливає наступний загальний критерiй.

Теорема 4.6. Пара (T,N) має скiнченний тип тодi i лише тодi, коли
N ∩ {R5, R6} = ∅.

Випишемо повну систему нерозкладних попарно нееквiвалентних зобра-
жень напiвгрупи T = T2 × S2 з носiєм N у випадках, коли пара (T,N) має
скiнченний тип.

У випадку N = {R1, R2} маємо наступну повну систему нерозкладних
попарно нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;

2) a→ 1, b→ 0, g → 1;

3) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
1 0
0 1

)
, g →

(
1 1
0 1

)
;
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4) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
0 0
0 0

)
, g →

(
1 1
0 1

)
.

У випадку N = {R1, R3} маємо наступну повну систему нерозкладних
попарно нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;

2) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
1 0
0 0

)
, g →

(
1 0
0 1

)
;

3) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
1 0
0 1

)
, g →

(
1 1
0 1

)
;

4) a→

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

, b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

, g →

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

;

5) a→


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

, b→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, g →


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

У випадку N = {R2, R3} маємо наступну повну систему нерозкладних
попарно нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 0, g → 1;

2) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
1 0
0 0

)
, g →

(
1 0
0 1

)
;

3) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
0 0
0 0

)
, g →

(
1 1
0 1

)
;

4) a→

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

, b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

, g →

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

;

5) a→


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

, b→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, g →


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

У випадку N = {R1, R2, R3} маємо наступну повну систему нерозкладних
попарно нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;
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2) a→ 1, b→ 0, g → 1;

3) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
1 0
0 0

)
, g →

(
1 0
0 1

)
;

4) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
1 0
0 1

)
, g →

(
1 1
0 1

)
;

5) a→
(

1 0
0 1

)
, b→

(
0 0
0 0

)
, g →

(
1 1
0 1

)
;

6) a→

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , g →

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

;

7) a→

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 , g →

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

;

8) a→


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , b→


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 , g →


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1

;

9) a→


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 , b→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , g →


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних зображень симет-
ричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над полем K.

Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної напiвгрупи
другого степеня i категорiя модулярних нерозкладних зображень симетрич-
ної напiвгрупи другого степеня (а саме описанi всi, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, нерозкладнi зображення та вiдповiдна алгебра Ауслендера).

Описанi абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модулярнi) мат-
ричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних напiвгруп
другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких зображень над
скiнченним полем. Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зобра-
жень прямого добутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

Вивчаються модулярнi зображення прямого добутку симетричної напiв-
групи степеня 2 i симетричної групи степеня 2 з довiльним фiксованим
R-носiєм (вiдносно напiвгрупи T2). Описано всi R-носiї довiльного порядку,
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для яких вiдповiдна задача про опис модулярних зображень має скiнченний
тип; в кожному з таких випадкiв описано всi (з точнiстю до еквiвалентно-
стi) нерозкладнi зображення. У випадку R-носiїв порядку m < 4 iз задачею
скiнченного типу обчислено вiдповiднi алгебри Ауслендера.
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АНОТАЦIЯ

Старкова Е. М. Матричнi зображення прямих добуткiв симетричних
напiвгруп другого степеня. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах руко-
пису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.06 – алгебра та теорiя чисел. – Київський на-
цiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мiнiстерство освiти i науки
України. – Iнститут математики, Нацiональна академiя наук України, Київ,
2019.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних зображень симет-
ричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над полем K.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено теоретичнi вiдомостi з
теорiї категорiй, зображень сагайдакiв i напiвгруп.

У другому роздiлi вивчаються зображення симетричної напiвгрупи степеня
2. Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної напiвгрупи



17

другого степеня i категорiя модулярних нерозкладних зображень симетрич-
ної напiвгрупи другого степеня (а саме описанi всi, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, нерозкладнi зображення та вiдповiдна алгебра Ауслендера).

У третьому роздiлi вивчаються абсолютно i сильно нерозкладнi (немоду-
лярнi та модулярнi) матричнi зображення прямого добутку довiльного числа
симетричних напiвгруп другого степеня над полем K. Матричне зображення
такої напiвгрупи називається абсолютно нерозкладним, якщо його обмежен-
ня на кожний прямий спiвмножник є нерозкладним, i сильно нерозкладним,
якщо нерозкладним є його обмеження хоча б на один прямий спiвмножник.

Описано абсолютно i сильно нерозкладнi матричнi зображення прямого
добутку довiльного числа симетричних напiвгруп другого степеня; обчислено
число класiв еквiвалентностi таких зображень над скiнченним полем.

Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень прямого до-
бутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

У четвертому роздiлi розглядаються модулярнi матричнi зображення пря-
мого добутку симетричної напiвгрупи степеня 2 i симетричної групи степе-
ня 2 з довiльним фiксованим R-носiєм (вiдносно напiвгрупи). Описано всi
R-носiї довiльного порядку, для яких вiдповiдна задача про опис модуляр-
них зображень має скiнченний тип; в кожному з таких випадкiв описано всi
(з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображення. Для R-носiїв поряд-
ку m < 4 iз задачею скiнченного типу обчислено вiдповiднi алгебри Ауслен-
дера.

Ключовi слова: напiвгрупа, поле, матричне зображення, еквiвалентнiсть,
нерозкладнiсть, характеристика поля, симетрична напiвгрупа, скiнченний
тип, ручна i дика напiвгрупа, матрична алгебра Ауслендера, R-носiй.

АННОТАЦИЯ

Старкова Э. М. Матричные представления прямых произведений сим-
метрических полугрупп второй степени. – Квалификационный научный труд
на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – Киевский
национальный университет имени Тараса Шевченко, Министерство образо-
вания и науки Украины. – Институт математики, Национальная академия
наук Украины, Киев, 2019.

Диссертационная работа посвящена изучению матричных представлений
симметрических полугрупп и их прямых произведений над полем K.

В первом разделе диссертационной работы изложены теоретические сведе-
ния по теории категорий, изображений колчанов и полугрупп.
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Во втором разделе изучаются изображения симметрической полугруппы
степени 2. Описана каноническая форма модулярных представлений симмет-
рической полугруппы второй степени и категория модулярных неразложи-
мых представлений симметрической полугруппы второй степени (а именно
описаны все, с точностью до эквивалентности, неразложимые изображения
и соответствующая алгебра Ауслендера).

В третьем разделе изучаются абсолютно и сильно неразложимые (немо-
дулярные и модулярные) матричные представления прямого произведения
произвольного числа симметрических полугрупп второй степени.

Описаны абсолютно и сильно неразложимые матричные представления
прямого произведения произвольного числа симметрических полугрупп вто-
рой степени; вычислено число классов эквивалентности таких изображений
над конечным полем.

Получен критерий ручности относительно модулярных представлений пря-
мого произведения симметрических полугрупп и групп степеней 2.

В четвертом разделе рассматриваются модулярные матричные представ-
ления прямого произведения симметрической полугруппы степени 2 и сим-
метрической группы степени 2 с произвольным фиксированным R-носителем
(относительно полугруппы). Описаны все R-носители произвольного поряд-
ка, для которых соответствующая задача об описании модулярных изобра-
жений имеет конечный тип, в каждом из таких случаев описаны все (с точ-
ностью до эквивалентности) неразложимые представления. Для R-носителей
порядка m < 4 с задачей конечного типа вычислено соответствующие алгеб-
ры Ауслендера.

Ключевые слова: полугруппа, поле, матричное представление, эквива-
лентность, неразложимость, характеристика поля, симметрическая полугруп-
па, конечный тип, ручная и дикая полугруппа, матричная алгебра Аусленде-
ра, R-носитель.

ABSTRACT

Starkova E. M. Matrix representations of direct products of symmetric
semigroups of second degree. – Qualifying scientific work on the rights of the
manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”. – Taras
Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of
Ukraine. – Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2019.

The thesis is devoted to the study of matrix representations of symmetric
semigroups and their direct products over a field K.
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In the first section of the dissertation, we give a theoretical information on the
theory of categories, representations of quivers and semigroups.

In the second section we study the matrix representations of the symmetric
semigroup of degree 2, that is, the semigroup of all transformations of a two-
element set. It is denoted by T2.

In semigroup T2 we can choose generating elements e, a, b with such definition
relations: 1) ea = ae = a, 2) eb = be = b, 3) a2 = e, 4) b2 = b, 5) ab = b.

It is proved that if the unit element e of the semigroup T2 corresponds to a unit
matrix (this condition is natural), then any matrix representation of the semigroup
T2 over a field K of the characteristics 2 is equivalent to a matrix representation
of the form

a→ A =



E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2


,

b→ B =



E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

where E1, . . . , E5 are unit matrices.

Using this canonical form, we describe, up to equivalence, all indecomposable
representations of the semigroup T2

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
0 0
0 0

)
;

4) a→
(

1 1
0 1

)
, b→

(
1 0
0 0

)
;
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5) a→

 1 0 1
0 1 1
0 0 1

, b→

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

.

We also calculate the matrix Auslander algebra (as one of the forms for assigning
a category of representations).

In the third section we study absolutely and strongly indecomposable (non-
modular and modular) matrix representations of the direct product of an arbitrary
number of symmetric semigroups of second degree over a field K.

The matrix representations of such a semigroup is called absolutely
indecomposable if its restriction on each direct factor is indecomposable and
strongly indecomposable if its restriction is indecomposable at least on one direct
factor.

An absolutely and strongly indecomposable (non-modular and modular) matrix
representations of the direct product of an arbitrary number of symmetric
semigroups of the second degree are described and the number of classes of
equivalence of such representations over a finite field is calculated.

A tameness criterion is obtained for the modular representations of the direct
product of symmetric semigroups and groups of powers 2.

In the fourth section modular representations of semigroups with additional
conditions are studied.
R-support of the matrix representation M of the direct product T × S of the

semigroups T and S with respect to T we call the set of indecomposable pairwise
non-equivalent representations R1, . . . , Rs such that the restriction of M to T
is decomposed into the direct sum of the indicated representations (with some
multiplicity) and each of them is actually present.

We consider modular matrix representations of the direct product of symmetric
semigroup of degree 2 with an arbitrary fixed R-support (concerning to the
semigroup T2). We describe all R-support of arbitrary order for which the
corresponding problem of the description of modular representation has finite
type; in each of these cases all (up to equivalence) indecomposable representations
are described. For R-supports of order m < 4 with a finite-type problem, the
corresponding Auslander algebras are calculated.

Keywords: semigroup, field, matrix representation, equivalence,
indecomposability, characteristic of a field, symmetric semigroup, finite type,
tame and wild semigroup, Auslander matrix algebra, R-support.


