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АНОТАЦIЯ

Старкова Е. М. Матричнi зображення прямих добуткiв симетричних на-

пiвгруп другого степеня. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-

копису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 – алгебра та теорiя чисел.

– Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мiнiстер-

ство освiти i науки України, Київ, 2019.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних зображень си-

метричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над полем K.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено теоретичнi вiдомо-

стi з теорiї категорiй, зображень сагайдакiв i напiвгруп.

У другому роздiлi вивчаються матричнi зображення симетричної на-

пiвгрупи степеня 2, тобто напiвгрупа всiх перетворень двоелементної мно-

жини. Позначається вона через T2.

У напiвгрупi T2 можна вибрати твiрнi елементи e, a, b з такими визна-

чальними спiввiдношеннями:

1) ea = ae = a, 2) eb = be = b,

3) a2 = e, 4) b2 = b,

5) ab = b.

Доведено, що якщо вважати, що одиничному елементу e напiвгрупи T2

вiдповiдає одинична матриця (ця умова природна), то будь-яке матричне

зображення напiвгрупи T2 над полем K характеристики 2 еквiвалентне

матричному зображенню вигляду
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a→ A0 =



E 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E E 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E E 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E E 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E



,

b→ B0 =



E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

E позначає деякi одиничнi матрицi розмiрностi n ≥ 0 (не обов’язково два

рiзних блока, позначених через E, мають однакову розмiрнiсть).

З використанням цiєї канонiчної форми описуються, з точнiстю до еквi-

валентностi, всi нерозкладнi зображення напiвгрупи T2. А саме доведено,

що нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2 над полем K харак-

теристики 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiвалентностi, наступними

(попарно нееквiвалентними) зображеннями:
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1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

;

4) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

;

5) a→


1 0 1

0 1 1

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

.

Обчислюється також матрична алгебра Аулендера (як одна iз форм

задання категорiї зображень). А саме має мiсце таке твердження:

Якщо K — поле характеристики 2, то матрична алгебра Ауслендера

для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0

0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29

0 0 x11 0 0 0 0 0 0

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0

0 0 x41 0 x44 0 0 0 0

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69

0 0 x62 0 0 0 x66 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x88 0

0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99



,

де xij− елементи поля K. Розмiрнiсть алгебри Aus(T2) дорiвнює 20, її

радикал R(T2) має ступiнь нiльпотентностi 5 i Aus(T2)/R(T2) = K ⊕K ⊕
K ⊕K ⊕K.

У третьому роздiлi вивчаються абсолютно i сильно нерозкладнi (немо-

дулярнi та модулярнi) матричнi зображення прямого добутку довiльного
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числа симетричних напiвгруп другого степеня над полем K. Матричне

зображення такої напiвгрупи називається абсолютно нерозкладним, як-

що його обмеження на кожний прямий спiвмножник є нерозкладним, i

сильно нерозкладним, якщо нерозкладним є його обмеження хоча б на

один прямий спiвмножник.

Описано абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модулярнi)

матричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних на-

пiвгруп другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких

зображень над скiнченним полем.

Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень прямого

добутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

У четвертому роздiлi вивчаються модулярнi зображення напiвгруп з

додатковими умовами.

R-носiєм матричного зображення M прямого добутку T ×S напiвгруп

T i S вiдносно T називатимемо набiр нерозкладних попарно нееквiвалент-

них зображень R1, . . . , Rs такий, що обмеження M на T розкладається в

пряму суму вказаних зображень (з деякою кратнiстю), причому кожне з

них реально присутнє.

Розглядаються модулярнi матричнi зображення прямого добутку си-

метричної напiвгрупи степеня 2 i симетричної групи степеня 2 з довiль-

ним фiксованим R-носiєм (вiдносно напiвгрупи T2). Описано всi R-носiї

довiльного порядку, для яких вiдповiдна задача про опис модулярних зоб-

ражень має скiнченний тип; в кожному з таких випадкiв описано всi (з

точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображення. Для R-носiїв по-

рядку m < 4 iз задачею скiнченного типу обчислено вiдповiднi алгебри

Ауслендера.

Отже, в роботi мiстяться наступнi новi науковi результати:

• Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної на-

пiвгрупи другого степеня.
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• Описана категорiя модулярних нерозкладних зображень симетрич-

ної напiвгрупи другого степеня.

• Описанi абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модуляр-

нi) матричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних

напiвгруп другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких

зображень над скiнченним полем.

• Доведена дикiсть задачi опису зображень прямого добутку симет-

ричної напiвгрупи i симетричної групи степенiв 2 над полем характери-

стики 2.

• Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень пря-

мого добутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

• Для модулярних зображень прямого добутку симетричної напiв-

групи i симетричної групи степеня 2 описано всi R-носiї (вiдносно си-

метричної напiвгрупи) довiльного порядку, для яких вiдповiдна задача

про опис модулярних зображень має скiнченний тип; в кожному з таких

випадкiв описано всi (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зобра-

ження.

• У випадку R-носiїв порядку m < 4 iз задачею скiнченного типу

обчислено вiдповiднi алгебри Ауслендера.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати,

а також методи, за допомогою яких вони отриманi, можуть бути викори-

станi в теорiї зображень рiзних об’єктiв i в областях науки, якi викори-

стовують у своїх дослiдженнях матричнi методи.

Ключовi слова: напiвгрупа, поле, матричне зображення, еквiвалент-

нiсть, нерозкладнiсть, характеристика поля, симетрична напiвгрупа, скiн-

ченний тип, ручна i дика напiвгрупа, алгебра Ауслендера, R-носiй.
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ABSTRACT

Starkova E. M. Matrix representations of direct products of symmetric

semigroups of second degree. – Qualifying scientific work on the rights of

the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical

Sciences degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”.

– Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and

Science of Ukraine, Kyiv, 2019.

The thesis is devoted to the study of matrix representations of symmetric

semigroups and their direct products over a field K.

In the first section of the dissertation, we give a theoretical information on

the theory of categories, representations of quivers and semigroups.

In the second section we study the matrix representations of the symmetric

semigroup of degree 2, that is, the semigroup of all transformations of a two-

element set. It is denoted by T2.

In semigroup T2 we can choose generators elements e, a, b with such

definition relations;

1) ea = ae = a, 2) eb = be = b,

3) a2 = e, 4) b2 = b,

5) ab = b.

It is proved that if the unit element e of the semigroup T2 corresponds to

a unit matrix (this condition is natural), then any matrix representation of

the semigroup T2 over a field K of the characteristic 2 equivalent to a matrix

representation of the form
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a→ A0 =



E 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E E 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E E 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E E 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E



,

b→ B0 =



E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

E denotes some unit matrices of the dimension n ≥ 0 (not necessarily two

different blocks, denoted by E, have the same dimension).

Using this canonical form, we describe, up to equivalence, all

indecomposable representations of the semigroup T2. Namely, it is proved that

indecomposable matrix representations of the semigroup T2 over the field K

of characteristic 2 are exhausted, up to equivalence, the following (pairwise

nonequivalent) representations:
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1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

;

4) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

;

5) a→


1 0 1

0 1 1

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

.

We calculate also the matrix Aulander algebra (as one of the forms for

assigning a category of representations). Namely, the following proposition

holds.

If K is a field of characteristic 2, then the matrix Aulander algebra for the

semigroup T2 consist of all matrices of the form

X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0

0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29

0 0 x11 0 0 0 0 0 0

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0

0 0 x41 0 x44 0 0 0 0

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69

0 0 x62 0 0 0 x66 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x88 0

0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99



,

where xij− are elements of the field K. Dimension of the algebra Aus(T2) is

equal to 20, its radical R(T2) has degree of nilpotency 5 and Aus(T2)/R(T2) =

K ⊕K ⊕K ⊕K ⊕K.
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In the third section we study absolutely and strongly indecomposable

(non-modular and modular) matrix representations of the direct product

of an arbitrary number of symmetric semigroups of second degree over a

field K. The matrix representations of such a semigroup is called absolutely

indecomposable if its restriction on each direct factor is indecomposable and

strongly indecomposable if its restriction is indecomposable at least on one

direct factor.

An absolutely and strongly indecomposable (non-modular and modular)

matrix representations of the direct product of an arbitrary number of

symmetric semigroups of the second degree are described and the number of

classes of equivalence of such representations over a finite field is calculated.

A tameness criterion is obtained for the modular representations of the

direct product of symmetric semigroups and groups of powers 2.

In the fourth section modular representations of semigroups with additional

conditions are studied.

R-support of the matrix representation M of the direct product T × S of

the semigroups T and S with respect to T we call the set of indecomposable

pairwise non-equivalent representations R1, . . . , Rs such that the restriction

of M to T is decomposed into the direct sum of the indicated representations

(with some multiplicity) and each of them is actually present.

We consider modular matrix representations of the direct product of

symmetric semigroup of degree 2 and symmetric group of degree 2 with

an arbitrary fixed R-support (concerning to the semigroup T2). We describe

all R-support of arbitrary order for which the corresponding problem of the

description of modular representation has finite type; in each of these cases

all (up to equivalence) indecomposable representations are described. For

R-supports of order m < 4 with a finite-type problem, the corresponding

Auslander algebras are calculated.

Consequently, the work contains the following new scientific results:
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• The canonical form of modular representations of the symmetric

semigroup of the second degree is described.

• The category of modular indecomposable representations of the

symmetric semigroups of the second degree is described.

• An absolutely and strongly indecomposable (non-modular and modular)

matrix representations of the direct product of an arbitrary number of

symmetric semigroups of the second degree are described; the number of the

classes of equivalence of such representations over a finite field is calculated.

• The wildness of the description of the direct product of the symmetric

semigroup and the symmetric group of degree 2 over the field of characteristic

2 is proved.

• A criterion of tameness for modular representations of direct product of

symmetric semigroups and groups of degree 2 is obtained.

• For modular representations of a direct product of a symmetric

semigroup and a symmetric group of degree 2 one describes all R-supports

(relative to the symmetric semigroup) of arbitrary order for which the

corresponding problem of the description of modular representations has a

finite type; in each of these cases all (up to equivalence) indecomposable

representations are described.

• In the case of R-support of order m < 4 with a finite-type problem, the

corresponding Auslander algebras are calculated.

The practical significance of the results. The results of the

dissertation work are mainly theoretical. They (and also the corresponding

methods) can be used in theory representations of various objects and in

areas of mathematics which used in their research matrix methods.

Keywords: semigroup, field, matrix representation, equivalence,

indecomposability, characteristic of a field, symmetric semigroup, finite

type, tame and wild semigroup, Auslander algebra, R-support.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню мат-

ричних зображень симетричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над по-

лем K.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не в

такiй мiрi, як зображення груп. Зображення скiнченних груп над полями

вивченi достатньо добре; зокрема, повнiстю визначено зображувальний

тип кожної iз таких груп для поля довiльної характеристики. У випад-

ку, коли характеристика поля не дiлить порядок скiнченної групи (такий

випадок називають класичним), група завжди має, з точнiстю до еквi-

валентностi, скiнченне число нерозкладних зображень (така група нази-

вається групою скiнченного зображувального типу); до того ж в цьому

випадку кожне нерозкладне зображення є незвiдним прямим доданком

регулярного зображення. У випадку, коли характеристика p дiлить поря-

док групи (такий випадок називають модулярним), група має скiнченний

зображувальний тип лише тодi, коли її силовська p-пiдгрупа є циклiч-

ною. У модулярному випадку для бiльшостi скiнченних груп задача про

опис їх зображень включає в себе задачу про класифiкацiю пар матри-

ць з точнiстю до подiбностi. Такi групи називаються дикими, а групи, що

допускають явний опис зображень, — ручними (точнi формальнi означен-

ня див. в [1]). Ручнi та дикi групи для цього випадку повнiстю описали

В. М. Бондаренко i Ю. А. Дрозд [2].

Одним iз основних методiв вивчення матричних зображень скiнченних

груп (i особливо p-груп) в модулярному випадку є метод матричних за-

дач (в даному випадку зведення до класифiкацiйних матричних задач без



17

спiввiдношень). Зокрема, класифiкацiя модулярних зображень четверної

групи Клейна зводиться до вiдомої задачi про жмуток матриць (В. А.

Башев [3]), класифiкацiя модулярних зображень дiедральних груп зво-

диться до зображень в’язки ланцюгiв (В. М.Бондаренко [4]), класифiкацiя

модулярних зображень квазiдiедральних груп та узагальнених груп ква-

тернiонiв зводиться до зображень в’язки напiвланцюгiв (В. М.Бондаренко

[5, 6]).

В теорiї напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена темi, пов’я-

занiй iз вивченням незвiдних зображень i, зокрема, з видiленням класiв

напiвгруп, всi нерозкладнi зображення яких є незвiдними (див., напр.,

монографiї [7, 8]), зi знаходженням зв’язкiв мiж незвiдними зображен-

нями напiвгрупи та її пiднапiвгруп тощо. Слiд видiлити також деякi

окремi результати про напiвгрупи скiнченного зображувального типу,

а саме випадок скiнченної цiлком простої напiвгрупи (I. С. Понiзовсь-

кий [9]) та випадок напiвгрупи всiх перетворень скiнченної множини

(I. С. Понiзовський [10], К. Рiнгель [11]). Що стосується ви-

падкiв, коли число нерозкладних зображень нескiнченне, то най-

бiльш вiдомими є результати з теорiї зображень алгебр, якi мож-

на переформулювати в термiнах зображень напiвгруп: опис зоб-

ражень алгебри < a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. По-

номарьов [12], Л. О. Назарова, А. В. Ройтер, В. В. Сергейчук,

В. М. Бондаренко [13]) та алгебри < a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М. Бон-

даренко [4], К. Рiнгель [14]). Якщо ж говорити не про окремi напiвгрупи,

а про класи напiвгруп, то слiд вiдзначити роботи про зображення на-

пiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням

(В. М. Бондаренко, О. М. Тертична [15, 16, 17]), а також про зображення

напiвгруп Рiсса (С. М. Дяченко [18, 19, 20]). Такi напiвгрупи можуть мати

як скiченне, так i нескiнченне число нерозкладних зображень.
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У дисертацiї вивчаються матричнi зображення симетричних напiвгруп

другого степеня та їх прямих добуткiв над полем K. Основна увага при-

дiляється вивченню зображень спецiального вигляду i опису напiвгруп

скiнченного зображувального типу в модулярному випадку та їх зобра-

жень, що задовольняють природним з точки зору теорiї зображень умо-

вам. Друга задача є однiєю з основних традицiйних задач в теорiях зобра-

жень рiзних алгебраїчних об’єктiв (див., зокрема,[21] – [45]). Важливiсть

обох задач визначається тим, що в модулярному випадку задача про опис

зображень прямого добутку симетричної напiвгрупи другого степеня i си-

метричної групи другого степеня є дикою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тематика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями на

механiко-математичному факультетi Київського нацiонального унiверси-

тету iменi Тараса Шевченка — тема 11БФ038-03 “Застосування алгебро-

геометричних методiв в теорiях груп, напiвгруп, кiлець, зображень до за-

дач прикладної алгебри та захисту iнформацiї” (номер державної реєстра-

цiї 0111U005264).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис модуляр-

них матричних зображень скiнченних напiвгруп над полем, пов’язаних iз

симетричними напiвгрупами степеня 2 i обчислення їхнiх категорних та

комбiнаторних характеристик.

Об’єктом дослiдження є матричнi зображення напiвгруп над полем та

алгебри Ауслендера.

Предметом дослiдження є канонiчнi форми матричних зображень,

нерозкладнiсть матричних зображень та вигляд алгебр Ауслендера.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються

у дослiдженнi, є класичнi i сучаснi методи лiнiйної алгебри i теорiї зобра-

жень.
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Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором

отримано такi новi результати про матричнi зображення напiвгруп:

• Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної на-

пiвгрупи другого степеня.

• Описана категорiя модулярних нерозкладних зображень симетрич-

ної напiвгрупи другого степеня

• Описанi абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модуляр-

нi) матричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних

напiвгруп другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких

зображень над скiнченним полем.

• Доведена дикiсть задачi опису зображень прямого добутку симет-

ричної напiвгрупи i симетричної групи степенiв 2 над полем характери-

стики 2.

• Отримано критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень пря-

мого добутку симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

• Для модулярних зображень прямого добутку симетричної напiв-

групи i симетричної групи степеня 2 описано всi R-носiї (вiдносно си-

метричної напiвгрупи) довiльного порядку, для яких вiдповiдна задача

про опис модулярних зображень має скiнченний тип; в кожному з таких

випадкiв описано всi (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зобра-

ження.

• У випадку R-носiїв порядку m < 4 iз задачею скiнченного типу

обчислено вiдповiднi алгебри Ауслендера.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати,

а також методи, за допомогою яких вони отриманi, можуть бути викори-

станi в теорiї зображень рiзних об’єктiв i в областях науки, якi викори-

стовують у своїх дослiдженнях матричнi методи.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи

отримано здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником ро-

ботах останньому належать постановки задач i загальнi iдеї щодо методiв

їх розв’язання, а практична реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать

здобувачевi. У статтi з О. М. Тертичною здобувачевi належать всi резуль-

тати, окрiм тверджень про число зображень над скiнченним полем.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної робо-

ти оприлюднено на:

— VIII Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Луганськ,

5-12 липня 2011 р.);

— Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка

Михайла Кравчука (м. Київ, 19-21 квiтня 2012 р.);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13

липня 2013 р.);

— Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд

дня народження Л. А. Калужнiна (м. Київ, 7-12 липня 2014 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-

рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.).

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

75-рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 серпня 2017 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в шести на-

укових роботах ([46] – [51]), всi з яких опублiкованi у фахових виданнях

iз Перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України; одна з

яких [48] — у виданнi, що вiдображається у наукометричнiй базi Scopus.

Шiсть робiт опублiковано в матерiалах наукових конференцiй ([52] – [57]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складаєть-

ся iз анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних

джерел та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 111 сторiнок. Обсяг ос-

новного тексту дисертацiї — 138 сторiнок. Список використаних джерел

займає 9 сторiнок (72 найменування).
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Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

Протягом цього роздiлуK позначає довiльне поле, а всi векторнi простори

є скiнченновимiрними.

1.1. Зображення сагайдакiв

При розглядi лiнiйних вiдображень ми притримуємося правого запису

(тобто вiдображення записуються з правого боку вiд векторiв i перемно-

жуються злiва направо). Матерiал цього пiдроздiлу викладено так, як в

монографiї [58].

Нехай Q = (Q0, Q1) — сагайдак (орiєнтований граф) з множиною вер-

шин Q0 i множиною стрiлок Q1. Будемо завжди вважати, що множини Q0

i Q1 скiнченнi. Як правило, будемо також вважати, що Q0 = {1, 2, . . . , q}.
Початкову i кiнцеву вершини стрiлки λ будемо позначати s(λ) i t(λ) вiд-

повiдно. Якщо λ — стрiлка з початковою вершиною s(λ) = x i кiнцевою

вершиною t(λ) = y, то будемо також писати λ : x→ y або (якщо сагайдак

не має кратних стрiлок) λ = (x, y).

Зображення сагайдака Q = (Q0, Q1) над полем K були введенi П. Га-

брiелем у роботi [21]. Це пара R = (U, γ), яка складається iз сiмейства

U = {Ux |x ∈ Q0}

векторних K-просторiв Ux i сiмейства γ = {γα} лiнiйних вiдображень

γα : Us(α) → Ut(α), де α пробiгає множину всiх стрiлок Q1 сагайдака Q).

22
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Вектор d = d(R) = (dx), x ∈ Q0, де dx = dimKUx, називається вектор-

розмiрнiстю зображення R, а сума d =
∑

x∈Q0
dx — його розмiрнiстю.

Два зображення R = (U, γ) i R′ = (U ′, γ′) сагайдака Q = (Q0, Q1) (над

полем K) називаються еквiвалентними, якщо iснує сiмейство

λ = {λx |x ∈ Q0}

лiнiйних бiєктивних вiдображень λx : Ux → U ′x таке, що для кожної стрiл-

ки α : x→ y iз Q1 дiаграма

Ux
γα−−→ Uy

λx

y yλy
U ′x

γ′α−−→ U ′y

є комутативною, тобто γαλy = λxγ
′
α.

Пряма сума R′⊕R′′ зображень R′ = (U ′, γ′) i R′′ = (U ′′, γ′′) сагайдака

Q = (Q0, Q1) вводиться природним чином:

R′ ⊕R′′ = (U ′ ⊕ U ′′, γ′ ⊕ γ′′),

де γ′ ⊕ γ′′ позначає сiмейство лiнiйних вiдображень

{γ′α ⊕ γ′′α : U ′x ⊕ U ′′x → U ′y ⊕ U ′′y }.

Тут α : x→ y пробiгає множину Q1. Зображення R називається розклад-

ним, якщо воно еквiвалентне прямiй сумi двох ненульових зображень, i

нерозкладним у протилежному випадку (нульове зображення — це зоб-

раження розмiрностi 0). Для зображень сагайдакiв справедлива теоре-

ма Крулля-Шмiдта про однозначнiсть розкладу довiльного зображення в

пряму суму нерозкладних зображень (див., напр., [59]).

Означення зображення сагайдака Q = (Q0, Q1) та еквiвалентностi його

зображень можна сформулювати на мовi матриць. При цьому вважаємо,

що сагайдак Q = (Q0, Q1) не мiстить iзольованих вершин (тобто таких,
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що не є нi початковою, нi кiнцевою вершиною якої-небудь стрiлки). Число

рядкiв i стовпцiв матрицi A будемо позначати вiдповiдно r(A) i c(A).

Матричне зображення сагайдака Q над полем K — це сiмейство мат-

риць

M = {Mα |α : x→ y пробiгає Q1}

з елементами з поля K таке, що виконанi наступнi умови:

а) матрицiMα iMβ мають однакове число рядкiв, якщо початкова вер-

шина стрiлки α збiгається з початковою вершиною стрiлки β;

б) матрицi Mα i Mβ мають однакове число стовпцiв, якщо кiнцева вер-

шина стрiлки α збiгається з кiнцевою вершиною стрiлки β;

в) число рядкiв матрицi Mα дорiвнює числу стовпцiв матрицi Mβ, як-

що початкова вершина стрiлки α збiгається з кiнцевою вершиною

стрiлки β.

Для матричного зображення M i вершини x ∈ Q0 покладемо dx(M) =

r(Mα), якщо iснує стрiлка α = {x → y}, i dx(M) = c(Mα), якщо iснує

стрiлка α = {z → x}.

Тодi вектор-розмiрнiсть матричного зображенняM сагайдака Q — це

вектор

d = d(M) = (dx), x ∈ Q0,

де dx = dx(M), а розмiрнiсть — це число d =
∑

x∈Q0
dx.

Два матричних зображення M i M ′ називаються еквiвалентними, як-

що iснує сiмейство оборотних матриць N = {Nx |x ∈ Q0}, якi задоволь-
няють такi умови:

г) r(Nx) = dx(M) i c(Nx) = dx(M
′);

д) MαNy = NxM
′
α для кожної стрiлки α : x→ y.
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Дамо означення еквiвалентностi матричних зображень сагайдака в тер-

мiнах елементарних перетворень рядкiв та стовпцiв матриць.

Нехай M = {Mα |α ∈ Q1} — деяке матричне зображення сагайдака Q.

Вкажемо спочатку деяку множину перетворень матриць Mα, якi назвемо

допустимими:

1а) якщо α — стрiлка з початковою вершиною a i кiнцевою вершиною b,

то з рядками матрицi Mα можна робити довiльне елементарне пере-

творення, але при цьому треба зробити таке ж саме перетворення з

рядками кожної матрицi Mβ, β = {a→ c} 6= α, та обернене перетво-

рення зi стовпцями кожної матрицi Mβ′, β′ = {d→ a};

1б) якщо α — стрiлка з початковою вершиною a i кiнцевою вершиною

b, то зi стовпцями матрицi Mα можна робити довiльне елементарне

перетворення, але при цьому треба зробити таке ж саме перетворення

зi стовпцями кожної матрицi Mβ, β = {c → b} 6= α, та обернене

перетворення з рядками кожної матрицi Mβ′, β′ = {b→ d}.

Два матричнi зображення сагайдака, одне з яких можна отримати з

iншого за допомогою допустимих перетворень, назвемо еквiвалентними.

Рiвнозначнiсть двох означень еквiвалентних матричних зображень

випливає з загальних добре вiдомих тверджень про властивостi елемен-

тарних перетворень.

Нагадаємо, що все вище викладене про матричнi зображення стосуєть-

ся сагайдакiв без iзольованих вершин. В загальному випадку (коли мо-

жуть бути i iзольованi вершини) означення матричних зображень запро-

поновано у книзi [58].

Отже, нехай Q = (Q0, Q1) — довiльний сагайдак. Матричне зображен-

ня сагайдака Q — це сiмейство невiд’ємних чисел

d = (dx), x ∈ Q0,
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разом iз сiмейством матриць

M = {Mα |α : x→ y пробiгає Q1}

такиx, що Mα має розмiр dx × dy для кожної стрiлки α : x→ y.

Два таких зображення (d,M) i (d′,M ′) називаються еквiвалентними,

якщо iснує сiмейство оборотних матриць N = {Nx |x ∈ Q0} таких, що

а) Nx має розмiр dx × d′x для довiльної вершини x;

б) MαNy = NxM
′
α для довiльної стрiлки α : x→ y.

Очевидно, що в цьому випадку d = d′.

I ми бачимо, що якщо, наприклад, сагайдак складається з однiєї iзо-

льованої вершини, то його матричне зображення — це просто довiльне

цiле невiд’ємне число.

Пряма сума зображень (d,M) i (d′,M ′) — це зображення

(d+ d′,M ⊕M ′),
де

M ⊕M ′ = {Mα ⊕M ′
α |α : x→ y пробiгає Q1}.

У термiнах зображень сагайдакiв можна сформулювати ряд добре вi-

домих матричних задач.

Розглянемо деякi приклади:

1) Задача про приведення однiєї матрицi елементарними перетворен-

нями рядкiв та стовпцiв — це задача про опис зображень сагайдака, що

складається з двох вершин 1, 2 i однiєї стрiлки α : 1 → 2. Канонiчна

форма для цiєї задачi добре вiдома, а саме нею є матрицi A вигляду

A =

 E 0

0 0

 .

2) Задача про приведення однiєї матрицi перетвореннями подiбностi —

це задача про опис зображень сагайдака, що складається з однiєї верши-

ни i однiєї стрiлки. Канонiчна форма для цiєї задачi добре вiдома (див.,

наприклад, [60, 61]).
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3) Задача про приведення двох матриць одночасними елементарни-

ми перетвореннями рядкiв i одночасними елементарними перетворення-

ми стовпцiв — це задача про опис зображень сагайдака, що складається з

двох вершин 1, 2 i двох кратних стрiлок α1, α2 : 1→ 2. Канонiчна форма

для цiєї задачi отримана ще в позаминулому столiттi Вейєрштрассом та

Кронекером (див., наприклад, [62]).

Кажуть, що сагайдак Q має скiнченний (зображувальний) тип над

полем K, якщо вiн має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число

нерозкладних зображень. Сагайдаки скiнченного типу описав П. Габрiель

в роботi [21]. Сформулюємо вiдповiдний результат.

Теорема 1.1. Сагайдак має скiнченний зображувальний тип над по-

лем K тодi i лише тодi, коли вiдповiдний йому неорiєнтований граф є

незв’язним об’єднанням дiаграм Динкiна

An
r r r r rp p p (n ≥ 1)

Dn
r r r r r

r
p p p (n ≥ 4)

E6
r r r

r
r r

E7
r r r

r
r r r

E8
r r r

r
r r r r

(графи An та Dn мають n вершин).

Кажуть, що сагайдак Q має ручний (вiдповiдно дикий) зображуваль-

ний тип над полем K або є ручним (вiдповiдно диким) над полем K,
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якщо задача про опис його зображень є ручною (вiдповiдно дикою); точ-

нi означення ручних i диких матричних задач (як, зокрема, i зображення

сагайдакiв) та теореми про такi задачi приведенi в роботах [1, 63]. Оскiль-

ки в подальшому ми будемо розглядати зображення в матричнiй формi,

то нагадаємо означення ручних i диких сагайдакiв саме в такiй формi.

Зауважимо, що означення ручних та диких напiвгруп по сутi не вiдрiзня-

ються вiд означень вiдповiдних зображень для сагайдакiв.

Перш за все зауважимо, що ми можемо розглядати матричнi зображен-

ня сагайдака Q над довiльним кiльцем, i, зокрема, над кiльцем K1 = K[x]

полiномiв вiд однiєї змiнної x та над кiльцем K2 = K[x, y] некомутатив-

них полiномiв вiд двох змiнних x i y (або, iншими словами, над вiльною

K-алгеброю з двома твiрними). Якщо R — матричне зображення сагай-

дака Q над кiльцем K1 i A — квадратна матриця розмiру n× n, то через

R(A) будемо позначати матричне зображення сагайдака Q над полем K,

яке отримано з R пiдстановкою замiсть x матрицi A, а замiсть кожного

скаляру a ∈ K скалярної матрицi aE розмiру n × n, де E — одинична

матриця. Далi, якщо R — матричне зображення сагайдака Q над кiльцем

K2 i (A,B) — пара квадратних матриць однакового розмiру n × n, то

через R(A,B) будемо позначати матричне зображення сагайдака Q над

полем K, яке отримано з R пiдстановкою замiсть x матрицi A, замiсть

y матрицi B, а замiсть кожного скаляру a ∈ K скалярної матрицi aE

розмiру n× n.

Будемо говорити, що матричне зображення X сагайдака Q над полем

K породжується матричним зображенням R сагайдака Q над кiльцемK1,

якщо X еквiвалентне зображенню вигляду R(A) для деяких R, A.

Дамо тепер означення ручних та диких сагайдакiв. Поле K вважаємо

нескiнченним (у випадку скiнченного поля K його треба замiнити нескiн-

ченним над полем). Сагайдак Q називається ручним над полем K, якщо

для кожної вектор-розмiрностi d iснує скiнченне число матричних зобра-
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жень Ri над кiльцем K1 таких, що, з точнiстю до еквiвалентностi, кожне

нерозкладне матричне зображення сагайдака Q над полем K (вектор-

розмiрностi d) породжується Ri для деякого i.

Очевидно, що згiдно означень множина ручних сагайдакiв включає в

себе множину сагайдакiв скiнченного типу.

Сагайдак Q називається диким над полем K, якщо iснує матричне

зображення R над кiльцем K2 таке, що

а) R(A,B) та R(A′, B′) не еквiвалентнi кожного разу, коли пари (A,B)

i (A′, B′) не подiбнi;

б) R(A,B) нерозкладне, якщо нерозкладна пара (A,B).

З основного результату роботи [1] (що стосується досить широкого кла-

су матричних задач) випливає, що сагайдак не може бути одночасно руч-

ним i диким, а з роботи [63] — що кожен сагайдак є або ручним, або диким

(другий результат виконується при деяких обмеженнях на поле; зокрема,

для алгебраїчно замкненого поля).

Ручнi сагайдаки описано (одночасно та незалежно) в роботах [64] i [65].

Сформулюємо основний результат, отриманий у цих роботах.

Теорема 1.2. Зв’язний сагайдак нескiнченного зображувального ти-

пу є ручним над полем K тодi i лише тодi, коли вiдповiдний йому

неорiєнтований граф є розширеною дiаграмою Динкiна, тобто має один

iз наступних виглядiв:

Ân
r r r r rrp p p (n ≥ 1)

D̂n
r r r r rr

r r
p p p (n ≥ 4)
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(графи Ân та D̂n мають n+ 1 вершину).

1.2. Категорiї над полем

У цьому пiдроздiлi приводяться основнi означення та деякi твердження,

якi стосуються категорiй над полем.

Множина об’єктiв категорiї Φ позначається через Ob Φ, а множина її

морфiзмiв — через Mor Φ; множина морфiзмiв з об’єкта X в об’єкт Y

позначається через HomΦ(X, Y ) або Φ(X, Y ). Замiсть X ∈ Ob Φ часто

пишуть X ∈ Φ; запис X ∼= Y означає, що X i Y iзоморфнi. Iзоморфiзм

— це оборотний морфiзм (морфiзм α ∈ Φ(X, Y ) називається оборотним,

якщо iснує морфiзм β ∈ Φ(Y,X), такий, що αβ = 1X i βα = 1Y , де 1Z

позначає одиничний морфiзм об’єкта Z).

Скелетом категорiї називається її повна пiдкатегорiя, що складається

з представникiв всiх класiв iзоморфних об’єктiв.

Коварiантний функтор, як правило, називається просто функтором.

Функтор F : Φ → Ψ називається строгим, якщо для довiльних об’єктiв

X, Y категорiї Φ вiдображення

F (X, Y ) : HomΦ(X, Y )→ HomΨ(XF, Y F )

(яке визначається вiдображенням F : Mor Φ → Mor Ψ) iн’єктивнe, i по-

вним, якщо це вiдображення сюр’єктивнe. Далi, фуктор F : Φ→ Ψ нази-
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вається щiльним, якщо для кожного Y ∈ Ψ iснує iзоморфний йому об’єкт

виду XF , X ∈ Φ.

Добре вiдома наступна теорема (див. наприклад, [66]).

Теорема 1.3. Функтор F : Φ→ Ψ є еквiвалентнiстю категорiй тодi

i лише тодi, коли вiн строгий, повний i щiльний.

Категорiєю над полем K або просто K-категорiєю називається довiль-

на категорiя Φ, всi множини морфiзмiв якої є векторними просторами

над K, такими, що композицiя морфiзмiв K-бiлiнiйна; тодi, очевидно,

множини Φ(X,X) є K-алгебрами. Завжди вважаємо, що всi простори

Φ(X, Y ) є скiнченновимiрними. Елемент X ∈ Φ називається нульовим,

якщо Φ(X,X) = 0; це еквiвалентно тому, що 1X = 0 (зауважимо, що в

K-категорiї не завжди iснують нульовi об’єкти).

Функтор F : Φ→ Ψ мiжK-категорiями Φ i Ψ називаєтьсяK-лiнiйним,

якщо всi вiдповiднi йому вiдображення F (X, Y ) є K-лiнiйними; iнодi та-

кий функтор називають K-функтором.

Кожнiй категорiї Φ можна природно зiставити K-категорiю KΦ, що

називається K-лiнiйною оболонкою або K-лiнеаризацiєю Φ; вона має тi

ж об’єкти, що i категорiя Φ, а KΦ(X, Y ) — це векторний K-простiр з

базисом Φ(X, Y ). Очевидно, що довiльний функтор F : Φ → Ψ, де Ψ —

K-категорiя, однозначно продовжується до K-лiнiйного функтора FK :

KΦ→ Ψ.

Двостороннiм iдеалом (або просто iдеалом) I K-категорiї Φ називаєть-

ся набiр пiдпросторiв I(X, Y ) ⊆ Φ(X, Y ), де X, Y ∈ Φ, таких, що λαγ ∈
Φ(W,Z) щораз, коли α ∈ I(X, Y ), λ ∈ Φ(W,X), γ ∈ Φ(Y, Z). З кожним

iдеалом I зв’язаний фактор-K-категорiя Φ/I з тими ж об’єктами, що i

категорiя Φ, i множинами морфiзмiв (Φ/I)(X, Y ) = Φ(X, Y )/I(X, Y ) для

всiх X, Y ∈ Φ. Зауважимо, що якщо 1X ∈ I, то об’єкт X категорiї Φ/I є

нульовим. Канонiчнi проекцiї (просторiв) Φ(X, Y )→ Φ/I(X, Y ) задають
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функтор-проекцiю Π : Φ→ Φ/I.

Як важливий приклад, пов’язаний iз цими поняттями, можна вказати

наступний приклад. Нехай F : Φ→ Ψ — K-функтор мiж K-категорiями,

що є повним i щiльним. Позначимо через KerF ядро функтора F , тобто

множина всiх морфiзмiв α, таких, що αF = 0; очевидно, що KerF — iдеал

в Φ. Тодi F iндукує еквiвалентнiсть Φ/KerF ∼= Ψ.

Скiнченна K-категорiя Ψ називається спектроїдом, якщо її об’єкти по-

парно неiзоморфнi i всi алгебри ендоморфiзмiв Ψ(X,X) локальнi (локаль-

на алгебра — це алгебра з 1 6= 0, всi необоротнi елементи якої утворюють

iдеал). Зауважимо, що умова про локальнiсть всiх алгебр ендоморфiзмiв

еквiвалентна тому, що всi необоротнi морфiзми Ψ утворюють iдеал. Цей

iдеал називається радикалом спектроїда Ψ; ми позначаємо його черезRΨ.

Таким чином, ми маємо RΨ(X, Y ) = Ψ(X, Y ) для X 6= Y , а RΨ(X,X) —

це максимальний iдеал (радикал) локальної алгебри Ψ(X,X).

Якщо I — iдеал спектроїда Ψ i I ⊆ RΨ, то, мабуть, Ψ/I також є

спектроїдом; якщо ж I не належить RΨ, то множина P = {X ∈ Ψ | 1X ∈
I} непорожня i значить фактор-категорiя Ψ/I не є спектроїдом (оскiльки

об’єкти X ∈ P стають нульовими об’єктами Ψ/I, алгебри ендоморфiзмiв

Ψ/I(X,X) не є локальними). Однак у другому випадку спектроїдом є

повна пiдкатегорiя категорiї Ψ/I, що складається з ненульових об’єктiв.

Адитивною K-категорiєю (або K-адитивною категорiєю) називається

довiльна K-категорiя, що є адитивною (тобто має скiнченнi прямi суми i

нульовий об’єкт). Вiдзначимо, що кожнiй K-категорiї Φ можна природно

зiставити адитивну K-категорiю ⊕Φ, що називається адитивною оболон-

кою Φ. Її об’єктами є скiнченнi послiдовностi (X1, . . . , Xs) об’єктiв з Φ,

а морфiзми (X1, . . . , Xs) → (Y1, . . . , Yt) ототожнюються з ”матрицями”

µ = (µij) ∈
⊕

i,j Φ(Xi, Yj); композицiя морфiзмiв визначається правилом

множення матриць.

Очевидно, що довiльнийK-лiнiйний функтор з Φ в Ψ, де Ψ — адитивна
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K-категорiя, можна природно продовжити доK-лiнiйного функтора з⊕Φ

в Ψ.

Скiнченна адитивна K-категорiя називається категорiєю Крулля-

Шмiдта, якщо кожний її об’єкт розкладається в пряму суму нерозклад-

них об’єктiв з локальними алгебрами ендоморфiзмiв. Повну пiдкатегорiю

категорiї Крулля-Шмiдта Φ, що складається з представникiв всiх класiв

iзоморфiзмiв нерозкладних об’єктiв, будемо позначати через Φ0; очевид-

но, що категорiя Φ0 визначена однозначно з точнiстю до iзоморфiзму ка-

тегорiй i є спектроїдом. Ми називаємо її головним спектроїдом категорiї

Φ.

Поняття радикала, що ми ввели вище для спектроїдiв, можна ввести

також i для категорiй Крулля-Шмiдта.

Нехай Φ — категорiя Крулля-Шмiдта. Морфiзм α ∈ Φ(X, Y ) нази-

вається радикальним, якщо для кожного β ∈ Φ(Y,X) морфiзми 1X + αβ

i 1Y + βα оборотнi (насправдi досить вимагати одну з цих умов). Всi

радикальнi морфiзми утворюють iдеал, що називається радикалом ка-

тегорiї Φ; ми позначаємо його через RΦ. Зауважимо, що мiж простора-

миRΦ(⊕iXi,⊕jYj) i ⊕i,jRΦ0
(Xi, Yj) iснує природний (канонiчний) iзомор-

фiзм.

Вiдносно викладеного в цьому пiдроздiлi матерiалу див., наприклад,

[67, 68].

1.3. Матричнi зображення напiвгруп

Матричним зображенням напiвгрупи S розмiрностi n над полем K на-

зивається довiльний гомоморфiзм T iз S в напiвгрупу Mn(K) (вiдносно

множення) всiх матриць розмiру n × n з елементами iз поля K. Якщо

напiвгрупа задана твiрними i спiввiдношеннями, то матричне зображен-

ня однозначно задається набором матриць, що вiдповiдають твiрним, та
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вiдповiдними спiввiдношеннями мiж цими матрицями. Надалi будемо вва-

жати, що напiвгрупа є завжди скiнченно породженою.

Еквiвалентнiсть матричних зображень T i T ′ напiвгрупи S означає

iснування оборотної матрицi C такої, що T (x) = CT ′(x)C−1 для всiх x ∈
S.

Сформулюємо означення еквiвалентностi матричних зображень напiв-

групи S в термiнах елементарних перетворень рядкiв та стовпцiв матриць.

Нехай G — скiнченна система твiрних напiвгрупи S i нехай T — де-

яке її матричне зображення. Допустимими перетвореннями для зобра-

ження M будемо називати наступнi перетворення з рядками i стовпцями

матриць T (g), g ∈ G: з рядками матриць T (g) одночасно можна робити

довiльне елементарне перетворення, але при цьому треба зробити (одно-

часно) обернене перетворення з їх стовпцями. Тодi еквiвалентнiсть двох

матричних зображень напiвгрупи S означає, що одне з цих зображень

можна отримати з iншого за допомогою допустимих перетворень (це вип-

ливає з загальних добре вiдомих тверджень про властивостi елементарних

перетворень та елементарних матриць).

Прямою сумою матричних зображень T i T ′ напiвгрупи S називається

зображення T ⊕ T ′, де

T ⊕ T ′(x) =

 T (x) 0

0 T ′(x)


для довiльного x ∈ S.

Зображення T напiвгрупи S називається розкладним, якщо воно

еквiвалентне прямiй сумi двох ненульових зображень, i нерозкладним в

iншому разi (нульове матричне зображення — це зображення розмiрностi

0).

Оскiльки напiвгрупа не обов’язково має нульовий чи одиничний еле-

мент, то у випадку, коли нульовий (вiдповiдно одиничний) елемент є, iз

загального означення матричного зображення не випливає, що нульо-
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вому (вiдповiдно одиничному) елементу вiдповiдає нульова (вiдповiдно

одинична) матриця. Але можна вимагати цi умови, по сутi не обмежу-

ючи загальностi, про що говорять наступнi два твердження, формулю-

вання i доведення яких ми дослiвно наводимо iз дисертацiйної роботи

О. М. Тертичної [69, Роздiл 1].

Твердження 1.4. Якщо M — матричне зображення напiвгрупи S

з нулем, i ми не вимагаємо, щоб M : 0 → 0, тодi єдиним нерозклад-

ним зображенням, в якому нульовий елемент не переходить в нульову

матрицю, буде наступне: a→ 1 для всiх a ∈ S.

Доведення. Нехай M — довiльне матричне зображення напiвгрупи S.

Оскiльки ми не вимагаємо, щоб M(0) = 0, тодi нехай M(0) = Q, де

Q — деяка матриця. Для всiх a ∈ S виконуються рiвностi a0 = 0 i 0a = 0

(зокрема, якщо a = 0, то маємо рiвнiсть 02 = 0). Звiдси (згiдно означення

матричного зображення) випливають наступнi матричнi рiвностi:

M(a)Q = Q, (1.1)

QM(a) = Q, (1.2)

Q2 = Q. (1.3)

Оскiльки Q2 = Q (1.3), то iз добре вiдомої теореми про канонiчну

форму Жордана безпосередньо випливає, що перетвореннями подiбностi

матрицю Q можна привести до вигляду

Q0 =

 E 0

0 0

 ,

де E — одинична матриця; тобто iснує оборотна матриця C така, що

Q = C

 E 0

0 0

C−1 = CQ0C
−1.



36

Розглянемо матричне зображення M̂ : a → C−1M(a)C (зауважимо,

що M̂(0) = C−1M(0)C = C−1QC = C−1(CQ0C
−1)C = Q0). Оскiльки

зображення M i M̂ еквiвалентнi, то з рiвностей (1.1) – (1.2) випливають

наступнi рiвностi:
M̂(a)Q0 = Q0,

Q0M̂(a) = Q0

або (що те ж саме) M̂(a)11 M̂(a)12

M̂(a)21 M̂(a)22

 E 0

0 0

 =

 E 0

0 0

 , (1.4)

 E 0

0 0

 M̂(a)11 M̂(a)12

M̂(a)21 M̂(a)22

 =

 E 0

0 0

 . (1.5)

Пiсля перемноження матриць iз рiвностi (1.4) отримаємо M̂(a)11 = E,

M̂(a)21 = 0, а з рiвностi (1.5) маємо M̂(a)11 = E, M̂(a)12 = 0.

Отже, для довiльного ненульового a ∈ S

M̂(a) =

 E 0

0 M̂(a)22

 ,

а для нульового елемента

M̂(0) =

 E 0

0 0

 .

Таким чином, M̂ = M̂1 ⊕ M̂2, де M̂1 : a → E для всiх a ∈ S; M̂2 : 0 → 0,

M̂2 : a → M̂(a)22 для всiх ненульових a ∈ S, i до того ж зображення M̂1

є прямою сумою зображення a → 1 для всiх a ∈ S, звiдки i випливає

потрiбне твердження.

Твердження 1.4 доведено.

Отже, припускаючи для напiвгрупи з нулем, що нульовий елемент пе-

реходить у нульову матрицю, ми втрачаємо лише одне нерозкладне зоб-

раження a→ 1 для всiх a ∈ S.
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Твердження 1.5. Якщо M — матричне зображення напiвгрупи S з

одиницею, i ми не вимагаємо, щоб M : 1 → E, тодi єдиним нерозклад-

ним зображенням, в якому одиничний елемент не переходить в одинич-

ну матрицю, буде наступне: a→ 0 для всiх a ∈ S.

Доведення цього твердження проводиться повнiстю аналогiчно дове-

денню твердження 1.4. Вiдмiннiсть полягає лише в тому, що замiсть рiв-

ностей a0 = 0, 0a = 0 i 02 = 0 слiд розглянути рiвностi a1 = a, 1a = a i

12 = 1 (для всiх a ∈ S).

Напiвгрупi з фiксованою (скiнченною) системою твiрних i фiксова-

ною системою визначальних спiввiдношень можна зiставити сагайдак,

який має одну вершину i кожному твiрному напiвгрупи вiдповiдає стрiл-

ка (петля) сагайдака. Тодi спiввiдношення для твiрних переносяться на

спiввiдношення для стрiлок i ми маємо сагайдак зi спiввiдношеннями. Це

дає можливiсть переносити рiзнi поняття i твердження для сагайдакiв

зi спiввiдношеннями i їх зображень на напiвгрупи. Зокрема, таким чином

переносяться поняття скiнченностi типу, ручностi i дикостi задач про опис

зображень.

1.4. Алгебри Ауслендера

Якщо Λ — K-алгебра скiнченного типу i T1, . . . , Tm — повна система її

нерозкладних попарно нееквiвалентних зображень, то алгеброю Ауслен-

дера алгебри Λ називається алгебра ендоморфiзмiв

EndK(T1 ⊕ · · · ⊕ Tm)

прямої суми зображень T1, . . . , Tm.

Розглянемо бiльш детально цю ситуацiю для матричних зображень на-

пiвгруп.
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Матричнi зображення напiвгрупи S над полем K утворюють K-

категорiю. Морфiзмами мiж зображеннями T i T ′ є матрицi X такi, що

TaX = XT ′a для довiльного a ∈ S. Очевидно, що для опису всiх морфiзмiв

категорiї зображень напiвгрупи S достатньо описати морфiзми її скелета

(повної пiдкатегорiї, що складається з представникiв всiх класiв iзоморф-

них об’єктiв), бо кожний об’єкт категорiї iзоморфний деякому об’єкту ске-

лета.

Далi, якщо A1, A2, B1, B2 — об’єкти категорiї зображень, то будь-який

морфiзм f : A1 ⊕ A2 → B1 ⊕ B2 однозначно задається iндукованими

морфiзмами fij : Ai → Bj (i, j = 1, 2). Значить, якщо напiвгрупа має

скiнченне, з точнiстю до еквiвалентностi, число нерозкладних зображень

над полемK — T1, . . . , Tm, то алгебра ендоморфiзмiв End (T1⊕· · ·⊕Tm) =

Hom (T1 ⊕ · · · ⊕ Tm, T1 ⊕ · · · ⊕ Tm) задаться матрицею
Hom (T1, T1) . . . Hom (T1, Tm)

... . . . ...

Hom (Tm, T1) . . . Hom (Tm, Tm)

 .

При цьому сума i добуток конкретних морфiзмiв задається правилами до-

давання i множення морфiзмiв. Отже, ця алгебра ендоморфiзмiв повнiстю

задає категорiю зображень. Вона називається матричною алгеброю (або

просто алгеброю) Ауслендера напiвгрупи S i позначається AusK(S) або

просто Aus(S), якщо поле K зафiксоване. Ця алгебра не залежить вiд

вибору представникiв в класах iзоморфних об’єктiв категорiї зображень,

тобто при рiзних виборах представникiв вiдповiднi алгебри будуть iзо-

морфними (бiльш того, вони будуть спряденi в повнiй матричнiй алгебрi

вiдповiдного розмiру m×m).

Приведемо приклади обчислення матричної алгебри Ауслендера iз [70].

Приклад 1. Розглянемо напiвгрупу S1
2 , породжену одним елементом

a таким, що a2 = a. Оскiльки матричне зображення цiєї напiвгрупи за-

дається iдемпотентною матрицею A, то за повну систему нерозкладних
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попарно нееквiвалентних матричних зображень природно взяти таку, що

складається iз наступних двох зображень: 1) T1 : a → 0; 2) T2 : a → 1.

Тодi матриця X належить алгебрi Ауслендера (за означенням, алгебрi ен-

доморфiзмiв зображення T1⊕T2) тодi i лише тодi, коли вона дiагональна.

Приклад 2. Розглянемо напiвгрупу S0
2 , породжену нульовим елемен-

том 0 i елементом a такими, що a2 = 0. Розглядаючи матричнi зображен-

ня цiєї напiвгрупи, вважаємо (див. попереднiй пiдроздiл), що нульовому

елементу вiдповiдає нульова матриця. Тодi її матричне зображення за-

дається матрицею A такою, що A2 = 0. За повну систему нерозкладних

попарно нееквiвалентних матричних зображень напiвгрупи S0
2 природно

взяти таку, що складається iз наступних двох зображень:

1) T1 : a→ 0;

2) T2 : a→

 0 1

0 0

 .

Розглянемо пряму суму нерозкладних зображень

T = T1 ⊕ T2 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .

Тодi матрична алгебра Ауслендера складається iз матриць вигляду

X =


x11 0 x13

x21 x22 x23

0 0 x22

 .

Приклад 3. Розглянемо напiвгрупу S11
22 , породжену нульовим елемен-

том 0 i елементами a, b такими, що a2 = a, b2 = b, ab = 0. Як i в попе-

редньому прикладi, розглядаючи матричнi зображення цiєї напiвгрупи,

вважаємо, що нульовому елементу вiдповiдає нульова матриця. Тодi її
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матричне зображення задається матрицями A,B такими, що

A2 = A, B2 = B, AB = 0.

Повною системою нерозкладних попарно нееквiвалентних матричних

зображень напiвгрупи S11
22 є, зокрема, наступна:

1) T1: a→ 0, b→ 0;

2) T2: a→ 0, b→ 1;

3) T3: a→ 1, b→ 0;

4) T4: a→

 1 0

0 0

, b→

 0 0

1 1

.

Розглянемо пряму суму нерозкладних зображень

T = {A,B} = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 ⊕ T4:

A =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0


, B =



0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1


.

Тодi матрична алгебра Ауслендера складається iз матриць вигляду

X =



x11 0 0 0 0

0 x22 0 0 0

0 0 x33 x34 0

0 0 0 x44 0

0 x52 0 0 x44


.

Приклад 4. Розглянемо бiльш складний приклад обчислення алгебри

Ауслендера, а саме для напiвгрупи

S32 =< a, b | a3 = a, b2 = b >,

коли в першу чергу використовується канонiчна форма зображень.
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Теорема 1.6. Будь-яке матричне зображення напiвгрупи S0
32 над по-

лем K характеристики p 6= 2 еквiвалентне матричному зображенню

вигляду

a→ A =



E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



,

b→ B =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 E 0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Ця теорема доведена в роботi [72] за схемою, запропонованою

В. М. Бондаренком. Подальше викладення також слiдує цiй роботi.
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З використанням цiєї теореми вже легко отримати всi (з точнiстю до

еквiвалентностi) нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи S0
32. Ос-

новним тут є те, що якщо в зображеннi, вказаному в теоремi 1.6, всi оди-

ничнi матрицi мають порядок 1, то воно є (з точнiстю до перестановки

рядкiв i стовпцiв) прямою сумою всiх отриманих нерозкладних зобра-

жень.

Отже, для обчислення алгебри Ауслендера в цьому випадку можна

взяти матричне зображення a→ A0, b→ B0, де A0 i B0 — це матрицi A i

B iз теореми 1.6, в яких всi одиничнi матрицi мають порядок 1:

A0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



, B0 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Матрична алгебра Ауслендера напiвгрупи S0
32 — це (на матричнiй мовi)

множина всiх матриць X таких, що виконуються рiвностi

A0X = XA0, B0X = XB0.

Нехай xij позначають елементи довiльної такої матрицi X (розмiрностi

11).

Iз рiвностi A0X = XA0 маємо:
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x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x1,10 x1,11

x21 x22 x23 x24 x25 x26 x27 x28 x29 x2,10 x2,11

x31 x32 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x39 x3,10 x3,11

−x41 −x42 −x43 −x44 −x45 −x46 −x47 −x48 −x49 −x4,10 −x4,11

−x51 −x52 −x53 −x54 −x55 −x56 −x57 −x58 −x59 −x5,10 −x5,11

−x61 −x62 −x63 −x64 −x65 −x66 −x67 −x68 −x69 −x6,10 −x6,11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



=

=



x11 x12 x13 −x14 −x15 −x16 0 0 0 0 0

x21 x22 x23 −x24 −x25 −x26 0 0 0 0 0

x31 x32 x33 −x34 −x35 −x36 0 0 0 0 0

x41 x42 x43 −x44 −x45 −x46 0 0 0 0 0

x51 x52 x53 −x54 −x55 −x56 0 0 0 0 0

x61 x62 x63 −x64 −x65 −x66 0 0 0 0 0

x71 x72 x73 −x74 −x75 −x76 0 0 0 0 0

x81 x82 x83 −x84 −x85 −x86 0 0 0 0 0

x91 x92 x93 −x94 −x95 −x96 0 0 0 0 0

x10,1 x10,2 x10,3 −x10,4 −x10,5 −x10,6 0 0 0 0 0

x11,1 x11,2 x11,3 −x11,4 −x11,5 −x11,6 0 0 0 0 0



,

тобто матриця X має наступний вигляд:
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X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0 0 0

x21 x22 x23 0 0 0 0 0 0 0 0

x31 x32 x33 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 x44 x45 x46 0 0 0 0 0

0 0 0 x54 x55 x56 0 0 0 0 0

0 0 0 x64 x65 x66 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x77 x78 x79 x7,10 x7,11

0 0 0 0 0 0 x87 x88 x89 x8,10 x8,11

0 0 0 0 0 0 x97 x98 x99 x9,10 x9,11

0 0 0 0 0 0 x10,7 x10,8 x10,9 x10,10 x10,11

0 0 0 0 0 0 x11,7 x11,8 x11,9 x11,10 x11,11



.

Iз рiвностi B0X = XB0 (вважаючи, що матриця X уже має отриманий

вигляд) маємо:



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x21 x22 x23 x54 x55 x56 x77 x78 x79 x7,10 x7,11

x31 x32 x33 0 0 0 x87 x88 x89 x8,10 x8,11

0 0 0 x64 x65 x66 x97 x98 x99 x9,10 x9,11

0 0 0 0 0 0 x10,7 x10,8 x10,9 x10,10 x10,11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



=
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=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x77 x78 0 x77 x79 x77 x78 x79 x7,10 0

0 x87 x88 0 x87 x89 x87 x88 x89 x8,10 0

0 x97 x98 0 x97 x99 x97 x98 x99 x9,10 0

0 x10,7 x10,8 0 x10,7 x10,9 x10,7 x10,8 x10,9 x10,10 0

0 x11,7 x11,8 0 x11,7 x11,9 x11,7 x11,8 x11,9 x11,10 0



,

а отже,

X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x22 x23 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 x33 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 x44 x45 x46 0 0 0 0 0

0 0 0 0 x22 x56 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 x66 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x22 x23 x56 x7,10 0

0 0 0 0 0 0 0 x33 0 x8,10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 x66 x9,10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 x10,10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x11,11



.

Алгебра таких матриць X i є матричною алгеброю Ауслендера.
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1.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi викладено основнi початковi вiдомостi з теорiї зображень

сагайдакiв, теорiї категорiй над полем та теорiї матричних зображень на-

пiвгруп.



Роздiл 2

Модулярнi зображення симетричної напiвгрупи

степеня 2

Всi зображення розглядаються над полем K

Через T2 позначається симетрична напiвгрупа степеня 2, тобто напiв-

група всiх перетворень двоелементної множини.

2.1. Твiрнi та визначальнi спiввiдношення напiв-

групи T2

Напiвгрупа T2 всiх перетворень (вiдображень в себе) двоелементної мно-

жини {1, 2} складається iз чотирьох елементiв e, a, b, c:

e(1) = 1, e(2) = 2;

a(1) = 2, a(2) = 1;

b(1) = 2, b(2) = 2;

c(1) = 1, c(2) = 1.

Таблиця Келi для неї має наступний вигляд:

e a b c

e e a b c

a a e b c

b b c b c

c c b b c

.

47
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Пiдставивиши в неї ba замiсть c (ми можемо це зробити, бо, як видно iз

таблицi, ba = c), маємо наступну таблицю:

e a b ba

e e a b ba

a a e b ba

b b ba b ba

ba ba b b ba

.

Отже, елементи e, a, b утворюють мiнiмальну систему твiрних iз визна-

чальними спiввiдношеннями

1) ea = ae = a,

2) eb = be = b,

3) a2 = e,

4) b2 = b,

5) ab = b.

Подивимося, якi двостороннi iдеали має напiвгрупа T2, тобто пiдмно-

жини I ⊂ T2 такi, що xc ∈ I i cx ∈ I для будь-яких c ∈ I, x ∈ T2. Оскiльки

елемент a оборотний, то легко бачити, що єдиним двостороннiм iдеалом є

iдеал I0 = {b, ba}. Фактор-напiвгрупа T2 по iдеалу I0 є симетрична група

S2 степеня 2 (яка є циклiчною групою порядку 2).

2.2. Про матричнi зображення симетричної напiв-

групи T2

Матричне зображення розмiрностi n напiвгрупи T = T2 над полем K

— це (згiдно загального означення матричного зображення напiвгрупи)

довiльний гомоморфiзм

X : T →Mn(K)
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напiвгрупи T в напiвгрупуMn(K) всiх квадратних матриць порядку n над

полем K (n — натуральне число). Зауважимо, що в загальному означеннi

нiчого не говориться про одиничний елемент напiвгрупи (бо його може i

не бути), але у випадку, коли одиниця в напiвгрупi є, практично можна

вважати, що гомоморфiзм переводить її у одиничну матрицю (див. нас-

тупний пункт); будемо розглядати лише такi зображення (якщо не сказа-

но протилежне). Тодi зображення X : T2 → Mn(K) напiвгрупи T = T2

однозначно задається парою матриць

R = {A = X(a), B = X(b)},

що задовольняють наступнi рiвностi:

A2 = E, B2 = B, AB = B.

Еквiвалентнiсть матричних зображень R = {A,B} i R′ = {A′, B′} на-
пiвгрупи T2 означає iснування оборотної матрицi C такої, що

A′ = CAC−1, B′ = CBC−1

або, що те ж саме,

A′C = CA, B′C = CB,

що практично бiльш зручнiше, бо маємо лiнiйнi вiдносно C рiвностi. На

мовi елементарних перетворень це означає, що вiд зображення R до зоб-

раження R′ можна перейти, зробивши спочатку деякi елементарнi пере-

творення з рядками матриць A i B, а потiм оберненi перетворення зi

стовпцями цих матриць (кожного разу потрiбно робити однi i тi ж еле-

ментарнi перетворення в обох матрицях).

Пряма сума матричних зображень R = {A,B} i R′ = {A′, B′} напiв-

групи T2 — це матричне зображення R⊕R′ = {A⊕ A′, B ⊕B′}, де

A⊕ A′ =

 A 0

0 A′

 ,
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B ⊕B′ =

 B 0

0 B′

 .

Зображення R називається розкладним, якщо воно еквiвалентне пря-

мiй сумi двох зображень, i нерозкладним в iншому разi. Для матричних

зображень напiвгрупи T = T2 (як i для будь-якої скiнченновимiрної ал-

гебри) має мiсце теорема Крулля-Шмiдта про однозначнiсть розкладу до-

вiльного матричного зображення в пряму суму нерозкладних.

Матричне зображення напiгрупи T = T2 називається модулярним, як-

що характеристика поля K, над яким воно розглядається, дорiвнює 2.

Нагадаємо, що згiдно загального означення зобараження напiвгрупи над

полем називається модулярним, якщо характеристика поля дiлить поря-

док деякої скiнченної пiднапiвгрупи; в нашому випадку напiвгрупа T2

має єдину нетривiальну пiдгрупу, породжену елементом a порядку 2. За-

уважимо, що напiвгрупа T2 має i єдину нетривiальну фактор-групу T̂2,

яка є циклiчною порядку 2 (див. попереднiй параграф). Оскiльки кожне

матричне зображення групи T̂2 природним чином продовжується до мат-

ричного зображення напiвгрупи T2 (елементам вiдповiдного iдеалу зiстав-

ляються нульовi матрицi), то таким чином отримане зображення будемо

називати груповим зображенням напiвгрупи T2

2.3. Зауваження про матричнi зображення напiвгруп

з одиницею

Вище говорилося, що у випадку, коли напiвгрупа має одиничний елемент,

практично можна вважати, що матричне зображення зiставляє йому оди-

ничну матрицю.

Бiльш точно, має мiсце наступний факт.

Якщо X : S → Mn(K) — матричне зображення деякої напiвгрупи S

(див. вище вiдповiднi позначення) i S мiстить одиничний елемент e, то
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зображення X еквiвалентне прямiй сумi зображень X1 i X2, таких що

X1(e) — одинична матриця i X2(s) = 0 для довiльного s ∈ S. Iншими

словами, якщо в означеннi матричного зображення напiгрупи з одиницею

ми додатково будемо вимагати, щоб одиничному елементу вiдповiдала

одинична матриця, то ми втратимо лише одне нерозкладне зображення,

а саме зображення, всi матрицi якого є нульовими порядку 1.

Дiйсно, оскiльки матриця Q = X1(e) iдемпотентна, то iз добре вiдомої

теореми про канонiчну форму Жордана безпосередньо випливає, що iснує

оборотна матриця C така, що Q = CQ0C
−1, де

Q0 =

 E 0

0 0

 ;

тут i надалi E позначає одиничну матрицю довiльного порядку m ≥ 0 (не

обов’язково двi рiзнi клiтини, позначенi через E, мають однакову розмiр-

нiсть).

Розглянемо матричне зображення X̂ : s → C−1X(s)C (еквiвалентне

зображенню X), яке зiставляє одиничному елементу e матрицю Q0. Iз

рiвностей X̂(e)X̂(s) = X̂(s)X̂(e) = X̂(s) (для довiльного s ∈ S) i X̂(e) =

Q0 випливає, що в матрицi

X̂(s) =

 X̂(s)11 X̂(s)12

X̂(s)21 X̂(s)22


(розбитої на горизонтальнi та вертикальнi смуги таким же чином, як i

матриця Q0) блоки X̂(s)12, X̂(s)21, X̂(s)22 є нульовими, звiдки маємо,

що зображення X̂(s) є прямою сумою зображення X1 : s → X̂(s)11, яке

зiставляє одиничному елементу e одиничну матрицю X̂(e)11, та зображен-

ня X2 : s→ X̂(s)22, для якого всi матрицi X̂(s)22 є нульовими.
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2.4. Канонiчна форма модулярних зображень напiв-

групи T2

Мета цього параграфа — установити канонiчну форму модулярних зоб-

ражень напiвгрупи T2.

Теорема 2.1. Будь-яке матричне забраження напiвгрупи T2 над по-

лем K характеристики 2 еквiвалентне матричному зображенню вигля-

ду

a→ A0 =



E 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E E 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E E 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E E 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E



,

b→ B0 =



E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



.
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Пiдкреслимо, що деякi (але не всi) одиничнi клiтини в матрицях, вка-

заних в теоремi, можуть бути “порожнiми”, тобто мати нульовий порядок.

Зауважимо ще, що як сказано вище, розглядаються лише такi матрич-

нi зображення напiгрупи T2, якi зiставляють одиничному елементу напiв-

групи одиничну матрицю. Якщо ж цього не вимагати, то в обох матрицях

треба додати нульову горизонтальну та нульову вертикальну смуги (при-

чому число рядкiв горизонтальної смуги дорiвнює числу стовпцiв верти-

кальної смуги).

Щоб довести цю теорему ми сформулюємо її в дещо iншiй формi, яка

узгоджується з нашим методом доведення (вказанi в обох теоремах ка-

нонiчнi зображення вiдрiзняються лише порядком розташування гори-

зонтальних та вертикальних смуг блокових матриць); щоб було ясно, якi

дiагональнi блоки мають завiдомо однаковий розмiр, ми iндексуємо оди-

ничнi матрицi (в першому випадку на це вказували горизонтальнi та вер-

тикальнi подiли).

Теорема 2.2. Будь-яке матричне забраження напiвгрупи T2 над по-

лем K характеристики 2 еквiвалентне матричному зображенню вигля-

ду

a→ A =



E1 0 0 0 0 0 E1 0 0

0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E4 0 0 0 E4 0

0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E2



,
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b→ B =



E1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



,

де E1, . . . , E5 — деякi одиничнi матрицi.

Переходимо до доведення теореми 2.2.

Нехай R = {A,B} — зображення напiвгрупи T2 над полем K. Нага-

даємо, що A2 = E,AB = B,B2 = B i поле K має характеристику 2.

Очевидно, що без обмеження загальностi можна вважати, що матриця B

має жорданову нормальну форму, тобто

B =

 E 0

0 0

 .

Розглянемо матрицю A у блоковому виглядi, що вiдповiдає вигляду B:

A =

 A11 A12

A21 A22

 .

Використаємо спочатку спiввiдношення AB = B: A11 A12

A21 A22

 E 0

0 0

 =

 E 0

0 0

 ,

тобто  A11 0

A21 0

 =

 E 0

0 0

 .
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Звiдси маємо, що A11 = E , A21 = 0, а тодi

A =

 E A12

0 A22

 .

Залишилося ще одне спiввiдношення A2 = E, тобто E A12

0 A22

2

=

 E A12 + A12A22

0 A2
22

 =

 E 0

0 E

 .

З останньої рiвностi маємо

A12 = A12A22 (2.1)

A2
22 = E (2.2)

Отже, наше матричне зображення R = {A,B} складається iз матриць

A =

 E A12

0 A22

 , B =

 E 0

0 0

 (2.3)

i до того ж блоки A12 та A22 задовольняють рiвностi (2.1) i (2.2).

Дiзнаємося тепер, якi перетворення подiбностi ми можемо виконувати з

A iB, щоб не змiнювався їх загальний вигляд (тобто щоб не псувалися уже

зробленi одиничнi та нульовi блоки). Якщо таке перетворення здiйснює

перехiд вiд зображення R до зображення R = {A,B} такого ж самого

вигляду, тобто

A =

 E A12

0 A22

 , B =

 E 0

0 0

 ,

то воно задається за допомогою оборотної матрицi X, такої що

A = XAX−1, B = XBX−1

або (в еквiвалентнiй формi) AX = XA, BX = XB. Очевидно, що при

цьому матрицi B i B рiвнi (це випливає iз їх подiбностi).
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Використаємо спочатку спiввiдношення BX = XB: E 0

0 0

 X11 X12

X21 X22

 =

 X11 X12

X21 X22

 E 0

0 0

 ,

де блоки Xij матрицi X заданi у вiдповiдностi з блоками матриць A та

B. Звiдси маємо  X11 X12

0 0

 =

 X11 0

X21 0

 ,

тобто X12 = 0, X21 = 0, а значить

X =

 X11 0

0 X22

 .

Перейдемо тепер до спiввiдношення AX = XA: E AA12

0 AA22

 X11 0

0 X22

 =

 X11 0

0 X22

 E A12

0 A22

 ,

тобто  X11 A12X22

0 A22X22

 =

 X11 X11A12

0 X22A22

 .

З останньої рiвностi маємо, що

A12X22 = X11A12, A22X22 = X22A22,

або (в еквiвалентнiй формi)

A12 = X11A12X
−1
22 (2.4)

A22 = X22A22X
−1
22 (2.5)

Отже, доведено, що матричнi зображення R = {A,B} та R = {A,B}
еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли виконанi рiвностi (2.4) i (2.5). Якщо ж

говорити на мовi елементарних перетворень, то iз цих рiностей i вигляду

матрицi X випливає, що допустимими перетвореннями для блокiв A12 та
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A22 зображення R (тобто якi iндукуються перетвореннями подiбностi з

рядками та стовцями матриць A та B, якi не псують їхнього вигляду) є

лише наступнi перетворення а), б) та їх композицiї:

а) з рядками матрицi A12 можна робити довiльне елементарне перетво-

рення;

б) з рядками матрицi A22 можна робити довiльне елементарне пере-

творення, але при цьому зi стовпцями матриць A12 i A22 треба зробити

обернене елементарне перетворення.

Отже, задача про опис з точнiстю до еквiвалентнотi матричних зоб-

ражень вигляду (3) напiвгрупи T2 , а значить i взагалi всiх її матричних

зображень, еквiвалентна задачi про опис пар матриць A12 i A22 з точнiстю

до еквiвалентностi, яка задана рiвностями (2.4) та (2.5) або ж перетворен-

нями а) та б).

Розглянемо цю задачу про матрицi A12 i A22.

Оскiльки A2
22 = 0 (див. рiвнiсть (2.2)), то перетвореннями вигляду а) i

б) (або ж, що те саме, використовуючи рiвнiсть (2.5)) приведемо матрицю

A22 до наступного вигляду

A22 =


E 0 E

0 E 0

0 0 E

 (2.6)

який легко отримати iз жорданової нормальної форми (однаковою)

перестановкою рядкiв i стовпцiв. Тодi, розбивши матрицю A12 на три вер-

тикальнi смуги у вiдповiдностi з розбиттям матрицi A22 i скориставшись

рiвнiстю (2.1), маємо:

A12 =
(

0 C D
)

(2.7)

де C i D — деякi матрицi (формально матрицi A12 i A22 треба було б

позначити iншими символами, наприклад A′12 i A′22, але для зручностi i
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по прийнятiй в теорiї матричних задач традицiї ми залишили старi по-

значення).

Будемо тепер робити такi допустимi перетворення, якi не змiнюють

загального вигляду матриць A12 i A22, i подивимося, якi перетворення з

матрицями C i D при цьому iндукуються.

По-перше, з рядками матриць C i D можна робити одне i те ж довiльне

елементарне перетворення (див. допустиме для A12 i A22 перетворення а)).

По-друге, якщо перетворення вигляду б) зробити з рядками другої гори-

зонтальної смуги матрицi A22 та стовпцями другої вертикальної смуги

матриць A12 i A22, то загальний вигляд матриць A12 i A22 не змiниться,

а змiниться лише матриця C, а саме з її стовпцями буде здiйснено вiдпо-

вiдне елементарне перетворення (що входить в б)). По-третє, якщо одне

i те ж перетворення вигляду б) зробити одночасно з рядками першої та

третьої горизонтальних смуг матрицi A22 та стовпцями першої i третьої

вертикальних смуг матриць A12 i A22, то загальний вигляд матриць A12

i A22 не змiниться, а змiниться лише матриця D, а саме з її стовпцями

буде здiйснено вiдповiдне елементарне перетворення (що входить в б)). I

нарештi, по-четверте, якщо до j-го стовпця третьої вертикальної смуги

додати i-ий стовпець другої вертикальної смуги, помножений на деякий

елемент поля K одночасно в матрицях A12 i A22, а iз рядками матрицi

A22 зробити обернене елементарне перетворення (вказане перетворення з

рядками та стовпцями є перетворенням вигляду б)), то загальний вигляд

матриць A12 i A22 не змiниться, а змiниться очевидно зрозумiлим чином

лише матриця D.

Таким чином, допустимими для матриць C iD є довiльнi одночаснi еле-

ментарнi перетворення з їх рядками, незалежнi елементарнi перетворення

з їх стовпцями та додавання стовпцiв матрицi C до стовпцiв матрицi D з

деякими множниками iз K; зрозумiло, що допустимими є i їх композицiї.

Для нас неважливо є чи немає iнших допустимих перетворень, але,
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розглядаючи матрицi A22, A12 вигляду (2.6), (2.7) та матрицi A22, A12

такого ж вигляду, разом з перетвореннми (2.4), (2.5)(аналогiчно, як для

матричних зображнень R i R), можна показати, що iнших допустимих

перетворень для матриць C i D немає.

Iз (2.3), (2.6) i (2.7) випливає, що наше зображення R приведено до

наступного вигляду:

A =


E 0 C D

0 E 0 E

0 0 E 0

0 0 0 E

 , B =


E 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (2.8)

За лемою 1 роботи [22] матрицi C i D (якi утворюють зображення

лiнiйно впорядкованої множини iз двох елементiв) можна привести за

допомогою вказаних допустимих перетворень до наступного вигляду:

C =


0 E

0 0

0 0

 , D =


0 0

0 E

0 0

 .

Пiдставляючи цi матрицi у (2.8) та iндексуючи одиничнi матрицi таким

чином, щоб матрицi завiдомо однакового порядку мали один i той же

iндекс, маємо:

A =



E1 0 0 0 0 0 E1 0 0

0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E4 0 0 0 E4 0

0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E2



,
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B =



E1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Теорема 2.2 доведена.

2.5. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2

над полем характеристики 2

Iз теореми 2.1 випливає повний опис модулярних нерозкладних зображень

напiвгрупи T2.

Теорема 2.3. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2 над

полем K характеристики 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiвалент-

ностi, наступними (попарно нееквiвалентними) зображеннями:

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

;

4) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

;
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5) a→


1 0 1

0 1 1

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

.

Дiйсно, iз теореми 2.1 випливає, що будь-яке матричне зображення

напiвгрупи T2 над полем K характеристики 2 еквiвалентне прямiй сумi

зображень вигляду 1)–5). До того ж, зображення 1)–5) попарно нееквiва-

лентнi (у випадку зображень однакової розмiрностi це випливає iз того,

що матрицi, якi зiставленi елементу b, мають рiзнi ранги).

Залишилолся впевнитися в тому, що всi зображення 1)–5) нерозкладнi.

Якби iснувало розкладне зображення R вигляду 1)–5), то згiдно тiльки

що сказаного воно було б еквiваленним прямiй сумi R0 деяких зображень

вигляду 1)–5) меншої розмiрностi. Якщо врахувати, що еквiвалентнi зоб-

раження мають подiбнi матрицi, що вiдповiдають елементу b, то можливi

лише такi випадки:

a) зображення R вигляду 3) еквiвалентне прямiй сумi R0 двох зобра-

жень вигляду 1);

б) зображення R вигляду 4) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень

вигляду 1) та 2);

в) зображення R вигляду 5) еквiвалентне прямiй сумi R0 двох зобра-

жень вигляду 1) та зображення вигляду 2);

г) зображення R вигляду 5) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень

вигляду 1) та 4);

д) зображення R вигляду 5) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень

вигляду 2) та 3).

Але це неможливо, бо, як легко побачити, у кожному з перерахованих

випадкiв матрицi R(a) та R0(a) не є подiбними.

Як сказано вище, розглядаються лише такi матричнi зображення на-

пiгрупи T2, якi зiставляють одиничному елементу напiвгрупи одиничну
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матрицю. Якщо цього не вимагати, тодi в останнiй теоремi треба (згiдно

зауваженню до теореми 2.1) додати наступне зображення:

0) a→ 0, b→ 0.

2.6. Алгебра Ауслендера напiвгрупи T2 вiдносно мо-

дулярних зображень

Алгеброю Ауслендера алгебри скiнченного зображувального типу (тобто,

яка має скiнченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень)

називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми всiх нерозкладних зоб-

ражень (iз кожного класу еквiвалентностi нерозкладних зображень треба

взяти один представник). Якщо зображення розглядати в матричному

виглядi, то алгебра Ауслендера буде реалiзовуватись також в матрично-

му виглядi i в цьому випадку природно називати її матричною алгеброю

Ауслендера.

Нагадаємо, що ендоморфiзм матричного зображення T алгебры Λ —

це довiльна матриця X така, що

T (y)X = XT (y)

для будь-якого y ∈ Λ.

Очевидно, що матрична алгебра Ауслендера не залежить вiд вибору

представникiв в классах еквiвалентностi у тому сенсi, що всi отриманi

таким чином алгебри будуть спряженi як пiдалгебри вiдповiдної повної

матричної алгебри.

Оскiльки мiж зображеннями напiвгрупи та зображеннями її напiв-

групової алгебри iснує природна взаємно однозначна вiдповiднiсть, то

можна говорити про алгебру Ауслендера напiвгруп.

Наступна теорема описує алгебру Ауслендера напiвгрупи T2 у випадку

модулярних зображень.
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Теорема 2.4. Якщо K — поле характеристики 2, то матрична ал-

гебра Ауслендера для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0

0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29

0 0 x11 0 0 0 0 0 0

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0

0 0 x41 0 x44 0 0 0 0

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69

0 0 x62 0 0 0 x66 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x88 0

0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99



,

де xij− елементи поля K. Розмiрнiсть алгебри Aus(T2) дорiвнює 20, її

радикал R(T2) має ступiнь нiльпотентностi 5 i Aus(T2)/R(T2) = K ⊕
K ⊕K ⊕K ⊕K.

Перед доведенням теореми розглянемо один наслiдок.

Вiдмiтимо одну властивiсть цiєї алгебри. Якщо на множинi N9 =

{1, 2, . . . , 8, 9} ввести бiнарне вiдношення ρ, вважаючи, що iρj тодi i лише

тодi, коли параметр xij матрицi X не дорiвнює нулю, то ρ — вiдношення

часткового порядку, а саме дiаграма Хассе H(N) частково впорядкованої

множини N = (N9, ρ) має вигляд

s4̃

s1

s8

- s 6̂

+

s2

s9

s5̃ �
�- s 7̂

+

�
�

@
@

@
@
s3

Однаково позначенi (зверху) номери вершин цього орiєнтовного графа

означають, що вiдповiднi дiагональнi параметри матрицi X рiвнi, а одна-

ково позначенi ребра — що рiвними є вiдповiднi позадiагональнi парамет-

ри.
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Якщо ототожнити вершини з однаковими верхнiми позначками, а по-

тiм однаково позначенi ребра, отримаємо деякий орiєнтований граф —

H(N). Його (орiєнтовний) шлях вважаємо нульовим, якщо його не iснує

для дiаграми Хассе (при будь-якому фiксованому виборi номерiв склеє-

них вершин), а два шляхи мiж одними i тими ж рiзними вершинами вва-

жаємо рiвними, якщо в дiаграмi iснують обидва цi шляхи (при деякому

виборi номерiв склеєних вершин). Алгебра шляхiв графа H(N) iз вказа-

ними спiввiдношеннями задає (згiдно побудови) алгебру Ауслендера на-

пiвгрупи T2. Бiльш точно, алгебра Ауслендера напiвгрупи T2 iзоморфна

алгебрi шляхiв сагайдаку

s

s

s

s

s? ?

α σλ

β

γ

δ
-

-

-@
@

@
@
@

@I

зi спiввiдношеннями αβ = γσ, βδ = 0, σλ = 0, αβλ = 0 (стрiлки мно-

жаться злiва направо).

Переходимо тепер до доведення теореми.

Розглянемо наступну пряму суму нерозкладних зображень, вказаних

в теоремi 2.3:

a→ A0 =



1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1



,
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b→ B0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Нехай X — елемент матричної алгебри Ауслендера, тобто матриця

X =



x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19

x21 x22 x23 x24 x25 x26 x27 x28 x29

x31 x32 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x39

x41 x42 x43 x44 x45 x46 x47 x48 x49

x51 x52 x53 x54 x55 x56 x57 x58 x59

x61 x62 x63 x64 x65 x66 x67 x68 x69

x71 x72 x73 x74 x75 x76 x77 x78 x79

x81 x82 x83 x84 x85 x86 x87 x88 x89

x91 x92 x93 x94 x95 x96 x97 x98 x99


така, що A0X = XA0, B0X = XB0.

Розглянемо спочатку матричну рiвнiсть B0X = XB0. Скалярнi рiвно-

стi вигляду

(B0X)ij = (XB0)ij

будемо позначати (1; i, j).

Випишемо всi вiдповiднi скалярнi рiвностi, окрiм тотожних (тодi в су-

купностi вони еквiвалентнi взятiй матричнiй рiвностi).
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Спочатку випишемо скалярнi рiвностi (1; i, j) при i = 1, 2, 3, 4, 5:

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1; 1, 2) x12 = 0

(1; 1, 3) x13 = 0

(1; 1, 5) x15 = 0

(1; 1, 6) x16 = 0

(1; 1, 7) x17 = 0

(1; 1, 9) x19 = 0

(1; 2, 1) 0 = x21

(1; 2, 4) 0 = x24

(1; 2, 8) 0 = x28

(1; 3, 1) 0 = x31

(1; 3, 4) 0 = x34

(1; 3, 8) 0 = x38

(1; 4, 2) x42 = 0

(1; 4, 3) x43 = 0

(1; 4, 5) x45 = 0

(1; 4, 6) x46 = 0

(1; 4, 7) x47 = 0

(1; 4, 9) x49 = 0

(1; 5, 1) 0 = x31

(1; 5, 4) 0 = x34

(1; 5, 8) 0 = x38

Тепер випишемо скалярнi рiвностi (1; i, j) при i = 6, 7, 8, 9:
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Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1; 6, 1) 0 = x61

(1; 6, 4) 0 = x64

(1; 6, 8) 0 = x68

(1; 7, 1) 0 = x71

(1; 7, 4) 0 = x74

(1; 7, 8) 0 = x78

(1; 8, 2) x82 = 0

(1; 8, 3) x83 = 0

(1; 8, 5) x85 = 0

(1; 8, 6) x86 = 0

(1; 8, 7) x87 = 0

(1; 8, 9) x89 = 0

(1; 9, 1) 0 = x91

(1; 9, 4) 0 = x94

(1; 9, 8) 0 = x98

Отже, матриця X має наступний вигляд:

X =



x11 0 0 x14 0 0 0 x18 0

0 x22 x23 0 x25 x26 x27 0 x29

0 x32 x33 0 x35 x36 x37 0 x39

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0

0 x52 x53 0 x55 x56 x57 0 x59

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69

0 x72 x73 0 x75 x76 x77 0 x79

x81 0 0 x84 0 0 0 x88 0

0 x92 x93 0 x95 x96 x97 0 x99



.

Тепер використаємо матричну рiвнiсть A0X = XA0 (скориставшись
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уже отриманим виглядом матрицi X). Скалярнi рiвностi вигляду

(A0X)ij = (XA0)ij

будемо позначати (2; i, j).

Випишемо всi вiдповiднi скалярнi рiвностi, окрiм тотожнiх (тодi в су-

купностi вони еквiвалентнi взятiй матричнiй рiвностi).

Спочатку випишемо скалярнi рiвностi (2; i, j) при i = 1, 2, 3, 4, 5:

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(2; 1, 2) x32 = 0

(2; 1, 3) x33 = x11

(2; 1, 6) x36 = 0

(2; 1, 5) x35 = x14

(2; 1, 7) x37 = 0

(2; 1, 9) x39 = 0

(2; 2, 3) x33 = x22

(2; 2, 5) x35 = 0

(2; 2, 7) x37 = x26

(2; 4, 2) x52 = 0

(2; 4, 3) x53 = x41

(2; 4, 5) x55 = x44

(2; 4, 6) x56 = 0

(2; 4, 7) x57 = 0

(2; 4, 9) x59 = 0

Тепер випишемо скалярнi рiвностi (1; i, j) при i = 6, 7, 8, 9:
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Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(2; 6, 2) x72 = 0

(2; 6, 3) x73 = x62

(2; 6, 5) x75 = 0

(2; 6, 6) x76 = 0

(2; 6, 7) x77 = x66

(2; 6, 9) x79 = 0

(2; 8, 3) 0 = x81

(2; 8, 5) 0 = x84

(2; 9, 3) 0 = x92

(2; 9, 7) 0 = x96

Звiдси маємо, що

X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0

0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29

0 0 x11 0 0 0 0 0 0

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0

0 0 x41 0 x44 0 0 0 0

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69

0 0 x62 0 0 0 x66 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x88 0

0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99



.

Теорема доведена.

2.7. Порiвняння з класичним випадком

Аналогiчно прийнятiй в теорiї зображень традицiї, немодулярний випадок

для напiвгрупи T2 (тобто, коли характеристика поля вiдмiнна вiд двох)

будемо називати класичним. В теорiї зображень груп класичнi випадки
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бiльш простi, нiж модулярнi. Як буде видно iз викладеного в цьому пiд-

роздiлi (з урахуванням викладеного вище), i для напiвгрупи T2 класичний

випадок простiший.

Скiнченновимiрнi нерозкладнi модулi над напiвгруповою алгеброю

KT2 у класичному випадку описанi (з точнiстю до iзоморфiзму) в ро-

ботi [10]. Переформулюємо цей результат на мовi матричних зображень

самої напiвгрупи T2.

Теорема 2.5. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2 над

полем K характеристики p 6= 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiва-

лентностi, наступними (попарно нееквiвалентними) зображеннями:

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ −1, b→ 0;

3) a→ 1, b→ 1;

4) a→

 1 0

0 −1

, b→

 1 1

0 0

.

Отже, у класичному випадку i число нерозкладних зображень (з точ-

нiстю до еквiвалентностi) менше, i число одновимiрних зображень бiльше,

та i взагалi неодновимiрне нерозкладне зображення всього одне. Зрозумi-

ло, що i матрична алгебра Ауслендера буде простiшою.

Теорема 2.6. Якщо K — поле характеристики p 6= 2, то матрич-

на алгебра Ауслендера для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць

вигляду

X =



x11 0 x13 0 0

0 x11 0 0 0

0 0 x33 0 0

0 0 0 x44 0

0 x52 0 0 x55


,
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де xij — елементи поля K. Розмiрнiсть алгебри Aus(T2) дорiвнює 6, її

радикал R(T2) має ступiнь нiльпотентностi 2 i Aus(T2)/R(T2) = K ⊕
K ⊕K ⊕K.

В цьому випадку алгебра Ауслендера напiвгрупи T2 iзоморфна алгебрi

шляхiв сагайдаку

s s s s- -α β (αβ = 0).

Переходимо до доведення теореми.

Розглянемо наступну пряму суму нерозкладних зображень, вказаних

в теоремi 2.5:

a→ A0 =



1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1


,

b→ B0 =



1 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


.

Нехай X — елемент матричної алгебри Ауслендера, тобто матриця

X =



x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55
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така, що A0X = XA0, B0X = XB0. Скалярнi рiвностi вигляду

(A0X)ij = (XA0)ij i (B0X)ij = (XB0)ij

будемо позначати вiдповiдно (3; i, j) i (4; i, j).

Розглянемо спочатку рiвнiсть A0X = XA0. Вона еквiвалентна наступ-

ним скалярним рiвностям:

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(3; 1, 2) x12 = −x12

(3; 1, 5) x15 = −x15

(3; 2, 1) −x21 = x21

(3; 2, 3) −x23 = x23

(3; 2, 4) −x24 = x24

(3; 3, 2) x32 = −x32

(3; 3, 5) x35 = −x35

(3; 4, 2) x42 = −x42

(3; 4, 5) x45 = −x45

(3; 5, 1) −x51 = x51

(3; 5, 3) −x53 = x53

(3; 5, 4) −x54 = x54

Отже, матриця X має вигляд

X =



x11 0 x13 x14 0

0 x22 0 0 x25

x31 0 x33 x34 0

x41 0 x43 x44 0

0 x52 0 0 x55


.
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Тепер використаємо рiвнiсть B0X = XB0:

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(4; 1, 2) x22 = x11

(4; 1, 4) x14 = 0

(4; 1, 5) x25 = 0

(4; 3, 2) 0 = x31

(4; 3, 4) x34 = 0

(4; 4, 1) 0 = x41

(4; 4, 3) 0 = x43

Звiдси маємо, що

X =



x11 0 x13 0 0

0 x11 0 0 0

0 0 x33 0 0

0 0 0 x44 0

0 x52 0 0 x55


.

Теорема доведена.

2.8. Зауваження

При обчисленнi алгебри Ауслендера в модулярному i класичному ви-

падках не враховувалось нерозкладне одновимiрне зображення, що скла-

дається iз нульових матриць. Якщо ж його враховувати, алгебра Ауслен-

дера, яку назвемо поповненою, буде дорiвнювати прямiй сумi отриманої

алгебри Ауслендера i поля K. Бiльш точно,

1) якщо K — поле характеристики 2, то поповнена матрична алгебра

Ауслендера для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць вигляду
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X =



x11 0 0 0 0 0 0 x18 0 0

0 x11 x23 0 x25 0 x27 0 x29 0

0 0 x11 0 0 0 0 0 0 0

x41 0 0 x44 0 0 0 x48 0 0

0 0 x41 0 x44 0 0 0 0 0

0 x62 x63 0 x65 x66 x67 0 x69 0

0 0 x62 0 0 0 x66 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x88 0 0

0 0 x93 0 x95 0 x97 0 x99 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 x10,10



;

2) якщо K — поле характеристики p 6= 2, то попопвнена матрична ал-

гебра Ауслендера для напiвгрупи T2 складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 0 x13 0 0 0

0 x11 0 0 0 0

0 0 x33 0 0 0

0 0 0 x44 0 0

0 x52 0 0 x55 0

0 0 0 0 0 x66


.

В обох випадках “новi” матрицi A0 i B0 вiдрiзняються вiд “старих” лише

наявнiстю нульового рядка i нульового стовпця, причому можна вважати,

що вони стоять на останнiх мiсцях.

Тодi обидва твердження випливають iз оборотностi нової матрицi A0 з

врахуванням наступної леми.

Лема 2.7. Якщо

A =

 A0 0

0 0
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— оборотна матриця, то довiльна матриця Z така, що AZ = ZA, має

вигляд

Z =

 Z11 0

0 Z22


(розбиття матрицi Z на блоки таке ж, як i розбиття матрицi A).

Дiйсно, нехай

Z =

 Z11 Z12

Z21 Z22

 .

Тодi маємо

AZ =

 A0 0

0 0

 Z11 Z12

Z21 Z22

 =

 A0Z11 A0Z12

0 0

 ,

ZA =

 Z11 Z12

Z21 Z22

 A0 0

0 0

 =

 Z11A0 0

Z21A0 0


i з рiвностi AZ = ZA випливає, що A0Z12 = 0, Z21A0 = 0, а значить

Z12 = 0 i Z21 = 0 (бо матриця A0 оборотна).

2.9. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi описана канонiчна форма модулярних зображень симет-

ричної напiвгрупи другого степеня i категорiя модулярних нерозкладних

зображень симетричної напiвгрупи другого степеня (а саме описанi всi,

з точнiстю до еквiвалентностi, нерозкладнi зображення та вiдповiдна ал-

гебра Ауслендера).

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [46], [50], [53], [57].



Роздiл 3

Модулярнi зображення прямого добутку

симетричних напiвгруп степеня 2

У цьому роздiлi детально вивчаються матричнi зображення прямого до-

бутку симетричних напiвгруп степеня 2. Всi зображення розглядаються

над полемK. Зауважимо, що при вивченнi вигляду зображень, для порiв-

няння, розглядається також випадок немодулярних зображень.

3.1. Означення i позначення

Напiвгрупу

Tm2 = T
(1)
2 × T

(2)
2 × . . .× T

(m)
2 ,

де T
(1)
2 = T

(2)
2 = . . . = T

(m)
2 = T2, будемо позначати через T (m)

(m — натуральне число). Напiвгрупу T
(i)
2 можна вкласти в напiв-

групу T (m), поставивши у вiдповiднiсть елементу x ∈ T
(i)
2 елемент

(e1, . . . , ei−1, x, ei+1, . . . , em), де ej — одиничний елемент напiвгрупи T (j)
2 .

Надалi будемо ототожнювати напiвгрупу T
(i)
2 з її образом в напiвгрупi

T (m). Твiрнi вигляду e, a, b пiднапiвгрупи T
(i)
2 будемо позначати через

e(i), a(i), b(i). Тодi системою твiрних напiвгрупи T (m) є система, яка скла-

дається iз одиничного елемента e i елементiв a(i), b(i), де i пробiгає мно-

жину {1, 2 . . . ,m}. Визначальнi спiввiдношення (для фiксованого i) — це

визначальнi спiввiдношення симетричної напiвгрупи T
(i)
2 = T2, а визна-

чальнi спiввiдношення всiєї напiвгрупи T (m) складаються iз визначаль-

них спiввiдношень пiднапiвгруп T (1)
2 , T

(2)
2 , . . . , T

(m)
2 i iз спiввiдношень по-

76
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парного комутування всiх твiрних з рiзними верхнiми iндексами (тобто,

якi належать рiзним прямим спiвмножникам).

Матричне зображення порядку n напiвгрупи T (m) над полем k — це го-

моморфiзм S : T (m)→Mn(k) напiвгрупи T (m) в напiвгрупу Mn(k) (всiх

квадратних матриць порядку n над полем k). Вважаємо, що одинично-

му елементу напiвгрупи вiдповiдає одинична матриця. Тодi зображення

однозначно задається набором матриць

R(S) = {E = S(e), A(i) = S(a(i)), B(i) = S(b(i)) | i = 1, . . . ,m},

якi задовольняють наступнi рiвностi:

(A(i))2 = E, (B(i))2 = B(i), A(i)B(i) = B(i),

A(i)A(j) = A(j)A(i), B(i)B(j) = B(j)B(i), A(i)B(j) = B(j)A(i),

де 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j. Ми будемо надалi ототожнювати матричне зобра-

ження S з вiдповiдним йому набором матриць R = R(S).

Еквiвалентнiсть та нерозкладнiсть матричних зображень вводиться

стандартним чином (як i для зображень напiвгрупи T2 в роздiлi 2).

Обмеження матричного зображення R напiвгрупи T (m) на спiвмнож-

ник T (i)
2 будемо позначати через R(i).

Матричне зображення напiвгрупи T (m) над полем K називається аб-

солютно нерозкладним, якщо його обмеження на кожну напiвгрупу T (i)
2

є нерозкладним, i сильно нерозкладним, якщо його обмеження хоча б на

одну напiвгрупу T (i)
2 є нерозкладним (цi поняття запропонував В. М. Бон-

даренко).

Зауважимо, що фактор-напiвгрупа напiвгрупи T (m) по iдеалу

I0 × I0 × . . .× I0

(m разiв) iзоморфна групi

S(m) = S2 × S2 × . . .× S2
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(m разiв), де S2 — циклiчна група порядку 2 (симетрична група степеня

2). Матричне зображення напiвгрупи T (m) назвемо груповим, якщо воно

iндукується зображенням фактор-напiвгрупи S(m).

3.2. Абсолютно нерозкладнi зображення напiвгрупи

T (m)

Спочатку розглянемо немодулярний випадок, тобто коли характеристика

поля K не дорiвнює 2.

Нагадаємо (див. роздiл 2, теорема 2.5), що нерозкладнi матричнi зоб-

раження напiвгрупи T2 над полем K характеристики p 6= 2 вичерпуються

(якщо вважати, що одиничному елементу напiвгрупи вiдповiдає одинична

матриця), з точнiстю до еквiвалентностi, наступними зображеннями:

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ −1, b→ 0;

3) a→ 1, b→ 1;

4)

a→

 1 0

0 −1

, b→

 1 1

0 0

.

Вказанi нерозкладнi зображення будемо позначати вiдповiдно через

R1, R2, R3, R4.

Переходимо до опису абсолютно нерозкладних зображень напiвгрупи

T (m) при m > 1 (випадок m = 1 очевидний: будь-яке нерозкладне зобра-

ження є абсолютно нерозкладним).



79

Теорема 3.1. Довiльне абсолютно нерозкладне матричне зображен-

ня R напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2 має

наступний вигляд:

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де 1 ≤ p1, p2, . . . , pm ≤ 3.

Наслiдок 3.2. Усi абсолютно нерозкладнi зображення напiвгрупи

T (m) (m > 1) над полем K мають розмiрнiсть 1.

Для доведення теореми 3.1 нам знадобиться наступна лема.

Лема 3.3. Нехай A та B — матрицi вигляду

A =

 1 0

0 −1

 , B =

 1 1

0 0

 ,

а Y — така матриця, що

a) AY = Y A,

b) BY = Y B.

Тодi матриця Y є скалярною.

Доведення. Матриця Y має, очевидно, розмiр 2× 2:

Y =

 y11 y12

y21 y22

 .

Пiсля множення матриць у лiвiй i правiй частинах першої (вiд-

повiдно другої) матричної рiвностi отримуємо чотири скалярнi рiв-

ностi, якi будемо позначати a(1, 1), a(1, 2), a(2, 1), a(2, 2) (вiдповiдно

b(1, 1), b(1, 2), b(2, 1), b(2, 2)); тут пара (i, j) пiсля символу a (вiдповiдно b)

означає, що вiдповiдна скалярна рiвнiсть отримується множенням i-ого
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рядка матрицi A (вiдповiдно матрицi B) на j-ий стовпець. Легко побачи-

ти, що вказанi скалярнi рiвностi мають наступний вигляд:

a(1, 1) : y11 = y11,

a(1, 2) : y12 = −y12,

a(2, 1) : −y21 = y21,

a(2, 2) : −y22 = −y22,

b(1, 1) : y11 + y21 = y11,

b(1, 2) : y12 + y22 = y11,

b(2, 1) : 0 = y21,

b(2, 2) : 0 = −y21.

Так як характеристика поля k не рiвна двом, то рiвнiсть a(1, 2) еквi-

валентна рiвностi y12 = 0, а рiвнiсть a(2, 1) еквiвалентна рiвностi y21 = 0.

Значить матриця Y є дiагональною. Так як y12 = 0, то рiвнiсть b(1, 2)

означає, що y22 = y11, а значить дiагональна матриця Y є скалярною, що

i потрiбно було довести.

Переходимо тепер безпосередньо до доведення теореми 3.1.

Усi вказанi в умовi теореми матричнi зображення є одновимiрними, а

тому й абсолютно нерозкладними. При цьому очевидно, що ними вичер-

пуються усi одновимiрнi зображення напiвгрупи T (m).

Покажемо, що iнших абсолютно нерозкладних зображень немає, що

й доведе теорему. Припустимо супротивне, i нехай R деяке абсолютно

нерозкладне зображення порядку n > 1. Iз теореми 2.5) i означення абсо-

лютно нерозкладних зображень випливає, що зображення R двовимiрне,

а обмеження R(1) зображення R на пiднапiвгрупу T (1)
2 еквiвалентне зоб-

раженню R4. Без обмеження загальностi можна вважати, що R(1) = R4

(оскiльки зображення R можна замiнити довiльним еквiвалентним йому
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зображенням). Покладемо

A(1) = R(a(1)), B(1) = R(b(1)),

A(2) = R(a(2)), B(2) = R(b(2)).

Оскiльки в напiвгрупi T (m) елементи пiднапiвгруп T (1)
2 та T (2)

2 попарно

комутують, то

A(1)A(2) = A(2)A(1),

B(1)A(2) = A(2)B(1),

A(1)B(2) = B(2)A(1),

B(1)B(2) = B(2)B(1).

Отже, якщо покласти A = A(1), B = B(1) та Y = A(2) (вiдповiдно Y =

B(2)), то iз твердження леми 3.3 маємо, що матрицяA(2) (вiдповiдноB(2)) є

скалярною, а звiдси обмеження R(2) зображення R на пiднапiвгрупу T (2)
2

є розкладним зображенням, що суперечить абсолютнiй нерозкладностi

зображення R.

Теорема 3.1 доведена.

Тепер розглянемо модулярний випадок, тобто коли характеристика по-

ля K дорiвнює 2.

Нагадаємо (див. роздiл 2, теорема 2.3), що нерозкладнi матричнi зобра-

ження напiвгрупи T2 над полем K характеристики 2 вичерпуються (якщо

вважати, що одиничному елементу напiвгрупи вiдповiдає одинична мат-

риця), з точнiстю до еквiвалентностi, наступними зображеннями:

1) a→ 1, b→ 0;

2) a→ 1, b→ 1;

3) a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

;
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4) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

;

5) a→


1 0 1

0 1 1

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

.

Вказанi нерозкладнi зображення будемо позначати вiдповiдно через

R1, R2, R3, R4, R5.

Переходимо до опису абсолютно нерозкладних зображень напiвгрупи

T (m).

Теорема 3.4. Довiльне абсолютно нерозкладне матричне зображен-

ня R напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2 має, з

точнiстю до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

1) Одновимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмнож-

ники T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де p1, p2, . . . , pm ∈ {1, 2}.
2) Двовимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники

T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(i) =:

a(i) →

 1 xi

0 1

, b(i) →

 0 0

0 0

,

де x1 = 1 i x2, . . . , xm 6= 0.

При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.

Наслiдок 3.5. Довiльне двовимiрне абсолютно нерозкладне зобра-

ження напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K (характеристики 2) є

груповим.
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Переходимо до доведення теореми.

Вказанi в умовi теореми матричнi зображення вигляду 1) є одновимiр-

ними, а тому й абсолютно нерозкладними. При цьому очевидно, що ними

вичерпуються усi одновимiрнi зображення напiвгрупи T (m).

Вказанi в умовi теореми матричнi зображення вигляду 2) також є аб-

солютно нерозкладними, бо зображення

a→

 1 x

0 1

, b→

 0 0

0 0


напiвгрупи T2 при x 6= 0 еквiвалентне зображенню

a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

.

А саме, оборотна матриця

C =

 x−1 0

0 1


здiйснює еквiвалентнiсть цих зображень.

Покажемо, що iнших абсолютно нерозкладних зображень (тобто, окрiм

вигляду 1) i 2)) немає, що й доведе теорему. Припустимо супротивне, i

нехай R — деяке абсолютно нерозкладне зображення розмiрностi n, вiд-

мiнне вiд зображень вигляду 1) i 2). Iз теореми 2.3 i означення абсолютно

нерозкладних зображень випливає, що зображення R або двовимiрне або

тривимiрне.

Нехай спочатку n = 3. Тодi обмеження R(1) зображення R на пiдна-

пiвгрупу T
(1)
2 еквiвалентне зображенню R5. Без обмеження загальностi

можна вважати, що R(1) = R5 (оскiльки зображення R можна замiнити

довiльним еквiвалентним йому зображенням). Покладемо

A(1) = R(a(1)), B(1) = R(b(1)),

A(2) = R(a(2)), B(2) = R(b(2)).
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Оскiльки в напiвгрупi T (m) елементи пiднапiвгруп T (1)
2 та T (2)

2 попарно

комутують, то

B(1)A(2) = A(2)B(1),

B(1)B(2) = B(2)B(1).

Якщо покласти B = B(1), A′ = A(2), B′ = B(2), то матричне зображення

R(2) розкладне згiдно наступної леми при Y = A′, B′.

Лема 3.6. Якщо

Y =


y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33


— така матриця, що BY = Y B, то

Y =


y11 0 0

0 y22 y23

0 y32 y33

 .

Доведення просте i проводиться безпосереднiм обчисленням.

Пiдставивши в рiвнiсть BY = Y B матрицi B i Y , маємо:
1 0 0

0 0 0

0 0 0



y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33

 =


y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33




1 0 0

0 0 0

0 0 0


або 

y11 y12 y13

0 0 0

0 0 0

 =


y11 0 0

y21 0 0

y31 0 0

 ,

звiдки

Y =


y11 0 0

0 y22 y23

0 y32 y33

 .
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Нехай тепер n = 2 i обмеження R(1) зображення R на пiднапiвгрупу

T
(1)
2 еквiвалентне зображенню R4. Без обмеження загальностi можна вва-

жати, що R(1) = R4 (оскiльки зображення R можна замiнити довiльним

еквiвалентним йому зображенням).

Доведення неможливостi цього випадку доводиться аналогiчно випад-

ку n = 3. А саме, покладемо

A(1) = R(a(1)), B(1) = R(b(1)),

A(2) = R(a(2)), B(2) = R(b(2)).

Оскiльки в напiвгрупi T (m) елементи пiднапiвгруп T (1)
2 та T (2)

2 попарно

комутують, то

B(1)A(2) = A(2)B(1),

B(1)B(2) = B(2)B(1).

Якщо покласти B = B(1), A′ = A(2), B′ = B(2), то матричне зображення

R(2) розкладне згiдно наступної леми при Y = A′, B′.

Лема 3.7. Якщо

Y =

 y11 y12

y21 y22


— така матриця, що BY = Y B, то

Y =

 y11 0

0 y22

 .

Лема доводиться так же, як i попередня лема (по сутi ця лема є дво-

вимiрним аналогом попередньої).

Залишилося ще показати, що якщо n = 2 i обмеження R(1) зображен-

ня R на пiднапiвгрупу T (1)
2 дорiвнює R3, то зображення R еквiвалентне

зображенню 2) (див. формулювання теореми).

Нам знадобиться така лема (для матриць над полем характеристики

2).
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Лема 3.8. Нехай

A =

 1 1

0 1


i нехай

Y =

 y11 y12

y21 y22


— така матриця, що Y 2 = E i AY = Y A. Тодi

Y =

 1 y12

0 1

 .

Дiйсно, iз AY = Y A випливає, що

Y =

 y11 y12

0 y11

 ,

а оскiльки характеристика поля дорiвнює 2, то iз Y 2 = E маємо, що

y11 = 1.

Використаємо цю лему, продовжуючи доведення теореми.

Розглянемо обмеження R(i) зображення R на пiднапiвгрупу T
(i)
2 для

будь-якого фiксованого i 6= 1. Покладемо

A(1) = R(a(1)), B(1) = R(b(1)),

A(i) = R(a(i)), B(i) = R(b(i)).

Оскiльки в напiвгрупi T (m) елементи пiднапiвгруп T
(1)
2 та T (i)

2 попарно

комутують, то, зокрема,

A(1)A(i) = A(i)A(1).

Якщо покласти A = A(1), Y = A(i), то за лемою 3.8 матричне зображення

R(i) матиме вигляд

a(i) →

 1 xi

0 1

, b(i) → B(i) =

 z11 z12

z21 z22

.
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Оскiльки обмеження R(i) зображення R на пiднапiвгрупу T
(i)
2 еквiва-

лентне зображенню R3 (бо iнакше, iз мiркувань розмiрностей, воно еквi-

валентне R4, а це, як доведено вище, неможливо), то B(i) = 0 i, окрiм

того, xi 6= 0 (iнакше зображення T (i)
2 буде розкладним). Оскiльки i — до-

вiльний iндекс, не рiвний 1, то маємо, що зображення R має (вказаний в

умовi теореми) вигляд 2). Це завершує розгляд всiх випадкiв.

Той факт, що два рiзнi зображення вигляду 2) нееквiвалентнi випливає

iз того, що якщо X−1MX = M для

M =

 1 1

0 1

 ,

то X−1MX = M для

M =

 1 x

0 1

 ,

де x — довiльний елемент поля.

Теорема доведена.

3.3. Число класiв еквiвалентностi абсолютно нероз-

кладних зображень

Iз теореми 3.1 випливає, що в немодулярному випадку число класiв еквi-

валентностi абсолютно нерозкладних зображень напiвгрупи Tm (m > 1)

дорiвнює 3m незалежно вiд поля. Iз теореми 3.4 випливає, що в модуляр-

ному випадку для нескiнченного поля число таких класiв є нескiнченним.

Розглянемо модулярний випадок над скiнченним полем.

Зауважимо, що скiнченне поле має порядок q = ps, де p— просте число.

Якщо характеристика поля дорiвнює 2, то його порядок дорiвнює q = 2s

Iз теореми 3.4 маємо наступне твердження.
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Теорема 3.9. Для скiнченного поля K характеристики 2 i порядку

q число класiв еквiвалентностi абсолютно нерозкладних зображень на-

пiвгрупи T (m) (m > 1) дорiвнює 2m + (q − 1)m−1.

3.4. Сильно нерозкладнi матричнi зображення напiв-

групи T (m)

Розглянемо спочатку випадок, коли характеристика поля K не дорiвнює

2.

Теорема 3.10. Довiльне сильно нерозкладне матричне зображення

R напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2 має, з

точнiстю до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

I) Одновимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножни-

ки T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(1) = Rp1, R(2) = Rp2, . . . , R
(m) = Rpm, де 1 ≤ p1, p2, . . . , pm ≤ 3.

II) Двовимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножни-

ки T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

1 ≤ p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ≤ 3.

При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.

Доведення. Нехай R — сильно нерозкладне зображення напiгрупи T (m).

Iз теореми 2.5 i означення сильно нерозкладних зображень випливає, що

зображення R одновимiрне або двовимiрне. Якщо R одновимiрне, то во-

но абсолютно нерозкладне i згiдно результатiв попереднього пiдроздiлу

маємо випадок I).

Нехай тепер R двовимiрне. Покажемо, що в цьому випадку зобра-

ження R еквiвалентне одному iз зображень, вказаних в II). Згiдно озна-

чення сильно нерозкладних зображень обмеження R(s) зображення R
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на деяку напiвгрупу T
(s)
2 еквiвалентне зображенню R4. Можна вважа-

ти, що R(s) = R4 (iнакше замiнимо R на еквiвалентне йому зображен-

ня, обмеження якого на T (s)
2 дорiвнює R4). Оскiльки довiльний елемент

z ∈ T (m) \ T (s)
2 комутує з довiльним елементом y ∈ T (s)

2 , то комутують i

вiдповiднi їм матрицi Rz i Ry зображення R, а значить за лемою 3.3 для

A = R(a(s)), B = R(b(s)) i Y = Rz маємо, що матриця Rz є скалярною. I,

таким чином, маємо випадок II).

Легко бачити, що всi вказанi в I) та II) матричнi зображення попарно

нееквiвалентнi. Нетривiальним є лише випадок, коли маємо два рiзних

зображення вигляду II). В цьому випадку нееквiвалентнiсть випливає iз

того, що матриця, яка комутує з усiма матрицями зображення R4 є ска-

лярною.

Теорема доведена.

Iз даної теореми випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 3.11. Нехай R – сильно нерозкладне матричне зображен-

ня напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2 i нехай

воно не є абсолютно нерозкладним. Тодi R має, з точнiстю до еквiва-

лентностi, наступний вигляд:

R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

1 ≤ p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ≤ 3.

Цей наслiдок можна сформулювати в такiй формi.

Наслiдок 3.12. Нехай R – нерозкладне матричне зображення на-

пiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p 6= 2, яке не є

абсолютно нерозкладним. Тодi R сильно нерозкладне тодi i лише тодi,

коли зображення R(i) нерозкладне для одного i лише для одного i, а всi

матрицi зображень R(j) при j 6= i є скалярними.
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Розглянемо тепер випадок, коли характеристика поля K дорiвнює 2.

Теорема 3.13. Довiльне сильно нерозкладне матричне зображення

R напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики 2 має, з точ-

нiстю до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

I) Одновимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножни-

ки T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(1) = Rp1, R
(2) = Rp2, . . . , R

(m) = Rpm,

де p1, p2, . . . , pm ∈ {1, 2}.

II) Двовимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножни-

ки T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(i) =:

a(i) →

 1 xi

0 1

, b(i) →

 0 0

0 0

,

де один iз елементiв xi дорiвнює 1, а решта елементiв — довiльнi.

III) Двовимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмнож-

ники T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.

IV) Тривимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмнож-

ники T (i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(s) = R5 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi⊕Rpi⊕Rpi для всiх i 6= s,

де p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.

При цьому всi вказанi матричнi зображення попарно нееквiвалентнi.

Переходимо до доведення теореми.

Розглянемо по черзi випадок одновимiрних, двовимiрних i тривимiрних

зображень.

Випадок одновимiрних зображень очевидний.
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Двовимiрний випадок з умовою R(s) = R3 для деякого 1 ≤ s ≤ m до-

сить (в силу симетрiї) розглянути для s = 1. Це розглядається дослiвно,

як частина доведення теореми 3.4, коли n = 2 i обмеження R(1) зображен-

ня R на пiднапiвгрупу T (1)
2 дорiвнює R3 (лише втрачає силу висновок, що

x1 6= 0). Отже, в цьому випадку маємо II).

Двовимiрний випадок з умовою R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m

розглядається аналогiчно, як i такий же випадок при доведеннi теореми

3.10, з використанням замiсть леми 3.3 наступної леми.

Лема 3.14. Нехай A та B — матрицi вигляду

A =

 1 1

0 1

 , B =

 1 0

0 0

 ,

а Y — така матриця, що

a) AY = Y A,

b) BY = Y B.

Тодi матриця Y є скалярною.

Ця лема випливає iз леми 4.5 i доведення леми 3.8.

Отже, в цьому випадку маємо III).

Тривимiрний випадок з умовою R(s) = R5 для деякого 1 ≤ s ≤ m

розглядається аналогiчно, як i такий же випадок при доведеннi теореми

3.4, але при доведеннi теореми 3.4 ми прийшли до протирiччя (що зобра-

ження не є абсолютно нерозкладним), а тут ми приходимо до висновку,

що всi матрицi зображень R(i) при i 6= s є скалярними (цей факт легко

довести, використовуючи лему 3.6). Отже, в цьому випадку маємо IV).

Теорема доведена.

Наслiдок 3.15. Нехай R – сильно нерозкладне матричне зображення

напiвгрупи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p = 2 i нехай
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воно не є абсолютно нерозкладним. Якщо R не групове, то воно має, з

точнiстю до еквiвалентностi, один iз наступних виглядiв:

1) Двовимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники

T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(s) = R4 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi ⊕ Rpi для всiх i 6= s, де

p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.
2) Тривимiрнi зображення R з обмеженнями на прямi спiвмножники

T
(i)
2 (1 ≤ i ≤ m)

R(s) = R5 для деякого 1 ≤ s ≤ m i R(i) = Rpi⊕Rpi⊕Rpi для всiх i 6= s,

де p1, . . . , ps−1, ps+1 . . . , pm ∈ {1, 2}.

Цей наслiдок можна сформулювати в такiй формi.

Наслiдок 3.16. Нехай R – нерозкладне матричне зображення напiв-

групи T (m) (m > 1) над полем K характеристики p = 2, яке не є абсо-

лютно нерозкладним. Якщо R не групове, то воно сильно нерозкладне

тодi i лише тодi, коли зображення R(i) нерозкладне для одного i лише

для одного i, а всi матрицi зображень R(j) при j 6= i є скалярними.

3.5. Число класiв еквiвалентностi сильно нерозклад-

них зображень

Iз теореми 3.10 випливає, що в немодулярному випадку число класiв еквi-

валентностi сильно нерозкладних зображень Tm (m > 1) є скiнченним над

довiльним полем. Маємо таку теорему.

Теорема 3.17. Для скiнченного поля K характеристики p 6= 2 i по-

рядку q число класiв еквiвалентностi сильно нерозкладних зображень

напiвгрупи T (m) (m > 1) дорiвнює (m+ 3)3m−1.

Дiйсно, число одновимiрних зображень дорiвнює 3m, а двовимiрних —

m3m−1.
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Iз теореми 3.13 випливає, що в модулярному випадку для нескiнченного

поля число таких класiв є нескiнченним. Якщо ж поле скiнченне порядку

q (q = 2s), то маємо таке твердження.

Теорема 3.18. Для скiнченного поля K характеристики 2 i порядку

q число класiв еквiвалентностi сильно нерозкладних зображень напiв-

групи T (m) (m > 1) дорiвнює (m+ 1)2m + (qm − 1)/(q − 1).

Дiйсно, число зображень виглядiв I), II), III), IV) дорiвнює вiдповiдно

2m, (qm − 1)/(q − 1), m2m−1, m2m−1.

3.6. Критерiй ручностi прямого добутку симетрич-

них груп та симетричних напiвгруп степеня 2

Ми користуємося означеннями ручних i диких матричних задач, а також

твердженнями про них, якi приведенi в роздiлi 1.

Нехай K — поле характеристики 2. Вiдомо, що група типу (2, 2), тобто

прямий добуток двох циклiчних груп другого порядку є ручною (а сама

циклiчна група другого порядку має скiнченний тип). Прямий добуток

трьох (а значить i бiльше трьох) таких груп є вже диким. Якщо врахувати,

що циклiчна група другого порядку — це симетрична група степеня 2, то

виникає природне питання, а що буде, якщо симетричнi групи (степеня

2) замiнити на симетричнi напiвгрупи степеня 2?

Це питання i розглядається в цьому пiдроздiлi. Оскiльки симетрич-

на напiвгрупа степенi 2 має фактор напiвгрупу, що є циклiчною другого

порядку, то природно (як з точки зору напiвгруп, так i з точки зору зоб-

ражень) серед прямих спiвмножникiв розглядати i симетричнi групи.

Для напiвгрупи S i натурального числа n через Sn позначається пря-

мий добуток напiвгруп S, взятих n разiв. При цьому вважаємо, що для

напiвгрупи з одиницею S0 — одинична напiвгрупа.



94

Нагадаємо, що симетрична напiвгрупа степеня 2 позначається через

T2. Симетричну групу степеня 2 позначаємо, як звичайно, через S2.

Теорема 3.19. Прямий добуток (S2)
n × (T2)

m, де n,m ≥ 0, є ручним

над полем K характеристики 2 тодi i лише тодi, коли виконується одна

iз таких умов:

1) n < 3, m = 0;

2) n = 0, m < 2.

При цьому у випадку нескiнченного поля скiнченне (з точнiстю до

еквiвалентностi) число нерозкладних зображень мають лише групи S0
2

(одинична група), S2 та напiвгрупа T2.

Переходимо до доведення теореми.

Випадок n = 0,m = 0 тривiальний (маємо одиничну групу).

Випадок n = 1,m = 0 – добре вiдомий (циклiчна група S2 має, з

точнiстю до еквiвалентностi, два модулярних нерозкладних зображення).

Випадок n = 0,m = 1 розглянуто в другому роздiлi дисертацiї (напiв-

група T2 має скiнченний зображувальний тип).

Випадок n = 2,m = 0 – добре вiдомий (група S2×S2 є ручною, причому

над нескiнченним полем має нескiнченне, з точнiстю до еквiвалентностi,

число нерозкладних зображень [3]).

Враховуючи, що напiвгрупа є дикою, якщо деяка її фактор-напiвгрупа

дика, залишилося довести, що вказана в умовi теореми напiвгрупа є дикою

при n = 1,m = 1, тобто напiвгрупа S2×T2 — дика. Зауважимо, що бiльш

слабкий випадок, а саме випадок напiвгрупи T2 × T2 (фактор-напiвгрупа

якої є напiвгрупа S2 × T2) розглянуто в [71].

Вкажемо досконале зображення напiвгрупи S2 × T2 над k-алгеброю

Λ = kΓ шляхiв сагайдака Γ з двома вершинами p1, p2 i двома стрiлками

x : p1 → p1, y : p1 → p2 (цей сагайдак є диким згiдно роботи [64, 65] (див.

пiдроздiл 1.1 дисертацiї).
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Якщо через g позначити неодиничний елемент групи S2, то напiвгрупа

S2×T2 породжується елементами g, a, b з додатковими спiввiдношеннями

g2 = 1, ga = ag, gb = bg

Розглянемо наступне матричне зображення γ напiвгрупи S2 × T2 над

алгеброю Λ = kΓ:

g → γ(g) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 y 1 x

0 0 0 1

 ,

a→ γ(a) =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 ,

b→ γ(b) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


(γ(1) дорiвнює одиничнiй матрицi).

Доведемо, що γ є досконалим зображенням.

Нехай ϕ, ϕ′ — зображення Λ над k, що мають однакову розмiрнiсть s

i нехай G = (γ ⊗ ϕ)(g), A = (γ ⊗ ϕ)(a), B = (γ ⊗ ϕ)(b), G′ = (γ ⊗ ϕ′)(g),

A′ = (γ⊗ϕ′)(a), B′ = (γ⊗ϕ′)(b). Розглянемо матричнi рiвняння (вiдносно

змiнної X)

GX = XG′, AX = XA′, BX = XB′, (∗)

розглядаючи всi їхнi матрицi як s× s блочнi.

Рiвностi (з s× s ij-блоками)

(GX)ij = (XG′)ij, (AX)ij = (XA′)ij, (BX)ij = (XB′)ij,
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i, j ∈ {1, 2, 3, 4} позначаються вiдповiдно через (1; ij), (2; ij), (3; ij).

Ми спочатку запишемо всi рiвностi вигляду (2; ij) i (3; ij), окрiм

тривiальних тотожностей 0 = 0 i Xii = Xii:

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(2; 1, 1) X21 = 0

(2; 1, 2) X22 = X11

(2; 1, 3) X23 = 0

(2; 1, 4) X24 = X13

(2; 2, 1) 0 = 0

(2; 2, 2) 0 = X21

(2; 2, 3) 0 = 0

(2; 2, 4) 0 = X23

(2; 3, 1) X41 = 0

(2; 3, 2) X42 = X31

(2; 3, 3) X43 = 0

(2; 3, 4) X44 = X33

(2; 4, 1) 0 = 0

(2; 4, 2) 0 = X41

(2; 4, 3) 0 = 0

(2; 4, 4) 0 = X43

(3; 1, 1) X11 = X11

(3; 1, 2) X12 = 0

(3; 1, 3) X13 = 0

(3; 1, 4) X14 = 0

(3; 2, 1) 0 = X21
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Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(3; 2, 2) 0 = 0

(3; 2, 3) 0 = 0

(3; 2, 4) 0 = 0

(3; 3, 1) 0 = X31

(3; 3, 2) 0 = 0

(3; 3, 3) 0 = 0

(3; 3, 4) 0 = 0

(3; 4, 1) 0 = X41

Iз цих рiвностей випливає, що

X =


X11 0 0 0

0 X11 0 0

0 X32 X33 X34

0 0 0 X33

 .

Тодi iз рiвностей

(1; 3, 2) : ϕ(y)X11 = X33ϕ
′(y), (1; 3, 4) : ϕ(x)X33 = X33ϕ

′(x) (∗∗)

(єдинi двi нетривiальнi рiвностi вигляду (1; ij) за модулем рiвностей (2; ij)

i (3; ij)) маємо, що матричнi k-зображення ϕ i ϕ′ Λ = kΓ еквiвалентнi,

якщо такими є матричнi k-зображення γ ⊗ ϕ i γ ⊗ ϕ′ напiвгрупи S2 × T2

(оскiльки X11 i X33 є оборотними, якщо таким є X).

Таким чином, для зображення γ виконується умова 2) означення диких

напiвгруп.

З вигляду матрицi X випливає, що алгебра ендоморфiзмiв γ ⊗ ϕ ло-

кальна тодi i лише тодi, коли такою є алгебра ендоморфiзмiв ϕ (цi алгебри

визначаються вiдповiдно (∗) та (∗∗), де ϕ = ϕ′). Тому γ⊗ϕ нерозкладне,

якщо ϕ нерозкладне, i, отже, γ задовольняє умову 1) цього означення.

Теорема доведена.
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Оскiльки за досконале матричне зображення сагайдака Γ над алгеброю

K ′2 = k < x′, y′ > можна взяти зображення

x→

 0 x′

1 y′

 , y →

 1

0

 ,

то iз доведення нашої теореми випливає, що наступне зображення λ на-

пiвгрупи S2 × T2 над K ′2 є досконалим:

g → λ(g) =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 x′

0 0 0 1 1 y′

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


,

a→ λ(a) =



1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


,

b→ λ(b) =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


.
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3.7. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються модулярнi зображення прямого добутку си-

метричних напiвгруп степеня 2. Описанi абсолютно i слабо нерозкладнi

(немодулярнi та модулярнi) матричнi зображення прямого добутку до-

вiльного числа симетричних напiвгруп другого степеня; обчислено число

класiв еквiвалентностi таких зображень над скiнченним полем. Отрима-

но критерiй ручностi вiдносно модулярних зображень прямого добутку

симетричних напiвгруп i груп степенiв 2.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [47], [48], [49], [52], [55].
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Роздiл 4

Модулярнi зображення напiвгрупи S2 × T2 iз заданим

R-носiєм

4.1. Постановка задачi

У цьому роздiлi розглядаються модулярнi зображення напiвгруп з додат-

ковими умовами.

R-носiєм матричного зображення M прямого добутку T ×S напiвгруп

T i S вiдносно T називатимемо (не порожнiй) набiр нерозкладних попар-

но нееквiвалентних зображень N0 = {R1, . . . , Rs} (s ≥ 1) такий, що об-

меження M на T розкладається в пряму суму зображень iз N0 (з деякою

кратнiстю), причому кожне з них реально присутнє. Очевидно, що замiна

зображень iз N0 на еквiвалентнi змiнює множину N0, але нова множина

зображень N ′0 також буде R-носiєм.

В цьому роздiлi вивчаються модулярнi матричнi зображення прямо-

го добутку симетричних напiвгруп степеня 2 з довiльним фiксованим R-

носiєм (вiдносно напiвгрупи T2).

За теоремою 2.3 нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи T2 над

полем K характеристики 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiвалентностi,

наступними (попарно нееквiвалентними) зображеннями:

1) a→ 1, b→ 1;

2) a→ 1, b→ 0;
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3) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

;

4) a→

 1 1

0 1

, b→

 0 0

0 0

;

5) a→


1 0 1

0 1 1

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

.

Зауважимо, що з формальних мiркувань нумерацiя зображень змiнена,

а саме переставлено мiсцями зображення 1) i 2) та 3) i 4).

Отже, можна вважати, що будь-який R-носiй модулярного зображен-

ня напiвгрупи T2 × S2 складається iз деяких зображень вигляду 1)–5).

Значить порядок R-носiя може бути рiвним 1, 2, 3, 4, 5.

Можна розглянути наступну класифiкацiйну задачу для довiльного по-

ля K характеристики 2. Зафiксуємо в множинi M = {R1, R2, R3, R4, R5}
всiх нерозкладних зображень напiвгрупи T2 деяку не порожню пiдмно-

жину N0 i будемо розглядати лише матричнi зображення напiвгрупи

T = T2 × S2 з носiєм N0. Але з точки зору теорiї зображень (в якiй

розглядаються не лише точнi, а й неточнi зображення) природно при фiк-

сованому R-носiю розглядати одночасно i всi меншi (в сенсi включення

множин) R-носiї. R-носiї з такою властивiстю будемо позначати через N .

Для пар (T,N) можна розглядати традицiйнi задачi теорiї зображень.

Одна iз них, а саме задача про опис пар (T,N) скiнченного типу, роз-

глядається в роздiлi (“скiнченний тип” означає, що число нерозкладних

зображень, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне).
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4.2. Випадок R-носiїв порядку 1 i 2

Теорема 4.1. Якщо |N | = 1, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi

i лише тодi, коли N 6= R4, R5.

Теорема 4.2. Якщо |N | = 2, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi

i лише тодi, коли N = {R1, R2}, N = {R1, R3} або N = {R2, R3}.

Переходимо до доведення теорем. Ми ототожнюємо одноелементнi

множини iз самими елементами.

Доведемо теорему 4.1

Необхiднiсть. Легко показати, що у випадку N = R4 трiйки матриць

RP = (A,B,GP ) i RQ = (A,B,GQ), де

A =

 E E

0 E

 , B =

 0 0

0 0

 , GX =

 E X

0 E

 ,

подiбнi тодi i лише тодi, коли подiбнi P i Q; окрiм того, зображення RX

нерозкладне тодi i лише тодi, коли нерозкладна матриця X.

У випадку N = R5 маємо подiбну ситуацiю, якщо покласти

A =


E 0 E

0 E E

0 0 E

 , B =


E 0 0

0 0 0

0 0 0

 , GX =


E 0 0

0 E X

0 0 E

 .

Отже, пари (T,R4) i (T,R5) мають нескiнченний тип.

Зауважимо, що в першому випадку трiйка матриць RX задає по сутi

зображення групи S2×S2 (бо B = 0), а тому сказане дляN = R4 випливає

iз результатiв роботи [3].

Достатнiсть випливає з теореми 4.2 (достатнiсть), яка буде доведена

нижче.

Доведемо тепер теорему 4.2. Необхiднiсть випливає з теореми 4.1

(необхiднiсть).
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Достатнiсть. Розглянемо послiдовно випадки N = {R1, R2}, N =

{R1, R3}, N = {R2, R3}, виписуючи на початку деякий загальний нор-

мальний вигляд матричного зображення з вiдповiдною додатковою умо-

вою. Через E позначаємо, як звичайно, довiльну одиничну матрицю (роз-

мiрностi n ≥ 0).

Випадок N = {R1, R2}:

A =

 E 0

0 E

 , B =

 E 0

0 0

 , G =

 G11 G12

G21 G22

 ,

Iз спiввiдношення BG = GB отримуємо G12 = 0, G21 = 0, а з G2 = E:

G2
11 = E, G2

22 = E. Значить кожна iз матриць G11 i G22 подiбна матрицi

вигляду 
E 0 E

0 E 0

0 0 E

 (1)

який легко отримати з жорданової нормальної форми одночасною пере-

становкою рядкiв та стовпцiв.

Оскiльки цi подiбностi продовжуються до подiбностi трiйок матриць

(A,B,G) i (A,B,G′), де G′ — деяка матриця така, що G′12 = 0, G′21 =

0, а G′11 i G′22 мають вигляд (1), то отримуємо наступну повну систему

нерозкладних попарно нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;

2) a→ 1, b→ 0, g → 1;

3) a→

 1 0

0 1

, b→

 1 0

0 1

 , g →

 1 1

0 1

;

4) a→

 1 0

0 1

, b→

 0 0

0 0

 , g →

 1 1

0 1

.
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Зауважимо, що зображення 3) i 4) нерозкладнi, бо нерозкладнi їх об-

меження на пiдгрупу {e, g} (порядку 2).

Випадок N = {R1, R3}:

A =


E E 0

0 E 0

0 0 E

 , B =


E 0 0

0 0 0

0 0 E

 , G =


G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33

 ,

Iз спiввiдношення BG = GB отримуємо G12 = 0, G21 = 0, G23 = 0,

G32 = 0, а iз AG = GA: G31 = 0, G11 = G22. Отже,

G =


G11 0 G13

0 G11 0

0 0 G33

 ,

причому iз G2 = E маємо наступнi спiввiдношення:

G2
11 = E, G2

33 = E, G11G13 +G13G33 = 0. (2)

Враховуючи першi двi рiвностi, аналогiчно як у випадку N = {R1, R2},
можна вважати, що матрицi G11 i G22 мають вигляд (1).

Розiб’ємо матрицi A,B,G на блоки у вiдповiдностi до розбиття G11 та

G33. Зокрема, матимемо

G13 =


H11 H12 H13

H21 H22 H23

H31 H32 H33

 .

Iз останньої рiвностi в (2) випливає, що H11 = H33, H21 = 0, H31 = 0,

H32 = 0. Тодi, як легко бачити, при

X =


E 0 X13

0 E 0

0 0 E

 , де X13 =


H13 0 0

H23 0 0

H11 H12 0

 ,



105

трiйка матриць (XAX−1, XBX−1, XGX−1) дорiвнює трiйцi матриць

(A,B,G′), де матриця G′ вiдрiзняється вiд матрицi G лише блоком G′13,

який має наступний (бiльш простий) вигляд:

G′13 =


0 0 0

0 H22 0

0 0 0

 .

I оскiльки еквiвалентнiсть матриць H22 → PH22Q
−1 продовжується до

подiбностi трiйок матриць (A,B,G′) i (A,B,G′′), де G′′ отримується iз G′

замiною H22 на PH22Q
−1, то можна вважати, що

H22 =

 E 0

0 0

 .

В результатi маємо наступну повну систему нерозкладних попарно

нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;

2) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

, g →

 1 0

0 1

;

3) a→

 1 0

0 1

, b→

 1 0

0 1

, g →

 1 1

0 1

;

4) a→


1 1 0

0 1 0

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 1

, g →


1 0 1

0 1 0

0 0 1

;

5) a→


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

, b→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, g →


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 .
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Зауважимо, що зображення 2) (вiдповiдно 3)) нерозкладне, бо нероз-

кладне його обмеження на пiдгрупу {e, a} (вiдповiдно {e, g}), а зобра-

ження 4) i 5) нерозкладнi, бо нерозкладнi (згiдно [3]) їх обмеження на

пiдгрупу {e, a, g, ag} ∼= S2 × S2.

Випадок N = {R2, R3}:

A =


E E 0

0 E 0

0 0 E

 , B =


E 0 0

0 0 0

0 0 0

 , G =


G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33

 .

Iз спiввiдношення BG = GB отримуємо G12 = 0, G13 = 0, G21 = 0,

G31 = 0, а iз AG = GA: G23 = 0, G11 = G22. Отже,

G =


G11 0 0

0 G11 0

0 G32 G33

 ,

причому iз G2 = E маємо наступнi спiввiдношення:

G2
11 = E, G2

33 = E, G32G11 +G33G32 = 0.

Далi доведення проводиться по тiй же схемi, що у випадку N =

{R1, R3}.

В результатi маємо наступну повну систему нерозкладних попарно

нееквiвалентних зображень:

1) a→ 1, b→ 0, g → 1;

2) a→

 1 1

0 1

, b→

 1 0

0 0

, g →

 1 0

0 1

;

3) a→

 1 0

0 1

, b→

 0 0

0 0

, g →

 1 1

0 1

;
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4) a→


1 1 0

0 1 0

0 0 1

, b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

, g →


1 0 0

0 1 0

0 1 1

;

5) a→


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

, b→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, g →


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 .

Зауважимо, що зображення 2) – 5) нерозкладнi по тiй же причинi, що

i зображення у випадку N = {R1, R3}.
Теорема 4.2 доведена.

4.3. Випадок R-носiїв порядку 3, 4 i 5

Теорема 4.3. Якщо |N | = 3, то (T,N) — пара скiнченного типу тодi

i лише тодi, коли N = {R1, R2, R3}.

Теорема 4.4. Якщо |N | = 4, 5, то (T,N) — пара нескiнченного типу.

Теорема 4.4 випливає iз теореми 4.1.

Переходимо до доведення теореми 4.3.

Введемо одне позначення. Якщо є рiвнiсть P = Q, позначена (m), де

P = (Pij) i Q = (Qij) — блоковi матрицi такi, що вiдповiднi блоки мають

одинаковi розмiри, то рiвнiсть Pij = Qij позначається через (m; i, j).

Отже, маємо:

A =


E E 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 E

 , B =


E 0 0 0

0 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

 , G =


G11 G12 G13 G14

G21 G22 G23 G24

G31 G32 G33 G34

G41 G42 G43 G44

 ,



108

Iз рiвностi

BG = GB (1)

отримуємо
(1; 1, 2) : G12 = 0, (1; 3, 2) : G32 = 0,

(1; 1, 4) : G14 = 0, (1; 3, 4) : G34 = 0,

(1; 2, 1) : 0 = G21, (1; 4, 1) : 0 = G41,

(1; 2, 3) : 0 = G23, (1; 4, 3) : 0 = G43,

а з рiвностi

(A− E)G = G(A− E) (2)

отримуємо

(2; 1, 2) : G22 = G11, (2; 1, 4) : G24 = 0, (2; 3, 2) : 0 = G31.

В результатi маємо

G =


G11 0 G13 0

0 G11 0 0

0 0 G33 0

0 G42 0 G44

 .

Далi використаємо

G2 = E, (3)

отримаємо наступнi спiввiдношення:

(3; 1, 1) : G2
11 = E, (3; 1, 3) : G11G13 +G13G33 = 0,

(3; 3, 3) : G2
33 = E, (3; 4, 2) : G42G11 +G44G42 = 0, (3; 4, 4) : G2

44 = E.

Вияснимо, коли подiбнi матричнi зображення, якi задаються матриця-

ми (A,B,G) i (A′, B′, G′), де A′, B′, G′ — матрицi такого ж вигляду, як i

матрицi A,B,G.

Розглянемо матричнi рiвностi:

GX = XG′ (4)
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AX = XA′, BX = XB′. З останнiх двох рiвностей отримуємо

X =


X11 0 X13 0

0 X11 0 0

0 0 X33 0

0 X42 0 X44

 .

З першої рiвностi матимемо наступнi (нетривiальнi) рiвностi:

(4; 1, 1) : G11X11 = X11G
′
11, (4; 3, 3) : G33X33 = X33G

′
33,

(4; 4, 4) : G44X44 = X44G
′
44, (4; 1, 3) : G11X13 +G13X33 = X11G

′
13 +X13G

′
33,

(4; 4, 2) : G42X11 +G44X42 = X42G
′
11 +X44G

′
42.

Нам знадобиться наступна лема.

Лема 4.5. Нехай блокова матриця

G =

 G11 ∗
0 G22


з квадратними дiагональними блоками задовольняє рiвнiсть G2 = E.

Тодi iснує оборотна матриця

X =

 X11 X12

0 X22


(з таким же подiлом на смуги) така, що

X−1GX =



E 0 0 E 0 0 0 0

0 E 0 0 0 E 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0 0 E

0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 E


.
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Доведення. Оскiльки перетвореннями подiбностi матрицяM iз спiввiдно-

шенням M 2 = E приводиться до вигляду

M =


E 0 E

0 E 0

0 0 E

 (1)

(нормальна жорданова форма з деякою перестановкою рядкiв та

стовпцiв), то можна вважати, що матрицi G11 i G22 мають вигляд (1),

тобто

G =



E 0 E G14 G15 G16

0 E 0 G24 G25 G26

0 0 E G34 G35 G36

0 0 0 E 0 E

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E


,

причому iз рiвностi G2 = E маємо, що G14 = G36, G24 = 0, G34 = 0,

G35 = 0. Тодi за матрицю X можна взяти наступну матрицю:

X =



E 0 0 0 0 0

0 X1 0 G26 0 0

0 0 E G14 G15X2 G16

0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 X2 0

0 0 0 0 0 E


,

де X1, X2 — такi оборотнi матрицi, що

X−1
1 G25X2 =

 E 0

0 0

 .
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Враховуючи сказане вище, застосовуємо доведену лему для матриць

G =

 G11 G13

0 G33

 , G′ =

 G44 G42

0 G11

 .

Якби в цих матрицях не було однакової клiтини G11, то зображення на-

пiвгрупи T2×S2, яке розглядаємо, розщеплювалось би. А в данiй ситуацiї

матриця G подiбна, очевидно, матрицi

G0 =



E 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 E

0 0 0 0 0 P Q 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E



.

Легко бачити, що для матриць P,Q допустимими перетвореннями з ряд-

ками i стовпцями є перетворення, якi визначаються зображенням частко-

во впорядкованої множини, що складається iз двох порiвняльних матриць

(меншому елементу вiдповiдає матриця P ): в зв’язку з цим див. роботу

[22]. Допустимiсть означає, що такi перетворення можна природним чи-

ном продовжити до подiбних перетворень з матрицею G0, таких, що всi

iншi її клiтини (окрiм P,Q) не змiнюються.
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Згiдно простого твердження iз [22] можна вважати, що

(P,Q) =


E 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

 .

Таким чином отримаємо деяку канонiчну форму для зображення напiв-

групи T2×S2. Легко побачити, що отримане зображення переставно еквi-

валентне прямiй сумi наступних зображень (з деякою кратнiстю):

1) a→ 1, b→ 1, g → 1;

2) a→ 1, b→ 0, g → 1;

3) a→

 1 1

0 1

 , b→

 1 0

0 0

 , g →

 1 0

0 1

;

4) a→

 1 0

0 1

 , b→

 1 0

0 1

 , g →

 1 1

0 1

;

5) a→

 1 0

0 1

 , b→

 0 0

0 0

 , g →

 1 1

0 1

;

6) a→


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , b→


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , g →


1 0 0

0 1 0

0 1 1

;

7) a→


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , b→


1 0 0

0 0 0

0 0 1

 , g →


1 0 1

0 1 0

0 0 1

;

8) a→


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , b→


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 , g →


1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

;
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9) a→


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 , b→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , g →


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

.

Покажемо, що матричнi зображення 1)–7) нерозкладнi. Матрицi зоб-

раження вигляду i), якi вiдповiдають елементам a, b, g, позначаємо вiд-

повiдно через Ai, Bi, Gi. Зображення 1), 2) нерозкладнi, бо одновимiрнi,

зображення 3) нерозкладне, бо нерозкладна матриця A3, зображення 4) i

5) нерозкладнi, бо нерозкладнi матрицi G4 i G5.

Покажемо, що зображення 6) нерозкладне, Припустимо протилежне.

Тодi (за вже доведеним) це зображення еквiвалентне прямiй сумi зобра-

жень вигляду 1)–5). Оскiльки ранг матрицi A6 − E дорiвнює 1, то се-

ред вказаних прямих доданкiв є зображення 3), а оскiльки ранг матрицi

G6 − E не дорiвнює 0, то серед прямих доданкiв є зображення 4) або 5).

А iз мiркувань розмiрностей це неможливо. Це доведення дослiвно пере-

носиться на випадок зображення 7).

Покажемо, що зображення 8) нерозкладне. Припустимо протилежне.

Нехай спочатку серед прямих доданкiв немає зображень 6) i 7). Оскiльки

ранг матрицi A8−E дорiвнює 1, то тодi серед вказаних прямих доданкiв

є зображення 3), а оскiльки ранг матрицi G8 − E не дорiвнює 0, то се-

ред прямих доданкiв є зображення 4) або 5). Отже, зображення 8) еквiва-

лентне або зображенню 3)⊕4), або зображенню 3)⊕5). Тодi ранг матрицi

G−E для обох прямих сум дорiвнює 1, в той час, як ранг матрицi G8−E
дорiвнює 2. Прийшли до протирiччя. Тепер нехай серед прямих доданкiв

є зображення 6) або 7). Iз мiркувань розмiрностей залишається варiант,

коли серед прямих доданкiв є ще лише одне одновимiрне зображення. Але

ж ранг матрицi G8 − E дорiвнює 2, а ранг матрицi G − E для вказаних

прямих сум дорiвнює 1.



114

Покажемо, що зображення 9) нерозкладне. Припустимо протилежне.

Нехай спочатку серед прямих доданкiв немає зображень 6) i 7). Оскiльки

ранг матрицi A9−E дорiвнює 2, то є лише одна можливiсть: зображення

7) еквiвалентне зображенню 3) ⊕ 3). Ранг матрицi G − E для вказаної

прямої суми дорiвнює 0, в той час, як ранг матрицi G9 − E дорiвнює 2.

Прийшли до протирiччя. Тепер нехай серед прямих доданкiв є зображен-

ня 6) або 7). Ранг матрицi G9 −E дорiвнює 2, а ранг матрицi G−E для

довiльної доступної (з точки зору розмiрностей) прямої суми дорiвнювати

2 не може.

Покажемо, що зображення 1)–9) попарно нееквiвалентнi. Очевидно,

що еквiвалентними можуть бути лише зображення однакової розмiрно-

стi. Зображення 1) i 2) нееквiвалентнi, бо матрицi B1 −E, B2 −E мають

рiзнi ранги. Зображення 3), 4) i 5) попарно нееквiвалентнi, бо матрицi B3,

B4, B5 мають рiзнi ранги. Зображення 6) i 7) нееквiвалентнi, бо матрицi

A6 − E, A7 − E мають рiзнi ранги. Зображення 8) i 9) нееквiвалентнi, бо

матрицi A8 − E, A9 − E мають рiзнi ранги.

Таким чином, зображення 1)–9) утворюють повну систему нерозклад-

них попарно нееквiвалентних зображень напiвгрупи T2 × S2 для N =

{R1, R2, R3}.

4.4. Загальний критерiй

Iз теорем 4.1–4.4 випливає наступний загальний критерiй.

Теорема 4.6. Пара (T,N) має скiнченний тип тодi i лише тодi, коли

N ∩ {R5, R6} = ∅.
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4.5. Алгебри Ауслендера напiвгрупи T2×S2 з R-носiєм

скiнченного типу

Нагадаємо деякi означення.

Алгеброю Ауслендера матричної задачi скiнченного типу (пов’язаної iз

матричними зображеннями групи, напiвгрупи, алгебри, тощо) називаєть-

ся алгебра ендоморфiзмiв прямої суми всiх нерозкладних зображень (iз

кожного класу еквiвалентностi нерозкладних зображень треба взяти один

представник).

Нагадаємо, що ендоморфiзм матричного зображення T — це довiльна

матриця X, яка комутує з кожною матрицею зображення.

Очевидно, що матрична алгебра Ауслендера не залежить вiд вибору

представникiв в класах еквiвалентностi у тому сенсi, що всi отриманi та-

ким чином алгебри будуть спряженi як пiдалгебри вiдповiдної повної мат-

ричної алгебри.

Ми обчислимо матричну алгебру Ауслендера для всiх задач скiнчен-

ного типу, про якi сказано в теоремi 4.2.

Теорема 4.7. Для довiльного поля характеристики 2 матрична ал-

гебра Ауслендера у випадку N = {R1, R2} складається iз усiх матриць

вигляду

X =



x11 x12 0 0 x15 0

0 x11 0 0 0 0

0 0 x33 x34 0 x36

0 0 0 x33 0 0

0 x52 0 0 x55 0

0 0 0 x64 0 x66


,

де xij — елементи поля.

Доведення. Розглянемо пряму суму нерозкладних зображень, вказаних у
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випадку N = {R1, R2} (див. попереднiй параграф).

a→ A =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


, b→ B =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1


,

g → G =



1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


.

НехайX = (xij), i, j = 1, ldots, 6, — елемент матричної алгебри Ауслен-

дера, тобто AX = XA, BX = XB i GX = XG. Перша рiвнiсть буде

тотожнiстю, оскiльки матриця A є одиничною.

Використаємо спiввiдношення BX = XB. Отримаємо наступнi рiвно-

стi (тотожностi 0 = 0 не вказуємо):

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1.1; 1, 3) 0 = x13

(1.1; 1, 4) 0 = x14

(1.1; 1, 6) 0 = x16

(1.1; 2, 3) 0 = x23

(1.1; 2, 4) 0 = x24

(1.1; 2, 6) 0 = x26

(1.1; 3, 1) x31 = 0

(1.1; 3, 2) x32 = 0
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Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1.1; 3, 3) x33 = x33

(1.1; 3, 4) x34 = x34

(1.1; 3, 5) x35 = 0

(1.1; 3, 6) x36 = x36

(1.1; 4, 1) x41 = 0

(1.1; 4, 2) x42 = 0

(1.1; 4, 3) x43 = x43

(1.1; 4, 4) x44 = x44

(1.1; 4, 5) x45 = 0

(1.1; 4, 6) x46 = x46

(1.1; 5, 3) 0 = x53

(1.1; 5, 4) 0 = x54

(1.1; 5, 6) 0 = x56

(1.1; 6, 1) x61 = 0

(1.1; 6, 2) x62 = 0

(1.1; 6, 3) x63 = x63

(1.1; 6, 4) x64 = x64

(1.1; 6, 5) x65 = 0

(1.1; 6, 6) x66 = x66

Враховуючи вже отриманi рiвностi, використаємо тепер спiввiдношен-

ня GX = XG, записане в еквiвалентнiй формi як (G+E)X = X(G+E).

Отримаємо наступнi рiвностi (тотожностi 0 = 0 не вказуємо):

Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1.2; 1, 1) x21 = 0

(1.2; 1, 2) x22 = x11

(1.2; 1, 5) x25 = 0
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Позначення рiвностi Вигляд рiвностi

(1.2; 2, 2) 0 = x21

(1.2; 3, 3) x43 = 0

(1.2; 3, 4) x44 = x33

(1.2; 3, 6) x46 = 0

(1.2; 4, 4) 0 = x43

(1.2; 5, 2) 0 = x51

(1.2; 6, 4) 0 = x63

Отже, вiдповiдна матрична алгебра Ауслендера складається з усiх мат-

риць, вказаних в умовi теореми.

Теорема 4.8. Для довiльного поля характеристики 2 матрична ал-

гебра Ауслендера у випадку N = {R1, R3} складається iз усiх матриць

вигляду

X =



x11 x12 0 0 x15 0 x17 x18 0 x1 10 x1 11 x1 12

0 x11 0 0 0 0 x15 0 0 0 x1 10 0

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 x18 0 0 0

0 0 0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x52 0 0 x55 0 x57 x58 0 x5 10 x5 11 x5 12

0 0 0 x52 0 x55 0 0 x58 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x55 0 0 0 x5 10 0

0 x82 0 0 0 0 x87 x88 0 0 x8 11 x8 12

0 0 0 x82 0 0 0 0 x88 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x10 7 0 0 x10 10 x10 11 x10 12

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x10 10 0

0 0 0 0 0 0 x12 7 0 0 0 x12 11 x12 12



,

де xij — елементи поля.
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Доведення. Розглянемо пряму суму нерозкладних зображень, вказаних у

випадку N = {R1, R3} (див. попереднiй параграф).

a→ A0 =



1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



,

b→ B0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.
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g → G0 =



1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Далi доведення проводиться по тiй же схемi, що i доведення теореми

4.7.

Iз матричної рiвностi BX = XB випливає, що

X =



x11 x12 0 0 x15 0 x17 x18 0 x1 10 x1 11 x1 12

x21 x22 0 0 x25 0 x27 x28 0 x2 10 x2 11 x2 12

0 0 x33 x34 0 x36 0 0 x39 0 0 0

0 0 x43 x44 0 x46 0 0 x49 0 0 0

x51 x52 0 0 x55 0 x57 x58 0 x5 10 x5 11 x5 12

0 0 x63 x64 0 x66 0 0 x69 0 0 0

x71 x72 0 0 x75 0 x77 x78 0 x7 10 x7 11 x7 12

x81 x82 0 0 x85 0 x87 x88 0 x8 10 x8 11 x8 12

0 0 x93 x94 0 x96 0 0 x99 0 0 0

x10 1 x10 2 0 0 x10 5 0 x10 7 x10 8 0 x10 10 x10 11 x10 12

x11 1 x11 2 0 0 x11 5 0 x11 7 x11 8 0 x11 10 x11 11 x11 12

x12 1 x12 2 0 0 x12 5 0 x12 7 x12 8 0 x12 10 x12 11 x12 12



,

а тодi iз матричної рiвностi BX = XB маємо:



121

X =



x11 x12 0 0 x15 0 x17 x18 0 x1 10 x1 11 x1 12

x21 x22 0 0 x25 0 x27 x28 0 x2 10 x2 11 x2 12

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 x18 0 0 0

0 0 x21 x22 0 x25 0 0 x28 0 0 0

x51 x52 0 0 x55 0 x57 x58 0 x5 10 x5 11 x5 12

0 0 x51 x52 0 x55 0 0 x58 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x77 0 0 x7 10 x7 11 x7 12

x81 x82 0 0 x85 0 x87 x88 0 x8 10 x8 11 x8 12

0 0 x81 x82 0 x85 0 0 x88 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x10 7 0 0 x10 10 x10 11 x10 12

0 0 0 0 0 0 x11 7 0 0 x11 10 x11 11 x11 12

0 0 0 0 0 0 x12 7 0 0 x12 10 x12 11 x12 12



.

Нарештi iз GX = XG маємо

X =



x11 x12 0 0 x15 0 x17 x18 0 x1 10 x1 11 x1 12

0 x11 0 0 0 0 x15 0 0 0 x1 10 0

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 x18 0 0 0

0 0 0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x52 0 0 x55 0 x57 x58 0 x5 10 x5 11 x5 12

0 0 0 x52 0 x55 0 0 x58 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x55 0 0 0 x5 10 0

0 x82 0 0 0 0 x87 x88 0 0 x8 11 x8 12

0 0 0 x82 0 0 0 0 x88 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x10 7 0 0 x10 10 x10 11 x10 12

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x10 10 0

0 0 0 0 0 0 x12 7 0 0 0 x12 11 x12 12



,

що i треба було довести.
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Теорема 4.9. Для довiльного поля характеристики 2 матрична ал-

гебра Ауслендера у випадку N = {R2, R3} складається iз усiх матриць

вигляду

X =



x11 x12 0 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0 0

0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0

0 0 0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x52 0 0 x55 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 x52 0 x55 0 0 0 0 0 0

0 0 x52 x74 0 x76 x55 0 x79 0 x7 11 x7 12

0 0 x83 x84 0 x86 x87 x88 x89 0 x8 11 x8 12

0 0 0 x83 0 x87 0 0 x88 0 0 0

0 x10 2 0 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0 0

0 0 0 x10 2 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0

0 0 0 x12 4 0 x12 6 0 0 x12 9 0 x12 11 x12 12



.

де xij — елементи поля.

Доведення. Розглянемо пряму суму нерозкладних зображень, вказаних у

випадку N = {R2, R3} (див. попереднiй параграф).

a→ A0 =



1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



,
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b→ B0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



,

g → G0 =



1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Далi доведення проводиться по тiй же схемi, що i доведення теореми

4.7.
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Iз матричної рiвностi BX = XB випливає, що

X =



x11 x12 0 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0 0

x21 x22 0 0 x25 0 0 0 0 x2 10 0 0

0 0 x33 x34 0 x36 x37 x38 x39 0 x3 11 x3 12

0 0 x43 x44 0 x46 x47 x48 x49 0 x4 11 x4 12

x51 x52 0 0 x55 0 0 0 0 x5 10 0 0

0 0 x63 x64 0 x66 x67 x68 x69 0 x6 11 x6 12

0 0 x73 x74 0 x76 x77 x78 x79 0 x7 11 x7 12

0 0 x83 x84 0 x86 x87 x88 x89 0 x8 11 x8 12

0 0 x93 x94 0 x96 x97 x98 x99 0 x9 11 x9 12

x10 1 x10 2 0 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0 0

0 0 x11 3 x11 4 0 x11 6 x11 7 x11 8 x11 9 0 x11 11 x11 12

0 0 x12 3 x12 4 0 x12 6 x12 7 x12 8 x12 9 0 x12 11 x12 12



,

а тодi iз матричної рiвностi AX = XA маємо:

X =



x11 x12 0 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0 0

x21 x22 0 0 x25 0 0 0 0 x2 10 0 0

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0

0 0 x21 x22 0 x25 0 0 0 0 x2 10 0

x51 x52 0 0 x55 0 0 0 0 x5 10 0 0

0 0 x51 x52 0 x55 0 0 0 0 x5 10 0

0 0 x73 x74 0 x76 x77 x78 x79 0 x7 11 x7 12

0 0 x83 x84 0 x86 x87 x88 x89 0 x8 11 x8 12

0 0 x93 x94 0 x96 x97 x98 x99 0 x9 11 x9 12

x10 1 x10 2 0 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0 0

0 0 x10 1 x10 2 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0

0 0 x12 3 x12 4 0 x12 6 x12 7 x12 8 x12 9 0 x12 11 x12 12



.
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Нарештi використовуємо рiвнiсть GX = XG.

Отже, вiдповiдна матрична алгебра Ауслендера складається з усiх мат-

риць вигляду:

X =



x11 x12 0 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0 0

0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 x11 x12 0 x15 0 0 0 0 x1 10 0

0 0 0 x11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x52 0 0 x55 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 x52 0 x55 0 0 0 0 0 0

0 0 x52 x74 0 x76 x55 0 x79 0 x7 11 x7 12

0 0 x83 x84 0 x86 x87 x88 x89 0 x8 11 x8 12

0 0 0 x83 0 x87 0 0 x88 0 0 0

0 x10 2 0 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0 0

0 0 0 x10 2 0 x10 5 0 0 0 0 x10 10 0

0 0 0 x12 4 0 x12 6 0 0 x12 9 0 x12 11 x12 12



,

що i треба було довести.

.4.6. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються модулярнi зображення прямого добутку си-

метричної напiвгрупи степеня 2 i симетричної групи степеня 2 з довiль-

ним фiксованим R-носiєм (вiдносно напiвгрупи T2). Описано всi R-носiї

довiльного порядку, для яких вiдповiдна задача про опис модулярних зоб-

ражень має скiнченний тип; в кожному з таких випадкiв описано всi (з

точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображення. У випадкуR-носiїв

порядку m < 4 iз задачею скiнченного типу обчислено вiдповiднi алгебри

Ауслендера.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [46], [51], [53], [54], [56].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матричних зображень симет-

ричних напiвгруп та їх прямих добуткiв над полем K.

Описана канонiчна форма модулярних зображень симетричної напiв-

групи другого степеня i категорiя модулярних нерозкладних зображень

симетричної напiвгрупи другого степеня (а саме описанi всi, з точнiстю

до еквiвалентностi, нерозкладнi зображення та вiдповiдна алгебра Аус-

лендера).

Описанi абсолютно i сильно нерозкладнi (немодулярнi та модулярнi)

матричнi зображення прямого добутку довiльного числа симетричних на-

пiвгруп другого степеня; обчислено число класiв еквiвалентностi таких

зображень над скiнченним полем. Отримано критерiй ручностi вiдносно

модулярних зображень прямого добутку симетричних напiвгруп i груп

степенiв 2.

Вивчаються модулярнi зображення прямого добутку симетричної на-

пiвгрупи степеня 2 i симетричної групи степеня 2 з довiльним фiксованим

R-носiєм (вiдносно напiвгрупи T2). Описано всi R-носiї довiльного поряд-

ку, для яких вiдповiдна задача про опис модулярних зображень має скiн-

ченний тип; в кожному з таких випадкiв описано всi (з точнiстю до еквi-

валентностi) нерозкладнi зображення. У випадку R-носiїв порядку m < 4

iз задачею скiнченного типу обчислено вiдповiднi алгебри Ауслендера.
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