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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ îäíèì iç
íàéðîçâèíóòiøèõ ¹ íàïðÿì, ïîâ'ÿçàíèé iç íàáëèæåííÿì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
îäíi¹¨ çìiííî¨ íåïåðåðâíèìè äðîáàìè. Äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ïîñòié-
íî ïðîâîäÿòüñÿ ïðîòÿãîì îñòàííiõ äâîõ ñòîëiòü i òiñíî ïîâ'ÿçàíi iç iíøèìè
âàæëèâèìè òåîðiÿìè, çîêðåìà, àïðîêñèìàöié Ïàäå, îðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ,
äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïåðøi ðåçóëüòàòè ùîäî çî-
áðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ íåïåðåðâíèìè äðîáàìè îòðèìàíi
Éî. Õ. Ëàìáåðòîì, Æ. Ëàãðàíæåì, Ë. Îéëåðîì i Ê. Ô. Ãàóñîì. Ïîòiì öi äîñëi-
äæåííÿ ïðîäîâæóâàëèñÿ i ðîçâèâàëèñÿ â ðîáîòàõ ×. Ãóòòîíà, Ì. À. Øòåðíà,
Éo. Á. Õ. Õåéëåðìàííà, Õ. Õàíêåëÿ, Ò. Ìóðà, �. Ôðîáåíióñà, Ò. Éî. Ñòiëüòü¹ñà,
Î. Ïåððîíà, Ã. Ñ. Âîëëà, Â. Á. Äæîóíñà, Â. Éî. Òðîíà òà ií.

Ïîáóäîâà ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi âiäïîâiäíî-
ñòi ìiæ ïiäõiäíèìè äðîáàìè íåïåðåðâíîãî äðîáó i ôîðìàëüíèì ðÿäîì Ëîðà-
íà, ÿêèì çîáðàæó¹òüñÿ çàäàíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨. Õî÷à îñíîâ-
íi iäå¨ âiäïîâiäíîñòi íàëåæàòü Ê. Ô. Ãàóñó, çàãàëüíà òåîðiÿ îïèñàíà â ðîáîòàõ
Â. Á. Äæîóíñà i Â. Éî. Òðîíà.

Ó 60-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ äëÿ ïîáóäîâè ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêî çàïðîïîíóâàâ áàãàòîâèìið-
íå óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè. Ïîçàÿê çàäà-
÷à ïîáóäîâè ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, âiäïîâiäíèõ äî çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ
êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, íå ìà¹ îäíîçíà÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, òî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
äâà ïiäõîäè: íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà åëåìåíòè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâî-
ãî äðîáó àáî ìîäèôiêàöiÿ ñòðóêòóðè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ðåàëiçà-
öiÿ äðóãîãî ïiäõîäó ñïðèÿëà ïîÿâi ðiçíèõ êîíñòðóêöié òàê çâàíèõ �äâîâèìiðíèõ
íåïåðåðâíèõ äðîáiâ�, ÿêi ñòàëè îá'¹êòàìè äîñëiäæåíü â ðîáîòàõ Õ. É. Êó÷ìií-
ñüêî¨, Ì. Î'Äîíîãîå, Äæ. Ìåðôi, Á. Âåðäîíê, À. Êàéò, Â. Ñåìàøêà, Î. Ì. Ñóñü,
Ò. Ì. Àíòîíîâî¨ òà ií. Ïðîòå êîíñòðóêöi¨ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ iç
çáiëüøåííÿì ÷èñëà çìiííèõ çíà÷íî óñêëàäíåíi.

Ó 1976 ðîöi Ä. I. Áîäíàðîì óâåäåíî äî ðîçãëÿäó ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi çà ñòðóêòóðîþ ¹ àíàëîãàìè êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ. Ïåðøèì ðåçóëüòàòîì ¨õ äîñëiäæåííÿ ¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè çáiæíî-
ñòi (äâîâèìiðíèé àíàëîã îçíàêè çáiæíîñòi Çàéäåëÿ � Øòåðíà) äëÿ ãiëëÿñòîãî
ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè iç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. Ïî-
òiì öi äîñëiäæåííÿ ïðîäîâæóâàëèñÿ i ðîçâèâàëèñÿ â ðîáîòàõ Ä. I. Áîäíàðà,
Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, Â. Ñåìàøêà, Ò. Ì. Àíòîíîâî¨, Î. �. Áàðàí, Ì. Ì. Áóáíÿê
òà ií.

Ó ðîáîòàõ Ä. I. Áîäíàðà i Î. �. Áàðàí ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ
çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó âiäïîâiäíi ãiëëÿñòi ëàíöþ-
ãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Çàñòîñóâàííÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ
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äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ
ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, à ó çàãàëüíîìó âèïàäêó � Î. �. Áàðàí.

Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íi äîñÿãíåííÿ ó íàïðÿìi íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, öÿ òåìàòèêà çà-
ëèøà¹òüñÿ îäíi¹þ iç íàéâàæëèâiøèõ â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãië-
ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ i òàêîþ, ùî ìà¹ ùå äóæå áàãàòî âiäêðèòèõ çàäà÷,
îñîáëèâî ùîäî âèïàäêó òðüîõ i áiëüøå çìiííèõ.

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ çàäà÷ ¹ âñòàíîâëåííÿ îçíàê çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ
ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Íà äàíèé ÷àñ iñíó¹ äîñèòü
áàãàòî òåîðåì, ÿêi ìiñòÿòü ëèøå äîñòàòíi óìîâè àáî äóæå ãðîìiçäêi óìîâè, ùî
óñêëàäíþ¹ ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Òîìó ïîøóê åôåêòèâíèõ îçíàê çáiæíîñòi ñêëàäà¹
âåëèêèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Îñîáëèâî¨ óâàãè ïîòðåáó¹ îïèñ çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäïîâiäíîñòi, à ðàçîì iç
íèì i çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíîñòi.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó ïîðiâíÿííi iç ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, ôóíêöiîíàëüíi íåïå-
ðåðâíi äðîáè ìîæóòü ìàòè øèðøi îáëàñòi çáiæíîñòi é êðàùó øâèäêiñòü çáiæíî-
ñòi. Öi âëàñòèâîñòi ïðèòàìàííi òàêîæ i ôóíêöiîíàëüíèì ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì
äðîáàì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Òîìó âñòàíîâëåííÿ íàéøèðøèõ îáëàñòåé
çáiæíîñòi i çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ãië-
ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ âàæëèâîþ íàóêîâîþ
çàäà÷åþ.

Ç îãëÿäó íà ìàëó êiëüêiñòü ðîáiò ùîäî çàñòîñóâàíü ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ïîáóäîâà åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ ðîçâèíå-
ííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi
ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè iç ÿâíèìè ôîðìóëàìè îá÷èñëåííÿ
êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè çà êîåôiöi¹íòàìè çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ i, ÿê
íàñëiäîê, ïîáóäîâà çîáðàæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíè-
êàþòü ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨, ôóíêöiîíàëüíè-
ìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âèêëèêàþòü
áåçóìîâíèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äîñëi-
äæåííÿ âèêîíóâàëèñü ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ äåðæáþäæåòíèõ òåì �Ðîç-
ðîáêà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi òà òå-
îði¨ îïåðàòîðiâ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0113U000184) i �Ïðîáëåìè íåëiíié-
íîãî àíàëiçó ùîäî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi íàëåæàòü äî ðiçíèõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ êëàñiâ íà òîïîëîãi÷íèõ i òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0118U000097) êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî
àíàëiçó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-
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ôàíèêà�.
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ îçíà÷åííÿ äåÿêèõ

êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè, âñòàíîâëåííÿ óìîâ ¨õ çáiæíîñòi òà îöiíîê ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ íèõ,
ïîáóäîâà àëãîðèòìiâ ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿ-
äiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà
çàñòîñóâàííÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî
íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâ-
íîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi òà îçíàêè çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëü-
íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíiñòü
ìiæ íèìè i ôîðìàëüíèìè êðàòíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, àëãîðèòìè ïîáóäîâè
ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà
íàáëèæåííÿ íèìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:
� âñòàíîâèòè áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöüêîãî

äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;
� âñòàíîâèòè îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 , à òàêîæ

âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1

i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 ;
� îïèñàòè çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié áà-

ãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó

ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìií-
íèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN

0 òàêèé, ùî Rn(z)z
m ¹ ãîëîìîðôíîþ â

òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0;
� ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;
� äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-
òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîç-
âèíåííÿ ôîðìàëüíîãî çàäàíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé
ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -
äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-
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òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó;
� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ

ôîðìàëüíîãî çàäàíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-
òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèì;

� äîñëiäèòè çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãà-
òîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ
äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-
ìè çìiííèìè;

� îòðèìàòè îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãà-
òüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî i
êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, à òàêîæ àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàí-
öþãîâèõ äðîáiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-
íî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó:

� âñòàíîâëåíî íîâå áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïi-
öüêîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� âñòàíîâëåíî íîâi åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)

1 , à òàêîæ âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1

i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 ;
� îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié áà-

ãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó

ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìií-
íèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN

0 òàêèé, ùî Rn(z)z
m ¹ ãîëîìîðôíîþ â

òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0;
� ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ
êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ;

� äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ
C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;
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� ïîáóäîâàíî íîâèé àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî
ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó;

� ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîçâèíåííÿ çàäà-
íîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -
äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè
iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó;

� âñòàíîâëåíî íîâi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî
S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî
êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó;

� ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî
ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî
àëãîðèòìó;

� ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-
ïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó;

� äîâåäåíî, ùî ïåðåòèí ïàðàáîëi÷íî¨ i êðóãîâî¨ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çái-
æíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à
ïàðàáîëi÷íà îáëàñòü � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî áàãàòîâèìiðíîãî
ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïåðåòèíiâ ïàðàáîëi÷íèõ i êðóãîâèõ îáëàñòåé
¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à
îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî
áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, i, ÿê íàñëiäêè iç öèõ
ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíî äâi íîâi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ;

� îòðèìàíî íîâi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN ;

� ïîêàçàíî, ùî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ ïàð-
íîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi áà-
ãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i ðiçíèõ éîãî ìîäèôiêàöié
òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN ;

� äîâåäåíî, ùî êðóãîâi i êóòîâi îáëàñòi ¹ îáëàñòÿìè çáiæíîñòi áàãàòîâèìið-
íèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ
áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìið-
íèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ó äåÿêèõ ïiäìíîæèíàõ iç CN i ¨õ
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ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòåé iç CN , ÿêi ¹ âíó-
òðiøíîñòÿìè öèõ ïiäìíîæèí, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî óìîâîþ çáiæíîñòi äëÿ áà-
ãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ
J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â ïiäìíîæèíàõ iç CN ¹ ðîçáiæíiñòü ðÿäiâ,
ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ åëåìåíòiâ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâ-
íîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè i ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü öèõ íàáëèæåíü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà
íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñÿ â àíà-
ëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äî äîñëiäæåííÿ
çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ
ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ ïîáóäîâè i äîñëiäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíèêàþòü ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ
ìàòåìàòèêè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíîñÿ-
òüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñòàòòÿõ [2, 5, 6] Ä. I. Áîäíàðó
íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó ñïiëüíié ç
Î. Ñ. Áîäíàð ïðàöi [21] àâòîðó íàëåæàòü òåîðåìè 2�5 òà íàñëiäêè 1 i 2.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà: Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �VIII Áiëîðó-
ñüêà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ� (Ìiíñüê, Áiëîðóñü, 19�24 ÷åðâíÿ 2000 ð.); Êîí-
ôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨ íàáëèæåíü, òåîði¨ îïåðàòîðiâ, ñòîõà-
ñòè÷íîìó àíàëiçi òà ñòàòèñòèöi� (Êè¨â, 19�22 æîâòíÿ 2001 ð.); Ìiæíàðîäíîìó
êîíãðåñi ç îá÷èñëþâàëüíî¨ i ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè (Ëåâåí, Áåëüãiÿ, 22�26 ëè-
ïíÿ, 2002 ð.); Ìiæíàðîäíié øêîëi-ñåìiíàði �Ëàíöþãîâi äðîáè, ¨õ óçàãàëüíåííÿ
òà çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíî¨ 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ïðîô. Â. ß. Ñêîðî-
áîãàòüêà (Óæãîðîä, 19�24 ñåðïíÿ 2002 ð.); III âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôå-
ðåíöi¨ �Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 9�12 âåðåñíÿ 2003 ð.);
X ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 13�15 òðàâ-
íÿ 2004 ð.); Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ÷èñåëüíîãî àíàëiçó i ïðèêëàäíî¨ ìà-
òåìàòèêè 2005 (Ðîäîñ, Ãðåöiÿ, 16�20 âåðåñíÿ 2005 ð.); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié
êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàí-
íÿ� (Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006 ð.); Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨
iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà (Äðîãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ 2007 ð.); Äâàíàäöÿòié ìiæíà-
ðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 15�17 òðàâíÿ 2008 ð.);
Òðèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 13�
15 òðàâíÿ 2010 ð.); Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó ïàì'ÿòi
À. À. Ãîëüäáåðãà (1930-2008) (Ëüâiâ, 31 òðàâíÿ � 5 ÷åðâíÿ 2010 ð.); Ìiæíà-
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ðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà (Äðîãîáè÷, 19�23
âåðåñíÿ 2011 ð.); Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨
çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà
ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942-2007) (Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé,
28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ð.); Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Áî-
ãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF-2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À. Ì. Ñàìîéëåíêà
(Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ð.); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ
íàáëèæåíü i ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ Âiòàëiÿ Ïàâëîâè÷à Ìîòîðíîãî
(Äíiïðîïåòðîâñüê, 8�11 æîâòíÿ 2015 ð.); Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨
�Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�
25 ëþòîãî 2017 ð.); Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà
¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà
ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942�2007) (Ñëîâ'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ
� 3 ÷åðâíÿ 2017 ð.); Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè
òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 27 ëþòîãî � 2 áåðå-
çíÿ 2018 ð.); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà
ìàòåìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíié 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà-
¨íè ßðîñëàâà Ñòåïàíîâè÷à Ïiäñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíîãî íèì Iíñòèòóòó
ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ
2018 ð.); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè òà
¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ�, ïðèñâÿ÷å-
íié 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëü-
íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (×åðíiâöi, 17�19 âåðåñíÿ 2018 ð.); VI
âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi Á. Â. Âàñèëèøèíà �Íåëiíiéíi ïðîáëå-
ìè àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê � Ìèêóëè÷èí, 26�28 âåðåñíÿ 2018 ð.); à òàêîæ íà:
íàóêîâîìó ñåìiíàði ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ â Iíñòèòóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiä-
ñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ, 2000-2018 ðð., êåðiâíèêè ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Ä. I. Áîäíàð, ä.ô.-ì.í., ñ.í.ñ. Õ. É. Êó÷ìiíñüêà); íàóêîâî-íàâ÷àëüíîìó
ñåìiíàði �Òåîðiÿ ïîòåíöiàëó òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ� ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó
óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (Ëüâiâ, 2 ëèñòîïàäà 2017 ð., êåðiâíèêè ñåìiíà-
ðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ, ä.ô.-ì.í., ïðîô. I. Å. ×èæèêîâ); íàóêîâîìó
ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� ó Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Òà-
ðàñàØåâ÷åíêà (Êè¨â, 29 ëèñòîïàäà 2017 ð., êåðiâíèêè ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.
I. Î. Øåâ÷óê, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î. Î. Êóð÷åíêî, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â. Ì. Ðàä÷åí-
êî); íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà
(Êè¨â, 21 ëþòîãî 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ã. Ì. Òîðáií); íà-
óêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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(Êè¨â, 2 áåðåçíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. À. Ñ. Ðîìàíþê);
íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄÂÍÇ
�Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà� (Iâàíî-
Ôðàíêiâñüê, 5 âåðåñíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. À. Â. Çàãî-
ðîäíþê).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 44 äðóêîâàíèõ ïðàöÿõ,
ñåðåä ÿêèõ: 22 ñòàòòi ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ
[1�22], ðåøòà ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [23�44]; 8 ñòàòåé
îïóáëiêîâàíî ó âèäàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó áàçàõ äàíèõ Scopus òà/àáî Web of
Science Core Collection [3, 9, 12, 13, 15, 18, 19, 21].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó, øå-
ñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêiâ. Ïîâíèé îáñÿã
ðîáîòè ñòàíîâèòü 340 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæå-
ðåë çàéìà¹ 25 ñòîðiíîê i ìiñòèòü 226 íàéìåíóâàíü. Äîäàòêè çàéìàþòü 9 ñòîði-
íîê i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ
ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ, âêàçàíî íà çâ'ÿçîê äè-
ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàí-
íÿ äîñëiäæåííÿ, âiäçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, âèîêðåìëåíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à i âêàçàíî óñòà-
íîâè òà îðãàíiçàöi¨, äå äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ïðî íå-
ïåðåðâíi äðîáè òà îäíå ç ¨õ áàãàòîâèìiðíèõ óçàãàëüíåíü � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi
äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i çðîáëåíî îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî
ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Íåõàé C � êîìïëåêñíà ïëîùèíà, Ĉ = C ∪ {∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà
ïëîùèíà, ñèìâîëè N i N0 îçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìíîæèíè N = {1, 2, 3, . . .},
N0 = {0, 1, 2, . . .}. Íåõàé N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, i(0) = 0, I0 = {0},

Ik = {i(k) : i(k) = (i1, i2, . . . , ik), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, i0 = N}, k ≥ 1,

� ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ. Çà Ä. I. Áîäíàðîì1 äëÿ êîæíîãî r ≥ 1 ñèìâîë u(r)

îçíà÷à¹ âåêòîð iç Cp, äå p = CN−1
N+r−1 (C

k
n � ÷èñëî ñïîëó÷åíü ç n åëåìåíòiâ ïî

k, k ≤ n), ç êîìïîíåíòàìè uj(r), j(r) ∈ Ir, òà äëÿ êîæíèõ r ≥ 1, k ≥ 1 i

êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik ñèìâîë u
(r)
i(k) � âåêòîð iç Cp, äå p = C ik−1

ik+r−1,

ç êîìïîíåíòàìè ui(k),j(r), i(k) ∈ Ik, 1 ≤ js ≤ js−1, 1 ≤ s ≤ r, j0 = ik, ç òàêèì
ïîðÿäêîì ñëiäóâàííÿ êîìïîíåíò:

1) un(r) ≺ um(r) (ui(k),n(r) ≺ ui(k),m(r)), ÿêùî n(r) ≺ m(r);

1Áîäíàð Ä. È. Âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè. � Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. � C. 15.
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2) n(r) ≺ m(r), ÿêùî n1 < m1 àáî iñíó¹ òàêèé iíäåêñ s, 1 ≤ s < r, ùî
np = mp, 1 ≤ p ≤ s, i ns+1 < ms+1.

Íåõàé 〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
〉 � óïîðÿäêîâàíà ïàðà ïîñëiäîâ-

íîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ai(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i, ÿêùî
äëÿ k ≥ 1 iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik òàêèé, ùî bi(k) = 0, òî bi(k−1),j 6= 0

äëÿ 1 ≤ j ≤ ik−1, j 6= ik. Íåõàé {si(k)(w
(1)
i(k))}i(k)∈Ik, k∈N0

, äå w
(1)
0 = w(1), i

{Sk(w(k+1))}k∈N0
� ïîñëiäîâíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

s0(w
(1)) = b0 + w1 + w2 + . . .+ wN ,

ξi(k) = si(k)(w
(1)
i(k)) =

ai(k)
bi(k) + wi(k),1 + wi(k),2 + . . .+ wi(k),ik

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i S0(w
(1)) = s0(w

(1)), Sk(w
(k+1)) = Sk−1(ξ

(k)) äëÿ
k ≥ 1. Êðiì öüîãî, íåõàé {fk}k∈N0

� ïîñëiäîâíiñòü iç ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè Ĉ âèçíà÷åíà òàê: fk = Sk(0

(k+1)) äëÿ k ≥ 0, äå 0(k+1) = (0, 0, . . . , 0) �
âåêòîð iç Cp, äå p = CN−1

N+k .

Óïîðÿäêîâàíó ïàðó 〈〈{ai(k)}i(k)∈Ik,k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik,k∈N0
〉, {fk}k∈N0

〉 íàçèâà-
þòü ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè2 i ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)

bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)

bi(2) +

i2∑
i3=1

ai(3)
bi(3)+. . .

.

×èñëà ai(k) i bi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik íàçèâàþòü k-ìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè
òà çíàìåííèêàìè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
âiäïîâiäíî àáî éîãî åëåìåíòàìè, ÷èñëî b0 � âiëüíèì ÷ëåíîì, âåëè÷èíó fk �
k-èì ïiäõiäíèì äðîáîì.

Äëÿ çðó÷íîñòi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
〈〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0

〉, {fk}k∈N0
〉 ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëàìè

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)
bi(2) +

i2∑
i3=1

ai(3)
bi(3) +

. . . àáî b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿ-
ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè
ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi. Òàê, ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîâåäåíî áàãàòîâèìiðíå óçà-
ãàëüíåííÿ òåîðåìè Âîðïiöüêîãî ïðî íàéøèðøèé çàìêíåíèé êðóã çáiæíîñòi ç
öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

2Áàðàí Î. �. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè: äèñ. ... êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê: 01.01.01. � Ëüâiâ: IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2014.

� C. 67�69.
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Òåîðåìà 2.1. Íåõàé åëåìåíòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1
, (1)

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

|ai(k)| ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2)

äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ñòàëèõ òàêèõ, ùî 0 ≤ qi(k) < 1

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0. Òîäi
1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1) çáiãà¹òüñÿ

àáñîëþòíî, i éîãî çíà÷åííÿ òà çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çà-

ìêíåíîìó êðóãó |z| ≤ 1− qN0 ;
2) ÿêùî â íåðiâíîñòi (2) qi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, òî çàìêíå-

íèé êðóã |z| ≤ 1 − 2−N ¹ �íàéêðàùîþ� ìíîæèíîþ çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

Ó òåîðåìi 2.2 öüîãî æ ïiäðîçäiëó âñòàíîâëåíî îçíàêó çáiæíîñòi äëÿ ãië-
ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, îáåðíåíîãî äî (1), çà
äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà éîãî åëåìåíòè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äîâåäåíî òåîðåìè ïðî îçíàêè çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)

1 .

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < gi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1. Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(3)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

|zi(k)| ≤ 1/ik−1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1; (4)

2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(3) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó |z| ≤ 1.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1+

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(5)
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çáiãà¹òüñÿ äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (4), ÿêùî
iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèé, ùî gi(k) = 0 àáî zi(k) 6= −1/ik−1.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 < g0 ≤ 1, 0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < g0 ≤ 1, 0 < gi(k) ≤ 1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

g0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)(1− g0)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(6)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíiñòü (4);
2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(6) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó |z − 1/(2 − g0)| ≤
(1− g0)/(2− g0).

Ó òåîðåìàõ 2.6 i 2.7 äîâåäåíî, ùî ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè (3) i (6) âiäïîâiäíî, çà äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà ¨õ åëåìåíòè,
çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

N∑
i1=1

|zi(1)| ≤ 1,

ik∑
ik+1=1

|zi(k+1)| ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (7)

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè iç êîæíî¨ ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ
Ik, k ≥ 1, âèäiëèìî ïiäìíîæèíè I1 = {i(1) : i(1) ∈ I1, gi(1) 6= 0}, Ik = {i(k) :
i(k) ∈ Ik, i(k − 1) ∈ Ik−1, gi(k) 6= 0} äëÿ k ≥ 2, i, êðiì öüîãî, iç ìíîæèíè
iíäåêñiâ I = {1, 2, . . . , N} � ïiäìíîæèíè Ĩi(k) = {ik+1 : ik+1 ∈ I, gi(k+1) 6=
0, i(k) ∈ Ik} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ k ≥ 2 i äëÿ
êîæíîãî i(k − 1) ∈ Ik−1 ìíîæèíà Ik ïîðîæíÿ, ÿêùî gi(k) = 0, 1 ≤ ik ≤ ik−1, à
òàêîæ, ùî äëÿ k ≥ 1 ïiäìíîæèíà Ĩi(k) ïîðîæíÿ, ÿêùî i(k) 6∈ Ik àáî gi(k+1) = 0,
1 ≤ ik+1 ≤ ik.

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5) çáiãà¹òüñÿ äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (7), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ:

1)
∑

i1∈I1 zi(1) 6= −1 àáî
∑N

i1=1 gi(1) = 0;

2) iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèé, ùî
∑

ik+1∈Ĩi(k) zi(k+1) 6= −1
àáî

∑ik
ik+1=1 gi(k+1) = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1

i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 .
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Òåîðåìà 2.9. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 0. Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

qN0
1 +

N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(8)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

|zi(k)| ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1; (9)

2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(8) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó |z| ≤
∏N

r=1(1− 1/Sr),
äå

Sr = 1 +
∞∑
n=0

∏
0≤k≤n

ip=r, 1≤p≤k

qi(k)
1− qi(k)

.

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, i íåõàé

∑N
i1=1

∏i1
r=1(1− 1/S

(i1)
r ) < 1, äå

S(i1)
r = 1 +

∞∑
n=1

∏
1≤k≤n

ip=r, 2≤p≤k

qi(k)
1− qi(k)

, 1 ≤ r ≤ i1, i1 ∈ I1. (10)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1+

N∑
i1=1

qi1i(1)zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(11)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíiñòü (9);
2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(11) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|z| ≤
(
1−

N∑
i1=1

i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

))−1
.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 2.10.
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Òåîðåìà 2.11. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, i íåõàé

∑N
i1=1

∏i1
r=1(1− 1/S

(i1)
r ) = 1, äå S

(i1)
r , 1 ≤ r ≤ i1, i1 ∈ I1, îçíà÷åíi

â (10). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (11) çái-
ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü (9) i òàêèõ, ùî |zi1| ≤ l ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî iíäåêñó i1 iç I1 äëÿ
êîæíî¨ ñòàëî¨ l, l < 1.

Êðiì öüîãî, ïðàâèëüíi òàêi äâi òåîðåìè:

Òåîðåìà 2.12. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

i íåõàé
∑N

i1=1 qi(1) < 1. Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

1

1+

N∑
i1=1

qi1+1
i(1) zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(12)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíiñòü (9).

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

i íåõàé
∑N

i1=1 qi(1) = 1. Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (12) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,
ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (9) i òàêèõ, ùî |zi1| ≤ l ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî

iíäåêñó i1 iç I1 äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ l, l < 1.

Óñi âñòàíîâëåíi ó ïiäðîçäiëàõ 2.2 i 2.3 îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèìè
ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ áàãàòîâèìiðíèìè àíàëî-
ãàìè âiäïîâiäíèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ Î. Ïåððîíà, À. Ïðiíãñõàéìà, Å. Á. Âàí
Ôëåêà, Ã. Ñ. Âîëëà i Äæ. Ô. Ïåéäîíà äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ ââåäåìî êiëüêà ïîçíà÷åíü. Íå-
õàé ĈN � ðîçøèðåíèé N -âèìiðíèé êîìïëåêñíèé ïðîñòið, k = (k1, k2, . . . , kN)
îçíà÷à¹ åëåìåíò iç ZN , z = (z1, z2, . . . , zN) � åëåìåíò iç ĈN , äëÿ k ∈ ZN i z ∈ ĈN

|k| = k1+k2+ . . .+kN , z
k = zk11 z

k2
2 . . . zkNN , äëÿ k ∈ ZN im ∈ ZN k ≥m îçíà÷à¹,

ùî kr ≥ mr, 1 ≤ r ≤ N.
Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé çîáðàæåííþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó ôîðìàëüíå ðîçâèíåííÿ ó ôóíêöiîíàëüíèé
ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè îòðèìó¹òüñÿ çà óìîâè,
ùî ðîçâèíåííÿ Ëîðàíà êîæíîãî éîãî n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó çáiãà¹òüñÿ iç çàäà-
íèì ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Ëîðàíà L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ
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÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (νn − 1) âêëþ÷íî i νn ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi iç ðîñòîì n.
Ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âèçíà-
÷åíi ó òàêèé ñïîñiá, íàçâåìî âiäïîâiäíèìè äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî
ðÿäó Ëîðàíà L0(z).

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0

, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (ïiä ôóí-
êöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z), ìåðîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó
ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ðîçóìi¹ìî òàêó ôóíêöiþ áàãàòüîõ
çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN

0 òàêèé, ùî R(z)zm ¹ ãîëîìîð-
ôíîþ â òî÷öi z = 0). Îñîáëèâèì âèïàäêîì Rn(z) ìîæå áóòè ïiäõiäíèé äðiá
ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ
ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (13)

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàçèâàþòü áàãàòîâèìiðíèì ðåãóëÿð-
íèì C -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè3. ßêùî ai(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá (13) íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì S -äðîáîì
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè àáî áàãàòîâèìiðíèì äðîáîì Ñòiëüòü¹ñà ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (14)

äå s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì
g-äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

+

N∑
i1=1

−zi1
1 +

πi(1)

1 +

i1∑
i2=1

zi2

+

i1∑
i2=1

−zi2
1 +

πi(2)

1 +

i2∑
i3=1

zi3

+
. . . , (15)

äå πi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì π-äðîáîì ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

3Áàðàí Î. �. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè. � C. 40�41.
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Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1
zik

1 + qi(k)zik
, (16)

äå pi(k) ∈ C \ {0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,
íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì ïðè¹äíàíèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)
di(1) + zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikci(k)
di(k) + zik

, (17)

äå ci(k) ∈ C\{0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, íà-
çâåìî áàãàòîâèìiðíèì J -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè àáî áàãàòîâèìið-
íèì äðîáîì ßêîái ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. ßêùî ci(k) ∈ R \ {0}, di(k) ∈ R
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè (17) íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì äiéñíèì J -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîâåäåíî òàêi äâi òåîðåìè:

Òåîðåìà 3.1. Êîæíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (18)

äå b0 ∈ C, ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõi-

äíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

ckz
k, (19)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, â òî÷öi z = 0. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó

fn(z) äîðiâíþ¹ (n + 1), n ≥ 0, i òîìó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä Òåéëîðà â

òî÷öi z = 0 äëÿ fn(z) çáiãà¹òüñÿ iç L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ

çi ñòåïåíåì n âêëþ÷íî, òîáòî

fn(z) =
n∑
|k|=0

ckz
k +

∑
|k|≥n+1

γ
(n)
k zk, n ≥ 0,

äå γ
(n)
k ∈ C, |k| ≥ n+ 1, n ≥ 0.
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Òåîðåìà 3.2. Íåõàé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (18) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæè-

íi îáëàñòi D, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìií-

íèõ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â D. Òîäi ñóìà ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó
(19), âiäïîâiäíîãî äî áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (18) â òî÷öi z = 0, çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàí-

öþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â îáëàñòi D.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Îáëàñòü çáiæíîñòi D áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî

Ñ-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (18) ó òåîðåìi 3.2 ìîæå áóòè áiëüøîþ,

íiæ îáëàñòü çáiæíîñòi êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19). Òîäi öåé ãiëëÿñòèé

ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì

ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z) íà D.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìið-
íîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (òåîðåìè 3.3 i 3.4), à ó ïiäðîçäiëi
3.5 � äëÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (òåîðåìè 3.5 i 3.6) i áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (òåîðåìè 3.7 i 3.8).

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ áóäóþòüñÿ i äîñëiäæóþòüñÿ àëãîðèòìè
ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó âiäïîâiäíi ôóí-
êöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Íåõàé N ≥ 2, e0 = (0, 0, . . . , 0), ek = (δk,1, δk,2, . . . , δk,N) � ìóëüòèiíäåêñ, äå
1 ≤ k ≤ N, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ââåäåìî ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ

E0 = {e0}, Ek = {ei(k) : ei(k) = ei1 + ei2 + . . .+ eik, i(k) ∈ Ik}, k ≥ 1,

i çàäàìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ik → Ek òàê ϕ(i(k)) = ei(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.
Î÷åâèäíî, ùî ϕ ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé bei(k) = ai(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé
ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik

ai(k)zik
1

, (20)

äå c0 ∈ C ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, çàïèøåìî ó âèãëÿäi

c0 +
N∑
i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

, (21)

äå bei(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1.
Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19), äå c0 = c0, ó âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ðå-
ãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (21), çãiäíî ç ÿêèì êîåôiöi¹íòè



17

bei(k), ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, ìîæíà îá÷èñëèòè çà òàêèìè ôîðìóëàìè: bei1 = Hei1
(1),

b2nei1 = −
Hei1

(n− 1)H2ei1
(n)

Hei1
(n)H2ei1

(n− 1)
, b(2n+1)ei1

= −
Hei1

(n+ 1)H2ei1
(n− 1)

Hei1
(n)H2ei1

(n)
,

äå 1 ≤ i1 ≤ N, n ≥ 1, Hei1
(0) = H2ei1

(0) = 1, Hei1
(n) i H2ei1

(n) äëÿ n ≥ 1
âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

Hlei1
(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
clei1 c(l+1)ei1

. . . c(l+n−1)ei1
c(l+1)ei1

c(l+2)ei1
. . . c(l+n)ei1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c(l+n−1)ei1 c(l+n)ei1 . . . c(l+2n−2)ei1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , l = 1, 2; (22)

bei(k+1)
= H

ei(k)
eik+1

(1), bei(k)+2neik+1
= −

H
ei(k)
eik+1

(n− 1)H
ei(k)
2eik+1

(n)

H
ei(k)
eik+1

(n)H
ei(k)
2eik+1

(n− 1)
,

bei(k)+(2n+1)eik+1
= −

H
ei(k)
eik+1

(n+ 1)H
ei(k)
2eik+1

(n− 1)

H
ei(k)
eik+1

(n)H
ei(k)
2eik+1

(n)
,

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, n ≥ 1, H
ei(k)
eik+1

(0) =

H
ei(k)
2eik+1

(0) = 1, H
ei(k)
eik+1

(n) i H
ei(k)
2eik+1

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

H
ei(k)
leik+1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c
ei(k)
leik+1

c
ei(k)
(l+1)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+n−1)eik+1

c
ei(k)
(l+1)eik+1

c
ei(k)
(l+2)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+n)eik+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(k)
(l+n−1)eik+1

c
ei(k)
(l+n)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+2n−2)eik+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2. (23)

Êîåôiöi¹íòè c
ei1
k , |k| ≥ 1, kj = 0, i1 + 1 ≤ j ≤ N, 2 ≤ i1 ≤ N, âèçíà÷àþòüñÿ

çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ c
ei1
k = −

∑|k|
|r|=1 c

ei1
k−rcr+ei1/cei1 , äå c

ei1
0 = 1, ïðè öüîìó

c
ei1
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i kj < 0, à êîåôiöi¹íòè
c
ei(k)
k , |k| ≥ 1, kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 2, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, �
c
ei(k)
k = −

∑|k|
|r|=1 c

ei(k)
k−rc

ei(k−1)

r+eik
/c

ei(k−1)
eik

, äå c
ei(k)
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹

iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i kj < 0.
Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.1. Áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (20) ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (19)â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíèõ 1 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi Hei1

(n) 6= 0, H2ei1
(n) 6= 0, äå Hei1

(n) i H2ei1
(n) âèçíà-

÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (22), i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1,
1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 � íåðiâíîñòi H

ei(k)
eik+1

(n) 6= 0, H
ei(k)
2eik+1

(n) 6= 0, äå H
ei(k)
eik+1

(n)

i H
ei(k)
2eik+1

(n) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (23).
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Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîç-
âèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19), äå c0 = c0, ó
âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

,

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äî-
ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó (òåîðåìà 4.2). Iç áàãàòîâèìiðíîãî qd -
àëãîðèòìó Ðóòiñõàóçåðà âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè bei(k), ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, áàãàòî-
âèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (21), âiäïîâiäíîãî
äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19) â òî÷öi z = 0, ìî-
æíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè bei1 = cei1 , b2lei1 = −q(1)lei1

, b(2l+1)ei1
= −d(1)lei1 ,

1 ≤ i1 ≤ N, l ≥ 1, äå ÷èñëà q(1)lei1
, d

(1)
lei1
, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè

qd -òàáëèöi

q
(0)
ei1

d
(1)
e0 d

(0)
ei1

q
(1)
ei1

q
(0)
2ei1

d
(2)
e0 d

(1)
ei1

d
(0)
2ei1

q
(2)
ei1

q
(1)
2ei1

q
(0)
3ei1

d
(3)
e0

... d
(2)
ei1

... d
(1)
2ei1

... d
(0)
3ei1... ... ... ... . . .

,

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
lei1

= q
(n+1)
lei1

− q(n)lei1
+ d

(n+1)
(l−1)ei1

, q
(n)
(l+1)ei1

= d
(n+1)
lei1

q
(n+1)
lei1

/d
(n)
lei1
, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè d(n+1)
e0 = 0, q

(n)
ei1

= c(n+1)ei1
/cnei1 , n ≥ 0, i çà ôîðìóëàìè

bei(k)+eik+1
= −q(0)ei(k)+eik+1

, bei(k)+2leik+1
= −q(1)ei(k)+leik+1

, bei(k)+(2l+1)eik+1
= −d(1)ei(k)+leik+1

,

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, l ≥ 1, i äå ÷èñëà q(0)ei(k)+eik+1

i q(1)ei(k)+leik+1
, d

(1)
ei(k)+leik+1

, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè qd -òàáëèöi

q
(0)
ei(k)+eik+1

d
(1)
ei(k) d

(0)
ei(k)+eik+1

q
(1)
ei(k)+eik+1

q
(0)
ei(k)+2eik+1

d
(2)
ei(k) d

(1)
ei(k)+eik+1

d
(0)
ei(k)+2eik+1... q

(2)
ei(k)+eik+1

... q
(1)
ei(k)+2eik+1

... q
(0)
ei(k)+3eik+1... ... ... . . .

,
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ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
ei(k)+leik+1

= q
(n+1)
ei(k)+leik+1

− q(n)ei(k)+leik+1
+ d

(n+1)
ei(k)+(l−1)eik+1

, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
ei(k)+(l+1)eik+1

= d
(n+1)
ei(k)+leik+1

q
(n+1)
ei(k)+leik+1

/d
(n)
ei(k)+leik+1

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè q(n)ei(k)+eik+1
= c

ei(k−1)

ei(k)+(n+1)eik+1

/c
ei(k−1)

ei(k)+neik+1
, d

(n+1)
ei(k) = 0, n ≥

0. Êîåôiöi¹íòè ce0k , |k| ≥ 1, âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ ce0k =

−
∑|k|
|r|=1 c

e0
k−rcr/c0, äå c

e0
0 = 1, ïðè öüîìó ce0k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî

1 ≤ j ≤ N i kj < 0, à êîåôiöi¹íòè c
ei(k)
k , |k| ≥ 1, kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, � c
ei(k)
k = −

∑|k|
|r|=1 c

ei(k)
k−rc

ei(k−1)

r+eik
/c

ei(k−1)
eik

, äå c
ei(k)
0 = 1, ïðè

öüîìó c
ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i kj < 0.

Ó òåîðåìi 4.3 âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî äëÿ çàäàíîãî
ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19) iñíó¹ áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé
C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (20), ïîáóäîâàíèé çà áàãàòîâèìiðíèì qd -
àëãîðèòìîì Ðóòiñõàóçåðà.

Ïîçàÿê áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ îñîáëèâèì
âèïàäêîì áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,
òî òåîðåìè 4.1�4.3 ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè. Êðiì öüîãî, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.4. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (20),
äå c0 ∈ R, ai(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî

ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z) =
∑

k≥0 ck(−z)k, äå ck ∈ R äëÿ

k ≥ 0 i c0 = c0, â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíèõ 1 ≤ i1 ≤ N
i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi Hei1

(n) > 0, H2ei1
(n) > 0, äå Hei1

(n) i H2ei1
(n)

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (22), i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik−1, 2 ≤ ip ≤ ip−1,

1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 � íåðiâíîñòi H
ei(k)
eik+1

(n) > 0, H
ei(k)
2eik+1

(n) > 0, äå H
ei(k)
eik+1

(n)

i H
ei(k)
2eik+1

(n) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (23).

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíå-
ííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z) =

∑
k≥0 sk(−z)k,

äå sk ∈ R äëÿ k ≥ 0, ó âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-
ìè çìiííèìè (14) òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî
àëãîðèòìó (òåîðåìà 4.5). Ó òåîðåìi 4.6 âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè
òîãî, ùî äëÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó iñíó¹ áàãàòî-
âèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ïîáóäîâàíèé çà áàãàòîâèìiðíèì
g-àëãîðèòìîì Áàóåðà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî
êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (19) ó âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá
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ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0 +
N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1
zik

1 + qi(k)zik
,

äå c0 ∈ C, pi(k) ∈ C \ {0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðî-
íåêåðà, òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó
(òåîðåìà 4.7).

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ
ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Íåõàé l(N) = (l1, l2, . . . , lN). Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìiðíîãî
ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (13) ëåæàòü íà ïðîìåíi ϕ =
arg(ai(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, −π < ϕ < π, i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

ik∑
ik+1=1

lik+1
|ai(k+1)|

gi(k)(1− gi(k+1))
≤ 1 + cos(ϕ) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë òàêèõ, ùî 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé
ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (13) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áà-

ãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Pl(N),M = {z ∈ CN : |zk| − Re (zk) <
lk, |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N} äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N),M .

Ó òåîðåìi 5.2 äîñëiäæåíî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (13) â îáëàñòi

Dl(N),M =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zk)

lk
< 1,

N∑
k=1

|zk| < M

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, M > 0. Ó òåîðåìàõ 5.3. i 5.4 âñòàíîâëåíî
äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè, îáåðíåíîãî äî (13), âiäïîâiäíî â îáëàñòÿõ Pl(N) = {z ∈ CN :
|zk| − Re (zk) < lk, 1 ≤ k ≤ N} i

Dl(N) =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zk)

lk
< 1

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà. Êðiì öüîãî, äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ó öüîìó
ïiäðîçäiëi áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
íà îñíîâi òåîðåì 2.1 i 2.2 äîñëiäæåíî ¨õ çáiæíiñòü íà ìíîæèíi O = {z ∈ CN :
|zk| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ N} (òåîðåìè 5.5 i 5.6).
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Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíi S -äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè

N∑
i1=1

ci(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)zik
1

(24)

äå ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i

1

1+

N∑
i1=1

ci(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)zik
1

, (25)

äå ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìið-
íîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (24) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü∑ik−1

ik=1 ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 2, äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äî-

äàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (24)
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N),M =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
, |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N

}
äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N),M .

Ó òåîðåìi 5.8 äîñëiäæåíî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè (24) â îáëàñòi

Dl(N),M =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
,

N∑
k=1

|zk| < M

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, M > 0. Ïðè N = 1 iç òåîðåìè 5.7 (àáî 5.8)
âèïëèâà¹ îçíàêà çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáó

c1z

1 +

c2z

1 +

c3z

1 +
. . . , (26)

äå ck > 0 äëÿ k ≥ 1.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ck, k ≥ 2, S-äðîáó (26) çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü ckl ≤ 1 äëÿ k ≥ 2, äå l � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi S-äðiá (26) çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Hl,M = {z ∈ C : | arg(z + l/4)| < π, |z| <
M} äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Hl,M .

Äîâåäåíî òàêîæ òàêó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 5.9. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-
íîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (25) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü∑ik−1

ik=1 ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 1, äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äî-

äàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (25)
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N) =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

Pl(N).

Ó òåîðåìi 5.10 äîñëiäæåíî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè (25) â îáëàñòi Dl(N) =

⋃
α∈(−π/2,π/2)Dl(N),α, äå lk, 1 ≤ k ≤ N, �

äîäàòíi ÷èñëà,

Dl(N),α =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2

}
. (27)

Ïðè N = 1 iç òåîðåìè 5.9 (àáî 5.10) âèïëèâà¹ îçíàêà çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáó

1

1+

c1z

1 +

c2z

1 +

c3z

1 +
. . . , (28)

äå ck > 0 äëÿ k ≥ 1.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ck, k ≥ 1, S-äðîáó (28) çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü ckl ≤ 1 äëÿ k ≥ 1, äå l � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi S-äðiá (28) çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Hl = {z ∈ C : | arg(z+ l/4)| < π}, ïðè öüîìó

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Hl.

Äàëi ó ïiäðîçäiëi 5.2 íà îñíîâi òåîðåìè 2.1 äîñëiäæåíî çáiæíiñòü áàãàòîâè-
ìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (24) â îáëàñòi

PM =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

cos2(α)
< 2, |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå M > 0, (òåîðåìà 5.11), à íà îñíîâi òåîðåì 2.9 i 2.12 � áàãàòîâèìiðíîãî S -
äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (25) â îáëàñòi

D =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

{z ∈ CN : |zk| − Re (zke
−2iα) < 2 cos2(α), 1 ≤ k ≤ N}

(òåîðåìè 5.12 i 5.13).
Íàîñòàíîê ó öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ

áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.
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Òåîðåìà 5.15. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (24)
iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N i êîåôiöi¹íòàìè ci(k), i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,
äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z) â îáëàñòi⋃
α∈(−π/2,π/2)

(
Dl(N),α

⋂
Ol(N),α

)
, äå Dl(N),α îçíà÷åíå â (27),

Ol(N),α = {z ∈ CN :

|zk|
lk cos2(α)

<

(
1

2
+

(
1

4
−

k∑
r=1

|zr| − Re (zre
−2iα)

2lr cos2(α)

)1/2)2

, 1 ≤ k ≤ N

}
,

i äëÿ êîæíîãî z ∈ (Dl(N),α

⋂
Ol(N),α) âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤ cos2(α)
∑
|n|=n+1
n≥0

N∏
r=1

(
|zr|

lr cos2(α)

)nr
(
1

2
+

(
1

4
−

r∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2lk cos2(α)

)1/2)2nr

äëÿ n ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).

Îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-
ìè çìiííèìè (25) îòðèìàíî ó òåîðåìi 5.16.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 (òåîðåìà 5.17) ïîêàçàíî, ùî ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâè-
ìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (15) ¹ áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (14), äå s0 = π0 i gi(k) = πi(k)/(1 + πi(k)) äëÿ âñiõ
i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i íà îñíîâi öüîãî äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.18. Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (14)
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

P =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Pα, (29)

äå

Pα =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

cos2(α)
< 2

}
, (30)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëà-

ñòi P.

Äàëi äîñëiäæåíî çáiæíiñòü ìîäèôiêîâàíèõ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè: ó òåîðåìi 5.19 �

g0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)(1− g0)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (31)
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äå 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, â îáëàñòi (29), à ó òåîðåìi 5.20 �

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (32)

äå 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, â îáëàñòi P
⋂
OM , äå P îçíà÷åíå â

(29), OM = {z ∈ CN :
∑N

k=1 |zk| < M}, M > 0.
Íàîñòàíîê ó öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ

áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Òåîðåìà 5.21. Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (14)
iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z) â îáëà-
ñòi

⋃
α∈(−π/2,π/2)(Pα

⋂
Oα), äå Pα îçíà÷åíå â (30),

Oα =

{
z ∈ CN : |zk| < 4 cos2(α)− 2T

k∑
r=1

(|zr| − Re (zre
−2iα)), 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå

T = sup
n∈N

(
1−

(
1 +

∞∑
k=n

k∏
r=n

µr

)−1)
, µr = max

i(r)∈Ir

gi(r)
1− gi(r)

, r ≥ 1,

i äëÿ êîæíîãî z ∈ Pα
⋂
Oα âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤
16s0 cos(α)

N∑
k=1

|zk|(
2 cos2(α)− T

N∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2
×

×
∑
|n|=n−1
n≥0

N∏
r=1

|zr|nr(
4 cos2(α)− 2T

r∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)nr
äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).

Îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè (31) i (32) îòðèìàíî âiäïîâiäíî ó òåîðåìàõ 5.22 i 5.23.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíi ïðè¹ä-
íàíi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíi J -äðîáè ç íåðiâíîçíà-
÷íèìè çìiííèìè.
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Òåîðåìà 5.24. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìiðíî-
ãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (16) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ik−1∑
ik=1

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1
likgi(k−1)(1− gi(k))

≤ 1

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë òàêèõ, ùî 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, à êîåôiöi¹íòè qi(k),
i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü Re (qi(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi
áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (16) çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Pl(N) = {z ∈ CN : lk|zk| <
2 cos(arg(zk)), | arg(zk)| < π/2, 1 ≤ k ≤ N}, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà,

ùî |pi(k)| ≤ M äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N).

Ó íàñëiäêó 5.3 iç öi¹¨ òåîðåìè îòðèìàíî óìîâè çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî
J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (17) â îáëàñòi Rl(N) = {z ∈ CN : Re (zk) >
lk/2, 1 ≤ k ≤ N}. Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.25. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìið-
íîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (16) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíiñòü (−1)δik−1,ikpi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, à êîåôiöi¹íòè qi(k),
i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü Re (qi(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi
áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (16) çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

P =
{
z ∈ CN : | arg zk| < π/2, 1 ≤ k ≤ N

}
, (33)

ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî |pi(k)| ≤ M äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ïðè
öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi P.

Íàñëiäêîì òåîðåìè 5.25 ¹ íàñëiäîê 5.4 ïðî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî J -
äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (17) â îáëàñòi (33). Ó òåîðåìi 5.26 äîñëiäæå-
íî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
(16) â îáëàñòi

Dl(N) =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
cos(arg(zk))

< 2, | arg(zk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, à ó íàñëiäêó 5.5 âñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi
áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (17) â îáëàñòi

Gl(N) =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (zk)

< 2, | arg(zk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,
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äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà.
Äàëi ó ïiäðîçäiëi 5.4 ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1
zik

1
, (34)

äå pi(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, i áàãàòîâè-
ìiðíèé J -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)
zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikci(k)
zik

, (35)

äå ci(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Íåõàé Int (D) � âíóòðiøíiñòü çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè D â CN .

Òåîðåìà 5.27. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî
ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (34) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíî-

ñòi

N∑
i1=1

|pi(1)| − Re (pi(1))

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε,

ik−1∑
ik=1

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1
likgi(k−1)(1− gi(k))

≤ 1− ε
2

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü

äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî g0 ≥ 0 i 0 ≤ gi(k) ≤ 1 − ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.
Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Pl(N),ε =

{
z ∈ CN :

lk|zk|
cos(arg(zk))

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíî-

ãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (34) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ
çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à g(z), h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ

çìiííèõ â îáëàñòi Int (Pl(N),ε);
2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),ε áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (34) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|pi(k)|
)−1

(36)
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ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-

ìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ

â Int (Pl(N),ε).

Iç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñëiäîê 5.6 ïðî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî J -äðî-
áó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (35) íà ìíîæèíi Rl(N),ε = {z ∈ CN : Re (zk) ≥
lk/2, | arg(zk)| < π/(2 + 2ε), 1 ≤ k ≤ N}, äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, �
äîäàòíi ÷èñëà. Äàëi äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.28. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî
ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (34) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíî-

ñòi pi(1) > 0 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i (−1)δik−1,ikpi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2.
Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè-
¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (34) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Pε =
{
z ∈ CN : | arg(zk)| < π/(2 + 2ε), 1 ≤ k ≤ N

}
, (37)

äå 0 < ε < 1, ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-

ìíîæèíi îáëàñòi Pε;
2) áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (34) çái-

ãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Pε, ÿêùî ðÿä

(36) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pε.

Iç òåîðåìè 5.28 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 5.7 ïðî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî J -
äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (35) â îáëàñòi (37). Ó òåîðåìi 5.29 äîñëiäæå-
íî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
(34) íà ìíîæèíi

Dl(N),ε =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
cos(arg(zk))

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, 0 < ε < 1, à ó íàñëiäêó 5.8 âñòàíîâëåíî
óìîâè çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (35) íà
ìíîæèíi

Gl(N),ε =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (zk)

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, 0 < ε < 1.
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Íàîñòàíîê ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíèé J -äðiá ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè

−
N∑
i1=1

c2i(1)
di(1) + zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−c2i(k)
di(k) + zik

, (38)

äå ci(k) ∈ C \ {0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíà-
íèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

−
N∑
i1=1

p2i(1)zi1

1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−p2i(k)zik−1
zik

1 + qi(k)zik
, (39)

äå pi(k) ∈ C \ {0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Òåîðåìà 5.30. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî
J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (38) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

N∑
i1=1

(Im (ci(1)))
2

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε,

ik−1∑
ik=1

(Im (ci(k)))
2

lik−1
likgi(k−1)(1− gi(k))

≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü

äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî g0 ≥ 0 i 0 ≤ gi(k) ≤ 1 − ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,
à êîåôiöi¹íòè di(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî Re (di(k)) = 0, Im (di(k)) ≥ 0 äëÿ

âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi
1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè Pl(N),d,ε = {z : Re (d− izk) ≥ lk, | arg(d− izk)| <

π/(2 + 2ε), 1 ≤ k ≤ N}, äå

d = inf
i(k)∈Ik, k∈N

Im (di(k)), (40)

ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (38) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü

g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíî-

æèíi îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε), à g(z) i h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìií-

íèõ â Int (Pl(N),d,ε);
2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),d,ε áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (38) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî ðÿä
∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|c2i(k)|
)−1

(41)

ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíî-

æèíi îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ â

Int (Pl(N),d,ε).
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Iç öi¹¨ òåîðåìè îòðèìàíî íàñëiäîê 5.9 ïðî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹ä-
íàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (39) íà ìíîæèíi Pl(N),q,ε = {z ∈ CN :
Re (q − i/zk) ≥ lk, | arg(q − i/zk)| < π/(2 + 2ε), 1 ≤ k ≤ N}, äå lk, 1 ≤ k ≤ N,
� äîäàòíi ÷èñëà,

q = inf
i(k)∈Ik, k∈N

Im (qi(k)), (42)

0 < ε < 1. Äîâåäåíî òàêîæ òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.31. Íåõàé êîåôiöi¹íòè di(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî
J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (38) òàêi, ùî Re (di(k)) = 0, Im (di(k)) ≥ 0
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, à ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî J-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (38) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-

íèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Pd,ε = {z ∈ CN : | arg(d − izk)| < π/(2 + 2ε), 1 ≤
k ≤ N}, äå d îçíà÷åíå â (40), 0 < ε < 1, ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pd,ε;
2) áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (38) çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Pd,ε, ÿêùî ðÿä (41) ðîçáiãà-
¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Pd,ε.

Iç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñëiäîê 5.10 ïðî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè-
¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (39) â îáëàñòi Pq,ε = {z ∈ CN :
| arg(q − i/zk)| < π/(2 + 2ε), 1 ≤ k ≤ N}, äå q îçíà÷åíå â (42), 0 < ε < 1. Ó
òåîðåìi 5.32 äîñëiäæåíî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè (38) íà ìíîæèíi

Dl(N),d,ε =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (d− izk)

≤ 1, | arg(d− izk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, d îçíà÷åíå â (40), 0 < ε < 1, à ó íà-
ñëiäêó 5.11 âñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (39) íà ìíîæèíi

Dl(N),q,ε =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (q − i/zk)

≤ 1,

∣∣∣∣ arg(q − i

zk

)∣∣∣∣ < π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, q îçíà÷åíå â (42), 0 < ε < 1.
Ó øîñòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç
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íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìiâ, ïîáóäîâàíèõ â ÷åòâåðòî-
ìó ðîçäiëi öi¹¨ äèñåðòàöi¨. Çîêðåìà ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ åêñïîíåíöiàëüíî¨ i
ñòåïåíåâî¨ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ áàãàòîâèìiðíèìè ðåãóëÿðíèìè Ñ -äðîáàìè
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Íà ÷èñëîâèõ ïðèêëàäàõ ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü
ïîáóäîâàíèõ íàáëèæåíü.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî êëàñè÷íèì çàäà÷àì äîñëiäæåííÿ çáiæíî-
ñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,
äåÿêèì ïèòàííÿì âiäïîâiäíîñòi, ïîáóäîâi àëãîðèòìiâ ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîð-
ìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ çàñòîñóâàííþ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ó ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Âñòàíîâëåíî íîâå áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïi-
öüêîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i íîâi
åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-
ìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)

1 , à òàêîæ âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1

i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 .

2. Îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié áà-
ãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0

, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó
ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìií-
íèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN

0 òàêèé, ùî Rn(z)z
m ¹ ãîëîìîðôíîþ â

òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0.
Îçíà÷åíî êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ êëàñiâ
ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -
äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

3. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-
ïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-
ìè i ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâ-
ëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öèõ àëãîðèòìiâ. Ïîáóäîâàíî áàãàòîâè-
ìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî
ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíî-
çíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî
àëãîðèòìó.
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Âñòàíîâëåíî íîâi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -
äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-
òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ ôîðìàëüíîãî
êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-
ìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó.

4. Äîâåäåíî, ùî ïåðåòèí ïàðàáîëi÷íî¨ i êðóãîâî¨ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çái-
æíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à
ïàðàáîëi÷íà îáëàñòü � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî áàãàòîâèìiðíîãî
ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïåðåòèíiâ ïàðàáîëi÷íèõ i êðóãîâèõ îáëàñòåé ¹
îáëàñòþ çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à
îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî
áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, i, ÿê íàñëiäêè iç öèõ
ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíî äâi íîâi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ.

Îòðèìàíî íîâi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN .

Äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi áà-
ãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i ðiçíèõ éîãî ìîäèôiêàöié
òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN .

Äîâåäåíî, ùî êðóãîâi i êóòîâi îáëàñòi ¹ îáëàñòÿìè çáiæíîñòi áàãàòîâèìið-
íèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ
ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áà-
ãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ
J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ ïiäìíîæèíàõ iç CN i ¨õ ðiâíîìið-
íó çáiæíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòåé iç CN , ÿêi ¹ âíóòðiøíîñòÿ-
ìè öèõ ïiäìíîæèí, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî óìîâîþ çáiæíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ
ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â ïiäìíîæèíàõ iç CN ¹ ðîçáiæíiñòü ðÿäiâ, ñêëàäåíèõ
iç êîåôiöi¹íòiâ åëåìåíòiâ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè.

5. Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè i ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü öèõ íàáëèæåíü.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âíåñêîì â àíàëiòè÷íó òåîðiþ íåïåðåðâ-
íèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Âñòàíîâëåíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãië-
ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè
ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi, òà çàïðîïîíîâàíi ïiäõîäè äî äîñëiäæåííÿ çáiæíî-
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ñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
çàãàëüíîãî âèãëÿäó, à ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ
êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâ-
íîçíà÷íèìè çìiííèìè ìîæíà çàñòîñóâàòè äî íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíèêàþòü ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè òà
iíæåíåði¨.
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Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü îäèíèöi. Îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóí-
êöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïðîâåäåíî êëàñèôi-
êàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè i äëÿ äåÿêèõ iç íèõ äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi. Ïîáóäîâàíî
i äîñëiäæåíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíå-
âîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i
áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ ïîáóäî-
âàíî i äîñëiäæåíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà i áàãàòîâèìiðíèé
g-àëãîðèòì Áàóåðà. Äîñëiäæåíî çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ
S -äðîáiâ. Îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN . Ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, çîáðàæåíèõ ôîðìàëüíèìè êðàòíèì ñòåïå-
íåâèìè ðÿäàìè, ó âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâ-
íîçíà÷íèìè çìiííèìè i íà ÷èñëîâèõ ïðèêëàäàõ ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü ïîáóäî-
âàíèõ íàáëèæåíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,
êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-
íèìè, ôîðìàëüíi êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà, ôîðìàëüíi êðàòíi ñòåïåíåâi ðÿäè, çái-
æíiñòü, àáñîëþòíà çáiæíiñòü, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü, âiäïîâiäíiñòü, àëãîðèòìè
ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè
çìiííèìè, âiäïîâiäíèõ äî ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, îöiíêè ïîõè-
áîê íàáëèæåíü, íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ôóíêöiî-
íàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.
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Äìèòðèøèí Ð. È. Íåêîòîðûå êëàññû ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùè-
õñÿ öåïíûõ äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè è êðàòíûå ñòå-
ïåííûå ðÿäû. � Êâàëèôèêàöèîííàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. � Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2019.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè äëÿ âåòâÿ-
ùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè, ÷àñòíûå çíàìåíàòåëè
êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå. Îïèñàíà îáùàÿ òåîðèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ìåðîìîðôíûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðî-
âåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé ñ íåðàâ-
íîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè è äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñî-
îòâåòñòâèÿ. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ çàäàííîãî ôîð-
ìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà â ìíîãîìåðíóþ ðåãóëÿðíóþ Ñ -äðîáü ñ íå-
ðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè è ìíîãîìåðíóþ ïðèñîåäèíåííóþ äðîáü ñ íåðàâ-
íîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ìíîãîìåðíûé qd -
àëãîðèòì Ðóòèñõàóçåðà è ìíîãîìåðíûé g-àëãîðèòì Áàóýðà. Èññëåäîâàíà ñõîäè-
ìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè.
Óñòàíîâëåíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè äëÿ S -äðîáåé. Óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðå-
øíîñòåé ïðèáëèæåíèé äëÿ ìíîãîìåðíûõ S -äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåí-
íûìè è ìíîãîìåðíûõ g-äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè â íåêîòîðûõ
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ èç CN . Ïîñòðîåíû ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ ôîðìàëüíûìè êðàòíûìè
ñòåïåííûìè ðÿäàìè, â ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå âåòâÿùèåñÿ öåïíûå
äðîáè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè è íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà
ýôôåêòèâíîñòü ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåí-
íûìè, êëàññû ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè
ïåðåìåííûìè, ôîðìàëüíûå êðàòíûå ðÿäû Ëîðàíà, ôîðìàëüíûå êðàòíûå ñòå-
ïåííûå ðÿäû, ñõîäèìîñòü, àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü,
ñîîòâåòñòâèå, àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðî-
áåé ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè, ñîîòâåòñâóþùèõ ôîðìàëüíûì êðàòíûì
ñòåïåííûì ðÿäàì, îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèé, ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëüíûìè âåòâÿùèìèñÿ öåïíûìè
äðîáÿìè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè.

Dmytryshyn R. I. Some classes of functional branched continued
fractions with independent variables and multiple power series. � Quali-
fying scienti�c work on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.01 � mathematical analysis. � Institute of Mathe-
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matics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2019.
The thesis is related to the classical problems of investigation of the con-

vergence of certain classes of functional branched continued fractions with inde-
pendent variables, to some questions of correspondence, to construction of algori-
thms for the expansion of given formal multiple power series into the functional
branched continued fractions with independent variables, and to application of these
branched continued fractions with independent variables to the approximation of
some analytic multivariable functions.

The multidimensional generalization of the classical Worpitzky's criterion of
convergence for a branched continued fractions with independent variables is establi-
shed. The e�ective criterions of convergence are established for branched continued
fractions with independent variables, whose partial denominators are equal to units.

We describe the general theory of correspondence for the sequences of multi-
variable functions meromorphic at the origin. A classi�cation of functional branched
continued fractions with independent variables, which are multidimensional generali-
zations of the corresponding classes of functional continued fractions, is carried out.
The correspondence properties are investigated for the multidimensional regular
C -fractions with independent variables and for their special case of multidimensi-
onal g-fractions with independent variables, as well as for closely connected multi-
dimensional associated fractions with independent variables and multidimensional
J -fractions with independent variables.

The algorithms for the expansion of given formal multiple power series into a
multidimensional regular C -fraction with independent variables and a multidimensi-
onal associated fraction with independent variables have been constructed. And
also a multidimensional Rutishauser qd -algorithm and a multidimensional Bauer
g-algorithm are constructed. For each algorithm, the necessary and su�cient condi-
tions for its existence are established. In addition, the necessary and su�cient condi-
tions for the existence of a multidimensional S -fraction with independent variables
corresponding to given formal multiple power series are established.

The convergence of multidimensional regular C -fractions with independent
variables and multidimensional S -fractions with independent variables are investi-
gated. In particular, it is proved that the union of the intersections of the parabolic
and circular domains is the domain of convergence of the multidimensional S -
fractions with independent variables, and the union of parabolic domains is the
domain of convergence of the branched continued fractions with independent vari-
ables, reciprocal to it. The criterions of convergence for S -fractions are established.
The truncation error bounds for the multidimensional S -fractions with independent
variables are obtained in some constrained domains of CN .

It is shown that a multidimensional g-fraction with independent variables is
an even part of multidimensional π-fraction with independent variables. On the
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basis of this, it is proved that the union of parabolic domains is the domain of
convergence of a multidimensional g-fractions with independent variables and its
various modi�cations, and the truncation error bounds for these branched continued
fractions with independent variables are obtained in some constrained domains of
CN .

It was proved that the circular and angular domains are domains of convergence
of multidimensional associated fractions with independent variables and multidi-
mensional J -fractions with independent variables. Also, the convergence of sequen-
ces of even and odd approximants of these branched continued fractions with inde-
pendent variables are proved in some subsets of CN and their uniform convergence
are proved on compact subsets of domains of CN , which are the interiors of these
subsets. In addition, it is proved that the divergent of the series composed of the
coe�cients of elements of multidimensional associated fractions with independent
variables and multidimensional J -fractions with independent variables are a conditi-
on of convergence for these branched continued fractions with independent variables
in some subsets of CN .

The expansions of some analytic multivariable functions, represented by formal
multiple power series, into corresponding functional branched continued fractions
with independent variables are constructed. The numerical examples show the e�-
ciency of constructed approximations.

Key words: branched continued fractions with independent variables, classes
of functional branched continued fractions with independent variables, formal multi-
ple Laurent series, formal multiple power series, convergence, absolutely conver-
gence, uniform convergence, correspondence, algorithms of constructing functional
branched continued fractions with independent variables that correspond to formal
multiple power series, truncation error bounds, approximation of analytic multivari-
able functions by functional branched continued fractions with independent vari-
ables.
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