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Ïåðåäìîâà

Íà ñüîãîäíi ó ñâiòi íàëi÷ó¹òüñÿ âåëèêà êiëüêiñòü ïðàöü, â ÿêèõ
âèñâiòëåíî îñíîâíi ôiçè÷íi é ìàòåìàòè÷íi ïèòàííÿ ñòàòèñòè÷íî¨
ìåõàíiêè. Àëå i ôiçè÷íà, i ìàòåìàòè÷íà íàóêè ñòðiìêî ðîçâèâà-
þòüñÿ, ñàìå öå ñïîíóêà¹ äî ïîøóêó àäåêâàòíiøîãî îïèñó ôiçè÷-
íèõ çàêîíiâ òà ÿâèù, ÿêi ¹ ïðåäìåòîì ¨õ ðîçãëÿäó.

Ç îãëÿäó íà öå ïðîïîíîâàíà ïðàöÿ ¹ ïðèêëàäîì ìàòåìàòè÷-
íèõ íàïðÿìiâ, ÿêèé ç îäíîãî áîêó ïðîäîâæó¹ i ðîçâèâà¹ ïiäõîäè,
çàïðîïîíîâàíi ðàíiøå, à ç iíøîãî, íà äóìêó àâòîðà, ïðîïîíó¹
ñó÷àñíiøi ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ¨õ îïèñó. Îòæå îñíîâíîþ ìåòîþ
ìîíîãðàôi¨ ¹ íîâå ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ âæå âiäîìèõ ïiä-
õîäiâ i ðåçóëüòàòiâ òà íîâèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ç'ÿâèëèñü ó äðóãié
ïîëîâèíi XX ñò. i â ïåðøi äåñÿòèëiòòÿ XXI ñò.

Òàêèé ïiäõiä  ðóíòó¹òüñÿ íà ìåòîäàõ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî
àíàëiçó, ÿêi íàéáiëüø àäåêâàòíî âiäïîâiäàþòü ìàòåìàòè÷íèì ïî-
òðåáàì îïèñó ôiçè÷íèõ ñèñòåì ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ.
Ïðè öüîìó ãðîìiçäêi êîìáiíàòîðíi ñïiââiäíîøåííÿ çàìiíþþòü-
ñÿ iíòåãðàëüíèìè çà ìiðîþ íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié. Öå çíà÷-
íî ïîëåãøó¹ íå òiëüêè çàïèñ ñêëàäíèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ, à é
ñïðîùó¹ äîâåäåííÿ áàãàòüîõ òâåðäæåíü i òåîðåì.

Âàæëèâîþ ìîòèâàöi¹þ äëÿ àâòîðà ¹ òàêîæ ñóòò¹âå çáiëüøåí-
íÿ çàñòîñóâàíü ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíà-
ëiçó íå òiëüêè äî ôiçè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ ïðåäìåòîì êëàñè÷íî¨ òà
êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ i ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, à é äî åêîëîãi÷-
íèõ, åêîíîìi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ òà iíøèõ ìîäåëüíèõ ñèñòåì (äèâ.,
íàïðèêëàä, [75, 78, 94�96, 181] òà ÷èñëåííi ïîñèëàííÿ â öèõ ïðà-
öÿõ).

Ó ìîíîãðàôi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ çäåáiëüøîãî êëàñè÷íi ñèñòåìè i
ëèøå îäèí ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî êâàíòîâèì ìîäåëÿì.

Çàóâàæèìî, ùî îïèñ îõîïëþ¹ ïåðåäóñiì ðiâíîâàæíi ñòàòè-
ñòè÷íi ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ùî ðîçãëÿäà¹òü-
ñÿ â ìîíîãðàôi¨, ¹ áiëüø ðîçâèíóòèì. Ïðî óçàãàëüíåííÿ ìàòåìà-
òè÷íîãî àïàðàòó íà íåðiâíîâàæíi ñèñòåìè éäåòüñÿ â ïiäðîçäiëi
5.6.

Íà æàëü, òàê ñàìî, ÿê i â ïåðåäìîâi Ðþåëÿ äî éîãî êëàñè÷-
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íî¨ ìîíîãðàôi¨ [43], ìóñèìî êîíñòàòóâàòè, ùî îñíîâíà ïðîáëåìà
îïèñó ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì � ïðîáëåìà ïîáóäîâè ìîäåëi, â ÿêié
áóëî á ñòðîãî äîâåäåíî iñíóâàííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äëÿ íåïå-
ðåðâíèõ ñèñòåì, çàëèøà¹òüñÿ íåâèðiøåíîþ, çà âèíÿòêîì äåÿêèõ
åêçîòè÷íèõ ìîäåëåé òèïó Âiäîìà-Ðîóëiíñîíà [222] (äèâ. [67]). Öÿ
ïðîáëåìà áóëà âèðiøåíà äëÿ ìîäåëi  ðàò÷àñòîãî ãàçó íà  ðàòöi
Z2 ó ïðàöÿõ [2, 12, 79, 118, 124]. Ùîá ÿêîñü íàáëèçèòèñü äî âè-
ðiøåííÿ öi¹¨ âàæëèâî¨ ïðîáëåìè, â ìîíîãðàôi¨ äåòàëüíî ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ìîäåëü òàê çâàíîãî êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêó áóëî çàïðî-
ïîíîâàíî â [203], i ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ñïèðà¹òüñÿü íà ðåçóëüòàòè
ïðàöü [206], [207] i [32]. Êîìiðêîâèé ãàç � öå íåïåðåðâíà ñèñòåìà
âçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ðóõ ÿêèõ ó åâêëiäîâîìó ïðî-
ñòîði Rd âiäáóâà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèò-
òÿ ïðîñòîðó Rd íà åëåìåíòàðíi êîìiðêè (d-âèìiðíi ãiïåðêóáèêè
ç ðåáðîì a) êîæíà íåïîðîæíÿ êîìiðêà ìiñòèòü òiëüêè îäíó ÷à-
ñòèíêó.

Äëÿ ïåâíîãî êëàñó íàäñòiéêèõ âçà¹ìîäié ôiçè÷íi õàðàêòåðè-
ñòèêè êîìiðêîâîãî ãàçó, òàêi, ÿê òèñê (äèâ. [206]), âiëüíà åíåð-
ãiÿ (äèâ. [63]), à òàêîæ êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, áóäóòü ÿê çàâãîäíî
áëèçüêèìè äî âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòèê çâè÷àéíîãî ãàçó i çái-
ãàòèìóòüñÿ äî ¨õ çíà÷åíü ïðè a → 0. Ââåäåííÿì àïðîêñèìàöi¨
ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ êîìiðêîâèé ãàç ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà  ðàò÷à-
ñòèé ãàç íà  ðàòöi aZd. Öå äà¹ ïåâíi ïiäñòàâè äëÿ îïòèìiçìó ó
âèðiøåííi ïðîáëåìè îïèñó ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ.
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Ôîðìóëè, òåîðåìè, ëåìè òà òâåðäæåííÿ íóìåðóþòü òðüîìà öèô-
ðàìè, ùî ðîçäiëÿþòüñÿ êðàïêàìè. Ïåðøi äâi öèôðè � íîìåðè
ðîçäiëó òà ïiäðîçäiëó, à òðåòÿ � íîìåð âiäïîâiäíî¨ ôîðìóëè, òåî-
ðåìè, ëåìè àáî òâåðäæåííÿ ó ðîçäiëi. Çàóâàæåííÿ, ðèñóíêè òà
îçíà÷åííÿ íóìåðóþòü äâîìà öèôðàìè: ïåðøà � ðîçäië, äðóãà �
âiäïîâiäíèé íîìåð çàóâàæåííÿ, ðèñóíêà ÷è îçíà÷åííÿ.

1. Ñêîðî÷åííÿ

ÁÁÃÊI � Áîãîëþáîâ�Áîðí�Ãðií�Êiðêâóä�Iâîí (BBGKY);

ÁÑ � ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà (BS);

�Ã �  ðàò÷àñòèé ãàç (LG);

ÃÍÖ � Ãåîðãii�Íãó¹í�Öåññií (GNZ);

ÄËÐ � Äîáðóøèí�Ëåíôîðä�Ðþåëü (DLR);

ÅÌÃ � åâêëiäîâà ìiðà Ãiááñà (EGM);

ÅÑÃ � åâêëiäiâ ñòàí Ãiááñà (EGS);

ÇÊÔ � çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (TCF);

IÃ � iäåàëüíèé ãàç (PG);

ÊÀÑ � êàíîíi÷íi àíòèêîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (CAR);

ÊÃ � êîìiðêîâèé ãàç (CG);

ÊÇ � Êiðêâóä�Çàëüöáóðã (KS);

ÊÊÑ � êàíîíi÷íi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (CCR);

ÊÑ � êâàíòîâà ñòàòèñòèêà (QS);

ÐÌÙ � ðåäóêîâàíà ìàòðèöÿ ùiëüíîñòi (RDM);
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ÐÐ � ðiâíÿííÿ Ðþåëÿ (RE);

×ÇÊÔ � ÷àñòêîâî-çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (PTCF);

(x)mk := (xk, . . . , xm), m > k; (x)k1 := (x)k;

{x}mk := {xk, . . . , xm}, m > k; {x}m1 := {x}m;∫
Xm(dx)m(...) :=

∫
X dx1 · · ·

∫
X dxm(...).

2. Ïîçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïðîñòîðiâ òà ìíîæèí

Rd � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið;

Zd � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ç öiëî÷èñåëüíèìè êîîðäèíàòà-
ìè;

Γ � ïðîñòið êîíôiãóðàöié ÷àñòèíîê ó Rd;

Γ0 � ïðîñòið ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ÷àñòèíîê ó Rd;

ΓΛ � ïðîñòið êîíôiãóðàöié ÷àñòèíîê ó Λ,Λ ∈ Bc(X);

Pn � ãðóïà ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ;

L0(X) � ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié íà X;

C(X) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié íà X;

C0(X) � ïðîñòið îáìåæåíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì
íà X;

C∞(X) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà X;

F(H) � ïðîñòið Ôîêà, ïîáóäîâàíèé çà ãiëüáåðòîâèì
ïðîñòîðîì H;

FB � ïðîñòið Ôîêà ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié � ïðîñòið áîçîíiâ;

L2(X,µ) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ôóíêöié, êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ
íà X çà ìiðîþ µ;
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Lp(X,µ) � áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié, iíòåãðîâíèõ ó ñòåïåíi p íà
X çà ìiðîþ µ;

B(X) � áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà âiäêðèòèõ ìíîæèí ó X;

Bc(X) � áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà âiäêðèòèõ îáìåæåíèõ ìíîæèí
ó X;

|A| � êiëüêiñòü òî÷îê ó ìíîæèíi A;

∂Λ � ìåæà ìíîæèíè Λ;

∆a � ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà ãiïåðêóáèêè ∆a(r);

Λa ∼= ∆a,Λ � ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ Λ ãiïåðêóáèêàìè ∆ ∈ ∆a.

3. Ïîçíà÷åííÿ i âåëè÷èíè äåÿêèõ îñíîâíèõ ñòàëèõ

z � àêòèâíiñòü ÷àñòèíîê ñèñòåìè z = eβµ
(
2πm
βh2

)d/2
;

T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè;

β � îáåðíåíà òåìïåðàòóðà â åíåðãåòè÷íèõ îäèíèöÿõ: β = 1
kBT

;

kB � ñòàëà Áîëüöìàíà, kB = 1, 38 · 1023 Äæ/Ê;

h � ñòàëà Ïëàíêà
(
ℏ =

h

2π
= 1, 055 · 10−34 Äæ·ñ

)
;

e = |qåë|, qåë = −1, 60219 · 10−19 Ê � çàðÿä åëåêòðîíà;

λ � äîâæèíà õâèëi äå Áðîéëÿ λ =
(
2πm
βh2

)−1/2
.

4. Ïîçíà÷åííÿ ìið òà âåêòîð-ôóíêöié

σ � ìiðà Ëåáåãà â Rd;

πσ � ìiðà Ïóàññîíà íà Γ;
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λσ � ìiðà Ëåáåãà�Ïóàññîíà íà Γ0;

e(f) � êîãåðåíòíèé âåêòîð ó ïðîñòîði Ôîêà FB;

eλσ(f) � êîãåðåíòíèé âåêòîð ó ïðîñòîði L2(Γ0, λσ);

eπσ(f) � êîãåðåíòíèé âåêòîð ó ïðîñòîði L2(Γ, πσ);

11A(·) � âåêòîð-iíäèêàòîð ìíîæèíè A.

5. Ñòàòèñòè÷íi òà òåðìîäèíàìi÷íi âåëè÷èíè

ΩΛ(E0, N) � ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìiêðîêàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ;

ZΛ(N, β) � ñòàòèñòè÷íà ñóìà êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ;

ΞΛ(z, β) � ñòàòèñòè÷íà ñóìà âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ;

QΛ(N, β) � êîíôiãóðàöiéíèé iíòåãðàë;

U � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ;

S � åíòðîïiÿ;

F � âiëüíà åíåðãiÿ Ãåëüìãîëüöà.



Âñòóï

Ñòàòèñòè÷íà ìåõàíiêà âèíèêëà â êiíöi XIX � íà ïî÷àòêó XX
ñò. çàâäÿêè äîñëiäæåííÿì Áîëüöìàíà, Ãiááñà, Ìàêñâåëëà. Ìå-
òîþ öi¹¨, íà òîé ÷àñ íîâî¨, íàóêè áóëî ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
àïàðàòó äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íàäçâè÷àé-
íî âåëèêî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. Òàêi ôiçè÷íi ñèñòåìè ìîäåëþþòü
ãàçè, ðiäèíè, êðèñòàëè, à òàêîæ ìîæóòü îïèñóâàòè âçà¹ìîäi¨ ó
âåëèêèõ áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ òîùî.

Çâè÷àéíî, íà ïåðøèé ïîãëÿä, óñi âiäîìi ñèñòåìè, ÿêi ìè íàìà-
ãà¹ìîñÿ âèâ÷èòè, ¹ ñêií÷åííèìè. Íàïðèêëàä, ãàç ó êîëái ìà¹ ñêií-
÷åííó êiëüêiñòü àòîìiâ ÷è ìîëåêóë. Àëå ç åëåìåíòàðíî¨ ôiçèêè
âiäîìî, ùî â îäíîìó ìîëi áóäü-ÿêî¨ ðå÷îâèíè ìiñòèòüñÿ ïðèáëèç-
íî 6 · 1023 ìîëåêóë (çàêîí Àâîãàäðî). Îòæå, íàâiòü ó íåâåëèêîìó
îá'¹ìi 1 ñì3 ìiñòèòüñÿ 1023�1025 ìîëåêóë. Òîìó iíòó¨òèâíî çðî-
çóìiëî, ùî ñëiäêóâàòè çà òàêîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê òå ñàìå, ùî
ñëiäêóâàòè çà íåñêií÷åííîþ ¨õ êiëüêiñòþ.

Îòæå, íåñêií÷åííi ñèñòåìè ¹ äåÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ iäå-
àëiçàöi¹þ âåëèêèõ ñêií÷åííèõ ñèñòåì, ÿêó çðó÷íî çàñòîñóâàòè
ó õîäi âèâ÷åííÿ ðåàëüíèõ âåëèêèõ ñèñòåì.

Ðåàëüíà ôiçè÷íà ñèñòåìà â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t çàéìà¹
ÿêóñü êîíôiãóðàöiþ γ̃(t) ôàçîâîãî ïðîñòîðó Γ̃. Ïiä âïëèâîì âíóò-
ðiøíiõ àáî ùå é çîâíiøíiõ âçà¹ìîäié òàêà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â
ïîñòiéíîìó ðóñi, òîáòî êîæíà ÷àñòèíêà îïèñó¹ ÿêóñü íåïåðåðâ-
íó òðà¹êòîðiþ, à ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí óñi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ
óñiìà òàêèìè òðà¹êòîðiÿìè. Àëå äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè íåîá-
õiäíî çíàòè íå ìiêðîñêîïi÷íó ïîâåäiíêó, à ìàêðîñêîïi÷íi íàñëiä-
êè òàêî¨ ïîâåäiíêè, òîáòî äåÿêi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè:
òèñê, åíåðãiþ, òåïëî¹ìíiñòü òîùî. Òàêi ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè
íàçèâàþòü ñïîñòåðåæóâàíèìè âåëè÷èíàìè. Ñïîñòåðåæóâàíi âå-
ëè÷èíè îïèñóþòü âèìiðíèìè ôóíêöiÿìè íà ôàçîâîìó ïðîñòîði,
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òîáòî äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì öå ôóíêöi¨ âiä íåñêií÷åííî¨ êiëü-
êîñòi çìiííèõ. Ïðî òå, ÿêèì ÷èíîì áóäóâàòè òàêi ôóíêöi¨, éòè-
ìåòüñÿ äàëi. Íåõàé F (γ̃(t)) ¹ òàêîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà îïèñó¹ äåÿêó
ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó. Òîäi ìàêðîñêîïi÷íà õàðàêòåðèñòèêà,
ÿêà ¨é âiäïîâiäà¹ i ÿêó ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè åêñïåðèìåíòàëüíî,
¹ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì öi¹¨ âåëè÷èíè. Éîãî ðîçðàõîâóþòü çà âiäî-
ìîþ ôîðìóëîþ

F := lim
T→∞

1

T

∫ T

0
F (γ̃(t))dt, (0.0.1)

ÿêîþ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî ñêîðèñòàòèñü äëÿ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè.
Íà ïî÷àòêó XX ñò. àìåðèêàíñüêèé ôiçèê-òåîðåòèê Äæîçàéÿ

Âiëëàðä Ãiááñ çàïðîïîíóâàâ çàìiñòü îäíi¹¨ ñèñòåìè ââåñòè àí-
ñàìáëü òîòîæíèõ ñèñòåì, ÿêi êîæíî¨ ìèòi ç ÿêîþñü iìîâiðíiñòþ
çàéìàþòü òó ÷è iíøó êîíôiãóðàöiþ. Òàêi îäíàêîâi åêçåìïëÿðè
ñèñòåì íàçèâàþòü àíñàìáëÿìè Ãiááñà.

Îñíîâíèì ïîñòóëàòîì Ãiááñà ¹ iñíóâàííÿ äåÿêî¨ éìîâiðíiñíî¨
ìiðè µ íà ôàçîâîìó ïðîñòîði Γ̃:∫

Γ̃
µ(dγ̃) = 1,

òàêî¨, ùî

F =< F (·) >µ=

∫
Γ̃
F (γ̃)µ(dγ̃). (0.0.2)

Òàêèì ÷èíîì, çàìiñòü äåòåðìiíiñòè÷íîãî îïèñó îäíi¹¨ ñèñòåìè
ðîçãëÿäà¹ìî ñòàòèñòè÷íèé îïèñ ïîâåäiíêè àíñàìáëiâ iäåíòè÷íèõ
ñèñòåì. Ôiçè÷íå îá ðóíòóâàííÿ âèãëÿäó òàêî¨ ìiðè â îáìåæåíîìó
îá'¹ìi çàïðîïîíóâàâ Ãiááñ ùå â 1902 ð. [109].

Ïåðøà ïîëîâèíà XX ñò. � åïîõà íàðîäæåííÿ êâàíòîâî¨ ìå-
õàíiêè. Äîñëiäæåííÿ çi ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè áóëè äîñèòü ñïîí-
òàííèìè i â áiëüøié ìiði ñòîñóâàëèñÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü.
Ñåðåä ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ìîæíà âiäíåñòè ñàìå äî ðîçâèòêó ôóí-
äàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, âàðòî âiäçíà-
÷èòè ïîÿâó ïðàöi Ôîâëåðà [101] òà âèâåäåííÿ ÁÁÃÊI (BBGKY)-
i¹ðàðõi¨ [3, 65, 143, 224]. Ìàòåìàòè÷íi îá ðóíòóâàííÿ íàÿâíèõ íà
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òîé ÷àñ äîñëiäæåíü çi ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè áóëè âèñâiòëåíi â
ìîíîãðàôi¨ Õií÷iíà [48]. Íàäçâè÷àéíî âàæëèâèìè äëÿ òåîði¨  ðàò-
÷àñòèõ ìîäåëåé áóëè ïðàöi Içiíãà [134], Ïàéåðëñà [186] òà Îíçàãå-
ðà [180], ÿêi íà äåêiëüêà äåñÿòèëiòü íàïåðåä âèçíà÷èëè íàïðÿìè
äîñëiäæåíü ó öié ñôåði òà ñïðèÿëè ïîÿâi ìîäåëi  ðàò÷àñòîãî ãà-
çó [161,162].

Ó 1946 ð. ó ìîíîãðàôi¨ Áîãîëþáîâà [3] áóëè íàìi÷åíi øëÿ-
õè ìàòåìàòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó â ðàìêàõ ôîðìàëiçìó êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ Ãiááñà, à
òàêîæ ðîçðîáëåíî çàãàëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íèõ m-
÷àñòèíêîâèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ çà
ñòåïåíÿìè ãóñòèíè ÷àñòèíîê. Ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi
òàêèõ ðÿäiâ äëÿ âèïàäêó äîäàòíîãî ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨
îïóáëiêîâàíî ó ïðàöi [5] (äèâ. äåòàëüíå äîâåäåííÿ â [46, 47]). Â
1963 ð. Ðþåëü [210] çàïðîïîíóâàâ ïîäiáíèé ìåòîä, ÿêèé áàçóâàâ-
ñÿ íà äîñëiäæåííi ðiâíÿíü Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà (ÊÇ) äëÿ êî-
ðåëÿöiéíèõ ôóíêöié âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ. Âiäçíà÷è-
ìî òàêîæ ïðàöþ [211], â ÿêié ïðîáëåìó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi
âèðiøåíî äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ i ÿêà ôàêòè÷íî óçà-
ãàëüíþâàëà äîñëiäæåííÿ âàí�Õîâà [130] i Ëi òà ßíãà [161] íà
âèïàäîê çàãàëüíiøèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨. Öi ïðàöi áóëè çíà÷-
íèì ïîøòîâõîì äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü íåñêií÷åííèõ ðî-
çðiäæåíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè. �õ äåòàëüíî âèêëàäåíî
â [43], äå ïîäàíî çíà÷íó áiáëiîãðàôiþ ïðàöü iíøèõ àâòîðiâ (äèâ.
òàêîæ ëåêöi¨ Ìiíëîñà [173] òà ìîíîãðàôiþ [34] i ïîñèëàííÿ, ùî
ìiñòÿòüñÿ â íèõ).

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi Áîãîëþáîâèì i Õàöåòîì ó ðàìêàõ êà-
íîíi÷íîãî àíñàìáëþ, óçàãàëüíåíi ó ïðàöi Áîãîëþáîâà, Ïåòðèíè
i Õàöåòà [62] íà âèïàäîê ïàðíèõ ñòiéêèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨
(äèâ., òàêîæ ïðàöþ [194], äî ÿêî¨ ïîâåðíåìîñü ó ðîçä. 4). Àëå
ïîáóäîâà ñòàíó â ðîçóìiííi iäå¨ Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè
çàëèøàëàñü âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ. Âïåðøå öþ ïðîáëåìó ðîçãëÿ-
íóëè ó 1967 ð. íåçàëåæíî Ìiíëîñ [29, 30] i Ðþåëü [212]. ßêùî â
Ðþåëÿ öå áóâ àëãåáðà¨÷íèé ïiäõiä, ùî áàçóâàâñÿ íà ìîäíèõ íà òîé
÷àñ iäåÿõ Ñiãàëà, Õààãà, Êàñòëåðà i áóâ áiëüø àáñòðàêòíèì, òî
Ìiíëîñ ïîáóäóâàâ ñiì'þ ãiááñîâèõ ìið íà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæè-
íàõ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó i âèçíà÷èâ
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ãiááñiâ ñòàí (ãiááñîâó ìiðó) ÿê ãðàíè÷íó ìiðó. Öÿ ìiðà áóäóâàëàñü
ÿê ïðîäîâæåííÿ öi¹¨ ñiì'¨ íà âñþ σ-àëãåáðó íåñêií÷åííîâèìiðíî-
ãî ïðîñòîðó êîíôiãóðàöié. Ó ñåði¨ ïðàöü Äîáðóøèíà [13�17, 80]
íàâåäåíî áiëüø çàãàëüíå âèçíà÷åííÿ ãiááñîâî¨ ìiðè çà äîïîìîãîþ
óìîâíèõ ðîçïîäiëiâ.

Ïðàêòè÷íî â òîé ñàìèé ÷àñ ìàéæå àíàëîãi÷íèé ïiäõiä çàïðî-
ïîíóâàëè Ëåíôîðä i Ðþåëü [159]. Êðèòåði¹ì ãiááñîâîñòi ìiðè íà
ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ¹ óìîâà, ùî âîíà çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ Äîáðóøèíà�Ëåíôîðäà�Ðþåëÿ (ÄËÐ). Êëþ÷îâîþ ó
öüîìó ïiäõîäi áóëà ïðàöÿ Ðþåëÿ [213], â ÿêié âèçíà÷åíî ñèñòåìó ç
íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ òà âñòàíîâëåíî, ùî ãðàíè÷íi êîðåëÿöiéíi
ôóíêöi¨ òàêî¨ ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

ρm(x1, ..., xm) ≤ ξm, ξ = ξ(z, β) (0.0.3)

çà äîâiëüíèõ çíà÷åíü ãóñòèíè ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi é äîâiëüíî¨ òåì-
ïåðàòóðè. Öå äà¹ çìîãó äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ = (ρm)m≥1 çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü
ÊÇ, à âiäïîâiäíà ìiðà Ãiááñà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ÄËÐ. Äëÿ ðî-
çðiäæåíèõ ñèñòåì (òîáòî çà ìàëèõ çíà÷åíü ãóñòèíè ÷àñòèíîê ó
ñèñòåìi) ðiâíÿííÿ ÊÇ ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêîìó âiäïîâiäà¹
¹äèíèé ãiááñiâ ñòàí. Âçàãàëi, óìîâà (0.0.3) íå ¹ íåîáõiäíîþ. Ó
ïðàöi [163] Ëåíàðä ïîêàçàâ, ùî äëÿ iñíóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ìiðè
äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ñëàáêiøî¨ óìîâè:

ρm(x1, ..., xm) ≤ ξmm2m. (0.0.4)

Ó [163�165] Ëåíàðä äåòàëüíî ïðîàíàëiçóâàâ çâ'ÿçêè äîâiëüíî¨ ìiðè
µ íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ç ¨¨ êîðåëÿöiéíîþ ìiðîþ
ρ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié. Äåÿêi
àñïåêòè öüîãî àíàëiçó òà éîãî óçàãàëüíåííÿ ïðîäîâæåíî â [144].

Îñíîâíà ìåòà öi¹¨ ïðàöi � ïðîäåìîíñòðóâàòè ãëèáîêèé çâ'ÿçîê
ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè
òà ìåòîäiâ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó íà ôàçîâèõ ïðîñòîðàõ
òàêèõ ñèñòåì. Âàæëèâèì êðîêîì âïåðåä áóëà ïîÿâà íîâèõ òåõ-
íi÷íèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ i ïîëiìåðíèõ ðîç-
êëàäiâ ó ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi. Òàê, ó [199] áóëî ïîìi÷åíî, ùî âè-
êîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííîïîäiëüíîñòi ìiðè Ïóàññîíà â
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ïîáóäîâi êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çíà÷íî
ñïðîùó¹ ñàìó ïîáóäîâó òà îöiíþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó. Öþ
âëàñòèâiñòü âèêîðèñòàíî â ïðàöÿõ [110, 111, 147, 202, 205]. Ó [201]
çàïðîïîíîâàíî íîâi ðîçêëàäè çà ùiëüíiñòþ êîíôiãóðàöié. ßêùî
ðîçáèòè ïðîñòið Rd íà ìàëåíüêi ãiïåðêóáèêè, òî äëÿ êîæíî¨ êîí-
ôiãóðàöi¨ âåñü ïðîñòið ðîçiá'¹òüñÿ íà îáëàñòi, â ÿêèõ ó êîæíîìó
êóáèêó ìiñòèòüñÿ äâi é áiëüøå òî÷îê êîíôiãóðàöi¨ (ùiëüíi êîí-
ôiãóðàöi¨), òà îáëàñòi, â ÿêèõ ¹ òiëüêè îäíà òî÷êà â êîæíîìó êó-
áèêó àáî ¨õ çîâñiì íåìà¹ (ðîçðiäæåíi êîíôiãóðàöi¨). Çâè÷àéíî, öå
äîñèòü óìîâíå ðîçáèòòÿ, áî ÿêùî ðîçìiðè êóáèêiâ ¹ äîñèòü ìà-
ëåíüêi, òî íàâiòü îáëàñòi ç ðîçðiäæåíèìè êîíôiãóðàöiÿìè áóäóòü
ìàòè ùiëüíó ìíîæèíó òî÷îê.

ßêùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ìà¹ ñèëüíó ïîçèòèâíó ñèíãóëÿð-
íiñòü ó íóëi, òî éìîâiðíiñòü ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié ¹ ìàëîþ. Öåé
åëåìåíòàðíèé ôàêò âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäiâ. Çà äî-
ïîìîãîþ òàêèõ ðîçêëàäiâ âäàëîñÿ çíà÷íî ñïðîñòèòè äîâåäåííÿ
ñóïåðñòiéêî¨ îöiíêè Ðþåëÿ (0.0.3) i íàâiòü òðîõè ¨¨ ïîëiïøèòè
(äèâ. òàêîæ [156,189,190]). Âèÿâèëîñÿ, ùî äëÿ ðîçðàõóíêiâ îñíîâ-
íèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ i êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåñêií-
÷åííèõ ñèñòåì äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè öi ôóíêöi¨ ëèøå íà ðîçðiä-
æåíèõ êîíôiãóðàöiÿõ (äèâ. [32, 206, 208]), ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ ÿê àï-
ðîêñèìàöiþ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèõ íåñêií÷åííèõ ñè-
ñòåì êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ âçà-
¹ìîäi¹þ [207]. Öå â ñâîþ ÷åðãó äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè íåñêií-
÷åííó ñèñòåìó ÷àñòèíîê, êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið ÿêî¨ ñêëàäà-
¹òüñÿ ç ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié, ÿê ñàìîñòiéíó ìîäåëü êîìið-
êîâîãî ãàçó [203], ÿêó îïèñàíî â ðîçä. 6. Òàêà ìîäåëü ¹ ïðîìiæíîþ
ìiæ ìîäåëÿìè  ðàò÷àñòèõ ãàçiâ i ìîäåëÿìè íåïåðåðâíèõ ñèñòåì
ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Íîâi ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè áóëè òàêîæ çàïðîïîíîâàíi äëÿ îïè-
ñóâàííÿ ñèñòåì çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê. Öå äàëî çìîãó ìàòåìàòè÷-
íî ñòðîãî îá ðóíòóâàòè òåîðiþ Äåáàÿ�Õþêåëÿ òà âiäîìèé åôåêò
êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ. Îãëÿä öèõ ðå-
çóëüòàòiâ i îá'¹ìíèé ïåðåëiê ïîñèëàíü íàâåäåíî â [72]. Ãîëîâíi
ïîëîæåííÿ öèõ ìåòîäiâ êîðîòêî îïèñàíî â ðîçä. 7.

Çàâåðøó¹ öþ ïðàöþ êîðîòêèé îïèñ ïîáóäîâè ðiâíîâàæíèõ
ñòàíiâ äëÿ êâàíòîâèõ ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì. Êëþ÷îâèìè äëÿ ðîç-
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âèòêó òåõíiêè, ÿêà ¹ îñíîâîþ âèêëàäåííÿ ðîçä. 1�7, áóëè ïðàöi
Æèíiáðà [112�114,117]. Ó íèõ áóëî ðîçðîáëåíî îñíîâíèé òåõíi÷-
íèé iíñòðóìåíò � çàñòîñóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåãðàëiâ Âiíå-
ðà i ïîáóäîâà ãðàíè÷íèõ âèðàçiâ äëÿ ρ̃Λ((x)m; (y)m) ïðè Λ ↗ Rd.
Òàêèé òåõíi÷íèé ïðèéîì ïîëÿãà¹ â ïîäàííi ρ̃Λ êîðåëÿöiéíèìè
ôóíêöiîíàëàìè ρΛ(ω)m, ÿêi ¹ àíàëîãàìè êëàñè÷íèõ êîðåëÿöié-
íèõ ôóíêöié. Çà àíàëîãi¹þ äî êëàñè÷íèõ ñèñòåì ôóíêöi¨ ρΛ(ω)m
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ òèïó ÊÇ, ÿêi ìàþòü (ðiâíîìiðíî çà Λ)
ðîçâ'ÿçêè â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, çà ìàëèõ çíà÷åíü àê-
òèâíiñòü z i ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ KÇ.

Ìàþ÷è ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ρ((x)m; (y)m) òà âðàõîâóþ÷è ¨õíi
âëàñòèâîñòi, ìîæíà ðåêîíñòðóþâàòè ñòàí Ãiááñà (8.0.1) ó òåðìî-
äèíàìi÷íié ãðàíèöi äëÿ äåÿêîãî êëàñó ñïåöèôiêàöié ìiðè Ïóàñ-
ñîíà íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ïåòåëü Âiíåðà (áðîóíiâñüêèõ
ëîêàëüíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ). Ó ïðàöi [147] çàïðîïîíîâàíî äåÿ-
êèé íåòðàäèöiéíèé ïiäõiä äëÿ îïèñó íåïåðåðâíèõ ñèñòåì êâàíòî-
âî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè Áîëüöìàíà (ÁÑ).
Âií áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi åâêëiäîâîãî ñòàíó Ãiááñà (ÅÑÃ) i ïî-
áóäîâi âiäïîâiäíî¨ åâêëiäîâî¨ ìiðè Ãiááñà (ÅÌÃ) ÿê ìîñòè, ùî
íå ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì. Äëÿ ïîáóäîâè ãiááñîâèõ
ñòàíiâ ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï ëî-
êàëiçàöi¨ �òî÷îê êîíôiãóðàöi¨�, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òðàäèöiéíî¨
(äèâ., íàïðèêëàä, [112�114, 117] àáî [69]), i ñåíñ ÿêîãî çâîäèâñÿ
äî ëîêàëiçàöi¨ ëèøå ïî÷àòêîâèõ òî÷îê ïåòåëü Âiíåðà. Öåé ôàêò
äàâ çìîãó çðîáèòè çàÿâêó íà ïîáóäîâó ãðàíè÷íîãî ñòàíó ìåòîäîì
êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, ÿêi çàïðîïîíîâàíî â [199] äëÿ êëàñè÷íèõ
ñèñòåì.



Ðîçäië 1

Ôàçîâi ïðîñòîðè ñèñòåì

ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ â åâêëiäîâî-
ìó ïðîñòîði Rd (d ≥ 1 ) i íàäiëåíi ïåâíîþ êiëüêiñòþ ôiçè÷-
íèõ õàðàêòåðèñòèê(iìïóëüñîì, çàðÿäîì, ñïiíîì òîùî). Ñóêóï-
íiñòü öèõ õàðàêòåðèñòèê óñiõ ÷àñòèíîê ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ¨¨ ìiê-
ðîñêîïi÷íèé ñòàí, à ìíîæèíà ¨õ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü óòâîðþ¹ òàê
çâàíèé ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè. Îòæå, γ̃ = {x̃1, x̃2, . . .} ∈ Γ̃, äå
x̃i = (xi, pi, qi, si, . . .) íàçèâàþòü òî÷êîþ öüîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó
Γ̃, ÿêié âiäïîâiäà¹ îäèí i òiëüêè îäèí ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí ñèñòå-
ìè. Çãiäíî ç çàêîíàìè ôiçèêè óñi ÷àñòèíêè ñèñòåìè ïåðåáóâàþòü
ó ïîñòiéíîìó ðóñi, òîìó öÿ òî÷êà ¹ ôóíêöi¹þ ÷àñó t ∈ R. Àëå ôi-
çè÷íèé ñòàí ñèñòåìè õàðàêòåðèçóþòü ìàêðîñêîïi÷íi ïàðàìåòðè,
ÿêi ñïîñòåðiãàþòü â åêñïåðèìåíòàõ íàä ñèñòåìîþ. Öå òèñê, îá'¹ì,
ãóñòèíà òîùî. Ñóêóïíiñòü òàêèõ õàðàêòåðèñòèê âèçíà÷à¹ ìàê-
ðîñêîïi÷íèé ñòàí ñèñòòåìè . Êîæíîìó ìiêðîñêîïi÷íîìó ñòàíó
âiäïîâiäà¹ îäèí ìàêðîñêîïi÷íèé ñòàí, àëå êîæíîìó ìàêðîñêî-
ïi÷íîìó ñòàíó âiäïîâiäà¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ìiêðîñêîïi÷íèõ
ñòàíiâ. Íà âiäìiíó âiä ìiêðîñêîïi÷íîãî ñòàíó, ÿêèé çìiíþ¹òüñÿ
êîæíî¨ ìèòi, ìàêðîñêîïi÷íèé ñòàí ìîæå íå çìiíþâàòèñü ïðîòÿ-
ãîì ïåâíîãî ÷àñó. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ñèñòåìà ïåðåáó-
âà¹ ó ðiâíîâàçi, à ñèñòåìè, â ÿêèõ òåðìîäèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòè-
êè íå çàëåæàòü âiä ÷àñó, íàçèâàþòü ðiâíîâàæíèìè ñèñòåìàìè.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, òîìó ïðîñòið,
ÿêèé óòâîðþþòü òî÷êè γ = {x1, x2, . . .}, ùî ôiêñóþòü òiëüêè êî-
îðäèíàòè ÷àñòèíîê ñèñòåìè, íàçèâàòèìåìî êîíôiãóðàöiéíèì ïðî-
ñòîðîì i ïîçíà÷àòèìåìî ëiòåðîþ Γ.

Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ òà ïîáóäîâà àíàëiçó íà ïðîñòîðàõ êîíôi-
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ãóðàöié áóëè ðîçïî÷àòi, ìàáóòü, ó ïðàöÿõ Âåðøèêà, Ãåëüôàíäà
i Ãðà¹âà [221] òà Iñìàãiëîâà [22]. Ó áiëüø ïiçíiõ ïðàöÿõ Àëüáà-
âåðiî, Êîíäðàòü¹âà i Ðüîêíåðà [54, 55] áóâ çðîáëåíèé äåòàëüíèé
òåîðåòèêî-ìíîæèííèé àíàëiç öèõ ïðîñòîðiâ i ââåäåíi ñòðóêòóðè
äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨. Ñàìå òàì ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè äåòàëü-
íó áiáëiîãðàôiþ ïðàöü çà öi¹þ òåìàòèêîþ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â
ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi.

1.1. Ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié ñèñòåì ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

Ó öié êíèçi áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ íåñêií÷åííà ñèñòåìà òîòîæ-
íèõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê ó ïðîñòîði Rd. Ìè íå áóäåìî äåòàëüíî
îïèñóâàòè òåîðåòèêî-ìíîæèííó òà òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðî-
ñòîðiâ êîíôiãóðàöi¨, âiäñèëàþ÷è ÷èòà÷à äî âæå çãàäàíèõ ïðà-
öü [54,55,144,164,165,173,221], à ëèøå íàâåäåìî íåîáõiäíi âèçíà-
÷åííÿ òà äåÿêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ ïðîñòîðiâ.

1.1.1. Ïðîñòîðè íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

Íåõàé σ � öå ìiðà Ëåáåãà â Rd. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(Rd), áî-
ðåëiâñüêó σ-àëãåáðó âiäêðèòèõ ìíîæèí â Rd, à ÷åðåç Bc(Rd) óñi
ïiäìíîæèíè, ùî ìàþòü êîìïàêòíå çàìèêàííÿ. Êîíôiãóðàöiéíèé
ïðîñòið Γ := ΓRd áóäå ñêëàäàòèñÿ ç óñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ
ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Rd, òîáòî

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
,

(1.1.1)
äå |A| � ÷èñëî, ùî îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê ó ìíîæèíi A. Öå äî-
ñèòü ïðèðîäíå âèçíà÷åííÿ ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, îñêiëüêè â
îáìåæåíîìó îá'¹ìi íå ìîæå çíàõîäèòèñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü
÷àñòèíîê.

Ç âèçíà÷åííÿ (1.1.1) çðîçóìiëî, ùî Γ íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòî-
ðîì. Àëå Γ ìîæíà çðîáèòè òîïîëîãi÷íèì íåëiíiéíèì ïðîñòîðîì:
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êîæíèé åëåìåíò γ ∈ Γ ìîæíà îòîòîæíèòè ç íåâiä'¹ìíîþ ìiðîþ
Ðàäîíà:

Γ ∋ γ 7→
∑
x∈γ

δx ∈ M+(Rd), (1.1.2)

äå δx � ìiðà Äiðàêà:

δx(f) = f(x), f ∈ C0(Rd), (1.1.3)

äå C0(Rd) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì,
àM+(Rd) � ïðîñòið íåâiä'¹ìíèõ ìið Ðàäîíà íà B(Rd). Âiäïîâiäíà
äèôåðåíöiàëüíà ìiðà

γ(dσ) =
∑
x∈γ

δxdσ, dσ = σ(dx) = dx. (1.1.4)

Ïðîñòið Γ ìîæíà íàäiëèòè òîïîëîãi¹þ, ÿêà iíäóêîâàíà ãðó-
áîþ (vague) òîïîëîãi¹þ âM+(Rd), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéñëàáøà
òîïîëîãiÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ

Γ ∋ γ 7→< γ, f > =

∫
Rd

f(x)γ(dσ) =
∑
x∈γ

f(x) (1.1.5)

¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíî¨ f ∈ C0(Rd). Òîäi ïðîñòið Γ ñòà¹ ïîëüñü-
êèì ïðîñòîðîì, òîáòî ñåïàðàáåëüíèì, ìåòðèçîâàíèì â öié òîïî-
ëîãi¨ (äèâ. äåòàëüíiøå [146]). Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç B(Γ) âiä-
ïîâiäíó áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó íà Γ.

Ìîæíà íàâåñòè åêâiâàëåíòíèé (ìîæëèâî, áiëüø ïðîçîðèé)
îïèñ öi¹¨ òîïîëîãi¨ íà ìîâi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi êîíôiãóðàöié
(γn)n∈N äî êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ïîñëiäîâíiñòü γn çáiãà¹òüñÿ äî γ ∈ Γ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd), òàêîãî ùî äëÿ
γ ∩ ∂Λ = ∅

lim
n→∞

|γn ∩ Λ| = |γ ∩ Λ|, (1.1.6)

äå ∂Λ � öå ìåæà Λ.
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Ïåðåäáàçîþ â öié òîïîëîãi¨ ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó

{γ ∈ Γ | |γΛ| = N, γ∂Λ = ∅, Λ ∈ Bc(Rd), N ∈ N0}.

B(Γ) � íàéìåíøà σ-àëãåáðà íà Γ, âiäíîñíî ÿêî¨ óñi âiäîáðà-
æåííÿ

NΛ : Γ 7→ N0 := N∪{0} ; γ 7→ |γ ∩ Λ|

¹ âèìiðíèìè äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd).
Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Y ∈ B(Rd), àëå Y /∈ Bc(Rd), âèçíà-

÷èìî ïðîñòið íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ΓY :

ΓY = {γ ∈ Γ | γ ∩ Y c = ∅, Y c := Rd \ Y }.

Âiäïîâiäíà σ-àëãåáðà ¹

B(ΓY ) := σ({NΛ ↾ ΓY | Λ ∈ Bc(Rd)}).

Öÿ σ-àëãåáðà ¹ içîìîðôíîþ äî

BY (Γ) := σ({NΛ | Λ ∈ Bc(Rd), Λ ⊂ Y }).

Äëÿ Λ ∈ Bc(Rd)

ΓΛ :=
{
γ ∈ Γ | |γ ∩ Rd \ Λ| = 0

}
áóäå ïðîñòîðîì êîíôiãóðàöié â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ. Ç âèçíà÷åí-
íÿ (1.1.1) âèïëèâà¹, ùî óñi êîíôiãóðàöi¨ ó ïðîñòîði ΓΛ ¹ ñêií÷åí-
íèìè. Ùîá çðîçóìiòè içîìîðôiçì σ-àëãåáð B(ΓΛ) i BΛ(Γ), âèçíà-
÷èìî ïðî¹êòîð

pΛ : Γ 7→ ΓΛ ; γ 7→ γ ∩ Λ := γΛ. (1.1.7)

Îòæå, êîæíîìó γΛ ∈ B(ΓΛ) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü öiëèé êëàñ
{γ ∈ Γ | γ ∩ Λ = γΛ}.

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ÷àñòèíêè ñèñòåìè íå ìà-
þòü iíøèõ õàðàêòåðèñòèê (êðiì êîîðäèíàò, â ÿêèõ âîíè çîñåðå-
äæåíi), òî ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç êîíôiãóðàöié-
íèì ïðîñòîðîì Γ. ßêùî æ êîæíà ÷àñòèíêà ñèñòåìè ìà¹ ùå iíøi
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õàðàêòåðèñòèêè, òàêi ÿê iìïóëüñ, ñïií, çàðÿä òîùî, òîäi ôàçîâèì
ïðîñòîðîì ¹ òàê çâàíèé ìàðêîâàíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið Γ̃
(äèâ., íàïðèêëàä, [107,108,126]).

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé ôàçîâèé ïðîñòið êëàñè÷íîãî òî÷-
êîâîãî ãàçó, êîæíà ÷àñòèíêà ÿêîãî â òî÷öi x ∈ γ ⊂ Rd ìà¹ iìïóëüñ
px = mvx ∈ Rd. Êîæíà òî÷êà γ̃ ∈ Γ̃ � öå íåñêií÷åííà ìíîæèíà
ïàð (x, px), â ÿêèõ x ∈ γ ∈ Γ, à px ∈ Rd:

Γ̃ :=
{
γ̃ = {(x, px)} | x ∈ γ ∈ Γ, px ∈ Rd

}
. (1.1.8)

Ìåòðè÷íi òà òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðà-
öiéíèõ ïðîñòîðiâ Γ̃ äåòàëüíî âèñâiòëåíi â ïðàöÿõ [76,107]).

1.1.2. Ïðîñòîðè ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ïðîñòîðó
Γ ÷åðåç Γ0. Íàñïðàâäi Γ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ Γ, àëå áóäå ðîçãëÿäàòè-
ñÿ ÿê ñàìîñòiéíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið, â ÿêîìó íåçàëåæíèì
÷èíîì ìîæíà ââåñòè âëàñíó òîïîëîãiþ. Âèçíà÷èìî ñïåðøó êîí-
ôiãóðàöiéíèé ïðîñòið ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ òî÷îê:

Γ(n) := {γ ∈ Γ | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0) := ∅. (1.1.9)

ßêùî óñi òàêi êîíôiãóðàöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêié îáìåæåíié ìíî-
æèíi Λ ∈ Bc(Rd), òî âiäïîâiäíèé ïðîñòið áóäå òàêèì:

Γ
(n)
Λ :=

{
γ ∈ Γ(n) | γ ⊂ Λ

}
.

Òîäi ïðîñòîðè ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â Rd i â Λ ∈ Bc(Rd) ìîæ-
íà ïîäàòè ó âèãëÿäi äèç'þíêòèâíèõ îá'¹äíàíü:

Γ0 :=
∞∐
n=0

Γ(n), i ΓΛ :=
∞∐
n=0

Γ
(n)
Λ . (1.1.10)

Òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó â ïðîñòîðàõ Γ
(n)
X (X ∈ {Rd,Λ}) ìîæíà

ââåñòè çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí

X̃n := {(x1, ..., xn) ∈ Xn | xi ∈ X, xi ̸= xj , ÿêùî i ̸= j}
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íà ïðîñòîðè Γ
(n)
X :

symn
X : X̃n → Γ

(n)
X (n ∈ N),

(x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn}, (1.1.11)

òîáòî ïðîñòið Γ
(n)
X ìîæíà îòîòîæíèòè ç ñèìåòðèçàöi¹þ X̃n.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Ç íàâåäåíèõ âèùå ïîáóäîâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) ïðîñòîðè Γ0;Λ i ΓΛ çáiãàþòüñÿ ÿê ìíî-
æèíè, àëå ¹ ðiçíèìè òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.

Âiäïîâiäíi ïðîñòîðè ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié Γ̃0 i Γ̃Λ âèçíà-
÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî (1.1.8), àëå êiëüêiñòü òî÷îê êîíôiãóðàöi¨ γ
¹ ñêií÷åííîþ i ó âèïàäêó x̃ ∈ γ̃ ∈ Γ̃0 � êîîðäèíàòíà ñêëàäî-
âà x ∈ Rd, à ó âèïàäêó x̃ ∈ γ̃ ∈ Γ̃Λ � êîîðäèíàòíà ñêëàäîâà
x ∈ Λ ∈ Bc(Rd).

Îáìåæåíi ìíîæèíè â Γ0.Ìíîæèíó A ∈ B(Γ0) íàçèâàþòü
îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ Λ ∈ Bc(Rd) i N ∈ N0 òàêå ùî

A ⊂
N∐
n=0

Γ
(n)
Λ .

σ-Àëãåáðà BΛ(Γ) ¹ äóæå âàæëèâîþ ìàòåìàòè÷íîþ ñòðóêòó-
ðîþ ó âèçíà÷åííi ìiðè Ãiááñà íà ïðñòîði Γ, à ¨õ îá'¹äíàííÿ âèçíà-
÷à¹ àëãåáðó öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí

Bcyl(Γ) :=
⋃

Λ∈Bc(Rd)

BΛ(Γ). (1.1.12)

1.1.3. Ïðîñòîðè ùiëüíèõ òà ðîçðiäæåíèõ
êîíôiãóðàöié

Ó äîñëiäæåííi áàãàòüîõ òåðìîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåñ-
êií÷åííèõ ñèñòåì âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd
íà åëåìåíòàðíi ãiïåðêóáèêè
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ç äîâæèíîþ ðåáåð a > 0 i öåíòðàìè, ðîçòàøîâàíèìè â òî÷êàõ
r ∈ aZd ⊂ Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd | (ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, ..., d}.
(1.1.13)

Çàìiñòü ∆a(r) çàïèøåìî ∆, ÿêùî íåìà¹ ïîòðåáè âêàçóâàòè, äå
çíàõîäèòüñÿ öåíòð ãiïåðêóáèêà. Ïîçíà÷èìî òàêå ðîçáèòòÿ ÷åðåç
∆a.

Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd) i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïîçíà-
÷èìî ÿê

Λa ∼= ∆a,Λ := {∆ ∈ ∆a | ∆ ∩ Λ ̸= ∅} (1.1.14)

ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ Λ ãiïåðêóáèêàìè ∆ ∈ ∆a òàê,
ùî Λ ⊆ Λa i lima→0 Λa = Λ. Ðîçáèòòÿ (1.1.13) áóëî çàñòîñîâàíî
Ðþåëåì [213] äëÿ äîâåäåííÿ îáìåæåíîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié
çà äîâiëüíèõ çíà÷åíü ôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ àêòèâíîñòi òà òåì-
ïåðàòóðè ñèñòåì iç ñóïåðñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ó ðîçä. 5 íàâåäåíî
iäåþ áiëüø ïðîçîðîãî i ïðîñòiøîãî äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó çà
äîïîìîãîþ êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, ÿêi çàïðîïîíîâàíi â [201]. Äëÿ
ïîáóäîâè òàêèõ êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ ââåäåìî äâà òèïè êîíôiãó-
ðàöié. Äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ââåäåìî ïðîñòið ðîçðiäæåíèõ
êîíôiãóðàöié:

Γ(dil) = Γ(dil)(∆) :=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1, äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆

}
(1.1.15)

i ïðîñòið ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié:

Γ(den) = Γ(den)(∆) :=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| ≥ 2, äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆

}
.

(1.1.16)

Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd) ïðîñòîðè Γ
(dil)
Λ i Γ

(den)
Λ âèçíà÷àþòü-

ñÿ àíàëîãi÷íî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.1.2.), (1.1.10) òà (1.1.15),
(1.1.16).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ∆ ∈ ∆a ïðîñòið Γ∆ = Γ
(dil)
∆ ∪ Γ

(den)
∆ , àëå

ΓΛ ̸= Γ
(dil)
Λ ∪ Γ

(den)
Λ äëÿ Λ ̸= ∆.

Ùîá íå ñêëàäàëîñÿ âðàæåííÿ, ùî ðîçðiäæåíi êîíôiãóðàöi¨
îïèñóþòü ôiçè÷íi ñèñòåìè ðîçðiäæåíèõ ãàçiâ, íàâåäåìî òàêå çà-
óâàæåííÿ:
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Çàóâàæåííÿ 1.2. Îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê ôi-
çè÷íîãî ñòàíó ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ¹ ãóñòèíà, òîá-
òî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â îäèíèöi îá'¹ìó. ßê çàâãîäíî âåëèêå
çíà÷åííÿ öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè ìîæíà îòðèìàòè i â ðàìêàõ
îïèñó ñèñòåìè ó ïðîñòîði ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié, âèáèðà-
þ÷è ðîçìið a ðåáåð ãiïåðêóáèêiâ äîñòàòíüî ìàëèì.

Äëÿ äîâiëüíîãî ∆ ∈ ∆a i äîâiëüíîãî 0 < ε ≤ 1 âèçíà÷èìî òà-
êîæ äâà âàæëèâi ïiäïðîñòîðè êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó Γ

(den)
∆

âiäíîñíî êîíôiãóðàöi¨ η, òàêî¨, ùî η ∩∆ = ∅, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà
äåÿêié âiäñòàíi âiä ∆:

Γ
(>)
∆ (η, ε) = Γ

(>)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆

∣∣∣ |γ| > dεη(∆)
}

(1.1.17)

i
Γ
(<)
∆ (η, ε) = Γ

(<)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆

∣∣∣ |γ| ≤ dεη(∆)
}
, (1.1.18)

a dεη(∆) = [dist(η,∆)
b ]ε ç äîâiëüíîþ ñòàëîþ b, çãiäíî ç ÿêîþ âiäíî-

øåííÿ â äóæêàõ ¹ áåçðîçìiðíèì.
Î÷åâèäíî, ùî Γden∆ = Γ

(>)
∆ ∪ Γ

(<)
∆ . Òàêå ðîçáèòòÿ áóäå âèêîðè-

ñòàíî â ðîçä. 5.

1.2. Ôóíêöi¨ òà ìiðè íà ïðîñòîðàõ

êîíôiãóðàöié

Ðiçíi ïðîñòîðè ôóíêöié, ùî ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòîðàìè êîíôi-
ãóðàöié Γ0 i Γ òà ìiðàìè, ÿêi íà íèõ âèçíà÷àþòü, óòâîðþþòü
íàäçâè÷àéíî âåëèêèé ðîçäië íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó. Òîìó
êîðîòêî îïèøåìî äåÿêi àñïåêòè öüîãî àíàëiçó, ÿêi áóäóòü áåçïî-
ñåðåäíüî çàäiÿíi â îïèñi ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, âêàçóþ÷è
çà çìîãè ïîñèëàííÿ íà ¨õ äåòàëüíiøèé îïèñ.

1.2.1. Ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ F íà Γ0 çàäà¹òüñÿ íåñêií-
÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié çi çðîñòàþ÷îþ êiëü-
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êiñòþ çìiííèõ, òîáòî äëÿ γ = {x1, ..., xn} ∈ Γ(n)

F (γ) = F ({x1, ..., xn}) := Fn(x1, ..., xn), F0 = F (∅) = const.

Íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ âàæëèâèì êëàñîì
ôóíêöié ¹ òàê çâàíi öèëiíäðè÷íi ôóíêöi¨. Íåõàé L0(Γ,B(Γ)) �
öå ïðîñòið óñiõ B(Γ)-âèìiðíèõ ôóíêöié. Òîäi êëàñ öèëiíäðè÷íèõ
ôóíêöié âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

FL0(Γ) =
⋃

Λ∈Bc(Rd)

L0(Γ,BΛ(Γ)).

Îáëàñòü Λ íàçèâàþòü îáëàñòþ öèëiíäðè÷íîñòi.

Ôóíêöiÿ F ∈ L0(Γ,BΛ(Γ)) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

F ↾ ΓΛ ∈ L0(Γ,BΛ(Γ)) i F (γ) = F (γΛ).

Äîâiëüíó ôóíêöiþ íà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèíàõ âèçíà÷àþòü
íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé f ∈ C0(Rd) i suppf = Λ ∈ Bc(Rd). Òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ

< f, γ >=

∫
Rd

f(γ)γ(dσ) =

∫
Λ
f(x)γ(dx) = < f, γΛ > .

Íåõàé f1, ..., fn ∈ C0(Rd) i suppfi ⊂ Λ ∈ Bc(Rd) i Fn ∈ C(Rn),
òîäi

F (γ) = Fn(< f1, γ >,< f2, γ >, ..., < fn, γ >) ∈ FL0(Γ).

Îñíîâíi ïðîñòîðè ôóíêöié íà Γ0 i Γ ðîçãëÿíåìî íèæ÷å. Âèçíà-
÷èìî äëÿ öüîãî äåÿêi áàçîâi ìiðè íà Γ0 i Γ.

1.2.2. Ìiðà Ïóàññîíà òà ìiðà Ëåáåãà�Ïóàññîíà

Ñòàí iäåàëüíîãî ãàçó â ðiâíîâàæíié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi
îïèñó¹òüñÿ ìiðîþ Ïóàññîíà πzσ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ,
äå z > 0 � öå àêòèâíiñòü (ôiçè÷íèé ïàðàìåòð, ïîâ'ÿçàíèé ç ãóñòè-
íîþ ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi). Ìàòåìàòè÷íi àñïåêòè âèçíà÷åííÿ ìiðè
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Ïóàññîíà ìîæóòü áóòè ðiçíi çàëåæíî âiä ¨¨ çàñòîñóâàííÿ (äèâ.,
íàïðèêëàä, [7, 55, 136, 137]). Çãiäíî ç [55] ïîáóäó¹ìî ñïåðøó ìiðó
íà ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöiÿõ, ÿêó iíêîëè íàçèâàþòü [54] ìiðîþ
Ëåáåãà�Ïóàññîíà.

Ìiðà Ëåáåãà�Ïóàññîíà. Íåõàé X ∈ {Rd,Λ},Λ ∈ Bc(Rd).
Äëÿ áóäü ÿêîãî n ∈ N âèçíà÷èìî ìiðó σ⊗n íà (Xn,B(Xn)). ßê
íàñëiäîê íåàòîìàðíîñòi ìiðè Ëåáåãà σ ìà¹ìî

σ⊗n(Xn \ X̃(n)) = 0.

Âèçíà÷èìî ìiðó σ(n)X íà B(Γ
(n)
X ) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

σ
(n)
X := σ⊗nX ◦ (symn

X)−1, σX := σ ↾ X,

äå ïðàâà ÷àñòèíà îçíà÷à¹ îáðàç ìiðè σ⊗n âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ
(1.1.11).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìiðîþ Ëåáåãà�Ïóàññîíà, ùî ïîðîäæåíà ìiðîþ
iíòåíñèâíîñòi σ, íàçèâàþòü ñiãìà-ñêií÷åííó ìiðó íà (Γ0,B(Γ0)),
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííèì ðÿäîì:

λσ :=
∞∑
n=0

1

n!
σ
(n)
X ≡

∞∑
n=0

1

n!
σ(n), σ(0)(∅) := 1.

Äëÿ Λ ∈ Bc(X) âèçíà÷èìî îáìåæåííÿ λσ íà (ΓΛ,B(ΓΛ)) ôîð-
ìóëîþ

λΛσ := λσ ↾ ΓΛ :=
∞∑
n=0

1

n!
σ
(n)
Λ .

Äëÿ B(Γ0)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ F iíòåãðàë çà ìiðîþ λσ âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ∫

Γ0,X

F (γ)λσ(dγ) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
X
· · ·
∫
X
F ({x}n1 )σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

=

∞∑
n=0

1

n!

∫
X
· · ·
∫
X
Fn(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn.

(1.2.19)
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Ìiðà Ïóàññîíà íà Γ. Çà äîïîìîãîþ ìiðè λΛσ çàïèøåìîìî
éìîâiðíiñíó ìiðó íà (ΓΛ,B(ΓΛ)):

πΛσ := e−σ(Λ)λΛσ . (1.2.20)

Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.2.1. Ñiì'ÿ ìið {πΛσ : Λ ∈ Bc(X)} ¹ ïîïàðíî
óçãîäæåíîþ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ Λ1 ⫅ Λ2

πΛ2
σ ↾ ΓΛ1 = πΛ1

σ .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
öèëiíäðè÷íî¨ ôóíêöi¨ F ∈ L0(Γ,BΛ1(Γ)) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫

ΓΛ2

F (γ ∩ Λ1)π
Λ2
σ (dγ) =

∫
ΓΛ1

F (γ ∩ Λ1)π
Λ1
σ (dγ). (1.2.21)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì (1.2.20) i ôîðìóëîþ (1.2.19) òà
ðîçïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (1.2.21):∫

ΓΛ2

F (γ ∩ Λ1)π
Λ2
σ (dγ) =

= e−σ(Λ2)
∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ2

σ(dx)

)n
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)
∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ1

σ(dx) +

∫
Λ2\Λ1

σ(dx)

)n
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
Λ1

σ(dx)

)k
×

×

(∫
Λ2\Λ1

σ(dx)

)n−k
F ({x}n1 ∩ Λ1) =

= e−σ(Λ2)eσ(Λ2\Λ1)
∞∑
k=0

1

k!

(∫
Λ1

σ(dx)

)k
Fk(x1, ..., xk) =

=

∫
ΓΛ1

F (γ ∩ Λ1)π
Λ1
σ (dγ).
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Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó âèêîðèñòàíî äåùî íåñòàíäàðòíå ïî-
çíà÷åííÿ äëÿ êðàòíèõ iíòåãðàëiâ òà ôîðìóëó ïåðåñóìóâàííÿ

∞∑
n=0

n∑
k=0

ak
k!

bn−k
(n− k)!

=

( ∞∑
k=0

ak
k!

)( ∞∑
l=0

bl
l!

)
.

■
Çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà [23] (äèâ., íàïðèêëàä, [185]) ñiì'ÿ

{πΛσ : Λ ∈ Bc(Rd)} ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹ ìiðó Ïóàññîíà πσ íà
(Γ,B(Γ)) òàê, ùî

∀Λ ∈ Bc(Rd), πΛσ = πσ ◦ (pΛ)−1,

äå pΛ âèçíà÷åíî â (1.1.7).
Äåÿêi âàæëèâi õàðàêòåðèñòèêè ìið λσ i πσ. Âàæëèâîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ ìiðè πzσ ¹ ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Íåõàé ôóíê-
öiÿ f ∈ C0(Rd) ¹ òàêîþ, ùî iñíó¹ Λ ∈ Bc(Rd), òàêå ùî suppf ⊂ Λ.
Òîäi

∀γ ∈ Γ, < γ, f > = < pΛγ, f > .

Çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

lπσ(f) : =

∫
Γ
e<γ,f>πσ(dγ) =

∫
ΓΛ

e<γ,f>πΛσ (dγ) =

= e−σ(Λ)
∫
ΓΛ

e<γ,f>λΛσ (dγ) = e
∫
Rd (e

f(x)−1)σ(dx). (1.2.22)

Iíøîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ìiðè Ïóàññîíà ¹ òîòîæíiñòü
Ìåêêå:∫

Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)πσ(dγ) =

∫
Γ

∫
Rd

H(x; γ∪{x})σ(dx)πσ(dγ) (1.2.23)

äëÿ äîâiëüíî¨ B(Rd) ⊗ B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ H. Öþ ôîðìóëó
âñòàíîâèâ Êåìïáåëë [73, 74], à Ìåêêå [172] ïîêàçàâ, ùî òîòîæ-
íiñòü (1.2.23) ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî πσ ¹
ïóàññîíiâñüêîþ ìiðîþ ç iíòåíñèâíîñòþ σ. Ôîðìóëó (1.2.23) ëåãêî
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äîâåñòè äëÿ H(x; γ) = h(x)e<γ,(αh+βg)>, α, β ∈ C, h, g ∈ C0(Rd).
Òîäi∫
Γ

∑
x∈γ

h(x)e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

∫
Γ
< γ, h > e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

=
d

dα

∫
Γ
e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

d

dα
e
∫
Rd (e

αh(x)+βg(x)−1)σ(dx) =

=

∫
Γ

∫
Rd

h(x)e<γ∪{x},(αh+βg)>σ(dx)πσ(dγ).

Ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè âñiõ åêñïîíåíöiàëüíèõ âåêòîðiâ
{ei<γ,f> | f ∈ C0(Rd)} ¹ âñþäè ùiëüíîþ â L2(Γ, πσ)( [136], òåîðå-
ìà 3), òîìó ôîðìóëó (1.2.23) ìîæíà ðîçøèðèòè íà ìíîæèíó âñiõ
B(Rd) ⊗B(Γ)-âèìiðíi ôóíêöi¨ H.

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìið πzσ i λzσ ¹ òàêîæ âëàñòèâiñòü
íåñêií÷åííî-ïîäiëüíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [7], ðîçä. 4.4). Íà ìîâi
iíòåãðàëiâ öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi ëåìè:

Ëåìà 1.2.2. Íåõàé X1 ∈ Bc(Rd), X2 ∈ Bc(Rd) i X1 ∩X2 = ∅,
X1 ∪X2 = Λ. Ôóíêöi¨ Fi, (i = 1, 2) ¹ B(ΓXi)-âèìiðíi. Òîäi∫

ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓX1

F1(γ)λzσ(dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λzσ(dγ).

(1.2.24)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì (1.2.19)∫
ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

=
∞∑
n=0

1

n!

(∫
X1

σ(dx) +

∫
X2

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
X1

σ(dx)

)k (∫
X2

σ(dx′)

)n−k
×

× F1({x}k1)F2({x′}n−k1 ) =

∫
ΓX1

F1(γ)λX1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λX2
σ (dγ).

■
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Íàâåäåìî ùå îäíó âàæëèâó òåõíi÷íó ëåìó, ÿêó áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè íèæ÷å.

Ëåìà 1.2.3. Äëÿ âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié G : Γ0 7→ R i H :
Γ0 × Γ0 7→ R, äëÿ ÿêèõ G(ξ ∪ γ)H(ξ, γ) ∈ L1(Γ0 × Γ0, λσ ⊗ λσ),
ñïðàâåäëèâà òàêà ðiâíiñòü:∫
Γ0

G(γ)
∑
ξ⊆γ

H(ξ, γ\ξ)λσ(dγ) =

∫
Γ0

∫
Γ0

G(ξ∪γ)H(ξ, γ)λσ(dγ)λσ(dξ).

(1.2.25)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξ ↾ Γ
(k)
0 = {x}k1, à γ ↾ Γ

(m)
0 = {x}k+mk+1 . Òîäi∫

Γ0

∫
Γ0

G(ξ ∪ γ)H(ξ, γ)λσ(dγ)λσ(dξ) =

=
∞∑

k,m=0

1

k!m!

∫
Rdk

∫
Rdm

G({x}k+m1 )H({x}k1, {x}k+mk+1 )σ(dx)k+m =

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)∫
R⋉
G({x}n1 )H({x}k1, {x}nk+1)σ(dx)n =

=

∫
Γ0

G(γ)
∑
ξ⊆γ

H(ξ, γ \ ξ)λσ(dγ).

■

1.3. Ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòðè íà ïðñòîðàõ

êîíôiãóðàöié

Áàçîâi ìiðè λσ (ìiðà Ëåáåãà�Ïóàññîíà íà ïðîñòîðàõ ñêií÷åí-
íèõ êîíôiãóðàöié Γ0 i ΓΛ,Λ ∈ Bc(Rd) ) òà ìiðà πσ (ìiðà Ïóàñ-
ñîíà íà ïðñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ) âèçíà÷àþòü âè-
ìiðíi ïðîñòîðè (Γ0,B(Γ0), λσ), (ΓΛ,B(ΓΛ), λσ) i (Γ,B(Γ), πσ), íà
ÿêèõ áóäåìî âèçíà÷àòè îñíîâíi ïðîñòîðè ôóíêöié, ùî îïèñóþòü
ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Íàéáiëüø âæèâàíèìè ïðîñòî-
ðàìè äëÿ îïèñó òàêèõ ñèñòåì ¹ ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè L2(Γ0, λσ),
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L2(ΓΛ, λσ)) i L2(Γ, πσ). Íàâåäåíi ïðîñòîðè içîìîðôíi ïðîñòîðó
Ôîêà ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié. Içîìîðôiçì çàäà¹òüñÿ óíiòàðíèìè
îïåðàòîðàìè âiäîáðàæåííÿ Iλ i Iπ, ÿêi áóäóòü âèçíà÷åíi íèæ÷å.

1.3.1. Ïðîñòið Ôîêà, ïîáóäîâàíèé çà ãiëüáåðòîâèì
ïðîñòîðîì

ÍåõàéH � äiéñíèé àáî êîìïëåêñíèé ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ
ïðîñòið. Çà äîïîìîãîþ ïðîñòîðó H ïîáóäó¹ìî òåíçîðíèé ñòåïiíü
H⊗n, n ∈ N0, ïîêëàâøè çà îçíà÷åííÿì H⊗0 := C (àáî H⊗0 = R).
Òîäi ïðîñòið Ôîêà F âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îðòîãîíàëüíà ñóìà:

F = F(H) :=

∞⊕
n=0

H⊗n

Ïðîñòîðè òàêîãî âèãëÿäó çàñòîñîâóþòü ó êâàíòîâié ìåõàíiöi,
êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ òà ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi äëÿ îïèñó âçà¹-
ìîäi¨ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê. Àëå çäåáiëüøîãî âèêîðèñòî-
âóþòü äâà íàéáiëüø âàæëèâi ïiäïðîñòîðè: öå ïðîñòið Ôîêà áî-
çîíiâ FB i ïðîñòið Ôîêà ôåðìiîíiâ FF àáî ¨õ òåíçîðíèé äîáóòîê
FB ⊗ FF , ÿêùî ïîòðiáíî îïèñàòè âçà¹ìîäiþ áîçîíiâ i ôåðìiîíiâ.
Ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ äåêiëüêîõ ñîðòiâ ÷à-
ñòèíîê, ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè òåíçîðíèé äîáóòîê óñiõ ïðîñòîðiâ
Ôîêà, êîæíèé ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ñîðòó ÷àñòèíîê (äå-
òàëüíiøå äèâ., íàïðèêëàä, [37]).

Òàê, ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Ôîêà, ùî âiäïîâiäàþ âçà¹ìîäi¨ áî-
çîíiâ îäíîãî ñîðòó, òîáòî ïðîñòið FB:

FB = FB(L2(Rd, σ)) :=

∞⊕
n=0

L2
(

(Rd)⊗sn, σ⊗sn
)
,

äå⊗sn îçíà÷à¹ ñèìåòðè÷íèé òåíçîðíèé ñòåïiíü. Åëåìåíòàìè ïðî-
ñòîðó FB ¹ ïîñëiäîâíîñòi-ñòîâï÷èêè:

F̂ =


F0

F1

F2
...

 ,



30 Ðîçäië 1. Ôàçîâi ïðîñòîðè ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

äå Fn = Fn(x1, ..., xn), xj ∈ Rd, ¹ ñèìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ
àðãóìåíòiâ:

Fn(x1, ..., xn) = Fn(xπ(1), ..., xπ(n)), π ∈ Pn.

Ïðè öüîìó F ∈ FB, ÿêùî

∥F∥ = ∥F∥FB
=

( ∞∑
n=0

∥Fn∥2L2((Rd)⊗sn,σ⊗sn)

)1/2

<∞. (1.3.26)

Âàæëèâèì êëàñîì åëåìåíòiâ ïðîñòîðó FB ¹ ìíîæèíà åêñïî-
íåíòöiàëüíèõ âåêòîðiâ e(f), f ∈ H:

e(f) :=



1
f

1√
2!
f⊗2

...
1√
n!
f⊗n

...


. (1.3.27)

Ó çàñòîñóâàííÿõ äî îïèñó êâàíòîâèõ ñòàíiâ ñèñòåì âçà¹ìîäi-
þ÷èõ áîçîíiâ öi âåêòîðè îïèñóþòü êîãåðåíòíi ñòàíè. Çãiäíî ç
(1.3.26)

∥e(f)∥2FB
= e∥f∥

2
F .

Âàæëèâèì äëÿ çàñòîñóâàíü ¹ òàêà âëàñòèâiñòü:

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ âñþäó ùiëüíî¨ ìíîæèíè
L ⊆ H ìíîæèíà åêñïîíåíòöiàëüíèõ âåêòîðiâ {e(f) : f ∈ L} ¹
òîòàëüíîþ â FB.

Äîâåäåííÿ òà îçíà÷åííÿ íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó [1].

1.3.2. Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Γ0, λσ), L
2(Γ, πσ),FB

Çâè÷àéíî óñi ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ¹ içîìîðôíè-
ìè. Àëå ïîáóäóâàòè òàêi içîìîðôiçìè â ÿâíîìó âèãëÿäi ¹ ñêëàä-
íîþ ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ.
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Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Γ0, λσ) òà FB. Íåõàé G : Γ0 7→ C
� êîìïëåêñíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðà-
öié Γ0. Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Fn, n = 0, 1, 2, ... òàê:

G(η) ↾ Γ
(n)
0 = G({x1, ..., xn}) = Gn(x1, ..., xn) :=

√
n!Fn(x1, ..., xn).

(1.3.28)
Òîäi çà âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà (1.2.19) ìà¹ìî:

∫
Γ0

|G(η)|2λσ(dη) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

|G({x1, ..., xn})|2dx1 · · · dxn =

(1.3.29)

=
∞∑
n=0

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

|Fn(x1, ..., xn)|2dx1 · · · dxn = ∥F∥2FB
.

Âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi (1.3.29), ìîæíà çàïèñàòè óíiòàðíèé içî-
ìîðôiçì Iλ òàê:

Iλ : L2(Γ0, λσ) ∋ G 7→ F ∈ FB, (IλG)n = Fn. (1.3.30)

Ç âèçíà÷åííÿ (1.3.30) âèïëèâà¹, ùî ôîêiâñüêà åêñïîíåíòà (1.3.27)
ïåðåõîäèòü ó âåêòîð eλ(f) = I−1

λ e(f), òàêèé, ùî

eλ(f ; η) ↾ Γ
(n)
0 = eλ(f ; {x1, ..., xn}) =

n∏
i=1

f(xi), n ≥ 1.,

Îòæå, âiäïîâiäíà åêñïîíåíòà ó ïðîñòîði L2(Γ0, λσ) âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ:

eλ(f ; η) :=

{
1, η = ∅,∏
x∈η f(x), η ∈ Γ0 \ {∅},

(1.3.31)

Âïðàâà 1.1. Äîâåñòè, ùî

∥eλ(f ; ·)∥2L2(Γ0,λσ)
= e

∥f∥2
L2(Rd,σ) = ∥e(f)∥2FB

,∫
Γ0

eλ(f ; η)λσ(dη) = e<f>σ = e
∫
Rd f(x)σ(dx).
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Içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ L2(Γ, πσ) òà FB. Ïåðåòâîðåííÿ Ëà-
ïëàñà ìiðè Ïóàññîíà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.2.22). Ìiðó
Ïóàññîíà ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié D′, ÿêèé âêëþ÷à¹ â ñåáå íåëiíiéíèé ïðîñòið
íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ, òîäi

lπσ(f) =

∫
D′
e<ω,f>πσ(dω) = e

∫
Rd (e

f(x)−1)σ(dx). (1.3.32)

Ïðîñòið L2(D′, πσ) ¹ äîáðå âèâ÷åíèì îá'¹êòîì, à âiäïîâiä-
íèé àíàëiç íàçèâàþòü "poissonian white noise analysis"(äèâ., íà-
ïðèêëàä, [136,137]. Ùîá âñòàíîâèòè ðîçêëàä, ïîäiáíèé ðîçêëàäó
Âiíåðà�Iòî(äèâ., íàïðèêëàä, [1], ðîçä. 2. 2. 2), ó âèïàäêó ïðîñòîðó
L2(D′, µG) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

eπ(f, ω) = e<ω,ln(1+f)>−<f>σ . (1.3.33)

Öåé ôóíêöiîíàë ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òâiðíèé ôóíêöiîíàë òàê
çâàíèõ óçàãàëüíåíèõ ìîíîìiâ Øàðëå, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðîçêëà-
äîì

eπ(f, ω) =
∞∑
n=0

1√
n!
< Cσn(ω), f⊗n > . (1.3.34)

Çàóâàæåííÿ 1.3. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó (x, z ∈ R) òâiðíèé
ôóíêöiîíàë çâè÷àéíèõ ïîëiíîìiâ Øàðëå ìà¹ âèãëÿä

G(x; z) = ex ln(1+z) − z =

∞∑
n=0

zn√
n!
Cn(x).

Ñïðàâåäëèâîþ ¹ òàêà ëåìà:

Ëåìà 1.3.2. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ D0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
D′
< Cσn(ω), f⊗n > < Cσm(ω), g⊗m > πσ(dω) = (1.3.35)

= δmn(f⊗n, g⊗n)L2(X⊗n,σ⊗n).
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ f, g ∈ D0 i z1, z2 ∈ o(C) iíòåãðàë∫
D′
eπ(z1f, ω)eπ(z2g, ω)πσ(dω) = (1.3.36)

= e−z1<f>σ−z2<g>σ

∫
D′
e<ω,ln[(1+z1f)(1+z2g)]>πσ(dω) =

= e−z1<f>σ−z2<g>σe
∫
X((1+z1f)(1+z2g)−1)σ(dx) =

= e
z1z2(f,g)L2(X,σ) =

∞∑
n=0

zn1 z
n
2

n!
(f⊗n, g⊗n)L2(X⊗n,σ⊗n).

Àëå, âðàõîâóþ÷è (1.3.34), ìà¹ìî∫
D′
eπ(z1f, ω)eπ(z2g, ω)πσ(dω) =

=

∞∑
m,n=0

z1√
n!

z2√
m!

∫
D′
< Cσn(ω), f⊗n >< Cσm(ω), g⊗m > πσ(dω).

(1.3.37)

Ïðèðiâíþþ÷è â (1.3.36) i (1.3.37) êîåôiöi¹íòè áiëÿ îäíàêîâèõ
ñòåïåíiâ z1 i z2, îòðèìà¹ìî (1.3.35). ■

Çà äîïîìîãîþ ìîíîìiâØàðëå áóäó¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ
âèìiðíèõ ïîëiíîìiâ:

Pn(D′) :=

{
P | P(ω) =

n∑
k=0

< Cσk (ω), fk >,ω ∈ D′, fk ∈ D⊗sk

}
.

Óíàñëiäîê ùiëüíîñòi ïîëiíîìiâ Pn(D′) â L2(D′, πσ) äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ F ∈ L2(D′, πσ) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü Fn ∈ L2(X⊗sn, σ⊗sn),
n ≥ 0 òàêà, ùî

F (ω) =

∞∑
n=0

< Cσn(ω), Fn > (1.3.38)

i

∥F∥2L2(D′,πσ)
=

∞∑
n=0

∥Fn∥2L2(X⊗sn,σ⊗sn).
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Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð

F̂ =


F0

F1
...
Fn
...

 ∈ FB.

Ðîçêëàä (1.3.38) çàäà¹ óíiòàðíèé içîìîðôiçì

Iπ : FB ∋ F̂ 7→ F ∈ L2(D′, πσ), (IπF̂ )(ω) = F (ω).

1.4. Ïðèêëàäè äåÿêèõ âàæëèâèõ ôóíêöié

òà iíòåãðàëiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ïðèêëàäè äåÿêèõ âàæëèâèõ ôóíê-
öié íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü
äàëi.

1.4.1. Åêñïîíåíòöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äåÿêèõ
iíòåãðàëiâ

Òóò âñòàíîâëåíî ôîðìóëó, íà ÿêié  ðóíòó¹òüñÿ ðîçêëàä Ìàé-
¹ðà äëÿ çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié(äèâ. ðîçä. 3).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ íà ΓΛ, ÿêi ìàþòü òàêó ñòðóêòóðó:

Φ(γ) :=


1, γ = ∅,
|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

F (γ1)F (γ2) · · ·F (γk), |γ| ≥ 1,

(1.4.39)

äå ñóìà, ïîçíà÷åíà çiðî÷êîþ, ¹ ñóìîþ çà âñiìà ìîæëèâèìè ðîç-
áèòòÿìè ìíîæèíè γ íà k íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí, ÿêi íå ïåðåòè-
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íàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ, òîáòî

k⋃
j=1

γj = γ, γi
⋂
γj = ∅ äëÿ âñiõ i ̸= j, γi ̸= ∅, i, j ∈ {1, ..., k}.

(1.4.40)
Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Teoðåìà 1.4.1. Íåõàé ôóíêöi¨ F : ΓΛ 7→ R àáî F : Γ0 7→ R ¹
òàêèìè, ùî âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ Fn çàäîâîëüíÿþòü óìîâè∫

Λ
. . .

∫
Λ
Fn(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn ≤ cnCΛn!, (1.4.41)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä Λ. Òîäi∫
ΓΛ

Φ(γ)λzσ(dγ) = e
∫
ΓΛ\{∅} F (γ)λzσ(dγ) (1.4.42)

äëÿ 0 < z < 1/2c.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

Φ(α; γ) :=


1, γ = ∅,
|γ|∑
k=1

αk

k! Φk(γ), |γ| ≥ 1,

äå α ∈ R,

Φk(γ) =
∗∑

(γ1,...,γk)⊂γ

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk), (1.4.43)

à âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ F òàêà ñàìà, ÿê ó (1.4.41). Íà âiäìiíó âiä
ôîðìóëè (1.4.39) ó âèðàçi(1.4.43) ñóìóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà âñiìà
âïîðÿäêîâàíèìè íàáîðàìè ðîçáèòòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (1.4.40).
Çðîçóìiëî, ùî Φ(γ) = Φ(1; γ).
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Íåõàé ôóíêöiÿ F â îçíà÷åííi (1.4.39) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.4.41).
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ R ôóíêöiÿ Φ(α; ·) ¹ iíòåãðîâíîþ íà ΓΛ

çà ìiðîþ λzσ i, êðiì òîãî, äëÿ 0 < z < c/2 ôóíêöiÿ

I(α) =

∫
ΓΛ

Φ(α; γ)λzσ(dγ), α ∈ R, (1.4.44)

¹ àíàëiòè÷íîþ i ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ðÿäîì Ìàêëîðåíà çà äîâiëüíîãî
α ∈ (−R,R), i R > 0.

Äiéñíî, ëåãêî îá÷èñëèòè, ùî

I(m)(α) =
dmI(α)

dαm
=

∫
ΓΛ

11Am(γ)

|γ|∑
k=m

αk−m

(k −m)!
Φk(γ)λzσ(dγ) =

(1.4.45)

=
∞∑

N=m

zN

N !

N∑
k=m

αk−m

(k −m)!

∫
ΛN

(dx)N×

×
∗∑

(γ1,...,γk)⊂{x1,...,xN}

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk),

äå 11Am(γ) ¹ iíäèêàòîðîì ìíîæèíè

Am := {γ ∈ ΓΛ | |γ| ≥ m}.

Ïîçíà÷èìî |γj | = nj , j = 1, k. Òîäi ñóìà iç çiðî÷êîþ â (1.4.45)
¹ ñóìîþ çà âñiìà ìîæëèâèìè ðîçáèòòÿìè êîíôiãóðàöi¨ {x1, . . . , xN}
íà k íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ
n1, . . . , nk i ñóìè çà âñiìà ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè nj ≥ 1 ç óìî-
âîþ, ùî n1 + · · ·+ nk = N . Öå êëàñè÷íà êîìáiíàòîðíà ïðîáëåìà:
âîíà ìiñòèòü N !/n1! · · ·nk! åëåìåíòiâ, i∑

{n1,...,nk≥1}
n1+···+nk=N

1 ≤
∑

{n1,...,nk≥0}
n1+···+nk=N

1 = CNN+k−1 < 2N+k.
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Òîäi, âðàõîâóþ÷è (1.4.41), ìà¹ìî

|I(m)(α)| ≤
∞∑

N=m

(2cz)N
N∑

k=m

|α|k−m(2CΛ)k

(k −m)!
< (1.4.46)

<
(4czCΛR)m

(1 − 2cz)Rm
e2|α|CΛ < M

m!

Rm
,

ç

M = M(R) =
e2(1+2cz)RCΛ

1 − 2cz

i äîâiëüíèì R > 0.
Ç âèðàçó (1.4.44) âèïëèâà¹, ùî I(1) çáiãà¹òüñÿ ç ëiâîþ ÷àñòè-

íîþ (1.4.42). Òîìó, ùîá äîâåñòè òåîðåìó, òðåáà ïîêàçàòè, ùî ïðà-
âà ÷àñòèíà (1.4.44) ¹ åêñïîíåíòîþ ïðè α = 1. Ç ðiâíîñòi (1.4.45)
çíàõîäèìî, ùî

I(m)(0) =

∫
ΓΛ

11Am(γ)Φm(γ)λzσ(dγ). (1.4.47)

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Φm(γ) (äèâ. (1.4.43)) ó âèãëÿäi

Φm(γ) =
∑
η⊆γ

11A1(η)F (η)11Am−1(γ \ η)Φm−1(γ \ η). (1.4.48)

Çàóâàæèìî, ùî â (1.4.48) âêëþ÷åíî äîäàíîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïî-
ðîæíié êîíôiãóðàöi¨ η = ∅, àëå âiäïîâiäíèé äîäàíîê äîðiâíþ¹
íóëþ, áî 11A1(∅) = 0 çà îçíà÷åííÿì.

Ïiäñòàâèìî (1.4.48) ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (1.4.47) i ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 1.2.3 (òîòîæíiñòü (1.2.25)) ç G(γ) = 11Am(γ)
i H(η, γ \ η) = 11A1(η)F (η)11Am−1(γ \ η)Φm−1(γ \ η). Îñêiëüêè
11Am(γ ∪ η)11A1(η)11Am−1(γ) = 11A1(η)11Am−1(γ), îòðèìó¹ìî

I(m)(0) =

∫
ΓΛ

11A1(η)F (η)λzσ(dη)

∫
ΓΛ

11Am−1(γ)Φm−1(γ)λzσ(dγ).

Âðàõîâóþ÷è (1.4.47), äëÿ I(m−1)(0) îäåðæó¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiâ-
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âiäíîøåííÿ

I(m)(0) =

(∫
ΓΛ

11A1(η)F (η)λzσ(dη)

)
I(m−1)(0). (1.4.49)

Íåðiâíiñòü (1.4.46) çàáåçïå÷ó¹ àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ I(α) ó
êðóçi ðàäióñîì R (äèâ., íàïðèêëàä, [27], ðîçä. 3). Ó íàøîìó âè-
ïàäêó òðåáà âèáðàòè R > 1. Öå äà¹ çìîãó çàïèñàòè ôóíêöiþ I(α)
ó âèãëÿäi ðÿäó Ìàêëîðåíà:

I(α) =

∞∑
m=0

αm

m!
I(m)(0), |α| < R. (1.4.50)

Òîäi ç (1.4.49) i (1.4.50) ïðè α = 1 âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè 1.4.1. ■

1.4.2. Äåÿêi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ
êîíôiãóðàöié

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî äåÿêi îñíîâíi òà óçàãàëüíåíi
ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ (Γ0,B(Γ0), λσ) i (ΓΛ,B(ΓΛ), λσ), ÿêi áóäóòü
âèêîðèñòàíi ó ðîçä. 3, 4.

Äëÿ ãëèáøîãî îçíàéîìëåííÿ ç òåîði¹þ óçàãàëüíåíèõ ôóíê-
öié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ïðà-
öi [145,149] i ïîñèëàííÿ, íàâåäåíi òàì.

Ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié D(Γ0) âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷è-
íîì. Äëÿ äîâiëüíîãî G : Γ0 7→ R òàêîãî, ùî G ∈ D(Γ0), i äîâiëü-

íîãî γ ∈ Γ
(n)
0 G(γ) = Gn(x1, ..., xn) ∈ C0(Rdn).

Äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ C0(Rd) i |j| ≤ 1 ôóíêöiÿ eλ(j, ·) ∈ D(Γ0).
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ Γ0 âèçíà÷èìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ δη
òàê, ùî

(δη, G) :=

∫
Γ0

δη(γ)G(γ)λzσ(dγ) = z|η|G(η). (1.4.51)

Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ìíîæèí η = {x1, ..., xm} i γ = {y1, ..., ym}
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δη(γ) =

 0 äëÿ |γ| ̸= |η|,
1 äëÿ γ = η = ∅,
|γ|!
∏m
k=1 δ(xk − yk) äëÿ η ∩ γ = ∅.

Äîáóòîê â îñòàííüîìó ðÿäêó ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì δ-ôóíêöié. Òîìó
ó âèïàäêó η1 ∩ η2 = ∅

δη1(γ)δη2(γ) := 0

i ∑
ξ⊂γ∪η1

δη2(ξ) :=
∑
ξ⊂γ

δη2(ξ).

Òîäi äëÿ ηi ∩ ηj = ∅, ÿêùî i ̸= j, ìîæíà âèçíà÷èòè äîáóòîê

m∏
i=1

∆(αiηi)(γ) :=
m∏
i=1

1 + αi
∑
ξi⊂γ

δηi(ξi)

 , αi ∈ C. (1.4.52)

Áóäåìî òàêîæ êîðèñòóâàòèñü ðiâíiñòþ (1.2.25) ó ñåíñi óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié:∫
Γ0

G(γ)
∑
ξ⊂γ

δη(ξ)λzσ(dγ) =

∫
Γ0

∫
Γ0

G(ξ ∪ γ)δη(ξ)λzσ(dξ)λzσ(dγ) =

= z|η|
∫
Γ0

G(η ∪ γ)λzσ(dγ), (1.4.53)

äå çàñòîñîâàíî ðiâíÿííÿ (1.4.51). Ôîðìóëè (1.4.52) i (1.4.53) ìè
âèêîðèñòà¹ìî ó ðîçä. 4 äëÿ âèçíà÷åííÿ òâiðíîãî ôóíêöiîíàëà
äëÿ ×ÇÊÔ (PTCF).

1.4.3. Ìiðà Ãàóññà íà ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ

Ïîáóäîâà i âèâ÷åííÿ ìiðè Ãàóññà íà ôóíêöiîíàëüíèõ ïðî-
ñòîðàõ (ó òîìó ÷èñëi i ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié) ¹ äî-
ñèòü íåòðèâiàëüíèì ðîçäiëîì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [1]). Âàæëèâèì ïðèêëàäîì çàñòîñóâàííÿ òàêîãî àíàëi-
çó ¹ çàñòîñóâàííÿ ãàóññîâèõ óçàãàëüíåíèõ ïîëiâ ó ïîáóäîâi åâ-
êëiäîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [37]). Iíøèì ïðèêëàäîì,
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ÿêèé áóäå ðåàëiçîâàíèé ó öié êíèçi, ¹ ïðåäñòàâëåííÿ ùiëüíîñòi
ìiðè Ãiááñà â îáìåæåíîìó îá'¹ìi ãàóññîâèì iíòåãðàëîì(òàê çâàíå
Sine-Gordon ïåðåòâîðåííÿ).

Ñïî÷àòêó äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êî-
ëè ñèñòåìà òîòîæíèõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê âçà¹ìîäi¹ çà äîïîìîãîþ
ïàðíîãî ïîòåíöiàëó ϕ(x, y), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) óìîâà ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi

(f, f)Eϕ
:=

∫
Rd×Rd

f(x)ϕ(x, y)f(y)dxdy ≥ 0, (1.4.54)

äå Eϕ � äåÿêèé ÿäåðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (1.4.54);
2) óìîâà íåïåðåðâíîñòi

ϕ(x, x) < +∞. (1.4.55)

Òîäi ôóíêöiîíàë exp
[
−1

2(f, f)Eϕ

]
áóäå õàðàêòåðèñòè÷íèì ôóíê-

öiîíàëîì, i çà òåîðåìîþ Ìiíëîñà [28] iñíó¹ òàêà ãàóññîâà ìiðà
dµ(φ) íà (E∗

ϕ,ΣEϕ
), ùî

exp

[
−1

2
(f, f)Eϕ

]
=

∫
E∗

ϕ

eiφ(f)dµ(φ), (1.4.56)

äå φ(f) =
∫
φ(x)f(x)dx � óçàãàëüíåíå âèïàäêîâå ïîëå, êîâàðià-

öi¹þ ÿêîãî ¹ ïîòåíöiàë ϕ:

ϕ(x, y) =

∫
E∗
φ(x)φ(y)dµ(φ). (1.4.57)

Óìîâà (1.4.55) äà¹ ìîæëèâiñòü âèáðàòè E∗ ÿê ïðîñòið íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié íà Rd (äèâ. [105]). Òîäi iñíó¹ ïîëå φ(δ(x − ·)
i, çàïèñóþ÷è ôîðìóëó (1.4.56) äëÿ f(x) = β1/2

∑n
i=1 δ(x − xi),

îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ãiááñîâî¨ åêñïîíåíòè

e−βU(γ) = e
1
2

∑n
i=1 ϕ(xi,xi)

∫
E∗
eiβ

1/2
∑n

j=1 φ(xj)dµ(φ), (1.4.58)

äå γ = {x1, . . . , xn}.
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Òåðìîäèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì çàëåæàòü âiä õàðàê-
òåðó âçà¹ìîäi¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ ïîòåíöiàëiâ âçà¹-
ìîäi¨. Ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ïîòåíöiàëè çàëåæàòü òiëü-
êè âiä âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè òà ¨õ ñîðòàìè (¨õ äîäàòêîâè-
ìè ôiçè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè), òîáòî âîíè ¹ òðàíñëÿöiéíî-
iíâàðiàíòíèìè ôóíêöiÿìè êîîðäèíàò ÷àñòèíîê ñèñòåìè. Ó íàé-
áiëüø âæèâàíîìó âèïàäêó, êîëè âðàõîâóþòü òiëüêè ïàðíi âçà¹-
ìîäi¨, âçà¹ìîäiÿ ìiæ i-þ òà j-þ ÷àñòèíêàìè

V ij
2 (x, y) := ϕij(|x− y|),

àáî ïðîñòî ϕ(|x − y|) ó âèïàäêó ñèñòåìè òîòîæíèõ ÷àñòèíîê. Ó
öüîìó âèïàäêó åíåðãiÿ N ÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ0 (|γ| = N)

U(γ) = UN (x1, . . . , xN ) :=
∑

1≤i<j≤N
ϕ(|xi − xj |).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà ïðèïóñòèòè1, ùî iñíóþòü âçà-
¹ìîäi¨, ÿêi ïðèòàìàííi ëèøå òðüîì, ÷îòèðüîì i ò.ä. k ÷àñòèíêàì ç
äîâiëüíèì k ∈ {2, 3, . . .} i îïèñóþòüñÿ ïîòåíöiàëàìè Vk(x1, . . . , xk),
(xi ∈ Rd). Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ0

U(γ) =
∑
η⊆γ
|η|≥2

V (η) =

|γ|∑
k=2

∑
{x1,...,xk}⊆γ

Vk(x1, . . . , xk).

1Òàêå ïðèïóùåííÿ ¹ íå òiëüêè òåîðåòè÷íîþ ãiïîòåçîþ, à é áàçó¹òüñÿ íà
äåÿêèõ ñïîñòåðåæåííÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [223]).
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Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî iíêîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ
V1(x1) ̸= 0. Öå îçíà÷à¹, ùî âñÿ ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â äåÿêîìó
çîâíiøíüîìó ïîëi, ÿêå äi¹ íà êîæíó ÷àñòèíêó ñèñòåìè.

Âèçíà÷èìî åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êîíôiãóðàöiÿìè γ i γ′:

W (γ; γ′) :=
∑
x∈γ
y∈γ′

ϕ(|x− y|), (2.0.1)

à òàêîæ ïîâíó åíåðãiþ êîíôiãóðàöi¨ γ, ÿêà âçà¹ìîäi¹ ç äåÿêîþ
êîíôiãóðàöi¹þ γ′:

U(γ | γ′) = U(γ) +W (γ; γ′). (2.0.2)

Âèãëÿä ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷à¹ ìîäåëü, ó ðàìêàõ ÿêî¨
îïèñóþòü òåðìîäèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè. Íàéâàæëèâi-
øîþ õàðàêòåðèñòèêîþ â òàêîìó îïèñi ¹ åíåðãiÿ U(γ), ÿêà ïîâèííà
çàäîâîëüíÿòè ïåâíi óìîâè çàëåæíî âiä ïðîáëåìè, ÿêó ñëiä îïè-
ñàòè.

2.1. Óìîâè íà ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ

âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê

Ñòiéêiñòü âçà¹ìîäi¨ (Stability) (S) ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ
îïèñó òåðìîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåñêií÷åííèõ ñòàòèñòè÷-
íèõ ñèñòåì. Öþ óìîâó çàïèñóþòü çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííî¨ ñè-
ñòåìè íåðiâíîñòåé íà ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ìiæ äîâiëü-
íèìè ñêií÷åííèìè ïiäñèñòåìàìè, ùî íàëi÷óþòü N ÷àñòèíîê, ÿêi
ðîçòàøîâàíi â òî÷êàõ x1, ..., xN ïðîñòîðó Rd.

(S) Ñòiéêiñòü. Iñíó¹ ñòàëà B ≥ 0 òàêà, ùî

U(x1, ..., xN ) ≥ −BN (2.1.3)

äëÿ äîâiëüíèõ N ≥ 2 i {x1, ..., xN}.
Óìîâà (2.1.3) i óìîâà ðåãóëÿðíîñòi (2.2.11), ïðî ÿêó ïiäå ìî-

âà ïiçíiøå, ¹ äîñòàòíiìè äëÿ ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà íåñêií÷åí-
íî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê ó îáëàñòi ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ
β = 1

kBT
i z, äå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, à z � àêòèâíiñòü,
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ÿêà áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíà ç ãóñòèíîþ ÷àñòèíîê (äèâ., íàïðè-
êëàä, [43, ðîçä. 4]).

Ùîá âèðiøèòè ïðîáëåìó ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åí-
íèõ ñèñòåì çà âñiõ äîäàòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β i z, íåîáõiäíî
ââåñòè áiëüø îáìåæóâàëüíó óìîâó íà õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷à-
ñòèíêàìè. Òàêîþ óìîâîþ ¹ óìîâà ñóïåðñòiéêîñòi (superstability)
(SS) (äèâ. [115, 213]). Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñóïåðñòiéêîñòi ñêîðèñòà¹-
ìîñü ðîçáèòòÿì ∆a (äèâ. (1.1.13)) ïðîñòîðó Rd íà ãiïåðêóáèêè
∆, äîâæèíà ðåáåð ÿêèõ äîðiâíþ¹ a.

(SS) Ñóïåðñòiéêiñòü. Âçà¹ìîäiþ íàçèâàþòü ñóïåðñòiéêîþ,
ÿêùî iñíóþòü ñòàëi A > 0, B ≥ 0 òà ðîçáèòòÿ ∆a òàêi, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ = {x1, . . . , xN} ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a

[
A|γ∆|2 −B|γ∆|

]
. (2.1.4)

Çàóâàæåííÿ 2.1. Äåùî iíøå âèçíà÷åííÿ çàïðîïîíîâàíî Æèíiá-
ðîì (äèâ. [115]):
Âçà¹ìîäiÿ ¹ ñóïåðñòiéêîþ, ÿêùî iñíóþòü äâi äiéñíi ñòàëi B ≥ 0
i A1 ≥ 0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ
òàêà íåðiâíiñòü:

U(γ) ≥ A1
|γ|2

ξd
−B|γ|, (2.1.5)

äå ξ = max
{x,y}⊂γ

|x − y|. Íåõàé îáìåæåíèé êîíòåéíåð Λ îá'¹ìîì

V = σ(Λ) òàêèé, ùî γ ⊂ Λ. Òîäi óìîâó (2.1.5) ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

U(γ) ≥ AΛ
|γ|2

V
−B|γ|, (2.1.6)

äå ñòàëà AΛ íå çàëåæèòü âiä îá'¹ìó V çàäàíî¨ ôîðìè, àëå ìîæå
çàëåæàòè âiä öi¹¨ ôîðìè. Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ÿêùî ðîçãëÿäàòè
Λ ÿê îá'¹äíàííÿ êóáèêiâ ∆, âèçíà÷åíèõ ó (1.1.13) i âií âêëþ÷à¹
â ñåáå õî÷à á îäíó òî÷êó êîíôiãóðàöi¨ γ, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è
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íåðiâíiñòü Êîøi�Øâàðöà, ìîæíà çàïèñàòè òàêó íåðiâíiñòü:

|γ|2 =

 ∑
∆∈∆a

|γ∆|

2

≤
∑

∆∈∆a∩γ

1 ·
∑

∆∈∆a

|γ∆|2 =
V

ad

∑
∆∈∆a

|γ∆|2.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (2.1.6) âèïëèâà¹ ïðÿìî ç (2.1.4), äå AΛ =
= Aad.

Iíôîðìàöiþ ïðî äåÿêèé êëàñ ñóïåðñòiéêèõ ïîòåíöiàëiâ íàâå-
äåíî ó ïðàöi [167].

Iñíó¹ áiëüø ñèëüíà óìîâà íà âçà¹ìîäiþ, íiæ (2.1.4).
(SSS) Ïîñèëåíà ñóïåðñòiéêiñòü (Strong superstability). Âçà¹-

ìîäiþ íàçèâàþòü ïîñèëåíî ñóïåðñòiéêîþ, ÿêùî iñíóþòü ñòàëi
A > 0, B ≥ 0, p ≥ 2 òà ðîçáèòòÿ ∆a0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ = {x1, . . . , xN} ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâ-
íiñòü:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a0

[A|γ∆|p −B|γ∆|] . (2.1.7)

Ïàðê (äèâ. [184]) âèêîðèñòàâ óìîâó (2.1.7) ç p > 2 äëÿ äîâå-
äåííÿ îáìåæåíîñòi åêñïîíåíòè âiä îïåðàòîðà êiëüêîñòi ÷àñòèíîê
êâàíòîâèõ ñèñòåì Áîçå-ãàçó, ùî âçà¹ìîäi¹.

Ó çâ'ÿçêó ç óìîâàìè (2.1.3), (2.1.4), (2.1.7) âèíèêà¹ ïðîáëåìà
îïèñó ïîâåäiíêè ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨, ÿêi çàáåçïå÷àòü ñòiéêiñòü,
ñóïåðñòiéêiñòü i ïîñèëåíó ñóïåðñòiéêiñòü âiäïîâiäíèõ ñòàòèñòè÷-
íèõ ñèñòåì.

2.2. Óìîâè íà ïîòåíöiàëè âçà¹ìîäi¨

Ïîêëàäàþ÷è â (2.1.3) N = 2, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïî-
òåíöiàë ϕ ìà¹ áóòè îáìåæåíèì çíèçó:

ϕ(|x|) ≥ −2B.

Iíôîðìàöiþ ïðî äåÿêi êëàñè ñòiéêèõ ñèíãóëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ
íàâåäåíî ó ïðàöÿõ [98,226].
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Ùå îäíi¹þ âàæëèâîþ óìîâîþ ¹ óìîâà iíòåãðîâíîñòi ïîòåí-
öiàëiâ íà áåçìåæíîñòi, ÿêà ôiçè÷íî ïîâ'ÿçàíà ç äîñòàòíüî øâèä-
êèì çìåíøåííÿì âçà¹ìîäi¨.

(T) Ïîìiðíiñòü. Äëÿ äîâiëüíîãî a > 0

sup
xk∈Rd

∫
Rd(k−1)
a

|Vk(x1, . . . , xk)| dx1 · · · dxk−1 =: v
(a)
k < +∞, (2.2.8)

äå

Rd(k−1)
a :=

{
(x1, . . . , xk) ∈ Rdk

∣∣|xi − xj | ≥ a, äëÿ âñiõ, i ̸= j
}

(2.2.9)
i

∞∑
k≥2

v
(a)
k =: C

(a)
V < +∞,

à äëÿ ïàðíîãî ïîòåíöiàëó∫
|x|≥a

ϕ(|x|) dx < +∞. (2.2.10)

Óìîâó (2.2.10) ôîðìóëþþòü òàêîæ ÿê óìîâó ðåãóëÿðíîñòi
(Regularity) (R) âçà¹ìîäi¨:∫

Rd

|e−βϕ(|x|) − 1| dx = C(β) <∞. (2.2.11)

Êðiì òîãî, Äîáðóøèí (äèâ. [12]) çàïðîïîíóâàâ íåîáõiäíó óìî-
âó ñòiéêîñòi âçà¹ìîäi¨: ∫

Rd

ϕ(|x|) dx ≥ 0,

òîáòî äîäàòíà ÷àñòèíà ïîòåíöiàëó ïîâèííà áóòè äîñòàòíüî âå-
ëèêîþ. Ìiæìîëåêóëÿðíi ïîòåíöiàëè çäåáiëüøîãî ðîçãëÿäàþòü ó
âèãëÿäi, ÿêèé íàâåäåíî íà Ðèñ. 2.1. Âîíè âiäíîñÿòüñÿ äî êëàñó
ïîòåíöiàëiâ Ëåíàðäà�Äæîíñîíà (äèâ. [210], ðîçä. 3).
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Ðèñ. 2.1

Ó ïðàöi [210] Ðþåëü çàïðîïîíóâàâ óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü
îöiíêè (2.1.4) (2.1.6) äëÿ ñèñòåì, ðîçòàøîâàíèõ ó êóái Λ îá'¹ìîì
V . Âií ðîçãëÿäàâ ïîòåíöiàë ϕ ó òàêîìó âèãëÿäi:

ϕ(|x|) = ϕ1(|x|) + ϕ2(|x|),

äå ϕ1 � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ çi çíà÷åííÿìè â iíòåðâàëi
[0;∞], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.2.8), à ϕ2 � íåïåðåðâíà äîäàòíî
âèçíà÷åíà, òîáòî ¨¨ Ôóð'¹-ïåðåòâîðåííÿ ¹ òàêèì:

∼
ϕ2(0) =

∫
Rd

ϕ2(x) dx > 0. (2.2.12)

Íàâåäåíi âèùå óìîâè òà ¨õ íàñëiäîê � íåðiâíiñòü (2.1.6) âèêî-
ðèñòàíî ó ïðàöi [210] äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨
ãðàíèöi (Λ ↗ Rd) äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (êàíîíi÷íèé àíñàìáëü) i
òèñêó (âåëèêèé êàíîíi÷íèé àíñàìáëü). Ïiçíiøå Ôiøåð ïîìiòèâ
(äèâ. çàóâàæåííÿ â [210]), ùî öi ðåçóëüòàòè ìîæíà äîâåñòè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ìåíø îáìåæóâàëüíi óìîâè íà ïîòåíöiàë ϕ:

ϕ(|x|) ≥ c

|x|d+ε
äëÿ |x| < a1, (2.2.13)

ϕ(|x|) ≥ −w äëÿ a1 ≤ |x| ≤ a2, (2.2.14)

ϕ(|x|) ≥ − c′

|x|d+ε′
äëÿ |x| > a2, (2.2.15)

äå a1, a2, c, c′, w, ε, ε′ � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi (äèâ. òàêîæ ñòàò-
òþ [98] äëÿ ñèñòåìè ÷àñòèíîê ðiçíèõ âèäiâ òà �çàðÿäæåíèõ� ñè-
ñòåì). Íà äóìêó àâòîðiâ, óìîâè (2.2.13) � (2.2.15) çàáåçïå÷óþòü
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ñòàáiëüíiñòü ñèñòåìè, iíøèìè ñëîâàìè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.1.3).
Ôàêòè÷íî öi óìîâè ãàðàíòóþòü òàêîæ ñóïåðñòiéêiñòü âçà¹ìîäi¨.
Ïðîòå òàêå ïîíÿòòÿ ùå íå áóëî ââåäåíî. Ñàìîñòiéíî i â òîé ñà-
ìèé ÷àñ (1963 ð.) Ïîâçíåð çíàéøîâ óìîâè ùîäî ïîòåíöiàëó, ÿêèé
çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ îöiíêè (2.1.3) (i íàâiòü îöiíêè (2.1.4)). Éîãî
àðãóìåíòè íàâåäåíî â ïðàöi [226], äå ¨õ áóëî óòî÷íåíî äëÿ àíàëi-
çó ñòiéêîñòi êëàñè÷íèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì çi âçà¹ìîäi¹þ, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ âèñîêî ñèíãóëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè. Ïiçíiøå Äîá-
ðóøèí çàïðîïîíóâàâ çàãàëüíó óìîâó íà ïîòåíöiàë ϕ, ÿêèé íà
âiäìiíó âiä (2.2.13) ìîæå òàêîæ áóòè iíòåãðîâíèì ïîòåíöiàëîì
(äèâ. [12], ôîðìóëà (2.2.13)). Ìîäèôiêóþ÷è óìîâè Ïîâçíåðà, âií
äîâiâ, ùî ñòiéêiñòü òà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïî-
òåíöiàëiâ âèïëèâà¹ ç öèõ óìîâ. Äëÿ çàâåðøåííÿ öüîãî êîðîòêî-
ãî îãëÿäó çãàäà¹ìî ïðî êðèòåðié ñòiéêîñòi, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ
Áàñó¹â [56]. Çàóâàæèìî, ùî âií äîñèòü áëèçüêèé äî óìîâè Ïî-
âçíåðà. Êîðîòêî éîãî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó ïîäàëüøå çáiëüøåííÿ ïîçèòèâíî¨
÷àñòèíè ïîòåíöiàëó íå âåäå äî çìåíøåííÿ ïèòîìî¨ åíåðãi¨ çâ'ÿçêó.
Ç îãëÿäó íà âèêîðèñòàííÿ óìîâ (2.1.4), (2.1.6) âàæëèâî îòðèìà-
òè îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ ñòàëèõ A, B. Ó öüîìó ðàçi âàæëèâîþ ¹
ïðàöÿ [167], â ÿêié äëÿ íåïåðåðâíèõ L1(Rd)-ïîòåíöiàëiâ, ùî çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó (2.2.12), äîâåäåíî íåðiâíiñòü (2.1.6) ç

A =
1

2

(
∼
ϕ(0) − ε

)
, B =

1

2
ϕ(0), iV = V (ε) (2.2.16)

äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0. Ñòàëi A, B ¹ íåïîêðàùóâàíèìè.
Óìîâè, ðîçãëÿíóòi â öüîìó ðîçäiëi, ñòîñóþòüñÿ âçà¹ìîäi¨ òî÷-

êîâèõ ÷àñòèíîê. Äëÿ áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ iíêîëè çðó÷íî
ðîçãëÿäàòè ÷àñòèíêè ÿê àáñîëþòíî òâåðäi êóëüêè ìàëîãî ðàäió-
ñà. Ïðî ïîòåíöiàëè ç òâåðäîþ ñåðöåâèíîþ òà êàòàñòðîôi÷íi ïî-
òåíöiàëè éäåòüñÿ ó [43, ðîçä. 4].
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2.3. Óìîâè, ùî âèïëèâàþòü ç òåîði¨

ïîòåíöiàëó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ñïèðàþ÷èñü íà ïðàöþ [207], ðîçãëÿäà-
þòüñÿ íîâi äîñòàòíi óìîâè íà ïàðíèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨, ùî
çàáåçïå÷óþòü ñòiéêèé, ñóïåðñòiéêèé àáî ïîñèëåíî ñóïåðñòiéêèé
ñòàí ñèñòåìè. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî çàóâàæåííÿ ïðî ìîæëèâó
ïîâåäiíêó ñèíãóëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàáåçïå÷ó¹ óìîâó (2.1.7)
äëÿ p > 2, ñïî÷àòêó çàïðîïîíóâàâ Ðþåëü (äèâ. [43, ðîçä. 3], ôîð-
ìóëà (2.28)). Íà ïåðøèé ïîãëÿä öå ïðîñòî iíòó¨òèâíå ïðèïóùåí-
íÿ, ÿêå ìîæíà ðîçãëÿäàòè íà ôiçè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi, ÿêùî
ïðèéíÿòè òàêó ãiïîòåçó: êîíôiãóðàöiÿ, ÿêà ìiíiìiçó¹ åíåðãiþ N
÷àñòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â êóái îá'¹ìîì V , ¹ òàêîþ, ùî ÷àñòèí-
êè â íié ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ÷àñòèíêè

ðîçòàøîâàíi ó âóçëàõ  ðàòêè íà âiäñòàíi ∼
(
V
N

) 1
d . Òàêà îöiíêà

åíåðãi¨ áóëà òàêîæ ðîçðàõîâàíà Äîáðóøèíèì (äèâ. [80], ôîðìó-
ëè (4.1), (3.2)). Òîìó ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê ñòðîãå äîâåäåííÿ ãiïîòåçè Ðþåëÿ [43]. Âèêîðèñòàíî ñòðî-
ãi ðåçóëüòàòè ïðàöü [128, 129], [64, 153]) òà äåÿêi ôàêòè êëàñè÷-
íî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó (äèâ., íàïðèêëàä, [157]). Êðiì òîãî, íèæ÷å
âñòàíîâëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ ñòàëèõ A i B ó íåðiâíîñòÿõ (2.1.4),
(2.1.7).

2.3.1. Äåÿêi ìîìåíòè ç òåîði¨ ïîòåíöiàëó

Âiäïîâiäíî äî ïðàöi [157] ââåäåìî êiëüêà íîâèõ ïîçíà÷åíü.
Íåõàé K � äåÿêèé êîìïàêò ó Rd. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨
γK(|γK | = N) ç ìíîæèíè K âèçíà÷èìî åíåðãiþ Ðiññà:

E(N)
s (γK) :=

∑
{x,y}⊂γK

1

|x− y|s
, s > 0. (2.3.17)

Ó âèïàäêó s < d ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë åíåðãi¨

Is(µ;K) :=
1

2

∫ ∫
K×K

1

|x− y|s
µ(dx)µ(dy), (2.3.18)
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äå µ � äåÿêà éìîâiðíiñíà ìiðà, íîñi¹ì ÿêî¨ ¹ K (µ(K) = 1). Îäíà
ç íàéâàæëèâiøèõ ïðîáëåì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó � öå çíàéòè
ìiðó µ∗, ÿêà ìiíiìiçó¹ iíòåãðàë (2.3.18).

Âiäîìî (äèâ. [157, ðîçä. 2]), ùî ÿêùî êîíôiãóðàöiÿ γminK =
= {ξ1, . . . , ξN} ìiíiìiçó¹ åíåðãiþ (2.3.17), òî ïîñëiäîâíiñòü ìið

µN (·) :=
1

N

N∑
i=1

δξi(·),

äå δξi � òî÷êîâà ìiðà Äiðàêà, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â ñëàáêié òîïîëîãi¨
äî ìiðè µ∗ (ìiíiìiçóþ÷à ìiðà iíòåãðàëà (2.3.18)), à ïîñëiäîâíiñòü

e
(N)
s,K =

E
(N)
s (γminK )

N2

ìîíîòîííî çðîñòà¹ i

lim
N→∞

e
(N)
s,K = Is(µ

∗) <∞. (2.3.19)

Iñíóþòü äâi ðiçíi ïîâåäiíêè ìiíiìiçóþ÷èõ êîíôiãóðàöié ó ãðà-
íèöi N → ∞:
1) ÿêùî s ≤ d − 2, òî suppµN ⊂ ∂K, suppµ∗ ⊂ ∂K, äå ∂K ¹
ìåæåþ êîìïàêòà K;
2) ÿêùî d− 2 < s < d, òî suppµ∗ ⊂ K.

Íåõàé K = Bd(0; r) � d-âèìiðíà êóëÿ ðàäióñà r, à ∂K =
Sd(0; r) � ïîâåðõíÿ âiäïîâiäíî¨ ñôåðè. Òîäi ó âèïàäêó 1 äëÿ
s ≤ d− 2 ìiíiìiçóþ÷à ìiðà ðîçïîäiëåíà íà ïîâåðõíi êóëi Bd(0; r)
i

µ∗(dx;Bd(0; r)) =
m(dx)|Sd(0;r)

m(Sd(0; r))
, m(Sd(0; r)) =

2π
d
2

Γ
(
d
2

)rd−1;

ó âèïàäêó 2 äëÿ d− 2 < s < d

µ∗(dx;Bd(0; r) =
A(d; s)

(r2 − x2)
d−s
2

m(dx), A(d; s) =
Γ
(
1 + s

2

)
π

d
2 Γ
(
1 − d−s

2

) ,
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äå m(·) � ìiðà Ëåáåãà â Rd. Âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ iíòåãðàëà åíåðãi¨
(2.3.18) ¹ òàêèìè:
1) äëÿ s ≤ d− 2

Is(µ
∗;Bd(0; r)) =

1

rs
2d−s−3 Γ

(
d−s−1

2

)
Γ
(
d
2

)
√
π Γ

(
d− 1 − s

2

) ; (2.3.20)

2) äëÿ d− 2 < s < d

Is(µ
∗;Bd(0; r)) =

1

rs
Γ
(
1 + s

2

)
Γ
(
d−s
2

)
2 Γ
(
1 + d

2

) . (2.3.21)

Äåòàëüíiøå îá÷èñëåííÿ íàâåäåíî ó ïðàöi [157].
Âèïàäêè s = d i s > d iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âèïàäêó

s < d, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ â êëàñè÷íié òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Ïîáó-
äîâà ìiíiìiçóþ÷î¨ ìiðè òà îöiíêè ìiíiìàëüíî¨ åíåðãi¨ êîíôiãóðà-
öi¨ äëÿ s ≥ d çàïðîïîíîâàíi â [129], [128], [153] (äèâ. òàêîæ [64]).
Ñôîðìóëþ¹ìî íàéâàæëèâiøi äåòàëi:
1) iíòåãðàë åíåðãi¨ Is(µ) = +∞ äëÿ âñiõ iìîâiðíiñíèõ ìið íà êîì-
ïàêòi K ⊂ Rd;
2) äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd âèêîíó¹òüñÿ òàêà ãðàíèöÿ:

µN (·) → m(·)|K
m(K)

,

àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ÷àñòèíêè àñèìïòîòè÷íî ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíi;
3) äëÿ s = d, äå K ¹ d-âèìiðíèì êóáèêîì iç ðåáðîì a, iñíó¹ ãðà-
íèöÿ:

Cd = lim
N→∞

E
(N)
s

(
γminK

)
N2 lnN

=
1

as
π

d
2

d · Γ
(
d
2

) ; (2.3.22)

4) ÿêùî s > d, òîäi

lim
N→∞

E
(N)
s

(
γminK

)
N1+ s

d

=
1

as
Cs,d

2
, (2.3.23)

à âiäïîâiäíi ïîñëiäîâíîñòi â (2.3.22) i (2.3.23) ìîíîòîííî çðîñ-
òàþòü. Ó âèïàäêó d = 1 i K = [0, 1] Cs,1 = 2ξ(s), äå ξ(s) ¹
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êëàñè÷íîþ äçåòà-ôóíêöi¹þ Ðiìàíà;
5) ÿêùî s > d, âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:

E(N)
s (γK) ≥ 1

as
1

22s+1

(
2π

d
2

d · Γ
(
d
2

)) s
d

N1+ s
d . (2.3.24)

2.3.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó

Ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨, ÿêi äàþòü çìîãó
ðîçãëÿäàòè ñòiéêi, ñóïåðñòiéêi òà ïîñèëåíî ñóïåðñòiéêi ñèñòåìè.

(A): Óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨. Ðîçãëÿíåìî çàãàëü-
íèé òèï ïîòåíöiàëiâ ϕ, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè íà R+ \ {0} i äëÿ
ÿêèõ iñíóþòü ñòàëi r0 > 0, R > r0, ϕ0 > 0, ϕ1 > 0 òà ε0 > 0
òàêi, ùî:

1)ϕ(|x|) ≡ ϕ−(|x|) ≥ − ϕ1
|x|d+ε0

äëÿ |x| ≥ R, ; (2.3.25)

2)ϕ(|x|) ≡ ϕ+(|x|) ≥ ϕ0
|x|s

, s ≥ 0 äëÿ |x| ≤ r0. (2.3.26)

äå

ϕ+(|x|) := max{0, ϕ(|x|)}, ϕ−(|x|) := min{0, ϕ(|x|)}. (2.3.27)

Íà âiäìiíó âiä [129], [157], ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê s = 0, ÿêèé
ìîæëèâî ¹ òðèâiàëüíèì ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ, àëå ¹
âàæëèâèì ó íàøîìó âèïàäêó (äèâ. çàóâàæåííÿ 2.3).

Ñôîðìóëþ¹ìî òàêó òåîðåìó:

Teoðåìà 2.3.1. Íåõàé ïîòåíöiàë çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A).
Òîäi äëÿ 0 ≤ s < d, äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ0 i äîñòàò-
íüî ìàëîãî ε > 0 iñíó¹ ñòàëà B = B(ε) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a,
|γ∆|≥2

(
Is(µ

∗; ∆)ϕ0 −
φ0

2
− εϕ0

)
|γ∆|2 −B|γ|, (2.3.28)
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äå
φ0 = φ0(a) := sup

x∈Rd

∑
∆∈∆a

sup
y∈∆

∣∣ϕ−(|x− y|)
∣∣ . (2.3.29)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ç óìîâè (2.3.25) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ε < ε0

φε = φε(a) := sup
x∈R3

∑
∆∈∆a

sup
y∈∆

ϕ−(|x− y|)|x− y|ε <∞. (2.3.30)

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ó âèïàäêó 0 ≤ s < d ïîòåíöiàë ϕ çàáåçïå÷ó¹
âèêîíàííÿ óìîâè (SS) (äèâ. (2.1.4)), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

(Is(µ
∗; ∆) − ε)ϕ0 >

φ0

2
. (2.3.31)

Çàóâàæåííÿ 2.4. Óìîâó (2.3.31) ìîæíà çàïèñàòè â ïðîñòiøié
ôîðìi, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî ìiíiìàëüíà åíåðãiÿ Ðiññà êîíôiãó-
ðàöi¨ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê |γ∆| ó êóáèêó ∆ ∈ ∆a

çàâæäè áiëüøà, íiæ ìiíiìàëüíà åíåðãiÿ Ðiññà òi¹¨ ñàìî¨ êiëü-

êîñòi ÷àñòèíîê ó ñôåði ðàäióñîì r =
√
da
2 . Îòæå, ìîæíà ïiä-

ñòàâèòè ôîðìóëè (2.3.20), (2.3.21) ç r =
√
da
2 äëÿ Is(µ

∗; ∆) ó
ëiâó ÷àñòèíó (2.3.31) (âiäïîâiäíî äëÿ âèïàäêó s ≤ d− 2, d− 2 <
< s < d). Ïðàâó ÷àñòèíó (2.3.31) ìîæíà çàìiíèòè íà C

ad
, äå

ñòàëà C ≈
∫
Rd |ϕ−(|x|)| dx äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî a. Òîäi äëÿ

çàäàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ â d-âèìiðíîìó ïðîñòîði é ïîòåíöiàëó, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.3.26), ñèñòåìà ¹ íàäñòiéêîþ, ÿêùî iñíó¹
òàêå a (iíøèìè ñëîâàìè, òàêå ðîçáèòòÿ ∆a ïðîñòîðó Rd), ùî
óìîâà (2.3.31) âèêîíó¹òüñÿ. Ìíîæèíà ïîòåíöiàëiâ, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (SS), íå ¹ ïîðîæíüîþ, áî ìîæíà ïiäiáðàòè
äîñòàòíüî âåëèêå φ0, ùîá âèêîíóâàëîñü (2.3.31) äëÿ äîâiëüíîãî
ôiêñîâàíîãî a > 0. Äëÿ âèïàäêó s = 0 I0(µ

∗; ∆) = 1/2.

Teoðåìà 2.3.2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè (A). Òîäi äëÿ s = d, äîâiëüíîãî γ ∈ Γ0 i äîñòàòíüî ìàëî-
ãî ε > 0 iñíó¹ ñòàëà B = B(ε) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a,
|γ∆|≥2

(
(Cd − ε)ϕ0 ln |γ∆| −

φ0

2

)
|γ∆|2 −B|γ|, (2.3.32)
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äå (äèâ. [129])

Cd =
1

ad
π

d
2

dΓ
(
d
2

) .
Teoðåìà 2.3.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (A). Òîäi äëÿ s > d i äîâiëüíîãî γ ∈ Γ0 iñíó¹ ñòàëà
B = B(ε) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a,
|γ∆|≥2

(
Cs,d φ0 |γ∆|1+

s
d − v0

2
|γ∆|2

)
−B|γ|, (2.3.33)

äå (äèâ. [129])

Cs,d =
1

as
1

22s+1

(
2π

d
2

dΓ
(
d
2

)) s
d

. (2.3.34)

Çàóâàæåííÿ 2.5. Ïðè s = d ñèñòåìà ÷àñòèíîê ¹ ñóïåðñòiéêîþ
(SS) äëÿ âñiõ ðîçáèòòiâ ∆a, îñêiëüêè çà äîâiëüíèõ ε > 0 i φ0

çíàéäåòüñÿ N0 ≥ 2 i B = B(N0) òàêi, ùî äëÿ N > N0

(Cd − ε) ϕ0 ln N >
φ0

2
.

Ó âèïàäêó s > d ñèñòåìà ÷àñòèíîê ¹ ïîñèëåíî ñóïåðñòiéêîþ
(SSS), îñêiëüêè çàâæäè ìîæíà âèáðàòè äîñòàòíüî ìàëå a > 0
i äåÿêå A = A(a) òàêi, ùî

Cs,d ϕ0|γ∆|1+
s
d − φ0

2
|γ∆|2 ≥ A|γ∆|1+

s
d

äëÿ |γ∆| ≥ 2.
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2.3.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1

Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ0 i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïîáóäó¹ìî
ðîçêëàä

U(γ) =
∑

{x,y}⊂ γ

ϕ(|x− y|) =

(2.3.35)
=

∑
∆∈∆a:|γ∆|≥2

U(γ∆) +
∑

{∆,∆′}⊂∆a

∑
x∈γ∆
y∈γ∆′

ϕ(|x− y|).

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (A) íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨, âèçíà÷åííÿ
(2.3.17) i íåðiâíiñòü |γ∆| |γ∆′ | ≤ 1

2

(
|γ∆|2 + |γ∆′ |2

)
, ç ðîçêëàäó

(2.3.35) îòðèìó¹ìî òàêó îöiíêó:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

[
E(|γ∆|)
s (γmin

∆ )ϕ0

]
− 1

2
M,

äå

M =
∑

{∆,∆′}⊂∆a

(
|γ∆|2 + |γ∆′ |2

)
sup
x∈∆

sup
y∈∆′

∣∣ϕ−(|x− y|)
∣∣ . (2.3.36)

Ïåðåóïîðÿäêîâóþ÷è äîäàíêè â ñóìi (2.3.36) i âðàõîâóþ÷è îçíà-
÷åííÿ (2.3.29), îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

M =
∑

∆⊂∆a

|γ∆|2 sup
x∈∆

∑
∆′⊂∆a:∆′ ̸=∆

sup
y∈∆′

∣∣ϕ−(|x− y|)
∣∣ ≤

∑
∆⊂∆a

|γ∆|2 φ0.

Âèäiëèâøè â îñòàííié ñóìi âñi äîäàíêè ç |γ∆| = 1, ìà¹ìî îöiíêó

M ≤
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

φ0|γ∆|2 + φ0|γ|.

Îñòàòî÷íà îöiíêà åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ¹ òàêîþ:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

[
E(|γ∆|)
s (γmin

∆ )ϕ0 −
φ0

2
|γ∆|2

]
− φ0

2
|γ|. (2.3.37)
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Äëÿ çàäàíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 âèçíà÷èìî N0 òàê, ùîá
Is(µ

∗; ∆) − e
(N)
s,∆ > ε, ÿêùî N < N0 (äèâ. âèçíà÷åííÿ Is ôîð-

ìóëîþ (2.3.18), à N = |γ∆|) i Is(µ∗; ∆) − e
(N)
s,∆ < ε, ÿêùî N ≥ N0

(äèâ. (2.3.19)). Âèçíà÷èìî òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü

BN =

{(
e
(N0)
s,∆ − e

(N)
s,∆

)
·N0, N ≤ N0;

0, N > N0.

Äëÿ N ≤ N0: e
(N)
s,∆ − e

(N0)
s,∆ ≤ 0, à N2 ≤ NN0. ßê íàñëiäîê

ìà¹ìî
1) ÿêùî N ≤ N0, òî(

e
(N)
s,∆ − e

(N0)
s,∆

)
N2 ≥

(
e
(N)
s,∆ − e

(N0)
s,∆

)
N0N = −BN N ;

2) ÿêùî N > N0, òî

e
(N)
s,∆ N2 ≥ e

(N0)
s,∆ N2.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî N ≥ 2

e
(N)
s,∆ ·N2 ≥ e

(N0)
s,∆ ·N2 −BN ·N, (2.3.38)

Îñêiëüêè B2 > BN äëÿ äîâiëüíîãî N ≥ 2, ç (2.3.38) âèïëèâà¹,
ùî äëÿ âñiõ N ≥ 2

e
(N)
s,∆ N2 ≥ e

(N0)
s,∆ N2 −B2N =

=Is(µ
∗,∆)N2 +

(
e
(N0)
s,∆ − Is(µ

∗,∆)
)
·N2 −B2N ≥

≥ (Is(µ
∗,∆) − ε) ·N2 −B2N. (2.3.39)

Íåðiâíiñòü (2.3.39) äîâîäèòü òåîðåìó 2.3.1 äëÿ ðîçáèòòÿ ∆a òà-
êîãî, ùî äëÿ çàäàíîãî γ ∈ Γ0 iñíó¹ õî÷à á îäèí êóáèê ç N =
|γ∆| ≥ 2. Ó öüîìó âèïàäêó

B = B2(ε)ϕ0 +
φ0

2
. (2.3.40)

Äëÿ γ ∈ Γ0 ç |γ∆| = 1 ÷è 0 çðîçóìiëî, ùî B2 = φ0/2. Îòæå,
ìîæíà âèáðàòè B, ÿêå çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.3.40).

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1. ■
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2.3.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2 i òåîðåìè 2.3.3

Ó öüîìó ðàçi K � öå d-âèìiðíèé êóáèê ∆ ç ðåáðîì a. Òàê
ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïî÷íåìî ç ðîçêëàäó (2.3.35)
i íåðiâíîñòi (2.3.37). Äëÿ ôiêñîâàíîãî ε > 0 âèçíà÷èìî N0 òàê,
ùî ∣∣∣∣∣Cd − E

(N)
s

(
γminK

)
N2 lnN

∣∣∣∣∣ > ε,

ÿêùî N < N0, i ∣∣∣∣∣Cd − E
(N)
s

(
γminK

)
N2 lnN

∣∣∣∣∣ < ε,

ÿêùî N ≥ N0 (ñòàëà Cd âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.3.22)).
Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.3.35), (2.3.37), (2.3.22) i íåõòóþ÷è â (2.3.35)

÷àñòèíîþ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨:∑
∆∈∆λ,
|γ∆|<N0

U(γ∆),

îöiíêó ïîâíî¨ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè çàïèøåìî â òàêîìó âèãëÿäi:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a,
|γ∆|≥2

[
(Cd − ε)ϕ0 ln |γ∆| −

φ0

2

]
|γ∆|2 −

v0
2
|γ| −

−
N0−1∑
i=2

∑
∆∈∆a,
|γ∆|=i

[Cd − ε]ϕ0|γ∆|2 ln |γ∆|. (2.3.41)

Êiëüêiñòü êóáèêiâ ç |γ∆| = i íå áiëüøà íiæ |γ|
i . Òîìó

N0−1∑
i=2

∑
∆∈∆λ,
|γ∆|=i

[Cd − ε]ϕ0|γ∆|2 ln |γ∆| ≤ |γ|
N0−1∑
i=2

[Cd − ε]ϕ0i
2 ln i

i
.

(2.3.42)
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ßê íàñëiäîê ìîæíà çàïèñàòè, ùî

B =
φ0

2
+

N0−1∑
i=2

[Cd − ε]ϕ0i ln i. (2.3.43)

Öå é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.3 àíàëîãi÷íå. Çãiäíî ç (2.3.26) ìiíi-

ìàëüíó åíåðãiþ |γ∆| ÷àñòèíîê, ÿêi ðîçòàøîâàíi â d-âèìiðíîìó êó-
áèêó ∆ ∈ ∆a, ìîæíà îöiíèòè çíèçó íåðiâíiñòþ (2.3.24) (äèâ. [128]
i [64]), äîìíîæåíîþ íà ϕ0. Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ íåðiâíiñòü ó (2.3.37),
îòðèìó¹ìî (2.3.33) ç B = φ0

2 . ■



Ðîçäië 3

Òåðìîäèíàìi÷íèé îïèñ

ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó Âñòóïi, ñòàòèñòè÷íà ñèñòåìà â êîæíèé ìî-
ìåíò ÷àñó t çàéìà¹ ÿêóñü êîíôiãóðàöiþ γ̃(t) ôàçîâîãî ïðîñòîðó
Γ̃. Ïiä âïëèâîì âíóòðiøíiõ àáî ùå é çîâíiøíiõ âçà¹ìîäié òàêà ñè-
ñòåìà ïåðåáóâà¹ â ïîñòiéíîìó ðóñi, òîáòî êîæíà ÷àñòèíêà îïèñó¹
ÿêóñü íåïåðåðâíó òðà¹êòîðiþ, à ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí óñi¹¨ ñèñòå-
ìè âèçíà÷à¹òüñÿ óñiìà òàêèìè òðà¹êòîðiÿìè.

Äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç N òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ùî
âçà¹ìîäiþòü ó îáëàñòi Λ ⊂ Rd, òðà¹êòîði¨ {xi(t)}N1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx
(α)
i

dt
=
∂H(γ̃)

∂p
(α)
i

,
dp

(α)
i

dt
= −∂H(γ̃)

∂x
(α)
i

, i ∈ {1, ..., N}, α ∈ {1, ..., d},

(3.0.1)
òà ïåâíèõ ãðàíè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü íà ìåæi ∂Λ îáëàñòi Λ.

Äëÿ êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà H
ïiä ÷àñ åâîëþöi¨ (3.0.1) ïîâèííî çáåðiãàòèñü, òîáòî

H(γ̃(t)) = H(γ̃(0)) = E0 = const.

Óðàõîâóþ÷è, ùî çíà÷åííÿN ¹ äóæå âåëèêèì, ïðàêòè÷íî çíàé-
òè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.0.1) íåìîæëèâî1. Îòæå, ìiêðîñêîïi÷íi
ñòàíè â êëàñè÷íié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi âèçíà÷àþòüñÿ ñóêóï-
íiñòþ íåïåðåðâíèõ òðà¹êòîðié ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Àëå äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ ñèñòåìè íåîáõiäíî çíàòè ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè, òîá-
òî ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè.

1Ïðîáëåìó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íàâiòü äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ðîçãëÿ-
äàëè, íàïðèêëàä, ó ïðàöÿõ [103,158].
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3.1. Òåðìîäèíàìi÷íi ñòàíè. Ñïîñòåðåæóâàíi

âåëè÷èíè

ßêùî ó ñïîñòåðåæóâàíî¨ äåÿêèé òðèâàëèé ÷àñ ñèñòåìè íå
çìiíþþòüñÿ ¨¨ ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè, òî êàæóòü, ùî ñè-
ñòåìà ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Òåðìîäèíà-
ìi÷íà ðiâíîâàãà ¹ äåÿêèì óñåðåäíåííÿì íåðiâíîâàæíî¨ ïîâåäiíêè
ìiêðîñêîïi÷íèõ ñòàíiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâèì
ÿâèùåì i ìà¹ ñâîþ âiäïîâiäíó éìîâiðíiñòü ïîÿâè. Òåðìîäèíàìi÷-
íèé ñòàí ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè � �ôóíêöiîíàë óñåðåäíåííÿ, âèçíà-
÷åíèé íà ìíîæèíi ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí öi¹¨ ñèñòåìè� [43].
Îòæå, ïiä òåðìîäèíàìi÷íèì ñòàíîì òðåáà ðîçóìiòè ñóêóïíiñòü
çíà÷åíü ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìàêðîñêîïi÷íi
âëàñòèâîñòi ñèñòåì. Öi âëàñòèâîñòi îïèñóþòüñÿ òàê çâàíèìè òåð-
ìîäèíàìi÷íèìè ôóíêöiÿìè (iíêîëè ¨õ íàçèâàþòü òåðìîäèíàìi÷-
íèìè ïîòåíöiàëàìè) (äèâ., íàïðèêëàä, [152]), ÿêi çàëåæàòü âiä
òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ òåìïåðàòóðè T , ïèòîìîãî (àáî ìî-
ëÿðíîãî) îá'¹ìó v òîùî. Iíêîëè òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ âiäiãðà-
þòü ðîëü òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ. Òðåáà òàêîæ çàóâàæè-
òè, ùî â ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ñòàí ñèñòåìè îòîòîæíþþòü ç
ìiðîþ Ãiááñà.

Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿìè êîíôiãóðàöiéíèõ çìií-
íèõ. Ïðèðîäíî, ùî öÿ çàëåæíiñòü ïîâèííà áóòè òiëüêè âiä äåÿêî¨
ëîêàëüíî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, áî ìîæíà ñïîñòåðiãàòè òiëüêè îáìå-
æåíó îáëàñòü ñèñòåìè. Ìàòåìàòè÷íî âèçíà÷èòè ëîêàëüíó ñïîñòå-
ðåæóâàíó âåëè÷èíó ìîæíà òàê:

Îçíà÷åííÿ 3.1. Áóäü-ÿêó âèìiðíó ôóíêöiþ FB, âèçíà÷åíó íà
êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ, íàçèâàþòü ëîêàëüíîþ ñïîñòåðå-
æóâàíîþ, ÿêùî âîíà çàëåæèòü ëèøå âiä ÷àñòèíè êîíôiãóðàöi¨
÷àñòèíîê, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi B ∈ Bc(Rd), òîáòî

FB(γ) = f(γ ∩B) = f(γB)

¹ öèëiíäðè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

�¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî
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ðîçïîäiëó çà ôîðìóëîþ

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)dµ(γ). (3.1.2)

Ç óñiõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (òîáòî ôóíêöié, ââåäåíèõ íà ìíî-
æèíi êîíôiãóðàöié Γ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè) ÷àñòiøå âñüîãî çóñòði÷à-
þòüñÿ òàê çâàíi ñóìàòîðíi âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Âåëè÷èíó F (·) íàçèâàþòü ñóìàòîðíîþ âåëè-
÷èíîþ k-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

FB(γ) =
∑

{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk),

äå fB;k(x1, . . . , xk) � äåÿêi ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ ñâî¨õ çìiííèõ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ëîêàëüíó ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó
ìîæíà çàïèñàòè òàê:

FB(γ) =

∞∑
k=0

∑
{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk) :=
∑
η⋐γ

fB(η). (3.1.3)

Îñòàííÿ ñóìà îçíà÷à¹ ñóìóâàííÿ çà óñiìà ìîæëèâèìè ñêií÷åí-
íèìè êîíôiãóðàöiÿìè η íåñêií÷åííî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ.

3.1.1. Ãiááñîâi àíñàìáëi òà ¨õ iìîâiðíiñíi ìiðè

Çàëåæíî âiä ñêëàäíîñòi ñèñòåì, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ, iñíó¹ âå-
ëèêà êiëüêiñòü ãiááñîâèõ àíñàìáëiâ i âiäïîâiäíèõ ìið Ãiááñà. Ðîç-
ãëÿíåìî ñèñòåìè, ÿêi âèíèêëè ó ôiçèöi i  ðóíòóþòüñÿ íà iäåÿõ
Áîëüöìàíà, Ãåëüìãîëüöà i Ãiááñà.

Ïîáóäó¹ìî òàêó ìiðó íà ïðèêëàäi êëàñè÷íîãî ãàçó òîòîæíèõ
òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê. Öÿ ïîáóäîâà íå ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîþ, i
¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëèøå ÿê îá ðóíòóâàííÿ ïîñòóëàòó Ãiááñà.
Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íàøîþ ìåòîþ ¹ ïîáóäîâà òàêî¨ ìiðè äëÿ
íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè, ñïåðøó ïîáóäó¹ìî çà Ãiááñîì òàêó ìiðó
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äëÿ äóæå âåëèêî¨ ñêií÷åííî¨ ìàêðîñèñòåìè. Äî ïîáóäîâè öèõ âå-
ëèêèõ ñèñòåì ìîæíà ïiäiéòè ïî-ðiçíîìó, ñïèðàþ÷èñü íà ðiçíi âè-
äè òàêèõ ñèñòåì ó ïðèðîäi.

Ìiêðîêàíîíi÷íèé (àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà. Ââàæà-
òèìåìî, ùî ñèñòåìà ¹ çàìêíóòîþ içîëüîâàíîþ ñèñòåìîþ, ÿêà çíà-
õîäèòüñÿ â äåÿêié äóæå âåëèêié ïîñóäèíi Λ îá'¹ìîì V (σ(Λ) = V ),
ìiñòèòü ôiêñîâàíó êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N i ìà¹ ôiêñîâàíó åíåðãiþ
E0. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè çà ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñïîñòåðåæåíü
çàáåçïå÷èòè òàêi óìîâè íåìîæëèâî, òîìó íàñòóïíi âèêëàäêè öüî-
ãî ïiäðîçäiëó òðåáà ðîçãëÿäàòè ÿê çðó÷íèé ìàòåìàòè÷íèé ïðè-
éîì, ÿêèé äà¹ çìîãó çðîáèòè àíàëiòè÷íi ðîçðàõóíêè. (Ðàäèìî
òàêîæ ïðî÷èòàòè ïåðøèé ðîçäië ïðàöi [43].)

Ç òî÷êè çîðó êëàñè÷íî¨ òåðìîäèíàìiêè ñèñòåìà ïðîòÿãîì òðè-
âàëîãî ÷àñó içîëüîâàíà âiä çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà, òîáòî çíà-
õîäèòüñÿ ó ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ

H(γ̃) = E0

¹ ðiâíÿííÿì ãiïåðïîâåðõíi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði Γ̃, íà ÿêié âiäáó-
âàþòüñÿ óñi ôiçè÷íi ïðîöåñè â ñèñòåìi. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

DΛ
mc(γ̃) = CΛδ

(H(γ̃)

E0
− 1

)
. (3.1.4)

Òóò δ � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Äiðàêà, CΛ � ñòàëà íîðìóâàííÿ,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

CΛ

∫
R2dN

δ
(H(γ̃)

E0
− 1
) dγ̃

N !hdN
= CΛ

∫
Γ̃
(N)
Λ

δ
(H(γ̃)

E0
− 1
)
λσ̃(dγ̃) = 1,

(3.1.5)
äå

Γ̃
(N)
Λ = Γ

(N)
Λ ⊗ R3N , N = |γ|, dγ̃ =

∏
x∈γ

dxdpx,

à ìiðà iíòåíñèâíîñòi σ̃ � öå ìiðà Ëåáåãà ó ïðîñòîði êîîðäèíàò òà
iìïóëüñiâ R2d, íîðìîâàíà íà ñòàëó hd. Òîäi (3.1.4) áóäå ùiëüíiñòþ
øóêàíî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µΛmc âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà,
ÿêó âèçíà÷èëè â ïiäðîçä. 1.2.2. Öþ ìiðó íàçèâàþòü ìiðîþ Ãiááñà,
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ùî âiäïîâiäà¹ ìiêðîêàíîíi÷íîìó àíñàìáëþ, àáî ïðîñòî ìiêðîêà-
íîíi÷íèì ðîçïîäiëîì. Âiäïîâiäíi ñåðåäíi

F =< F >µ= CΛ

∫
Γ̃
(N)
Λ

F (γ̃)δ
(H(γ̃)

E0
− 1

)
λσ̃(dγ̃).

Ñòàëà CΛ çàëåæèòü âiä E0 i N , à îáåðíåíó âåëè÷èíó C−1
Λ íàçè-

âàþòü ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ ìiêðîêàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ:

C−1
Λ = ΩΛ(E0, N) =

∫
Γ̃
(N)
Λ

δ
(H(γ̃)

E0
− 1

)
λσ̃(dγ̃).

Ïîñòiéíà h ìà¹ ðîçìiðíiñòü äi¨ é, òàêèì ÷èíîì, ðîáèòü ñòàòè-
ñòè÷íó ñóìó áåçðîçìiðíîþ.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Íàñïðàâäi ââåäåííÿ ñòàëî¨ h ìà¹ áiëüø ãëèáî-
êèé ôiçè÷íèé çìiñò, áî h ¹ ñòàëîþ Ïëàíêà i óçãîäæó¹ ââåäåííÿ
ìiêðîêàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ ó âèïàäêó êâàíòîâèõ ñèñòåì, äëÿ
ÿêèõ hdN äîðiâíþ¹ ôàçîâîìó îá'¹ìó êâàíòîâîãî ñòàíó, à âèðàç
dΩ = dγ̃

hdN
� öå êiëüêiñòü êâàíòîâèõ ñòàíiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â

ãiïåðêóáèêàõ dxidpi, òîáòî h
dN � öå îá'¹ì åëåìåíòàðíî¨ ôàçî-

âî¨ êîìiðêè ó ôàçîâîìó ïðîñòîði Γ̃Λ. Ìíîæíèê 1/N ! ó êëàñè÷-
íîìó ïiäõîäi ââîäèòüñÿ, ùîá óíèêíóòè ïàðàäîêñó Ãiááñà (äèâ.,
íàïðèêëàä, [49, ðîçä. 7, � 6]). Öå â ñâîþ ÷åðãó äîïîìàãà¹ çðîçó-
ìiòè âèçíà÷åííÿ åíòðîïi¨ ñèñòåìè N ÷àñòèíîê ó 2d-âèìiðíîìó
ôàçîâîìó ïðîñòîði Rd × Rd.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Âèçíà÷åííÿ ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó ôîð-
ìóëàìè (3.1.4) i (3.1.5) âiäïîâiäà¹ êëàñè÷íèì óÿâëåííÿì, áî äëÿ
êâàíòîâèõ ÷àñòèíîê ïîâèíåí âèêîíóâàòèñü ïðèíöèï íåâèçíà-
÷åíîñòi Ãàéçåíáåðãà, ÿêèé íå äà¹ çìîãè òî÷íî âèçíà÷èòè åíåð-
ãiþ åêñïåðèìåíòàëüíî, à âåëè÷èíà ¨¨ íåâèçíà÷åíîñòi ïîâ'ÿçàíà
ç ÷àñîâèì ïðîìiæêîì TE ñïîñòåðåæåííÿ çà ñèñòåìîþ, òîáòî
E0 < H(γ̃) < E0 + δE, à δE ∼ h/TE.

Ìîæëèâî, áiëüø çðîçóìiëi ôiçè÷íi îá ðóíòóâàííÿ ìîæíà çíàé-
òè ó âiäïîâiäíèõ ïiäðó÷íèêàõ i ìîíîãðàôiÿõ (äèâ., íàïðèêëàä,
[20,25,42,49,151]).



63

Ùîá ìàòè óÿâëåííÿ ïðî ìåòîä ðîçðàõóíêó ñåðåäíiõ ó ìiêðî-
êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi, îáðàõó¹ìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó êëàñè÷íîãî
iäåàëüíîãî ãàçó. Ó öüîìó âèïàäêó U(γ̃) = U(x1, ..., xN ) = 0, à ií-
òåãðàë çà êîîðäèíàòíèìè çìiííèìè äà¹ ìíîæíèê (V/hd)N . Òîäi

ΩPG
Λ (E0, N) =

V N

hdN
1

N !

∫
RdN

δ
( 1

E0

N∑
i=1

p2i
2m

− 1
)
dp1 · · · dpN .

Ïåðåéäåìî ó ïðîñòîði RdN äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.
Òîäi (äèâ. [10], ôîðìóëà (4.642))

ΩPG
Λ (E0, N) =

2πdN/2

Γ(dN2 )

V N

hdN
1

N !

∫ ∞

0
δ

(
P 2

2mE0
− 1

)
P dN−1dP.

Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ ôîðìóëîþ ç òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíê-
öié:

δ(f(P )) =
∑
i

1

|f ′(Pi)|
δ(P − Pi), f(Pi) = 0, (3.1.6)

îòðèìà¹ìî âèðàç

ΩPG
Λ (E0, N) =

1

N !

πdN/2

Γ(dN2 )

V N

hdN
(2mE0)

dN/2 . (3.1.7)

Êàíîíi÷íèé (àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà. Êàíîíi÷íèì
ðîçïîäiëîì îïèñóþòü ñèñòåìè, ÿêi ó ñòàíi ðiâíîâàãè ìàþòü ôiêñî-
âàíó òåìïåðàòóðó, ôiêñîâàíó ãóñòèíó ÷àñòèíîê i ìîæóòü îáìiíþ-
âàòèñü òåïëîâîþ åíåðãi¹þ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì. Ñèñòåìà,
ùî çàéìà¹ îáëàñòü Λ (σ(Λ) = V ), çíàõîäèòüñÿ â òàê çâàíîìó òåð-
ìîñòàòi Λt � äåÿêié iíøié çíà÷íî áiëüøié ñèñòåìi, ùî ìà¹ îá'¹ì
Vt, îäíàêîâó ôiêñîâàíó òåìïåðàòóðó T i ÿâëÿ¹ ñîáîþ iäåàëüíèé
ãàç ìîëåêóë ç êîîðäèíàòàìè Qi, iìïóëüñàìè Pi, i = 1, ..., Nt. Ôà-
çîâèì ïðîñòîðîì ñèñòåìè ¹ ïðîñòið Γ̃

(N)
Λ . Ââàæà¹òüñÿ, ùî ñèñòå-

ìà+òåðìîñòàò (s+t) ¹ çàìêíóòîþ ñèñòåìîþ, â ÿêié âñòàíîâèëàñÿ
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ðiâíîâàãà. Ó öüîìó âèïàäêó â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, ùî âè-
êîíó¹òüñÿ çà çìiííèìè òåðìîñòàòà

Vt → ∞, Nt → ∞,

ùiëüíiñòü ìiðè ðîçïîäiëó êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ ó ñêií÷åííîìó
îá'¹ìi âiäíîñíî ìiðè λσ̃ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

DΛ
c (γ̃) = DΛ

c (γ̃, N, β) =
e−βH(γ̃)

ZΛ(N, β)
, β =

1

kBT
. (3.1.8)

Òóò β � îáåðíåíà òåìïåðàòóðà, ÿêà çàâäÿêè ñòàëié Áîëüöìàíà
kB âèðàæà¹òüñÿ â åíåðãåòè÷íèõ îäèíèöÿõ. Âåëè÷èíó

ZΛ(N, β) =
QΛ(N, β)

N !
, QΛ(N, β) :=

∫
Γ̃
(N)
Λ

e−βH(γ̃) dγ̃

hdN
(3.1.9)

íàçèâàþòü êàíîíi÷íîþ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ, à QΛ(N, β) êîíôi-
ãóðàöiéíèì iíòåãðàëîì. Ôîðìóëó (3.1.8) ìîæíà ââàæàòè ïîñòó-
ëàòîì, ÿêèé îá ðóíòîâàíèé íà ôiçè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi. Äëÿ
òîãî, ùîá íå âèíèêàëî âiä÷óòòÿ íåçàâåðøåíîñòi, íàâåäåìî êîðîò-
êî öi åâðèñòè÷íi ìiðêóâàííÿ.

Óíàñëiäîê içîëüîâàíîñòi ïîâíî¨ ñèñòåìè (s + t) ìîæíà çàñòî-
ñóâàòè ôîðìóëó äëÿ ùiëüíîñòi ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó:

DΛ
s+t(γ̃,P,Q) = Cs+tδ

(
1

E0
s+t

(
Nt∑
i=1

P2
i

2m
+H(γ̃)

)
− 1

)
.

Âàðòîþ óâàãè ¹ òiëüêè ñèñòåìà. Òîìó çà çìiííèìè òåðìîñòàòà
ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè i çàïèñàòè ùiëüíiñòü iìîâiðíîñòi ðîçïîäi-
ëó äëÿ ñèñòåìè ó âèãëÿäi

DΛ
s (γ̃) = Cs+t

V Nt
t

hdNt

∫
δ

(
1

E0
s+t

(
Nt∑
i=1

P2
i

2m
+H(γ̃)

)
− 1

)
(dP)Nt .

Äàëi òàê ñàìî, ÿê i ïiä ÷àñ ðîçðàõóíêó ìiêðîêàíîíi÷íî¨ ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ñóìè iäåàëüíîãî ãàçó, ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (3.1.6)
îäåðæó¹ìî âèðàç

DΛ
s (γ̃) =

1

2
Cs+t

V Nt
t

hdNt
(2m)dNt/2E0

s+t

(
E0
s+t − H(γ̃)

) dNt
2

−1
.
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Ïðèïóñêàþ÷è, ùî åíåðãiÿ òåðìîñòàòà íàáàãàòî áiëüøà çà åíåðãiþ
ñèñòåìè, i âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó íà êîæåí ñòóïiíü
âiëüíîñòi ïðèïàäà¹ ïî 1/2kBT åíåðãi¨, ïðèéìà¹ìî, ùî

E0
s+t ≈

(
dNt

2
− 1

)
kBT.

Òîäi ó âèðàçi äëÿ ñåðåäíiõ, äëÿ ôóíêöié, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè
âiä çìiííèõ ñèñòåìè, ìîæíà âèêîíàòè ïåðøèé òåðìîäèíàìi÷íèé
ïåðåõiä Vt → ∞, Nt → ∞, âðàõîâóþ÷è, ùî(

1 − H(γ̃)(
dNt
2 − 1

)
kBT

) dNt
2

−1
→ e

−H(γ̃)
kBT ,

à ñòàëi, ÿêi ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi, ó âèðàçi äëÿ ñåðåäíüîãî
ñêîðîòÿòüñÿ. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî ðîçïîäië (3.1.8) äëÿ ùiëü-
íîñòi êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó â ñêií÷åííîìó îá'¹ìi çà ïðàâèëüíîãî
âèáîðó ñòàëî¨ íîðìóâàííÿ.

Ó âèïàäêó êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãàçó iíòåãðàë ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi ôîðìóëè (3.1.9) âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷íî. Îòðèìó¹ìî âèðàç äëÿ
ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ:

ZPGΛ (N, β) =
V N

N !

(
2πm

h2β

) dN
2

, V = σ(Λ). (3.1.10)

Âåëèêèé êàíîíi÷íèé (àíñàìáëü) ðîçïîäië Ãiááñà. Öåé
âèïàäîê áóäå âiäðiçíÿòèñü âiä ïîïåðåäíüîãî òèì, ùî ñòiíêè ïî-
ñóäèíè, ÿêi âiäîêðåìëþþòü ñèñòåìó âiä òåðìîñòàòà, áóäóòü ïðî-
íèêíi äëÿ ÷àñòèíîê. Ç òî÷êè çîðó ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì öå
áiëüø ïðèðîäíî. Ó öüîìó ðàçi ðiâíîâàãà ñèñòåìè òà òåðìîñòàòà
áóäå îçíà÷àòè ðiâíiñòü õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ñèñòåìè òà òåðìî-
ñòàòà. Õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ñèñòåìè µ � öå âåëè÷èíà, ÿêà õà-
ðàêòåðèçó¹ çìiíó âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè çà çìiíè êiëüêîñòi
÷àñòèíîê ñèñòåìè íà îäíó ÷àñòèíêó, òîìó ó ôîðìóëi äëÿ ùiëü-
íîñòi äî ïîâíî¨ åíåðãi¨ òðåáà äîäàòè âåëè÷èíó µN . Ðîçãëÿäàþ÷è
ñèñòåìó i òåðìîñòàò ç Vt ≫ V i Nt ≫ N ó ðàìêàõ êàíîíi÷íî-
ãî àíñàìáëþ Nt + N ÷àñòèíîê, íåõòóþ÷è ïðè öüîìó âçà¹ìîäi¹þ



66 Ðîçäië 3.Òåðìîäèíàìi÷íèé îïèñ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí

ìiæ ÷àñòèíêàìè ñèñòåìè i òåðìîñòàòà òà âðàõîâóþ÷è äåÿêi òåð-
ìîäèíàìi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ, âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi (âiäíîñíî ìiðè
Ëåáåãà â R2dN ) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

DΛ
gc(γ̃, N, β, µ) =

eβµN

N !

e−βPΛV−βH(γ̃)

hdN
, N = |γ̃|, V = σ(Λ),

(3.1.11)
äå PΛ � òèñê ó ñèñòåìi. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

eβPΛV = ΞΛ(β, µ). (3.1.12)

Òîäi âèðàç

DΛ
gc(γ̃) = DΛ

gc(γ̃, N, β, µ) =
e−βH(γ̃)+βµN

ΞΛ(β, µ)
(3.1.13)

ðîçãëÿäàþòü ÿê ùiëüíiñòü ìiðè Ãiááñà ó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó
àíñàìáëi âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà λσ̃, à ñòàëó íîðìóâàííÿ
ΞΛ(β, µ) íàçèâàþòü âåëèêîþ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ i âèðàæàþòü
ôîðìóëîþ

ΞΛ(β, µ) =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃
(N)
Λ

eβµN−βH(γ̃) dγ̃

hdN
=

∫
Γ̃Λ

e−βH(γ̃)λz0σ̃(dγ̃),

(3.1.14)
äå z0 = eβµ � àáñîëþòíà àêòèâíiñòü. Äåòàëüíiøå ôiçè÷íå îá-
 ðóíòóâàííÿ ôîðìóë (3.1.11)�(3.1.14) íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó ïðà-
öÿõ [25, ðîçä. 3], [42, ðîçä. VI, � 62, 63].

Êîíôiãóðàöiéíi ðîçïîäiëè Ãiááñà. Ó âèïàäêó ðiâíîâàæ-
íèõ ñèñòåì ñïîñòåðåæóâàíi ôiçè÷íi âåëè÷èíè F (γ̃) = F (γ),
γ ∈ ΓΛ, òîáòî íå çàëåæàòü âiä iìïóëüñíèõ çìiííèõ, à âiäïîâiä-
íi ùiëüíîñòi éìîâiðíiñíèõ ìið (ðîçïîäiëiâ) ¨õ êîíôiãóðàöiéíèõ
çìiííèõ îòðèìóþòü iíòåãðóâàííÿì çà çìiííèìè p1, . . . , pN . Äëÿ
êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ

DΛ
c (γ,N, β) =

∫
RdN

DΛ
c (γ̃)(

dp

hd
)N =

1

ZΛ(N, β)

1

N !

(
2πm

βh2

) dN
2

e−βU(γ),

(3.1.15)
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äå N = |γ| i

ZΛ(N, β) =
1

N !

(
2πm

βh2

)dN/2 ∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)dγ =

=

(
2πm

βh2

)dN/2 ∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) =

=

∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)λσ̃(dγ), σ̃ :=

(
2πm

βh2

)d/2
σ, (3.1.16)

à äëÿ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ

DΛ
gc(γ, µ, β) =

e−βU(γ)+βµN

ΞΛ
, (3.1.17)

ΞΛ = ΞΛ(β, z) =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ). (3.1.18)

Òóò ñêîðèñòàëèñÿ âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà (1.2.19), à
ñòàëó

z =
eβµ

hd

∫
Rd

e−
p2

2mdp = eβµ
(

2πm

βh2

)d/2
íàçèâàþòü àêòèâíiñòþ ñèñòåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ó ôiçè÷íié ëiòåðàòóði iñíó¹ ïåâíèé ðiçíîáié
ó âèçíà÷åííi àêòèâíîñòi (äèâ. [25, ïiäðîçä. 8â]). Áåçðîçìiðíó âå-
ëè÷èíó z0 = eβµ ïðèéíÿòî íàçèâàòè àáñîëþòíîþ àêòèâíiñòþ,

òîìó z = λ−dz0, äå λ =
(
2πm
βh2

)−1/2
� äîâæèíà õâèëi äå Áðîéëÿ

(äèâ. [25, ïiäðîçä. 7ã]), íàçèâàòèìåìî ïðîñòî àêòèâíiñòþ.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Ðîçïîäiëè (3.1.4), (3.1.8), (3.1.13) âiäïîâiäà-
þòü ñêií÷åííèì ñèñòåìàì. Ùîá îòðèìàòè âèðàç äëÿ ìið Ãiáá-
ñà, ùî âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííèì ñèñòåìàì, òðåáà ó âèðàçàõ
äëÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí ïåðåéòè äî òåð-
ìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi Λ ↗ Rd, ÿêó ñòðîãî âèçíà÷åíî ó ïiäðîçä.
3.1.2. Ó ðàçi âèêîíàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi âèðàçè äëÿ
ùiëüíîñòåé ìið Ãiááñà âòðà÷àþòü ìàòåìàòè÷íèé çìiñò. Àëå
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âiäïîâiäíi ìiðè íà ôàçîâèõ ïðîñòîðàõ áåçìåæíèõ ñèñòåì ìîæ-
íà âèçíà÷èòè äëÿ ïåâíîãî êëàñó âçà¹ìîäié ìiæ ÷àñòèíêàìè. Íà
öüîìó çóïèíèìîñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Äëÿ ñèñòåìè êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãàçó iíòåãðàë ó (3.1.18)
ëåãêî ðîçðàõîâó¹òüñÿ:

ΞPGΛ (β, z) = ezV , V = σ(Λ). (3.1.19)

3.1.2. Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ìið Ãiááñà

Òåðìîäèíàìi÷íèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä N → ∞, Λ ↑ Rd ¹ íåîá-
õiäíîþ îïåðàöi¹þ ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ ìàêðîñêîïi÷íèõ âëàñòèâîñòåé
ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Öå çóìîâëåíî ïåðåäóñiì òèì, ùî çà ñêií÷åííèõ
çíà÷åíü îá'¹ìiâ V = σ(Λ) ïîâåäiíêà òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié
¹ ðåãóëÿðíîþ (àíàëiòè÷íîþ). Òîìó òî÷êó ôàçîâîãî ïåðåõîäó íà
ñòðîãî ìàòåìàòè÷íîìó ðiâíi íå ìîæíà âèÿâèòè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì
ââåäåìî ïîíÿòòÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.

Íåõàé Λn � öå ïîñëiäîâíiñòü îá'¹ìiâ òàêèõ, ùî Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ . . .
. . . ⊂ Λn ⊂ . . ., i ∪∞

n=1Λn = Rd, à âiäïîâiäíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê
Nn çðîñòà¹ òàê, ùîá iñíóâàëà ãðàíèöÿ

lim
n→∞

Vn
Nn

= v, Vn = σ(Λn). (3.1.20)

Îòæå, ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü âàæëèâîþ ìàòåìà-
òè÷íîþ ïðîáëåìîþ ¹ ñòðîãå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ó âè-
ðàçàõ äëÿ ñåðåäíiõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí:

F = lim
Λ↑Rd

∫
ΓΛ

F (γ)µΛ(dγ).

Ïðîòå ç ïîãëÿäó ñòðîãîãî ïiäõîäó äî ìàòåìàòè÷íî¨ ïðîáëå-
ìè ïîáóäîâè òåîði¨ çîâñiì íåáåçïiäñòàâíî ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ ìi-
ðà Ãiááñà íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ. Çâè÷àéíî ç
âèçíà÷åíü (3.1.4), (3.1.8), (3.1.13) âèäíî, ùî ùiëüíîñòi öèõ ìið íå
âèòðèìóþòü ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó, òîáòî íå ìîæíà çàïèñàòè ¨õ
àíàëiòè÷íèé âèãëÿä. Àëå ìiðà, ÿêà íå ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ
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âiäíîñíî dγ ÷è ÿêî¨ñü iíøî¨ ìiðè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ìiðîþ Ëåáåãà σ,
ìîæå iñíóâàòè.

ßê óæå âiäìi÷åíî ó âñòóïi, âïåðøå öþ ïðîáëåìó ðîçãëÿíó-
ëè ó 1967 ð. íåçàëåæíî Ìiíëîñ [29, 30] (äèâ. òàêîæ [173]) i Ðþ-
åëü [212]. Ìiíëîñ ïîáóäóâàâ ñiì'þ ãiááñîâèõ ìið íà öèëiíäðè÷íèõ
ìíîæèíàõ SΛ;A (äèâ. âèçíà÷åííÿ (1.1.12)) íåñêií÷åííîâèìiðíîãî
êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó Γ i âèçíà÷èâ ãiááñîâèé ñòàí (ãiááñîâó
ìiðó) ÿê ãðàíè÷íó ìiðó. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi îá'¹ìiâ Λ1, . . .Λk, . . ., ÿêi ïðÿìóþòü äî Rd, i äîâiëüíîãî
îáìåæåíîãî Λ ⊂ Rd çíàéäåòüñÿ òàêå k(Λ), ùî Λ ⊂ Λk äëÿ âñiõ
k > k(Λ). Òîäi, ÿêùî äëÿ êîæíîãî SΛ;A iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
k→∞

µΛk
(SΛ;A) = µ(SΛ;A)

i âèêîíàíî óìîâè óçãîäæåíîñòi

µΛ1(SΛ;A) = µΛ2(SΛ;A) for Λ1 ⊂ Λ2,

òîäi âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Teoðåìà 3.1.1. [29] Íåõàé íà àëãåáði öèëiíäðè÷íèõ ìíî-
æèí ó B(Γ) âèçíà÷åíî ñêií÷åííî-àäèòèâíó éìîâiðíiñíó ìiðó µ,
ïðè÷îìó òàêó, ùî ¨¨ îáìåæåííÿ íà áóäü-ÿêó ïiäàëãåáðó BΛ(Γ) ⊂
⊂ B(Γ) ¹ öiëêîì àäèòèâíîþ ìiðîþ. Òîäi öþ ìiðó ìîæíà ïðîäîâ-
æèòè ¹äèíèì ÷èíîì äî öiëêîì àäèòèâíî¨ ìiðè íà âñþ σ-àëãåáðó
B(Γ).

Ó ïðàöi [29] âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òàêî¨ ìiðè ó âåëèêîìó êà-
íîíi÷íîìó àíñàìáëi äëÿ ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ z, β. Òåî-
ðåìà 3.1.1 ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè Êîëìîãîðîâà [23] ïðî ïðî-
äîâæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ äî çëi÷åííî-
àäèòèâíî¨ ìiðè íà ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði (äèâ., òàêîæ, [185]).
Ó [30] âñòàíîâëåíi åðãîäè÷íiñòü òà âëàñòèâiñòü ñèëüíîãî ïåðå-
ìiøóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ìiðè äëÿ ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ
(β, v).

Ó ñåði¨ ïðàöü Äîáðóøèíà [13�17,80] ÿê äëÿ  ðàò÷àñòèõ, òàê i
äëÿ íåïåðåðâíèõ íåñêií÷åííèõ êëàñè÷íèõ ñèñòåì íàâåäåíî áiëüø
çàãàëüíå âèçíà÷åííÿ ãiááñîâî¨ ìiðè çà äîïîìîãîþ óìîâíèõ ðîç-
ïîäiëiâ. Ïðàêòè÷íî â òîé ñàìèé ÷àñ ìàéæå àíàëîãi÷íèé ïiäõiä
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òàêîæ çàïðîïîíóâàëè Ëåíôîðä i Ðþåëü [159]. Íàâåäåìî êîðîòêî
îñíîâíó iäåþ öüîãî ïiäõîäó. Ìiðà Ãiááñà µ âèçíà÷à¹òüñÿ íà Γ çà
äîïîìîãîþ ñiì'¨ óìîâíèõ iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ, ùiëüíiñòü ÿêèõ
çíàõîäèòüñÿ çà ïîõiäíîþ Ðàäîíà�Íiêîäèìà:

D̂Λ
gc(γ| γ̄Λc) =

dµΛ
dλzσ

(γ| γ̄Λc) =
exp {−βU(γ| γ̄Λc)}

ΞΛ(γ̄Λc)
, (3.1.21)

äå
Λ ∈ Bc(Rd), Λc = Rd \ Λ, γ ∈ ΓΛ, γ̄ ∈ Γ,

à
U(γ|γ̄Λc) := U(γ) +W (γ; γ̄Λc), (3.1.22)

i ÿêi ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà z|γ|/|γ|! çáiãàþòüñÿ ç ùiëüíîñòÿ-
ìè (3.1.17) ïðè γ̄Λc = ∅. Òóò êîíôiãóðàöiÿ γ̄ ∈ Γ âiäiãðà¹ ðîëü
ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ, çà ÿêèõ ðåàëiçó¹òüñÿ âèïàäêîâà êîí-
ôiãóðàöiÿ γ ∈ ΓΛ ç iìîâiðíiñòþ (3.1.21), à âèçíà÷åííÿ ìið Ãiááñà
ôîðìóëàìè (3.1.8) i (3.1.13) âiäïîâiäàþòü ïîðîæíiì ãðàíè÷íèì
óìîâàì. Ïðè öüîìó âðàõîâó¹òüñÿ ëèøå åíåðãiÿ êîíôiãóðàöi¨ γ òà
¨¨ âçà¹ìîäiÿ ç êîíôiãóðàöi¹þ γ̄Λc , à âiäïîâiäíà ñòàòèñòè÷íà ñóìà
¹ òàêîþ:

ΞΛ(γ̄Λc) =

∫
ΓΛ

exp {−U(γ| γ̄Λc)}λzσ(dγ).

Iìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ∈ B(Γ) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ΠΛ(A, γ̄Λc) =

∫
ΓΛ

11A(γ̄Λc ∪ γ)µΛ(dγ|γ̄Λc).

Òîäi µ íàçèâàþòü ìiðîþ Ãiááñà, ÿêùî ¨¨ óìîâíèé ðîçïîäië çái-
ãà¹òüñÿ ç ΠΛ, òîáòî

Eµ [11A | B(ΓΛc)] (·) = ΠΛ(A | ·) µ− a.e., A ∈ B(Γ).

Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

µ(ΠΛ(A, ·)) =

∫
Γ

ΠΛ(A | γ)µ(dγ) = µ(A) (3.1.23)
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äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ B(Γ) i Λ ∈ Bc(Rd). Ôîðìóëó (3.1.23) íàçèâà-
þòü ðiâíÿííÿì Äîáðóøèíà�Ëåíàðäà�Ðþåëÿ (ÄËÐ). ßêùî ìiðà
µ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ÄËÐ, òîäi öå ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ
óìîâîþ òîãî, ùî µ ¹ ìiðîþ Ãiááñà.

Áiëüø ïðîçîðèì ç àíàëiòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ¹ ðiâíÿííÿ, ÿêå
çàïðîïîíóâàâ Ðþåëü (ÐÐ) ó [213]. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Γ)-
âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ F i Λ ∈ Bc(Rd) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫

Γ
F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη).

(3.1.24)
Íåîáõiäíî òàêîæ íàâåñòè ùå îäíå ðiâíÿííÿ, çàïðîïîíîâàíå

â ïðàöÿõ [106, 178], öå ðiâíÿííÿ Ãåîðãii�Íãó¹íà�Öåññiíà (ÃÍÖ).
Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Rd) ⊗ B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ H âè-
êîíó¹òüñÿ ôîðìóëà∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)µ(dγ) = z

∫
Γ

∫
Rd

H(x; γ∪{x})e−βW ({x};γ)σ(dx)µ(dγ).

(3.1.25)
Ðiâíÿííÿ (3.1.23), (3.1.24), (3.1.25) ¹ åêâiâàëåíòíèì iíñòðó-

ìåíòîì îïèñó ìiðè Ãiááñà. Ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ öüîãî ôàê-
òó ó âèãëÿäi òàêî¨ òåîðåìè:

Teoðåìà 3.1.2. Íåõàé µ ∈ GV , äå GV := G(ϕ, z, β) � ìíîæè-
íà óñiõ ìið Ãiááñà, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîòåíöiàëó ϕ, àêòèâíîñòi
z i îáåðíåíié òåìïåðàòóði β. Òîäi ðiâíÿííÿ ÄËÐ (3.1.23), ðiâ-
íÿííÿ ÐÐ (3.1.24) i ðiâíÿííÿ ÃÍÖ (3.1.25) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Äåòàëüíå äîâåäåííÿ ïîäàíî â ïðàöi [154].

3.2. Òåðìîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè òà

òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨

Ìàêðîñêîïi÷íi âëàñòèâîñòi ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ âèâ÷à¹ òåðìî-
ñòàòèêà, òîáòî ðiâíîâàæíà òåðìîäèíàìiêà, ÿêà ¹, ïî ñóòi, ôåíî-
ìåíîëîãi÷íîþ íàóêîþ i ÿêà òiëüêè ïî÷èíàþ÷è ç ñåðåäèíè XX ñò.
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íàáóëà âèðiøàëüíîãî íàóêîâîãî çíà÷åííÿ çàâäÿêè âïëèâó ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿê êëàñè÷íî¨, òàê i êâàíòîâî¨. Òîìó ç ìàòåìàòè÷-
íî¨ òî÷êè çîðó âàæëèâî îòðèìàòè âèðàçè îñíîâíèõ ìàêðîñêîïi÷-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ó òåðìiíàõ ðîçïîäiëiâ Ãiááñà. Öi õàðàêòåðè-
ñòèêè íàçèâàþòü òåðìîäèíàìi÷íèìè ïàðàìåòðàìè, àáî òåðìî-
äèíàìi÷íèìè ôóíêöiÿìè òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ. Î÷åâèä-
íî, ùî öi ïîíÿòòÿ íå ìîæíà ÷iòêî ðîçäiëèòè, áî âîíè ïîâ'ÿçàíi
ðiâíÿííÿìè ñòàíó òà ìîæóòü ó îäíîìó âèïàäêó áóòè ïàðàìåò-
ðàìè, ÿêi ¹ ñòàëèìè äëÿ ñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ â çàäàíié ðiâ-
íîâàçi, à â iíøîìó � ôóíêöiÿìè iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðà-
ìåòðiâ. Äî òàêèõ ïàðàìåòðiâ íàëåæèòü ïåðåäóñiì òåìïåðàòóðà
ñèñòåìè àáî ¨¨ îáåðíåíå çíà÷åííÿ β (ôîðìóëà (3.1.8)), à òàêîæ
ïèòîìèé îá'¹ì v (ñåðåäíié îá'¹ì, ùî ïðèïàäà¹ íà îäíó ÷àñòèíêó
(äèâ. (3.1.20)), àáî ãóñòèíà ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi ϱ = 1/v, òèñê
i ò.ï. Äëÿ íåðiâíîâàæíèõ ñèñòåì öi ïàðàìåòðè ìîæóòü ñòàâà-
òè íåâèçíà÷åíèìè. Òåðìîäèíàìi÷íà ðiâíîâàãà âèçíà÷à¹òüñÿ ëè-
øå âiäíîñíî äîñòàòíüî âåëèêî¨ ãðóïè ïàðàìåòðiâ, àëå ïèòàííÿ ¨õ
êiëüêîñòi ¹ ñêëàäíèì i çàëåæèòü âiä çàäà÷i êîíêðåòíîãî äîñëiä-
æåííÿ. Äëÿ äåòàëüíiøîãî ðîçóìiííÿ ðàäèìî çâåðíóòèñÿ, íàïðè-
êëàä, äî ïðàöi [36].

Ç ïîãëÿäó ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî ñòðîãî¨ òåîði¨ ñòàòèñòè÷íèõ
ñèñòåì íàéáiëüøî¨ óâàãè çàñëóãîâóþòü òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨
åíåðãi¨, òèñêó, åíòðîïi¨, òåïëî¹ìíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì i
íàìàãíi÷åíiñòü, ïîëÿðèçàöiÿ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ÿâèù òà áàãà-
òî iíøèõ. Âàæëèâî òàêîæ çàóâàæèòè, ùî ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî
ñòðîãî¨ òåîði¨ ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù ïîòðåáó¹ ñòâîðåííÿ ìîäå-
ëåé, ÿêi á  ðóíòóâàëèñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ñïîñòåðåæåííÿ öèõ ÿâèù
i äàâàëè á íîâó êàðòèíó áà÷åííÿ (äèâ. [81]).

3.2.1. Åíåðãiÿ

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñòàòèñòè÷íî¨ ñèñòåìè ¹ âiëüíà
åíåðãiÿ, ÿêó iíêîëè íàçèâàþòü âiëüíîþ åíåðãi¹þ Ãåëüìãîëüöà (íà
âiäìiíó âiä âiëüíî¨ åíåðãi¨ Ãiááñà, ÿêó âèçíà÷åíî íèæ÷å) i ÿêó â
êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi âèçíà÷àþòü ôîðìóëîþ

F (T, V,N) = −kT lnZΛ(N, β), β = 1/kT, V = σ(Λ). (3.2.26)
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Ó òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîçíà÷åííÿõ (äèâ. [152], [36])

F = U − TS.

Öÿ âåëè÷èíà çàëåæèòü âiä ðîçìiðó ñèñòåìè, òîìó â òåðìîäè-
íàìi÷íié ãðàíèöi çðó÷íî ââåñòè ¨¨ ïèòîìi çíà÷åííÿ, ÿêi ïðèïàäà-
þòü íà îäíó ÷àñòèíêó:

f(v, β) = lim
N→∞,
V/N→v

F (T, V,N)

N
(3.2.27)

àáî íà îäèíèöþ îá'¹ìó ñèñòåìè:

g(ρ, β) = lim
V→∞,
N/V→ρ

F (T, V,N)

V
= v−1f(v, β), ϱ =

1

v
.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (3.2.27) çàïî÷àòêîâàíå ùå ó ïðà-
öi âàí-Õîâà [130], àëå ìiñòèëî äåÿêi ïðîãàëèíè. Ìàáóòü, óïåðøå
ñòðîãå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (3.2.27) íàâiâ Ðþåëü [211],
à ïiçíiøå Ôiøåð [97], êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì Ðþåëÿ, óçàãàëüíèâ
éîãî ðåçóëüòàò íà øèðøèé êëàñ ïîòåíöiàëiâ. I, íàðåøòi, â ïðà-
öi Äîáðóøèíà [12] ïîäàíî çàãàëüíi óìîâè iñíóâàííÿ ñêií÷åííî¨
ãðàíèöi, ÿêi â äåÿêîìó ñåíñi ¹ òàêîæ íåîáõiäíèìè.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Ó âñiõ çãàäàíèõ âèùå ïðàöÿõ âñòàíîâëåíî
òàêîæ âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ f(v, β). Â óñiõ iíòåðâàëàõ, äå âîíà
íàáóâà¹ ñêií÷åííèõ çíà÷åíü, ôóíêöiÿ f(v, β) ¹ ìîíîòîííî íåñïàä-
íîþ îïóêëîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ v.

Äëÿ íàî÷íîñòi íàâåäåìî òàêîæ âèãëÿä öèõ ôóíêöié äëÿ ñè-
ñòåìè êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãàçó.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.1.10) ó âèçíà-
÷åííÿ (3.2.26), ìà¹ìî

FPG(T, V,N) = −kTN

{
1 + ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)d/2]}
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i âiäïîâiäíèé âèðàç äëÿ ïèòîìî¨ âiëüíî¨ åíåðãi¨ â òåðìîäèíàìi÷-
íié ãðàíèöi:

fPG(v, β) = lim
N→∞,
V/N→v

FPG(T, V,N)

N
= −kT

{
1 + ln

[
v

(
2πmkT

h2

) d
2

]}
.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ ðîçðàõîâó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
(0.0.2):

E =
1

N !ZΛ(N, β)

∫
Γ̃
(N)
Λ

H(γ̃)e−βH(γ̃) dγ̃

hdN
= − ∂

∂β
lnZΛ(N, β).

Âiäïîâiäíîþ ïèòîìîþ òåðìîäèíàìi÷íîþ åíåðãi¹þ ¹ ãðàíèöÿ

e(v, β) = − lim
N→∞,
V/N→v

∂

∂β

lnZΛ(N, β)

V
, (3.2.28)

àáî ó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi

e(µ, β) = − lim
V→∞

∂

∂β

ln ΞΛ(µ, β)

V
, (3.2.29)

çâè÷àéíî çà óìîâè, ùî îáèäâi ãðàíèöi iñíóþòü.
Ç îçíà÷åíü (3.2.28), (3.2.26) i (3.2.27) âèïëèâà¹ çâ'ÿçîê ïèòîìî¨

òåðìîäèíàìi÷íî¨ åíåðãi¨ ç âiëüíîþ ïèòîìîþ åíåðãi¹þ Ãåëüìãîëü-
öà:

e(v, β) =
β

v

∂f(v, β)

∂β
.

Ó âèïàäêó âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ âñi òåðìîäèíàìi÷-
íi ôóíêöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ãðàíè÷íó ôóíêöiþ âåëè÷èíè
V −1 ln ΞΛ, òîáòî ôóíêöiþ

χ(µ, β) = lim
V→∞

ln ΞΛ(µ, β)

V
, (3.2.30)

ÿêó iíêîëè íàçèâàþòü ïèòîìîþ âiëüíîþ åíåðãi¹þ Ãiááñà. Iñíóâàí-
íÿ i âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ χ âïåðøå áóëè îïèñàíi Ëi i ßíãîì [161]
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äëÿ ñèñòåìè ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ ïîòåíöià-
ëó òâåðäèõ êóëüîê. Ó [211] öi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíåíî Ðþåëåì
äëÿ ñèñòåì ç îáìåæåíèì ïîòåíöiàëîì âçà¹ìîäi¨. Âiäîìî òàêîæ
(äèâ. [173]), ùî ôóíêöiÿ χ(µ, β) ¹ óâiãíóòîþ çà ïàðîþ çìiííèõ µ,
β.

Âiäïîâiäíî ç (3.2.29), (3.2.30) ìà¹ìî çâ'ÿçîê:

e(µ, β) = −∂χ(µ, β)

∂β
. (3.2.31)

3.2.2. Åíòðîïiÿ

Ïåðåõiä âiä êëàñè÷íîãî äåòåðìiíiñòè÷íîãî îïèñó â êëàñè÷-
íié ìåõàíiöi äî éìîâiðíiñíîãî, ïðèéíÿòîãî â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi,
ïðèçâîäèòü äî âòðàòè òî÷íî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ñòàí ñèñòåìè. Ìiðîþ
òàêèõ âòðàò i ¹ äåÿêà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðiâ òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòà-
íó, ÿêó íàçèâàþòü åíòðîïi¹þ. Ëîãi÷íî ââàæàòè, ùî âîíà äîðiâ-
íþ¹ íóëþ, êîëè îïèñ ¹ ïîâíiñòþ äåòåðìiíîâàíèé, i äîñÿãà¹ ñâîãî
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, êîëè ñèñòåìà ç ÿêîþñü iìîâiðíiñòþ ïå-
ðåáóâà¹ â äåÿêîìó ìîæëèâîìó ìiêðîñêîïi÷íîìó ñòàíi. Ó ñòàòè-
ñòè÷íié ìåõàíiöi åíòðîïiÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç êiëüêiñòþ ìiêðîñêî-
ïi÷íèõ êîíôiãóðàöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ìàêðîñêîïi÷íèìè âåëè-
÷èíàì, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñèñòåìó. Ó 1877 ð. Ëþäâiã Áîëüöìàí
ïîñòóëþâàâ çâ'ÿçîê ìiæ åíòðîïi¹þ ñèñòåìè òà êiëüêiñòþ ìîæëè-
âèõ ìiêðîñêîïi÷íèõ ñòàíiâ, ÿêèìè ìîæå ðåàëiçóâàòèñÿ ìàêðîñêî-
ïi÷íèé ñòàí iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äëÿ ìiêðîêàíîíi÷íîãî
àíñàìáëþ öåé çâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi òàêîãî ñïiââiäíîøåí-
íÿ:

SΛ(E0, N) := kB ln ΩΛ(E0, N), (3.2.32)

äå ñòàëà kB = 1, 38 · 1023 Äæ/Ê âiäîìà ÿê ñòàëà Áîëüöìàíà, à
ΩΛ(E0, N) � ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìiêðîêàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ, ÿêà
âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ êîìiðîê ó ôàçîâîìó ïðîñòîði,
ÿêèé çàïîâíþ¹ êîíòåéíåð Λ. Åíòðîïiÿ � öå òàê çâàíà åêñòåíñèâ-
íà âåëè÷èíà, à ñàìå, ÿêùî ìàêðîñêîïi÷íà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ ìàêðîñêîïi÷íèõ ïiäñèñòåì, åíòðîïiÿìè ÿêèõ ¹ âiäïîâiäíî S1
i S2, òî ïîðÿäîê åíòðîïi¨ âñi¹¨ ñèñòåìè ïîâèíåí áóòè S1 + S2 çà
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çíà÷åíü N , ùî âiäïîâiäàþòü ìàêðîñêîïi÷íèì ñèñòåìàì. Öþ âëà-
ñòèâiñòü ëåãêî ïåðåâiðèòè íà ïðèêëàäi ñèñòåìè iäåàëüíîãî ãàçó.
Äiéñíî, ïiäñòàâèâøè â îçíà÷åííÿ (3.2.32) âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨
ñóìè ìiêðîêàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ (3.1.7) i âðàõîâóþ÷è, ùî çà âå-
ëèêèõ çíà÷åíü N ìîæíà ñêîðèñòàòèñü íàáëèæåíèìè ôîðìóëàìè:

ln Γ

(
dN

2

)
≈ dN

2

(
ln

(
dN

2

)
− 1

)
, N ! ≈

(
N

e

)N
,

à òàêîæ çíà÷åííÿì åíåðãi¨ E0 = d
2NkBT , îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ

åíòðîïi¨:

SPGΛ (T,N) = kBN

{
d+ 2

2
+ ln

[
V

N

(
2πmkBT

h2

)d/2]}
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî çìiøàòè äâà îäíàêîâi ãàçè, ÿêi ìà-
þòü âiäïîâiäíî êiëüêiñòü ìîëåêóë N1 i N2 i çàéìàþòü âiäïîâiäíî
îá'¹ìè V1 i V2, òî åíòðîïiÿ ñóìiøi S = S1 + S2, îñêiëüêè

V1
N1

=
V2
N2

=
V1 + V2
N1 +N2

.

Âèçíà÷åííÿ (3.2.32) äà¹ éìîâiðíiñíå òëóìà÷åííÿ äðóãîãî çà-
êîíó òåðìîäèíàìiêè (äèâ., íàïðèêëàä, âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ â
[195]).

Âèðàçè äëÿ åíòðîïi¨ â êàíîíi÷íîìó òà âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó
àíñàìáëÿõ çàïèñóþòü ó òàêîìó âèãëÿäi:

SΛ(N, β) := −
∫
Γ̃
(N)
Λ

DΛ
c (γ̃, N, β) lnDΛ

c (γ̃, N, β)λσ̃(dγ̃), N = |γ|,

(3.2.33)

SΛ(z, β) := −
∫
Γ̃Λ

DΛ
gc(γ̃, z, β) lnDΛ

gc(γ̃, z, β)λz0σ̃(dγ̃), (3.2.34)

äå ùiëüíîñòi çàäàíi ôîðìóëàìè (3.1.8), (3.1.13). Ïiäñòàâèâøè ¨õ
ó ôîðìóëè (3.2.33), (3.2.34), îäåðæèìî âiäîìi òåðìîäèíàìi÷íi
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ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ åíòðîïi¨ ÷åðåç ñòàòèñòè÷íi àíàëîãè âiäïîâiä-
íèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ åíòðîïi¨ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi òðåáà
âèçíà÷èòè ¨¨ ïèòîìi çíà÷åííÿ íà îäèíèöþ îá'¹ìó. Äëÿ ìiêðîêà-
íîíi÷íîãî àíñàìáëþ

s(ε0, ρ) = lim
Λ↑Rd

SΛ(E0, N)

V
, V = σ(Λ).

Óìîâè iñíóâàííÿ i âëàñòèâîñòi öi¹¨ ãðàíèöi äåòàëüíî îïèñàíi â
ïðàöi [43, ðîçä. 3.3].

Ç ôîðìóë (3.2.33), (3.1.8) òà âèçíà÷åíü (3.2.28), (3.2.27) i
(3.2.26) âèïëèâà¹, ùî

s(v, β) = βe(v, β) − β

v
f(v, β) =

β2

v

∂f(v, β)

∂β
− β

v
f(v, β).

Ïiäñòàâèâøè (3.1.13) â (3.2.34) i ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè
ðiâíîñòi íà V , îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

s(µ, β) = −β∂χ(µ, β)

∂β
− µ

∂χ(µ, β)

∂µ
+ χ(µ, β). (3.2.35)

3.2.3. Òèñê. Ðiâíÿííÿ ñòàíó

Òèñê ¹ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ,
ÿêèé ðàçîì ç iíøèìè òåðìîäèíàìi÷íèìè âåëè÷èíàìè âèçíà÷àþòü
ôiçè÷íèé ñòàí ñèñòåìè ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü. Ðiâíÿííÿ, ÿêå
ïîâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ òèñê, îá'¹ì i òåìïåðàòóðó, íàçèâàþòü ðiâíÿí-
íÿì ñòàíó. Íàéïðîñòiøèì òàêèì ðiâíÿííÿì ¹ ðiâíÿííÿ Êëàïåé-
ðîíà, ÿêå îïèñó¹ ïîâåäiíêó iäåàëüíèõ ãàçiâ. Ñèñòåìè ðåàëüíèõ
ãàçiâ, ÿêi ïåðåáóâàþòü ó ðîçðiäæåíîìó ñòàíi òà ìàþòü íåâèñîêèé
òèñê, îïèñóþòü ôåíîìåíîëîãi÷íèì ðiâíÿííÿì Âàí äåð Âààëüñà.
Äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ i äëÿ ñèñòåì, ÿêi ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ, òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì ¹ ôîðìóëà (3.1.12), ââåäåíà äëÿ
îïèñó ðîçïîäiëó Ãiááñà âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ. Çàïèøå-
ìî éîãî ó òàêîìó âèãëÿäi:

PΛV = kT ln ΞΛ(β, µ). (3.2.36)
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Íàïðèêëàä äëÿ ñèñòåìè iäåàëüíîãî ãàçó ΞΛ(β, z) ìà¹ âèãëÿä
(3.1.19), à ðiâíÿííÿ (3.2.36) çàïèøåìî òàê:

PΛ = kTz.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó z = N/V , îòðèìó¹ìî ðiâ-
íÿííÿ Êëàïåéðîíà.

Ðiâíÿííÿ (3.2.36) òà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ χ(µ, β) ó
(3.2.30), ÿêå áóëî äîâåäåíå â [161], [211], ôàêòè÷íî âèçíà÷à¹ òèñê
ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi Λ ↑ Rd (V → ∞):

p(µ, β) = kT lim
Λ↑Rd

ln ΞΛ(µ, β)

V
=

1

β
χ(µ, β). (3.2.37)

Ó ïðàöi Ðþåëÿ [213] äëÿ íàäñòiéêèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨
âñòàíîâëåíî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü òèñêó âiä ãóñòèíè ϱ, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó ó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi òåæ âèçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç ïîòåíöiàë χ(µ, β) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

ϱ(µ, β) = lim
Λ↑Rd

1

ΞΛ(µ, β)

∫
ΓΛ

N

V
eµN−H(γ̃)λσ̃(dγ̃) = (3.2.38)

= lim
Λ↑Rd

∂

∂µ

ln ΞΛ(µ, β)

V
=
∂χ(µ, β)

∂µ
, N = |γ̃|, V = σ(Λ).

Çàóâàæåííÿ 3.6. Iñíóâàííÿ ïîõiäíèõ ∂χ(µ,β)
∂µ , ∂χ(µ,β)

∂β ó ôîðìó-

ëàõ (3.2.31), (3.2.35) òà (3.2.38) âèïëèâà¹ ç óâiãíóòîñòi ôóíêöi¨
χ(µ, β) çà êîæíîþ çìiííîþ, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi òî÷îê çëàìó.

Òèñê òàêîæ ìîæíà âèçíà÷èòè â ðàìêàõ êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ,
áàçóþ÷èñü íà òåðìîäèíàìi÷íîìó ñïiââiäíîøåííi

P = −
(
∂F

∂V

)
T

,

ÿêå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi (äèâ. (3.2.26), (3.2.27)) çàïèñóþòü
òàê:

p(v, β) =
1

β

∂f(v, β)

∂v
. (3.2.39)



79

Ó ïðàöi Äîáðóøèíà òà Ìiíëîñà [18] âñòàíîâëåíî, ùî ïîõiä-
íà â (3.2.39) iñíó¹ äëÿ âñiõ v > v0, 0 < β < ∞. Êðiì òîãî, â
äîâiëüíié çàìêíåíié îáìåæåíié îáëàñòi S ïëîùèíè (v, β), ùî ëå-
æèòü óñåðåäèíi îáëàñòi (v > v0, β > 0), âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ L, ÿêà ìîæå çàëåæàòè âiä S. Öå îçíà÷à¹, ùî
äðóãà ïîõiäíà ∂2f/∂v2 iñíó¹ é ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.

3.3. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìið Ãiááñà

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ áóëè âïåðøå ââåäåíi íà ïî÷àòêó XX ñò.
Îðøòåéíîì i Öåðíiêå äëÿ äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íèõ ôëóêòóàöié.
Ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ìàáóòü, ïî÷à-
ëèñÿ ç ïðàöi Iâîíà [224] i íåçàëåæíèõ äîñëiäæåíü Áîãîëþáîâà [3],
Êiðêâóäà [143] òà Áîðíà�Ãðiíà [65]. �õ çâ'ÿçîê çi ñòàòèñòè÷íèì
ñòàíîì (òîáòî âiäïîâiäíîþ ìiðîþ Ãiááñà) êîðîòêî îáãîâîðþâàâñÿ
ó ïðàöÿõ Ðþåëÿ [43,213]. Àëå, éìîâiðíî, â çàãàëüíiøîìó âèãëÿäi
öå ïèòàííÿ âèñâiòëåíå ó ïðàöÿõ Ëåíàðäà [163�165], ÿêi â ñâîþ
÷åðãó áóëè äåùî îñó÷àñíåíi ç ïîãëÿäó àíàëiçó, ÿêèé ðîçâèâà¹òüñÿ
â öié ìîíîãðàôi¨, òà äåòàëüíiøå âèêëàäåíi â [144,154]. Ó íàñòóï-
íîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî äåÿêi îñíîâíi ìîìåíòè öüîãî àíàëiçó.

3.3.1. Êîðåëÿöiéíi ìiðè òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¹ â ïåâíîìó ñåíñi àíàëîãîì ìîìåíòiâ
ìiðè, òîáòî iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ãiááñà âiä äîáóòêó ïóàññîíiâñü-
êèõ ïîëiâ, ïðî ÿêi éòèìåòüñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi. Ðîçãëÿíå-
ìî àíàëîã ìîìåíòiâ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ.

Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî êîæíó êîíôiãóðàöiþ γ ìîæíà îòî-
òîæíèòè ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (äèâ. (1.1.2), (1.1.3), (1.1.5)).
Àëå ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ (çâå-
äåííÿ ó ñòåïiíü) íå ¹ âèçíà÷åíîþ. Ó ãàóññîâîìó àíàëiçi (òîáòî
íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié, ÿêi iíòåãðîâíi çà ìiðîþ Ãàóññà) ââîäÿòü
òàê çâàíó âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ. Òàê ñàìî ìîæíà çðîáèòè i ó
âèïàäêó ïóàññîíiâñüêîãî àíàëiçó. Äåòàëüíiøå öå ïèòàííÿ îáãîâî-
ðèìî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ç òî÷êè çîðó óçàãàëüíåíèõ ïóàñ-
ñîíiâñüêèõ ôóíêöiîíàëiâ [135�137].
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Ïåðøèé ñòåïiíü çíàõîäÿòü çâè÷àéíèì ÷èíîì çà âèçíà÷åííÿì
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé G ¹ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði êîíôiãó-
ðàöié Γ0 (G : Γ0 ↣ R) òàêîþ, ùî

G ↾ Γ
(n)
0 = G(n)({x1, ..., xn}) := Gn(x1, ..., xn), Gn ∈ C0(Rdn).

(3.3.40)
Òîäi

< G(1), γ > :=
∑
x1∈γ

< G(1), δx1 > =
∑
x1∈γ

G1(x1). (3.3.41)

Ñòåïiíü n âèçíà÷àþòü ôîðìóëîþ

< G(n), : γ⊗n :> :=
∑

{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn). (3.3.42)

Òîäi àíàëîãîì ôîðìóëè ìîìåíòiâ ¹ âèðàç∫
Γ
< G(n), : γ⊗n :> µ(dγ) :=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ(n) (dx1, ..., dxn) .

(3.3.43)
Ôóíêöiþ ρ(n) áóäåìî íàçèâàòè êîðåëÿöiéíîþ ìiðîþ ìiðè µ

íà Γ(n). ßêùî êîðåëÿöiéíà ìiðà ρ(n) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ
âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â Rdn, òî ¨¨ ùiëüíiñòü âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíó
êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ

ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) :=
1

n!
ρn(x1, ..., xn)σ(dx1) · · ·σ(dxn),

ρn(x1, ..., xn) := ρ(η) ↾ Γ(n), η = {x1, ..., xn} := {(x)n1}.
(3.3.44)

Ç óðàõóâàííÿì (3.3.42) ôîðìóëó (3.3.43) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi ∫

Γ

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn)µ(dγ) = (3.3.45)

=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) .
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Êîðåëÿöiéíó ìiðó òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè íà ïðîñòîði óñiõ
ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ0, ïðîñóìóâàâøè ðiâíiñòü (3.3.45) çà
âñiìà n ≥ 0. Òîäi ç (3.3.45) îòðèìó¹ìî ôîðìóëó∫

Γ

∞∑
n=0

∑
{(x)n1 }⊂γ

Gn(x)n1µ(dγ) :=

∫
Γ

∑
η⋐γ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(dη),

(3.3.46)
à ó âèïàäêó (3.3.44)∫

Γ

∑
η⋐γ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(η)λσ(dη), (3.3.47)

äå çíà÷îê η ⋐ γ îçíà÷à¹ ñóìóâàííÿ çà óñiìè ñêií÷åííèìè ïiäìíî-
æèíàìè η íåñêií÷åííî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ. Ïiäñòàâèâøè â (3.3.46)
G = 11A, A ∈ B(Γ0), îòðèìó¹ìî âèãëÿä êîðåëÿöiéíî¨ ìiðè íà
B(Γ0):

ρµ(A) = ρ(A) =

∫
Γ

∑
η⋐γ

11A(η)µ(dγ). (3.3.48)

Ùîá çíàéòè âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ÿê ó ïðîñòîði
Γ0, òàê i â ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd), ââåäåìî íîâå ïîíÿòòÿ äëÿ ìiðè µ, ÿêà
¹ ìiðîþ Ãiááñà, ïîáóäîâàíîþ çà ïîòåíöiàëîì V (µ ∈ GV ).

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ìiðó µ íàçèâàþòü ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè λzσ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd)
ìiðà µΛ = µ ◦ p−1

Λ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè λΛzσ,
òîáòî iñíó¹ ïîõiäíà Ðàäîíà�Íiêîäèìà:

dµΛ

dλΛzσ
(γ).

Íàñòóïíà ëåìà âèçíà÷à¹ öþ ïîõiäíó äëÿ µ ∈ GV :

Ëåìà 3.3.1. Íåõàé µ ∈ GV . Òîäi âîíà ¹ ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî λzσ i

dµΛ

dλΛzσ
(η) =

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (3.3.49)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé F ¹ äîäàòíîþ BΛ(Γ)-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.
Òîäi iñíó¹ B(ΓΛ)-âèìiðíà ôóíêöiÿ f òàêà, ùî F = f ◦ pΛ (F (γ) =
= f(γΛ)). Çà îçíà÷åííÿì ïðî¹êöi¨ ìiðè∫

Γ
F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ìiðà µ ¹ ãiááñîâîþ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-
íÿ Ðþåëÿ (3.1.24). Òîäi∫

Γ
F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη) =

=

∫
ΓΛ

f(η)

[∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη).

(3.3.50)

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà âèçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ Ðàäîíà�Íiêîäèìà∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη) =

∫
ΓΛ

f(η)
dµΛ

dλΛzσ
(η)λzσ(dη), (3.3.51)

i, ïîðiâíþþ÷è (3.3.51) ç (3.3.50), îòðèìó¹ìî (3.3.49). ■
Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó ëåìó öüîãî ïiäðîçäiëó.

Ëåìà 3.3.2. Íåõàé µ ∈ GV i äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) iñíó¹
ñòàëà CΛ > 0 òàêà, ùî

dµΛ

dλΛzσ
(η) = ≤ C

|η|
Λ .

Òîäi êîðåëÿöiéíà ìiðà (3.3.48) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî
ìiðè λzσ, à ¨¨ ùiëüíiñòü âèðàæà¹òüñÿ êîðåëÿöiéíèì ôóíêöiîíà-
ëîì òàêîãî âèãëÿäó:

ρ(η) = z|η|
∫
Γ
e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (3.3.52)
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
A ∈ Bc(Γ0) iñíó¹ Λ ∈ Bc(Rd) òàêå, ùî ôóíêöiÿ

∑
η⊂γ 11A(η) ¹

BΛ(Γ0)-âèìiðíîþ, à

ρ(A) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

11A(η)µΛ(dγ) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

11A(η)
dµΛ

dλΛzσ
(γ)λΛzσ(dγ).

(3.3.53)
Çàñòîñóâàâøè äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.3.53) ëåìó 1.2.3 (ðiâíiñòü
(1.2.25)) ç

G(γ) =
dµΛ

dλΛzσ
(γ), H(η, γ \ η)) = 11A(η)11ΓΛ

(γ \ η),

îòðèìó¹ìî

ρ(A) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

11A(η)
dµΛ

dλΛzσ
(η ∪ γ)λΛzσ(dγ)λzσ(dη).

Òîäi ç (3.3.46)�(3.3.47) äëÿ G = 11A, A ∈ B(ΓΛ)

ρ(η) = z|η|
∫
ΓΛ

dµΛ

dλΛzσ
(η ∪ γ)λzσ(dγ). (3.3.54)

Ïiäñòàâèìî â (3.3.54) âèðàç (3.3.49). Òîäi

ρ(η) = z|η|
∫
ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η∪γ)−βW (η∪γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ) = (3.3.55)

= z|η|
∫
ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ∪ξ)e−βU(γ)−βW (γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ).

Çàñòîñîâóþ÷è â îñòàííüîìó âèðàçi (3.3.55) ÐÐ (3.1.24), îäåðæó¹-
ìî (3.3.52). ■

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié,
ùî âiäïîâiäàþòü óìîâíîìó ðîçïîäiëó Ãiááñà (äèâ. (3.1.21)�
(3.1.22)) â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ òà ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ êîíôi-
ãóðàöiÿõ γ̄ ∈ ΓΛc :

ρΛ(η | γ̄) =
z|η|

ΞΛ(γ̄)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ|γ̄)λzσ(dγ), ρΛ(η) = ρΛ(η | {∅}),

(3.3.56)
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òîáòî çàìiñòü µ(dγ) ó (3.3.52) òðåáà ïiäñòàâèòè óìîâíó ìiðó

dµΛ(γ | γ̄Λc) =
e−βU(γ|γ̄Λc )

ΞΛ(γ̄Λc)
λzσ(dγ).

3.3.2. Ïóàññîíiâñüêi ïîëÿ òà ¨õ ðåãóëÿðèçàöiÿ

Ó òåîði¨ åâêëiäîâèõ êâàíòîâàíèõ ïîëiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [37,
ðîçä. 29.2]) ïîëÿ âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàòîðíîçíà÷íèìè óçàãàëüíå-
íèìè ôóíêöiÿìè íà ïðîñòîði Øâàðöà S(R4). Âiëüíå åâêëiäîâå
ñêàëÿðíå ïîëå ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ÿê óçàãàëüíåíèé ãàóñ-
ñîâèé ïðîöåñ, iíäåêñîâàíèé ôóíêöiÿìè f ∈ S(R4) [176]. Âiêiâñü-
êó ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçãëÿäàþòü ÿê ïðîöåäóðó îðòîãîíàëiçàöi¨ ìî-
íîìiâ âiëüíîãî åâêëiäîâîãî (àáî ãàóññîâîãî) ïîëÿ [177] (äèâ. òà-
êîæ [1]).

Çà àíàëîãi¹þ ç ãàóññîâèì ïîëåì ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ïóàñ-
ñîíiâñüêîãî ïîëÿ ÿê ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà íà ïðî-
ñòîði C0(Rd). Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

γ = {x1, . . . , xn, . . .} 7→ γ(x) =
∞∑
i=1

δ(x− xi). (3.3.57)

Òîäi

< γ, f > := γ(f) =

∫
Rd

f(x)γ(x)dx =
∑
x∈γ

f(x). (3.3.58)

Âiäïîâiäíî äî ïðàöi [135] ââåäåìî ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöié F ∈
∈ L2(Γ, πσ) çà ôîðìóëîþ

(UF (·)) (f) := lπσ(f)−1

∫
Γ
ei<γ,f>F (γ)πσ(dγ), f ∈ C0(Rd),

äå lπσ(f) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (1.2.22), à òî÷êà îçíà÷à¹ ìiñöå
àðãóìåíòó ôóíêöi¨ F , çà ÿêèì ó ïðàâié ÷àñòèíi âèêîíó¹òüñÿ iíòåã-
ðóâàííÿ çà ìiðîþ πσ. Íàïðèêëàä, äëÿ ôóíêöi¨ F (γ) =
= exp[< γ, log(1 + g) >], ÿêó âèçíà÷åíî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié
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g ∈ C0(Rd) ç |g| < 1, ôóíêöiþ UF ëåãêî ðîçðàõóâàòè, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.2.22):

(U exp[< ·, log(1 + g) >]) (f) = exp

[∫
Rd

eif(x)g(x)dx

]
.

Óíàñëiäîê ùiëüíîñòi ëiíiéíî¨ îáîëîíêè åêñïîíåíöiàëüíèõ âåê-
òîðiâ {ei<γ,f> | f ∈ C0(Rd)} ó L2(Γ, πσ) ([136, òåîðåìà 3]) ç
ðiâíîñòi UF = 0 âèïëèâà¹, ùî U ≡ 0, òîáòî iñíóâàííÿ îáåðíå-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ U−1, ÿêå íà ôóíêöiîíàëàõ âèãëÿäó G[f ] =
= exp[

∫
Rd e

if(x)g(x)dx], äå f, g ∈ C0(Rd), à |g| < 1, çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ(

U−1G[·]
)

(γ) = exp[< γ, log(1 + g) >]. (3.3.59)

ßêùî òåïåð âèçíà÷èòè ôóíêöiþ F òàê, ùî G[f ] = F (ef ), òî
âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ âèçíà÷àþòü [135] çà ôîðìóëîþ

: F (γ) : :=
(
U−1F (ei·

)
(γ). (3.3.60)

Ç ôîðìóë (3.3.59) i (3.3.60) òà âèçíà÷åíü ôóíêöié G i F âèïëèâà¹,
ùî

: e<γ,g> : = exp[< γ, log(1 + g) >]. (3.3.61)

Ç öi¹¨ ôîðìóëè ìîæíà îòðèìàòè âèðàç äëÿ âiêiâñüêèõ ìîíîìiâ.
Âèáåðåìî äëÿ öüîãî ôóíêöiþ g ó âèãëÿäi g =

∑k
j=1 αjgj i gj ∈

∈ C0(Rd) òà ç äîñòàòíüî ìàëèìè αj , j = 1, . . . , k, äëÿ òîãî, ùîá
|g| < 1. Òîäi

:

k∏
j=1

< γ, gj >:=
∂k

∂α1 · · · ∂αk
exp[<γ, log(1+

k∑
j=1

αjgj)>]|α1=...=αk=0.

(3.3.62)
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òàêå âèçíà÷åííÿ âiêiâñüêèõ ìîíîìiâ çái-

ãà¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì çà ôîðìóëîþ (3.3.42), â ÿêié òðåáà âèáðà-
òè ôóíêöiþ G ó âèãëÿäi

Gn(x1, ..., xn) =
∑
π∈Pn

g1(xπ(1)) · · · gn(xπ(n)).
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Ôîðìóëó Êåìïáåëëà�Ìåêêå (1.2.23) (äèâ. [73, 74, 172]) äëÿ
ôóíêöié F, G ∈ L2(Γ, πσ) ìîæíà çàïèñàòè òàê:∫

Γ
:< γ,φ >G(γ) : F (γ)πσ(dγ) = (3.3.63)

=

∫
Γ

∫
Rd

φ(x) :G(γ) : F (γ ∪ {x})σ(dx)πσ(dγ), φ ∈ C0(Rd).

Äîâåäåííÿ äëÿ ôóíêöié âèãëÿäó F (γ) = ei<γ,f>, f ∈ C0(Rd) i
G(γ) = ei<γ,g>, g ∈ C0(Rd) âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ç âèêîðèñòàí-
íÿì ôîðìóë (3.3.61), (1.2.22). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (3.3.63),
çðîáèâøè çàìiíè: πσ → λzσ, Γ → ΓΛ, :< γ,φ > G(γ) : F (γ) →
→:

∏m
j=1 < γ, gj >: Ξ−1

Λ exp[−βU(γ)]. Òîäi êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ
ρΛ(η) = ρΛ({x1, . . . , xm}) := ρΛm(x1, . . . , xm) (äèâ. (3.3.56)) ìîæ-
íà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âiêiâñüêèõ ìîìåíòiâ ïóàññîíiâñüêèõ ïîëiâ
(3.3.57):

ρΛm(x1, . . . , xm) =
1

ΞΛ

∫
ΓΛ

: γ(x1) · · · γ(xm) : e−βU(γ)λzσ(dγ).

(3.3.64)

3.3.3. Ëîêàëüíi ñïîñòåðåæóâàíi òà êîðåëÿöiéíi
ôóíêöi¨

Ëîêàëüíî ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè âèçíà÷åíî â ïiäðîçä. 3.1.1.
Óðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (3.3.46), (3.3.47), âèðàç (3.1.2) äëÿ ñå-

ðåäíiõ âiä ôóíêöié (3.1.3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

< FB >µ=

∫
Γ
FB(γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

fB(η)ρ(η)λσ(dη). (3.3.65)

Îòæå, çíàþ÷è âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨, ìîæíà îá÷èñ-
ëèòè ñåðåäíi ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí, îáðàõîâóþ÷è iíòåãðàëè
çà ìiðîþ Ëåáåãà�Ïóàññîíà.

Çàóâàæåííÿ 3.7. Âèçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ÿêå íà-
âåäåíî âèùå ôîðìóëàìè (3.3.43), (3.3.44), íàëåæèòü Ëåíàðäó



87

[163�165]. Òàêå âèçíà÷åííÿ iñòîòíî ìîòèâîâàíå âèãëÿäîì ñïî-
ñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí (3.1.3). Ëåíàðä òàêîæ âèçíà÷èâ îïåðà-
òîð S ÿê âiäîáðàæåííÿ ôóíêöié G (äèâ. (3.3.40)) íà Γ0 ó ôóíêöi¨
SG íà Γ:

(SG) (γ) =
∑
η⋐γ

G(η).

Òàêå âiäîáðàæåííÿ äàëî ïîøòîâõ äî ñòâîðåííÿ ãàðìîíiéíîãî
àíàëiçó íà ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié [144]
(äèâ. òàêîæ [154]) çà àíàëîãi¹þ äî ñïiââiäíîøåííÿ ãiëüáåðòî-
âîãî ïðîñòîðó êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié íà R1 òà ïðî-
ñòîðó l2 êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêèé ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê âiäïîâiäíèé ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

3.3.4. Ñòåïåíåâi ðîçêëàäè äëÿ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié

Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié äëÿ ñèñòåìè, ùî
çíàõîäèòüñÿ â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ, òîáòî ç (3.3.56) çà ïîðîæíiõ
ãðàíè÷íèõ óìîâ γ̄ = ∅, ïîáóäó¹ìî ïåðåäóñiì ðîçêëàä äëÿ âåëèêî¨
ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ΞΛ. Ôàêòîð Áîëüöìàíà çàïèøåìî ó âèãëÿäi

e−βU(γ) =

{
1 äëÿ |γ| = 0 ∨ 1,∏

{x,y}⊂γ(Cxy + 1) äëÿ |γ| ≥ 2,
(3.3.66)

äå Cxy := e−βϕxy − 1, ϕxy := ϕ(|x− y|).
Äîáóòîê ó (3.3.66) ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñóìó âíåñêiâ ãðàôiâ,

âåðøèíàìè ÿêèõ ¹ òî÷êè (êîîðäèíàòè) êîíôiãóðàöi¨ γ. Àíàëiòè÷-
íèì âíåñêîì âåðøèíè ¹ îäèíèöÿ, à âíåñêîì ëiíi¨ l = lxy, ùî
ç'¹äíó¹ âåðøèíè x, y ∈ γ, ¹ ôóíêöiÿ Cxy. Òîìó âíåñîê äîâiëü-
íîãî ãðàôà ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê ôóíêöié Clxy = Cxy, ùî
âiäïîâiäàþòü ìíîæèíi L(G) óñiõ âíóòðiøíiõ ëiíié ãðàôà G. Çðî-
çóìiëî, ùî äëÿ êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ ΓΛ äîáóòîê ó (3.3.66)
âêëþ÷à¹ â ñåáå 2N(N−1)/2 ãðàôiâ, äå N = |γ|. ßêùî ïîçíà÷èòè
äîâiëüíèé ãðàô ëiòåðîþ G = G(γ), à âñþ ìíîæèíó ãðàôiâ ëiòå-
ðîþ G(γ), ôàêòîð Áîëüöìàíà ìîæíà çàïèñàòè òàê:

e−βU(γ) =
∑

G∈G(γ)

∏
{x,y}∈L(G)

Cxy. (3.3.67)
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Êîæíèé ãðàô G ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê êîìïîçèöiþ k ãðàôiâ
GTi (i ∈ {1, . . . , k}), ÿêi ¹ çâ'ÿçíèìè ãðàôàìè:

G = GT1 ∗ · · · ∗GTk .

×èñëî k íàçèâàþòü ïîðÿäêîì íåçâ'ÿçíîñòi ãðàôà G (1 ≤ k,
N = |γ|). Ãðàôè ç ïîðÿäêîì íåçâ'ÿçíîñòi k = 1 ¹ çâ'ÿçíèìè ãðà-
ôàìè. Âíåñîê äîâiëüíîãî ãðàôà G ¹ äîáóòêîì k âíåñêiâ ãðàôiâ
GTi , i = 1, k. Ç êîæíèì ãðàôîì G ∈ G ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ðîçáèò-
òÿ êîíôiãóðàöi¨ γ íà ïiäìíîæèíè (ïiäêîíôiãóðàöi¨) {γ1, . . . , γk},
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.4.40), äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ iñíó¹
áàãàòî ãðàôiâ G ç îäíàêîâèì ïîðÿäêîì íåçâ'ÿçíîñòi k.

Ó ñóìi (3.3.67) âèêîíà¹ìî íàñòóïíå ïåðåñóìóâàííÿ. Ðîçiá'¹ìî
ñóìó (3.3.67) íà N = |γ| ãðóï, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ôiêñîâàíèé ïî-
ðÿäîê íåçâ'ÿçíîñòi. Òîäi ìíîæèíà ãðàôiâ ç ôiêñîâàíèì k â ñâîþ
÷åðãó äiëèòüñÿ íà ãðóïè-ìíîæèíè, ãðàôè êîæíî¨ ç ÿêèõ ìàþòü
âåðøèíè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçáèòòþ êîíôiãóðàöi¨ γ íà k ïiäêîí-
ôiãóðàöié {γ1, . . . , γk}. Îñòàííié êðîê ó öüîìó ïåðåñóìóâàííi òà-
êèé. Ñïåðøó ïðîñóìó¹ìî óñi ãðàôè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé âíåñîê,
ùî âiäïîâiäà¹ ðîçáèòòþ {γ2, . . . , γk}, i ðiçíi âíåñêè, ÿêi âiäïîâiäà-
þòü γ1. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî ñóìó âíåñêiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹
îäíàêîâèé ìíîæíèê:

ΦT (γ1) =


0 äëÿ γ1 = ∅,
1 äëÿ |γ1| = 1,∑

GT∈GT (γ1)

∏
{x,y}∈L(GT )Cxy äëÿ |γ1| ≥ 2,

(3.3.68)
äå GT (γ1) � âíåñîê óñiõ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ ç âåðøèíàìè â òî÷-
êàõ êîíôiãóðàöi¨ γ1. Ôóíêöi¨ ΦT (γ) íàçèâàþòü ôóíêöiÿìè Óðñåëà
(äèâ. [43, ïiäðîçä. 4.4.2]). Äàëi ïðîñóìóâàâøè óñi âíåñêè ãðàôiâ ç
îäíàêîâèìè ìíîæíèêàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçáèòòþ {γ3, . . . , γk}
i ðiçíèì âíåñêàì, ùî âiäïîâiäàþòü γ2 i ò.ä., îäåðæèìî âèðàç

e−βU(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) · · ·ΦT (γk), (3.3.69)

äå ñóìó ç çiðî÷êîþ âèçíà÷åíî â (1.4.39). À äëÿ âåëèêî¨ ñòàòè-



89

ñòè÷íî¨ ñóìè áóäåìî ìàòè

ΞΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) · · ·ΦT (γk)λzσ(dγ).

Ùîá çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.4.1 ç F (γ) = ΦT (γ), íåîáõiä-
íî âñòàíîâèòè îöiíêó äëÿ ΦT (γ). Òàêó îöiíêó íàâåäåíî â ïðàöi
Ðþåëÿ [43, ðîçä. 4, ïiäðîçä. 4.4.6]:∫

Λ
. . .

∫
Λ
|ΦT (x)n1 |dx2 · · · dxn ≤ (n− 1)!e−2βB

(
e2βB+1C(β)

)n−1
.

Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 1.4.1 ç CΛ = σ(Λ)C(β)−1e−4βB−1 i c =
= e2βB+1C(β), çàïèøåìî âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó:

ΞΛ(z, β) = e
∫
ΓΛ

ΦT (γ)λzσ(dγ). (3.3.70)

Ùîá çàïèñàòè àíàëîãi÷íèé âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié
ρΛ(η), ïîäàìî åíåðãiþ U(η ∪ γ) òàê:

U(η ∪ γ) = U(η) + W (η; γ) + U(γ)

i ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ç ðiâíÿííÿ (3.3.69) âèïëèâà¹

e−βW (η;γ)e−βU(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

Φ̃T
η (γ1) · · · Φ̃T

η (γk)

ç Φ̃T
η (γi) = e−βW (η;γi)ΦT (γi). Òîäi, çàñòîñóâàâøè òó ñàìó òåîðåìó,

îòðèìà¹ìî âèðàç

ρΛ(η) = z|η|e−βU(η)e
∫
ΓΛ

ΦT (γ)(e−βW (η;γ)−1)λzσ(dγ) := z|η|e−βU(η)eIΛ(Φ).

Óðàõó¹ìî òåïåð, ùî

e−βW (η;γ) − 1 =
∑
ξ⊆γ

K̃(η; ξ),
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äå

K̃(η; ξ) :=

{ ∏
y∈ξ(e

−βW (η;y) − 1), |ξ| ≥ 1,

0, ξ = ∅.

Òîäi

IΛ(Φ) =

∫
ΓΛ

ΦT (γ)
∑
ξ⊆γ

K̃(η; ξ)λzσ(dγ)

i çãiäíî ç òîòîæíiñòþ (1.2.25) ìà¹ìî

IΛ(Φ) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

ΦT (ξ ∪ γ)K̃(η; ξ)λzσ(dγ)λzσ(dξ). (3.3.71)

Îñêiëüêè K̃(η; ∅) = 0, òî ó âèðàçi (3.3.71) ìîæíà ïåðåéòè äî
ãðàíèöi Λ ↑ Rd çà ìàëèõ çíà÷åíü z, β. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òåðìî-
äèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó äåòàëüíî äîñëiäæóâàòèìåòüñÿ
â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

3.3.5. Ôiçè÷íi êîðåëÿöi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà
ôóíêöi¨, ùî ¨õ îïèñóþòü

Íàñïðàâäi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¹ ùiëüíîñòÿìè êîðåëÿöiéíèõ
ìið (äèâ. (3.3.43)�(3.3.44)). Ñïðàâæíi êîðåëÿöi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè
ïîâèííi çíèêàòè, ÿêùî âiäñòàíi ìiæ íèìè ïðÿìóâàòèìóòü äî áåç-
ìåæíîñòi. Òîäi 2-÷àñòèíêîâà êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ïåðåòâîðèòüñÿ
íà äîáóòîê äâîõ îäíî÷àñòèíêîâèõ, òîáòî ôóíêöiÿ

ρT ({x1, x2}) = ρT2 (x1, x2) := ρ2(x1, x2) − ρ1(x1)ρ1(x2)

áóäå îïèñóâàòè ñïðàâæíþ êîðåëÿöiþ ìiæ ÷àñòèíêàìè, ùî âçà¹-
ìîäiþòü. �¨ íàçèâàþòü çâ'ÿçíîþ ïàðíîþ êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ.
Ó âèïàäêó 3-, 4- i ò.ä. n-÷àñòèíîê öi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òàêè-
ìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

ρT (η) = ρ(η) −
|η|∑
k=2

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

ρT (η1)ρ
T (η2) · · · ρT (ηk), (3.3.72)
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ùî âñòàíîâëþþòü çàëåæíiñòü ρT âiä ρ:

ρT (η) =

|η|∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!
∗∑

{η1,...,ηk}⊂η

ρ(η1)ρ(η2) · · · ρ(ηk),

(3.3.73)
ÿêó íàçèâàþòü îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ìüîáióñà (äèâ., íàïðè-
êëàä, [26, ðîçä. 6.2]), à iíîäi � ñåìiiíâàðiàíòàìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [61]).

Çâ'ÿçîê ìiæ ôóíêöiÿìè ρ(η) i ρT (η) çðó÷íî çàäàòè çà äîïî-
ìîãîþ òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ äëÿ öèõ ôóíêöié.

3.3.6. Àëãåáðà òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ

Òâiðíèé ôóíêöiîíàë ôóíêöié ψ(η), η ∈ Γ0, ¹ òàêèì:

Fψ(j) =

∞∑
N=0

1

N !

∫
RdN

(dx)Nj(x1) · · · j(xN )ψ(x1, . . . , xN ) =

=

∫
Γ0

eλ(j; γ)ψ(γ)λσ(dγ), (3.3.74)

äå ôóíêöiþ

eλ(j; ∅) = 1, eλ(j; η) :=
∏
x∈η

j(x), |η| ≥ 1, (3.3.75)

íàçèâàþòü êîãåðåíòíèì ñòàíîì ó ïðîñòîði L2(Γ0, λσ) (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [154]), áî∫

Γ0

eλ(j; γ)λσ(dγ) = e<j,σ>, < j, σ >=

∫
j(x)dx.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è çíîâó òîòîæíiñòü (1.2.25),
ùî çâè÷àéíèé äîáóòîê

Fψ1(j)Fψ2(j) = Fψ1∗ψ2(j), (3.3.76)
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äå ψ1∗ψ2 ¹ äîáóòêîì ψ1 íà ψ2 ó êîìóòàòèâíié àëãåáði A, ÿêó ââiâ
Ðþåëü (äèâ. [43, ðîçä. 4]):

(ψ1 ∗ ψ2)(γ) =
∑
ξ⊆γ

ψ1(ξ)ψ2(γ \ ξ).

Òîìó ôîðìóëà (3.3.76) âñòàíîâëþ¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ àëãåá-
ðîþ òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ (3.3.74) i àëãåáðîþ A.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

D̂ηFψ(j) : =

∫
Γ0

eλ(j; γ)ψ(η ∪ γ)λσ(dγ) = FDηψ(j),

äå Dη =
∏
x∈ηDx, à Dx � ðþåëiâñüêèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàí-

íÿ â àëãåáði A. Çðîçóìiëî, ùî

ψ(η) = D̂ηFψ(j)|j=0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôîðìóëó (3.3.74) ç ψ = ρ âèðàç ρ ÷åðåç ôóíê-
öi¨ ρT ç (3.3.72) i çíîâó çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.4.1, îòðèìó¹ìî

Fρ(j) = eFρT
(j). (3.3.77)

3.3.7. Ðîçêëàä Ìàé¹ðà äëÿ çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié

Ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (3.3.74) ç ψ = ρΛ âèðàç ρΛ (3.3.56) ç
γ̄ = ∅, òîáòî

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (3.3.78)

Òîäi

FρΛ(j) =

∫
ΓΛ

eλ(j; η)
z|η|

ΞΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ)λσ(dη).

Çàñòîñóâàâøè äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè òîòîæíiñòü (1.2.25) ç G(η∪γ) =
= z|η∪γ|e−βU(η∪γ) i H(η, γ) = eλ(j; η)11Λ(γ) i âðàõóâàâøè, ùî∑

η⊆γ
eλ(j; η) =

∑
η⊆γ

∏
x∈η

j(x) =
∏
x∈γ

(1 + j(x)) = eλ(1 + j; γ),
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îòðèìà¹ìî âèðàç

FρΛ(j) =
1

ΞΛ

∫
ΓΛ

eλ(1 + j; γ)e−βU(γ)λzσ(dγ). (3.3.79)

Çàìiñòü åêñïîíåíòè ïiäñòàâèìî ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (3.3.69),
à ôóíêöiþ eλ çàïèøåìî òàê:

eλ(1 + j; γ) =

k∏
l=1

eλ(1 + j; γl).

Çíîâó çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.4.1 ç ôóíêöi¹þ

F (γ) = eλ(1 + j; γ)ΦT (γ).

Òîäi (3.3.79) íàáóäå âèãëÿäó

FρΛ(j) =
1

ΞΛ
e
∫
ΓΛ

eλ(1+j;γ)Φ
T (γ)λzσ(dγ).

Óðàõîâóþ÷è (3.3.57) i (3.3.77), îòðèìó¹ìî

FρTΛ
(j) =

∫
ΓΛ

eλ(1 + j; γ)ΦT (γ)λzσ(dγ) −
∫
ΓΛ

ΦT (γ)λzσ(dγ).

Âèêîðèñòà¹ìî çíîâó òîòîæíiñòü

eλ(1 + j; γ) =
∑
η⊆γ

eλ(j; η)

òà ôîðìóëó (1.2.25). ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî

FρTΛ
(j) =

∫
ΓΛ\∅

eλ(j; η)

[∫
ΓΛ

ΦT (η ∪ γ)λzσ(dγ)

]
λzσ(dη).

Óðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ òâiðíîãî ôóíêöiîíàëà (3.3.74), äëÿ
ôóíêöié ρTΛ îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî ðîçêëàä

ρTΛ(η) = z|η|
∫
ΓΛ

ΦT (η ∪ γ)λzσ(dγ),

äå ôóíêöiþ Óðñåëà ΦT âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (3.3.68).
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3.3.8. Ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà
äëÿ ñèñòåì ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ùå îäèí âàðiàíò ðîçêëàäiâ, ÿêèé
çàïðîïîíóâàëè Áðiäæåñ i Ôåäåðáóø [70]. Îñîáëèâiñòþ ìåòîäó ¹
íîâà ôîðìà çàïèñó êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó, àíàëiòè÷íèé âèãëÿä
ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ âíåñêàìè âiä ãðàôiâ-äåðåâ íà âiäìiíó âiä ìàé-
¹ðiâñüêèõ ãðàôiâ. Àíàëiòè÷íèì âíåñêîì êîæíî¨ ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹
äâi âåðøèíè x ∈ Rd i y ∈ Rd òàêîãî ãðàôà, ¹ ïàðíèé ïîòåíöiàë
âçà¹ìîäi¨ ϕ(|x − y|), ÿêèé ïîâèíåí áóòè iíòåãðîâíèì. Ó ìåòîäi
Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi
ðÿäiâ ó îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà àêòèâíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü ç
íåiíòåãðîâíèì â îêîëi íóëÿ ïîòåíöiàëîì. Îñêiëüêè ïîòåíöiàëè
òàêèõ âçà¹ìîäié íå ¹ iíòåãðîâíèìè, òî áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè
ìåòîä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà äî òàêèõ ñèñòåì íå ìîæíà. Ó ïðà-
öi [70] çàïðîïîíîâàíî iäåþ ïîáóäîâè òàêîãî ðîçêëàäó, êîëè ïîòåí-
öiàë ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòiéêîãî iíòåãðîâíîãî ïîòåíöiàëó òà äåÿêîãî
íåiíòåãðîâíîãî äîäàòíîãî øâèäêî ñïàäíîãî ïîòåíöiàëó, àëå ñà-
ìi ðîçêëàäè íå áóëî ïîáóäîâàíî. Ïîñèëåíî íàäñòiéêi ïîòåíöiàëè,
ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ, íå çàäîâîëüíÿþòü öi âèìîãè. Òîìó ïîòðiáíî
çàñòîñóâàòè äåÿêi ïðîìiæíi òåõíi÷íi êîíñòðóêöi¨, ùîá êîðåêòíî
ïîáóäóâàòè öåé ðîçêëàä. Òóò ïðîðîáëåíî öþ òåõíi÷íó ðîáîòó òà
äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîáóäîâàíèõ ðîçêëàäiâ (äèâ., òàêîæ, [6]).

Ïðåäñòàâèìî âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ΞΛ = ΞΛ(z, β) ó
âèãëÿäi

ΞΛ =
∞∑
N=0

zNZΛ(N). (3.3.80)

Òóò

ZΛ(N) =

∫
Γ
(N)
Λ

e−βUϕ(γ)λσ(dγ) =
1

N !

∫
ΛN

(dx)Ne−βU
(N)
ϕ , (3.3.81)

äå äëÿ γ = {x1, ..., xN}, |γ| = N , à

U
(N)
ϕ := Uϕ({x1, ..., xN}) =

∑
1≤i<j≤N

ϕ(|xi − xj |) :=
∑

1≤i<j≤N
ϕij .
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Ïåðø íiæ ïîáóäóâàòè ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà, çðîáè-
ìî äåÿêå ïðîìiæíå ðîçáèòòÿ ïîòåíöiàëó ϕ. Íåõàé v � iíòåãðîâ-
íèé ïîçèòèâíèé ïîòåíöiàë, òàêèé ùî

w(|x|) := ϕ+(|x|) − v(|x|) ≥ 0, äëÿ âñiõ x ∈ Rd,

à ïîòåíöiàë
φ = v + ϕ−

¹ ñòiéêèì, òîáòî

Uφ(γ) =
∑

{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) ≥ −B1|γ| (3.3.82)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ B1 ≥ 0. Òîäi

ϕ = w + φ, U(γ) = Uϕ(γ) = Uw(γ) + Uφ(γ).

Ââåäåìî ïàðàìåòðè iíòåíñèâíîñòi âçà¹ìîäi¨. Íåõàé sk (0 ≤
≤ sk ≤ 1) õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü âçà¹ìîäi¨ ïåðøèõ k ÷àñòè-
íîê ç ðåøòîþ N − k ÷àñòèíêàìè.

Ñïåðøó ïiäñòàâèìî ïàðàìåòð s1 ó âèðàç äëÿ U (N)
φ òàê, ùîá

ïðè s1 = 0 âçà¹ìîäiÿ 1-¨ ÷àñòèíêè ç iíøèìè N − 1 ÷àñòèíêàìè
âèêëþ÷àëàñÿ, à ïðè s1 = 1 çáåðiãàëàñÿ ïîâíà åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨
âñiõ N ÷àñòèíîê. Òîäi ïðè 0 < s1 < 1 åíåðãiþ U

(N)
φ ïîçíà÷èìî ÿê

V
(N)
1 (s1) = (1 − s1)V

(N),(1)
0 + s1V

(N)
0 , (3.3.83)

äå
V

(N),(1)
0 = U (1)

φ + U (N−1)
φ , V

(N)
0 = U (N)

φ . (3.3.84)

Äàëi â öåé âèðàç ïiäñòàâèìî ïàðàìåòð s2, âiäîêðåìëþþ÷è 1-
øó i 2-ãó ÷àñòèíêè âiä N − 2 ÷àñòèíîê, ùî çàëèøèëèñÿ. ßê íà-
ñëiäîê, îòðèìà¹ìî âèðàç

V
(N)
2 (s1, s2) = (1 − s2)V

(N),(2)
1 (s1) + s2V

(N)
1 (s1), (3.3.85)

äå
V

(N−2),(2)
1 (s1) = V

(N)
1 (s1) + U (N−2)

φ . (3.3.86)
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Ïiñëÿ k-ãî êðîêó îäåðæèìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

V
(N)
k (s1, ..., sk) = (1−sk)V

(N),(k)
k−1 (s1, ..., sk−1) + skV

(N)
k−1 (s1, ..., sk−1).

(3.3.87)

Òóò V
(N),(k)
k−1 (s1, ..., sk−1) := V

(k)
k−1(s1, ..., sk−1) + U

(N−k)
φ , à ïðè

k = N − 1

V
(N)
N−1(σN−1) := V (N)(σN−1) =

∑
1≤i<j≤N

sisi+1 · · · sj−1φij ,

(3.3.88)
äå äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

σN−1 := (s1, ..., sN−1) := (s)N−1.

Âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ïîòåíöiàëà w îçíà÷èìî òàê:

W (N)(σN−1) = − 1

β

∑
1≤i<j≤N

ln(1 + si . . . sj−1uij), (3.3.89)

äå
uij = e−βwij − 1. (3.3.90)

Ïðè s1 = . . . = sN−1 = 1

W (N)((1)N−1) = Uw =
∑

1≤i<j≤N
wij . (3.3.91)

Âèãëÿä åíåðãi¨ (3.3.89) âèíèêà¹ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïàðàìåòðà
s íå ïåðåä ïîòåíöiàëîì w, ÿê ó âèðàçi äëÿ Uφ, à çàìiíîþ åêñïî-
íåíòè exp[−βwij ] íà âèðàç 1 + suij , ÿêèé ïðè s = 1 çáiãà¹òüñÿ ç
åêñïîíåíòîþ exp[−βwij ], à ïðè s = 0 âçà¹ìîäiÿ ìiæ i-þ òà j-þ
÷àñòèíêàìè çíèêà¹.

Ïîâíó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ N -÷àñòèíîê ç ââåäåííèìè ïàðà-
ìåòðàìè iíòåíñèâíîñòi ïîçíà÷èìî òàê:

U (N)(σN−1) := V (N)(σN−1) + W (N)(σN−1). (3.3.92)

Ç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (3.3.83)�(3.3.88), óìîâè (3.3.82)
é î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi

0 < 1 + si . . . sj−1uij < 1 (3.3.93)
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âèïëèâà¹, ùî

U (N)(σN−1) ≥ U (N)
φ (σN−1) ≥ −B1N. (3.3.94)

Ââåäåìî äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòè-
ñÿ:

φ
′
ij = φij −

1

β

uij
1 + si . . . sj−1uij

, (3.3.95)

KΛ
l =

1

l

∫
Λl

(dx)lJ (l)(x)l, (3.3.96)

äå

J (1)(x)1 = J (1)(x1) = 1,

J (l)(x)l = (−β)l−1

1∫
0

dσl−1e
−βU(σl−1)

l∏
j=2

[s1 . . . sj−2φ
′
1j+ (3.3.97)

+ s2 . . . sj−2φ
′
2j + . . .+ sj−2φ

′

(j−2)j + φ
′

(j−1)j ], l ≥ 2,

ZΛ(N − l) =
1

(N − l)!

∫
ΛN−l

(dx)N−l
∏

l+1≤i<j≤N
e−β(wij+φij),

1∫
0

dσN−1 =

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2 . . .

1∫
0

dsN−1.

Ïåðåòâîðèìî ôóíêöiîíàë ZΛ(N) íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïåðåäóñiì
âiäîêðåìèìî âçà¹ìîäiþ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè âiä ðåøòè, ââiâøè ïà-
ðàìåòð iíòåíñèâíîñòi âçà¹ìîäi¨ s1 i âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü

ef(1) = ef(0) +

1∫
0

ds1f
′
(s1)e

f(s1).
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Òîäi âèðàç (3.3.81) íàáóäå âèãëÿäó

ZΛ(N) =
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N
e−β(wij+φij)× (3.3.98)

× [1 +

1∫
0

ds1
d

ds1
[

N∏
j=2

e−βs1φ1j (1 + s1u1j)]],

äå u1j âèçíà÷åíî â (3.3.90). Â iíòåãðàëi çà çìiííîþ s1 âèêîíà¹-
ìî äèôåðåíöiþâàííÿ òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñèìåòðè÷íiñòþ ïiäiíòå-
ãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ x1, . . . , xN . ßê
íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åííÿ (3.3.96),
(3.3.97) äëÿ l = 1:

ZΛ(N) =
1

N
KΛ

1 ZΛ(N − 1)+

+
(−β)

(N − 2)!N

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N
e−β(wij+φij)× (3.3.99)

×
1∫

0

ds1φ
′
12

N∏
j=2

e−βs1φ1j (1 + s1u1j),

äå φ
′
12 âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (3.3.95). Ïðîðîáëÿþ÷è óñi îïåðàöi¨,

ÿê i íà ïåðøîìó êðîöi, òà ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äîòè, äîêè
íå âè÷åðïà¹ìî âñi çìiííi, îòðèìà¹ìî ðîçêëàä

ZΛ(N) =

N∑
l=1

l

N
KΛ
l ZΛ(N − l). (3.3.100)

Ïiäñòàâèìî ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ òîòîæíîñòi ó âèðàç äëÿ ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ñóìè (3.3.80) i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî çà çìiííîþ z, ïðèïóñ-
êàþ÷è, ùî ðÿä

∑
n≥1 nz

n−1KΛ
n ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â äåÿêîìó

îêîëi òî÷êè z = 0 (öå áóäå äîâåäåíî íèæ÷å). Òîäi îòðèìà¹ìî
ïðîñòå ðiâíÿííÿ:

dΞΛ

dz
=

( ∞∑
n=1

nzn−1KΛ
n

)
ΞΛ, (3.3.101)
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i îñòàòî÷íî ñòàòèñòè÷íà ñóìà íàáóäå âèãëÿäó

ΞΛ = exp

( ∞∑
n=1

znKΛ
n

)
, (3.3.102)

à âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (3.2.37)

bn(β) = lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
KΛ
n . (3.3.103)

Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi. Çáiæíiñòü ðîçêëàäó Ìàé¹ðà çàâåð-
øó¹ òàêà òåîðåìà.

Teoðåìà 3.3.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè (A) (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log ΞΛ(z, β) = βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
íåðiâíiñòþ

zβeβB1+1(∥φ∥1 + ∥u∥1) < 1,

äå

∥f∥1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx <∞. (3.3.104)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî òåïåð äîáóòîê ñóì ó J (n)(x)n (äèâ.
ôîðìóëó (3.3.97)) ó âèãëÿäi ñóìè äîáóòêiâ. Òîäi

J (n)(x)n =
∑
ηT

J (n)
ηT

(x)n, (3.3.105)

äå

J (n)
ηT

(x)n = (−β)n−1

1∫
0

dσn−1f(ηT , σn−1)

(
n∏
i=2

φ
′

ηT (i)i

)
e−βU

(n)(σn−1),

(3.3.106)
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à ηT � âiäîáðàæåííÿ

ηT : {2, 3, ..., n} 7→ {1, 2, ..., n− 1}, ηT (i) < i, (3.3.107)

òîáòî ηT (k) ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü òiëüêè ó ìíîæèíi {1, 2, ..., k−
−1}. Äîáóòîê ó (3.3.106) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âíåñîê ãðàôà-
äåðåâà ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ {x1, ..., xn}, à êîæíié ëiíi¨, ùî ç'¹ä-
íó¹ âåðøèíó xηT (i) i âåðøèíó xi, âiäïîâiäà¹ ôàêòîð φ

′

ηT (i)i. Ç
âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ (3.3.107) âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ãðàô-
äåðåâî ïîáóäîâàíî òàê, ùî êîæíà k-òà âåðøèíà xk (ïî÷èíàþ÷è ç
äðóãî¨) ïðè¹äíó¹òüñÿ äî âåðøèíè xηT (k) ãðàôà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
(k−1) âåðøèíè. Çðîçóìiëî, ùî âñiõ òàêèõ ãðàôiâ ó (3.3.105) áóäå
(n− 1)!. Àëå öåé ôàêòîðiàë êîíòðîëþâàòèìåòüñÿ iíòåãðàëîì âiä
ôóíêöi¨ f(ηT , σn−1), ÿêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

f(ηT , σn−1) :=


1, ÿêùî n = 2,
n−1∏
i=2

sηT (i) · · · si−1, ÿêùî n > 2,

ÿêèé âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ïîáóäîâè ðîçêëàäó. Ëåãêî ïåðå-
êîíàòèñü (äèâ. [70]), ùî

∑
ηT

1∫
0

dσn−1f(ηT , σn−1) ≤ en−1.

Óðàõîâóþ÷è öþ îöiíêó, ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.3.4. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè (A) (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi

|KΛ
n | ≤ βn−1(∥φ∥1 + ∥u∥1)n−1en(βB1+1)−1σ(Λ). (3.3.108)

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (3.3.93), âíàñëiäîê ÿêî¨

|φ′

ηT (i)i(1 + sηT (i) . . . si−1uηT (i)i)| ≤ |φηT (i)i| + |uηT (i)i|, (3.3.109)

òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi äîáóòêó ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.3.106)
çà çìiííèìè x1, . . . , xn, óìîâè (3.3.94) òà âèçíà÷åíü (3.3.89)�(3.3.97)
i (3.3.104)�(3.3.106).

Îöiíêà (3.3.108) çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (3.3.103) i äî-
âåäåííÿ òåîðåìè 3.3.3. ■
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3.3.9. Ïîëiìåðíi ðîçêëàäè

Ùå îäíèì ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi
ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà òà âiðiàëüíèõ ðîçêëàäiâ ¹ ïåðåõiä äî àíñàìáëiâ
àáñòðàêòíèõ ïîëiìåðíèõ ñèñòåì. Öi ìåòîäè áóëè çàïî÷àòêîâàíi â
ïðàöÿõ [125,150]. Áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ ìîæíà çíàéòè, íà-
ïðèêëàä, ó [175]. Åëåìåíòàìè òàêîãî ïåðåõîäó ¹ ïåðåãðóïóâàííÿ
óñiõ ãðàôiâ Ìàé¹ðà â ïîäàííi åêñïîíåíòè (3.3.67) çà äîïîìîãîþ
âíåñêiâ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ ó ôîðìóëi (3.3.69).



Ðîçäië 4

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ â

òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.

Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü

Ó ðîçä. 3 âèçíà÷åíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà âñòàíîâëåíî ¨õ
çâ'ÿçîê ç ìiðîþ Ãiááñà (äèâ. ôîðìóëè (3.3.52) i (3.3.56)). Îñíîâ-
íîþ ïðîáëåìîþ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ¹ ïîáóäîâà öèõ îá'¹êòiâ
äëÿ çàäàíèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨. Áåçïîñåðåäíié ðîçðàõóíîê ií-
òåãðàëà (3.3.52) çà ìiðîþ Ãiááñà íà ìíîæèíi êîíôiãóðàöié Γ ¹
äóæå âàæêîþ çàäà÷åþ. Òîìó òðåáà ñïåðøó áóäóâàòè êîðåëÿöiéíi
ôóíêöi¨ íà ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöiÿõ îáìåæåíèõ îá'¹ìiâ Λ ⊂ Rd,
à ïîòiì ðîáèòè òåðìîäèíàìi÷íèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä Λ ↑ Rd. Iñíó-
þòü äâà ïîòóæíi ìåòîäè âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè. Öå ïîáóäîâà
ðîçêëàäiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ äëÿ îáìåæåíèõ
Λ, i ïî÷ëåííèé ïåðåõiä äî íåñêií÷åííîãî îá'¹ìó, àáî âèâåäåííÿ
ðiâíÿíü äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié (ρΛ àáî ρ) i çàïèñ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ
ó âèãëÿäi, ÿêèé äà¹ çìîãó âèêîíàòè òåðìîäèíàìi÷íèé ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä. Ïî÷íåìî ç ðiâíÿíü Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà. Àëå, íà âiä-
ìiíó âiä íàéïîøèðåíiøîãî âèêëàäó (äèâ. [43, ðîçä. 4]), ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ ðiâíÿíü, ÿêèé çàïðîïîíóâàëè
Ìiíëîñ i Ïîãîñÿí ó [174]. Âèçíà÷èìî äëÿ öüîãî äåÿêi ôóíêöiîíà-
ëè

ρj(η) =
z|η|

Ξj

∫
Γ0

eλ(j; η ∪ γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), (4.0.1)
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äå

Ξj =

∫
Γ0

eλ(j; γ)e−βU(γ)λzσ(dγ), (4.0.2)

ôóíêöiîíàë eλ(j; γ) âèçíà÷åíî â (3.3.75), à j : Rd 7→ R+ � îáìå-
æåíà íåâiä'¹ìíà ôiíiòíà ôóíêöiÿ. ßêùî j = 11Λ, òîáòî iíäèêàòîð
ìíîæèíè Λ, òî âèðàç (4.0.1) çáiãà¹òüñÿ ç âèðàçîì äëÿ êîðåëÿöié-
íèõ ôóíêöié â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ç ïîðîæíiìè ãðàíè÷íèìè
ðîçïîäiëàìè, òîáòî ç âèðàçîì (3.3.78). Äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíó-
âàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié (4.0.1) ¹ óìîâà ñòiéêîñòi åíåðãi¨ U
(äèâ. ôîðìóëó (2.1.3)). Öÿ óìîâà äà¹ çìîãó îòðèìàòè îöiíêè:

1 ≤ Ξj ≤ exp{zeβB
∫
Rd

j(x)dx}

i

0 ≤ ρΛ(η) ≤ Ξ−1
j

(
zeβB

)|η|
exp{zeβB

∫
Rd

j(x)dx}, (4.0.3)

äå äëÿ çðó÷íîñòi âèáèðà¹ìî j ≤ 1.
Öi îöiíêè ¹ íàñëiäêîì óìîâè (2.1.3) i âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà

ìiðîþ Ëåáåãà�Ïóàññîíà (1.2.19). Àëå îöiíêà (4.0.3) íå äà¹ ïiäñòàâ
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ρj(η) ìà¹ òåðìîäè-
íàìi÷íó ãðàíèöþ j → 1, ÿêà åêâiâàëåíòíà ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäó
Λ ↑ Rd.

4.1. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà. Âåëè-

êèé êàíîíi÷íèé àíñàìáëü

4.1.1. Âèâåäåííÿ ðiâíÿíü Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà

Òðåáà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ i çíàéòè ¨õ ðîçâ'ÿçîê.
Îäåðæèìî ñïåðøó òàêi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρj , òîáòî ó ñêií-
÷åííîìó îá'¹ìi, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç íîñi¹ì ôóíêöi¨ j. Âèäiëèìî äëÿ
öüîãî â êîíôiãóðàöi¨ η äåÿêó òî÷êó x ∈ η i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

η′ := η \ {x}. (4.1.4)
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Òîäi âèðàç (3.3.78) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρj(η)=z|η|
e−βW (x;η′)

Ξj
j(x)

∫
Γ0

eλ(j; η′∪γ)e−βW (x;γ)e−βU(η′∪γ)λzσ(dγ).

(4.1.5)
Ïîêè ùî òî÷êà x ∈ η ¹ äîâiëüíîþ, àëå ïiçíiøå ïîâåðíåìîñÿ äî ¨¨
âèáîðó. Äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ Γ0 âèçíà÷èìî ÿäðà:

K(x; ξ) :=

{ ∏
y∈ξ(e

−βϕ(|x−y|) − 1), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅.
(4.1.6)

Òîäi âèðàç (4.1.5) ìîæíà ïîäàòè òàê:

ρj(η)=z|η|
e−βW (x;η′)

Ξj
j(x)

∫
Γ0

∑
ξ⊆γ

K(x; ξ)eλ(j; η′∪γ)e−βU(η′∪γ)λzσ(dγ).

(4.1.7)
Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.1.7) ëåìó 1.2.3 (ðiâíiñòü (1.2.25))
ç

G(γ) = eλ(j; η′ ∪ γ)e−βU(η′∪γ), (4.1.8)

H(ξ, γ \ ξ)) = K(x; ξ) ≡ K(x; ξ)11ΓΛ
(γ \ ξ).

Òîäi

ρj(η) = z|η|
e−βW (x;η′)

Ξj
j(x)

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

K(x; ξ)eλ(j; η′ ∪ γ)×

× e−βU(η′∪ξ∪γ)λzσ(dγ)λzσ(dξ). (4.1.9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëà
(3.3.78), îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ:

ρj(η) = ze−βW (x;η′)j(x)

∫
Γ0

K(x; ξ)ρj(η
′ ∪ ξ)λσ(dξ), |η| ≥ 1,

ρj(∅) = 1. (4.1.10)

Òóò â iíòåãðàëi âèêîðèñòàíî ðiâíiñòü∫
Γ0

z−|ξ|f(ξ)λzσ(dξ) =

∫
Γ0

f(ξ)λσ(dξ),
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ÿêà âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà ìiðîþ Ëåáåãà�Ïóàññîíà.
Ôîðìàëüíî òàêå ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè i äëÿ íåñêií-

÷åííî¨ ñèñòåìè â óñüîìó ïðîñòîði Rd:

ρ(η) = ze−βW (x;η′)

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η′ ∪ ξ)λσ(dξ). (4.1.11)

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ôóíêöiÿ ρ(η) = ρ({x1, . . . , x|η|}) ¹ ñèìåòðè÷-
íîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ çìiííèõ. Òîìó ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
(4.1.10), â ÿêié çìiííà x ¹ âèäiëåíîþ, iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî
ïåðåñòàíîâêè çìiííî¨ x ç áóäü-ÿêîþ iíøîþ çìiííîþ êîíôiãóðà-
öi¨ η ¹ �ïðèõîâàíîþ�.

4.1.2. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.1.10)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (4.1.10) ó òàêîìó âèãëÿäi:

ρj(η) = eλ(j; η)

∫
Γ0

T (η|γ)eλ(j; γ)λσ(dγ), (4.1.12)

äå eλ(j; η) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (1.3.31), à T (η|γ) � âèìiðíà ôóíê-
öiÿ íà Γ0 × Γ0, ÿêà ïîâèííà áóòè λσ-iíòåãðîâíîþ çà çìiííîþ
γ. Ôóíêöiþ T (η|γ) áóäåìî íàçèâàòè ÿäðîì Óðñåëà, à ðîçêëàä
(4.1.12) ¹ ôàêòè÷íî iíøèì ïîäàííÿì ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà äëÿ êî-
ðåëÿöiéíèõ ôóíêöié (äèâ. [43, ðîçä. 4]).

Äëÿ îïòèìàëüíî¨ îöiíêè åêñïîíåíòè ïåðåä iíòåãðàëîì ó
(4.1.10) íåîáõiäíî âèáðàòè çìiííó x ∈ η, ÿêó âèäiëåíî â ðîçêëàäi
åíåðãi¨ U(η∪ γ) ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (4.1.5). Äëÿ ïîòåíöiàëiâ,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ñòiéêîñòi, êîæíà êîíôiãóðàöiÿ η ∈ Γ0

îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü òî÷êó, äëÿ ÿêî¨ W (x; η \ {x}) ≥ −2B (äîâå-
äåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî). Íåõàé π � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäîáðà-
æà¹ êîíôiãóðàöiþ η â òàêó òî÷êó, òîáòî

W (π(η); η \ {π(η)}) ≥ −2B. (4.1.13)

Ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ (4.1.10) âiäïîâiäíi âèðàçè ôóíêöié
ρj(η)) i ρj(η′∪ξ) òà çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ôîðìóëó (1.2.25)
ç G(γ ∪ ξ) = eλ(j; γ ∪ ξ) i H(ξ, γ) = K(π(η); ξ)T (η \ {π(η)} ∪ ξ|γ).
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Îñêiëüêè ðiâíiñòü iíòåãðàëiâ ó ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi
(4.1.10) âèêîíó¹òüñÿ çà äîâiëüíèõ ôóíêöié j ∈ C0(Rd), ìîæíà
ïðèðiâíÿòè ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè. Îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

T (η|γ) = ze−βW (π(η);η\{π(η)})
∑
ξ⊆γ

K(π(η); ξ)T (η \ {π(η)} ∪ ξ|γ \ ξ)

(4.1.14)
òà äâi äîäàòêîâi óìîâè, ÿêi ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ρj(∅) = 1:

T (∅|∅) = 1, T (∅|γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅. (4.1.15)

Ìîæíà òàêîæ íàêëàñòè óìîâó íåñóìiñíîñòi ïåðåòèííèõ êîí-
ôiãóðàöié:

T (η|γ) = 0, ÿêùî γ ∩ η ̸= ∅. (4.1.16)

Çàóâàæèìî, ùî öÿ óìîâà àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî ïî-
òåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ(0) = +∞. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.1.14) çáiãà¹òü-
ñÿ ç ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì (4.26) ó [43, ðîçä. 4]. Ðåêó-
ðåíòíiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (4.1.14) çà êiëüêiñòþ çìiííèõ |η| + |γ|
çàáåçïå÷ó¹ ¹äèíiñòü éîãî ðîçâ'ÿçêó. Àëå, ùîá äîâåñòè iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (4.1.10), òðåáà ìàòè λσ-iíòåãðîâíiñòü ÿäåð
T (η|γ) çà çìiííîþ γ.

Ïîáóäó¹ìî äëÿ öüîãî íîâi ÿäðà, ÿêi ïðîiíäåêñó¹ìî äåÿêèì
÷èñëîì h i äåÿêîþ îáìåæåíîþ iíòåãðîâíîþ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ
ν(x) : Rd 7→ R+. Íåõàé òàêå ÿäðî Qh,ν(η|γ) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à-
þòüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

Qh,ν(η|γ) = h
∑
ξ⊆γ

Kν(π(η); ξ)Qh,ν(η \ {π(η)} ∪ ξ|γ \ ξ), |η| ≥ 1,

(4.1.17)
äå

Kν(x; ξ) :=

{ ∏
y∈ξ ν(x− y), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅,
(4.1.18)

i çàäîâîëüíÿ¹ òi ñàìi óìîâè (4.1.15), (4.1.16):

Qh,ν(∅|∅) = 1, Qh,ν(∅|γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅, (4.1.19)
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Qh,ν(η|γ) = 0, ÿêùî γ ∩ η ̸= ∅. (4.1.20)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.1.17) ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç âèðàçè àíà-
ëiòè÷íèõ âíåñêiâ ãðàôiâ-ëiñiâ, ÿêi áóäóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.
Íà êîæíié êîíôiãóðàöi¨ ìîæíà ïîáóäóâàòè ãðàô, ç'¹äíàâøè ïåâ-
íi òî÷êè (âåðøèíè) êîíôiãóðàöi¨ ëiíiÿìè (ðåáðàìè). Îêðåìó òî÷-
êó êîíôiãóðàöi¨ áóäåìî ââàæàòè òàêîæ ãðàôîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç îäíi¹¨ âåðøèíè (çðóáëåíå äåðåâî àáî ïåíüîê). ßêùî ¹ ãðàô f íà
êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ(n), òî éîãî ïîðÿäîê âèçíà÷à¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ
êîíôiãóðàöi¨ |f | = |γ| = n. ×åðåç E(f) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ðåáåð
ãðàôà f .

Ðîçãëÿíåìî m-çâ'ÿçíèé ãðàô (m ≥ 1), êîæíà çâ'ÿçíà ñêëàäî-
âà ÿêîãî ¹ ïîìi÷åíèì êîðåíåâèì ãðàôîì-äåðåâîì. Êîðåíi âiäïî-
âiäíèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò öüîãî ãðàôà óòâîðþþòü êîíôiãóðà-
öiþ η = {x1, . . . , xm} ∈ Γ(m). Óñi iíøi âåðøèíè óòâîðþþòü äåÿêó
êîíôiãóðàöiþ γ = {y1, . . . , yn}, n = 0, 1, ... Áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà
òî÷îê ç γ, ÿêi íàëåæàòü îäíîìó äåðåâó ç êîðåíåì xk, íå ìîæå
íàëåæàòè iíøîìó äåðåâó ç êîðåíåì xl, l ̸= k. Âèïàäîê n = 0
îçíà÷à¹, ùî m-çâ'ÿçíèé ãðàô f ñêëàäà¹òüñÿ ç m òî÷îê-âåðøèí.
Ó âèïàäêó m = 1 ãðàô f ¹ ïîìi÷åíèì ãðàôîì-äåðåâîì ç n+ 1-þ
âåðøèíîþ i ç n ðåáðàìè. Òàêi ãðàôè íàçèâàþòü ïîìi÷åíèìè êîðå-
íåâèìè ëiñîâèìè ãðàôàìè (rooted labeled graph-forest). Ìíîæèíó
âñiõ òàêèõ ëiñiâ iç çàäàíîþ êîíôiãóðàöi¹þ êîðåíiâ η i âåðøèí γ
ïîçíà÷èìî Fη;γ . Òîïîëîãi÷íî ãðàôè, ÿêi ðîçðiçíÿþòüñÿ äîâæèíà-
ìè ñâî¨õ ðåáåð i ìîæóòü áóòè çâåäåíi îäèí äî îäíîãî åâêëiäîâèìè
ïåðåòâîðåííÿìè êîîðäèíàò ¨õ âåðøèí, ââàæàþòüñÿ îäíàêîâèìè.

Âàæëèâèì åëåìåíòîì ðîçãëÿäó ¹ àíàëiòè÷íi âíåñêè ãðàôiâ,
ÿêi ââåäåíî íàñòóïíèì ÷èíîì. Êîæíié âåðøèíi ïðèïèøåìî äåÿ-
êó ñòàëó h, à êîæíîìó ðåáðó, ÿêå ç'¹äíó¹ òî÷êè x i y, � äåÿêó
ôóíêöiþ ν(x− y).

Àíàëiòè÷íèì âíåñêîì äîâiëüíîãî ãðàôà ç ìíîæèíè f ∈ Fη,γ
áóäå òàêèé âèðàç:

G(f) = h|η|+|γ|
∏

(x,y)∈E(f)

ν(x− y). (4.1.21)

Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò áàçó¹òüñÿ íà òàêié òîòîæíîñòi:
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Òâåðäæåííÿ 4.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ η âèêîíó¹òüñÿ ôîð-
ìóëà

∑
f∈Fη;γ

∏
(x,y)∈E(f)

ν(x−y) =
∑
ξ⊆γ

∏
(y∈ξ)

ν(x−y)
∑

f∈Fη′∪ξ;γ\ξ

∏
(u,v)∈E(f)

ν(u−v),

(4.1.22)
äå η′ âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (4.1.4).

Äîâåäåííÿ. Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (4.1.22) ¹ ñóìîþ âíåñêiâ
óñiõ ãðàô-ëiñiâ ìíîæèíè Fη;γ . Ïðàâà ÷àñòèíà � òà ñàìà ñóìà, â
ÿêié çàïèñàíi ¨¨ ÷ëåíè â òàêîìó ïîðÿäêó. Ñïî÷àòêó çàïèøåìî ñó-
ìó âíåñêiâ óñiõ ãðàôiâ, â ÿêèõ âåðøèíà x íå ïîâ'ÿçàíà ç æîäíîþ
iíøîþ âåðøèíîþ. Ç ïðàâîãî áîêó � öå ñóìà âñiõ âíåñêiâ ãðàôiâ ç
Fη′;γ , òîáòî ξ = ∅. Íàñòóïíà ãðóïà ÷ëåíiâ âêëþ÷à¹ ãðàôè, â ÿêèõ
âåðøèíà x ç'¹äíàíà îäíi¹þ ëiíi¹þ ç âåðøèíàìè y ∈ γ. Îòæå, âñi
ξ ¹ îäíîòî÷êîâèìè ìíîæèíàìè ç γ. Ðåøòà ãðóï ñóì âiäïîâiäàþòü
ãðàôàì, â ÿêèõ âåðøèíà x ïðè¹äíàíà äî òî÷îê ïiäìíîæèíè ξ ç
γ çà äîïîìîãîþ |ξ| ðåáåð. ■

Ëåìà 4.1.2. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.1.17) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

Qh,ν(η|γ) =
∑
f∈Fη,γ

G(f), (4.1.23)

äå G(f) âèçíà÷åíî â (4.1.21).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî òîòîæíiñòü (4.1.22) çái-
ãà¹òüñÿ ç ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì (4.1.17), ÿêùî ¨¨ äîìíî-
æèòè íà h|η|+|γ| i âðàõóâàòè (4.1.21). ■

Íà ðèñ. 4.1 íàâåäåíî ïðèêëàäè ãðàôiâ-ëiñiâ ç ðîçêëàäó ÿäðà
Fη,γ äëÿ âèïàäêó η = {x1, x2} i γ = {y1, y2} (óñüîãî ãðàôiâ-ëiñiâ
äëÿ öüîãî ÿäðà N(m|n) = 8, äå n = |γ| = 2, m = |η| = 2).

Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà x ∈ η ¹ êîðåíåâîþ âåðøèíîþ äåðåâà,
òî êiëüêiñòü ðåáåð ó êîæíîìó ãðàôi-ëiñi áóäå çáiãàòèñÿ ç êiëü-
êiñòþ çìiííèõ y ∈ γ, òîáòî n = |γ|. Ñòðóêòóðà äåðåâà òà ãðàôà-
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Ðèñ. 4.1.

ëiñó äà¹ çìîãó çàïèñàòè òàêó ðiâíiñòü:

∫
Rdn

 ∏
(x,y)∈E(f)

ν(x− y)

 dy1 · · · dyn = (Cν)n, Cν =

∫
Rd

ν(y)dy,

(4.1.24)
ÿêó ëåãêî îòðèìàòè ïîñëiäîâíèì iíòåãðóâàííÿì çà çìiííèìè
y ∈ γ, ïî÷èíàþ÷è ç êiíöåâèõ âåðøèí ãðàôà f . Äëÿ òîãî ùîá
äîâåñòè λσ-iíòåãðîâíiñòü ÿäðà Q(η; γ) çà çìiííîþ γ, òðåáà çíà-
òè êiëüêiñòü ãðàôiâ-ëiñiâ äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü çìiííèõ η, γ. Öþ
êiëüêiñòü âñòàíîâëþ¹ òàêà ëåìà:

Ëåìà 4.1.3. Êiëüêiñòü ãðàôiâ-ëiñiâ ó âèðàçi (4.1.23), ÿêèé
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (4.1.17) iç çàäàíèìè
çíà÷åííÿìè n = |γ|,m = |η|, âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëîþ

N(m|n) = m(m+ n)n−1, n ≥ 0. (4.1.25)

Äîâåäåííÿ. Ç âèðàçó (4.1.23) âèïëèâà¹, ùî ïðè h = ν = 1 ÿä-
ðî Q1,1(η|γ) = N(m|n), à ðîçêëàä ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ
(4.1.17) ñâiä÷èòü, ùî N(m|n) çàäîâîëüíÿ¹ òàêå ñàìå ñïiââiäíî-
øåííÿ:

N(m|n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
N(m+ k − 1|n− k). (4.1.26)
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Çà iíäóêöi¹þ çà iíäåêñîìm+n ââàæàòèìåìî, ùî ôîðìóëà (4.1.25)
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ N(m+ k− 1|n− k) ïðè k = 0, 1, . . . , n. Òîäi, ïiä-
ñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó (4.1.25) çíà÷åííÿ N(m+k−1|n−k) =
= (m+ k − 1)(m+ n− 1)n−k−1, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

n∑
k=0

(
n

k

)
(m+ k − 1)(m+ n− 1)n−k−1 = M1 + M2, (4.1.27)

äå

M1 := m

n∑
k=0

(
n

k

)
(m+ n− 1)n−k−1 =

=m(m+ n− 1)−1
n∑
k=0

(
n

k

)
(m+ n− 1)n−k =

=m(m+ n− 1)−1(m+ n)n, (4.1.28)

à

M2 :=
n∑
k=0

(
n

k

)
(k − 1)(m+ n− 1)n−k−1 =

= n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
(m+ n− 1)n−k−1 −

n∑
k=0

(
n

k

)
(m+ n− 1)n−k

(m+ n− 1)
=

= n(m+ n− 1)−1(m+ n)n−1 − (m+ n− 1)−1(m+ n)n =

= −m(m+ n− 1)−1(m+ n)n−1. (4.1.29)

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî M1 + M2 = m(m + n)n−1 , ùî é çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ. ■

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî N(1|n) = (n+1)n−1. Öÿ
ôîðìóëà ¹ âiäîìîþ ôîðìóëîþ Êåëi êiëüêîñòi ïîìi÷åíèõ ãðàôiâ-
äåðåâ ç n âåðøèíàìè (äèâ. [41]).

Ïðîàíàëiçóâàâøè âëàñòèâîñòi ÿäåð Qh,ν(η|γ) (ôîðìóëè
(4.1.23)�(4.1.27)), ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó ëåìó.
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Ëåìà 4.1.4. Íåõàé |j(x)| ≤ 1, x ∈ Rd, i

hCνe < 1,

òîäi ∫
Γ0

Qh,ν(η|γ)eλ(j; γ)λσ(dγ) ≤ (eh)|η|(1 − hCνe)
−1.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàëà Ëåáåãà�Ïóàññîíà (1.2.19)∫
Γ0

Qh,ν(η|γ)eλ(j; γ)λσ(dγ) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
Rdn

Qh,ν(η|{y1, . . . , yn})×

×
∏
y∈γ

j(y)dy1 . . . dyn.

Óðàõîâóþ÷è (4.1.23), (4.1.21) òà (4.1.24), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü∫
Γ0

Qh,ν(η|γ)eλ(j; γ)λσ(dγ) ≤
∞∑
n=0

Nn(|η|)
n!

h|η|+nCnν .

Çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ îöiíêà

N(|η||n)

n!
=
m(m+ n)n−1

n!
<
m(m+ n)n−1

nne−n
√

2πn
=

=
m

m+ n

1√
2πn

en(1 +
m

n
)n < em+n,

â ÿêié ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ |η| = m, âðàõîâàíî ëåìó 4.1.3 i âèêî-
ðèñòàíî ôîðìóëó Ñòiðëiíãà.

■
Iíòåãðîâíiñòü ÿäðà T (η|γ) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ iíòåãðîâíiñòþ ÿäðà

Qh,ν(η|γ), ÿêà âèïëèâà¹ ç òàêî¨ ëåìè:

Ëåìà 4.1.5. Íåõàé ïàðàìåòðè β > 0, z > 0 i ïîòåíöiàë
âçà¹ìîäi¨ ϕ òàêi, ùî

ze2βB ≤ h, |e−βϕ(|x|) − 1| ≤ ν(x), x ∈ Rd,

òîäi
|T (η|γ)| ≤ Qh,ν(η|γ). (4.1.30)
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Äîâåäåííÿ. Óíàñëiäîê (4.1.13) ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåí-
íÿ (4.1.14) âèïëèâà¹, ùî

|T (η|γ)| ≤ ze2βB
∑
ξ⊆γ

|K(π(η); ξ)||T (η \ {π(η)} ∪ ξ|γ \ ξ)|. (4.1.31)

Òîäi íåðiâíiñòü (4.1.30) âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì
|η|+ |γ| ç ðåêóðåíòíî¨ íåðiâíîñòi (4.1.31) äëÿ ÿäðà T (η; γ) i ðåêó-
ðåíòíî¨ ôîðìóëè (4.1.17) äëÿ ÿäðà Qh,ν(η|γ). ■

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi
òàêî¨ òåîðåìè:

Teoðåìà 4.1.6. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè ñòiéêîñòi (2.1.3) i ðåãóëÿðíîñòi (2.2.11). Òîäi iñíó¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà (4.1.11) â òåðìî-
äèíàìi÷íié ãðàíèöi j → 1, ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ií-
òåãðàëà Ëåáåãà�Ïóàññîíà:

ρ(η) = ρ(η; z, β) =

∫
Γ0

T (η|γ)λσ(dγ), (4.1.32)

äå ÿäðà T (η|γ), η, γ ∈ Γ0, ¹ ìîíîìàìè çà çìiííîþ z, à iíòåãðàë
(4.1.32) ¹ çáiæíèì çà óìîâè

|z| < e−2βB−1C(β)−1. (4.1.33)

Àíàëiòè÷íèé âèðàç ÿäåð T (η|γ) = T ({x1, . . . , xl}|{y1, . . . , yn})
ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ãðàôiâ-ëiñiâ, àëå, êðiì òîãî, òðå-
áà çàïèñàòè äîäàòêîâi ôóíêöi¨ Áîëüöìàíà e−βϕ(|x−y|) ìiæ îêðå-
ìèìè âåðøèíàìè, ÿêi íå ç'¹äíàíi ëiíiÿìè ãðàôà:

T (η|γ) =
∑
f∈Fη,γ

GC(f), (4.1.34)

GC(f) = z|η|+|γ|e−βU(η)e−βW̃f (η;γ)
∏

(x,y)∈E(f)

Cxy
∏

(y,y′)∈E′

e−βϕ(|y−y
′|),

(4.1.35)
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äå E(f) � ìíîæèíà âñiõ ëiíié ãðàôà f ,

W̃f (η; γ) =
l∑

i=1

W (xi; γ̃f (xi)), (4.1.36)

γ̃f (x1) = ∅, à äëÿ i > 1

γ̃f (xi) = {y ∈ γ| ÿêi ç'¹äíàíi ó ãðàôi f ç âåðøèíàìè x1, . . . , xi−1},
(4.1.37)

f∗ � ìàêñèìàëüíèé ãðàô, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ç ãðàôà Êåëi f äî-
ìàëüîâóâàííÿì ðåáåð çà ïðîöåäóðîþ Ïåíðîóçà [188], i êîæíî-
ìó òàêîìó ðåáðó çiñòàâëÿ¹òüñÿ ôàêòîð Áîëüöìàíà e−βϕ(|y−y

′|).
Ìíîæèíà öèõ ðåáåð E′ = E(f∗) \ E(f).

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà ëåìi 4.1.5 i ëåìi 4.1.3 òà îöiíêàõ
ëåìè 4.1.4. Ôîðìóëè (4.1.35)�(4.1.37) òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ¹ íà-
ñëiäêîì ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (4.1.14). ■

Çàóâàæåííÿ 4.3. Çàçíà÷èìî ùå îäíó ïåðåâàãó ðîçâ'ÿçêiâ ó âè-
ãëÿäi (4.1.12). Ó ïðàöi [82] òàêèì ñïîñîáîì çíàéäåíî ðîçâ'ÿçêè
áiëüø ñêëàäíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié, ÿêi îïèñóþòü âçà¹ìîäiþ êëàñòåðiâ. Öi ðiâíÿííÿ òà ¨õ
ðîçâ'ÿçêè îïèñàíi ó ïiäðîçä. 4.3.

4.1.3. Ïðî çâ'çîê ç îïåðàòîðíèì ìåòîäîì Ðþåëÿ

Ó ïðàöi [43] ðiâíÿííÿ (4.1.11) çàïèñóþòü ó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði Eξ (äèâ. [43, ðîçä. 4]):

ρ = zK̂ρ + ρ0, ρ0(x1) = z, ρ0(x1, . . . , xl) = 0 äëÿ l ≥ 2.

Îïåðàòîð K̂ äi¹ íà ôóíêöiþ f ∈ Eξ òàêèì ÷èíîì:

(K̂f)(x1) =
∞∑
n=1

1

n!

∫
R⋉

(dy)nK(x1; {y1, . . . , yn})f(y1, . . . , yn),

(K̂f)(x1, . . . , xl) = e−βW (x1;x2,...,xl)
[
f(x2, . . . , xl)+ (4.1.38)

+
∞∑
n=1

1

n!

∫
R⋉

(dy)nK(x1; {y1, . . . , yn})f(x2, . . . , xl, y1, . . . , yn)
]
.
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Çâ'ÿçîê öèõ äâîõ ïiäõîäiâ âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà ëåìà (äèâ.
iùå â [40]).

Ëåìà 4.1.7. Äëÿ äîâiëüíèõ n i l ≤ n+ 1

1

(n− l + 1)!

∫
(dy)n−l+1T ({x1, . . . , xl}|{y1, . . . , yn−l+1}) =

(4.1.39)

= zn(K̂nρ0)(x1, . . . , xl).

Äîâåäåííÿ çà iíäóêöi¹þ. Âèðàç (4.1.39) ëåãêî ïåðåâiðèòè äëÿ
l+n = 1, 2, 3, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (4.1.14), (4.1.38). Ïîçíà-
÷èìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (4.1.39) ÷åðåç Jl,n−l+1. Ïðèïóñòèìî,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ k ≤ n− l+ 1, ùî âiäïîâiäà¹ óìîâi ëåìè ç n− 1
çàìiñòü n i l+k−1 çàìiñòü l, áî l+k−1 < (n−1)+1, âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

1

(n− l − k + 1)!

∫
(dy)n−l−k+1T (η′ ∪{y′1, . . . , y′k}|{y1, . . . , yn−l+1})=

= zn−1(K̂n−1ρ0)(η
′ ∪{y′1, . . . , y′k}), (4.1.40)

äå η′ = η \ {x1}, η = {x1, . . . , xl}. Äîâåäåìî ðiâíiñòü (4.1.39).
Çàïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (4.1.39), âèêîðèñòàâøè âèçíà-

÷åííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà�Ïóàññîíà (1.2.19):

Jl,n−l+1 =

∫
Γ
(n−l+1)
0

T (η|γ)λσ(dγ) =

∫
Γ0

11{Γ(n−l+1)
0 }(γ)T (η|γ)λσ(dγ).

ßäðî T (η|γ) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (4.1.14) ç
π(η) = x1, òîìó

Jl,n−l+1 = ze−βW (x1;η′)

∫
Γ0

11{Γ(n−l+1)
0 }(γ)× (4.1.41)

×
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ)λσ(dγ).



115

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ôîðìóëó (1.2.25) ç G(γ) =
= 11{Γ(n−l+1)

0 }(γ) i H(ξ, γ \ ξ) = K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ). Òîäi

Jl,n−l+1 =

= ze−βW (x1;η′)
∞∑
k=0

1

k!

∞∑
m=0

1

m!
δk+m,n−l+1

∫
Rdk

(dy′)kK(x1; {(y′)k1})×

×
∫
Rdm

(dy)mT (η′ ∪ {(y′)k1}|{(y)m1 }) =

= ze−βW (x1;η′)
n−l+1∑
k=0

1

k!

∫
Rdk

(dy′)k
K(x1; {(y′)k1})

(n− l − k + 1)!
×

×
∫
Rd(n−l−k+1)

(dy)(n−l−k+1)T (η′ ∪ {(y′)k1}|{y1, . . . , yn−l−k+1}).

(4.1.42)

Âðàõîâóþ÷è (4.1.40), ìà¹ìî

Jl,n−l+1 = zne−βW (x1;η′)
[
(K̂n−1ρ0)(η

′) +

+
n−l+1∑
k=1

1

k!

∫
Rdk

(dy′)kK(x1; {(y′)k1})(K̂n−1ρ0)(η
′ ∪ {(y′)k1})

]
=

= zn(K̂nρ0)(η). (4.1.43)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè äëÿ k > n − l + 1
(K̂n−1ρ0)(η

′∪{y′1, . . . , y′k}) = 0 i ñóìó ìîæíà ïîøèðèòè äî íåñêií-
÷åííîñòi. Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (4.1.43) çáiãà¹òüñÿ ç âèðà-
çîì äi¨ îïåðàòîðà K̂ íà ôóíêöiþ (K̂n−1ρ0). ■

4.2. Ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Êàíîíi÷íèé àíñàìáëü

Ìiðà Ãiááñà ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì ó îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈
∈ Bc(Rd) ó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiä-
íîñíî ìiðè Ëåáåãà òà äëÿ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N îäíàêîâèõ
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òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ¨¨ ùiëüíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.1.15).
Ó 1946 ð. Áîãîëþáîâ (äèâ. [3,4]) óâiâ ó ðîçãëÿä ôóíêöi¨ ðîçïîäi-

ëó F (N)
Λ (η) òàê, ùî âèðàç V −|η|F

(N)
Λ (η)dη ¹ éìîâiðíiñòþ òîãî, ùî

ãðóïà ç m ÷àñòèíîê çíàõîäèòüñÿ â íåñêií÷åííî ìàëîìó ôàçîâî-
ìó îá'¹ìi dη ïîáëèçó òî÷îê ç êîîðäèíàòàìè η = {x1, ..., xm}, äå
m = |η| < N . Óíàñëiäîê òàêîãî âèçíà÷åííÿ î÷åâèäíî, ùî

F
(N)
Λ (η) = V m

∫
Γ
(N−m)
Λ

DΛ(η ∪ γ)dγ, dγ = dxm+1 · · · dxN . (4.2.44)

4.2.1. Ðiâíÿííÿ òèïó Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà

Âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ â îá-
ìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd) îòðèìó¹ìî ç ôîðìóëè (3.3.48) ç Γ

(N)
Λ

çàìiñòü Γ i A = η = {x1, ..., xm}. Ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ ìiðè

Ãiááñà íà Γ
(N)
Λ (äèâ. (3.1.15)) i çàñòîñóâàâøè ëåìó 1.2.3 (ôîð-

ìóëà (1.2.25)), îòðèìà¹ìî âèðàç (ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà ìíîæíèê(
2πm
βh2

)dN/2
):

ρ
(N)
Λ (η) :=

{
1

ZΛ(β,N)

∫
Γ
(N−m)
Λ

dγ
(N−m)!e

−βU(η∪γ), |η| = m ≤ N,

0, |η| = m > N,

(4.2.45)

äå

ZΛ(β,N) =
1

N !

∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)dγ (4.2.46)

¹ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ. Çâ'ÿçîê ìiæ êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè i
ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó âñòàíîâëþ¹ ôîðìóëà

ρ
(N)
Λ (η) =

N !

(N −m)!

1

V m
F

(N)
Λ (η), |η| = m.

Ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Λ ↑ Rd, lim
V→∞
N→∞

V

N
= v,

1

v
= ϱ, (4.2.47)
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ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Áîãîëþáîâà òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì

ρ(η) = ϱmF (η), m = |η|. (4.2.48)

Çàïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó (4.2.45) çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà
(1.2.19):

ρ
(N)
Λ (η) =

1

ZΛ(β,N)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)11N−m(γ)λσ(dγ), |η| ≤ N,

(4.2.49)
äå

11N−m(γ) :=

{
1, |γ| = N −m,

0, |γ| ̸= N −m.

Ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ðîçïîäiëó F (η) îòðèìàíi â ïðàöi [62],
âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ (4.2.44), òà ïiçíiøå â ïðàöi [194] áåçïîñå-
ðåäíüî â ðàçi íåñêií÷åííîãî îá'¹ìó, âèõîäÿ÷è ç iíòåãðî-äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü Áîãîëþáîâà [3,4]. Êîðèñòóþ÷èñü çàïðîïîíîâà-
íîþ âèùå òåõíiêîþ, êîðîòêî ïðîäåìîíñòðó¹ìî ¨õ âèâåäåííÿ.

Íåõàé ó êîíôiãóðàöi¨ η = {x1, ..., xm} òî÷êà x1 òàêà, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

W (x1; η
′) =

m∑
k=2

ϕ(|x1 − xk|) ≥ −BN, B ≥ 0,

äå η′ âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (4.1.4). Òîäi çàïèøåìî

U(η ∪ γ) = W (x1; η
′) +W (x1; γ) + U(η′ ∪ γ)

i

e−βW (x1;γ) =
∏
y∈γ

[
(e−βϕ(|x1−y|) − 1) + 1

]
=
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ), (4.2.50)

äå K(x1; ξ) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (4.1.6). Òîäi

ρ
(N)
Λ (η) =

e−βW (x1;η′)

ZΛ(β,N)

∫
ΓΛ

e−βU(η′∪γ)11N−m(γ)×

×
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)11Λ(γ \ ξ)λσ(dγ). (4.2.51)
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Çàñòîñó¹ìî äî iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi (4.2.51) ëåìó 1.2.3 ç

G(γ) = e−βU(η′∪γ)11N−m(γ) i H(ξ; γ \ ξ) = K(x1; ξ)11Λ(γ \ ξ).

Òîäi

ρ
(N)
Λ (η) =

e−βW (x1;η′)

ZΛ(β,N)

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η′∪ξ∪γ)×

× 11N−m(ξ ∪ γ)K(x1; ξ)11Λ(γ)λσ(dγ)λσ(dξ). (4.2.52)

Ïåðåïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó â òàêîìó âèãëÿäi:

ρ
(N)
Λ (η) = e−βW (x1;η′)ZΛ(β,N − 1)

ZΛ(β,N)

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)× (4.2.53)

×
[

1

ZΛ(β,N − 1)

∫
ΓΛ

e−βU(η′∪ξ∪γ)11N−m−|ξ|(γ)λσ(dγ)

]
λσ(dξ).

Óðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (4.2.49) (N−m−|ξ| = N−1−(m−1+|ξ|)),
îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

ρ
(N)
Λ (η) = e−βW (x1;η′)aΛN

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)ρ
(N−1)
Λ (η′∪ ξ)λσ(dξ), (4.2.54)

äå |η| = m η = {x1, ..., xm}, 1 < m < N , à

aΛN =
ZΛ(β,N − 1)

ZΛ(β,N)
. (4.2.55)

Êðiì òîãî, òðåáà ïàì'ÿòàòè, ùî

ρ
(N−1)
Λ (η′ ∪ ξ) = 0, ÿêùî |η′| + |ξ| > N − 1. (4.2.56)

Äëÿ m = 1

ρ
(N)
Λ ({x1}) = aΛN

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)ρ
(N−1)
Λ (ξ)λσ(dξ). (4.2.57)

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

ρ
(N)
Λ (η) = 0, ÿêùî |η| > N. (4.2.58)
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Àíàëîãi÷íèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ρ(N−l)
Λ ç 0 ≤ l < N :

ρ
(N−l)
Λ (η) = e−βW (x1;η′)aΛN−l

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)ρ
(N−l−1)
Λ (η′ ∪ ξ)λσ(dξ).

(4.2.59)
Íà âiäìiíó âiä âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ, ñïiââiäíîøåí-

íÿ (4.2.54), (4.2.59) íå ¹ ðiâíÿííÿìè äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié â
îáìåæåíîìó îá'¹ìi. Äëÿ òîãî ùîá öi ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåòâîðè-
ëèñÿ íà ðiâíÿííÿ, òðåáà âèêîíàòè ãðàíè÷íèé òåðìîäèíàìi÷íèé
ïåðåõiä (4.2.47). Ïðî ìàòåìàòè÷íî ñòðîãå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü äëÿ âåëè÷èíè aΛN , ρ
(N)
Λ (η) i ρ(N−l)

Λ (η) éäåòü-
ñÿ â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ. Òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ âiäíîøåí-
íÿ êîíôiãóðàöiéíèõ iíòåãðàëiâ ðîçðàõîâàíî ó ïðàöi [3, ðîçä. I,
ïàð. 2]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, îòðèìó¹ìî (äèâ. (3.1.9))

lim
V=N/ϱ
N→∞

ZΛ(β,N − 1)

ZΛ(β,N)
= lim

V=N/ϱ
N→∞

NQΛ(β,N − 1)

QΛ(β,N)
= ϱa(ϱ), V = σ(Λ).

(4.2.60)

Íåõàé òàêîæ âåëè÷èíè ρ(N)
Λ (η) i ρ(N−l)

Λ (η) â ÿêîìóñü ñåíñi âè-
òðèìóþòü ãðàíè÷íèé ïåðåõiä (4.2.47), óíàñëiäîê ÿêîãî îòðèìà¹-
ìî âåëè÷èíè ρ(η) i ρ(l)(η).

Âèêîíóþ÷è ôîðìàëüíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, çàïèøåìî ðiâ-
íÿííÿ äëÿ ãðàíè÷íèõ ôóíêöié

ρ(η) = ϱa(ϱ)e−βW (x1;η′)

∫
Γ0

K(x1; ξ)ρ(η′ ∪ ξ)λσ(dξ), (4.2.61)

à, âðàõîâóþ÷è (4.2.47)�(4.2.48), äëÿ ôóíêöié ðîçïîäiëó F (η) ìà¹-
ìî

F (η) = a(ϱ)e−βW (x1;η′)

∫
Γ0

K(x1; ξ)F (η′ ∪ ξ)λϱσ(dξ), (4.2.62)

Ç óìîâè F ({x1}) = F (∅) = 1 âèïëèâà¹, ùî

a(ϱ) =
1

Q̃(F )
, Q̃(F ) =

∫
Γ0

K(0; ξ)F (ξ)λϱσ(dξ). (4.2.63)
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Âèêîíàííÿ ôîðìóë (4.2.60) i (4.2.63) ¹ íàñëiäêîì iñíóâàííÿ ãðà-
íè÷íèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó (4.2.44), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
(4.2.62). Òàêèé íåòðèâiàëüíèé ðåçóëüòàò áóâ çìiñòîì ïðàöi [62], à
ñàìå äîâåäåííÿ ìîæíà íàçâàòèòåîðåìîþ Áîãîëþáîâà�Ïåòðèíè�
Õàöåòà�Ðþ¹ëÿ. Îñíîâíi ìîìåíòè öüîãî äîâåäåííÿ ìîæíà çíàé-
òè â áiëüø ïðîçîðîìó îãëÿäi [35]. Öiêàâèì ¹ òàêîæ áiëüø çàãàëü-
íèé ïiäõiä äî öèõ ðiâíÿíü, íàâåäåíèé ó [225].

4.2.2. Âèâåäåííÿ ðiâíÿíü (4.2.62) ç ðiâíÿíü Áîãîëþ-
áîâà

Òóò ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (äèâ. [194]), â ÿêèõ çíà÷åííÿ ôiçè÷-
íèõ ïàðàìåòðiâ òåìïåðàòóðè i ãóñòèíè, çà ÿêèõ iñíó¹ òåðìîäè-
íàìi÷íà ãðàíèöÿ i ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (η) = F ({x1, ...
..., xm}) = Fm(x1, ..., xm), ¹ òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèìè, ñèìåò-
ðè÷íèìè ôóíêöiÿìè, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïîñëàáëåííÿ
êîðåëÿöié:

lim
dist(η1,η2)→∞

F (η1 ∪ η2) = F (η1)F (η2), (4.2.64)

à ðiâíÿííÿ Áîãîëþáîâà äëÿ ðiâíîâàæíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó â
ïðîñòîði Rd ìàþòü âèãëÿä

∂F (η)

∂x
(1)
1

= −β∂U(η)

∂x
(1)
1

F (η)−βϱ
∫
dy
∂ϕ(|x1 − y|)

∂x
(1)
1

F (η∪{y}), (4.2.65)

äå η = {x1, ..., xm}.
Çàóâàæåííÿ 4.4. Óìîâó (4.2.64) ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî äî
ïîäiáíî¨ âëàñòèâîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié âåëèêîãî êàíîíi÷íî-
ãî àíñàìáëþ (äèâ. [82]).

Ââåäåìî íîâó ôóíêöiþ çàìiíîþ:

F (η) = e−βW (x1;η′)C(x1; η
′), η′ = {x2, ..., xm}, (4.2.66)

äëÿ ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (4.2.65) áóäå òàêèì:

∂C(x1; η
′)

∂x
(1)
1

= ϱ

∫
dy
∂f(|x1 − y|)

∂x
(1)
1

C(x1; η
′ ∪ {y}), (4.2.67)
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äå
f(|x1 − y|) = e−βϕ(|x1−y|) − 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x1(z) âåêòîð

x1(z) : = (x
(1)
1 , ..., x

(d)
1 )|

x
(1)
1 =z

. (4.2.68)

Ïðîiíòåãðóâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (4.2.67) i âðàõîâó-
þ÷è âëàñòèâiñòü (4.2.64), îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

C(x1; η
′) =

= F (η′) − ϱ

∫ ∞

x
(1)
1

dz1

∫
dy1

∂f(|x1(z1) − y1|)
∂z1

C(x1(z1); η
′ ∪ {y1}).

(4.2.69)

Çàïèøåìî òàêå ñàìå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ôóíêöi¨ C(x1(z1);
η′ ∪ {y1}) i ïiäñòàâèìî éîãî â (4.2.69). ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî

C(x1; η
′) = F (η′) − ϱ

∫ ∞

x
(1)
1

dz1

∫
dy1

∂f(|x1(z1) − y1|)
∂z1

F (η′ ∪ {y1})+

+ ϱ2
∫ ∞

x
(1)
1

dz1

∫
dy1

∂f(|x1(z1) − y1|)
∂z1

× (4.2.70)

×
∫ ∞

z1

dz2

∫
dy2

∂f(|x1(z2) − y2|)
∂z2

C(x1(z2); η
′ ∪ {y1, y2}).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìó¹ìî

F (η) = e−βW (x1;η′)
[
F (η′)+

+
∞∑
n=1

(−ϱ)n
∫ ∞

x
(1)
1

dz1

∫
dy1

∂f(|x1(z1) − y1|)
∂z1

...× (4.2.71)

× ...

∫ ∞

zn−1

dzn

∫
dyn

∂f(|x1(zn) − yn|)
∂zn

F (η′ ∪ {y1, ..., yn})
]
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêîþ ëåìîþ:
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Ëåìà 4.2.1. Íåõàé ïîòåíöiàë ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.2.11),
à ôóíêöi¨ F � óìîâó (4.2.64). Òîäi âèðàç

In = (−1)n
∫ ∞

x
(1)
1

dz1

∫
dy1

∂f(|x1(z1) − y1|)
∂z1

...× (4.2.72)

× ...

∫ ∞

zn−1

dzn

∫
dyn

∂f(|x1(zn) − yn|)
∂zn

F (η′ ∪ {y1, ..., yn})

çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

In = −
n∑
k=1

In−kak + bn, (4.2.73)

äå

ak =
1

k!

∫
dy1...

∫
dyk

k∏
i=1

f(|yi|)F ({y1, ..., yk}), (4.2.74)

bn =
1

n!

∫
dy1...

∫
dyn

n∏
k=1

f(|x1 − yk|)F (η′ ∪ {y1, ..., yn}). (4.2.75)

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çà
dzn ó âèðàçi (4.2.72) ìîæíà âèêîíàòè iíòåãðóâàííÿ, ðîçãëÿäàþ÷è
íåâëàñíèé iíòåãðàë ó ãðàíèöÿõ âiä zn−1 äî L, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðà-
íèöi L→ ∞ i çíiìàþ÷è iíòåãðóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè∫ ∞

z
dz′
∫
dyn−k+1 · · · dyn

∂f(|x1(z′)−yn−k+1|)
∂z′

f(|x1(z′)−yn−k+2|) · · ·

· · · f(|x1(z′) − yn|)F (η′ ∪ {y1, ..., yn}) =

=F (η′∪{(y)n−k1 })
1

k

∫
dyn−k+1 · · · dyn

k∏
i=1

f(|yn−k+i|)F ({(y)nn−k+1})−

− 1

k

∫
dyn−k+1 · · · dyn

k∏
i=1

f(|x1(z) − yn−k+i|)F (η′ ∪ {y1, ..., yn}),

(4.2.76)

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (4.2.73). ■
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Ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.73) îçíà÷à¹ (äèâ. [10], ôîð-
ìóëà (0.313)), ùî In � êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó çà ãóñòèíîþ ϱ = 1

v ,
ùî âèíèê ÿê ðåçóëüòàò äiëåííÿ äâîõ íåñêií÷åííèõ ðÿäiâ:

∞∑
k=0

Ikϱ
k =

∑∞
k=0 bkϱ

k∑∞
k=0 akϱ

k
.

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ôàêòó îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ ðiâíÿííÿ
(4.2.72) íàáóäå âèãëÿäó

F (η) = Q̃(F )−1e−βW (x1;η′)

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)F (η′ ∪ ξ)λϱσ(dξ), (4.2.77)

òîáòî òàêîãî ñàìîãî, ÿê i (4.2.62) ç Q̃(F ), ùî ìà¹ âèãëÿä (4.2.63)
(àáî (4.2.61) äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(η)).

4.2.3. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ â òåðìîäèíàìi÷íié
ãðàíèöi

Ïîáóäîâà ãðàíè÷íèõ ôóíêöié äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (4.2.45) ìåòî-
äîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ äåùî ñêëàäíiøîþ, íiæ ó âèïàäêó âå-
ëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ. Ñïðàâà ó òîìó, ùî ñïiââiäíîøåí-
íÿ (4.2.54) i (4.2.59) íå ¹ ðiâíÿííÿìè äëÿ ôóíêöié ρNΛ i ρN−l

Λ , àëå
ÿêùî â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi iñíóþòü ¨õ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ,
òîäi öi ñïiââiäíîøåííÿ â ãðàíèöi ïåðåòâîðþþòüñÿ íà iíòåãðàëüíi
ðiâíÿííÿ òèïó Êiðêâóäà�Çàëüçáóðãà. Òîìó â ïðàöi [62] çãiäíî ç
ðîçðîáëåíèìè â [5] (äèâ. áiëüø äåòàëüíî [46,47]) ìåòîäàìè òà ñè-
ìåòðèçàöi¹þ Ðþåëÿ [43] âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü òàêî¨
ãðàíèöi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü ãóñòèíè ÷àñòèíîê ϱ.

Âèãëÿä ðiâíÿíü (4.2.61) òàêèé ñàìèé, ÿê i ðiâíÿíü äëÿ êîðå-
ëÿöiéíèõ ôóíêöié âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ. Âiäìiííiñòü
ó òîìó, ùî çàìiñòü àêòèâíîñòi z ôiãóðó¹ ôóíêöiÿ ϱa(ϱ), ÿêà âíà-
ñëiäîê (4.2.63) çàëåæèòü âiä F (η), à îòæå, i âiä ρ(η). Öå îçíà÷à¹,
ùî íàñïðàâäi ðiâíÿííÿ (4.2.61) ¹ íåëiíiéíèìè. Àëå, ÿêùî ϱa(ϱ)
íàáóâà¹ çíà÷åíü ó îêîëi íóëÿ, òî ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêi ñàìi
ìåòîäè, ÿê i â [43]. Àëå îòðèìàíèé ðîçêëàä íå áóäå ðîçêëàäîì çà
ïàðàìåòðîì ãóñòèíè.
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Ðîçãëÿäàòèìåìî öå ðiâíÿííÿ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ ∋ f ç
íîðìîþ

||f || := sup
∅̸=η∈Γ0

ξ−|η||f(η)|. (4.2.78)

Ââåäåìî òàêîæ ïðîñòið E(n)
ξ � áàíàõiâ ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òü-

ñÿ çi ñòîâïöiâ f , ó ÿêèõ fk = 0 äëÿ k > n, ç íîðìîþ (4.2.78). Öåé
ïðîñòið ¹ òåõíi÷íèì åëåìåíòîì ó äîâåäåííi äåÿêèõ òâåðäæåíü.

Òåîðåìà Áîãîëþáîâà�Ïåòðèíè�Õàöåòà�Ðþåëÿ. Âèçíà-
÷èìî îïåðàòîð

(Kf)(x1) = 0,
(4.2.79)

(Kf)(η) = e−βW (x1;η′)

∫
Γ0

K(x1; ξ)f(η′ ∪ ξ)λσ(dξ), |η| ≥ 2.

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (4.2.61) çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà K òà ââå-
äåííÿ çãiäíî ç Ðþåëåì îïåðàòîðà ñèìåòðèçàöi¨ Π ìîæíà ïîäàòè
òàê:

ρ = ϱa(ϱ)ΠKρ + ρ0, (4.2.80)

ρ =

 ρ1(x1)...
ρN (x1, ..., xN )...

 , ρ0 =

ϱ0
...

 . (4.2.81)

Ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âñòàíîâëþ¹ òàêà òåîðåìà:

Teoðåìà 4.2.2. Ðiâíÿííÿ (4.2.80) ó ïðîñòîði Eξ ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ðÿäó

ρ =

∞∑
n=0

(ϱa(ϱ)ΠK)n ρ0, (4.2.82)

ÿêèé ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì, ÿêùî

|a(ϱ)| < 2, |ϱ| <
(
2e2B+1C(β)

)−1
. (4.2.83)
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Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Ðîçãëÿ-
íåìî ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.54)�(4.2.59) ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ.

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ó òåðìîäè-
íàìi÷íié ãðàíèöi äîâåäåìî òàêó ëåìó:

Ëåìà 4.2.3. Íåõàé ïîòåíöiàë ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòiéêî-
ñòi (2.1.3) òà ðåãóëÿðíîñòi (2.2.11). Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà
íåðiâíiñòü:

ZΛ(β,N − 1)

ZΛ(β,N)
<

ϱ

1 − ϱC(β)
. (4.2.84)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ (3.1.9)

QΛ(β,N) =

∫
ΛN−1

(dx)N−1e−βU(γ\{xN})
∫
Λ
dxNe

−βW (xN ;γ\{xN}) =

=

∫
ΛN−1

(dx)N−1e−βU(γ\{xN})
∫
Λ
dxN

N−1∏
i=1

(Cxi,xN + 1) ≥

≥ QΛ(β,N − 1) (V − (N − 1)C(β)) . (4.2.85)

Òóò âèêîðèñòàíà íåðiâíiñòü
∏N−1
i=1 (1 + ai) ≥

∑N−1
i=1 |ai|, ÿêùî

1 + ai ≥ 0 i ç ai = Cxi,xN = e−βϕ(|xi−xN |) − 1. ■
Íàñëiäîê 4.2.1. Ç íåðiâíîñòi (4.2.84) âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè

ϱ < 1/2C(β) ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà ÷èñëîì 2. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü Ni òàêà, ùî limNi→∞ aΛNi

= ϱa(ϱ), ÿêùî
V = Ni/ϱ.

Âèçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð Km, ùî äi¹ íà äîâiëüíèé åëåìåíò
ïðîñòîðó Eξ çãiäíî ç ôîðìóëàìè

(Kmf)(η) :=

{
(ΠKf)(η), ÿêùî η ∈ Γ(m),

0, ÿêùî η ∈ Γ(n), n ̸= m.
(4.2.86)

Ó ïîçíà÷åííÿõ (4.2.81)

ρNΛ =


ρ1(x1; Λ)...

ρN (x1, ..., xN ; Λ)
0
...

 , ρ0 =

aΛN0...
 .
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Âèçíà÷èìî òàêîæ ó Eξ îïåðàòîð KN−l
m çà ôîðìóëîþ

(K(N−l)
m f)(η) = aΛN−lΠe

−βW (x1;η′)

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)(1 − δ0,|η′∪ξ|)×

× 11|ξ|+m−1≤N−l−1(ξ)f(η′ ∪ ξ)λσ(dξ),

äå |η| = m i îïåðàòîðè

K(N−l) = K
(N−l)
1 +K

(N−l)
2 + · · · +K

(N−l)
(N−l) ,

K
(N−l)
[n] = K

(N−l)
1 +K

(N−l)
2 + · · · +K(N−l)

n , n < N − l,

K[n] = K1 +K2 + · · · +Kn.

Öi îïåðàòîðè äiþòü ç ïðîñòîðó Eξ ó ïðîñòið E
(n)
ξ , à ¨õ íîðìà ìåí-

øà çà îäèíèöþ. �õ âèçíà÷åíî äëÿ äîâåäåííÿ ïðîìiæíèõ îöiíîê
îñíîâíèõ òåîðåì.

Ëåìà 4.2.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.2.83). Òîäi

lim
V=N/ϱ
N→∞

||χΛ

(
ϱa(ϱ)Km − K(N−l)

m

)
|| = 0, V = σ(Λ).

Äîâåäåííÿ ëåãêî ïðîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äi¨ îïå-
ðàòîðiâ Km òà K(N−l)

m i çàïèñóþ÷è ìiðó λσ(dξ) ó (4.2.79) òàê:

λσ(dξ) = 11|ξ|+m−1≤N−l−1(ξ)λσ(dξ) + 11|ξ|+m−1>N−l−1(ξ)λσ(dξ).

Áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ íàâåäåíî â [62] òà â îãëÿäi [35]. ■

Çàóâàæåííÿ 4.5. Íà âiäìiíó âiä îïåðàòîðiâ ëåìè 4.2.4, äëÿ îïå-
ðàòîðiâ χΛ

(
a(ϱ)K −K(N−l)) òàêà ëåìà íå âèêîíó¹òüñÿ. Äié-

ñíî, îïåðàòîð χΛK
(N−l), ùî äi¹ ç ïðîñòîðó Eξ ó ïðîñòið E

(N−l)
ξ

i íà òèõ åëåìåíòàõ f ∈ Eξ, â ÿêèõ fm = 0 ïðè m ≤ N − l,

χΛK
(N−l)f = 0. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî âåëèêîãî N çàâæäè çíàé-

äåòüñÿ òàêèé åëåìåíò f , ùî χΛK
(N−l)f = 0, à χΛa(v)Kf ̸= 0 i

íîðìà öüîãî åëåìåíòà ¹ ñêií÷åííîþ.
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Çà äîïîìîãîþ ââåäåíèõ îïåðàòîðiâ K(N−l) i ñòîâïöiâ ρ(N−1)

ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.59) ìîæíà êîìïàêòíî çàïèñàòè â òàêié ôîð-
ìi:

ρ(N−l) = K(N−l)ρ(N−l−1) + ρ0(N−l).

Iòåðàöi¹þ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìàíî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ:

ρ(N−l) = K(N−l)K(N−l−1) · · ·K(3)ρ(2)+

+

N−l−1∑
i=0

N−l−1∏
j=0

KN−l−j

 ρ0(N−l−j−1) + ρ0(N−l). (4.2.87)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ äà¹ çìîãó äîâåñòè òàêó òåîðåìó:

Teoðåìà 4.2.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî l > 0 i ïàðàìåò-

ðà ϱ ç îêîëó |ϱ| <
(
2e2B+1C(β)

)−1
ïîñëiäîâíiñòü χΛ

(
ρ(N−l) − ρ(l)

)
ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó Eξ ïðè N → ∞, V = N/ϱ i
V = σ(Λ).

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi (4.2.87) é àíàëîãi÷íîìó
ðîçêëàäi äëÿ ôóíêöié ρ(l):

ρ(l) =

∞∑
i=0

i∏
j=0

(al+j)(ΠK)iρ(0),

ÿêèé âèíèêà¹ ó ïðîöåñi iòåðàöi¨ ðiâíÿííÿ

ρ(l) = al(ϱ)ΠKρ(l) + al(ϱ)ρ0.

Äåòàëi äîâåäåííÿ íàâåäåíî â [62]. ■
Íàñëiäîê 4.2.2. Ç òåîðåìè 4.2.5 âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíî-

ñòi ρ
(N)
Λ (η) i ρ

(N−l)
Λ (η) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ ρ(η), ÿêà çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.2.61), ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî çà òåîðåìîþ 4.2.2
çàäà¹òüñÿ ðÿäîì (4.2.82).
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4.2.4. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðiâíÿííÿ (4.2.77) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåëiíiéíå îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ â Eξ:

F = AF, F = F (η) = F ({x1, ..., xm}) = Fm(x1, ..., xm),

à íåëiíiéíèé îïåðàòîð A äi¹ íà âåêòîð φ ∈ Eξ òàêèì ÷èíîì:

(Aφ)(x1) = 1, (Aφ)m(x1, ..., xm) = (4.2.88)

= Q̃(φ)−1(Kφ)m(x1, ..., xm), m ≥ 2,

äå K � ëiíiéíèé îïåðàòîð ó Eξ:

(Kφ)(x1) = 0, (Kφ)(η) = (4.2.89)

= e−βW (x1;η′)

∫
ΓΛ

K(x1; ξ)φ(η′ ∪ ξ)λϱσ(dξ).

Äiþ÷è îïåðàòîðîì ñèìåòðèçàöi¨ Π íà ðiâíÿííÿ (4.2.89), îòðèìó¹-
ìî íåëiíiéíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ â Eξ:

F = ΠAF, F = F (η) = F ({x1, ..., xm}) = Fm(x1, ..., xm).
(4.2.90)

Ñôîðìóëþ¹ìî òàêó òåîðåìó;

Teoðåìà 4.2.6. Íåõàé äëÿ ôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ β i ϱ iñíó¹
òàêå ξ, ùîá âèêîíóâàëèñÿ òàêi óìîâè:

eξϱC(β) − 1 < ξ

i

AS =
exp[2βB + ξϱC(β)]

ξ + 1 − eξϱC(β)
< 1.

Òîäi ðiâíÿííÿ (4.2.90) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði Eξ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî â Eξ ìíîæèíó S âèãëÿäó

S =
{
φ : φ1(x1) = 1, |φm(x1, ..., xm)| ≤ ξm−1, m ≥ 2

}
.
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Òîäi äëÿ φ ∈ S îòðèìà¹ìî îöiíêè

| (ΠKφ) (x1, ..., xm)| ≤ ξm−2e2βB+ϱC(β)ξ, |Q̃(φ)| ≥ ξ + 1 − eϱC(β)ξ

ξ
,

(4.2.91)
ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî

| (ΠAφ) (x1, ..., xm)| ≤ ASξ
m−1 < ξm−1. (4.2.92)

Îòæå, (ΠAφ) (x1, ..., xm) ⊂ S.
Ìíîæèíà S ¹ çàìêíóòîþ é îïóêëîþ, òîáòî âîíà ìiñòèòü ðà-

çîì iç äâîìà äîâiëüíèìè âåêòîðàìè φ1 i φ2 ¨õ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ:
φ(α) = αφ1 + (1 − α)φ2, 0 ≤ α ≤ 1.

Âèçíà÷èìî ïðèðîäíèì ÷èíîì âiäñòàíü â S: d(φ1, φ2) = ||φ1−
−φ2||ξ i âiçüìåìî äâà íåñêií÷åííî áëèçüêi âåêòîðè φ1 = φ i φ2 =
= φ+ δφ ç ||δφ||ξ < ε. Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî ε, âðàõîâóþ÷è,
ùî Q̃(φ + δφ) = Q̃(φ) + Q̃(δφ) (äèâ. (4.2.63)) i îöiíêè (4.2.91),
îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

d (ΠAφ1,ΠAφ2) ≤ aφ||δφ||ξ = aφd (φ1, φ2) (4.2.93)

ç aφ < 1. Òàêèì ÷èíîì, ΠA ¹ ñòèñêàëüíèì íà S. ßê íàñëiäîê iç
òåîðåìè ïðî íåðóõîìó òî÷êó (äèâ., íàïðèêëàä, [50, âïðàâà 3.1])
âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (4.2.90) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó S, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

F = lim
n→∞

F (n), F (n) = ΠAF (n−1), (4.2.94)

äå F (0) ìîæíà âçÿòè äîâiëüíèì âåêòîðîì ç S. ■
Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ îïòèìàëüíèé âèáið ξ, òîáòî ïðîñòîðó Eξ

òàê, ùîá äëÿ çàäàíîãî β ãóñòèíà ñèñòåìè ϱ áóëà ìàêñèìàëüíîþ.

4.3. Ïîáóäîâà ðîçêëàäiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié çà ïàðàìåòðîì ãóñòèíè ϱ

Ïîáóäó¹ìî ðîçêëàä çà ïàðàìåòðîì ãóñòèíè ϱ, âèõîäÿ÷è ç ðiâ-
íÿííÿ (4.2.61) ÿê íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ. Iäåÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäó
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ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çàïèñàòè ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (4.2.61) ó
âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ, íàäàâøè âèðàçàì
äëÿ Q̃(ρj) i ρj(η) òàêîãî ñàìîãî âèãëÿäó, òà ïðèðiâíÿòè àðãóìåí-
òè ïðàâî¨ é ëiâî¨ ÷àñòèí óòâîðåíèõ òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Ñêîðèñòà¹ìîñü äëÿ öüîãî ôîðìóëàìè (3.3.74)�(3.3.76) i ïåðå-
ïèøåìî ðiâíÿííÿ (4.2.61), (4.2.63) ó òåðìiíàõ òâiðíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ.

4.3.1. Ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ÿäðà

Ðiâíÿííÿ (4.2.61), (4.2.63) çàïèøåìî òàê:

Q̃(ρj)ρj(η) = ϱe−βW (x1;η′)j(x1)

∫
Γ0

K(x1; ξ)ρj(η
′ ∪ ξ)λσ(dξ),

(4.3.95)

Q̃(ρj) =

∫
Γ0

K(x1; ξ)ρj(ξ)λσ(dξ). (4.3.96)

Çãiäíî ç [174] ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ÊÇ äëÿ íåïåðåðâíîãî ôóíê-
öiîíàëà ρj(η), äå ââîäèòüñÿ äîäàòíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ
j : Rd → R+, òàêà ùî ρ(η) = ρj(η)|j=1, à ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî
ó âèãëÿäi

ρj(η) = eλ(j; η)

∫
Γ0

T (η|γ)eλ(j; γ)λσ(dγ). (4.3.97)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (4.3.96) âiäïîâiäíèé âèðàç äëÿ ρj(ξ), îòðèìó¹ìî

Q̃(ρj) =

∫
Γ0

∫
Γ0

eλ(j; ξ ∪ γ)K(x1; ξ)T (ξ|γ)λσ(dγ)λσ(dξ). (4.3.98)

Çàñòîñó¹ìî äî iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi (4.3.98) ëåìó 1.2.3
ç

G(ξ ∪ γ) = eλ(j; ξ ∪ γ) i H(ξ; γ) = K(x1; ξ)T (ξ|γ).

Òîäi

Q̃(ρj) = F̃ψ1(j) =

∫
Γ0

eλ(j; γ)ψ1(γ)λσ(dγ)
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ç
ψ1(γ) =

∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)T (ξ|γ \ ξ).

Çàïèøåìî (4.3.97) ó âèãëÿäi òâiðíîãî ôóíêöiîíàëà:

ρj(η) = F̃ψ2(j) =

∫
Γ0

eλ(j; γ)ψ2(γ)λσ(dγ)

ç
ψ2(γ) = eλ(j; η)T (η|γ).

Ëiâó ÷àñòèíó (4.3.95) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Q̃(ρj)ρj(η) = F̃ψ1∗ψ2(j) =

∫
Γ0

eλ(j; γ)(ψ1 ∗ ψ2)(γ)λσ(dγ),

(4.3.99)
äå

(ψ1 ∗ ψ2)(γ) =
∑
ξ⊆γ

ψ1(ξ)ψ2(γ \ ξ) =
∑
ξ⊆γ

ψ2(γ \ ξ)ψ1(ξ) =

= eλ(j; η)
∑
ξ⊆γ

T (η|γ \ ξ)
∑
ζ⊆ξ

K(x1; ζ)T (ζ|ξ \ ζ).

Ïðàâà ÷àñòèíà (4.3.95) ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ρj(η′ ∪ ξ) ó âèãëÿäi
(4.3.97) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ϱe−βW (x1;η′)eλ(j; η)

∫
Γ0

∫
Γ0

eλ(j; ξ∪γ)K(x1; ξ)T (η′∪ξ|γ)λσ(dγ)λσ(dξ).

Çíîâó âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 1.2.3 ç

G(ξ ∪ γ) = eλ(j; ξ ∪ γ) i H(ξ; γ) = K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ).

Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà (4.3.95) ìàòèìå âèãëÿä

ϱe−βW (x1;η′)eλ(j; η)

∫
Γ0

eλ(j; γ)
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ)λσ(dγ).

(4.3.100)
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Ïðèðiâíÿ¹ìî âèðàçè áiëÿ eλ(j; γ) ïiä iíòåãðàëàìè âèðàçiâ
(4.3.99) i (4.3.100) i, ñêîðî÷óþ÷è ìíîæíèêè eλ(j; η), îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ∑

ξ⊆γ
T (η|γ \ ξ)

∑
ζ⊆ξ

K(x1; ζ)T (ζ|ξ \ ζ) =

= ϱe−βW (x1;η′)
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ). (4.3.101)

Âèäiëèìî ÷ëåí ç ξ = ∅ ó ëiâié ÷àñòèíi (4.3.101) i, âðàõóâàâøè,
ùî T (∅|∅) = 1 òà T (∅|γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅, îäåðæèìî íåëiíiéíå
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

T (η|γ) = ϱe−βW (x1;η′)
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ)−

−
∑
ξ⊆γ
ξ ̸=∅

T (η|γ \ ξ)
∑
ζ⊆ξ
ζ ̸=∅

K(x1; ζ)T (ζ|ξ \ ζ). (4.3.102)

Ïî÷àòêîâi óìîâè ¹ òàêèìè:

T (∅|∅) = 1, T (∅|γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅, (4.3.103)

T ({η|γ) = 0, ÿêùî η ∩ γ ̸= ∅. (4.3.104)

4.3.2. Ãðàôi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ßê i ó âèïàäêó ðiâíÿíü Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà äëÿ âåëèêîãî
êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ (äèâ. äåòàëi â [40]), àíàëiòè÷íèé âèðàç
ÿäðà T (η|γ) ìîæíà ïîäàòè çà äîïîìîãîþ âíåñêiâ ãðàôiâ-ëiñiâ.
Êiëüêiñòü óñiõ ãðàôiâ-ëiñiâ N(m|n)(m = |η|, n = |γ|) ìîæíà îá-
÷èñëèòè, ðîçâ'ÿçàâøè òàêå ðåêóðåíòíå ðiâíÿííÿ:

N(m|n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
N(m+ k − 1|n− k)+

+

n∑
k=1

(
n

k

)
N(m|n− k)

k∑
l=1

(
k

l

)
N(l|k − l).
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ßêùî âiäêèíóòè íåëiíiéíèé äîäàíîê, ðåêóðåíòíå ðiâíÿííÿ ìîæ-
íà ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî: N(m|n) = m(m + n)n−1 (äèâ. ëåìó 4.1.3).
Öÿ ôîðìóëà äà¹ çìîãó äîâåñòè çáiæíiñòü iíòåãðàëà (4.3.97) ïðè
j = 1 òà ìàëèõ çíà÷åííÿõ ãóñòèíè. Àëå íåëiíiéíèé ÷ëåí, î÷å-
âèäíî, çíà÷íî çáiëüøó¹ êiëüêiñòü ëiñîâèõ ãðàôiâ. Ïðîòå çãiäíî
ç ôîðìóëîþ (4.3.102) êîæåí âíåñîê ëiñîâîãî ãðàôà, ùî ìiñòèòü
äåðåâî iç âíåñêîì ìíîæíèêà K(x1; ξ), ξ ∈ γ, ÿêèé ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó
äðóãié ñóìi â (4.3.102), âêëþ÷à¹òüñÿ çi çíàêîì ìiíóñ. Òàêèì ¹,
íàïðèêëàä, îá÷èñëåííÿ ÿäðà T (x1|y):

T (x1|y) = ϱ2 [K(x1; y) − K(x1; y)] = 0. (4.3.105)

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 4.3.1. Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (4.3.103)�(4.3.104)
âèïëèâà¹, ùî

T (x1|∅) = ϱ, T (x1|γ) = 0 äëÿ γ ̸= ∅,

ùî çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü ρ(x1) = ϱ. Êðiì òîãî,

T (η|∅) = ϱ|η| exp[−βU(η)].

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç (4.3.102) i (4.3.105) çà iíäóêöi¹þ. ■
Ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè ñêîðî÷åííÿ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ òðå-

áà âèêîíàòè äîäàòêîâi ðîçêëàäè åêñïîíåíò òèïó (4.3.106). Àëå òà-
êà ïðîöåäóðà åêâiâàëåíòíà ïåðåòâîðåííþ âíåñêà âiä ãðàô-äåðåâà
ó âíåñîê çâè÷àéíîãî ìàé¹ðîâñüêîãî ãðàôà. Ùîá îïèñàòè öþ ïðî-
öåäóðó âèçíà÷èìî ìíîæèíó ãðàôiâ D(η; γ).

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ìíîæèíà D(η; γ) ¹ ìíîæèíîþ êîðåíåâèõ ãðà-
ôiâ, çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ÿêèõ ¹ 2-çâ'ÿçíèìè ãðàôàìè âiäíîñíî
êîíôiãóðàöi¨ γ. Áóäü-ÿêèé ãðàô G ∈ D(η; γ) ìà¹ m = |η| âåðøèí
êîíôiãóðàöi¨ η i n = |γ| âåðøèí êîíôiãóðàöi¨ γ. Êîæíà âåðøè-
íà ç η ìîæå áóòè âiëüíîþ âiä ëiíié àáî ç'¹äíóâàòèñÿ òiëüêè ç
âåðøèíàìè y êîíôiãóðàöi¨ γ. Êîæíà âåðøèíà y ∈ γ ç'¹äíó¹òüñÿ
ç âåðøèíàìè x àáî y ïðèíàéìíi äâîìà ëiíiÿìè. ßêùî äî åêñïî-
íåíòè exp[−βU(η)] çàñòîñóâàòè ðîçêëàä (4.2.50), òî ìíîæèíà
exp[−βU(η)]D(η; γ) áóäå çáiãàòèñÿ çi ìíîæèíîþ D(W ;B) ç [140,
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ðîçä. 2]. Ðîëü êîðåíiâ ãðàôà âiäiãðà¹ êîíôiãóðàöiÿ η. Îäíîòî÷êî-
âèé ãðàô G ∈ D(x1; ∅). Âíåñîê áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè äîðiâíþ¹ ϱ.
Âíåñîê ëiíi¨ w(lxy), ÿêà ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè x òà y àáî yi òà yj,
öå K(x; y).

Çàóâàæåííÿ 4.6. Âiäïîâiäíî äî (4.3.97) iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òü-
ñÿ â òî÷êàõ êîíôiãóðàöi¨ γ, à çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (4.3.102) â ÿäðàõ
T (θ; ξ) êîíôiãóðàöiÿ ξ ⊆ γ i êîíôiãóðàöiÿ θ ìîæóòü ìiñòèòè
îáèäâi çìiííi âiä η i γ. Òîìó âiäïîâiäíi ãðàôè ìíîæèí D(θ; ξ)
ìîæóòü ìiñòèòè ëèøå âåðøèíè êîíôiãóðàöi¨ γ.

Îñíîâíå òâåðäæåííÿ ðîçäiëó òàêå (äèâ. [204]):

Òâåðäæåííÿ 4.3.2. Ðîçâ'ÿçîê ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ
(4.3.102) ìîæíà çàïèñàòè âíåñêàìè âiä ãðàôiâ ìíîæèíè D(η; γ):

T (η|γ) = ϱ|η|+|γ| exp[−βU(η)]
∑

G∈D(η;γ)

wG(η, γ).

Äîâåäåííÿ áàçó¹òüñÿ íà ïðîöåäóði iíäóêöi¨. Äóæå ëåãêî ïî-
áà÷èòè ñêîðî÷åííÿ âíåñêiâ âiäïîâiäíèõ ãðàôiâ, íàïðèêëàä, äëÿ
ÿäåð T (x1, x2|y1) i T (x1, x2|y1, y2). Ïiñëÿ ïðèïóùåííÿ ñïðàâäæó-
âàíîñòi ëåìè äëÿ T (η′ ∪ ξ|γ \ ξ) T (η|γ \ ξ) i T (ζ|ξ \ ζ) íåîáõiäíî
âiäïîâiäíi åêñïîíåíòè ïîäàòè ó âèãëÿäi

e−βW (x1;η′)e−βU(η′∪ξ) = e−βU(η)e−βU(ξ)
m∏
i=2

k∏
j=1

[K(xi; yj) + 1] ,

(4.3.106)
äå m = |η|, k = |ξ|.

Äëÿ k = 0 (ξ = ∅) ó ïåðøîìó ðÿäêó ôîðìóëè (4.3.102) âè-
ðàç T (η′|γ) âiäïîâiäà¹ àíàëiòè÷íîìó âíåñêó âñiõ ãðàôiâ D(η; γ),
â ÿêèõ âåðøèíà x1 íå ìà¹ ðåáåð. Äëÿ k ≥ 1(ξ ̸= ∅) âåðøèíè ξ
ñòàþòü êîðåíÿìè â ìíîæèíi ãðàôiâ âiä D(η′ ∪ ξ | γ \ ξ). Äåÿ-
êi ìíîæèíè ζ ⊆ ξ (íåõàé |ζ| = l) íå ìàþòü ðåáåð, à iíøi ξ \ ζ
ìàþòü ïðèíàéìíi îäíå ðåáðî ç âåðøèíàìè â γ \ ξ, i ïiñëÿ ií-
òåãðóâàííÿ

∫
(dy)lK(x1; {y}l1) òàêà îïåðàöiÿ çàëèøà¹ öåé ãðàô ó

ìíîæèíi D(η; γ). Àëå âåðøèíè ç ïåðøî¨ ãðóïè îòðèìóþòü òiëüêè
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îäíó ëiíiþ, ÿêà ç'¹äíó¹ ¨õ ç âåðøèíîþ x1. Öi âåðøèíè íå ñïîëó-
÷àþòüñÿ ìiæ ñîáîþ òà âåðøèíàìè ξ \ ζ. Òîìó âîíè íàëåæàòü
D(ζ; ξ \ ζ) i âñiì ãðàôàì ç D(η′ ∪ ξ|γ \ ξ), ÿêi ìàþòü ñòðóêòóðó
wG1(η; γ \ ξ)K(x1; ζ)wG2(ζ; ξ \ ζ). Îòæå, òàêi ãðàôè íå íàëåæàòü
D(η; γ) i ¨õ òðåáà ñêîðîòèòè. Öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íàÿâíiñòþ àíàëî-
ãi÷íîãî âíåñêó â äðóãîìó ðÿäêó ôîðìóëè (4.3.102). Âiäïîâiäíî,
çàñòîñîâó¹ìî òàêèé ñàìèé ðîçêëàä åêñïîíåíòè e−βU(ξ), ùî é ó
(4.3.106), i âèêîíó¹ìî ñóìóâàííÿ çà âñiìà ìîæëèâèìè ζ ⊆ ξ. ■

4.3.3. Âèñíîâîê ïðî çáiæíiñòü ðîçêëàäó

Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (4.2.61) ÿê
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ áóëî äîâåäå-
íî â [194] òà êîðîòêî âèêëàäåíî â ðîçä. 3. Óçàãàëüíåíó âåðñiþ
êðèòåðiþ çáiæíîñòi Ãðþíåâåëäà äëÿ âiðiàëüíîãî ðîçêëàäó òà ðå-
êóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ òâiðíèõ ôóíêöiîíàëiâ 2-çâ'ÿçíèõ
ãðàôiâ îïèñàíî ó ïðàöi [140]. Òîìó òóò íå îáãîâîðþ¹òüñÿ öå ïè-
òàííÿ. Áiëüø  ðóíòîâíi äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ó ðàì-
êàõ êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ âèêëàäåíi â ïðàöÿõ [140,155] òà â ïî-
ñèëàííÿõ ó íèõ.

4.4. Êîðåëÿöiÿ êëàñòåðiâ: ÷àñòêîâî çâ'ÿçíi

êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà ¨õ ñïàäàííÿ

Ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñòàòèñòè÷-
íèõ ñèñòåì âàæëèâèì ÷àñòî ¹ îïèñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ãðóïàìè ÷àñòè-
íîê, ÿêi íàçèâàþòü êëàñòåðàìè. Êîðåëÿöi¨ ìiæ êëàñòåðàìè îïè-
ñóþòüñÿ òàê çâàíèìè ÷àñòêîâî óñi÷åíèìè êîðåëÿöiéíèìè ôóíê-
öiÿìè (PTCF), àáî ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèìè êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿ-
ìè (×ÇÊÔ). Iìîâiðíî, âïåðøå öÿ ïðîáëåìà âèíèêëà â ïðàöi [160].
Ïiçíiøå, â [83] áóëî ïðåäñòàâëåíî òà îáãîâîðåíî äåÿêi "ôiçè÷-
íî ðîçóìíi"ãiïîòåçè ðîçïàäó ÇÊÔ i ×ÇÊÔ. Ó íàñòóïíèõ ïðà-
öÿõ [84, 85] áóëî äîâåäåíî ðiçíi âëàñòèâîñòi ñèëüíîãî ñïàäàííÿ
äëÿ ÇÊÔ  ðàò÷àñòèõ i íåïåðåðâíèõ ñèñòåì ó ðiçíèõ ñèòóàöiÿõ.
Ó [131] íàâåäåíî äåÿêi çàãàëüíi ðåçóëüòàòè ùîäî ñèëüíèõ êëà-
ñòåðíèõ âëàñòèâîñòåé ÇÊÔ i ×ÇÊÔ äëÿ  ðàò÷àñòèõ ãàçiâ (íà-
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ñïðàâäi, äîâåäåííÿ ¨õíüî¨ ãîëîâíî¨ òåîðåìè âêëþ÷à¹ â ñåáå äîâãi
òåõíi÷íi ÷àñòèíè, îòðèìàíi â íåîïóáëiêîâàíèõ ïðàöÿõ îäíîãî ç
àâòîðiâ). Òðåáà òàêîæ çãàäàòè ïðàöþ [60], ÿêà, ìàáóòü, ñòîñó¹òü-
ñÿ ç'ÿñóâàííÿ ïîâåäiíêè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ êëàñè÷íi íåïåðåðâíi ñèñòåìè
òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê. Âèâîäÿòüñÿ ðiâíÿííÿ òèïó ÊÇ äëÿ ×ÇÊÔ.
Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü îäåðæóþòü ó âèãëÿäi ðÿäó âíåñêiâ ïåâ-
íèõ äiàãðàì-ëiñiâ. Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ äà¹ çìîãó îòðèìàòè ñèëü-
íi êëàñòåðíi âëàñòèâîñòi äëÿ ×ÇÊÔ ó çðó÷íié ôîðìi äëÿ âèâå-
äåííÿ îöiíîê. Äåòàëüíiøèé îïèñ i ñòðîãå äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ
íàâåäåíi ó ïðàöi [82].

4.4.1. ×àñòêîâî çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

×àñòêîâî óñi÷åíi (çâ'ÿçíi) êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (×ÇÊÔ) îïè-
ñóþòü êîðåëÿöi¨ ìiæ êëàñòåðàìè ÷àñòèíîê. Îöiíêè ðîçïàäó äëÿ
öèõ êîðåëÿöié � âàæëèâèé òåõíi÷íèé iíñòðóìåíò äëÿ äîâåäåííÿ
áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ ãiïîòåç (íàïðèêëàä, äèâ. [67, eq. (4.2)]).

Äàíî m ∈ N, ðîçãëÿíåìî êîëåêöiþ (ηi)
m
i=1 êîíôiãóðàöié ηi ∈

∈ Γ0\∅ (íàïðèêëàä, ó ðåçóëüòàòi ðîçêëàäàííÿ çàäàíîãî η ∈ Γ0 íà
m êëàñòåðiâ). Âiäïîâiäíi ×ÇÊÔ âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðñèâíî ôîð-
ìóëàìè:

ρ̃T (η1) := ρ(η1),

ρ̃T (η1; . . . ; ηm) := ρ(∪mi=1ηi) −
m∑
k=2

∗∑
I1,...,Ik⊂{1,...,m}

k∏
l=1

ρ̃T (η̃l), m ≥ 2,

(4.4.107)

äå, ÿê i ðàíiøå, çiðî÷êà íàä ñóìîþ îçíà÷à¹ ñóìó çà âñiìà ðîç-
áèòòÿìè {1, . . . ,m} íà k íåïîðîæíiõ íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí, i
äå

η̃l :=
⋃
i∈Il

ηi i
k⋃
l=1

η̃l =

m⋃
i=1

ηi.

Áóäåìî iíêîëè ïîçíà÷àòè ρ̃Tm(η1; . . . ; ηm) = ρ̃T (η1; . . . ; ηm), ùîá
ïiäêðåñëèòè êiëüêiñòü êëàñòåðiâ. Î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷åí-
íÿ (4.4.107) çáiãà¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì ÇÊÔ ó (3.3.72), ÿêùî âñi
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êîíôiãóðàöi¨ ηi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Àíàëîãi÷íî äî
(3.3.73), ×ÇÊÔ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ρ(η̃i) ÿê

ρ̃T (η1; . . . ; ηm) =

m∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!

∗∑
I1,...,Ik⊂{1,...,m}

k∏
l=1

ρ(η̃l).

(4.4.108)
Ùîá îòðèìàòè òàêèé âèðàç äëÿ ×ÇÊÔ, âèçíà÷à¹ìî òâiðíèé

ôóíêöiîíàë, ÿêèé ¹ óçàãàëüíåííÿì òâiðíîãî ôóíêöiîíàëà, ââåäå-
íîãî â [131] äëÿ ñïiíîâèõ ñèñòåì.

Äëÿ çàäàíî¨ íå íåãàòèâíî¨ ôóíêöi¨ j ∈ C0(Rd) âèçíà÷èìî
ôóíêöiîíàë ρj âèðàçîì

ρj(η) = ρj;1(η) :=
z|η|

Ξj

∫
Γ0

χj(η ∪ γ)e−βU(η∪γ) λzσ(dγ), η ∈ Γ0,

(4.4.109)
äå çàðàäè çìåíøåííÿ ãðîìiçäêîñòi çìiíþ¹ìî ïîçíà÷åííÿ: χj(η) =
= eλ(j; η) : Γ0 → R+, ÿê i â (3.3.75), à

Ξj :=

∫
Γ0

χj(γ)e−βU(γ) λzσ(dγ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (1.4.51) i (1.4.52) ç (αi)
m
i=1, ïî-

êëàäåìî

F̃ Tρj (α, η)m1 := log(Ξj((αi, ηi)
m
i=1)), (4.4.110)

äå

Ξj((αi, ηi)
m
i=1) := ⟨

m∏
i=1

∆(αi,ηi), χje
−βU ⟩ =

=

∫
Γ0

m∏
i=1

∆(αiηi)(γ)χj(γ)e−βU(γ) λzσ(dγ). (4.4.111)

Òóò (4.4.111) îçíà÷à¹ çìiøàíó ñòàòèñòè÷íó ñóìó äëÿ ãàçó ðà-
çîì iç m êëàñòåðàìè η1, . . . , ηm, ÿêi ìàþòü äîäàòêîâi ïàðàìåò-
ðè àêòèâíîñòi αi. Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ ôóíêöié j (çà-
ìiñòü iíäèêàòîðíèõ ôóíêöié) çàáåçïå÷ó¹ ÷iòêå âèçíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè (4.4.111). Ó âèïàäêó αi = 0, i = 1, . . . ,m, ìîæíà ïîêëàñòè
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j(x) = 11Λ(x), äå 11Λ ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ-iíäèêàòîð Λ ∈ Bc(Rd), à
(4.4.111) çâîäèòüñÿ äî ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â (3.1.18). Äàëi âèçíà-
÷èìî äëÿ 1 ≤ r ≤ m

ρ̃Tj;r(η1; . . . ; ηr|(αi, ηi)mi=r+1) := (
r∏
i=1

∂

∂αi
)F̃ Tρj ((αi, ηi)

m
i=1)

∣∣
α1=···=αr=0

.

(4.4.112)
Áóäåìî íàçèâàòè r-òî÷êîâèìè j-×ÇÊÔ, àáî ïðîñòî j-×ÇÊÔ

êîëè r = m, òàêi ôóíêöi¨:

ρ̃Tj;r(η1; . . . ; ηr) := ρ̃Tj;r(η1; . . . ; ηr|(αi, ηi)mi=r+1)
∣∣
αr+1=···=αm=0

.

(4.4.113)
Çàâåðøèìî ïiäðîçäië òàêîþ ëåìîþ:

Ëåìà 4.4.1. Äëÿ çàäàíèõ r,m ∈ N òàêèõ, ùî 1 ≤ r ≤ m,
r-òî÷êîâà j-×ÇÊÔ àñîöiþ¹òüñÿ ç íàáîðîì (ηi)

m
i=1 êîíôiãóðàöié

ηi ∈ Γ0, çàäàíèõ âèðàçîì

ρ̃Tj;r(η1; . . . ; ηr) =

r∑
k=1

(−1)k−1(k− 1)!

∗∑
{J1,...,Jk}⊂{1,...,r}

k∏
l=1

ρj(∪i∈Jlηi),

(4.4.114)
äå äðóãà ñóìà â (4.4.114) ïðîáiãà¹ âñi ðîçáèòòÿ {1, . . . , r} íà k
íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí J1, . . . , Jk ç îáìåæåííÿì (1.4.40). Íà-
ïðèêëàä, êîëè j(x) = 11Λ(x), ôóíêöi¨ (4.4.113) âiäïîâiäàþòü ×ÇÊÔ
â Λ, à êîëè j(x) = 1, âîíè ¹ ×ÇÊÔ ó Rd, çàäàíèìè â (4.4.108).

Çàóâàæåííÿ 4.7. Ëåãêî ïîêàçàòè çà iíäóêöi¹þ, ùî ïðè r ≥ 2
ρ̃Tj;r(η1; . . . ; ηr) = 0, ÿêùî iñíó¹ i0 ∈ {1, . . . , r}, òàêà ùî |ηi0 | = 0
(äèâ. (4.4.114) ðàçîì ç (4.4.109)).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ Ξ : Rm → (0,+∞) êëþ÷îâîþ ¹ ôîðìóëà:(
k∏
i=1

∂

∂αi

)
log(Ξ((αi)

m
i=1)) =

r∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)! ×

×
∗∑

{J1,...,Jk}⊂{1,...,r}

k∏
l=1

1

Ξ((αi)mi=1)

∏
i∈Jl

∂

∂αi

Ξ((αi)
m
i=1), (4.4.115)
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ùî ëåãêî âèïëèâà¹ çà iíäóêöi¹þ. Âîäíî÷àñ iç (4.4.111) ìà¹ìî∏
i∈Jl

∂

∂αi

Ξj((αi, ηi)
m
i=1) = z

∑
i∈Jl

|ηi|
×

×
∑

I⊂{1,...,m}\Jl

∏
i∈I

(αiz
|ηi|)

∫
Γ0

χj(∪i∈Jlηi ∪i∈I ηi ∪ γ)×

× e−βU(∪i∈Jl
ηi∪i∈Iηi∪γ)λzσ(dγ).

Âñòàíîâëþþ÷è ðåøòó αi = 0, îòðèìó¹ìî ëèøå ïîðîæíié íàáið
I = ∅. Ç îãëÿäó íà (4.4.109)

1

Ξj((αi, ηi)mi=1)

∏
i∈Jl

∂

∂αi

Ξj((αi, ηi)
m
i=1)

∣∣
α1=···αm=0

= ρj(∪i∈Jlηi).

(4.4.116)
Çàìiíþþ÷è Ξ((αi)

m
i=1) íà Ξj((αi, ηi)

m
i=1) ó (4.4.115), ç (4.4.116)

îòðèìó¹ìî (4.4.114). ■
Çîêðåìà, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi j → 1 â (4.4.114) ç k = m,

îòðèìà¹ìî (4.4.108).

4.4.2. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà äëÿ ×ÇÊÔ

Íåõàé (ηi)
m
i=1, m ≥ 2, � ñóêóïíiñòü êîíôiãóðàöié ó Γ0, òàêà

ùî
∑m

i=1 |ηi| > 0. Ïî÷íåìî ç âèâåäåííÿ ðiâíÿíü òèïó Êiðêâóäà�
Çàëüöáóðãà äëÿ 1-òî÷êîâî¨ j-×ÇÊÔ. Ïðèïóñòèìî, ùî |η1| > 0
(ìîæíà çìiíèòè ìàðêóâàííÿ êëàñòåðà, ÿêùî ïîòðiáíî). Ç
(4.4.113)�(4.4.112) (ç k = 1) i (4.4.110)�(4.4.111) 1-òî÷êîâó j-×ÇÊÔ
çàïèñóþòü òàê:

ρ̃Tj;1(η1|(αi, ηi)mi=2) =

=
1

Ξj((αi, ηi)mi=1)

∂

∂α1

∫
Γ0

m∏
i=1

∆(αiηi)(γ)χj(γ)e−βU(γ)λzσ(dγ)
∣∣
α1=0

.

(4.4.117)

Ç îãëÿäó íà (3.3.91) íåõàé x1 ∈ η1 òàêå, ùî
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W (x1; η
′
1) := W ({x1}; η

′
1) ≥ −2B,

äå B ≥ 0. Iñíóâàííÿ òàêî¨ òî÷êè â áóäü-ÿêié êîíôiãóðàöi¨ âè-
ïëèâà¹ ç óìîâè ñòiéêîñòi âçà¹ìîäi¨ (äèâ. [43, ðîçä. 4]). Ðîçãëÿíåìî
ðîçêëàä

e−βU(η1∪γ) = e−βW (x1;η
′
1)e−βW (x1;γ)e−βU(η

′
1∪γ) =

= e−βW (x1;η
′
1)
∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)e
−βU(η

′
1∪γ), (4.4.118)

äå
K(x1; ξ) :=

∏
y∈ξ

Cx1y =
∏
y∈ξ

(e−βϕ(|x1−y|) − 1).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó äðóãî¨ ðiâíîñòi (4.4.118) ó (4.4.117),
ìà¹ìî

ρ̃Tj;1(η1|(αi, ηi)mi=2) =
z|η1|e−βW (x1;η

′
1)

Ξj((αi, ηi)mi=2)

∫
Γ0

∑
ξ⊆γ

K(x1; ξ)×

×
m∏
i=2

∆(αiηi)(γ)χj(η1 ∪ γ)e−βU(η
′
1∪γ) λzσ(dγ).

(4.4.119)

Ïîêëàäàþ÷è α2 = · · · = αm = 0 ó (4.4.119) òà âèêîðèñòî-
âóþ÷è (1.2.25) (ðîçïîâñþäæåíå íà Γ0) ðàçîì iç òîòîæíiñòþ
ρ̃Tj;1(η

′
1∪γ) = ρj(η

′
1∪γ), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà

äëÿ 1-òî÷êîâî¨ j-×ÇÊÔ:

ρ̃Tj;1(η1) = ρj(η1) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)

∫
Γ0

K(x1; ξ)ρj(η
′
1 ∪ ξ)λσ(dξ).

(4.4.120)
Óçàãàëüíèìî öi ðiâíÿííÿ äëÿ m-òî÷êîâî¨ j-PTCF íàñòóïíèì

÷èíîì. Òàê ñàìî, ÿê ïiä ÷àñ âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (4.4.120), âèêî-
íà¹ìî àíàëîãi÷íi âèêëàäêè äëÿ ôóíêöi¨ ρj(η1 ∪ η):

ρj(η1∪η) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)

∑
ξ⊆η

∫
Γ0

K(x1; ξ∪γ)ρj(η
′
1∪η∪γ)λσ(dγ),

(4.4.121)
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äå â ðîçêëàäi (4.4.118) âèêîðèñòàíî òîòîæíiñòü∑
ξ⊆γ∪η

K(x1; ξ) =
∑
ξ⊆η

∑
ς⊆γ

K(x1; ξ ∪ ς). (4.4.122)

Ïiäñòàâèâøè (4.4.121) ó (4.4.114) (çàìiñòü ρj , ÿêèé ìiñòèòü
η1) i ïîçíà÷èâøè I1 := J1 \ {1}, ìà¹ìî

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)

m∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!×

×
∑

I1⊂{2,...,m}

∗∑
{I2,...,Ik}⊂{2,...,m}\I1

∑
ξ

∫
Γ0

K(x1; ξ∪γ)ρ(η
′
1∪i∈I1 ηi∪γ)×

×
k∏
l=2

ρ(∪i∈Ilηi)λσ(dγ).

Çàóâàæèìî, ùî ó äðóãié ñóìi ìíîæèíà I1 ìîæå íàáóâàòè çíà-
÷åííÿ I1 = ∅ íà âiäìiíó âiä I2, . . . , Ik ó 3-é ñóìi, â ÿêié ξ ⊆ ∪i∈I1ηi.
Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê ïiäñóìîâóâàííÿ çà iíäåêñàìè I i çà ìíîæè-
íàìè ξ, ìîæíà çàïèñàòè

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)×

×
∑

ξ⊆∪i∈I1
ηi

∫
Γ0

λσ(dγ)K(x1; ξ ∪ γ)

m−|I0(ξ)|∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!×

×
∑

I1⊂{2,...,m}

∗∑
{I2,...,Ik}⊂{2,...,m}\(I0(ξ)∪I1)

ρ(η
′
1 ∪i∈(I0(ξ)∪I1) ηi ∪ γ)×

×
k∏
l=2

ρ(∪i∈Ilηi),

äå âñòàíîâëþ¹ìî I0(ξ) := {i ≥ 2 : ξ ∩ ηi ̸= ∅}. Ïîêëàäàþ÷è
η{2,...,m}\I := (ηi2 ; . . . ; ηim−|I|), ÿêùî {2, . . . ,m}\I = {i2, . . . , im−|I|},
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îòðèìó¹ìî

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)×

×
∑

ξ⊆∪m
i=2ηi

∫
Γ
K(x1; ξ∪γ)ρ̃Tm−|I0(ξ)|(η

′
1∪i∈I0(ξ)ηi∪γ; η{2,...,m}\I0(ξ))λσ(dγ).

Îñòàòî÷íèì ¹ òàêèé âèãëÿä êëþ÷îâîãî ðiâíÿííÿ:

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) = ze−βW (x1;η
′
1)j(x1)×

×
∑

I⊂{2,...,m}

∗∑
ξ⊆∪i∈Iηi

∫
Γ0

K(x1; ξ ∪ γ)×

× ρ̃Tj;m−|I|(η
′
1 ∪i∈I ηi ∪ γ; η{2,...,m}\I)λσ(dγ), (4.4.123)

äå çiðî÷êà îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ i ∈ I, äëÿ ÿêèõ ξ ∩ ηi ̸= ∅. Çàóâà-
æèìî, ùî öi ðiâíÿííÿ âèêîíóþòüñÿ çà óìîâè, ùî |η1| > 0. Âîíè
âèðàæàþòüm-òî÷êîâó j-×ÇÊÔ ρ̃Tj;m ÷åðåç r-òî÷êîâi j-×ÇÊÔ ρ̃Tj;r,
r ≤ m. Òîìó âîíè âèçíà÷àþòü ρ̃Tj;m îäíîçíà÷íî, ÿêùî îïåðàòîð

f 7→ z e−βW (x1;η
′
)χj(η)(1− δ0(η))

∫
Γ0

K(x1; γ)f(γ ∪η \{x1})λσ(dγ)

ìà¹ L1(Γ0, λσ)-íîðìó ìåíøå íiæ 1. Òóò δ0(η) := 1, ÿêùî |η| = 0,
δ0(η) := 0 � â iíøîìó âèïàäêó.

Çàóâàæåííÿ 4.8. Çàçíà÷èìî, ùî (4.4.123) ìîæíà àëüòåðíà-
òèâíî îòðèìàòè, âçÿâøè ïîõiäíi âiä (4.4.119) âiäíîñíî (α)m2
(äèâ. (4.4.112)�(4.4.113)), à òàêîæ çà äîïîìîãîþ (4.4.114) ðàçîì
iç (4.4.122).

4.4.3. Ðîçâ'ÿçîê ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Âiäïîâiäíî äî ñòðàòåãi¨, âèêîðèñòàíî¨ â [174], øóêà¹ìî ðîç-
â'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.4.123) ó ôîðìi

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) =

∫
Γ0

χj(∪mi=1ηi ∪ γ)Tm(η1; . . . ; ηm | γ)λσ(dγ),

(4.4.124)
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äå Tm(η1; . . . ; ηm | γ), m ≥ 2 i γ ∈ Γ0, � ñiì'ÿ ÿäåð, òàêèõ ùî

Tm(η1; . . . ; ηm | γ) = 0 ÿêùî γ ∩ η ̸= ∅, η :=
m⋃
i=1

ηi.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç (4.4.124) äëÿ ρ̃Tj;m i ρ̃Tj;m−|I| â îáèäâi ÷à-
ñòèíè (4.4.123), à ïîòiì çàñòîñóâàâøè ëåìó 1.2.3 (ðîçøèðåíó íà
ïðîñòið êîíôiãóðàöi¨ Γ0), îäåðæó¹ìî òàêi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíî-
øåííÿ äëÿ Tm ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ôóíêöi¨ j:

Tm(η1; . . . ; ηm | γ) = ze−βW (x1;η
′
1)×

×
∑
ξ⊂γ

∑
I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊆ηI

K(x1; η ∪ ξ)Tm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ∪ ξ; η{2,...,m}\I |γ \ ξ),

(4.4.125)

äå ïîêëàëè ηI :=
⋃
i∈I ηi. Çà óìîâè äîòðèìàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ:

Tm(η1; . . . ; ηm | γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅, à ηi = ∅
äëÿ i ∈ {1, . . . ,m}, m > 1,

(4.4.126)
T1(∅ | ∅) = 1, T1(∅ | γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅,

ðiâíÿííÿ (4.4.125) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê óíàñëiäîê ñâî¹¨ ðåêó-
ðåíòíî¨ ñòðóêòóðè. Öi óìîâè âèïëèâàþòü iç òîãî, ùî ρj(∅) = 1
i ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) = 0, ÿêùî ηi = ∅ äëÿ äåÿêèõ i ∈ {1, . . . ,m}
(äèâ. çàóâàæåííÿ 4.7). Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ ðå-
çóëüòàò ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó â íåñêií÷åííîìó îá'¹ìi (òîáòî, êîëè
j = 1).

Teoðåìà 4.4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çà-
äîâîëüíÿ¹ (2.2.11). Äëÿ çàäàíîãî m ∈ N, m ≥ 2, äëÿ âñiõ β > 0 iñ-
íó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.4.123) ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðà-
íèöi j = 1, ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ̃Tm(η1; . . . ; ηm) =

∫
Γ0

Tm(η1; . . . ; ηm | γ)λσ(dγ), (4.4.127)
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äå ñiì'ÿ ÿäåð Tm(η1; . . . ; ηm | γ), γ ∈ Γ0, îáìåæåíà çâåðõó ñòåïå-
íåâèì ðÿäîì çà àêòèâíiñòþ z (ç iíòåãðîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè),
ÿêèé çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi

ze2βB+2C(β) < 1. (4.4.128)

Ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2 àíàëîãi÷íà äî äîâåäåííÿ òà
ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4.1.10), îïèñàíîãî â ïiäðîçä. 4.1.2.
Ùîá äîâåñòè, ùî (4.4.124)�(4.4.126) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(4.4.123) ïðè j = 1, íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ÿäðà Tm(η1; . . . ; ηm |
γ) ¹ iíòåãðîâíèìè âiäíîñíî çìiííî¨ γ çà ìiðîþ λσ.

Äëÿ öüîãî äëÿ çàäàíîãî h > 0 i áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ íåâiä'¹ì-
íî¨ ôóíêöi¨ ν : Rd → [0,+∞) ââåäåìî íîâó ñiì'þ ÿäåð

Q
(m)
hν ((η)m1 | γ) := Qm(η1; . . . ; ηm | γ), (4.4.129)

ÿêi ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿ-
ìè:

Qm({ηi}m1 | γ) = h
∑
ξ⊂γ

∑
I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊆ηI

Kν(x1; η ∪ ξ)×

×Qm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ∪ ξ; η{2,...,m}\I | γ \ ξ) (4.4.130)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Qm(η1; . . . ; ηm |γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅, à ηi = ∅ äëÿ i ∈ {(k)m1 }, m>1,

(4.4.131)

Q1(∅ | ∅) = 1, Q1(∅ | γ) = 0, ÿêùî γ ̸= ∅,

à Kν(x1; ξ) âèçíà÷åíî â (4.1.18).
Òîäi çàâäÿêè ñòiéêîñòi âçà¹ìîäi¨ ç âèðàçó (4.4.125) âèïëèâà¹

íåðiâíiñòü

|Tm(η1; . . . ; ηm | γ)| ≤ ze2βB×

×
∑
ξ⊂γ

∑
I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊆ηI

|K(x1; η ∪ ξ)||Tm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ∪ ξ; η{2,...,m}\I |γ \ ξ)|.

(4.4.132)
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ßêùî â (4.4.132) âèçíà÷èòè

ze2βB = h i |e−βϕ(|x−y|) − 1| = ν(x− y), (4.4.133)

òî äëÿ çàäàíèõ m ∈ N, m ≥ 2 i γ ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâ-
íiñòü:

|Tm(η1; . . . ; ηm | γ)| ≤ Qm(η1; . . . ; ηm | γ). (4.4.134)

Öå âèïëèâà¹ ç ðåêóðåíòíîñòi ñïiââiäíîøåíü (4.4.132), (4.4.130)
çà iíäóêöi¹þ. Îòæå, äëÿ îöiíêè ÿäåð Tm òðåáà çíàéòè ðîçâ'ÿçêè
(4.4.130).

Ðîçâ'ÿçîê Qm(η1; . . . ; ηm | γ) ðiâíÿííÿ (4.4.130) ç óìîâàìè
(4.4.131) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ãðàôiâ-ëiñiâ. Äëÿ êîæ-
íîãî íàáîðó êëàñòåðiâ {η1; . . . ; ηm} ç ηj ∈ (Γ0 \ ∅) i êîæíî¨ êîíôi-
ãóðàöi¨ γ ∈ Γ0 âèçíà÷à¹ìî íàáið ãðàôiâ-ëiñiâ S(η1; . . . ; ηm | γ) íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. Çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ãðàôiâ f̃ ∈ S(η1; . . . ; ηm | γ)
¹ ãðàôàìè-äåðåâàìè ç âåðøèíàìè, çàäàíèìè òî÷êàìè

⋃m
i=1 ηi∪γ,

i òàêèìè, ùî íåìà¹ ðåáåð (àáî ëiíié), ÿêi ç'¹äíóþòü âåðøèíè îä-
íîãî êëàñòåðà ηi (äëÿ i = 1, . . . ,m). Êîæíå äåðåâî ìiñòèòü òî÷êó
â
⋃m
i=1 ηi i, ÿêùî i0 ¹ íàéíèæ÷èì iíäåêñîì, òàê ùî ηi0 ìiñòèòü

òî÷êó äåðåâà, òî öÿ òî÷êà ¹äèíà (êîðiíü äåðåâà). Êðiì òîãî, äëÿ
êîæíî¨ iíøî¨ âåðøèíè z äåðåâà iñíó¹ øëÿõ z1, . . . , zk òàêèé, ùî
zk = z, é iñíó¹ ðåáðî ìiæ êîðåíåì x0 i z1 òà ìiæ êîæíîþ ïàðîþ
zp i zp+1, òàêîþ, ùî ÿêùî zp ∈ ηip , òî, ÿêùî zp+1 ∈ ηip+1 , zp ¹ ¹äè-
íîþ òî÷êîþ â ηip , ç'¹äíàíîþ ç òî÷êîþ â ηip+1 ðåáðîì ó ëiñi, òîäi
ÿêùî zp+1 ∈ γ, òî zp ¹ ¹äèíîþ òî÷êîþ â ηip , ç ÿêîþ âií ç'¹äíàíèé
ðåáðîì ó ãðàôi-ëiñi. Çàóâàæèìî, ùî îäíà òî÷êà x ∈

⋃m
i=1 ηi òà-

êîæ ¹ äåðåâîì (çðóáëåíå äåðåâî àáî ïåíüîê) ç àíàëiòè÷íèì âíå-
ñêîì h. Íàðåøòi, ÿêùî âñi òî÷êè êîíôiãóðàöié ηi (äëÿ êîæíîãî
i = 1, . . . ,m) îá'¹äíàòè â îäíó âåðøèíó (à âiäïîâiäíi ðåáðà � â
îäíå ðåáðî), òî ëiñîâèé ãðàô f̃ ∈ S(η1; . . . ; ηm | γ) çâîäèòüñÿ äî
çâ'ÿçíîãî äåðåâîïîäiáíîãî ãðàôà ç m+ n âåðøèíàìè, äå n = |γ|.

Íà ðèñ. 4.2 ïîêàçàíî òèïîâi ïðèêëàäè ëiñîâèõ ãðàôiâ. Ëiñ íà
âåðõíüîìó ãðàôiêó ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äåðåâ i òðüîõ ïåíüêiâ: ïåð-
øå ìà¹ êîðiíü ó η1, à äðóãå � â η2. Çàóâàæèìî, ùî îäíà òî÷êà
â ηi ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà ç äåêiëüêîìà òî÷êàìè â ηj (âiä îäíi¹¨
äî lj , à êiëüêiñòü ãðàôiâ 2lj − 1). Îêðiì òîãî, íàïðèêëàä, ëèøå
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ïåðøà òî÷êà η2 ç'¹äíàíà ç η3. Ëiñ íà íèæíüîìó ãðàôiêó iëþñòðó¹
òîé ôàêò, ùî íà øëÿõó z1, . . . , zp, ÿêùî zp ∈ ηip i zp+1 ∈ ηip+1 ,
òî ìîæëèâî, ùî ip > ip+1 çà óìîâè, êîëè êîðiíü çíàõîäèòüñÿ â
ηi ç i < ip+1. Íàïðèêëàä, äðóãà âåðøèíà η2 i ïåðøà âåðøèíà η3
ìàþòü êîðiíü ó η1.

Çà äîïîìîãîþ íàâåäåíèõ âèùå ïîçíà÷åíü ñôîðìóëþ¹ìî òðè
ëåìè, íà ÿêèõ  ðóíòó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2:

Ëåìà 4.4.3. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.4.130) ç óìîâàìè (4.4.131)
ìîæíà çàïèñàòè ÿê

Qm(η1; . . . ; ηm | γ) =
∑

f̃∈S(η1;...;ηm|γ)

Gν(f̃). (4.4.135)

Òóò àíàëiòè÷íèé âíåñîê ëiñîâîãî ãðàôà f̃ ∈ S(η1; . . . ; ηm | γ),

ïîçíà÷åíèé Gν(f̃), ìà¹ âèãëÿä

Gν(f̃) = Gν(f̃ ; η1; . . . ; ηm | γ) = hl+|γ|
∏

(x,y)∈E(f̃)

ν(x− y), (4.4.136)

äå E(f̃) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ðåáåð f̃ i

l :=
m∑
i=1

li ç li := |ηi|, i = 1, . . . ,m. (4.4.137)

Iíäèâiäóàëüíi àíàëiòè÷íi âíåñêè ëåãêî îöiíèòè ç òàêèõ ëåì.

Ëåìà 4.4.4. Íåõàé ¹ ñòàëi

ν0 := max
x∈Rd

ν(x) = max
x∈Rd

|e−βϕ(|x|) − 1| < +∞, (4.4.138)

ν1 :=

∫
Rd

|e−βϕ(|x|) − 1| dx < +∞. (4.4.139)

Òîäi äëÿ çàäàíîãî ãðàôà-ëiñó f̃ ∈ S(η1; . . . ; ηm | γ) ç |γ| = n ∈ N∫
R⋉
Gν(f̃ ; η1; . . . ; ηm | {y1, . . . , yn}) dy1 · · · dyn ≤ hl+nν

|Eη(f̃)|
0 νn1 ,

(4.4.140)
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äå l âèçíà÷åíî â (4.4.137), à

|Eη(f̃)| ≤ l − l1, η :=

m⋃
i=1

ηi,

ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ðåáåð, â ÿêèõ îäèí àáî äâà êiíöi íàëåæàòü
ìíîæèíi

⋃m
i=1 ηi.

Çàëèøà¹òüñÿ îöiíèòè êiëüêiñòü ãðàôiâ-ëiñiâ çà ôiêñîâàíèõ êîí-
ôiãóðàöié

⋃m
i=1 ηi∪γ. Ïîçíà÷èìî öå ÷èñëî ÷åðåç N

(m)
n (l1, . . . , lm),

li := |ηi|, i äîâåäåìî òàêó êîìáiíàòîðíó ëåìó:

Ëåìà 4.4.5. Íåõàé n ∈ N0 i m ∈ N, m ≥ 2. Ïîêëàäåìî Li :=
:= 2li − 1 äëÿ i = 2, . . . ,m. Òîäi

N (m)
n (l1; . . . ; lm) = l1(

m∏
i=2

Li)

(
m∑
i=1

li + n

)m+n−2

. (4.4.141)

Çàóâàæåííÿ 4.9. Çàçíà÷èìî, ùî (4.4.141) ¹ óçàãàëüíåííÿì (äîá-
ðå âiäîìî¨) ôîðìóëè Êåëi äëÿ êiëüêîñòi ãðàôiâ-äåðåâ ç n ≥ 2 âåð-
øèíàìè:

Kn = nn−2

äëÿ âèïàäêó ãðàôiâ-ëiñiâ ñèñòåìè m êëàñòåðiâ (ηi)
m
i=1 i n îäè-

íè÷íèõ âåðøèí ç li = |ηi|, n = |γ|.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2. Íåõàé β > 0 i z > 0 çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü (4.4.128). Çâàæàþ÷è íà (4.4.138)�(4.4.139), ââåäåìî

ν̃0(β) :=

{
1, ÿêùî ν0(β) ≤ 1,
ν0(β), ÿêùî ν0(β) > 1.

Ñòàëó C(β) > 0 âèçíà÷åíî â (2.2.11). Ç (4.4.134) ðàçîì ç
(4.4.135) ìà¹ìî

|Tm(η1; . . . ; ηm | γ)| ≤ Qm(η1; . . . ; ηm | γ) =
∑

f̃∈S(η1;...;ηm|γ)

Gν(f̃),
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Ðèñ. 4.2.

äåGν(f̃) � ìîíîì çà z ñòåïåíåì l+n. Óðàõîâóþ÷è îöiíêó (4.4.140)
i (4.4.141), îòðèìó¹ìî

|ρ̃Tm(η1; . . . ; ηm)| ≤

≤
(

2ze2βB
)l

(ν̃0(β))l−l1
∞∑
n=0

(l + n)m+n−2

n!

(
ze2βBC(β)

)n
.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòiðëiíãà n! > nne−n
√

2πn, ìà¹ìî

|ρ̃Tm(η1; . . . ; ηm)| ≤

≤
(

2ze2βB+1
)l

(ν̃0(β))l−l1 lm−2
∞∑
n=0

(
ze2βB+2ν1(β)

)n
.

Òàêîæ óðàõîâàíî îöiíêó (1 + n
l )
m−2 ≤ en, áî l ≥ m− 2. ■
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Çàóâàæåííÿ 4.10. Àíàëîãi÷íî äî (4.4.135)�(4.4.136) iñíó¹ àíà-
ëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ÿäåð Tm(η1; . . . ; ηm | γ) ó òåðìiíàõ ãðàôiâ-
ëiñiâ:

Tm(η1; . . . ; ηm | γ) =
∑

f̃∈S(η1;...;ηm|γ)

GC(f̃), (4.4.142)

GC(f̃ ; η1; . . . ; ηm | γ) = zl+n
∏

(x,y)∈E(f̃)

Cxy
∏

(x,y)∈(E(f∗)\E(f̃))

e−βϕ(|x−y|),

(4.4.143)
äå f∗ ïîçíà÷à¹ ìàêñèìàëüíèé ãðàô-ëiñ, ïîáóäîâàíèé ç f̃ äîäà-
âàííÿì ðåáåð, ùî ç'¹äíóþòü óñi òî÷êè â êîæíîìó êëàñòåði ηi,
i = 1, . . . ,m, à ïîòiì äîäàâàííÿì ðåáåð ç âèêîðèñòàííÿì ïðîöå-
äóðè Ïåíðîóçà â [188].

Çàóâàæåííÿ 4.11. Î÷åâèäíî, ùî çâè÷àéíi óñi÷åíi (çâ'ÿçàíi) êî-
ðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì, îòðèìàíèì øëÿõîì âè-
áîðó η1 = {x1}, . . . , ηm = {xm} ó (4.4.142) òà (4.4.143). Ó öüîìó
âèïàäêó êîæåí ÷ëåí ðîçêëàäó ¹ ñóìîþ âíåñêiâ çâ'ÿçàíèõ ãðàôiâ-
äåðåâ, à ñàì ðîçêëàä çáiãà¹òüñÿ ç òèì, ùî îòðèìàâ Ïåíðîóç ó
ïðàöi [188] (äèâ. òàêîæ [93, eq. (4.4)]).

4.4.4. Äîâåäåííÿ ëåì 4.4.3, 4.4.4 i 4.4.5

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.4.3. Äîâåäåííÿ âèêîíó¹òüñÿ iíäóêöi¹þ çà
n = |γ|. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê

Qm(η1; . . . ; ηm | ∅) =

= h
∑

I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊆ηI

Kν(x1; η)Qm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ; η{2,...,m}\I | ∅). (4.4.144)

Çîêðåìà, Q1(η1 | ∅) = hQ1(η
′
1 | ∅), òàê ùî Q1(η1 | ∅) = h|η1|. Öå

óçãîäæó¹òüñÿ ç (4.4.135), îñêiëüêè ¹äèíå äîçâîëåíå äåðåâî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îêðåìèõ òî÷îê x ∈ η1. Òåïåð ïðîâåäåìî iíäóêöiþ çà m
i l1 = |η1|. Äëÿ m = 1 âæå ìà¹ìî, ùî Q1(η1 | ∅) = hl1 .
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Ïðèïóñêàþ÷è, ùî Q1 . . . , Qm−1 çàäàíî ñóìîþ âíåñêiâ ëiñó,
êîëè γ = ∅, ÷ëåíè â (4.4.144) âiäïîâiäàþòü ïîáóäîâi ëiñó íà⋃m
i=1 ηi òàêèì ÷èíîì. Òî÷êà x1 ç'¹äíàíà ç íàáîðîì òî÷îê η ïî-

çà η1. ßêùî I � öå íàáið òàêèõ iíäåêñiâ, ùî η ∩ ηi ̸= ∅, òî â
Qm−|I|(η

′
1∪ηI ; ηIc | ∅) áiëüøå íåìà¹ çâ'ÿçêiâ ó ìåæàõ η′1∪ηI , òîáòî

ìiæ áóäü-ÿêèìè iíøèìè òî÷êàìè η1 i òî÷êàìè ηI àáî ìiæ äâîìà
òî÷êàìè ηI . Ó Qm−|I| àáî m− |I| < m, àáî I = ∅, ó öüîìó âèïàä-
êó ïåðøà ïiäìíîæèíà η′1 i |η′1| < |η1|. Îòæå, çãiäíî ç iíäóêöiéíîþ
ãiïîòåçîþ âíåñêè âiäïîâiäíèõ ãðàôiâ ¹ ëiñîâèìè ãðàôàìè ç âåð-
øèíàìè â η′1∪

⋃m
i=2 ηi, òàê ùî êîæíå äåðåâî ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå

îäíó òî÷êó η′1 ∪ ηI . Öå îçíà÷à¹, ùî êîëè çâ'ÿçêè ç x1 äîäàþòüñÿ,
ðåçóëüòóþ÷èé ãðàô óñå ùå ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ äåðåâ.

Ïîçíà÷èìî îòðèìàíèé ëiñîâèé ãðàô íà
⋃m
i=1 ηi ÷åðåç f̃ . ßêùî

x ̸= x1 ¹ âåðøèíîþ â f̃ , òî çãiäíî ç ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨ iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü òî÷îê z0 ∈ η′1 ∪

⋃m
i=2 ηi, z1, . . . , zk ∈ ηIc òàê, ùî zk = x, i

ÿêùî zp ∈ ηip (p = 0, . . . , k), òî zp � ¹äèíà òî÷êà â ηip , ç'¹äíàíà

ç òî÷êîþ â ηip+1 ðåáðîì ó f̃ (çâåðíiòü óâàãó, ùî z0 = x, ÿêùî

x ∈ η′1 ∪ ηI). ßêùî z0 ∈ η′1 àáî z0 ∈ ηi \ η, òî öå êîðiíü äåðåâà â f̃ .
ßêùî z0 ∈ ηi ∪ η, òî x1 ¹ êîðåíåì äåðåâà, ùî ìiñòèòü x, i íåìà¹
iíøî¨ òî÷êè x′ ∈ η′1, ç'¹äíàíî¨ ç òî÷êîþ â ηi ðåáðîì ó f̃ .

Çãîðòàþ÷è òî÷êè {x1} ∪ η äî îäíi¹¨ òî÷êè, ëiñ ñêîðî÷óþòü
äî ëiñó íà η′1 ∪ ηI i

⋃
i∈{2,...,m}\I ηi, îñêiëüêè áiëüøå íåìà¹ ðåáåð

ó f̃ ìiæ òî÷êàìè η1 ∪ ηI . Îòðèìàíèé ëiñ ¹ îäíèì iç âíåñêiâ ó
Qm−|I|(η

′
1∪ηI ; ηIc | ∅). ßêùî êîæåí ηi çâåñòè äî òî÷êè, îòðèìàíèé

ãðàôiê çâ'ÿçó¹òüñÿ iíäóêöi¹þ çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, âèïàäêó,
êîëè η1 = {x1} i η = ∅. Àëå â öüîìó âèïàäêó, ÿêùî m > 1, âíåñîê
Qm(η′1; η2; . . . ; ηm|∅) = 0, îñêiëüêè η′1 = ∅.

Çàëèøà¹òüñÿ ïðîâåñòè iíäóêöiþ çà n. Äîäàíîê ç ξ = ∅ äà¹
âíåñîê

h
∑

I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊆ηI

Kν(x1; η)Qm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ; η{2,...,m−k}\I | γ).

Öå ñõîæå íà âèïàäîê γ = ∅ i âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè x1 ïîâ'ÿçàíå
ëèøå ç òî÷êàìè â

⋃m
i=2 ηi, à äåðåâî, ùî çàëèøèëîñÿ ïiñëÿ çãîð-

òàííÿ � òî÷êè {x1} ∪ ηI , ðîáèòü òàêèé âíåñîê çà iíäóêöi¹þ,
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îñêiëüêè àáî m − |I| < m, àáî |η′1| < |η1|. Ùå ðàç âíåñîê I = ∅
äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî η1 = {x1}. Iíøi óìîâè ñêëàäíiøi. Òåïåð
x1 ïîâ'ÿçàíå ç íàáîðîì òî÷îê ξ ⊂ γ, à òàêîæ íàáîðîì òî÷îê
η ⊂

⋃m
i=2 ηi.

Çáèðàþ÷è òî÷êè {x1} ∪ ξ ∪ η â îäíó âåðøèíó, âiäïîâiäíèé ëiñ
¹ ëèøå âíåñêîì ó Qm−|I|(η

′
1 ∪ ηI ∪ ξ; ηIc | γ \ ξ) çà iíäóêöi¹þ,

îñêiëüêè |γ \ ξ| < n. Äëÿ y ∈ ξ áiëüøå íåìà¹ ðåáåð ìiæ iíøèìè
òî÷êàìè η1 i y. Êðiì òîãî, áiëüøå íåìà¹ ðåáåð, ùî ïðè¹äíóþòü
x ∈ ηI äî iíøî¨ òî÷êè η1.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ïiñëÿ çãîðòàííÿ òî÷îê êîæíîãî
ηi äî îäíi¹¨ âåðøèíè îòðèìàíèé ãðàô ¹ çâ'ÿçíèì äåðåâîì. Öå
ñêëàäíiøå.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî çâ'ÿçíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íàáið
iíäåêñiâ J ⊂ {1, . . . ,m} (ç 1 ∈ J) i ïiäìíîæèíà ζ ⊂ γ òàêi, ùî
J ̸= {1, . . . ,m} àáî ζ ̸= γ i íåìà¹ ðåáåð ìiæ òî÷êàìè ηJ ∪ ζ i
òî÷êàìè â äîïîâíåííi. Çðîçóìiëî, ùî I ⊂ J , îñêiëüêè òî÷êè η
ïîâ'ÿçàíi ç x1 (÷åðåç ôàêòîð Kν(x1; ξ ∪ η)) i η ∩ ηi ̸= ∅ äëÿ i ∈ I.
Òàêîæ ξ ⊂ ζ ç òi¹¨ ñàìî¨ ïðè÷èíè.

Âiäïîâiäíî äî ãiïîòåçè iíäóêöi¨ äëÿ Qm−|I|(η
′
1 ∪ ηI ∪ ξ; ηIc |

γ \ ξ), íåìà¹ ìíîæèí J ′ ⊃ I i ζ ′ ⊂ γ \ ξ áåç çîâíiøíiõ ðåáåð,
êðiì òðèâiàëüíèõ J ′ = ∅ i ζ ′ = ∅ àáî J ′ = I ∪ Ic i ζ ′ = γ \ ξ.
Òîìó J ⊃ {2, . . . ,m} i γ \ ξ ⊂ ζ, àáî J ∩ {2, . . . ,m} = ∅ i ζ ⊂
⊂ γ\ξ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó J = {1, . . . ,m} i ζ = γ, ùî ñóïåðå÷èòü
ïî÷àòêîâîìó ïðèïóùåííþ. Ó äðóãîìó âèïàäêó J = {1} i ξ = ∅,
à îñêiëüêè I ⊂ J , òî I = ∅. Âiäïîâiäíèé âíåñîê äîðiâíþ¹ íóëþ,
ÿê çàçíà÷åíî âèùå, òîìó η′1 ∪ ηI ∪ ξ = ∅.

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðåçóëüòóþ÷èé ãðàôiê ¹ äåðåâîì, çà-
óâàæèìî, ùî â áóäü-ÿêîìó ëiñi, ùî âiäïîâiäà¹ Qm−|I|(η

′
1 ∪ ξ ∪ ηI ;

ηIc | γ \ ξ), ¹ ëèøå îäíå ðåáðî ìiæ òî÷êîþ η′1 ∪ ξ ∪ ηI i äåðåâîì íà
ηIc ∪ γ \ ξ. Ôàêòîð Kν(x1; ξ ∪ η) äà¹ ðåáðà ìiæ x1 i òî÷êàìè ξ ∪ η,
à îòæå, ëèøå äî îäíi¹¨ òî÷êè öüîãî äåðåâà. ■

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.4.4. Íàâåäåìî ëèøå ãîëîâíi àðãóìåíòè. ßê-
ùî yi ¹ êiíöåâîþ âåðøèíîþ äåðåâà â ëiñi f̃ , òî âèíèêà¹ âíåñîê iç
çàëó÷åííÿì ôàêòîðà ν1. Òå ñàìå ïðàâèëüíî, ÿêùî âiä yi íàçîâíi
¹ ëèøå âåðøèíè yk, îñêiëüêè ìîæíà ¨õ iíòåãðóâàòè ïîñëiäîâíî. Ó
âèïàäêó, êîëè yi ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè xi i xk ó

⋃m
i=1 ηi, ñïî÷àòêó
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âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü ν(yi − xk) ≤ ν0. ■

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.4.5. Ç (4.4.130) âèïëèâà¹, ùîN (m)
n (l1; . . . ; lm)

çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

N (m)
n (l1; . . . ; lm) =

=

n∑
k=0

(
n

k

) ∑
I⊂{2,...,m}

LIN
(m−|I|)
n−k (l1 + lI + k − 1; li2 ; . . . ; lim−|I|),

(4.4.145)

äå ïîçíà÷åíî LI :=
∏
i∈I Li, lI :=

∑
i∈I li (ç óìîâîþ l∅ := 0) i

{i2, . . . , im−|I|} := {2, . . . ,m} \ I, à òàêîæ l :=
∑m

i=1 li. Ââåäåìî

íîâi ÷èñëà Ñ (m)
n (l1; . . . ; lm) òàê, ùî

N (m)
n (l1; . . . ; lm) = (

m∏
i=2

Li)Ñ
(m)
n (l1; . . . ; lm).

Òîäi ðåêóðåíòíi ðiâíÿííÿ (4.4.145) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Ñ (m)
n (l1; . . . ; lm) =

=

n∑
k=0

(
n

k

) ∑
I⊂{2,...,m}

Ñ
(m−|I|)
n−k (l1 + lI + k − 1; li2 ; . . . ; lim−|I|).

(4.4.146)

Äîâåäåìî, ùî çà ïî÷àòêîâî¨ óìîâè Ñ (1)
0 (l1) = 1

Ñ (m)
n (l1; . . . ; lm) = l1(

m∑
i=1

li + n)m+n−2 (4.4.147)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (4.4.146). Ïiäñòàâëÿþ÷è
iäåíòèôiêàòîð

Ñ
(m−|I|)
n−k (l1 + lI + k − 1; li2 ; . . . ; lim−|I|) =

= (l1 + lI + k − 1)(l + n− 1)m+n−k−|I|−2



153

ó ïðàâó ÷àñòèíó (4.4.146), îòðèìó¹ìî

Ñ (m)
n (l1; . . . ; lm) =

3∑
i=1

Mi,

äå

M1 :=
n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

∑
I⊂{2,...,m}

l1(l + n− 1)m−|I|−1,

M2 :=
n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

∑
I⊂{2,...,m}

lI(l + n− 1)m−|I|−1,

M3 :=
n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

∑
I⊂{2,...,m}

(k − 1)(l + n− 1)m−|I|−1.

Ó M2 ñïåðøó ñóìó¹ìî çà ìíîæèíîþ I ç |I| = p, ñêîðèñòàâøèñü

∑
I⊂{2,...,m}

|I|=p

lI =

(
m− 2

p− 1

) m∑
i=2

li =

(
m− 2

p− 1

)
(l − l1).

Ó äâîõ iíøèõ ñóìàõ öå ïiäñóìîâóâàííÿ âèêîíàòè ëåãêî. ßê
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íàñëiäîê,

M1 = l1

n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

m−1∑
p=0

(
m− 1

p

)
(l + n− 1)m−p−1 =

= l1

n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1(l + n)m−1 =

l1(l + n)m+n−1

l + n− 1
,

M2 =

= (l − l1)
n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

m−1∑
p=1

(
m− 2

p− 1

)
(l + n− 1)m−p−1 =

= (l − l1)(l + n− 1)−1(l + n)m+n−2,

M3 =

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(l + n− 1)n−k−1

m−1∑
p=0

(
m− 1

p

)
(k − 1)(l + n− 1)m−p−1 =

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(k − 1)(l + n− 1)n−k−1(l + n)m−1 = − l(l + n)m+n−2

l + n− 1
,

äå âèêîðèñòàíî òîòîæíiñòü

n∑
k=0

(
n

k

)
(k − 1)(l + n− 1)n−k−1 = −l(l + n− 1)−1(l + n)n−1.

Äiéøëè äî âèñíîâêó, ùî
∑3

i=1Mi = l1(l+ n)m+n−2, ùî çàâåðøó¹
iíäóêöiþ. Öå ïiäòâåðäæó¹ (4.4.147). ■

4.4.5. Õàðàêòåð ïîñëàáëåííÿ êîðåëÿöié

Òóò íàâåäåìî îñíîâíó òåîðåìó, ÿêà âèçíà÷à¹ âëàñòèâiñòü ñïà-
äàííÿ êîðåëÿöié çàëåæíî âiä òîãî, ÿê ðîçòàøîâàíi ãðóïè ÷àñòè-
íîê (êëàñòåðè) η1, ..., ηm.

Teoðåìà 4.4.6. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè ñòiéêîñòi (2.1.3) òà ðåãóëÿðíîñòi (2.2.11) i äëÿ çàäàíîãî
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β > 0 iñíó¹ ñòàëà C1 = C1(β) òàêà, ùî äëÿ α > d

|e−βϕ(|x|) − 1| ≤ C1

1 + |x|α
.

Òîäi çà óìîâè, ùî

ze2βB
[
C(β) + ν1(β)(e+ 21+α)

]
< 1, ν1(β) = C1

∫
Rd

dx

1 + |x|α
,

äëÿ çàäàíîãî m ≥ 2 iñíóþòü ñòàëi Am,σ(β, z, α) òàêi, ùî äëÿ
×ÇÊÔ âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|ρ̃Tm(η1; . . . ; ηm)| ≤
m∑
σ=1

Am,σ max
Tm∈T

νTm ,

äå T � ìíîæèíà äåðåâ íà m òî÷êàõ, à

νTm :=
∏

(i,j)∈Tm

max
xi∈ηi;xj∈ηj

ν(xi − xj).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ñêëàäíå, éîãî äåòàëüíå âèêëàäåí-
íÿ íàâåäåíî ó ïðàöi [82]. Õàðàêòåð ïîâåäiíêè êîðåëÿöié ìîæíà
ïîáà÷èòè íà ïðèêëàäi 2-×ÇÊÔ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ m = 2.
Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî äâà òåõíi÷íi ðåçóëüòàòè (äèâ. íèæ÷å

ëåìó 4.4.7 i òâåðäæåííÿ 4.4.8).

Ëåìà 4.4.7. Íåõàé ν � ÿäðî â (4.4.144) ç α > d. Òîäi äëÿ
âñiõ p ∈ N, p ≥ 2 i x1, . . . , xp ∈ Rd∫

Rd

p∏
r=1

ν(xr − y) dy ≤ 2α(p−1)ν1

p∑
r=1

p∏
k=1
k ̸=r

ν(xk − xr). (4.4.148)

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî iíòåãðàë çà y íà îáëàñòi, äå |y − xr| <
< maxk ̸=r |y − xk|. Òîäi |xk−y| > 1

2 |xk−xr|, à íåðiâíiñòü (4.4.148)
âèïëèâà¹ ç

1

|xk − y|α + 1
<

1

(12 |xk − xr|)α + 1
<

2α

|xk − xr|α + 1
. ■
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Ùîá ïiäðàõóâàòè ìîæëèâi ãðàôè, ñïî÷àòêó âèäiëèìî ÷àñòè-
íó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äåðåâ iç âåðøèíàìè â γ çà âèíÿòêîì, ìîæ-
ëèâî, îäíi¹¨ êiíöåâî¨ òî÷êè. Öå ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Âèçíà÷èìî

Q2(η1; η2 | 0) := Q2(η1; η2 | ∅),
(4.4.149)

Q2(η1; η2 | n) :=

∫
Rdn

Q2(η1; η2 | {y1, . . . , yn}) dy1 · · · dyn, n ∈ N,

äå ñiì'ÿ ÿäåð Q2(η1; η2 | γ) i γ ∈ Γ0 çàäàíi â (4.4.130) ç óìîâàìè
(4.4.131). Âîíè çàäîâîëüíÿþòü òàêi ðåêóðåíòíi ðiâíÿííÿ:

Q2(η1; η2 | n) = hK(0)(x1; η2)×

×
n∑
k=0

(
n

k

)∫
Rdk

k∏
j=1

Kν(x1; yj)Q1(η
′
1∪η2∪{y1, . . . , yk}| n−k) dy1 · · · dyk,

(4.4.150)

äå ÷ëåí ç k = 0 ó ñóìi çâîäèòüñÿ äî Q1(η
′
1 ∪ η2 | n), à

K(0)(xi; ∅) := 1, i ∈ {1, 2},
(4.4.151)

K(0)(xi; η2) :=
∗∑

η⊂ηI

Kν(xi; η) =

∗∑
η⊂ηI

∏
x∈η

ν(xi − x), I ⊂ {1, 2} \ {i}.

Òîäi ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 4.4.8. Äàíî n ∈ N0 i ðîçâ'ÿçîê ðåêóðñiéíîãî
âiäíîøåííÿ (4.4.150) ìîæíà âèðàçèòè ÿê

Q2(η1; η2 | n) = hl
n∑
k=0

(
n

k

)
k!N

(2)
n−k(l + k)(hν1)

n−kQ̃2(η1; η2 | k),

(4.4.152)

äå l = |η1| + |η2|, ν1 âèçíà÷åíî â (4.4.139), N (2)
k′ ç 0 ≤ k′ ≤ n

çàäàíîãî â (4.4.141), à Q̃2(η1; η2 | k) ñêëàäà¹òüñÿ çi âíåñêiâ óñiõ
ëiñîâèõ ãðàôiâ ó S(η1; η2 | {y1, . . . , yk}), â ÿêèõ óñi âåðøèíè yi γ
ïðè¹äíàíi ïðèíàéìíi äî äâîõ iíøèõ âåðøèí.
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Äîâåäåííÿ çà iíäóêöi¹þ ç ôîðìóëè (4.4.150).
Öå òàêîæ ëåãêî çðîçóìiòè ãðàôi÷íî íàñòóïíèì ÷èíîì. Äàíî

ãðàô-ëiñ ó S(η1; η2 | {y1, . . . , yn}). Ðîçãëÿíåìî òî÷êè
γ = {y1, . . . , yn}, ÿêi ç'¹äíàíi ëèøå ç îäíi¹þ iíøîþ âåðøèíîþ
(êiíöåâèìè òî÷êàìè). Öå ÷àñòèíè äåðåâ íà γ ç ¹äèíîþ áàçîâîþ
òî÷êîþ â γ àáî â

⋃2
i=1 ηi. Ïî÷èíàþ÷è ç êiíöåâèõ òî÷îê, âiäïîâiäíi

òî÷êè yi ìîæíà ëåãêî ïðîiíòåãðóâàòè, îòðèìóþ÷è ìíîæíèêè hν1.
Ó ãðàôi, ùî çàëèøèâñÿ, êîæíà òî÷êà γ ç'¹äíàíà ïðèíàéìíi ç
äâîìà iíøèìè âåðøèíàìè.

Ïîçíà÷èìî âíåñîê öüîãî ãðàôà ÷åðåç Q̃2(η1; η2 | k), äå k �
êiëüêiñòü âåðøèí, ùî çàëèøèëèñÿ â γ. I íàâïàêè, ïîäàíî ãðàô-
ëiñ â S(η1; η2 | {y1, . . . , yk}), â ÿêîìó êîæíà òî÷êà yi (i = 1, . . . , k)
ç'¹äíàíà ïðèíàéìíi ç äâîìà iíøèìè âåðøèíàìè. Îòðèìó¹ìî âíå-
ñîê âiä ãðàôiâ ó S(η1; η2 | {y1, . . . , yn}) ç n ≥ k, ùî ìiñòÿòü öåé
ãðàô i òàê, ùî âñi iíøi òî÷êè yk+1, . . . , yn çíàõîäÿòüñÿ â äåðåâàõ
ç ¹äèíîþ áàçîâîþ òî÷êîþ, ïiäðàõóíêîì êiëüêîñòi ìîæëèâîñòåé
ïðè¹äíàííÿ äåðåâ äî çàäàíîãî äåðåâà iç çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ âåð-
øèí n− k. Àëå öå ÷èñëî âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷íî:(

n

k

)
k!N

(2)
n−k(l + k)(hν1)

n−k.

Äiéñíî, ìîæíà âèáðàòè, ÿêà ç n òî÷îê íàëåæèòü âèõiäíîìó
ãðàôó

(
n
k

)
ñïîñîáàìè òà âïîðÿäêóâàòè ¨õ k! ñïîñîáàìè. Òîäi êiëü-

êiñòü ñïîñîáiâ ôîðìóâàííÿ äåðåâ iç n− k òî÷îê, ùî çàëèøèëèñÿ,
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê N (2)

n−k(l + k), îñêiëüêè äëÿ öüîãî ìîæíà ðîçãëÿ-
íóòè âñi òî÷êè âèõiäíîãî ãðàôà ÿê òàêi, ùî íàëåæàòü äî îäíîãî
êëàñòåðà, áî ¨õ íå ìîæíà ç'¹äíàòè îäèí ç îäíèì. Î÷åâèäíî, ùî
iñíó¹ l+k òàêèõ òî÷îê, ÿêi ïîòðiáíî ç'¹äíàòè ç íàñòóïíèìè n−k
çîâíiøíiìè òî÷êàìè. Çà ëåìîþ 4.4.5 öå ìîæíà çðîáèòèN (2)

n−k(l+k)
ñïîñîáàìè.

� äâi ìîæëèâîñòi: àáî ìiæ η1 i η2 ó ëiñi ¹ õî÷à á îäíå ðåáðî, àáî
éîãî íåìà¹. Ó ïåðøîìó âèïàäêó îáìåæåííÿ ëiñó íà γ ðîçáèâà¹òü-
ñÿ íà îêðåìi äåðåâà, êîæíå ç ÿêèõ ïîâ'ÿçàíå ç îäíi¹þ òî÷êîþ η1
àáî η2. Ó äðóãîìó âèïàäêó îáìåæåííÿ íà γ òàêîæ ðîçáèâà¹òüñÿ
íà îêðåìi äåðåâà, àëå îäíå ç íèõ ïîâ'ÿçàíå ç îäíi¹þ òî÷êîþ η1, à
òàêîæ ç îäíi¹þ àáî êiëüêîìà òî÷êàìè η2. Iíøi çíîâó ïðè¹äíàíî
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äî îäíi¹¨ òî÷êè η1 àáî η2. Äåðåâà, ïîâ'ÿçàíi ç îäíi¹þ òî÷êîþ, ëåã-
êî iíòåãðóþòüñÿ, ñòâîðþþ÷è ôàêòîðè ν1. ßêùî iñíó¹ äåðåâî, ùî
ç'¹äíó¹ η1 i η2, òî îäíà òî÷êà y1 öüîãî äåðåâà â γ ç'¹äíàíà ç òî÷-
êîþ η1 i îäíi¹þ òî÷êîþ y2 ∈ γ òà ç îäíi¹þ àáî êiëüêîìà òî÷êàìè
η2 (y1 ìîæå äîðiâíþâàòè y2). Ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ¹äèíèé øëÿõ
ó äåðåâi, ùî ç'¹äíó¹ y1 ç y2. Iíøà ÷àñòèíà äåðåâà ñêëàäà¹òüñÿ ç
îêðåìèõ äåðåâ, ç'¹äíàíèõ ç îêðåìèìè òî÷êàìè öüîãî øëÿõó (àáî
òî÷êàìè η1 ∪ η2). �õ ìîæíà iíòåãðóâàòè, çàäàþ÷è ìíîæíèêè ν1,
ÿê i ðàíiøå. Îòæå ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ 4.4.8 ç

Q̃2(η1; η2 | k) :=
∑
x1∈η1

K(k)(x1; η2), 0 ≤ k ≤ n,

äå K(0)(xi; ηj), xi ∈ ηi i i ̸= j çàäàíî â (4.4.151) i K(k)(xi; ηj),
xi ∈ ηi, à i ̸= j âèçíà÷åíî ÿê (k ≥ 1)

K(k)(xi; ηj):= hk
∫
Rdk

ν(xi−y1)
k−1∏
r=1

ν(yr−yr+1)K
(0)(yk; ηj) dy1 · · · dyk.

■
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ν ïîëiíîìiàëüíî îáìåæåíèé, òîáòî

ν(x) ≤ Cν(x) äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ C > 0 i α > d. Iíòåãðóþ÷è òî÷-
êè íà øëÿõó âiä y1 äî yk−1, ç ëåìè 4.4.7 îäåðæó¹ìî ìíîæíèêè
21+αCν1:

K(k)(x1; η2) ≤ (hC)k(21+αν1)
k−1

∫
Rd

ν(x1−y)K(0)(y; η2) dy, k ≥ 1.

(4.4.153)
Òóò òàêîæ âðàõîâàíî, ùî ν ≤ 1. Iíòåãðàë ó (4.4.153) ìîæíà îöi-
íèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ç (4.4.151) ìà¹ìî

K(0)(y; ηi) ≤
∑
xi∈ηi

∑
η′⊂(ηi\{xi})

C |η′|+1ν(y − xi) ≤

≤ C(1 + C)li−1
∑
xi∈ηi

ν(y − xi). (4.4.154)



159

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.4.154) ó (4.4.153) i êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 4.4.7,
îòðèìó¹ìî

K(k)(x1; η2) ≤ (hν12
1+αC)kC(1+C)l2−1

∑
x2∈η2

ν(x1−x2), 0 ≤ k ≤ n.

Ïiä ÷àñ ïiäñóìîâóâàííÿ çà äåðåâàìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç îäíi¹þ òî÷-
êîþ òàêîãî øëÿõó, êiëüêiñòü âåðøèí ó öèõ äåðåâàõ íåîáìåæåíà.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè öi äåðåâà îêðåìî, ìàþ÷è áà-
çîâi òî÷êè íà k + l òî÷êàõ øëÿõó âiä η1 äî η2, ÿêi ìiñòÿòü ni + 1
òî÷îê (i = 1, . . . , k + l). � (ni + 1)ni−1 òàêèõ äåðåâ äëÿ êîæíîãî
i, òîæ òåïåð çàãàëîì

|ρ̃T2 (η1; η2)| ≤ C(1 + C)l2−1hl
∑
x1∈η1

∞∑
k=0

(hν12
1+αC)k×

×
∞∑

n1,...,nk+l=0

k+l∏
i=1

(ni + 1)ni−1(hν1)
ni

ni!

∑
x2∈η2

ν(x1 − x2).

Òóò ¹ ôàêòîð n!
k!n1!...nk+l!

äëÿ êiëüêîñòi ñïîñîáiâ ðîçïîäiëó âåð-
øèí ó γ çà îêðåìèìè äåðåâàìè òà ðåøòîþ k òî÷îê γ i êîåôiöi¹íò
k! äëÿ êiëüêiñòü ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàííÿ âåðøèí íà øëÿõó, ùî
ç'¹äíó¹ äâà êëàñòåðè, à òàêîæ êîåôiöi¹íò 1

n! ç âèçíà÷åííÿ êîðå-
ëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð (k + 1)k−1 ≤ k!ek ïðè
k ≥ 1, îòðèìó¹ìî

|ρ̃T2 (η1; η2)| ≤ l1l2C(1 + C)l2−1hl
∞∑
k=0

(
hν12

1+αC
)k( ∞∑

n=0

(hν1e)
n

)k+l
×

× max
x1∈η1;x2∈η2

ν(x1 − x2)

ó ïðèïóùåííi, ùî h(ν1e+ ν12
1+αC) < 1. Òåîðåìó 4.4.6 ó âèïàäêó

m = 2 äîâåäåíî âñòàíîâëåííÿì çàëåæíîñòi

A2,1 = A2,2 :=
1

2
l1l2C(1+C)l2−1

(
h

1 − hν1e

)l 1 − hν1e

1 − hν1e− hν121+αC
.

(4.4.155)
■



Ðîçäië 5

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

çà äîâiëüíèõ àêòèâíîñòåé

i òåìïåðàòóð

Ïèòàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó äëÿ êîðå-
ëÿöiéíèõ ôóíêöié â îáëàñòi ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ z, β,
äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ¹äèíà ìiðà Ãiááñà µ ∈ GV , äîáðå âèñâiòëåíî â ëi-
òåðàòóðíèõ äæåðåëàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [34, 43]). Äëÿ äîâiëüíèõ
çíà÷åíü z, β âèðiøàëüíîþ ¹ îöiíêà (0.0.3), îòðèìàíà â ïðàöi [213].
Äîâåäåííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi â [213] ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì (äèâ. äåòàëü-
íiøå [34]). Ó [201] çàïðîïîíîâàíî iíøå, áiëüø ïðîçîðå, äîâåäåí-
íÿ, ÿêå ñïèðà¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ çà
ìiðîþ Ïóàññîíà. Öå äîâåäåííÿ äóæå ïîäiáíå äî ìåòîäó, îïèñà-
íîãî â ðîçä. 1�4, òîìó òóò ó ñêîðî÷åíîìó âèãëÿäi íàâåäåìî öå
äîâåäåííÿ. Âîíî  ðóíòó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi êîðåëÿöiéíèõ ôóíê-
öié ρΛ(η), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ iíòåãðàëîì (3.3.56), â ðÿä, êîæíèé
÷ëåí ÿêîãî òàêîæ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ïîäiáíèìè iíòåãðàëàìè, àëå
iíòåãðóâàííÿ â íèõ âèêîíó¹òüñÿ îêðåìî ó ùiëüíèõ êîíôiãóðà-
öiÿõ (1.1.16) i îêðåìî â ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöiÿõ (1.1.15). Ó
ïðàöi [201] ðîçãëÿíóòî âèïàäîê ôiíiòíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨,
à ó [189] � óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê äîâiëüíîãî íàäñòiéêîãî ïî-
òåíöiàëó.

160
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5.1. Ðîçêëàä êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çà ùiëü-

íîñòÿìè êîíôiãóðàöié

Íåõàé X ⊆ Λ � îá'¹äíàííÿ êóáèêiâ ∆, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ äâi
àáî áiëüøå ÷àñòèíîê. Âíåñîê ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà exp{−βU(γ)}
ç γ ∈ Γ

(den)
X âiäiãðà¹ ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà, áî exp{−βϕ(|x−

−y|)} ≃ exp{−β c
as }, c > 0, s ≥ d, ÿêùî x, y ∈ ∆ ⊂ X i a äîñòàò-

íüî ìàëå. Ãîëîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âiäîêðåìèòè iíòåãðó-
âàííÿ ó ùiëüíèõ êîíôiãóðàöiÿõ âiä iíòåãðóâàíü ó ðîçðiäæåíèõ
êîíôiãóðàöiÿõ. Ùîá öå çðîáèòè, ââåäåìî ôóíêöiþ-iíäèêàòîð äëÿ
ðîçðiäæåíèõ òà ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié. Äëÿ ðîçðiäæåíèõ êîíôi-
ãóðàöié òàêó ôóíêöiþ âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ

χ∆
−(γ) =

{
1, ÿêùî |γ∆| = 0 ∨ 1,
0 â iíøîìó âèïàäêó,

(5.1.1)

à äëÿ ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié � ôîðìóëîþ

χ∆
+(γ) = 1 − χ∆

−(γ). (5.1.2)

Ùîá ïîáóäóâàòè òàêèé ðîçêëàä, çàïèøåìî ðîçêëàä îäèíèöi
äëÿ γ ∈ ΓΛ:

1 =
∏

∆∈Λa

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]

=

NΛ∑
n=0

∑
Xn⊆Λa

∏
∆∈Xn

χ∆
+(γ)

∏
∆∈Λa\Xn

χ∆
−(γ) :=

:=
∑

∅⊆X⊆Λa

χ̃X+ (γ)χ̃
Λa\X
− (γ), (5.1.3)

äå NΛ � êiëüêiñòü êóáiâ ∆ ó ïîêðèòòi Λa (äèâ. (1.1.14)), Xn :=
:= ∪ni=1∆i i

χ̃X± (γ) =
∏
∆∈X

χ∆
±(γ).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.1.3) ó âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ ρΛ(η)
(3.3.56), îòðèìó¹ìî ðîçêëàä

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
∅⊆X⊆Λa

∫
ΓΛ

χ̃X+ (γ)χ̃
Λa\X
− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ).

(5.1.4)
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Âèçíà÷èìî ïîòåíöiàë "òâåðäèõ" êóáèêiâ:

χcor(∆1, ...,∆n) =

{
1, ÿêùî ∆i ∩ ∆j = ∅ äëÿ âñiõ i ̸= j,
0 â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi (5.1.4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

1

n!

∑
(∆1,...,∆n)⊂Λa

χcor(∆1, ...,∆n)×

×
∫
ΓΛ

χ̃Xn
+ (γ)χ̃

Λa\Xn

− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), (5.1.5)

äå (∆1, ...,∆n) � ïîñëiäîâíiñòü êóáèêiâ íà âiäìiíó âiä ìíîæèíè
êóáèêiâ ó ôîðìóëi (5.1.4). Ñóìóâàííÿ çà êîæíèì ∆i ó (5.1.5)
âèêîíó¹òüñÿ íåçàëåæíî äëÿ êîæíîãî êóáèêà.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïîäàííÿ åêñïîíåíòè â (5.1.5) òàêèì ÷è-
íîì:

e−βU(η∪γ) = e−βU(η)
n∏
i=1

e−βU(γ∆i
)−βW (η;γ∆i

)
∏

1≤i<j≤n
e
−βW (γ∆i

;γ∆j
)×

×e−βW (η;γΛa\Xn )e−βU(γΛa\Xn )
n∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn ). (5.1.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (5.1.6) i âëàñòèâiñòü (1.2.24), îòðèìó¹-
ìî

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

1

n!
ρ̃Λn(η). (5.1.7)

Òóò

ρ̃Λn(η) =
∑

(∆1,...,∆n)⊂Λa

χcor(∆1, ...,∆n)e−βU(η)× (5.1.8)

×
n∏
i=1

(∫
Γ
(den)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η)

) ∏
1≤i<j≤n

e
−βW (γ∆i

;γ∆j
)×

×
∫
Γ
(dil)
Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn
)e−βU(γΛa\Xn |η)

n∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn ),



163

äå U(γ∆i |η) = U(γ∆i) +W (γ∆i ; η). Âðàõîâóþ÷è ðîçáèòòÿ
(1.1.17)�(1.1.18) ç b = 1, ðîçiá'¹ìî êîæíèé iíòåãðàë ó ïåðøîìó
äîáóòêó ôîðìóëè (5.1.8) íà äâà iíòåãðàëè:∫

Γ
(den)
∆i

λσ(dγ∆i)(...) =

∫
Γ
(>)
∆i

λσ(dγ∆i)(...) +

∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)(...).

(5.1.9)
Ç öi¹¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹, ùî ñóìó çà âñiìà ìîæëèâèìè ïîëîæåí-
íÿìè (∆1, ...,∆n) ⊂ Λa ìîæíà ðîçáèòè íà 2n ÷ëåíiâ, ó êîæíîìó ç
ÿêèõ ñóìà çà (∆1, ...,∆n) ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñóìó çà (∆1, ...,∆k), äå

iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà êîíôiãóðàöiÿìè γ∆i ∈ Γ
(<)
∆i

, i ñóìó

çà (∆
′
1, ...,∆

′
n−k) ⊂ Λa, äå iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà êîíôiãó-

ðàöiÿìè γ
∆

′
i
∈ Γ

(>)

∆
′
i

, à k çìiíþ¹òüñÿ âiä k = 0 äî k = n. Òîäi âèðàç

(5.1.7) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

n∑
k=0

1

k! (n− k)!
ρ̃Λn;k(η), (5.1.10)

äå

ρ̃Λn;k(η) =
∑

(∆1,...,∆k)⊂Λa

∑
(∆

′
1,...,∆

′
n−k)⊂Λa

χcor(∆1, ...,∆k,∆
′
1, ...,∆

′
n−k)×

×
k∏
i=1

(∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η)

) ∏
1≤i<j≤k

e
−βW (γ∆i

;γ∆j
)×

×
n−k∏
i=1

∫
Γ
(>)

∆
′
i

λσ(dγ
∆

′
i
)e

−βU(γ
∆
′
i
|η)
 e−βU(η)

∏
1≤i<j≤n−k

e
−βW (γ

∆
′
i
;γ

∆
′
j
)
×

×
k∏
i=1

n−k∏
j=1

e
−βW (γ∆i

;γ
∆
′
j
)
∫
Γ
(dil)
Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn
)e−βW (η;γΛa\Xn )×

×

n−k∏
j=1

e
−βW (γ

∆
′
j
;γΛa\Xn )

( k∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn )

)
e−βU(γΛa\Xn ),

(5.1.11)
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à Xn = (
k⋃
i=1

∆i) ∪ (
n−k⋃
j=1

∆
′
j).

Çàóâàæåííÿ 5.1. Ó òèõ êóáèêàõ, ÿêi ïåðåòèíàþòü ìåæó îá-
ëàñòi Λ (òîáòî ∆ ∩ Λ ̸= ∆, àëå ∆ ∩ Λ ̸= ∅), iíòåãðóâàííÿ âèêî-

íó¹òüñÿ çà êîíôiãóðàöiÿìè Γ
(sign)
∆∩Λ , sign ∈ {dil, >,<}.

5.2. Îáìåæåíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (5.1.10)�(5.1.11), âñòàíîâèìî íåðiâ-
íiñòü, ç ÿêî¨ áóäå âèïëèâàòè íåðiâíiñòü (0.0.3). Ñôîðìóëþ¹ìî ðå-
çóëüòàò ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Teoðåìà 5.2.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A(äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd)
i äîâiëüíèõ β, z ≥ 0 iñíó¹ ñòàëà ξ = ξ(β, z) (ùî íå çàëåæèòü
âiä Λ) òàêà, ùî êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ρΛ(η) çàäîâîëüíÿþòü òàêó
íåðiâíiñòü:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|e−δβUϕ+ (η) (5.2.12)

äëÿ äîâiëüíîãî 0 < δ < 1.

Ïåðø íiæ âèêëàñòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.1, ñôîðìóëþ¹ìî
äâi äîïîìiæíi ëåìè.

Ëåìà 5.2.2. Íåõàé ϕ(|x|) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè A, γ∆i ∈ Γ
(<)
∆i

, a

γ
∆

′
j
∈ Γ

(>)

∆
′
j

, òîäi äëÿ ε < ε0 áóäå âèêîíóâàòèñü òàêà íåðiâíiñòü:

−β
k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wϕ−(γ∆i ; γ∆′
j
) ≤ β

n−k∑
j=1

|γ
∆

′
j
|(φε + (|γ

∆
′
j
| + 1)φ0).

(5.2.13)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

k∑
i=1

n−k∑
j=1

(...) :=

k,n−k∑
i,j=1

(...). (5.2.14)
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Òîäi

−β
k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wϕ−(γ∆i ; γ∆′
j
) = β

k,n−k∑
i,j=1

∑
x∈γ∆i
y∈γ

∆
′
j

ϕ−(|x− y|) ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆i ||γ∆′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|) ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)|x− p|ε,

äå p ∈ η. Öÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî |γ∆i | ≤ dεη(∆i) ≤
|x− p|ε äëÿ áóäü ÿêèõ x ∈ ∆i i p ∈ η. Äàëi âèêîðèñòà¹ìî àíàëîã
íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà:

|x− p|ε ≤ |x− y|ε + |y − p|ε

∀ ε ∈ [0; 1], ∀x, y, p ∈ Rd. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ ∆
′
j ç γ∆′

j
∈ Γ

(>)

∆
′
j

β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)|x− p|ε ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)|x− y|ε +

+ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)|y − p|ε ≤
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≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)|x− y|ε +

+ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ
∆

′
j
| sup
x∈∆i

y∈∆′
j

ϕ−(|x− y|)(|γ
∆

′
j
| + 1) ≤

≤ β

n−k∑
j=1

|γ
∆

′
j
|(φε + (|γ

∆
′
j
| + 1)φ0).

Äðóãèé äîäàíîê ó ïåðåäîñòàííié íåðiâíîñòi âèíèêà¹, áî äëÿ
y ∈ γ

∆
′
j
i p ∈ η, à òàêîæ äîñòàòíüî ìàëîãî a < 1√

d
âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|y − p|ε ≤ dεη(∆
′
j) + (a

√
d)ε ≤ |γ

∆
′
j
| + 1.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü, ÿêà âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åíü âåëè÷èí φε i φ0

(äèâ. (2.3.30)), çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Ëåìà 5.2.3.∑
∆

′⊂Λ

e−δ
′′β dεη(∆

′
) = |η|K2(a, β, ε) = |η|K2,

äå K2 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä a, β, ε i íå çàëåæèòü âiä Λ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η = {x1, ..., xm}. Ðîçêëàäåìî Λ íà îáëàñ-
òi (îá'¹äíàííÿ êóáèêiâ) Λ1, ...,Λm òàê, ùî ÿêùî ∆

′ ⊂ Λk, òî
dεη(∆

′
) = dεxk(∆

′
). Òîäi∑

∆′⊂Λ

e−δ
′′β dεη(∆

′
) =

∑
∆′⊂Λ1

e−δ
′′β dεx1 (∆

′
) + . . .+

∑
∆′⊂Λm

e−δ
′′β dεxm (∆

′
) ≤

≤ |η|
∑
∆′⊂Λ

e−δ
′′β dεx0 (∆

′
) = |η|K2(a, β, ε),

äå dx0(∆
′
) � âiäñòàíü âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x0 ∈ Rd äî ∆

′
. ■
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.1. Ùîá äîâåñòè òåîðåìó, âèêîðèñòà¹-
ìî ðîçêëàä (5.1.10)�(5.1.11). Öå äà¹ çìîãó çàïèñàòè iíòå-
ãðàë (3.3.56) çà âñiìà ìîæëèâèìè êîíôiãóðàöiÿìè ΓΛ ó âèãëÿäi
ðîçêëàäó, êîæíèé ÷ëåí ÿêîãî ìiñòèòü iíòåãðàëè, â ÿêèõ iíòåãðó-
âàííÿ âèêîíó¹òüñÿ â îêðåìèõ êóáèêàõ â îäíîìó ç ïðîñòîðiâ Γ

(<)
∆ ,

Γ
(>)
∆ àáî Γ

(dil)
∆ . Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (2.3.30), îòðèìó¹ìî îöií-

êó

−β
k∑
i=1

W (η; γ∆i) ≤ β |η| sup
x∈η

k∑
i=1

sup
y∈γ∆i

ϕ−(|x−y|)|γ∆i | ≤ β |η|φε.

(5.2.15)

Öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè γ∆i ∈ Γ
(<)
∆i

. Òàêèì ÷èíîì,

|γ∆i | ≤ dεη(∆i) ≤ |x− y|ε,

äå ε < ε0. Îöiíêà (5.2.15) äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè ïåðøèé äîáó-
òîê ó (5.1.11):

k∏
i=1

(∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η)

)
≤ eβφε|η|

k∏
i=1

∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

).

Óðàõîâóþ÷è, ùî γ∆ ∈ Γ
(dil)
∆ , |γ∆i | ≤ 1 ∀∆ ∈ Λa \Xn, îòðèìà¹-

ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ Γ0

−βW (ξ ; γΛa\Xn
) ≤ β |ξ|φ0,

ùî çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ òàêèõ íåðiâíîñòåé:

e−βW (η;γΛa\Xn ) ≤ eβ|η|φ0 , e
−βW (γ∆′

j
;γΛa\Xn ) ≤ e

β|γ∆′
j
|φ0

äëÿ âiäïîâiäíèõ åêñïîíåíò ó (5.1.11).
Óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)) äàþòü çìîãó ðîçáèòè ïîòåí-

öiàë ϕ íà äâi ÷àñòèíè:

ϕ = δϕ+ + ϕstδ , ϕstδ := (1 − δ)ϕ+ + ϕ−.

Òàê ñàìî, ÿê îòðèìàëè îöiíêó (2.3.35) çà äîïîìîãîþ (2.3.37), ìà¹-
ìî
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Uϕstδ
(γ) ≥

∑
∆∈∆λ:|γ∆|≥2

[
(1 − δ)ϕ0

4(
√
da)s

− φ0

2

]
|γ∆|2 −

φ0

2
|γ|. (5.2.16)

Äëÿ òîãî ùîá çíà÷åííÿ âèðàçó ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ áóëî äîäàò-
íèì, òðåáà âèáðàòè äîñòàòíüî ìàëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a. Âè-
áåðåìî äåÿêå ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ a = a∗(δ), äëÿ ÿêîãî çáåði-
ãà¹òüñÿ óìîâà ñòiéêîñòi:

Uϕstδ
(γ) ≥ −Bδ|γ|, Bδ =

φ0(a∗)

2
. (5.2.17)

Çàñòîñó¹ìî öþ íåðiâíiñòü äî âiäïîâiäíèõ åêñïîíåíò â
(5.1.11), âèäiëÿþ÷è ñòiéêó ÷àñòèíó âiäïîâiäíèõ âèðàçiâ äëÿ åíåð-
ãi¨:

n−k∑
i=1

(
Uϕstδ

(γ
∆

′
i
) +Wϕstδ

(η; γ
∆

′
i
)
)

+ Uϕstδ
(η) +

+
∑

1≤i<j≤n−k
Wϕstδ

(γ
∆

′
i
; γ

∆
′
j
) ≥ −Bδ ( |η| +

n−k∑
i=1

|γ
∆

′
j
|). (5.2.18)

Óðàõó¹ìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê äîäàòíîñòi ϕ+

e
−β

n−k∑
i=1

Wδϕ+ (η;γ
∆
′
j
)
≤ 1, e

−β
∑

1≤i<j≤n−k

Wδϕ+ (γ
∆
′
i
;γ

∆
′
j
)

≤ 1 (5.2.19)

i

e
−β

k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wϕ+ (γ∆i
;γ

∆
′
j
)

≤ 1. (5.2.20)

Äëÿ òîãî ùîá ïðîêîíòðîëþâàòè çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ íà ïðî-
ñòîðàõ Γ

(>)

∆
′
i

, i = 1, ..., n−k, i ñóì çà êóáèêàìè (∆
′
1, ...,∆

′
n−k) ⊂ Λa,

ðîçiá'¹ìî åíåðãiþ Uδϕ+(γ
∆

′
i
) = δUϕ+(γ

∆
′
i
) íà äâi ÷àñòèíè, âèáðàâ-

øè δ = δ
′

+ δ
′′
ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ìàëèìè ñòàëèìè δ

′
, δ

′′
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (2.3.26) i òå, ùî äëÿ γ∆′ ∈ Γ
(>)
∆′ êiëüêiñòü
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òî÷îê |γ∆′ | > dεη(∆
′) (äèâ. (1.1.17)), ìîæíà çàïèñàòè òàêó íåðiâ-

íiñòü:

Uδϕ+(γ
∆

′
i
) ≥ 1

2
δ′

ϕ0

(
√
da)s

|γ
∆

′
i
| (|γ

∆
′
i
| − 1) + δ′′

ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆
′
i).

(5.2.21)
Íàðåøòi, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (5.2.13) ëåìè 5.2.2 òà åëåìåíòàð-

íó îöiíêó

χcor(∆1, ...,∆k,∆
′
1, ...,∆

′
n−k) ≤ χcor(∆1, ...,∆k),

ðîçêëàä (5.1.10)�(5.1.11) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρΛ(η) =
z|η|e−βδUϕ+

ΞΛ

∑
n≥0

n∑
k=0

1

k! (n− k)!
ρ̃Λn;k(η), (5.2.22)

ρ̃Λn;k(η) ≤ eβ(Bδ+φ0+φε) |η|
∑

(∆1,...,∆k)⊂Λ\X′
n−k

χcor(∆1, ...,∆k)×

×
∫
ΓXk

λσ(dγXk
) e−βU(γXk

)×

×
∑

(∆
′
1,...,∆

′
n−k)⊂Λ

∫
Γ
(dil)

(Λ\X′
n−k

)\Xk

λσ(dγ
(Λ\X′

n−k)\Xk
)×

× e
−βU(γ

(Λ\X′
n−k

)\Xk
|γXk

)
×

×
∏

∆⊂X′
n−k

(∫
Γden
∆

λσ(dγ∆)eE1(γ∆)eE2(γ∆)

)
, (5.2.23)

äå X
′
n−k =

n−k⋃
i=1

∆
′
i, Xk =

k⋃
j=1

∆j i

E1(γ∆) = −1

2
δ′β

ϕ0

(
√
da)s

|γ∆|(|γ∆| − 1),
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E2(γ∆) = β(B + υ0(2 + |γ∆|) + φε)|γ∆| − δ′′β
ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆).

Ïåðøèé äîäàíîê îöiíêè (5.2.21) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëà∫
Γ
(>)
∆

λzσ(dγ∆) e
− 1

2
βδ′

ϕ0
(
√
da)s

|γ
∆
′
i
| (|γ

∆
′
i
| − 1)+β (Bδ+φ0 (2+|γ∆|)+φε)|γ∆|

=

= K1(a, z, β, ϕ) (5.2.24)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî a. Âðàõîâóþ÷è äðóãèé äîäàíîê îöiíêè
(5.2.21) i ëåìó 5.2.3, ìîæíà çàïèñàòè òàêó íåðiâíiñòü:∑

(∆
′
1,...,∆

′
n−k)⊂Λa

∏
∆′∈Λa

e
−δ′′ ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆
′
i) ≤ (|η|K2(a, β, ε))

n−k .

(5.2.25)

Ïîçíà÷èìî ÿêX(max)
n−k îá'¹äíàííÿ âñiõ êóáèêiâ ∆

′
1∪...∪∆

′
n−k =

= X
′
n−k, â ÿêèõ iíòåãðàë (5.1.11) çà êîíôiãóðàöiÿìè â Λa \ Xn

íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Òîäi îòðèìà¹ìî îöiíêó

ρΛ(η) ≤ 1

ΞΛ
e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
n=0

n∑
k=0

(|η|K)n−k

k!(n− k)!
ρ̃
Λa\X(max)

n−k

k (∅) =

=
1

ΞΛ
e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

NΛ−l∑
k=0

1

k!
ρ̃
Λa\X(max)

l
k (∅) =

= e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|
NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

Ξ
Λ\X(max)

l

ΞΛ
,

äå K = K1K2 (äèâ. (5.2.24), (5.2.25)), ξ̄ := zeβ(Bδ+φ0+υε), i

ρ̃
Λ\X(max)

l
k (∅) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.1.8). Ç òîãî ôàêòó, ùî

ΞΛ1 ≤ ΞΛ2 äëÿ Λ1 ⊂ Λ2, âèïëèâà¹ (5.2.12) ç ξ = ξ̄eK . ■

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ó íåðiâíîñòÿõ (5.2.17)�(5.2.25) ñòàëi φε, φ0,
Bδ, K1, K2 çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà a, òîìó ξ çàëåæèòü âiä
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a, ÿêèé ¹ ôiêñîâàíèì. Àëå ∆ ∈ ∆a ïîâèííi áóòè òàêèìè, ùîá
âçà¹ìîäiÿ äâîõ ÷àñòèíîê â îäíîìó êóáèêó áóëà äîäàòíîþ, òîáòî
a < r0. Öå çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.2.16).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìåòîäè, ÿêi áóëè âèêëàäåíi â ïiäðîçäi-
ëàõ 5.1 i 5.2, áóëè óçàãàëüíåíi ó ïðàöi [156] íà âèïàäîê áàãàòî÷à-
ñòèíêîâèõ ïîñèëåíî ñòiéêèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨.

5.3. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà ìiðà Ãiááñà

â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Ïîáóäîâà ãðàíè÷íèõ âèðàçiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié
(3.3.56) äëÿ ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ z, β ¹ çàâåðøåíîþ
çàäà÷åþ. Ìîæíà âèäiëèòè äâà ìåòîäè ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ: ìåòîä iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ó ñâîþ ÷åðãó ìîæíà ðîçáèòè íà îïåðà-
òîðíèé (äèâ. ïîñèëàííÿ â ìîíîãðàôiÿõ [43], [34]) i àíàëiòè÷íèé
ó âèãëÿäi ðîçêëàäiâ (äèâ. [174]), òà ìåòîäè ïîëiìåðíèõ òà êëà-
ñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, ïîñèëàííÿ íà ÿêi çàíÿëî á äåêiëüêà ñòîðiíîê.
Ùîäî ìåòîäiâ, ÿêi òóò îáãîâîðþþòüñÿ, âëàñòèâiñòü íåñêií÷åííî-
ïîäiëüíîñòi ìiðè λzσ (äèâ. ëåìó 1.2.2) âïåðøå çàñòîñîâàíî â ïðà-
öi [199], à â [201] âîíà áóëà êëþ÷îâèì òåõíi÷íèì ìîìåíòîì äëÿ
ïðîñòiøîãî äîâåäåííÿ îáìåæåíîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çà äî-
âiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ z, β.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié òà òèñ-
êó âèêëàäåíî òóò íà îñíîâi ïðàöi Ðþåëÿ [43] (äèâ. òàêîæ [34] äëÿ
äåòàëüíiøîãî îïèñó).

5.3.1. Òåðìîäèíàìi÷íà ãðàíèöÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié

Íåðiâíîñòi (0.0.3) i (5.2.12) çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ãðàíè÷-
íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïðè Λn ↗ Rd, n→ ∞, àëå ãðàíèöÿ íå
¹ ¹äèíîþ çà òèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β i z, ÿêi íå ëåæàòü â îáëàñòi
ðåãóëÿðíîñòi. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêîþ
òåîðåìîþ [213]:
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Teoðåìà 5.3.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâàì A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Íåõàé Λn ↗ Rd, n → ∞, ¹
ïîñëiäîâíiñòþ îáìåæåíèõ îá'¹ìiâ òàêîþ, ùî äëÿ êîæíî¨ îáìå-
æåíî¨ îáëàñòi X ⊂ Rd iñíó¹ nX òàêå, ùî X ⊂ Λn ÿêùî n ≥ n∆.
Òîäi ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü Λnk

òàêó, ùî

ρ(η) = lim
k→∞

ρΛnk
(η)

ðiâíîìiðíî íà Γ
(m)
X (m = |η|), à ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ρ(η) çàäîâîëüíÿ-

þòü ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà (4.1.11).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äåòàëüíî âèêëàäåíî â [34] (äèâ. òåî-
ðåìó 17.3).

Çàóâàæåííÿ 5.3. Òðåáà òàêîæ çàóâàæèòè, ùî ÿêùî êîðåëÿ-
öiéíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà, òî
âiäïîâiäíà ìiðà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ÄËÐ, òîáòî ¹ ìiðîþ Ãiá-
áñà (äèâ. [213] àáî [34] (òåîðåìè 18.1, 18.2)).

5.3.2. Ìiðà Ãiááñà â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ìiðè àáî ñòàíiâ Ãiááñà áåçïîñåðåäíüî âèï-
ëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (0.0.3), âñòàíîâëåíî¨ â [213] àáî (5.2.12) öüîãî
ðîçäiëó (äèâ. òàêîæ çàóâàæåííÿ 5.3).

Íàâåäåìî iíøi àðãóìåíòè ç ïðàöi [156], ÿêi áàçóþòüñÿ íà íåðiâ-
íîñòi (5.2.12) i òåîðåìi Ïðîõîðîâà.

Ïîçíà÷èìî ÿê G(ϕ, z, β) ìíîæèíó ìið Ãiááñà, ùî âiäïîâiäàþòü
âçà¹ìîäi¨ ϕ, àêòèâíîñòi z i òåìïåðàòóði T = 1/kβ.

ßê íàñëiäîê òåîðåìè 5.2.1 âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Teoðåìà 5.3.2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ z ≥ 0 i β ≥ 0

G(ϕ, z, β) ̸= ∅.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ âiäïîâiäíîãî ñòàíó Ãiááñà âèïëèâà¹ ç
àðãóìåíòiâ, ÿêi áàçóþòüñÿ íà íàñòóïíîìó ñïîñòåðåæåííi. Íåõàé
ψ ∈ L1(Rd)∩C(Rd) � áóäü-ÿêà äîäàòíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ψ ≤ 1,
i íåõàé α(t), t ∈ R+ � áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ñïàäíà ôóíêöiÿ ç
òàêèìè óìîâàìè:
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(1) α0 := limt→0+ α(t) = +∞;

(2) α+ := limt→+∞ α(t) ≥ 1.

Âèçíà÷èìî

Γα,ψ =

γ ∈ Γ

∣∣∣∣∣∣
∑

{x,y}⊂γ

ψ(x)α(|x− y|)ψ(y) <∞


i

Eα,ψ(γ) =
∑

{x,y}⊂γ

ψ(x)α(|x− y|)ψ(y), γ ∈ Γα,ψ.

ßê ïîêàçàíî â [146], äëÿ äîâiëüíèõ 0 < D <∞ ìíîæèíà{
γ ∈ Γ | |Eα,ψ(γ)| ≤ D

}
¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ â Γ, ÿêèé ¹ ïîëüñüêèì ïðîñòîðîì.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó íåïåðåðâíî ñïàäíó ôóíêöiþ α, òàêó , ùî

α(|x− y|) ≤ e
1
2
ϕ+(|x−y|).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.3.47) ç G(η) = 2ψ(x)α(|x − y|)ψ(y)11{x,y}(η) i
òåîðåìó 5.2.1, äëÿ äîâiëüíèõ Λ ìà¹ìî∫

Γ
Eα,ψ(γ)dµΛ(γ) =

∫
R⊭
ψ(x)α(|x− y|)ψ(y)ρ

(2)
Λ ({x, y})dxdy < C,

äå C ∈ R+ � äåÿêà ñòàëà.
Òîìó çà òåîðåìîþ Ïðîõîðîâà ñiì'ÿ ìið

{µΛ |Λ ∈ Bc(Rd)}

¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ, ùî ïåðåäáà÷à¹ iñíóâàííÿ ïðèíàéìíi îäíi¹¨
ãðàíè÷íî¨ ìiðè µ, êîëè Λ ↗ Rd. Äîâåäåìî, ùî âiäïîâiäíà ãðà-
íè÷íà ìiðà ¹ ãiááñîâîþ. Íåõàé µΛn , n ≥ 1, äå Λn ↗ Rd, n → ∞,
¹ ïîñëiäîâíiñòþ, ÿêà çáiãà¹òüñÿ (ó çíà÷åííi òåîðåìè Ïðîõîðîâà)
äî ìiðè µ, i íåõàé ρΛn òà ρ ¹ âiäïîâiäíèìè êîðåëÿöiéíèìè ôóíê-
öiÿìè. Âiäîìî (äèâ. [106, 107]), ùî ìiðà µ íà Γ ¹ ãiááñîâîþ òî-
äi é òiëüêè òîäi, êîëè µ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ÃÍÖ, òîáòî äëÿ
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âñiõ äîäàòíèõ B(Rd) × B(Γ)-âèìiðíèõ ôóíêöié H âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (3.1.25). Îêðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ìåêêå,
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (3.1.25) çàäîâîëüíÿ¹ áóäü-ÿêà ìiðà
µΛn , n ≥ 1 (äèâ. äåòàëi äîâåäåííÿ â [156]). ■

5.3.3. Îáìåæåíiñòü òèñêó ÿê ôóíêöi¨ z i β

Teoðåìà 5.3.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ z ≥ 0 i β ≥ 0
iñíóþòü ñòàëi pmin i pmax òàêi, ùî

pmin ≤ p(z, β) ≤ pmax (5.3.26)

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç âåðõíüî¨ ìåæi. Âðàõîâóþ÷è óìîâó ñòié-
êîñòi (2.1.3), ç ôîðìóëè (3.1.18) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

ΞΛ(β, z) ≤
∫
ΓΛ

eβB|γ|λzσ(dγ) = eze
βBV , V = σ(Λ).

Òîäi ç âèçíà÷åííÿ òèñêó (3.2.37) â îáìåæåíîìó îá'¹ìi

pΛ(β, z) ≤ z

β
eβB. (5.3.27)

Ùîá îòðèìàòè îáìåæåííÿ çíèçó, ââåäåìî ïîòåíöiàë àáñîëþòíî
òâåðäèõ êóëü äiàìåòðîì a:

ϕcora (|x− y|) =

{
+∞, ÿêùî |x− y| < a
0 â iíøîìó âèïàäêó.

(5.3.28)

Âèçíà÷èìî òàêîæ ïîòåíöiàë

ϕ(a)(|x− y|) =

{
ϕ(|x− y|), ÿêùî |x− y| ≥ a
0 â iíøîìó âèïàäêó.

(5.3.29)

Ç öèõ îçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈
Γ0

U(γ) ≤ U cora (γ) + U (a)(γ), (5.3.30)
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äå
U cora (γ) =

∑
{x,y}⊂γ

ϕcora (|x− y|)

i

U (a)(γ) =
∑

{x,y}⊂γ

ϕ(a)(|x− y|) :=
∑
η⋐γ

V
(a)
2 (η)11{x,y}(η). (5.3.31)

Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (5.3.30) äëÿ îöiíêè ñòàòñóìè (3.1.18).
Îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

ΞΛ(β, z) ≥
∫
ΓΛ

e−βU
cor
a (γ)e−βU

(a)(γ)λzσ(dγ) =

= ΞcorΛ (a)

∫
ΓΛ

e−βU
(a)(γ)µcorz,a(dγ), (5.3.32)

äå ìiðà

µcorz,a(dγ) =
1

ΞcorΛ (a)
e−βU

cor
a (γ)λzσ(dγ)

¹ ìiðîþ Ãiááñà â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ âçà¹ìîäi¨ (5.3.28), a ΞcorΛ (a)
¹ ¨¨ âåëèêîþ ñòàòñóìîþ. Öÿ ìiðà ¹ éìîâiðíiñíîþ íà ΓΛ, òîìó äî
iíòåãðàëà ïðàâî¨ ÷àñòèíè (5.3.32) ìîæíà çàñòîñóâàòè íåðiâíiñòü
É¹íñåíà. Òîäi

ΞΛ(β, z) ≥ ΞcorΛ (a)e
−β

∫
ΓΛ

U(a)(γ)µcorz,a (dγ).

Âèêîðèñòà¹ìî â îñòàííüîìó iíòåãðàëi ôîðìóëó (3.3.47):∫
ΓΛ

U (a)(γ)µcorz,a(dγ) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

V
(a)
2 (η)11{x,y}(η)µcorz,a(dγ) =

=

∫
ΓΛ

V
(a)
2 (η)ρcorΛ (η)11{x,y}(η)λzσ(dη),

äå

ρcorΛ (η) =
z|η|

ΞcorΛ (a)

∫
ΓΛ

e−βU
cor
a (η∪γ)λzσ(dγ) (5.3.33)
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¹ êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè ñèñòåìè àáñîëþòíî òâåðäèõ êóëü
äiàìåòðîì a. Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ òèñêó (3.2.37) i íåðiâíîñòi
(5.3.27), (5.3.32), îòðèìó¹ìî îöiíêè

pcorΛ (a)− 1

βV

∫
ΓΛ

V
(a)
2 (η)ρcorΛ (η)11{x,y}(η)λzσ(dη) ≤ pΛ(z, β) ≤ z

β
eβB.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî ïðè V ↑ ∞ êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ρcorΛ (x1, x2)
áóäå ïðÿìóâàòè äî òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà çãiäíî
ç âèçíà÷åííÿì (5.3.33) íå ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ z2, ãðàíèöÿ ôóíê-
öi¨ òèñêó çàäîâîëüíÿòèìå òàêi íåðiâíîñòi:

pcor(a)−C(d)

2β
z2
∫ +∞

a
ϕ(a)(r)rd−1dr ≤ p(z, β) ≤ z

β
eβB, (5.3.34)

ÿêi çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè ç

pmin = pcor(a) − C(d)

2β
z2
∫ +∞

a
ϕ(a)(r)rd−1dr, pmax =

z

β
eβB.

(5.3.35)
■

Çàóâàæåííÿ 5.4. Îöiíêà (5.3.34) áóäå îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà-
íèõ z i β, êîëè ëiâà ÷àñòèíà (5.3.34) áóäå äîäàòíîþ i äîñÿãíå
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

5.4. Ïðî íåðiâíîâàæíi êëàñè÷íi ñèñòåìè

5.4.1. Åâîëþöiÿ íåñêií÷åííèõ êëàñè÷íèõ ñèñòåì: ðiâ-
íÿííÿ ÁÁÃÊI

Äëÿ òîãî ùîá çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié
íåðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê,ùî âçà¹ìîäiþòü, òðåáà ðîçãëÿ-
íóòè ¨õ â êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié
Γ̃, âèçíà÷åíîìó â (1.1.8). Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ̃ ∈ Γ̃ ç
γ ∈ Γ0 ãàìiëüòîíiàí ñêëàäà¹òüñÿ ç êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíîê
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êîíôiãóðàöi¨ òà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ¨õ âçà¹ìîäi¨:

H(γ̃) = Ek(γ̃) + U(γ), Ek(γ̃) =
∑
x∈γ

p2x
2m

. (5.4.36)

Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó ñèñòåìó â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi
Λ ⊂ Rd. Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè ¹ ïîâåäiíêà ÷àñòè-
íîê ïîáëèçó ãðàíèöi ∂Λ ïîñóäèíè Λ. Çàäàìî òàêi ãðàíè÷íi óìîâè
çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ uΛ(x), x ∈ Λ:

uΛ(x) :=

{
+∞, ÿêùî x ∈ ∂Λ,

0, ÿêùî x ∈ Λδ,
(5.4.37)

äå îáëàñòü Λδ ìiñòèòü òî÷êè x ∈ Λ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi
d ≥ δ > 0 âiä ∂Λ. Â îáëàñòi Λ \ Λδ ôóíêöiÿ uΛ(x) ¹ ãëàäêîþ
äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ. Ãàìiëüòîíiàí òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

HΛ(γ̃) = Ek(γ̃) + UΛ(γ), UΛ(γ) := U(γ) +
∑
x∈γ

uΛ(x), γ ∈ ΓΛ.

(5.4.38)
Âèâåäåííÿ ðiâíÿíü ÁÁÃÊI. Åâîëþöiÿ ùiëüíîñòi ìiðè Ãiáá-

ñà (äèâ., íàïðèêëàä, [34]) îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëióâiëÿ:

∂

∂t
DΛ(t; γ̃) =

{
HΛγ̃, D(t; γ̃)

}
P

= (5.4.39)

=
∑
x∈γ

[
∇xH

Λ(γ̃) · ∇pxDΛ(t; γ̃) −∇pxH
Λ(γ̃) · ∇xDΛ(t; γ̃)

]
,

äå {·, ·}P � öå äóæêè Ïóàññîíà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äðóãèì ðÿä-
êîì ðiâíÿííÿ (5.4.39), à ∇x (∇px) � ãðàäi¹íò çà çìiííîþ x (px).
Ïîòðiáíî òàêîæ çàäàòè ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië:

DΛ(t; γ̃)|t=0 = D0
Λ(γ̃).

Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ãàìiëüòîíiàíà (äèâ. (5.4.36)�(5.4.38)), ãðà-
íè÷íi óìîâè äëÿ ôóíêöié DΛ(t; γ̃) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,x∈∂Λ = DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,p(α)
x =±∞,α=1,d

= 0. (5.4.40)



178 Ðîçäië 5. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ïðè äîâiëüíèõ z, β

Åâîëþöiþ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó D0
Λ(γ̃) îïèñóþòü ðiâíÿí-

íÿì Ëióâiëÿ (5.4.39). Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ åâîëþöi¹þ ïî÷àòêîâî¨
êîíôiãóðàöi¨ γ = {x̃1, . . . , x̃N}, N = |γ|. Íà ìîâi ïóàññîíiâñüêèõ
ïîëiâ

γ̃(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃ − x̃i) =
N∑
i=1

δ(x− xi)δ(px − pxi).

Ñòàí ñèñòåìè ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷àòèìåòüñÿ êîíôi-
ãóðàöi¹þ

γ̃t(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃ − x̃i(t), x̃i(t) = x̃i(t, γ̃), (5.4.41)

äå òî÷êè êîíôiãóðàöi¨ x̃i(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãà-
ìiëüòîíà:

dpxi(t)

dt
= −∂H

Λ(γ̃t)

∂xi(t)
,
dxi(t)

dt
=

∂HΛ(γ̃t)

∂pxi(t)
. (5.4.42)

Ïîçíà÷èìî ÿê Tt îïåðàòîð çñóâó âçäîâæ òðà¹êòîðié ÷àñòèíîê.
Òîäi

Ttγ̃ = γ̃t.

Òâåðäæåííÿ 5.4.1. Íåõàé Γ̃Λ ç Λ ∈ Bc ¹ ôàçîâèì ïðîñòî-
ðîì ñèñòåìè ÷àñòèíîê, åâîëþöiþ ÿêèõ îïèñó¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü
Ãàìiëüòîíà (5.4.42) ç ãàìiëüòîíiàíîì (5.4.38). Òîäi ìiðà

µtDΛ
(dγ̃) := DΛ(t; γ̃)λσ̃(dγ̃), t ≥ 0,

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî çñóâiâ Tt ó ñåíñi (äèâ. [215])∫
Γ̃Λ

F (γ̃)µtDΛ
(dγ̃) =

∫
Γ̃Λ

F (Ttγ̃)µ0DΛ
(dγ̃) (5.4.43)

äëÿ ôóíêöié F , äëÿ ÿêèõ iíòåãðàëè â (5.4.43) íàáóâàþòü ñêií-
÷åííîãî çíà÷åííÿ.
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Äîâåäåííÿ ¹ íàñëiäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëióâiëÿ (äèâ., íàïðè-
êëàä, [34]) òà âèçíà÷åííÿ ìiðè λσ̃.

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåðiâíîâàæíié äèíàìi-
öi, âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ðiâíîâàæíîãî âèïàäêó (3.3.56):

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃), (5.4.44)

äå σ̃ � ìiðà Ëåáåãà â Rd ⊗ Rd, òîáòî dσ̃ = dxdpx. Ïðîäèôåðåíöi-
þ¹ìî ðiâíÿííÿ (5.4.44). Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ òà ñïiââiä-
íîøåííÿ

∇xH
Λ(γ̃) :=

{
∇xU

Λ(η) + ∇xW (η; γ), ÿêùî, x ∈ η,

∇xU
Λ(γ) + ∇xW (η; γ), ÿêùî, x ∈ γ,

(5.4.45)

∇pxH
Λ(γ̃) =

1

m
px, x ∈ η ∪ γ, (5.4.46)

îòðèìó¹ìî

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃) − 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+

+
∑
x∈η

∫
Γ̃Λ

∑
y∈γ

∇xϕ(|x− y|) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)+

+

∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ

∇xH
Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)−

−
∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ

∇pxH
Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇xDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃).

(5.4.47)

Çàñòîñó¹ìî äî 2-ãî, 3-ãî i 4-ãî äîäàíêiâ ðiâíÿííÿ (5.4.47) ôîðìóëó
Ìåêêå (1.2.23), ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ íà ïðîñòîði Γ̃Λ äëÿ
ìiðè λσ̃. Óðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (5.4.44) i ãðàíè÷íi óìîâè (5.4.40),
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îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ÁÁÃÊI:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃) − 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+

+
∑
x∈η

∫
Λ

∫
Rd

∇xϕ(|x− y|) · ∇pxρΛ(t; η̃ ∪ {(y, py)})dydpy.

(5.4.48)

5.4.2. Ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü ÁÁÃÊI

Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó, ïîäiáíó äî ôîðìóëè (3.3.78), çà-
ïèøåìî ñïåðøó òâiðíèé ôóíêöiîíàë äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié
ρΛn(t; x̃1, . . . , x̃n):

FΛ(t; j) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
Λn

∫
Rdn

(dx̃)nρΛn(t; x̃1, . . . , x̃n)j(x̃1) · · · j(x̃n) =

=

∫
Γ̃Λ

ρΛ(t; η̃)
∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dη̃). (5.4.49)

Ïiäñòàâèìî ó öþ ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ (5.4.44) i çàñòîñó¹ìî ðiâ-
íiñòü (1.2.25), ÿêà ñïðàâåäëèâà i äëÿ ìiðè λσ̃ íà ïðîñòîði Γ̃Λ ìàð-
êîâàíèõ êîíôiãóðàöié γ̃ ç X = Λ ⊗ Rd, G(η̃ ∪ γ̃) = DΛ(t, η̃ ∪ γ̃) i
H(η̃, γ̃) = (

∏
x̃∈η̃ j(x̃))11Λ(γ). ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)
∑
η̃⊆γ̃

∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)e<γ̃,log(1+j)>λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃) : e<γ̃,j> : λσ̃(dγ̃), (5.4.50)

äå âèêîðèñòàíî ôîðìóëó (3.3.61). Âðàõó¹ìî ôîðìóëó (5.4.43). Òî-
äi îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ òâiðíîãî ôóíêöiîíà-
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ëà:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

: e<γ̃t,j> : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

exp[< γt, log(1 + j) >]DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃)

i àâòîìàòè÷íî äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié:

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

:
∏
x̃∈η̃

γ̃t(x̃) : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃), (5.4.51)

äå âiêiâñüêèé äîáóòîê òðåáà îáðàõîâóâàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìó-
ëè (3.3.62).

Çàëèøà¹òüñÿ ç'ÿñóâàòè, ÿê âèçíà÷èòè åâîëþöiþ ïóàññîíiâñü-
êîãî ïîëÿ, òîáòî ôóíêöiþ γ̃t (äèâ. (5.4.41)).

Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ t ôóíê-
öiîíàëà FΛ(t; j) ó ôîðìóëi (5.4.50), ïiäñòàâëÿþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó
ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ (5.4.39). Çàñòîñó¹ìî çíîâó ôîðìóëó (1.2.25) i
ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (5.4.45), (5.4.46), (3.1.22):

∂FΛ(t; j)

∂t
=

=

∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
∇xW

Λ
x (γ) · ∇pxDΛ(t; γ̃ ∪ x)

]
: e<γ̃∪x,j> : dx̃λσ̃(dγ̃)−

−
∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
1

m
px · ∇xDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃),

(5.4.52)

äå WΛ
x (γ) := W (x; γ) + uΛ(x). Óðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè

(5.4.40), âèêîíà¹ìî iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè çà çìiííîþ px ó
ïåðøîìó äîäàíêó i çà çìiííîþ x � ó äðóãîìó äîäàíêó, äiþ÷è âiä-
ïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè∇px i∇x íà ôàêòîð : exp[< γ̃∪{x}, j >] :.
Äàëi çíîâó çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (1.2.23), ïîâåðòàþ÷èñü äî ñóìó-
âàííÿ çà òî÷êàìè êîíôiãóðàöi¨ γ̃ i çàìiíÿþ÷è öå ñóìóâàííÿ ââå-
äåííÿì iíòåãðàëà âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîëÿ γ̃(x̃) ïîäiáíî äî ôîð-
ìóë (3.3.57), (3.3.58). Ïiñëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî ùå ðàç iíòåãðóâàííÿ
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çà ÷àñòèíàìè â öèõ iíòåãðàëàõ ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òîá-
òî ïåðåêèäàþ÷è îïåðàòîðè ∇px i ∇x íà ïóàññîíiâñüêi ïîëÿ. Òîäi
îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

∂FΛ(t; j)

∂t
= −

∫
Γ̃Λ

λσ̃(dγ̃)DΛ(t; γ̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃
( 1

m
px · ∇xγ̃(x̃)−

− : ∇px γ̃(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃(x̃′) : ·(∇xϕ(|x− x′|)+

+ ∇xu
Λ(x))

) δ

δj(x)
: e<γ̃,j> :, (5.4.53)

äå
: γ̃(x̃)γ̃(x̃′) : = γ̃(x̃)γ̃(x̃′) − δ(x̃− x̃′),

ùî óñóâà¹ äîäàíîê ∇xϕ(|x− x′|) ïðè x− x′ = 0. Àíàëîãi÷íî, äè-
ôåðåíöiþþ÷è FΛ(t; j) ó ôîðìóëi (5.4.52), îäåðæèìî âèðàç, ÿêèé
ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ðiâíîñòi (5.4.43) çáiãàòèìåòüñÿ ç ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ (5.4.53), ÿêùî ôóíêöiÿ γ̃t(x̃) áóäå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ
Âëàñîâà:

∂γ̃t(x̃)

∂t
= − 1

m
px · ∇xγ̃t(x̃)+ (5.4.54)

+ : ∇px γ̃t(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃t(x̃′) : ·(∇xϕ(|x− x′|) + ∇xu
Λ(x))

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, ëåã-
êî áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè, ùî âèðàç (5.4.51) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íÿííÿ (5.4.48) (äèâ., òàêîæ, [200]).

Çàóâàæèìî, ùî ïèòàííÿ, ðîçãëÿíóòi ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ç äå-
ùî iíøèõ ïîçèöié âèñâiòëåíi ó ïðàöi [170].



Ðîçäië 6

Êâàçiíåïåðåðâíà

àïðîêñèìàöiÿ. Ìîäåëü

êîìiðêîâîãî ãàçó

Êâàçiíåïåðåðâíó àïðîêñèìàöiþ êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìå-
õàíiêè áóëî çàïðîïîíîâàíî â ïðàöi [206] äëÿ äîñëiäæåííÿ íåñêií-
÷åííèõ ñèñòåì òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìî-
ãîþ äâî÷àñòèíêîâîãî (ïàðíîãî) ïîñèëåíî íàäñòiéêîãî ïîòåíöià-
ëó. Ñóòü òàêî¨ àïðîêñèìàöi¨ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî â iíòåãðàëàõ
Ëåáåãà�Ïóàññîíà çà óñiìà ìîæëèâèìè êîíôiãóðàöiÿìè iíòåãðó-
âàííÿ âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè çà òàêèìè êîíôiãóðàöiÿìè, â ÿêèõ äëÿ
çàäàíîãî ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà íåïåðåòèííi ãiïåðêóáèêè (êî-
ìiðêè) îá'¹ìîì ad çíàõîäèòüñÿ íå áiëüøå íiæ îäíà òî÷êà (÷à-
ñòèíêà) ó êîæíîìó êóáèêó ðîçáèòòÿ. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà îñ-
íîâíi òåðìîäèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè, âèçíà÷åíi òàêèì
÷èíîì, çáiãàþòüñÿ ïîòî÷êîâî (ïðè a → 0) äî âiäïîâiäíèõ âåëè-
÷èí, â ÿêèõ iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà óñiìà ìîæëèâèìè êîí-
ôiãóðàöiÿìè, ÿêùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ¹ äîñòàòíüî ñèíãóëÿðíèì
ó òî÷öi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òî÷íiøå, êîëè ïîòåíöiàë íå ¹ ëîêàëü-
íî iíòåãðîâíèì ó áóäü-ÿêié îáìåæåíié îáëàñòi ïðîñòîðó Rd, ÿêà
ìiñòèòü òî÷êó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öåé ôàêò õî÷ i ¹ ïåðåäáà÷óâà-
íèì ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü, àëå ¹ äîñèòü íåñïîäiâàíèì
ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, áî ìíîæèíà òàêèõ êîíôiãóðàöié ìà¹
ìiðó íóëü ùîäî ìiðè Ïóàññîíà ÷è ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨
ñèñòåìè.

Ïðîòå âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì ñèñòåìè ëåãêî àïðîêñèìóâà-
òè ñèñòåìàìè  ðàò÷àñòèõ ãàçiâ, âèâ÷åííÿ ÿêèõ çíà÷íî ñïðî-
ùó¹òüñÿ. Îñîáëèâî âàæëèâèì ïåðåõiä âiä íåïåðåðâíèõ ñèñòåì äî

183
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 ðàò÷àñòèõ ãàçiâ ìîæå âèÿâèòèñü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ êðèòè÷-
íî¨ ïîâåäiíêè íåñêií÷åííèõ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì â îáëàñòi ôà-
çîâèõ ïåðåõîäiâ. Ó ïðàöi [206] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äî-
äàòíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè ñèñòåìè T (àáî îáåðíåíî¨ òåìïå-
ðàòóðè β = 1/kT ) òà àêòèâíîñòi z àïðîêñèìîâàíèé òèñê ñèñòå-
ìè p(−)(z, β; a) ïðÿìó¹ äî ñïðàâæíüîãî òèñêó p(z, β) ïðè a → 0.
Ó [31] öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî äëÿ ñèñòåì ç áàãàòî÷àñòèíêî-
âîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ïiçíiøå, â [208] òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî
äëÿ ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, àëå òiëüêè â îáëàñòi äîñòàòíüî
ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà z, çíà÷åííÿ ÿêîãî îáìåæóâàëèñü ðàäió-
ñîì çáiæíîñòi ðîçêëàäiâ Êiðêâóäà�Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié ñèñòåìè.

Ó [32] ðåçóëüòàò ïðàöi [208] óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê äîâiëüíèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β, z. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié çà òàê çâàíèìè ùiëüíèìè êîíôiãóðàöiÿìè, ÿêèé çàïðî-
ïîíîâàíî â [201] äëÿ ïîòåíöiàëiâ ôiíiòíî¨ äi¨ òà â [189] äëÿ ïîòåí-
öiàëiâ ç íåñêií÷åííèì ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨, âñòàíîâëåíî, ùî ñiì'ÿ
àïðîêñèìîâàíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(−)

Λ (z, β; a) äëÿ ñèñòåìè
â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ⋐ Rd ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ñòàëîþ, ÿêà
íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà àïðîêñèìàöi¨ a i îá'¹ìó Λ òà ïîòî÷êî-
âî çáiãà¹òüñÿ äî êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(z, β) ïðè Λ ↑ Rd i a→ 0
çà äîâiëüíèõ çíà÷åíü îáåðíåíî¨ òåìïåðàòóðè β òà àêòèâíîñòi z.
Öåé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî ÿê äëÿ ïàðíèõ ïîòåíöiàëiâ ïîñèëåíî
íàäñòiéêîãî òèïó, òàê i äëÿ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ïîñèëåíî ñóïåð-
ñòiéêèõ âçà¹ìîäié. Ó ïðàöi [63] ðîçãëÿíóòî àïðîêñèìàöiþ âiëüíî¨
åíåðãi¨ íåïåðåðâíîãî ãàçó òà âñòàíîâëåíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò
äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü îáåðíåíî¨ òåìïåðàòóðè β > 0 i ïèòîìîãî
îá'¹ìó v > 0.

Ó öüîìó ðîçäiëi äåòàëüíî îïèñàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäå-
íèõ âèùå ïðàöü i ââåäåíî ìîäåëü íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè òî÷êîâèõ
÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü, ÿêó â ïðàöi [203] íàçâàíî êîìiðêîâèì
ãàçîì.
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6.1. Àïðîêñèìàöiÿ òèñêó

Äóæå âàæëèâîþ òåðìîäèíàìi÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñòàòèñ-
òè÷íî¨ ñèñòåìè ¹ òèñê. Ó ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ
òèñê âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.2.37). Äëÿ ïîáóäîâè àïðîêñèìà-
öi¨ òèñêó ââåäåìî òàêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó:

Ξ
(−)
Λ = Ξ

(−)
Λ (z, β; a) =

∫
Γ
(dil)
Λ

e−βU(γ)λzσ(dγ) = (6.1.1)

=

∫
ΓΛ

∏
∆∈Λa

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λzσ(dγ),

äå χ∆
−(γ) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (5.1.1). Âiäïîâiäíèé âèðàç äëÿ

òèñêó âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì:

p(−)(z, β; a) = lim
V→∞

p
(−)
Λ (z, β; a) :=

1

β
lim
V→∞

1

V
log Ξ

(−)
Λ . (6.1.2)

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó.

Teoðåìà 6.1.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñ-
íó¹ a = a(z, ε) > 0 òàêå, ùî

|p(z, β) − p(−)(z, β; a)| < ε

äëÿ âñiõ äîäàòíèõ z, β.

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèìî ó ïðàâó ÷àñòèíó (3.1.18) ðîçêëàä îäè-
íèöi (5.1.3):

ΞΛ =
∑

∅⊆X+⊆Λ

∫
ΓΛ

χ̃
X+
+ (γ)χ̃

X−
− (γ)e−βU(γ)λzσ(dγ). (6.1.3)

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî ïåðøèé ÷ëåí ó (6.1.3) (ïðè X+ = ∅)
çáiãà¹òüñÿ ç Ξ

(−)
Λ (a) (äèâ. (6.1.1)). Âèêîðèñòîâóþ÷è íåñêií÷åííî
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ïîäiëüíó âëàñòèâiñòü ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà (äèâ. (1.2.2)) ìà¹ìî

ΞΛ = Ξ
(−)
Λ

1 +
∑

∅⊈X+⊆Λ

∫
ΓX+

ρ
(−)
X−

(γ; a)λzσ(dγ)

 = Ξ
(−)
Λ (a)Ξ

(+)
Λ (a).

(6.1.4)
Òóò

ρ
(−)
X−

(γX+ ; a) =
e−βU(γX+

)

Ξ
(−)
Λ (a)

∫
ΓX−

χ̃
X−
− (γ′)e−βU(γX+

|γ′)λσ(dγ′),

äå U(γX+ | γ′) := W (γX+ ; γ′) + U(γ′). Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è
âèçíà÷åííÿ (3.2.37) i (6.1.2), ìîæíà çàïèñàòè

pΛ(z, β) = p
(−)
Λ (z, β; a) + p

(+)
Λ (z, β; a).

Iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi äëÿ pΛ(z, β), p(−)
Λ (z, β; a),

i p(+)
Λ (z, β; a) äëÿ ïîòåíöiàëó, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ¹ î÷åâèäíèì.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîòðiáíî îöiíèòè âåëè÷èíó p(+)(z, β; a).
Ïåðåäóñiì, âèêîðèñòîâóþ÷è SSS ïðèïóùåííÿ (2.1.7), ìîæíà

çàïèñàòè
e−βU(γX+

) ≤
∏

∆∈∆a∩X+

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|. (6.1.5)

Óðàõîâóþ÷è (2.3.30), ìà¹ìî

e
−βW (γX+

;γ′X−
) ≤

∏
∆∈∆a∩X+

eβφ0|γ∆|. (6.1.6)

Ç îãëÿäó íà(6.1.5)i (6.1.6), ëåãêî îòðèìàòè òàêó íåðiâíiñòü∫
ΓX+

ρ
(−)
X−

(γ; a)λσ(dγ) ≤

≤
∏

∆∈∆a∩X+

∫
Γ∆

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|+φ0|γ∆|χ∆
+(γ∆)λσ(dγ∆)

Ξ
(−)
X−

Ξ
(−)
Λ

.
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Ç âèçíà÷åííÿ ìiðè λσ i ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (2.3.37) îäåð-
æó¹ìî ∫

Γ∆

λσ(dγ∆) e−β A |γ∆|p+β (B+φ0 |γ∆|) ≤

≤
∞∑
n=2

(ad z)n

n!
e−

1
4
β b np+2β φ0 n ≤ ϵ(a),

ç b = b(a) := inf{x,y}⊂∆ ϕ
+(|x− y|) = ϕ0

(
√
da)s

i

ϵ(a) =
1

2
z2a2d e−β (1/4b−2φ0) exp{zad e−β (3/4b−2φ0)}. (6.1.7)

Ç îçíà÷åíü NΛ, Ξ
(+)
Λ (äèâ. (5.1.3) i (6.1.4)) i íàâåäåíèõ âèùå îöi-

íîê ìà¹ìî

log Ξ
(+)
Λ ≤ log

1 +
∑

∅⊈X+⊆Λ

ϵ(a)NX+

 =

= log

[
1 +

NΛ∑
k=1

NΛ!

k!(NΛ − k)!
ϵ(a)k

]
=

V

ad
log [1 + ϵ(a)] . (6.1.8)

ßê íàñëiäîê,

p+(z, β; a) ≤ 1

βad
log [1 + ϵ(a)] .

Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè ϵ(a) ∼ a2d (äèâ. (6.1.7)), òî

lim
a→0

p(+)(z, β; a) = 0.

■
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6.2. Àïðîêñèìàöiÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ âiëü-
íî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè. Ó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi ¨¨ çàäàþòü ôîðìó-
ëàìè (3.2.26)�(3.2.27).

Êâàçi ðàò÷àñòà àïðîêñèìàöiÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ çà
òèìè ñàìèìè ôîðìóëàìè, àëå çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

Z
(−)
Λ (N, β, a) =

∫
Γ
(N)
Λ

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λσ(dγ).

Òîäi âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ f (−)
Λ (N, β, a) òà ¨¨ òåðìîäèíàìi÷íà ãðà-

íèöÿ f (−)(v, β, a) çàäîâîëüíÿþòü òàêi òåîðåìè:

Teoðåìà 6.2.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi iñíó¹ äåÿêå 0 ≤ v0 < ∞,
òàêå ùî äëÿ v > v0 iñíó¹ ãðàíèöÿ

f (−)(v, β, a) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(−)
Λ (N, β, a) := lim

N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(−)
Λ (N, β, a)

(6.2.9)
äëÿ äîâiëüíîãî v > v0. Ôóíêöiÿ f

(−)(v, β, a) ¹ ìîíîòîííî íåñïàä-
íîþ óâiãíóòîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ v.

Teoðåìà 6.2.2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñ-
íó¹ a1 = a1(v, ε) > 0, òàêå, ùî íåðiâíiñòü

|f(v, β) − f (a)(v, β)| < ε

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ äîäàòíèõ v, β i 0 ≤ a < a1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.1 ¹ òàêèì ñàìèì, ÿê i âiäïîâiäíå äîâå-
äåííÿ òåîðåìè äëÿ ôóíêöi¨ f(v, β) ó ïðàöi [12]. �äèíå çàóâàæåí-
íÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïîáóäîâà äîïîìiæíîãî ðîçáèòòÿ íà êóáèêè
â [12] ïîâèííî óçãîäæóâàòèñü ç ðîçáèòòÿì ∆a. ■

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.2. Ùîá äîâåñòè òåîðåìó ïiäñòàâèìî
ðîçáèòòÿ îäèíèöi (5.1.3) ó âèðàç (3.1.16). Òîäi
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ZΛ(N, β) =
∑
X⊆Λa

∫
Γ
(N)
Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
Λa\X
− (γ)e−βU(γ)λσ̃(dγ). (6.2.10)

Âèäiëÿþ÷è ïàðøèé ÷ëåí ðîçêëàäó, ÿêèé âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ
X = ∅, ìîæíà (6.2.10) çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ZΛ(N, β) = Z
(−)
Λ (N, β)Z

(+)
Λ (N, a, β), (6.2.11)

äå

Z
(+)
Λ (N, a, β) = 1 +

1

Z
(−)
Λ (N, β)

× (6.2.12)

×
∑

∅̸=X⊆Λa

∫
Γ
(N)
Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
Λa\X
− (γ)e−βU(γ)λσ̃(dγ).

Ç îçíà÷åíü (3.2.26)�(3.2.27), (6.2.9) òà ðiâíÿííÿ (6.2.11) îòðè-
ìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

fΛ(N, β) = f
(−)
Λ (N, β) + f

(+)
Λ (N, β), (6.2.13)

f
(+)
Λ (N, β) :=

1

N
logZ

(+)
Λ (N, a, β).

Ùîá îöiíèòè äðóãèé ÷ëåí ó (6.2.13), çàïèøåìî åíåðãiþ U(γ)
ó êîæíîìó äîäàíêó ñóìè (6.2.12):

U(γ) = U(γX) + W (γX ; γΛ\X) + U(γΛ\X).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ (2.1.7) i âèçíà÷åííÿì (2.3.30), òîäi

e−βU(γX)e−βW (γX ;γΛ\X) ≤
∏

∆∈∆a,X

e−βA(a)|γ∆|m + βC(a)|γ∆| := EX ,

(6.2.14)
äå

C(a) = B(a) + φ0(a). (6.2.15)
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Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë ó (6.2.12) (ïiñëÿ âèêîíàííÿ îöiíêè (6.2.14))
ÿê IX i çàïèøåìî âèðàç äëÿ I

′
X = IXN !/σN0 (σ0 âèçíà÷åíî â

(3.1.16)) â òàêié ôîðìi:

I
′
X =

(∫
X
dx1 +

∫
Λ\X

dx1

)
...

(∫
X
dxN +

∫
Λ\X

dxN

)
EX×

× χ̃X+ (γX)e−βU(γΛ\X)χ̃
Λa\X
− (γΛ\X). (6.2.16)

Êîæíà ìíîæèíà X ¹ îá'¹äíàííÿì k êóáèêiâ ∆1, ...,∆k,
k ∈ {1, ..., NΛ}. Ïðèíàéìíi äâi çìiííi êîíôiãóðàöi¨ γ = {x1, ..., xN}
¹ â êîæíîìó êóáèêó ∆j , j ∈ {1, ..., k}. Ïîçíà÷à¹ìî êiëüêiñòü çìií-
íèõ ó êóáèêàõ ∆1, ...,∆k òàê: M = m1 + · · · +mk. Çðîçóìiëî, ùî
M ∈ {2k, ..., N} i mj ≥ 2, j ∈ {1, ..., k}. Ñåðåä óñiõ 2N ÷ëåíiâ,
ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi (6.2.16), íå çíèêàþòü ëèøå òi
÷ëåíè, â ÿêèõ iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà çìiííèìè {x1, ..., xM}
â îáëàñòi Xk = ∪ki=1∆i, à çà çìiííèìè {xM+1, ..., xN} â îáëàñòi
Λ\Xk = ∪Ni=k+1∆i. Çàâäÿêè ñèìåòði¨ iíòåãðàëà âiäíîñíî ïåðåñòà-
íîâîê çìiííèõ {x1, ..., xN} êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ó IX , ÿêi âiäïîâiäàþòü
ôiêñîâàíîìóM , ñòàíîâèòü N !/(N−M)!M !. Òàê ñàìî êîæåí iíòå-
ãðàë ïî îáëàñòi Xk ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó iíòåãðàëiâ ïî êóáèêàõ
∆1, ...,∆k. Äàëi âðàõîâó¹ìî, ùî çìiííi {x1, ..., xM} ìîæóòü áóòè
ðîçìiùåíi â k êóáèêàõ, òàê ùî êîæåí êóáèê ∆j ìà¹ ðiâíî mj

çìiííèõ, M !/m1! · · ·mk! ñïîñîáàìè. ßê íàñëiäîê ìà¹ìî

Z
(+)
Λ (N, a, β) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊂Λa

N∑
M=2k

adMeβC(a)M×

×
∑

m1,...,mk:mj≥2
m1+···+mk=M

 k∏
j=1

e−βA(a)m
m
j

mj !

 Z
(−)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(−)
Λ (N, β)

.

(6.2.17)

Ùîá îöiíèòè âiäíîøåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì â (6.2.17), ñêîðè-
ñòà¹ìîñü òàêîþ ëåìîþ:
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Ëåìà 6.2.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi iñíó¹ ñòàëà K > 0, òàêà ùî

Z
(−)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(−)
Λ (N, β)

≤ KM

äëÿ äîâiëüíîãî β > 0, υ > 0 i äîñòàòíüî âåëèêîãî Λ.

Òåïåð äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.2 âèïëèâà¹ ç òðèâiàëüíèõ îöiíîê
êîìáiíàòîðíèõ ñóì ó (6.2.17). Íåõàé äëÿ ïðîñòîòè p = 2 ó ïðèïó-
ùåííi SSS (2.1.7). Ç óìîâè m1 + · · · +mk = M ìîæíà îòðèìàòè,
ùî m2

1 + · · · +m2
k ≥M2/k. Îòæå, ìà¹ìî

Z
(+)
Λ (N, β, a) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊂Λa

(ea2d)ke−4β(A(a)− 1
2
C(a))k×

×
∞∑

M ′=0

adM
′
e−4β(A(a)− 1

2
C(a))M ′ ≤ (1 + ϵ(a))NΛ

ç
ϵ(a) := 2ea2de−4β(A(a)− 1

2
C(a)).

Ç ðiâíÿíü (2.3.34), (2.3.30), (6.2.15) çðîçóìiëî, ùî

lim
a→0

1

ad
log(1 + ε(a)) = 0.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Äîâåäåííÿ ëåìè 6.2.3. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå v > 0 i äîñèòü âå-

ëèêèé êóáèê Λ òàêèì ÷èíîì, ùîá σ(Λ)/N ≥ v. ßê i â ïðàöi
ïðàöi [18], ââåäåìî äîïîìiæíèé ïîòåíöiàë:

ϕa(|x|) =

{
0 äëÿ |x| ≤ a,
ϕ(|x|) äëÿ |x| > a

(6.2.18)

ç äîâiëüíèì a < a < r0 (äèâ. (2.3.25)). Äîâåäåííÿ ëåìè 6.2.3
âèïëèâà¹ ç îöiíêè âiäíîøåííÿ êîíôiãóðàöiéíèõ iíòåãðàëiâ (äèâ.
òàêîæ [18], ëåìà 3

′
):

Q(−)(N + 1,Λ, β, a)

Q(−)(N,Λ, β, a)
≥ kσ(Λ) (6.2.19)
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ç k = k(a, v). Ùîá äîâåñòè (6.2.19) çàïèøåìî Q(−)(N + 1,Λ, β, a)
òàê:

Q(−)(N+1,Λ, β, a) =

∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)dγ

∫
Λ
dxe−βW (x;γ)

∏
∆∈Λa

χ∆
−(γ∪x),

äå γ = {x1, ..., xN}, dγ = dx1 · · · dxN . Âèçíà÷èìî îáëàñòü

Λ̃a(γ) := {x ∈ Λ | |x− xj | ≥ a, xj ∈ γ, γ ∈ Γ
(N)
Λ }

i âèáåðåìî Λ äîñòàòíüî âåëèêèì òà a äîñòàòíüî ìàëîþ ùîá çàäî-
âîëüíÿëè íåðiâíiñòü

σ(Λ̃a(γ)) ≥ 1

2
σ(Λ). (6.2.20)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ x ∈ Λ̃a(γ)∏
∆∈Λa

χ∆
−(γ ∪ {x}) =

∏
∆∈Λa

χ∆
−(γ)

i
W (x; γ) = Wa(x; γ) =

∑
y∈γ

ϕa(|x− y|),

îòðèìó¹ìî

IΛ(γ) :=

∫
Λ
dxe−βW (x;γ) ≥

∫
Λ̃a(γ))

dxe−βWa(x;γ). (6.2.21)

Ç íåðiâíîñòi Ãåëäåðà â (6.2.21) ç ìiðîþ dx/σ(Λ̃a(γ)) îäåðæó¹ìî
íåðiâíiñòü

IΛ(γ) ≥ σ(Λ̃a(γ))e
−β

σ(Λ̃a(γ))

∫
Λ̃a(γ)

Wa(x;γ)dx
.

Ç óìîâè (2.2.10) i âèçíà÷åííÿ (6.2.18) ìà¹ìî∫
Λ̃a(γ)

Wa(x; γ)dx ≤ N

∫
Rd

|ϕa(|x|)|dx := N∥ϕa∥L1 .



193

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ íåðiâíiñòü i âðàõîâóþ÷è, ùî Nv ≤ σ(Λ) i

(6.2.20), îäåðæó¹ìî (6.2.19) ç k = 1/2e−
2β
v
∥ϕa∥L1 .

ßêùî âðàõóâàòè, ùî Z(−)
Λ\Xk

(a) < Z
(−)
Λ (a), ìà¹ìî

Z
(−)
Λ\Xk

(N −M,β, a)

Z
(−)
Λ (N, β, a)

≤
Z

(−)
Λ (N − 1, β, a)

Z
(−)
Λ (N, β, a)

· · · (6.2.22)

· · ·
Z

(−)
Λ (N −M,β, a)

Z
(−)
Λ (N −M + 1, β, a)

≤ KM

ç K = 1/kv. ■

6.3. Àïðîêñèìàöiÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

Ç âèçíà÷åííÿ ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié (1.1.14)�(1.1.15) ñiì'ÿ

àïðîêñèìîâàíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(−)
Λ (z, β; a) äëÿ ñèñòåìè

â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd) âèçíà÷àþòü òàê:

ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) :=

1

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)
∏

∆∈Λa

χ∆
−(η∪γ)λzσ(dγ),

(6.3.23)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)
∏

∆∈Λa

χ∆
−(γ)λzσ(dγ), (6.3.24)

äå

χ∆
−(γ) =

{
1 äëÿ γ ç |γ∆| = 0 ∨ 1,
0 â iíøèõ âèïàäêàõ,

à Λa âèçíà÷åíî ïåðåä ôîðìóëîþ (1.1.14).
Ó ïiäðîçä. 5.2 (òåîðåìà 5.2.1) âñòàíîâëåíî ðiâíîìiðíó çà Λ

îáìåæåíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ(z, β)(íåðiâíiñòü (5.2.12)).
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Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà i äëÿ ôóíêöié ρ(−)
Λ (η; z, β, a).

Ñôîðìóëþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò òàêîþ ëåìîþ:

Ëåìà 6.3.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
A(äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ ΓΛ iñíó¹ äåÿêà
äîäàòíà ñòàëà ξ−, ÿêà íå çàëåæèòü âiä Λ i a, òàêà ùî

ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) ≤ ξ

|η|
− e−β U

+
δ (η). (6.3.25)

Äîâåäåííÿ òàê ñàìî, ÿê i â õîäi äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.1, áà-
çó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çà ùiëüíèìè êîíôiãó-
ðàöiÿìè, òiëüêè ðîçáèòòÿ (5.1.3) òðåáà ïîáóäóâàòè ç ∆ ∈ ∆a∗ , äå
a∗ òàêå, ùî a∗/a ∈ N, òîáòî â êîæíîìó êóáèêó ðîçáèòòÿ ∆a∗ âêëà-
äàëîñü öiëå ÷èñëî êóáèêiâ ðîçáèòòÿ ∆a. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëü-
íiñòü, âèáåðåìî a∗ = 2a. Òîäi â êîæíîìó ãiïåðêóáèêó ∆

′ ∈ ∆a∗ ,
ùî íàëåæàòü ìíîæèíàì Xn ó ðîçêëàäi ìîæå áóòè âiä äâîõ äî 2d

ãiïåðêóáèêiâ ∆ ∈ ∆a. Êðiì òîãî, òðåáà âðàõóâàòè íåðiâíiñòü

χ∆′
+ (γ)

∏
∆∈∆′

χ∆
−(γ) ≤

∏
∆∈∆′

χ∆
−(γ),

ÿêà çàáåñïå÷ó¹ ïîÿâó â ðîçêëàäi òèïó (4.3.102) äëÿ ρ(−)
Λ (η; z, β, a)

âiäíîøåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì Ξ
(−)

Λ\X(max)
l

/Ξ
(−)
Λ .

■
Íåðiâíîñòi (5.2.12) i (6.3.25) çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ òåðìî-

äèíàìi÷íèõ ãðàíèöü äëÿ ôóíêöié ρΛ(η; z, β, a) i ρ(−)
Λ (η; z, β, a).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (Λl) îáìåæåíèõ âèìiðíèõ îáëàñòåé
ïðîñòîðó Rd:

Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ . . . ⊂ Λn ⊂ . . . , ∪
l
Λl = Rd,

äå ïîñëiäîâíiñòü (Λl) ïðÿìó¹ äî Rd ó ñåíñi Ôiøåðà (äèâ. [43], ðîçä.
2).

Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 i äîâiëü-
íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (5.1.3) òàêî¨, ùî η ⊂ Λ1 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
(Λ

′
k) ïîñëiäîâíîñòi (Λl) òàêà, ùî

lim
k→∞

ρ
Λ
′
k
(η; z, β) = ρ(η; z, β) <∞
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äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ z, β ðiâíîìiðíî íà B(Γ0) . Öåé ðåçóëüòàò
¹ íàñëiäêîì ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Òîäi
òàê ñàìî, ÿê i âèùå, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (Λ′′

m) ïîñëiäîâíîñòi
(Λl) òàêà, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

ρ(−)(η; z, β, a) = lim
m→∞

ρ
(−)
Λ′′
m

(η; z, β, a) <∞. (6.3.26)

Çàóâàæåííÿ 4.1.Ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ρ(η; z, β) i ρ(−)(η; z, β, a) â
(5.1.4) òà (6.3.26) ìîæóòü áóòè ðiçíèìè äëÿ ðiçíèõ ïiäïîñëi-
äîâíîñòåé Λ′

k i Λ′′
m. Òîìó äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ ρ(−)(η; z, β, a)

áóëà àïðîêñèìàöi¹þ ôóíêöi¨ ρ(η; z, β), òðåáà âèáðàòè ïiäïîñëi-
äîâíiñòü Λ′′

m ó ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi (6.3.26) ÿê ïiäïîñëiäîâíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi Λ′

k.
Òåïåð ìîæíà ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò òàêîþ òåî-

ðåìîþ:

Teoðåìà 6.3.2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè A(äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0, äî-
âiëüíèõ äîäàòíèõ z i β i äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 iñíó¹
a = a(z, β, ε) > 0 òàêå, ùî

|ρ(η; z, β) − ρ(−)(η; z, β, a)| < ε, (6.3.27)

äå ρ(η; z, β) i ρ(−)(η; z, β, a) � ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíêöié

ρΛ′′
m

(η; z, β) i ρ
(−)
Λ′′
m

(η; z, β, a) âiäïîâiäíî ç òi¹þ ñàìîþ ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Λl) (äèâ. çàóâàæåííÿ 4.1.)

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà iñíóâàííi ãðàíèöü (5.1.4), (6.3.26) i
òàêié ëåìi:

Ëåìà 6.3.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè A(äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Λl
âèãëÿäó (5.1.3)

lim
a→0

ρ
(−)
Λl

(η; z, β, a) = ρΛl
(η; z, β).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ a < a∗ òàêå, ùî
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ρ(−)
Λl

(η; z, β, a) − ρΛl
(η; z, β)| ≤ ε

3
. (6.3.28)
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Óíàñëiäîê iñíóâàííÿ ãðàíèöü (5.1.4) i (6.3.26) äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 ∃K1 ∈ N òàêå, ùî äëÿ k ≥ K1 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|ρΛ′′
m

(η; z, β) − ρ(η; z, β)| ≤ ε

3
(6.3.29)

i ∃K2 ∈ N, òàêå ùî äëÿ k ≥ K2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ρ(−)
Λ′′
m

(η; z, β, a) − ρ(−)(η; z, β, a)| ≤ ε

3
. (6.3.30)

Òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.1.1 âèïëèâà¹ ç (6.3.28) ïðè
Λl ≡ Λ′′

m i íåðiâíîñòåé (6.3.29), (6.3.30):

|ρ(η; z, β) − ρ(−)(η; z, β, a)| =

= |ρ(η; z, β) − ρΛ′′
m

(η; z, β)+

+ ρΛ′′
m

(η; z, β) − ρ
(−)
Λ′′
m

(η; z, β, a)+

+ ρ
(−)
Λ′′
m

(η; z, β, a) − ρ(−)(η; z, β, a)| ≤

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

■
ßê íàñëiäîê, íåðiâíiñòü (6.3.27) çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi

lim
a→0

ρ(−)(η; z, β, a) = ρ(η; z, β)

äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ z, β > 0 i η ∈ Γ0.
Ó âèïàäêó äâî÷àñòèíêîâèõ ïîòåíöiàëiâ ó îáëàñòi äîñòàòíüî

ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ ïîòî÷êîâî¨ ãðàíèöi
áóëî äîâåäåíî â ïðàöi [208].

6.3.1. Äîâåäåííÿ ëåìè 6.3.3

Ïiäñòàâèìî ðîçáèòòÿ (5.1.3) (àëå ç êóáèêàìè, ùî ìàþòü äîâ-
æèíó ðåáåð a çàìiñòü a∗ i ç àðãóìåíòîì η ∪ γ ó êîæíié ôóíêöi¨
χ∆
± ) â (3.3.56). Îòðèìó¹ìî ðîçêëàä

ρΛ(η; z, β) =
z|η|

ΞΛ(z, β)

∑
X⊆Λ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)× (6.3.31)

× χ̃X+ (η ∪ γ)χ̃
Λ\X
− (η ∪ γ)λzσ(dγ).
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Âèäiëèìî ïåðøèé ÷ëåí ðîçêëàäó ïðè X = ∅ i, âðàõîâóþ÷è îçíà-
÷åííÿ (6.3.23)�(6.3.24), çàïèøåìî (6.3.31) ó òàêîìó âèãëÿäi:

ρΛ(η; z, β) =
Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

ΞΛ(z, β)
ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) +RΛ(η; z, β, a),

RΛ(η; z, β, a) =
z|η|

ΞΛ(z, β)

∑
∅̸=X⊆Λ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ) χ̃X+ (η ∪ γ)×

× χ̃
Λ\X
− (η ∪ γ)λzσ(dγ). (6.3.32)

Äîâåäåííÿ ëåìè 6.3.3  ðóíòó¹òüñÿ íà äâîõ òåõíi÷íèõ ëåìàõ:

Ëåìà 6.3.4. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî
Λ ∈ B(R) i äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 ñïðàâåäëèâîþ ¹ ãðàíèöÿ

lim
a→0

RΛ(η; z, β, a) = 0.

(äèâ. äåòàëüíå äîâåäåííÿ â [32], ëåìà 5.1). ■

Ëåìà 6.3.5. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
A (äèâ. (2.3.25)�(2.3.27)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî
Λ ∈ B(R) âèêîíó¹òüñÿ ãðàíèöÿ

lim
a→0

ΞΛ(z, β)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

= 1. (6.3.33)

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíÿííÿ (6.1.4) i íåðiâíîñòi (6.1.8) âèïëèâà¹,
ùî

1 ≤ ΞΛ(z, β)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

≤ (1 + ϵ(a))NΛ = (1 + ϵ(a))
V

ad .

Óðàõîâóþ÷è (6.1.7), îòðèìó¹ìî (6.3.33). ■

6.4. Ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó

Ç òåîðåì 6.1.1, 6.2.2, 6.3.2 âèïëèâà¹ âèñíîâîê, ùî äëÿ ñèñòåìè
ç SSS âçà¹ìîäi¹þ (äèâ. âèçíà÷åííÿ (2.1.7))âïëèâ ùiëüíèõ êîíôi-
ãóðàöié ¹ íåçíà÷íèì, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî öå ¹ ìíîæèíà ïîâíî¨
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ìiðè ïðèíàéìíi äëÿ ìiðè Ïóàññîíà πzσ (äèâ. òâåðäæåííÿ 6.4.1).
ßê íàñëiäîê, ç'ÿâëÿ¹òüñÿ iäåÿ îïèñó ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñè-
ñòåìè, ÿêó ðîçãëÿäà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäåëü ç êîíôiãóðàöié-
íèì ïðîñòîðîì Γ(dil). Òàêó ìîäåëü íàçâåìî ìîäåëëþ êîìiðêîâîãî
ãàçó.

6.4.1. Âèçíà÷åííÿ ìîäåëi

Îçíà÷åííÿ 6.1. Äëÿ çàäàíîãî ðîçïîäiëó ∆a ïðîñòîðó Rd âèçíà-
÷èìî ñèñòåìó êîìiðêîâîãî ãàçó (ÊÃ) ÿê ñèñòåìó òî÷êîâèõ ÷à-
ñòèíîê, ïðîñòîðîì êîíôiãóðàöié ÿêèõ ¹

Γ̃(a) = Γ̃∆a
:=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1 for all ∆ ∈ ∆a

}
.

Òâåðäæåííÿ 6.4.1. Ïðîñòið Γ̃(a) � öå ïiäìíîæèíà â Γ ìiðè
íóëü âiäíîñíî ìiðè Ïóàññîíà:

πzσ(Γ̃(a)) = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî iíäèêàòîð ìíîæèíè Γ̃(a):

11
Γ̃(a)(γ) =

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ) (6.4.34)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü íåñêií÷åííîïîäiëüíîñòi ìiðè Ïóàñ-
ñîíà πzσ (äèâ. (1.2.24)), îòðèìà¹ìî

πzσ(Γ̃(a)) =

∫
Γ

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ)πzσ(dγ) =

∏
∆∈∆a

∫
∆
χ∆
−(γ)π∆zσ(dγ).

Óðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ìiðè λzσ, (1.2.19) i âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨
χ∆
− (6.4.34), ìîæíà ïðîäîâæèòè öå îá÷èñëåííÿ:

πzσ(Γ̃(a)) =
∏

∆∈∆a

e−zσ(∆) (1 + zσ(∆)) = 0,

îñêiëüêè e−zσ(∆) (1 + zσ(∆)) < 1 i íàáóâà¹ îäíàêîâèõ çíà÷åíü äëÿ
âñiõ ∆ ∈ ∆a. ■
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6.4.2. Âèìiðíà ñòðóêòóðà ïðîñòîðó Γ̃(a)

Äëÿ îïèñó âèìiðíèõ ìíîæèí êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó Γ̃(a)

ïåðåâèçíà÷èìî ïðîñòið Γ̃(a) ÿê ïðîñòið ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié:

Γ̃(a) :=
{
γ̃ = {(∆1, x1), ..., (∆n, xn), ...}|xi ∈ ∆i,∆i ∈ ∆a

}
.

Îòæå, Γ̃(a) ìîæíà ïîäàòè ÿê äèñêðåòíèé íàáið îáìåæåíèõ íåïå-
ðåðâíèõ "ñïiíiâ"(äèâ., íàïðèêëàä, [107], [108]).

ßê i â íåïåðåðâíîìó âèïàäêó, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Γ̃
(a)
0 ìíîæèíó

ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ïðîñòîðó Γ̃(a):

Γ̃
(a)
0 =

⊔
n∈N0

Γ̃(a;n),

äå Γ̃(a;n) � ïðîñòið ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé γ̃ ∈ Γ̃
(a)
0 ç n êóáè-

êàìè {∆1, ...,∆n} ⊂ ∆a.
Òàê ñàìî, ÿê i â (5.1.3) i (5.1.6), ïîçíà÷èìî ÿê Xn ìíîæèíó

êóáèêiâ ∆j ∈ ∆a i ÿê Xn ⊂ Rd îá'¹äíàííÿ òàêèõ êóáèêiâ. Íåõàé
òàêîæ X∆j � áîðåëiâñüêà ìíîæèíà B(∆j) := B(Rd) ↾ ∆j , ∆j ∈
∆a. Òîäi öèëiíäðè÷íó ìíîæèíó â Γ̃(a;n) i â Γ̃

(a)
0 ìîæíà âèçíà÷è-

òè çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè ΛN i ïîñëiäîâíîñòi
ìíîæèí X∆j ∈ B(∆j), j = 1, N , òàê (n ≤ N):

X̃
(n)
N (ΛN ,XN ) =

{
{(∆1, x1), ..., (∆n, xn)} ∈ Γ̃(a;n) | , xj ∈ X∆j

}
(6.4.35)

i

X̃ :=
⋃
N∈N

⋃
ΛN⊂∆a

⋃
XN

N⊔
n=0

X̃
(n)
N (ΛN ,XN ) ∈ B(Γ̃

(a)
0 ),

äå XN = {X∆1 , ...,X∆N
}.
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6.4.3. Ìiðè íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié êîìiðêîâîãî
ãàçó

Ùîá ïîáóäóâàòè àíàëîã ìiðè Ëåáåãà�Ïóàññîíà íà Γ̃
(a)
0 , âèçíà-

÷èìî ìiðó σ̃(n) íà ìíîæèíàõ (6.4.35):

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =


1 äëÿn = 0,∑
Λn⫅ΛN

σ(X∆1) · · ·σ(X∆n) äëÿ 1 ≤ n ≤ N,

0 äëÿn > N.

Òîäi ëåãêî çíàéòè, ùî äëÿ 1 ≤ n ≤ N

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =

1

n!

∫
XN

dx1 · · ·
∫
XN

dxn

N∏
i=1

χ∆i
− ({x1, ..., xn}),

(6.4.36)
äå XN := ∪Ni=1X∆i i dxi = σ(dxi). Òîäi

λ(a)σ :=

∞∑
n=0

σ(n)

¹ ìiðîþ Ëåáåãà�Ïóàññîíà íà Γ̃
(a)
0 i Γ̃

(a)

ΛN
.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Ìiðó λ
(a)
σ íàçèâàòèìåìî ∆- íåñêií÷åííî ïîäiëü-

íîþ, ÿêùî ðiâíiñòü (1.2.24) ó ëåìi 1.2.2 âèêîíóâàòèìåòüñÿ çà
óìîâè, ùî ìíîæèíè X1 i X2 ¹ îá'¹äíàííÿìè êóáèêiâ ∆ ∈ ∆a.

Ëåìà 6.4.2. Ìiðà λ
(a)
σ ¹ ∆-íåñêií÷åííîïîäiëüíîþ íà Γ̃

(a)
0 i íà

Γ̃
(a)

ΛN
, à

λ(a)σ (Γ̃
(a)

ΛN
) = (1 + ad)N .

Äîâåäåííÿ. Ç (6.4.36) âèïëèâà¹, ùî äëÿ F ∈ L1(Γ0, λσ)∫
Γ̃
(a)
0

F (γ̃)λ(a)σ (dγ̃) =

∫
Γ0

F (γ)
∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ). (6.4.37)
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ßê íàñëiäîê, íåñêií÷åííî ïîäiëüíiñòü ìiðè λ
(a)
σ âèïëèâà¹ ç

íåñêií÷åííî ïîäiëüíîñòi ìiðè λσ. Ó âèïàäêó, êîëè óñi X∆i ≡ ∆i

(òîáòî XN ≡ ΛN , N = σ(ΛN )/ad), ìà¹ìî

λ(a)σ (Γ̃
(a)

ΛN
) =

∫
ΓΛN

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ) =

=
∏

∆∈ΛN

∫
Γ∆

χ∆
−(γ)λσ(dγ) = (1 + ad)N .

■

Òåïåð ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið íà Γ̃
(a)

ΛN
:

π(a;N)
σ := (1 + ad)−Nλ(a)σ , N ∈ N . (6.4.38)

Öÿ ñiì'ÿ ¹ óçãîäæåíîþ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ N i N + k, k ∈ N
(ΛN ⊂ ΛN+k),

π(a;N+k)
σ ↾ Γ̃

(a)

ΛN
= π(a;N)

σ ,

áî äëÿ äîâiëüíî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ôóíêöi¨ F (γ̃ ∩ ΛN )

∫
Γ̃
(a)

ΛN+k

F (γ̃ ∩ ΛN )π(a;N+k)
σ (dγ̃) =

∫
Γ̃
(a)

ΛN

F (γ̃)π(a;N)
σ (dγ̃).

Òîäi çíîâó çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà iñíó¹ ¹äèíà éìîâiðíiñíà
ìiðà i â ÿêîìóñü ñåíñi öå ¹ àïðîêñèìàöi¹þ ìiðè Ïóàññîíà íà Γ.
Äiéñíî, îá÷èñëþþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

l
π
(a;N)
σ

(f) :=

∫
Γ̃
(a)

ΛN

e<γ̃,f>π(a;N)
σ (dγ̃)
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ç óðàõóâàííÿì (6.4.38) i (1.2.24), îäåðæó¹ìî

l
π
(a;N)
σ

(f) =

∏N
j=1

(
1 +

∫
∆j
ef(x)dx

)
(1 + ad)N

=

=
N∏
j=1

(
1 +

1

1 + ad

∫
∆j

(ef(x) − 1)dx

)
=

= exp

ad N∑
j=1

log

(
1 +

1

1 + ad

∫
∆j

(ef(x) − 1)dx

) 1

ad

 .
ßêùî òåïåð a ïîïðÿìó¹ äî íóëÿ, à N � äî áåçìåæíîñòi òàê, ùîá
Nad = σ(Λ) = const, îòðèìà¹ìî

lim
N→∞
a→0

l
π
(a;N)
σ

(f) = exp

[∫
Λ

(
ef(x) − 1

)
dx

]
,

òîáòî ìà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè Ïóàññîíà.
Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà µ(a) íà Γ̃(a) ¹ òàêèì ñàìèì, ÿê âèçíà-

÷åííÿ µ íà Γ, òîáòî ùiëüíiñòü óìîâíî¨ ìiðè Ãiáñà µ(a)
Λ

(· | ·) âèçíà-
÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, àëå âiäíîñíî ìiðè λ(a)zσ . Iíøèìè ñëîâàìè, ïî-
õiäíi Ðàäîíà�Íiêîäèìà âiä ìiðè µΛ òà µ(a)

Λ
âiäíîñíî λzσ i λ

(a)
zσ áó-

äóòü îäíàêîâèìè. I íàðåøòi, ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (6.4.37) âåëèêà
ñòàòèñòè÷íà ñóìà òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ áóäóòü âèçíà÷àòèñü òè-
ìè ñàìèìè ôîðìóëàìè (6.3.24) i (6.3.23).

6.4.4. �ðàò÷àñòà àïðîêñèìàöiÿ ñèñòåìè
êîìiðêîâîãî ãàçó

Òåîðåìè 6.1.1 òà 6.3.2 ñòâåðäæóþòü, ùî ìîäåëü êîìiðêîâîãî
ãàçó öå êâàçiíåïåðåðâíà ñèñòåìà, ÿêà ç áóäü-ÿêîþ çàçäàëåãiäü
çàäàíîþ òî÷íiñòþ ¹ íàáëèæåííÿì çâè÷àéíî¨ íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè
ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàæåìî,
ùî ìîæíà âèçíà÷èòè âiäïîâiäíó ñèñòåìó  ðàò÷àñòîãî ãàçó íà aZd
òàê, ùî ¨õ êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ïðè a→ 0 çáiãàþòüñÿ â ãðàíèöi.
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Ââåäåìî êóñêîâî-ñòàëó ôóíêöiþ ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨:

ϕ∆a
(|x− y|) =

{
ϕ(|xc∆ − yc∆′ |) := ϕ∆∆′ äëÿ x ∈ ∆, y ∈ ∆′,
+∞ äëÿ x, y ∈ ∆ ∈ ∆a,∆ ∩ ∆′ = ∅,

(6.4.39)
äå xc∆ îçíà÷à¹ êîîðäèíàòó öåíòðà ãiïåðêóáèêà ∆.

Ëåìà 6.4.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ñòiéêîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨
ϕ çi ñòàëîþ B (äèâ. (2.1.3)) ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ∆a

òàêîæ
ñòàáiëüíèé ç òi¹þ ñàìîþ ñòàëîþ B.

Äîâåäåííÿ íàâåäåíå â ïðàöi [203].
■

Òâåðäæåííÿ 6.4.4. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Rd i ∆a òàêèõ,
ùî x ∈ ∆, y ∈ ∆′ i ∆ ∩ ∆′ = ∅

lim
a→0

ϕ∆a
(|x− y|) = ϕ(|x− y|).

Äîâåäåííÿ ¹ òðèâiàëüíèì. Î÷åâèäíèì ¹ òàêîæ òàêå:

Òâåðäæåííÿ 6.4.5. Ñèñòåìà ÷àñòèíîê êîìiðêîâîãî ãàçó,
ÿêi âçà¹ìîäiþòü çà ïîòåíöiàëîì (6.4.39), ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà
ìîäåëü  ðàò÷àñòîãî ãàçó.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ìîäåëi êî-
ìiðêîâîãî ãàçó äëÿ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨

U∆a
(γ̃) =

∑
1≤i<j≤k

ϕ∆a
(|xi − xj |)

êîíôiãóðàöi¨ γ̃ = {x1, . . . , xk} ó òàêîìó âèãëÿäi:

ΞLG
Λ

(β, z, a) =

∫
Γ̃
(a)

Λ

e−βU∆a
(γ̃)λ(a)zσ (dγ̃). (6.4.40)

ßêùî NΛ� öå êiëüêiñòü ãiïåðêóáèêiâ ó Λ, òî ç âèçíà÷åííÿ λ
(a)
zσ
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ìà¹ìî

ΞLG
Λ

(β, z, a) =

NΛ∑
k=0

zk
∑

{∆1,...,∆k}⊆ΛN

∫
∆1

dx1 · · ·
∫
∆k

dxke
−βU∆a

(γ̃) =

=
∑

n1,...,nNΛ
:

nj∈{0,1}

zn1+···+nNΛ

∫
∆1(n1)

dx1 · · ·
∫
∆NΛ

(nΛ)
dxNΛ

e
−β

∑k

i,j=1
niϕ∆i∆j

nj

,

äå ϕ∆i∆j âèçíà÷åíî â (6.4.39),

∆j(nj) =

{
∅ äëÿ nj = 0,
∆j äëÿ nj = 1,

à ∫
∆j(nj)

dxj = anjd, j = 1, NΛ. (6.4.41)

Îñêiëüêè ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ¹ êóñêîâî-ñòàëîþ ôóíêöi¹þ, òî
âñi iíòåãðàëè ìîæíà ðîçðàõóâàòè çà ôîðìóëîþ (6.4.41), à ñàìå:

ΞLG
Λ

(β, z, a) =
∑

n1,...,nNΛ
:nj∈{0,1}

z
n1+···+nNΛ
a e

−β
∑

1≤i<j≤k

niϕ∆i∆j
nj

,

äå za := zad àáî â òåðìiíàõ âóçëiâ j ∈ aZd äëÿ Λ̃ ⋐ aZd:

ΞLG
Λ

(β, z, a) =
∑

nj∈{0,1},j∈Λ̃

∏
j∈Λ̃

z
nj
a e

−β
∑

{i,j}⊂Λ̃

niϕ∆i∆j
nj

=

=
∑

nj∈{0,1},j∈Λ̃

e
−β

∑
{i,j}⊂Λ̃

niϕ∆i∆j
nj+µa

∑
j∈Λ̃

nj

,

äå µa = log za � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë.
Ñiì'þ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ìîæíà çàïèñàòè, ïiäñòàâëÿþ÷è

ó ðiâíÿííÿ (6.3.23) i (6.3.24) ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ∆a
çàìiñòü ïî-

òåíöiéíîãî ϕ, òàê:

ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) =
z|η̃|

ΞLG
Λ

(β, z, a)

∫
Γ̃
(a)

Λ

e−βU∆a
(η̃∪γ̃)λ(a)zσ (dγ̃),
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ÿêå òàêîæ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç çìiííi  ðàò÷àñòîãî ãàçó:

ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) =
z|η̃|

ΞLG
Λ

(β, z, a)

∑
nj∈{0,1}

e
−β

∑
{i,j}⊂Λ̃

niϕ∆i∆j
nj+µa

∑
j∈Λ̃\η̃

nj

,

(6.4.42)
äå η̃ = {i1, ..., i|η̃|} ⊂ Λ̃ i ni1 = · · · = ni|η̃| = 1 ó ñóìi åêñïîíåíòè
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (6.4.42).

■
Ïîêàæåìî, ùî äëÿ Λ ∈ Bc(∆a) ñòàòñóìè  ðàò÷àñòîãî ãàçó òà

êîìiðêîâàãî ãàçó çáiãàþòüñÿ â ãðàíèöi a→ 0.

Ëåìà 6.4.6. Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(∆a), äîâiëüíèõ äîäàòíèõ

çíà÷åíü β, z i äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η̃ ∈ Γ̃
(a)

Λ

lim
a→0

|ΞLG
Λ

(β, z, a) − Ξ
(a)

Λ
(β, z)| = 0, (6.4.43)

lim
a→0

|ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) − ρa
Λ

(η̃;β, z)| = 0. (6.4.44)

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî, íàïðèêëàä, ç ðiâíÿííÿ (6.4.43). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (6.3.24), (6.4.40) òà (6.4.37), çàïèøåìî

ΞLG
Λ

(β, z, a) − Ξ
(a)

Λ
(β, z) =

∫
Γ̃
(a)

Λ

(
e−βU∆a

(γ̃) − e−βU(γ̃)
)
λ(a)zσ (dγ̃) =

=

∫
ΓΛ

(
e−βU∆a

(γ) − e−βU(γ)
) ∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ).

(6.4.45)

Òåïåð äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi âçà¹ìîäié U∆a

òà U , íåðiâíîñòi χ∆
− ≤ 1, òâåðäæåííÿ 6.4.4 òà òåîðåìè ïðî ìà-

æîðàíòíó çáiæíiñòü. Äîâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (6.4.44) òàêå ñàìå.
■

Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) çà-
äîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (6.3.25) é iñíóþòü ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ â ñåí-
ñi (6.3.26). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òi ñàìi àðãóìåíòè, ùî i â ïiä-
ðîçä. 6.3, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè àíàëîã òåîðåìè 6.3.2 äëÿ ôóíêöi¨
ρLG(η̃;β, z, a).
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6.5. Âèñíîâîê

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 6.1.1 òà 6.3.2 äëÿ ñè-
ñòåì, â ÿêèõ âçà¹ìîäiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (A), ñåðåäíi
çíà÷åííÿ ôiçè÷íèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí òà òåðìîäèíàìi÷íi
ôóíêöi¨ íåïåðåðâíèõ êëàñè÷íèõ ñèñòåì ç áóäü-ÿêîþ ïîïåðåäíüî
çàäàíîþ òî÷íiñòþ ìîæíà íàáëèçèòè âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè
ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó. Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ àïðîêñèìàöiÿ âçà-
¹ìîäi¨ ïîòåíöiàëîì (6.4.39), ÿêà ïåðåòâîðþ¹ íåïåðåðâíó ñèñòåìó
íà  ðàò÷àñòó íà aZd. Îñíîâíà ìåòà ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ïî-
ëÿãà¹ ó âñòàíîâëåííi ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â ïðàöÿõ [2] i [79]
äëÿ ñèñòåì íà  ðàòöi Zd.



Ðîçäië 7

Ñèñòåìè çàðÿäæåíèõ

÷àñòèíîê

7.1. Îñíîâè ñòàòèñòè÷íîãî îïèñó

êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì

Ñèñòåìè çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ¹ íàäçâè÷àéíî âàæëèâèì îá'¹ê-
òîì ç òî÷êè çîðó ôiçèêè. Àëå ñïðîáè çàñòîñóâàòè ñòàíäàðòíi ìà-
òåìàòè÷íi ìåòîäè, îïèñàíi â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, íàøòîâõóþòü-
ñÿ íà íåñòàíäàðòíi ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè. Ïåðåäóñiì öå ïîâ'ÿçàíî
ç äàëüíîäiþ÷èì õàðàêòåðîì êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ òà ïðîáëåìîþ
íåñòiéêîñòi êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì (äèâ. (2.1.3)). Ïðîòå óíàñëiäîê
âåëèêîãî ðàäióñà âçà¹ìîäi¨ âèíèêëà ãiïîòåçà, ùî ñèñòåìà çàðÿä-
æåíèõ ÷àñòèíîê âèÿâëÿ¹ êîëåêòèâíó ïîâåäiíêó, ðåçóëüòàòîì ÿêî¨
¹ åôåêò åêðàíóâàííÿ êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié. Ïî÷àòêîì òåîðå-
òè÷íîãî äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíèõ ÿâèù ó ñèñòåìàõ çàðÿäæåíèõ
÷àñòèíîê ïðèéíÿòî ââàæàòè ïðàöþ Äåáàÿ�Õþêêåëÿ [77], â ÿêié
àâòîðè îá ðóíòóâàëè ãiïîòåçó ïðî åêðàíóâàííÿ ìiæiîííèõ âçà¹-
ìîäié òà îòðèìàëè ïîðiâíÿíî çàäîâiëüíó òåîðiþ ðîç÷èíiâ ñëàá-
êèõ åëåêòðîëiòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [25, ðîçä. 9ê]). Çàñòîñóâàí-
íÿ ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè â òåîði¨ êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì
ïîâ'ÿçàíå ç âèõîäîì ìîíîãðàôi¨ Áîãîëþáîâà [3] (äèâ. òàêîæ [4]),
â ÿêié âïåðøå çàïðîïîíîâàíî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ êîðåëÿöié-
íèõ ôóíêöié òà îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñòåïåíÿìè
ïëàçìîâîãî ïàðàìåòðà, à ðåçóëüòàò Äåáàÿ�Õþêêåëÿ áóëî îòðè-
ìàíî ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè.

Áàãàòî ïðàöü ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííÿì ñòiéêîñòi êóëîíiâñüêèõ

207
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ñèñòåì òà äîâåäåííþ iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi. (Äèâ.,
íàïðèêëàä, [88�90,98,130,166,168,169,171,179,182].)

Ñïðàâæíiì ïðîãðåñîì ó äîñëiäæåííi ñèñòåì çàðÿäæåíèõ ÷à-
ñòèíîê ñòàëî âiäêðèòòÿ òiñíîãî çâ'ÿçêó ìiæ ìîäåëüíèìè ñèñòåìà-
ìè êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ òà ñòàòèñòè÷íîþ ìåõàíiêîþ. Ó ðiçíèõ
àñïåêòàõ öåé çâ'ÿçîê îáãîâîðþâàâñÿ â [39, 51, 88, 91, 99, 102, 191,
217]. Ââåäåííÿ â ñòàòèñòè÷íó ìåõàíiêó åâêëiäîâèõ ïîëiâ (äèâ.
[127]) òà çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ ñèíóñ-�îðäîíà (sine-Gordon)
[44,87] äàëî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ êóëîíiâñü-
êèõ ñèñòåì ìåòîäè êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ i êîíòóðíó òåõíiêó [104,
119,186], ùî ó ñâîþ ÷åðãó äàëî çìîãó Áðiäæåñó [68] âïåðøå ñòðîãî
îá ðóíòóâàòè iñíóâàííÿ äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ â  ðàò÷àñòié
ñèñòåìi êóëîíiâñüêîãî ãàçó. Íåçàáàðîì Áðiäæåñ i Ôåäåðáóø äî-
âåëè àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ íåïåðåðâíèõ êóëîíiâñüêèõ ñè-
ñòåì [71]. Ìåòîäè, ðîçâèíåíi â [68, 71], áóëè óçàãàëüíåíi íà âè-
ïàäîê iíøèõ ñèñòåì ç åëåêòðîñòàòè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Çîêðåìà, ó
ïðàöi [133] ðîçãëÿäàëàñÿ ñèñòåìà òèïó �æåëå�, êîëè çàðÿäè âèäi-
ëåíîãî ñîðòó ÷àñòèíîê es → 0, à ¨õ àêòèâíîñòi zs → ∞ òàê, ùî
eszs áóëî ôiêñîâàíèì. Ó [38,197] ðåçóëüòàòè ïðàöi [71] áóëè ïåðå-
íåñåíi íà ñèñòåìó éîíiâ òà äèïîëiâ äëÿ ñïåöèôi÷íîãî âèäó ïîòåí-
öiàëó êîðîòêîäiþ÷èõ ñèë. Áóëî äîâåäåíî, ùî ó ïðèñóòíîñòi éîíiâ
åêðàíóþòüñÿ òàêîæ äèïîëü-äèïîëüíi âçà¹ìîäi¨. Öåé ðåçóëüòàò öi-
êàâèé ó çâ'ÿçêó ç ïðàöåþ Ïàðêa [183], â ÿêié ñòðîãî âñòàíîâëåíî
âiäñóòíiñòü åêðàíóâàííÿ â ñèñòåìi ÷èñòî äèïîëüíèõ ÷àñòèíîê.
Ó [142] ðîçãëÿäàëîñÿ ïèòàííÿ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä äî òåîði¨
Äåáàÿ�Õþêêåëÿ. Ó íèçöi ïðàöü [92, 138, 139, 192, 193, 218] îáãî-
âîðþâàëèñÿ ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi çi âïëèâîì ðiçíèõ ïîâåðõîíü íà
åôåêò äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi çàñàäè ñó÷àñ-
íîãî ïiäõîäó äî òåîði¨ ðiâíîâàæíèõ êëàñè÷íèõ ñèñòåì çàðÿäæå-
íèõ ÷àñòèíîê ó ïðîñòîði R3, âèêëàäåíi â îðèãiíàëüíèõ ïðàöÿõ
[39, 68, 71, 166, 197, 198]. ×èòà÷, ÿêèé öiêàâèòüñÿ ðiçíèìè ôiçè÷-
íèìè àñïåêòàìè òåîði¨ êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì, ìîæå çâåðíóòèñÿ äî
ïðàöü [59,169].
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7.1.1. Ïðîáëåìà ñòiéêîñòi ñèñòåì
ç åëåêòðîñòàòè÷íèìè âçà¹ìîäiÿìè

Ó ðàçi êëàñè÷íîãî îïèñó ïîòðiáíî ââîäèòè äîäàòêîâó âçà¹-
ìîäiþ íà áëèçüêèõ âiäñòàíÿõ ìiæ ÷àñòèíêàìè (êîðîòêîäiþ÷i ñè-
ëè). Ìàáóòü, âïåðøå öå ïèòàííÿ îáãîâîðþâàëîñÿ â ïðàöi [179].
Äëÿ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ êóëîíiâñü-
êîãî ïîòåíöiàëó, óìîâó (2.1.3) áóäå ïîðóøåíî, áî åíåðãiÿ âçà¹-
ìîäi¨ äâîõ ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ
íåñêií÷åííî áëèçüêî îäíà âiä îäíî¨, äîðiâíþâàòèìå −∞. Ùîá
ïîäîëàòè öi òðóäíîùi, â [179] çàïðîïîíóâàëè ðîçãëÿäàòè çàðÿä-
æåíi ÷àñòèíêè ÿê àáñîëþòíî ïðóæíi êóëüêè ðàäióñà ai ç ðiâíî-
ìiðíîþ ùiëüíiñòþ çàðÿäó íà ïîâåðõíi. Íàäàëi ïðîáëåìà ñòiéêîñòi
êëàñè÷íèõ i êâàíòîâèõ ñèñòåì îáãîâîðþâàëàñÿ â ðiçíèõ àñïåê-
òàõ áàãàòüìà àâòîðàìè. Ïîâíèé ñïèñîê ïðàöü ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè
â [59,168].

Íåõàé ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ çM ñîðòiâ iîíiâ ei, i ∈ {1, . . . ,M}.
Òóò íàâåäåìî äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.1.3) äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè, ÿêà
ìiñòèòü N iîíiâ çi çíà÷åííÿìè çàðÿäiâ qi, i ∈ {1, . . . , N}. Êîæíà
÷àñòèíêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñôåðó ðàäióñà ai ç ïîñòiéíîþ ùiëüíiñòþ
çàðÿäó íà ïîâåðõíi. Ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàò ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Teoðåìà 7.1.1. ßêùî ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç N ðiâíîìiðíî
çàðÿäæåíèõ òâåðäèõ ñôåð ðàäióñiâ ai i çàðÿäiâ qi ç êîîðäèíàòàìè
öåíòðiâ xi ∈ R3, i ∈ {1, . . . , N}, òî∑

1≤i<j≤N

qiqj
4π|xi − xj |

≥ −BN, B = max
i∈{1,...,N}

q2i
8πai

. (7.1.1)

Äîâåäåííÿ. Ïîòåíöiàë, ùî óòâîðþ¹ äåÿêå çàðÿäæåíå òiëî ç
ïîâåðõíåþ Si, âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì:

ϕi(x) =

∫
Si

σi(y)

4π|x− y|
dsy,

äå ïîâåðõíåâà ãóñòèíà çàðÿäó σi(y) = qi
4πa2i

. Òîäi ïîòåíöiàë, ùî

óòâîðþþòü N ñôåð, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ϕ(x) =
N∑
i=1

qi
4πa2i

∫
Si

1

4π|x− y|
dsy.
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Ïîâíó åíåðãiþ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âèçíà÷àþòü òàê:

W =
1

8π

∫
R3

dx|∇0ϕ(x)|2 =
1

8π

∫
R3

dxϕ(x)(−∆0ϕ(x) ≥ 0.

Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ

−∆0
1

4π|x− y|
= δ(x− y), x, y ∈ R3

ìà¹ìî

−∆0ϕ(x) =
N∑
i=1

qi
4πa2i

∫
Si

δ(x− y)dsy

i

W =
1

32π2

N∑
i,j=1

qiqj

∫
Si

dsy′

4πa2i

∫
Sj

dsy
4πa2j

1

|y′ − y|
. (7.1.2)

Ðîçðàõóâàâøè iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi (7.1.2) äëÿ ðiçíèõ ñôåð
(i ̸= j) òàêèõ, ùî Si ∩Sj = ∅, i äëÿ îäíi¹¨ êóëi (i = j), îòðèìà¹ìî
íåðiâíiñòü

W =
1

32π2

N∑
i,j=1
i̸=j

qiqj
|xi − xj |

+
1

32π2

N∑
i=1

q2i
ai

≥ 0,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ (7.1.1) ■

Çàóâàæåííÿ 7.1. Àíàëîãi÷íó íåðiâíiñòü ëåãêî äîâåñòè i äëÿ
çìiøàíî¨ ñèñòåìè éîíiâ i äèïîëiâ, ïîòåíöiàë ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨
ÿêî¨ ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè ìîæíà ïîäàòè ó ôîð-
ìi, ùî óçàãàëüíþ¹ çâè÷àéíó êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ:

ϕij(x, y) = Qi(∇0
x)Qj(∇0

y)
1

4π|x− y|
+ ϕsij(x, y),

äå ϕsij � åíåðãiÿ êîðîòêîäiþ÷èõ ñèë, ùî ìiñòèòü ïîòåíöiàë

òâåðäèõ ñôåð, a Qi(∇0
x) � óçàãàëüíåíi îïåðàòîðíîçíà÷íi çàðÿäè:

Qi(∇0) :=

{
qi äëÿ iîíiâ,

(mi · ∇0) äëÿ äèïîëiâ.
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7.1.2. Ìàòåìàòè÷íi îñîáëèâîñòi îïèñó
êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì
ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Îòæå, ðîçãëÿíåìî áàãàòîñîðòíó ñèñòåìó çàðÿäæåíèõ ÷àñòè-
íîê iç çàðÿäàìè ei (i = 1, ...,M), ðîçòàøîâàíó â ïîñóäèíi Λ ⊂ R3

çà ôiêñîâàíî¨ òåìïåðàòóðè T . Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî ÷à-
ñòèíêè ðîçòàøîâàíi ó âàêóóìi i ¹ äîñèòü ïðîñòèìè, ùîá ìîæíà
áóëî çíåõòóâàòè âíóòðiøíiìè ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, à âçà¹ìîäiÿ
äâîõ içîëüîâàíèõ ÷àñòèíîê, ðîçòàøîâàíèõ äàëåêî âiä ìåæi ïîñó-
äèíè ∂Λ, âèçíà÷à¹òüñÿ êóëîíiâñüêèì ïîòåíöiàëîì, òîáòî åíåðãiÿ
âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà çàðÿäæåíèìè ÷àñòèíêàìè ìà¹ âèãëÿä

Uil,i2(x1, x2) = Φ
(c)
il,i2

(x1, x2) =
ei1ei2

4π|x1 − x2|
, (7.1.3)

òà ïåâíèìè ãðàíè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè íà ìåæi ∂Λ îáëàñòi Λ.
Íàÿâíiñòü ìåæi çìiíþ¹ âèãëÿä ïîòåíöiàëó (7.1.3) ïîáëèçó ∂Λ.

Öi çìiíè çàëåæàòü âiä ìàòåðiàëó, ç ÿêîãî çðîáëåíî ïîñóäèíó, i
ìîæóòü áóòè âðàõîâàíi âiäïîâiäíèì âèáîðîì ãðàíè÷íèõ óìîâ, ÿêi
âèçíà÷èìî ïiçíiøå.

Âiäïîâiäíî äî ôîðìàëiçìó âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ
âñþ òåðìîäèíàìiêó ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ âåëè-
êî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (äèâ. [25, ðîçä. 8]):

ΞΛ =

(
M∏
i=1

∫
ΓΛ

λziσ(dγ)

)
e−βU(γ),

äå U(γ) âêëþ÷à¹ â ñåáå âçà¹ìîäiþ n1 ÷àñòèíîê 1-ãî ñîðòó, n2 ÷à-
ñòèíîê 2-ãî ñîðòó,..., nM ÷àñòèíîê M -ãî ñîðòó. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ôîðìóëó ïåðåñóìóâàííÿ, âèðàç (7.1.2.) çðó÷íî çàïèñàòè òàê:

ΞΛ =
∞∑
n=0

1

n!

(
M∑
i=1

zi

)n ∫
Λn

(dx)ne−βU(γ̃),

äå êîíôiãóðàöiÿ γ̃ � òàê çâàíà ìàðêîâàíà êîíôiãóðàöiÿ (äèâ.
ðîçä. I):

γ̃ = {(x1, i1), . . . , (xn, in)},
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âèðàç äëÿ åíåðãi¨ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

U(γ̃) =
∑

1≤j≤k≤n
Φ
(c)
ij ,ik

(xj , xk) =
∑
η̃⊆γ̃
|η̃|=2

Φ(c)(η̃),

à êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

ρΛ(η̃) =
zi1 · · · zim

ΞΛ

∞∑
n=0

1

n!

 ∑
im+1,...,im+n

zim+1···zim+n

×

×
∫
Λn

(dy)ne−βU(η̃∪γ̃), (7.1.4)

äå êîíôiãóðàöi¨

η̃ = {(x1, i1), . . . , (xm, im)}, γ̃ = {(y1, im+1), . . . , (yn, im+n)}.

Òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ äëÿ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ
âèçíà÷àþòü ÿê ãðàíèöþ Λ ↑ R3 çà ôiêñîâàíî¨ ãóñòèíè

ρ = lim
Λ→R3

< N >Λ

σ(Λ)
,

äå < N >Λ � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â Λ.
Ãóñòèíà òà òèñê ¹ ôóíêöiÿìè òåìïåðàòóðè T i õiìi÷íèõ ïîòåí-

öiàëiâ µi i âèçíà÷àþòü ðiâíÿííÿ ñòàíó ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ó
òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ïðèðîäíî î÷iêóâàòè iñíóâàííÿ ãðàíè÷-
íèõ çíà÷åíü ãóñòèíè òà òèñêó, à òàêîæ ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié, ÷åðåç ÿêi ìîæíà çàïèñàòè iíøi âàæëèâi ôiçè÷íi õàðàê-
òåðèñòèêè.

Äëÿ ñèñòåì ç äîñèòü øâèäêî ñïàäíèì ïîòåíöiàëîì ïîáóäîâà
ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü äëÿ ρ i P çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäàìè, ÿêi îïè-
ñàíî âèùå. Äëÿ öüîãî ïîòåíöiàë ïàðíèõ âçà¹ìîäié ïîâèíåí çàäî-
âîëüíÿòè òàêi äâi óìîâè: 1) óìîâó ðåãóëÿðíîñòi (2.2.11); 2) óìîâó
ñòiéêîñòi (2.1.3).

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî ïîòåíöiàë êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ (7.1.3)
íå çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè. Îòæå, òðàäèöiéíi ìàé¹ðiâñüêi ðîçêëà-
äàííÿ áóäóòü ðîçáiæíèìè. Ïîðóøåííÿ öèõ óìîâ ïîâ'ÿçàíå ç äàëü-
íîäiþ÷èì õàðàêòåðîì êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié òà ç ñèíãóëÿðíîþ
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ïîâåäiíêîþ ïîòåíöiàëó íà ïî÷àòêó êîîðäèíàò (òîáòî ïðè |x| = 0).
Ïåðøà ñêëàäíiñòü óñóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ãiïîòåçè Äåáàÿ, ÿêà
ñòâåðäæó¹, ùî äâi çàðÿäæåíi ÷àñòèíêè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îòî-
÷åííi iíøèõ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, âçà¹ìîäiþòü åôåêòèâíèì ïî-
òåíöiàëîì þêàâñüêîãî òèïó:

Φ
(eff)
il,i2

(x1, x2) ≃
exp

[
− 1
lD
|x1 − x2|

]
4π|x1 − x2|

,

äå lD = (e2βz)−1/2 � äåáà¨âñüêà êîðåëÿöiéíà äîâæèíà â ðàçi îä-
íàêîâî¨ àêòèâíîñòi z óñiõ ÷àñòèíîê.

Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè àäåêâàòíèé ìàòåìàòè÷-
íèé àïàðàò äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ öi¹¨ ãiïîòåçè òà ïîáóäîâè ðîçêëà-
äiâ, ùî çáiãàþòüñÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ãóñòèíè ρ i òèñêó
P . Îáãîâîðåííþ öèõ ïðîáëåì ïðèñâÿ÷åíî öåé ðîçäië. Ïèòàííÿ
ñòiéêîñòi êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì âèðiøó¹òüñÿ â ðàìêàõ êâàíòîâèõ
ñèñòåì ([86, 89, 90, 166, 168]). Ó ðàçi êëàñè÷íîãî îïèñó ïîòðiáíî
ââîäèòè äîäàòêîâó âçà¹ìîäiþ íà áëèçüêèõ âiäñòàíÿõ ìiæ ÷àñòèí-
êàìè (êîðîòêîäiþ÷i ñèëè) [179]. Öüîìó ïèòàííþ áóäå ïðèñâÿ÷åíî
íàñòóïíèé ïiäðîçäië.

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî çàâäàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðà-
íè÷íîãî ïåðåõîäó äëÿ ñèñòåì, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ. Îñîáëèâiñòü
öüîãî ïåðåõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éîãî íåîáõiäíî çäiéñíèòè ñïî-
÷àòêó çà êîðîòêîäiþ÷èìè ñèëàìè, à ïîòiì çà êóëîíiâñüêèìè. Òåõ-
íi÷íî öå çäiéñíþ¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Íåõàé îá'¹ì Λ′ âêëþ÷à¹ â
ñåáå îá'¹ì Λ, â ÿêîìó ÷àñòèíêè âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ êó-
ëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó, ìîäèôiêîâàíîãî ïîáëèçó ìåæi ∂Λ. Ïî-
òåíöiàë êîðîòêîäiþ÷èõ ñèë Φ(s)(x, y) ìîäèôiêó¹ìî â îá'¹ìi Λ′ òàê:

Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ′) = 11Λ′(x1)Φ
(s)
il,i2

(x1, x2)11Λ′(x2).

Îòæå, ÷àñòèíêè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îá'¹ìi Λ, áóäóòü âçà¹ìîäiÿ-
òè çà äîïîìîãîþ ïàðíîãî ïîòåíöiàëó:

Φil,i2(x1, x2; Λ,Λ′) = Φ
(c)
il,i2

(x1, x2; Λ) + Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ′), (7.1.5)

à â îá'¹ìi Λ′ \ Λ � çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëó Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ′).
Âèçíà÷èìî òåïåð âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ΞΛ,Λ′ i êîðåëÿöiéíi
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ôóíêöi¨ ρΛ,Λ
′
(η̃) çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (7.1.2.) i (7.1.4) ç ïîòåí-

öiàëîì Φil,i2(x1, x2; Λ,Λ′) çàìiñòü ïîòåíöiàëó Φ
(c)
il,i2

(x1, x2; Λ). Îñ-
íîâíå çàâäàííÿ ãðàíè÷íîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ïåðåõîäó ôîðìó-
ëþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì. Íåõàé Ξ0,Λ′ � âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà,

ïîáóäîâàíà ëèøå çà êîðîòêîäiþ÷èì ïîòåíöiàëîì Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ,Λ′).
Íåõàé A(η̃) � äîâiëüíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì
i

< A >Λ,Λ′=
∑

i1,...,im

∫
R⊯⋗

(dx)mA(i)m(x)mρ
Λ,Λ′

(i)m
((x)m), (7.1.6)

äå (a)m := a1, ..., am. Íåîáõiäíî äîâåñòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü
òàêèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ:

ΞΛ = lim
Λ′→R3

ΞΛ,Λ′

Ξ0,Λ′
,

< A >Λ= lim
Λ′→R3

< A >Λ,Λ′ ,

< A >= lim
Λ→R3

< A >Λ . (7.1.7)

Ââåäåííÿ äâîõ îá'¹ìiâ Λ, Λ′ i ïîåòàïíèé ïåðåõiä äî òåðìîäè-
íàìi÷íî¨ ãðàíèöi íå òiëüêè ïîâ'ÿçàíi ç ìàòåìàòè÷íèìè êîíñòðóê-
öiÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ öåé ïåðåõiä, à é ïðèçâî-
äèòü äî ïðàâèëüíèõ ôiçè÷íèõ íàñëiäêiâ. Âiäïîâiäíi àðãóìåíòè
íàâåäåíî â ïðàöi [132].

7.2. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä Λ′ ↑ R3

7.2.1. Ïðåäñòàâëåííÿ ãàóññîâèìè iíòåãðàëàìè

Ïîçíà÷èìî êîâàðiàöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ êóëîíiâñüêîìó ïîòåí-
öiàëó:

u0(x1, x2) =
1

4π|x1 − x2|
= (−∆0)

−1 (x1 − x2), (7.2.8)
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äå ∆0 � îïåðàòîð Ëàïëàñà â R3. Âèáåðåìî íà ìåæi ∂Λ íóëüîâi
óìîâè Äiðiõëå. Ôiçè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî ïîñóäèíà Λ ¹ ìåòàëåâîþ.
Åíåðãiÿ åëåêòðîñòàòè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ äâîõ içîëüîâàíèõ ÷àñòèíîê ó
òàêié ïîñóäèíi ìàòèìå âèãëÿä

U c,Λil,i2(x1, x2) = ei1ei2u
Λ
0 (x1, x2) = (−∆)−1 (x1, x2), (7.2.9)

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Äiðiõëå íà ∂Λ.
Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî i äëÿ (7.2.8), i äëÿ (7.2.9) íå âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (1.4.55), òîìó íå ìîæíà áåçïîñåðåäíüî çàñòîñó-
âàòè ôîðìóëó (1.4.56) äëÿ ãiááñîâî¨ åêñïîíåíòè, ùî âiäïîâiäà¹
êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëó. Äîòðèìóþ÷èñü ïðàöi [71], ââåäåìî äå-
ÿêó ïðîìiæíó ðåãóëÿðèçàöiþ:

uλ(x1, x2) =
1 − exp

[
− 1
λlD

|x1 − x2|
]

4π|x1 − x2|
,

äå λ � áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨. Âiäïîâiäíî, âðàõî-
âóþ÷è óìîâè Äiðiõëå, ìà¹ìî

uΛλ = (−∆)−1 −
(
−∆ +

1

λ2l2D

)−1

. (7.2.10)

Âiäïîâiäíèé êîðîòêîäiþ÷èé ïîòåíöiàë

Φ
(s,λ)
il,i2

(x1, x2; Λ′) = Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ′) +

+ ei1ei211Λ′(x1)
exp

[
− 1
λlD

|x1 − x2|
]

4π|x1 − x2|
11Λ′(x2). (7.2.11)

Òîäi ïîâíèé ðåãóëÿðèçîâàíèé ïîòåíöiàë

Φ
(λ)
il,i2

(x1, x2; Λ,Λ′) = ei1ei2u
Λ
λ (x1, x2) + Φ

(s,λ)
il,i2

(x1, x2; Λ′) (7.2.12)

ðàçîì ç (7.1.5) áóäóòü ïîòî÷êîâî ïðÿìóâàòè ïðè Λ′ ↑ R3 i Λ ↑ R3

äî òîãî ñàìîãî âèðàçó.
Âðàõîâóþ÷è òåïåð òå, ùî ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ limΛ↑R3 uΛλ (x, y) =

= uλ(x, y), äëÿ ÿêî¨ uλ(x, x) = (4πλlD)−1 < +∞, çðîçóìiëî,



216 Ðîçäië 7. Ñèñòåìè çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê

ùî i uΛλ (x, x) < +∞. Òîìó ìîæíà çàïèñàòè äëÿ åêñïîíåíòè
exp[−1

2β
∑n

j,k=1 eijeiku
Λ
λ (xj , xk)] ôîðìóëó (1.4.56). Òîäi îòðèìà¹-

ìî âèðàçè äëÿ âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i êîðåëÿöiéíèõ ôóíê-
öié:

ΞΛ,Λ′ =

∫
dµ(φ)Ξ

(s,λ)
Λ′ (φ), (7.2.13)

ρΛ,Λ
′

(i)m
(x)m =

∫
dµ(φ)ρ

(s,λ)
(i)m

((x)m;φ,Λ′)
Ξ
(s,λ)
Λ′ (φ)

ΞΛ,Λ′
, (7.2.14)

a Ξ
(s,λ)
Λ′ (φ) i ρ(s,λ)(i)m

((x)m;φ,Λ′) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (7.1.2.) i
(7.1.4) ç

U(i)n(x)n = U
(s,λ)
(i)n

(x)n +
1

iβ1/2

n∑
k=1

eikφ(xk)

òà
z̃i(x) = zie

β
2
e2i u

Λ
λ (x,x).

Îòæå, òåïåð îñíîâíi òåðìîäèíàìi÷íi âåëè÷èíè: ñòàòèñòè÷íà
ñóìà i êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ çàïèñàíi ó âèãëÿäi (7.2.13)�(7.2.14),
â ÿêîìó âîíè ¹ iíòåãðàëàìè âiä òàêèõ ñàìèõ îá'¹êòiâ. Öi íîâi
îá'¹êòè îïèñóþòü òàêó ñàìó ñèñòåìó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â îáìåæå-
íîìó îá'¹ìi Λ′, àëå âçà¹ìîäiÿ ÷àñòèíîê ñèñòåìè òàêà, ùî âñåðå-
äèíi äåÿêîãî Λ ⊂ Λ′ ¨ ¨ îïèñóþòü ïîòåíöiàëîì Φ

(s,λ)
il,i2

(x1, x2; Λ′) i
äåÿêèì âèïàäêîâèì ïîëåì φ, ÿêå çíèêà¹ çîâíi Λ. Öå äà¹ çìîãó
çàñòîñóâàòè äëÿ ïîáóäîâè òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi Λ′ ↑ R3 ìà-
òåìàòè÷íi ìåòîäè, ÿêi âèñâiòëåíî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

7.2.2. Ïîáóäîâà ìàé¹ðiâñüêèõ ðîçêëàäiâ

Ùîá ñêîðîòèòè âèêëàäåííÿ, ââåäåìî äîïîìiæíèé ôóíêöiî-
íàë

FΛ′
(y; j) =

∞∑
N=0

yNFΛ′
N (j), 0 ≤ y ≤ 1, j = (ji)

i=M
i=1 , 0 ≤ ji(x) ≤ 1,
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FΛ′
N (j) =

1

N !

∫
Λ′N

(dx)N

(
M∑
i=1

z̃i

)N
×

×
N∏
k=1

jik(xk)e
−βU(s,λ)

(i)N
(x)N eiβ

1/2
∑N

k=1 eikφ(xk).

Òîäi
Ξ
(s,λ)
Λ′ (φ) = FΛ′

(1; 1),

ρ
(s,λ)
(i)m

((x)m;φ,Λ′) = Ξ−1
Λ′ (φ)

δmF (1; j)

δji1(x1) · · · δjim(xm)
|j=1. (7.2.15)

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ (7.2.11) ìà¹ äâi ÷àñòèíè. Ïåðøó ÷àñòè-

íó � Φ
(s)
il,i2

(x1, x2; Λ′) := wil,i2(x) � âèáèðà¹ìî äîäàòíîþ é òàêîþ,
ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå ïîòåíöiàë àáñîëþòíî òâåðäèõ êóëüîê ðàäióñîì
a, à äðóãà ÷àñòèíà vil,i2(x) ¹ iíòåãðîâíîþ é òàêîþ, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó ñòiéêîñòi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó, äåòàëüíî îïèñàíó â ïiäðîçä. 3.3.8,îò-
ðèìó¹ìî, ùî (äèâ. äåòàëüíiøå â [39,198])

FΛ′
(1; j) = exp

[ ∞∑
n=1

KΛ′
n (j;φ)

]
:= exp

[
F̃ (j)

]
, (7.2.16)

KΛ′
n (j;φ) =

1

n

∑
(i)n

∫
Λ′n

(dx)n
n∏
k=1

jik(xk)e
iβ1/2

∑N
k=1 eikφ(xk)J(i)n(x)n,

J(i)n(x)n =
∑
ηT

J
(ηT )
(i)n

(x)n,

J
(ηT )
(i)n

(x)n = (−β)n−1

∫ 1

0
dσn−1

n−1∏
k=2

sk−1 · · · sηT (k+1)×

×
n∏
k=2

v′ikiηT (k)
e−βU(σn−1), (7.2.17)

v′ilik(x) = vilik −
1

β

uilik
1 + sl · · · sk−1uilik

, ulk(x) = e−βwlk(x) − 1,
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U(σn−1) = V (σn−1) +W (σn−1),

V (σn−1) =
∑

1≤l<k≤n
sl · · · , sk−1vilik(xl − xk),

W (σn−1) = − 1

β

∑
1≤l<k≤n

log(1 + sl · · · , sk−1uilik).

Óðàõîâóþ÷è (7.2.2.) i (7.2.15), ìà¹ìî

ρ
(s,λ)
(i)m

((x)m;φ,Λ′) =
m∑
k=1

∑
m1+···+mk=m

∑
πk

ρ̃
(s,λ)
(iπ)m1

((xπ)m1 ;φ,Λ′)...

...ρ̃
(s,λ)
(iπ)mk

((xπ)mk
;φ,Λ′),

ρ̃
(s,λ)
(i)m

((x)m;φ,Λ′) =

=
∑
n≥m

(i)n−m

(z̃i)
n

n

∑
ηT

∑
S
(n)
m

∫
Λ′

(dx)n−meiβ
1/2eiφ(x)J

(ηT )
(i)n

(x)n, (7.2.18)

äå ñóìà çà πk � öå ñóìà çà âñiìà ìîæëèâèìè ðîçáèòòÿìè x1, . . . ,xm
íà k ïiäìíîæèí, à ñóìà çà S(n)

m ó (7.2.18) � öå ñóìà çà ðiçíèìè ïå-
ðåñòàíîâêàìè çìiííèõ x1, ..., xm, ÿêà âèíèêà¹ âíàñëiäîê çàñòîñó-
âàííÿ âàðiàöiéíèõ ïîõiäíèõ (äèâ. (7.2.15)) äî åêñïîíåíòè (7.2.16).

Ùîá êðàùå çðîçóìiòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä Λ′ ↑ R3, ïåðåéäåìî
äî çìiííèõ

εi = eiβ
1/2eiφ(x) − 1.

Òîäi ïiäñòàâëÿþ÷è ±1 ó äîáóòêè åêñïîíåíò, îòðèìó¹ìî âèðà-
çè, â ÿêèõ iíòåãðóâàííÿ çà Λ′ ìîæíà çàìiíèòè iíòåãðóâàííÿì çà
Λ, áî φ(x) = 0, ÿêùî x ∈ Λc. Äåòàëi äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðîçêëà-
äiâ ïîäàíî â [198]. Íàâåäåìî îñòàòî÷íi âèðàçè äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨
ñóìè i êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó Λ′ ↑ R3:

ΞΛ =

∫
dµ0(φ)e

∑
i ρi

∫
εi(x)dxeE(φ), ρi = ρ̃i(x), (7.2.19)
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ρΛ(i)m(x)m = Ξ−1
Λ

∫
dµ0(φ)ρ

(s,λ)
(i)m

((x)m;φ)e
∑

i ρi
∫
εi(x)dxeE(φ),

(7.2.20)
äå

E(φ) =
∞∑
m=2

1

m!

∑
(i)m

∫
(dx)mεi1(x1) · · · εim(xm)ρ̃Λ(i)m((x)m).

7.3. Ïåðåõiä äî åêðàíîâàíîãî ïîòåíöiàëó.

Ðîçêëàäè Ïàé¹ðëñà

Çðîáèìî äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà ñèñòåìó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
Íàñàìïåðåä äîñëiäèìî íåéòðàëüíi ñèñòåìè, òîáòî òàêi, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó íåéòðàëüíîñòi:

M∑
i=1

ρiei = 0. (7.3.21)

Óìîâà (7.3.21) íàäàëi âiäiãðàâàòèìå âèðiøàëüíó ðîëü ó äî-
âåäåííi íàéâàæëèâiøèõ òåõíi÷íèõ ëåì. ßêùî ñèñòåìà íå çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (7.3.21), òî ç ïîãëÿäó ôiçèêè ñëiä î÷iêóâàòè íà
âèòiñíåííÿ íàäëèøêiâ çàðÿäiâ îäíîãî çíàêà äî ïîâåðõíi ∂Λ òà
â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi âiäíîâëåííÿ óìîâè (7.3.21) ç äåÿêèì
íîâèì "ïåðåíîðìîâàíèì" çíà÷åííÿì ùiëüíîñòi ρ′i (äèâ. ìiðêó-
âàííÿ ó ïðàöi [133]). Ìàòåìàòè÷íî åêâiâàëåíòíîþ ïðîöåäóðîþ
¹ êîìïëåêñíèé çñóâ êîíòóðó iíòåãðóâàííÿ φ → φ + iφ0, ùî ó
ñâîþ ÷åðãó ïðèçâîäèòü äî çíà÷íîãî óñêëàäíåííÿ äîâåäåííÿ îñ-
íîâíèõ íåðiâíîñòåé (äèâ. [92]). Ãîëîâíà ìåòà âèêîíàíèõ ó öüî-
ìó ïiäðîçäiëi ðîçêëàäiâ ïîëÿãà¹ â íåîáõiäíîñòi ïåðåõîäó â iíòå-
ãðàëàõ (7.2.19)�(7.2.20) âiä êîâàðiàöi¨ uλ(x, y), ùî õàðàêòåðèçó¹
êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ, äî íîâî¨ êîâàðiàöi¨, ÿêà âðàõîâó¹ êîëåê-
òèâíó âçà¹ìîäiþ ÷àñòèíîê, ùî îïèñó¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì Äåáàÿ.
Ôîðìàëüíî öåé ïåðåõiä ìîæíà çäiéñíèòè, ðîçêëàäàþ÷è ãîëîâ-
íèé ÷ëåí

−S(φ) =:
∑
i

ρi

∫
εi(x)dx =

∑
i

ρi

∫
[exp[iβ1/2eiφ(x)] − 1]
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ó âèðàçàõ (7.2.19)�(7.2.20) ó ðÿä çà φ. Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâó
(7.3.21), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü íóëþ ëiíiéíîãî ÷ëåíà, à òàêîæ
ââîäÿ÷è íîâó êîðåëÿöiéíó äîâæèíó çà ôîðìóëîþ

l̃−2
D =

M∑
i=1

βρie
2
i , (7.3.22)

îòðèìó¹ìî, ùî

−S(φ) = − 1

2l̃2D

∫
φ2(x)dx+ O(β/l̃2Dφ

3). (7.3.23)

Ó âèðàçàõ (7.2.19)�(7.2.20) ìîæíà ââåñòè íîâó ìiðó

Ndµ(φ) = dµ0(φ)e
− 1

2l̃2
D

∫
φ2(x)dx

, (7.3.24)

äå N � íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êî-
âàðiàöiÿ íîâî¨ ìiðè

C(x, y) =

∫
φ(x)φ(y)dµ(φ) (7.3.25)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

C(x, y) = uλ(x, y) − 1

l̃2D

∫
Λ
uλ(x, z)C(z, y)dz. (7.3.26)

Ó ãðàíèöi Λ ↑ R3 öå ðiâíÿííÿ ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè, à çà âiäñóò-
íîñòi ðåãóëÿðèçàöi¨ (λ = 0) âîíî çáiãà¹òüñÿ ç äåáà¨âñüêèì ïîòåí-
öiàëîì (7.2.10). Îòæå, âðàõîâóþ÷è òiëüêè êâàäðàòíèé ÷ëåí ðîç-
êëàäó (7.3.23), ñëiä î÷iêóâàòè ðåçóëüòàòiâ Äåáàÿ�Õþêêåëÿ [77].
Iíøi ÷ëåíè ðîçêëàäó ïîâèííi äàâàòè ïîïðàâêè äî öi¹¨ òåîði¨. Öå
ïèòàííÿ äîñëiäæó¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi. Òóò ïîòðiáíî
îá ðóíòóâàòè ïåðåõiä (7.3.24), âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ìåòîäó Ïàé-
¹ðëñà. Óìîâà (7.3.21) ðàçîì ç âèìîãîþ êðàòíîñòi âñiõ çàðÿäiâ, ùî
ðîçãëÿäàþòüñÿ, çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ çëi÷åííîãî ÷èñëà ëîêàëü-
íèõ ìiíiìóìiâ ãîëîâíîãî ÷ëåíà exp[−S(φ)]. Öå â ñâîþ ÷åðãó äà¹
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ìîæëèâiñòü ðîçêëàñòè éîãî ó îêîëi òàêèõ ìiíiìóìiâ ó ðÿä, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è íàáëèæåíó ôîðìóëó (g >> 1):

exp[g2(cosx− 1)] ≃
∞∑

n=−∞
exp[−g

2

2
(x− 2πn)2].

Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî ìàñøòàá, ââàæàþ÷è îäèíè÷íîþ êîðåëÿöié-
íîþ äîâæèíîþ äîâæèíó l̃D, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7.3.22).
Íåõàé Λ ¹ îá'¹äíàííÿì îäèíè÷íèõ êóáèêiâ. Ââåäåìî íîâå ðîçáèò-
òÿ Λ íà êóáèêè Ωα ç ðåáðàìè L òàê, ùîá êîæåí îäèíè÷íèé êóáèê

ìiñòèâ öiëå ÷èñëî L-êóáèêiâ, òîáòî l̃D
L öiëå. Íåõàé äàëi τ � íàé-

ìåíøèé çàãàëüíèé ïåðiîä exp[iβ1/2eiφ]. Âèçíà÷èìî íà ðîçáèòòi
Ωα ñiì'þ ôóíêöié

h(x) = τnα, x ∈ Ωα, nα ∈ Z .

Iäåÿ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ïàé¹ðëñiâñüêîãî ðîç-
êëàäó, ôàêòè÷íî çâîäèòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ àïðîêñèìàöi¨ (7.3.23)
ó êîæíîìó êóáèêó Ωα i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi òîòîæíîñòi

e−S(φ) = eG
∏
α

( ∞∑
nα=−∞

exp

[
− 1

2l̃2D

∫
Ωα

dx(φ(x) − nατ)2

])
=

=
∑
h

eG exp

[
− 1

2l̃2D

∫
dx(φ(x) − h(x))2

]
. (7.3.27)

Åêñïîíåíòà eG õàðàêòåðèçó¹ âiäõèëåííÿ âiä îáðàíî¨ àïðîêñèìà-
öi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.3.27), çðó÷íî âèðàçèòè eG ÷åðåç âiäõèëåí-
íÿ ïîëÿ φ(x) âiä ¨õ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ íà êóáèêàõ Ωα. Âèçíà-
÷èìî äëÿ öüîãî òàêå âiäõèëåííÿ ôîðìóëîþ

δ(x) := φ(x) −A, A = Aα =
1

L3

∫
Ωα

dxφ(x), x ∈ Ωα. (7.3.28)

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (7.3.21), (7.3.22) i ðiâíiñòü íóëþ iíòå-
ãðàëà âiä ôëóêòóàöi¨ â êîæíîìó Ωα, îòðèìà¹ìî

G = G1 +G2, e
G1 =

∏
α

r(Aα),
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r(A) =
exp

[∑
i ρi(e

iβ1/2eiA − 1)L3
]

∑∞
n=−∞ exp

[
− 1

2l̃2D
(A− nτ)2L3

] ,

G2 =
∑
i

ρi

∫ [
eiβ

1/2eiδ − 1 − iβ1/2eiδ +
1

2
βe2i δ

2

]
+

+
∑
i

ρi

∫ [
eiβ

1/2eiA − 1
] [
eiβ

1/2eiδ − 1 − iβ1/2eiδ
]
. (7.3.29)

Âðàõîâóþ÷è (7.3.27), çàïèøåìî (7.2.20) â òàêîìó âèãëÿäi (l̃D =
= 1):

ρΛ(i)m(x)m = Ξ−1
Λ

∑
h

∫
dµ0(φ)ρ

(s,λ)
(i)m

((x)m;φ)e
− 1

2l̃2
D

∫
dx(φ−h)2

eGeE(φ).

(7.3.30)
Ó (7.3.30) ïåðåñòàâëåíî ìiñöÿìè iíòåãðóâàííÿ çà dµ0(φ) i ñó-

ìó çà h ó ïðèïóùåííi çáiæíîñòi ðîçêëàäiâ, ÿêà âñòàíîâëåíà â
ïðàöi [71]. Òåïåð ó (7.3.30) ìîæíà ïåðåéòè äî íîâî¨ êîâàðiàöi¨
C(x, y) çãiäíî ç ôîðìóëàìè (7.3.24), (7.3.25), âèäiëèâøè â åêñ-
ïîíåíòi âèðàçó (7.3.30) êâàäðàòè÷íèé çà φ ÷ëåí. Îäíàê ïiä ií-
òåãðàëîì çàëèøèòüñÿ ÷ëåí exp[

∫
dxh(x)φ(x)], ÿêèé ëiíiéíèé çà

φ i íàáóâà¹ ÿê çàâãîäíî âåëèêèõ çíà÷åíü. Ùîá çìåíøèòè âïëèâ
öüîãî ÷ëåíà â iíòåãðàëi (7.3.30), çäiéñíèìî çñóâ ïîëÿ φ íà äåÿêó
ôóíêöiþ g(x) = g(x;h), âèáið ÿêî¨ áóäå çðîáëåíî íèæ÷å. Ïiñëÿ
çàìiíè (äèâ., íàïðèêëàä, [8, ÷. II, ïiäðîçä. 9.1], [1, ïiäðîçä. 2. 4])

φ(x) = ψ(x) + g(x) (7.3.31)

i ïåðåõîäó äî íîâî¨ ìiðè (7.3.30) îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ ρΛ ìàòèìå
âèãëÿä

ρΛ(i)m(x)m = Ξ−1
Λ

∑
h

N

∫
dµ(ψ)ρ

(s,λ)
(i)m

((x)m;φ)eReGeE(φ), (7.3.32)

ΞΛ =
∑
h

N

∫
dµ(ψ)eReGeE(φ), (7.3.33)
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R = −F1 − F2, (7.3.34)

F1 = − 1

2l̃2D

∫
dx(g(x) − h(x))2 +

1

2

∫
dxg(x)u−1g(x), (7.3.35)

F2 =

∫
dxψ(x)C−1 (g(x) − gc(x)) , (7.3.36)

C−1 = u−1
λ +

1

l̃2D
, (7.3.37)

gc(x) =
1

l̃2D

∫
C(x, y)h(y)dy. (7.3.38)

7.3.1. Ïîáóäîâà êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ

Äëÿ ìîäåëüíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, äëÿ ÿêèõ ãðóïî-
âi ðîçêëàäè Ìàé¹ðà íå ìàþòü ñåíñó, êëàñòåðíi ðîçêëàäè ¹ ¹äèíèì
çàñîáîì, ÿêèé íå òiëüêè äà¹ çìîãó çðîáèòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä
Λ ↑ R3, à é äåòàëüíî âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi àíàëiçîâàíèõ ñèñòåì
ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. Åëåìåíòàðíi îöiíêè ó âèðàçi (7.3.32)
ñâiä÷àòü, ùî i ÷èñåëüíèê, i çíàìåííèê (7.3.32) ðîçáiãàþòüñÿ åêñ-
ïîíåíöiéíî çi çáiëüøåííÿì Λ. Ïðè Λ ↑ R3 âèíèêà¹ íåâèçíà÷åíiñòü
òèïó ∞/∞. Ç öüîãî ïîãëÿäó êëàñòåðíèé ðîçêëàä âèðàçó (7.3.32)
¹ êîíñòðóêòèâíèì ìàòåìàòè÷íèì ïðèéîìîì äëÿ ðîçêðèòòÿ öi¹¨
íåâèçíà÷åíîñòi. Ðîçãëÿíåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äåÿêî¨ ëîêàëüíî
ñïîñòåðåæóâàíî¨ âåëè÷èíèA = A(X0, ψ) := A(ψ), ÿêà îïèñó¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ, ùî çîñåðåäæåíà â îáìåæåíié îáëàñòi X0 ⊂ Λ, âèãëÿäó

A(ψ) =
∑
(i)k

∫ k∏
j=1

dxjf
(j)
ij

(xj) exp[1/2eijφ(xj)], φ(x) = ψ(x)+g(x).

(7.3.39)

< A >= Ξ−1
Λ

∑
h

N

∫
dµ(ψ)A(ψ;X0)e

ReGeE(φ). (7.3.40)

Ñåðåäíi (7.1.6) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi çáiæíîãî ðÿäó öèõ
ñåðåäíiõ.
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Ïåðø íiæ ïðèñòóïèòè äî ïîáóäîâè ðîçêëàäiâ äëÿ âèðàçó
(7.3.40), çðîáèìî ùå îäíå ñïðîùåííÿ, ÿêå ñïðèÿòèìå áiëüø ïðî-
çîðîìó âèêëàäåííþ ñàìîãî ìåòîäó. Ïîêëàäåìî E = 0. Ç ïîãëÿäó
àíàëiçîâàíî¨ ñèñòåìè öå âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî ÷àñòèíêè âçà¹ìîäi-
þòü çà äîïîìîãîþ ðåãóëÿðèçîâàíîãî ïîòåíöiàëó Φ

(c,λ)
il,i2

(x1, x2; Λ′),

à êîðîòêîäiþ÷à ÷àñòèíà Φ
(s,λ)
il,i2

(x1, x2; Λ′) = 0 (äèâ. ôîðìóëè
(7.2.11), (7.2.12)). Âèïàäîê E ̸= 0 íå âíîñèòü äîäàòêîâèõ ïðî-
áëåì, à ëèøå ðîáèòü âèêëàäåííÿ íàäçâè÷àéíî ãðîìiçäêèìè. ×è-
òà÷ ìîæå çâåðíóòèñü äî îðèãiíàëüíî¨ ïðàöi [71] àáî äëÿ áiëüø
ïðîçîðîãî îïèñó äî îãëÿäó [39]. Íàïðèêiíöi ðîçäiëó êîðîòêî ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê E ̸= 0.

Iäåÿ ðîçêëàäàííÿ òåïåð ïîëÿãàòèìå â íàñòóïíîìó. Ðîçiá'¹ìî
Λ íà îáëàñòi, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: Yn,Λ = ∪nYn, òàê, ùîá X0 ⊂
⊂ Y1. Êîæíà ç Yn áóäå îá'¹äíàííÿì l̃D-êóáèêiâ. Y1 áóäå ôiêñîâà-
íî. Iíøi Yn, n > 1, áóäóòü ïðîáiãàòè ìíîæèíè Λ \ Xn−1, Xk =
= ∪kj=1Yj çàëåæíî âiä êðîêó ðîçêëàäàííÿ. Íåõàé òåïåð 0 ≤ s1 ≤ 1
� ïàðàìåòð óâiìêíåííÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè, ùî çíàõî-
äÿòüñÿ â îáëàñòÿõ Y1 = X1 i Λ \ X1, òîáòî ÿêùî s1 = 0, òî
÷àñòèíêè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â X1, íå âçà¹ìîäiþòü ç ÷àñòèíêàìè,
ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â Λ \X1. Ïðè s1 = 1 óñi ÷àñòêè â Λ âçà¹ìîäiþòü
çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëó C(x, y), i, íàðåøòi, ïðè 0 < s1 < 1 ÷à-
ñòèíêè âX1 âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ C(x, y) (àíàëîãi÷íî âXc

1),
à ÷àñòèíêè ç X1 âçà¹ìîäiþòü ç ÷àñòèíêàìè ç Xc

1 çà äîïîìîãîþ
ïîòåíöiàëó s1C(x, y). Ïîâíèé ïîòåíöiàë ìà¹ âèãëÿä

C(x, y; s1) = p(x, y; s1)C(x, y), (7.3.41)

äå

p(x, y; s1) = 11Y1(x)11Y1(y) + 11Xc
1
(x)11Xc

1
(y)+

+ s1
[
11Y1(x)11Xc

1
(y) + 11Xc

1
(x)11Y1(y)

]
.

Ïåðøèé êðîê ðîçêëàäàííÿ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi äî ÷èñåëü-
íèêà âèðàçó (7.3.40) ôîðìóëè Íüþòîíà�Ëåéáíiöà:
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fΛ := ΞΛ < AΛ >=
∑
h

N

∫
dµ0(ψ)A(ψ)e−S(Λ;h) +

+
∑
h

∫ 1

0
ds1

d

ds1
N

∫
dµs1(ψ)A(ψ)e−S(Λ;h), (7.3.42)

äå −S(Λ;h) = R + G, à dµ0(ψ) i dµs1(ψ) � ãàóññîâi ìiðè, ïîáó-
äîâàíi çà äîïîìîãîþ êîâàðiàöié âiäïîâiäíî C(x, y; 0) i C(x, y; s1).
Ïåðøèé ÷ëåí ó (7.3.42) ôàêòîðèçó¹òüñÿ, à äî äðóãîãî ÷ëåíà çà-
ñòîñó¹ìî ôîðìóëó

d

ds

∫
dµs(ψ)F (ψ) =

1

2

∫
dx

∫
dy

d

ds
C(x, y; s)

δ2F (ψ)

δψ(x)δψ(y)
.

(7.3.43)
Öþ ôîðìóëó ëåãêî îòðèìàòè, óâiâøè äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiþ
ãàóññîâî¨ ìiðè dµs(ψ), äèôåðåíöiþþ÷è çà s ïiä çíàêîì iíòåãðà-
ëà òà âèêîíóþ÷è äâi÷i iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [8, ÷. II, ïiäðîçä. 9.1]). Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.3.41), îñòàòî÷íî
îòðèìó¹ìî

fΛ =
∑
h

ΞXc
1
(h)

∫
dµ0(ψ)A(ψ)e−S(X1;h) +

+
∑
Y2

∑
h

∫ 1

0
ds1

∫
dµs1(ψ)∆1(X1, Y2; s1)A(ψ)e−S(Λ;h), (7.3.44)

äå

∆1(X1, Y2; s1) =

∫
X1

dx

∫
Y2

dy
d

ds1
C(x, y; s1)

δ2

δψ(x)δψ(y)
.

Îáëàñòü Y2 ïðîáiãà¹ îá'¹ì Xc
1 = Λ\X1. Âèáið îáëàñòi Y2 ïîêè ùî

íå ôiêñó¹ìî.
Íàñòóïíèé êðîê ðîçêëàäàííÿ çäiéñíþ¹ìî ó äðóãîìó ÷ëåíi âè-

ðàçó (7.3.44). Ó êîæíîìó ÷ëåíi ñóìè çà Y2 çàôiêñó¹ìî îáëàñòü
X2 = Y1 ∪Y2. Íåõàé 0 ≤ s2 ≤ 1 � ïàðàìåòð óâiìêíåííÿ âçà¹ìîäi¨



226 Ðîçäië 7. Ñèñòåìè çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê

ìiæ ÷àñòèíêàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â X2, i ÷àñòèíêàìè, ùî çíàõî-
äÿòüñÿ â Xc

2. Çðîçóìiëî, ùî ÷àñòèíêè ç X1 = Y1 âçà¹ìîäiþòü ç
÷àñòèíêàìè Y2 ç iíòåíñèâíiñòþ s1, ÷àñòèíêè ç X1 âçà¹ìîäiþòü
ç ÷àñòèíêàìè ç Xc

2 ç iíòåíñèâíiñòþ s1s2, à ÷àñòèíêè ç Y2 âçà¹-
ìîäiþòü ç ÷àñòèíêàìè ç Xc

2 ç iíòåíñèâíiñòþ s2. Âèêîíóþ÷è ïå-
ðåòâîðåííÿ, ïîäiáíi äî ïåðåòâîðåíü ó ôîðìóëàõ (7.3.42)�(7.3.44),
îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ÷ëåí ðîçêëàäó. Ïðîäîâæèìî öåé ïðîöåñ
äîòè, äîêè íå âè÷åðïà¹ìî âåñü îá'¹ì Λ, òîáòî çà äåÿêîãî n = nΛ,
XnΛ = Λ, çàëèøêîâèé ÷ëåí RnΛ = 0, îñêiëüêè ìiñòèòü îïåðàòîð

∆k(Xk, Yk+1; (s)k) =

∫
Xk

dx

∫
Yk+1

dy
d

dsk
C(x, y; (s)k)

δ2

δψ(x)δψ(y)
,

(7.3.45)
(s)k := s1, ..., sk, ÿêèé ïðè k = nΛ ìiñòèòü êîâàðiàöiþ C(x, y; (s)nΛ)
ç y ∈ YnΛ+1 i îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü, áî y íå ëåæèòü ó Λ.

Îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ fΛ ìàòèìå âèãëÿä

fΛ =

nΛ∑
n=1

∑
y,h

ΞXc
n
(h)

∫
(ds)n−1

∫
dµs

n−1∏
k=1

∆k(Xk, Yk+1; (s)k)Ã(ψ, h),

(7.3.46)
äå y := {Y2, ..., Yn}, Ã(ψ, h) = A(ψ)e−S(Xn;h), a

C(x, y; (s)n) = p(x, y; (s)n)C(x, y), (7.3.47)

p(x, y; (s)n) =

n+1∑
j=1

11Yj (x)11Yj (y)+ (7.3.48)

+
∑

1≤i<j≤n
si · · · sj−1

[
11Yi(x)11Yj (y) + (x↔ y)

]
.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè êîâàðiàöié (7.3.47), (7.3.48) ó (7.3.45) äîáó-
òîê îïåðàòîðiâ ó (7.3.46) çàïèøåòüñÿ ÿê ñóìà äîáóòêiâ, êîæåí ç
ÿêèõ âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííþ T , ÿêå àíàëîãi÷íå âiäîáðàæåííþ
ηT (äèâ. (3.3.107)) àáî (7.2.18), (7.2.17). Òîäi ðîçêëàä äëÿ ñåðåäíiõ
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< A >Λ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

< A >Λ=
∑

n,h,y,T

ΞXc
n
(h)

ΞΛ

∫
dσq(s, T )

∫
dµs∆C(y, T )A(ψ)e−S(Xn;h),

(7.3.49)
äå

q(s, T ) =

n−1∏
k=1

d

dsk
(sT (k+1) · · · sk),

∆C(y, T ) =
n−1∏
k=1

∫
YT (k+1)

dx

∫
Yk+1

dyC(x, y)
δ2

δψ(x)δψ(y)
.

Äëÿ òîãî ùîá çàñòîñóâàòè ðîçêëàä (7.3.49), îáåðåìî ìíîæè-
íè Yn âiäïîâiäíî äî âèãëÿäó ôóíêöi¨ h(x) ó êîæíîìó ÷ëåíi ñóìè
çà h. Äëÿ çàäàíîãî h ÷åðåç Σ ïîçíà÷èìî çàìêíåíó ìíîæèíó, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðàíåé êóáèêiâ  ðàòêè Ωα, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ h çà-
çíà¹ ñòðèáêà; Σ íàçèâàþòü êîíòóðîì Ïàé¹ðëñà äëÿ h. Ââåäåìî
ìíîæèíó Σ̂ � îá'¹äíàííÿ îäèíè÷íèõ êóáèêiâ â Λ òàêèõ, ùî ¨õ âiä-
ñòàíü âiä Σ ìåíøà íiæ L′ (L′ >> L). Äàëi, íåõàé Ỹ � ìíîæèíà
åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ àáî çâ'ÿçíèìè êîìïîíåíòàìè ç Σ̂, àáî îäèíè÷íè-
ìè êóáèêàìè ç Λ\Σ̂. Íåõàé òåïåð Y1 áóäå íàéìåíøèì îá'¹äíàííÿì
ìíîæèí ç Ỹ òàêèõ, ùî X0 ⊂ Y1, a Yn äëÿ n > 1 áóäóòü åëåìåíòè
ç Y . Òîäi äëÿ ñåðåäíüîãî (7.3.49) òðåáà çðîáèòè îñòàííié êðîê �
ïåðåñóìóâàííÿ çà h. Íåîáõiäíî âèêîíàòè ïåðåñóìóâàííÿ çà h ó
âèðàçi îêðåìî â îáëàñòi Xn òà â îáëàñòi Xc

n. Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ
h çàâæäè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

h(x) = hXn(x) + hXc
n
(x).

Òîìó ìîæëèâiñòü ïiäñóìóâàííÿ çàëåæàòèìå âiä âèáîðó ôóíêöi¨
g(x;h) ó ôîðìóëàõ (7.3.32)�(7.3.38) i ïiñëÿ çàìiíè (7.3.31).

×èòà÷ ìîæå ïðîñëiäêóâàòè çà äåòàëÿìè öüîãî òåõíi÷íîãî âè-
áîðó, íàïðèêëàä, ó ïðàöi [68] (äèâ. òàêîæ [39,198]), ÿêèé äà¹ çìî-
ãó ñôîðìóëþâàòè òàêó ëåìó:
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Ëåìà 7.3.1. Âåëè÷èíè G,R i A ç âèáðàíîþ ôóíêöi¹þ g çàäî-
âîëüíÿþòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

G(Xn, h) = G(Xn, hXn), G(Xc
n, h) = G(Xc

n, hXc
n
),

R(Xn, h) = R(Xn, hXn), R(Xc
n, h) = R(Xc

n, hXc
n
),

A(X0, h) = A(X0, hXn).

Äîâåäåííÿ ëåãêî âèêîíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä ôàê-
òîðiâ G, R, A òà ïåðiîäè÷íiñòü exp[iβ1/2eiφ]. Îñòàòî÷íèé âèãëÿä
êëàñòåðíîãî ðîçêëàäó âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

< A >Λ=

nΛ∑
n=1

∑
y,T,∆′,∆

ΞXc
n

ΞΛ

∫
dσq(s, T )

∫
dµs∆C(∆′,∆, T )A(ψ)eReG.

(7.3.50)
Îïåðàòîð ∆C(∆′,∆, T ) i äîäàòêîâi ñóìè ∆′, ∆ ç'ÿâëÿþòüñÿ ç
ïðåäñòàâëåííÿ

∆C(y, T ) =

n−1∏
k=1

∑
∆′

k+1,∆k+1

∫
∆′

k+1

dx

∫
∆k+1

dyC(x, y)
δ2

δψ(x)δψ(y)
.

Ïðîáëåìà iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi çâîäèòüñÿ äî
çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi f̃Λ = ΞXc

n
/ΞΛ i äîâåäåííÿ

çáiæíîñòi ðÿäó (7.3.50) ïðè Λ ↑ R3. Íà çàâåðøåííÿ çàïèøåìî
ðîçêëàä (7.3.50) ó êîìïàêòíiøîìó âèãëÿäi:

< A >Λ=
∑

X,X0⊂X
K(X)fΛ(Xc), Xc = Λ \X. (7.3.51)

Çàóâàæåííÿ 7.2. Çàçíà÷èìî, ùî ç ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ ðîç-
êëàäiâ ó âèïàäêó E ̸= 0 âåëè÷èíà E(Λ) íå çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòè-
âîñòi E(Λ1 ∪Λ2) = E(Λ1) +E(Λ2) ïðè Λ1 ∪Λ2 = Λ i Λ1 ∩Λ2 = ∅.
Ùîá ïîäîëàòè öþ ïðîáëåìó, Áðiäæåñ òà Ôåäåðáóø [71] çàïðî-
ïîíóâàëè ââîäèòè íà êîæíîìó åòàïi ðîçêëàäàííÿ ïàðàìåòðè
âêëþ÷åííÿ âçà¹ìîäi¨ íå òiëüêè â êîâàðiàöiþ C(x, y), à é ó E(Λ),
òàê, ùîá ïðè sn = 0

E(Λ; s1..., sn−1, 0) = E(Xn; s) + E(Xc
n).
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ßê íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî ðîçêëàä àíàëîãi÷íèé äî (7.3.50) ç òi¹þ
ðiçíèöåþ, ùî ïiä ÷àñ äèôåðåíöiþâàííÿ çà sk ó ôîðìóëi (7.3.50)
âèíèêà¹ äîäàòêîâèé ÷ëåí d

dsk
E(Λ; s1, ..., sk). (Äåòàëüíiøå äèâ.

[39,71].)

7.3.2. Ïðî çáiæíiñòü êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ

Ïðîàíàëiçó¹ìî ñòðóêòóðó ÷ëåíiâ (7.3.50) i âèäiëèìî ôàêòîðè,
ùî çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü. Âíåñîê ó ñóìó çà n â (7.3.50) áóäóòü
äàâàòè òàêi ôàêòîðè: 1) îöiíêà ñóì çà y, T , ∆′, ∆ òà iíòåãðàëiâ
çà s, 2) îöiíêà ÷èñëà òà âåëè÷èíè ÷ëåíiâ, ùî âèíèêàþòü âíà-
ñëiäîê çàñòîñóâàííÿ âàðiàöiéíîãî îïåðàòîðà ∆C(y, T ) äî âèðàçó
A(ψ)eReG, 3) îöiíêà ãàóññîâèõ iíòåãðàëiâ, 4) îöiíêà âiäíîøåí-

íÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì f̃Λ(Xc
n) =

ΞXc
n

ΞΛ
. Ãîëîâíèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi

ïðèãíi÷óþòü çðîñòàþ÷i ìíîæíèêè, ùî âèíèêàþòü ç 1)�4), áóäóòü
ñòàëi (cβα)n , exp[−F1(Xn)] òà äîáóòîê êîâàðiàöié â (7.3.50)

Íàãàäà¹ìî, ùî îäèíè÷íèìè êóáèêàìè íàçèâàþòü êóáèêè, ðåá-
ðà ÿêèõ äîðiâíþþòü l̃D. Òîäi |Xn| � öå êiëüêiñòü êóáèêiâ ó Xn =
= ∪nk=1Yk. Äëÿ äåðåâà T (äèâ. (7.3.49)) âèçíà÷èìî âåëè÷èíó

d(T, y) =
n−1∑
k=1

dist(∆k+1,∆
′
k+1), ∆k+1 ⊂ Yk+1, ∆′

k+1 ⊂ YT (k+1).

Óðàõîâóþ÷è öi îçíà÷åííÿ, ïåðø íiæ îöiíèòè ñóìó çà T ó âè-
ðàçi (7.3.50), ïiäñòàâèìî îäèíèöþ 1 =

∏n−1
k=1 |YT (k+1)||YT (k+1)|−1 i

òàê ñàìî, ÿê ó [70] áåç ôàêòîðiâ |YT (k+1)|, îòðèìà¹ìî îöiíêó

∑
T

∫
dsq(s, T )

n−1∏
k=1

|YT (k+1)| ≤ e|Xn| (7.3.52)

(äèâ. òàêîæ ëåìó 7.2 ó [198]). Ñóìà çà h (äèâ. ëåìó 7.1 ó [198])∑
h

e−f1F1(Xn,h) ≤ ec1L
−3|Xn| (7.3.53)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ c1 äëÿ äîâiëüíî¨ f1.
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Ëåìà 7.3.2 (äèâ. ëåìó 7.3 â [198]). Äëÿ äîâiëüíèõ δ1 i c2 >
> 6 log 6 çíàéäóòüñÿ ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî

∑
y

∑
(∆,∆′)

n−1∏
k=1

|YT (k+1)|−1(...) ≤ (C1C2)
n−1 sup

y,∆,∆′
eδ1d(T,y)ec|Xn|(...).

Ëåìà 7.3.2 äà¹ çìîãó çàïèñàòè äëÿ ñåðåäíüîãî < A >Λ òàêó
îöiíêó (ç óðàõóâàííÿì òàêîæ (7.3.52)):

| < A >Λ | ≤
nΛ∑
n=1

(C1C2)
n−1 sup

y,h,s,∆,∆′
eδ1d(T,y)e(1+c1L

−3+c2)|Xn|×

× e−(1−f1)F1(Xn,h)fΛ(Xc
n)×

×
∣∣∣∣∫ dµs(ψ)∆C(∆′,∆, T )A(ψ)e−F2(Xn,h)eG(Xn)

∣∣∣∣ .
Çàóâàæåííÿ 7.3. Îöiíþþ÷è êîìáiíàòîðíi ìíîæíèêè, âèêîðè-
ñòîâóâàëè àðãóìåíòè ïðàöi [18] (äèâ. òàêîæ [26]), à ñàìå, ùî
êiëüêiñòü ìîæëèâèõ âèáîðiâ çâ'ÿçíèõ îá'¹äíàíü N îäèíè÷íèõ
êóáèêiâ, ÿêi ìiñòÿòü ôiêñîâàíèé êóáèê ∆, íå ïåðåâèùó¹ 66N .

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ îïåðàöié ôóíêöiîíàëüíîãî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ, ÿêi ïîðîäæóþòü äîäàòêîâi ñóìè òà äîäàòêîâi êîìáiíàòîðíi
ìíîæíèêè, iíòåãðàëà çà ìiðîþ dµs, à òàêîæ îöiíêè êîâàðiàöié C:

C(x, y; s) ≤ C(x, y) ≤ c/λ exp

[
− 1

l̃D
(1 − δ

2
)|x− y|

]
, (7.3.54)

n−1∏
j=1

∏
x′j∈∆′

j+1

xj∈∆j+1

C(x′j , xj) ≤
( c
λ

)n−1
e
− 1

l̃D
(1− δ

2
)d(T,y)

, (7.3.55)

îòðèìó¹ìî íîâó îöiíêó

|<A>Λ| ≤ C(A)

nΛ∑
n=1

(δ0)
n−1 sup

y,h
e
− 1

l̃D
(1−δ′)d(T,y)

ec|Xn|e−(1−f1)F1(Xn,h)

(7.3.56)



231

ç δ′ = δ/2 + δ1 + δ2. Ñòàëà c ïåðåä ìíîæíèêîì |Xn| âêëþ÷à¹ â
ñåáå c0, ùî âèíèêà¹ ç íåðiâíîñòi (äèâ. äîäàòîê 4 â [71])

|f̃Λ(Xc
n)| ≤ ec0|Xn|

òà îöiíîê iíòåãðàëà çà ìiðîþ dµs (äèâ. ëåìó 7.9 ó [198]), à òà-
êîæ íåðiâíiñòü (7.3.53). Ñòàëà δ0 ïðîïîðöiéíà îáåðíåíié òåìïå-
ðàòóði β, ÿêà âèíèêà¹ âíàñëiäîê äi¨ ôóíêöiîíàëüíèõ ïîõiäíèõ íà
âiäïîâiäíi åêñïîíåíòè (äèâ., íàïðèêëàä, (7.3.29)). Äëÿ äîñòàòíüî
ìàëèõ β (âèñîêèõ òåìïåðàòóð) çáiæíiñòü çàáåçïå÷ó¹ ìîæëèâiñòü
âèáðàòè ecδ0 < 1.

Çàóâàæåííÿ 7.4. Âàæëèâî òàêîæ çàóâàæèòè ðîëü åêñïîíåí-
öiàëüíîãî ñïàäàííÿ êîâàðiàöié (äèâ. (7.3.54)�(7.3.55)), ÿêà çàáåç-
ïå÷ó¹ íåîáõiäíó îöiíêó êiëüêiñíèõ ôàêòîðiâ âiä äi¨ ôóíêöiîíàëü-
íèõ ïîõiäíèõ:

∏
∆

(n(∆)!)pe−δ
′′
d(T,∆) ≤ C(δ

′′
, p)n, δ

′′
< δ/2. (7.3.57)

7.4. Òåîðiÿ äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ

Ìåõàíiçì äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äåÿ-
êèé ïðîáíèé çàðÿä ei çà óìîâ ðiâíîâàãè îòî÷åíèé õìàðîþ çàðÿäiâ
ïðîòèëåæíîãî çíàêà, ùî çóìîâëþ¹ íåéòðàëiçàöiþ çàðÿäó ei. ßê
íàñëiäîê, âçà¹ìîäiÿ çàðÿäó ei iç çàðÿäîì ej , ðîçòàøîâàíèì ïî-
çà "õìàðàìè" , áóäå îïèñóâàòèñÿ íå äàëåêîäiþ÷èì êóëîíiâñüêèì
ïîòåíöiàëîì, à äåÿêèì êîðîòêîäiþ÷èì ïîòåíöiàëîì. ßê âæå éø-
ëîñÿ ïåðâiñíå ïîÿñíåííÿ öüîãî ÿâèùà áóëî ïîäàíî â ïðàöi [77]
ìåòîäîì ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Ñó÷àñíi ìàòåìàòè÷íi îá ðóíòóâàííÿ
íàâåäåíî òàêîæ ó [100, 121, 122, 142]. Öi ìiðêóâàííÿ äàëè çìîãó
âèçíà÷èòè òèï åôåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ (äèâ. ôîðìóëó (7.2.10)). Ìå-
òîäè, ðîçâèíåíi â ðîçä. 7, äàþòü ìîæëèâiñòü ìàòåìàòè÷íî ñòðîãî
äîâåñòè ãiïîòåçó åêðàíóâàííÿ òà îòðèìàòè ó ìåæi ìàëèõ çíà-
÷åíü ïëàçìîâîãî ïàðàìåòðà ε = e2β/lD òåîðiþ Äåáàÿ�Õþêêåëÿ.
ßêùî çàðÿäæåíi ÷àñòèíêè çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêîìó ìîëåêóëÿðíî-
ìó ñåðåäîâèùi, ñêàæiìî, â ðîç÷èíi åëåêòðîëiòó, òî ¨õ âçà¹ìîäiÿ ç
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ìîëåêóëàìè ñåðåäîâèùà ïîâèííà ðîáèòè ïåâíèé âíåñîê ó åôåêòè
åêðàíóâàííÿ. Ñïðîáó¹ìî âðàõóâàòè öi âçà¹ìîäi¨ ëèøå íà ðiâíi äè-
ïîëüíîãî íàáëèæåííÿ. Îáëiê âèùèõ ìóëüòèïîëüíèõ íàáëèæåíü
íà ôiçè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi áóëî çðîáëåíî â ïðàöÿõ [21,45]. Íà
çàâåðøåííÿ îáãîâîðèìî òàêîæ âïëèâ ãðàíè÷íîãî ìàòåðiàëó íà
åôåêò äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ.

7.4.1. Îá ðóíòóâàííÿ òåîði¨ Äåáàÿ�Õþêêåëÿ

ßê óæå éøëîñÿ, òåîðiÿ Äåáàÿ�Õþêêåëÿ ïîðiâíÿíî äîáðå îïè-
ñó¹ âèñîêîòåìïåðàòóðíó ïëàçìó àáî åëåêòðîëiòè íèçüêî¨ êîíöåí-
òðàöi¨. Íåñòðîãi ðîçðàõóíêè, ïîâ'ÿçàíi ç ëiíiéíèì íàáëèæåííÿì
ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà, äàþòü ìîæëèâiñòü ïåðåäáà÷èòè
åêñïîíåíòíèé õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà iîíàìè. Äëÿ áiíàðíî¨
êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ áóëî îòðèìàíî âèðàç

ρi1,i2(x1, x2) = ρi1ρi2

1 − βei1ei2
e
− 1

l̃D
|x1−x2|

4π|x1 − x2|

 .
Êëàñòåðíi ðîçêëàäè äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié äàþòü çìîãó

îäåðæàòè ðåçóëüòàòè Äåáàÿ�Õþêêåëÿ íà ñòðîãîìó ìàòåìàòè÷íî-
ìó ðiâíi. Ñôîðìóëþ¹ìî äëÿ öüîãî ëåìó, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ôàêòè÷-
íî âèïëèâà¹ çi çáiæíîñòi êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ.

Ëåìà 7.4.1. Äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β, λ, L, ..., ôiêñîâà-
íèõ âèùå, òà ç A, çàäàíîãî ôîðìóëîþ (7.3.39) i ëîêàëiçîâàíîãî
â X0 ⊂ X1, òà äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi X

′
0 iñíóþòü ñòàëi C(A)

i C∗ òàêi, ùî êëàñòåðíèé ðîçêëàä (7.3.51), ÿêèé ìiñòèòü òiëü-
êè ÷ëåíè ç X0 ⊂ Xn i X ′

0 ∩Xn ̸= ∅, çáiãà¹òüñÿ òà âèêîíó¹òüñÿ
îöiíêà∑

X,X0⊂Xn

X′
0∩Xn ̸=∅

|K(X)|ec0|X| ≤ C∗C(A)e
− 1

l̃D
(1−δ)dist(X0,X′

0). (7.4.58)

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ëiâà ÷àñòèíà (7.4.58)
çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (7.3.56) ç Xn, ùî ìiñòèòü X0 òà ìà¹ íåïóñòèé
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ïåðåòèí ç X ′
0. Äàëi, ç ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ

dist(X0, X
′
0) ≤ |Xn| + d(T, y), (7.4.59)

òîäi

ec|Xn|e−(1−δ′)d(T,y) ≤ e(c+1−δ)|Xn|e−(δ−δ′)d(T,y)e−(1−δ)dist(X0,X′
0).

(7.4.60)
Ïiäñòàâëÿþ÷è (7.4.60) ó (7.3.56) i âèáèðàþ÷è δ′ < δ (δ ç îöiíêè
êîâàðiàöi¨ C(x, y)), îòðèìó¹ìî (7.4.58). ■

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó òåîðåìó ïiäðîçäiëó.

Teoðåìà 7.4.2. Äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ âèêîíó¹òü-
ñÿ ëåìà 7.4.1, òà ñïîñòåðåæóâàíèõ A i B, ÿêi çàäàíi ôîðìóëàìè
òèïó (7.3.39) i ëîêàëiçîâàíi âiäïîâiäíî â X0 i X

′
0, iñíóþòü ñòàëi

C(A,B) i C∗, íåçàëåæíi âiä zi, β, òàêi, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ

β/l̃D iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↑R3

< A >Λ = < A >

i
| < AB > − < A >< B > | ≤ C∗C(A,B)e

− 1

l̃D
(1−δ)dist(X0,X′

0).

Ïðîàíàëiçó¹ìî, ÿê ìîæíà ñêîðèñòàòèñü êëàñòåðíèìè ðîçêëà-
äàìè äëÿ ñåðåäíiõ < A >, < B > i < AB >, ùîá îòðèìàòè ïðàâó
÷àñòèíó íåðiâíîñòi (7.4.65). ßêùî ïîáóäóâàòè êëàñòåðíèé ðîç-
êëàä äëÿ âåëè÷èíè < AB >, âèáðàâøè Y1 = X1 ⊃ X0, òî â ðîç-
êëàäi áóäóòü ÷ëåíè, äëÿ ÿêèõ Xn∩X ′

0 ̸= ∅, òà ÷ëåíè, äëÿ ÿêèõ X ′
0

ïîâíiñòþ ëåæèòü ó Xc
n = Λ\Xn (Xn∩X ′

0 = ∅). Îñòàííi ÷ëåíè ïî-
âèííi ñêîðî÷óâàòèñÿ ç ÷ëåíàìè ðîçêëàäó âåëè÷èíè < A >< B >.
Òîäi îòðèìàíèé ðîçêëàä çàäîâîëüíÿòèìå ëåìó 7.4.1, ÿêà é çàáåç-
ïå÷èòü íåîáõiäíó îöiíêó. Ïðîòå ïðîñòåæèòè çà òàêèìè ñêîðî÷åí-
íÿìè ñêëàäíî, òîìó ñêîðèñòà¹ìîñÿ äåÿêèì øòó÷íèì ïðèéîìîì,
çàïðîïîíîâàíèì Æiíiáðîì [116] (äèâ. [24, ñ. 233]).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.4.2. Íåõàé dµ∗σ(φ∗) � öå içîìîðôíà êî-
ïiÿ ìiðè dµσ(φ) (C∗ ≃ C). Âèçíà÷èìî òåîðiþ ç ìiðîþ dµ̃σ =

= dµ∗σ⊗dµσ, êîâàðiàöi¹þ C̃ = C⊗11+11⊗C∗ i ïîëåì φ⊗11+11⊗φ∗.
Òàêîæ âèçíà÷èìî ìiðó

dq̃(φ̃) = Ξ̃−1
Λ e−VΛ(φ)e−VΛ(φ

∗)dµ̃σ, (7.4.61)
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äå
VΛ(φ) = GΛ(φ) +RΛ(φ), Ξ̃Λ = ΞΛ · Ξ∗

Λ.

Ðîçâèíóòà òåîðiÿ ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ñèìåòði¨ φ ↔ φ∗

Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî äåÿêà ôóíêöiÿ F (φ) ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ
âiäíîñíî çàìiíè φ→ φ∗ (òîáòî F (φ∗) = −F (φ)), òî∫

F (φ)dq̃(φ̃) = 0. (7.4.62)

Çàñòîñó¹ìî òåõíiêó ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, ÿêi îïè-
ñàíî âèùå, äî âèðàçó∫

(A−A∗)(B−B∗)dq̃(φ̃), (7.4.63)

âèáðàâøè supp(A−A∗) ⊂ X0, supp(B−B∗) ⊂ X ′
0 i X0 ⊂ X1. Çðî-

çóìiëî, ùî íîâi ãàóññîâi ìiðè dq̃(φ̃) òàêîæ iíâàðiàíòíi ùîäî çà-
çíà÷åíî¨ ñèìåòði¨. Êëàñòåðíèé ðîçêëàä ìiñòèòü ÷ëåíè, äëÿ ÿêèõ
X ′

0 ∩Xc
n ̸= ∅, i ÷ëåíè, â ÿêèõ X ′

0 ⊂ Xc
n. ×ëåíè, â ÿêèõ X0 ⊂ Xn,

a X ′
0 ⊂ Xc

n, äîðiâíþþòü íóëþ âíàñëiäîê (7.4.62), áî (A − A∗) i
(B−B∗) àíòèñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨. Îòæå, êëàñòåðíèé ðîçêëàä äëÿ
(7.4.63) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëåìè 7.4.1, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

|
∫

(A−A∗)(B−B∗)dq̃(φ̃)| ≤ C ′
∗C(AB)e

− 1

l̃D
(1−δ)dist(X0,X′

0).

(7.4.64)
Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ó ëiâié ÷àñòèíi (7.4.64) ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷î-
òèðüîõ äîäàíêiâ i â êîæíîìó iíòåãðàë çà ìiðîþ dq̃ (äèâ. (7.4.61))
ôàêòîðèçó¹òüñÿ. ßê íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

2|
∫

ABdq(φ)−
∫

Adq(φ)

∫
Bdq(φ)| ≤ C ′

∗C(AB)e
− 1

l̃D
(1−δ)dist(X0,X′

0)

ç dq(φ) = Ξ−1
Λ e−VΛ(φ)dµσ, ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

■
Ðåçóëüòàò òåîðåìè 7.4.2 òà îöiíêè ç ïiäðîçä. 7.3.2 äàþòü çìî-

ãó äîâåñòè òåîðåìó, àíàëîãi÷íó äî òåîðåìè 7.4.2 i äëÿ ñåðåäíiõ
(7.1.6).



235

Teoðåìà 7.4.3. Íåõàé A i B � ñåðåäíi òèïó (7.1.6), ëîêàëi-
çîâàíi âiäïîâiäíî â X0 i X ′

0. Òîäi äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, çà
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà 7.4.2, iñíóþòü ñòàëi CA i CB òàêi,
ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↑R3

< A >Λ = < A >

i

| < AB > − < A >< B > | ≤ CACBe
− 1

l̃D
(1−δ)dist(X0,X′

0).
(7.4.65)

Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî ïîäàòè ñåðåäíi < A >Λ ó âèãëÿäi
ðîçêëàäiâ çà ñåðåäíiìè < A > òà ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêîþ ôàê-
òîðiâ εi(x). Íåðiâíiñòü (7.4.65) âèðàæà¹ ôàêò åêñïîíåíöiàëüíî¨
êëàñòåðèçàöi¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié i öèì äîâîäèòü ãiïîòåçó Äå-
áàÿ. Âèðàç (7.4.59) ëåãêî îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñòåðíi
ðîçêëàäè äëÿ ρi1,i2(x1, x2) òà ìiðêóâàííÿ ç ïðàöi [142].

7.4.2. Äåáà¨âñüêå åêðàíóâàííÿ â iîííî-äèïîëüíèõ
ñèñòåìàõ

Ïiä ÷àñ ðîçãëÿäó ñèñòåì çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, ùî çíàõî-
äÿòüñÿ â ìîëåêóëÿðíèõ ñåðåäîâèùàõ, íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ¨õ
âçà¹ìîäiþ ç ìîëåêóëàìè ñåðåäîâèùà. Çäåáiëüøîãî öÿ âçà¹ìîäiÿ
âðàõîâó¹òüñÿ ôåíîìåíîëîãi÷íî çà äîïîìîãîþ ïîñòiéíîãî äiåëåê-
òðè÷íîãî ñåðåäîâèùà ó ôîðìóëi äëÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó.

Ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòè÷íèé ïiäõiä, ùî âðàõîâó¹ ìîëåêóëÿðíi
âçà¹ìîäi¨ â ðàìêàõ äèïîëüíîãî íàáëèæåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî, îá-
ìåæóþ÷èñü íóëüîâèì íàáëèæåííÿì (íàáëèæåííÿì ñåðåäíüîãî ïî-
ëÿ), ëåãêî îäåðæàòè ðåçóëüòàòè ôåíîìåíîëîãi÷íî¨ òåîði¨. Ìåòîä
äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè ïîïðàâêè äî íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ. Áóäåìî
ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó ÷àñòèíîê, êîæíà ç ÿêèõ ¹ ñôåðîþ ðàäióñîì r0
iç ïîñòiéíîþ ùiëüíiñòþ çàðÿäó íà ïîâåðõíi. Äëÿ äèïîëüíèõ ÷à-
ñòèíîê ñóìàðíà ùiëüíiñòü çàðÿäó íà ïîâåðõíi ÷àñòêè äîðiâíþ¹
íóëþ. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7.1.5) ç
åëåêòðîñòàòè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ

Φ
(c)
ij (x, y) = Qi(∇0

x)Qj(∇0
y)

1

4π|x− y|
,
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äå Qi(∇0
x) � óçàãàëüíåíi îïåðàòîðíîçíà÷íi çàðÿäè:

Qi(∇0) :=

{
ei äëÿ iîíiâ,
(mi · ∇0) äëÿ äèïîëiâ.

Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî â ñèñòåìi ¹ îäèí ñîðò äèïîëiâ,
ÿêi ìè ïîçíà÷èìî iíäåêñîì i = 0. Ðiçíi ñîðòè iîíiâ ïîçíà÷àòèìåìî
iíäåêñîì i = 1, ...,M . Äëÿ òîãî ùîá çàñòîñóâàòè ìåòîäè, ðîçâè-
íåíi ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ïîòðiáíî ââåñòè ðåãóëÿðèçàöiþ, ÿê
öå çðîáëåíî â ïiäðîçä. 7.2.1 (äèâ. (7.2.10)�(7.2.12)):

Φc,Λ
i,j (x1, x2; Λ) = Qi(∇x)Qj(∇y)u

Λ
λ (x, y),

uΛλ = (−∆)−1 − c1

(
−∆ +

1

λ21l
2
D

)−1

+ c2

(
−∆ +

1

λ22l
2
D

)−1

,

(7.4.66)

äå c1 =
λ21

λ21−λ22
, c2 =

λ22
λ21−λ22

, λ1 > λ2 > 0,

Φ
(s,λ)
i,j (x, y; Λ′) =11Λ′(x)Qi(∇0

x)Qj(∇0
y)

[
c1

exp[− 1
λ1lD

|x− y|]
4π|x− y|

]
11Λ′(y)−

−11Λ′(x)Qi(∇0
x)Qj(∇0

y)

[
c2

exp[− 1
λ2lD

|x− y|]
4π|x− y|

]
11Λ′(y)+

+11Λ′(x)Φ
(s)
i,j (x, y)11Λ′(y), ∇0 · ∇0 = −∆0.

Ïîòåíöiàë Φ
(s)
i,j (x, y) âèáèðàþòü òàê, ùîá âií âêëþ÷àâ ó ñåáå ïî-

òåíöiàë òâåðäèõ êóëü i ùîá

Φ
(s)
i,j (x, y) +Qi(∇0

x)Qj(∇0
y)

[
c1
e
− 1

λ1lD
|x−y|

4π|x− y|
− c2

e
− 1

λ2lD
|x−y|

4π|x− y|

]
≥ 0.

Ìiðó dµ0 áóäóþòü çà êîâàðiàöi¹þ uΛλ , ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(7.4.66). Ïîòðiáíî, îäíàê, çàóâàæèòè, ùî iíòåãðóâàííÿ çà ôàçî-
âèì îá'¹ìîì äèïîëüíèõ ÷àñòèíîê âêëþ÷à¹ â ñåáå iíòåãðóâàííÿ çà
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ðiçíèìè îði¹íòàöiÿìè äèïîëüíîãî ìîìåíòó, òîáòî

dxi :=

{
dx, i = 1, ...,M, äëÿ iîíiâ,
dx0 = 1

4π sin θdθdφdx äëÿ äèïîëiâ.

Ðîçêëàä Ïàé¹ðëñà áóäó¹òüñÿ àáñîëþòíî àíàëîãi÷íî, àëå ç iîí-
íî¨ ÷àñòèíè äi¨ S(φ) (äèâ. (7.3.23)), òîáòî

exp[−S(φ)] = exp[−SI(φ)] exp[−SD(φ)].

Âåëè÷èíó exp[−SI(φ)] ðîçêëàäà¹ìî çà ôîðìóëîþ (7.3.27), à äè-
ïîëüíó ÷àñòèíó ïåðåòâîðþ¹ìî òàê:

exp

[
ρ0

∫
Λ
dx(0)

(
eiβ

1/2eiφ0(x) − 1
)]

= exp

[
−1

2
βρ0

∫
Λ
φ2
0dx

(0)

]
×

× exp

[
ρ0

∫
Λ
dx(0)

(
eiβ

1/2eiδ − 1 − iβ1/2eiδ0 +
1

2
βδ20

)]
. (7.4.67)

Öÿ ôîðìóëà ¹ òîòîæíiñòþ, îñêiëüêè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîëÿ äè-
ïîëiâ ó êóáèêó Ωα (äèâ. (7.3.28)) äîðiâíþ¹ íóëþ i δ0(x) = φ0(x).
Ïåðøó åêñïîíåíòó â ïðàâié ÷àñòèíi (7.4.67) âêëþ÷èìî äî âèðàçó
äëÿ G2 (äèâ. (7.3.29)), òîìó ïiäñóìîâóâàííÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç i = 0.
Äðóãà åêñïîíåíòà ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà îði¹íòàöiÿìè äèïîëiâ íà-
áóäå âèãëÿäó

exp

[
−1

2
βρ0

∫
Λ
φ2
0dx

(0)

]
= exp

[
−1

2
(ε− 1)

∫
Λ
dxφ(x)(−∆)φ(x)

]
,

äå ε = 1 + 4π
3 ρβ|m|2 ìà¹ ñåíñ äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi ñåðåäî-

âèùà. Öåé ÷ëåí âêëþ÷èìî â ìiðó dµ0(φ). Çàìiíà, åêâiâàëåíòíà
çàìiíi (7.3.24), â öüîìó âèïàäêó áóäå òàêîþ:

Ndµ(φ) = dµ0(φ) exp

[
−1

2
(ε− 1)

∫
Λ
dxφ(x)(−∆)φ(x) − 1

2l̃2D

∫
Λ
φ2

]
.

(7.4.68)
Îáåðíåíèé êîâàðiàöiéíèé îïåðàòîð ìàòèìå âèãëÿä

C−1 = λ21λ
2
2l

4
D(−∆)3 + (λ21 + λ22)l

2
D(−∆)2 + ε(−∆) + l̃−2

D . (7.4.69)
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Òàêèì ÷èíîì, åêðàíóâàííÿ âçà¹ìîäi¨ äèïîëüíèìè ÷àñòèíêà-
ìè ïðèçâîäèòü äî ïåðåíîðìóâàííÿ ñåðåäîâèùà íà ñòàëå ε, ÿê i
ó ôåíîìåíîëîãi÷íié òåîði¨. Ïîáóäîâà êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ i äî-
âåäåííÿ ¨õ çáiæíîñòi çäåáiëüøîãî àíàëîãi÷íi äî âæå ðîçãëÿíóòèõ
ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi òà ìiñòÿòü ëèøå îêðåìi òåõíi÷íi ïðî-
áëåìè. ßê i ó âèïàäêó iîííèõ ñèñòåì, äëÿ ñåðåäíiõ òèïó (7.1.7)
ñïðàâäæóþòüñÿ ëåìà 7.4.1 i òåîðåìè 7.4.2 òà 7.4.3, ùî ó ñâîþ
÷åðãó äîâîäèòü òîé ôàêò, ùî çà íàÿâíîñòi iîíiâ ó ñèñòåìi âçà¹-
ìîäiÿ ìiæ äèïîëüíèìè ÷àñòèíêàìè òàêîæ ìàòèìå åêñïîíåíòíèé
õàðàêòåð. Äåòàëüíèé îïèñ ñèñòåìè é äîâåäåííÿ ïîäàíèõ âèùå
òâåðäæåíü íàâåäåíî â ïðàöi [197] òà îãëÿäi [39].

7.4.3. Âïëèâ äiåëåêòðè÷íîãî êîíòàêòó íà õàðàêòåð
äåáà¨âñüêîãî åêðàíóâàííÿ

Äîñi ïiä ÷àñ ïîáóäîâè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié â îáìåæåíîìó
îá'¹ìi âèêîðèñòîâóâàëè ãðàíè÷íi óìîâè Äiðiõëå, òîáòî âèõiäíèé
êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ äâîõ çàðÿäiâ îáåðòàâñÿ íà íóëü
íà ìåæi ∂Λ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñóäèíà Λ ìåòàëåâà. Ïåðåâàãà òà-
êîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïiñëÿ çàìiíè (7.3.24) åêðàíîâà-
íèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ç óìîâàìè Äiðiõëå íà ∂Λ ìà¹ òàêó ñàìó
àñèìïòîòèêó ïîáëèçó ∂Λ, ÿê i äàëåêî âiä ∂Λ. Òóò ðîçãëÿäàþòüñÿ
ïèòàííÿ âïëèâó ìåæi, ÿêîþ ¹ äiåëåêòðèê, íà åôåêòèâíó âçà¹-
ìîäiþ ìiæ ÷àñòèíêàìè. Ó ïðàöi [92] öå çàâäàííÿ âèâ÷àëîñÿ äëÿ
âèïàäêó, êîëè ïîñóäèíà Λ áóëà äiåëåêòðè÷íîþ ñôåðîþ ðàäióñîì
R. Ó öüîìó âèïàäêó âïëèâ ìåæi äà¹òüñÿ âçíàêè òiëüêè â îáìåæå-
íîìó îá'¹ìi i â ðàçi ïåðåõîäó äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi Λ ↑ R3

ïîâåðõíåâi ÿâèùà çíèêàþòü. Ó ïðàöÿõ [192,193] äîñëiäæåíî âëà-
ñòèâîñòi êëàñòåðèçàöi¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ñèñòåìè çàðÿäæå-
íèõ ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ äâîìà ïîâåðõíÿìè êîíöåí-
òðè÷íèõ ñôåð ðàäióñàìè R0 i R >> R0, à îáëàñòü Ω0, ÿêó îõî-
ïëþ¹ ñôåðà ðàäióñîì R0, çàïîâíåíà äiåëåêòðèêîì, äiåëåêòðè÷-
íà ïðîíèêëèâiñòü ÿêîãî ε0. Ó öüîìó âèïàäêó âïëèâ äiåëåêòðèêà
çáåðiãà¹òüñÿ ïiñëÿ ïåðåõîäó äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi R→ ∞.
Ó âèïàäêó, êîëè R0 ¹ äóæå âåëèêèì, àëå íàáàãàòî ìåíøèì çà
R, ñèñòåìà ¹ ïîäiáíîþ äî ñèòóàöi¨, êîëè ïðîñòið R3 ðîçäiëåíèé
ïëîùèíîþ x(3) = 0 íà äâà íàïiâïðîñòîðè: R3

+, â ÿêîìó çíàõî-
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äèòüñÿ ñèñòåìà çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, i íàïiâïðîñòið R3
−, äå ðîç-

ìiùåíî äiåëåêòðèê Ω0. Íåõàé Λ ⊂ R3
+ i îïèðà¹òüñÿ íà ïëîùèíó

x(3) = 0. Ó ðàìêàõ îïèñàíîãî âèùå ìàòåìàòè÷íîãî ïiäõîäó êî-
ðîòêî îïèøåìî õàðàêòåð ñïàäàííÿ êîðåëÿöié ìiæ çàðÿäæåíèìè
÷àñòèíêàìè ïîáëèçó äiåëåêòðèêà.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, âìiùåíó â
ìåòàëåâó ïîñóäèíó Λ, ùî çíàõîäèòüñÿ â ñåðåäîâèùi ç äiåëåêòðè÷-
íîþ ïðîíèêíiñòþ ε, â ÿêié ðîçìiùåíî ìàêðîñêîïi÷íèé äiåëåêòðèê
Ω0 ç äiåëåêòðè÷íîþ ïðîíèêíiñòþ ε0 < ε. Ç ìåòîþ îòðèìàííÿ
áiëüø íàî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1)Ω0 çàïîâíþ¹ R3

−;
2)Ω0 ¹ ñôåðîþ ðàäióñîì R0 ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíèõ ïðèíöèïiâ åëåêòðîñòàòèêè åíåðãiÿ
âçà¹ìîäi¨ äâîõ îäèíî÷íèõ çàðÿäiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êóëîíiâñü-
êî¨ ÷åðåç âïëèâ ïîâåðõíi äiåëåêòðèêà. Çà âèçíà÷åííÿì ôîðìó-
ëîþ (7.2.9) ïîòåíöiàë uΛ0 (x1, x2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü:

−ε0∆u0(x, x′) = 0, x ∈ Ω0 u0 = u−0 ,

−ε∆u0(x, x′) = δ(x− x′), x ∈ Λ, u0 = u+0 ,

u−0 (x, x′) = u+0 (x, x′), x ∈ ∂Ω0 ∩ Λ, (7.4.70)

ε0
∂u−0 (x, x′)

∂n(x)
= ε

∂u+0 (x, x′)

∂n(x)
,

u0(x, x
′) = 0, x ∈ ∂Λ,

äå x′ ∈ Λ, a n(x) � âåêòîð íîðìàëi äî ∂Ω0 â òî÷öi x. Äëÿ ðîç-
ãëÿäóâàíèõ âèïàäêiâ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè â [11, 182]. Ïðè
Λ = R3

+, a Ω0 = R3
− ôóíêöiÿ u+0 (x, x′) ìà¹ äîñèòü ïðîñòèé âèãëÿä:

u+0 (x, x′) =
1

4πε|x− x′|
+

ε− ε0
ε+ ε0

1

4πε|x− x̃′|
, (7.4.71)

äå x̃ = (x(1), x(2),−x(3)). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðèïóñêà¹ìî, ùî
u+0 (x, x′) çàâæäè ìîæíà ïîäàòè ÿê

u0 = (−ε∆)−1 + u∗, (7.4.72)
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äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ç óìîâàìè Äiðiõëå íà ∂Λ, à u∗ � âïëèâ
ïîâåðõíi ∂Ω0 i òàêîæ çíèêà¹ íà ∂Λ. Êîðîòêîäiþ÷èé ïîòåíöiàë
çàëèøèòüñÿ òèì ñàìèì, çà âèíÿòêîì ïîòåíöiàëó Ãiááñà ïîáëèçó
∂Ω0, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ íåïðîíèêíiñòü äiåëåêòðèêà Ω0 äëÿ çà-
ðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê. Ïiñëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ (7.2.10)�(7.2.12)

u0 = (−ε∆)−1 − (−ε∆ + 1/λ2l2D)−1 + u∗λ.

Ïîäàëüøi ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ
ôóíêöié ïåðåâàæíî àíàëîãi÷íi äî îäíîðiäíîãî âèïàäêó, îïèñàíî-
ãî âèùå. Ïðîòå äîâåäåííÿ ¨õ çáiæíîñòi ðîçðiçíÿòèìåòüñÿ ÷åðåç
ïîâåäiíêó êîâàðiàöi¨ C(x, y). ßê i â îäíîðiäíîìó âèïàäêó, ïåðåé-
äåìî äî íîâî¨ ìiðè dµ(φ) (äèâ. (7.3.25)), êîâàðiàöiÿ ÿêî¨ â íàáëè-
æåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ i ¹ åôåêòèâíèì ïîòåíöiàëîì âçà¹ìîäi¨, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (7.3.26). Ó âèïàäêó, êîëè Λ = R3

+ i λ = 0,
ðiâíÿííÿ (7.3.26) íàáóäå âèãëÿäó

C0(x, y) = u0(x, y)− 1

l̃2D

∫ ∞

−∞
dz(1)

∫ ∞

−∞
dz(2)

∫ ∞

0
dz(3)u0(x, z)C0(z, y).

(7.4.73)
Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî, ïåðåõîäÿ÷è äî ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ çà çìiííèìè x̄ = (x(1), x(2)) [39]. Ðîçâ'ÿçîê ¹ òàêèì

C0(x, y) =
exp[−1/l̃D|x− y|]

4πε|x− y|
+ (7.4.74)

+
1

8π2ε

∫
dp̄eip̄(x̄−ȳ)

ε− ε0µ(p̄)

ε+ ε0µ(p̄)

e−ω(p̄)(x
(3)+y(3))

ω(p̄)
,

äå µ(p̄) = |p̄|/ω(p̄), a ω(p̄) = (p̄2 + l̃−2
D )1/2. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñ-

ëåííÿì iíòåãðàëà (7.4.74) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè |x− y| > 1/l̃D

|C0(x, y)| ≤ C1 exp[−1/l̃D(1− δ
2

)|x−y|]+C2
exp[−1/l̃D(x(3) + y(3))]

|x̄− ȳ|3
.

(7.4.75)
Öå îçíà÷à¹, ùî ïîáëèçó ïîâåðõíi ∂Ω0 êîâàðiàöiÿ ñïàäà¹ åêñïîíåí-
öiàëüíî ëèøå â íàïðÿìêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî ïîâåðõíi ∂Ω0, à
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âçäîâæ ïîâåðõíi ∂Ω0 ñïàäàííÿ ∼ |x− y|−3. Öÿ îáñòàâèíà çìiíþ¹
õàðàêòåð äîâåäåííÿ çáiæíîñòi êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ.

Îñêiëüêè öi çìiíè âèðàæàþòüñÿ â äåùî iíøié ñòðàòåãi¨ äîâå-
äåííÿ òà òåõíi÷íî áiëüø ãðîìiçäêi, òî ïîÿñíèìî ëèøå îñíîâíó
iäåþ, ÿê ïîäîëàòè íå åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð ñïàäàííÿ êî-
âàðiàöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî åêñïîíåíöiàëüíå ñïàäàííÿ (7.3.54) äà¹
çìîãó îöiíèòè áóäü-ÿêèé ñòåïiíü (n(∆)!)p (äèâ. (7.3.57)). Ó ïðà-
öi [92] (äèâ. òàêîæ [193]) âñòàíîâëåíî, ùî çà òàêî¨ ïîâåäiíêè êî-
âàðiàöi¨, ÿê (7.4.75), íåðiâíiñòü (7.3.57) áóäå âèêîíóâàòèñÿ ïðè
p = 1/2 − δ′ ç äåÿêèì 0 < δ′ < 1, à ìàêñèìàëüíèé ïîêàçíèê
ó êëàñòåðíîìó ðîçêëàäi äà¹ îöiíêó p = 3/2 − δ′. Àëå âåëè÷èíà∏

∆ n(∆)! îöiíþ¹òüñÿ ôàêòîðîì
∏
i dT (i), äå dT (i) � ïîòóæíiñòü

ìíîæèíè T−1({i}), òîáòî êiëüêiñòü âåðøèí ó äåðåâi T , äëÿ ÿêèõ
T (j) = i (j = 2, ..., n). Öå äà¹ ìîæëèâiñòü çàìiñòü îöiíêè (7.3.52)
âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó Áåòëà òà Ôåäåðáóøà [57,58]:∑

T

∫
dsq(s, T )

∏
i

dT (i) ≤ 4n−1. (7.4.76)

Óñi iíøi îöiíêè, ÿêi íå îïèðàþòüñÿ íà ïîâåäiíêó êîâàðiàöi¨,
çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè. Äëÿ òîãî ùîá ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé
ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó, ââåäåìî ôóíêöiþ

C(∆,∆′) ≤ C1 sup
x∈∆
y∈∆′

[
e−1/l̃D(1− δ

2
)|x−y| + C2

e−1/l̃D(x(3)+y(3))

1 + |x̄− ȳ|3

]
.

(7.4.77)
Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:

Teoðåìà 7.4.4. Íåõàé A i B � ñåðåäíi òèïó (7.1.6), ëîêàëi-
çîâàíi âiäïîâiäíî â X0 i X ′

0. Òîäi äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, çà
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà 7.4.3, iñíó¹ ñòàëà CAB òàêà, ùî iñ-
íó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↑R3

< A >Λ = < A > (7.4.78)

i

| < AB > − < A >< B > | ≤ CAB sup
∆∈X0
∆′∈X′

0

C(∆,∆′). (7.4.79)
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Ó êâàíòîâié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi ñêií÷åííî-îá'¹ìíèé ñòàí
Ãiááñà âèçíà÷à¹òüñÿ íà àëãåáði ëîêàëüíî-ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè-
÷èí Uϵ(Λ),Λ ⊂ Rd (äèâ.,íàïðèêëàä, [66]):

ωβΛ(A) =
TrFϵ(Λ)(e

−β(HΛ−µNΛ)A)

TrFϵ(Λ)(e
−β(HΛ−µNΛ))

, (8.0.1)

äå A ∈ Uϵ(Λ), HΛ � ãàìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨ áîçîíiâ (ϵ = +1)
àáî ôåðìiîíiâ (ϵ = −1) ó ïðîñòîði Ôîêà Fϵ(Λ) ç äåÿêèìè ñà-
ìîñïðÿæåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ìåæi ∂Λ, ÿêèé äi¹ â N -
÷àñòèíêîâîìó ïiäïðîñòîði F(N)

ϵ (Λ) ÿê îïåðàòîð

H
(N)
Λ = − ℏ2

2m0

N∑
i=1

∆Λ
xi + U(x)N , (x)N ≡ (x1, ..., xN ),

à ïàðàìåòðè β, µ,m0 � âiäïîâiäíî îáåðíåíà òåìïåðàòóðà, õiìi÷-
íèé ïîòåíöiàë i ìàñà ÷àñòèíîê.

Ó âèïàäêó îïåðàòîðiâ a(f) ç àëãåáð ÊÊÑ àáî ÊÀÑ (äåòàëü-
íiøå äèâ. ó [33, 66]) ñòàíè (8.0.1) ìîæíà âèðàçèòè åëåìåíòàìè
ÐÌÙ ρ̃Λ((x)m; (y)m):

ωβΛ(a∗(f1)...a
∗(fm)a(gm)...a(g1)) = (8.0.2)

=

∫
(dx)m(dy)mḡ1(y1)...ḡm(ym)f1(x1)...fm(xm)ρ̃Λ((y)m; (x)m).

242
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Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ç ïiäõîäîìÆèíiáðà [112�
114, 117] i ðîçâèíóòî ìåòîäè êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, çàïðîïîíî-
âàíèõ ó [199]. Âèçíà÷åíî êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ÅÃÌ i äîâåäåíî,
ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ìiðè Ïóàññîíà íà âiíåðîâñüêèõ
òðà¹êòîðiÿõ, êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ äëÿ ñêií÷åííîãî îá'¹ìó ìîæ-
íà ïîäàòè ìîìåíòàìè Âiêà ÅÃÌ, à ñàìå iíòåãðàëàìè çà ìiðîþ
Ïóàññîíà âiä ìîíîìiâ Âiêà ïåòåëü Âiíåðà i Áîëüöìàí-ôàêòîðà
exp[−βU ]. Ðiâíÿííÿ KÇ ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì òàêîãî ïîäàííÿ òà
äîáðå âiäîìî¨ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè äëÿ ìiðè Ïóàñ-
ñîíà [172]. Òàêîæ äóæå êîðîòêî ïîâòîðåíî àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿíü ÊÇ, àëå ç äåùî iíøî¨ òî÷êè çîðó. Ñïðàâà â òîìó, ùî áóäü-
ÿêó êâàíòîâó ñèñòåìó ó âåëèêîìó êàíîíi÷íîìó àíñàìáëi ìîæíà
îõàðàêòåðèçóâàòè òðüîìà íåçàëåæíèìè ïàðàìåòðàìè. Öå òåìïå-
ðàòóðà ñèñòåìè T , õiìi÷íèé ïîòåíöiàë µ i ìàñà ÷àñòèíîê m0.
Àëå àëüòåðíàòèâíî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ùå òðè íåçàëåæíi ïàðà-
ìåòðè : β = 1/kT � îáåðíåíó òåìïåðàòóðó, z = eβµ � àêòèâíiñòü
iλ = (2πβ/m0)

1/2 � òåïëîâó äîâæèíó õâèëi.
Ó ïðàöÿõ Æèíiáðà β i λ áóëè çàôiêñîâàíi, à z � ìàëèé ïà-

ðàìåòð. Ó [147] z i λ = 1 áóëè çàôiêñîâàíi, à β � ìàëèé ïàðà-
ìåòð. Òóò äîñëiäæó¹òüñÿ âèïàäîê ìàëî¨ ìàñè êâàíòîâèõ ÷àñòè-
íîê, îñêiëüêè â ñåði¨ ñòàòåé [52, 53, 214, 219, 220] äîñëiäæóâàëèñü
êâàíòîâi åôåêòè äëÿ ñèñòåì íà  ðàòöi. Ñóòü öèõ ïðàöü ïîëÿãà¹
â äîâåäåííi âiäñóòíîñòi áóäü-ÿêî¨ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè êâàíòî-
âèõ ñèñòåì â îáëàñòi "ñèëüíî¨ êâàíòîâàíîñòi"(àáî â ìåæi ìàëèõ
ìàñ ÷àñòèíêè). Òîìó ïîòðiáíî ïðîàíàëiçóâàòè öþ ïðîáëåìó äëÿ
íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Ðþåëëÿ�Æèíiáðà
� ìåòîäó ÊÇ ðiâíÿíü ó äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Íàñïðàâäi
âèêîíàíî ïåðåãëÿä îöiíîê Æèíiáðà, ùîá âèäiëèòè íîâèé ìàëèé
ïàðàìåòð, à ñàìå ìàñó êâàíòîâèõ ÷àñòèíîê, i äîâåñòè iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó öèõ ðiâíÿíü çà äîñèòü ìàëî¨ ìàñè ÷àñòèíîê i
áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ òåìïåðàòóðè. Ó ïðàöi [202] ðåçóëüòàò ïðà-
öi [147] áóâ óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê ñòàòèñòèêè Áîçå�Ôåðìi.
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8.1. Ïîáóäîâà ìiðè Ïóàññîíà íà ïðîñòîði

âiíåðiâñüêèõ òðà¹êòîðié

8.1.1. Ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ åâêëiäîâîãî ñòàíó Ãiááñà íàãàäà¹ìî ÷èòà÷àì
äåÿêi âèçíà÷åííÿ.

Íåõàé Ωβ := C
(
[0, β] 7→ Rd

)
� ïðîñòið Áàíàõà íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié ω : [0, β] 7→ Rd. Ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïåòåëü
(ω(0) = ω(β)) ÷åðåç Ω̃β . Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ω ∈ Ωβ ç ω(0) = x i
ω(β) = y ìîæíà çàïèñàòè

ω(τ) = ω̃x(τ) +
τ

β
(y − x),

äå ω̃x ∈ Ω̃β .
Öÿ ôîðìóëà çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ

Ωβ ∋ ω 7→ (ω(0), ω(β)) ∈ Rd × Rd,

ÿêå äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ

Rd × Ω̃β ∋ (y, ω̃x) 7→ ω ∈ Ωβ

çà äîïîìîãîþ ñiì'¨ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Py,for y ∈ Rd:

Py : Ω̃β 7→ Ωβ, (Pyω̃)(τ) = (Pyω̃x)(τ) = ω̃x(τ) +
τ

β
(y − x)

(8.1.3)
Ïîçíà÷èìî ÿê W β,m

x,y (dω) óìîâíó âiíåðiâñüêó ìiðó áðîóíiâñü-
êèõ ÷àñòèíîê ç ìàñîþ m íà áîðåëiâñüêié σ-àëãåáði B(Ωβ)(òóò i
äàëi B(X) îçíà÷à¹ áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó åëåìåíòiâ ç X). Àëå â
îáîõ âèïàäêàõ ÁÑ àáî ÊÑ ìiðà íà âiíåðiâñüêèõ òðà¹êòîðiÿõ ìîæå
áóòè ðåäóêîâàíà äî ìiðè íà ïåòëÿõ. Ùîá âèçíà÷èòè ìiðó íà Ω̃β ,
ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

Ω̃β ∋ ω̃ 7→ ω̃(0) ∈ Rd, (8.1.4)
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ÿêå çàäà¹ ïîäàííÿ äîâiëüíîãî ω̃ ∈ Ω̃β ó âèãëÿäi

ω̃ = ω̃(0) + ω̂,

äå ω̂ ∈ Ω̃β
0 i Ω̃β

0 � ïðîñòið âiíåðiâñüêèõ ïåòåëü ç ω̂(0) = 0. Âèçíà÷è-
ìî ìiðó Ïóàññîíà íà Ω̃β . Ó ïåðøó ÷åðãó ñëiä âèáðàòè ïðàâèëüíó
ëîêàëiçàöiþ, îñêiëüêè áàçîâèé ïðîñòið Ω̃β íå ¹ ëîêàëüíî êîìïàêò-
íèì. Äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ⊂ B(Rd) âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó

Ω̃β
Λ :=

{
ω̃ ∈ Ω̃β | ω̃(0) ∈ Λ

}
, Λ ∈ B(Rd)

Çãiäíî ç [148] ïîáóäó¹ìî ìiðó Ïóàññîíà íà êîíôiãóðàöiéíîìó
ïðîñòîði ïåòåëü Âiíåðà Ω̃β ÿê ìàðêîâàíó ìiðó Ïóàññîíà íà
Rd × Ω̃β

0 . Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ïðîñòið ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöi¨
òàêèì ÷èíîì:

Γβ = Γβ
Ω̃β

= Γβ
Rd×Ω̃β

0

:=
{
γ = (γ̃, ω̃γ̃) | γ̃ ∈ ΓRd , ω̃γ̃ ∈ Ω̃β

γ̃

}
.

Òóò Ω̃β
γ̃ � ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü γ̃ ∋ x 7→ ω̃x ∈ Ω̃β , ΓRd �

ìíîæèíà ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié γ̃ â Rd (äèâ. (1.1.1)).
Âèçíà÷èìî ìiðó íà (Ω̃β,B(Ω̃β)) ÿê îáðàç äîáóòêóW β,m

0,0 (dω̃0)dx
âiäîáðàæåííÿ (8.1.4) çà ôîðìóëîþ

σβ(dω̃) = σβ,m(dω̃) = W β,m
x,x (dω̃)dx,

äå σβΛ � îáìåæåííÿ ìiðè σβ íà Ω̃β
Λ.

Òîäi ìiðó Ïóàññîíà πz,βΛ = π
zσβ

Λ
íà
(
ΓβΛ,B(ΓβΛ)

)
ç iíòåíñèâ-

íiñòþ zσβΛ âèçíà÷àòèìå ôîðìóëà

πz,βΛ (∆) = e−zσ
β
Λ(Ω̃

β
Λ)

∞∑
n=0

zn

n!
(σβΛ)⊗̂n(∆ ∩ ΓβΛ,n), ∆ ∈ B(ΓβΛ),

äå σβΛ(Ω̃β
Λ) = (m0/2πβ)d/2σ(Λ)1.

Îïóñêà¹ìî äåÿêi òåõíi÷íi äåòàëi, âiäñèëàþ÷è ÷èòà÷à äî ïðàöi
[147].

1Çàçíà÷èìî, ùî â [147] ñòàëà λ = (2πβ/m0)
1/2 = 1.
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Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Λ ⊂ Rd i F ∈ L1(ΓβΛ, π
z,β
Λ (dγ)) iíòå-

ãðàë çà ìiðîþ Ïóàññîíà âèçíà÷à¹ìî òàê:

∫
Γβ
Λ

F (γ)πz,βΛ (dγ) = e−zσ
β
Λ(Ω̃

β
Λ)

∞∑
n=0

zn

n!

∫
(Ω̃β

Λ)
n

F (ω̃)n(σβΛ)⊗̂n(dω̃)n.

(8.1.5)

8.1.2. Ñòàòèñòèêà Áîçå�Ôåðìi.

Ó âèïàäêó êâàíòîâî¨ ñòàòèñòèêè ñõåìà ïîáóäîâè ïðîñòîðó
êîíôiãóðàöié Γ̂βΛ òà ìiðè Ïóàññîíà ¹ òàêîþ ñàìîþ, à ¨õ àíàëiòè÷-
íèé âèðàç ëåãêî îòðèìàòè çàìiíèâøè ó ôîðìóëàõ ïiäðîçä. 8.1.1
îáåðíåíó òåìïåðàòóðó β íà jβ, äå 1 ≤ j ∈ N. Êðiì òîãî, ìiðó zσβΛ
ó âèçíà÷åííi ìiðè Ïóàññîíà òðåáà çàìiíèòè íà

σ̂β,z(∆) =
∑
j≥1

εj−1zj

j
σjβ(∆j),

äå ∆j ∈ Ωjβ
Λ , ∆ = ∪j≥1∆j .

Ìiðà Ïóàññîíà π̂z,βΛ íà
(
Γ̂βΛ,B(Γ̂βΛ)

)
ç iíòåíñèâíiñòþ σ̂β,zΛ (äëÿ

0 < z < 1) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

π̂z,βΛ (∆) = e−σ̂
β,z
Λ (Ω̃Λ)

∞∑
n=0

1

n!
(σ̂β,zΛ )⊗̂n(∆ ∩ Γ̂βΛ,n), ∆ ∈ B(Γ̂βΛ),

äå σ̂β,zΛ (Ω̃Λ) = (m0/2πβ)d/2σ(Λ)
∑

j≥1
zj

j1+d/2 i Γ̂βΛ =
⋃
j≥1 ΓjβΛ .

Ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ìiðó Ïóàññîíà π̂z,β äëÿ äîâiëüíîãî
z i â Rd çàìiñòü Λ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:∫

Γβ

π̂z,β(dγ)e<f,γ> = e
∫
Ω̃
σ̂β,z(dω̃)(ef(ω̃)−1)

äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ C0(Ω̃).
Äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè Λ ⊂ Rd i äîâiëüíî¨ ôóíê-

öi¨ F ∈ L1(Γ̂βΛ, π̂
z,β
Λ (dγ)) íàñòóïíà ôîðìóëà âèçíà÷à¹ iíòåãðàë çà
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ìiðîþ π̂z,β :

∫
Γ̂β
Λ

F (γ)π̂z,βΛ (dγ) = e−σ̂
β,z
Λ (Ω̃Λ)

∞∑
n=0

1

n!

∫
(Ω̃Λ)n

F (ω̃)n(σ̂β,zΛ )⊗̂n(dω̃)n.

Çàóâàæåííÿ 8.1. Óíàñëiäîê ëîêàëiçàöi¨ âiíåðiâñüêèõ òðà¹êòîðié
âèçíà÷åíà ïóàññîíiâñüêà ìiðà ¹ íåñêií÷åííî ïîäiëüíîþ ìiðîþ âiä-
íîñíî ïî÷àòêîâèõ òî÷îê ó Λ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ Λ1,Λ2 ∈ Rd
òàêèõ, ùî Λ1 ∩Λ2 = ∅, i áóäü-ÿêèõ iíòåãðîâíèõ ôóíêöié F1(γ) i
F2(γ) âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü:∫

Γ̂β

F1(γ)F2(γ)π̂z,β(dγ) =

∫
Γ̂β
Λ1

F1(γ)π̂z,β(dγ)

∫
Γ̂β
Λ2

F2(γ)π̂z,β(dγ)

Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

8.2. Ïîáóäîâà ÅÑÃ äëÿ êâàíòîâèõ

íåïåðåðâíèõ ñèñòåì

8.2.1. Ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà

Âèçíà÷èìî ìiðó Ãiááñà äëÿ íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè êâàíòîâèõ
÷àñòèíîê â Rd iç âçà¹ìîäi¹þ, îïèñàíîþ â ðîçä. 2.

Îçíà÷åííÿ 8.1. Åâêëiäiâ ñòàí Ãiááñà äëÿ ñêií÷åííîãî îá'¹ìó
Λ ∈ B(Rd) ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ γ âèçíà÷à¹òüñÿ ìiðîþ íà(
Γβ,B(Γβ)

)
ôîðìóëîþ

Gz,βΛ (∆ | γ) = εγΛc (∆Λc)


1

ΞΛ(γ)

∫
∆Λ

e−U(γ′Λ|γΛc )πz,β(dγ′Λ),ΞΛ <∞,

0 â iíøîìó âèïàäêó

äëÿ äîâiëüíîãî ∆ ∈ B(Γβ), äå Λc := Rd \ Λ, ∆Λ := PRd,Λ(∆),
εγ(∆) := χ∆(γ), γΛ = (γ̃Λ, ω̃γ̃Λ),
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U(γ′ | γ) :=
∑∗

{ω, ω′}⊂γ′
V (ω, ω′) +

∑∗

ω∈γ′, ω′∈γ
V (ω, ω′), (8.2.6)

V (ω, ω′) :=

∫ β

0
ϕ(ω(t), ω′(t)) dt, (8.2.7)

Ξz,βΛ (γΛc) :=

∫
Γβ

exp[−U(γ′Λ, γΛc)]πz,β(dγ′Λ).

Çiðî÷êà ó ñóìi (8.2.6) îçíà÷à¹, ùî çà îçíà÷åííÿì ðÿä äîðiâíþ¹
íåñêií÷åííîñòi, ÿêùî âií íå ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ Λ,Λ′, Λ ⊂ Λ′ i ∆ ∈ B(Γβ),∫
Γβ

Gz,βΛ (∆ | γ′)Gz,βΛ′ (dγ′ | γ) = Gz,βΛ′ (∆ | γ).

Îçíà÷åííÿ 8.2. Iìîâiðíiñíà ìiðà Gz,β íà (Γβ,B(Γβ)) íàçèâà¹òü-
ñÿ åâêëiäîâèì ñòàíîì Ãiááñà, âiäïîâiäíî¨ êâàíòîâî¨ íåïåðåðâíî¨
ñèñòåìè ç îáåðíåíîþ òåìïåðàòóðîþ β, àêòèâíiñòþ z i ïîòåí-
öiàëîì âçà¹ìîäi¨ ϕ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ áîðåëiâñüêî¨
ìíîæèíè Λ ⊂ Rd∫

Γβ

Gz,βΛ (∆ | γ)Gz,β(dγ) = Gz,β(∆), ∆ ∈ B(Γβ).

Òàêèì ÷èíîì, ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî ñòàí Ãiááñà ïîâèíåí çàäîâîëü-
íÿòè çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ ÄËÐ [15,159].

8.2.2. Ñòàòèñòèêà Áîçå�Ôåðìi.

Ùîá âèçíà÷èòè ÅÑÃ, ñëiä çðîáèòè äåÿêi çàóâàæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 8.2.1. Äëÿ âèïàäêó Áîçå (ε = +1) íåìà¹ íiÿêèõ

òðóäíîùiâ, êðiì òåõíi÷íèõ: öå ïîáóäîâà åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ Ũ(γ)
íà êîíôiãóðàöi¨ ïåòåëü (ω̃)N , ÿêó çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

Ũ(ω̃)N =
1

2

∫ β

0
dτ

∑
1≤i,k≤N

Ũjk(ω̃), (8.2.8)
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Ũjk(ω̃) =

ji∑
s=1

jk∑
p=1

ϕ̃(|ωi(τ + (s− 1)β) − ωk(τ + (p− 1)β)|), (8.2.9)

äå ϕ̃(x) = ϕ(x), ÿêùî x ̸= 0, ϕ̃(0) = 0 ç óìîâîþ ñòiéêîñòi, ÿêà
ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

Ũ(ω̃)N ≥ −βB
N∑
k=1

jk. (8.2.10)

Çàóâàæåííÿ 8.2.2. Äëÿ âèïàäêó Ôåðìi ñòàòèñòèêè (ε = −1)
áàçîâó ìiðó Ãiááñà íå áóäå äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ i àïðiîði íåçðî-
çóìiëî, ÷è iñíó¹ âîíà íàâiòü ó ñêií÷åíîìó îá'¹ìi. Àëå êëàñòåðíi
ðîçêëàäè, ÿêi ïîáóäîâàíî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi, äàþòü ìîæ-
ëèâiñòü âèçíà÷èòè ¨¨ ñòðîãî ïðèíàéìíi äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïà-
ðàìåòðiâ m0(àáî β, z). Ùîá âèçíà÷èòè ¨¨ ÿê íåäîäàòíó ñïåöè-
ôiêàöiþ ìiðè Ïóàññîíà, ââåäåìî ôóíêöiþ

j(ω̃) = j, ÿêùî ω̃ ∈ Ω̃jβ
Λ ,

i äëÿ γ ∈ Γ̂βΛ

j(γ) =
∑
ω̃∈γ

(j(ω̃) − 1), j(ω̃) = jk, ÿêùî ω̃ ∈ Ω̃jkβ
Λ .

Òîäi âiä'¹ìíèé ìíîæíèê εjm+1+...+jm+n−n ó [112�114,117] ìîæ-
íà çàïèñàòè ÿê exp[iπθ(−ε)j(γ)], äå θ(x) = 1, ÿêùî x > 0, i
θ(x) = 0, ÿêùî x < 0.

Îòæå, ìà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 8.3. Åâêëiäiâ ñòàí Ãiááñà äëÿ ñêií÷åííîãî îá'¹ìó
Λ ∈ B(Rd) ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ γ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìiðà íà(
Γ̂β,B(Γ̂β)

)
, ÿêà çàäà¹òüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ:

Gz,βΛ (∆ | γ) =
εγΛc (∆Λc)

ΞΛ(γ)

∫
∆Λ

e−U(γ′Λ|γΛc )+iπθ(−ε)j(γ
′
Λ)π̂z,β(dγ′Λ)
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ïðè ΞΛ <∞ äëÿ äîâiëüíîãî ∆ ∈ B(Γ̂β), äå Λc := Rd \ Λ,
∆Λ := PRd,Λ(∆), εγ(∆) := χ∆(γ), γΛ = (γ̃Λ, ω̃γ̃Λ),

U(γ′ | γ) :=
∑
ω̃′∈γ′

V (ω̃′) +
∑∗

{ω̃, ω̃′}⊂γ′
V (ω̃, ω̃′) +

∑∗

ω̃′∈γ′, ω̃∈γ
V (ω̃, ω̃′),

(8.2.11)

V (ω̃) =

∫ β

0
dτ

∑
1≤s<p≤j

ϕ(|ω̃(τ + (s− 1)β) − ω̃(τ + (p− 1)β)|),

(8.2.12)

V (ω̃, ω̃′) =

j∑
k=1

j′∑
k′=1

∫ β

0
dτϕ(|ω̃(τ + (k − 1)β) − ω̃′(τ + (k′ − 1)β)|),

(8.2.13)

ΞΛ(γΛc) :=

∫
Γ̂β

exp[−U(γ′Λ | γΛc) + iπθ(−ε)j(γ′Λ)] π̂z,β(dγ′Λ).

8.3. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà

Çà àíàëîãi¹þ äî êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè âèçíà÷èìî
åâêëiäîâi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (êëàñè÷íi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ íà
ïåòëÿõ Âiíåðà) äëÿ ïîðîæíiõ ãðàíè÷íèõ óìîâ:

ρΛ(ω̃)m = Z−1
Λ

∑
n≥0

zm+n

n!

∫
(Ω̃β

Λ)
n

(σβΛ)⊗̂n(dω̃)m+n∖me
−U(ω̃)m+n ,

(8.3.14)
äå ZΛ � òàêèé ñàìèé ðÿä ïðè m = 0,

U(ω̃)N =
∑

1≤i<j≤N

∫ β

0
dτϕ(|ω̃i(τ) − ω̃j(τ)|)

i äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xm, ..., xN ) âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åí-
íÿ (x)N∖m−1 (N ∖ 0 ≡ N).
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Àëå öi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ íå âiäïîâiäàþòü òèì, ÿêi áóëè â
êîíñòðóêöi¨ ÐÌÙ. �¨ ïîòðiáíî äåùî çìiíèòè. Äëÿ âèïàäêó ÁÑ öå
âèïðàâëåííÿ äóæå ïðîñòå. Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ ρΛ íå
ëèøå íà ïåòëÿõ ω̃, à é ôóíêöi¨ òðà¹êòîðié ω ç ω(0) ̸= ω(β), òîáòî
â ïðîñòîði Ωβ . Öå ðîçøèðåííÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ
ñiì'¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Tym , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç íåëiíiéíi
îïåðàòîðè Pyi , i = 1, ...,m (äèâ. (8.1.3)):

ρΛBS(ω)m =
(
Tymρ

Λ
)

(ω)m = ρΛ(Py1ω̃1, ..., Pymω̃m).

Òîäi

ρΛBS(ω)m = Z−1
Λ

∑
n≥0

zm+n

n!

∫
(Ω̃β

Λ)
n

(σβΛ)⊗̂n(dω̃)ne
−U((ω)m,(ω̃)n).

(8.3.15)

Çàóâàæåííÿ 8.3.3. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (8.3.15) äåùî âiäðiçíÿ-
þòüñÿ âiä òèõ, ÿêi áóëè ââåäåíi Æèíiáðîì ó [112�114,117]. Áóëè
âèçíà÷åíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ Æèíiáðà äëÿ òðà¹êòîðié, ÿêi íà-
áóâàþòü çíà÷åíü ó Λ. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (8.3.15) (à òàêîæ
iíòåãðàë ó (8.3.14)) âèçíà÷åíî íà òðà¹êòîðiÿõ, ÿêi íàáóâàþòü
ñâî¨õ çíà÷åíü ó âñiõ Rd, àëå ¨õ ïî÷àòêîâi òî÷êè ïîâèííi áóòè
â Λ. Ïðîòå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi êî-
ðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïîâèííi çáiãàòèñÿ ÷åðåç ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
ëàíöþãà ÊÇ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ âîíè ¹.

Çàóâàæåííÿ 8.3.4. Çàâäÿêè öèì êîíñòðóêöiÿì ìîæíà äîñëiä-
æóâàòè åâêëiäîâi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (8.3.14), à ïîòiì ðåêîí-
ñòðóþâàòè ôóíêöi¨ ρBS(ωm) çà ôîðìóëîþ (8.3.15).

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è (8.1.5), ìîæíà ïåðåïèñàòè (8.3.14) ó
âèãëÿäi iíòåãðàëà çà ìiðîþ Ïóàññîíà íà ΓβΛ:

ρΛ(ω̃)m = Ξ−1
Λ zm

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)e−U((ω̃)m∪γ), (8.3.16)

äå
ΞΛ = e−zσ

β
Λ(Ω̃

β
Λ)ZΛ
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i

U((ω̃)m ∪ γ) = U(ω̃)m +
m∑
j=1

∑
ω̃∈γ

V (ω̃j , ω̃) +
∑

{ω̃,ω̃′}∈γ

V (ω̃, ω̃′),

çáiãàþòüñÿ ç (8.2.6)�(8.2.7) äëÿ ïîðîæíiõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

8.3.1. Ìîìåíòíå ïîäàííÿ òà ðiâíÿííÿ ÊÇ

Ïîêàæåìî, ùî êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (8.3.16) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi âiêiâñüêèõ ìîìåíòiâ ÅÃÌ, òîáòî iíòåãðàëà çà ìiðîþ πz,βΛ
âiä ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà â îáìåæåíîìó îá'¹ìi i ìîíîìiâ Âiêà
: γ⊗n :. Öå äà¹ çìîãó âèâåñòè ðiâíÿííÿ KÇ äëÿ ρΛ(ω̃)m ç âèêîðè-
ñòàííÿì ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè äëÿ ìiðè Ïóàññîíà.
Ââàæà¹ìî öåé âèñíîâîê êîðèñíîþ âïðàâîþ äëÿ ðîçâèòêó àíàëi-
çó êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó Γβ íàä Ω̃β . Ñôîðìóëþ¹ìî âiäîìó
ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè [172].

Ëåìà 8.1. Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ B(Rd), f ∈ C0(Ω̃
β
Λ, σ

β
Λ) i

F ∈ L2(Γ
β
Λ, π

z,β
Λ (dγ))∫

Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)⟨f, γ⟩F (γ) = z

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)

∫
Ω̃β

Λ

σβΛ(dω̃)f(ω̃)F (γ ∪ ω̃).

(8.3.17)

Âèçíà÷èìî ìîíîì Âiêà ⟨f (m), : γ⊗m :⟩ ÿê ôóíêöiþ γ âiä ΓβΛ
äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f (m) çà ôîðìóëîþ

⟨f (m), : γ⊗m :⟩ =

{∑
{ω̃}m⊂γ

∑
π∈Sm

f (m)(ω̃π(1), ..., ω̃π(m)), m ≤ |γ|,

0, m > |γ|.

Ùîá çàïèñàòè (8.3.16) ÷åðåç ïîëiíîìè Âiêà, äåùî óçàãàëüíè-
ìî ëåìó 8.1.
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Ëåìà 8.2. Äëÿ äîâiëüíîãî f (m) ∈ C0((Ω̃
β
Λ)⊗m, (σβΛ)⊗̂m) i

F ∈ L2(Γ
β
Λ, π

z,β
Λ (dγ))

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)⟨f (m), : γ⊗m :⟩F (γ) = (8.3.18)

= zm
∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)

∫
(Ω̃β

Λ)
m

(σβΛ)⊗̂m(dω̃)mf
(m)(ω̃)mF (γ ∪ (ω̃)m).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f(ω̃) ∈ C0 i γ ∈ ΓβΛ ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà (3.3.61). Iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè çà ìiðîþ
πz,βΛ (dγ) ç ôóíêöi¹þ f =

∑m
i=1 αifi, fi ∈ C0((Ω̃

β
Λ)⊗m, (σβΛ)⊗̂m), äè-

ôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè çà α1, ..., αm i çàñòîñîâóþ÷è (8.3.17),
îòðèìó¹ìî (ïîêëàäàþ÷è α1 = ... = αm = 0) ðiâíÿííÿ (8.3.18).

■
Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.3.18) ç F (γ) = Ξ−1

Λ e−U(γ) äëÿ äîâiëüíîãî

f (m) ∈ L2((Ω̃
β
Λ)⊗m, σ⊗̂mΛ ) ìîæíà çàïèñàòè ñëàáêó ôîðìó (8.3.16)

ó âèãëÿäi âiêiâñüêèõ ìîìåíòiâ åâêëiäîâî¨ ìiðè Ãiááñà:

(
f (m), ρΛ

)
σ

= Ξ−1
Λ

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)⟨f (m), : γ⊗m :⟩e−U(γ). (8.3.19)

Ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ ÊÇ iç (8.3.19), ïîêëàäåìî

f(ω̃) = fω̃1
(ω̃) = e−V (ω̃1,ω̃) − 1.

Ç îãëÿäó íà (3.3.61) ìà¹ìî

e−⟨V (ω̃1,�),γ⟩ = : e⟨fω̃1
,γ⟩ : .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñëàáêó ôîðìó (8.3.19) i ðîçäiëèìî åêñïî-
íåíòó â (8.3.19), âèòÿãàþ÷è ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, ÿêèé çàëåæèòü âiä
òðà¹êòîði¨ ω̃1, i çàñòîñó¹ìî ((8.3.18). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨
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f (m) ∈ L2((Ω̃
β
Λ)⊗m, σ⊗̂mΛ ) îòðèìà¹ìî

(
f (m), ρΛ

)
σ

=

= zm
∫
(Ω̃β

Λ)
m

(σβΛ)⊗̂m(dω̃)me
−

∑m
1≤i<j≤m V (ω̃i,ω̃j)Ξ−1

Λ

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)×

× f (m)(ω̃)m : e⟨fω̃1
,γ⟩ : e−

∑m
j=2⟨V (ω̃j ,�),γ⟩− 1

2
⟨V,:γ⊗2:⟩ =

= z

∫
(Ω̃β

Λ)
m

(σβΛ)⊗̂m(dω̃)me
−

∑m
j=2 V (ω̃1,ω̃j) 1

ΞΛ

∑
n≥0

1

n!

∫
Γβ
Λ

πz,βΛ (dγ)zm−1×

×f (m)(ω̃)m⟨f⊗nω̃1
, : γ⊗n :⟩e−

∑
2≤i<j≤m V (ω̃i,ω̃j)−

∑m
j=2⟨V (ω̃j ,·),γ⟩− 1

2
⟨V,:γ⊗2:⟩.

Â îñòàííüîìó ðiâíÿííi åêñïîíåíòó : e⟨fω̃1
,γ⟩ : ðîçêëàäåìî â

ðÿä i, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (8.3.18) òà (8.3.19), îòðèìó¹ìî
ðiâíÿííÿ ÊÇ äëÿ åâêëiäîâèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié:

ρΛ(ω̃)m = ze−
∑m

j=2 V (ω̃1,ω̃j)× (8.3.20)

×
∑
n≥0

1

n!

∫
(Ω̃β

Λ)
n

(σβΛ)⊗̂n(dω̃′)nKn(ω̃1; (ω̃′)n)ρΛ((ω̃)1̂m, (ω̃
′)n),

äå (ω̃)îm = ω̃1, ..., ω̃i−1, ω̃i+1, ..., ω̃m,

Kn(ω̃1; (ω̃′)n) =

n∏
j=1

[
e−V (ω̃1,ω̃′

j) − 1
]
.

i ç ïåðøèì äîäàíêîì, ùî äîðiâíþ¹ 1 äëÿ n = 0 i m = 1 òà ρΛ(ω̃)1̂m
äëÿ n = 0, m > 1.

8.3.2. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ÊÇ çà ìàëî¨ ìàñè
÷àñòèíîê ó ãðàíèöi Λ ↗ Rd

Êîðîòêî îáãîâîðèìî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü
(8.3.20) ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. Íåîáõiäíi îöiíêè âèïëèâà-
þòü ç ïîáóäîâè òà îöiíîê Æèíiáða, òîìó çàïèøåìî ëèøå ãîëîâíi
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ìîìåíòè òà îñíîâíi îöiíêè âèëó÷åííÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ìàñè.
Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü

ρ̂Λ = (0, ρΛ(ω̃1), ρ
Λ(ω̃1, ω̃2), ...).

Òîäi ñèñòåìó ðiâíÿíü (8.3.20) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi îïå-
ðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ:

ρ̂Λ = AΛ(ζ +Kρ̂Λ), (8.3.21)

äå

ζ = (0, z, 0, 0, ...), (AΛf)(ω̃)N = αΛ(ω̃)Nf(ω̃)N ,

à

αΛ(ω̃i)N =

{
1, ÿêùî ω̃i(0) ∈ Λ,

0 â iíøîìó âèïàäêó,

òîáòî αΛ(ω̃) íå äîðiâíþ¹ íóëþ ëèøå êîëè ïî÷àòêîâà òî÷êà òðà¹ê-
òîði¨ ω̃ çíàõîäèòüñÿ â Λ. Îïåðàòîð K âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ ðiâíÿííÿ (8.3.20), àëå äî çàñòîñóâàííÿ óìîâè ñòiéêîñòi
(2.1.3) äëÿ íîðìè îïåðàòîðà K ïîòðiáíî ñïî÷àòêó ñèìåòðèçóâàòè
öi ðiâíÿííÿ. Ñïðàâà â òîìó, ùî íå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ íåïåðåðâ-
íèõ ïåòåëü Âiíåðà ω̃1, ..., ω̃m ôàêòîð ó ïåðøié åêñïîíåíòi (8.3.20)
ìîæíà îöiíèòè ÿê F1 =

∑m
j=2 V (ω̃1, ω̃j) ≥ −2βB, òîáòî îòðèìàòè

ïîòðiáíó îöiíêó. Àëå ç óìîâè ((2.1.3) âèïëèâà¹, ùî

m∑
j=1

Fj(ω̃)m ≡ 2U(ω̃)m ≥ −2mβB

äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ (ω̃)m. Òîìó äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ (ω̃)m iñíó¹ ïðèíàéì-
íi îäèí j, äëÿ ÿêîãî Fj ≥ −2βB. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ñiì'¨
(ω̃)m i òàêîãî j, äëÿ ÿêîãî öå ïðàâèëüíî, ìîæíà âèâåñòè KÇ ðiâ-
íÿííÿ òàê ñàìî, àëå çàìiñòü fω̃j

(ω̃) ó (8.3.20) ìà¹ áóòè fω̃1
(ω̃). À

ùîá ìàòè îäíîðiäíå çîáðàæåííÿ, ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè òðþê ñè-
ìåòðèçàöi¨ Ðþåëÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó öèõ
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ðiâíÿíü ÿê

(Kf) (ω̃)m = z
m∑
i=1

ϑi(ω)me
−

∑m
j ̸=i V (ω̃i,ω̃j)×

×
∑
n≥0

1

n!

∫
(Ω̃β

Λ)
n

(σβΛ)⊗̂n(dω̃′)nKn(ω̃i; (ω̃′)n)f((ω̃)îm, (ω̃
′)n),

äå ϑi(ω̃)m � äåÿêi ôóíêöi¨ ç âëàñòèâiñòþ

m∑
i=1

ϑi(ω̃)m = 1,

äëÿ ÿêèõ

ϑi(ω̃)me
−

∑m
j ̸=i V (ω̃i,ω̃j) ≤ e2βBϑi(ω̃)m, i = 1, ...,m.

Òåïåð ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (8.3.21) i çíàéòè ðîçâ'ÿçîê
ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, à òàêîæ âèáðàòè äåÿêèé áàíàõiâ ïðî-
ñòið, â ÿêîìó íîðìà îïåðàòîðà K ðiâíîìiðíî îáìåæåíà äëÿ äåÿ-
êîãî ìàëîãî çíà÷åííÿ ìàñè m ç ôiêñîâàíèìè z, β, ∥K∥ < 1.

Òðàäèöiéíèé ïðîñòið Eξ ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó àáî â êâàíòî-
âîìó âèïàäêó äëÿ iíòåãðîâíîãî ïîòåíöiàëó íå âèðiøó¹ öþ ïðî-
áëåìó, îñêiëüêè äëÿ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi íå iíòåãðóþòüñÿ â ïî÷àòêó
êîîðäèíàò,

sup
ω̃1

∫
σβΛ(dω̃)|K1(ω̃1; ω̃)| = ∞ i ∥K∥ = ∞

äëÿ äîâiëüíèõ ξ > 0.
Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìèÆèíiáð âèçíà÷èâ äåÿêèé ôóíê-

öiîíàë ∆(ω̃), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) ∆ íåïåðåðâíèé íà Ω̃β , äiéñíèé äîäàòíèé i ∆(ω̃) > ∆0,
2) ∆ ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ω̃(τ) → ω̃(τ) + x, x ∈ Rd,
3)∆ çðîñòà¹ äîñèòü ïîâiëüíî òàê, ùîá áóòè iíòåãðîâíèì.

Öi âèìîãè áóäóòü çðîçóìiëi ç ðîçãëÿäó, íàâåäåíîãî íèæ÷å.
Òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè íåïåðåðâíèé áàíàõiâ ïðîñòið G∆
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ïîñëiäîâíîñòåé-ôóíêöiîíàëiâ âiä òðà¹êòîðié ω̃: ϕ = (ϕ((ω̃)m))∞m=0
òàê, ùî

∥ϕ∥ = sup
m

ess. supω̃ |
ϕ(ω̃)m
∆(ω̃)m

| < +∞,

äå ∆(ω)m =
∏m
j=1 ∆(ωj). Òîäi ëåãêî îòðèìàòè

|(Kϕ)(ω)m| ≤ |z|e2βB∥ϕ∥
m∑
i=1

ϑi(ω̃i)
∆(ω̃)m
∆(ω̃i)

e
∫
σβ(dω̃)|K1(ω̃i;ω̃)|∆(ω̃)

i, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ξ > 0

ξ exp

[∫
Ω̃β

σβ(dω̃)|K1(ω̃i, ω̃)|∆(ω̃)

]
≤ ∆(ω̃i),

òîäi íîðìà îïåðàòîðà K çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∥K∥ ≤ |z|e2βBξ−1.

Àíàëiç íåëiíiéíî¨ íåðiâíîñòi íå ¹ äóæå ïðîñòèì. Öå çðîáëå-
íî ïîâíiñòþ â [117], (ñòàòòÿ 3, äîäàòîê 2). Äîòðèìóþ÷èñü òî÷íî
îöiíîê Æèíiáðà, äiéøëè âèñíîâêó, ùî iñíó¹ ñòàëà ξ0:

0 < ξ0 ≤ (2πβ/m)d/2e−1(v0 + C ′(β))−1,

äå v0 � îá'¹ì êóëi ðàäióñîì c (c � ñòàëà â ïðèïóùåííi Æèíiá-
ðà) i C ′(β) = βeβB

∫
ϕ−(x)dx + β

∫
|x|≥c ϕ+(x)dx (ϕ± äîäàòíi òà

âiä'¹ìíi ÷àñòèíè ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨), òàê ùî äëÿ âñiõ ξ < ξ0
ìà¹ íàéìåíøèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê ∆(ω̃), îòðèìàíèé iòåðàöi¹þ i
çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè 1), 2), 3) ç ∆0 = ξ(v0 +C ′(β))(m/2πβ)d/2).
Âèáðàâøè, íàïðèêëàä, ξ = ξ∗ = 1/2ξ0 i ïîìiòèâøè ∆(ω̃) = ∆∗(ω̃),
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî îïåðàòîð K ðiâíîìiðíî (â Λ) îáìå-
æåíèé:

∥K∥ ≤ C(β, z)m
d
2

ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði G∆∗ . Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëî¨ ìàñè ÷àñòè-
íîê m (çà áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî β, z, àëå m = m(β, z)) ìîæíà
îòðèìàòè, ùî ∥K∥ < 1 i ðiâíÿííÿ (8.3.21) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ρ̂Λ i ãðàíèöÿ iñíó¹:

ρ̂ = lim
Λ↗Rd

ρ̂Λ
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ïðèíàéìíi ó ñëàáêié ∗-òîïîëîãi¨ íà G∆∗ i ρ̂ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ρ̂ = ζ +Kρ̂.

8.4. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ äëÿ âèïàäêó

êâàíòîâî¨ ñòàòèñòèêè

8.4.1. ÅÑÃ äëÿ ÊÑ ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi
Ðiâíÿííÿ ÊÇ

Ïîáóäó¹ìî åâêëiäîâi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ äëÿ ÊÑ. Äëÿ öüîãî
âèçíà÷èìî ïðîñòið Ωcom(Ωcom

Λ ) ñêëàäåíèõ òðà¹êòîðié i ïðîñòið
Ω̃com(Ω̃com

Λ ) ñêëàäåíèõ ïåòåëü:

Ωcom =
⋃
j∈N

Ωjβ, Ωjβ := C([0, jβ] → Rd)

Ïðîñòîðè Ωcom
Λ i Ω̃com

Λ âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì æå ÷èíîì. Ïîñëiäîâ-
íiñòü (ω)m = (ω1, j1; ...;ωm, jm) íàçèâàþòü m-ñêëàäîâîþ ïîñëi-
äîâíiñòþ òðà¹êòîði¨, ÿêùî êîæíi ωk ∈ Ωjkβ, k = 1, ...,m, jk ∈ N.

Ç îãëÿäó íà îðèãiíàëüíi ïðàöi Æèíiáðà [112�114, 117], çàïè-
øåìî âèðàçè äëÿ åâêëiäîâèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié:

ρΛ(ω̃)m =
zq

ZΛ

∞∑
n=0

1

n!

∞∑
jm+1=1

εjm+1−1 z
jm+1

jm+1

∫
Ω̃

jm+1β

Λ

σ
jm+1β
Λ (dω̃m+1)

· · ·
∞∑

jm+n=1

εjm+n−1 z
jm+n

jm+n

∫
Ω̃

jm+nβ

Λ

σ
jm+nβ
Λ (dω̃m+n)e−Ũ(ω̃)m+n ,

(8.4.22)

äå q = j1+ ...+jm, ε = ±1 � âiäïîâiäíî ñòàòèñòèêà Áîçå òà Ôåðìi,
à âèðàç Ũ(ω̃)N ìà¹ âèãëÿä (8.2.8)�(8.2.9) i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
(8.2.10).

Ìåòà ïîëÿãà¹ íå òiëüêè â äîñëiäæåííi öèõ ðiâíÿíü äëÿ ìàëî¨
ìàñè ÷àñòèíîê, à é äëÿ ïîáóäîâè iíòåãðàëüíîãî ïîäàííÿ äëÿ ρΛ i
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âèâåäåííÿ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàíÿ çà ÷àñòèíàìè. Îò-
æå, áóäó¹ìî ìiðó â ïðîñòîði Ω̃com

Λ . Òàê ñàìî áóäó¹ìî ìiðó σjβΛ (dω̃)

íà ïðîñòîði Ω̃jβ
Λ . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ∆ ∈ B(Ω̃com

Λ ) ìîæíà âèçíà÷èòè

σ̂β,zΛ (∆) =
∑
j≥1

zj

j
σjβΛ (∆j),

äå ∆j ⊂ Ω̃jβ
Λ i ∆ = ∪j≥1∆j ÿê ìiðà íà Ω̃com

Λ . Çðîçóìiëî, ùî

σ̂β,zΛ (Ω̃com
Λ ) =

∑
j≥1

zj

j
σjβΛ (Ω̃jβ

Λ ) =

= |Λ|
∑
j≥1

zj

j

∫
W jβ,m

0,0 (dω̃) =
|Λ|
λd

∑
j≥1

zj

j1+d/2
<∞

äëÿ z ≤ 1. Íàãàäà¹ìî, ùî λ = (2πβ)
d
2m

− d
2

0 .
Ïðîñòið êîíôiãóðàöié ¹ òàêèì:

Γ̂β =
⋃
j≥1

Γjβ, Γ̂βΛ =
⋃
j≥1

ΓjβΛ .

Ìiðó Ïóàññîíà π̂z,βΛ = π
σ̂z,β
Λ

íà B(Γ̂βΛ) âèçíà÷èìî ÿê

π̂z,βΛ (∆) = e−σ̂
z,β
Λ (Ω̃com

Λ )
∞∑
n=0

1

n!
(σ̂βΛ)⊗n(∆ ∩ Γ̂βΛ,n), (8.4.23)

äå
Γ̂βΛ,n =

⋃
j≥1

ΓjβΛ,n.

Òåïåð ìîæíà ïåðåïèñàòè êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ äëÿ âèïàäêó
ÊÑ òàê ñàìî, ÿê (8.3.16), àëå ç ìiðàìè σ̂z,βΛ çàìiñòü zσβΛ, åíåð-
ãi¹þ Ũ(ω̃)m+n i ìíîæíèêîì exp{iπθ(−ε)

∑m+n
k=m+1(jk − 1)}. Îòæå,

ç îãëÿäó íà òå, ùî

j(ω̃) = j, ÿêùî ω̃ ∈ Ω̃jβ
Λ ,



260 Ðîçäië 8. Ïðî êâàíòîâi íåïåðåðâíi ñèñòåìè

i (8.4.23), çðîçóìiëî, ùî (8.4.22) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

ρΛ(ω̃)m = Ξ−1
Λ

∫
Γ̂β
Λ

π̂z,βΛ (dγ)e−Ũ((ω̃)m∪γ)+iπθ(−ε)j(γ). (8.4.24)

Òóò

Ũ(γ) =
∑
ω̃∈γ

Ṽ (ω̃) +
∑

{ω̃,ω̃′}⊂γ

Ṽ (ω̃, ω̃′), (8.4.25)

äå

Ṽ (ω̃) =

∫ β

0
dτ

∑
1≤s<p≤j

ϕ̂(ω̃(τ +(s−1)β)− ω̃(τ +(p−1)β)), ω̃ ∈ Ω̃jβ
Λ ,

Ṽ (ω̃, ω̃′) =

j∑
k=1

j′∑
k′=1

∫ β

0
dτϕ̂(ω̃(τ + (k − 1)β) − ω̃′(τ + (k′ − 1)β)),

äå ω̃ ∈ Ω̃jβ
Λ , ω̃

′ ∈ Ω̃j′β
Λ , j, j′ ∈ N, i

j(γ) =
∑
ω̃∈γ

(j(ω̃) − 1), j(ω̃) = jk, ω̃ ∈ Ω̃jkβ
Λ .

Çàóâàæåííÿ 8.4.5. Âðàõîâóþ÷è óìîâó ñòiéêîñòi, ÿêó äëÿ êâàí-
òîâîãî âèïàäêó ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi

Ũ(ω̃m ∪ γ) ≥ −βB
m+|γ|∑
k=1

jk = −βB
∑
j≥1

jnj ,

äå nj � êiëüêiñòü j-êîìïîçèòíèõ öèêëiâ ó êîíôiãóðàöi¨ ω̃m ∪ γ
ìîæíà âèçíà÷èòè, ùî ôîðìóëà ïðàâèëüíà ç zeβB = eβ(µ+B) < 1.
Öÿ óìîâà ïðàâèëüíà äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó (µ < 0, B = 0).

Òàêà êîíñòðóêöiÿ äà¹ çìîãó ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ iíòåãðó-
âàííÿ çà ÷àñòèíè çíîâó ¹ ôîðìóëa (8.3.17), àëå ç íîâîþ ìiðîþ
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iíòåíñèâíîñòi σ̂z,βΛ çàìiñòü zσβΛ. Òîìó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òó ñà-
ìó òåõíiêó, ùîá îòðèìàòè íàñòóïíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ
ρΛ(ω̃)m:

ρΛ(ω̃)m = zj1e−Ṽ (ω̃1|(ω̃)k)×[ ∞∑
n=0

εn

n!

∫
(Ω̃com

Λ )n
(σ̂β,εΛ )⊗̂n(dω̃′)nKn(ω̃1; (ω̃′)n)ρΛ((ω̃)1̂m, (ω̃

′)n)

]
,

äå

Ṽ (ω̃1 | (ω̃)k) = Ṽ (ω̃1) +

m∑
k=2

Ṽ (ω̃1, ω̃k).

Ó âèïàäêó ÊÑ ñòèêà¹ìîñÿ ç ïåâíîþ ïðîáëåìîþ ç âiäïîâiäíèì
âèáîðîì ïðîñòîðó. Ùîá ïîÿñíèòè öå, ñëiä ïîãëÿíóòè íà îöiíêó
íîðìè îïåðàòîðà K. Òðåáà îòðèìàòè íåðiâíiñòü ∥K∥ < 1(äëÿ iòå-
ðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè ðiâíÿííÿ (8.3.21)) çà áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ
β i z (àëå äëÿ z ç äåÿêèì îáìåæåííÿì ó âèïàäêó ÊÑ) i äîñòàòíüî
ìàëî¨ ìàñè m ïîòðiáíî âèáðàòè ξ ∼ m−α ç äåÿêèì α > 0. Àëå â
êîíñòðóêöi¨ Æèíiáðà ξ ìà¹ áóòè äîñòàòíüî ìàëåíüêèì, ùîá çà-
áåçïå÷èòè çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî ðÿäó çà j (

∑
j≥1 ξ

j/jd/2 < ∞),
ÿêi ôiãóðóþòü ó íîðìi îïåðàòîðà K. Òîæ ñëiä äåùî óçàãàëüíèòè
âèáið íîðìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ìiðè Ïóàññîíà â ΓβΛ i âèãëÿä
êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié Æèíiáðà, ìîæíà âèçíà÷èòè êîðåëÿöiéíi
ôóíêöi¨ EÃM:

ρΛ(ω̃)m = Ξ−1
Λ

∫
Γ̂β
Λ

π̂z,βΛ (dγ)e−Ũ((ω̃)m∪γ)+iπθ(−ε)j(γ), (8.4.26)

äå

Ξε,Λ = e−σ̂
β,z
Λ (Ω̃Λ)Zε,Λ.

Àëå öi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¨ì íå âiäïîâiäàþòü ó âèïàäêó ïî-
áóäîâè ÐÌÙ. �õ ïîòðiáíî äåùî âèïðàâèòè. Öå âèïðàâëåííÿ äóæå
ïðîñòå. Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ ρΛ íå òiëüêè íà öèêëàõ
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ω̃ ∈ Ω̃jβ, à é ÿê ôóíêöi¨ òðà¹êòîðié ω ç ω(0) ̸= ω(jβ), òîáòî â
ïðîñòîði Ωjβ. Öå ðîçøèðåííÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ
ñiì'¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Tym , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç íåëiíiéíi
îïåðàòîðè Pyi , i = 1, ...,m:

ρΛBS(ω)m =
(
Tymρ

Λ
)

(ω)m = ρΛ(Py1ω̃1, ..., Pymω̃m),

Çàóâàæåííÿ 8.4.6. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (8.4.26) äåùî âiäðiç-
íÿþòüñÿ âiä òèõ, ùî áóëè ââåäåíi Æèíiáðîì. Æèíiáð âèçíà÷èâ
ôóíêöi¨ äëÿ òðà¹êòîðié, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü ó Λ. Êîðåëÿ-
öiéíi ôóíêöi¨ (8.4.26) âèçíà÷åíî íà òðà¹êòîðiÿõ, ÿêi íàáóâàþòü
ñâî¨ çíà÷åíü ó âñüîìó ïðîñòîði Rd, àëå ¨õ ïî÷àòêîâi òî÷êè ïî-
âèííi áóòè â Λ. Ïðîòå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi îáèäâi ïîñëi-
äîâíîñòi ïîâèííi çáiãàòèñÿ ÷åðåç ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ëàíöþãà
ÊÇ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ âîíè ¹.

8.4.2. ÅÑÃ äëÿ ÊÑ ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.
Êëàñòåðíi ðîçêëàäè

Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíî òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ EGS äëÿ
ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà ç âèêîðèñòàííÿì êëàñòåðíîãî
ðîçêäó. Çàãàëüíà ñõåìà ïîáóäîâè êëàñòåðíîãî ðîçêäó òàêà ñàìà,
àëå ó âèïàäêó ÊÑ ñëiä ðåòåëüíiøå îöiíþâàòè êîæåí ÷ëåí ó ïî-
äàííi ãðàôiâ-äåðåâ. Ïðîáëåìà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çà ðàõóíîê äîäàòêî-
âèõ ôàêòîðiàëiâ, ÿêi ¹ íàñëiäêîì äîäàòêîâèõ ñóì.

Íåõàé FM = FM (Ω̃β), ùî ïîçíà÷à¹ êëàñ óñiõ B(Ω̃β)-âèìiðíi
ôóíêöi¨

f : Ω̃β 7→ [−M,M ],

òàêèé, ùî supp f ∈ B(Rd).
Äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ FM , M > 1, òàêîãî, ùî supp f ⊆ Λ ∈  L,

ïîáóäó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè Gz,βΛ (· | ∅):

Lz,βΛ (f) :=

∫
Γ̂β

e−⟨γ,f⟩Gz,βΛ (dγ | ∅). (8.4.27)

Çàóâàæåííÿ 8.4.7. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ B(Ω̃β)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨

f0 : Ω̃β 7→ [−M,M ] i áóäü-ÿêîãî Λ ∈ B(Rd) ôóíêöiÿ



263

f(ω̃) = 11Λ(ω̃(0))f0(ω̃) íàëåæèòü FM . Îòæå, ôóíêöi¨ ç FM îêðå-

ìèõ òî÷îê ó Ω̃β, íà ÿêèõ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ìiðà éìîâiðíî-
ñòi íà ÿêèõ Γ̂β âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî, âèçíà÷àþòü ìiðó.

Óðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ñòàíó Ãiááñà ó ñêií÷åííîìó îá'¹ìi Λ,
(8.4.27) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Lz,βΛ (f) =
(
ΞΛ

)−1
∫
Γ̂β

exp
[
− 1

2
Ũ(γΛ; f)

]
π̂z,β(dγ),

äå
Ũ(γ; f) := 2⟨γ, f⟩ + ⟨:γ⊗2:, Ṽ ⟩

i

ΞΛ := ΞΛ(∅) =

∫
Γβ

exp
[
− 1

2
Ũ(γΛ; 0)

]
π̂z,β(dγ).

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé ïîòåíöiàë ¹ òàêèì, ùî óìîâè (i) � (iv) ó
ïðàöi Æèíiáðà âèêîíàíî, òîáòî âií ¹ ñòiéêèì, ñèìåòðè÷íèì
òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèì é iíòåãðîâíèì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
0 < z < e−βB i β > 0 iñíó¹ m∗ > 0 òàêà, ùî äëÿ m0 < m∗ iñíó¹
òåðìîäèíàìi÷íà ãðàíèöÿ, òîáòî åâêëiäiâ ñòàí Ãiááñà, ùî âiä-
ïîâiäà¹ êâàíòîâèì íåïåðåðâíèì ñèñòåìàì Áîçå i Ôåðìi ç îáåð-
íåíîþ òåìïåðàòóðîþ β, àêòèâíiñòþ z i ïîòåíöiàëîì ϕ̂.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè òåîðåìó, ïîêàæåìî, ùî Lz,βΛ (f) çái-
ãà¹òüñÿ ïðè Λ ↗ Rd äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Lz,β(f), ÿêà ¹ G�ateaux-
àíàëiòè÷íîþ â íóëi.

Ùîá äîâåñòè çáiæíiñòü Lz,βΛ (f), ââåäåìî ôóíêöiþ

Φz,β
Λ (X; δf) :=

(ΞΛ)−1
∫̂
Γβ

e
−

1

2
Ũ(γΛ\X ;δf)

π̂z,β (dγ), ÿêùî X ⊂ Λ,

0 â iíøîìó âèïàäêó

i ïîêàæåìî, ùî ïîòî÷êîâî âiäíîñíî X i ðiâíîìiðíî ùîäî

δ ∈ O(ρ) := {δ ∈ C | |δ| < ρ}
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âîíà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Φz,β(·; δf) äëÿ äåÿêèõ
ρ > 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Φz,β

Λ (X; δf) ¹ àíàëiòè÷íîþ çà δ, àíàëiòè÷-
íiñòü ôóíêöi¨ Φz,β(X; δf) áóäå íàñëiäêîì, áî

Φz,β
Λ (∅; f) = Lz,βΛ (f).

Àëå ñïî÷àòêó ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè êëàñòåðíèé ðîçêëàä äëÿ
ôóíêöi¨ Φz,β

Λ . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ D ïðîñòîðó Rd,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíè÷íèõ êóáèêiâ {∆}, ÿêi ¹ íàïiââiäêðèòi
òà íàïiâçàêðèòi, òàê, ùî âîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî
X̃ ∈ B(Rd) ïiäìíîæèíó â D, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êóáèêiâ, ùî çíà-
õîäÿòüñÿ â X̃, ïîçíà÷èìî D

X̃
,.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî X ⊂ Λ i äîâiëüíîãî X1 ∈ DΛ âèçíà÷èìî
Λ′ := Λ\(X\X1) = (Λ\X)∪X1 i âðàõó¹ìî âñi ìîæëèâi ïîñëiäîâíî-
ñòi ìíîæèíYn = {Y1, . . . ,Yn} i Xn = {X1, . . . ,Xn}, n = 1, . . . , |Λ′|,
ÿêi áóäóþòüñÿ òàê, ùî Y1 = X1 i

Xk = Xk−1 ∪ Yk, Yk ∈ DΛ′\Xk−1
, k = 2, . . . , |Λ′|.

Òåïåð âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíó òåõíiêó (äèâ. ðîçä. 3.) âiä-
êëþ÷åííÿ (êðîê çà êðîêîì) âçà¹ìîäi¨ ìiæ Xk i Λ\Xk(àáî X̃ \Xk)
i ôîðìóëó (3.3.8.), îòðèìó¹ìî

Φz,β
Λ (X \X1; δf) = K1(X1; δf)Φz,β

Λ (X ∪X1; δf)+

+

|Λ′|∑
n=2

Λ′∑
2,...,n

Kn(Xn; δf)Φz,β
Λ (X ∪Xn; δf), (8.4.28)

äå

Kn(Xn; δf) =(−1)n−1

∫ 1

0
(ds)n−1

∫
Γ̂β

n∏
j=2

( j−1∑
i=1

si · · · sj−2Ũ(γYi , γYj )

)
×

× exp
[
− 1

2
ŨXn(γ; δf ;Xn−1; (s)1n−1)

]
π̂z,β(dγ)

(8.4.29)
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ç

ŨXn

(
γ; δf ;Xn−1; (s)1n−1

)
=

n∑
i=1

Ũ(γYi ; δf)+

+
∑

1≤i<j≤n
si · · · sj−1Ũ(γYi , γYj )

i

Ũ
(
γYi ; γYj

)
=

∑
ω̃∈γYi ,ω̃

′∈γYj

Ṽ (ω̃, ω̃′).

Ó (8.4.28) âèêîðèñòàíî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

Λ′∑
2,...,k

=
∑

Yk∈DΛ′\Xk−1

· · ·
∑

Y3∈DΛ′\X2

∑
Y2∈DΛ′\X1

, 2 ≤ k ≤ |Λ′|.

Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ â (8.4.29) öåé âè-
ðàç ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi çðó÷íiøié äëÿ ïîäàëüøèõ îöiíîê:

Kn(Xn; δf) =
∑

η:|η|=n

(−1)n−1

∫ 1

0
(ds)n−1

n∏
i=2

(sη(i) · · · si−2)×

×
∫
Γ̂β

n∏
i=2

Ũ(γYη(i) , γYi) exp
[
−1

2
ŨXn

(
γ; δf ;Xn−1; (s)1n−1

)]
π̂z,β(dγ),

äå
∑

η:|η|=n
îçíà÷à¹ ïiäñóìîâóâàííÿ çà óñiìà ãðàô-äåðåâàìè ç n âåð-

øèíàìè, òîáòî íàä óñiìà ôóíêöiÿìè η : {2, . . . , n} 7→ {1, . . . , n−1}
òàê, ùî η(i) < i äëÿ âñiõ i = 2, . . . , n.

Ñòðàòåãiÿ äîâåäåííÿ ¹ íàñòóïíîþ. Âèêîðèñòàííÿ ðîçêëàäó
(8.4.28) äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè äëÿ ôóíêöi¨ Φz,β

Λ (X; δf) îïå-
ðàòîðíå ðiâíÿííÿ â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Ïîòiì, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òàêó ñàìó ïðîöåäóðó ùî é äëÿ àíàëiçó ðiâíÿíü KÇ,
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áóäó¹ìî ãðàíè÷íó ôóíêöiþ Φz,β(X) = Φz,β(X; δf) ÿê ðîçâ'ÿçîê
öèõ ðiâíÿíü ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

Φz,β
Λ (X) =

Φz,β
Λ (X \ ∆X) −

|Λ′|∑
n=2

Λ′∑
2,...,n

Kn(Xn; δf)Φz,β
Λ (X ∪Xn)

K1(X1; δf)
.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

(Q(δf)Φ)(X) =

Φ(X \ ∆X) −
∞∑
n=2

Rd\X∑
2,...,n

Kn(Xn; δf)Φ(X ∪Xn)

K1(∆X ; δf)
,

ÿêùî X ̸= ∅ i (Q(δf)Φ)(∅) = 0.
Ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Bα ôóíêöié Φ = Φ(X) ç íîðìîþ

∥Φ∥α = sup
X⊂Rd

e−α|X||Φ(X)|

i α > 0, ÿêi áóäå âèçíà÷åíî äàëi, ìîæíà ðîçãëÿäàòè Φz,β
Λ (X; δf)

ÿê ðîçâ'ÿçîê òàêîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ:

Φ = Φz,β
Λ (∅; δf)κ∅ + κ̂ΛQ(δf)κ̂ΛΦ, (8.4.30)

äå äëÿ áóäü-ÿêîãî X̃ ∈ B(Rd) � κ
X̃

îçíà÷à¹ õàðàêòåðèñòè÷íó

ôóíêöiþ âñiõ ïiäìíîæèí X̃, òîáòî

κ
X̃

(X) =

{
1, X ⊂ X̃,

0 â iíøîìó âèïàäêó,

à κ̂
X̃
� îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà κ

X̃
.

Îöiíèìî íîðìó Q(δf) ó Bα i ïîêàæåìî, ùî, âèáèðàþ÷è m∗
i ρ äîñòàòíüî ìàëèìè i α äîñòàòíüî âåëèêèì, ¨¨ ìîæíà çðîáèòè
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ìåíøå íiæ äåÿêà ñòàëà C < 1 äëÿ âñiõ m0 < m∗ i |δ| < ρ:

∥Q(δf)∥ ≤ sup
∥Φ∥α=1

sup
X⊂Rd

e−α|X|

|K1(∆X ; δf)|

[
|Φ(X \ ∆X)|+

+

∞∑
n=2

Rd \X∑
2,...,n

|Kn(Xn; δf)| |Φ(X ∪Xn)|
]
≤

≤2
[
e−α +

∞∑
n=2

Rd∑
2,...,n

|Kn(Xn; δf)|eα(n−1)
]
.

Òóò âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî âíàñëiäîê àíàëiòè÷íîñòi
K1(∆X ; δf) çà δ i íåðiâíîñòi

K1(∆X ; 0) =

∫
Γ̂β

e
− 1

2
⟨γ⊗2

∆X
,Ṽ ⟩
π̂z,β(dγ) ≥ e−c(z)λ

−d
,

äå

c(z) =
∑
j≥1

zj

jd/2+1
i λ = (

m0

2πβ
)1/2,

çàâæäè ìîæíà çíàéòè (çà ôiêñîâàííèìè β > 0 i z < 1) äîñòàòíüî
ìàëi ρ i m0 òàêi, ùî K1(∆X ; δf) ≥ 1/2 äëÿ âñiõ δ ∈ O(ρ). Òîäi
ìà¹ìî

Rd∑
2,...,n

|Kn(Xn; δf)| ≤
∑

η:|η|=n

∫ 1

0
(ds)n−1

n∏
i=2

(sη(i) · · · si−2)×

×
Rd∑

2,...,n

∫
Γ̂β

π̂z,βXn
(dγ)

n∏
i=2

|Ũ(γYη(i) , γYi)|e
− 1

2
ŨXn

(
γ;(ℜδ)f ;Xn−1;(s)1n−1

)
,

äå ℜδ ïîçíà÷à¹ äiéñíó ÷àñòèíó δ ∈ C.
Çàçíà÷àþ÷è, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî X̃ ⊃ Xn ôàêòîð

U
X̃

(
γ; δf ;Xn; (s)1n

)
ðåêóðñèâíî çàäàíî ôîðìóëîþ

Ũ
X̃

(
γ; δf ;Xn; (s)1n

)
= (1 − sn)

[
ŨXn

(
γ; δf ;Xn−1; (s)1n−1

)
+

+ Ũ(γ
X̃\Xn

; δf)
]

+ snŨX̃
(
γ; δf ;Xn−1; (s)1n−1

)
,
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äå ŨX′(γ; δf ;X0; s0) := Ũ(γX′ ; δf). Îêðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è íåðiâ-
íiñòü

ŨX′
(
γ; (ℜδ)f

)
≥ −(2βB + ρM)

∑
ω̃∈γ

j(ω̃)

äëÿ âñiõ X ′ ∈  L, δ ∈ O(ρ) i f ∈ FM , çà iíäóêöi¹þ âèâîäèìî, ùî

Ũ
X̃

(
γ; (ℜδ)f ;Xn−1; (s)1n−1) ≥ −(2βB + ρM)

∑
ω̃∈γ

j(ω̃).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ X ′, X ′′ ∈ B(Rd) âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣Ũ(γX′ , γX′′)
∣∣ =

∣∣⟨γX′ ⊗ γX′′ , Ṽ ⟩
∣∣ ≤ ⟨γX′ ⊗ γX′′ , |Ṽ |⟩,

îòðèìó¹ìî∫
Γ̂β

π̂z,βXn
(dγ)

n∏
i=2

|Ũ(γYη(i) , γYi)|e
− 1

2
ŨXn (γ;(ℜδ)f ;Xn−1;(s)1n−1) ≤

≤ e−nc(z)λ
−d

∞∑
k=0

1

k!

∫
(Ω̃com

Xn
)⊗k

k∏
l=1

(σ̂β,z
′

Xn
(dω̃l)

n∏
i=2

|Ũ(γYη(i) , γYi)| ≤

≤ exp
[
nλ−d

(
c(z′) − c(z)

)] ∫
Γ̂β
Xn

π̂z
′,β
Xn

(dγ)

n∏
i=2

⟨γYη(i) ⊗ γYi , |Ṽ |⟩,

äå z′ := zeβB+ρM < 1 i äëÿ Ũ(γYη(i) , γYi) ó äðóãîìó ðÿäêó çáåði-
ãà¹òüñÿ òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ, àëå âîíî îçíà÷à¹ òàêó ñóìó:∑

ω̃∈Ω̃com
Yη(i)

,ω̃′∈Ω̃com
Yi

Ṽ (ω̃, ω̃′).

ßê âèïëèâà¹¹ ç ëåìè 2.3 ïðàöi [147]∫
Γ̂β
Xn

π̂z
′,β
Xn

(dγ)

n∏
i=2

⟨γYη(i)⊗γYi , |Ṽ |⟩ =
∑
ξ

E z′,n
ω̃ (ξ)

[ n∏
i=2

|ṼYη(i),Yi(ω̃i, ω̃
′
i)|
]
,
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äå äëÿ äîâiëüíèõ X ′, X ′′ ⊂ Λ

ṼX′,X′′(ω′, ω′′) := Ṽ (ω′, ω′′)χ
Ωβ

X′
(ω′)χ

Ωβ

X′′
(ω′′),

ξ ó ñóìi ïðîáiãà¹ âñi ìîæëèâi êîìáiíàöi¨ ëàíöþãiâ, à E z′,n
ω̃ (ξ) ïî-

çíà÷à¹ iíòåãðóâàííÿ çà ìiðîþ σ̂β,z
′
(dω̃i). Äî ω̃i-çìiííèõ, äî ÿêèõ

ïðè¹äíó¹òüñÿ êîìáiíàöiÿ ëàíöþæêiâ ξ. Î÷åâèäíî, áóäü-ÿêèé ëàí-
öþæîê ç'¹äíàííÿ ω̃i-çìiííèõ ç ðiçíèõ Ω̃β

Yi
-ìíîæèí äàñòü íóëü, òî-

ìó ïiäñóìîâóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ôàêòè÷íî çà âñiìà êîìáiíàöiÿìè
ëàíöþæêiâ ξ′, ÿêi ç'¹äíóþòü ω̃i-çìiííi ç òi¹¨ ñàìî¨ Ω̃β

Yi
-ìíîæèíè:∫

Γ̂β
Xn

π̂z
′,β
Xn

(dγ)
n∏
i=2

⟨γ⊗2, |ṼYη(i),Yi |⟩ =
∑
ξ′

Ez
′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

|ṼYη(i),Yi(ω̃i, ω̃
′
i)|
]
.

Íàñïðàâäi ñóìè çà ξ îçíà÷àþòü ñóìó çà âñiìà ìîæëèâèìè ìîìåí-
òàìè ìiðè π̂z

′,β(dγ). Ìîìåíòè
∫
π̂z

′,β(dγ)⟨γY1 , f1⟩⟨γY2 , f2⟩ = 0 äëÿ
Y1 ∩ Y2 = ∅ i ç îãëÿäó íà öåé ôàêò ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñóìà çà ξ′. ßê
ðåçóëüòàò ìîæíà çàïèñàòè, ùî

Rd∑
2,...,n

|Kn(Xn; δf)| ≤
∑

η:|η|=n

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
ds1 · · · dsn−1

n∏
i=2

(sη(i) · · · si−2)×

× enλ
−d[c(z′)−c(z)]

∑
ξ′

Rd∑
2,...,n

E z′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

|ṼYη(i),Yi(ω̃i, ω̃
′
i)|
]
.

(8.4.31)

Òîäi

Rd∑
2,...,n

E z′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

|ṼYη(i),Yi(ω̃i, ω̃
′
i)|
]

=

∫ β

0
. . .

∫ β

0
dτ2 · · · dτn×

×
Rd∑

2,...,n

E z′,n
(x,ω̂)(ξ

′)

[ n∏
i=2

χYη(i)(xi)χYi(x
′
i)
∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

v̂(xi−x′i+ω̂i(t
ki
i )−ω̂′

i(t
k′i
i ))
∣∣]

(8.4.32)
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ç tli = τi + (l − 1)β. Âðàõîâóþ÷è, ùî η ¹ äåðåâîïîäiáíèì ãðàôîì,
äëÿ äîâiëüíèõ τ2, . . . , τn ∈ [0, β] i ξ′ ìà¹ìî

Rd∑
2,...,n

Ez
′,n

(x,ω̂)(ξ
′)

[
Xn

2 (x, x′)
∣∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

V ki,k
′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣] =

=
Rd∑

2,...,n−1

E z′,n
(x,ω̂)(ξ

′)

[
Xn−1

2 (x, x′)
∣∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

V ki,k
′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣×

×
∑

Yn∈DR \X⋉−⊮

Xn
n (x, x′)

∣∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

V ki,k
′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣] ≤

≤
Rd∑

2,...,n−1

E z′,n−1
(x,ω̂) (ξ′)

[
Xn−1

2 (x, x′)
∣∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

V ki,k
′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣]×

×
∫
Yn

dxn
∑
j′n≥1

z′j
′
n

j′n

jn,j′n∑
kn,k′n

∫
Ω̃

j′nβ
0

W
j′nβ,m
0,0 (dω̂′

n)

∫
Rd

dx′
∣∣∣V ki,k

′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣,

∥v̂∥L1

Rd∑
2,...,n−1

Ez
′,n

(x,ω̂)(ξ
′)

[
Xn−1

2 (x, x′)
∣∣∣ ji,j′i∑
ki,k′i

V ki,k
′
i(xi, x

′
i)
∣∣∣]×

× jYη(n)
(ω̃n)jYn(ω̃′

n) ≤ · · · ≤
(
∥v̂∥L1

)n−1 Ez
′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

jYη(i)(ω̃i)jYi(ω̃
′
i)

]
,

äå Xk
l (x, x′) :=

∏k
i=l χYη(i)(xi)χYi(x

′
i),

V ki,k
′
i(xi, x

′
i) := v̂(xi − x′i + ω̂i(t

ki
i ) − ω̂′

i(t
k′i
i )),

jYi(ω̃) = χYi(x)j(ω̃) = χYi(x)j äëÿ ω̃ ∈ Ω̃jβ i âèêîðèñòàíî
ïîçíà÷åííÿ (5.2.14).

Çàóâàæåííÿ 8.4.8. Ïiñëÿ ïiäñóìîâóâàííÿ çà Yn ó 6-ìó ðÿäêó
çíîâó ïiäñòàâèëè 1 =

∫
Y n χYn(x′n)dx′n ç Yn ⊂ X̃ \Xn−1, |Yn| = 1,

i âèêîðèñòàëè âèçíà÷åííÿ ìiðè σ̂z
′,β
Yn

, òîáòî
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∑
j≥1

z′j

j

∫
Yn

dx′n

∫
Ω̃jβ

0

W jβ
0,0(dω̂

′
n)jχYn(x′n) =

∫
Ω̃com

Yn

σ̂z
′,β
Yn

(dω̃n)jYn(ω̃n).

Çíîâó âðàõîâóþ÷è ëåìó 2.3 iç [147], ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó,
ÿêó ïåðåïèñàíî ó ôîðìi òàêié, ùî äëÿ Yi ⊂ D

X̃
ç Yi ∪ Yj = ∅ äëÿ

i ̸= j i Xn = ∪Yi:

Rd∑
2,...,n

∫
Γ̂β

π̂z,βXn
(dγ)

n∏
i=2

∣∣∣Ũ(γYη(i) , γYi)
∣∣∣ ≤

≤
(
β∥v̂∥L1(Rd)

)n−1
∑
ξ′

Ez
′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

jYη(i)(ω̃i)jYi(ω̃i)

]
=

=
(
β∥v̂∥L1(Rd)

)n−1
n∏
i=1

∫
π̂z

′,β
Yi

(dγ)⟨γ, jYi⟩d
∗
η(i),

äå d∗η(1) = dη(1), à d∗η(i) = dη(i) + 1 äëÿ i ≥ 2, à äëÿ ãðàôà
η ïîçíà÷èìî dη(i) êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi âõîäÿòü â i-òó âåðøèíó,
òîáòî dη(i) := #{η−1(i)}.

Äëÿ çàâåðøåííÿ îöiíêè íîðìè äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 8.4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî Y ∈ Λ, |Y | = 1, z′ < 1,
i ôóíêöi¨ jY (ω̃)

Mk =

∫
π̂z

′,β
Y (dγ)⟨γ, jY ⟩k ≤ z′λ−d

1

(1 − z′)k
k!.

Äîâåäåííÿ. Çà iíäóêöi¹þ äëÿ k = 1∫
Ω̃com

Y

σ̂z
′,β
Y (ω̃)jY (ω̃) =

∑
j≥1

z′j

j

∫
Y
dx

∫
Ω̃jβ

W jβ,m
x,x (dω̃)j ≤ λ−d

z′

1 − z′
.

Íåõàé íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà äëÿ k = 2, ..., n− 1. Òîäi, âèêîíóþ÷è
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iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

Mn =

∫
π̂z

′β
Y (dγ)⟨γ, jY ⟩n =

=

∫
π̂z

′,β
Y (dγ)

∫
Ω̃com

σ̂β,z
′

Y (dω̃)jY (ω̃)
[
⟨γ ∪ ω̃, jY ⟩

]n−1
=

=

∫
Ω̃com

σ̂β,z
′

Y (dω̃)jY (ω̃)
[
⟨γ, jY ⟩ + jY (ω̃)

]n−1
=

=

n−1∑
k=0

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
ĵn−kY Mk,

äå

ĵlY =

∫
σ̂β,z

′

Y (dω̃)
(
jY (ω̃)

)l
= (8.4.33)

=
∑
j≥1

z′j

j
jl
∫
Y
dx

∫
Ω̃jβ

Y

W jβ,m
x,x (dω̃) ≤ λ−d(l − 1)!

z′

(1 − z′)l
.

Íåõàé ïðèïóùåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k ≤ n − 1, òîäi ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê k = n. Óðàõîâóþ÷è, ùî λ = (2πβ/m0)

1/2 i∑
i dη(i) = n− 1, ìà¹ìî

∑
ξ′

Rd∑
2,...,n

Ez
′,n
ω̃ (ξ′)

[ n∏
i=2

|ṼYη(i),Yi(ωi, ω
′
i)|
]
≤

≤
n−1∏
i=1

dη(i)!
(
β1−d/2z′(1 − z′)−2m

d/2
0 ∥v̂∥L1(Rd)

)n−1
.

(8.4.34)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå i îöiíêó Áåòëà�Ôåäåðáóøà [57,58]

∑
η:|η|=n

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
ds1 · · · dsn−1

n∏
i=2

(sη(i) · · · si−2)

n−1∏
i=1

dη(i)! ≤ 4n,
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îòðèìà¹ìî îöiíêó

∥Q(δf)∥ ≤ 2

[
e−α +

∞∑
n=2

(
4 exp[(

m

2πβ
)d/2

(
c(z′) − c(z)

)
]
)n×

×
(
β1−d/2z′(1 − z′)−2md/2eα∥v̂∥L1(Rd)

)n−1
]

ç z′ = zeβB+ρM .
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ôiêñîâàíèõ β i z < e−βB, äëÿ α > log4

ìîæíà çíàéòè äîñòàòíüî ìàëi m∗ > 0 i ρ > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ
m0 < m∗ íîðìà Q(δf)) ìåíøà àáî äîðiâíþ¹ C < 1 ðiâíîìiðíî
äëÿ âñiõ δ ∈ O(r).

Òîäi î÷åâèäíî, ùî ∥κ̂ΛQ(δf)κ̂Λ∥ ≤ C, òîìó

Φz,β
Λ (X; δf) =

(
(1− κ̂ΛQ(δf)κ̂Λ)−1Φz,β

Λ (∅; δf)κ∅
)
(X) =

=
∞∑
n=0

(
κ̂ΛQ(δf)κ̂Λ

)n
Φz,β
Λ (∅; δf)κ∅(X). (8.4.35)

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.4.1 òàêå ñàìå, ÿê ó [147].
■

Çàóâàæåííÿ 8.4.9. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ z i m0

ðiâíÿííÿ (8.4.30) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ïðåäñòàâëåíèé ðÿäîì
(8.4.35) i ÿêèé ¹ åâêëiäîâîþ ìiðîþ Ãiááñà, âèçíà÷åíîþ äëÿ áóäü-
ÿêîãî îáìåæåíîãî îá'¹ìó Λ, i ìà¹ òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ. Íà
ñüîãîäíi îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ ¹ äîâåäåííÿ, ùî ãðàíè÷íà ìiðà çíî-
âó ¹ ãiááñîâîþ.
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