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Âèâ÷àþòüñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíi àòðàêòîðè ðîçòÿãóþ÷èõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Îñíîâíèì
ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ çîáðàæåííÿ òàêèõ àòðàêòîðiâ òîïîëîãi÷íèìè ëàíöþãàìè Ìàðêîâà, ùî
âiäïîâiäàþòü ìàðêîâñüêèì ðîçáèòòÿì öèõ àòðàêòîðiâ, ÿêå äîçâîëÿ¹ îïèñàòè äèíàìiêó ñèñòå-
ìè íà íèõ.

Óïåðøå ìàðêîâñüêi ðîçáèòòÿ ïîáóäóâàâ ß. Ã. Ñiíàé [1, 2] äëÿ äèôåîìîðôiçìiâ Àíîñîâà.
Ðîçòÿãóþ÷i åíäîìîðôiçìè, ÿê íàéïðîñòiøi ïðåäñòàâíèêè åíäîìîðôiçìiâ, âïåðøå ðîçãëÿíóâ
Ì.Øóá [3]. Ïðè ïîáóäîâi ìàðêîâñüêèõ ðîçáèòòiâ äëÿ ðîçòÿãóþ÷èõ åíäîìîðôiçìiâ ìè, âiäïî-
âiäíèì ÷èíîì, ìîäåðíiçó¹ìî ìåòîä ß.Ã.Ñiíàÿ.

Áiëüø ïîâíà iñòîðiÿ ¹ â ñòàòòÿõ Î.Ì.Øàðêîâñüêîãî [4,5]. Î.Ì.Øàðêîâñüêèé çàçíà÷à¹, ùî
ìåòîäè äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ [6] áóëè ôàêòè÷íî îïóáëiêîâàíi ùå â 1973 ðîöi [7] ó
âàæêîäîñòóïíié çáiðöi ñòàòåé Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÀÍ Óêðà¨íè ½Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è
âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�, õî÷à i â çàñòîñóâàííi âæå
äî äåùî iíøèõ îá'¹êòiâ, i íiêîëè íå áóëè ïåðåêëàäåíi àíãëiéñüêîþ ìîâîþ. Àâòîðàì íåâiäîìi
àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè òàêîãî ðîäó. Âðàõîâóþ÷è òàêó iñòîðiþ òà âàæëèâiñòü ïiäõîäó (íà îñíîâi
ìàðêîâñüêèõ ðîçáèòòiâ i òîïîëîãi÷íèõ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà), äëÿ îïèñó ïîáóäîâè àòðàêòîðiâ
äîöiëüíî öi ðåçóëüòàòè ïî-íîâîìó îïóáëiêóâàòè.

1. Äèíàìi÷íi ñèñòåìè íà êîìïàêòàõ

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äåÿêi âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi X, ÿêi
ïîðîäæóþòüñÿ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì f : X → X. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà òðà¹êòîði¨
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê çâàíîþ ω-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ, àáî, ïî-iíøîìó, àòðàêòîðîì òðà¹êòîði¨;
àòðàêòîð áóäåìî ïîçíà÷àòè A.

Òåðìií �àòðàêòîð òðà¹êòîði¨� áóëî çàïðîïîíîâàíî Î.Ì.Øàðêîâñüêèì ó éîãî êíèæöi [8].
Îñíîâíà âëàñòèâiñòü, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó íà àòðàêòîði � öå éîãî äèíà-

ìi÷íà çâ'ÿçíiñòü, ñóòíiñòü ÿêî¨ ðîçêðèâà¹òüñÿ ó íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Òåîðåìà 1.1. [8,9] Íåõàé A � ¹ àòðàêòîðîì òðà¹êòîði¨. Âiäîáðàæåííÿ f : X → X íà A
ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: ÿêùî U ⊂ A, U ̸= A i U ¹ âiäêðèòèì ó A, òî çàìèêàííÿ f(U)
íå ìiñòèòüñÿ ó U.

Ó öüîìó ñåíñi íà áóäü-ÿêîìó àòðàêòîði òðà¹êòîði¨ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ �âiäñóòíiñòü ñòèñêàííÿ�.

Öÿ âëàñòèâiñòü äèíàìi÷íî¨ çâ'ÿçíîñòi ¹ íå òiëüêè íåîáõiäíîþ, à é äîñòàòíüîþ (!!): ÿêùî
íà äåÿêié çàìêíåíié ìíîæèíiM ⊂ X çàäàíî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ìà¹ âèùåâêàçàíó âëàñòèâiñòü
�âiäñóòíîñòi ñòèñêàííÿ�, òî çàâæäè ¹ ìîæëèâiñòü ïðîäîâæèòè öå âiäîáðàæåííÿ íà çàìêíåíó
ìíîæèíó M ′ ⊇ M òàêèì ÷èíîì, ùî ìíîæèíà M áóäå àòðàêòîðîì äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
íà M ′. Äàíó âëàñòèâiñòü áóëî äîâåäåíî â [8, c.42-44] òà [9].

Ðîçãëÿíåìî ðÿä íàñëiäêiâ öi¹¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1.1. ßêùî U ⊂ A i f(U) = U, òî U íå ìîæå áóòè îäíî÷àñíî âiäêðèòèì òà
çàìêíåíèì ó A.
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Íàñëiäîê 1.2. ßêùî A ñêiíå÷åííå, òî òî÷êè ìíîæèíè A óòâîðþþòü öèêë.

Äiéñíî, ÿêùî A ¹ ñêií÷åííþ i f(A) = A, òî A ìiñòèòü õî÷à á îäèí öèêë (àáî íåðóõîìó
òî÷êó). Òî÷êè öüîãî öèêëó óòâîðþþòü âiäêðèòî-çàìêíåíó ìíîæèíó ó A i, ÿê íàñëiäîê, öåé
öèêë ìà¹ ìiñòèòè óñi òî÷êè ìíîæèíè A.

Íàñëiäîê 1.3. ßêùî A ¹ íåñêiíå÷ííîþ, òî êîæíà òî÷êà öèêëó, ÿêèé íàëåæèòü A
(ÿêùî òàêèé iñíó¹), ìà¹ áóòè ãðàíè÷íîþ äëÿ òî÷îê ìíîæèíè A.

Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.1. ßêùî ìîâà éäå ïðî òî÷êè öèêëó ç ïåðiîäîì n,
òî òðåáà ðîçãëÿíóòè âiäîáðàæåííÿ fn.

Iñíóþòü é ìåíø òðèâiàëüíi íàñëiäêè òåîðåìè 1.1.

Íàñëiäîê 1.4. ßêùî A íå ¹ öèêëîì, òî áóäü-ÿêà âiäêðèòà ó A íóëüâèìiðíà ìíîæèíà
(ÿêùî òàêà iñíó¹), ìiñòèòü õî÷à á îäíó òî÷êó, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíîìó öèêëó.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî ó âèïàäêó, êîëè àòðàêòîð A ìiñòèòü âiäêðèòó ó X ïiäìíîæèíó, iñíó¹
òî÷êà x′ ∈ A, äëÿ ÿêî¨ Ax′ = A, îñêiëüêè çà âêàçàíèõ óìîâ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ìà¹
iñíóâàòè íîìåð ix òàêèé, ùî f

ix ∈ A äëÿ i > ix. Òîìó, êîëè X ¹ âiäðiçêîì ïðÿìî¨, ðåçóëüòàò
íàñëiäêó 1.4 ìîæíà óòî÷íèòè: ÿêùî ìíîæèíà A íà âiäðiçêó âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä öèêëó, òî íà A
ìàþòü áóòè ñêðiçü ùiëüíèìè òî÷êè, ÿêi íå íàëåæàòü öèêëàì. (Äiéñíî, ÿêùî ìíîæèíà A ¹
íiäå íå ùiëüíîþ íà âiäðiçêó, òî öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.4. ßêùî æ A ìiñòèòü
iíòåðâàë, òî iñíó¹ òî÷êà x ∈ A, äëÿ ÿêî¨ Ax = A, i â öüîìó âèïàäêó òî÷êè f ix, i = 0, 1, 2, . . . ,
ðîçòàøîâàíi ó A âñþäè ùiëüíî.)

Íàñëiäîê 1.5. ßêùî iñíó¹ òî÷êà x′ ∈ A, äëÿ ÿêî¨ Ax′ = A, i çàìêíåíà ìíîæèíà F ⊂ A
¹ òàêîþ, ùî fF = F, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ó A ìíîæèíè U, U ∩F = ∅, ìà¹ iñíóâàòè
òî÷êà x ∈ U, äëÿ ÿêî¨ f ix ∈ A \ U ïðè i > 0.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî çà óìîâè âèêîíàííÿ ïðèïóùåíü öüîãî íàñëiäêó, íà ìíîæèíi A áóäóòü
âñþäè ùiëüíèìè òî÷êè x, äëÿ ÿêèõ Ax ̸= A.

Ïîâíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1, à òàêîæ áiëüø ïîâíèé íàáið ¨¨ íàñëiäêiâ ìiñòèòüñÿ ó [8, 9].

2. Àòðàêòîðè òðà¹êòîðié ðîçòÿãóþ÷èõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà áàãàòîâèäàõ

Ðîçãëÿíåìî òàê çâàíi ðîçòÿãóþ÷i äèíàìi÷íi ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ ¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè
öiëó íèçêó öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ ÿêðàç âíàñëiäîê óìîâè ðîçòÿãóâàííÿ.

Íåõàé M ¹ êîìïàêòíèì äèôåðåíöèéîâíèì áàãàòîâèäîì êëàñó Cr, r ≥ 1, à f : M → M �
ðîçòÿãóþ÷èì åíäîìîðôiçìîì, òîáòî âiäîáðàæåííÿì êëàñó C1, äëÿ ÿêîãî ïðè äåÿêèõ c > 0
òà λ > 1 ó äåÿêié ìåòðèöi Ðiìàíà íà M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Dfmv∥ ≥ cλm∥v∥ äëÿ óñiõ m > 0 i v ∈ TM,

äå TM ¹ äîòè÷íèì ðîçøàðóâàííÿì áàãàòîâèäó M (âíàñëiäîê óìîâè êîìïàêòíîñòi M âèçíà-
÷åííÿ ðîçòÿãóþ÷îãî åíäîìîðôiçìó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ðiìàíîâî¨ ìåòðèêè).

Ñåðåä óñiõ àòðàêòîðiâ òðà¹êòîðié ìîæíà âèðiçíèòè ìàêñèìàëüíi òà ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíi.
Àòðàêòîð A íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî íå iñíó¹ àòðàêòîðiâ Ã ⊃ A (òîáòî áiëüøèõ
çà A). Àòðàêòîð A íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî iñíó¹ îêië A, ó ÿêîìó íåìà¹
àòðàêòîðiâ Ã ⊃ A.
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Â ñèñòåìàõ iç ñêëàäíîþ äèíàìiêîþ ó ÿêîñòi íàéïðîñòiøîãî ïðèêëàäó àòðàêòîðà, ÿêèé íå ¹
àíi ìàêñèìàëüíèì, àíi ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèì, ìîæíà ðîçãëÿíóòè ãîìîêëiíè÷íó òðà¹êòîðiþ
ðàçîì iç öèêëîì, äî ÿêîãî öÿ òðà¹êòîðiÿ ïðÿìó¹.

Äàëi áóäóòü ðîçãëÿíóòi íàñòóïíi îá'¹êòè:

A(f) = {A} � ìíîæèíà óñiõ àòðàêòîðiâ f ; ó öié ðîáîòi ó ÿêîñòi àòðàêòîðiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ
ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè.

A′(f) � ìíîæèíà ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèõ àòðàêòîðiâ f ; ïðè öüîìó A′(f) ⊂ A(f).

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè àïðîêñèìàöiþ áóäü-ÿêîãî àòðàêòîðà çà äî-
ïîìîãîþ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé f : M →M � ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ àòðà-
êòîðà A ∈ A(f) òà îêîëó U ⊃ A çíàéäåòüñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèé àòðàêòîð A′ ∈ A′(f)
òàêèé, ùî U ⊃ A′ ⊃ A.

Íåõàé G ¹ îði¹íòîâíèì ãðàôîì iç ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ âåðøèí {1, 2, . . . , N} i íåõàé
P = P[G] = (pij) � éîãî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi: pij = 1, êîëè ¹ ðåáðî, ùî ïðÿìó¹ ç âåðøèíè i
ó âåðøèíó j, i pij = 0, êîëè òàêîãî ðåáðà íå iñíó¹. Ïîñëiäîâíiñòü i1, i2, . . . , in íàçèâà¹òüñÿ
øëÿõîì ãðàôà G ç i ó j, ÿêùî i1 = i i in = j. Íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü i1, i2, . . . , in, . . .
íàçûâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì øëÿõîì ãðàôà G, ÿêùî pikik+1

= 1 äëÿ k = 1, 2, . . . .
Íåõàé WG ¹ ìíîæèíîþ âñiõ íåñêií÷åííèõ øëÿõiâ ãðàôà G, à WN � ïðîñòîðîì âñiõ íå-

ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé {ik} íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç N, ó ÿêîìó âèçíà÷åíà ñëàáêà òîïîëîãiÿ.
Ìíîæèíà WG ¹ çàìêíóòîþ ó WN é iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ çñóâó,
ÿêå ïåðåâîäèòü ïîñëiäîâíiñòü {ik} ó {i′k}, äå i′k = ik+1. Òîìó WG ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ó ÿêîìó çñóâ � ïîçíà÷åíèé ÿê TG � áóäå íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.
Ó öüîìó âèïàäêó TG íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ëàíöþãîì Ìàðêîâà iç ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ
ñòàíiâ G [10, 11].

Íåõàé (G1, g1) òà (G2, g2) � äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ÿêi âèçíà÷åíi íà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ
G1 òà G2 âiäïîâiäíî çà äîïîìîãîþ g1 : G1 → G1 òà g2 : G2 → G2. Ïðîñòið G2 íàçèâàþòü
åêâiâàðiàíòíèì îáðàçîì G1, ÿêùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ ψ : G1 → G2, äëÿ ÿêîãî ψg1 = g2ψ.

Íàñòóïíà òåîðåìà íàäà¹ iíôîðìàöiþ ïðî òå, ÿê âëàøòîâàíi ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèé àòðà-
êòîð òà äèíàìi÷íà ñèñòåìà íà òàêîìó àòðàêòîði.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé f : M →M � ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì. Òîäi áóäü-ÿêèé ëîêàëüíî
ìàêñèìàëüíèé àòðàêòîð f ¹ åêâiâàðiàíòíèì îáðàçîì ïðîñòîðó WG äåÿêîãî òîïîëîãi÷íîãî
ëàíöþãà Ìàðêîâà çi ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ G.

Íàñëiäîê 2.2.1. Ó áóäü-ÿêîìó ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîìó àòðàêòîði ðîçòÿãóþ÷îãî åíäî-
ìîðôiçìó f : M →M ìíîæèíà ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê ¹ ùiëüíîþ.

Íàñëiäîê 2.2.2. Ó áóäü-ÿêîìó ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîìó àòðàêòîði ðîçòÿãóþ÷îãî åíäî-
ìîðôiçìó f : M →M iñíó¹ ùiëüíà òðà¹êòîðiÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Ðîçãëÿíåìî ìåòðèêó Ëÿïóíîâà íà M, òîáòî ìåòðèêó, ó ÿêié
äëÿ ðîçòÿãóþ÷îãî åíäîìîðôiçìó f : M →M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥Dfv∥ > λ∥v∥, v ∈ TM, λ > 1.
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Ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè ëÿïóíîâñüêî¨ ìåòðèêè äëÿ ðîçòÿãóþ÷îãî åíäîìîðôiçìó f äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî ó [12] äëÿ äèôåîìîðôiçìiâ Àíîñîâà.

Îñêiëüêè f ¹ íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì [3], òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈M çíàéäåòüñÿ
îïóêëèé âiäêðèòèé îêië Ux ⊂ M òàêèé, ùî éîãî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Ux) ñêëàäà¹òüñÿ ç
l êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, ÿêi áóäóòü ïîçíà÷àòèñü Ci(f

−1(Ux)), i = 1, . . . , l. Êîëè íåâàæëèâî,
ïðî ÿêó êîìïîíåíòó éäåòüñÿ, iíäåêñ i âêàçóâàòèñÿ íå áóäå. Âiäêðèòà ìíîæèíà C(f−1(Ux))
¹ äèôåîìîðôíîþ îêîëó Ux. Áóäü-ÿêó âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ C(f−1(Ux)) áóäåìî íàçèâàòè
îêîëîì, ó ÿêîìó åíäîìîðôiçì f ¹ ëîêàëüíèì äèôåîìîðôiçìîì.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé U � îêië, ó ÿêîìó ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì f : M →M ¹ ëîêàëüíèì
äèôôåîìîðôiçìîì, i íåõàé S ⊂ U. Òîäi diam f(S) ≥ λ diamS, äå diamS = sup

x,y∈S
d(x, y).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h1 : [0, 1] → Ux1 ⊃ f(S) � øëÿõ, ùî ç'¹äíó¹ f(x) i f(y) (òîáòî h1(0) =
f(x) i h1(1) = f(y)), äå x, y ∈ S (ïðèïóñêà¹ìî, ùî C(f−1(Ux1)) ⊃ U), òàêîæ íåõàé h1 ìà¹
ìiíiìàëüíó äîâæèíó. Ðîçãëÿíåìî øëÿõ

h0 = f
∣∣∣
Ux1

−1

h1 : [0, 1] → C(f−1(Ux1)).

Òîäi h0(0) = x, h0(1) = y i äëÿ ðîçòÿãóþ÷îãî åíäîìîðôiçìó f ìà¹ìî

d(f(x), f(y)) =

1∫
0

∥h′1(t)∥dt =
1∫

0

∥∥∥Df ∣∣∣h′
0(t)

C(f−1(Ux1 ))

∥∥∥dt ≥ λ

1∫
0

∥h′0(t)∥dt ≥ λ d(x, y).

Òîìó diam f(S) = sup
x,y∈S

d(f(x), f(y)) ≥ λ sup
x,y∈S

d(x, y) ≥ λ diamS. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.1.2. Iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ M êóëÿ Uδ(x) ç öåíòðîì ó
òî÷öi x i äiàìåòðîì δ ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ, à éîãî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Uδ(x)) ñêëàäà¹òñÿ
ç l êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi Ci(f

−1(Uδ(x))), i = 1, . . . , l.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ(x) � ìàêñèìàëüíèé äiàìåòð êóëi Uδ(x)(x), äëÿ ÿêîãî f−1(Uδ(x)(x))
¹ ñóìîþ l êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi C(f−1(Uδ(x)(x))), à êîæíà ç êîìïîíåíò ¹ äèôôåîìîðôíîþ
Uδ(x)(x). Òðåáà äîâåñòè íåïåðåðâíiñòü δ(x). Âiçüìåìî òî÷êó y ̸= x òàêó, ùî y ∈ Uδ(x)(x) i
d(x, y) = ε. Âêëàäåííÿ Uδ(x)(x) ⊂ Uδ(y)(y) íåìîæëèâå, òîìó ùî êóëÿ Uδ(x)(x) ¹ ìàêñèìàëüíîþ.
Ç iíøîãî áîêó, Uδ(y)(y) ⊃ Uγ(y), äå γ = δ(x) − ε. Òîìó |δ(x) − δ(y)| < ε. Îòæå, ôóíêöiÿ δ(x).
íåïåðåðâíà.

Îñêiëüêè δ(x) > 0, çà òåîðåìîþ Âå¹ðøòðàñà iñíó¹ δ1 > 0 òàêå, ùî δ(x) ≥ δ1 äëÿ âñiõ
x ∈ M. Äàëi, çãiäíî ç [13], iñíó¹ δ2 > 0, äëÿ ÿêîãî áóäü-ÿêà êóëÿ Uδ′(x) ç äiàìåòðîì δ′ ≤ δ2
áóäå îïóêëîþ ìíîæèíîþ íà M. Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, ìîæíà îáðàòè δ = min(δ1, δ2).

Çàóâàæåííÿ 1. Âíàñëiäîê ëåì 2.1.1 òà 2.1.2 äëÿ áóäü-ÿêîãî S ⊂ Uδ(x) iñíó¹ y ∈M òàêå,
ùî C(f−1(S)) ⊂ Uδ(y). Àíàëîãi÷íî, äëÿ áóäü-ÿêîãî m > 1 ìà¹ìî C(f−m(S)) ⊂ Uδ(y). Òîìó, çà
ëåìîþ 2.1.1 äëÿ áóäü-ÿêîãî m ≥ 1 îòðèìó¹ìî îöiíêó

diamC(f−m(S)) ≤ 1

λm
diamS.

Ñêií÷åííèì ðîçáèòòÿì áàãàòîâèäóM íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ öüîãî áàãàòîâèäó
çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè {Xi}, i = 1, 2, . . . , n, ÿêùî

intXi ̸= ∅ äëÿ i = 1, 2, . . . , n
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i
Xi′ ∩Xi′′ ⊂ ∂Xi′ ∩ ∂Xi′′ äëÿ áóäü-ÿêèõ i′ ̸= i′′, 1 ≤ i′, i′′ ≤ n,

äå ∂X = X \ intX � ãðàíèöÿ X.
Äëÿ áàãàòîâèäó M ç åíäîìîðôiçìîì f : M → M ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X = {Xi}, i =

1, 2, . . . , n, íàçèâà¹òüñÿ ìàðêîâñüêèì, ÿêùî iñíó¹ m > 0 òàêå, ùî ç óìîâè fm( intXi)∩ intXj ̸=
∅ âèïëèâà¹ fm(Xi) ⊃ Xj.

Ëåìà 2.1.3. Íåõàé f : M → M � ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
iñíó¹ ìàðêîâñüêå ðîçáèòòÿ X = {Xi}, i = 1, 2, . . . , n, òàêå, ùî diamXi < ε äëÿ âñiõ i i
îá'¹äíàííÿ ãðàíèöü ìíîæèí ç X ìà¹ ìiðó íóëü.1

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Uβ(xi)}, i = 1, 2, . . . , k, � ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ áàãàòîâèäó M çàìêíå-
íèìè êóëÿìè Uβ(xi) = {x | d(x, xi) ≤ β}, äå β ≤ δ äëÿ δ ç ëåìè 2.1.2.

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ Xβ = {Xj
β}., îòðèìó¹òüñÿ

ç ïîêðèòòÿ {Uβ(xi)}, ÿêùî ó ÿêîñòi ìíîæèí Xj
β ðîçãëÿíóòè âñiëÿêi ïåðåòèíè⋂

i∈Ij

Uβ(xi), äå Ij ⊂ {1, 2, . . . , k} i int
⋂
i∈Ij

Uβ(xi) ̸= ∅,

à òàêîæ ìíîæèíè

Uβ(xj) \
⋃
i ̸=j

Uβ(xi), äå int
(
Uβ(xj) \

⋃
i ̸=j

Uβ(xi)
)
̸= ∅.

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X 0 = {X0
i }, i = 1, 2, . . . , n., iíäóêó¹òüñÿ

ðîçáèòòÿì Xβ i ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êîìïîíåíò C(f−m(Xj
β)) äëÿ ïðîîáðàçiâ Xj

β âiäíîñíî f−m.
Ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 1 îòðèìó¹ìî îöiíêó

diamX0
i = ε′ ≤ β

λm
. (1)

Äëÿ X 0 ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì f : M → M ¹ ëîêàëüíèì äèôôåîìîðôiçìîì ó êîæíié
ìíîæèíi X0

i ∈ X 0.

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X 1 = {X1
i }.

Íåõàé m > 0 � äîñòàòíüî âåëèêå (âèáið m áóäå âêàçàíèé ïiçíiøå) i íåõàé X0
i1

∈ X 0.
Âèçíà÷èìî X1

i1
ÿê

X1
i1
= C(f−m(

⋃
k∈Ki1

X0
k)), äå C(f−m(

⋃
k∈Ki1

X0
k))
⋂

X0
i1
̸= ∅

i k ∈ Ki1 òiëüêè çà óìîâè f
m( intX0

i1
)
⋂

intX0
k ̸= ∅. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ó äàíîìó âèïàäêó

¹ âèçíà÷åíèì ç óðàõóâàííÿì îáðàíîãî X 0.
Çàðàç ïåðåáóäó¹ìî ðîçáèòòÿ X 0 = {X0

i }, ùîá îòðèìàòè íîâå ðîçáèòòÿ X 0
i1
= {X̃0

i }. Íåõàé

U(X1
i1
) =

⋃
k∈K

X0
k ,

1Ìiðà, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ áàãàòîâèäó M.
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äå k ∈ K òiëüêè çà óìîâè intX0
j

⋂
X1

i1
̸= ∅. Ïîçà ìíîæèíîþ U(X1

i1
) åëåìåíòè ðîçáèòòÿ

X 0 çàëèøèìî áåç çìií (òîáòî X̃0
i = X0

i , ÿêùî i ̸∈ K,) à äëÿ iíøèõ ïîêëàäåìî X̃0
i1

= X1
i1
i

X̃0
i = X0

i \X1
i1
. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðîçáèòòÿ X 0

i1
= {X̃0

i }, äå åëåìåíò X̃0
i1
∈ X 0

i1
ìà¹ òàêó

âëàñòèâiñòü:
ÿêùî fm( int X̃0

i1
)
⋂

intX0
j ̸= ∅, òî fm(X̃0

i1
) ⊃ X0

j .

Íåõàé X̃0
i2
∈ X 0

i1
è X̃0

i2
̸= X1

i1
= X̃0

i1
. Ç ðîçáèòòÿì X 0

i1
òà åëåìåíòîì X̃0

i2
∈ X 0

i1
áóäåìî äiÿòè

çà àëãîðèòìîì, ÿêèé ¹ àíàëîãi÷íèì îïèñàíîìó âèùå äëÿ ðîçáèòòÿ X 0 òà åëåìåíòà X0
i1
∈ X 0.

Îòðèìà¹ìî íîâå ðîçáèòòÿ X 0
i1i2
, ïðè÷îìó åëåìåíò X1

i1
íå áóäå ïåðåáóäîâàíèé, òîìó X1

i1
∈ X 0

i1i2
.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî intX1
i1

⋂
int X̃1

i2
̸= ∅, äå X̃1

i2
âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî X1

i1
:

X̃1
i2
= C(f−m(

⋃
k∈Ki2

X̃0
k)),

äå X̃0
k ∈ X 0

i1
è k ∈ Ki2 òiëüêè çà óìîâè fm( int X̃0

i2
)
⋂

int X̃0
k ̸= ∅. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò X̃0

i ∈ X 0
i1

òàêèé, ùî

fm( intX1
i1
)
⋂

int X̃0
i ̸= ∅ i fm( int X̃1

i2
)
⋂

int X̃0
i ̸= ∅,

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè ó òàêîìó âèïàäêó

fm( int X̃0
i1
)
⋂

int X̃0
i ̸= ∅ i fm( int X̃0

i2
)
⋂

int X̃0
i ̸= ∅, (2)

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi X̃0
i1
, X̃0

i2
∈ X 0. (Ó çâ'ÿçíié ìíîæèíi X̃0

i1

⋃
X̃0

i2
ðîçòÿãóþ÷èé åíäîìîðôiçì

f : M →M ¹ ëîêàëüíèì äèôôåîìîðôiçìîì, òîìó ç (2) âèïëèâà¹, ùî int X̃0
i1

⋂
int X̃0

i2
̸= ∅.)

Åëåìåíò X̃1
i2
ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü:

ÿêùî fm( int X̃1
i2
)
⋂

intX0
k ̸= ∅, òî fm(X̃1

i2
) ⊃ X0

k .

ßêùî ïðîäîâæèòè ïðîöåäóðó ïåðåáîðó åëåìåíòiâ, òî çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ áóäóòü
âè÷åðïàíi óñi åëåìåíòè âèõiäíîãî ðîçáèòòÿ, i â ðåçóëüòàòi áóäå îòðèìàíî ðîçáèòòÿ

X 1 = X 0
i1i2...in

= {X1
i }, i = 1, 2, . . . , n,

åëåìåíòè ÿêîãî ìàþòü íàñòóïíó âëàñòèâiñòü ïî âiäíîøåííþ äî åëåìåíòiâ X0
j ∈ X 0:

ÿêùî fm( intX1
i )
⋂

intX0
j ̸= ∅, òî fm(X1

i ) ⊃ X0
j .

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X 2 = {X2
i }.

Ïåðåõiä âiä X 1 äî X 2 çäiéñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ïåðåõîäó âiä X 0 äî X 1. Íåõàé

fm(X1
i ) =

⋃
k∈Ki

X0
k , äå Ki ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Îñêiëüêè ïðè äåÿêîìó m > 0 (ÿêå áóäå âèáðàíå íèæ÷å) ìà¹ìî intX1
i

⋂
intX0

i ̸= ∅ äëÿ
áóäü-ÿêîãî i = 1, 2, . . . , n, ìîæíà âèçíà÷èòè

X2
i = C(f−m(

⋃
k∈Ki

X1
k))
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òàê, ùî

C(f−m(
⋃
k∈Ki

X1
k))
⋂

intX1
i ̸= ∅.

Ñiì'ÿ X 2 ¹ ïîêðèòòÿì.
Äiéñíî, íåõàé x ∈ M i x ̸∈ X2

i äëÿ i = 1, 2, . . . , n, äå X2
i ∈ X 2. Çà ïîáóäîâè, òî÷êà x ∈ X0

i

äëÿ äåÿêîãî X0
i ∈ X 0. Ìà¹ìî

fm(x) ∈ fm(X0
i ) ⊂

⋃
k∈Ki

X0
k ,

òîìó

x ∈ X1
i = C(f−m(

⋃
k∈Ki

X0
k)).

Ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åííÿ X2
i , ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî f

m(x) ∈ X1
k äëÿ äåÿêîãî k ∈ Ki, îòðè-

ìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè òîäi x ∈ X2
i , òîìó ùî fm � ëîêàëüíèé äèôôåîìîðôiçì X1

k .
ßêùî æ fm(x) ̸∈ X1

k äëÿ óñiõ k ∈ Ki, òî iñíó¹ öiëå l òàêå, ùî f
m(x) ∈ X1

k äëÿ äåÿêîãî k ∈ Kl,
ïðè÷îìó

(
⋃
k∈Ki

X1
k)
⋂

(
⋃
k∈Kl

X1
k) ̸= ∅ i int (

⋃
k∈Ki

X1
k)
⋂

int (
⋃
k∈Kl

X1
k) = ∅.

Âiäîáðàæåííÿ fm ¹ äèôôåîìîðôiçìîì ó (
⋃

k∈Ki
X1

k)
⋃
(
⋃

k∈Kl
X1

k), à ìíîæèíè
⋃

k∈Ki
X1

k i
⋃

k∈Kl
X1

k

ïåðåòèíàþòüñÿ òiëüêè ïî ãðàíèöi, òîìó çà âèçíà÷åííÿì X2
l òî÷êà x íàëåæèòü X

2
l . Ïðè öüîìó

intC(f−m(
⋃
k∈Ki

X1
k))
⋂

X1
i ̸= ∅.

Îòæå, X 2 � ïîêðèòòÿ.
Ïîêðèòòÿ X 2 ¹ ðîçáèòòÿì.
Ìà¹ìî äîâåñòè, ùî intX2

i

⋂
intX2

j = ∅ äëÿ i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ n. ßêùî x ∈ intX2
i

⋂
intX2

j ,
òî çíàéäåòüñÿ X1

l ∈ X 1 òàêå, ùî

X1
l ⊂

⋃
k∈Ki

X1
k i X1

l ⊂
⋃
k∈Kj

X1
k , äå fm(x) ∈

⋃
k∈Ki

X1
k i fm(x) ∈

⋃
k∈Kj

X1
k ,

òîìó l ∈ Ki i l ∈ Kj, à òîäi

intX1
i

⋂
intX1

j = C(f−m(
⋃
k∈Ki

X0
k))
⋂

C(f−m(
⋃
k∈Kj

X0
k)) ̸= ∅,

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè i ̸= j. Îòæå, X 2 � ðîçáèòòÿ.
Ðîçáèòòÿ X 2 = {X2

i }, i = 1, 2, . . . , n, ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü:

ÿêùî fm( intX2
i )
⋂

intX1
j ̸= ∅, òî fm(X2

i ) ⊃ X1
j .

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X 3, ÿê i âñi íàñòóïíi ðîçáèòòÿ ó öüîìó ëàíöþçi ïîáóäîâ, îòðèìóþ-
òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ X k = {Xk
i , i = 1, 2, . . . , n}, k = 0, 1, 2, . . . , ÿêà îòðè-

ìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi, ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü:

ÿêùî fm( intXk
i )
⋂

Xk−1
j ̸= ∅, òî fm(Xk

i ) ⊃ Xk−1
j .
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Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið 2M , åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ çàìêíóòi ìíîæèíè áàãàòîâèäóM,
iç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó ìåòðèêîþ

dist (X1, X2) = max
{
sup
y∈X1

inf
x∈X2

d(x, y), sup
y∈X2

inf
x∈X1

d(x, y)
}

äëÿ X1, X2 ∈ 2M .

Ïðîñòið 2M ¹ êîìïàêòíèì [14] i, ÿê íàñëiäîê, ïîâíèì.
Äëÿ ïîáóäîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðîçáèòòiâ X k = {Xk

i , i = 1, 2, . . . , n} òðåáà äîâåñòè, ùî ïðè
êîæíîìó i ïîñëiäîâíiñòü {Xk

i , k = 0, 1, . . .} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ìåòðèöi ïðîñòîðó 2M . Äëÿ
öüîãî îöiíèìî âiäñòàíü dist (Xk

i , X
k+1
i ). Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 1, ìà¹ìî

∆(X k,X k+1) := max
i=1,2,...,n

dist (Xk
i , X

k+1
i ) = max

i=1,2,...,n
dist

(
f−m

( ⋃
j∈Ki

Xk−1
j

)
, f−m

( ⋃
j∈Ki

Xk
j

))
≤

≤ 1

λm
max

i=1,2,...,n
dist

( ⋃
j∈Ki

Xk−1
j ,

⋃
j∈Ki

Xk
j

)
≤ 1

λm
max

i=1,2,...,n
dist (Xk−1

j , Xk
j ) =

1

λm
∆(X k−1,X k).

Ç (1) âèïëèâà¹, ùî ∆(X k,X k+1) ≤ 1

λm
∆(X k−1,X k), k = 1, 2, . . . , i ∆(X 1,X 0) ≤ ε′

λm
çà ïîáó-

äîâîþ ìíîæèí X1
i . Òàêèì ÷èíîì,

∆(X k,X k+1) ≤ ε′

λm(k−1)
(3)

i òîäi

dist (Xk
i , X

k+l
i ) ≤

l−1∑
j=0

dist (Xk+j
i , Xk+j+1

i ) ≤ ε′
l−1∑
j=0

1

λm(k+j+1)
. (4)

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {Xk
i , k = 0, 1, 2, . . .} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, òîìó

Xk
i −→

k→∞
X∞

i , i = 1, 2, . . . , n.

Ïðè öüîìó ìíîæèíè X∞
i áóäóòü çàìêíåíi.

Ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ X∞ = {X∞
i }, i = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî öå ðîçáèòòÿ, âèçíà÷èìî äåÿêi ïîíÿòòÿ [14]. Òî÷êà s íàëåæèòü äî
íèæíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí S1, S2, . . . (öå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê s ∈ Li

n→∞
Sn), ÿêùî áóäü-

ÿêèé îêië òî÷êè s, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n, ïåðåòèíà¹òüñÿ ç óñiìà ìíîæèíàìè Sn. Òî÷êà s íà-
ëåæèòü äî âåðõíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí S1, S2, . . . (öå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê s ∈ Ls

n→∞
Sn),

ÿêùî áóäü-ÿêèé îêië òî÷êè s ïåðåòèíà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì ìíîæèí Sn. Ïîñëiäîâ-
íiñòü ìíîæèí {Sn} íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ äî ìíîæèíè S (öå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê S = Lim

n→∞
Sn),

ÿêùî Li
n→∞

Sn = S = Ls
n→∞

Sn.

Âiäîìî, ùî Ls
n→∞

Sn =
∞⋂
n=0

∞⋃
k=0

Sn+k.

Òîïîëîãiÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ çáiæíiñòþ ó ñåíñi äàíîãî âèçíà÷åííÿ, ¹ åêâiâàëåíòíîþ òîïîëîãi¨,
ÿêà çàäà¹òüñÿ âêàçàíîþ âèùå ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði 2M [14].

Â íàøîìó âèïàäêó X∞
i =

∞⋂
n=0

∞⋃
k=0

Xn+k
i .

Ñiì'ÿ X∞ ¹ ïîêðèòòÿì.
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Äiéñíî, íåõàé iñíó¹ òî÷êà x ∈M, äëÿ ÿêî¨ x ̸∈ X∞
i ïðè âñiõ i. Ïîçíà÷èìî

X̃q
i =

∞⋃
k=0

Xq+k
i .

Äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} çíàéäåòüñÿ qi òàêå, ùî x ̸∈ X̃qi
i . Òîäi x ̸∈ Xj

i ïðè áóäü-ÿêîìó
j ≥ qi. Íåõàé Q = max

i=1,2,...,n
qi. Òîäi x ̸∈ XQ

i ïðè áóäü-ÿêîìó i, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè {XQ
i },

i = 1, 2, . . . , n, � ðîçáèòòÿ.

Ïîêðèòòÿ X∞ ¹ ðîçáèòòÿì.
ßêùî öå íå òàê, òî iñíóþòü åëåìåíòè X∞

i , X
∞
j ∈ X∞ òàêi, ùî intX∞

i

⋂
intX∞

j ̸= ∅.
Âiäêðèòó êóëþ ç äiàìåòðîì ε ïîçíà÷èìî Uε i çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ Uε ⊂ intX∞

i

⋂
intX∞

j .
Îñêiëüêè

intX∞
i = int

∞⋂
q=0

X̃q
i i X̃q+1

i ⊂ X̃q
i ,

ìà¹ìî

int
∞⋂
q=0

X̃q
i ⊂

∞⋂
q=0

int X̃q+1
i .

Îòæå,

Uε ⊂
∞⋂
q=0

int X̃q+1
i ,

òîáòî Uε ⊂ int X̃q
i äëÿ êîæíîãî q = 1, 2, . . . . Òàê ñàìî ìà¹ìî Uε ⊂ int X̃q

j äëÿ êîæíîãî
q = 1, 2, . . . .

Äàëi, iñíó¹ q1 > 0 òàêå, ùî ∆(X q+1,X q) < ε äëÿ áóäü-ÿêîãî q > q1. Òîäi çíàéäåòüñÿ êóëÿ
Uε1 ⊂ Uε, ε1 < ε, òàêà, ùî Uε1 ⊂ Xq

i äëÿ êîæíîãî q > q1.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ùîäî Uε1 ⊂ X̃k
j äàþòü ìîæëèâiñòü äiéòè âèñíîâêó, ùî iñíó¹ êóëÿ

Uε2 ⊂ Uε1 , ε2 < ε1, òàêà, ùî Uε2 ⊂ Xq
j äëÿ êîæíîãî q > q2.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî q > max(q1, q2) ¹ êóëÿ Uε3 òàêà, ùî Uε3 ⊂ Xq
i i Uε3 ⊂ Xq

j , àëå öå
íåìîæëèâî, ÿêùî Xq

i i X
q
j ¹ ðiçíèìè åëåìåíòàìè ðîçáèòòÿ X q.

Ðîçáèòòÿ X∞ ¹ ìàðêîâñüêèì.
Ç âèçíà÷åííÿ X l âèïëèâà¹, ùî êîæíå X l

i ∈ X l ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

fm(X l
i) =

⋃
k∈Ki

X l−1
k .

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, ìà¹ìî

Lim
l→∞

fm(X l
i) = Lim

l→∞

⋃
k∈Ki

X l−1
k .

Ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé òàêî¨ ãðàííèöi [14], iç íåïåðåðâíîñòi fm : 2M → 2M âèïëèâà¹,
ùî

fm(X∞
i ) = fm(Lim

l→∞
X l

i) =
⋃
k∈Ki

Lim
l→∞

X l−1
k =

⋃
k∈Ki

X∞
k .
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Îöiíèìî âåëè÷èíó damX∞
i äëÿ i = 1, 2, . . . , n. Ìà¹ìî Xk

i ⊂ Ud(X
k−1
i ), äå Ud(X

k−1
i ) �

d-îêië ìíîæèíè Xk−1
i äëÿ d = dist (Xk

i , X
k−1
i ), òîáòî

Ud(X
k−1
i ) =

⋃
x∈Xk−1

i

Ud(x),

äå Ud(x) � âiäêðèòà êóëÿ ç ðàäióñîì d é öåíòðîì ó x. Àíàëîãi÷íî Xk−1
i ⊂ Ud(X

k
i ).

Òàêèì ÷èíîì,

diamXk
i ≤ diamXk−1

i + 2d i diamXk−1
i ≤ diamXk

i + 2d,

àáî
diamXk−1

i − 2d ≤ diamXk
i ≤ diamXk−1

i + 2d.

Âiäïîâiäíî äî (3), (4),

ε′ − 2ε′
∑k

j=1

(
1

λm

)j

≤ diamXk
i ≤ ε′ + 2ε′

∑k

j=1

(
1

λm

)j

,

i â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî

ε′ − 2ε′
1

λm − 1
≤ diamX∞

i ≤ ε′ + 2ε′
1

λm − 1
. (5)

ßêùî âèáðàòè m äîñòàòíüî âåëèêèì, ìîæíà çðîáèòè diamX∞
i ÿê çàâãîäíî áëèçüêèì äî ε′;

ïðè öüîìó ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ε′ < ε.
Äîâåäåìî, ùî

µ
( n⋃

i=1

∂X∞
i

)
= 0,

äå µ(E) =

∫
E

gij dxi ∧ dxj � ìiðà, ïîðîäæåíà ðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ gij áàãàòîâèäó M. Ìiðà

µ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó 2M â R1. Ïðè öüîìó µ(∂Xk
i ) = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ

i = 1, 2, . . . , n i k = 1, 2, . . . . Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi µ íà 2M ìà¹ìî:

µ(∂X∞
i ) = µ(Lim

k→∞
∂Xk

i ) = lim
k→∞

µ(∂Xk
i ) = 0.

Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2. Âiäîìèé ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ ïåðåõîäó âiä ìàðêîâñüêîãî ðîçáèòòÿ X∞ =
{X∞

i }, i = 1, 2, . . . , n, ç ÷èñëîì m > 1 äî ìàðêîâñüêîãî ðîçáèòòÿ X = {Xj}, j = 1, 2, . . . , n,
ç ÷èñëîì m = 1. Êîæíà ìíîæèíà ìà¹ âèãëÿä

Xj = X∞
i1

⋂
f(X∞

i2
)
⋂

f 2(X∞
i3
)
⋂

. . .
⋂

fm−1(X∞
im),

äå iíäåêñè il ∈ {1, 2, . . . , n} ìàþòü áóòè òàêèìè, ùî intXj ̸= 0. Òîäi

f(Xj) = f(X∞
i1
)
⋂

f 2(X∞
i2
)
⋂

. . .
⋂

fm−1(X∞
im−1

)
⋂

fm(X∞
im),

i ÿêùî âèêîðèñòàòè ïðåäñòàâëåííÿ

fm(X∞
im) =

⋃
ik∈Kim

X∞
ik
,
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òî
f(Xj) =

⋃
ik∈Kim

(
X∞

ik

⋂
f(X∞

i1
)
⋂

f 2(X∞
i2
)
⋂

. . .
⋂

fm−1(X∞
im−1

)
)
,

äå Kim � ñêií÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ.

Çàóâàæåííÿ 3. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ Xµ = {X(µ)
k }, k = 1, 2, . . . , n,

ç îäíàêîâîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ. Ó ïðîñòîði X âèçíà÷èìî ìåòðèêó

∆(X1,X2) = max
i=1,2,...,n

dist (X
(1)
i , X

(2)
i ).

Ç îöiíêè (5) âèïëèâà¹, ùî X∞ ∈ X íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âèáîðó X 0 ∈ X.

Íåõàé A � àòðàêòîð ðîçòÿãóþ÷îãî åíäîìîðôèçìà f : M →M, à U � îêië ìíîæèíè A. Çà
ëåìîþ 2.1.3 iñíó¹ ìàðêîâñüêå ðîçáèòòÿ X = {U1, . . . , Un} ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ: ÿêùî Ui

⋂
A ̸=

∅, òî Ui ⊂ U. Iñíó¹ òî÷êà x1 ∈M, äëÿ ÿêî¨ Ax1 = A (òóò i äàëi ÷åðåç Ax ïîçíà÷à¹òüñÿ àòðàêòîð
òðà¹êòîði¨ òî÷êè x). Íåõàé XU = {Ui1 , Ui2 , . . . , Uim}, äå Uij ∈ XU , ÿêùî iñíó¹ (öiëå) tj > 0 òàêå,
ùî f tj(x1) ∈ Uij i Uij

⋂
A ̸= ∅. Òàêîæ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ A çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Uij ∈

XU òàêà, ùî y ∈ Uij . Íåõàé Θ(x1) = {fp(x1), f
p+1(x1), . . . , f

p+q(x1)} � ñêií÷åííèé âiäðiçîê
òðà¹êòîði¨ òî÷êè x1. Âèáåðåìî éîãî íàñòiëüêè âåëèêèì, ùî ÿêùî y ∈ A i y ∈ intUij , òî iñíó¹
tj < q òàêå, ùî fp+tj(x1) ∈ intUij , à ÿêùî y ∈ ∂Uij′

, òî iñíó¹ tj′ < q òàêå, ùî fp+tj′ (x1) ∈ Uij′
.

Âiäðiçîê Θ(x1) ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîáè fp(x1) ∈ Ui1 i f
p+q(x1) ∈ Ui1 .

Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííèé âïîðÿäêîâàíèé íàáið ìíîæèí Ui′0
, Ui′1

, . . . , Ui′q iç âëàñòèâîñòÿìè:

fp(x1) ∈ Ui′0
, fp+1(x1) ∈ Ui′1

, . . . , fp+q(x1) ∈ Ui′q = Ui′0
,

äå Ui′k
∈ XU , i â öüîìó íàáîði çóñòði÷àþòüñÿ óñi ìíîæèíè ç XU . Íåõàé äëÿ i′k1 âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà:

fp+k1−j(x1)
⋂

intUi′k1−j
̸= ∅ äëÿ j = 1, 2, . . . , k1, i fp+k1(x1)

⋂
intUi′k1

= ∅.

Òîäi òî÷êà fp+k1(x1) íàëåæèòü äî ãðàíèöi ìíîæèíè Uij1
.

Ïîçíà÷èìî d1 = max
j=0,...,k1−1

d(fp+j(x1), ∂Ui′j
).

Ìíîæèíà {x ∈M | Ax = A} ¹ ùiëüíîþ â M.
Äiéñíî, íåõàé V ⊂ M ¹ âiäêðèòîþ. Çà óìîâè ðîçòÿãóâàííÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y1 ∈ M

òàêî¨, ùî Ay1 = A, iñíó¹ m > 0, äëÿ ÿêîãî fm(V ) ∋ y1. Òîìó çíàéäåòüñÿ òî÷êà x ∈ V, äëÿ ÿêî¨

fm(x) = y1 i òîäi Ax = A. Äàëi, çíàéäåòüñÿ òî÷êà x2 òàêà, ùî d(x2, x1) ≤ d1
λp+k1

i Ax2 = A,

ïðè÷îìó òî÷êó x2 ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî fp+j(x2) ∈ intUij , j = 0, 1, . . . , k1. Òîìó âiäðiçîê
òðà¹êòîði¨ Θ(x2) áóäå íàëåæàòè äî âíóòðiøíiõ ÷àñòèí ïåðøèõ k1 ìíîæèí Ui′1

, Ui′2
, . . . , Ui′k1

.

Ñåðåä ðåøòè, ìîæëèâî, áóäóòü ìíîæèíè Ui′j
, j > k1, äî ÿêèõ Θ(x2) íå ïîòðàïèòü. Öi ìíîæèíè

ïîêè ùî âèêëþ÷èìî iç ðîçãëÿäó i îòðèìà¹ìî íîâèé íàáið ìíîæèí X (2)
U = {U (2)

i′j
} ⊂ X . Äëÿ X (2)

U

àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî òî÷êó x3 òà íîâèé íàáið X (3)
U òàêi, ùî fp+k(x3) ∈ intU

(3)
ij

äëÿ j ≤ k2.

Çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ ïðéäåìî äî ðîçáèòòÿ X̃U = {Ũi1 , . . . , Ũil}, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ òî÷êà

x̃ ∈M òàêà, ùî Ax̃ = A i fp+j(x̃) ∈ int Ũij
äëÿ j = 1, 2, . . . , l.

Ó ïðîöåñi ïîáóäîâè ìîãëè áóòè âèêëþ÷åíi ìíîæèíè Uij ∈ XU , ÿêi ìàþòü òî÷êó ç A íà
ñâî¨é ãðàíèöi, àëå íå âñåðåäèíi. Íåõàé Uij1

� âèêëþ÷åíà ìíîæèíà. Iñíó¹ òàêà òî÷êà xj1 , ùî
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fm(xj1) ∈ intUij1
ïðè äåÿêîìó m ≥ 0, ïðè÷îìó Axj1

= A. Ìàðêîâñüêå ðîçáèòÿ X ìîæíà

âèáðàòè òàê, ùîá iñíóâàâ åëåìåíò Ũ ∈ XU , ÿêèé ìiñòèòü äåÿêó òî÷êó y ∈ A, i ïðè öüîìó
y ∈ int Ũ . Äiéñíî, âèõiäíå ðîçáèòòÿ X 0 ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá ïðîöåäóðà ç çàóâàæåííÿ 2
ïðèçâîäèëà äî ðîçáèòòÿ X0, äëÿ ÿêîãî y ∈ intX, äå X ∈ X0. Ðîçáèòòÿ X∞ íåïåðåðâíî
çàëåæèòü âiä X 0, òîìó X òåæ íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä X0, òàê ùî ìîæíà ðàõóâàòè, ùî
â ìàðêîâñüêîìó ðîçáèòòi X ¹ åëåìåíò Ũ òàêèé, ùî y ∈ int Ũ . Ç óìîâ y ∈ A i y ∈ int Ũ
âèïëèâà¹, ùî âiäðiçîê òðà¹êòîði¨ òî÷êè xj1 òàêîæ ïðîéäå ÷åðåç int Ũ , îñêiëüêè ìíîæèíà int Ũ
¹ âiäêðèòîþ.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêi äâi ìíîæèíè ç XU ìîæíà çâ'ÿçàòè ñêií÷åííèì âiäðiçêîì òðà¹êòîði¨
òàê, ùîá öÿ òðà¹êòîðiÿ ïðîõîäèëà ïî âíóòðiøíiì ÷àñòèíàì ìíîæèí Uj ∈ XU .

Ðîçáèòòÿ XU íàçâåìî ìàðêîâñüêèì ðîçáèòòÿì äëÿ àòðàêòîðà A â îêîëi U.

Íåõàé G = G(XU) � ñêií÷åííèé îðèåíòîâíèé ãðàô ç âåðøèíàìè, ÿêi çàäàíi åëåìåíòàìè
ìíîæèíè XU , çà óìîâè ïðèïóùåííÿ, ùî äëÿ Ui, Uj ∈ XU ðåáðî (Ui, Uj) iñíó¹ òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè f(Ui) ⊃ Uj.

Ëåìà 2.1.4. Ãðàô G = G(XU) ¹ çâ'ÿçíèì.

Äîâåäåííÿ. Çâ'ÿçíiñòü ãðàôà G = G(XU) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî áóäü-ÿêi äâi ìíîæèíè
Ui′ , Ui′′ ∈ XU ìîæíà çâ'ÿçàòè ñêií÷åííèìè âiäðiçêàìè òðà¹êòîðié, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç âíó-
òðiøíi ÷àñòèíè ìíîæèí Ui ∈ XU .

Ëåìà 2.1.5. ßêùî ãðàô G ¹ çâ'ÿçíèì, òî ïåðiîäè÷íi òî÷êè éîãî ìàðêîâñüêîãî ëàíöþ-
ãà TG ùiëüíi ó ïðîñòîði WG âñiõ íåñêií÷åííèõ øëÿõiâ ãðàôà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó (i1, i2, . . . , in, . . .) ∈ WG òà ïîñëiäîâíiñòü

xn = {i1, i2, . . . , in, . . . , i1, i2, . . . , in, . . . , i1, i2, . . . , in, . . .},

äå çàìiñòü êðàïîê ìiæ in i i1 êîæåí ðàç âïèñó¹òüñÿ îäèí é òîé ñàìèé øëÿõ, ùî éäå ç in äî i1,
ÿêèé iñíó¹ ÷åðåç òå, ùî G ¹ çâ'ÿçíèì. Çàçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ ìàð-
êîâñüêîãî ëàíöþãà TG. Ïðè öüîìó n ìîæíà âèáèðàòè ÿê çàâãîäíî âåëèêèì, i òîäi îòðèìà¹ìî
xn → x, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåìà 2.1.6. ßêùî ãðàô G ¹ çâ'ÿçíèì, òî éîãî ìàðêîâñüêèé ëàíöþã TG ìà¹ âñþäè ùiëüíó
òðà¹êòîðiþ.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 2.1.5 äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè òðà¹êòîðiþ, ÿêà ¹ ùiëüíîþ íà çàìè-
êàííi ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê ìàðêîâñüêîãî ëàíöþãà TG. Áàãàòîâèä M ¹ êîìïàêòíèì,
òîìó ìàðêîâñüêèé ëàíöþã ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Çàíóìåðó¹ìî ¨õ íàòó-
ðàëüíèìè ÷èñëàìè i ñêëàäåìî ç íèõ òàêó òàáëèöþ:

a11 a12 a13 a14 . . .

a21 a22 a23 a24 . . .

a31 a32 a33 a34 . . .

a41 a42 a43 a44 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
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Â öi¹¨ òàáëèöi k-é ðÿäîê âiäïîâiäà¹ k-é ïåðiîäè÷íié òî÷öi (i1, i2, . . . , ink
, i1, i2, . . . , ink

, . . .). Åëå-
ìåíò akl ïîçíà÷à¹ øëÿõ akl = (i1, . . . , ink

, i1, . . . , ink
, . . . , i1, . . . , ink

), ó ÿêîìó ïîñëiäîâíiñòü
i1, i2, . . . , ink

ïîâòîðþ¹òüñÿ l ðàçiâ. Âiäïîâiäíî äî ñòðiëîê â òàáëèöi ñêëàäåìî øëÿõ

(a11 b1 a12 b2 a21 b3 a31 b4 a22 b5 a13 b6 . . .), (6)

äå bn � öå øëÿõ, ùî ç'¹äíó¹ îñòàííþ âåðøèíó øëÿõó aij çëiâà âiä bn ç ïåðøîþ âåðøèíîþ
øëÿõó ai′j′ ñïðàâà âiä bn; øëÿõ bn iñíó¹ âíàñëiäîê çâ'ÿçíîñòi G. Øëÿõ (6) ìiñòèòü ÿê çàâ-
ãîäíî âåëèêèé âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ ïåðiîäè÷íî¨ òðà¹êòîði¨, òîìó âiäïîâiäíà öüîìó øëÿõó (6)
òðà¹êòîðiÿ áóäå âñþäè ùiëüíîþ ó WG.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ã = {x | x ∈ X ′
U , f

m(x) ∈ X ′
U äëÿ êîæíîãî m > 0},

äå

X ′
U = {U ′

i1
, . . . , U ′

im}, U ′
ij
=

(
int

m⋃
k=1

Uik

)⋂
Uij , Uil ∈ XU .

Êîæíîìó íåñêií÷åííîìó øëÿõó (i1, i2, . . .) ãðàôà G = G(XU) âiäïîâiäà¹ ¹äèíà òî÷êà x ∈ Ã
òàêà, ùî

x =
∞⋂

m=1

C(f−m(Uim)),

äå C(f−m(Uim)) � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ïîâíîãî ïðîîáðàçà f−m(Uim), äëÿ ÿêî¨

C(f−m(Uim))
⋂

Ui1 ̸= ∅.

Òå, ùî
⋂∞

m=1 C(f
−m(Uim)) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè âiäîáðàæåííÿ ψ : WG → Ã òàêå, ùî ψ(WG) = Ã i ψ(i1, i2, . . .) = x.
Ïðè öüîìó ψ âèÿâëÿ¹òüñÿ íåïåðåðâíèì. Äiéñíî, íåõàé

xn = (i1, i2, . . . , in, in+1, . . .) i yn = (i1, i2, . . . , i
′
n, i

′
n+1, . . .)

¹ áëèçüêèìè òî÷êàìè ïðîñòîðó WG. Òîäi ψ(xn), ψ(yn) ∈
⋂n

m=1 C(f
−m(Uim)) i íåïåðåðâíiñòü ψ

òàêîæ âèïëèâà¹ ç çàóâàæåííÿ 1.
Â ïiäñóìêó, Ã � iíâàðiàíòíà çàìêíåíà ìíîæèíà, Ã ⊃ A i Ã � åêâiâàðiàíòíèé îáðàç

ïðîñòîðó WG òîïîëîãi÷íîãî ìàðêîâñüêîãî ëàíöþãà TG çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñòàíiâ G.
Ãðàô G ¹ çâ'ÿçíèì, òîìó (çà ëåìîþ 2.1.6) íà ìíîæèíi Ã iñíó¹ âñþäè ùiëüíà òðà¹êòîðiÿ.

Îòæå, Ã ¹ àòðàêòîðîì. Ç ïîáóäîâè âèäíî, ùî ìíîæèíà Ã â îêîëi int
⋃m

k=1 Uik ¹ ëîêàëüíî
ìàêñèìàëüíèì àòðàêòîðîì, ÿêèé ìiñòèòü A. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2 ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1, àëå ïîòðiáíî âèõîäèòè ç òîãî,
ùî A ¹ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíèì àòðàêòîðîì.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêiâ 2.2.1 i 2.2.2 âèïëèâà¹ ç ëåì 2.1.5, 2.1.6 i òåîðåìè 2.2.

13



Ëiòåðàòóðà

[1] ß. Ã. Ñèíàé, �Ìàðêîâñêèå ðàçáèåíèÿ è Ó-äèôôåîìîðôèçìû�, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.,
2:1 (1968), 64�89; Engl. transl.: Funct. Anal. Appl., 1968, 2:1 (1968), 61�82.

[2] ß. Ã. Ñèíàé, �Ïîñòðîåíèå ìàðêîâñêèõ ðàçáèåíèé�, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 2:3
(1968), 70�80; Engl. transl.: Funct. Anal. Appl., 2:3 (1968), 245�253.

[3] M. Shub, �Endomorphisms of compact di�erentiable manifolds�, Amer. J. Math., 91, 1 (1969),
175�200.

[4] Î. Ì. Øàðêîâñüêèé, �Äåñêðèïòèâíà òåîðiÿ äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó�. Óêðà¨íñüêèé ìàòå-
ìàòè÷íèé æóðíàë, âèï. 74, âèï. 12, Ñi÷åíü 2023, ñ. 1709-1718.

[5] O. M. Sharkovsky "Descriptive Theory of Deterministic Chaos"(English), Ukrainian
Mathematical Journal, vol. 74, pages 1950�1960 (2023).

[6] À. Í. Øàðêîâñêèé, �×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ�, ÄÀÍ
ÑÑÑÐ, 170, 6 (1966), 1276�1278; Engl. transl.: Soviet Math. Dokl., 7, 5 (1966), 1384�1386.

[7] À. Í. Øàðêîâñêèé, Â. Ñ. Áîíäàð÷óê, �Î ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå ω-ïðåäåëüíûõ
ìíîæåñòâ ðàñòÿãèâàþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ�, Cáîðíèê ñòàòåé �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è
âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�, Èí-ò ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ
(1973), 128�164.

[8] À. Í. Øàðêîâñêèé, �Àòòðàêòîðû òðàåêòîðèé è èõ áàññåéíû�, Íàóêîâà äóìêà, Êèåâ, 2013.

[9] À. Í. Øàðêîâñêèé, �Îá ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì�,
Äîêò. äèññ., Êèåâ, 1966.

[10] Â. Ì. Àëåêñååâ, �Êâàçèñëó÷àéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû�, Ìàòåì. ñá., 76(118), 1
(1968), 72�134; Engl. transl.: Math. USSR-Sb., 5, 1 (1968), 73�128.

[11] Â. Ì. Àëåêñååâ, �Ïåððîíîâñêèå ìíîæåñòâà è òîïîëîãè÷åñêèå öåïè Ìàðêîâà�, ÓÌÍ, 24,
5 (1969), 227�228.

[12] Ä. Á. Êàòîê, �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé�, Äåâÿòàÿ ëåòíÿÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà, Èí-ò ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ (1972), 125�212.

[13] Ä. Ãðîìîë, Â. Êëèíãåíáåðã, Â. Ìåéåð, �Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ â öåëîì�, Ìèð, Ì., 1971;
transl. from German: D. Gromoll, W. Klingenberg, W. Meyer, Riemannsche Geometrie
im Grossen, Springer, 1968.

[14] Ê. Êóðàòîâñêèé, �Òîïîëîãèÿ, 1, 2�, Ìèð, Ì., 1966-69; transl. from Engl.: K. Kuratowski,
Topology, Vols 1, 2, Academic Press, 1966-68.

14


