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How complicated is the one-dimensional chaos: descriptive theory of chaos

We consider one-dimensional dynamical systems given by maps f ∈ C0(I, I) with I being a closed interval
under the condition that the topological entropy h(f) is positive.

Most recently, the book [1] of Sylvie Ruette appeared, the aim of which is “to survey the relations between
the various kinds of chaos and related notions for continuous interval maps”. However, the book does not even
mention the research of the talk author published back in the sixties of the past century [2-4]. The research
results showed a huge variety of the trajectory attractors (i.e., ω-limit sets) and the more complexity of their
attraction basins, pointing to a very intricate interweaving of different basins. All this gives a good idea about
the complexity of the one-dimensional chaos.

In [2], using the descriptive sets theory, it was proved that even basins of the simplest attractors – cycles – can
be very complex, namely, can be a set of the third class in the Baire classification. Later in [3], it was shown that
such situation is typical, namely, even for quadratic maps, the basin of any attractor that contains a cycle and is
not maximal or locally maximal (which is typical where h(f) > 0), is a set of the third Baire class.

In [4], the properties of the set of all trajectory attractors of f partially ordered by the set-theoretic inclusion,
were formulated. If h(f) > 0, then in this set there exists at least one maximal attractor A, that contains cycles
and so contains continuum many of locally maximal attractors other than cycles (and being Cantor sets); each
from these locally maximal attractors contains continuum many of minimal attractors other than cycles (and
hence being Cantor sets). It remains to add that the basin of every attractor contained in A is dense on A. The
proofs of all statements can be found in the author’s thesis from 1966 and in [5, sect. 4.1].
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Коротке резюме доповiдi :

Дескриптивна (тобто, описова) теорiя множин – класичний роздiл
математики, який виник на початку минулого сторiччя. В доповiдi
пропонуються основи дескриптивної теорiї хаосу. Показано, що

динамiчна система, якщо топологiчна ентропiя додатна,
1) має дуже багато рiзних атракторiв траєкторiй, а саме, континуум
атракторiв;
2) басейни бiльшостi атракторiв мають дуже складну будову, а саме,
є множинами 3-го класу за термiнологiєю дескриптивної теорiї
множин;
3) басейни рiзних атракторiв дуже сильно переплiтаються i їх
не можна вiдокремити один вiд одного нiякими вiдкритими чи
замкненими множинами, а можна лише множинами 2-го класу
складностi, та

множина всiх атракторiв динамiчної системи утворює в просторi
замкнених множин фазового простору (з метрикою Хаусдорфа)
атракторну сiтку (мережу), комiрки якої створюють Канторовi
множини з самих атракторiв.



Розглядаються динамiчнi системи на компактi X , породжуванi
неперервним вiдображенням f : X → X , переважно у випадку,
коли X – це iнтервал I ⊂ R .

Асимптотичну поведiнку кожної траєкторiї f i (x), i = 0, 1, 2, ..., x ∈ X ,
звичайно визначає так звана ω-гранична множина, або, простiше,
атрактор траєкторiї – iнварiантна, замкнена множина Ax =⋂

m>0 {
⋃

i>m f i (x)}, яка притягує цю траєкторiю, коли час прямує до
нескiнченностi: для будь якого її околу U iснує i0 = i0(U) таке,
що f i (x) ∈ U при i ≥ i0.

Кожна з множин Ax , x ∈ X , може бути атрактором для багатьох
траєкторiй. Множину всiх траєкторiй, що притягуються одним i тим
же атрактором, називають басейном цього атрактора : якщо
A – атрактор, тодi B(A) = {x ∈ X | Ax = A} – басейн атрактора.

Бiльшiсть результатiв, представлених в цiй доповiдi, отриманi i
опублiкованi ще в 60-х роках минулого сторiччя, але i зараз,
здається, мало вiдомi, хоча всi вони тодi ж були перекладенi
англiйською.
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Т у т:
притягивающее множество = атрактор траєкторiї = ω-гранична

множина траєкторiї
притягивающееся множество = басейн атрактора = пiдмножина

фазового простору, що складається з траєкторiй, якi мають один i
той же атрактор траєкторiй



Тепер добре вiдомо, що в одновимiрнiй динамiчнiй системi хаос
є тодi, коли топологiчна ентропiя системи додатна. Також
добре вiдомо, що для одновимiрних систем має мiсце таке:

Для динамiчної системи, яку задає вiдображення f ∈ C 0(I , I ),
де I – замкнений iнтервал, наступнi твердження еквiвалентнi:

(1) топологiчна ентропiя додатна, h(f ) > 0;
(2) f має цикл перiоду 6= 2i , i ≥ 0;
(3) f має гомоклiнiчну траєкторiю;
(4) iснують m ≥ 1 i замкненi iнтервали J,K ⊂ I такi, що

f mJ ∩ f mK ⊂ J ∪ K ,
i з них випливають ще два еквiвалентнi твердження:

(5) iснують x , y ∈ I та δ > 0 такi, що
limi→∞ sup ρ[f i (x), f i (y)] ≥ δ i limi→∞ inf ρ[f i (x), f i (y)] = 0;

(6) iснує континуум пар траєкторiй з властивiстю (5).

Слово хаос як математичний термiн вперше з’явилося в статтi
Li, Yorke “Period three implies chaos” (Monthly 103, 1975) i саме
властивiсть (6) фiгурувала там як основна при визначеннi хаосу.
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В теорiї динамiчних систем поряд з вiдкритими множинами
(наприклад, басейни притягуючих циклiв, блукаючi множини) та
замкненими множинами (ω-граничнi множини, неблукаючi множини,
центри динамiчних систем), розглядаються множини бiльш складної
структури.
З’являються Fσ множини, якi є об’єднанням не бiльш нiж зчисленної
кiлькостi замкнених множин, наприклад, як множина всiх
перiодичних точок, Gδ множини, якi є перетинами не бiльше нiж
зчисленної кiлькостi вiдкритих множин, як множина всiх
транзитивних точок системи, Fσδ множини, якi є перетинами не
бiльш нiж зчисленної кiлькостi Fσ множин i т. д.

Ми використовуємо класифiкацiю множин за Бером, вiдповiдно до
якої перший клас складають вiдкритi та замкненi множини разом з
множинами, що є як Fσ, так i Gδ множинами одночасно. Другий
клас складається з множин, якi є або Fσ, або Gδ множинами, але не
є одним та другим, разом з множинами, якi, навпаки, є одночасно
Fσδ i Gδσ, але не належать до першого класу. Третiй клас
складається з множин, що є Fσδ або Gδσ, але не є обома, i множин,
що ... Подальшi класи визначаються аналогiчним чином.



Верхнi дескриптивнi оцiнки, як правило, отримати досить легко
навiть для динамiчних систем на довiльному просторi X з
зчисленним базисом, i в [ДАН-1965] такi верхнi оцiнки для
систем на довiльних компактах були отриманi. А саме:

(a) якщо атрактор A є максимальним, тобто не iснує атракторiв
Ã ⊃ A, то басейн B(A) є Gδ множиною;

(b) якщо атрактор A є локально максимальним, тобто iснує окiл A,
який не мiстить атракторiв Ã ⊃ A, тодi басейн B(A) є одночасно як
Fσδ, так i Gδσ множиною;

(c) в будь-якому випадку басейн B(A) є (не бiльш складним in X

нiж) Fσδ множина, тобто завжди може бути представлений як
перетин не бiльш нiж зчисленного числа об’єднань не бiльш нiж
зчисленного числа замкнених множин.

Чи досягаються цi верхнi оцiнки хоча б для деяких класiв
систем i, отже, ми маємо складне переплiтiння траєкторiй, якi
прямують до рiзних атракторiв – це досить складна задача
навiть для одновимiрних систем ...



Тим не менш, як з’ясувалося, всi цi оцiнки досягаються
одновимiрними системами, коли система має цикл перiоду 6= 2i .
А саме, в [УМЖ-65, УМЖ-66,ДАН-66] було показано, що в
цьому випадку iснує максимальний атрактор Amax , який
мiстить цикли i континуум рiзних атракторiв типу (c); басейн
кожного такого (типу (c)) атрактора є множиною 3-го класу,
тобто є Fσδ множиною i не є Gδσ множиною. Це означає, що

1) тут ми маємо дуже складне переплiтiння траєкторiй з
рiзною асимптотичною поведiнкою, i

2) з точки зору дескриптивної теорiї, одновимiрний хаос
настiльки ж складний, як i багатовимiрний i навiть
нескiнченно-вимiрний хаос.



Арифметичний приклад Бера множини третього класу

Хай J – це множина iррацiональних точок iнтервалу (0, 1).
Кожнiй точцi з J вiдповiдає ланцюговий дрiб 1

n1+
1

n2+ 1
n3+...

.

Множину Бера B третього класу складають точки J, для
яких nj →∞.

I цей же приклад “з точки зору” динамiчних систем: Нехай
вiдображення g : J → J задається формулою g : x 7→ {1/x},
де {...} позначає дробну частину числа. Вiдображення g
неперервне на J (метрика для ланцюгових дробiв) та
g(J) = J. Дiйсно, якщо x = 1

n1+
1

n2+ 1
n3+...

, тодi g(x) = 1
n2+

1
n3+...

.

Отже, множину Бера B третього класу складають точки
x ∈ J, для яких g jx → 0, коли j →∞, тобто, в наших
позначеннях, множина B є басейном атрактора {x = 0}.



Критерiй Бера для множини належати третьому класу

Нехай Pj1j2...jk , k = 1, 2, ..., jk = 1, 2, ..., — довершенi нiде не
щiльнi множини на R (або на множинi iррацiональних чисел J),
та

1) Pj1...jk jk+1
⊂ Pj1....jk ,

2) Pj1...jk jk+1
– нiде не щiльнi на Pj1....jk ,

3) Qk =
∞⋃

jk+1=1
Pj1...jk jk+1

, k = 1, 2, ... – усюди щiльнi на Pj1...jk .

Тодi множина
∞⋂

k=1

Qk є множиною Бера третього класу.



Теорема. Якщо вiдображення має притягуюче-вiдштовхуючу
нерухому точку, тодi басейн цiєї точки є множиною Бера третього
класу.

Дорога до хаосу через “повзучий feedback” (негладка реалiзацiя)

На цьому малюнку ми можемо побачити, як вiдбувається вiд-
штовхування вiд нерухомої точки (x = 0) та притягування до неї
(“повзучий зворотнiй зв’язок”). Залишається показати, що множину
точок x , для яких f i (x)→ 0, коли i →∞, можна представити як
суму двох множин, а саме, множини, що задовiльняє критерiй Бера
бути множиною третього класу та множини класа ≤ 2. Саме ця
досить складна задача розв’язується в [УМЖ-65].





Теорема. Якщо атрактор A не є максимальним або локально
максимальним i мiстить цикл, тодi басейн B(A) є множиною
Бера третього класу.

Доведення теореми дається в [УМЖ-66], базуючись на
доведеннi вiдповiдної теореми для циклiв в [УМЖ-65].

Для одновимiрних систем, тiльки необерненiсть f надає
зворотнiй зв’язок, який вiдкриває дорогу до хаосу.
Тут ми вже маємо “швидкий зворотнiй зв’язок” як для циклiв,
так i для локально максимальних атракторiв. Тим не менш,
“повзучий зворотнiй зв’язок” залишається визначальним для
атракторiв, якi не є локально максимальними.

Найпростiшим прикладом такого атрактора може бути
гомоклiнiчна траєкторiя разом з циклом, до якого вона
прямує...

Як же виникає цей “повзучий зворотнiй зв’язок”?



Для будь-яких двох атракторiв A′,A′′ ⊂ Amax , якi не
перетинаються, iснують локально максимальнi атрактори
A′lmax ,A′′lmax , якi не перетинаються i мiстять, вiдповiдно, A′
та A′′. Тому їх басейни можна вiдокремити один вiд одного
множинами другого класу Бера, а саме, Fσ множинами

B′ =
∞⋃
i=0

f −i (A′lmax) =
⋃

A⊆A′
lmax

B(A),

B′′ =
∞⋃
i=0

f −i (A′′lmax) =
⋃

A⊆A′′
lmax

B(A).

Отже, басейни будь-яких двох атракторiв, якi є множинами 3-го
класу, завжди можна вiдокремити один вiд одного множинами
2-го класу.



Звiсно, iнформацiя про самi атрактори та їх взаємозв’язки має
складати суттєву частину дескриптивної теорiї хаосу.

В [ДАН-1966] та [Attractor, гл. 4] розглядаються сiмейства M
i M′ всiх атракторiв та, вiдповiдно, всiх локально максимальних
атракторiв, якi мiстяться в Amax .

M мiстить континуум локально максимальних атракторiв,
вiдмiнних вiд циклiв; кожний з них є Канторовою множиною, на якiй
перiодичнi точки всюди щiльнi.

M мiстить континуум мiнiмальних атракторiв, вiдмiнних вiд
циклiв, i отже, всi вони є Канторовими множинами.

Iснує природний частковий порядок в M:
якщо A′ ⊂ A, то A′ передує A у M.

Максимальний атрактор Amax i кожний локально максимальний
атрактор не мають безпосереднього попередника в будь-якому
максимальному ланцюгу. Кожний атрактор такого ланцюга,
вiдмiнний вiд Amax , має континуум безпосереднiх наступникiв.



Кожний максимальний ланцюг з M′ мiстить зчисленну кiлькiсть
локально максимальних атракторiв i подiбний до множини
рацiональних точок :
для кожних A′ ⊂ A′′, iснує A′′′ такий, що A′ ⊂ A′′′ ⊂ A′′ ...



2X

Цiкаво виглядає сiмейство усiх атракторiв M як множина у
просторi 2X з метрикою Хаусдорфа.

Сiмейство M утворює в просторi 2I замкнену множину [1996;
Blokh, Bruckner, Humke, Smital ]. Ця множина нiде не щiльна
на 2X .

Сiмейство M′ та сiмейство усiх циклiв P утворюють у
просторi 2X множини, всюди щiльнi на множинi M, тобто

P = M′ = M



Атракторна сiтка (мережа) з Канторових множин
Кожний максимальний ланцюг L з M′ \P пiсля його
замикання в метрицi Хаусдорфа перетворюється в множину
Кантора на 2X , яка починається в точцi, що вiдповiдає
атрактору Amax , i закiнчується точкою, яка вiдповiдає
мiнiмальному або майже мiнiмальному атрактору, на яких
всi або майже всi траєкторiї всюди щiльнi.

Рiзнi максимальнi ланцюги з M′ \P перетинаються на деяких
локально максимальних атракторах, що веде в просторi 2X до
перетинання в певних точках рiзних Канторових множин i
утворення Канторовими множинами сiтки, вузлам якої
вiдповiдають саме локально максимальнi атрактори.

Отже, M, як множина в просторi 2X , є сiткою з сплетених
Канторових множин, що починаються в точцi, яка вiдповiдає
атрактору Amax , та зчисленної кiлькостi iзольованих точок,
якi вiдповiдають циклам з P. Якщо P ⊂M′, тодi M \P є
замкненою щiльною в собi множиною в 2X .




