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Системи нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь
другого порядку, iнварiантнi вiдносно
алгебри Галiлея та її розширень
В.I. ФУЩИЧ, Р.М. ЧЕРНIГА

New classes of systems of nonlinear evolution equations are constructed which are
invariant in regard to the Galilei algebra and its extentions (including operators of
scale and projective transformations). New nonlinear generalisation of the Schödinger
equation are proposed which retain Galilean symmetry of the linear equation.

Нижче розглядаються системи нелiнiйних двовимiрних параболiчних рiвнянь
вигляду

λ1ψ
(1)
t = A11ψ(1)

xx +A12ψ(2)
xx +B(1), λ2ψ

(2)
t = A21ψ(1)

xx +A22ψ(2)
xx +B(2), (1)

де Anm = Anm(ψ(1), ψ(2), ψ
(1)
x , ψ

(2)
x ), B(n) = B(n)(ψ(1), ψ(2), ψ

(1)
x , ψ

(2)
x ) — довiльнi

комплекснi або дiйснi функцiї, неперервно диференцiйованi за всiма змiнними,

λn ∈ C, ψ(n)
t = ∂ψ(n)

∂t , ψ(n)
x = ∂ψ(n)

∂x , ψ(n)
xx = ∂2ψ(n)

∂x2 , ψ(n) = ψ(n)(t, x) — шуканi
комплекснi або дiйснi функцiї, iндекси n i m скрiзь набувають значень 1, 2.

Система рiвнянь (1) узагальнює практично всi вiдомi двовимiрнi системи ево-
люцiйних рiвнянь другого порядку, якими описуються найрiзноманiтнiшi процеси
у фiзицi, хiмiї, бiологiї (досить згадати процеси тепломасопереносу, фiльтрацiї дво-
фазної рiдини, дифузiї при хiмiчних реакцiях, руху популяцiї в природi тощо) [1].

У випадку комплексних функцiй ψ = ψ(1) = ψ∗(2), C = A11 = A∗22, D =
A12 = A∗21, B = B(1) = B∗(2), λ1 = λ∗2 = i система рiвнянь (1) перетворюється на
пару комплексно спряжених рiвнянь, якi iнтерпретуватимемо як клас нелiнiйних
узагальнень рiвняння Шредiнгера, а саме:

iψt = Cψxx +Dψ∗
xx +B, (2a)

−iψ∗
t = C∗ψ∗

xx +D∗ψ∗
xx +B∗ (2b)

(нижче комплексно спряженi рiвняння (2b) скрiзь опущено). Очевидно, що при
C = k ∈ R, D = B = 0 рiвняння (2a) перетворюється на класичне рiвняння
Шредiнгера з нульовим потенцiалом

iψt = kψxx, 0 �= k ∈ R. (3)

Шляхом вiдповiдного вибору функцiї B(ψ,ψ∗, ψx, ψ∗
x) можна одержати найрiзно-

манiтнiшi нелiнiйнi узагальнення рiвняння (3), якi зустрiчаються в лiтературi
[2, 4].

Вiдомо, що лiнiйне рiвняння (3) iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея AG2(1, 1) з базовими операторами [3, 4]

Pt = ∂t, Px = ∂x, (4a)
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Gx = t∂x − x

2k
J, J = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗), (4b)

D = 2t∂t + x∂x + α(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗), (4c)

Π = tD − t2∂t − x2

4k
J, α = −1

2
, (4d)

де ∂t = ∂
∂t , ∂x = ∂

∂x , ∂ψ = ∂
∂ψ , ∂ψ∗ = ∂

∂ψ∗ .
Алгебру, утворену операторами (4a), (4b), називають алгеброю Галiлея

AG(1, 1), а її розширення за допомогою оператора (4с) позначимо AG1(1, 1). Вiд-
значимо, що симетрiя багатовимiрних систем рiвнянь (1) при Anm = Anm(ψ(1),
ψ(2)), A12 = A21 = 0 дослiджена в роботi [4]. Проте для математичного мо-
делювання деяких процесiв необхiдно вимагати, щоб A12 �= 0, A21 �= 0 (див.,
наприклад, [2, 5]). З iншого боку, в останнi роки запропоновано деякi нелiнiй-
нi рiвняння Шредiнгера [6, 7], якi, згiдно з висновками роботи [4], не зберiга-
ють галiлеївську симетрiю лiнiйного рiвняння (3). Це пiдкреслює необхiднiсть
побудови систем рiвнянь вигляду (1), iнварiантних вiдносно ланцюжка алгебр
AG(1, 1) ⊂ AG1(1, 1) ⊂ AG2(1, 1).

Розглянемо алгебру Галiлея з зображенням (4а) i

Gx = t∂x − x

2
Jλ, Jλ = λ1ψ

(1)∂ψ(1) + λ2ψ
(2)∂ψ(2) . (5)

Теорема 1. Система нелiнiйних рiвнянь (1) iнварiантна вiдносно алгебри Галi-
лея з зображенням (4а), (5) тодi i тiльки тодi, коли вона має вигляд

1) у випадку λ1λ2 �= 0

λ1ψ
(1)
t = g11

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ g12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(1)


f (1) +

(
ψ

(1)
x

ψ(1)

)2

 ,

λ2ψ
(2)
t = g21ψ

(2)

ψ(1)

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ g22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


f (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

(6)

де gnm = gnm(v, vx), f (n) = f (n)(v, vx) — довiльнi функцiї,

v = (ψ(1))λ2(ψ(2))−λ1 , vx =
∂v

∂x
≡
(
λ2
ψ

(1)
x

ψ(1)
− λ1

ψ
(2)
x

ψ(2)

)
v;

2) у випадку λ1 = 0, λ2 = λ �= 0

0 = g11ψ(1)
xx + g12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+ ψ(1)f (1),

λψ
(2)
t = g21ψ

(2)

ψ(1)
ψ(1)
xx + g22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+ ψ(2)


f (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

(7)
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де gnm = gnm(ψ(1), ψ
(1)
x ), f (n) = f (n)(ψ(1), ψ

(1)
x ) — довiльнi функцiї.

Доведення теореми 1, як i теорем 2, 3, грунтується на класичнiй схемi Лi, ре-
алiзацiя якої для знаходження галiлей-iнварiантних систем наведена в роботi [8].
Оскiльки викладки досить громiздкi, ми їх опускаємо.

Наслiдок 1. В класi нелiнiйних рiвнянь (2) алгебру AG(1, 1) (4a)–(4b) лiнiйного
рiвняння Шредiнгера (3) зберiгають тiльки такi:

i

k
ψt = g(1)

(
ψxx − (ψx)2

ψ

)
+ g(2) ψ

ψ∗

(
ψ∗
xx −

(ψ∗
x)

2

ψ∗

)
+ ψ

(
f +

(
ψx
ψ

)2
)
, (8)

де g(n) = g(n)(|ψ|, |ψ|x), f = f(|ψ|, |ψ|x) — довiльнi функцiї, |ψ| =
√
ψψ∗, |ψ|x =

∂|ψ|
∂x .

Легко помiтити, що рiвняння (8) при g(1) = 1, g(2) = 0 i f = a|ψ|β , β ∈ R

перетворюється на вiдоме рiвняння Шредiнгера зi степеневою нелiнiйнiстю, а при
g(1) = 0, g(2) = −1, f = −4|ψ|2x|ψ|−6 + a|ψ|2, a ∈ C — на рiвняння

i

k
ψt = − ψ

ψ∗ψ
∗
xx + aψ|ψ|2 − 2ψ

|ψx|2
|ψ|2 , (9)

яке за структурою нагадує рiвняння [6, 7]

iψt = c1ψxx + aψ|ψ|2 − cψ
|ψx|2
|ψ|2 , c1, c ∈ C. (10)

Вiдзначимо, що рiвняння (10), на вiдмiну вiд (9), не iнварiантне вiдносно алгебри
Галiлея, оскiльки воно не належить класу (8).

Розглянемо алгебри AG1(1, 1) i AG2(1, 1), якi є розширеннями алгебри Галiлея
AG(1, 1) (4а), (5), за допомогою операторiв

D = 2t∂t + x∂x + Iα, (11a)

Π = t2∂t + tx∂x − x2

4
Jλ + tIα, (11b)

де Iα = α1ψ
(1)∂ψ(1) +α2ψ

(2)∂ψ(2) , αn ∈ C (для рiвняння Шредiнгера (3) α1 = α2 =
α, λ1 = λ∗2 = i

k ). Виявляється, що класифiкацiя систем рiвнянь, iнварiантних
вiдносно алгебр AG1(1, 1) i AG2(1, 1), суттєво залежить вiд значення визначника

δ =
∣∣∣∣ α1 α2

λ1 λ2

∣∣∣∣, який, зокрема, при λ1 = 0, λ2 = λ �= 0 дорiвнює λα2.

Теорема 2. Система нелiнiйних рiвнянь (1) iнварiантна вiдносно алгебри
AG1(1, 1) з базовими операторами (4a), (5), (11a) тодi i тiльки тодi, коли
вона має вигляд
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1) у випадку λ1λ2 �= 0

λ1ψ
(1)
t = h11

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(1)


v− 2

δW (1) +

(
ψ

(1)
x

ψ(1)

)2

 ,

λ2ψ
(2)
t = h21ψ

(2)

ψ(1)

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


v− 2

δW (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

де hnm = hnm(θ), W (n) = W (n)(θ) — довiльнi функцiї,

θ = vxv
1
δ −1 ≡

(
λ2
ψ

(1)
x

ψ(1)
− λ1

ψ
(2)
x

ψ(2)

)
,

якщо δ �= 0 або, якщо δ = 0 — вигляд

λ1ψ
(1)
t = h11

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(1)


v2

xW
(1) +

(
ψ

(1)
x

ψ(1)

)2

 ,

λ2ψ
(2)
t = h21ψ

(2)

ψ(1)

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


v2

xW
(2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

де hnm = hnm(v), W (n) = W (n)(v) — довiльнi функцiї, (v, vx — див. теорему 1).
2) у випадку λ1 = 0, λ2 = λ �= 0

0 = h11ψ(1)
xx + h12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+ (ψ(1))1−2/α1W (1),

λψ
(2)
t = h21ψ

(2)

ψ(1)
ψ(1)
xx + h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


(ψ(1))−

2
α1W (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,
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де hnm = hnm(θ0), W (n) = W (n)(θ0) — довiльнi функцiї, θ0 = ψ
(1)
x (ψ(1))

1
α1

−1,
якщо α1 �= 0 або, якщо α1 = 0 — вигляд

0 = h11ψ(1)
xx + h12ψ

(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+ ψ(1)(ψ(1)

x )1W (1),

λψ
(2)
t = h21ψ

(2)

ψ(1)
ψ(1)
xx + h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


(ψ(1)

x )2W (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

де hnm = hnm(ψ(1)), W (n) = W (n)(ψ(1)) — довiльнi функцiї.

Наслiдок 2. В класi нелiнiйних рiвнянь (2) алгебру AG1(1, 1) (4a)–(4b), (11a)
лiнiйного рiвняння Шредiнгера (3) зберiгають тiльки такi:

i

k
ψt = h(1)

(
ψxx − (ψx)2

ψ

)
+ h(2) ψ

ψ∗

(
ψ∗
xx −

(ψ∗
x)

2

ψ∗

)
+

+ ψ

(
|ψ|− 2

αW +
(
ψx
ψ

)2
)
,

(12)

де h(n) = h(n)
(
|ψ|x|ψ| 1

α−1
)
, W = W

(
|ψ|x|ψ| 1

α−1
)

— довiльнi функцiї, α = α1 =
α2 — параметр в операторi Iα, α �= 0.

Теорема 3. Система нелiнiйних рiвнянь (1) iнварiантна вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея AG2(1, 1) з базовими операторами (4а), (5), (11) тодi i тiльки
тодi, коли вона має вигляд

1) у випадку λ1λ2 �= 0

λ1ψ
(1)
t = h11

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
− λ1

λ2
(h11 + 2α1)

ψ(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(1)


v− 2

δW (1) +

(
ψ

(1)
x

ψ(1)

)2

 ,

λ2ψ
(2)
t = −λ2

λ1
(h22 + 2α2)

ψ(2)

ψ(1)

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


v− 2

δW (2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

де hnn = hnn(θ), W (n) = W (n)(θ) — довiльнi функцiї (v, θ — див. теореми 1, 2),
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якщо δ �= 0 або, якщо δ = 0 — вигляд

λ1ψ
(1)
t = h11

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
− λ1

λ2
(h11 + 2α1)

ψ(1)

ψ(2)

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(1)


v2

xW
(1) +

(
ψ

(1)
x

ψ(1)

)2

 ,

λ2ψ
(2)
t = −λ2

λ1
(h22 + 2α2)

ψ(2)

ψ(1)

(
ψ(1)
xx − (ψ(1)

x )2

ψ(1)

)
+ h22

(
ψ(2)
xx − (ψ(2)

x )2

ψ(2)

)
+

+ ψ(2)


v2

xW
(2) +

(
ψ

(2)
x

ψ(2)

)2

 ,

де hnn = hnn(v), W (n) = W (n)(v) — довiльнi функцiї;
2) у випадку λ1 = 0, λ2 = λ �= 0

0 = h11ψ(1)
xx + (ψ(1))1−2/α1W (1), (13a)

λψ
(2)
t = h22ψ

(2)

ψ(1)
ψ(1)
xx − 2α2ψ

(2)
xx (1 + 2α2)

(ψ(2)
x )2

ψ(2)
+ ψ(2)(ψ(1))−2/α1W (2), (13b)

де hnn = hnn(θ0), W (n) = W (n)(θ0) — довiльнi функцiї (θ0 — див. теорему 2),
якщо α1 �= 0 або, якщо α1 = 0

0 = h11ψ(1)
xx + ψ(1)(ψ(1)

x )2W (1), (14a)

λψ
(2)
t = h22ψ

(2)

ψ(1)
ψ(1)
xx − 2α2ψ

(2)
xx + (1 + 2α2)

(ψ(2)
x )2

ψ(2)
+ ψ(2)(ψ(1)

x )2W (2), (14b)

де hnn = hnn(ψ(1)), W (n) = W (n)(ψ(1)) — довiльнi функцiї.

Варто зауважити, що для AG2(1, 1)-iнварiантних систем рiвнянь (13), (14) зна-
чно простiше вирiшується питання їх iнтегрування. Дiйсно, завдяки вiдсутностi
шуканої функцiї ψ(2) у перших рiвняннях цих систем, вони перетворюються на
звичайнi диференцiальнi рiвняння другого порядку. Загальний розв’язок рiвняння
(14a) для довiльних функцiй h11, W (1) у неявному виглядi записується так:∫ [

exp
∫
W (1)/h11dψ(1)

]
dψ(1) + e−a(t)ψ(1) = x+ b(t),

Проiнтегрувавши цi рiвняння i пiдставивши знайденi розв’язки ψ(1)(t, x) в (13b)
i (14b), одержимо рiвняння для знаходження функцiї ψ(2), якi лiнеаризуються
замiною Φ = (ψ(2))−1/2α2 , α2 �= 0.

Таким чином, для вiдшукання функцiї Φ(t, x) в обох випадках одержуємо лi-
нiйне рiвняння вигляду

λ
∂Φ
∂t

= −2α2
∂2Φ
∂x2

+ ΦF (t, x),
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для iнтегрування якого можна вибрати той чи iнший класичний метод залежно
вiд конкретного значення функцiї

F (t, x) =




(ψ(1))−2/α1

(
W (2) −W (1)h

22

h11

)
, ψ(1)(t, x) — розв’язок (13a),

(ψ(1)
x )2

(
W (2) −W (1)h

22

h11

)
, ψ(1)(t, x) — розв’язок (14a).

Наслiдок 3. В класi нелiнiйних рiвнянь (2) алгебру AG2(1, 1) лiнiйного рiвняння
Шредiнгера (3) зберiгають тiльки такi рiвняння:

i

k
ψt = h

(
ψxx − (ψx)2

ψ

)
+ (h− 1)

ψ

ψ∗

(
ψ∗
xx −

(ψ∗
x)

2

ψ∗

)
+

+ ψ

(
|ψ|4W +

(
ψx
ψ

)2
)
,

(15)

де h = h
(|ψ|x|ψ|−3

)
, W = W

(|ψ|x|ψ|−3
)
— довiльнi функцiї.

У випадку h = 1, W = 0 рiвняння (15) переходить у лiнiйне рiвняння (3), а при
h = 1 — у рiвняння [4, 8]

iψt = kψxx + ψ|ψ|4W,
яке в свою чергу при W = λ1 + λ2|ψ|x|ψ|−3, λ1, λ2 ∈ C зводиться до [10]

iψt = kψxx + λ1ψ|ψ|4 + λ2ψ|ψ||ψ|x. (15′)

Зауважимо, що при k = −1, λ1 = −1, λ2 = −4 рiвняння (15′) вiдоме в лiтературi
як рiвняння Екгауса [11], проте, наскiльки нам вiдомо, досi нiхто не вказував на
такий факт:

Наслiдок 4. Рiвняння Екгауса iψt+ψxx+ψ|ψ|4+4ψ|ψ||ψ|x = 0 зберiгає симетрiю
лiнiйного рiвняння Шредiнгера, тобто алгебру з базовими операторами (4).

Разом з тим клас рiвнянь (15) мiстить таке нетривiальне узагальнення рiвняння
(3), що зберiгає його симетрiю, як

iψt = −k ψ
ψ∗ψ

∗
xx + kψ

((
ψx
ψ

)2

+
(
ψ∗
x

ψ∗

)2
)
. (16)

Зазначимо, що в рiвняннi (16) потенцiал

V =
(
ψx
ψ

)2

+
(
ψ∗
x

ψ∗

)2

= 2
(
2|ψ|2x − |ψx|2

)
/|ψ|2

— дiйсна функцiя.
При h = 0, W = −4

(|ψ|x|ψ|−3
)2 + a рiвняння (15) зводиться до рiвняння

i

k
ψt = − ψ

ψ∗ψ
∗
xx + aψ|ψ|4 − 2ψ

|ψx|2
|ψ|2 . (17)

Рiвняння (17) поряд з (9), (10) логiчно iнтерпретувати як нелiнiйнi рiвняння Шре-
дiнгера. Проте на противагу рiвнянням (9), (10), рiвняння (17) повнiстю зберiгає
симетрiю, тобто алгебру iнварiантностi AG2(1, 1) лiнiйного рiвняння (3).
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Виявляється, що вислiди, одержанi в теоремах 1, 2, 3, неможливо тривiальним
чином узагальнити на багатовимiрний випадок. Про це свiдчить

Теорема 4. В класi нелiнiйних (n+ 1)-вимiрних еволюцiйних систем

λkψ
(k)
t = Ak1ab(ψ

(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2))ψ(1)
ab +Ak2ab(ψ

(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2))ψ(2)
ab +

+B(k)(ψ(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2)),
(18)

де k = 1, 2, ψ(k) = ψ(k)(t, x1, . . . , xn), ψ
1

(k) = (ψ(k)
1 , . . . , ψ

(k)
n ), ψ(k)

a = ψ(k)

∂xa
, ψ(k)

ab =

∂2ψ(k)

∂xa∂xb
, Akk1ab , B(k) — достатньо гладкi функцiї вiд 2(n+ 1) аргументiв, iнварi-

антними вiдносно алгебри Галiлея AG(1, n) [4] є тiльки системи вигляду

λkψ
(k)
t = Akk0

(
∆ψ(k) − ψ

(k)
a ψ

(k)
a

ψ(k)

)
+

ψ(k)

ψ(k1)
Akk10

(
∆ψ(k1) − ψ

(k1)
a ψ

(k1)
a

ψ(k1)

)
+

+Akk
∂v

∂xa

∂v

∂xb

(
ψ

(k)
ab − ψ

(k)
a ψ

(k)
b

ψ(k)

)
+

+
ψ(k)

ψ(k1)
Akk1

∂v

∂xa

∂v

∂xb

(
ψ

(k1)
ab − ψ

(k1)
a ψ

(k1)
b

ψ(k1)

)
+

+ ψ(k)B
(k)
0 +

ψ
(k)
a ψ

(k)
a

ψ(k)
, k, k1 = 1, 2, k �= k1,

(19)

де Ak1k20 , Ak1k2 , B(k)
0 — довiльнi функцiї аргументiв v = (ψ(1))λ2(ψ(2))−λ1 , θ =

∂v
∂xa

∂v
∂xa

. За iндексами a, b, що повторюються, слiд пiдсумовувати вiд 1 до n,
k2 = 1, 2.

Наслiдок 5. У випадку, коли система рiвнянь (19) являє собою пару комплексно
спряжених рiвнянь, одержуємо клас нелiнiйних узагальнень рiвняння Шредiн-
гера

iψt = A(1)

(
∆ψ − ψaψa

ψ

)
+

ψ

ψ∗A
(2)

(
∆ψ∗ − ψ∗

aψ
∗
a

ψ∗

)
+ ψB +

ψaψa
ψ

+

+A(3)(ψψ∗)a(ψψ∗)b

(
ψab − ψaψb

ψ

)
+

ψ

ψ∗A
(4)(ψψ∗)a(ψψ∗)b

(
ψ∗
ab −

ψ∗
aψ

∗
b

ψ∗

)
,

(20)

якi зберiгають алгебру AG(1, n) лiнiйного (n + 1)-вимiрного рiвняння Шредiн-
гера.

У рiвняннях (20) A(j), j = 1, 2, 3, 4, B — довiльнi функцiї вiд двох аргументiв
ψψ∗, (ψψ∗)a(ψψ∗)a, (ψψ∗)a ≡ ∂(ψψ∗)

∂xa
. Зокрема, клас рiвнянь (20) мiстить такi

нетривiальнi узагальнення рiвняння Шредiнгера, якi не мають аналогiв у класi
двовимiрних рiвнянь (2), як

iψt = k∆ψ + λ|ψ|α|ψ|a|ψ|b
(
ψab − ψaψb

ψ

)
,
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iψt = k∆ψ + λ
|ψ|a|ψ|b
|ψ|a1 |ψ|a1

(
ψab − ψaψb

ψ

)
,

iψt = k∆ψ + λ|ψ|a|ψ|b
(
ψab − ψaψb

ψ
+

ψ

ψ∗

(
ψ∗
ab −

ψ∗
aψ

∗
b

ψ∗

))
,

де iндекси a, a1, b = 1, 2, . . . , n, |ψ|2a ≡ (ψψ∗)a, λ, α ∈ C, k ∈ R.
Серед класу рiвнянь (20) вдається видiлити пiдклас рiвнянь вигляду

iψt = ∆ψ +A0

[
∆ψ − ψaψa

ψ
+

ψ

ψ∗

(
∆ψ∗ − ψ∗

aψ
∗
a

ψ∗

)]
+ ψ|ψ|4/nB0 +

+
|ψ|a|ψ|b
|ψ|2+4/n

A

[
ψab − ψaψb

ψ
+

ψ

ψ∗

(
ψ∗
ab −

ψ∗
aψ

∗
b

ψ∗

)]
,

(21)

якi зберiгають симетрiю AG2(1, n) лiнiйного (n+1)-вимiрного рiвняння Шредiнге-
ра. В рiвняннi (21) A0, A i B0 — довiльнi функцiї вiд аргумента |ψ|a|ψ|a|ψ|−2−4/n,
який є диференцiальним iнварiантом узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n) [4].
Наведемо кiлька прикладiв AG2(1, n)-iнварiантних узагальнень рiвняння Шредiн-
гера, якi не мають аналогiв у класi двовимiрних рiвнянь (2), а саме:

iψt = k∆ψ + λ
|ψ|a|ψ|b
|ψ|a1 |ψ|a1

|ψ|2ab
|ψ|2 ψ,

iψt = ∆ψ + α
∆|ψ|2
|ψ|2 ψ + λ

|ψ|a|ψ|b
|ψ|4+4/n

|ψ|2abψ,

iψt = −k ψ
ψ∗∆ψ∗ + k

(
ψaψa
ψ2

+
ψ∗
aψ

∗
a

ψ∗2

)
ψ + λ

|ψ|a|ψ|b
|ψ|a1 |ψ|a1

|ψ|2ab
|ψ|2 ψ.

(22)

Для побудови рiвнянь (22) було використано тотожностi

|ψ|ab =
∂2(ψψ∗)
∂xa∂xb

,

∆ψ − ψaψa
ψ

+
ψ

ψ∗

(
∆ψ∗ − ψ∗

aψ
∗
a

ψ∗

)
≡ ∆|ψ|2 − 4|ψ|a|ψ|a

|ψ|2 ψ,

[
ψab − ψaψb

ψ
+

ψ

ψ∗

(
ψ∗
ab −

ψ∗
aψ

∗
b

ψ∗

)]
≡ [|ψ|a|ψ|b|ψ|2ab − 4(|ψ|a|ψ|a)2

] ψ

|ψ|2 .

На закiнчення вiдзначимо, що наслiдки 1–3 можна одержати шляхом констру-
ювання рiвнянь (8), (12), (13) за допомогою диференцiальних iнварiантiв алгебр
AG(1, 1), AG1(1, 1), AG2(1, 1), повний набiр яких описано в роботi [9].

Детальнiшому розгляду деяких конкретних еволюцiйних систем, описаних у
теоремах 1–3, у випадку дiйсних функцiй ψ(1), ψ(2) буде присвячена окрема пу-
блiкацiя.
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