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Галiлей-iнварiантнi системи
нелiнiйних рiвнянь типу Гамiльтона–Якобi
та реакцiї-дифузiї
В.I. ФУЩИЧ, Р.М. ЧЕРНIГА

All systems of (n + 1)-dimensional evolutional second-order equations invariant under
chain of algebras AG(1, n), AG1(1, n), AG2(1, n) are described. The obtained results
are illustrated by the examples of reaction-diffusion equations and Hamilton–Jacobi type
systems.

1. Вiдомо, що система (n + 1)-вимiрних рiвнянь дифузiї (теплопровiдностi)

λ1Ut = ∆U, (1.a)

λ2Vt = ∆U, (1.b)

де U(t, x), V (t, x) — шуканi дiйснi функцiї, Ut = ∂U
∂t , Vt = ∂V

∂t , x = (x1, . . . , xn),
iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n) з базою

Pt = ∂t, Pa = ∂a, (2.a)

Qλ, Ga = tPa − 1
2
xaQλ, Jab = xaPb − xbPa, (2.b)

D = 2tPt + xaPa + Iα, (2.c)

Π = t2Pt + txaPa − |x|2
4

Qλ + tIα, αk = −n

2
. (2.d)

У спiввiдношеннях (2) i скрiзь далi Iα = α1U∂U+α2V ∂V , Qλ = λ1U∂U+λ2V ∂V ,
∂U = ∂

∂U , ∂V = ∂
∂V , ∂t = ∂

∂t , ∂a = ∂
∂xa

, αk, λk ∈ R
1, а за iндексами a i b, що

повторюються, передбачається сумування вiд 1 до n; k = 1, 2.
Алгебра утворена операторами (2a)–(2b) називається алгеброю Галiлея, а її

розширення за допомогою оператора (2c) позначимо AG1(1, n).
Очевидно, що одиничнi оператори Qλ i Iα є лiнiйно залежними лише у випадку

δ =
∣∣∣∣ α1 α2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0. У зв’язку з цим одержуємо два випадки принципово рiзних

представлень алгебр AG1(1, n) та AG2(1, n) при δ = 0 i δ �= 0, чого не було
у випадку одного рiвняння дифузiї (iнварiантнiсть нелiнiйного рiвняння дифузiї
вiдносно низки пiдалгебр алгебри AG2(1, n) дослiджена в [1]).

Зазначимо, що у випадку,коли система рiвнянь (1) є парою комплексно спря-
жених рiвнянь Шрьодiнгера, тобто U = V ∗, λ1 = λ∗

2 = i, оператори Qλ i Iα лiнiйно
незалежнi. Це приводить до того, що нелiнiйнi узагальнення рiвняння Шрьодiн-
гера, якi повнiстю зберiгають його симетрiю [2], принципово вiдрiзняються вiд
нелiнiйних узагальнень системи рiвнянь дифузiї (1) при δ = 0.
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Розглянемо систему щонайможливiших квазiлiнiйних узагальнень системи рiв-
нянь (СР) дифузiї (1) вигляду

λ1Ut = AabUab + CabVab + B1, (3.a)

λ2Vt = DabUab + EabVab + B2, (3.b)

де Aab, Cab, Dab, Eab, B1, B2 — довiльнi дiйснi неперервно диференцiйованi фун-
кцiї вiд (2n + 2) змiнних U , V , U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn. Iндекси a = 1, . . . , n та
b = 1, . . . , n бiля функцiй U i V означають диференцiювання за xa та xb.

СР (3) узагальнює практично всi вiдомi нелiнiйнi системи еволюцiйних рiвнянь
першого i другого порядкiв, якими описуються найрiзноманiтнiшi процеси у фiзи-
цi, хiмiї, бiологiї (досить згадати процеси тепломасопереносу, фiльтрацiї двофазної
рiдини, дифузiї при хiмiчних реакцiях, динамiки руху популяцiй, тощо) [3, 4].

У пропонованiй роботi описанi всi системи еволюцiйних рiвнянь (3), якi iн-
варiантнi вiдносно ланцюжка алгебр AG(1, n) ⊂ AG1(1, n) ⊂ AG2(1, n), та про-
iлюстровано одержанi вислiди на прикладах СР реакцiї-дифузiї та систем типу
Гамiльтона–Якобi.

2. В алгебру симетрiй системи рiвнянь дифузiї (1) входять оператори Ga,
a = 1, . . . , n, якi є диферецiйним вираженням справедливостi принципу вiдно-
сностi Галiлея для них. Також вiдомо [1], що оператори Галiлея тiсно пов’язанi з
фундаментальним розв’язком рiвняння дифузiї. У цьому зв’язку логiчним вигля-
дає пошук у класi систем рiвнянь (3) галiлей-iнварiантних нелiнiйних узагальнень
системи (1).

Теорема 1. Система нелiнiйних рiвнянь (3) iнварiантна вiдносно алгебри Галi-
лея з представленням (2а), (2b) тодi i тiльки тодi,коли вона має вигляд

λ1Ut = ∆U + U [A1∆(ln U) + C1∆(ln V ) + B1] +
+ Uωaωb

[A2(ln U)ab + C2(ln V )ab],
λ2Vt = ∆V + V [D1∆(ln U) + E1∆(ln V ) + B2] +

+ Vωaωb
[D2(ln U)ab + E2(ln V )ab],

(4)

де ωa = ∂ω
∂xa

≡ (λ2Ua/U −λ1Va/V )ω, ω = Uλ2 ·V −λ1 , (ln U)ab = ∂2(ln U)
∂xa∂xb

, (ln V )ab =
∂2(ln V )
∂xa∂xb

, а Ak, Bk, Ck, Dk, Ek — довiльнi функцiї вiд абсолютних iнварiантiв
AG(1, n) ω i θ = ωaωa, k = 1, 2.

Доведення теореми, як i наступних теорем, грунтується на класичнiй схемi
Лi, реалiзацiя якої для знаходження ґалiлей-iнварiантних систем наведена в [5].
Оскiльки викладки досить громiздкi, то тут вони опущенi.

Зазначимо, що у випадку λ1 = 0, тобто перше рiвняння системи (3) елiптичне,
абсолютнi iнварiанти алгебри Ґалiлея значно спрощуються, а саме ω = U , θ =
UaUa.

При побудовi СР вигляду (3) якi володiють AG1(1, n)- та AG2(1, n)-iнварiант-
нiстю, структура таких систем суттєво залежить вiд визначника δ.

Теорема 2. Нелiнiйна СР (3) iнварiантна вiдносно алгебри AG1(1, n) з базовими
операторами (2a)–(2c) тодi i тiльки тодi коли вона має вигляд
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1. Випадок δ �= 0

λ1Ut = ∆U + U [A1(θ̂)∆(ln U) + A2(θ̂)∆(ln V ) + ω−2/δB1(θ̂)] +

+ Uω2/δ−2ωaωb[C1(θ̂)(ln U)ab + C2(θ̂)(ln V )ab],

λ2Vt = ∆V + V [D1(θ̂)∆(ln U) + D2(θ̂)∆(ln V ) + ω−2/δB2(θ̂)] +

+ V ω2/δ−2ωaωb[E1(θ̂)(ln U)ab + E2(θ̂)(ln V )ab].

(5)

2. Випадок δ = 0

λ1Ut = ∆U + U [A1(ω)∆(ln U) + A2(ω)∆(ln V ) + ωaωaB1(ω)] +

+ U
ωaωb

ωa1ωa1

[C1(ω)(ln U)ab + C2(ω)(ln V )ab],

λ2Ut = ∆V + V [D1(ω)∆(ln U) + D2(ω)∆(ln V ) + ωaωaB2(ω)] +

+ V
ωaωb

ωa1ωa1

[E1(ω)(ln U)ab + E2(ω)(ln V )ab],

(6)

де Ak, Bk, Ck, Dk, Ek — довiльнi функцiї, k = 1, 2, θ̂ = ωaωaω2/δ−2 — абсолю-
тний диференцiйний iнварiант першого порядку алгебри (див. теорему 1).

У випадку виродження першого рiвняння СР (3) в елiптичне (λ1 = 0) абсолютнi
iнварiанти в системах (5), (6) спрощуються i θ̂ = UaUaU2/α1−2 при δ �= 0, ω = U
при δ = 0.

Теорема 3. У класi СР (3) алгебру iнварiантностi AG2(1, n) рiвнянь (3) зберi-
гають тiльки такi, якi мають вигляд

1. Випадок δ �= 0

λ1Ut = α̂∆U + UA(θ̂)[λ2∆(ln U) − λ1∆(ln V )] + Uω−2/δB1(θ̂) +

+ (1 − α̂1)
UaUa

U
+ Uω2/δ−2ωaωbC(θ̂)[λ2(ln U)ab − λ1(ln V )ab],

λ1Vt = α̂2∆V + V D(θ̂)[λ2∆(ln U) − λ1∆(ln V )] + V ω−2/δB2(θ̂) +

+ (1 − α̂2)
VaVa

V
+ V ω2/δ−2ωaωbE(θ̂)[λ2(ln U)ab − λ1(ln V )ab].

(7)

2. Випадок δ = 0

λ1Ut = α̂1∆U + UA(ω)[λ2∆(ln U) − λ1∆(ln V )] + UωaωaB1(ω) +

+ (1 − α̂1)
UaUa

U
+ U

ωaωb

ωα1ωa1

C(ω)[λ2(ln U)ab − λ1(ln V )ab],

λ2Vt = α̂2∆V + V D(ω)[λ2∆(ln U) − λ1∆(ln V )] + V ωaωaB2(ω) +

+ (1 − α̂2)
VaVa

V
+ V

ωaωb

ωa1ωa1

E(ω)[λ2(ln U)ab − λ1(ln V )ab],

(8)

де A, B1, B2, C, D, E — довiльнi функцiї, α̂k = −2αk/n, k = 1, 2 (αk — див.
оператор Iα), a1 = 1, 2, . . . , n.

Можна помiтити, що у випадку α1 · α2 �= 0 СР (7) i (8) локальною замiною
U → U α̂1 , V → V α̂2 зводяться до систем такої ж структури, але з α̂k = 1, тобто
α̂k = −n/2. Випадок α1 = α2 = 0 — особливий i нище буде розглянутий.
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Одержанi класи AG2(1, n)-iнварiантних СР (7) i (8) мiстять, зокрема, такi не-
лiнiйнi узагальнення СР (1) як

λ1Ut = ∆U + e1U∆(ln ω) + e2Uω2/δ−2ωaωb(ln ω)ab,

λ2Vt = ∆V + e3V ∆(ln ω) + e4V ω2/δ−2ωaωb(ln ω)ab, δ �= 0

та

λ1Ut = ∆U + e1U∆(ln ω) + e2Uωaωaωβ2 ,

λ2Vt = ∆V + e3V ∆(ln ω) + e4V ωaωaωβ2 , δ = 0,

де e1, e2, e3, e4, β1, β2 ∈ R, (ln ω)ab = λ2(ln U)ab − λ1(ln V )ab.
У випадку виродження першого рiвняння системи (3) в елiптичне (λ1 = 0)

AG2(1, n)-iнварiантними є тiльки СР вигляду

0 = A1(θ̂)∆U + A2(θ̂)
UaUb

Ua1Ua1

Uab + U1−2/α1B1(θ̂) +

+ UC(θ̂)
[
∆(ln V ) − UaUb

Ua1Ua1

(ln V )ab

]
, θ̂ = UaUaU2/α1−2,

λ2Vt = α̂2∆V +
V

U

(
D1(θ̂)∆U + D2(θ̂)

UaUb

Ua1Ua1

Uab

)
+

+ V U−2/α1B2(θ̂) + (1 − α̂2)
VaVa

V
+ V E(θ̂)

[
∆(ln V ) − UaUb

Ua1Ua1

(ln V )ab

]
,

(9)

якщо δ �= 0 та

0 = A1(U)∆U + A2(U)
UaUb

Ua1Ua1

Uab + UaUaB(U) +

+ C(U)
[
∆(ln V ) − UaUb

Ua1Ua1

(ln V )ab

]
,

λ2Vt = α̂2∆V + V

(
D1(U)∆U + D2(U)

UaUb

Ua1Ua1

Uab

)
+

+ V UaUaB2(U) + (1 − α̂2)
VaVa

V
+ V E(U)

[
∆(ln V ) − UaUb

Ua1Ua1

(ln V )ab

]
,

(10)

якщо δ = 0. У формулах (9), (10) Ak, Bk, Dk, E, C — довiльнi функцiї, α̂2 =
−2α2/n.

В роботi [6] показано,що iнтегрування двовимiрних СР вигляду (9), (10) зво-
диться до iнтегрування лiнiйного рiвняння дифузiї з джерелом.

Зауваження 1. Одержанi вище теореми 1–3 справедливi i для випадку СР (3)
з комплексними функцiями, тому вони є нетривiальним узагальненням вислiдiв
роботи [6] на багатовимiрний випадок.

Зауваження 2. Для запису всiх побудованих вище галiлей-iнварiантних СР можна
скористатися тотожностями

(ln U)ab =
Uab

U
− UaUb

U2
, (ln V )ab =

Vab

V
− VaVb

V 2
.

Такий запис, очевидно, буде корисним при фiзичному iнтерпретуваннi одержаних
СР.
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3. Звернемо увагу на те, що локальна замiна U = M(Û), V = N(V̂ ), де M , N
— довiльнi диференцiйованi функцiї, зводить будь-яку СР з симетрiєю AG(1, n),
AG1(1, n) чи AG2(1, n) до локально-еквiвалентної системи з такою ж симетрiєю,
але з iншим представленням операторiв Qλ i Iα, а саме:

Q̂λ = λ1M

(
dM

dÛ

)−1
∂

dÛ
+ λ2N

(
dN

dV̂

)−1
∂

∂V̂
,

Îα = α1M

(
dM

dÛ

)−1
∂

dÛ
+ α2N

(
dN

dV̂

)−1
∂

∂V̂
.

Зокрема, у випадку M = exp U , N = expV одержуємо

Q̂λ = λ1
∂

∂Û
+ λ2

∂

∂V̂
, Îα = α1

∂

∂Û
+ α2

∂

∂V̂
. (11)

В цьому випадку клас СР, iнварiантних вiдносно алгебри AG2(1, n) з представ-
ленням (2), (11), у випадку δ = 0 має вигляд

λ1Ût = α1∆Û + A(ω̂)(λ2∆Û − λ1∆V̂ ) + ÛaÛa + ω̂aω̂aB1(ω̂) +

+ C(ω̂)
ω̂aω̂b

ω̂a1 ω̂a1

(λ2Ûab − λ1V̂ab),

λ2V̂t = α2∆V̂ + D(ω̂)(λ2∆Û − λ1∆V̂ ) + V̂aV̂a + ω̂aω̂aB2(ω̂) +

+ E(ω̂)
ω̂aω̂b

ω̂a1 ω̂a1

(λ2Ûab − λ1V̂ab),

(12)

де ω̂ = λ2U − λ1V , ω̂a = λ2Ua − λ1Va.
У випадку α1 = α2 = 0, A = B = C = D = E = 0 СР (12) зводиться до систем

вигляду (нижче знак̂опущено)

λ1Ut = UaUa + B1(ω)ωaωa,

λ2Vt = VaVa + B2(ω)ωaωa, λ1 · λ2 �= 0.
(13)

СР (13) природньо назвати узагальненням незачепленої СР Гамiльтона–Якобi (Г–
Я)

λ1Ut = UaUa,

λ2Vt = VaVa.
(14)

На вiдмiну вiд симетрiї одного рiвняння Г–Я [7, 8] локальна симетрiя СР
(14) вичерпується алгеброю AG2(1, n) (2), (11) при α1 = α2 = 0 з додатковими
операторами

PV = ∂V , D1 = −t∂t + U∂U + V ∂V . (15)

Таким чином, СР (13) вичерпуються всi нелiнiйнi узагальнення вигляду

λ1Ut = UaUa + B1(U, V, U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn),
λ2Vt = VaVa + B2(U, V, U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn)

(16)

системи Г–Я, якi зберiгають її симетрiю AG2(1, n).
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У випадку B1 = 0 симетрiя СР (13) розширюється за допомогою операторiв

P̂V = B−γ
2 ∂V , γ = λ2

1/(1 + λ2
1),

D̂1 = −t∂t + U∂U +
(

λ2

λ1
U − B−γ

2

∫
Bγ

2 dω

)
∂V .

Аналогiчнi додатковi оператори з’являються в алгебрi симетрiй СР (13) i при
деяких конкретних функцiях B1B2 �= 0. Зокрема, для B1 = −1/λ2

1 одержуємо
AG2(1, n)-iнварiантну систему

Ut = −λ1

λ2
2

VaVa +
2
λ2

UaVa,

Vt = −λ2

λ2
1

UaUa +
2
λ1

UaVa

з додатковими операторами (15).
Виявляється, серед нелiнiйних узагальнень системи Г–Я (13) iснує СР з унi-

кальними симетрiйними властивостями, а саме, при B1 = B2 = −1/λ2
1 (нижче

λ1 = 1, λ2 = λ).

Теорема 4. Максимальна (в розумiннi Лi) алгебра iнварiантностi СР

Ut = UaUa,

Vt = −λUaUa + 2UaVa

(17)

породжується базовими операторами

Pt, Pa, Jab, Qλ = λ∂U − ∂V , X = W (λU − V )∂V ,

Ga = tPa − 1
2
xaQλ, D = 2tPt + xaPa,

Π = t2Pt + txaPa − |x|2
4

Qλ, G1
a = UPa − 1

2
xaPt,

D1 = 2U∂U + xaPa, Π1 = U2∂U + UxaPa − |x|2
4

Pt,

Ka = xatPt −
(

1
2
|x|2 + 2tU

)
Pa + xaxbPb + xaUQλ,

(18)

де W — довiльна диференцiйована функцiя.
Зазначимо, що наявнiсть в алгебрi iнварiантностi СР (17) оператора X з довiль-

ною функцiєю W є природньою, оскiльки друге рiвняння системи лiнiйне вiдносно
функцiї V . Значно цiкавiшим є те, що СР (17) можна вважати узагальненням кла-
сичного рiвняння Г–Я на випадок двох шуканих функцiй, адже оператори (18) при
W = 1 породжують таку ж алгебру, що й рiвняння Г–Я. Вважаємо,що це дуже
важливий факт, оскiльки тривiальне узагальнення згаданого рiвняння до СР (14)
не зберiгає симетрiю рiвняння Г–Я.

4. Розглянемо нелiнiйну систему еволюцiйних рiвнянь вигляду

λ1Ut = ∆U + f(U, V ),
λ2Vt = ∆V + g(U, V ),

(19)
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де f , g — довiльнi диференцiйованi функцiї. Системи рiвнянь реакцiї дифузiї
вигляду (21) в останнiй час iнтенсивно дослiджуються (див., напр. [3, 9]). Як ви-
пливає з теорем 1–3, клас СР (19) мiстить системи з широкою симетрiєю. Зокрема,
iнварiантними вiдносно алгебри Галiлея будуть всi СР рiвнянь вигляду

λ1Ut = ∆U + Uf(ω),
λ2Vt = ∆V + V g(ω), ω = Uλ2 · V −λ1 .

(20)

У випадку f = β1ω
−2/δ, g = β2ω

−2/δ, βk ∈ R матимемо iнварiантнiсть вiдносно
алгебри AG1(1, n). Нарештi при δ = n

2 (λ1 − λ2), тобто α1 = α = −n/2, одержуємо
CР

λ1Ut = ∆U + β1U
1+λ2γV −λ1γ ,

λ2Vt = ∆V + β2U
λ2γV 1−λ1γ ,

де γ = 4/n/(λ2 − λ1), λ1 �= λ2, βk ∈ R, яка зберiгає AG2(1, n) симетрiю лiнiйної
СР (1).

Зауваження 3. Дифузiйна СР (18) при λ1 = −λ2 = λ замiною

U = Y + Z, V = Y − Z, Y = Y (t, x), Z = Z(t, x) (21)

зводиться до СР

λ
∂Y

∂t
= ∆Z + f̂(Y,Z),

λ
∂Z

∂t
= ∆Y + ĝ(Y,Z),

iнварiантнiсть якої вiдносно ланцюжка алгебр AG(1, n) ⊂ AG1(1, n) ⊂ AG2(1, n)
з одиничним оператором Qλ = λ

(
Y ∂

∂Z + Z ∂
∂Y

)
описується шляхом застосування

замiни (21) до СР вигляду (18) з вiдповiдною симетрiєю.
На закiнчення наведемо ще одну цiкаву систему рiвнянь вигляду (19), а саме

λUt = ∆U + β1U
2/V,

λVt = ∆V + β2U, β1 �= β2, βk ∈ R.
(22)

Максимальна алгебра iнварiантностi СР (22) є узагальненою алгеброю Галiлея з
базовими операторами (2a), (2b) та

D = 2tPt + xaPa − 2U∂U −
(

n

2
+

β2

β1 − β2

)
Qλ,

Π = tD − t2Pt − |x|2
4

Qλ − λ

β1 − β2
V∂U

.

(23)

Мiж iншим, серед СР вигляду (18) у випадку λ1 = λ2 = λ не iснує AG2(1, n)-
iнварiантних зi стандартним представленням (2). Проективний оператор (23) по-
роджує групу скiнченних перетворень

t′ = t/(1 − pt), x′
a = xa/(1 − pt), p ∈ R,(

U ′

V ′

)
= (1 − pt)2+

n
2 +β̂ exp

(
− λp|x|2

4(1 − pt)

)
A(t)

(
U
V

)
, β̂ =

β2

β1 − β2
,
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де матриця A(t) =

(
1 λp

(1−pt)(β2−β1)

0 (1 − pt)−2

)
не дiагональна, а в перетвореннях генеро-

ваних оператором (2d) аналогiчна матриця дiагональна [5].
Деякi класи точних розв’язкiв СР (22) одержано в роботi [10].
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