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Âñòóï

Çãiäíî ñâî¹¨ íàçâè, òîïîëîãiÿ âèâ÷à¹ ñòðóêòóðè àòëàñiâ êàðò.
Îá'¹êòàìè, íà ÿêèõ çàäàíi àòëàñè êàðò, ¹ ìíîãîâèäè. Ïðîòå,
ìåòîäè âèâ÷åííÿ òàêèõ ñòðóêòóð ïîøèðþþòüñÿ íà iíøi ìíî-
æèíè. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi � öå òi, ùî çáåðiãàþòüñÿ ïðè íå-
ïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåííÿõ. Äëÿ âèâ÷åííÿ òàêèõ âëàñòèâîñòåé
íà ìíîæèíi, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ, ïîâèííà iñíóâàòè òîïîëîãi÷íà
ñòðóêòóðà, ùî çàäà¹òüñÿ ñiì'¹þ âiäêðèòèõ ìíîæèí. Çàãàëüíà
òîïîëîãiÿ � öå íàóêà, ùî âèâ÷à¹ ðiçíi òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè
òà ¨õ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi. Äî òîïîëîãi¨ âiäíîñÿòüñÿ òàêîæ
íàóêè, äå îñíîâíèìè iíâàðiàíòàìè ¹ òi, ùî íå çìiíþþòüñÿ ïðè
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåííÿõ. Íàïðèêëàä, ãîìîòîïi÷íà òîïîëî-
ãiÿ (âèâ÷à¹ íåïåðåðâíi äåôîðìàöi¨), àëãåáðà¨÷íà òîïîëîãiÿ (çà-
ñòîñóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð ÿê òîïîëîãi÷íèõ iíâàðiàí-
òiâ), äèôåðåíöiàëüíà òîïîëîãiÿ (âèâ÷à¹ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâî-
ñòi ãëàäêèõ ìíîãîâèäiâ).

Â ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó òà ñïîñîáè çàäàííÿ òîïîëîãi÷íèõ ñòðóêòóð. çîêðåìà
çà äîïîìîãîþ âiäêðèòèõ ìíîæèí, çàìêíåíèõ ìíîæèí, áàçè òà
ïåðåäáàçè, à òàêîæ îïåðàöi¨ çàìèêàííÿ, âíóòðiøíîñòi òà ìåæi
ìíîæèíè.

Â äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâíi òîïîëîãi÷íi êîí-
ñòðóêöi¨: ïiäïðîñòið, òîïîëîãi÷íà ñóìà, òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê,
ôàêòîðïðîñòið òîùî. Òàêîæ â öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íå-
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ïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òà ãîìåîìîðôiçìè.
Â òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ òàêi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâî-

ñòi: çâ'ÿçíiñòü òà ëiíiéíà çâ'ÿçíiñòü, àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ,
êîìïàêòíiñòü, ëîêàëüíà åâêëiäîâiñòü (ìíîãîâèäè).

Êîæíèé ïiäðîçäië ìiñòèòü âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
Â äîäàòêàõ ìîæíà çíàéòè çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè íà òåìè, ùî íå ïîòðàïèëè â îñíîâíèé ìàòåðiàë i âiäíîñÿòüñÿ
çðàçó äî âñiõ òåì, çàâäàííÿ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi, ïðèêëàä
ìîäóëüíî¨ êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè òà êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ.



1.Òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèøåìî ñïîñîáè çàäàííÿ òîïîëîãi÷íèõ
ñòðóêòóð íà çàäàíié ìíîæèíi X: çà äîïîìîãîþ íàáîðó âiäêðè-
òèõ ìíîæèí, áàçè, çàìêíåíèõ ìíîæèí, îïåðàöié âíóòðiøíîñòi
òà çàìèêàííÿ.

1.Âiäêðèòi ìíîæèíè

Äëÿ çàäàííÿ ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæè-
íè X â ìíîæèíó Y íà öèõ ìíîæèíàõ ïîâèííi iñíóâàòè äîäà-
òêîâi ñòðóêòóðè, íàïðèêëàä ñòðóêòóðè ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.
Àëå íàéáiëüø çàãàëüíîþ ñòðóêòóðîþ äëÿ öüîãî ¹ ñòðóêòóðà
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì âiäêðèòèõ
ìíîæèí.

×åðåç 2X áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè X.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðà
(X, τ), â ÿêié X � ìíîæèíà, à τ ⊂ 2X ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì:

Ò1) ∅ ∈ τ , X ∈ τ ,
Ò2) ßêùî Ui ∈ τ, i ∈ α, òî ∪i∈αUi ∈ τ ,
Ò3) ßêùî U ∈ τ òà V ∈ τ , òî U ∩ V ∈ τ .
Â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì, åëå-

ìåíòè ç X òî÷êàìè, ïiäìíîæèíè X, ùî íàëåæàòü τ � âiä-
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êðèòèìè ìíîæèíàìè â ïðîñòîði X, à τ � òîïîëîãi¹þ àáî
òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà Ò3) ðiâíîñèëüíà óìîâi
Ò3') ßêùî Ui ∈ τ, i ∈ {1, 2, . . . , n} , òî

⋃n
i=1 Ui ∈ τ.

Îòæå, òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà X öå ñiì'ÿ ïiäìíîæèí â
X, ùî íàçèâàþòüñÿ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè, i òàêèìè ùî

1) ∅ i âåñü ïðîñòið ¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè,
2) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiä-

êðèòîþ ìíîæèíîþ,
3) ïåðåòèí ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðè-

òîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.1. Òîïîëîãiÿ τT = { ∅, X} íàçèâà¹òüñÿ òðèâi-

àëüíîþ àáî àíòèäèñêðåòíîþ íà ìíîæèíi X, à (X, τT ) � òðè-
âiàëüíèì àáî àíòèäèñêðåòíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 1.2. Òîïîëîãiÿ τD = 2X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíîþ
íà ìíîæèíi X, à ïàðà (X, τD) � äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Òîïîëîãiÿ áóäå äèñêðåòíîþ òîäi òà òiëü-

êè òîäi, êîëè êîæíà òî÷êà ïðîñòîðó ¹ âiäêðèòîþ ìíîæè-

íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî x ∈ X, òî {x} ∈ 2X = τD .
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X: {x} ∈ τ .

Òîäi ÿêùî U ⊂ X, òî

U =
⋃
x∈U

x, U ∈ τ

ÿê îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí (ñâî¨õ òî÷îê). Îòæå, τ =

τD .

Íà îäíîòî÷êîâié ìíîæèíi iñíó¹ ¹äèíà òîïîëîãiÿ. Âîíà ¹
òðèâiàëüíîþ òà äèñêðåòíîþ, îäíî÷àñíî. Íà ïðîñòîðàõ ç áiëü-
øèì ÷èñëîì òî÷îê òðèâiàëüíà òîïîëîãiÿ íå ¹ äèñêðåòíîþ. Íà
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ìíîæèíi ç äâîõ òî÷îê êðiì öèõ äâîõ òîïîëîãié ¹ ùå îäèí òèï
òîïîëîãi÷íî¨ ñòðèêòóðè.

Ïðèêëàä 1.3. Íåõàé X = {x, y}, τ = {∅, X, x}. Òîäi τ ¹ òîïî-
ëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Â öüîìó âèïàäêó, ïðîñòið (X, τ) íàçè-
âà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ äâîòî÷êîþ àáî ïðîñòîðîì Ñåðïiíñüêîãî.

Ïðèêëàä 1.4. Íåõàé (X, d)� ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî,
ùî ìíîæèíà U íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹ ε > 0, ùî B(x, ε) ⊂ U .
Òóò B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}. Cóêóïíiñòü τd óñiõ âiäêðè-
òèõ ó ìåòðèöi d ìíîæèí ¹ òîïîëîãi¹þ íà X, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
ìåòðè÷íîþ òîïîëîãi¹þ.

Çàóâàæèìî, ùî ðiçíèì ìåòðèêàì íà ìíîæèíi X ìîæå âiä-
ïîâiäàòè îäíà i òà ñàìà òîïîëîãiÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî âñi âiä-
ñòàíi ïîìíîæèòè íà ñòàëå äîäàòíå ÷èñëî, òî τd íå çìiíèòüñÿ.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ ìåòðèçîâíèì, ÿêùî
iñíó¹ òàêà ìåòðèêà d íà X, ùî τ = τd.

ßêùî â Rn çàäàíî ñòàíäàðòíó åâêëiäîâó ìåòðèêó

d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2, äå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

òî òàêó ìåòðè÷íó òîïîëîãiþ íàçèâàþòü åâêëiäîâîþ àáî ñòàí-
äàðòíîþ. Rn ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷àþòü En.

Íàïðèêëàä, íà ïðÿìié âiäêðèòà ìíîæèíà â åâêëiäîâié òî-
ïîëîãi¨ ¹ îá'¹äíàííÿì iíòåðâàëiâ âèäó (a, b), äå a < b.

Ïðèêëàä 1.5. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ñiì'ÿ

τ = {∅, U ⊂ X : X \ U ¹ ñêií÷åíîþ }

íàçèâà¹òüñÿ êîñêií÷åíîþ òîïîëîãi¹þ àáî òîïîëîãi¹þ ñêií÷å-
íèõ äîïîâíåíü.
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Ïðèêëàä 1.6. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ñiì'ÿ

τ = {∅, U ⊂ X : X \ U ¹ çëi÷åíîþ àáî ñêií÷åíîþ}

íàçèâà¹òüñÿ êîçëi÷åíîþ òîïîëîãi¹þ àáî òîïîëîãi¹þ çëi÷åíèõ
äîïîâíåíü.

Îêðiì òîïîëîãi÷íèõ ñòðóêòóð, ùî ïåðåðàõîâàíi ðàíiøå, íà
ïðÿìié R iñíóþòü iíøi òîïîëîãi¨.

Ïðèêëàä 1.7. Ëiâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ íà R � öå ñiì'ÿ

τ = {∅,R, (−∞, α), α ∈ R}.

Ïðàâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî çà äîïî-
ìîãîþ iíòåðâàëiâ âèãëÿäó (α,∞).

Ïðèêëàä 1.8. Êîêîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà R � öå τ = {∅} ∪
{U ⊂ R | U âiäêðèòå â åâêëiäîâié òîïîëîãi¨ íà ïðÿìié, à äî-
ïîâíåííÿ R \ U îáìåæåíå}.

Êîêîìïàêòíà òîïîëîãiÿ â Rn âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìíîæèíà NA íàçèâà¹òüñÿ îêîëîì ïiäìíî-
æèíè A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà
ìíîæèíà UA, ùî

A ⊂ UA ⊂ NA.

Âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ îêîëîì êîæíî¨ ñâî¹¨ ïiäìíîæèíè.

Òåîðåìà 1.1. Ìíîæèíà U âiäêðèòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âîíà ìiñòèòü îêië êîæíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî U � âiäêðèòà, òî âîíà ¹ îêî-
ëîì êîæíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè. Îòæå, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹
îêië Nx = U ⊂ U .
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Äîñòàòíiñòü. ßêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹ îêië
Nx ⊂ U , òî ïîêàæåìî, ùî

U =
⋃
x∈U

Nx. (1.1)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (1.1) äîñèòü äîâåñòè âêëþ÷åííÿ â
îáèäâà áîêè. Îñêiëüêè x ∈ Nx, òî U = ∪x∈U{x} ⊂ ∪x∈UNx.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ U îêië Nx ⊂ U , òî ∪x∈UNx ⊂
∪x∈UU = U . Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà (1.1). Çà óìîâîþ òå-
îðåìè, ìà¹ìî ùî êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U : x ∈ Ux ⊂ Nx ⊂ U .
Òîáòî çàìiñòü äîâiëüíèõ îêîëiâ Nx ìîæåìî ðîçãëÿäàòè âiä-
êðèòi îêîëè Ux. Òîäi U = ∪x∈UUx i ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, ÿê
îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí (çà àêñiîìîþ òîïîëîãi¨ Ò2).

Îçíà÷åííÿ 1.3. Óñi òîïîëîãi¨, ÿêi çàäàíi íà òié ñàìié ìíî-
æèíi, ìîæíà ÷àñòêîâî âïîðÿäêóâàòè â ðîçóìiííi òàêîãî îçíà-
÷åííÿ: êàæóòü, ùî òîïîëîãiÿ τ1 ñèëüíiøà, íiæ òîïîëîãiÿ τ2,
ÿêùî äîâiëüíèé åëåìåíò iç τ2 íàëåæèòü τ1. Â öüîìó âèïàäêó
êàæóòü òàêîæ, ùî òîïîëîãiÿ τ2 ñëàáêiøà, íiæ τ1. Äèñêðåòíà
òîïîëîãiÿ � íàéñèëüíiøà, à òðèâiàëüíà � íàéñëàáøà ç óñiõ òà-
êèõ òîïîëîãié.

Âïðàâà 1.1. Äîâåñòè, ùî ïðîñòiðX ç äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ
ìåòðèçîâíèé, à ç òðèâiàëüíîþ íå ìåòðèçîâíèé, ÿêùî |X|>1.

Âïðàâà 1.2. ×è ¹ ïåðåòèí (îá'¹äíàííÿ) òîïîëîãié, ùî çàäàíi
íà îäíié i òié æå ìíîæèíi X, òîïîëîãi¹þ íà X?

Âïðàâà 1.3. [4, 1] Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ïàðà (X, τ) òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì â êîæíîìó ç òàêèõ âèïàäêiâ:

à) X = {a, b}, τ = {∅, {b}, {a, b}};

á) X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {b}, {a, b, c}};

â) X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {a, b}, {a, b, c}};
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ã) X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, c}};

 ) X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}};

ä) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c},
{a, b, c, d}};

å) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, d}, {b, c, d},
{a, b, c, d}};

¹) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {b, c}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b,
d}, {b, c, d}}, {a, b, c, d};

æ) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {a, c, d},
{b, c, d}, {a, b, c, d}};

ç) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}};

è) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, d}, {b, c, d},
{a, b, c, d}, {a, b, c, d}};

i) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a}, {b, c}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, d},
{a, c, d}, {a, b, c, d}};

¨) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {c, d}, {a, c}, {b, d}, {a, b, c},
{a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}.

Âïðàâà 1.4. [4, 2] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïàðà (X, τ) òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì â êîæíîìó ç òàêèõ âàðiàíòiâ:

à) X = N àáî X = Z, τ = {U ⊂ X | ÿêùî n ∈ U i n íåïàðíå,
òî n+ 1 ∈ U};

á) X = N àáî X = Z, τ = {∅, X, {m ∈ X | m < n}, n ∈ X};

â) X = Z, τ = {∅,mZ,m ∈ N};

ã) X = Z, τ = {∅,Z,mnZ, n ∈ N ∪ 0,m ∈ N};
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ä) X = Z, τ = {∅,Z,mZ,mnZ,m, n ∈ N � ïðîñòi};

å) X = (−1, 1), τ = {∅, X, (1/n, 1− 1/n), n ∈ N};

¹) X = [−1, 1], τ = {∅, X, [−1, b), (a, b], (a, 1], a ∈ [−1, 0), b ∈
(0, 1]};

æ) X = [1, 1], τ = {U ⊂ X | 0 /∈ U àáî U ⊃ (−1, 1)}.

Âïðàâà 1.5. [4, 3] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïàðà (R, τ) òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì â êîæíîìó ç òàêèõ âàðiàíòiâ:

à) τ = {∅,R,Z,Q};

á) τ = {∅,R,N,Z,Q};

â) τ = {∅,R,N,Z,Q,R \Q};

ã) τ = {∅,R,R \ Z,Q,R \ N,R \ Z,R \Q};

ä) τ = {∅,R, (α,+∞), α ∈ R};

å) τ = {∅,R, (−∞, q), q ∈ Q};

¹) τ = {∅,R, (−∞, q], q ∈ Q};

æ) τ = {∅,R, (−∞, n], n ∈ Z};

ç) τ = {∅,R,Q, (−q, q), q > 0};

è) τ = {∅,R, (−n, n], n ∈ N};

i) τ = {∅, [0,+∞), (−∞, 0), (−∞, x) ∪ (x,+∞), x > 0};

ê) τ = {∅,R, (−∞,−1/n), n ∈ N};

ë) τ = {∅,R, (−∞, 0), (−∞,−1/n], n ∈ N}.

Âïðàâà 1.6. [4, 4] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïàðà (R2, τ) òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì â êîæíîìó ç òàêèõ âàðiàíòiâ:
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à) τ = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r}, r > 0}

á) τ = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < r}, r > 0}

â) τ = {∅,R2, {(x, y) | x2 + y2 > r}, r > 0}

ã) τ = {∅,R2,R2, {(x, y) | x2 + y2 = r}, r > 0}

ä) τ = {∅,R2, {(x, y) | x2 + y2 > 0}}

å) τ = {∅,R2,R2, (−∞,+∞)× R, [n, n)× N, n ∈ N}

¹) τ = {∅,R2,N× Z,Z× N,Z,N}

æ) τ = {∅,R2,Z}

Âïðàâà 1.7. [4, 5] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïàðà (X, τ) òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì, â êîæíîìó ç âèïàäêiâ:

à) X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ = {∅} ∪ {U \ X |
U ⊂ A}, A ⊂ X;

á) X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ = {X} ∪ {U ⊂ X |
U \A = ∅, A ⊂ X};

â) X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ = {∅} ∪ {U ⊂ X |
äîïîâíåííÿ X/U ñi÷åíå};

ã) X � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, τ = {∅}∪{U ⊂ X | U íåñêií-
÷åííà};

ä) X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ = {∅} ∪ {U ⊂ X |
äîïîâíåííÿ X/U íå áiëüø íiæ çëi÷åííå};

å) X � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, τ = {U ⊂ X | äîïîâíåííÿ X/U

ìiñòèòü p àáî íå áiëüø íiæ çëi÷åííå}, p ∈ X;

¹) X � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, τ = {U ⊂ X | äîïîâíåííÿ X/U

ìiñòèòü p àáî íå áiëüø íiæ çëi÷åííå}, p /∈ X.
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Âïðàâà 1.8. [4, 38] Ïîðiâíÿòè òàêi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X =

{a, b, c}:
τ1 = {∅, {a}, {a, b, c}},
τ2 = {∅, {a}, {a, b}, {a, b, c}},
τ3 = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}},
τ4 = {∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}},
τ5 = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}.

Âïðàâà 1.9. [4, 39] Ïîðiâíÿòè òàêi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X =

{a, b, c, d}:
τ1 = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}},
τ2 = {∅, {a}, {c}, {a, c}, {a, b, c, d}},
τ3 = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, c, d}},
τ4 = {∅, X, {a}, {b, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}}.

Âïðàâà 1.10. [4, 40] Ïîðiâíÿòè òàêi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi R2:
τ1 = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < g}, g ∈ R, g > 0};
τ2 = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > p}, p ∈ N};
τ3 = {∅,R2, {(x, y) | x2 + y2 < p}, p ∈ N};
τ4 � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ;
τ5 � êîçëi÷åíà òîïîëîãiÿ;
τ6 � êîñêií÷åíà òîïîëîãiÿ.

Âïðàâà 1.11. Ñêiëüêè ðiçíèõ òîïîëîãié iñíó¹ íà ìíîæèíi ç
òðüîõ åëåìåíòiâ?

Âïðàâà 1.12. Äîâåäiòü òàêi âëàñòèâîñòi îêîëiâ òî÷êè:
1) ßêùî N îêië òî÷êè x, N ⊂ K, òî K îêië x.
2) Ïåðåòèí ñêií÷åíîãî ÷èñëà îêîëiâ òî÷êè x ¹ îêîëîì x.
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2.Áàçà òà ïåðåäáàçà

Äëÿ çàäàííÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè çðó÷íî îïèñóâàòè íå âñi
âiäêðèòi ìíîæèíè, à ëèøå ¨õíþ ÷àñòêó i çàäàòè ïðàâèëî, ÿê
iç öi¹¨ ÷àñòêè îòðèìàòè âñi iíøi âiäêðèòi ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ
β ⊂ τ íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi¨ τ (àáî áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó (X, τ)), ÿêùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â X ìîæå
áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ ç β:

U ∈ τ ⇔ ∃{Ui}i∈α ⊂ β : U =
⋃
i∈α

Ui.

Òåîðåìà 1.2. (1-é êðèòåðié áàçè). β ⊂ τ áóäå áàçîþ òî-

ïîëîãi¨ τ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî U ∈ τ i x ∈ U

iñíó¹ V ∈ β òàêå, ùî x ∈ V ⊂ U .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé β ⊂ τ � áàçà òîïîëîãi¨ τ , U ∈
τ , x ∈ U . Òîäi, çà îçíà÷åííÿì áàçè, iñíóþòü {Ui}i∈α ⊂ β, ùî
U =

⋃
i∈α Ui. Îñêiëüêè x ∈ U , òî iñíó¹ i ∈ α, ùî x ∈ Ui.

Øóêàíå V = Ui.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ êîæíîãî U ∈ τ i x ∈ U iñíó¹

Vx ∈ β òàêå, ùî x ∈ Vx ⊂ U . Òîäi U =
⋃

x∈U Vx. Òîìó β � áàçà
òîïîëîãi¨ τ .

Ïðèêëàä 1.9. Ñóêóïíiñòü β, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âiäêðè-
òèõ iíòåðâàëiâ ç ðàöiîíàëüíèìè êiíöÿìè ¹ áàçîþ åâêëiäîâî¨
òîïîëîãi¨ íà ïðÿìié. Ïåðåâiðèìî ïåðøèé êðèòåðié áàçè. íåõàé
U =

⋃
i(ai, bi), x ∈ U . Òîäi iñíó¹ òàêå i, ùî x ∈ (ai, bi). Öå

ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî ai < x < bi. Âèáåðåìî òàêi ðàöiîíàëüíi
c i d, ùî ai < c < x < d < bi. Òîäi v = (c, d) ∈ β i x ∈ V ⊂ U .

Òåîðåìà 1.3. (2-é êðèòåðié áàçè). Äëÿ òîãî, ùîá ñóêó-

ïíiñòü β = {Ui}, i ∈ α áóëà áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà ìíî-
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æèíi X, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

X = ∪
i∈α

Ui i äëÿ âñiõ j, k ∈ α iñíó¹ γ ⊂ α : Uj ∩ Uk = ∪
i∈γ

Ui.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé β � áàçà òîïîëîãi¨ τ íà X.
Îñêiëüêè X � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî X = ∪

i∈α
Ui. Åëåìåíòè

áàçè ¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè, ¨õ ïåðåòèí òàêîæ ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ, òîìó Uj ∩ Uk = ∪

i∈γ
Ui.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé X = ∪
i∈α

Ui i äëÿ âñiõ j, k ∈ α iñíó¹

γ ⊂ α : Uj ∩ Uk = ∪
i∈γ

Ui. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ àêñiîì òî-

ïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè äëÿ τ = { ∪
i∈γ

Ui : γ ⊂ α}. Ïåðøi äâi
óìîâè âèïëèâàþòü iç ïîáóäîâè τ . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó âèêîíàí-
íi òðåòüî¨ àêñiîìè. Íåõàé U, V ∈ τ , U = ∪

i∈ω
Ui, V = ∪

j∈δ
Vj ,

Ui ∈ β, Vj ∈ β. Òîäi U ∩ V = ( ∪
i∈ω

Ui) ∩ ( ∪
j∈δ

Vj) = ∪
i,j
(Ui ∩ Vj) =

= ∪
i,j
( ∪
k∈γi,j

Uk) ∈ τ.

Ïðèêëàä 1.10. Íåõàé X = R, β = {[a, b), a, b ∈ R, a < b}.
Ïåðåâiðèìî äðóãèé êðèòåðié áàçè. Îñêiëüêè,

R =
⋃
i∈Z

[i, i+ 1), òî R =
⋃
a<b

[a, b).

Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ïiâiíòåðâàëiâ [a, b), [c, d) ∈ β ìîæëèâi òàêi
âàðiàíòè ¨õ âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ íà ïðÿìié:

1. a < b ≤ c < d àáî c < d ≤ a < b, òîäi [a, b)
⋂
[c, d) = ∅ =⋃

i∈∅[ai, bi);

2. a ≤ c < b ≤< d, òîäi [a, b)
⋂
[c, d) = [c, b) ∈ β;

3. c ≤ a < d ≤ b, òîäi [a, b)
⋂
[c, d) = [a, d) ∈ β;

4. a ≤ c < d ≤ b, òîäi [a, b)
⋂
[c, d) = [c, d) ∈ β;
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5. c ≤ a < b ≤ d, òîäi [a, b)
⋂
[c, d) = [a, b) ∈ β.

Îñêiëüêè â óñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêàõ ïåðåòèí äâîõ åëåìåíòiâ
áàçè ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ áàçè, òî
äðóãèé êðèòåðié áàçè âèêîíó¹òüñÿ. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið R ç
òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ, çàäàíîþ öi¹þ áàçîþ, íàçèâà¹òüñÿ
ñòðiëêîþ Çîðãåíôðåÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ
s ⊂ τ íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi¨ τ , ÿêùî ñêií÷åíi ïåðå-

òèíè
k⋂

i=1
Ui, äå Ui ∈ s äëÿ i = 1,. . . , k óòâîðþþòü áàçó òîïîëîãi¨

τ .
Iíøèìè ñëîâàìè. äîâiëüíó âiäêðèòó ìíîæèíó ìîæíà îòðè-

ìàòè iç åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà
îïåðàöié ïåðåòèíó òà äîâiëüíîãî ÷èñëà îïåðàöié îá'¹äíàííÿ.

Ç îçíà÷åííÿ ïåðåäáàçè âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå ïîêðèòòÿ
ìíîæèíè X ¹ ïåðåäáàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X.

Âïðàâà 1.13. Ïåðåâiðèòè, ùî òàêi ñóêóïíîñòi ìíîæèí áóäóòü
áàçàìè åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ τE ïðÿìî¨ R1:

a) ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ
ç ðàöiîíàëüíèìè êiíöÿìè,

b) ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ
ç iððàöiîíàëüíèìè êiíöÿìè,

c) ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ.

Âïðàâà 1.14. Íåõàé (X, d) ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî
ñiì'ÿ âiäêðèòèõ êóëü β = {B(X, r), x ∈ X, r>0} ¹ áàçîþ
ìåòðè÷íî¨ òîïîëîãi¨ τd.

Âïðàâà 1.15. Äîâåñòè, ùî ciì'ÿ β = {X, x ∈ X} ¹ áàçîþ
äèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨ τD íà X.

Âïðàâà 1.16. Ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç iíòåð-
âàëiâ (a,+∞) òà (∞, b), óòâîðþ¹ ïåðåäáàçó åâêëiäîâî¨ òîïîëî-
ãi¨ τE íà ïðÿìié.
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Âïðàâà 1.17. [4, 46] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ðîäèíà β ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà X, ÿêùî:

a) X = {a, b, c}, β = {{a}, {a, b}, {b, c}, {a, b, c}};

á) X = {a, b, c, d}, β = {{a}, {b}, {a, b, c}, {a, b, d}};

â) X = {a, b, c, d}, β = {{c}, {b, c}, {c, d}, {a, b, c}, {a, c, d},
{b, c, d}};

ã) X = {a, b, c, e}, β = {{a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c, d}, {a, b,
c, e}};

 ) X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, β � äîâiëüíå ¨¨ ðîç-
áèòòÿ;

ä) X = N àáî X = N \ {1}, β = {{m ∈ X | m äiëèòü n}, n ∈
X};

å) X = Z, β = {Bn, n ∈ Z}, äå

Bn =

{
{n− 1, n, n+ 1}, êîëè n ïàðíå,

{n}, êîëè n íåïàðíå;

¹) X = (0,+∞)\N, β = {(0, 1/m), (0, 1/n)∪(n, n+1)},m, n ∈
N,m ≥ 2;

æ) X = R, β = {(a, b), a, b ∈ R, a < b};

ç) X = R, β = {[a, b), a, b ∈ R, a < b};

è) X = R, β = {[a, b), a, b ∈ Q, a < b};

i) X = R, β = {(−∞, q), q ∈ Q};

é) X = R, β = {R, {n}, n ∈ Z};

ê) X = R, β = 2Q;
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ë) X = R, β = {Z ∪A | A ⊂ R};

ì) X = R, β = {(a, b) ∩ (R \Q), a, b ∈ R, a < b};

í) X = R2, β = {[a, b)× [c, d), a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d};

î) X = R2, β = {[a, b)× [c, d), a, b ∈ Q, c, d ∈ R, a < b, c < d};

ï) X = R2, β = {[a, b)× [c, d), a, b, c, d ∈ Q, a < b, c < d};

ð) X = R2, β =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ r

}
, r ∈ R, r > 0;

ñ) X = R2, β = {(a, b)× (c, d), a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d};

ò) X = R2, β � ðîäèíà âñiõ ïðÿìèõ;

ó) X = R2, β � ðîäèíà âñiõ íå áiëüø íiæ çëi÷åííèõ ïiä-
ìíîæèí;

ô) X = R2, β � ðîäèíà âñiõ êîíòèíóàëüíèõ ïiäìíîæèí;

õ) X = Rn, β � ðîäèíà âñiõ âiäêðèòèõ êóëü;

÷) X = Rn, β � ðîäèíà âñiõ çàìêíåíèõ êóëü.

Âïðàâà 1.18. [4, 59, 60] Çíàéòè áàçó íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi
äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, τ , ÿêùî:

à) X = {a, b}, τ = {∅, {a}, {a, b}};

á) X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}};

â) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, b, c, d}};

ã) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}};

 ) X = R, τ = {∅,R,N,Z,Q};

ä) X = R, τ = {∅,R,Q,R \Q};
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å) X = R1, τ − ëiâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ;

¹) X = R1, τ = {∅,R, (−∞, n], n ∈ Z};

æ) X = R, τ = {∅,R, (−∞, p], p ∈ N};

ç) X = R, τ = {∅,R, (−∞,−1/n], n ∈ N ∪ {0}};

è) X = R, τ = {∅,R, (0,+∞), (−∞,−1/n], n ∈ N};

¨) X = R, τ = {∅,R, (0,+∞), (−∞,−1/n], n ∈ N, r > 0};

é) X = R, τ = {∅,R, (0,+∞), (−∞,−
√
3/n], n ∈ N};

ê) X = Z, τ − äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

ë) X = Z, τ − êîñêií÷åíà òîïîëîãiÿ;

ì) X = Z, τ = {∅,Z, p ∈ N ∪ {0}}, k ∈ N;;

í) X = R, τ − ñòðiëêà Çîðãåíôðåÿ;

î) X = R2, τ − êîêîìïàêòíà òîïîëîãiÿ;

ï) X = R2, τ − ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ.

3.Çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíiñòü

Iíêîëè çàìiñòü âiäêðèòèõ ìíîæèí çðó÷íî ðîçãëÿäàòè çàìêíåíi
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ìíîæèíà F íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ â òîïî-
ëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ), ÿêùî ¨¨ äîïîâíåííÿ X\F âiäêðèòå
â (X, τ).

Ç ïðàâèë äå Ìîðãàíà òà àêñiîì òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè âè-
ïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí:

C1) ∅ i X � çàìêíåíi ìíîæèíè,
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Ñ2) ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çà-

ìêíåíîþ ìíîæèíîþ,
Ñ3) îá'¹äíàííÿ ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹

çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
Òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ìîæíà çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ çà-

ìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâëñòÿì Ñ1�
Ñ3.

Ìíîæèíà, ùî ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ i çàìêíåíîþ íàçèâà-
¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèìè. ∅ i X ¹ ïðèêëàäàìè òàêèõ ìíî-
æèí.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Çàìèêàííÿì A ïiäìíîæèíè A òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèí óñiõ çàìêíåíèõ â X

ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü A.

A =
⋂

A⊂B,B−çàìêíåíà

B.

Òåîðåìà 1.4. Çàìèêàííÿ A ¹ íàéìåíøîþ, çà âêëþ÷åííÿì,

çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó A. Iíøèìè

ñëîâàìè, C = A òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè C ¹ çàìêíåíîþ i

íå iñíó¹ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè , ùî A ⊂ D ⊂ C.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî C = A, òî C ¹ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ ÿê ïåðåòèí çàìêíåíèõ ìíîæèí i âëàñòèâîñòi Ñ2.
ßêùî âiä ñóïðîòèâíîãî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ çàìêíåíà ìíî-
æèíà D ̸= C, ùî A ⊂ D ⊂ C, òî D ¹ îäíi¹þ iç çàìêíåíèõ
ìíîæèí. çà ÿêèì áåðåòàòüñÿ ïåðåòèí â îçíà÷åííi çàìèêàííÿ.
Òîìó A ⊂ D. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ D ⊂ C = A. Çâiäêè
âèïëèâà¹ D = C, ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ D ̸= C.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé C ¹ íàéìåíøîþ, çà âêëþ÷åííÿì, çà-
ìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó A. Iíøî¨ òàêî¨ ìíî-
æèíè E ̸= C íå iñíó¹, áî iíàêøå òîäi D = C

⋂
E áóäå ìåíøîþ

çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèòü A. Îñêiëüêè A ¹ ïåðåòèíîì
âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü A, à C ¹ îäíi¹þ ç òàêèõ
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ìíîæèí, òî A ⊂ C. Ïîêëàäåìî D = A
⋂
C. ßêùî D ̸= C,

òî îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì. Îòæå, C = A
⋂
C.

Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî C ⊂ A. Ç óðàõóâàííÿì âêëþ÷åííÿ
A ⊂ C ìà¹ìî C = A.

Òåîðåìà 1.5. Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó çà-

ìêíåíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A = A.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà, òî
âîíà ¹ íàéìåíøîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèòü ñåáå.
Îòæå, A = A.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé A = A. Òîäi A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæè-
íîþ, ÿê ïåðåòèí çàìêíåíèõ ìíîæèí (âëàñòèâiñòü Ñ2).

Íàñëiäîê 1. A = A.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, òî çàñòîñóâà-
ííÿ òåîðåìè äî íå¨ äîâîäèòü íàñëiäîê.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Âíóòðiøíiñòþ IntA ïiäìíîæèíè A òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ âñiõ âiäêðèòèõ
â X ìíîæèí, ÿêi ëåæàòü â A.

IntA =
⋃

B⊂A,B∈τ
B.

Âíóòðiøíiñòü IntA ¹ íàéáiëüøîþ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, ùî
ëåæèòü â ìíîæèíi A.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X ìàþòü ìi-

ñöå ðiâíîñòi

X \A = Int(X \A) òà X \ IntA = X \A.
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî äå Ìîðãàíà òà ââåäåìî ïîçíà-
÷åííÿ C = X \B:

X \A = X \
⋂

A⊂B,B−çàìêíåíà

B =
⋃

A⊂B,B−çàìêíåíà

X \B =

=
⋃

C⊂X\A,C∈τ

C = Int(X \A).

Äðóãà ðiâíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî (àáî âèâîäèòüñÿ ç ïåð-
øî¨).

Íàñëiäîê 2. A = X \ Int(X \A).

Íàñëiäîê 3. IntA = X \X \A.

Íàñëiäîê 4. A � âiäêðèòà ìíîæèíà â X òîäi òà òiëüêè

òîäi, êîëè A = IntA.

Íàñëiäîê 5. Int IntA = IntA.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ïiäìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ñêðiçü ùiëüíîþ
â X, ÿêùî A = X.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ìåæåþ ∂A ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà A\ IntA. Äëÿ ìåæi ìíîæèíè A âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ
ïîçíà÷åííÿ ∂A.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü

∂A = A ∩X\A.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ðiçíèöi ìíîæèí çà îçíà÷åííÿì
B \ C = B ∩ (X \ C). Òîäi

∂A = A\ IntA = A ∩ (X\ IntA) = A ∩X\A.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.6.
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Îçíà÷åííÿ 1.11. Òî÷êà x ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A,
ÿêùî x ∈ A \ {x}.

Òåîðåìà 1.8. Òî÷êà x ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè A òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî ¨¨ îêîëó U

U ∩A \ {x} ≠ ∅.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé x ãðàíè÷íà òî÷êà çàìêíåíî¨
ìíîæèíè A. ßêùî iñíó¹ U � îêië x, ùî U

⋂
A \ {x} = ∅, òî

äëÿ âiäêðèòîãî îêîëó V (x ∈ v ⊂ U) òàêîæ V
⋂
A \ {x} =

∅. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî V
⋂

A \ {x} = ∅. Òîìó x /∈ A \ {x}.
Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ç îçíà÷åííÿì ãðàíè÷íî¨ òî÷êè äîâîäèòü
íåîáõiäíiñòü.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî-
÷êè x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü U ∩ A \ {x} ̸= ∅. ßêùî x /∈
A \ {x}, òî ìíîæèíà X \ A \ {x} ïðèòèði÷èòü ïðèïóùåííþ.
Öå äîâîäèòü, ùî x ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ A.

Òåîðåìà 1.9. Ïiäìíîæèíà A ⊂ X çàìêíåíà òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíà ìiñòèòü âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî A � çàìêíåíà, x /∈ A, òî îêië
U = X \A íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç A \ {x}. Öå äîâîäèòü, ùî òî÷êà
x íå ¹ ãðàíè÷íîþ.

Äîñòàòíiñòü.Ïðèïóñòèìî, ùîA ìiñòèòü âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi
òî÷êè. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî x /∈ A, òî âîíà íå ¹ ãðàíè÷íîþ,
òîìó iñíó¹ îêië Ux, ùî U∩A \ {x} = ∅. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî
x /∈ A öå ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî U ⊂ X \ A. Òîäi, çà êðèòåði¹ì
âiäêðèòîñòi ìíîæèíè, X \A ¹ âiäêðèòîþ, à A çàìêíåíà.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Òî÷êà x ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A,
ÿêùî x ∈ A òà iñíó¹ ¨¨ îêië U òàêèé, ùî U

⋂
A \ {x} = ∅.

Âïðàâà 1.19. Äîâåñòè âëàñòèâîñòi Ñ1�Ñ3, à ñàìå, ùî:
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à) âåñü ïðîñòið i ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ çàìêíåíèìè ìíîæè-
íàìè;

á) ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ;

â) îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíå-
íîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 1.20. Äîâåñòè, ùî:
à) äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäìíîæèí A i B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi i âêëþ÷åííÿ

A ∪B = A ∪B, A ∩B ⊂ A ∩B, A\B ⊂ A\B

á) äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäìíîæèí Ai, i ∈ N òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∞⋃
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

Ai

⋃ ∞⋂
i=1

∞⋃
j=0

Ai+j

Íàâåäiòü ïðèêëàä, êîëè íå âèêîíó¹òüñÿ îñòàííÿ ðiâíiñòü, ÿêùî
çíåõòóâàòè äðóãèì äîäàíêîì â ïðàâié ÷àñòèíi.

Âïðàâà 1.21. Äîâåñòè, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà A òîäi i òiëüêè
òîäi ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ B, êîëè A

⋂
B ̸= ∅.

Âïðàâà 1.22. Íåõàé ìíîæèíà A çàìêíåíà, à ìíîæèíà B âiä-
êðèòà. Äîâåñòè, ùî A\B çàìêíåíà, à B\A âiäêðèòà.

Âïðàâà 1.23. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ âiäêðèòèõ ìíî-
æèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, çàìèêàííÿ îäíi¹¨ ç íèõ íå ïåðåòè-
íà¹òüñÿ ç iíøîþ.

Âïðàâà 1.24. Íåõàé ìíîæèíà A âiäêðèòà i A
⋂
B = ∅ . Äî-

âåñòè, ùî A
⋂

IntB = ∅.

Âïðàâà 1.25. Íåõàé X - òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A ⊂ X i áóäü-
ÿêà ïiäìíîæèíà â A çàìêíåíà. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A íå ìà¹
ãðàíè÷íèõ òî÷îê.
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Âïðàâà 1.26. Äîâåñòè, ùî â ñòàíäàðòíié (åâêëiäîâié) òîïî-
ëîãi¨ íà ïðÿìié [a, b) = [a, b], Int[a, b) = (a, b).

Âïðàâà 1.27. Äîâåñòè, ùî â äèñêðåòíié òîïîëîãi¨ íà X äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A: A =IntA = A.

Âïðàâà 1.28. Äîâåñòè, ùî â òðèâiàëüíié òîïîëîãi¨ íà X äëÿ
A ̸= ∅: A = X i äëÿ A ̸= X: IntA = ∅.

Âïðàâà 1.29. Äîâåäiòü òàêi âëàñòèâîñòi âíóòðiøíîñòi:
Int A = A ⇔ A ∈ τ ,
Int(Int A) = IntA.

Âïðàâà 1.30. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ â X

òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè A ïåðåòèíà¹òüñÿ ç êîæíîþ íå ïîðî-
æíüîþ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó X.

Âïðàâà 1.31. Ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ñêðiçü
ùiëüíà íà ïðÿìié R.

Âïðàâà 1.32. [4, 72] Â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ), äå:

1. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}};

2. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}};

3. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}, {a, c}};

4. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}};

5. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {b, c},
{a, b, c}};

6. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}, {c, d},
{a, b, c}, {a, c, d}, {b, c, d}};

7. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c},
{a, b, c, d}};
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8. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b, c}, {a, b, c}}.

çíàéòè âíóòðiøíiñòü IntA, çàìèêàííÿ A, ìíîæèíè içîëüîâà-
íèõ òî÷îê I(A), ãðàíè÷íèõ òî÷îê A′ ìíîæèíè A òà ç'ÿñóâàòè,
÷è ¹ ìíîæèíà A âiäêðèòîþ, çàìêíåíîþ, ñêðiçü ùiëüíîþ â X,
ÿêùî:

a) A = {a};

á) A = {b};

â) A = {c};

ã) A = {a, b};

ä) A = {a, c};

e) A = {b, c}.

Âïðàâà 1.33. [4, 73] Â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Z, τ), äå:

1. τ � ëiâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ;

2. τ = {∅, 2nZ, n ∈ N ∪ {0}};

3. τ � äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

4. τ � òîïîëîãiÿ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié;

çíàéòè âíóòðiøíiñòü IntA, çàìèêàííÿ A, ìíîæèíè içîëüîâà-
íèõ òî÷îê I(A), ãðàíè÷íèõ òî÷îê A′ ìíîæèíè A, òà ç'ÿñóâàòè,
÷è ¹ ìíîæèíà A âiäêðèòîþ, çàìêíåíîþ, ñêðiçü ùiëüíîþ â Z,
ÿêùî:

a) A = {1, 2};

b) A = N;

â) A = 8Z;
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ã) A = Z \ 2Z.

Âïðàâà 1.34. [4, 74] Â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (R, τ), äå:

1. τ = {∅,R,Z,Q};

2. τ � ëiâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ;

3. τ = {∅,R, (−∞, p), p ∈ Z};

4. τ = {∅,R, (−p,+∞), p ∈ Z};

5. τ = {∅,R, [0, 1), (0, 2) ⊂ R, x > 0};

6. τ = {∅,R, (p,+∞), p ∈ N};

7. τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ;

8. τ � òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîðãåíôðåÿ;

çíàéòè âíóòðiøíiñòü IntA, çàìèêàííÿ A, ìíîæèíè içîëüîâà-
íèõ òî÷îê I(A), ãðàíè÷íèõ òî÷îê A′ ìíîæèíè A òà ç'ÿñóâàòè,
÷è ¹ ìíîæèíà A âiäêðèòîþ, çàìêíåíîþ, ñêðiçü ùiëüíîþ â R,
ÿêùî A ¹ ìíîæèíîþ:

a)
{
1
2

}
;

á) R \
{
1
2

}
;

â) (−2, 0);

ã) Z;

ä) R \ N;

e) N;

¹) (R \Q) ∪ [−π/2, π/2];

æ) Q;
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ç) [1/2,+∞);

è) (−∞, 1);

i) (−∞, 0];

¨) [0, 1/2];

é) (0,
√
2);

ê) [
√
2, 0);

ë) (1,+∞);

ì) [1/2,+∞);

Âïðàâà 1.35. [4, 75] Â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (R2, τ), äå

1. τ = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < r}, r ∈ R, r > 0},

2. τ = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≥ n}, n ∈ N},

3. τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ,

çíàéòè âíóòðiøíiñòü IntA, çàìèêàííÿ A, ìíîæèíè içîëüîâà-
íèõ òî÷îê I(A), ãðàíè÷íèõ òî÷îê A′ ìíîæèíè A, à òàêîæ
ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ìíîæèíàA âiäêðèòîþ, çàìêíåíîþ, ñêðiçü ùiëü-
íîþ â R2, ÿêùî A íàëåæèòü äî ïåðåëiêó:

a) {(0, 0)};

b) R2 \ {(0, 0)};

â) {(1,
√
2)};

ã) R2 \ {(1,
√
2)};

ä) (Z \ (N ∪ {0}))× Z;

e) (Z \ (N ∪ {0})) \ (R× Z);
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¹) N×Q;

æ) (R \ Z)× (R \ Z);

ç) Q×Q;

è) (R \Q)× (R \Q);

i) Z× (R \Q);

¨) {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1/3};

é) {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| > 1};

ê) (−1, 2)2;

ë) [1/4, 1/3]2;

ì) (1/2, 3/5]× (−4/5, 4/5];

î) (−1, 1/2)× R.

Âïðàâà 1.36. [4, 83] Íåõàé A,B � äîâiëüíi ìíîæèíè òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Äîâåñòè àáî ñïðîñòóâàòè òâåðäæåííÿ:

a) IntA = A \X \A;

b) ÿêùî IntA ⊆ IntB, òî A ⊆ B;

â) ÿêùî A ⊆ B, òî A ⊆ B;

ã) IntA ⊆ A;

ä) IntA = IntA;

å) A ⊆ IntA;

¹) ÿêùî A âiäêðèòà, òî A ⊆ IntA;

æ) A ⊇ IntA;
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ç) ÿêùî A çàìêíåíà, òî A ⊇ IntA;

è) A ¹ çàìèêàííÿì äåÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè A = IntA;

i) Int IntA = IntA;

¨) Int IntA = IntA;

ê) A âiäêðèòà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ∩B ⊆ A ∩B;

ë) A âiäêðèòà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ∩B = A ∩B;

ì) A çàìêíåíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A∪IntB ⊇ Int(A∪B);

í) A çàìêíåíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Int(A∪IntB) = Int(A∪
B);

î) ÿêùî A,B âiäêðèòi i A ∩B = ∅, òî A ∩B = ∅;

ï) ÿêùî A ∩B = ∅, òî IntA ∩ IntB = ∅;

ð) ÿêùî A ∪B = X, òî IntA ∪ IntB = X;

ñ) ÿêùî A âiäêðèòà i A ∩B = ∅, òî A ∩ IntB = ∅;

ò) Int(A ∪B) = IntA ∪ IntB.

ó) ÿêùî A âiäêðèòà, òî A = X \ Int(X \A);

Âïðàâà 1.37. [4, 87] Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i
B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X:

a) IntA ∩ ∂A = ∅;

á) Int(∂A) = ∅;

â) ∂(X \A) = ∂A;

ã) ∂A � çàìêíåíà ìíîæèíà;
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ä) X \ ∂A = IntA ∪ Int(X \A);

å) ∂A ⊆ A;

æ) ∂A ⊆ ∂A;

ç) ∂A = ∂A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ìåæà ∂A íiäå íå ùiëüíà;

é) ∂∂A ⊂ ∂A;

i) IntA = A \ ∂A;

¨) A = A ∪ ∂A;

ê) ∂∂A = ∂A;

ë) ìíîæèíà A âiäêðèòà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A∩∂A = ∅;

ì) ìíîæèíà A âiäêðèòà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ∂A = A \A;

í) ìíîæèíà A çàìêíåíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ∂A ⊆ A;

î) ìíîæèíà A çàìêíåíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ∂A = A \
IntA;

ï) ÿêùî A âiäêðèòà àáî çàìêíåíà, òî ∂∂A = ∂A;

ñ) ∂(A ∩B) ⊆ ∂A ∪ ∂B;

ò) ∂(A ∩B) ⊆ (∂A ∩B) ∪ (∂B ∩A);

ó) ∂(A ∪B) ⊆ (∂A ∪B) ∪ (∂B ∪A);

ô) ÿêùî ìíîæèíè A òà B âiäêðèòi, òî

∂(A∩B)∪ (∂A∩ ∂B) ⊆ ∂(A∩B) ⊆ (∂A∩B)∪ (∂B ∩A);

õ) Int ∂A = IntA \A;
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ö) ÿêùî ∂A ∩ IntB = ∅, òî

Int(A ∪B) = IntA ∪ IntB;

÷) ÿêùî ∂A ⊆ B, òî

∂(A ∩B) = (A ∩ ∂B) ∪ (∂A ∩B).

Âïðàâà 1.38. Äîâåñòè, ùî òî÷êà x ∈ En\A òîäi i òiëüêè òîäi
¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, êîëè x ∈ ∂A.

Âïðàâà 1.39. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìíîæèíè A i B çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâi A

⋂
B = ∅ = A

⋂
B, òî ∂(A

⋃
B) = ∂A

⋃
∂B.

Âïðàâà 1.40. Äîâåñòè, ùî ÷åðãóþ÷è îïåðàòîðè çàìèêàííÿ i
âçÿòòÿ äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X, ìîæíà îòðèìàòè íå áiëüøå 14 ðiçíèõ ìíîæèí.



2.Òîïîëîãi÷íi êîíñòðóêöi¨

Â öüîìó ðîçäiëi ìè çàäà¹ìî òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè íà ïiä-
ìíîæèíàõ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó. Äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ,
îáìåæåííÿ ìåòðèêè íà ïiäìíîæèíó ïåðåòâîðþ¹ ¨¨ â ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið, à äëÿ íüîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìåòðè÷íó òîïî-
ëîãi÷íó ñòðóêòóðó. Äëÿ äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàì
ïîòðiáíà êîíñòðóêöiÿ iíäóêîâàíî¨ òîïîëîãi¨. Òàêîæ ðîçãëÿíå-
ìî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, ùî óçãîäæåíi ç òîïîëîãi÷íèìè
ñòðóêòóðàìè.

1.Ïiäïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé (X,τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y ⊂ X.
Òîïîëîãiÿ τY = {Y ∩ U | U ∈ τ} íàçèâà¹òüñÿ iíäóêîâàíîþ

òîïîëîãi¹þ. Ïðè öüîìó ïàðà (Y ,τy) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó (X,τ).

Òåîðåìà 2.1. Iíäóêîâàíà òîïîëîãiÿ çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìàì òî-

ïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè.

Äîâåäåííÿ. T1) ∅ = Y ∩ ∅ ∈ τY , Y = Y ∩X ∈ τY .
T2) ßêùî Vi ∈ τY , i ∈ α, òî iñíóþòü Ui ∈ τ , i ∈ α, ùî

Vi = Y ∩ Ui,i ∈ α. Îñêiëüêè
⋃

i∈α Ui ∈ τ , òî⋃
i∈α

Vi =
⋃
i∈α

(Y
⋂

Ui) = Y
⋂

(
⋃
i∈α

Ui) ∈ τY .

35
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T3) ßêùî V1, V2 ∈ τY , òî iñíóþòü U1, U2 ∈ τ , ùî V1 =

Y ∩ U1, V2 = Y ∩ U2. Îñêiëüêè U1
⋂
U2 ∈ τ , òî

V1

⋂
V2 = (Y

⋂
U1)

⋂
(Y

⋂
U2) = Y

⋂
(U1

⋂
U2) ∈ τY .

Äîìîâëåíiñòü. Íàäàëi, ÿêùî íå ñêàçàíî iíøå, òî âñi ïiä-
ìíîæèíè Rn íàäiëåíi iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ, à òîïîëîãiÿ â
Rn ñòàíäàðòíà (åâêëiäîâà), òîáòî ïîðîäæåíà åâêëiäîâîþ ìå-
òðèêîþ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ñiì'ÿ β ¹ áàçîþ (X, τ), Y ⊂ X. Òîäi ñiì'ÿ

βy = {U ∩ Y : U ∈ β} ¹ áàçîþ äëÿ (Y ,τY ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî V ∈ τY , òî iñíó¹ W ∈ τ , ùî V = Y ∩W . Çà
îçíà÷åííÿì áàçè äëÿ τ , iñíó¹ γ ⊂ β, ùî W =

⋃
Wi∈γ Wi. Òîäi

γy = {Wi ∩ Y | Wi ∈ γ} ⊂ βy, à

V = Y ∩W = V = Y ∩
⋃

Wi∈γ
Wi =

⋃
Wi∈γ

(Wi ∩ Y ) =
⋃

Vi∈γy

Vi.

Îòæå, βy � áàçà äëÿ τY .

Âïðàâà 2.1. [4, 167] Çíàéòè òîïîëîãiþ T íà ìíîæèíi S ⊂ X,
iíäóêîâàíó òîïîëîãi¹þ τ íà X, ÿêùî:

1. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}}, S = {a, c};

2. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b, a}}, S = {b};

3. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a, b, c}}, S = {a, b, c};

4. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}}, S = {a, b, c};

5. X � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, τ � ñêií÷åííà òîïîëîãiÿ, S �
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà;
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6. X = [−1, 1], τ � òîïîëîãiÿ àëüòåðíàòèâè, S = {−1, 12} � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà;

7. (X, τ) � ñòðiëêà Çîðãåíôðåÿ, S = Z;

8. X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, S = {0, 1/n | n ∈ N};

9. X = R, τ = {∅,R, (−∞, x) | x ∈ R}, S = Z;

10. X = R, τ = {∅, (−∞, x) | x ∈ R}, S = [0, 1];

11. X = R2, τ = {∅,R2, {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < n}, n ∈ N},
S = (0, 1)× {0};

12. X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, S = (0, 1)× {0}.

Âïðàâà 2.2. [4, 168] Çíàéòè òîïîëîãiþ τi íà ìíîæèíi S, ií-
äóêîâàíó òîïîëîãi¹þ τ íà X òà âiäîáðàæåííÿì i : S → X,
ÿêùî:

1. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}}, S = {a, b}, i : a 7→ b,
b 7→ c;

2. X = S = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}}, i : a 7→ b, b 7→ c;

3. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b, c}}, i : a 7→ b,
b 7→ d;

4. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}}, S = {a, b}, i : a 7→ b,
b 7→ c;

5. X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}, i : a 7→ b, b 7→ a,
c 7→ b, d 7→ c;

6. X = S = N, τ � òîïîëîãiÿ äiëüíèêiâ, i(n) = n!;

7. (X, τ) � äèñêðåòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, S � äîâiëüíà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, i � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ;
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8. X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � A-âìiñíà òîïîëîãiÿ, A ⊂
X � íåòðèâiàëüíà ïiäìíîæèíà, S = A, i � äîâiëüíà
íåïåðåðâíà ïiäìíîæèíà.

Âïðàâà 2.3. Íåõàé Y - ïiäïðîñòið â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X. Äîâåñòè, ùî:

à) ìíîæèíà A ⊂ Y çàìêíåíà â Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
A ¹ ïåðåòèíîì äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè, ùî íàëåæèòü X, ç
Y ;

á) äëÿ áóäü-ÿêî¨A ⊂ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòüAY = AX
⋂
Y ;

â) ÿêùî Y - çàìêíåíà ìíîæèíà â X, òî áóäü-ÿêà çàìêíåíà
ìíîæèíà â Y çàìêíåíà i â X,

ã) ÿêùî Y � âiäêðèòà ìíîæèíà â X, òî áóäü-ÿêà âiäêðèòà
ìíîæèíà â Y âiäêðèòà i â X.

2.Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé (X, τ) i (Y ,γ) òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïå-

ðåðâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ U ∈ γ ìà¹ìî f−1(U) ∈ τ , òîáòî
ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ç Y ¹ âiäêðè-
òîþ ìíîæèíîþ â X.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ãî-

ìåîìîðôiçìîì (àáî òîïîëîãi÷íèì âiäîáðàæåííÿì), ÿêùî âîíî
ái¹êòèâíå i íåïåðåðâíå â îáèäâà áîêè (f i f−1 � íåïåðåðâíi).
ÏðîñòîðèX, Y ãîìåîìîðôíi, ÿêùî ìiæ íèìè iñíó¹ õî÷à á îäèí
ãîìåîìîðôiçì. Ïîçíà÷àþòü X ∼= Y .

Îçíà÷åííÿ 2.4. Âiäîáðàæåííÿ f :X → Y íàçèâà¹òüñÿ âiäêðè-
òèì (çàìêíåíèì), ÿêùî îáðàç êîæíî¨ âiäêðèòî¨ (çàìêíåíî¨)
ìíîæåíè ¹ âiäêðèòîþ (çàìêíåíîþ) ìíîæèíîþ.
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Ñèìâîëîì 1X àáî idX áóäåìî ïîçíà÷àòè òîòîæíå âiäîáðà-
æåííÿ ïðîñòîðó X, òîáòî òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî çàëèøà¹ êî-
æíó òî÷êó íåðóõîìîþ.

Âëàñòèâiñòü áóòè ãîìåîìîðôíèìè ¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi ó ìíîæèíi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Òi âëàñòèâîñòi òîïî-
ëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ïðèòàìàííi óñiì ãîìåîìîðôíèì ïðî-
ñòîðàì, íàçèâàþòüñÿòîïîëîãi÷íèìè iíâàðiàíòàìè. Áiëüøiñòü
ïîíÿòü, ùî ââîäÿòüñÿ â íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ, ¹ òîïîëîãi÷íè-
ìè iíâàðiàíòàìè.

Òåîðåìà 2.3. (Êðèòåði¨ íåïåðåðâíîñòi) Íåõàé (X, τ) i

(Y, γ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîäi òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

à) âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå,

á) ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ç Y ¹ çàìêíåíà

ìíîæèíà â X,

â) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíîãî îêîëó V òî÷êè

f(x) iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x, ùî f(U) ⊂ V ,

ã) äëÿ äîâiëüíî¨ A ⊂ X: f
(
A
)
⊂ f (A).

Äîâåäåííÿ. à) ⇒ á). Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå, A �
çàìêíåíà â Y . Òîäi Y \ A âiäêðèòà i f−1(Y \ A) âiäêðèòà â
X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà f−1(A) = X \ (f−1(Y \ A))

çàìêíåíà.
á) ⇒ à) àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ à) ⇒ á).
á) ⇒ ã). f−1(f (A)) ¹ ïîâíèì ïðîîáðàçîì çàìèêàííÿ i òî-

ìó ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèò A, à îòæå, i A. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî f

(
A
)
⊂ f (A).

ã)⇒ á). Íåõàé B � çàìêíåíà â Y , A = f−1(B). Òîäi f
(
A
)
⊂

f (A) = B = B. Çâiäêè ìà¹ìî A ⊂ f−1(B) = A. Çà âëàñòèâiñòþ
çàìèêàííÿ A ⊂ A. Öå îçíà÷à¹, ùî A = A, i îòæå, A çàìêíåíà.
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à)⇒ â). Íåõàé f : X → Y íåïåðåðâíå, V � îêië òî÷êè f(x).
Çà îçíà÷åííÿì îêîëó, iñíó¹ âiäêðèòàW , ùî f(x) ∈ W ⊂ V òîäi
øóêàíèé U = f−1(W ).

â) ⇒ à). Íåõàé V � âiäêðèòà, U = f−1(V ). Òîäi äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ f−1(V ) ìíîæèíà V ¹ îêîëîì f(x). Òîìó iñíó¹ âiä-
êðèòèé îêië U(x), ùî f(U(x)) ⊂ V . Öå îçíà÷à¹, ùî U(x) ⊂ U .
Òîìó U âiäêðèòà çà êðèòåði¹ì âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Âïðàâà 2.4. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) = 2x−1
x(1−x) çàäà¹ ãîìåî-

ìîðôiçì (0, 1) íà R.

Âïðàâà 2.5. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíi âiäêðèòi iíòåðâàëè ïðÿìî¨
ãîìåîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

Âïðàâà 2.6. Ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçì B2 → R2, äå B2 �
âiäêðèòà êóëÿ ðàäióñà 1.

Âïðàâà 2.7. Ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçì S2\{ω} → R2, äå S2

� ñôåðà îäèíè÷íîãî ðàäióñó, à ω � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà íà
S2.

Âïðàâà 2.8. ßêùî X ⊂ Y , òî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ id : X →
Y , id(X) = X, x ∈ X, ¹ âêëàäåííÿì.

Âïðàâà 2.9. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíîãî îêîëó V

òî÷êè f(x) iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x, ùî f(U) ⊂ V .

Âïðàâà 2.10. Äîâåñòè, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Âïðàâà 2.11. Äîâåñòè, ùî îáðàç áàçè ïðè íåïåðåðâíîìó âiä-
îáðàæåííi ìîæå íå áóòè áàçîþ.

Âïðàâà 2.12. [4, 156] Ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçìè ìiæ òîïî-
ëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè (X, τ) , (Y, σ) (ÿêùî òîïîëîãiÿ τ àáî σ

íå çàäàíà, òî ââàæàòè ¨õ ïðèðîäíîþ àáî iíäóêîâàíîþ ïðèðî-
äíîþ òîïîëîãi¹þ íà Rn):
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à) X = (−1, 1) i Y = R1;

á) X = (a, b) i Y = (c, d);

â) X = (0, 1) i Y = (0,+∞);

ã) X = Y = R, τ = {∅,R, (−∞, n), n ∈ Z}, σ = {∅,R,
(−n, n), n ∈ Z};

ä) X = Y = R, τ = {∅,R, (−∞,−1/n), n ∈ N}, σ = {∅,R,
(−1/n, n), n ∈ N};

å) X = Y = R, τ = {∅,R, (−∞,−1/n), n ∈ N}, σ = {∅,R,
(−n, n), n ∈ N};

¹) X = R, Y = [0,+∞), τ = {∅, X, [0,∞)}, σ = {∅, Y, (x,∞),

x ∈ [0,+∞)};

æ) X = R = Y , τ = {∅,R, (−∞, 0), (−∞,−1/n), n ∈ N},
σ = {∅,R, (−1/n, n), n ∈ N};

ç) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, Y = (−1, 1), σ = τ |Y ;

è) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, Y = (0,+∞), σ = τ |Y ;

i) X = R, Y = (a, b), a, b ∈ R, a < b, τ i σ � iíäóêîâàíi
ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà R;

¨) X = (−∞, 0), Y = (1,+∞), τ i σ � iíäóêîâàíi ïðèðîäíîþ
òîïîëîãi¹þ íà R;

é) X = (0, 1), Y = (a, b), a, b ∈ R, a < b, τ i σ � iíäóêîâàíi
ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà R;

ê) X = [0, 1), Y = (a, b], a, b ∈ R, a < b, τ i σ � iíäóêîâàíi
ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà R;

ë) X = S2 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = 1} � ñôåðà,

Y = {(x, y, z) ∈ R3 | x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1} � åëiïñî¨ä, τ i σ �

iíäóêîâàíi ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà R3;
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ì) X = Dn =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x21 + x22 + . . .+ x2n ≤ 1

}
� çàìêíåíèé n-âèìiðíèé äèñê (çàìêíåíà n-âèìiðíà êó-
ëÿ), Y = In = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | max |xk| ≤ 1} �
êóá, τ i σ � iíäóêîâàíi ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà Rn;

í) X = Dn
+ = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + . . . + x2n+1 ≤

1, xn+1 ≥ 0}� n-âèìiðíà ïiâêóëÿ, Y = Sn
+ = {(x1, x2, . . . ,

xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + x22 + . . . + x2n+1 = 1, xn+1 ≥ 0} - çà-
ìêíåíà ïiâñôåðà;

î) X =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x21 + x22 + . . .+ x2n < 1

}
� âiä-

êðèòèé n-âèìiðíèé äèñê, Y = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |
x21 + . . . + x2n+1 ≤ 1, xn+1 > 0} � âiäêðèòà n-âèìiðíà
ïiâêóëÿ);

Âïðàâà 2.13. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêi äâi âiäêðèòi âèïóêëi ïiä-
ìíîæèíè â En ãîìåîìîðôíi â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨. ×è ñïðà-
âåäëèâå öå òâåðäæåííÿ äëÿ äîâiëüíèõ âèïóêëèõ ïiäìíîæèí?

Âïðàâà 2.14. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ãîìåîìîðôíèé ïðîêî-
ëîòié ñôåði Sn\{ω}, äå ω - áóäü-ÿêà òî÷êà, ùî íàëåæèòü Sn.

Âïðàâà 2.15. Äîâåñòè, ùî â E3 êðóãîâèé öèëiíäð ñêií÷åí-
íî¨ âèñîòè áåç îñíîâ, îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä, âiäêðèòå
êiëüöå i ñôåðà áåç äâîõ òî÷îê ãîìåîìîðôíi îäèí îäíîìó.

Âïðàâà 2.16. Ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçì T 2 = S1
1 × S1

2 →
T 2 = S1

2 × S1
1 , äå S1

1 - ìåðèäiàí òîðà, à S1
2 - éîãî ïàðàëåëü.

Âïðàâà 2.17. Íåõàé f - ãîìåîìîðôiçì íà ñåáå ãðàíèöi Sn−1

êóëi Dn. Äîâåñòè, ùî f ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ãîìåîìîðôiçìó
âñi¹¨ êóëi Dn íà ñåáå.

Âïðàâà 2.18. Äîâåñòè, ùî f(A) ⊂ f(A) äëÿ áóäü-ÿêîãî íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i áóäü-
ÿêî¨ A ⊂ X.
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Âïðàâà 2.19. Íåõàé ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

X = A
⋃

B, A\B
⋂

B\A = ∅, A\B
⋂

B\A = ∅,

a f � âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà X, íåïåðåðâíå íà A i íà B.
Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå íà X.

Âïðàâà 2.20. ×è çàâæäè îáðàç âiäêðèòî¨ (çàìêíåíî¨) ìíîæè-
íè ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi ¹ âiäêðèòîþ (çàìêíåíîþ)
ìíîæèíîþ?

Âïðàâà 2.21. Íåõàé f -âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið Y . Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

à) f - ôàêòîðíå âiäîáðàæåííÿ;
á) f - âiäêðèòå;
â) f - çàìêíåíå;

Âïðàâà 2.22. Äîâåñòè, ùî ïðîåêòóâàííÿ òîïîëîãi÷íîãî äîáó-
òêó íà áóäü-ÿêèé ñïiâìíîæíèê ¹ íåïåðåðâíèì âiäêðèòèì (íå
îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíèì) âiäîáðàæåííÿì.

Âïðàâà 2.23. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà òîïîëî-
ãi÷íîìó äîáóòêó X × Y i íåïåðåðâíà ïî êîæíié çìiííié, ìîæå
íå áóòè íåïåðåðâíîþ íà X × Y .

Âïðàâà 2.24. Âêàçàòè íåãîìåîìîðôíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,
êîæåí ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíèé ïiäïðîñòîðó iíøîãî.

Âïðàâà 2.25. Âêàçàòè íåãîìåîìîðôíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,
êîæåí ç ÿêèõ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî i íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹-
òüñÿ íà iíøèé.

Ïðîñòið C(X,Y ) íàäiëÿ¹òüñÿ êîìïàêòíî-âiäêðèòîþ òîïî-
ëîãi¹þ, áàçîþ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíè

U(K,O) = {f ∈ C(X,Y ) | f(K) ⊆ O},
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äå K � êîìïàêòíà ìíîæèíà â X, à O � âiäêðèòà â Y .
ßêùî y0 � âiäìi÷åíà òî÷êà â Y , òî ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ

â y0 ¹ âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ â C(X,Y ).

Âïðàâà 2.26. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíè U(K,O) óòâîðþþòü áàçó
òîïîëîãi¨.

3.Òîïîëîãi÷íà ñóìà

Îçíà÷åííÿ 2.5. Òîïîëîãi÷íîþ ñóìîþ àáî íåçâ'ÿçíèì îá'¹ä-

íàííÿì òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,τ1) òà (Y ,τ2), ùî íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ X

⋃
Y ç òîïîëîãi¹þ

τ = {U ∪ V |U ∈ τ1, V ∈ τ2}.

Òîïîëîãi÷íà ñóìà ïðîñòîðiâ X òà Y ïîçíà÷à¹òüñÿ X ⊔ Y .

Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî X∩Y =

∅, òî ìíîæèíè X òà Y ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèìè ó X ⊔ Y .

Ïðèêëàä 2.1. [0, 1) ⊔ [2, 3] = [0, 1) ∪ [2, 3].

Ïðèêëàä 2.2. [0, 1) ⊔ [1, 2] ̸= [0, 2]. Çà îçíà÷åííÿì òîïîëîãi-
÷íî¨ ñóìè, [1,2] ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ ó [0, 1) ⊔ [1, 2]. Ïðîòå
[1,2] íå ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ ó [0, 2], áî â iíäóêîâàíié òî-
ïîëîãi¨ íà âiäðiçêó [0, 2] ¹äèíèì çàìêíåíèì âiäðiçêîì, ùî ¨é
íàëåæèòü, ¹ âiäðiçîê [0, 2].

Âïðàâà 2.27. Íåõàé A, B � âiäêðèòi ìíîæèíè ó ïðîñòîði X,
A ∪B = ∅. Äîâåñòè, ùî A ⊔B = A ∪B.

Âïðàâà 2.28. Íåõàé A, B � çàìêíåíi ìíîæèíè ó ïðîñòîði X,
A ∪B = ∅. Äîâåñòè, ùî A ⊔B = A ∪B.

Âïðàâà 2.29. Íåõàé 0 /∈ A ⊂ R. Äîâåñòè, ùî A = A− ⊔ A+,
äå A− = A ∩ (−∞, 0), A+ = A ∩ (0,+∞).
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4.Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê

Íàãàäà¹ìî, ùî äåêàðòîâèì äîáóòêîì äâîõ ìíîæèí X òà Y íà-
çèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ïàð: X × Y = {(X, y) | x ∈ X, y ∈ Y }, à
äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí Xi, i ∈N ìíîæèíà ïîñëiäîâ-
íîñòåé ΠXi = {(x1, x2, . . . ) | xi ∈ Xi}. Êîæíó òàêó ïîñëi-
äîâíiñòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òàêå âiäîáðàæåííÿ N→ XXi,
ùî i → Xi. ×åðåç π: ΠXi → Xi áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîåêöiþ íà
i-èé ìíîæíèê.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Òîïîëîãi÷íèì àáî òèõîíîâèì äîáóòêîì òî-
ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,τ1) òà (Y ,τ2) íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèé
äîáóòîêX × Y ç òîïîëîãi¹þ τ , áàçó ÿêî¨ ñêëàäàþòü ìíîæèíè
U × V , äå U ∈ τ1, V ∈ τ2. Òèõîíîâèì äîáóòêîì òîïîëîãi-
÷íèõ ïðîñòîðiâ (Xi,τi) íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèé äîáóòîê ΠXi ç
òîïîëîãi¹þ τ , ïåðåäáàçó ÿêî¨ ñêëàäàþòü ìíîæèíè π1(Ui), äå
Ui ∈ τi. Òîïîëîãiÿ τ ¹ íàéñëàáøîþ ç óñiõ òîïîëîãié íà ΠXi,
äëÿ ÿêèõ êîæíà ç ïðîåêöié πi ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 2.3. R× R = R2.

Âïðàâà 2.30. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãiÿ äîáóòîê R1 × R1 çáiãà-
¹òüñÿ ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ R2.

Ïðèêëàä 2.4. [0, 1]× [0, 1] = [0, 1]2 ⊂ R2.

Âïðàâà 2.31. Äîâåñòè, ùî íåñêií÷åíèé äîáóòîê äèñêðåòíèõ
äâîòî÷êîâèõ ìíîæèí ãîìåîìîðôíèé êàíòîðîâié ìíîæèíi (êàí-
òîðîâà ìíîæèíà ìîæå áóò îòðèìàíà â òàêèé ñïîñiá: âiäðiçîê
[0,1] ðîçðiçà¹òüñÿ íà 3 ðiâíi ÷àñòèíè i âèäàëÿ¹òüñÿ ñåðåäíÿ,
âiäðiçêè, ùî çàëèøèëèñÿ çíîâó ðîçðiçàþòüñÿ òà 3 ÷àñòèí i âè-
äàëÿþòüñÿ ñåðåäèíè i ò.ä.).

Âïðàâà 2.32. Íåõàé A i B - ïiäìíîæèíè â äåÿêèõ òîïîëîãi-
÷íèõ ïðîñòîðàõ. Äîâåñòè, ùî:

à) A×B = A×B;
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á) Int(A×B) = IntA× IntB;
â) ∂(A×B = ∂A×B)

⋃
(A × ∂(B)).

Âïðàâà 2.33. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê T1-ïðîñòîðiâ
(ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ) ¹ T1-ïðîñòîðîì (âiäïîâiäíî ãàóñäîð-
ôîâèì ïðîñòîðîì).

Âïðàâà 2.34. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið X òîäi i òiëüêè òîäi ¹ T1-
ïðîñòîðîì, êîëè äiàãîíàëü ∆ òîïîëîãi÷íîãî äîáóòêó X ×X ¹
ïåðåòèíîì äåÿêî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Âïðàâà 2.35. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið X ãàóñäîðôîâèé òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äiàãîíàëü ∆ òîïîëîãi÷íîãî äîáóòêó X ×X ¹
çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â X ×X.

Âïðàâà 2.36. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê òîäi i òiëü-
êè òîäi ìà¹ çëi÷åíó áàçó, êîëè êîæåí êîîðäèíàòíèé ïðîñòið
ìà¹ çëi÷åíó áàçó i òîïîëîãi¨ âñiõ êîîðäèíàòíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
çëi÷åíîãî ÷èñëà, òðèâiàëüíi.

Âïðàâà 2.37. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê äâîõ ãàóñ-
äîðôîâèõ ïðîñòîðiâ ¹ ãàóñäîðôîâèì.

5.Ôàêòîðïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 2.7. Íåõàé (X,τ) - òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y - ìíî-
æèíà i f âiäîáðàæåííÿ X → Υ. Ôàêòîðòîïîëîãi¹þ âiäíîñíî
âiäîáðàæåííÿ f i òîïîëîãi¨ τ íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüø ñèëüíà ç
óñiõ òîïîëîãié íà ìíîæèíi Y , äëÿ ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ f íåïå-
ðåðâíå. Íåõàé òåïåð ω - âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíî-
æèíiX, Y - ôàêòîðìíîæèíàX/ω i f - ïðèðîäíà ïðîåêöiÿX →
X/ω, ÿêà êîæíié òî÷öix ∈Õ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ êëàñ
åêâiâàëåíòíîñòi. Òîäi ôàêòîðïðîñòið ïðîñòîðó (X,τ) çà âiä-
íîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ω - öå ôàêòîðìíîæèíà X/ω, ùî
ìà¹ ôàêòîðòîïîëîãiþ âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ f i òîïîëîãi¨ τ
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. ×àñòî ôàêòîðïðîñòið ïîçíà÷àþòü òàê, ÿê i ôàêòîðìíîæè-
íó, òîáòî ñèìâîëîì X/ω. ßêùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ω
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíî îòîòîæíþ¹ óñi òî÷êè ç äåÿêî¨ ïiäìíî-
æèíè À⊂Õ ç äåÿêîþ îäíi¹þ òî÷êîþ, òî ôàêòîðïðîñòið ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç X/À.

ßêùî ω - âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â I2, ÿêå îòîòîæíþ¹
òî÷êè (0;b) i (1;1 - b), òî MB = I2/ω - öå ëèñò Ìåáióñà.

ßêùî ω - âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â I2, ÿêå îòîòîæíþ¹
òî÷êè (0;b) ç (1;b) i (à;0) ç (1 - à;1), òî KB = I2/ω - ïëÿøêà
Êëåéíà.

ßêùî ω - âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â I2, ÿêå îòîòîæíþ¹
òî÷êè (0;b) ç (1;1 - b) i (à;0) ç (1 - à;1), òî RP 2 = I2/ω - ïðîå-
êòèâíà ïëîùèíà.

Âïðàâà 2.38. Çíàéòè ôàêòîðïðîñòiðX/ ∼ òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó (X, τ) çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ∼, ÿêùî:

1. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a, c}, . . . }; ∼ � òàêå íàéìåíøå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî a ∼ c, b ∼ d;

2. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a, b}}, ∼ � òàêå íàéìåíøå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî a ∼ b, c ∼ d;

3. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}}, ∼ � òàêå íàéìåíøå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî a ∼ b, c ∼ d;

4. X = {a, b, c, d, e}, τ = {∅, X, {a, b}, {c}, . . . }, ∼ � íàéìåí-
øå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî a ∼ b, c ∼ d, c ∼ e;

5. X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {a,∼ c ∼ c ∼ b}};

6. X = Z, τ � òîïîëîãiÿ öèôðîâî¨ ïðÿìî¨, ∼ � òàêå âiä-
íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà Z, ùî k ∼ l, òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè k − l äiëèòüñÿ íà n ∈ N (öèôðîâå êîëî, êîëè
n ïàðíå);
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7. X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � òîïîëîãiÿ ðîçáèòòÿ, ∼
� âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíå äàíèì ðîçáè-
òòÿì;

8. (X, τ) � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ∼ � âiäíîøå-
ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, êîæåí êëàñ ÿêîãî ñêðiçü ùiëüíèé â
X;

9. X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, ∼ � òàêå âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi, ùî x ∼ y, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x = y,
x, y ∈ Q;

10. X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, ∼ � òàêå âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi, ùî x ∼ y, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x ∼ y,
ùî íå íàëåæèòü Q.

Âïðàâà 2.39. Íåõàé D1 = [�1;1] - îäíîâèìiðíèé äèñê, S0 = {�
1;1}- íóëüâèìiðíà ñôåðà. Äîâåñòè, ùî D1/S0 ∼= S1 - êîëî.

Âïðàâà 2.40. Íåõàé I2 = [0;1]×[0;1] îäèíè÷íèé êâàäðàò, ω -
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â I2, ÿêå îòîòîæíþ¹ òî÷êè (0;t) i
(1;t), t ∈ I = [0,1]. Äîâåñòè, ùî I2/ω ∼= S1×I - öèëiíäð.

Âïðàâà 2.41. Íåõàé ω � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â I2,
ÿêå îòîòîæíþ¹ òî÷êè (0; b) ç (1; b) i (a; 0) ç (a; 1). Äîâåñòè, ùî
Ò2 = I2/ω ∼= S1 × S1 � òîð.

Âïðàâà 2.42. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñôåðà Sn−1 ¹ ìåæåþ äèñêà
Dn, òî Dn/Sn−1 = Sn.

Âïðàâà 2.43. ßêà ïîâåðõíÿ áóäå îäåðæàíà, ÿêùî â ïðàâèëü-
íîìó øåñòèêóòíèêó ñêëå¨òè ïðîòèëåæíi ñòîðîíè çà îñüîâèìè
ñèìåòðiÿìè ìiæ íèìè?

Âïðàâà 2.44. Ñêiëüêè ðiçíèõ (íå ãîìåîìîðôíèõ) ïîâåðõîíü
ìîæíà îòðèìàòè ïîïàðíî ñêëåþþ÷è ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà,
øåñòèêóòíèêà?
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6.Áóêåò, öèëiíäð, êîíóñ, íàäáóäîâà

Îçíà÷åííÿ 2.8. Òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì ç âiäìi÷åíîþ òî-

÷êîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (X,x0), äå X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
x0 ∈ X.

Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê X×Y ïðîñòîðiâ (X,x0) i (Y, y0) ìà¹
âiäìi÷åíó òî÷êó (x0, y0). Íà ôàêòîðïðîñòîði X/ ∼ ïðîñòîðó
(X,x0) âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ ¹ êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi òî÷êè x0.
Âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ íà [0, 1] ââàæà¹òüñÿ 0.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Áóêåò X ∨ Y ïðîñòîðiâ (X,x0) i (Y, y0) �
öå íåçâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ ïðîñòîðiâ X i Y , â ÿêîìó òî÷êó x0
ñêëå¹íî ç y0:

X ∨ Y = (X ⊔ Y )/ ∼, x0 ∼ y0.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Öèëiíäðîì íàä ïðîñòîðîì X íàçèâà¹òüñÿ
äîáóòîê CylX = X × I, äå I = [0, 1].

Îçíà÷åííÿ 2.11. Êîíóñîì ConX íàä X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòið

ConX = X × I/X × {1},

ùî îòðèìàíèé ç öèëiíäðà X × I ñòÿãóâàííÿì âåðõíüî¨ îñíîâè
X × {1} â òî÷êó.

Ïðèêëàä:

ConSn = Dn+1.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Íàäáóäîâîþ ΣX íàäX íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòið

ΣX = ConX/X × {0},

ùî îòðèìàíèé ç êîíóñà ConX ñòÿãóâàííÿì îñíîâè X × {0} â
òî÷êó.
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Ïðèêëàä:

ΣSn = Sn+1.

Îçíà÷åííÿ 2.13. Çìiøàíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòið

X ∧ Y = X × Y/X ∨ Y.

Ïðèêëàä:

Sn ∧ Sk = Sn+k.

ßêùî X � ïðîñòið ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ x0, òî â îïåðàöiÿõ
êîíóñà i íàäáóäîâè áóäåìî äîäàòêîâî x0×I ñòÿãóâàòè â òî÷êó,
ÿêó i áóäåìî ââàæàòè âiäìi÷åíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.14. Íåõàé X,Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, A ⊆
Y , f : A → X � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Êàæóòü, ùî ïðî-
ñòiðX∪fY îòðèìàíî çX ïðèêëåþâàííÿì Y çà âiäîáðàæåííÿì
f , ÿêùî

X ∪f Y = (X ⊔ Y )/ ∼, x ∼ f(x), x ∈ A.

Âïðàâà 2.45. Äîâåñòè ðiâíîñòi (ãîìåîìîðôíiñòü ïðîñòîðiâ)

à) X ∨ S0 = X ⊔ ∗,

á) ([0, 1], 0) ∨ ([2, 3], 2) = ([−1, 1], 0),

â) ([−1, 1], 0) ∨ ([2, 4], 3) = (X, 0),

ã) CylS0 = [0, 1] ⊔ [2, 3],

ä) ConSn = Dn+1,

å) ΣSn = Sn+1,

¹) Sn ∧ Sk = Sn+k,

æ) X ∨ Y = X ∪f Y, f : x0 → y0, x0 ∈ X, y0 ∈ Y.



3.Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi

Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi � öå âëàñòèâîñòi, ùî çáåðiãàþòüñÿ ïðè
ãîìåîìîðôiçìàõ. Äî òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäíîñÿòü ñå-
ïðàðàáåëüíiñòü òà iñíóâàííÿ ó ïðîñòîðó çëi÷åíî¨ áàçè (2-ãà
àêñiîìà çëi÷åíîñòi).

1.Çâ'ÿçíiñòü òà ëiíiéíà çâ'ÿçíiñòü

Îçíà÷åííÿ 3.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì,
ÿêùî éîãî íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïîðî-
æíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Â iíøîìó âè-
ïàäêó ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ íåçâ'ÿçíèì. ßêùî X íåçâ'ÿçíèé
ïðîñòið, òî iñíóþòü òàêi âiäêðèòòi íå ïîðîæíi ìíîæèíè U i
V, ùî X = UΥV i U ∩ V ̸= ∅. Òîäi ìíîæèíè U i V ¹ òàêîæ
çàìêíåíèìè, ÿê äîïîâíåííÿ äî âiäêðèòèõ. Â öüîìó âèïàäêó
òàêîæ êàæóòü, ùî ïàðà {U , V } ¹ ðîçáèòòÿì ïðîñòîðó X.

Ïiäìíîæèíà çâ'ÿçíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði, ÿêùî âîíà
çâ'ÿçíà â íüîìó ÿê ïiäïðîñòið.

ßêùîX ̸= ∅, Y ̸= ∅ iX∩Y = ∅, òî ïàðà {X, Y } ¹ ðîçáèòòÿì
X ⊔ Y .

Ïðèêëàä 3.1. Ìíîæèíà X = [0, 1]∪[2, 3] ¹ íåçâ'ÿçíîþ, à ïàðà
{[0, 1], [2, 3]} ¹ ¨¨ ðîçáèòòÿì.

Òåîðåìà 3.1. Ìíîæèíà X = [0, 1] ¹ çâ'ÿçíîþ.

51
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî äëÿ X = [0, 1]

iñíó¹ ðîçáèòòÿ {U , V }. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî
ââàæàòè, ùî 0 ∈ U . Íåõàé a = inf V . ßêùî a ∈ U , òî a < 1.
Îñêiëüêè U � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî ðàçîì ç òî÷êîþ a âîíà
ìiñòèòü i ÿêèéñü ¨¨ ε-îêië (ε > 0). Òîìó [0, a + ε) ⊂ U . Çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî inf V ≥ a + ε. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü
õèáíiñòü ïðèïóùåííÿ, ùî a ∈ U .

Óìîâà a /∈ U ðiâíîñèëüíà a ∈ V . Îñêiëüêè 0 ∈ U , òî a > 0.
Îñêiëüêè V � âiäêðèòà i a ∈ V , òî iñíó¹ ε-îêië a ùî ìiñòèòüñÿ
â V . Òîìó (a − ε, a] ⊂ V . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a − ε ≥ inf V.

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2. Îáðàç çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó ïðè íåïåðåðâíîìó

âiäîáðàæåííi � çâ'ÿçíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó X. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî iñíó¹
ðîçáèòòÿ {U, V } ìíîæèíè f(X) ⊂ Y . Òîäi {f−1(U), f−1(V )} ¹
ðîçáèòòÿì X, ùî ïðîòèði÷èòü çâ'ÿçíîñòi Õ.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òå, ùî çâ'ÿçíiñòü � òîïîëîãi÷íà
âëàñòèâiñòü.

Ëåìà 3.1. X,Y � çâ'ÿçíi i X ∩ Y ̸= ∅, òî îáìåæåííÿ X ∪ Y

òàêîæ ¹ çâ'ÿçíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùîX∪Y íå ¹ çâ'ÿçíèì,
òîäi iñíó¹ éîãî ðîçáèòòÿ {U , V }. Îñêiëüêè X ∩Y ̸= ∅, òî iñíó¹
x ∈ X∩Y . Íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, x ∈ U . Íåõàé y ∈ V . ßêùî
y ∈ X, òî {U ∩X, V ∩X} � ðîçáèòòÿ X, ùî ïðîòèði÷èòü éîãî
çâ'ÿçíîñòi. ßêùî y ∈ Y , òî {U ∩ Y , V ∩ Y } � ðîçáèòòÿ Y , ùî
ïðîòèði÷èòü éîãî çâ'ÿçíîñòi. Îòðèìàíi ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäÿòü
ëåìó.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi (àáî êîìïîíåí-

òîþ) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíî çâ'ÿçíà
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â íüîìó ïiäìíîæèíà, òîáòî òàêà çâ'ÿçíà ìíîæèíà, ÿêà íå ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ íiÿêî¨ iíøî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè. Iíøè-
ìè ñëîâàìè, U ¹ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X, ÿêùî
çâ'ÿçíà i íå iñíó¹ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè V ⊃ U , V ̸= U .

Ç îçíà÷åííÿ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi òà òåîðåìè 3.3 âèïëè-
âà¹

Íàñëiäîê 6. Ïðè ãîìåîìîðôiçìi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi âiä-

îáðàæàþòüñÿ ó êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Çîêðåìà, ãîìåîìîð-

ôíi ïðîñòîðè ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi.

Ç ëåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî äâi ðiçíi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòæå, ïðîñòið X ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñâî¨ êîìïî-
íåíòè çâ'ÿçíîñòi.

Ëåìà 3.2. ßêùî f : X → Y � ãîìåîìîðôiçì, A ⊂ X, òî

îáìåæåííÿ f |A : A → f(A) òà f |X\A : X \ A → Y \ f(A)

òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî ùî f � ái¹êöiÿ âèïëèâà¹, ùî f |A : A → f(A)

òà f |X\A : X \A → Y \ f(A) òàêîæ ¹ ái¹êöiÿìè. Ïîêàæåìî, ùî
âiäêðèòi â òîïîëîãi¨ A ìíîæèíè âiäîáðàæàþòüñÿ íà âiäêðèòi
ìíîæèíè â òîïîëîãi¨ f(A). Íåõàé V ∈ τA. Òîäi iñíó¹ U ∈ τX ,
ùî V = U ∩ A. Ç ái¹êòèâíîñòi f âèïëèâà¹, ùî f(V ) = f(U) ∩
f(A). Îñêiëüêè f � ãîìåîìîðôiçì, òî f(U) ∈ τY . Òîìó f(V ) =

f(U) ∩ f(A) ∈ τf(A). Çàñòîñóâàííÿ àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü äî
f−1|f(A) = (f |A)−1 äîâîäèòü, ùî f |A � ãîìåîìîðôiçì.

ßêùî ïåðåïîçíà÷èòè A òà X \A, òî îòðèìà¹ìî, ùî f |X\A :

X \A → Y \ f(A) � ãîìåîìîðôiçì.

Íàñëiäîê 6 ðàçîì ç ëåìîþ 3.2 äîçâîëÿþòü äîâîäèòè íå ãî-
ìåîìîðôíiñòü äåÿêèõ çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî
öå íà ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.2. Âiäðiçîê [a, b] íå ãîìåîìîðôíèé iíòåðâàëó (c, d).
Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì f : [a, b] →
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(c, d). Òîäi f |(a,b] : (a, b] → (c, f(a))∪ (f(a), d) òàêîæ ãîìåîìîð-
ôiçì, ùî íåìîæëèâî, áî (a, b] ìà¹ îäíó êîìïîíåíòó, à (c, f(a))∪
(f(a), d) � äâi.

Äëÿ äîâåäåííÿ çâ'ÿçíîñòi çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ
ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Øëÿõîì ç òî÷êè x â òî÷êó y â òîïîëîãi-
÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ γ :

[0, 1] → X òàêå, ùî γ(0) = x, γ(1) = y. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê
x, y ∈ X iñíó¹ øëÿõ ç x â y.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî X ëiíiéíî çâ'ÿçíèé, òî X çâ'ÿçíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùîX ëiíiéíî çâ'ÿçíèé,
òà iñíó¹ ðîçáèòòÿ {U , V } ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè U ̸= ∅, V ̸= ∅,
òî iñíóþòü x ∈ U , y ∈ V . Iç ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi X âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ øëÿõó γ : [0, 1] → X ç ç òî÷êè x â òî÷êó y. Òî-
äi {γ−1(U), γ−1(V )} ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0,1], ùî ïðîòèði÷èòü
òåîðåìi 3.1. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó.

Ïðèêëàä 3.3. Ñôåðà S2 ¹ çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ. Íåõàé O �
öåíòð ñôåðè. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê x, y ∈ S2 ðîçãëÿíå-
ìî ïëîùèíó α, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè O, x, y. Íåõàé β �
íàéìåíøà ç äóã, íà ÿêi òî÷êè x, y ïîäiëÿþòü êîëî α ∩ S2. Îð-
òîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ β íà ïðÿìó (x, y) ç ïîäàëüøèì ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì âiäðiçêà [x, y] íà [0, 1] çàäà¹ ãîìåîìîðôiçì ω

ìiæ β òà [0, 1]. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ω−1 çàäà¹ øëÿõ ç x ó
y.

Äëÿ ïiäìíîæèí ïðÿìî¨ çâ'ÿçíiñòü ðiâíîñèëüíà ëiíiéíié çâ'ÿçíîñòi.
Ïðîòå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, iç ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi íå âèïëè-
âà¹ çâ'ÿçíiñòü, ùî äåìîíñòðóþòü íàñòóïíi ïðèêëàäè.
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Ïðèêëàä 3.4. Ïðîñòið

X = {0} × [−1, 1] ∪ {(x, y) ∈ R2|y = sin
1

x
, x ̸= 0}

¹ çâ'ÿçíèì i ëiíiéíî íåçâ'ÿçíèì. Çàóâàæèìî, ùî X = X− ∪
X0∪X+, äå X− = {(x, y) ∈ X|x < 0}, X0 = {(x, y) ∈ X|x = 0},
X+ = {(x, y) ∈ X|x > 0}. Êîæíà ç öèõ ìíîæèí ¹ ëiíiéíî
çâ'ÿçíîþ, à îòæå, çâ'ÿçíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ó ïðîñòîðà X

iñíó¹ ðîçáèòòÿ {U, V }, (0, 0) ∈ U . Îñêiëüêè U âiäêðèòà, òî âîíà
ìiñòèòü îêië (0, 0) i òîìó ïåðåòèíà¹òüñÿ ç êîæíîþ iç ìíîæèí
X−, X0, X+. Îñêiëüêè V ̸= ∅, òî V ïåðåòèíà¹òüñÿ õî÷à á iç
îäíi¹þ ç ìíîæèí X−, X0, X+. Íåõàé öå áóäå X−. Òîäi {U ∩
X−, V ∩X−} ¹ ðîçáèòòÿì X−, ùî ïðîòèði÷èòü éîãî çâ'ÿçíîñòi.
Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü çâ'ÿçíiñòü X.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî X ëiíiéíî çâ'ÿçíèé, òî äëÿ x ∈ X−
òà y ∈ X0 iñíó¹ øëÿõ γ : [0, 1] → X iç x ó y, γ(t) = {x(t), y(t)}.
Íåõàé t0 = infx(t)=0 t. Ç ðîçðèâíîñòi â 0 ôóíêöi¨ y = sin 1

x

âèïëèâà¹ ðîçðèâíiñòü y(t) â t0, ùî ïðîòèði÷èòü íåïåðåðâíîñòi
γ i äîâîäèòü ëiíiéíó íåçâ'ÿçíiñòü X.

Ïðèêëàä 3.5. (Ìóðàøêà i ãðåáiíåöü) Ïðîñòið

Y = {(0, 1)} ∪ [0, 1]× {0} ∪
∞⋃
i=1

{
1

i

}
× [0, 1]

¹ çâ'ÿçíèì i ëiíiéíî íåçâ'ÿçíèì.

Âïðàâà 3.1. [4, 486] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ìíîæèíà A êîìïîíåíòîì
ïðîñòîðó (X, τ) ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó, çâ'ÿçíîþ,
ÿêùî:

à) X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}}, A = {a, b};

á) X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}}, A = {b, c};

â) X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, c}}, A = {b, c};
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ã) X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}}, A = {a, c};

ä) X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {b, c},
{a, b, c}, {a, b, d}}, A = {a, c, d};

å) (X, τ) � öèôðîâà ïðÿìà, A = {−n, . . . , n}, n ∈ N;

¹) X = N, τ � òîïîëîãiÿ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié Äiðiõëå,
A = N;

æ) X = Z, τ � òîïîëîãiÿ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié, A = N;

ç) X = R, τ � êîñêií÷åííà òîïîëîãiÿ, A = Z;

è) X = R, τ � êîçëi÷íà òîïîëîãiÿ, A = Z;

i) X = R, τ = {∅,R,N,Z,Q}, A = [0, 1];

¨) X = R, τ = {∅,R,Q,R \Q}, A = [0, 1];

ê) X = R, τ � ðîäèíà îá'¹äíàíü âiäðiçêiâ ç öiëèìè êiíöÿ-
ìè òà îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí ç öiëèìè åëåìåíòàìè, A =

[0, 1];

ë) X = R, τ � [0, 1]-âìiñíà òîïîëîãiÿ, A = [2, 3];

ì) X = R, τ � 0-âìiñíà òîïîëîãiÿ, A = Z;

í) X = R, τ � A-âèëó÷åíà òîïîëîãiÿ, A = Q;

î) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = N;

ï) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = [0, 1];

ð) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = [0,+∞).

ò) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = Q;
ó) (X, τ) � ïëîùèíà Çîðãåíôðåÿ, A = (iQ);
ô) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = {(x,−x) | x ∈ R};
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õ) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = R2 \Q2;
ö) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = R2\

(
(R\Q)×{0}

)
;

÷) R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ,A = ({0, 1}×{0})∪
⋃

n∈N({1/n}×
[0, 1]);

ø) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = ({0, 1} × {0}) ∪⋃
n∈N({1/n} × [0, 1]);
ù) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A = {(x, sin(1/x)) |

x ∈ R \ {0}};
ü) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A =

(
R \ 2

)
∪ {(x, y) |

|x| ≤ 1, y ∈ R};
þ) X = R2, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ, A =

⋃
x∈R{x} × [0, 1];

ÿ) X = Mn(R), τ � áóäü-ÿêà òîïîëîãiÿ.

Âïðàâà 3.2. [4, 487] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ íà
R2, A = GL2(R), çâ'ÿçíîþ, êîëè:

a) A = {(x, y) ∈ R2 | y = ex − 2};

b) A = {(x, y) ∈ R2 | 2x2 = y2 + 1};

c) A = {(x, y) ∈ R2 | x2 > y2 ≥ 1};

d) A = {(x, y) ∈ R2 | 1 = x2, y2 ≥ 1};

e) A = {(x, y) ∈ R2 | x2y2 ≥ 1};

Âïðàâà 3.3. [4, 488] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(X, τ) çâ'ÿçíèì i ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, êîëè:

a) (X, τ) � ïðîñòið Ñåðïiíñüêîãî;

b) X = N \ {1}, τ � òîïîëîãiÿ äiëüíèêiâ;

d) X = N, τ � öèôðîâà ïðÿìà;

e) X = Z, τ � òîïîëîãiÿ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié;

f) X = Q, τ � öèôðîâà ïðÿìà;
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k) X = R, τ � ïðèðîäíà òîïîëîãiÿ;

l) (X, τ) � åâêëiäiâ ïðîñòið;

m) X = R, τ � êîêîìïàêòíà òîïîëîãiÿ;

n) X = Q ∪ {p}, p /∈ Q, τ � òîïîëîãiÿ îäíîòî÷êîâî¨ êîìïà-
êòôiêàöi¨ âiäêðèòîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R;

o) (X, τ) � ñòðiëêà Çîðãåíôðåÿ;

p) X = Zn, τ � iíäóêîâàíà åâêëiäîâîþ ìåòðè÷íîþ òîïîëî-
ãi¹þ íà Rn+1.

Âïðàâà 3.4. [4, 489] Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(X, τ) çâ'ÿçíèì i ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, êîëè:

a) X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � àíòiäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

b) X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

â) X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � òîïîëîãiÿ çëîìàíî¨ π;

ã) X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � A-âèìiðíà òîïîëîãiÿ, A ⊂
X � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà;

ä) X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, τ � A-âèëó÷åíà òîïîëîãiÿ,
A ⊂ X � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà;

å) X � âëàñíà íàäìíîæèíà íîñiÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
S, τ � òîïîëîãiÿ âiëüíîãî ðîçøèðåííÿ S äî X;

¹) X � âëàñíà íàäìíîæèíà íîñiÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
S, τ � òîïîëîãiÿ çàìêíåíîãî ðîçøèðåííÿ S äî X;

æ) X � âëàñíà íàäìíîæèíà íîñiÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
S, τ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ S äî X;

ç) X � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, τ � êîñi÷íåííà òîïîëîãiÿ;
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è) X = R, τ � êîçëi÷åíà òîïîëîãiÿ;

Âïðàâà 3.5. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðX íåçâ'ÿçíèé
⇔ iñíó¹ âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà U òàêà, ùî U ̸= ∅ i U ̸=
X.

Âïðàâà 3.6. Äîâåñòè, ùî iíòåðâàëè [a, b], [a, b), (a, b], (a,
b), ∞ ≤ a<b ≤ ∞, i òiëüêè âîíè ¹ çâ'ÿçíèìè ìíîæèíàìè â
ñòàíäàðòíié òîïîëîãi¨ íà ïðÿìié.

Âïðàâà 3.7. Äîâåñòè, ùî çàìèêàííÿ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè çâ'ÿçíà
ìíîæèíà.

Âïðàâà 3.8. Äîâåäiòü òàêi âëàñòèâîñòi êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi:
1) êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó x äîðiâíþ¹

îá'¹äíàííþ âñiõ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü òî÷êó x,
2) äîâiëüíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ,
3) ÿêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åíîãî

÷èñëà êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, òî êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi
¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ,

4) êîæíi äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
àáî çáiãàþòüñÿ,

5) ó ãîìåîìîðôíèõ ïðîñòîðiâ îäíàêîâå ÷èñëî êîìïîíåíò
çâ'ÿçíîñòi.

Âïðàâà 3.9. Äîâåñòè, ùî ïðîñòiðX = {(x,0)∈ R2| x ≤0}∪{(x,
sin(1/x))| x>0} ¹ çâ'ÿçíèì, àëå ëiíiéíî íå çâ'ÿçíèì.

Âïðàâà 3.10. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà ç R1 çâ'ÿçíà òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ðàçîì ç áóäü-ÿêèìè äâîìà òî÷êàìè âîíî ìi-
ñòèòü âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ öi òî÷êè.

Âïðàâà 3.11. Íàâåñòè ïðèêëàä çâ'ÿçíèõ ìíîæèí, ïåðåòèí
ÿêèõ íå ¹ çâ'ÿçíèì.

Âïðàâà 3.12. Äîâåñòè, ùî ÿêùî A i B - çàìêíåíi ìíîæè-
íè, îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèí ÿêèõ ¹ çâ'ÿçíèìè ìíîæèíàìè, òî i
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ìíîæèíè A, B - çâ'ÿçíi. ×è ïðàâèëüíå öå òâåðäæåííÿ äëÿ íå-
çàìêíåíèõ ìíîæèí A i B?

Âïðàâà 3.13. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà â R2, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç òî÷îê, ó ÿêèõ õî÷à á îäíà êîîðäèíàòà iððàöiîíàëüíà, çâ'ÿçíà.

Âïðàâà 3.14. Íàâåñòè ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ùî
ìiñòèòü îäíîòî÷êîâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi.

Âïðàâà 3.15. ×è ¹ îáðàç íåçâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó ïðè íåïåðåðâ-
íîìó âiäîáðàæåííi íåçâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì?

Âïðàâà 3.16. Äîâåñòè, ùî ÿêùî íåïåðåðâíà äiéñíà ôóíêöiÿ
f , âèçíà÷åíà íà çâ'ÿçíîìó ïðîñòîðiX, ïðèéìà¹ äîäàòíi i âiä'¹ìíi
çíà÷åííÿ, òîäi â äåÿêié òî÷öi ç X âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü.

Âïðàâà 3.17. Äîâåñòè, ùî âiäêðèòèé ïðîìiæîê (iíòåðâàë) íå
ãîìåîìîðôíèé íiÿêîìó íàïiââiäêðèòîìó òà íiÿêîìó çàìêíåíî-
ìó ïðîìiæêó.

Âïðàâà 3.18. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ïðîñòîðè íå ãîìåîìîð-
ôíi:

a) R1 i Rn ïðè n > 1;
á) S1 i [a; b];
â) S1 i Sn ïðè n > 1;
ã) áóêâè Å i È, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïiäïðîñòîðè â R2.

Âïðàâà 3.19. Äîâåñòè, ùî ÿêùî U � âiäêðèòà çâ'ÿçíà ïiä-
ìíîæèíà â R2 (â Rn), òî U � ëiíiéíî çâ'ÿçíà.

Âêàçiâêà.Äîâåäiòü, êîðèñòóþ÷èñü êðèòåði¹ì âiäêðèòèõ ìíî-
æèí, ùî êîæíà êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi U ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ.

2.Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ÿêi
ïîâ'ÿçàíi ç ìîæëèâiñòþ ïîáóäîâè îêîëiâ, ÿêi íå ïåðåòèíàþ-
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òüñÿ, äëÿ ìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî âiäîêðåìëåííÿ
îäíi¹¨ ìíîæèíè âiä iíøî¨ çà äîïîìîãîþ îêîëiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) ìîæå çàäîâîëü-
íÿòè òàêèì àêñiîìàì:

T0: äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X, x ̸= y iñíó¹ îêië U òî÷êè
y, ùî x /∈ U àáî îêië V òî÷êè x, ùî y /∈ U .

T1: äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X, x ̸= y iñíó¹ îêië U òî÷êè
y, ùî x /∈ U .

T2: äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê X, y ∈ X, x ̸= y iñíóþòü ¨õ îêîëè,
ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

T3: ∀ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A i ∀ x /∈ A ∃U , V ∈ τ : A ⊂ U ,
x ∈ V , U ∩ V = ∅.

T31/2
: ∀ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A i ∀ x /∈ A ∃ íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f :X →[0,1], f(A) = 0, f(X) = 1. Â öüîìó âèïàäêó
êàæóòü, ùî òî÷êà x i ìíîæèíà A ¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäîêðåì-
ëåíèìè.

T4: ∀ çàìêíåíèõ ìíîæèí A i B, A∩B = ∅ ∃U , V ∈ τ : A ⊂ U ,
B ⊂ V , U ∩ V = ∅.

Ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìi Ti íàçèâà¹òüñÿ Ti-ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 3.5. ßêùî ïðîñòið, çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìi T2, éîãî
íàçèâàþòü ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì. Ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ àêñiîìàì T1 i T3 íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, àêñiîìàì T1 i
T31/2

� òèõîíîâèì, àáî öiëêîì ðåãóëÿðíèì, àêñiîìàì T1 i T4 �
íîðìàëüíèì.

Îñêiëüêè ïðè ãîìåîìîðôiçìi çàìêíåíi ìíîæèíè âiäîáðà-
æàþòüñÿ ó çàìêíåíi, âiäêðèòi ó âiäêðèòi, îêîëè ó îêîëè, òî
êîæíà ç àêñiîì âiäîêðåìëåííÿ ¹ òîïîëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ.

Òåîðåìà 3.4. (Êðèòåðié T1-ïðîñòîðó). Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið

(X, τ) ¹ Ò1-ïðîñòîðîì òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà

ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, ¹ çàìêíåíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé x ∈ X, X � Ò1-ïðîñòið. Çà
àêñiîìîþ Ò1, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ̸= x iñíó¹ îêië U(y), ùî x /∈
U(y). Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ X \ {x}
iñíó¹ îêië U(y), ùî U(y) ⊂ X \ {x}. Çà êðèòåði¹ì âiäêðèòî¨
ìíîæèíè, X \ {x} � âiäêðèòà, à {x} � çàìêíåíà.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ çà-
ìêíåíîþ, òî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X, x ̸= y ìíîæèíè
U(x) = X \ {y} òà U(y) = X \ {x} ¹ ¨õ îêîëàìè òàêèìè, ùî
y /∈ U(x), x /∈ U(y).

Òåîðåìà 3.5. Ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó ¹ ãàóñäîð-

ôîâèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïðîñòið X ãàóñäîðôiâ, A ⊂ X i x, y ∈ A,
x ̸= y, òî iñíóþòü ¨õ âiäêðèòi â X îêîëè U(x) òà U(y) òàêi,
ùî U(x) ∩ U(y) = ∅. Òîäi ìíîæèíè V (x) = U(x) ∩ A, V (y) =

U(y)∩A ¹ âiäêðèòèìè â iíäóêîâàíié íà A òîïîëîãi¨ i ¹ îêîëàìè
â A òî÷îê x, y, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ëåìà 3.3. (Óðiñîí). Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X,τ) íîðìàëü-

íèé òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ çàìêíåíèõ ìíî-

æèí A i B, A∩B = ∅ iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1],

f(A) = 0, f(B) = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A i B � çàìêíåíi ìíîæèíè
íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X, A ∩ B = ∅. Ïîêëàäåìî U0 = A,
U1 = X \ A. Çà àêñiîìîþ T4 äëÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí A òà B

iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U1/2, ùî A ⊂ U1/2, A∩B = ∅. Äàëi çà
iíäóêöi¹þ âèçíà÷à¹ìî U 2k+1

2n+1
ÿê âiäêðèòèé îêië U k

2n
, äëÿ ÿêîãî

U 2k+1

2n+1
∩X \ U k+1

2n
= ∅.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Q2 ìíîæèíó ÷èñåë âèãëÿäó m
2n , äå
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m,n ∈ N. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : X → [0, 1] ôîðìóëîþ

f(x) = sup
t∈Q2,x∈Ut

t = inf
t∈Q2,x/∈X\Ut

t.

Äîâåäåìî, ùî f � íåïåðåðâíå. Äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó (a, b)

ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi ai → a, bi → b, ai, bi ∈ Q2, a ≤ ai <

bi ≤ b. Òîäi

f−1(a, b) = f−1(
∞⋃
i=1

(ai, bi)) = f−1(
∞⋃
i=1

([0, bi) \ [0, ai])) =

=

∞⋃
i=1

(f−1[0, bi)) \ f−1[0, ai])) =

∞⋃
i=1

(Ubi \ Uai).

Òàêèì ÷èíîì, ïðîîáðàç äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî iíòåðâàëó ¹ âiä-
êðèòîþ ìíîæèíîþ. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ïðîîáðàç äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âiäêðèòèé. Òîìó âiäîáðàæåííÿ f

íåïåðåðâíå.
Äîñòàòíiñòü. U = f−1([0, 13)), V = f−1((23 , 1]).

Òåîðåìà 3.6 (Òiòöå�Óðiñîí). Íåõàé X � íîðìàëüíèé òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A ⊂ X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà. ßêùî

f : A → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà g : X →
R òàêà, ùî g ↾A= f .

Âïðàâà 3.20. Äîâåñòè, ùî äèñêðåòíèé òà ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòîðè ¹ Ò0, Ò1,i Ò2-ïðîñòîðàìè.

Âïðàâà 3.21. Äîâåñòè, ùî òðèâiàëüíèé ïðîñòið (X, τ0) íå
áóäå Ò0, Ò1 ÷è Ò2-ïðîñòîðîì, ÿêùî |X|>1.

Âïðàâà 3.22. Äîâåñòè, ùî ïðîñòîðè (X = {x, y}, τ = {∅, {x}, X})
i (R, τ+ = {(a,+∞)| a ∈ R}) T1, àëå íå Ò0-ïðîñòîðè.

Âïðàâà 3.23. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíè Z, R ç êîñêií÷åíîþ òî-
ïîëîãi¹þ ¹ íå ãàóñäîðôîâèìè Ò1-ïðîñòîðàìè.
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Âïðàâà 3.24. Íåõàé f , g: X → Y íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ
i Y T2-ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà {x ∈ X| f(X) = g(X)}
¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 3.25. Äîâåñòè, ùî óìîâó iñíóâàííÿ äâîõ âiäêðèòèõ
ìíîæèí â àêñiîìi T4 ìîæíà çàìiíèòè íà óìîâó iñíóâàííÿ âiä-
êðèòî¨ ìíîæèíè UA,B òàêî¨, ùî A ⊂ UA,B i UA,B ∩B = ∅.

Âïðàâà 3.26. Äîâåñòè, ùî êîæíèé íîðìàëüíèé ïðîñòið ¹ òè-
õîíîâèì, êîæíèé òèõîíîâèé � ðåãóëÿðíèì, êîæíèé ðåãóëÿð-
íèé � ãàóñäîðôîâèì.

Âïðàâà 3.27. Íàâåñòè ïðèêëàä T0-ïðîñòîðó, â ÿêîìó æîäíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà íå çàìêíåíà.

Âïðàâà 3.28. Äîâåñòè, ùî â T1-ïðîñòîði áóäü-ÿêà ìíîæèíà ¹
ïåðåòèíîì äåÿêî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Âïðàâà 3.29. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið T1-ïðîñòîðó
¹ T1-ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.30. Íåõàé T1 i T2 - äâi òîïîëîãii íà îäíié i òié æå
ìíîæèíi X, ïðè÷îìó T1 ⊂ T2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî (X, T1) - T1-
ïðîñòið (T2-ïðîñòið), òî i (X, T2) - T1-ïðîñòið (T2-ïðîñòið).

Âïðàâà 3.31. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið áóäå ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.32. Íàâåñòè ïðèêëàä íåãàóñäîðôîâîãî T1-ïðîñòîðó.

Âïðàâà 3.33. Íàâåñòè ïðèêëàä ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó çi
çëi÷åííîþ áàçîþ, â ÿêîìó äîâiëüíà çàìêíåíà ìíîæèíà íå áóäå
ïåðåòèíîì çëi÷åííî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Âïðàâà 3.34. Íåõàé X ¹ T1-ïðîñòîðîì, x-ãðàíè÷íà òî÷êà
ìíîæèíè A ⊂ X i U - äîâiëüíèé îêië òî÷êè x. Äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà U

⋂
A íåñêií÷åííà.
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Âïðàâà 3.35. Äîâåñòè, ùî â T1-ïðîñòîði ìíîæèíà âñiõ ãðà-
íè÷íèõ òî÷îê äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè çàìêíåíà.

Âïðàâà 3.36. Íåõàé X - ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, â ÿêîìó áóäü-
ÿêà ïiäìíîæèíà àáî âiäêðèòà, àáî çàìêíåíà. Äîâåñòè, ùî:

à) â X íå ìîæå iñíóâàòè áiëüøå îäíi¹¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè;
á) ÿêùî x - ãðàíè÷íà òî÷êà, òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ̸= x

ìíîæèíà {y} âiäêðèòà.

Âïðàâà 3.37. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ãà-
óñäîðôîâèé.

Âïðàâà 3.38. Äîâåñòè, ùî T1-ïðîñòið X òîäi i òiëüêè òîäi
ðåãóëÿðíèé, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíî¨ çà-
ìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X, ùî íå ìiñòèòü òî÷êó x, iñíó¹ òàêèé
îêië U òî÷êè x, ùî U

⋂
A = ∅.

Âïðàâà 3.39. Äîâåñòè, ùî T1-ïðîñòið X òîäi i òiëüêè òîäi
ðåãóëÿðíèé, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈
X iñíó¹ òàêèé îêië V òî÷êè x, ùî V ⊂ U .

Âïðàâà 3.40. Äîâåñòè, ùî â îçíà÷åííi ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó
àêñiîìó T1 ìîæíà çàìiíèòè íà T0. ×è âiðíå öå òâåðäæåííÿ äëÿ
íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ?

Âïðàâà 3.41. Íàâåñòè ïðèêëàä ãàóñäîðôîâîãî íåðåãóëÿðíîãî
ïðîñòîðó.

Âïðàâà 3.42. Íàâåñòè ïðèêëàä äâîõ òîïîëîãié T1 i T2 íà
îäíié ìíîæèíi, ç ÿêèõ T1 - ðåãóëÿðíà, T2 - íåðåãóëÿðíà i T1 ⊂
T2.

Âïðàâà 3.43. Íàâåñòè ïðèêëàä ðåãóëÿðíîãî, àëå íå öiëêîì
ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó.

Âïðàâà 3.44. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ðåãóëÿðíîãî
(ïîâíiñòþ ðåãóëÿðíîãî) ïðîñòîðó ðåãóëÿðíèé (ïîâíiñòþ ðåãó-
ëÿðíèé).
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Âïðàâà 3.45. Äîâåñòè, ùî ïîòóæíiñòü ïîâíiñòþ ðåãóëÿðíîãî
çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, íå ìåíøå
ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìà.

Âïðàâà 3.46. Äîâåñòè, ùî T1-ïðîñòið íîðìàëüíèé òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ éîãî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí
A i B, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, iñíó¹ òàêèé îêië U ìíîæèíè A,
ùî U

⋂
B = ∅.

Âïðàâà 3.47. Äîâåñòè, ùî T1-ïðîñòið X òîäi i òiëüêè òîäi
íîðìàëüíèé, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X i
äîâiëüíîãî éîãî îêîëó U iñíó¹ òàêèé îêië V ìíîæèíè A, ùî
V ⊂ U .

Âïðàâà 3.48. Äîâåñòè, ùî çàìêíåíèé ïiäïðîñòið íîðìàëüíî-
ãî ïðîñòîðó ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.49. Íàâåñòè ïðèêëàä ïîâíiñòþ ðåãóëÿðíîãî ïðî-
ñòîðó, ÿêèé íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.50. Äîâåñòè, ùî íîðìàëüíèé ïðîñòið ïîâíiñòþ ðå-
ãóëÿðíèé.

Âïðàâà 3.51. Äîâåñòè, ùî T1-ïðîñòið, ¹äèíà òî÷êà ÿêîãî íå
içîëüîâàíà, ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.52. Íåõàé X - ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, â ÿêîìó ìíî-
æèíà íåiçîëüîâàíèõ òî÷îê ñêií÷åííà. Äîâåñòè, ùîX íîðìàëü-
íèé ïðîñòið.

Âïðàâà 3.53. ×è äîâiëüíèé çëi÷åííèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið
íîðìàëüíèé?

Âïðàâà 3.54. Äîâåñòè, ùî ðåãóëÿðíèé ïðîñòið çi çëi÷åííîþ
áàçîþ íîðìàëüíèé.

Âïðàâà 3.55. ×è ¹ çëi÷åííèé ðåãóëÿðíèé ïðîñòið íîðìàëü-
íèì ïðîñòîðîì?
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Âïðàâà 3.56. Äîâåñòè, ùî îáðàç íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó ïðè
íåïåðåðâíîìó çàìêíåíîìó âiäîáðàæåííi ¹ íîðìàëüíèì ïðî-
ñòîðîì.

Âïðàâà 3.57. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê áóäü-ÿêî¨
ìíîæèíè ïîâíiñòþ ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ ïîâíiñòþ ðåãóëÿð-
íèé.

Âïðàâà 3.58. Íåõàé X - ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ç òî-
ïîëîãi¹þ, áàçèñîì ÿêî¨ ¹ ñiì'ÿ âñiõ íàïiââiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ.
Ïîêàçàòè, ùî X - íîðìàëüíèé ïðîñòið, à òîïîëîãi÷íèé äîáó-
òîê X ×X íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.59. Íåõàé äëÿ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí A i B, ùî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ ôóíêöiÿ
Óðiñîíà. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíè A i B ìiñòÿòü â X îêîëè, ùî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Âïðàâà 3.60. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíî-
æèíè A íîðìàëüíîãî ïðîñòîðóX i äîâiëüíîãî îêîëó U ìíîæè-
íè A iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ g : X → [a; b], a, b ∈
R, a ̸= b, ùî

g(x) =

{
a, ÿêùî x ∈ A,

b, ÿêùî x ∈ X\U.

Âïðàâà 3.61. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið íîð-
ìàëüíèé.

Âïðàâà 3.62. Äîâåñòè, ùî íîðìàëüíèé ïðîñòið çi çëi÷åííèì
áàçèñîì ìåòðèçîâàíèé (òåîðåìà Óðiñîíà).

Âïðàâà 3.63. Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà-
çèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ, ÿêùî A = f−1(0) äëÿ
äåÿêîãî f : X → J . Ïiäìíîæèíà B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ, ÿêùî ìíîæèíà
X\B ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà. Äîâåñòè, ùî:
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à) çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí
ìîæå íå áóòè ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ;

á) îá'¹äíàííÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí ìîæå íå
áóòè ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ.

3.Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 3.6. Ïîêðèòòÿì ïiäìíîæèíè A ïðîñòîðó X íà-
çèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ {Ui ⊂ X: i ∈ S} òàêà, ùî A ⊂

⋃
i∈S Ui. Ïîêðèò-

òÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì, ÿêùî âñi Ui - âiäêðèòi, i ñêií÷åíèì,
ÿêùî S ñêií÷åíà ìíîæèíà.

ßêùî T ⊂ S, òî ïiäñiì'ÿ {Ui ⊂ X: i ∈ T} íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïîêðèòòÿì ïîêðèòòÿ {Ui ⊂ X: i ∈ S}, ÿêùî âîíà ñàìà ¹
ïîêðèòòÿì A.

Îçíà÷åííÿ 3.7. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî
äîâiëüíå ¨¨ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìiñòèòü ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið êîìïàêòíèé, ÿêùî âií êîìïàêòíèé â ñî-
ái ÿê ïiäìíîæèíà.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A ⊂ X. A

¹ êîìïàêòíîþ â X ìíîæèíîþ òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè

ïiäïðîñòið A ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ ¹ êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü.ÍåõàéA � êîìïàêòíà ìíîæèíà, {Vi}i∈α
� âiäêðèòå ïîêðèòòÿ A â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨. Çà îçíà÷åííÿì
ïiäïðîñòîðó, äëÿ êîæíîãî Vi iñíó¹ âiäêðèòà â X ìíîæèíà Ui

òàêà, ùî Vi = Ui ∩ A. Òîäi {Ui}i∈α âiäêðèòå â X ïîêðèòòÿ A.
Iç êîìïàêòíîñòi A âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åíîãî ïiäïîêðèòòÿ
U1, . . . , Un. Çâiäêè ìà¹ìî, ùî {V1 = U1 ∩A, . . . , Vn = Un ∩A} �
ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ äëÿ {Vi}i∈α.

Äîñòàòíiñòü. Çà àíàëîãi¹þ ç íåîáõiäíiñòþ, ç iñíóâàííÿ
ñêií÷åíîãî ïiäïîêðèòòÿ äëÿ {Vi}i∈α âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñêií-
÷åíîãî ïiäïîêðèòòÿ äëÿ {Ui}i∈α.
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Òåîðåìà 3.8. Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið, A � çàìêíåíà

â X ìíîæèíà. Òîäi A êîìïàêòíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Ui}i∈α � âiäêðèòå âX ïîêðèòòÿ A. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà X \ A âiäêðèòà, òî {X \ A,Ui}i∈α � âiäêðèòå ïî-
êðèòòÿ X. Iç êîìïàêòíîñòi X âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åíîãî
ïiäïîêðèòòÿ. ßêùî âîíî ìiñòèòü ìíîæèíó X \ A òî âèëó÷è-
ìî ¨¨, à ÿêùî íå ìiñòèòü � çàëèøèìî ïiäïîêðèòòÿ áåç çìií. Â
ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ äëÿ A.

Òåîðåìà 3.9. Íåõàé X � ãàóñäîðôiâ ïðîñòið, A � êîìïàêòíà

â X ìíîæèíà. Òîäi A çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà X \ A � âiäêðèòà. Äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X \ A òà êîæíî¨ òî÷êè y ∈ A, çà àêñiî-
ìîþ Ò2, iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè Uy(x) òî÷êè x òà U(y), ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi {U(y)}y∈A � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïà-
êòíî¨ ìíîæèíè A. Ç êîìïàêòíîñòi âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñêií÷å-
íîãî ïiäïîêðèòòÿ {U(y1), . . . , U(yn)} (A ⊂ ∪n

i=1U(yi)). Ïîêëà-
äåìî U(x) = Uy1(x) ∩ . . . ∩ Uy1(x). Òîäi U(x) � îêië òî÷êè x i
U(x) ∩U(yi) = ∅, (1 ≤ i ≤ n). Òîìó U(x) ∩ ∪n

i=1U(yi) = ∅, çâiä-
êè U(x) ∩ A = ∅, ùî ðiâíîñèëüíå U(x) ⊂ X \ A. Çà êðèòåði¹ì
âiäêðèòèõ ìíîæèí, X \A âiäêðèòà, à îòæå, A çàìêíåíà.

Òåîðåìà 3.10. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Òîäi îáðàç f(X) êîìïàêòíèé â Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Vi}i∈α � äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìíî-
æèíè f(X). Ç íåïåðåðâíîñòi f âèïëèâà¹, ùî Ui = f−1(Vi) �
âiäêðèòi â X. Òîìó {Ui}i∈α � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ X. Ñêîðè-
ñòàâøèñü êîìïàêòíiñòþ X çíàõîäèìî ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ
U1, . . . , Un. Òîäi éîãî îáðàç V1, . . . , Vn ¹ ñêií÷åíèì ïiäïîêðè-
òòÿì äëÿ f(X).
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Òåîðåìà 3.11. ßêùî f : X → Y � âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X íà ãàóñäîðôî-

âèé ïðîñòið Y , òî f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâàìè òåîðåìè âiäîáðàæåííÿ f ái¹êòèâíå òà
íåïåðåðâíå. Äëÿ ãîìåîìîðôiçìà çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè òå,
ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì, ùî â íàøîìó âè-
ïàäêè îçíà÷à¹ âiäêðèòiñòü àáî çàìêíåíiñòü âiäîáðàæåííÿ f

(îáðàçè çàìêíåíèõ ìíîæèí çàìêíåíi). Íåõàé A � çàìêíåíà â
X ìíîæèíà. Òîäi çà òåîðåìîþ 3.8 ìíîæèíà A êîìïàêòíà. Çà
òåîðåìîþ 3.10 f(A) êîìïàêòíà, à çà òåîðåìîþ 3 f(A) çàìêíå-
íà.

Òåîðåìà 3.12 (Êîìïàêòíiñòü âiäðiçêà). Âiäðiçîê [0, 1] ¹ êîì-

ïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Uα}α∈A � äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ âiä-
ðiçêà [0, 1], òîáòî [0, 1] ⊂

⋃
α∈A Uα òà êîæíå Uα âiäêðèòå â R.

Ïîêëàäåìî S := {x ∈ [0, 1] | [0, x] ìîæíà ïîêðèòè ñêií-
÷åííîþ êiëüêiñòþ ìíîæèí iç {Uα}α∈A }.

Ïîêàæåìî, ùî S íåïîðîæíÿ. Îñêiëüêè 0 ∈ [0, 1], iñíó¹ Uα0

ç 0 ∈ Uα0 . ×åðåç âiäêðèòiñòü Uα0 iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî [0, ε] ⊂
Uα0 . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (0, ε] âiäðiçîê [0, x] ïîêðèâà¹òüñÿ
îäíi¹þ ìíîæèíîþ Uα0 , òîæ x ∈ S i S ̸= ∅.

Ìíîæèíà S îáìåæåíà çâåðõó ÷èñëîì 1, îòæå iñíó¹ s :=

supS ∈ [0, 1]. Ïîêàæåìî, ùî s = 1. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå:
s < 1. Îñêiëüêè {Uα} ïîêðèâà¹ [0, 1], iñíó¹ Uβ , ùî ìiñòèòü s.
×åðåç âiäêðèòiñòü Uβ iñíó¹ δ > 0 ç iíòåðâàëîì (s− δ, s+ δ) ⊂
Uβ .

Iç âèçíà÷åííÿ ñóïðåìóìà iñíó¹ x ∈ S òàêå, ùî s− δ
2 < x ≤

s. Çà îçíà÷åííÿì S âiäðiçîê [0, x] ìà¹ ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
{Uα1 , . . . , Uαm}. Òîäi îá'¹äíàííÿ {Uα1 , . . . , Uαm , Uβ} ïîêðèâà¹

[0, x] ∪ (s− δ, s+ δ) ⊃ [0, s+ δ
2 ].
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Çîêðåìà, âiäðiçîê [0, y] iç y := min{1, s+ δ
2} òàêîæ ïîêðèâà¹-

òüñÿ ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ìíîæèí ç íàøîãî ïîêðèòòÿ. Îòæå
y ∈ S. Àëå y > s (áî s + δ

2 > s i ìè ïðèïóñòèëè s < 1), ùî
ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ s = supS. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ, òîæ
ìóñèòü áóòè s = 1.

Îòæå 1 ∈ S, òîáòî iñíó¹ ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ äëÿ [0, 1].
Îñêiëüêè âèáið ïîêðèòòÿ áóâ äîâiëüíèì, [0, 1] ¹ êîìïàêòíèì.

Òåîðåìà 3.13 (Òèõîíîâà). Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê äâîõ êîì-

ïàêòíèõ ïðîñòîðiâ ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (X, τX), (Y, τY ) � êîìïàêòíi ïðîñòîðè, {Wi}i∈α
� âiäêðèòå ïîêðèòòÿ X×Y . Îñêiëüêè êîæíåWi = ∪kUi,k×Vi,k

(Ui,k ∈ τX , Vi,k ∈ |τY ) , òî {Ui,k×Vi,k}i,k òàêîæ âiäêðèòå ïîêðè-
òòÿ (ïîêðèòòÿ äîáóòêàìè). Iñíóâàííÿ ñêií÷åíîãî ïiäïîêðèòòÿ
äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ðiâíîñèëüíî iñíóâàííþ
ñêií÷åíîãî ïîêðèòòÿ äëÿ ïîêðèòòiâ äîáóòêàìè (ïîêðèòòÿ äî-
áóòêàìè ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàãàëüíîãî, à ÿêùî iñíó¹ ñêií-
÷åíå ïiäïîêðèòòÿ äëÿ ïîêðèòòÿ äîáóòêàìè, îòðèìàíîãî iç çà-
ãàëüíîãî ïîêðèòòÿ, òî çàìiíèâøè äîáóòêè öüîãî ïiäïîêðèòòÿ
íà Wi, ùî ¨õ ìiñòÿòü, îòðèìà¹ìî ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ).

Îòæå, íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî Wi = Ui × Vi. Íåõàé x ∈ X.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó, {x} × Y , ùî ãîìåîìîðôíà Y i òîìó ¹
êîìïàêòíîþ. Òi ìíîæèíè ç Wi = Ui ×Vi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ç
{x} × Y óòâîðþþòü ¨¨ ñêií÷åíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ, äëÿ ÿêîãî
iñíó¹ ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ {Ux

1 ×V x
1 , . . . , U

x
m×V x

m}. Ïîçíà÷èìî
U(x) = U1 ∩ . . . ∩ Um � âiäêðèòèé îêië òî÷êè x.

Ïðîâåäåìî òàêó ïîáóäîâó äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X. Òîäi
{U(x)}x∈X � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X. Ç êîìïàêòíîñòi
X âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åíîãî ïiäïîêðèòòÿ {U(x1), . . . , U(xk)}.
Äëÿ êîæíîãî U(xi) iç öüîãî ïiäïîêðèòòÿ, çà ïîáóäîâîþ, iñíó¹
ñêií÷åíå ÷èñëî äîáóòêiâ Uxi

j ×V xi
j , ùî ïîêðèâàþòü U(xi)×Y .

Îòæå, {Uxi
j × V xi

j }i,j � ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ X × Y .
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Òåîðåìà 3.14 (Ãåéíå-Áîðåëÿ). . Íåõàé A ⊂ Rn. Ìíîæèíà

A êîìïàêòíà òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè âîíà çàìêíåíà òà

îáìåæåíà.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî A êîìïàêòíà, òî çàìêíåíiñòü
âèïëèâà¹ iç ãàóñäîðôîâîñòi Rn i òåîðåìè 3.8. Îáìåæåíiñòü äî-
âåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ A âiä-
êðèòèìè êóëÿìè ç öåíòðàìè â òî÷êàõ A i ðàäióñó 1. Ñêií÷åíå
ïiäïîêðèòòÿ ¹ îáìåæåíèì, ç ÷îãî âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü A.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî ìíîæèíà A îáìåæåíà, òî âîíà îáìå-
æåíà ïî êîæíié êîîðäèíàòi. Òîìó ìîæíà òàê ïiäiáðàòè ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò, ùî A ⊂ In (I=[0,1]). Çà òåîðåìîþ 3.12 âiäðiçîê I

� êîìïàêòíèé, à çà òåîðåìîþ 3.13 êóá In � êîìïàêòíèé. Òîìó
ìíîæèíà A êîìïàêòíà, ÿê çàìêíåíà ïiäìíîæèíà êîìïàêòíîãî
ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 3.8. Êîìïàêòèôiêàöi¹þ ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ
ïàðà cX = (Y, c), äå Y - êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, à
c : X → Y âêëàäåííÿ òàêå, ùî c(X) = Y . ßêùî äîïîâíåííÿ
Y \c(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, òî êîìïàêòèôiêàöiÿ íàçè-
âà¹òüñÿ îäíîòî÷êîâîþ àáî êîìïàêòèôiêàöi¹þ Àëåêñàíäðîâà.

Îçíà÷åííÿ 3.9. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíèì, iñíó¹ êîìïàêòíèé îêië.

Òåîðåìà 3.15. Äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ãàóñäîðôîâîãî íå

êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ îäíîòî÷êîâà êîìïàêòèôiêà-

öiÿ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïðîñòîðó (X, τX) ïîêëàäåìî Y = X ∪ ω, äå
ω /∈ X � òî÷êà.

τY = τx ∪ {ω ∪X \A | A− êîìïàêòíà â X}.
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Äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ Y iñíó¹ âiäêðèòà ìíî-
æèíà U0, ùî ìiñòèòü ω. Ðåøòà ìíîæèí öüîãî ïîêðèòòÿ ¹ âiä-
êðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A. Äëÿ íüîãî iñíó¹
ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ, ÿêå ðàçîì ç U0 ¹ ñêií÷åíèì ïiäïîêðèò-
òÿì Y .

Äëÿ äîâåäåííÿ ãàóñäîðôîâîñòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êî-
ëè îäíà ç òî÷îê ¹ ω, à iíøà íåõàé x ∈ X. Çà ëîêàëüíîþ
êîìïàêòíîñòþ â X iñíó¹ êîìïàêòíèé îêië U òî÷êè x. Òîäi
V = ω ∪X \ U ¹ îêîëîì ω â Y . Çà ïîáóäîâîþ, U ∩ V = ∅.

Äëÿ äâîõ ðiçíèõ òî÷îê, ùî íàëåæàòü X iñíóþòü ¨õ îêîëè,
ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Âîíè æ áóäóòü øóêàíèìè îêîëàìè öèõ
òî÷îê â Y .

Âïðàâà 3.64. ßêùî (X, τ) � íåêîìïàêòíèé ïðîñòið, òî ïîêëà-
äåìî Y =X∪∞, äå∞ - òî÷êà, ùî íå íàëåæèòüX, τ∞ = τ∪{U∪
∞: X\U êîìïàêòíå â X}. Äîâåñòè, ùî τ∞- òîïîëîãiÿ íà Y i,
ÿêùî X - ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî-êîìïàêòíèé ïðîñòið (êîæíà
òî÷êà ìà¹ êîìïàêòíèé îêië), òî (Y , c) - êîìïàêòèôiêàöiÿ X,
äå c : X → Y - íàòóðàëüíå âêëàäåííÿ.

Âïðàâà 3.65. Äîâåñòè, ùî âñi îäíîòî÷êîâi êîìïàêòèôiêàöi¨
ãîìåîìîðôíi.

Âïðàâà 3.66. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ω = {0,. . . ,1}∈ Sn ⊂ Rn+1,
φ: Sn\ω → Rn ñòåðåîãðàôi÷íà ïðîåêöiÿ (φ(X) öå òî÷êà ïå-
ðåòèíó ïðîìåíÿ ωx ç êîîðäèíàòíîþ ïëîùèíîþ xn+1 = 0), òî
(Sn,φ1) ¹ îäíîòî÷êîâîþ êîìïàêòèôiêàöi¹þ ïðîñòîðó Rn.

Âïðàâà 3.67. Äîâåñòè, ùî êîìïàêòíèé ïðîñòið ç äèñêðåòíîþ
òîïîëîãi¹þ ñêií÷åííèé.

Âïðàâà 3.68. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè êîæíå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðóX åëåìåíòàìè äåÿêîãî
áàçèñó ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.
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Âïðàâà 3.69. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið òîäi i òiëüêè òîäi êîìïà-
êòíèé, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ éîãî íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè iñíó¹
òî÷êà ïîâíîãî íàêîïè÷åííÿ.

Âïðàâà 3.70. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíîìó íåñêií÷åííîìó êîì-
ïàêòíîìó ïðîñòîði iñíó¹ çëi÷åííà íåçàìêíåíà ìíîæèíà.

Âïðàâà 3.71. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê [a; b] ¹ êîìïàêòíîþ â ñîái
ïiäìíîæèíîþ â R1.

Âïðàâà 3.72. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà â Rn êîìïàêòíà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà çàìêíåíà i îáìåæåíà.

Âïðàâà 3.73. Äîâåñòè, ùî íåçàìêíåíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîð-
ôîâîãîà ïðîñòîðó íå ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.74. Äîâåñòè, ùî íåïîðîæíÿ êîìïàêòíà ìíîæèíà â
R1 ìiñòèòü ñâîþ òî÷íó âåðõíþ i íèæíþ ãðàíü.

Âïðàâà 3.75. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êîìïàêòíèõ
ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ i êîìïàêòíîþì ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 3.76. Íàâåñòè ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, â
ÿêîìó ïåðåòèí äåÿêèõ äâîõ êîìïàêòíèõ ìíîæèí íå ¹ êîìïà-
êòíîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 3.77. Íàâåñòè ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, â
ÿêîìó çàìèêàííÿ äåÿêî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè íå êîìïàêò.

Âïðàâà 3.78. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåiçîëüîâàíî¨ òî÷êè
x êîìïàêòíîãî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ òàêà ìíîæèíà
A ⊂ X, ùî x ¹ ¹äèíîþ òî÷êîþ ïîâíîãî íàêîïè÷åííÿ äëÿ A.

Âïðàâà 3.79. Äîâåñòè, ùî êîæíà çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ìíîæè-
íà â R1 àáî ïîðîæíÿ ìíîæèíà, àáî òî÷êà, àáî âiäðiçîê.

Âïðàâà 3.80. Íåõàé Y = {Aα : α ∈ M}, äå êîæíå Aα -
êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà â äåÿêîìó ãàóñäîðôîâîìó ïðîñòîði i
ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ åëåìåíòiâ ç Y çâ'ÿçíèé. Äî-
âåñòè, ùî ìíîæèíà

⋃
α ∈M

Aα çâ'ÿçíà.
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Âïðàâà 3.81. Íàâåñòè ïðèêëàä çâ'ÿçíîãî, àëå íåëîêàëüíî
çâ'ÿçíîãî ãàóñäîðôîâîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó.

Âïðàâà 3.82. Íåõàé X - çâ'ÿçíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, A
i B - íå ïîðîæíi çàìêíåíi â íüîìó ìíîæèíè, ùî íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ êîìïîíåíòà ìíîæèíè X\(A

⋃
B),

çàìèêàííÿ ÿêî¨ ïåðåòèíà¹òüñÿ ç A i B.

Âïðàâà 3.83. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà äiéñíà ôóí-
êöiÿ íà êîìïàêòíîìó ïðîñòîði îáìåæåíà i äîñÿãà¹ ñâî¨õ òî÷íèõ
âåðõíiõ i íèæíiõ ãðàíåé.

Âïðàâà 3.84. Äîâåñòè, ùî äiéñíà âñþäè äîäàòíà ôóíêöiÿ íà
êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X âiääàëåíà âiä íóëÿ (òîáòî iñíó¹ òàêå
ε > 0, ùî f(x) > ε äëÿ âñiõ x ∈ X) .

Âïðàâà 3.85. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ïðîåêòóâàííÿ pr1 :

X × Y → X çàìêíåíå, ÿêùî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Âïðàâà 3.86. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà
òîïîëîãi÷íîìó äîáóòêó áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôî-
âèõ ïðîñòîðiâ çàëåæèòü âiä çëi÷åíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò.

Âïðàâà 3.87. Äîâåñòè, ùî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið
ìåòðèçîâàíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ çëi÷åííó áàçó.

Âïðàâà 3.88. Äîâåñòè, ùî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið
íîðìàëüíèé.

4.Ìíîãîâèäè

Ïîêëàäåìî Rn
+ = {(x− 1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|xn ≥ 0}.

Îçíà÷åííÿ 3.10. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íàçèâà¹òüñÿ (òî-
ïîëîãi÷íèì) ìíîãîâèäîì ðîçìiðíîñòi n, ÿêùî:
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1. M � ãàóñäîðôiâ ïðîñòið (äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê iñíó-
þòü ¨õ îêîëè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ);

2. M çàäîâîëüíÿ¹ äðóãié àêñiîìi çëi÷åííîñòi (iñíó¹ çëi÷åíà
áàçà);

3. M � ëîêàëüíî åâêëiäiâ (äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè iñíó¹ îêië
ãîìåîìîðôíèé âiäêðèòié ìíîæèíi URn

+).

Îñòàííi äâi óìîâè ìîæóòü áóòè çàìiíåíi îäíîþ � iñíó¹
òàêå çëi÷åííå ïîêðèòòÿ {Ui} ïðîñòîðó M âiäêðèòèìè ìíîæè-
íàìè Ui, ùî êîæíà Ui ¹ ãîìåîìîðôíîþ âiäêðèòié ïiäìíîæèíi
Rn
+.

Îçíà÷åííÿ 3.11. Ïàðè (Ui, hi), äå hi � ãîìåîìîðôiçì Ui â Rn
+,

íàçèâàþòüñÿ êàðòàìè äëÿM ; ñiì'ÿ {(Ui, hi)}, ùî ïîêðèâàþòü
M , íàçèâà¹òüñÿ àòëàñîì. Âiäîáðàæåííÿ hi çàäà¹ ëîêàëüíó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò (x1, . . . , xn): êîæíié òî÷öi p ∈ Ui ñòàâëÿòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü êîîðäèíàòè òî÷êè hi(p) ∈ Rn

+.

Îçíà÷åííÿ 3.12. Ìåæåþ ìíîãîâèäà M íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-
íà òî÷îê ∂M ⊂ M , ùî x ∈ ∂M , ÿêùî iñíó¹ êàðòà (U, h), h :

U → Rn
+ â òî÷öi x, â ÿêié xn(h(x)) = 0. ßêùî ìåæà ìíîãîâèäà

M ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî êàæóòü ùî M � ìíîãîâèä áåç
ìåæi. Äîïîâíåííÿ M \ ∂M íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiñòþ ìíî-
ãîâèäà.

Îçíà÷åííÿ 3.13. Çàìêíåíèì ìíîãîâèäîì íàçèâà¹òüñÿ êîì-
ïàêòíèé ìíîãîâèä áåç ìåæi.

Òåîðåìà 3.16 (ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ äëÿ ìíîãîâèäiâ). Íåõàé
â ïðîñòîði Rn çàäàíî ñèñòåìó ðiâíÿíü

fi(x1, ..., xn) = 0, i = 1, ...,m, (3.1)

äå fi � ãëàäêi ôóíêöi¨ i M � ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñè-

ñòåìè. ßêùî ðàíã ìàòðèöi J =
(

∂fi
∂xj

)
âñþäè íà ìíîæèíi M

äîðiâíþ¹ k, òî M ¹ ìíîãîâèäîì ðîçìiðíîñòi n− k.
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Ïðèêëàä 3.6. n-âèìiðíà ñôåðà Sn = {(x1, . . . , xn+1) : x21 +

...+x2n+1−1 = 0} ¹ ìíîãîâèäîì, îñêiëüêè J = (2x1, . . . , 2xn+1),
ðàíã J äîðiâíþ¹ 1 íà Sn, dimSn = n+ 1− 1 = n.

Ïðèêëàä 3.7. Ìíîæèíà ìàòðèöüM(n, k) ç äiéñíèìè åëåìåí-
òàìè íàäiëÿ¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ ìíîãîâèäó çàâäÿêè âiäîáðàæåí-
íþ i : M(n, k) → Rnk,

i((aij)) = {a11, a12, . . . , a1k, a21, . . . , a2k, . . . , ank}.

Âïðàâà 3.89. Äîâåñòè, ùî ñôåðà

Sn = {(x1, ..., xn+1) :

n+1∑
i=1

x2i = 1}

¹ ìíîãîâèäîì òà ïîáóäóâàòè àòëàñ êàðò äëÿ íå¨.

Âïðàâà 3.90. Äîâåñòè, ùî äâîâèìiðíèé òîð T 2 ¹ ìíîãîâèäîì
òà ïîáóäóâàòè àòëàñ êàðò äëÿ íüîãî.

Âïðàâà 3.91. Äîâåñòè, ùî äiéñíèé ïðîåêòèâíèé ïðîñòið RPn

¹ ìíîãîâèäîì òà ïîáóäóâàòè àòëàñ êàðò äëÿ íüîãî.

Âïðàâà 3.92. Äîâåñòè, ùî êîìïëåêñíèé ïðîåêòèâíèé ïðîñòið
CPn ¹ ìíîãîâèäîì òà ïîáóäóâàòè àòëàñ êàðò äëÿ íüîãî.

Âïðàâà 3.93. Äîâåñòè, ùî ãðàôiêMf íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f :

ℜn → R1 (M +f = {(x1, x2, ..., xn+1) : xn+1 = f(x1, x2, ..., xn)})
¹ n-âèìiðíèì ìíîãîâèäîì.

Âïðàâà 3.94. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U

ìíîãîâèäà M ¹ ìíîãîâèäîì.

Âïðàâà 3.95. Äîâåñòè, ùî ãðóïà íå âèðîäæåíèõ ìàòðèöü
GL(n,ℜ) òà ãðóïà ñïåöiàëüíèõ îðòîíîðìîâàíèõ ìàòðèöü SO(n)

¹ ìíîãîâèäàìè. Îá÷èñëèòè ¨õ ðîçìiðíiñòü.
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Âïðàâà 3.96. Äîâåñòè, ùî ÿêùî M � ìíîãîâèä, à f : M → N

� ãîìåîìîðôiçì, òî N � ìíîãîâèä.

Âïðàâà 3.97. Äîâåñòè, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîãîâèäiâ ¹
ìíîãîâèäîì.

Âïðàâà 3.98. Ïåðåâiðèòè, ÿêi ç ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó ¹
ìíîãîâèäàìè.

Âïðàâà 3.99. Ó 2n-êóòíèêó ñêëå¹íi (îòîòîæíåíi) ïàðè ñòî-
ðií. ×è áóäå îòðèìàíèé ó ðåçóëüòàòi ñêëåéêè ïðîñòið êëàñè-
÷íîþ ïîâåðõíåþ? ßêùî òàê, òî ÷è áóäå âîíà îði¹íòîâàíà òà
ÿê âèçíà÷èòè ¨¨ ðiä?

Âïðàâà 3.100. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà êëàñè÷íà ïîâåðõíÿ ìîæå
áóòè îòðèìàíà iç ìíîãîêóòíèêà çà äîïîìîãîþ ñêëåþâàííÿì
ìiæ ñîáîþ âiäïîâiäíèõ ïàð ñòîðií.

Âïðàâà 3.101. Ùî áóäå, ÿêùî ëèñò Ìüîáióñà ðîçðiçàòè ïî
ñåðåäíié ëiíi¨?

Âïðàâà 3.102. Äîâåñòè, ùî êîæíèé ìíîãîâèä ¹ ëîêàëüíî-
êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì (êîæíà òî÷êà ìà¹ êîìïàêòíèé îêië).

Âïðàâà 3.103. Äîâåñòè: ìíîãîâèä çâ'ÿçíèé ⇐⇒ âií ëiíiéíî-
çâ'ÿçíèé.

Âïðàâà 3.104. Ïîêàçàòè, ùî íà ñôåði íå ìîæíà ââåñòè àòëàñ,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ êàðòè.



4.Ñàìîñòiéíà ðîáîòà

Â öüîìó ðîçäiëi ìiñòÿòüñÿ çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè,
ùî âiäíîñÿòüñÿ äî âñiõ ðîçäiëiâ.

1.Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Âïðàâà 4.1. Äëÿ êîæíîãî ç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ âèçíà÷èòè,
÷è ìà¹ ïðîñòið Z òó ñàìó òîïîëîãi÷íó âëàñòèâiñòü, ùî i ïðî-
ñòîðè X òà Y ÿêùî ïðîñòîðè X òà Y

a) Ò0-ïðîñòîðè,

á) Ò1-ïðîñòîðè,

â) Ò2-ïðîñòîðè,

ã) Ò3-ïðîñòîðè,

ä) Ò4-ïðîñòîðè,

å) çâ'ÿçíi,

¹) ëiíiéíî çâ'ÿçíi,

æ) êîìïàêòíi,

ç) ñåïàðàáåëüíi,
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è) ìíîãîâèäè,

à ïðîñòið Z ïîâ'ÿçàíèé ç ïðîñòîðàìè X òà Y óìîâîþ

1. Z = X × Y ,

2. X = Y × Z,

3. Z ⊂ X,

4. X ⊂ Z,

5. Z = X/ ∼,

6. X = Z/ ∼.

Ó âèïàäêó ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi, äîâåñòè öå, à ó âèïàäêó íåãà-
òèâíî¨ âiäïîâiäi, íàâåñòè ïðèêëàä, ùî ¨¨ ïiäòâåðäæó¹.

2.Çàâäàííÿ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi

Âïðàâà 4.2. Äîâåñòè ãîìåîìîðôíiñòü òèõîíiâñüêîãî äîáóòîê
äèñêðåòíî¨ äâîòî÷êè òà êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè: 2∞ = K.

Âïðàâà 4.3. Äîâåñòè òåîðåìà Òèõîíîâà äëÿ òèõîíiâñüêîãî
äîáóòêó íåñêií÷åíîãî ÷èñëà ïðîñòîðiâ.

Âïðàâà 4.4. Äîâåñòè òåîðåìó Òiòöå-Óðiñîíà.

Âïðàâà 4.5. Äîâåñòè, ùî ìíîãîâèäè � íîðìàëüíi òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè.

Âïðàâà 4.6. Äîâåñòè, ùî R2 òà Rn íå ãîìåîìîðôíi (n > 2).

Âïðàâà 4.7. Äîâåñòè, ùî â êâàäðàòi [-1,1]x[-1,1] øëÿõ ç (-1,
0) â (1,0) ïåðåòèíà¹ øëÿõ ç (0, -1) â (0, 1).

Âïðàâà 4.8. Ïîáóäóâàòè ïðèêëàä äâîõ íå ãîìåîìîðôíèõ ïðî-
ñòîðiâ X òà Y , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåïåðåðâíi ái¹êöi¨ f : X → Y

òà g : Y → X.
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Âïðàâà 4.9. Äîâåñòè, ùî â Rn çàìêíåííi ìíîæèíè, ùî íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ, ìîæóòü áóòè ôóíêöiîíàëüíî âiäîêðåìëåíi ãëàä-
êîþ ôóíêöi¹þ.

Âïðàâà 4.10. Äîâåñòè, ùî íåïåðåðâíà ái¹êöiÿ åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó Rn ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïðè a) n = 1, á) n = 2, â)
n > 2.

Âïðàâà 4.11. Äîâåñòè, ùî ái¹êöiÿ ïðîñòîðó Rn, äëÿ ÿêî¨
îáðàç êîæíî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè çâ'ÿçíèé, i ïðîîáðàçè çâ'ÿçíèõ
ìíîæèí çâ'ÿçíi, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïðè a) n = 1, á) n = 2, â)
n > 2.

3.Ïðèêëàä ìîäóëüíî¨ ðîáîòè

1. Íà ïðÿìié R çàäàíà ëiâà ïîðÿäêîâà òîïîëîãiÿ

{ (−∞, a] | −∞ < a ≤ +∞}.

Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå öåé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið

1. T1-ïðîñòîðîì,

2. T2-ïðîñòîðîì,

3. T3-ïðîñòîðîì,

4. T4-ïðîñòîðîì,

5. çâ'ÿçíèì,

6. êîìïàêòíèì,

7. ñåïàðàáåëüíèì,

8. ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi,

9. ëiíiéíî-çâ'ÿçíèì.
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Ó çàçíà÷åíié ðàíiøå òîïîëîãi¨ íà ïðÿìié äëÿ ìíîæèíè A =

Q ∩ (0, 1) çíàéòè:

10. âíóòðiøíiñòü,

11. çàìèêàííÿ,

12. ìåæó,

13. ìíîæèíó ãðàíè÷íèõ òî÷îê,

14. içîëüîâàíi òî÷êè,

15. êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi.

2. Äàòè îçíà÷åííÿ, íàâåñòè ïðèêëàä, ùî éîìó çàäîâîëü-
íÿ¹, òà ïðèêëàä, ÿêèé íå çàäîâîëüíÿ¹ â êîæíîìó ç òàêèõ âè-
ïàäêiâ:

1. Çàìêíåíi ìíîæèíè.

2. Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ.

3. Àêñiîìà Ò1,

4. Àêñiîìà Ò4.

5. Ëiíiéíî çâ'ÿçíi ïðîñòîðè.

6. Êîìïàêòíi ïðîñòîðè.

7. Âíóòðiøíiñòü.

8. Ôàêòîðòîïîëîãiÿ.

9. Êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi
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4.Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ

1. Ñêiëüêè ðiçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ñòðóêòóð iñíó¹ íà ìíîæèíi
ç äâîõ (òðüîõ) òî÷îê?

2. ßêèõ ìíîæèí áiëüøå âiäêðèòèõ ÷è çàìêíåíèõ ó ïðîñòî-
ðà çi ñêií÷åíèì ÷èñëîì òî÷îê?

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä ìíîæèíè (êðiì ïîðîæíüî¨ i âñüîãî ïðî-
ñòîðó), äëÿ ÿêî¨ âíóòðiøíiñòü äîðiâíþ¹ çàìèêàííþ.

4. ßêà íàéìåíøà ìîæëèâà ïîòóæíiñòü áàçè çàäàíîãî äèñ-
êðåòíîãî ïðîñòîðó?

5. ßêèì óìîâàì ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè äåÿêà ñiì'ÿ ïiäìíî-
æèí àáè áóòè áàçîþ (ïåðåäáàçîþ) äåÿêî¨ òîïîëîãi÷íî¨
ñòðóêòóðè?

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ç íåïîðîæíüîþ
ìåæåþ.

7. ×è iñíó¹ ãîìåîìðôiçì ìiæ ïðÿìîþ òà ïëîùèíîþ?

8. ßêi ç òàêèõ êðèâèõ ãîìåîìîðôíi ìiæ ñîáîþ: à) ïðÿìà,
á) ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, â) åëiïñ, ã) ïàðàáîëà, ä)
ãiïåðáîëà?

9. ×è áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó ¹ íîð-
ìàëüíèì ïðîñòîðîì?

10. Ñêiëüêè íå ãîìåîìîðôíèõ ìiæ ñîáîþ êîìïàêòèôiêàöié
ìà¹ âiäêðèòèé iíòåðâàë?

11. ×è áóäå îáðàç íåïåðåðâíîãî ií'¹êòèâíîãî âiäîáðàæåííÿ
iíòåðâàëà (êîëà) íà ïëîùèíó ãîìåîìîðôíèì iíòåðâàëó
(êîëó)?
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Ñïèñîê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

∂A � ìåæà ìíîæèíè A

Sn � n-âèìiðíà ñôåðà
Dn � n-âèìiðíèé äèñê
I � âiäðiçîê [0,1]
X ∨ Y � áóêåò ïðîñòîðiâ X òà Y

2X � ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X

Mo � ñòði÷êà Ìüîáióñà
T 2 � òîð
Kl � ïëÿøêà Êëåéíà
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òîïîëîãi÷íà ñóìà, 44
òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê, 45
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, 7
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